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1 Einleitung

1.1 Motivation: Schneller, weiter, hoher

Regalbediengerite sind kostenintensive Manipulatoren, die in grofler Stiickzahl in
Logistikzentren zur Erzielung eines hohen Durchsatzes eingesetzt werden.

Im Allgemeinen will man in kurzer Zeit moglichst viel bewirken - weshalb man nach
moglichst hoher Leistung strebt. Im wirtschaftswissenschaftlichen Kontext will man
die Produktivitat erhohen. Da in Zeiten steigender Energiepreise neben der Produk-
tivitat auch der zur Erzeugung des gewiinschten Produkts bendtigte Energieeinsatz
immer stéirker beriicksichtigt werden muss, strebt man nach Effizienz. Unter Effi-
zienz versteht man das Minimum des Verhaltnisses von Aufwendungen (sowohl in
Form von Material-, Zeit- als auch Energieeinsatz) zu Nutzen.

Bei dem in Bild 1.1 abgebildeten Regalbediengerat handelt es sich um ein Demons-
trationsgerat, das in der Halle des Lehrstuhls fiir Férdertechnik Materialfluss und
Logistik der Technischen Universitat Miinchen steht. Der Durchsatz eines solchen Re-
galbediengerats lasst sich nicht einfach durch schnelleres Verfahren und damit mehr
Leistung stetig steigern, weil im Allgemeinen auftretende Schwingungsamplituden
der Struktur bei Uberschreiten einer tolerierbaren Amplitude am Ende des Posi-
tioniermanovers Abklingwartezeiten erfordern und damit den Zeitgewinn zu Nichte
machen.
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Bild 1.1: Beispiel Regalbediengerat: Oftmals wird der Durchsatz durch tolerierbare
Nachschwingungsamplituden begrenzt.
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1.2 Problemstellung

1.2.1 Teufelskreis

Will man die Effizienz des Positioniervorgangs der in dieser Arbeit betrachteten Ma-
schinen steigern, so tritt folgender Teufelskreis zu Tage. Verfahrt man ein klassisch
geregeltes Gerat einfach schneller, so sind deutliche strukturbedingte Nachschwin-
gungen im Ziel zu beobachten. Eine Erhéhung der Struktursteifigkeit zur Minimie-
rung dieser Nachschwingungsamplituden erscheint sinnvoll. Bei einem gut konstru-
ierten Geréat lasst sich die Struktursteifigkeit jedoch nur mit einem Mehr an Material
erhohen. Damit steigt die zu beschleunigende Masse, was den Energieverbrauch der
Anlage erhoht und evtl. leistungsstiarkere Antriebe nétig macht, um eine Steigerung
des Durchsatzes zu erreichen. Somit steigen die Anlagenkosten auf zwei Arten an.
Wegen Wirkungsgraden von stets kleiner eins steigt der Energiebedarf der Anlage
auch beim Einsatz von Antriebseinheiten, die tiber die Moglichkeit verfiigen, Ener-
gie ins Netz zuriick zu speisen(Rekoperation). Sind die Anlagenkosten empfindlich
gestiegen, so kann man versuchen, diese durch eine weitere Durchsatzsteigerung zu
rechtfertigen. Damit steigen jedoch im Allgemeinen erneut die Nachschwingungsam-
plituden an, womit sich der Kreis schlieft. Das bedeutet, man kann im Allgemeinen
den Durchsatz nicht ohne eine deutliche Erhohung der Anlage- und Betriebskosten
steigern.

1.2.2 Ausweg aus dem Teufelskreis

Wie der Teufelskreis zu durchbrechen ist, verdeutlicht folgende Uberlegung. Nach-
schwingungen im Ziel sind ein Zeichen fiir ungenutzt verpuffende Energie, die vom
Antrieb wahrend des Positioniervorgangs in die Struktur eingebracht wurde. Daraus
folgt unmittelbar, dass ein Positioniermandéver mit gleicher Verfahrzeit dann effizient
die Antriebskraft und damit die gesamte Anlage nutzt, wenn am Ende keine Struk-
turschwingungen auftreten. Gesucht ist jedoch keine Strategie, bei der die passive
Dampfung der Anlage erhoht wird, da Démpfung eine Vernichtung von vom Aktor
stammender Energie bedeutet und somit automatisch die Effizienz senkt. Offensicht-
lich ist dies im Falle eines passiven Schwingungsdampfers.

Damit erscheint als Mittel der Wahl eine geeignete Vorsteuerstrategie fiir nachschwin-
gungsfreies Positionieren sinnvoll. Im Gegensatz zu einem geschlossenen System
zeichnet sich eine solche Vorsteuerung neben der Vermeidung von Restschwingungen
durch eine hohe Unempfindlichkeit gegeniiber Spiel im Antriebsstrang aus. In der
Praxis kommen spielbehaftete Antriebe haufig aus Kostengriinden zum Einsatz.
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1.3 Stand der Literatur

Strukturdynamik stellt ein vor allem in der Luft- und Raumfahrttechnik besonders
wichtiges Gebiet dar, da hier in der Natur der Sache liegend der Leichtbau eine sehr
wichtige Rolle einnimmt. Um z.B. Fliigel von Flugzeugen oder auch Solarpanele von
Sateliten vor einem Bruch in Folge von aufklingenden Schwingungen zu bewahren,
ist es nicht nur fiir die Sicherheit des Systems sondern auch aus 6konomischen Ge-
sichtspunkten sinnvoll, mit relativ kostenintensiven Mafilnahmen Schwingungen aktiv
zu beddmpfen, wenn sich damit das Gewicht des Systems reduzieren lasst. Durch
den Einsatz von Piezoelementen ist es moglich, flachig Sensorik und Aktorik in eine
Struktur zu integrieren und damit den Verformungszustand einer Struktur zu beein-
flussen wie in RUDOLPH [39] und MEURER [30]. Eine besonders elegante Her-
angehensweise zur Realisierung einer aktiven Schwingungsdampfung mit relativ ge-
ringer Rechenleistung ergibt sich unter Anwendung der geometrischen Filterung zur
modenselektiven Riickfithrung von Schwingungszustéinden nach FREYMANN [18].
In der vorliegenden Problemstellung stellt der Antrieb die unmittelbare Ursache fiir
den Energieeintrag in die Struktur dar, weshalb der Sinn eines weiteren Aktors aber
auch eines Schwingungsdampfers exklusiv zu Zwecken der Dampfung fraglich ist.
Daher wurden derartige Ansétze in dieser Arbeit nicht weiter untersucht.

In SCHUMACHER [41] finden sich phéanomenologische Untersuchungen der auf-
tretenden Nachschwingungsamplituden eines Regalbediengerits in Abhéangigkeit von
Verfahrweite und Verfahrzeit. Dabei wurde eine wellenartige Abhéngigkeit der Nach-
schwingungsamplituden von den genannten Parametern festgestellt. Damit lasst sich
der Durchsatz eines Gerates zwar in einem gewissen Mafle steigern, nicht aber in
der gewiinschten und nétigen Flexibilitat wie es im praktischen Einsatz erforderlich
ist. In DIETZEL [13] riickt die Fahrantriebsregelung in den Fokus. Dabei wird das
System durch ein Modell mit konzentrierten Massen modelliert und ein Zustands-
regler hierfiir entworfen. Die Sollvorgabe fiir den Regler wird mittels Polynomen
interpoliert. Eine Beriicksichtigung der Balkendynamik zur Berechnung einer ent-
sprechenden Vorsteuerung erfolgt nicht.

In PARK [33] wird ein mechanisches System bestehend aus einem senkrecht ein-
gespannt verfahrbaren Balken mit lings des Balkens verfahrbarer Masse betrach-
tet. Dabei werden mit dem Hamiltonprinzip die Bewegungsgleichungen des Systems
aufgestellt. Zur Positionierung des Systems wird der Antriebskraftverlauf in Zeitin-
tervalle unterteilt, in denen die Antriebskraft jeweils konstant ist. Zur Berechnung
der Antriebskraftamplituden wird lediglich die erste Eigenfrequenz betrachtet, und
ein als ,Input Preshaping Method“ (IPM) benanntes Verfahren vorgestellt, mit dem
Nachschwingungsamplituden nach dem Beschleunigungsvorgang minimiert werden.
Wihrend der Phasen konstanter Fahrt wird die Hohe der Masse auf die Zielhohe
gebracht. Schliellich wird wieder mit dem IPM-Verfahren eine Antriebskraftschalt-
sequenz zum nachschwingungsfreien Abbremsen beschrieben.

In RUDOLPH [38] wird die fiir endlichdimensionale nichtlineare Systeme in
FLIESS ET AL. [15] vorgestellte flachheitsbasierte Regelungstheorie auf eine spe-
zielle Klasse unendlich dimensionaler Systeme erweitert. Dabei findet sich auch ein
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Beispiel zur flachheitsbasierten Parametrierung der Antriebskraft fiir einen rotato-
risch gelagerten Balken mit Endmasse. Die darin aufgezeigte Methodik stellt die
theoretische Grundlage fiir die in dieser Arbeit erfolgreich gefundene Parametrie-
rung der Antriebskraft zur Vorsteuerung fiir das hier vorliegende System dar.

In STAUDECKER ET AL. [42] findet sich fiir ein Regalbediengerét eine passivitats-
basierte Regelungsstrategie sowie eine zeitoptimale Trajektorienplanung. Eine ahn-
liche Arbeit ohne zeitoptimale Trajektorienplanung aus der gleichen Arbeitsgruppe
findet sich in ENNSBRUNNER [14] Dabei wird mittels des Hamiltonschen Prin-
zips ein Modell unendlicher Dimension in Form von gewohnlichen und partiellen
Differentialgleichungen aufgestellt. Mit Hilfe des Ritz-Verfahrens wird eine endlich
dimensionale Approximation gewonnen, wofir sich ein differentiell flacher Ausgang
finden léasst. Basierend auf dem unendlichdimensionalen Systemmodell wird ein pas-
sivitdtsbasiertes Regelgesetz hergeleitet, welches neben den in jedem Servoantrieb
verfiigharen Ortskoordinaten von Fahr- und Hubwerk auch die im Balkenfufipunkt
auftretende Scheerkraft bendtigt. Dies bedeutet einen weiteren Sensor, was hohere
Anlagengrundkosten bedeutet. Schliefllich wird zur Generierung der Sollverlaufe ein
Algorithmus vorgestellt, mit Hilfe dessen es moglich ist, zeitoptimale Trajektorien
numerisch innerhalb einer Zeitspanne von 2 bis 10 Sekunden zu berechnen.

1.4 Ziel und Aufbau der Arbeit

Ziel dieser Arbeit ist es, die Effizienz bestehender Regalbediengeréite mit der vor-
handenen Sensor- und Aktorausstattung mit den Moglichkeiten der Regelungs- und
Steuerungstechnik zu steigern. Es soll also eine Methode erarbeitet werden, die ohne
zuséatzliche Sensoren und Aktoren auskommt und zum Anderen mit standardméafig
verfiigharen kostengtinstigen haufig auch spielbehafteten Antriebslosungen eine nen-
nenswerte Durchsatzsteigerung erreichen kann.

In Kapitel 2 wird das betrachtete dynamische System néher spezifiziert und model-
liert. Dazu wird ausgehend vom in Bild 1.1 dargestellten Regalbediengerat ein zur
weiteren Modellierung herangezogener dynamischer Kern abgeleitet. Dieser dynami-
sche Kern definiert die Klasse von Systemen, auf die die Ergebnisse dieser Arbeit
angewendet werden konnen. Mit Hilfe der Euler-Bernoulli-Balken-Theorie ist hier
die fiir die Nachschwingungen hauptverantwortliche Struktur der Maschine mathe-
matisch modelliert. Mit Hilfe der Methode der Finiten-Differenzen wird anschlie-
Bend eine ortsdiskrete Approximation der verteiltparametrischen Systemdynamik in
Form eines Zustandsraummodells aufgestellt. Der Berticksichtigung von Getrieben
zwischen Motor und System wird ein eigener Abschnitt gewidmet, ehe auf das fir
die praktische Anwendung der in dieser Arbeit erarbeiteten Vorgehensweise ebenso
wichtige Phanomen der Reibung naher eingegangen wird.

Ob bei realen Anlagen mit den vorhandenen Servoantrieben und -platzierungen eine
aktive Schwingungsbeddmpfung ohne zusatzliche Sensorik und Aktorik iiberhaupt
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moglich ist, wird im Kapitel 3 untersucht. Mit einem von den Eigenformen abgeleite-
ten Empfindlichkeitsmafl konnen Aussagen zur nétigen Mindestsensorauflosung zur
sicheren Erfassung von Schwingungsamplituden der Struktur getroffen werden.

Zwei unterschiedliche Herangehensweisen zur Antriebskraftvorsteuerungsberechnung
werden in Kapitel 4 vorgestellt. Dazu werden zwei zur numerischen Optimierung ge-
eignete Parametrierungen der Antriebskraft vorgestellt und die Vor- und Nachteile
diskutiert. Schliellich wird ein flachheitsbasierter analytischer Vorsteuerungsentwurf
fir das verteiltparametrische System durchgefiithrt. Damit ist es moglich, ein Regal-
bediengeréat praktisch nachschwingungsfrei zu positionieren oder aber auch auf eine
Geschwindigkeit zu beschleunigen.

Schlielich wird in Kapitel 5 die Vorsteuerung in eine Ablaufsteuerung mit Regel-
kreis zur Sicherstellung der Positioniergenauigkeit eingebettet. Basierend auf dem in
Kapitel 2 gefundenen Zustandsraummodell, werden darin die Methoden zur Regler-
und Beobachterauslegung vorgestellt.

Zur Validierung der in dieser Arbeit entwickelten Methodik wurde der in Kapitel
6 vorgestellte und LARS! genannte Laborpriifstand entwickelt. Neben einer kur-
zen Darstellung der Konstruktion der einzelnen Komponenten wurden die in den
vorhergehenden Kapiteln dargelegten Methoden zur Vorsteuerung und Regelung
implementiert und das Ergebnis in diesem Kapitel dargestellt.

Mit dem zu Demonstrationszwecken aufgebauten Regalbediengerat des Lehrstuhls
Fordertechnik Materialfluss und Logistik wurde ebenfalls sehr erfolgreich die Wirk-
samkeit zur Durchsatzsteigerung an einer realen Anlage gezeigt, wie in Kapitel 7
dargestellt wird.

Die Arbeit schlieft mit der Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse in Kapitel
8 sowie einer Einschiatzung moglicher zukiinftiger Entwicklungen.

1 LARS=Linear aktuiertes Robotersystem



2 Modellierung der betrachteten
Systemklasse

Ein gutes Modell, zumindestens aber die Kenntnis der Struktur der die Systemdyna-
mik beschreibenden Gleichungen, ist die Grundlage fiir einen Regelungsentwurf. Zu-
néichst wird in Abschnitt 2.1 die in dieser Arbeit betrachtete Systemklasse definiert.
Mittels des Verfahrens der finiten Differenzen (Abschnitt 2.3) wird die verteiltpara-
metrische Systemdynamik mit einem Modell endlicher Dimension numerisch angena-
hert. Dieses Systemmodell wird zum Regler- und Beobachterentwurf herangezogen.
In 2.5 wird auf das Phénomen der Reibung eingegangen.

2.1 Systemklasse

Zunéchst wird die Struktur eines Regalbediengerits mit einem Minimalmodell be-
schrieben, das die dynamischen Eigenschaften hinreichend abbildet. Alle Geréte, die
entsprechend reduziert werden kénnen, bilden die Klasse von Systemen, auf die diese
Arbeit angewendet werden kann.

2.1.1 Stammbaum der Systemklasse

In Bild 2.1 ist die vorgenommene mechanische Modellierung fiir ein Geréat wie in
Bild 1.1 zu sehen. Die aktuierte translatorische Fiithrung wird durch einen eigenen
Balken mit zwei Unterstiitzungspunkten modelliert. Auf diesem Balken werden die
senkrecht auslegenden Balken kinematisch gekoppelt. Die freien Enden der Balken
werden mittels eines jeweils zweiwertig gelagerten Starrkorpers auf Distanz gehalten.
Auf den auslegenden Balken ist ein translatorisch aktuiertes Werkzeug (z.B. ein Grei-
fer) gelagert. In einem weiteren Schritt wird der die Fahrwerkssteifigkeit modellieren-
de Balken durch Drehfedern mit der Héarte kr ersetzt, wie in Bild 2.2 dargestellt. Die
Fahrwerksmasse (inkl. daran befestigter Anbauteile) wird durch zwei kinematisch ge-
koppelte Punktmassen in den Einspannungspunkten der Balkenstruktur modelliert.
Unter Ausnutzung der vorhandenen Symmetrieachse! lisst sich das in Bild 2.2 dar-
gestellte Modell in zwei Halften teilen, die getrennt voneinander betrachtet werden
kénnen (Bild 2.3). Dabei wird berticksichtigt, dass auch die Antriebskrifte kinema-
tisch bedingt symmetrisch auf die elastischen Elemente wirken. Die Koppelsteifigkeit
des Werkzeugs ist aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht dargestellt.

1 Annahme: Vorhandene Symmetrieachsen der Massenverteilung und der Kinematik fallen zu-
sammen.
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X i "

Bild 2.1: Ersatzmodell fiir Anlagen mit Parallelkinematik

A
|—e-Sf :
e i

Bild 2.3: Ersatzmodell und systemdynamischer Kern der hier betrachteten Systemklasse

2.1.2 Definition der Systemklasse

Das in Bild 2.3 dargestellte zur mathematischen Modellierung herangezogene mecha-
nische Modell definiert die in dieser Arbeit betrachtete Systemklasse. Dabei umfasst
die Systemklasse die in Tabelle 2.1 aufgefiihrten Parameter, wobei fiir die eingangs
erwahnte Versuchsanlage als auch fiir den zur verlasslichen Validierung des Rege-
lungskonzepts erstellten Priifstands ,LARS“ konkrete Werte angegeben sind.
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Tabelle 2.1: Parameter der betrachteten Systemklasse mit konkreten Zahlenwerten des
Laboraufbaus ,LARS“ und eines Regalbediengerit(RBG)s

Parametername Symbol | Einheit LARS RBG
Elastizitatsmodul E N/m? 21-10% 7,155 - 1019
Flachentréagheitsmoment 1 m* 90-10~2 [ 5,993-107°
Materialbedeckte Querschnittsflache A m? 12-107° 6542 - 107
Dichte Balkenmaterial p kg/m3 7850 2740
Balkenldnge L m 0,6 8,5
Einspannsteifigkeit kr Nm/rad | 4,63-10" 2,15 - 10°
Koppelsteifigkeit cr N/m 108 106
Masse Fuflpunkt m kg 3,659 1241
Masse Werkzeug mr kg 1,662 120
Masse Zuladung my kg max. 0,476 max. 100
Lastmasse (mp + my) mr, kg max. 2,138 max. 220
Trégheitsmoment der Last J kgm? 4,256 - 1073 0

2.2 Euler-Bernoulli-Balken

Bei einer Struktur, deren Querschnittsabmessungen klein im Vergleich zu ihrer Lange
sind, spricht man von einem Balken. Das Euler-Bernoulli-Balkenmodell berticksich-
tigt keine Schubverformungen sowie Rotationstragheiten. Dies ist bei sogenannten
schlanken Balken zulassig, bei denen das Verhéltnis aus Lange zu Balkendurchmesser
mindestens zehn betragt [28].

2.2.1 Potentielle und kinetische Energie

Wahrend grundlegende Grofien und Zusammenhénge zur Balkentheorie im Anhang
F aufgefithrt sind, finden sich in diesem Abschnitt die Ausdriicke fiir die im Euler-
Bernoulli-Balken gespeicherten Energieformen. Diese konnen zur Aufstellung von
Bewegungsgleichungen eines elastischen Systems oder aber auch als Giitefunktional
im Rahmen einer numerischen Optimierung genutzt werden.

Formanderungsenergie des Balkens

Um die Forméanderungsenergie zu berechnen, betrachtet man ein differentielles Ele-
ment des deformierten Korpers. Bild 2.4 zeigt einen Lastfall bei dem nur normal zur
Koérperoberfliche Spannungen o, in Richtung der x-Achse wirken, wie es z.B. bei
einem Zugstabversuch der Fall ist. In Bild 2.5 hingegen ist ein Lastfall in Folge einer
reinen Schubbelastung in Folge der Schubspannungen 7, und 7, dargestellt [27].

Fiir den in Bild 2.4 dargestellten Lastfall einer reinen Normalspannung o, berechnet
sich die zur resultierenden Dehnung ¢, um die Strecke e,dx notige differentielle
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Y4 v T
- o s e |-
| L) Yayde
> - — %“} e
dr |dz + ezdx 4— |i» *
Bild 2.4: Normalbelastung Bild 2.5: Schubbelastung

Arbeit dW zu
1
dW = amexdydzdm (2.1)

Die benétigte differentielle Arbeit im Falle einer Schubdeformation um die Gleitung
Yzy berechnet sich bei einer wirkenden Schubspannung 7, zu

1
dW = iTxydydz%ydx. (2.2)
Diese fiir jeweils eine Raumrichtung durchgefiihrten Uberlegungen lassen sich ana-
log fiir die restlichen beiden Raumrichtungen durchfithren. Zusammengefasst lasst

sich ein Ausdruck fir die im Elementarwiirfel enthaltene Formanderungsenergie V'
anschreiben [27]

1
=3 / (0x€s + Oy€y + 026, + TayVay + TyzVys + TeaVez) drdydz. (2.3)

Unter Beriicksichtigung des verallgemeinerten Hookeschen Gesetzes F.22 und 7 =
G~y lasst sich die Formanderungsenergie in Abhédngigkeit von Normal- und Schub-
spannungen anschreiben zu

2 2 2
(Txy + Tz + sz)

dxdydz.

! p
V:IZ[Q_E' (U§+U§+03)_E(O'mUy—i—O'yO'Z_FO-xO-Z)_i_ﬁ

(2.4)

Darin beschreibt p die Querdehnzahl, G das Schubmodul und E die Elastizitatskon-
stante. Wenn man davon ausgeht, dass Energieanteile in Folge von Schubdeforma-
tionen vernachléssigt werden konnen und die dem Biegemoment M zuzuschreibende
Biegenormalspannung (F.36) den dominanten Verformungsenergieanteil iibernimmt,
lasst sich folgender Ausdruck zur Bestimmung der Biegeenergie angeben:

L
T 9 1/ x
El2x/ dA 20 (x)

(2.5)

L
1 M (x)y? 1
sz’egunQ 2 EIQ( ) dl‘d dz = 20/
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Dabei wurde von der Definition des Flachentragheitsmoments I, gemafl (F.33) Ge-
brauch gemacht. Mit dem Zusammenhang zwischen Biegemoment und Biegelinie
geméf (F.47) erhalt man einen Ausdruck fiir die Forménderungsenergie Vaiecgung,
der nur von der Biegelinie w(x), der Balkengeometrie I, und dem Elastizitédtsmodul
E abhangt:

1 ‘ " 2
Viiegung = 0/ EL(x) (w"(z))? dz. (2.6)

Kinetische Energie des Balkens

Die kinetische Energie eines homogenen Euler-Bernoulli-Balkens der Lange L be-
tragt

1 L

Tkinetisch = 3 /pA(x)w2(x)dx. (2.7)
0

2.2.2 Euler-Bernoulli-Balkendifferentialgleichung

Die Herleitung der Bewegungsgleichung eines Euler-Bernoulli-Balkens kann anhand
des Momenten und Kraftegleichgewichts an einem infinitesimalen Balkenelement
oder iiber das Hamiltonsche Prinzip erfolgen [28].

Das als Euler-Bernoulli-Balkendifferentialgleichung bekannte Resultat lautet fiir einen

Balken mit konstantem Querschnitt

O*w(w,t) 0w (z,t)

—— L 4+ BE[——= =0. 2.8
ot? i ox?t (28)

Dabei bezeichnen E das Elastizitatsmodul des Werkstoffes, I das Flachentragheits-

moment der Querschnittsgeometrie, A die vom Material bedeckte Querschnittsflache

und p die Dichte des Materials.

pA

Nach David J. Russell kann die Euler-Bernoulli-Balkendifferentialgleichung wie folgt
um innere Dampfung erweitert werden [11]:

O*w(w,t) Dw(w,t) O*w(z,t)

2.3 Finite-Differenzen-Modell

Fiir Regler- und Beobachterentwurf aber auch zur numerischen Optimierung wird
die verteiltparametrische Systemdynamik diskretisiert und damit einer numerischen
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Auswertung zugénglich gemacht. Hierzu wird die Methode der finiten Differenzen
verwendet.

2.3.1 Zustandsraumdarstellung der Balkendynamik

Zunéachst wird die Dynamik des Balkens ohne aufgebrachte Last (Bild 2.6) betrach-
tet. Dabei ergibt sich fiir den als Euler-Bernoulli-Balken modellierten Ausleger fol-
gendes Randwertproblem:

—krw'(0,t) = —ETw"(0,t), (2.10)
—ETw"(0,t) = mpiw(0,t) — u(t), (2.11)
w"(L,t) =0, (2.12)
—ETw" (Lit) = —mgw(L,t). (2.13)

Die hinter den Randbedingungen stehenden anschaulichen Bedeutungen sind in Ta-
belle 2.2 gelistet. Zur Reduktion der verteiltparametrischen Systemdynamik auf ein

Tabelle 2.2: Bedeutung der Randbedingungen

RB-Nr. | Bedeutung

(2.10) | Das Biegemoment des Balkens am Fulpunkt entspricht dem Torsionsmoment
der als Drehfeder k7 modellierten Einspannungssteifigkeit.

(2.11) | Die Querkraft des Balkens am Fuipunkt entspricht der Stellkraft w(t)
und der Triagheitswirkung der Massen im Fuflpunkt.

(2.12) | Das Biegemoment am freien Ende verschwindet.

(2.13) Die Querkraft am freien Ende entspricht der Massenwirkung mx

gewohnliches Differentialgleichungssystem, werden basierend auf der Methode der
finiten Differenzen die Ortsableitungen in (2.8) und in (2.10)-(2.13) ortsdiskreti-
siert.

Hierzu werden fiir die als Knoten bezeichneten Punkte der Biegelinie w(x,t) des Bal-
kens folgende ortsdiskreten Notationen eingefithrt und zur vereinfachten Lesbarkeit
die explizite Zeitabhéngigkeit der Biegelinie w(x,t) vernachléssigt, also

x, =h(v—1), (2.14)
w, = w(w,,t), (2.15)
ow,  Ow(x,t)
or Oz ’ (2.16)
x=vh
Pw,  Pw(w,t)
ox?  Ox* | , (217)

Entsprechend fiir die hoheren Ortsableitungen a;;” und a;;ﬂ”, wobei fiir den Index

der Knoten v € [1...N] und fir den Abstand der einzelnen Knoten h = ( NL+1)
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Bild 2.6: Ortsdiskretisierung der verteiltparametrischen Balkendynamik.

Zy,41—x, gilt. Es bezeichnen L die Lange des Balkens und N die Anzahl der Knoten.
Zur Herleitung der bendtigten Ableitungsapproximationen bedient man sich der
Taylorreihenentwicklung. Damit lassen sich die um einen Entwicklungspunkt w,
gelegenen Funktionswerte w,_; sowie w, .1 folgendermaflen berechnen

ow, 1 ,0%w,
Wyy1 = w, +h e + jh 52 + ..., (2.18)
ow, 1 ,0%w,
1= — — — .. 2.1
e L MR T (2.19)
Aus (2.18) und (2.19) lésst sich mit
8wu+ Wy41 — Wy
= h 2.2
. — o) (2:20)
und
awu_ Wy — Wy—1
= O(h 2.21
. el oh) (2:21)

jeweils eine Approximation fiir die erste Ableitung angeben. Der sogenannte Vorwarts-
(2.20) und der Rickwartsdifferenzenquotient (2.21) fithrt jeweils zu einem Approxi-

mationsfehler erster Ordnung. Durch Subtraktion von (2.18) und (2.19) erhélt man

den sogenannten zentralen Differenzenquotienten, bei dem der Approximationsfehler

nur mehr zweiter Ordnung ist:

awu Wyl — Wy 2
= L O, (2.22)

Durch Addition von (2.18) und (2.19) lasst sich auch eine Approximation fir die
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zweite partielle Ableitung finden

Pw,  wys — 2w, + w,_y N
= . 2.2
52 2 + O(h?) (2.23)

Die Differentenquotienten zur Approximation der hoheren Ableitungen kénnen unter
Verwendung der bisherigen Ergebnisse hergeleitet werden:

ow(z,t) Wyi1 — Wy ,
~ optt - vl 2.24
0?w(x,t) Wyp1 — 2w, + Wy_q "
3 - 2 2 - "
d IU(.Qf,t) ~ Wy+2 Wy+1 + 2wy—1 Wy —2 =w,, (226)
ox3 , 2h3
4 —4 — 4w, _ _
0 ’LU(LL‘,t) ~ Wy+2 Wyy1 + 6w1/ Wy—1 + Wy—2 _ wl(/4)' (227)
ozt , h4

Nun lassen sich aus der partiellen Euler-Bernoulli-Balkendifferentialgleichung (2.8)
N gewohnliche Differentialgleichungen ableiten:

.. EI
Wy = “hiA (w_1 — 4wy + 6wy — 4wy + ws) (2.28)
.. EI
Wy = —m(wo — 4U}1 + 671)2 - 41[)3 + W4) (229)
I =i ( 4 +6 4 + ) (2.30)
W, = ———(w,_9 — 4w, _ w, — 4w, w, i
A 2 1 +1 +2
.. EI
Wy_1 = —m(wN,g —4dwy_o + 6wy_1 — 4wy + wyi1) (2.31)
.. EI
Wy = _h4pA (U)N,Q — 4U)N71 + 6U)N — 4'lUN+1 + wNJrQ) (232)

Die virtuellen Knoten mit den Indices v € [—1,0, N + 1, N + 2] werden mit Hilfe
der Randbedingungen aus dem Gleichungssystem eliminiert. Dazu setzt man die
entsprechenden diskreten Ortsableitungsapproximationen in die Randbedingungen
ein und erhélt

Wy — Wy Wy — 2wy + Wy
—kr————=—FI 2.
" on h2 ’ (2:33)
w3 — 2wy + 2wy — w_ .
—EI- 22h3 0 L = mptiy — u, (2.34)
W41 — 2wy + WN_y —0 (2.35)

h2
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-9 -2 _ _
_EIwN+2 wN+12h3 WN-1 + WN-2 — gty (2.36)

Durch Losung dieses Gleichungssystems lassen sich die Ausdriicke fir die virtuellen
Knoten w_1, wy, wyy; und wy,o wie folgt bestimmen.

2FE1 — krh AET

- _ 2.37
Ly o) Sy 5y o Gy (2.:37)

B 5 (1 + 2FEI — krh N SET N 2h3( . )

W= s BT+ krh) 2 T 0BT 4 kph t T BTV TS
(2.38)
WN1 = 2U)N — WN-1, (239)

2h3
WN42 = #w]v -+ 4’(UN — 4wN,1 + Wwn_2. (240)
Zustandsraummodell

Die N diskreten Auslenkungen aus der Nulllage w,, kénnen im folgenden Gleichungs-
system in Vektor-Matrix-Schreibweise zusammengefasst werden:

wq wq ¢
’(I)Q W2 0
=Ay| |+ u (2.41)
WN-1 WN-1 0
I wN ] i WN i I 0 i
mit
[ (6 — 8ky)ks (2ky — 6)ks 2ksz 0 0 e 0 |
4k, — 4 6 — ko -4 1 :
o 1 —4 6 —4 1
A I
0 7pAh4 0 0
1 -4 6 —4 1
: w1 -4 5 -2
I 0 e 00 2ky —4dky 2k |
(2.42)
und
El
k= ——-— 2.43
YT QBT+ bk (243)
2FE1 — krh
fo — ——— T 2.44
> T 2B + kyh’ (2.44)
hpA
ks P (2.45)

- hpA+ 2myp’
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hpA
ky=——7"—"— 2.4
1
=— 2.47
= (2.47)

Das Gleichungssystem (2.41) lasst sich in Zustandsraumdarstellung schreiben als

w1 r b w1 0
: 0 E
wN WN 0
Nl = N+ t), 2.48
0 il B B RO (2.13)
Ay 0 :
wN - - wN 0
L i X L i L ; i
y=FEx (2.49)

mit der Einheitsmatrix F und dem Ausgang y.

Strukturdampfung

Wie in Bild 2.6 bereits angedeutet, soll auch Strukturddmpfung modelliert werden.
Démpfung in komplexen mechanischen Strukturen ist von vielen Parametern ab-
héngig, etwa von der Art der Fiigetechnik (Schweissnaht, Schraubverbindung oder
Rahmen aus einem Guss), aber auch von Anbauteilen, die auf die Struktur aufge-
bracht werden. Aus diesem Grund wurde von einer detailierten Modellierung abge-
sehen. Eine anschauliche Modellierung erfolgt durch Dampferelemente d womit die
Knotenrelativgeschwindigkeiten auf die jeweiligen Knotenbeschleunigungen dissipa-
tiv wirken:

d
W = — (g1 — 1), (2.50)

v

W = i(wH — ). (2.51)

Die gesamte auf einen Knoten wirkende Beschleunigung 0, in Folge der modellier-
ten Dampferelemente lasst sich durch Summation der Beitrdge in (2.50) und (2.51)
darstellen:

. d . . .

W, = —(Wyy1 — 20, + Wy_1) (2.52)
Nun kénnte man mittels der bereits gefundenen Zusammenhénge fiir die virtuellen
Knoten wy (2.37) und wy 1 (2.39) die gesuchte Dampfungsmatrix aufstellen. Statt
dessen wird nun die Briicke dieses aus der Anschauung gewonnenen Modells zu einer
in der Literatur zu findenden kontinuierlichen Modellierung geschlagen.
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Wendet man die Methode der finiten Differenzen auf den Dampfungsterm der par-
tiellen Differentialgleichung (2.9) an, erhélt man folgenden Dampfungsbeitrag zur
Knotenbeschleunigung ;:

wl/+1 - 2’(1],/ + u‘)zzfl

2 (2.53)

w, = —2vy

Vergleicht man (2.53) mit (2.52) erkennt man den Zusammenhang zwischen der
durch Anschauung eingefiihrten Dampferkonstanten d und dem Dampfungsparame-
ter v nach Russell [11]:

dh?

om,’

v = (2.54)

Die Dampfungsmatrix lasst sich nun unter Beriicksichtigung der Randbedingungen
in Form der virtuellen Knoten wy (2.37) und wy,; (2.39) wie folgt angeben:

[ 4k —2 1—ky O |
1 2 1
2y 0 1 -2 1
D=2/ 2.55
12 . . (2.55)
: .1 =21
I 0 .0 0 0_

Damit ergibt sich fiir das betrachtete Teilsystem nach Bild 2.6 folgende Zustands-
raumdarstellung

- - - - 0

Wy - - [ wy ‘

. 0 E . 0

N = N+l ¢ |u,

w1 wy 0

Ay D 5
| WN | L | wN | 0
—_——— A —— L |
y =Ex. (2.56)

2.3.2 Zeitvariante Massenbelegung

Nachdem fiir den als Euler-Bernoulli-Balken modellierten Trager eine Zustandsraum-
darstellung mit Hilfe der Methode der Finiten Differenzen gefunden wurde, wird nun
die auf dem Trager bewegliche Last als Punktmasse modelliert. Besteht die Struktur
aus nur einem Balken, wird die Last nicht nur translatorisch sondern auch rotato-
risch bewegt. Da allerdings die rotatorische Anregung mit sehr geringer Amplitude
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o o)

m

>
Yy

Wp_1 W Wy Wy

Bild 2.8: Veranschaulichung der verwendeten Gréfien zur Modellierung einer sich zwi-
schen zwei Knoten befindlichen Last.

und abgeschwécht durch die stets wirkenden Koppelsteifigkeiten des Fahrwerks er-
folgt, wird sie vernachléssigt. Die Zulassigkeit dieser Naherung konnte experimentell
bestatigt werden.

Modellierung

Die Nutzlast befinde sich zwischen den Knoten mit den Indices p — 1 und p (siehe
Bild 2.8). Zur Bestimmung der Feder- und Dampferkréfte ist der Ort der Biegelinie
w zwischen den Knoten zu approximieren.

Die lineare Approximation der herrschenden Balkenauslenkung w an der Stelle der
Nutzlast z,, und deren zeitliche Ableitung w lassen sich wie folgt berechnen:

. T — Tp
W= wy_q + 2w, —w,_y) (2.57)

h
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L — Tp—1

L (1, — iy ). (2.58)

W =ty + 7 (0, —wy) +

Damit sind die zur Auswertung des Hookeschen Federgesetzes bendtigten Grofien
gegeben:

F. = c(wp — ) (2.59)
F.=c (wm — Wp_1 — % (wy, — wp1)> (2.60)
Fy, =d, (wm - w) (2.61)
—d (wm iy g — x];" (wp — wy_1) — % (1, — wp1)> . (2.62)

Durch Aufstellen des Kréftegleichgewichts in horizontaler und vertikaler Richtung
erhalt man die Bewegungsgleichungen der Nutzlast:

1
w my ( dL) ( )
5, = LHu. (2.64)
mr,

Fiir die unmittelbar um die Nutzlast benachbarten Knoten ergeben sich folgende
zusétzlichen nach dem Ort der Nutzlast gewichteten Beschleunigungen:

I ©p—xp+h

Up,zus (TmTp) = mip h (Fe + Fa) (2.65)
. 1 xp1+h—2a,
wp—l,zus(zmaxp—l) - e h (Fc + Fd) (266)
mp—1

mit den Knotenmassen m, mit v € [p — 1, p|. Die Massen m,, berechnen sich zu:

1 Ah
m, = pAh v=2,..,N—1, (2.68)
1 pAh
= pAh — = —— 2.
my = pAh: g = mk (2.69)

mit den Faktoren k3 und k4 nach (2.45) und (2.46).

Zeitvariantes Zustandsraummodell

In diesem Abschnitt wird die Zustandsraumdarstellung des translatorisch gelager-
ten Balkens (2.48) um die vorangehend erarbeiteten Groflen erweitert. Dazu muss
der Vektor b zur Beriicksichtigung der vertikalen Hubkraft Fl,;, um eine Spalte er-
ganzt werden. Um die Dynamik der neuen Zustinde der Nutzlast - Hubhéhe und
Hubgeschwindigkeit - mit zu erfassen, muss die Zustandsraumdarstellung um die



20 2 Modellierung der betrachteten Systemklasse

zwei gewohnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung (2.63) und (2.64) ent-
sprechend erweitert werden.

Abschlielend sind die auf die Struktur wirkenden Tragheitskrifte der beweglichen
Last zu berticksichtigen. Dabei kommen zu den aus der Euler-Bernoulli-Balkendynamik
resultierenden Knotenbeschleunigungen, die aus den Feder- und Dampferkraften re-
sultierenden Beschleunigungen der benachbarten Knoten hinzu:

'wp = wp,zeitinvariant + wp,zus (270)
wp—l - wp—l,zeitinvariant + wp—l,zus- 271)
Um den Ausdruck ,benachbart* mathematisch fassen zu koénnen, werden die in

Bild 2.9 dargestellten Schaltfunktionen S, (x,,x,) in (2.72) und S,_; (2,2, in (2.73)
eingefiihrt.

Sp(Tm,xy) = O1(xy, — ) — O1(xy — (T, + 1)) v=2..,N (272)
Sp—1(zm,x,) = O1(x, — (2, — h)) — O1(x), — 21, v=2..,N (2.73)
Dabei ist ©.(t) die Heavside-Funktion:
0 t<0
O.(t) = { Lo (2.74)

Befindet sich der Knoten z, einerseits tiberhalb dem Ort der Masse z,, und ande-
rerseits aber nicht weiter unterhalb von x, als einen Knotenabstand h, so betréigt
der Wert der Funktion S, gleich eins. Ansonsten verschwindet .S,. Damit signali-
siert diese Schaltfunktion, ob als zusétzliche Beschleunigung fiir den Knoten am Ort
x, Gleichung (2.65) zur Anwendung kommt. Falls der Knoten z, nicht die Rolle
des oberen Knotens z, aus Bild 2.8 ibernimmt, sondern die des unteren Knotens
x,—1 wird dies entsprechend durch S,_; signalisiert. Bild 2.9 veranschaulicht dies am
Beispiel eines Knotens z,,.

Ty—1 Ty Ty+1
Sp(Xm,xy)
..0

wp,zus T

Sp—l(xm>xu)

..0
wp—l,zus

—> .

Bild 2.9: Veranschaulichung der Schaltfunktionen und der in Folge der Last zusétzlichen
Beschleunigungen.

Insgesamt kann ein Differentialgleichungssystem (2.75) fir die Simulation eines Sys-
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tems mit zeitlich varianter Massenbelegung angegeben werden. Zur einfacheren Les-
barkeit der Dimension einer Matrix wird nachfolgend statt z.B. & € R2V+2x1 dje

Notation #2421 yerwendet.
_ u';l - -~ _ wy
W O(N+2)><(N+2) E(N+2)><(N+2) Wy
N
Tm Tm
Wy, W,
Wy 00 0 0 || un
NxN : : NxN
Al Do D
WN wN
I Wy, ] i 0 . 0 0 Ce 0 ] wm
N , L J
2(N+2)x1 A2(N+2)x2(N+2) m
[ 0
0
Sp<wmaxl)wp,zus<xmaxl) + Sp—l(wmyxl)wp—l,zus<xmrrl)
+ Sp<xm7$2)wp7zus<xmam2) + Sp—l($m7$2)wp—l,zus<xmam2)

Sp(xm,l'Nfl)wp’ZUS(l’m,ﬂjN,l) + Spfl(xm>$N*1)wpfl,zus(xmr/ENfl)
Sp(‘rm7xN)wp,zus(xm7xN)
0
— o (Fo(x) + Fu(x))

L m

a(x)Q(N+2)><1

0 0
0
u(t)
[ o
0 —_———
U2><1
0
1
mp,
- 0 0 -
—_————

B2(N+2)x2
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2.3.3 System mit statischer Massenbelegung

Da die aktive Schwingungsdampfung mittels einer Zustandsregelung fiir den Ziel-
punkt des Positioniermanovers ausgelegt werden soll, werden die notigen Schritte
zur Erweiterung von (2.48) um eine fest auf der Struktur befindliche Masse vorge-
stellt.

Dabei wird analog zum vorangegangenem Abschnitt die Wirkung der Lastmasse auf
die benachbarten Knoten gewichtet verteilt. Da die Fahrwerksfederung im Vergleich
zur Steifigkeit des Balkens im Allgemeinen wesentlich steifer ist, wird die Masse zur
Reglerauslegung als starr angekoppelt betrachtet. Die Masse der Last wird dann
proportional zu ihren Abstdnden von den benachbarten Knoten zu deren jeweiligen
Massen addiert.

Die zu den um die Last unmittelbar benachbarten Knoten gehérenden Zeilen a,, und
a,_; der zeitinvarianten Systemmatrix Ay werden dazu wie folgt modifiziert:

Ap neu = koben * Apalt (276)
Ap—1,neu — kunten *Ap_1,alt 277)
wobei
pAh
ko en — : ) = N7 2.

’ pAh + 2kymy - Anteil jpen p (2.78)

pAh
Kunten = . ) = N7 2.79
! pAh + 2kymyp - Anteil en b ( )

pAh
Eoben = : s = 2,...,N -1, 2.80
b pAh +mp - Anteil gpen, p ( )
pAh

Kunten = ‘ , =2,...N —1, 2.81
! pAh 4+ myp - Anteil ynien p ( )

pAh
Kopen, = _ , =1, 2.82
’ pAh + 2ksmy, - Anteil jpen p (2:82)

pAh
Kunten = , , =1, 2.83
! pAh + 2ksmy - Anteil pen b ( )
Anteilype, = % (2.84)
Anteilynen = w (2.85)

mit k3 und k4 nach (2.45) und (2.46). Befindet sich die Last zwischen dem ersten und
zweiten Knoten, also in unmittelbarer Nachbarschaft zum Krafteinleitungspunkt,
muss zusétzlich die Einkoppelmatrix B angepasst werden. Hierfiir wird der Faktor
¢ neu berechnet:

2

+ MFuss + mLAnteilunten

= —ar (2.86)

2
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2.4 Antriebskraft

In den nachfolgenden Abschnitten wird die vorangehend jeweils direkt auf die Masse
der Einspannung wirkende Kraft u(¢) berechnet.

2.4.1 Ubersetzung

Antriebsseite Abtriebsseite

- Getriebe

1 T
1

P1 1 v2

Bild 2.10: Schematischer Aufbau eines einstufigen Getriebes und Abstraktion

In Bild 2.10 ist der schematische Aufbau eines einstufigen Getriebes gezeichnet. Die
auch fir mehrstufige Getriebe giiltige Abstraktion ist ebenfalls dargestellt. Die ab-
triebsseitige Zahlpfeilrichtung ist dabei losgelost von der physikalischen Dreh- und
Momentenrichtung, um nicht zwischen Getrieben mit gerader oder ungeradzahliger
Stufenzahl unterscheiden zu miissen. Ferner werden nachfolgend ideale Zahnrader be-
trachtet, weshalb die Ubersetzung i als winkelunabhingige Konstante angenommen
wird. Fiir grole Anlagen ist diese Vereinfachung sicherlich zuléssig, da die Amplitude
der Ubersetzungswelligkeit zum einen sehr klein ausfillt und zum anderen von hoch-
frequenter Natur ist. Die hochfrequente Momentenanregung wird vom aktuierten
mechanischen System gemittelt.

Aus der Kinematik und dem Momentengleichgewicht folgend ergibt sich jeweils das
konstante Ubersetzungsverhéltnis i fiir die jeweiligen antriebs- und abtriebsseitigen
Groflen zu

A M T (2.87)

1= = = —.
Ay Ry 1
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Definition 2.4.1 Die Ubersetzung i sagt aus, wie oft sich der Motor fir eine ab-
triebseitige Umdrehung drehen muf. Fir ¢ > 1 spricht man auch von einer Unter-
setzung.

Sofern nicht dynamisch auf die Zahnflanken der einzelnen Getriebestufen wirkende
Krafte abgebildet werden sollen, ist es zweckmafig die Drehtrégheiten J; und J; auf
die An- oder hier besser die Abtriebsseite zu transformieren:

1
JlGesamt — Jl + Z472(]2’

(2.88)

@y Jesmt = 7y (2.89)
Jgeamt = Jy 4+ iy, (2.90)
(2.91)

- 7Gesamt
902 JQ = To,

Dabei beschreibt (2.89) die fiir die Antriebsseite umgerechnete Dynamik des An-
triebsstrangs. Der Zusammenhang zur Abtriebsseite ist damit rein kinematischer
Natur. In (2.91) ist der analoge Sachverhalt auf die Abtriebsseite bezogen.

2.4.2 Abtriebsseitige Ersatzmasse

Die in diesen Kapitel vorgestellten Modellierungen gehen von Kraften aus, die direkt
auf die zu bewegenden Massen wirken. Daher miissen die rotatorischen Tragheiten
in entsprechende translatorische Tragheiten umgerechnet und dem zu bewegenden
Korper zugeschlagen werden um den dynamischen Einfluss eines Getriebes z.B. im
Rahmen einer Vorsteuerung zu berticksichtigen.

Um eine Rotation in eine Translation zu wandeln kommen fiir langere translatorische
Wege oft Rader als letzte Getriebestufe zum Einsatz. Gangige Mittel hierzu sind
Zahnriemen oder -stangen, Seilzug oder auch Reibradantriebe. In Bild 2.11 ist ein
aktuiertes translatorisches Gelenk dargestellt. Der Antrieb befindet sich auf Korper
1 und pragt das Moment 75 auf das Abtriebszahnrad mit dem Radius R4 ein. Der
Kraftschluss erfolgt exemplarisch mittels eines Seils. Es gilt folgende differentielle

mpg RA
T Korper 2

>

72

Korper 1

Y

Bild 2.11: Schematische Darstellung der Umsetzung einer rotatorischen Bewegung in
eine translatorische Bewegung.

kinematische Beziehung zwischen der Beschleunigung ¢, dem Radius R4 und der
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Winkelbeschleunigung ¢s:
GoRa =1. (2.92)

Aus der gegebenen Kinematik folgt fiir das Momentengleichgewicht um die Abtrieb-
sachse

T = Jy e Gy + mpjiR . (2.93)

Zusammen mit (2.92) lésst sich schreiben

= JEent L R, (2.94)
Ra
1
ol — ( 2GesamtR72 4 mF> i (2.95)
A

wodurch nach Vergleich mit dem Newtonschen Tragheitsgesetz als Formel fir die
gesuchte translatorische Scheinzusatzmasse my folgt

Jo + i
_ : 2.96
mit J, dem abtriebsseitig vorhandenen Drehtragheitsmoment inkl. z.B. vorhandener
Anbauteile, J; dem antriebsseitigem Drehtragheitsmoment, R4 dem Abtriebsritzel-
radius und schliefich ¢ der Getriebeiibersetzung.

Fiir das am Antrieb notige Moment 71 zur Bewegung der Fusspunktmasse mp und
der Scheinzusatzmasse my entlang der Trajektorie des Fusspunkts y kann der rein
kinematische Zusammenhang

B FEO”RA
1

T1

(2.97)

dienen, wobei F5°!! nach (2.95) in Abhingigkeit der gewiinschten Fusspunkttrajek-

torie y bestimmt wird.

2.4.3 Spiel im Antriebsstrang

Aus wirtschaftlichen Griinden werden im Antrieb haufig Elemente verwendet, die
nicht spielfrei sind. Spiel stellt fiir Regelkreise eine die Bandbreite oft mafigeblich
limitierende Grofle dar, was sich z.B. mittels der Methode der harmonischen Balance
zeigen lésst [17]. Wogegen eine Vorsteuerung auf Grund der fehlenden Riickkopplung
keine Probleme in Form von auftretenden storenden Grenzzyklen aufweist.

Um spielbehaftete Antriebe simulativ zu erfassen, wurde folgende Modellierung vor-
genommen. Der Zustandsraum ist um mindestens zwei Zustande zu erweitern - Lage
und Geschwindigkeit des Rotors. Im Falle mehrstufiger Getriebe sind entsprechend
weitere Zustandserweiterungen zur vollstandigen Abbildung nétig.
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Bild 2.12: Erweiterung um spielbehafteten Antrieb mit rotatorisch bewegten Teilen

Der freie Weg, den das Gerit zuriicklegen kann ehe dazu eine Drehung der Antriebs-
seite notig ist, wird als Spiel ygp;e bezeichnet. Fiir den Winkel des Abtriebs <p§p iel

entlang des Spiels gilt

YSpiel = RA@?‘MGZ- (298)

Nun miissen die Drehtriagheiten in antriebs- und abtriebsseitige Drehtrigheiten se-
pariert werden. Aus (2.96) folgt fiir die Zusatzmasse des Rotors mp und die des
Abtriebs m4

J.
ma = R—z (2.99a)
A
%
= —. 2.99b

Die zusétzliche Dynamik des Rotors ausgedriickt in translatorischen Ersatzgrofien
errechnet sich zu
Jyi% | 1

AV = L — Fa. 2.100
RRVET R, (2.100)

Zusammen mit Formel (2.97) lasst sich vereinfachend schreiben

J 1i2 . Soll

o in = F{ = Fa. (2.101)
A

Mit F$°" der geplanten dem Umrichter vorgegebenen Antriebskraft am Gerit, 4

der von den Zahnflanken tibertragenen Antriebskraft. F'y ist nichtliniear von La-

ge und Geschwindigkeit des Rotors (yr sowie yg) und des Fahrwerks yr sowie yp
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Tabelle 2.3: Parameter des Fahrantriebs

Motor Typ MCA21X25RSO P1
Massentrégheitsmoment J4 0,02118 kgm?
maximales Moment Mpsor, v 4x 300 Nm

Getriebe Typ GPA-03-1A CN 21XN25
Massentrégheitsmoment Jo 0,0187 kgm?
maximales Moment, 7474 290 Nm
Getriebetibersetzung ¢ 3
Getriebespiel 4,0“; piel 6 arcmin
Getriebedrehsteifigkeit cg 47 Nm/aremin = 2820 Nm/°

Abtriebsritzel Radius Ry 50 mm

abhéangig und wie folgt definiert.

0, wenn |yp — yp| < L
RaFa = calyr —yr) +de(yr — yr) wenn yp —yp > 252, (2.102)

_ YSpiel

ca(Yyr —yr) +da(Yr — yr) wenn ygr —yp < —%

Dabei ist ¢ die Getriebesteifigkeit, ygpie; der Betrag des Spiels und d¢ die Getriebe-
dampfung. Die Getriebesteifigkeit kann Datenbléattern von Getriebeherstellern ent-
nommen werden.

Nach [19] setzt sich die Dampfung im Wesentlichen aus Werkstoffdampfungen in
Folge der auftretenden Materialverformungen und der Dampfung im Schmierfilm
zwischen den Zahnflanken zusammen. In der Literatur sind z.T. stark unterschiedli-
che Angaben tiber die Dampfung, sowie deren Modellierung, zu finden. Fiir Getriebe
iiblicher Ausfithrung liegt das Lehr “sche Dampfungsmafl D zwischen 0,05 und 0,1.
Nach [19] erfolgt die Umrechnung auf den Dampfungsfaktor dg mit der einfachen
Beziehung des Ein-Masse-Schwingers:

dG=D-2\/cG-mR (2103)

Parameter einer realen Antriebskonfiguration

In Tabelle 2.3 sind exemplarisch die Daten einer realen Antriebskonfiguration der
Firma Lenze [23,24] aufgefiihrt.

Das Getriebespiel 457" berechnet sich zu:

Spiel
P2 "

jel = oo T AtA = 2 2.104
Yspiel = 607130 R4 = 0,08727 mm (2.104)

Die translatorischen Ersatzmassen m, und mpg errechnen sich mit (2.99b) zu

Jy - i
o 76,25 kg, (2.105a)

mpr =
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J2

= 67,32 kyg. (2.105Db)

ma —

Die im Datenblatt des Getriebes gegebene Grofie der Triigheit am Abtrieb ist J$7esemt,
da allerdings die Trégheit des Antriebsstummels wesentlich kleiner ist als die des
Abtriebs, wird selbige hier vernachlassigt. Die Ersatzfedersteifigkeit des Getriebes
cq berechnet sich zu:

ce - 180 - 60

Cal =
7R3

= 6,463 - 10" N/m. (2.106)

Anpassungen des Zustandsraummodells

Im Falle eines einstufigen spielbehafteten Getriebes ist das Zustandsraummodell
wie folgt zu erganzen. Die Lage des Rotors yz und dessen Geschwindigkeit ¢ sind
als neue Zustdnde einzufithren. Die in den vorigen Abschnitten als u bezeichnete
Antriebskraft ist nun durch F4 aus (2.102) in Abhéngigkeit der Zusténde yr, g, yr
und gr gegeben. Die Dynamik von y ist mit (2.100) gegeben, weshalb auch der neue
Systemeingang durch F3°! durch u gegeben ist. Zur Gesamtmasse der Einspannung
mit den sonstigen am FuBpunkt befindlichen Anbauteilen mp ist die translatorische
Ersatzmasse der Drehtragheiten aus Getriebe und Motor m 4 zu addieren.

2.5 Reibung

Sowohl fiir die Kraftvorsteuerung als auch fiir die Giite der Positionsregelung stellt
die Reibung in der praktischen Anwendung den Hauptgegenspieler dar, weshalb
nachfolgend die Phanomene der Reibung néher beleuchtet werden.

Reibungsarten

Die Reibungskraft wirkt der Bewegungsrichtung entgegen und wandelt damit kine-
tische Energie in Wéarme. Aussagen zur Reibung kénnen nie fiir einen Korper allein
getroffen werden, sondern nur fiir ein Tribosystem, bestehend aus Grundkorper, Ge-
genkorper, Zwischenstoff und Umgebungsmedium.Man unterscheidet zwischen zwei
verschiedenen Formen der Reibung [22,29]:

1. Trockene Reibung

Trockene Reibung ist durch Relativbewegung zweier Kérper ohne Schmiermit-
tel gekennzeichnet. Zu unterscheiden sind einige Spezialfille, von denen die
drei wichtigsten aufgefiihrt werden sollen.
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o Coulomb-Reibung

Reibungskrafte sind auf mikroskopische und makroskopische Phénomene
zurlickzufiihren. Einerseits sind sie eine Folge von Wechselwirkungen zwi-
schen vielen Atomen in den obersten Atomlagen der sich bertihrenden
Oberflachen. In den Kontaktflichen entstandene atomare oder moleku-
lare Bindungen, auch Adhésion genannt, werden bei Relativbewegung
durch sogenanntes Scheren wieder getrennt, wodurch ein Energieverlust
entsteht. Adhéasionsbindungen werden begtinstigt durch Mikrorauhigkeit
der Kontaktflichen, welche durch Gitterfehler, wie z.B. Stufenversetzun-
gen, begriindet wird. Ferner wird Energie durch makroskopische Effekte
dissipiert. Deformation und Furchung verursacht eine Reibungswirkung
durch Verdringen von Uberschneidungen der Makroerhebungen. Diese
makroskopischen Unebenheiten werden durch Fertigungsungenauigkeiten
oder plastische Verformung hervorgerufen.

Die Reibungskraft ist abhangig von Material und Oberflachenbeschaffen-
heit der Korper. Auflerdem wird deutlich, dass Reibungsmechanismen
ortlich und zeitlich stochastisch verteilte Prozesse sind.

Wird auf einen ruhenden Korper eine Kraft eingepragt, wirkt die Haftrei-
bung einer Bewegung entgegen so lange:

|[F| < Ho = poFly, (2.107)

mit dem Haftreibungkoeffizienten py. Wird die Haftreibungsgrenze H,
iiberschritten, beginnt der Kérper zu gleiten und es muss die Gleitreibung
iiberwunden werden:

v

Dabei ist pr der Gleitreibungskoeffizient. Der Gleitreibungskoeffizient ist
kleiner als der Haftreibungskoeffizient (ug < o), da bei Gleiten nicht das
relative Minimum des mittleren Abstands beider Grenzflachen erreicht
wird.

« Rollreibung

Beim Rollen eines Korpers auf einer Unterlage ist Adhésion nicht entschei-
dend. Die Rollreibungskraft wird bestimmt durch elastische Verformung
der nicht ideal starren Korper. Der Rollkérper driickt sich in die Unter-
lage und schiebt eine Schwelle vor sich her. Da es keine ideal elastische
Verformung gibt, fiihren Nachwirkung und Hysterese zu Energieverlus-
ten. Das Prinzip ist in Bild 2.13 dargestellt. Den Rollvorgang kann man
sich als fortwahrendes Kippen tiber die Schwelle vorstellen, wozu ein ent-
sprechendes Drehmoment zur Aufrechterhaltung der Bewegung zugefiihrt
werden muss.

Bildet man das Momentengleichgewicht um die Korperachse, so erhalt
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Bild 2.13: Darstellung der Ursache fiir Rollreibung

man:
Frr = Fyf, (2.109)

wobei f der Hebelarm der Rollreibungskraft, r der Radius des Rollkoérpers
und Fly die Summe aus Gewichtskraft und Belastung der Achse ist. Durch
Umstellung der Gleichung erhélt man die Rollreibungskraft:

FR = —,U,RO”Fle‘ mit der Rollreibungszahl MRoll = i (2110)
Rollreibung ist geringer als Gleitreibung, da bei Rollvorgéngen sich kon-
taktierende Stoffbereiche der beiden Kontaktpartner nur normal zur Kon-
taktflache anndhern und wieder entfernen. Fur technische Anwendungen
wie z.B. Wilzlager wahlt man f = 0,0005mm — 0,001mm. Treten Gleit-
und Rollreibung gleichzeitig auf, bezeichnet man diese Mischform als
Walzreibung.

o Bohrreibung

Bohrreibung beschreibt die Reibung am Auflagerpunkt einer sich um die
vertikale Achse drehenden Kugel auf einer horizontalen Ebene. Sie ist ein
Gleichgewichtszustand zwischen Reibungswiderstand und Drehmoment.

2. Fluidreibung

Fluidreibung tritt auf, wenn sich zwischen den Gleitflichen ein permanenter
Schmierfilm bildet. Typische Schmierstoffe sind Ole, Wasser oder Gase. Die
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Gleitflachen sind vollstandig voneinander getrennt. Daher entsteht die Fliissig-
keitsreibung durch die innere Reibung des Fluids. Man klassifiziert die Flui-
dreibung nach der Reynoldszahl Re und erhélt 2 Grenzfélle.

o Viskose Reibung/Stokes-Reibung
Man spricht von viskoser Reibung, wenn die charakteristische Reynolds-
zahl eine kritische Reynoldszahl unterschreitet Re < Rey.;. Fir eine
Plattenanstromung gilt etwa Rej,; = 3-10°. In diesem Fall wird der Kér-
per vom Fluid laminar umstromt und die Reibungskraft ist proportional
zum Belag der Anstromgeschwindigkeit:

()
Fr = Mol (2.111)

Hierbei ist b der Zéahigkeitskoeffizient, welcher abhéngig ist von der Form
des Korpers und der Viskositat des Fluids.

o Turbulente Reibung/Newton-Reibung
Ist die charakteristische Reynoldszahl grofler als die kritische Reynolds-
zahl Re > Reg,i; so liegt turbulente Reibung vor. Dabei wird der Korper
vom Fluid turbulent umstréomt und die Reibungskraft ist proportional
zur Anstromgeschwindigkeit im Quadrat:

v
o]

Dabei ist d der Reibungskoeffizient. Dieser ist abhéngig von der Anstrom-
flache, der Oberflachenbeschaffenheit, der Dichte und Art des Fluids.

Fp = —d|v|? (2.112)

Es ist anzumerken, dass der Ubergang zwischen den beiden Grenzfillen flie-
Bend ist. Die allgemeine Formel fiir die Fluidreibung lautet in ungektirzter
Darstellung:

v
Fr = —alol" - (2.113)

Insbesondere soll dabei auf die Fluidreibung in geschmierten Lagern hingewie-
sen werden, bei der der Exponent den Wert n = % annimmt.

Der Ubergang von der Festkorperreibung zur Fluidreibung wird durch die Stribeck-
kurve dargestellt. Die Stribeckkurve beschreibt den Verlauf der Reibkraft in Abhén-
gigkeit von der Reibgeschwindigkeit im Falle hydrodynamischer Reibung. Wesentli-
che Bereiche der Stribeckkurve sind in Bild 2.14 dargestellt:

« reine Haftreibung (v = 0)
 Grenzreibung (I)

o Mischreibung (II)

o Fluidreibung (III)



32 2 Modellierung der betrachteten Systemklasse

R

Bild 2.14: Stribeckkurve: 1 Haftreibanteil, 2 viskoser Reibanteil, 3 Rollreibung, 4
Stribeckreibung

Findet keine Relativbewegung statt, so herrscht Haftreibung. Sobald eine Kraft an-
greift, die grofler als die Haftreibungskraft ist, beginnt die Relativbewegung. Zu-
nachst trennen nur einige Molekiile des Schmierstoffs teilweise den Grundkérper vom
Gegenkorper, es herrscht Grenzreibung. Dabei nimmt die Haftreibungskraft nicht
sprunghaft sondern stetig ab. Sobald sich ein diinner Schmierfilm bildet und nur
noch einige Rauheitshiigel von Grund- und Gegenkérper ohne Trennung durch den
Schmierstoff aufeinander gleiten, liegt Mischreibung vor. Bei weiterer Geschwindig-
keitserhohung erfolgt ein Ubergang von der Mischreibung zur Fluidreibung, bei der
Grund- und Gegenkorper vollstandig durch den Schmierstoff getrennt sind. Weiter-
hin ist aus Bild 2.14 ersichtlich, dass die Stribeckkurve die Summe aus Haftreibung,
viskoser Reibung und Rollreibungskraft darstellt. Daraus ergibt sich im Bereich der
Mischreibung ein lokales Minimum der Reibungskraft, bis diese im Bereich der Flui-
dreibung linear ansteigt.
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In diesem Kapitel werden die dynamischen Eigenschaften des Systems untersucht.
Dazu werden zunéchst die auftretenden Eigenfrequenzen und Eigenformen als dy-
namische Kenngroflen des homogenen Differentialgleichungssystems behandelt. Im
nachsten Abschnitt werden Aussagen zur Beobachtbarkeit und Steuerbarkeit des
Systemzustands basierend auf den zuvor hergeleiteten Eigenformen getroffen.

3.1 Eigenfrequenzen und Eigenformen

Nachfolgend werden auf analytischem Weg die Eigenfrequenzen und Eigenformen
der in dieser Arbeit betrachteten mechanischen Systemstruktur hergeleitet. Damit
konnen auf anschauliche Weise Fragen zur benotigten Bandbreite der Signalverar-
beitungskette, Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit des zeitinvarianten Systems be-
antwortet werden.

3.1.1 Separationsansatz

Zur Losung der homogenen Euler-Bernoulli-Balkendifferentialgleichung (2.8) benutzt
man den Separationsansatz [43]

wlad) = i_’;m(x) 0(t) = q(t)"i(x). (3.1)

Um dem Superpositionsprinzip linearer Systeme zu geniigen, muss jeder einzelne
Summenterm des Ansatzes auch fiir sich die Euler-Bernoulli-Balkendifferentialgleichung
erfiillen, also

~IV /)A> N
L =7 4 = 0. 3.2
Dabei dient die Notation w!" der leichteren Lesbarkeit von %. Durch Umfor-
mung lassen sich die zeitlichen und 6rtlichen Anderungen der :-ten Eigenform und
-frequenz separieren. Da Ort und Zeit unabhéangige Grofien sind, miissen die Verhélt-
nisse der sogenannten Separationskonstante w, gentigen, gemaf

EI\N @V
() Ty e (3.3)
pA) w, q
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Nur wenn die Verhaltnisse einer nicht verschwindenden Konstanten entsprechen,
ergeben sich nichttriviale Losungen der interessierenden Orts- und Zeitfunktionen.
Damit lasst sich die Separation von orts- und zeitabhangiger Dynamik vollziehen
und man erhélt

G, +w?q, =0

ATV 4~
w,” — Bw, =0
mit

o= (20 (3.6)

Fiir (3.4) verwendet man den Losungsansatz

q(t) = Al @tte) (3.7)
mit j = y/—1 und fiir (3.5) die Darstellung

w,(z) = A, cos (B.x) + B,sin (B,x) + C, cosh (B,x) + D, sinh (5,x). (3.8)
Mit dem allgemeinen Ansatz einer Mode

w(@,t) = w,(2)q,(t) (3.9)

lasst sich zur Bestimmung der Parameter A,, B,, C,, D, durch Einsetzen des allge-
meinen Ansatzes einer Mode und dessen entsprechenden Ableitungen in die beim
vorliegenden Fall geltenden Randbedingungen ein lineares Gleichungssystem erzeu-
gen. Durch Losen dieses Gleichungssystems lassen sich fiir die einzelnen Parameter
Ausdriicke in Abhéngigkeit von , und w, finden, wobei unter Berticksichtigung von
(3.6) w, eliminiert wird. Damit die Parameter A, bis D, ungleich von Null sind,
miissen die entsprechenden jeweils von 3, abhéngigen Terme verschwinden. Dies ent-
spricht der Forderung einer verschwindenden Determinante fiir die Existenz einer
nichttrivialen Losung und stellt die noch fehlende Bedingungen zur Bestimmung
der jeweiligen Kreisfrequenz w, dar.

3.1.2 Unterteilter Balken

In Bild 3.1 ist die im Folgenden herangezogene Unterteilung des Auslegers in zwei
Balkensegmente dargestellt. In den Gebieten der einzelnen Balken gilt jeweils (2.8):

O*un pAN [ 0%y B
( A ) 4 (E]) ( ) =0 1 € [0,L] (3.10)

841112 pA 82w2 B
(52)+ () (%2)-0  meni o

und
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Bild 3.1: In zwei Balkensegmente oberhalb bzw. unterhalb der Last my unterteiltes
Systemmodell.

Zur Losung wird jeweils der bereits eingefiihrte Ansatz (3.8) verwendet, also
wy,(x) = A, cos (B,x1) + B, sin (G,x1) + C, cosh (G,x1) + D, sinh (G,x1) (3.12)
und

woy, () = E, cos (B,x2) + F,sin (B,x2) + G, cosh (B,22) + H, sinh (,25). (3.13)

3.1.3 Randbedingungen

Die Randbedingungen zu den durch (3.10) und (3.11) beschriebenen Bereichen er-
geben sich geméf Bild 3.1 zu:

- (ig)w = @19311)@0’ (3.14)
- (igi})xlo - (a;:;}l)xlo’ (3.15)
<a;:%2>m2:h =0 (3.16)
<§:§>m2=@ =0 (3.17)
(L) = wz(0.0), (3.18)

8w1 o 821}2
<axl>x1:L1 = <8:E2>x2:0’ (3.19)
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Tabelle 3.1: Kurzbeschreibung der Randbedingungen

’ RB-Nr. H Bedeutung

(3.14) Biegemoment in Einspannstelle gleich Torsionsmoment
(3.15) Querkraft in Einspannstelle entspricht Tragheitskraft der gefithrten Masse
(3.16) Kein Biegemoment am freien Balkenende
(3.17) Keine Querkraft am freien Balkenende
(3.18) Auslenkung beider Balkensegmente an der Kopplungsstelle gleich
(3.19) Balkenneigung beider Balkensegmente an der Kopplungsstelle gleich
(3.20) Biegemoment beider Balkensegmente an der Kopplungsstelle gleich
(3.21) Balkenquerkréfte der beiden Segmente und Tragheitskraft der
Nutzlast im Gleichgewicht

82w1
0x? -

3
517
oxy —

. 82U)2
~\ 03

_E]<

)
x2=0

3
3 U}2>
3
oxs —

o 82102
AT oy

(3.20)

(3.21)

Die Randbedingungen (3.14) bis (3.17) entsprechen den natiirlichen Réndern des
Balkens, wahrend (3.18) bis (3.21) die Koppelbedingungen der beiden separat be-
handelten Balkenbereiche beschreiben.

In Tabelle 3.1 sind alle Randbedingungen (mit Formelnummer deklariert) beschrie-

ben.

3.1.4 Auswertung der Randbedingungen

Setzt man die gewéhlten Losungsansétze in die Gleichungen der Randbedingungen
ein so erhalt man ein System von Gleichungen der Form

_ﬁl o B{?{?I o ,5?{7)] 021‘2 ngg
2 A
0 0 0
00 0 —M.,(L,) N, (L)
M (L) N,(Ly) -1 0 -1 0
o -1 0 -1
1 0 -1 0
—ML(L1> NL(LI) niffL 1 niffL —1

\@

s

~

~

~

SICISIO NS

~

SR

(3.22)
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mit
| cos(B,o) sin(B,o)
M. (o) = [ —sin(B,0) cos(B,0) ] ' (3.23)
| cosh(B,0) sinh(f,0)
N.(o) = l sinh(8,0) cosh(f,0) ] ' (3.24)

Um eine nichttriviale Losung fir die Parameter p, zu erhalten muss die Determinante
det(V,) verschwinden.

Die sich fiir grofle §, einem periodischen Verlauf annédhernde charakteristische Glei-
chung lautet geschrieben mit den vier superponierten amplitudenmodulierten Grund-
kreisfrequenzen Ly + Lo, L1 — Lo, L1 und Ly:

fsinpp sin (/BLLQ + BLLI) + fcospp COs (ﬁLLQ + ﬁLLl)

+fsinmp sin <_ﬁaL2 + ﬁLLl) + fcosmp CcOs (_/BLL2 + /BLLl) + fsinb sin (/BLLI)
+fsinb2 sin (/BLLQ) + fcosbl CcOs (BLL].) + fcosb2 COs (ﬁLLQ) - 4p2A2EIﬁL

+4kTmpAﬁL} / {—,ﬁA?E[@ + krmpAB,| =0
(3.25)

mit den im Anhang C abgedruckten nicht periodischen Koeffizientenfunktionen f,
(C.1) - (C.8). Die Kenntnis der Struktur der Gleichung ist zur Beurteilung und
Festlegung der notigen Schrittweite zum sicheren Auffinden der Nullstellen im nach-
folgenden Abschnitt wichtig.

3.1.5 Newton-Verfahren

Zur numerischen Losung der nichtlinearen charakteristischen Gleichung (3.25) wur-
de auf das iterative Verfahren zur Nullstellensuche nach Newton zurtickgegriffen [21].
Dabei approximiert man die nichtlineare Funktion mittels einer Tangente im Punkt
des Startwertes. Die Nullstelle der Tangente stellt zum Einen eine neue Approxi-
mation fiir die gesuchte Nullstelle und zum Anderen den neuen Startwert fiir den
néchsten Iterationsschritt dar. Aus dieser Uberlegung lésst sich folgende Iterations-
vorschrift ableiten:

k+1 _ k f(z)
x +1 _ € f/(x) .

(3.26)

mit

() = T

der Ableitung der Funktion f an der Stelle z. In Bild 3.2 wird die Startwertabhén-
gigkeit des Verfahrens bei schlechter Startwertwahl demonstriert. Links wurde bei

(3.27)
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Bild 3.2: Visualisierung des Newton-Verfahrens und Ergebnisabhéngigkeit vom Start-
wert anhand der Funktion = — f(z) = 2% — 22 + 0,1. Links wird mit Startwert
x = 0,6 die benachbarte Nullstelle gefunden, wahrend mit Startwert z = 0,65
die Nullstelle iibersprungen wird wie rechts dargestellt.

xr = 0,6 gestartet, womit die benachbarte Nullstelle von f(z) = 23 — 2% + 0,1 ge-
funden wurde. Mit dem ndher zum lokalen Minimum gelegenen Startwert x = 0,65
wird die benachbarte Nullstelle iibersprungen, und das Verfahren konvergiert in der
iiberndchsten Nullstelle.

Um die Ermittlung jeder Nullstelle sicher zu stellen, miissen folglich die Startwer-
te nahe genug an den gesuchten Nullstellen liegen. Hierzu wurde ein dreistufiges
Verfahren implementiert. In der ersten Stufe wird die charakteristische Gleichung
(3.25) in aquidistantem Abstand bzgl. des Vorzeichens abgetastet. In der zweiten
Stufe werden in der sich ergebenden Zahlenreihe die Stellen mit Vorzeichenwechsel
gesucht, die als Startwerte fiir eine Nullstellensuche dienen. Im letzten Schritt wird
ausgehend von den gefundenen Startwerten mittels des Newton-Verfahrens eine im
Allgemeinen wesentlich exaktere numerische Bestimmung der gesuchten Nullstelle
durchgefiihrt.

Der Suchraum fur f3, lasst sich mit Gleichung (3.6) auf einen praktisch interessie-
renden Frequenzbereich eingrenzen. Grundsatzlich kritisch bleibt die gewéhlte Ab-
tastweite, um sicher zu stellen, wirklich jede Nullstelle im betrachteten Bereich zu
finden. Je grofler die Abtastweite ist, um so grofler ist die Gefahr, an einem lokalen
Extremum zu starten und wie in Bild 3.2 dargestellt die eigentlich néchstgelegene
Nullstelle zu tiberspringen.

Fiir groe Werte von 3, kann die halbe Periodendauer des héchstfrequenten Anteils

als sinnvolle Bezugsgrofie fiur die maximale Abtastweite 05,., = ;7 herangezo-

gen werden. Um nahe bei den gesuchten Nullstellen zu beginnen wurde mit einer
hohen Abtastung von 1(}%5@%@1’ gearbeitet. Da die benétigte Rechenzeit in diesem
Zusammenhang keine Rolle spielt, wurde an dieser Stelle auf eine weitere analytische

Analyse der Gleichung zur Reduzierung der berechneten Abtastwerte verzichtet.
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3.1.6 Charakteristische Gleichung, Nullstellensuche und
Eigenformen

In Bild 3.3 ist der Verlauf der charakteristischen Gleichung (3.25) sowie die Lage

ihrer Nullstellen mit den Parametern des Systems RBG geméafl Tabelle 2.1 zur Ver-
anschaulichung dargestellt.

T T
— Char. Gl
= = Signum
O Nulistellen

— Char. Gl
- = Signum ||
O Nullstellen

=500

-1000 -

-1500 -

=-2000 -

-2500 -

-3000

-3500

I I I I I
0 0.54 1.08 /B 1.62 2.16 2.7

Bild 3.3: Charakteristische Gleichung und Nullstellensuche. Links: Polynomiell dominier-
ter Bereich und erste Nullstelle, Rechts: Lage der ersten acht Nullstellen.

Fiir 100kg Zuladung bei £ = 7,4m ergeben sich die in Bild 3.4 exemplarisch darge-
stellten ersten vier Eigenformen und -frequenzen. Da fiir die Querkrafte ()1 vor und
(> an der Stelle der Last gilt

Ql(l'l = Ll,t) — my, ’LI)Q(ZEQ = O,t) = QQ(O,t), (328)

und die Ableitung des Momentenverlaufs nach der x-Koordinate dem Querkraftver-
lauf entspricht, aufert sich der Querkraftsprung als Sprung der Steigung im Momen-
tenverlauf.
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f1 =2.3882 Hz f2 =19.5616 Hz
8 8 8- 8 8
6 6 6 6 6
8 8
4 4 4 4 4
2 2 2 2 2
01 0 0 0 1 01 0 01 6 1 01 0 1 01 0 1
wy () 7 (z) qi () wg(fﬂ) 75 (z) ()
f, = 59.841 Hz f, = 119.0138 Hz

Bild 3.4: 1. bis 4. Eigenform mit jeweils damit verbundenen Querkrifte- und Momenten-
verlaufen mit myz = 100kg, L1 = 7,4m und L = 8,4m
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3.2 Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit

In diesem Abschnitt wird aufbauend auf den Eigenformen und -frequenzen die Fra-
gestellung der Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit des Systems untersucht. Dabei
ist von besonderem Interesse, ob mit dem am Fusspunkt wirkendem Servoantrieb
und der damit gegebenen Positionsmessung ausreicht, oder ob zuséatzliche Stell- und
MefBgrofien notig sind.

Dabei wird die Betrachtung auf den zeitinvarianten Fall beschrénkt, d.h. die Last
steht still. Mit dieser Einschrankung kann man in der Praxis aus zweierlei Grund
leben. Zum Einen liegen die Storanregungen - z.B. in Folge verschmutzter oder ausge-
schlagener Fahrschienen - in Frequenzbereichen, die mit einem tiblichen Antriebsmo-
tor und dem oftmals spielbehafteten Getriebe nicht ausgeregelt werden kénnen. Zum
Anderen hat sich gezeigt, dass die Anwesenheit einer aktiven Schwingungsdampfung
zusammen mit der Vorsteuerung bezogen auf die Spielzeit bei einem parametrisch
nicht exakt abgebildeten System oftmals nicht von Vorteil ist. Offensichtlich ist dies
bei Anlagen, bei denen die Vorsteuerung die verfiighare Aktorkraft phasenweise
voll ausschopft, wodurch fiir eine Regelung lediglich das ,,Reduzieren” der geplan-
ten Antriebskraft in diesen Phasen der Bewegung tibrig bleibt - was fir das Ziel
Spielzeitreduzierung kontraproduktiv ist.

Statt dessen wird das Augenmerk auf die aktive Schwingungsbedémpfung im Ziel
des Positioniervorgangs gerichtet, um in Folge von Modellierungsungenauigkeiten
oder wiahrend der Fahrt akkumulierter Storschwingungen selbige moglichst schnell
definiert zu beseitigen.

Im folgenden Abschnitt wird die Fragestellung, ob Schwingungen bzgl. der ersten drei
Eigenformen beobachtbar und steuerbar sind, durch systematische Auswertung und
Analyse der Eigenformen analysiert. Hohere Eigenformen werden nicht beriicksich-
tigt, da bei den hier betrachteten Systemen die damit verbundenen Eigenfrequenzen
eine hohe materialbedingte Eigenddmpfung zur Folge haben und von den meisten
Antrieben bzgl. der damit erreichbaren Bandbreite nicht aktiv ausgeregelt werden
konnen. Auf die explizite Anwendung der Kalmanschen Kriterien zu Steuer- und
Beobachtbarkeit auf das in Abschnitt 2.3 hergeleitete Zustandsraummodell wird an
dieser Stelle verzichtet - da sich damit keine neuen oder gar abweichenden Aussagen
ergeben haben.

3.2.1 Analyse der Eigenformen

In Folge des heute tiblichen Einsatzes eines Servoantriebs steht als kostengiinstige
Messgrofle mindestens die Position der Struktur an der Einspannstelle zur Verfii-
gung. Daher ist von besonderem Interesse, ob es bei einem Gerat Konstellationen
aus Lasthohe und Zuladung gibt, die zu einem Verschwinden der modalen Auslen-
kung w,(x) am Ort des Antriebs fithren bzw. ob die dort auftretenden Amplituden
mit der vorhandenen Sensorik aufgelost werden konnen. Um diese Fragestellungen
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beantworten zu konnen, werden zusétzlich der Ort der Last selbst und das frei
schwingende Balkenende als mogliche Messpunkte der Auslenkung betrachtet.

Systematisches Vorgehen

In Bild 3.5 soll die numerische Vorgehensweise anhand eines Ergebnisses fiir die 2.
Eigenform in dreidimensionaler Darstellung veranschaulicht werden. Die normierte
modale Auslenkung am Ort der Beobachtung wird iiber Masse und Ort der auf
dem Balken befindlichen Last aufgetragen. Zur Beurteilung der Beobachtbarkeit
reicht eine Projektion der Daten in die Achsen fir ,Auslenkung® und ,,Ort der Last*
aus, in der die normierten modalen Auslenkungen als durch die Zuladung parame-
trierte Kurvenschar scheint. Von dieser Darstellungsart wird in den nachfolgenden
Abschnitten Gebrauch gemacht.

2. EF, 14-21Hz - Messpunkt bei Einspannungsstelle

200.09«

O 007 1
L A A A A A A A A
o.os«“**“‘”s*“‘”3”5”;”;
WL T
140 160 —

120

180 200 0 Ort der LaSt
Last [kg]

Bild 3.5: Auslenkungen der zweiten Eigenform fiir unterschiedliche Konfigurationen des
Gerits RBG.

Numerische Ergebnisse fiir die Systeme RBG und LARS

In Bild 3.6 und Bild 3.7 sind die Auslenkungen bzgl. eines Messpunkts tiber dem
Ort der Last als Kurvenschar mit dem Parameter Last dargestellt. Dabei wurde die
Last im systemspezifischen Zuladungsbereich variiert. Neben dem Ort der Einspan-
nungsstelle wurden auch die Stelle der Last (z = L;) und das freie Ende des Balkens
(x = Ly + Lo) als mogliche Orte fiir einen Auslenkungssensor untersucht.

3.2.2 Aussagen zur Beobachtbarkeit

Da die Auslenkungen in beiden Féllen am Fulpunkt nicht verschwinden, sind somit
mindestens die ersten 3 Eigenformen am Ort der Einspannung beobachtbar. Beim
System RBG féllt aufgrund des hohen im Fusspunkt konzentrierten Masseanteils
in Folge von Antrieben und Schaltschrank die messbare Schwingungsamplitude nur
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Bild 3.6: Scharkurven der normierten Auslenkungen der ersten drei Eigenformen fiir das
System RBG (vgl. Tabelle 2.1) fiir Lastmassen von 120kg bis 220kg an den
Messpunkten , Freies Ende®, ,,Ort der Last* sowie ,,Einspannungsstelle*

sehr gering aus. Fir die erste Eigenform treten hier an der Stelle der Einspannung
minimal 6 bis maximal 22 Prozent der Auslenkung auf. Beim System LARS treten
minimal 4 bis maximal iiber 55 Prozent der maximalen Schwingungsamplitude der
Struktur auf. Die zweiten und dritten Eigenformen liegen im Bereich zwischen 1 bis
maximal 15 Prozent der Schwingungsamplitude am Ort der Einspannung bei den
betrachteten Systemkonfigurationen.

Der schlechteste Ort zur Sensorpositionierung ist der Ort der Last, da dort bei allen
untersuchten Eigenformen mindestens ein Schwingungsknoten durchschritten wird —
also keine Beobachtbarkeit der entsprechenden Mode aus einer von der Auslenkung
abgeleiteten Messgrofie gegeben ist.

Als optimaler Punkt zur Montage eines weiteren Sensors zur Erfassung der Auslen-
kung ist das frei schwingende Balkenende zu nennen, da hier nahezu fiir alle Orte
der Last in beiden Szenarien die maximalen Schwingungsamplituden auftreten.
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Bild 3.7: Scharkurven der normierten Auslenkungen der ersten drei Eigenformen fiir das
System LARS (vgl. Tabelle 2.1) fiir Lastmassen von 1,66kg bis 2,10kg an den
Messpunkten , Freies Ende”, ,,Ort der Last“ sowie ,,Einspannungsstelle®.

Die in der Strukturiiberwachung populdre Messung der Strukturdehnung mittels
Dehnmessstreifen wurde nicht explizit untersucht, da hierfiir ein deutlich hoherer
Montageaufwand und damit zuséatzliche Kosten anfallen, wodurch die wirtschaft-
liche Umsetzung — gerade bei bereits bestehenden Anlagen — duflerst fraglich ist.
Allerdings konnen mit der hier angewendeten Methode auch hierfiir Aussagen zur
Beobachtbarkeit in analoger Weise gewonnen werden.

3.2.3 Optimiertes Konstruktionskonzept

Wird man sich einerseits der Bedeutung einer Eigenform als zeitlich modulierte
Massenverteilung des betrachteten Gerats bewusst, die um einen Ruhepunkt oszil-
liert und bedenkt andererseits, dass das Geréat nicht beschleunigt wird, wenn keine



3.2 Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit 45

auBeren Krafte wirken, ist die logische Folge, dass die Eigenformen um den System-
schwerpunkt oszillieren miissen.

In der praktischen Anwendung stéren Schwingungsamplituden am Ort des Werk-
zeugs. Eine ruhige Struktur ist grundsétzlich wiinschenswert, aber nicht zwingend
zu fordern. Ziel ist es die Massenverhéltnisse des Geréats so zu beeinflussen, dass das
Werkzeug stets nah am Systemschwerpunkt liegt.

Folgende Konstruktionsziele werden hierzu formuliert:

o Moglichst wenig Masse im Fulpunkt,
o Leichte Struktur,

o Moglichst hohes Massenverhéltniss des Werkzeugs zum restlichen Gerit.

Als konkrete Mafinahmen sind z.B. die Platzierung der Antriebe als stationare Ein-
heiten zu sehen, die tiber eine geeignete Mechanik (Seilzug, Zahnriemen o.4.) die
noétigen Krifte auf das zu bewegende Gerét tibertragen.

Ein derartiges Gerét hétte zudem wesentlich hohere Eigenfrequenzen, wodurch sich
die jedem Material eigene Strukturddmpfung deutlicher bemerkbar macht und die
Systemdynamik zusatzlich positiv beeinflufit.

3.2.4 Schwingungsempfindlichkeit

Um die im Rahmen einer Sensorwahl sich ergebende ingenieursméfiige Fragestellung
nach der nétigen Sensorauflosung einfach beantworten zu kénnen, wird in diesem
Abschnitt die Grofle Schwingungsempfindlichkeit eingefiihrt. Die Schwingungsemp-
findlichkeit stellt das Verhéltnis zwischen Amplitude am Ort der Last im Nenner
und dem Ort der Messung im Zahler dar. Falls z.B. 1 mm Schwingungsamplitude am
Ort der Last akzeptiert werden kann, ldsst sich durch einfache Multiplikation mit
der Schwingungsempfindlichkeit die resultierende Schwingungsamplitude am Ort der
Messung - und damit die Mindestsensorauflésung - bestimmen.

Da oftmals Servoantriebe eingesetzt werden, ist es aus wirtschaftlichen Griinden
wiinschenswert keinen zusatzlichen Sensor zu benodtigen. Daher wird nachfolgend
die Schwingungsempfindlichkeit explizit am Ort des Antriebs - also an der Einspan-
nungsstelle - ausgewertet. Zusétzlich wird selbige fiir die frei schwingende Spitze
ausgewertet.

Zur Verifikation der vorangehend formulierten Konstruktionsziele wird vom Daten-
satz des Systems RBG geméf Tabelle 2.1 das System OPTK (Optimierte Konstruk-
tion) postuliert, das sich lediglich durch das Fehlen einer Fussmasse unterscheidet.

Einerseits lasst sich aus den Grafiken in Bild 3.8 die deutliche Verbesserung der
Schwingungsempfindlichkeit am Ort der Einspannung und damit am Ort des Sen-
sors beim System OPTK erkennen. Andererseits lassen sich konkrete Aussagen zur
benotigten Auflosung des Messystems treffen. Weist das optimierte System OPTK
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stets Schwingungsempfindlichkeiten grofier 1 auf, sind bei dem System RBG Schwin-
gungsempfindlichkeitsminima von 15% bei der ersten, 11% bei der zweiten und 6%
bei der dritten Eigenform zu verzeichnen. Das heifit um z.B. 1 mm Schwingungsam-
plitude am Ort der Last iiberhaupt erfassen zu konnen, ist bei der ersten Eigenform
ein Messystem mit mindestens 0,15mm und bei der dritten Eigenform mit mindes-
tens 0,06mm Auflosung notig. Zusammen mit dem in Abschnitt 2.4.3 hergeleiteten
Spiel des Antriebs von mind. 0,087mm ist die Verwertbarkeit der Information zur
aktiven Schwingungsdampfung fraglich bzw. im Falle der 3. Eigenform nicht mehr
effektiv moglich. Haufig sind Abtriebsritzel kostengiinstig mit Passfedern auf Wellen
montiert, womit ein deutlich grofieres Spiel ins System eingefiigt wird.

Eine Messung an der Mastspitze scheint als der beziiglich Empfindlichkeit beste Ort
fiir eine Messung zu sein, verursacht jedoch zusétzliche Kosten.

3.2.5 Aussagen zur Steuerbarkeit

Die Steuerbarkeit liele sich auf analogem Wege wie vorangehend bzgl. der durch das
gewahlte Stellglied beeinflussbaren Grofie der Querkraft am Ort der Einspannung
untersuchen. Da jedoch die Beobachtbarkeit am Ort des Aktors mit stets von Null
verschiedenen Auslenkungen gezeigt wurde, ist auf Grund einer am Balkenende an-
gekoppelten Masse stets eine Querkraft notig, um selbige zu bewegen. Damit ist klar
dass mindestens die hier betrachteten ersten 3 Eigenformen steuerbar sind.

Zusammen mit der Tatsache, einen flachheitsbasierten Vorsteuerungsentwurf fiir das
verteilt parametrische System erfolgreich durchgefiihrt zu haben, bleibt festzustellen
dass das System steuerbar ist.
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Bild 3.8: Schwingungsempfindlichkeiten fir das System RBG (ersten zwei Zeilen) und
das optimierte System OPTK (letzten zwei Zeilen) dargestellt als durch die
Zuladung (0 bis 100kg) parametrierte Scharkurven iiber dem Ort der Last.
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Aus wirtschaftlichen und wartungstechnischen Uberlegungen heraus werden Motor-
und Sensorsystem zu einem sogenannten Servomotor zusammengefasst und ein Ge-
triebe zum Antrieb der eigentlichen Strecke angeflanscht. Da spielfreie Getriebelo-
sungen wie z.B. Harmonic Drive oder Zykloidengetriebe wesentlich kostenintensiver
sind als normale nicht vorgespannte Zahnradgetriebe werden diese nur wo unbedingt
notig eingebaut. Ist der Motor infolge des Spiels nicht im Eingriff mit dem Abtrieb,
so reduziert sich die Strecke auf den Motor selbst. Das Ablosen der Zahnflanken ohne
abtriebsseitigen Sensor kann jedoch nicht exakt erfasst werden. Bei der Regelungs-
auslegung mufl dem Rechnung getragen werden, indem die Bandbreite der Regelung
niedrig genug gewahlt wird, um das Auftreten von Grenzzyklen (ratternder Antrieb)
zu vermeiden. Totzeiten, z.B. in Folge zeitdiskret arbeitender Rechensysteme oder
Filtervorrichtungen zur Bandbegrenzung und/oder Rauschunterdriickung, engen die
Moéglichkeiten einer Regelung zur Beeinflussung der Systemdynamik weiter ein.

In den nachfolgenden Abschnitten werden verschiedene Methoden zur Berechnung
von Vorsteuertrajektorien vorgestellt, womit es moglich ist, das durch Aktor und
Strecke gegebene Positionierdyamikpotential voll auszuschopfen.

4.1 Vorsteuerungsentwurf mittels numerischer
Optimierung

Verfiigt man iiber ein numerisches Modell oder kénnen am System direkt gefahrlos
Ansteuertrajektorien erprobt und validiert werden, so liegt es nahe mittels einer nu-
merischen Optimierung eine Vorsteuertrajektorie zu finden, die ein Optimierungspro-
blem zumindest lokal 16st. Jedoch ist die Zeitersparnis die diesese Vorgehen zunachst
meist mit sich bringt, oftmals nur dann ein tatsachlicher Vorteil, wenn man lediglich
eine kleine Anzahl von optimierten Trajektorien oder nur ein Kennfeld benétigt.

Der Grund fiir dieses heute — und wohl auch kiinftig — giiltige Paradoxon liegt in
der benotigten Rechen- bzw. Versuchszeit, die eine Funktionsauswertung bendétigt
und der Nichtiibertragbarkeit eines Ergebnisses auf andere Parametrierungen der
gleichen Problemstellung. Mit einer numerisch gefundenen optimalen Losung fiir
den Fall A hat man im Allgemeinen kein auf den Fall B tibertragbares Ergebnis,
selbst wenn sich Fall A und B lediglich in einem Parameterwert unterscheiden.

Daher versucht man in die Parametrierung des Problems alle vorhandenen Neben-
bedingungen einzuarbeiten um die freie Parameterzahl gering zu halten. Geméaf den
Grundgesetzen von Newton adndert sich die Geschwindigkeit des Schwerpunkts eines

48
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AF

a2
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to 1 |t i3 ty
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Bild 4.1: Intervallweise in der Amplitude konstant parametrierter Beschleunigungsver-
lauf iber der Zeit

Systems proportional zu den an ihm angreifenden Kraften. Fiir das hier vorliegende
Problem ist es naheliegend nach Parametrierungen der Antriebskréafte zu suchen, bei
denen der Schwerpunkt am Anfang und am Ende des Manévers in Ruhe und an den
jeweils gewtinschten Positionen ist. Zur Sicherstellung der Randbedingungen werden
eine entsprechende Anzahl Parameter der Parametrierung mathematisch festgelegt.
Alle verbleibenden freien Parameter stellen den Suchraum dar, in dem der Optimie-
rer Parametervariationen durchfithren kann.

4.1.1 Intervallweise konstante Kraftanregung

Bild 4.1 zeigt exemplarisch die nachfolgend vorgestellte Parametrierung mit 4 Inter-
vallen, die durch die Zeitpunkte ¢, ... t4 und die zwischen den Zeitpunkten wirkenden
Beschleunigungen des Schwerpunkts af ... a7 parametriert sind. Fiir den Zustand
des Schwerpunktes ergibt sich fiir den Ort z7,; und die Geschwindigkeit v}, nach
einem Zeitintervall bei anfinglichem Ort 27 und Geschwindigkeit v; folgende Be-
stimmungsgleichungen:

1
af = 5afAt? + vl At + 2 (4.1)
v = al Aty + 0P (4.2)
Um nach n Kraftintervallen am Ort z¥ mit der Geschwindigkeit v? zu sein, kann

man zum Beispiel die Beschleunigungen der letzten Zeitintervalle entsprechend be-
rechnen:

s _ 1 S _ .S S s
zy — 5 AL (v, — vy _y) — vy oAby — 1),

S n—2
_ 43
At Aty 7 A2 ) (43)
aS — U’g - a’gflAtnfl - ,UTA?72 (44)

" At,



50 4 Vorsteuerungsentwurf

4.1.2 Parametrierung mittels Fourierreihe

Im Gegensatz zur nicht glatten Parametrierung der Antriebskraft wird hier eine auf
der Fourierreihe basierende Moglichkeit der Parametrierung kurz dargestellt, womit
sich glatte Kurvenziige ergeben. Ein Positioniermanover zeichnet sich durch einen
vom Anfangsort unterschiedlichen Positionswert aus, weshalb die halbe Perioden-
dauer der den Schwerpunkt ° parametrierenden Fourierreihe

—|— Zal Ccos ( ) + Zb sin (mt) (4.5)

Tk
die Positionierzeit Tx bedeutet.

GemiB Newtons lex secunda, kann ausgehend vom Ort des Schwerpunkts z° die
notige Antriebskraft u(t) wie folgt berechnet werden

u(t) = ma(t), (4.6)
wobei m der Gesamtmasse der Geréatschaft entspricht.

Wie bereits im vorangehenden Abschnitt wird auch hier der Suchraum reduziert, was
Rechenzeit spart und das Gestalten der Giitefunktion einfacher gestaltet. Um eine
Trajektorie fiir einen am Anfang und am Ende ruhenden Schwerpunkt zu erhalten,
werden die Koeffizienten

alzxo—‘?—ag—ag—fjai, 25(0) = x4 (4.7)
ag = ; (:cE + 9 — ap — gai(l + (—1)i)> : °(Tg) = 25 (4.8)
by = —2by — znjgzb i%(0) =0 (4.9)
by = —i (é;bi(l + (—1)i)> : i%(Tg) = 0 (4.10)

bestimmt. Die verbleibenden Parameter konnen dazu benutzt werden, weitere For-
derungen an die Trajektorie zu stellen und dadurch den Suchraum weiter zu redu-
zleren.

4.1.3 Kostenfunktion

Wird nun ein numerisches Modell des Systems mit den vorangehend parametrier-
ten Antriebskréften beaufschlagt, so ist zwar der Ort und die Geschwindigkeit des
Schwerpunkts am Ende (und ohnehin zu Beginn) des Manévers bekannt, nicht jedoch
der Verformungszustand des Geréts. Um eine Optimierung durchfithren zu kénnen,
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benotigt man ein Mafl; um die Giite eines simulierten Manévers zu bewerten. In die-
sem Fall ist als ,Gut® eine unverformte in Ruhe befindliche Struktur anzusehen. Im
Gegensatz zu mathematischen Ausdriicken, die die Biegelinie abtasten um Verfor-
mungen bzw. Geschwindigkeiten mittels quadratischen Straffunktionen zu bewerten,
ist die im System enthaltene Energie eine zwar abstrakte aber bzgl. modaler Beschaf-
fenheit des Verformungszustands unabhingige und daher iiberlegene Kostenfunktion

K(t) =V (t) +T(t). (4.11)

In 4.11 stellt V(¢) die potentielle Energie geméf 2.6 und 7'(¢) die kinetische Energie
gemaf} 2.7 dar. Werden im Modell zusétzlich Reibungseffekte simuliert - was sinnvoll
ist - greifen am System Kréfte an, die in der Parametrierung nicht berticksichtigt
werden konnten. Daher ist in diesem Fall die Giitefunktion um den quadratischen
Abstand des Schwerpunkts von der Solllage zu erweitern, womit man auf die erwei-
terte Kostenfunktion

K(t) =V (t) + T(t) + |Az® |k (4.12)

kommt. Der Faktor £ stellt einen Gewichtungsfaktor dar, womit sich die Bedeutung
einer ortlichen Abweichung zum Auftreten von Schwingungen im System gewichten
lasst.

4.1.4 Numerische Optimierung zur Vorsteuerungsauffindung

Mit einer Parametrierung, geeigneten Kostenfunktion und einem numerischen Mo-
dell der Systemdynamik kann man mittels eines Optimierungsalgorithmus einen
Satz optimaler Parameter automatisiert suchen. Im Rahmen dieser Arbeit kam der
bereits in [32] genutzte Optimierungsalgorithmus Implicit Filtering for Constrai-
ned Optimizations (IFFCO) zum Einsatz. Weil es meist viel zu lange dauert, den
kompletten Suchraum numerisch abzurastern, versuchen numerische Optimierungs-
verfahren mit moglichst wenigen Funktionsauswertungen das Optimum zu ermitteln.
Dabei kommen z.B. Hypothesen wie das Problem ist konvex zum Einsatz. Derarti-
ge Verfahren haben den Vorteil bei glatten Problemen schnell ins néchst gelegene
Optimum zu konvergieren, jedoch den Nachteil bei einer sehr unruhigen Giitefunk-
tion des Problems oft in einem lokalen Minimum héangen zu bleiben. IFFCO stellt
einen Kompromiss dar, indem sogenannte Quasigradienten mit sehr grofier Schritt-
weite berechnet werden — was sich in mehrerern technischen Aufgabenstellungen als
sinnvoll bewahrt hat [32]. Jedoch gibt es keinen ,Superoptimierer”, der gemittelt
iiber alle Problemstellungen anderen Optimierungsalgorithmen tiberlegen wére, wie
Wolpert und Marcready 1997 in ihrem sogenannten No Free Lunch Theorem pos-
tuliert haben [35]. Unabhéngig welchem Optimierungsverfahren man den Vorzug
gibt, die Geschwindigkeit der Konvergenz hangt mafigeblich von der Dauer einer
Funktionsauswertung ab.

Bei dem hier im Fokus stehenden Vorrichtungstyp hat man im Wesentlichen fiinf Pa-
rameter zu berticksichtigen: Verfahrweite, Verfahrhohe, Zuladung, Produkt aus Elas-
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tizitatsmodul und Flachentragheitsmoment des Balkens E1, sowie den Massenbelag
des Balkens pA. Hat man einen konkreten Anlagentyp im Auge mit konstanten Ma-
terialparametern bedeutet dies immerhin weit tiber 1000 Trajektorien die berechnet
werden miissen, will man fiir zumindest jeweils 10 unterschiedliche Parameterwerte
Trajektorien fiir die daraus resultierenden Kombinationen vorhalten.

Mit Hilfe der numerischen Optimierung kann zwar relativ schnell ein zumindest lo-
kal optimales Ergebnis fiir ein Szenario gefunden werden, jedoch fehlt diesem Ergeb-
nis die analytischen Vorschriften eigene Ubertragbarkeit auf andere, sich lediglich in
Parametern unterscheidender Falle und stellt somit im Allgemeinen keinen praktika-
blen Weg zur Auffindung optimaler Vorsteuertrajektorien in Echtzeit dar [4,5,10].

4.2 Flachheitsbasierter Vorsteuerungsentwurf

In [37] wird fir nichtlineare Systeme mit konzentrierter Systemdynamik das Vor-
gehen des Entwurfs von flachheitsbasierter Steuerung, Regelung und Beobachter
dargestellt. In [1, 16, 38] wird dieser Begriff auf Systeme endlicher und unendlicher
Dimension erweitert. Ausgehend von dieser theoretischen Grundlage wird in diesem
Abschnitt ein flachheitsbasiertes Vorsteuergesetz fiir die hier betrachtete Systemklas-
se hergeleitet [2,3,6,9]. Bild 4.2 zeigt das zur Systemklasse gehorige Modell und die

Bild 4.2: In zwei Balkensegmente w; und wy unterteilter Ausleger

im Folgenden verwendete Nomenklatur. Das System wird analog zu Abschnitt 3.1.2
in zwei Bereiche unterteilt — oberhalb und unterhalb der Nutzlast m; — in denen
jeweils die Euler-Bernoulli-Differentialgleichung (2.8) gilt:

ot AN 0?
@wl(x,t) + (2’]) @wl(:&,t) =0, x € [0,] (4.13)
0! 0

Y (t) + <pA) D ) =0, welll] (4.14)
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Eine normierte Darstellung der Differentialgleichungen bietet rechentechnische Vor-
teile, weshalb die Ortsvariable x und die Zeit ¢ skaliert werden:

1 |EI
t=—/—1t 4.15
=151t (4.15)
x
=—. 4.16
z=7 (4.16)
Der normierte Ort der Nutzlast [ errechnet sich somit analog zu
[ = ! (4.17)
v L . .

Setzt man ¢t und z in (4.13) und (4.14) ein, so ergeben sich die normierten Bewe-
gungsgleichungen:

84 2
@wl@,ﬁ) + @’Uh@,t) =0, (4.18)
o i
@wz(@t) + ﬁu@(&,z) = 0. (4.19)

Existiert ein flacher Ausgang, so lasst sich neben der Stellkraft auch die Biegelinie
durch diesen parametrieren. Damit ist auch der Ort der Masse am Fusspunkt — also
des Fahrwerks — parametriert. Dadurch kann der zum Folgen der Bewegung notige
Tréagheitskraftverlauf der im Fusspunkt befindlichen Masse auch separat nachtrag-
lich berechnet werden. Die ohnehin aufwandigen analytischen Umformungen kénnen
dadurch etwas erleichtert werden, weshalb in den nachfolgenden Randbedingungen
die Fulpunktmasse vernachlassigt wird:

—EIw{(0,t) = —krw!(0,t) (4.20)

—ETw"(0,t) = u(t) (4.21)

wy (1,t) = wo(L,t) (4.22)

wi(l,t) = wh(l,t) (4.23)

wi(l,t) = wi(lt) (4.24)

—ETw! (1,t) + mp w1 (1,;t) = —ETwy (1,t) (4.25)
w"(L,it) =0 (4.26)

w"(Lit) =0 (4.27)

In Tabelle 4.1 sind die Bedeutungen der angesetzten Randbedingungen aufgefiihrt.
Die Randbedingungen (4.20) - (4.27) normiert mit (4.15) - (4.16) lassen sich wie
folgt schreiben:

aw((0,t) = wi(0,t) (4.28)
w/'(0.) = a(t) (4.29)
wy (L) = wo(lt) (4.30)
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Tabelle 4.1: Randbedingungen des oberen und unteren Balkensegments

’ RB-Nr. H Bedeutung

(4.20) Torsionsmoment der Einspannung entspricht dem Biegemoment
am Balkenfufipunkt.

(4.21) Die Stellkraft u(t) entspricht der Querkraft am Balkenfulpunkt.

(4.22) Die Auslenkungen des unteren und oberen Balkenabschnitts jeweils
an der Stelle x = [ sind gleich.
(4.23) Die Neigungen des unteren und oberen Balkenabschnitts jeweils

an der Stelle z = [ sind gleich.

(4.24) Das Biegemoment des unteren Balkenabschnitts an der Stelle 2 = [ entspricht
dem Biegemoment des oberen Balkenabschnitts an der Stelle x = [.

(4.25) Die Summe der Querkraft des unteren Balkenabschnitts an der Stelle z ={
und der Tragheitskraft der Masse an der Stelle x = [ entspricht
der Querkraft des oberen Balkenabschnitts an der Stelle z = [.

(4.26) Am freien Ende herrscht kein Biegemoment.

(4.27) Am freien Ende ist die Querkraft gleich Null.

wi(Lt) = wy(Lt) (4.31)
wi(Lt) = wy(Lt) (4.32)
wy'(Lt) + @i (Lt) = wy' (L t) (4.33)
w'(1,t) =0 (4.34)
W"(1,4) =0 (4.35)
mit

a= ,fFIL (4.36)
o= —pﬂzLA (4.37)

) L3
a(t) = =7 uld) . (4.38)

Mit Hilfe des Mikusinski-Operatorenkalkiils gehen die partiellen Differentialgleichun-
gen in gewohnliche tiber [31]. Formal lasst sich mit dem Operator s dieses Kalkiils
arbeiten, als ob es sich um die komplexe Frequenzvariable der Laplacetransforma-
tion handelt [38]. Die zu w und u gehoérenden Darstellungen werden mit w und 4
bezeichnet.

Mit den homogenen Anfangsprofilen
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erhalt man so aus (4.18) - (4.19) die gewohnlichen Dgln.:

d4

@uﬁl(@) + %y (z) =0 (4.43)
d4
@@(@ + sy (z) = 0, (4.44)

in denen der Operator s als Parameter aufzufassen ist.

4.2.1 Beriicksichtigung der Randbedingungen

Fiir das hier betrachtete Problem ist die Kombination aus den Losungsansétzen
nach [38] und [39] besonders vorteilhaft, da bei den vorliegenden Randbedingungen
der analytische Aufwand zur weiteren Rechnung wesentlich geringer wird. Dies ist
mit der Lage der Nullstellen der Ansatzfunktionen und den vorliegenden Randbe-
dingungen zu erkléren. Aus diesem Grund wird fiir die beiden Balkensegmente mit
jeweils unterschiedlichen Ansétzen gearbeitet:

wy(z) = aCi(z) +bCy(z) + ¢ Si(x) + d Sz(x), (4.45)
wyz) =eCT(z) + fC(z) +9 5 (2) +h S (a). (4.46)

Dabei sind die Operatorfunktionen Cy, Cy, Sy und S in (4.45) nach [39] wie folgt
definiert:

(4.47)

(
Co(z) = ( (4.48)

sinh (v/jsz) +sin (v/7sx
Si(z) = (‘7), (visr) (4.49)
2y/75
sinh (\/jsg) — sin (\/jsg)
Sy(z) = 2j5) : (4.50)
Die Operatorfunktionen C*t, C~, ST und S~ in (4.46) lauten nach [38]:
C+C 0S5
o) — _
Cla)=—— =5, (4.51)
c—-C 0S5t
- = = 4.52
@)= 5= (452
T Lac+
SH(w) = 2195 _ 190 (4.53)

l_Qh\/E_ s Oz
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—S+jS _19C-
2h\/s s Oz

S7(z) = (4.54)

mit den Abkiirzungen

Es bezeichnen C, S und h jeweils die zu C, S und h konjugiert komplexen Aus-
driicke.

Die verwendeten hyperbolischen Funktionen der Losungsansétze sind nicht unab-
héngig voneinander, es lassen sich folgende nititzliche Identitaten finden:

Ct(z) =Ci(z — 1) (4.59)
C™ () =sCy(z—1) (4.60)
S7(z) = Si(z—1) (4.61)
ST(z) =5 Sa(xz —1) (4.62)

Werden die Losungsansétze (4.45) — (4.46) in die Randbedingungen (4.28), (4.29),
(4.34) und (4.35) eingesetzt, so ergeben sich:

c=ab (4.63)

d=1 (4.64)

F=0 (4.65)

g=0 (4.66)
Damit vereinfachen sich die Gleichungen (4.45) und (4.46) zu

wz@) =ec C’*(i) +hS” (7) (4.68)

Unter Verwendung der verbleibenden vier Randbedingungen (4.30) — (4.33) und den
Gleichungen (4.67) — (4.68) erhélt man ein Gleichungssystem fiir die vier Unbekann-
ten a, b, e und h:

a Cy (1) + b [Co(l) + a Si(1)] + 0 Sa(1) =e CH(1) +h S~(1) (4.69)
—a 52 Sy() + b [S1(1) + a CLD)] + u Cy(l) = —se STI) +hCT(1)  (4.70)
—a 82 Cy(l) +b[Ci(1) —as® So(l)] +uSi(l) = —seC™ (1) —sh ST(I)
—a s Sl(l)—l—uC’l()

—b[s? Sy(l) + a s* Oy(1)]
(4.71)
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@52 [a Cy (1) +b[Co(l) + a ST + 0 Sy(l)] = = s e S~(1) — s h C(1).
(4.72)

Die sich fiir die Unbekannten a, b, ¢ und d ergebenden Ausdriicke sind im Anhang
A.2 abgedruckt. Setzt man a, b, ¢ und d in (4.68) und (4.67) ein, so erhdlt man
Gleichungen der Form

Qlwl(@ = P1(£)
Qsz@) = PQ(E)

Qb
N
= =
~

SN—

§z>

Eliminiert man aus (4.73) und (4.74) @, so erhilt man

Py(z)Q11(z) = Pi(2)Qot2(z). (4.75)

Fiihrt man an dieser Stelle die Grofle gy ein, so lasst sich schreiben

w1 (z) = Pi(z)Q200 (4.76)
ﬁi2(£) = Pz@)Ql@o (4-77)
i = Q1Qa7. (4.78)

Wie man sich leicht iiberzeugt ist (4.75) mit (4.78) widerspruchsfrei erfillt. Gelingt
nun noch die Transformation in den Zeitbereich, ist yo eine Parametrierung der
gesuchten Biegelinien wy(z), wa(z) und der Stellgrofie .

Da es die Berechnung erheblich vereinfacht, lasst sich eine den zweiten Balkenab-
schnitt indirekt parametrierende Grofle ¢ einfithren, die formal durch den flachen
Ausgang des Systems gy mit

Y= Q200 (4.79)

parametriert werden kann. Gelingt es nun den unteren Balkenabschnitt nur durch
die Grofle ¢ zu parametrieren, so lasst sich der zur Parametrierung der Stellgrofie u
notwendige Rechenaufwand stark verringern.

Weist die Parametrierung des unteren Balkenabschnitts die Eigenschaft auf, diesen
in endlicher Zeit ohne jegliche verbleibende Erregung zu positionieren, so muss auch
das obere Balkenstiick nach Beendigung des Positioniermandvers in absoluter Ruhe
sein. Diese Uberlegung kann mit der Orthogonalitit der Eigenfunktionen zueinander
begriindet werden, wodurch der Biegezustand eineindeutig auf die unendlich vielen
Eigenfunktionen abgebildet wird. Ist an einem Punkt auf dem Balken jegliche Orts-
und Zeitableitung gleich Null, so bedeutet dies unweigerlich dass das System in Ruhe
ist, wenn von auflen keine weitere Anregung erfolgt.

Eine Funktionenfamilie, die diese Forderung leisten kann, stellen die sogenannten
Gevrey-Funktionen dar [38].
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4.2.2 Reihendarstellung von Biegelinie und Antriebskraft

Mit der GroBe g folgt aus (4.79):

A

w1y (&

J (4.80)
(4.81)

S~—
Il

P
@1

—
<8
. ~—

§2>
I

Die Parametrierung der Trajektorien fiir einen Ubergangsvorgang und die Berech-
nung der dazugehorigen Steuerung erfolgt durch Vorgabe einer Solltrajektorie fiir
y, die zu § gehorende Zeitfunktion [38]. Stellt man die Gleichungen jeweils als Po-
tenzreihe dar dann ldsst sich der Differentialoperator s direkt durch den vertrauten
Operator < ersetzen.

In P, und @), treten Multiplikationen mit bis zu 4 Operatorfunktionen auf. Analog
zu den Additionstheoremen der Trigonometrie, lassen sich Identitaten finden, mittels
derer die Multiplikationen in Summen gewandelt werden kénnen. Im Anhang B sind
die zur Umrechnung hergeleiteten ntitzlichen Identitdten zu finden. Hat man eine
Summendarstellung bestehend aus den Operatorfunktionen gefunden, so lassen sich
die nachfolgend in (4.82)-(4.85) aufgefithrten Reihendarstellungen der benotigten
Operatorfunktionen einsetzen und die einzelnen Reihen durch Umsortieren als eine
Reihe schreiben

i) - )na’An (4.82)
Si(z) = gg %s% (4.84)
Sy(z) = ni ms%. (4.85)

Der Ubergang in den Zeitbereich erfolgt anschlieBend durch Ersetzen der Poten-
zen des Operators s durch die entsprechenden Zeitableitungen. Die Losung fiir das
vorliegende System lautet:

N g ¥ (@) yer () yer ()
wl(@,t)—nzzjo(—l) <p1n( ) TP @) gy (e )(4n+3)!>

(4.86)

und fiir die Stellkraft ergibt sich

u(t) = EI < y@(¢ i < y(2n+2)(,;) +qMZ<J(2n+4)(t)>> (4.87)

L3 = "(4n +1)! 4n + 3)!
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4.2.3 Parametrierung der Reihe

{I—-1+z+(—1)5)*"*3)

(vole’

8

Neben einer reinen Positionierbewegung mit sich stetig andernder Geschwindigkeit
sollen auch Beschleunigungsbewegungen auf eine konstante Geschwindigkeit — z.B.
die vom System maximal erreichbare Geschwindigkeit — realisiert werden konnen.

Die die Trajektorie ¢ +— y(t) parametrierende Funktion muss einerseits also die
gerade genannten Manover ermoglichen und zum anderen aber auch die Konvergenz
der verwendeten Reihen garantieren. Um die Anfangs- und Konvergenzbedingungen
zu erfiillen, wéhlt man eine Trajektorie ¢ — y(t) derart, dass die folgenden in [38]

zu findenden Bedingungen fiir eine glatte Funktion y erfiillt sind:

e y:R — Rist eine C*° Funktion,
o yD(t)=0firt<0,i>0,

. y(i)(t)—yT()furt>T i>0,

y ist eine Gevrey-Funktion der Klasse o < 2.
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Eine Funktion, die diese Bedingungen erfiillt, kann keine analytische Funktion sein,
aufler sie ist identisch Null. Die Funktion

0 t<0
! Oy 7(T)dT
o(t) = m te(0,7) (4.88)
0o %
1 t>T
mit der glockenférmigen den Integralkern bildenden Funktion
0 t ¢ (0,7)
_ (4.89)

Oor(t) t € (0,T)

({3577

ist eine Gevrey-Funktion der Klasse o« = 1+ 1 [26]. Mit dieser Funktion wurde
in dieser Arbeit gearbeitet. In [38] findet sich ein weiteres Beispiel einer Gevrey-

1. Zeitableitung

2. Zeitableitung

—~ = 10
= 2f =
5 S
@ O
0 ‘ ‘ -10 ‘ ‘ \ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t[Sek] t[Sek]
3. Zeitableitung 4. Zeitableitung
= 1000
S
@
-1000
0 0.2 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
4 t[Sek] . t[Sek]
x10 5. Zeitableitung x10 6. Zeitableitung
T T 1 T T
S S
@ @
‘ -1 ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.6 0.8 1 0 0.2 0.6 0.8 1
. t[Sek] \ t[Sek]
x10 7. Zeitableitung x10 8. Zeitableitung
_ —— < 4 —
= 2 S
S S
® _ al D -9
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t[Sek| t[Sek]

Bild 4.3: Exemplarisch dargestellte ersten 8 Zeitableitungen der zur Parametrierung
der Losung herangezogenen Gevrey-Funktion aus (4.88) mit den Parametern

c=11und T =1
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Funktion:
0 t<0
Oc(t) = 1+ 1tanh ((42;?5;)))) t e (0,7) (4.90)
1 t>T

Fiir beide Funktionen sind in [38] rekursive Algorithmen zur Berechnung der Zeita-
bleitungen zu finden, wodurch eine effiziente numerische Implementierung moglich
ist.

Mit diesen Funktionen ist es moglich den zeitlichen Ubergang fiir das System zwi-
schen einer Anfangs- und Endtrajektorie mit endlich vielen Ableitungen, die nicht
identisch Null sind, zu interpolieren. Von dieser Moéglichkeit wird nachfolgend fiir
die Mandver Positionieren und Beschleunigen Gebrauch gemacht.

Positionieren

Fiir Positionierzwecke ist die Zieltrajektorie ¢ — yr(t) einfach eine Konstante 7., die
den Weg bezeichnet, um den die Vorrichtung verfahren werden soll. Der Verschliff
zwischen den beiden Positionen lésst sich leicht durch Multiplikation von (4.88) mit
dem gewtinschten Verfahrweg y7. bewerkstelligen:

tis gt (1) =y O(t). (4.91)

In Bild 4.4 ist die Trajektorie des flachen Ausgangs gemafl (4.91) zum nachschwin-
gungsfreien Positionieren dargestellt.

Beschleunigen

Falls iiber léngere Distanzen positioniert werden soll, sind durch die maximal verfiig-
bare Fahrgeschwindigkeit zusétzliche Grenzen gesetzt. Daher ist es wiinschenswert,
das Gerat auf die maximal verfiighare Geschwindigkeit schwingungsfrei zu beschleu-
nigen. Die fiir £ > T zu erreichende Zieltrajektorie lautet

t— yp(t) = vt + yo. (4.92)

Eine mogliche Wahl fir einer Trajektorie ¢ — y*(¢) die sich in endlicher Zeit der
Zieltrajektorie angleicht ist

t—y*(t) = /v O(r)dr, (4.93)
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wobei sich die Stetigkeit zur Zieltrajektorie y(¢) mit folgender Festlegung der Kon-
stanten (4.92)

T
e(r)dr

we 0 o

garantieren lasst. In Bild 4.5 ist die Trajektorie des flachen Ausgangs geméaf (4.93)

zum nachschwingungsfreien Beschleunigen auf eine Zielgeschwindigkeit dargestellt.

yr ‘ y* (t) ‘ ‘ y* (t)
t t
Bild 4.4: Exemplarischer Verlauf des Bild 4.5: Exemplarischer Verlauf des
flachen Ausgangs {iber der flachen Ausgangs {iber der
Zeit zur Parametrierung eines Zeit zur Parametrierung eines
Positioniermandévers Beschleunigungsmanévers

4.2.4 Beriicksichtigung der Masse im FuBpunkt

Mit den vorangehend gefundenen Parametrierungen lasst sich der Verlauf der Biege-
linie w(z,t) und die zu diesem Verlauf fithrende als Querkraft wirkende Antriebskraft
u(t) derart mathematisch parametrieren, dass keine unerwiinschten Restschwingun-
gen verbleiben. Befindet sich nun eine Masse an der Stelle des FuBlpunktes, so mufl
diese entsprechend der Beschleunigung der Biegelinie an der Stelle der Einspannung
W(x,t)| =0 mitbeschleunigt werden womit fiir die notige Antriebskraft gilt:

iy (£) = u(t) + (2.0)],_o g (4.95)

Darin bezeichnet m, die gesamte durch den Aktor an der Einspannungsstelle des
Balkens zu beschleunigende Masse, d.h. die direkt waghare Masse des Fuflpunkts
myp und die rotatorischen Tragheiten m 4 sowie gegebenenfalls mp wie in Abschnitt
2.4.2 bzw. 2.4.3 hergeleitet.

In Bild 4.6 und Bild 4.8 finden sich exemplarisch die berechneten Kraftverlaufe fiir
ein Positionier- und ein Beschleunigungsmanover am Laborsystem LARS. Dabei
entspricht der Kurvenzug ,,U Balken® der flachheitsbasiert berechneten Querkraft
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Umax =187.6013 N 6=1.001 T=0.6s Lam=05m H=0.6m
== U Balken
1501 == U Gesamt ||
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Bild 4.6: Kraftverlaufe zum Positionieren Bild 4.7: Biegefeld zum Positionieren
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Bild 4.8: Kraftverlaufe zum Beschleunigen Bild 4.9: Biegefeld zum Beschleunigen

am Balkenfusspunkt wu(t), ,U Zusatz“ dem Kraftverlauf zur nétigen Beschleunigung
der Masse m, am Fusspunkt und ,,U Gesamt“ dem resultierenden Antriebskraftver-
lauf wy,, (). In Bild 4.7 und Bild 4.9 finden sich die Verldufe der Biegefelder w(z,t)
wahrend der Positionier und Beschleunigungsmandver.
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5.1 Griinde fiir eine Regelung

Die vorgestellten Vorsteuerungsverfahren bewerkstelligen bei einem idealen System
nachschwingungsfreies Positionieren der flexiblen Struktur.

Bei einem realen System gibt es jedoch stets folgende Storeinfliissse zu beachten:

o Reibung, hier insbesondere Rollreibungseffekte

o Parameterschwankungen zum Beispiel durch fertigungstechnische Toleranzen
oder Materialschwankungen bedingt

o Modellierungsungenauigkeiten

o Kinematische Storanregungen, zum Beispiel durch verschmutzte oder verboge-
ne Fihrungen

o Benutzereingriffe wie nachtréiglich angebrachte Anbauteile

Einige der oben genannten Punkte sind schwer zu modellieren, bzw. die Parame-
trierung der Modellierung ist stark zeitvariant. So &ndert sich ein Reibungsmodell
verschleibedingt stetig mit zuséitzlicher starker Parameterabhéangigkeit - etwa von
der Temperatur des Schmiermittels. Daher ist derartigen Storeinfliissen nur sehr
schwer und begrenzt mit entsprechenden Vorsteueralgorithmen exakt entgegenzu-
kommen.

Um einen zuverlassigen Betrieb auch tiber ldngere Laufzeiten zu gewahren, wird die
Vorsteuerung um eine Regelung erweitert.

5.2 Vorsteuerung

5.2.1 Reibungsvorsteuerung

Wie im Abschnitt 2.5 dargestellt, gibt es verschiedene Ursachen von Reibung. Im Fal-
le der trockenen Reibung spielen Materialparameter und v.a. geometrische Grofien
eine maflgebliche Rolle. Da im Falle der trockenen Reibung kein Fluid die Rollfla-
chen umspiilt, machen sich auch sehr kleine Fremdkorper wie Staubpartikel deut-
lich bemerkbar. Daher ist es nicht verwunderlich, dass jedes Lager geschmiert oder
wenigstens geolt wird. Das dadurch resultierende Reibungsverhalten ergibt sich als

64
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gewichtete Uberlagerung zumindest der genannten Phinomene mit besonderem Ein-
flul durch die mechanischen Parameter Anpresskraft und Geschwindigkeit. Dartiber-
hinaus gehen durch die beteiligten Phéanomene und Mechanismen die unterschied-
lichsten messbaren aber auch stochastischen Parameter in das Lagerverhalten ein.

Im Allgemeinen lasst sich das tatséchliche Reibungsverhalten mittels der in Bild 2.14
dargestellten Stribeckkurve gut anndhern. Dadurch ist die Parameterzahl deutlich
reduziert und die betreffenden Gréfen direkt am System ermittelbar. In den im Rah-
men dieser Arbeit betrachteten Féllen waren Rollreibungseffekte derart dominant,
dass der Haftreibungsanteil vernachlassigt werden kann und eine Reibungskennlinie
der Form

FRoll+ + bJrU firv >0
Fr(v) =<k firv=0
Frou— +b_v firv<0

mit £ € [Frou—...Frous) eine praktisch hinreichend genaue Approximation dar-
stellt.

Hat man die Moglichkeit am System geschwindigkeitsgeregelte Messfahrten durchzu-
fithren, lasst sich aus den Antriebskraftverlaufen eine Reibungskennlinie ermitteln.
Bei konstanter Fahrt wird jeweils ein Antriebskraftwert erfasst, welcher der auf-
zubringenden Reibungskraft zur Aufrechterhaltung der Geschwindigkeit entspricht.
Dabei hat sich folgendes Vorgehen bewéahrt:

1. Mindestens fiinf Antriebskraftmesswerte pro Geschwindigkeit und Richtung
ermitteln

2. Mittelwert pro Geschwindigkeitsstufe bilden

3. Koeffizienten der Geradensegmente mittels der linearen Ausgleichsrechnung!
ermitteln

5.2.2 Vorsteuerung zur Positionierung

Wiéhrend die vorgenannte Reibungsvorsteuerung lediglich versucht den Effekt der
Reibung steuerungstechnisch zu kompensieren, hat die Vorsteuerung zur Positionie-
rung den Zweck ein vorab geplantes Systemverhalten herbeizufithren. Im Gegensatz
zu einer Regelung ist eine reine Vorsteuerung unempfindlich gegentiber Riickwirkun-
gen vom System insb. was selbsterregte Schwingungen anbelangt. So wirken sich z.B.
Totzeiten, die die mogliche Bandbreite einer reinen Regelung stark begrenzen gar
nicht begrenzend auf die mogliche Manéverdynamik aus. Ein weiterer Vorteil einer
Vorsteuerung ist es die verflighbare Aktorkraft voll ausschopfen zu kénnen, wahrend

1 Siehe Anhang D.2
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man bei einem geregelten System einen gewissen Handlungsspielraum zur Aktoro-
bergrenze einhalten sollte um z.B. Begrenzungs Effekte? der Regelung zu vermei-
den [17].

5.3 Regelungs- und Steuerungskonzept

Um den vorgenannten Vorteil einer Steuerung zu nutzen, wird der Positioniervor-
gang in einen rein gesteuerten, einen geregelten und einen Ubergangsbereich unter-
teilt. Dazu wird ein Zustandsautomat benétigt, der vor jedem Mandéver die Vorsteue-
rungsalgorithmen, Regler und ggf. Beobachter konfiguriert.

Parametersatz
fstart P
Parametrierung arameter u’
A XU, —Lt | Strecke
X Vorsteuer- . Lastregler X et
Aw | trajektorie
to 1 Aktor” [+
> ¥ T—»v
Reibungs- .
kompensation x=Ax+Bu
7 y=Cx
W,
X

Plausibilitats
kontrolle

Leitstand

A

OK

Streckenparameter
im Ziel N Polvorgabeverfahren

Parameter

Bild 5.1: Regelungskonzept

In Abbildung 5.1 erkennt man das Blockschaltbild fiir das System LARS. Dabei wird
der fiir die Balkendynamik entscheidende Regelkreis besonders detailiert dargestellt.
Mittels eines Luenberger-Beobachters werden die fiir den Zustandsregler nétigen Zu-
standsgrofen ermittelt, wodurch zusétzliche Sensoren vermieden werden. Zustands-
regler und -beobachter werden mittels Polvorgabeverfahren in Abhangigkeit von den
Systemparametern konfiguriert. Im Falle eines Systems mit Spiel empfiehlt sich der

2 Auch als Wind-Up bekannt.
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Einsatz eines klassischen einfachen PD-Reglers. Dadurch entféllt der Beobachter und
der Ort des Fusspunkts w; wird direkt zur Fehlerdifferenzbildung herangezogen. Die
skalare Vorfiltergrofe £, ist beim Einsatz eines PD-Reglers anstatt zu k£, = N — also
der Knotenanzahl — mit k, = 1 zu wéhlen.

Mit den vorliegenden Informationen kann ferner eine Abweichung vom geplanten Bie-
geverlauf ermittelt werden. Falls es hier zu grolen Abweichungen kommt, kann der
steuernde Zustandsautomat die Antriebskraft abschalten und das System definiert
herunterfahren. Das Stellsignal des Reglers wird um die Kraft aus der Reibungsvor-
steuerung erweitert. Um dynamische Effekte des Aktors zu unterdriicken wird die
StellgroBe durch die Ubertragungsfunktion der inversen Aktordynamik modifiziert
ehe der Aktor der Anlage damit beaufschlagt wird.

5.4 Beobachter- und Regelungsentwurf

Nachfolgend werden Regelungs- und Beobachterentwurf ausgehend vom in (2.75)
vorgestellten Zustandsraummodell mit den im Abschnitt 2.3.3 durchgefithrten Mo-
difikationen fiir ein System mit zeitinvarianter Massenbelegung durchgefiihrt.

5.4.1 Strukturbeschrdankte Zustandsriickfiihrung

Durch die Methode der Finiten Differenzen wird ein endlich dimensionales System-
modell gewonnen, das einer Anndherung der tatsichlich vorhandenen verteilt para-
metrischen Systemdynamik entspricht. Die Dimension des numerischen Modells ist
stets endlich, wahrend sich das zu Grunde gelegte mathematische Modell einer parti-
ellen Differentialgleichung von unendlicher Dimension ist. Zur numerischen Untersu-
chung dieses Umstands auf das Ergebnis eines Regelungsentwurfs wurde die Strecke
mit einem Zustandsraumsmodell mit einer hoheren Knotenzahl Ngeere simuliert,
wahrend die Zustandsriickfithrung und -reglerauslegung auf einem Systemmodell
mit einer kleineren Knotenzahl N,,,q.; basiert wie in Bild 5.2 veranschaulicht wird.
Eine derartige Regelung wird als strukturbeschrinkte Zustandriickfithrung oder als
Ausgangsriickfiihrung bezeichnet [17].

Nur wenn der Reglerentwurf die Eigenwerte des geregelten Systems nicht in unbeab-
sichtigter Weise verschiebt, kann das beabsichtigte Systemverhalten erwartet werden.
Dieser Zusammenhang kann direkt untersucht werden wenn

Nstrecke 1=k (Nmodell - 1) keN (51)

Dann fallen die Knoten des Modells exakt mit den Knoten der Strecke zusammen.
Eine Zustandsriickfiithrung mit dem Vektor der Rickfiihrverstérkungen

RmOdell - [Tlmodell Tgmodell Tgmodell e 7/‘J\[modell] (52>
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T mr—
Bild 5.2: Diskretisierung der Balkenstruktur durch Knoten. Schwarz durchgezogen stel-

len Knoten des zum Reglerentwurfs herangezogenen gestrichelt des zur numeri-
schen Simulation der Strecke genutzen Modells dar.

verschiebt die Eigenwerte des Modells, die sich als Nullstellen der charakteristischen
Gleichung

det[SI - Amodell + Bmodell : Rmodell] =0 (53)

berechnen. Wird dieser Regler aber auf das hoher dimensionale System angewendet
so ergibt sich fiir den Vektor der Zustandsriickfithrung der simulierten Strecke

A

Riirecke = [rlmodell 0 0 r (54)

O O rN’modell]

modell

Ein solcher Entwurf gewéhrt im Allgemeinen keine Stabilitdt. Es muss also die ho-
her dimensionale Strecke im Entwurf des nieder dimensionalen Reglers berticksichtigt
werden. In [17] findet sich zum Entwurf von Ausgangsriickfithrungen ein Ansatz nach
Riccati-Art. Jedoch lieferte bereits das Riccati-Verfahren fiir eine vollstandige Zu-
standsriickfithrung fiir ein reduziertes Modell mit nur 5 Knoten auch am Priifstand
stabiles Systemverhalten, weshalb diese Moglichkeit nicht angewendet wurde.
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5.4.2 Kondition und Polverschiebeverfahren

Die Empfindlichkeit einer numerisch zu berechnenden Loésung eines Gleichungssys-
tems gegeniiber numerischen Ungenauigkeiten ldsst sich mit dem Begriff der Kon-
dition des Problems erfassen. Schlecht konditionierte Probleme streuen bereits bei
kleinen Fehlern die Ergebnisse stark. Folgendes Beispiel aus [20] soll diesen Zusam-
menhang verdeutlichen. Betrachtet wird folgendes lineares Gleichungssystem

< 1 1})1 ) ( 2 ) - < 2.%1 ) (5.5)

Die Losung dieses Systems ist x = ( 1 )
Verandert man die Systemmatrix nur minimal, so wird aus (5.5) das Gleichungssys-
tem (5.6).

< 1 11-()0015 ) ( 2 ) B ( 2.%)1 ) (5.6)

Die Losung dieses Systems ist jetzt aber eine vollig andere! Der Losungvektor x
berechnet sich zu

. < —02.01 ) ' (5.7)

Fiir den Regelungs- und Beobachterentwurf werden zur Polvorgabe jedoch mathe-
matische Operationen wie die Berechnung von Inversen zumindest jedoch das Losen
linearer Gleichungssysteme benotigt. Will man bei einem schlecht konditioniertem
Problem wie dem hier vorliegenden eine manuelle Polvorgabe realisieren, empfielt
sich das Verfahren der sukzessiven Polvorgabe gemif3 [36]. Wegen der sukzessiven
numerischen Bearbeitung léasst sich das Ergebnis nach jedem Schritt kontrollieren.
Es hat sich gezeigt, dass die Verschiebung eines konjugiert komplexen Streckenei-
genwertes in zwei reelle Regelungseigenwerte numerisch schwierig ist, wahrend die
Verschiebung lediglich des Realteils des konjugiert komplexen Streckeneigenwertes
numerisch keine Probleme bereitet.

Jedoch konnten die simulativ gewonnenen positiven Erfahrungen beim realen Prif-
standsversuch nicht bestatigt werden. Hier zeigte sich, dass eine im Rahmen eines
Riccati-Regler-Entwurfs zu Stande kommende Platzierung der Pole, im Bezug auf
die Systemstabilitiat der manuellen Polvorgabe zu bevorzugen ist.

5.4.3 Reglerentwurf durch Zustandsriickfiihrung

Die im Abschnitt 2.3 hergeleiteten Systemgleichungen entsprechen im Falle einer sich
nicht bewegenden Masse einem linearen zeitinvarianten System dessen Dynamik sich
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durch den nachfolgenden Satz Gleichungen beschreiben lasst:

= Az + Bu
y=Czx

Die Dynamik des Systems soll mittels einer Zustandsriickfithrung
u=—Rzx (5.10)

beeinflusst werden. Setzt man dieses Regelgesetz in die Zustandsdifferentialgleichung
(5.8) ein, so erhalt man fiir das geregelte System:

— (A- BR)x (5.11)

Jeder Eigenwert s des geregelten Systems gentigt jeweils der charakteristischen Glei-
chung

det[sI — (A — BR)] = 0. (5.12)

Ein Riccati-Reglerentwurf platziert die Eigenwerte des geregelten Systems so, dass
das quadratische Giitema$l J minimiert wird [17]:

T
0 0

verlaufsgewichtender Anteil — verbrauchsgewichtender Anteil

q11 0 0 6711 0 0
: . 0 : . 0
0 0 qNN 0 0 (jNN

Q ist dabei die Matrix der Gewichtungsfaktoren fiir das Giitemafl der Zustinde und
Q die Matrix der Gewichtungsfaktoren fir das Giitemaf der StellgroBen. Die Wahl
der Gewichtungsfaktoren ist vom Anwender vorzunehmen. Soll z.B. x; besonders
schnell klein gemacht werden, dann wéhlt man ¢;; besonders grof3.

Damit lasst sich nun das Regelgesetz fiir einen Zustandsregler nach Riccati anschrei-
ben:

u=-Q B"Puz. (5.14)
R

Dabei ist P eine konstante, symmetrische positiv definite (N x N)-Matrix, die sich
als Losung der algebraischen Matrix-Riccati-Gleichung ergibt:

PBQ 'B'"P-PA-A"TP-Q=0 (5.15)
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Routinen zur Losung dieser Matrixgleichung sind in vielen Programmpaketen ent-
halten. Bei MATLAB etwa lautet der entsprechende Befehl:

[X,L,G] = CARE(A,B,Q,R)

Die Faktoren der Gewichtsmatrix @ des Zustandsvektors werden fiir die Positionen
gp und Geschwindigkeiten ¢ getrennt betrachtet. Das ist sinnvoll, da die Bewertung
der Position die StellgroBenverstéarkung bestimmt und die Bewertung der Geschwin-
digkeit einen dampfenden Charakter bestitzt. Damit ergibt sich die Gewichtsmatrix
des Zustandsvektors zu:

(gp O - oo i O]
0 . .
Q= " (5.16)
: g e
: oo 0
0 o e 0 gg)

Da das betrachtete System nur eine Stellgréfie, die Aktorkraft, besitzt, vereinfacht
sich die Matrix @ mit den Gewichtungsfaktoren fiir das Giitemafl der Stellgrofien
zur skalaren Grofle Q = r.

Nach [17] ist bei der Auslegung des Riccati-Reglers nur das Verhéltnis der entspre-
chenden Eintrige der Gewichtsmatrizen Q zu denen der Q und nicht die Absolut-
werte bedeutend. Daher wird ohne Einschriankung der Allgemeinheit die Gewichts-
matrix der Stellgrofien zu r = 1 gesetzt und nur die gp und qg variiert.

5.4.4 Beobachterentwurf

Ausgehend von einem parallel zur realen Strecke simulierten Systemmodell, mach-
te Luenberger folgenden Vorschlag einer Riickkoppelung aus Messgroflen auf das
Beobachtermodell, um die Dynamik des beobachteten Zustandsvektors & gezielt zu
beinflussen [17]:

&= (A—LC)&+ Bu+ Ly (5.17)

Als Entwurfsfreiheitsgrad hat man nun die Matrix L um die Dynamik des Schéatz-
fehlers & = x — @ festzulegen [17]:

- —x (5.18)
Az + Bu — (A& — LC& + Bu + Ly) (5.19)
(5.20)

SIS

T
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was wegen y = C'x nach kurzer Umformung zu
r=(A—-LC)x (5.21)

fithrt. Die Dynamik des Schéatzfehlers lasst sich also durch die Eigenwerte der Matrix
F = A — LC mit dem Entwurfsparameter in Form der Matrix L festlegen [17].

Mit der im Anhang D.1 dargestellten Identitit bzgl. der Dynamik transponierter
Systeme, lasst sich die Fehlerdifferentialgleichung in ein transponiertes Ersatzsystem
umwandlen [17]:

;= (AT - C"L")x; (5.22)

Fiihrt man die Grofie uy = —LTx; ein, ist offensichtlich, dass sich der Beobachter-
entwurf auf den Zustandsreglerentwurf zurtickfithren lésst. Die fiir die Polvorgabe-
verfahren existierenden Algorithmen gelten analog mit den Ersetzungen

AT anstelle von A (5.23)
C" anstelle von B (5.24)
L" anstelle von R (5.25)

Der Unterschied zwischen Luenberger-Beobachter und Kalman-Filter besteht ledig-
lich in der Bestimmung der Riickfithrmatrix L, welche beim Kalman-Filter ein qua-
dratisches Giitemaf optimiert [17]. Der Kalman-Filter-Entwurf entpricht formal ei-
nem Zustandsreglerentwurf nach Riccati aus Kapitel 5.4.3. In Analogie erhélt man
dann den optimalen Beobachter fiir das System geméaf (5.8) bzw. (5.9) aus:

&= (A-LC)&+ Bu+ Ly (5.26)
mit
L=(Ry CP)" =PC "Ry (5.27)

und P der konstanten, symmetrischen, positiv definiten (N x N)-Matrix, die sich
als Losung der Matrix-Riccati-Gleichung ergibt:

PC'Ry 'CP - PA” ~ AP - Qn =0 (5.28)

Durch die Wahl von L wird die Kostenfunktion
/ TQN.’Bf t) dt + = /Uf RNUf( )dt (529)
0

minimiert, der fiktive Regelkreis regelt also auftretende Schatzfehler x; auf eine op-
timale Weise aus [17].
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20 1¢ —©— Planungszeit flachheitsbasierte Vorsteuerung| -
= © = Verfahrzeit mit spater Regleraktivierung
O Verfahrzeit mit optimaler Regleraktivierung
n n N n n

3 3.5 4

T, [%)] 0 0 Y Au [%] 35 1

5 2 2.5
Verfahrweite [m]
Bild 5.3: Verfahrzeiten Bild 5.4: Positionierzeiten

Das Separationstheorem besagt, dass sich Regelkreis- und Beobachtereigenwerte
nicht beeinflussen, sondern das dynamische System als Vereinigung der Eigenwert-
mengen mitbestimmen [17]. Daher ist es zweckméBig die Beobachtereigenwerte links
von den Regelungseigenwerten zu platzieren, um die geregelte Systemdynamik nicht
durch den Beobachter auszubremsen.

Das Kalman-Filter zeigt gegeniiber einem durch Polvorgabe entworfenen Beobachter
oftmals gutmiitigeres Verhalten beziiglich Einschwingdynamik und Robustheit gegen
Rauschen. Daher wird es bei der Handhabung von Messungen, die mit Storsignalen
iiberlagert sind, bevorzugt. Auch in diesem hier vorliegenden Anwendungsbeispiel
hat sich die Beobachterauslegung nach Kalman bewéhrt.

5.5 Zeitabhdngiges SchlieBen des Regelkreises

Das vorliegende Regelungskonzept unterteilt die Positionieraufgabe zeitlich in eine
reine Vorsteuerdynamik zu Gunsten hoéchst moglicher Dynamik und eine Festwert-
regelung mit aktiver Schwingungsbedédmpfung. Es konnte simulativ ein optimaler
Zeitpunkt und Einschaltzeitdauer fiir die Aktivierung des Festwertreglers im Falle
einer zeitvarianten Massenbelegung gefunden werden. Dabei wurde der Einschaltvor-
gang als linearer Anstieg eines Proportionalgliedes zwischen Aktor und Stellgréfien-
ausgang u modelliert. Als Giitemafl wurde der Zeitpunkt definiert, bei dem sich die
Restschwingungsamplituden unter der vorgegebenen Schranke von 1 mm befanden.
Als optimaler Einschaltverlauf wurden 94 % als Aktivierungsstart- und 96 % als
Aktivierungsendpunkt in Zusammenhang mit der flachheitsbasierten Vorsteuerung
simulativ gefunden. Die Prozentangaben bezichen sich dabei auf die Planungszeit
der Vorsteuerung.
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6.1 Systemkomponenten
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Servo-
elektronik
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110 ?
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Linearaktor
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PC Arbeitsplatz mit
dSpace Toolchain

Bild 6.1: Schematische Darstellung des Demonstrators ,,LARS*

Mit wohlwollender Genehmigung von Herrn Prof. Dr.-Ing. Dr.-Ing. habil. Heinz
Ulbrich wurde aus den Mitteln des Lehrstuhls fiir Angewandte Mechanik ein Labor-
priifstand im Rahmen dieser Arbeit entwickelt. Dieser stellt ein linear aktuiertes
Robotersystem (LARS) dar [7].

6.1.1 Linearaktor

Hohe Dynamik, grofle Kraftamplituden und moglichst guter Gleichlauf sind fiir den
Aktor eines solchen Laborversuchs wiinschenswert. Daher wurde ein eisenloser per-
manentmagneterregter linearer Synchronmotor ausgewéhlt. In Tabelle 6.1 finden
sich die Eckdaten des eingesetzten Aktors der Firma Hiwin Lineartechnologie GmbH.

Die im Fulpunkt gemafl Modell bewegte Masse m ergibt sich aus der Summe der

74
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Tabelle 6.1: Parameter des Linearaktors LMX1E B5

Name Einheit Wert
Nennkraft F 90 N
Spitzenkraft Fg 270N
Maximale Verfahrgeschwindigkeit wvg 5%
Maximale Beschleunigung Umaz 100z
Sensorgenauigkeit Tabs 40,02 mm
Sensorauflésung Tres 40,001 mm
Verfahrweite Aoz 800 mm
Masse Forcer MFRC 1830 ¢g
Masse Einspannung MSPN 1218 ¢
Masse Forcerzuleitung My 750g
effektive Wagenmasse myy 3,379 kg

Masse des Forcers!, der Einspannvorrichtung sowie der halben Masse der Forcerzu-
leitung.

Da in den Kugelumlauffiihrungen sehr viele Stahlkugeln (160 Stiick) umlaufen, wur-
de deren Einfluss auf die effektiv zu beschleunigende Masse untersucht, was ein
Analogon zu den in 2.4.2 dargestellten Zusammenhéangen bei Getrieben ist.

j 3/2v

1/2v

— X

Bild 6.2: Schematische Darstellung der Lagerkinematik

Bild 6.2 zeigt schematisch die kinematischen Verhaltnisse in den Kugellagern des Wa-
gens. Die Kugeln werden in einer Fithrung sténdig im Uhrzeigersinn gefiihrt. Stellt
man die kinetische Energie des Wagens auf, muss man folgende Terme beachten:

1 Mit engl. ,Forcer® wird das in Kunstharz vergossene Wicklungspaket des Linearaktors be-
zeichnet, welches sich im Statormagnetfeld bewegt. Zur eigentlichen Forcer Masse wurden die
Massen der damit fest verschraubten Kugelumlauffiihrungen und der Anschlussplatte hinzuge-
schlagen.
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Translatorische Energie Eryansw des Wagens

Translatorische Energie EryansiKoben der oberen Kugeln

Translatorische Energie Emyanst Kunten der unteren Kugeln

Rotatorische Energie Erot kges aller Kugeln

Wenn die Kugeln von der unteren in die obere Reihe wechseln, werden sie beschleu-
nigt, von der oberen Reihe in die untere verzogert. Formelméfig ergibt sich

o n =40 (Kugel pro Lager)

e a =4 (Anzahl der Lager)

o myg = 0,13g (Masse einer Kugel)
« 7 (Radius der Lagerkugeln)

1 1 3 1 1 1
FE = imva + igamK(iv)z + igamK(?))z + inaJme mit g = (,b?"
| —
ETransl.W ETransl.Koben ETransLKunten ERot.ngs
(6.1)
1 ) 1 J
= imwv2 + gnam;{v2 + gnar—fv2 mit Jg = ngT’2 (6.2)
1
= —(mw + namg + ——namg)v* (6.3)
MMessung
MZusatz
mit
7
M Zusaty = 2—OnamK = 7,28¢g << m = 3.379kg. (6.4)

Die dynamische Zusatzmasse ist somit gegeniiber der Wagenmasse vernachlassig-
bar.

6.1.2 Balken

Eine Struktur, die groe Schwingungsamplituden mechanisch erlaubt, ist wiinschens-
wert, um die Wirksamkeit des hier vorgestellten Regelungs- und Steuerungskonzepts
deutlich demonstrieren zu konnen. Diese Forderung bedingt eine diinne Balkengeo-
metrie, um auch bei hohen Kriimmungen die auftretenden Materialspannungen mog-
lichst gering zu halten. Fiir den Priifstand wurde der Edelstahl X5CrNil8-10 (V2A-
Stahl) mit rechteckigem 3mm x 40 mm Querschnitt gewéhlt, dessen Materialpara-
meter in Tabelle 6.2 zu finden sind.

Ein weiteres wichtiges Auslegungskriterium ist, dass der Balken in Ruhe weder zur
einen noch zur anderen Seite hangt, sondern senkrecht steht. In Bild 6.3 sind die
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Tabelle 6.2: Materialparameter des eingesetzten Edelstahls 1.4301

Name Symbol Wert

Elastizitidtsgrenze R, 210,
Streckgrenze R, 520—-
E-Modul FE 210 Eﬁ{l
Dichte P 7850%

B
Bild 6.3: Elastisch eingespannter Balken mit am freien Ende befindlicher Masse mg und
Balkenreaktionskréften £, und Fy in Folge der Gewichtskraft Fig

durch die Gewichtskraft F; der Masse m¢ in den Balken bei x = L eingeleitete
Normalkraft Fiy und Querkraft Fj, dargestellt. Mit der Drehfedersteifigkeit kr lassen
sich Elastizitaten der Einspannung beriicksichtigen. Fiir die senkrecht zur Biegelinie
w angreifende Querkraft F, gilt mit den in F.5.2 dargestellten Beziehungen:

1

w"(z) 7 (F,x — F,L) (6.5a)
1 /1 F LEI
w'(x) = AL R O p ) (6.5b)
1 /1 . 1 F LEI
w(x) = i <6Fq$3 — inLx2 — 1 a:) . (6.5¢)
Speziell am freien Ende des Balkens, also bei x = L gilt:
1 1 s F,LEI
w(l) = = (_3 L -2 L) (6.62)
1 1 F LEI
/L:(_FL2_ 4q > .6b
w"(L) = 0. (6.6¢)

Mit dem Neigungswinkel ¢ an der Spitze des Balkens tan(y) = w'(L) folgt

1 1 F,LEI
p = arctan (EI (—2 W2 — L ’ >) . (6.7a)
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Mit dem geometrischen Zusammenhang aus Querkraft F, und verursachender Schwer-
kraft Fy,

F, = Fgsin(p), (6.8)

lasst sich die folgende implizite Gleichung anschreiben:

(6.9)

—F L’k —2F,LEI
F, = Fgsin (arctan ( 1 1 )) )

2ETk

In Abbildung 6.4 sind die Losungen der Querkraft im Ruhezustand tiber der Biege-
steifigkeit E'T als konstruktiver Parameter fiir die maximale Wagenmasse von 2.2 kg
aufgetragen. Man erkennt eine Losungsvergabelung — Bifurkation genannt — bei Un-
terschreiten eines Werts der Biegesteifigkeit von 3.98k Nmm?. Wihlt man die Dicke
des Balkens also so diinn, dass sich nicht mindestens diese Biegesteifigkeit ergibt,
wird man der Forderung nach einem im Ruhezustand senkrecht stehenden Balken
nicht gerecht.

Tabelle 6.3: Balkenparameter

Name Symbol Wert
Flachentragheitsmoment 1 90mm*
Elastizitdtsmodul E 210 HIIﬂQ

Hohe des Balkens H 600 mm

Max. Zuladung an der Mastspitze mg 2,2kg
Einspannsteifigkeit kp 4,6 -10” Nm/rad

Bild 6.4: Bifurkation der Gleichgewichtslosung der Balkenquerkraft fiir den Fall maxi-
maler Zuladung an der Mastspitze.
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6.1.3 Hubwagen

Das Hubwerk wurde aus zwei nahezu symmetrischen Halften aufgebaut, die jeweils
aus zwei miteinander verschraubten gefraiten Grundkoérpern bestehen. Gummi um-
hiillte Stahlrader stellen den Reibradantrieb dar. Pro Wagenhalfte konnen bis zu
5 zusétzliche Gewichte eingehdngt werden. Der Wagen wiegt 1560g und maximal
2190g mit den montierten Gewichten. Den Antrieb stellen zwei Gleichstrommotoren
mit jeweils 60 Watt Leistung vom Typ RE30 der Firma Maxon dar, womit Beschleu-
nigungen von bis zur zweifachen Erdbeschleunigung bei vollbeladenem Hubwerksmo-
tor erzeugt werden konnen. In Bild 6.5 sind 3D Skizzen der beiden Wagenhalften
dargestellt.

Bild 6.5: Skizzen der Wagenhiilften

6.1.4 Umrichter CDD3000

Der Umrichter CDD3000 der Firma Lust Antriebstechnik GmbH arbeitet im Modus
eines Stromvektorstellers mit analogem Amplitudensollwerteingang. D.h., ein vom
Steuerrechner vorgegebener Spannungswert wird als Sollvorgabe fiir die Stromregler
entsprechend der positionsabhangigen Lage des Vektors herangezogen.

Zur Untersuchung der Dynamik des Stromreglers wurde die Sprungantwort des Ge-
rats aufgezeichnet. Neben der Sprungantwort sind der Sollwert und zwei die Sprun-
gantwort mit PT1 bzw. PT2-Verhalten modellierende Kurven in Bild 6.6 dargestellt.
Da bereits nach 1,5ms — also nur der 1,5 fachen Abtastrate des digitalen Regel-
kreises — der Stromwert als eingeschwungen anzusehen ist, wurde fiir die weiteren
Untersuchungen die Dynamik des Umrichters vernachléssigt und selbiger als Pro-
portionalglied mit nachgeschalteter Totzeit von 1ms vereinfachend modelliert. Die
darin enthaltene Totzeit T; = 1 ms tragt der Tatsache Rechnung, dass der Umrichter
die Klemmenspannung nur mit 1 kHz Abtastrate einliest. Diese Totzeit ist z.B. zur
Ermittlung der Stabilitatsgrenzen mittels Wurzelortskurven oder Bodediagrammen
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Bild 6.6: Messung und Modellierung der Stromreglerdynamik anhand der
Sprungantwort

wichtig. Fiir die Reglerauslegung an sich kann sie jedoch als klein genug im Vergleich
zu den im System berticksichtigten Frequenzen angesehen und damit vernachlassigt

werden.

Die Ubertragungsfunktion von Strom zu Kraft wurde als Proportionalglied ange-

nominen.

6.1.5 Hubwerkselektronik

Die Hubhohe von 0 bis 600 mm wird mittels eines Spannungspegels von 0 bis 5V
der in den Hubwagen integrierten Elektronik vorgegeben. Einer der beiden Elektro-
motoren ist positionsgeregelt, wihrend der zweite Motor synchronisiert zum ersten
Motor geschwindigkeitsgeregelt ist. Der Grund hierfiir liegt im mit Reibradantrie-
ben verbundenen Schlupf, der im Falle zweier positionsgeregelter Antriebsachsen zu
gegeneinander arbeitenden Antrieben und damit unnétig hohem Stromverbrauch
fithren kann. Die Elektronik ist mit Modulen aus dem Baukastensystem Modularis
der Firma Aevum Mechatronik GmbH realisiert und arbeitet mit einer digitalen

Abtastrate von 1kHz.
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6.1.6 Steuerrechner DSpace

Benutzerschnittstelle, Reglerauslegung und Regelung fiir das System wurden auf
einer DSpace-Hardware mittels dem entsprechenden Matlab Simulink Compiler im-
plementiert. Als Abtastrate des Regelkreises wurde hier 1 kHz als Standard gewahlt.
Damit ist die quasikontinuierliche Dynamik dieses Systems analog zum Fall des
Umrichters um einen Totzeitterm zu erweitern, falls Stabilitatsuntersuchungen im
Grenzbereich validiert werden sollen.

6.2 Reibungsvorsteuerung

Experimentelle Ermittlung der Reibungskennlinie

Haftkraft

Zur Ermittlung der Haftkraft wurde ein Losbrechversuch wie in Bild 6.7 dargestellt
wiederholt durchgefithrt. Wéahrend die Aktorkraft langsam zunimmt, wird das Po-
sitionssignal iiberwacht. Wenn das Positionssignal die Toleranzgrenze fiir das Mess-
rauschen von 15um tiberschreitet, ist die Haftkraft iiberschritten worden und der
vorletzte Kraftwert wird als Haftkraft gespeichert. Um die Fithrungsschiene auf Un-
terschiede in Threm Reibungsverhalten zu tiberpriifen, wurden je 5 Versuche an den
Positionen x = 20 cm und x = 60 cm durchgefiihrt.

x107° Losbrechzeitpunkt Losbrechkraft
10 T T T 08 T T T
0.7f 1
8 L 4
0.6 1
6 T 05F |
€ z !
— |
5 & 047 \ 1
S 4 | < |
|
0.3f : 1
|
L 4 |
ar 0.2 | 1
|
| |
l 0.1} 1 .
0 | : ) I
| |
i i | i O i i | i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8
Zeit [Sek] Zeit [Sek]

Bild 6.7: Ermittlung der Haftkraft an der Stelle x = 20 cm
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Die ermittelten Kréfte fiir die je 5 Einzelversuche und die Mittelwerte an der Stelle
x = 20 cm sind in Tabelle 6.4 aufgefithrt. Man erkennt deutliche Unterschiede an den
beiden Orten, was auf Fertigungsungenauigkeiten zurtickgefiihrt werden kann. Dies
verdeutlicht, dass es aussichtslos ist eine exakte Haftkraftvorsteuerung zu realisieren.
Das Phanomen der Haftreibung stellt zusammen mit dem der Rollreibung die grofite
Herausforderung dar, da der Beobachter durch einen stillstehenden Wagen keine
Riickmeldung iiber im System befindliche Schwingungen erhélt und er andererseits
seinen geschatzten Zustand der gemessenen Riickmeldung angleicht. Daher ist es bei
derartigen Systemen auflerst wiinschenswert, einen Messgrofle zuriickzufiihren, die
von diesem Phanomen nicht betroffen ist.

Tabelle 6.4: Versuchsergebnisse fiir Einzelkréfte und gemittelte Kréfte bei nicht vorge-
spannten Kugelumlauffithrungen

Einzelwerte [N] Mittelwert [N]
Ort 20em | 0,430 0,573 0,489 0581 0,515 0,5276
Ort 60cm | 1,399 1,306 1,214 1,086 1,657 1,3324




6.2 Reibungsvorsteuerung

83

Reibungskennfeld

Der Linearaktor bendétigt eine drei-phasige Spannungsversorgung, die gewthnlich
mit einer Energiekette realisiert wird. Um die damit verbundenen Krafteinwirkungs-
effekte fiir den Priifstand zu vermeiden, wurde das Kabel an langen Seilen hangend
zum beweglichen Teil des Aktors gefiithrt. Dadurch ldsst sich die Riickwirkung von
Kabelmasse und -steifigkeit auf das System minimieren. Zusatzlich wurde zum ro-
busten und damit schweren Serienkabel ein leichtes flexibles Kabel bestehend aus
einzelnen Litzen und einer flexiblen Abschirmung gefertigt. Die Auswirkung des Ka-
bels auf die Reibungsmessung lésst sich in Bild 6.8 erkennen. Noch deutlicher wirkt

sich die Vorspannung der eingesetzten Lager aus.

Reibungskennfelder
80 T T T

=== nicht vorgespannt, leichtes Kabel

= = = nicht vorgespannt, schweres Kabel
' = = vorgespannt

Kraft [N]

-80 1 1 1
3 -

0
Geschwindigkeit [m/s]

1

Bild 6.8: Darstellung von 3 Reibungskennfeldern

Die aus den Messfahrten mittels linearer Ausgleichsrechnung (siche D.2) ermittel-
ten Geradenparameter der zur Vorsteuerung benétigten Reibungskennlinie aus 5.2.1

finden sich in Tabelle 6.5.

Tabelle 6.5: Koeffizienten der Reibungskennfelder

Frouy | by | Frou- b
Lager nicht vorgespannt, leichtes Kabel | 3,980 | 9,392 | -3,803 | 9,484
Lager nicht vorgespannt, schweres Kabel | 3,648 | 10,803 | -3,421 | 10,253
Lager vorgespannt, leichtes Kabel 12,904 | 17,157 | -15,263 | 15,146
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6.3 Beobachter- und Reglerauslegung

Routinen zur Erstellung eines Kalman-Filters sind in vielen Programmpaketen ent-
halten. Bei MATLAB etwa lautet der entsprechende Befehl

[KEST,L,P] = KALMAN(SYS,QN,RN,NN).

Dabei geht MATLAB von folgender Zustandsraumdarstellung aus:

T = Az + Bu + Gw (6.10)
y=Cx+Du+Hw+v (6.11)

mit den Erwartungswerten F(ww?) = QN - I, E(vvT) = RN - I und E(wv?) =
NN - 1.

Damit bestehen folgende Identitéten zu den in (5.29) als Gewichtungsmatrizen ein-
gefiihrten Groflen:

o Kovarianzmatrix des Prozessrauschens: Qn = QN - 1

o Kovarianzmatrix des Messrauschens: Ry = RN - I

Wegen der Annahme Prozess- und Messrauschen sind nicht miteinander korrelliert,
ist der entsprechende Korrelationsmatrixgewichtungsfaktor N /N nachfolgend stets
zu Null gesetzt.

Messtechnische Ermittlung von Ry:

Damit man die entprechenden Kovarianzmatrizen aus den Rauschprozessen (vgl.
auch Erlauterungen Anhang E) berechnen kann, muss weiles Rauschen vorliegen.
Um diese Voraussetzung fiir das Messsignal zu iiberpriifen, wurden 10000 Mess-
schritte des ruhenden Systems aufgenommen. Das Ergebnis ist im linken Bild der
Abbildung 6.9 dargestellt. Fiir des Messsignal wurde ermittelt:

o Erwartungswert E(v) = —0.0510um
o Varianz VAR(v) = 0% = 4.5412um?
Fiir weiles Rauschen muss gegeben sein:
1. Der Erwartungswert der Messwerte ist Null: F(X) = 0.
2. Die Messwerte sind gaufiverteilt.

Der Erwartungswert des Messsignals betragt —0.0510um. Bei einer Auflosung von
1pm kann man dies als vernachlédssigbar klein angesehen werden. Im rechten Bild
der Abbildung 6.9 ist die Héufigkeitsverteilung der Messwerte als Balkendiagramm
und dazu die GauBkurve (D.13) parametriert mit g = —0,051um und o = 4,5412um
aufgetragen. Bis auf eine Abweichung im mittleren stimmen die Graphen sehr gut
iiberein. Daher wird das dem Messsignal tiberlagerte Storsignal als weifles Rauschen
angesehen.
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Rauschen im Wegsignal Haufigkeitsverteilung
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Bild 6.9: Links: Darstellung des Messsignals, Rechts: Haufigkeitsverteilung der
Messwerte

Damit ergébe sich fiir

Ry = E(vvT) = 02 = 4.5412[um?) = 4.5412 x 10~**[m?] = RN. (6.12)
Heuristische Ermittlung von Qx und RN:

Da die Kovarianzmatrix des Prozessrauschens nicht berechnet werden kann, muss
die Einstellung der Beobachterparameter experimentell bestimmt werden. Die Ausle-
gung des Beobachterentwurfes erfolgt nach dem Separationstheorem unabhangig von
der Reglerauslegung [17]. Daher wird hier ohne Einschrankung der Allgemeinheit als
Regler der Zustandsregler nach Riccati basierend auf den folgenden Einstellungen
gewdhlt: Qp = 2 x 107, Q¢ = 6 x 10%, Q) = 1. Das Hubwerk befindet sich jeweils auf
einer Hohe von 0,5 m.

Abbildung 6.10 zeigt auf den zwei linken Bildern den beobachteten und gemesse-
nen Fuipunkt und den geschatzten Kopfpunkt fiir die Sprungantwort. Dabei wurde
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Bild 6.10: Links: Beobachteter und gemessener Fufipunkt und geschitzter Kopfpunkt
bei einer Sprungantwort und verschiedenem QQN, Rechts: Dominierende Ei-
genwerte des Beobachters

der Parameter QN variiert. Die dominierenden Pole des zugehdrigen Kalman-Filters
sind auf der rechten Seite dargestellt. Man erkennt, dass bei hoherem QN die do-
minierenden Eigenwerte weiter links in der komplexen Halbebene liegen und damit
der beobachtete FuBlpunkt dem Messwert schneller folgt. Interessant ist dabei die
Tatsache, dass bei beiden Einstellungen die Verldufe der beobachteten Grofien nahe-
zu identisch sind und sich die gemessenen Wegverlaufe deutlich unterscheiden. Der
Verlauf des beobachteten Kopfpunktes lasst sich nicht im Diagramm tiberpriifen.
Subjektiv schwankte der Balken bei groflerem QN deutlich weniger und ist dadurch
ndher am Schétzwert.

In Abbildung 6.11 ist das gleiche Vorgehen mit variiertem RN dargestellt. Man
erkennt hier, dass bei kleinerem RN die dominierenden Eigenwerte weiter links in
der komplexen Halbebene liegen und damit der beobachtete Fulpunkt dem Messwert
genauer folgt. Subjektiv schwankte der Balken bei kleinerem QNN deutlich weniger
und ist dadurch nédher am Schétzwert.

Erhoht man QN und senkt man RN weiter, wird der beobachtete Fulpunkt genauer
und der beobachtete Kopfpunkt oszilliert weniger, obwohl im Versuch Restschwin-
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bei einer Sprungantwort und verschiedenem RN, Rechts: Dominierende Ei-
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gungen des Kopfpunktes iibrigbleiben. Der Grund liegt im bereits in Abschnitt 6.2
erwahnten Umstand, dass durch die Haftreibung der Fuflpunkt stillsteht, obwohl
der Kopfpunkt weiter leichte Schwingungen ausfiihrt, die der Beobachter nicht mehr
erkennt. Um den beobachteten Fufpunkt nicht sofort auf den Messwert zu zwingen
und beobachtete Restschwingungen zu erhalten, darf der Beobachter nicht zu schnell
auf den Messwert einschwingen.
Daher muss nach subjektiven Kriterien aus den geniigend schnellen Beobachtern der-
jenige gefunden werden, der die Restschwingungen richtig schatzen kann. In Tabelle
6.6 ist das Vorgehen dargestellt. Aufgrund der subjektiven Beurteilung wurden die
Beobachterparameter zu QN = 108, RN = 500 festgelegt.
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Tabelle 6.6: Einstellung der Beobachterparameter hinsichtlich Einschwingdynamik und
Restschwingungen bei Fithrungssprung

QN | RN Dynamik Restschwingungen?
106 | 103 langsam hohe Amplituden
108 | 1073 | sehr schnell | geringe Amplituden
108 | 500 schnell keine

108 104 schnell geringe Amplituden
1010 | 103 | sehr schnell | geringe Amplituden

6.4 Ergebnisse

6.4.1 Sprungantwort der beobachtergestiitzten Regelung

In Abbildung 6.12 ist ein Vergleich der Sprungantwort des geregelten Systems oh-
ne Vorsteuerung bei einer Wagenhohe von 0,5m im Versuch und in der Simulati-
on dargestellt. Zur numerischen Simulation wurde das in 2.3 hergeleitete Finite-
Differenzen-Modell genutzt. Der Zustandsregler nach Riccati basiert auf den Para-
metern Qp = 2 x 107,Qc = 6 x 10°,Q = 1 und das Kalman-Filter besitzt die
Gewichtungsfaktoren der Kovarianzmatrizen QN = 10%, RN = 500.

Man erkennt ein anfingliches Unterschwingen des Kopfpunktes mit anschlieflen-
den Oszillationen, was auf den nichtminimalphasigen Charakter der entsprechenden
Ubertragungsfunktion von Fuf- zu Lastpunkt hinweist. Beobachteter und gemesse-
ner Fufipunkt zeigen wie der simulierte FuBlpunkt einen charakteristischen Knick zu
Beginn und dann einen Schnittpunkt mit dem Kopfpunkt. Das Ende unterscheidet
sich voneinander, denn die Simulation konvergiert langsamer, wahrend im Versuch
der Wagen zur Ruhe kommt sobald er in die Zone der Haftreibung kommt. Diese ist
in der Simulation nicht berticksichtigt.

Man erkennt das aperiodisch stabile Verhalten des beobachtergestiitzt geregelten
Systems.
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Bild 6.12: Vergleich von Versuch und Simulation des Zustandsreglers anhand des Mess-
groflenverlaufs einer Sprungantwort
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6.4.2 Verhalten des vorgesteuert geregelten Systems

Nun soll die Wirksamkeit des Verfahrens anhand des Laborpriifstandes demonstriert
werden. In Abbildung 6.13 erkennt man die Phasen der Bewegung eines Positio-
niermanovers um 40 cm von links nach rechts mit maximaler Hubwagenzuladung
innerhalb von 0.6 Sekunden womit die Grenze der Materialbelastbarkeit erreicht ist.
Trotz dieser massiven Deformation des Balkens ist das System nach Abschluss des
Manévers in Ruhe. Das der Regelung und dem Beobachter zu Grunde gelegte fini-

- -

— 1=0.0608fC — F=0.138 86—

e .

¥=0.20786C.— — ~T=0.276 560

e — e

Fa0ddbser ——— 1= —— T=0.553 56C.

Bild 6.13: Phasen der Bewegung eines nachschwingungsfreien Positioniermanévers am
Rande der Materialbelastbarkeit

te Differenzen Modell berticksichtigt 6 Knoten. Die vom Beobachter wahrend des
Positioniermandévers beobachteten Knotenpositionen sind in 6.14 dargestellt.
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Bild 6.14: Verlauf des beobachteten Balkenzustands wahrend des Manovers.



7 Ergebnisse am Regalbediengerat

Auch am Regalbediengeréat des Lehrstuhls Fordertechnik Materialfluss und Logistik
(FML) konnte das hier vorgestellte Konzept im Rahmen dieser Arbeit mit iiberzeu-
gendem Ergebnis implementiert werden. Dabei wurde der kommerzielle Fahrwerks-
servoantrieb im momentengeregelten Modus betrieben, um via CAN und PC die
flachheitsbasierte Vorsteuerung dem Fahrwerksantrieb aufzuprédgen und den am Ma-
noverende greifenden Regelkreis zu schlieflen.

7.1 Parameterermittlung

Fiir eine Vorsteuerung ist die Kenntniss der im System tatséchlich vorliegenden Pa-
rameter von elementarer Bedeutung. Mit den vor Ort verfiigharen Mitteln wurden
unkonventionell aber effektiv die bendtigten Parameter und Kennlinien ermittelt,
wobei sich erhebliche Abweichungen zu den urspriinglich angenommenen Daten her-
ausstellten.

7.1.1 Systemmasse

Da es nur mit hohem Aufwand und Sicherheitsrisiko verbunden gewesen wére das
gesamte Gerédt anzuheben und zu wiegen, wurde es lediglich von der linken und
von der rechten Rolle angehoben und die dazu notigen Krafte erfasst. In Bild 7.1
und Bild 7.2 sind die Aufbauten zur Ermittelung der zum Anheben jeweils nétigen
Krafte F} und F5 dargestellt. Auf den Bildern erkennt man ein auf Bocken gelagertes
[-Profil, das als Hebel zur manuellen Krafterzeugung genutzt wurde. Am kiirzeren
Ende des I-Profil-Hebels wurde die Kranwaage zwischen Hebelarm und Gerét mit
Hilfe von Lastgurten zur Kraftmessung eingehdangt. In Bild 7.3 ist das Modell zur
Berechnung der Gerategesamtmasse dargestellt. Aus baulichen Gegebenheiten am
Gerat musste zur Ermittlung der Hebekraft F} die Bodentraverse mit Hilfe eines
Stahltragers um das Stiick h verldngert werden, um senkrecht anheben zu koénnen.
Die Krafte I} und Fy wurden sequentiell ermittelt, das Gerat ruhte also stets auf
einer der Rollen in den Lagerpunkten LP; beziehungsweise LP;.

Stellt man das Momentengleichgewicht um den Lagerpunkt L P, fiir die Hebekraft F5,
dem Abstand s der am Systemschwerpunkt angreifenden Kraft F;, dem Abstand
D zwischen den Lagerrollenpunkten LP; und LP, sowie dem Abstand d von den
Lagerrollenpunkten zum Ende der Bodentraverse auf, erhalt man

Fi(d+ D) =mgs (7.1)

92
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Bild 7.3: Modell zur Ermittlung der Gesamtmasse aus den Messergebnissen

mit m der gesuchten Systemmasse und g der Erdbeschleunigung. Analog erhilt man
unter Beriicksichtigung der zusatzlichen Hebellange A

Fy(h+ D +d) =mg(D — s). (7.2)

Eliminiert man aus den beiden Gleichungen den nicht interessierenden Parameter s
erhélt man fiir den Zusammenhang fiir die Gesamtmasse

Fy(h+ D +d) + Fi(D +d)

m= oD : (7.3)

Die eingesetzte Kranwaage rechnet naturgemaf bereits die gemessene Kraft auf eine
Masse um, weshalb sich weiter fiir den praktischen Einsatz mit F; = mg und
F5 = myg sinnvoll vereinfachen lasst

Mit den Messergebnissen m; = 470kg, my = 1045kg und den Parametern D =
32m, d = 0,11m und h = 0,3m ergibt sich eine Gesamtmasse von 1665kg. Aus
Zeitgriinden ungeklart blieb die genaue Massenverteilung des Gerates.



94 7 Ergebnisse am Regalbediengerat

7.1.2 Antriebskraft

In Bild 7.4 ist der ausgebaute Fahrwerksgetriebemotor mit der Kunststoffmuffe zur
formschliissigen Kraftiibertragung an den in Bild 7.5 abgebildeten Omegaantrieb
dargestellt. Die Antriebsparameter finden sich in Tabelle 2.3. Um die vom System
tatsdchlich eingeregelte Antriebskraft zu ermitteln, wurde das System festgespant
und erneut mit der Kranwaage die vorliegende Zugkraft ermittelt. In Bild 7.6 sind

—
4\
—

] ———

Tl

Bild 7.4: Fahrmotor mit Bild 7.5: Omegaantrieb mit stahlseilbe-
Kunststoffmuffe wahrtem Zahnriemen

zwei Messléaufe dargestellt. Man erkennt einen Anfangs deutlich unter dem Soll lie-
genden Kraftwert der ab ca. 30% des verfiigharen Stellbereichs deutlich tiber dem
Sollverlauf liegt. Diese statische Kennlinie wurde in Form einer Tabelle verwendet,
um den Antriebsmomentenverlauf zu linearisieren. Weiter bleibt festzuhalten, dass
die Kennlinie deutlich von der Temperatur des Kafiglaufers abhéngig ist, was mit
dessen temperaturabhiangigem Widerstandswert und dem sich bei gleichem Schlupf
unterschiedlich einstellenden Induktionsstrom zu erklaren ist.

7.1.3 Reibung

Mit dem vorangehend vermessenen und linearisierten Antriebsmotor wurde nun ana-
log zum in 6.2 vorgestellten Verfahren auch am Regalbediengeréit die Reibungs-
kennlinie ermittelt. Es zeigte sich auch hier, dass das mittels Stahlrollen auf einer
Stahlschiene gelagerte System tiber eine dominante Rollreibung verfiigt und Haftrei-
bungsanteile zu vernachlassigen sind.

Zum Test der Giite der Reibungsvorsteuerung wurde das System mit zwei Kraftin-
tervallen von konstantem Betrag und gleicher Dauer aber umgekehrtem Vorzeichen
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Bild 7.6: Messergebnisse des tatséchlichen zum idealen prozentualen Antriebskraftver-
lauf bei stehendem Motor

beaufschlagt, was einem Bang-Bang artigen Positionieren entspricht. Die tatséch-
lich erreichte zur theoretisch zu erreichenden Position diente als Giitekriterium. Ne-
ben einer Abhéngigkeit zum Ort der Fahrschiene zeigte sich eine Abhéngigkeit von
dem wahrend des Positioniermandvers maximal erreichten Geschwindigkeitsbetrag.
Sprich fiir sehr schnelles ruckartiges Positionieren waren nennenswerte Abweichun-
gen von der Sollposition zu registrieren. Dies konnte mit der dynamischen Anpress-
kraftverlagerung wahrend starker Beschleunigungsphasen zusammenhangen, womit
die tatsédchlich auftretende Rollreibung in Folge der zusatzlichen Anpresskraft auf
die Lagerrollen signifikant abweicht. Aus Zeitgrinden wurde dies nicht weiter unter-
sucht.

7.2 PD-Regelung

Das in Kapitel 5 vorgestellte Regelungskonzept wurde an der groffen Anlage ohne
Beobachter und Zustandsregler umgesetzt. Statt dessen wurde ein einfacher PD-
Positionsregelkreis realisiert. Die Reglereinstellung erfolgte heuristisch am Gerét in
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Anlehnung an die Einstellregeln von Ziegler Nichols. Mit diesem einfachen Vorgehen
konnte die Anlage hinreichend genau die Sollposition einregeln.

7.3 Flachheitsbasierte Vorsteuerung

Zur Vorsteuerung des Regalbediengerits wurden die in Abschnitt 4.2 vorgestellten
flachheitsbasierten Parametrierungen zum nachschwingungsfreien Positionieren und
Beschleunigen eingesetzt. Zur Verdeutlichung der Strukturbewegung sind in Bild 7.7
die Biegelinientrajektorie iiber Ort und Zeit sowie in Bild 7.8 als Schnappschuss-
ansicht zu bestimmten Zeitpunkten fiir ein flachheitsbasiertes Positioniermandvers
eines Regalbediengerats exemplarisch dargestellt. Analoge Abbildungen fiir ein nach-
schwingungsfreies Beschleunigungsmandéver finden sich in Bild 7.9 und Bild 7.10.
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Bild 7.10: Phasen der Beschleunigung

Bild 7.9: Biegelinientrajektorie
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7.4 Ergebnisse

An der Anlage konnte eine Verbesserung der Positionierzeiten unter Anwendung
der in dieser Arbeit erarbeiteten Methoden im Nahbereich! von bis zu 40% erreicht
werden. Zuséatzlich finden sich in der vom Lehrstuhl fiir Fordertechnik Materialfluss
und Logistik getétigten Veroffentlichung [40] Untersuchungen die auf den im Rah-
men dieser Arbeit erarbeiteten Resultaten aufbauen und unter Beriicksichtigung von
Einlagerstrategien die zu erwartende Steigerung des Gesamtdurchsatzes einer realen
Anlage bewerten. Demnach lassen sich die Verfahrzeiten im Mittel um ca. 14% re-
duzieren. Je nach Einlagerstrategie ist eine Steigerung der Umschlagleistung eines
entsprechenden Regalbediengeratelagers von 11 bis 13% erreichbar.

1 Unter Nahbereich werden Positioniermandver iiber kurze Distanzen verstanden, bei denen der
Antrieb seine Hochstdrehzahl nicht erreicht.



8 Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Bereitstellung eines Regelungs- und
Steuerungskonzepts, mittels dessen es moglich ist, den Durchsatz von bereits im
Einsatz befindlichen Regalbediengeriteanlagen in der Gréfienordnung von 40 %! zu
steigern. Dabei ist das vorgeschlagene Konzept in der Lage, unabhéngig von Spiel im
Antriebsstrang die verfiighare Aktorkraft im Rahmen der durch die Materialbean-
spruchung gegebenen Grenzen zur Positionierung des Systems nutzbar zu machen.

Ausgehend von einem Zweimast-Regalbediengeriat wird der dynamische Kern des
Systems bestehend aus elastischen Balken erarbeitet. Basierend auf der Euler-Bernoulli-
Balkentheorie wird ein endlichdimensionales numerisch auswertbares Modell in Zu-
standsraumdarstellung mit Hilfe der Methode der finiten Differenzen aufgestellt. Fiir
die hier vorgeschlagene rein gesteuerte Bewegungsphase ist eine Kompensation der
Reibungseffekte notig, weshalb eine grundlegende Ubersicht iiber die einzelnen Phé-
nomene gegeben wird.

Mit Hilfe der berechneten Eigenformen und Eigenfrequenzen wird fiir den Prif-
stand LARS und das Regalbediengerit die Beobachtbarkeit und Steuerbarkeit mit
Hilfe eines am FuBipunkt befindlichen Servoantriebs gezeigt. Dartiber hinaus wird
ein Empfindlichkeitsmafl postuliert, mit Hilfe dessen es auf praktische Weise mog-
lich ist, Aussagen zur benétigten Sensorauflosung zu treffen. Ferner werden fiir zu-
kiinftige Anlagen schwingungsoptimale Konstruktionsziele postuliert, die versuchen
das Verhéltnis von Werkzeug- zu Strukturgewicht zu maximieren, da hiermit die am
Werkzeug auftretenden Schwingungsamplituden minimiert und die Wirksamkeit der
jedem Material eigenen Strukturdédmpfung maximiert werden.

Den Kern des hier vorgeschlagenen Konzepts stellt das Vorsteuerungskonzept dar,
mittels dessen es idealerweise moglich sein soll, in praktisch Echtzeit eine Vorsteu-
ertrajektorie zu berechnen. Mit den aufgezeigten Methoden der numerischen Opti-
mierung einer Antriebskrafttrajektorie mit Berechnungszeiten auf einem PC mit 2,4
GHz Taktrate von bis zu 2 Wochen, ist der Forderung nach Echtzeit mit den derzeit
verfligharen Rechenleistungen nicht gerecht zu werden. Mit Hilfe des fiir das System
erfolgreich gefundenen flachheitsbasierten Vorsteuergesetz jedoch sehr wohl.

Am Laborpriifstand LARS wird das zuvor vorgestellte beobachtergestiitzte Regelungs-
und Steuerungskonzept demonstriert. Es zeigte sich, dass ein Reglerentwurf nach
Riccati und ein Kalman-Filter zur Beobachtung der nicht gemessenen Zustande eine
zuverlassig arbeitetende — wenn auch nicht trivial feinjustierbare — Losung darstellt.

1 Bezogen auf Mandver mit kurzer Verfahrweite
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Hauptgrund hierfiir ist die Haftreibung, die bei einem Nulldurchgang der Fulpunkt-
geschwindigkeit den Fufpunkt des Aufbaus in Ruhe halten kann, obgleich die Struk-
tur schwingt. Schwingt nun der Beobachter zu schnell auf den scheinbar ruhenden
Balkenzustand ein, kann der Zustandsregler nicht mehr zur aktiven Schwingungs-
dampfung dienen.

Auch an der Regalbediengerateversuchsanlage des Lehrstuhls Fordertechnik Materi-
alfluss und Logistik konnte das Potential zur Steigerung des Durchsatzes mit Hilfe
der hier dargestellten Vorsteuerverfahren deutlich festgestellt werden. Im Nahbereich
lassen sich Positionierzeitersparnisse von bis zu 40 % erreichen.

So stellt das hier vorgestellte Verfahren eine praxistaugliche leistungsfiahige zumin-
dest fiir Betreiber von Logistikzentren wirtschaftlich auflerst interessante Moglichkeit
zur signifikanten Durchsatz- und Wettbewerbsfiahigkeitssteigerung dar, wie in [40]
dargestellt wurde. Dass diese Leistungssteigerung ohne jegliche bauliche Verande-
rung an einer realen Anlage erreicht werden konnte, deren exakte Massenverteilung
nicht bekannt waren, zeigt die Leistungsfihigkeit des Verfahrens und lédsst auf wei-
tere ausschopfbare Potentiale schliefen.

Aufgrund der in 1.2.1 dargestellten Zusammenhénge ist bei den heutigen Anlagen oft-
mals der Antrieb nicht stark genug gewéhlt, um den bewusst steif und damit schwer
konstruierten Rahmen bis an die Belastungsgrenzen zu deformieren. Riistet man
einen stirkeren Antrieb unter Berticksichtigung der Ermiidungs- und Materialbelas-
tungsproblematik nach, lasst sich damit das mit der hier dargelegten Vorsteuerung
verbundene Potential erst in vollem Umfang erschlieflen.

Weiterfiithrende Forschungsaktivitdten konnten der automatisierten Parameteriden-
tifikation, dem Berechnen von Vorsteuertrajektorien mit zeitvarianter Massenbele-
gung in Echtzeit oder aber auch konstruktiven Verdnderungen zur Verbesserung des
Schwingungsverhaltens kiinftiger Maschinen unter energetischen Gesichtspunkten
gewidmet werden.

In der Gesamtbetrachtung kann damit festgestellt werden, dass die durchgefiihrten
Arbeiten einen sinnvollen Beitrag zur Produktivitéitssteigerung von Regalbedienge-
riaten und allen Maschinen mit vergleichbar zu modellierendem Aufbau geleistet
haben. Insbesondere die vom anwendernahen Lehrstuhl Fordertechnik Materialfluss
und Logistik getatigte grofitenteils auf den Ergebnissen dieser Arbeit basierende
Veroffentlichung [40] belegt dies.



A Zwischenergebnisse des
Steuerungsentwurfs

A.1 Auswahl geeigneter Operatorfunktionen

Fiir die gewohnliche Differentialgleichung

d* 9 B
ey w(x)+s*w(x) =0 (A1)

existiert der Eulersche Losungsansatz mit trigonometrischen und hyperbolischen
Funktionen [34]:

w(x) = ay cos (¢ x) + as sin (¢ x) + ag cosh (¢ x) + a4 sinh (¢ x) (A.2)

mit ¥ = /7 s. Setzt man diesen Losungsansatz in die fiir den unteren und obe-
ren Balkenabschnitt giiltigen Randbedingungen (4.28), (4.29), (4.34) und (4.35) ein,
ergibt sich

—as js cos( js>—a6js sin< )
~+ay js cosh (ﬁ) + ag js sinh ( js) =0 (A.5)
+as (js)% sin (\/;) — ag (js)% cos (\/j»s)
(5

+az (js)? sinh ( J S) + as (js) ' ) =0 (A.6)

[w

Zusammen mit den Randbedingungen (4.30) - (4.33) ergibt sich somit ein Glei-
chungssystem von 8 Gleichungen und 8 Unbekannten.

Neben dem Losungsansatz (A.2) existieren auch andere Darstellungsformen. Diese
anderen Darstellungen konnen den Vorteil besitzen, dass Ihre Summanden bzw. de-
ren Ableitungen an geeigneter Stelle eine Nullstelle besitzen, was den Losungsweg
deutlich vereinfacht. In der Literatur wird z.B. in [38] und [39] mit jeweils einer
anderen Darstellungsform gearbeitet. In Kombination miteinander lassen sich diese
beiden Darstellungsformen fiir das hier vorliegende Problem besonders vorteilhaft
anwenden.
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A.2 Koeffizienten zum flachheitsbasierten
Steuerungsentwurf

Die Koeffizienten der Losung der Biegeschwingungsgleichung aus Abschnitt 4.2.1,
ergeben sich zu:

a=—u|Ci(1)> CT(1)* — C(1) s* S(1) Sa(l) Co(l) — s> C~(1) ST(I) Ca(1) Sy (1)+
(1) So(l) + CH(1)? s* Co(l) a S1(1) — CT(1)* 5% p Cy(1) Sy(1)+
l

CH(1)? s* (1
1)? ) ST() + Cy(1) CH (1) s ST(1) S1(1) — s* S™(1) ST(1) Co(1)*—

S
(D)
(D)
(1) s S™(
) §s W1

[
[

Da+C*H() s S*(l) Sy (1) Co(1)+
l)a—C'l()C+() S ozSQ(l)—
) Si(1) = Ci(1) s* S=(1)* Ca(1) + C*(1) s* C7(1) Sa(1)*—~
) )2+ CH(1) 8% 0 ST(1) Sy(1) Sa(l)—
) S™(1) Sa(1) Su(l) — s° @ S™(1) ST(1) Ca(1) Sy(1)—
)2 s Sa(1) Si(l) +25° S*(1) Sa(l) Sl(l)S (1) = C*(1) s* Co(1) S1(l) S~(1)+
ct (1) So(1) + CL(1) CH(1)? % p So(1)+
S S™(1) @ ST(1) + Cu(1) s* ST(1) So(1) C(1)+
s (D) +2C1 (1) CH (1) C(1) s Co(l) + C(1)? 5% Co(1)*+
(1 + 57 S7(1)* S1(1)* + (1) * ST(1)? a Sy(1)—
CH()? 2@5() a+ O () ps* S (1) Oy(1)*+
) C:

l
Ci(l)” s
Ci(1)* C S(
Cy(1)? SH(
Ci(l) C~ [
CH() 24
“(Dps (1) s
~(l ) +
Ci(1) ) S
Ci(1)
Ci(1) s* ST(1)* C
st So(1)? ST(1)?
(

)

(l
(I)s* S
7 Sa(1)
S

C~(1) S~(1 ()aSl(l)+Cf(l)2 52 Co(l) o Sy (1) —
s3p ST (l) DS (DPa—s2C (1) ST S1(D)* a—
CH(1) s> S=(1) Si(1)* = CT(1) 8> 9 ST(1) Ca(1)*~
CH(1) s> ST(1) Cy(1) a Si(1) — CH (1) s* So(1)? S (1) at
CH (1) 8% ST(1) Oy(1)? a + s* Sy(1) S™(1)* Cy(1) a—
25,(1) CL(D) O~ (D)* e+ 5% Sy (1) C1(1) C (1) ¢ ST(1) a—
S CL() O~ (D) e S~ (1) a — s* So (D)2 CT (D)2 p a—
S (DS (D) ST() a — s* Sy (D) ST(1) C (1) at
195(1) S*(1)* a Cy(1) + 5* S™(1)* Cu(1) a Sa(1)—

(1) e Co(1)? ] [ [ Ci(1) 7 S™(1)

(1) s> C=(1) So(1)? a = CH(1) C™(1) s S1(1)* a+
CH(1)? 52 1(l)a52(l) C- <)<ps S () S2(1) Co(D)+
(1) 5% 0 SH(1) Sy(l) o Sy (1) — CH(1)? 2 Cy(1) 52(5)
(1l 2 (1) Cy(1)? + CF(1)* 5* 9 Co(1)* = CF (1
CH(l St = (1) 252() ()+C*(z
C(l () = Sy(1)? ST(1)? st = s ST(1)

S,
58T 1)? Co(l) a+

O+

Q
+

TS (1)
Sy(1)* S™(1)+
2(1) Si(l)—
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o~~~
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A Zwischenergebnisse des Steuerungsentwurfs

b=—u|—C (1)*s®Sy(1)? — s> 5~

s ST(1)? S1(1)? a — s* ST(1)? S1(1) Co(l) + s* O (1) ST(1) Co(1)*—
CH(1)? s* Cy(1)? o+ C1(1)* o CF(1)* + Co(1)> CF(1) S~ (D) +
C(1)? C(1) ST(I) = C1(1)* O~ (1)* ar + (1) Sa (1) S™(1)* 8%~
C1(1) C~(1)? Su(l) + C1(1) s* ST(1)* Sa(1) — C1 (1) CF(1)* Sa () +
c- (l)S Sa(l) S™(1) a Ca(l) = C~ (1) p 5° S~ (1) Sa(1) e S (1) —

252 So(1) o Sy (1) 4+ 2 8% ST(1) Sy(1) Sy(1) S~ (1

) ST(1) Ca(1)? + s> C~ (1) ST(1) Ca(l) @
) ST(1) Co(l) e S1(1) = 5° Co(1)* S
Co(l) e Si(1) = CF (1) 5° 5+() 2(1)
)s”C ()51() “Da+Ct(l) s (l) 2(1)02(5)
2C+(Z)S¢S+(Z)a—01(l) c- (l) ST() a+
Ci(D)?*s S~ (Z)S Da+Ci(1)P?seS(I)S ()

© ST(1) S1(1) — C1(1) CT(1)* s* p a Sy (1) —
e ST a—Cil)C(1) psS(1) Si(l)—
2 CT () a+Ci (1) C(1) s S1(1) S™(I) a+
T2 aCy(l) +20C1(1) CT (1) O (1) a5 Cy(1)—

o~
~—
~—

~—

s? S 1(
—( 2(
—(l -

CL(1) CF(1) s S1(1) ST(1) a — Cy (1) CH(1) 82 S (1) sz(z)H (A7)

()2 Co(1)* = CT () s S1(1)* = CL()* CT (1) €~ (D)~
) 52 S1(1) Sy(l) — C1(1) C (1) s* So(1) S™(1)+
) l

Ci(1)* s ST(1)* 20*()0 (1 )

CH(1) s* p S*(1) Sa()* = CH(1) 51(1) SH(I) Co(l) + CH(1) 8* Co(1)* O (D+
Ci(l) CT (D) s 0 S1(1) + CT (D) 57 0 Ca(1) Sa(l)+

CH (1) s° Ca(l) Sa(l) S~ (l)+01() (1) 5" ST(1) Sa(l) = C (D) ¢ 8" S(1) Sa(1)*+
Co(D)s* Sil) S (l) 2() + 57 ST(1) S2(1) C (1) (1) + 5 ST (1) Sa(D)* S (D+
85+() 2(1) 9 S7(1) Co(l) + 52(1) S (l)2 s° Si(1) = 5" Si()* S (1) ST -

s S Si(1) So(l) = Ci(l) €~ (l) S7(1) Ca(1) = Cu(1) € (1)% s Co(D)+
Ci(l) CT (D) s Co(l) + Ch(D) s* () (l) Sil) +2C1(1) s* Co(l) S~(D) ST (D+

Ci(1) s C(1) S™(1) 1(l)+01(l)0 (D) s S™(1) Su(l)+

Ci (1) CH(1) s* o ST(1) Cg(l)]/ls[ Ci(1) 8% S™(1)? Cy(1) a+

307(1) So()2 a — CF(1) € (1) s Sy ()2 o+ CH(1)? 2 S, (1) @ Sa(l)—
3 2([) Cg l) +C+(l) 83 QOS+(Z) Sg(l) ole(l)—

Co(1) So(1) + CH (1) s 5 (1)

851<l
S 1(l

Co(1)> + CT(1)? 8% ¢ Cy(1)*—
ST(1) — C=(1)* 52 Sy(1) Co(1)+
S™(1) — Sy (1)* S~ (1)? s* a—

2
2
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) ol(z) o So(l) @ S (1) Coll) + 2 Cr(l) 8* @ Sa(l) O (1) Ca(l)—
Ci(1) s> CH(1) Si(1) Sa(l) — Cu(l) s* e ST(1) S™(1)—

201(1) (1) 52 Co(l) a S (1) + Ci(1) s* ST 0 S~ (D) +

201 (1) s* Cy(1) S™(1) S1(1 )]/[ l C1(1) s* S~ (1)? Cy(1) a+

CH(1)s*C=(1) S ()04—0+(l) ()552()

CT(1)* 5> S1(1) a Sa(1) = C=(1) p 5° S™(1) Sa(1) Ca(1)+

CH(1) 5° 9 ST(1) Sa(l) a S1(1) — CF(1)? 5% Co(1) Sa(1)+

C*(1)s* S7(I) C ()+C+()2 5?0 C3(1) — C+()S S*(1) S3(1)~

C+(l)$512(l)5 (1) = C~(1)* s* S(l) C () C(1) s> S3(1) S~(1)+
C(1) s SP(1) S™(1) = S5(1) S~(1)* s* v — (1)20() 1(0)—
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™ (
CH(1)* s* C5(1) @ +C2()@C+(Z) +C2() HUOES ()
CI() C=(1) S*(1) = C3() C(1)* a+ Cy (1) So(1) S™(1)? s
Ci(l) C=(1)* S1(1) + Cr(1) s ST(1)? Sa(1) — C1(1) CF(1)? 51()
C(1) 57 S(1) S™(I) a Co(l) = C=(1) ¢ * S(1) Sa(l) @ S (1)~
C™(1)* s* So(1) o Sy (1) +2 5> ST(1) Sa(1) Sy (1) S~ (1) a+
() C3(1) +5* C (1) ST(1) Ca(l) e Su(1)+
(1) Co(l) e Si (1) — 5> C3(1) S™(1) S*(1) a+
Co(l) o S1 (1) = CT(1) 57 ST(1) Sa(1) o Co(l)+
(1) S™() a+CT(1) s° p ST(1) S (l) Ca(l)+
sp St a—-CH)C™ () ps S () a
YST(D) a4+ Ci) s S™(1) ST()+
s ST() S1(1) — CL (1) CH(1)? 8% o a Sy(1)—
) S~ (D) e STl o= Ci(l) C (1) p s S(1) Si (1)~
1) So(l) C— (1) a+ C1 (1) C~(1) s S1(1) S~(1) a+
T2 aCy(l) +20(1) CT (1) O (1) a s Co(1)—

Cy(1) CT(1) s Si(1) ST a—CL() CH (1) s2 S~ (1) o SQ(Z)H (A.9)
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s 2 Cq(l
3

Ci(l
Ol
(

_l_

S
2

“Co

C()

¥

So(l

) _

) C ssC(1)S

CH(1)* 5* Co(1)? a+ Ci(1)* ¢ CT(1)* + Ci(1)* CF(1) S~ () +

[) = Ci(1)* C=(1)* a+ Ci(1) Sa(1) S(1)* s

1 (1) 4+ Ci(1) s ST(1)* Sy(1) — C1 (1) CF(1)* 5,

)5 (1) a Cay(l) = C=(1) ¢ s° S™(1) Sa(l) a Su(l

lole(l)—l—Qs S*() So(1) Si(1) S~ (1) a+

1) Co(1)? + 52 C~(1) ST(1) Co(1) @ (l)+

) Co(l) a Sy (1) — 5° Co(1)* S~(1) ST (1) @

DasSi(l)—Ct()s*ST(1) Sy(l) a 2(l)+

Co(1) Sy(1) S™(1) a+ CT(1) 8% o ST(1) Sa(1) Co(1)+
Sta—-Ci()*C (1) s S (I) a+

( a+ C1(1)? s S™(1) ST()+

(1) S (1) — CL (1) CH(1)? s o a Sy(l)—

STl a—Ci()C(1) ps S (1) Si(l)-

C ()a+Ci(l)C™ (l)sSl() (l) a+

(1)+
)—

o~
A\_/
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Oy (1) C* (1) s S1(1) SH(I) a — C1 (1) CH(1) 2 S~(1) a 52<z)H (A.10)

A.3 Ausdriicke der Operatorfunktionen @); und P;(z)
Fir @, und P (x) ergibt sich:

2 4
Ci(21—1+7) (g) (=1—=j)+Ci(21-1—1}) (g) G—1) -2y

Q= [Cl(lm (5-2)+ca+i (-2)+

_ 2

s+ (50) s (55) avie

2

Sy (I +17) (““jf) (L+5)+Se(l—1+(1—1) j) (‘“040‘ ) (1+ )+

Sy (14 (20 —1) j) (SOOE;SQ)*S?(_H(QZ_D 2 (SMSQ)]

8
(A.11)
Pi(a) = 5 C(x)
+i((1—1)01(1—:c+j)+(1+j>01(1—f’f—])>
+j828aS0(02(I_1_j)_02($_1+j))
+j324as0(02(I_l_lj)_02(x—l+lj))
_821oé¢(1+j) (Gl =1+z+ (=15 +Colz =l +1—-5(—1))
+jO(l-1+a—j(1—1)—jColz —I+1+(1—-1)7))
+8210é‘0 (A+5) (Col=1 4 —j (21 =1) = Cofw =21+ 1+ 5))
F(=14§) (—Colz =147 (21=1))+ Co(z =21+ 1 —§)))
+%((1+j)52(:r:—1—j)+(1—j)52($—1+j)>
_1_82;0(—52@—1—]')—52(15—14‘]))
+ 2 Syl w4 1))~ Sole — L+ 1))
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+Siép(1+j)(52(1—1+a:+j(l—1))+52(1_1_x+j<l_1))
+S(l—1+j(—-1—2)+S(1—1+5(-1+x))
_Sigp((1+j)(52(37—2l+1—j)+52(a:—1+j(21—1)))
+(1=j) (Sa(z =21+ 1+5) = S(1—a+j(21—1))))
(A.12)

Nach einer Potenzreihenentwicklung folgt fir @) und P(x):

Q1 = i{[(l +4)"" @—Z) + (1 +15)"" <_920>

n=>0

(—1-j)+@I-1-j" % (j—l)] (4n+1)

8
+ (14 5)4 <1—J> } (—1)" g2t

+(2l—1—|—j)4”

o6

2 (4n+1)!
i{l(u P2 (1) -2 (-1 (1) ')“*31 (1+5)
+ (1 20=1) )" = (-1+ (21— 1) 4)4%3}%0805 =1 (4Sn:+3)!
(A.13)

+% [(1+]) ((l_1+l’+(l—1)j)4n+2—(x_l+1_(l_l)j)4n+2>
+(1-3) ((l—1+x—(1—1)j)4"+2—(x—z+1+(z—1>j)4n+2)1

+% [(1+j) ((x—1+(2l—1)j)4n+2_(x_2l_|_1+j>4n+2>
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+(1_J) ((17—14—(2[—1)j)4n+2_(x_2l+1_j)4n+2)‘|}

82n+2
'(_1) An o\
(4n +2)!
—|—§ _gx4n+3
n=0 2
g _f 1 A4n+t3
+<4(1+J) 8) (r—1—7)
g —_f _ \4n+3
+<4(1 7) 8) (z—1+ )
+ 2 (=2 15)™ = (o — 14+ 15)"9)
4
+1%(Hj)[<l_1+x+(5—1>J)4"+3+(l—1—x+(z—1)j)4"*3

+<l—1+<l—1—x)j)4"+3+(l—1+(l—1+x)j>4"+31

16
O (A.14)



B Tabellen zur Operatorenrechnung

Nachfolgend werden im Rahmen der Berechnungen zur Parametrierung der verteilt
parametrischen Strecke mittels flachem Ausgang y gefundene niitzliche Identitéten
aufgefithrt. Fur alle Tabellen gilt: uy, us € R

Tabelle B.1: Definition der Operatorfunktionen

cy (SC) _ cosh(ﬁx);cos(ﬁx) 02(x) _ Cosh(\/j>sx2)jigcos(\/j>sx)
sinh(+v/js z)+sin(+/js x sinh(v/js ¢ )—sin(/js x
Si(a) = SRVFT) g ) — S 2(38)3 (vi52)

o+ (.’E) _ cosh<\/75 (1—90))2-&-005(\/]‘7S (1—36)) c- (x) _ COSh(\/TS (1—9[:))2;(:05(\/]’? (l—a:))

_ sin(\/j? (1—ac))—sinh(\/j75 (l—ac)) g- (l’) _ = sin(\/j? (1—x)>—sinh<\/j§ (1—;15))

+
57 () 2j3 /s 2Vijs

Tabelle B.2: Ableitungen der Operatorfunktionen

i C1(x) = =s*Ss(z) L Oa(x) = Si(2)
i Silr) = Ci(x) o Sala) = Calw)

% Ct(x) = —sST(x) % C™(z) =s5 (z)
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Tabelle B.3: Zweifache, reelle Produkte von Operatorfunktionen

’ Produkt Ergebnis

Ci(w) - Ci(us) =} [Ci(wr+u) + Ci(wr —wa)| + §R{Crlwr +uz )}

Ci(uy) - Caoug) = 1 |Colur +u2) + Co(u —U2)} - 2%-3?{02(1“4-112 j)j}

[
[

Ci(ur) - Si(u2) = 1 [Sl(ul +uz) + Si(ug —Ul)} + 5i- 3{51(711 + u2 j) \/3}
[ {

Ci(w) - Sa(ug) = %+ [So(ur +uz) + SQ(UQ—ul)} - 2;% 3 52(u1+m)j%}

Co(wr) - Co(uz) = =% [Cilwr +u2) + Ci(ur —wa)| + 55 R{C1(wr +ua )}

Co(wr) - Si(u) = % [Sa(ur +ua) + Sa(up — wr)| + ﬁ%{&'g(ul—i-uzj)j%}

Co(wr) - Sa(up) = —gks [Si(ur +us) + Si(uz —wn)| + 5= S{S1(wr +us j)V/5 }

Si(w) - Si(us) = 3 |Colur +uz) — Colur —ua)| + 35 S{Colur +us ) j}

Si(w) - Sa(ua) = —gke [Cr(ur +us) = Cilu —w)| + 5 S{Cr(wr +us )}

So(wr) - Sa(us) = —gk [Colur +uz) = Colur — ws)| + 55 S{Calur + w2 j) 7}

CH(w) - CHuw) = % [Crlwr+us—2) + Cr(ur —uo)| + FR{C (w1 — 14 (w2 = 1) j)}
CH(ur) - C(wg) = §[Calwr+ua—2) + Colwr — )| — 55 R{Colur — 14 (uy = 1) j) j}
CH(ur) - §F(us) = § [Sa(wr+up —2) + Sa(up —ur)| — . 3{Sa(ur = 14 (us = 1) 5) 52 }
CHur) - §™(u) = 3 [S1(wn+us—2) + Si(uz —w)] + 557 ${Si(w — 1+ (w2 = 1) j) Vi
C(ur) - C(us) = —4[Cilwr+us—2) + Ci(wr — )| + 3 R{Ci(wr = 1+ (wa — 1) j)}
C™(w) - S*(up) = —% [Si(wr+us—2) + Si(ur —w)| + 522 S{S1(wr = 1+ (us ~ 1) j) V7 }

C=(uw) - §7(uz) = 5 [Solwr+us—2) + Sapluz — )| + =5 ${Sa(wr =1+ (uz = 1) j) j2 |

S+(U1) . S+(U2) = —% [Cg(ul + ug — 2) - Cg(ul — U2):| + % %{Cz(ul -1+ (UQ — 1) j)j

&

S+(U1) . S_(UQ) = _4715 {Cl(ul—l—uQ—Q) — Cl(ul—’LLQ):| + i {C’l(ul—l—i—(uQ—l)j)

S’(ul) . Si('U,Q) = % [Cg(ul + ug — 2) — Cg(ul — UQ):| + % %{Cg(ul -1+ (UQ — 1) j)]}
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Tabelle B.4: Zweifache, komplexe Produkte von Operatorfunktionen

Produkt

Ergebnis

Ci(ur +ug j) -

Ci(ur + uz j)

Ci(ur + us j)

C1(uy +uz j)

Co(uy + uz j)

Co(ur + us j)

Co(ur + us j)

S1(ur +ug j)

Si(ur +uz j)

So(ur +ug j)

Ci(us +ug j) =

- Co(ug +ugj) =

- Si(uzs+ugj) =

- So(ug +ugj) =

- Co(us +ug j) =

- Si(ug +uaj) =

- So(uz+ugj) =

- S1(ug +ugj) =

- So(uzs+ugj) =

- So(uz +ug j) =

L[ + s+ (uz + ) ) + Cr(un — s + (uz — ua) j)]
+1 [Cl(ul g + (ug —u3) j) + Cr(uy — ug + (ug + us) j)}
L [Calur + s+ (un +wa) ) + Calun — s + (uz — us) )]
—1 [@(ul +ug + (u2 —ug) j) + Co(ur —ug + (“2+“3>j)}
L[S1(un + s + (uz +ua) ) + Si(us —us + (us — u2) )
3 [z + s+ (g — 1) ) + S (g — w2+ (ug + 1) )]
L [Sa(ur +us + (un +ua) §) + Salus — wr + (s — u2) j)]
+1 {52@2 +uz + (ug —w1) §) + Sauz —ug + (ug + uy) j)}

— iz [Cl(ul +ug + (u2 +ug) j) + Cr(ur —ug + (u2 — ug) j)]

‘ .

+1o [01(161 —ug + (uz +u3) j) + Cr(ur + ug + (u2 — u3) ])]

o~

L [SQ(Ul + uz 4 (ug + ug) j) + So(usz —uy + (ug — un) j)]

~1 {52@2 +uz + (ug —u1) j) + So(ug — ug + (ug + uy) j)}

— i [Sl(ul +ug + (u2 +ua) j) + Si(ug — ur + (ua — ug2) 3)}
i [51(u2 +ug + (ug —u1) j) + Si(ug —ug + (u1 + ug) ])}

L [Calur + us + (uz + ua) ) — Colur —us + (uz — ug) j)]

+% {j Co(u1 + ug + (ug —us) j) — 7 Co(ug —ug + (u2 + us) J)}
b [Cr(ur + s + (w2 + ua) ) — O (1 — s + (uz — ug) 5)]
b [7.C1 s+ (w2 — ) ) — § Culan — wa + (uz + ug) )]

- :02(U1 +uz + (ug +ug) j) — C2(ur — uz + (ug — ug) ])]

+1 J Cour +ug + (uz —ug) j) — j Calur —ua + (uz + us) j)}
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Tabelle B.5: Vereinfachungen bei dem Spezialfall: uq = uo

’ Spezialfall Vereinfachung

RO (ug +up j } = Ci(ur —u1 j) = Ci(ur + w1 j)

&2

Ci(uy + uy j)

W—/
Il
@)

%3? Co(ur + uy j) J}Z 0

L

J

%9? Si(u1r + vy j) ﬂ}: 5281 (w1 +w j)

1] S1(ur +uq j) \/5} = LISi(u1+uj)= 7%{51(u1+u13) \[J}
L%% So(ur +uy ) j2 1 8o (uy 4w j)

.

.3
2

{
{
{
{Co(wi+w )i} = 3 Co(wr+uj) = =1 Colwr — i j)
{
3
{
r o

So(uy +uy j) j } =~ S(u +uj)

M\w‘ [
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Tabelle B.6: Wichtige Figenschaften und Symmmetrien der Operatorfunktionen

C1(0) =1 ct)=1
C2(0) = 0 C-(1)=0
$1(0) =0 St1)=0
S5(0) =0 S=(1)=0
Ci(z) = Cy () CH(z) = Ct(—x)
Ca(z) = Ca(-2) C™(z) =C(—x)
Si(z) = =S1(—=) S7(z) = =8 (-x)
So(x) = —Sy(—x) St(z) = —ST(—x)
Ct(z) =Ci(z—1) Ci(ur +uz j) = Ci(—uz2 + w1 j)
C—(z) =Co(x—1) - 5 Colus +ugj) = —Co(—ug + uy j)
S7(x)=S1(x—1)  Si(ug +ugj)=—7S1(—ug +uj)
St(x)=Sa(x—1) - s  Sa(us +ugj) =7 Sa(—ug +uj)
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Tabelle B.7: Potenzreihenentwicklung der Operatorfunktionen

’Operatorfunktion Potenzreihenentwicklung

o0 —1)" (x 4n n
Ci(a) = > St

0 _1\n x4n+2 n
Ca(z) = X Sl s

X (1) (g)dn+1 n
Si(z) = 20% ’

o _1\n 1,4n+3 n
Sa(z) = 20% ’

0 —1)" (x— 4n n
Ct(z) = 20( 1)(4(n)!1) 52
O@) = x Gl e

n=0 ’
St = X Gl s

n=0 ’

o 1) (p— 4n—+1 n
§7(x) = > S —




C Koeffizientenfunktionen der
Eigenwertgleichung

Die in Gleichung (3.25) aus Griinden der Lesbarkeit zu Koeffizientenfunktionen zu-
sammengefassten Ausdriicke lauten:

( — 4mBEIpA — BPEIpAmy, — B*krmmy + 4kTp2A2) cosh (6,Ls + B,L1)
—i—( —mpBPEIpA — mLﬁfkTm) cosh (—=fB,Ly + B,L1)

—2mB3*mpElsinh (8,Ly + 3,L,)

+( = BompkrpA — m@PmyEI) sinh (—B,Ly + 3,L1)

= f sinpp

(C.1)
(+ B2EIpAmy, + 4kpp® A* + 4mB2EIpA + B kymmy,) sinh (8, La + 8,11)
+< + BompkrpA — mﬁf’mLE]) cosh (=5, Ly + (5,L1)
+( + 4ﬂLkTmp + 4/3LEIp2A2 + QkTpAﬁLmL) cosh (ﬁLLQ + ﬂLLl)

= fcospp

(C.2)
( + kTpAﬁLmL - mﬂf’ElmL) sinh (/BLLQ + 6LL1)

= fsinmp

(C.3)
(+ B2krmmy + 3 EIpAmy ) sinh (B, + (3, L1)
+(krpABimy +mB3 Elmy) cosh (8,Ls + B,L1)

= fcosmp

(C4)
—4mmpB*Elsinh (8,L,)
—|—( — 2EIpABL2mL — 2kTmﬁL2mL) cosh (ﬁLLl)

= fsinbl
(C.5)

( —2EIpAmp 3 + QkTmﬁme) cosh (3, L2)

= fsian

(C.6)
+4krB,mppAcosh (8,L1)
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+( + 2kpmmy, B2 + 2E1pAmy3?) sinh (6,L,)

- fcosbl
(C.7)

+< — 2/<:TmmLﬁL2 + QEIpAﬁme) sinh (3, Ls)

= fcosb2 .

(C.8)



D Mathematisches

D.1 Eigenwerte transponierter Systemmatrizen

Zwei beliebige quadratische Matrizen die durch Transposition auseinander hervorge-
hen, besitzen die gleichen Eigenwerte. Es gilt

det[sT — M™] = det[sI — M]" (D.1)
det[sT — M™] = det[sI — M], (D.2)
[17,21].

D.2 Lineare Ausgleichsrechnung

D.2.1 Herleitung

In der Praxis bekommt man haufig aus Experimenten ein iiberbestimmtes lineares
Gleichungssystem:

Ax =b (D.3)

wobei A, b gegeben sind und x gesucht ist.

Da ein solches System mehr Gleichungen als Unbekannte hat, ist im Allgemeinen
das Residuum r(x) = b — Az # 0 und besitzt somit keine exakte Losung. Gesucht
ist daher eine Losung @, fiir die hinsichtlich der Euklidischen Norm gilt:

[7(2)[]2 = min [[r(z)]]2 (D.4)
Dazu minimiert man die quadratische Funktion

o(x) =|r@)]2=2"AT Az — 22" A"b + b"b (D.5)
Als notwendige Bedingung dafiir, dass & Minimalpunkt von ¢(x) ist, findet man:

gradp(z) = 2AT Az — 24T =0 (D.6)

117



118 D Mathematisches

Durch Umstellen erhélt man die Normalengleichung, nach deren Auflosung man die
gesuchte Losung @ erhalt:

ATAz = A"b (D.7)

D.2.2 Beispiele

Mittels der linearen Ausgleichsrechnung lassen sich Funktionenparameter so bestim-
men, dass die Abstédnde zu einer Menge von Punkten minimal werden.

Ausgleichsgerade

Als erstes Beispiel sei die Ausgleichsgerade fiir folgende 4 Messwerte gesucht:

Tabelle D.1: Wertetabelle

i1 2 3 4
-1 0 1 2
yil2 1 2 3

Vorgehen:
1. Gewiinschtes Polynom allgemein aufstellen: y(t) = c¢q + 1t

2. Gleichungssystem aufstellen, indem die Messwerte in das Polynom eingesetzt

werden:
y(ts) =wi
Cop—Cp =2
co+0 =1
co+cp =2
co+ 2c; =3

3. Gleichungssystem als Matrixgleichung schreiben: Ax = b
—1

1 2
1 1
A_l 2
1 3

N = O
8
I
N
o O
[ =)
N——
I

4. Einsetzen in Normalengleichung und lo6sen der Matrixgleichung:

AT Az = A"p
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_ T —1 ATy, _ 178
z=(ATA) A b_<074>

5. Koeffizienten von @« auslesen und in y(t) einsetzen:
y(t) = 1,8+ 0,4t
Ausgleichsparabel
Als weiteres Beispiel sollen die Koeffizienten einer Ausgleichsparabel der Form

y(t) = co + cit + cot? (D.8)

zur Punktemenge aus Tabelle D.1 bestimmt werden.

Das Vorgehen erfolgt analog zum vorangehend gezeigten Fall der Ausgleichsgera-
de:

1. Matrizen bestimmen:

1 -1 1 . 2
1 0 0 0 1
A= L1 1]0®= @ b= 5 (D.9)
1 2 4 “ 3
2. In Normalengleichung einsetzen und z.B. via Gauss-Elimination lsen:
1 3 4 Co 3
011 o | =|2 (D.10)
0 0 4 Co 2
e=(§ -% 3) (D.11)
3. Die gesuchte Ausgleichsparabel ergibt sich zu:
13 1 1
y(t) = — — —t+ ~t* (D.12)
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D.3 GauBsche Glockenkurve

Liegt eine Normalverteilung einer Zufallsgrofie X vor, wird die zugehorige Wahr-
scheinlichkeitsdichte von einer Gaulschen Glockenkurve mit dem Erwartungswert p
und der Varianz o

= e 202 . (D.13)

beschrieben.



E Stochastische Interpretation des
Kalmanfilters

Anstelle der Interpretation eines fiktiven Regelkreises mit Gewichtungsmatrizen
kann man den Kalmanfilter auch als ein um Rauscheinwirkungen erweitertes Sy-
stemmodell verstehen.

z=Ax+ Bu+w (E.1)
y=Cx+v (E.2)

Dabei bezeichnet w das Prozessrauschen und v das Messrauschen, die jeweils als
stationdr, mittelwertfrei, weifl, GauBsch und unkorrelliert vorausgesetzt seien [17].
Die gesuchten Kovarianzmatrizen besitzen folgende Struktur!?:

e (@ ist die Kovarianzmatrix fiir das Prozessrauschen:

on, 0 0
T 0
Qn = F(ww") = _ . (E.3)
0 0 o2
« Q ist die Kovarianzmatrix fiir das Messrauschen:
or 0 0
-t T 0 .
Ry =FE(wv") =] (E.4)
: o0
0 0 agp

Damit stehen zwar Gewichtungsmatrizen zur Verfiigung die anschaulich interpre-
tiert werden konnen, jedoch messtechnisch nur schwer bis gar nicht ermittelbar sind.
Aus Ermangelung tieferer Einsicht setzt man sie hdufig gleich skalar gewichteter
Einheitsmatrizen, wie auch im experimentellen Teil dieser Arbeit geschehen [17].

1 Dabei wurde genutzt, dass die Kovarianz gleicher Zustandsvariablen der Varianz der Zu-
standsvariable entspricht: COV (X, X) = E(X — E(X))(X — E(X))) = VAR(X)

2 Rauschprozesse werden als unkorreliert betrachtet, daher werden die Nebendiagonalen auf 0
gesetzt
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F Begriffsklarung zum Biegebalken

Dieser Abschnitt soll als Schnellreferenz dienen. Fiir eine umfassendere Darstellung
der relevanten Begriffe und Grofen wird auf [27] verwiesen.

F.1 Spannungszustand

In Flissigkeiten und Gasen wird die skalare Grofle Druck als Quotient aus Kraft
pro Flache definiert. Sofern es sich um kein zu viskoses Fluid handelt, ist dies ausrei-
chend, da dann keine Schubspannungen auftreten. Im Falle eines Festkorpers sind
Schubspannungen nicht zu vernachléssigen, weshalb die vektorielle Grofle der Span-
nung p als Grenzwert des Quotienten aus Kraftvektor pro Flache definiert ist [27]:

. AF
Die Einheit des Drucks ist das Pascal und lésst sich nach (F.2) in SI-Einheiten
umrechnen:

N
1Pa=1—;. (F.2)

Bei einer verfeinerten Analyse des Spannungszustandes miissen auch die Momenten-
spannungen m — die analog definiert werden — berticksichtigt werden:

m= lim —-. (F.3)

Dies geschieht in der Theorie des sogenannten Cosserat-Kontinuums. In der klassi-
schen Elasto-Mechanik werden die Momentenspannungen vernachlassigt, was auch
bei den meisten technisch interessanten Materialien zuléssig ist [27].

Der an einem Punkt im Bauteil vorliegende Spannungszustand 7;; kann daher voll-
standig durch drei Spannungsvektoren p,, p,, p, beschrieben werden, die jeweils
den an den Oberflichen eines den Punkt umgebenden infinitesimalen Wiirfels an-
greifenden Spannungsvektor beschreiben. Dabei sind die Achsen des verwendeten
Koordinatensystems jeweils Oberflichennormalen des betrachteten Wiirfels.

Die parallel zu den Oberflichennormalen wirkenden Spannungskomponenten be-
zeichnet man als Normalspannungen ¢ und die in der entsprechenden Ebene lie-
genden Komponenten als Schubspannungen 7. Den Spannungszustand eines von ei-
nem wirfelformigen infinitesimalen Volumen umgebenen Punktes kann man durch
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F.2 Verformungszustand 123

ol

Bild F.1: Lastfall der symmetrischen reinen Biegung

Zusammenfassen der drei Spannungsvektoren zu einer Matrix darstellen. Dieser Ten-
sor 2. Stufe schreibt sich zu

Oz Tyz Tzz
Tii= | Twy 0y T |- (F.4)
Tez Tyz Oz

Bei der hier geméf [27] verwendeten Nomenklatur bezeichnet der Buchstabe des
ersten Indexes die zur Schnittfliche gehérende Normale des Koordinatensystems.
Im Falle von Schubspannungen bezeichnet der zweite Index die Achse parallel zur
Wirkrichtung der bezeichneten Grofle.

F.2 Verformungszustand

Der Verformungszustand driickt die Langen- und Lagednderung eines Korpers im
Bezug zum unverformten Zustand aus. Mathematisch gefasst wird die Verformung
mittels eines Vektors p = [£,1,(], der die Verriickung eines Punktes vom unverform-
ten in den verformten Zustand relativ zu einem Bezugskoordinatensystem ausdriickt.
Da die Verrtickungen im Allgemeinen ortsabhéngig sind, geht man auf eine differen-
tielle Beschreibung der Verriickung dp = [d¢,dn,d(] uber [27]:

%3 9¢ %3

dg :%d:ﬁ + @dy + adz (F.5)
_O gy Oy ON

dn —axd:ﬂ + ayaly + azdz (F.6)
_0¢ a¢ 9¢

d¢ _&xdx + E)ydy + azdz. (F.7)
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Bild F.1 stellt den Verformungszustand eines Rechtecks mit den Eckpunkten OABC
im unverformten und OA’B’'C” im verformten Zustand dar.

Definition F.2.1 Unter Dehnung € wird das Verhdltnis von Verlingerung und ur-
springlicher Linge verstanden [27].

Damit lasst sich folgender Quotient aufstellen:

(dv + Sdx) —dx ¢

e = == F.9
‘ dx ox (F.9)
womit sich im dreidimensionalen Fall ergibt
%3
= — F.10
€ =5 (F.10)
on
a¢
y = =—. F.12
€& =5 (F.12)
Unter der Voraussetzung kleiner Winkel gilt
Ydr 0
tan(a) = 627; — aTZ ~ (F.13)
%d
dy Y 85
an(f) = 2o = 2~ (F.14

Fir die in Bild F.1 eingezeichnete Winkelanderung ~,, — auch Gleitungen oder
Schiebungen genannt — ergibt sich im allgemeinen dreidimensionalen Fall [27]:

_ 05 O

Yoy = o + e (F.15)
_On 9%

Tz = 5, + oy (F.16)
_0¢  0¢

=0 s 1

Damit kann der Verzerrungstensor angegeben werden, womit die Verformung eines
Elementarquaders gegeben ist zu.

Jyz Y
61’1‘ El‘y EZ‘Z E$ 2 N
— _ Yxy Yzy
€= | € €y € | =] B & 5 (F.18)
al ot
€r0 €zy €z 5 5 €

Der Verzerrungstensor ist wie der Spannungstensor symmetrisch, es lassen sich auch
hierfiir drei Hauptachsen finden, fiir die die Dehnungen Extremwerte annehmen.
Die Gleitungen verschwinden dabei und der Verzerrungstensor nimmt Diagonalform
an [27].
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F.3 Zusammenhang zwischen Spannungs- und
Verformungszustand

Der Verformungszustand ist zunéchst rein von geometrischer Bedeutung. Gemaf
Newtons Lex Secunda ist die Anderung der Bewegungsgeschwindigkeit eines Korpers
proportional zur Ursache in Form einer angreifenden Kraft. Mit dem Schnittprinzip
lasst sich dies auch fiir infinitesimale Teilkorper eines elastischen Korpers iibertragen.
Die an den Réandern des betrachteten Korpers wirkenden Kréfte werden durch den
Spannungszustand beschrieben. Ein elastisches Material kehrt beim Verschwinden
einer auBeren Kraft in den undeformierten Ausgangszustand zurtick [27].

Der wechselseitige Zusammenhang zwischen Verformungszustand und Spannungszu-
stand wird durch die fiir einen Werkstoff geltenden Stoffgesetze beschrieben. Die
Stoffgesetze sind experimentell zu bestimmen. Fiir die Klasse linear-elastischer Ma-
terialien sind dabei Abhéangigkeiten zwischen Normal- sowie Schubspannungen und
den jeweils damit verbundenen Gleitungen, Dehnungen sowie der Querkontraktion
zu bestimmen.

Im Bereich der Elastizitatsgrenzen eines linear elastischen Materials gilt der als
Hooksches Gesetz bekannte Zusammenhang (F.19) zwischen Normalspannung o
und Langendnderung e sowie der weniger populdre Zusammenhang (F.20) zwischen
Schubspannungen 7 und Gleitungen ~.

o= FEe (F.19)
T =Gy (F.20)

Darin ist £ das Elastizitdtsmodul und G das Schubmodul. In (F.19) und (F.20) han-
delt es sich um Tensoren 0. Stufe, also skalare Grofien. Die meisten Werkstoffe sind
elastisch anisotrop, wodurch Spannungen unterschiedlicher Richtungen mit Dehnun-
gen und Gleitungen anderer Richtungen verkoppelt sein konnen. Ein anschauliches

Beispiel stellt das Phénomen der Querkontraktion wahrend eines Zugstabversuches
dar [27].

Um allgemein Zusammenhéange zwischen Verformungstensor und Spannungstensor
erfassen zu konnen werden die Tensoren Verformungszustand € und Spannungszu-
stand o mit einem Tensor E 4. Stufe aufeinander abgebildet:

o = Ee. (F.21)

Im Falle isotroper Medien gelten die als verallgemeinertes Hooksches Gesetz bekann-
ten Zusammenhénge, die einen einachsigen Spannungszustand mit einem 3 achsigen
Verformungszustand verkniipfen [27]. Dabei reduzieret sich die in (F.21) enthaltene
Anzahl von Parametern auf 2 — dem Elastizitdtsmodul £ und der Querdehnzahl p:

€r = E[% — oy +0s)] (F.22a)
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v

| dx X

Bild F.2: Skizze eines ausgelenkten Balkens mit strichliert gezeichneter neutraler Faser

Bild F.3: Lastfall der symmetrischen reinen Biegung

= loy — nlow +0.) (F.22b)
€, = ;[02 — oy +0y)]. (F.22¢)

F.4 KenngroBBen eines Balkens und neutrale Faser

Betrachtet wird der in F.2 dargestellte verformte Balken. Nachfolgend werden an-
hand der symmetrischen und geraden Biegung der Zusammenhang zwischen Flachen-
tragheitsmoment I, Elastizititsmodul E und der neutralen Faser dargestellt [27].
Den Betrachtungen liegt jeweils homogenes isotropes Material zu Grunde.

F.4.1 Lastfall: Symmetrische reine Biegung

Beim Lastfall der symmetrischen reinen Biegung werden an den Réndern der be-
trachteten Balkenstruktur gegengleiche Momente eingepragt wie in Bild F.3 darge-
stellt. Daraus folgen konstante Schnittgroflen zwischen den Stellen der Momenten-
einpragung. Setzt man konstante Querschnitte voraus, so folgt fiir den Verformungs-
zustand des als Kreissegment gebogenen Balkens der lineare Zusammenhang aus
(F.24) [27]:

€0

&(y) = Y (F.23)

In Bild F .4 ist das positive Schnittufer mit der Normalspannungsverteilung und dem
vom Balken zu ibertragenden Moment dargestellt. Mit dem linearen Zusammenhang
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Yo »

oz(y)

\ 42
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Bild F.4: Positives Schnittufer mit eingezeichneter Spannungsverteilung

Ay

z
| T ] | >
b b b b
—2—h =3 3 ath

Bild F.5: Trapezformiger Balkenquerschnitt

zwischen Dehnungszustand und Spannungszustand nach Hooke, lasst sich fiir den
hier betrachteten einachsigen Spannungszustand schreiben:

0x(y) = Zz Y. (F.24)

Definition F.4.1 Unter der neutralen Faser versteht man den Ort y, im Quer-
schnitt der nicht gedehnt wird [27].

Am Beispiel eines trapezférmigen Querschnitts wird der Ort der neutralen Faser
gemafy Satz F.4.1 berechnet.

Fir die Schnittgrofien mufl sowohl Kréfte- (F.25) als auch Momentengleichgewicht
(F.26) herrschen.

/ opdA 0 (F.25)
A

M- / yoedA 0 (F.26)
A
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Mit der Annahme einer linearen Spannungsverteilung lasst sich die Normalspannung
0.(y) mit dem zu bestimmenden Ort der neutralen Faser y, angeben zu:

00 0o

0u(y) = — m (Y —ya) = %(y — Yn)- (F.27)

Damit ergibt sich fiir die auf den Balken wirkende Normalspannung

Nl
ol

a +aY

N = /Ux(y)dA :/ @(y — Y )dydz. (F.28)

Yo
A 0 _b_hy

Q>

Da Kraftegleichgewicht nach F.25 gelten muf, erhalt man weiter

ooa ,ab

2 def.
N = — —y,(h+b —ha) = 0. F.29
(2 — g+ ) + Sha) (F.20)

Der Ort der neutralen Faser ergibt sich so zu

b+ 2h
,=a2—3 F.30
Yn =t (F.30)

was dem Ort des Flachenschwerpunkts der betrachteten Querschnittsfliche ent-
spricht.

Definition F.4.2 Die neutralen Fasern eines Balkens bilden eine Ebene die durch
den Flichenschwerpunkt der Querschnittsfliche geht [27].

Legt man die z-Achse in den Flachenschwerpunkt - also dem Ort der neutralen
Faser - ergibt sich aus dem Momentengleichgewicht nach kurzer Rechnung folgender
Zusammenhang:

M= / yoa(y)dA (F.31)
A
o1y 2

M= /y dA (F.32)
Yo 4

M=2r. (F.33)
Yo

Die integrale Grofe I, nennt man Flachentrigheitsmoment des Balkens. Dabei han-
delt es sich um ein Flachentragheitsmoment 1. Ordnung. Flachentragheitsmomente
2. Ordnung werden fiir den Satz von Steiner benétigt. Das Flachentragheitsmoment
des Balkenquerschnitts in Bild F.5 berechnet sich konkret zu

1,1
L= <3a3b + Qha3> . (F.34)
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Die Spannung im Querschnitt lésst sich nach (F.35) als Funktion von Entfernung
zur neutralen Faser y, dem Flachentragheitsmoment I, des Balkens und dem einwir-
kenden Biegemoment M errechnen:

o(y) =y (F.35)

F.4.2 Lastfall: Gerade Biegung und Euler-Bernoulli-Hypothese

Erfolgt die Belastung des Balkens durch Krifte die in der x-y-Ebene liegen, wobei
die y-Achse zugleich eine der durch den Schwerpunkt des Querschnitts gehenden
Hauptachsen ist so spricht man von einer geraden Biegung. Dabei biegt sich der
Balken in der z-y-Ebene durch.

Die Komponenten des resultierenden Schnittwinders hangen hier von x ab. Daher
kann keine auf Symmetrieiiberlegungen basierende allgemeine Aussage iiber die Art
der Verformung getroffen werden.

Man behilft sich hier der fiir schlanke nicht zu hohe Trager zutreffenden Euler-
Bernoulli-Hypothese:

Definition F.4.3 Querschnittsflichen bleiben auch nach Aufbringen der Belastung
eben.

Dadurch kénnen die vorigen Ergebnisse zur Spannungsverteilung als Naherung fiir

den Fall der geraden Biegung iibertragen werden und es gilt das lineare Gesetz

M(x)
I,

ou(wy) = v, (F.36)

wobei y den Abstand von der neutralen Faser bezeichnet.

Fir die maximal im Balken auftretende Spannung gilt

o . Mmax ymax . Mmaz
maxr — - Y
I, W,

(F.37)

mit M,,., dem maximalen Biegemoment und y,,,, der Stelle mit dem grofiten Ab-
stand von der neutralen Faser. Den Quotienten W, aus Flachentragheitsmoment I,
und maximalem Abstand 1,,,, nennt man Widerstandsmoment des Balkens.

Damit ist der fiir diese Arbeit relevante Lastfall grundlegend behandelt. Weitere
Lastfalle z.B. die schiefe Biegung kénnen durch Superposition der hier dargestellten
Lastfille berechnet werden. Fiir weitere Details wird auf [27] verwiesen.
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F.5 Biegelinie

F.5.1 Herleitung

Unter der Biegelinie w versteht man den geometrischen Ort der neutralen Faser
des betrachteten Verformungszustands eines Balkens. Die Biegelinie w(z) ist somit
eine Funktion des Ortes = die die Auslenkung zum unverformten Ausgangszustand
angibt.

Fir den Kriimmungsradius einer Funktion gilt der Zusammenhang nach [21]:

1 w”(x)
R(z) (14 w?(z))? (F-38)

Aus geometrischen Uberlegungen an dem um die z - Achse gebogenen Balkensegment
heraus gilt ferner.

R(z)dyp = dx (F.39)
ydo = €(y)dx (F.40)

womit folgt

1 €
= —. F.41
R(z) y (F.41)
Zusammen mit (F.36) und dem Hookeschen Gesetz (F.19) folgt
e M(z)
- = F.42
s EL (F.42)

Durch Gleichsetzen von (F.42) und (F.38) folgt die Differentialgleichung der Biege-
linie zu
wie) _ Mz) (F.43)
(+uw@)?  BL

F.5.2 Vereinfachte Biegelinie

Fiir die Annahme von w’ < 1 lésst sich der Ausdruck wie folgt vereinfachen

w (x) = — ]\é(i) )

(F.44)
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Aufgrund der Zusammenhénge, die aus den Untersuchungen zum Schnittwinder der
inneren Kréfte eines belasteten Balkens in [27] folgen, lassen sich folgende wichtigen
Differentialgleichungen fiir die Biegelinie aufstellen:

ELw" (z) = q(x) (F.45)

—ELw"(z) = Qx) = — [ q(§)d¢ (F.46)

8
O\&

~EBLu'(x) = M(x) = [ Q(€)d (F.47)

ELw'(x) = ¢(x) = | M(§)dS (F.48)

o

T

ElLw(z) = /go(:v)d:v. (F.49)

Womit ein integraler Zusammenhang zwischen den Grofien Streckenlast g(z), Quer-
kraft Q(z), Biegemoment M (x) und dem Neigungswinkel ¢(x) an der betrachteten
Stelle & gegeben ist.

F.5.3 Problemspezifischer Einsatz der Biegelinie

Die Kenntniss der Biegelinie w(x) erméglicht die Bestimmung der Schnittgrofen
und wird haufig fiir statische Problemstellungen z.B. im Bereich des Bauingenieur-
wesens eingesetzt. Nattrlicherweise treten wahrend des Positioniervorgangs der hier
betrachteten Systeme Strukturdeformationen auf, wobei der elastische Bereich der
eingesetzten Materialien nicht verlassen werden darf. Da die Hauptkomponente der
auf die Struktur wirkenden Tragheitskrafte orthogonal zur Ruhelage des Balkens
verlauft, stellen selbige lediglich in den Gleichungen (F.45) und (F.46) zusétzliche
dynamische Kraftkomponenten dar, auf die nicht allein aus der Biegelinie zuriickge-
rechnet werden kann. Allerdings kann Gleichung (F.43) bzw. (F.47) herangezogen
werden um aus dem aktuellen Verformungszustand auf den im Balken herrschenden
Momentenverlauf zu schlieflen.

Die hierbei gemachte Vernachlassigung dynamischer Momente fufit auf zwei fiir das
hier vorliegende System im Allgemeinen zutreffenden Annahmen. Zum Einen sind
die Tragheitsmomente von evtl. vorhandenen Anbauteilen gering im Vergleich zu
deren Tragheit. Zum Anderen wirken auf die am Balken montierten Anbauteile keine
groflen Drehbeschleunigungen. Im Falle eines symmetrisch aufgebauten Systems aus
zwei Balken wirkt auf die zu positionierende Last kinematisch bedingt keinerlei
Drehbeschleunigung.
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Mit der Kenntnis des Momentenverlaufs geméfl (F.47) kann man daher zusammen
mit (F.42) die im Balken auftretenden Dehnungen errechnen. Davon wurde Ge-
brauch gemacht um die fiir die in dieser Arbeit eingesetzten Vorsteuerungsverfahren
festzulegenden Planungszeiten iterativ zu bestimmen.



G Entwicklungsbeitrag zum humanoiden
Roboterprojekt Lola

Gerne unterstiitzte ich das ehrgeizige Projekt , Lola“ mit der Entwicklung einer hoch-
integrierten PMSM! Antriebsregler- und Kommunikationsgatewayelektronik (Siehe
auch [12,25]). In einem Zeitrahmen von einem halben Jahr Vollzeit entstand unter
anderem die in Bild G.1 und Bild G.2 dargestellte 12 lagige Elektronik, die insge-
samt 12 mal auf dem Roboter Lola zur dezentralen Regelung seiner 24 Antriebe
eingesetzt wird.

Die 12 lagige Platine beherbergt auf 80 x 55 mm Grundfliche im Wesentlichen
folgendes Chipset:

o Freescale: 16 Bit DSP 56F8367

o Xilinx: Spartan 3 FPGA XC35400

o Xilinx: SpartanAN 3 FPGA XC35400

o Texas Instruments: 2 x Phy Transceiver DP83848I

o GSI Technologie: 1 Mb SRAM

o Phillips: 2 x High Speed Can Transceiver PCA82C250

o Maxim : MAX3226 RS232 Transceiver

o Intersil: 4 x EL7536 Schaltregler fiir 3V3, 3V3, 1V2 und 2V5
o Texas Instruments: 3 A Weitbereichseingangsschaltregler 5V

Die programmierbaren Bausteine sind mit 16 Bit Daten- und Adressbus an den DSP
zum sogenannten Memorymapping angebunden. Der FPGA Spartan AN stellt eine
Rechenleistungsreserve dar, die man vorteilhaft zur Berechnung von parallelisierba-
ren Aufgabenstellungen wie Auswertung von linearen Gleichungssystemen, z.B. von
Beobachtern aber auch zur Anbindung weiterer Peripherie einsetzen koénnte. Samt-
liche Signale sind auf die Leiterplatte-Leiterplatte Steckersockel ausgefiithrt, womit
das Modul auch weitere Bausteine via Memory Mapping verwalten kann.

1 Permanent Magnet erregter Synchron Motor
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Bild G.1: Platinenansicht Bauteilseite

Bild G.2: Platinenansicht Lotseite



H Entstandene Diplom- und
Semesterarbeiten

Im Rahmen dieser Arbeit wurden folgende Studien- und Diplomarbeitsthemen kon-
zipiert und die zugehorigen Arbeiten betreut.

H.1 Regalbediengerat

o Hartmann, B.: Modellierung und flachheitsbasierte Steuerung eines elastischen
Roboters. Diplomarbeit 2007

o Bittner, M.: Konstruktion eines Priifstandes zur Regelung von Robotern mit
zeitvarianter Massenbelegung. Semesterarbeit 2008

o Lachner, J.: Modellierung und Ansétze zur Schatzung eines Biegebalkens. Se-
mesterarbeit 2008

o Rockenwagner, S.: Beobachtergestiitzte Zustandsregelung mit Parameterschét-
zung. Semesterarbeit 2008

o Berger, B.: Modellierung flachheitsbasierte Vorsteuerung und Regelung eines
verteilt parametrischen Systems mit zeitvarianter Massenbelegung. Diplomar-
beit 2008

o Berger, B.: Flachheitsbasierte Steuerung eines verteilt parametrischen Systems.
Semesterarbeit 2008

e Svircev, V.: Zustandsreglerentwurf zur aktiven Schwingungsbeddmpfung ver-
teilt parametrischer Systeme. Diplomarbeit 2008

o Giintner, M.: Bewegungsgleichungen nach Hamilton, numerische Modellierung
und Generierung optimaler Vorsteuertrajektorien fiir ein elastisches Regalbe-

diengerat mit zeitvarianter Massenbelegung. Semesterarbeit 2008

o Geuss, M.: Linear aktuiertes Robotersystem ,LARS® - Inbetriebnahme und
Softwareentwicklung. Semesterarbeit 2009
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H.2 Softwareentwicklung Lola

o Raffler, T.: CAN-Treiberentwicklung fiir das inertiale Messsystem iVRU-FC
auf dem DSP 56F8367. Semesterarbeit 2008

o Chucholovski, F.: Implementierung einer CANopen Bibliothek fiir Freescale
DSPs zur Ansteuerung von Motortreibern. Semesterarbeit 2008

e Roth, E.: Development of DSP based PMSM Vector Control for biped Walking
Robot. Semesterarbeit 2008

H.3 Verschiedenes

e Ruder, J.: Entwicklung und Validierung eines FPGA basierten Regelsystems.
Semesterarbeit 2008

o Fink, S.: Regelung eines Fahrradmodells auf nicht-ebenem Untergrund. Di-
plomarbeit 2008

e Metz, C.: Parallelisierung durch den Einsatz eines FPGAs in der Mehrkorper-
simulation. Semesterarbeit 2008
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