
Extremwerttheorie f�ur Finanzzeitreihen {ein unverzichtbares Werkzeug im RisikomanagementMilan Borkovec Claudia Kl�uppelbergZusammenfassungMathematik, vor allem die moderne Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik,haben das t�agliche Gesch�aft der Finanzindustrie, insbesondere von Banken undVersicherungen, grundlegend ver�andert. Dies hat zu neuen Methoden gef�uhrt, Risi-ken abzusichern oder zu reduzieren. Die Kehrseite der Medaille zeigt allerdings auchdie Versuchung, sehr grosse Wetten mit einem Potential f�ur extreme Verluste einzu-gehen. Die Extremwerttheorie bietet hier Werkzeuge an, die zu einer Verbesserungdes Risikomanagement f�uhren.
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1. EinleitungDie Krise von LTCM im Sp�atsommer und Herbst 1998 zeigte wieder einmal, wie inad�aquattraditionelles Risikomanagement mit extremen Ereignissen umgeht. Die kritischen Kom-mentare in anerkannten Zeitungen und Zeitschriften sind nicht unverdient. Einige Bei-spiele aus \Business Week" sind (vgl. Coy (1998) und Coy/Wolley (1998)):� "Can you devise sure�re ways to beat the markets? The rocket scientists thoughtthey could. Boy were they wrong." (Headline).� \The quants may have placed too much faith in their exquisitely tuned computermodels... Sources say, Long-Term-Capital's worst-case scenario was only about 60% asbad as the one that actually happened."� \In a certain sense, maybe the problem wasn't too much rocket science, but toolittle. Extreme, synchronized rises and falls in �nancial markets occur infrequently butthey do occur. The problem with the models is that they did not assign a high enoughchance of occurrences to the scenario in which many things go wrong at the same time {the perfect storm scenario."Josef F. Wertschulte (Vorstand der Hypovereinsbank M�unchen) wird in einem Artikel desHandelsblatts vom 28.10.98 folgendermassen zitiert:� \F�alle wie die folgenreichen Fehlspekulationen bei der Metallgesellschaft oder desamerikanischen Investment-Hauses Long Term Capital Management haben bewiesen, dassprofessionelles Risiko-Management bei immer st�arker schwankenden M�arkten zur �Uberle-bensfrage f�ur Unternehmen werden kann."Ein wichtiges mathematisches Werkzeug, um Risiken zu modellieren und zu messen,liefert die Extremwerttheorie, die schon bei der Bestimmung der Deichh�ohen in den Nie-derlanden erfolgreich eingesetzt wurde (de Haan (1990)). Auch im Versicherungsgesch�aftspielt die Extremwerttheorie eine bedeutende Rolle, obwohl es manchen Aktuaren viel-leicht nicht bewusst ist. Vor allem R�uckversicherungen arbeiten seit Jahrzehnten mit Pa-retomodellen, um Grosssch�aden angemessen zu modellieren; Exzess-Loss (XL)-Vertr�agemachen die Modellierung von Exzedenten notwendig. Im Vergleich dazu arbeiten Bankenvorwiegend mit Gauss'schen Modellen, die insbesondere hohe Risiken viel zu optimistischbewerten.Ein Grund daf�ur ist sicherlich die komplexe Datenlage, hohe Dimensionalit�at unddie Notwendigkeit schneller Algorithmen im Bankgesch�aft. Ein weiterer Grund mag auchsein, dass die Normalverteilung und der zentrale Grenzwertsatz bei Praktikern und �Oko-nomieprofessoren wohlbekannt sind (er geh�ort zur Standardausbildung f�ur alle �Okono-miestudenten), w�ahrend sogar ein Mathematikstudent sein Diplom erhalten kann, ohnedie Extremwerttheorie kennengelernt zu haben. Das ist umso bedauerlicher, als beideTheorien sich erg�anzen:Der zentrale Grenzwertsatz beschreibt das Verhalten von Summen und Mittelwerten,2



w�ahrend die Extremwerttheorie das extreme Verhalten einer Zeitreihe beschreibt.Summen und Mittelwerte sind f�ur das Risikomanagement von untergeordneter Be-deutung, die Extremwerte einer Finanzzeitreihe sind es haupts�achlich, die das Risiko-verhalten einfangen. Dies erkannte auch der Basler Ausschuss f�ur die Bankenaufsicht,der Mitte der 90er Jahre neue Standards f�ur das Risikomanagement formulierte, dieinsbesondere den Value-at-Risk als Risikomass vorschreiben, der als das p-Quantil derGewinn/Verlustverteilung de�niert ist. Gesch�atzt wird dieses Quantil allerdings meistentweder durch das empirische Quantil oder das Normalverteilungsquantil. In Emmer etal. (1998) wird gezeigt, wie man ein Quantil mit Hilfe von Extremwertmethoden sch�atzenkann, was zu einer h�oheren Risikoeinsch�atzung f�uhrt als die Sch�atzung mittels empirischeroder normaler Methode.Eine realistische Einsch�atzung verschiedener Risiken mit Hilfe der Extremwerttheorieist m�oglich f�ur� Marktrisiken� Kreditrisiken� Betriebsrisiken� Versicherungsrisiken� R�uckversicherungsrisiken.Zur Extremwerttheorie und (R�uck)-Versicherungsrisiken verweisen wir auf Embrechtset al. (1997). Ein interessantes Beispiel eines Katastrophenbonds ist in Schmock (1999)behandelt. Ein einf�uhrendes Beispiel in VaR und Marktrisiken wird in Emmer et al. (1998)behandelt, weitere Arbeiten zu diesem Thema �ndet man auf unserer Webseite www.ma.tum.de/stat/;siehe z.B. Borkovec (1998), Borkovec/Kl�uppelberg (1998), Kl�uppelberg/Korn (1998) undRootz�en/Kl�uppelberg (1999). Embrechts, McNeil und Koautoren haben ebenfalls sehr le-senswerte Arbeiten zu diesen und verwandten Themen geschrieben, wir verweisen z.B.auf Embrechts et al. (1998a,1998b) McNeil (1997,1998) und McNeil/Frey (1998), sowieauf die Webseite www.math.ethz.ch/ �nance. Schliesslich wurde die Extremwerttheorie inPhoa (1999) und Cruz et al. (1998) verwendet, um Kredit- respektive Betriebsrisiken zusch�atzen.Zur Datenanalyse verwenden wir die Software EVIS von Alexander McNeil. Sie be-steht aus S-Plus Routinen, d.h. sie ben�otigt als Basis das Statistik-Programmpaket S-Plus. EVIS steht auf der homepage www.math.ethz.ch/ mcneil/software.html kostenloszur Verf�ugung.W�ahrend in Emmer et al. (1998) die klassische Extremwerttheorie f�ur unabh�angigeund identisch verteilte (iid) Daten benutzt wird, um sehr grosse oder sehr kleine Quantilezu sch�atzen, wollen wir in dieser Arbeit erkl�aren, welchen Ein
uss zeitliche Abh�angigkeitauf Quantilsch�atzer haben kann.Es ist allgemein bekannt, dass Finanzzeitreihen nicht unabh�angig und identisch verteiltsind. Ganz im Gegenteil, sie zeigen h�au�g folgende Eigenschaften (sogenannte \stylized3



features"):� Die Daten sind langschw�anzig.� Die Volatilit�at ver�andert sich in der Zeit.� Die Daten neigen zu Clusterbildung in den Extrema.� Die Daten sind (nahezu) unkorreliert, aber nicht unabh�angig.Volatilit�atsmodelle versuchen, diese \stylized features" ad�aquat abzubilden, und dasmit moderatem Erfolg. Als probabilistische Aufgabe scheint es schwierig zu sein, alle dieseEigenschaften in einem parametrischen Modell zu erfassen. Als statistische Aufgabe er-fordert die Anpassung eines einigermassen realistischen Modells oftmals die Entwicklungneuer computerintensiver Methoden (Parameter werden mit Hilfe von aufwendigen Simu-lationsverfahren gesch�atzt, z.B. mittels Markov Chain Monte Carlo (MCMC) Methoden);vgl. zum Beispiel Elerian et al. (1998).Der Vorteil von Extremwertmethoden liegt darin, dass man f�ur das Risikomanagementnicht die gesamte Zeitreihe modellieren muss. Es gen�ugt, den Teil der Zeitreihe ad�aquatzu beschreiben, der �uber einer hohen Schwelle liegt.Wir erl�autern die Methoden anhand der Wechselkurse $US/DEM vom 1.1.1996 biszum 31.12.1996. Die Kurse wurden halbst�undig gemessen. Die Daten haben die \stylizedfeatures" wie oben beschrieben.
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Abb. 1. Wechselkurse $US/DEM vom 1.1.1996 bis 31.12.1996, jeweils halbst�undig beob-achtet und bereinigt (keine Wochenenden, Feiertage etc.). Daneben die zugeh�origen Ver-luste (negativen Di�erenzen) der Wechselkurse.
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2. ExtremwerttheorieKlassische Extremwerttheorie beschreibt das Verhalten der gr�ossten Werte einer Stich-probe oder der Exzedenten �uber einer hohen Schwelle. F�ur eine Stichprobe X1; : : : ; Xn(iid Zufallsvariable), betrachtet man in einem ersten Schritt die partiellen MaximaM1 = X1 ; Mn = max(X1; : : : ; Xn) ; n 2 N :Der folgende Satz ist die Grundlage klassischer ExtremwerttheorieSatz 1. (Satz von Fisher und Tippett)(Xn)n�1 sei eine Folge von iid Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F . Falls es nor-mierende Konstanten an > 0, bn 2 R und eine nicht-degenerierte Verteilungsfunktion Hgibt, so dass limn!1P (Mn � an x+ bn) = limn!1F n(an x+ bn) = H(x) ; x 2 R ;(1)dann ist H eine der folgenden Verteilungsfunktionen:Fr�echet: ��(x) = 8<: 0 ; x � 0 � > 0.exp (�x��) ; x > 0Weibull: 	�(x) = 8<: exp (�(�x)�) ; x � 0 � > 0.1 ; x > 0Gumbel: �(x) = exp (�e�x) ; x 2 R :
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Abb. 2. Dichten der Standard-Extremwertverteilungen. F�ur die Fr�echet und die WeibullVerteilung haben wir � = 1 gew�ahlt. 5



Die Grenverteilung H in (1) h�angt ausschliesslich nur vom Tail der VerteilungsfunktionF ab. Dies folgt sofort aus der Tatsache, dass die untenstehenden Aussagen (i)� (iii) f�uriid Daten �aquivalent sind. Dabei sei un = anx + bn und X eine Zufallsvariable mit dergleichen Verteilung wie X1.(i) limn!1 P (Mn � un) = H(x) ; x 2 R ,(ii) limn!1 nP (X > un) = � lnH(x) ; x 2 R ,(iii) es gibt eine messbare, positive Funktion �(�), f�ur die giltlimu!1P �X � u�(u) > x ���� X > u� = F (u+ �(u) x)F (u) = (1 + �x)�1=� ;(2)f�ur 1 + �x > 0 und � = 1=�.Die �Aquivalenz dieser Aussagen werden wir sp�ater erl�autern und auch verwenden.3. Die Standard-POT-MethodeDie POT-Methode (POT steht f�ur \Peaks Over Threshold") ist eine Sch�atzmethode f�ureinen Tail oder ein Quantil, basierend auf extrem grossen Beobachtungen.Die Methode setzt sich aus drei Komponenten zusammen. Jede basiert auf einemprobabilistischen Prinzip, das wir jeweils im folgenden erkl�aren wollen. Zur Verdeutlichungsoll Abbildung 3. dienen.
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Abb. 3. Daten X1; : : : ; X13 mit zugeh�origen Exzessen Y1; : : : ; YNu.(1) Der Punktprozess der ExzedentenWir wollen einen Grenzprozess f�ur den Punktprozess der �Uberschreitungen von hohen6



Schwellen herleiten. F�ur eine hohe Schwelle un markieren wir die Beobachtungen der Stich-probe X1; : : : ; Xn, die gr�osser als un sind. (In Abbildung 3. sind das die BeobachtungenNummer 2; 3; 5; 6; 10; 12.) F�ur eine Grenzwertaussage soll der Umfang n der Stichprobegegen unendlich streben und gleichzeitig die Schwelle un immer h�oher werden, und dasim richtigen Verh�altnis. F�ur iid Daten hat jeder einzelne Datenpunkt die gleiche Chance,die Schwelle un zu �uberschreiten, n�amlich P (Xi > un) f�ur i = 1; : : : ; n . (F�ur die endlicheMenge A ist #A die Anzahl der Elemente in A.) Dann ist die Anzahl der Beobachtungen,die diese Schwelle �uberschreiten,#fi : Xi > un; i = 1; : : : ; ngbinomialverteilt mit Parametern n und P (X > un). Wenn nunlimn!1nP (X > un) = � 2 (0;1) ;(3)dann konvergiert nach dem klassischen Satz von Poisson die Verteilung von #fi : Xi >un; i = 1; : : : ; ng gegen eine Poissonverteilung mit Parameter � . Falls X eine absolutstetige Verteilung hat, also eine Dichte besitzt, ist (3) eine sehr schwache Bedingung: F�uralle bekannten absolut stetigen Verteilungen und jedes � > 0 kann man eine geeigneteFolge (un) �nden (siehe z.B Embrechts et al. (1997), Chapter 3). Markiert man in demIntervall [0; n] die Punkte fi : Xi > un; i = 1; : : : ; ng, so wird das Intervall immer gr�osser,die markierten Punkte werden immer seltener (da die Schwelle un mit n steigt). Einebessere Darstellung erh�alt man, wenn man die Punkte nicht im Intervall [0; n] auftr�agt,sondern reskaliert im Intervall [0; 1]. Ein Exzedent Xi von un wird dann also nicht bei iaufgetragen, sondern bei i=n. Bezeichnet man f�ur n 2 NNn((a; b]) = #fi=n 2 (a; b] : Xi > un; i = 1; : : : ; ng ;(4)f�ur alle Intervalle (a; b] � (0; 1], so de�niert Nn einen Punktprozess auf dem Intervall(0; 1]. Er heisst der zeitnormierte Punktprozess der Exzedenten. Wenn un so gew�ahlt wird,dass (3) gilt, dann konvergiert die Folge Nn von Punktprozessen f�ur n!1 in Verteilunggegen einen Poissonprozess mit Parameter � .(2) Die Verallgemeinerte ParetoverteilungBei den Exzedenten einer hohen Schwelle interessiert uns nicht nur, wann sie auftretenoder wie oft das passiert, sondern auch, wie gross jeweils der Exzess X � u jX > u ist(gegeben X > u, wird der Exzess X�u betrachtet). (In Abbildung 3. sind die Exzesse mitY1; : : : ; YNu bezeichnet, dort ist Nu = 6 die Anzahl der Exzedenten.) Unter der Bedingung(3) mit � = � lnH(x) und un = an x + bn wie im Theorem 1. kann man zeigen, dass eseine messbare, positive Funktion � gibt, so dass f�ur 1 + � y > 0 giltlimu!1P �X � u�(u) > y ���� X > u� = (1 + �y)�1=� ;(5) 7



falls die linke Seite �uberhaupt konvergiert. Falls � = 0 ist, wird die rechte Seite als e�yinterpretiert. F�ur alle � 2 R ist die rechte Seite der Tail einer Verteilungsfunktion, dersogenannten verallgemeinerten Paretoverteilung. F�ur � � 0 ist [0;1) der Tr�ager der Ver-teilung, f�ur � < 0 ist der Tr�ager das kompakte Intervall [0;�1=�].(3) Die Unabh�angigkeitZuletzt l�asst sich zeigen, dass der Punktprozess der �Uberschreitungen und die Exzesse,also die H�ohe der �Uberschreitungen, im Limes unabh�angig sind.Wie kann man diese Grenzwerts�atze nutzen, um Tails und Quantile zu sch�atzen?Der folgende Abschnitt beschreibt die POT-Methode f�ur eine Stichprobe X1; : : : ; Xn. F�ureine hohe Schwelle u sei Nu = #fi : Xi > u; i = 1; : : : ; ng :Mit Y1; : : : ; YNu bezeichnen wir die Exzesse von X1; : : : ; Xn, wie auch in Abbildung 3.dargestellt. SeiX eine Zufallsvariable mit der gleichen Verteilungsfunktion F (x) = P (X �x), x 2 R, wie jedes Xk, k = 1; : : : ; n. Mit F = 1 � F bezeichnen wir den Tail von F .Weiter sei F u(y) = P (Y1 > y j X > u), y � 0, dann giltF u(y) = P (X � u > y j X > u) = F (u+ y)F (u) ; y � 0 :Folglich gilt F (u+ y) = F (u)F u(y) ; y � 0 :(6)Einen Sch�atzer f�ur den Tail (f�ur Werte gr�osser als u) erh�alt man, indem man beide Tailsauf der rechten Seite der obigen Gleichung sch�atzt.Dazu verwendet man (1){(3).Man sch�atzt F (u) durch das empirisches Gegenst�uck, die relative H�au�gkeit von �Uber-schreitungen von u durch X1; : : : ; Xn:[F (u) = Nun :(7)Beachte, dass dieses Vorgehen f�ur F (u + y) selber nicht sinnvoll ist, da im allgemeinendazu zu wenige Beobachtungen zur Verf�ugung stehen. Der zweite Faktor in (6) F u(y) wirddurch die verallgemeinerte Paretoverteilung approximiert, wobei man die Skalenfunktion�(u) ber�ucksichtigen muss. Sie wird als Parameter � in die Grenzverteilung integriert.F u(y) � �1 + � y���1=� ;(8) 8



wobei � und � (durch b� und b�) gesch�atzt werden m�ussen.Man erh�alt dann einen Tailsch�atzer der Form\F (u+ y) = Nun �1 + b� yb���1=b� ; y � 0 :(9)F�ur gegebenes q 2 (0; 1) erh�alt man durch Inversion einen Sch�atzer f�ur das q{Quantil vonder Form bxq = u+ b�b�  � nNu (1� q)��b� � 1! :(10)Sch�atzung des Value-at-RiskEine g�angige Methode, die Parameter � und � zu sch�atzen, ist die Maximum Likelihood(ML) Sch�atzung. Diese beruht auf der numerischen Maximierung der Likelihood-Funktionzu den betrachteten Datenpunkten, hier also den Y1; : : : ; YNu. Allerdings ist dabei zu be-achten, dass die Sch�atzungen oft nur auf wenigen Daten basieren, da lediglich die Exzessein das Sch�atzverfahren ein
iessen. Aus diesem Grund kann man sich nicht auf die asym-ptotischen Optimalit�atseigenschaften der ML-Sch�atzer verlassen.Wie im letzten Absatz zu sehen war, liegen der ML-Sch�atzung die Daten Y1; : : : ; YNuzugrunde, d.h. es muss ein Schwellenparameter u gew�ahlt werden. Eine exzellente M�oglich-keit f�ur die Wahl von u bietet wegen (8) die Exzessfunktione(u) = E(X � u j X > u) ; u � 0 :(11)Man rechnet leicht nach, dass die Exzessfunktion der Exponentialverteilung eine Kon-stante ist, n�amlich gerade ihr Parameter. Die Exzessfunktion von Verteilungen, derenTail leichter ist als der Tail der Exponentialverteilung, f�allt gegen 0; bei Verteilungen mitfetterem Tail strebt die Exzessfunktion gegen unendlich.Es l�asst sich zeigen, dass die Exzessfunktion (11) im Falle einer verallgemeinertenParetoverteilung mit � < 1 und beliebigem � > 0 linear steigt. Damit ist infolge (8) klar,wie man theoretisch eine vern�unftige Schwelle u w�ahlt: W�ahle u so, dass die empirischemittlere Exzessfunktion in einer gr�osstm�oglichen rechtsseitigen Umgebung von u linearw�achst. Abb. 4. zeigt eine steigende empirische mittlere Exzessfunktion, wobei es schwierigist, eine eindeutige Schwelle u zu �nden. Wir legen deshalb an dieser Stelle die Schwellenoch nicht fest, sondern sch�atzen s�amtliche Parameter in Abh�angigkeit von u.Mit z+ = max(z; 0) bezeichnen wir wie �ublich den Positivteil von z. Die empirischeFunktion en(u) = 1#fi : Xi > u; i = 1; : : : ; ng nXi=1 (Xi � u)+ ; u � 0 ;(12)sch�atzt die Exzessfunktion 9
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Abb. 4. Die mittlere empirische Exzessfunktion der Verluste.Wie in Emmer et al. (1998) gezeigt wurde, f�uhrt eine Quantilsch�atzung mit Hilfe derExtremwerttheorie f�ur iid Daten normalerweise zu einer sehr viel h�oheren (realistischeren)Risikoeinsch�atzung als die empirische und die normale Methode.4. Die POT-Methode f�ur station�are ZeitreihenWie wir in Abschnitt 3. gesehen haben, muss man zum Risikomanagement nicht diegesamte Zeitreihe modellieren. Es gen�ugt, den Teil der Zeitreihe ad�aquat zu beschreiben,der �uber einer hohen Schwelle liegt. Die POT-Methode kann unter schwachen Bedingungenan eine station�are Zeitreihe modi�ziert werden, so dass auch Cluster in den Extremaerfasst werden.Station�are Zeitreihen k�onnen sowohl Langzeitabh�angigkeit als auch lokale Abh�angig-keiten aufweisen. Der Ein
uss von Langzeitabh�angigkeit auf das extreme Verhalten vonZeitreihen wird in dieser Arbeit nicht untersucht. Die hier vorgeschlagene Methode funk-tioniert unter Mischungsbedingungen, die Langzeitabh�angigkeit ausschliessen, aber lokaleAbh�angigkeiten zulassen; vgl. Embrechts et al. (1997), Abschnitt 4.4.Intuitiv d�urfte klar sein, was Cluster sind; Volatilit�atscluster ist ein h�au�g gebrauch-ter Terminus. Cluster in den Extrema bedeutet, dass Volatilit�atscluster so grosse Aus-schl�age zeigen, dass sie �uber einer hohen Schwelle sichtbar werden. Das hat o�ensicht-lich Konsequenzen f�ur das Risikomanagement. Wesentlich f�ur die mathematische Be-handlung ist es, Cluster geeignet zu beschreiben. Dies kann auf verschiedene Art undWeise geschehen. Der vielleicht einfachste Weg ist die \Blockde�nition". Hierbei werdendie Beobachtungen X1; : : : ; Xn einer station�aren Zeitreihe mit RandverteilungsfunktionF (x) = P (X � x); x 2 R, f�ur i = 1; :::; n, in k Bl�ocke der Gr�osse r aufgeteilt. Wir neh-men der Einfachheit halber an, dass n = kr (sonst nehmen wir r = [n=k], d.h. die gr�osste10
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Abb. 5. Xk = max(Yk; Yk+1) f�ur iid Yk. Dann ist � = 0:5, alle extremen Cluster ha-ben deterministische Gr�osse 2. F�ur mehr Details �uber dieses Beispiel verweisen wir aufEmbrechts et al. (1997), Example 4.4.4.nat�urliche Zahl � n=k). Beachte, dass k und r von n abh�angen. Unsere Daten haben nundie Form X1; : : : ; Xr; : : : ;X(k�1)r+1; : : : ; Xkr :F�ur jeden Block wird nun dessen MaximumM (i) = max(X(i�1)r+1; : : : ; Xir) ; i = 1; : : : ; k :(13)bestimmt. Schliesslich w�ahlen wir eine Folge von Schwellenwerten (un) so, dass (3) gilt,d.h. limn!1nP (Xi > un) = � 2 (0;1) :(14)Die De�nition der Cluster ist jetzt denkbar simpel: Sobald es Bl�ocke gibt, in denen min-destens eine Beobachtung �uber der Schwelle un liegt (d.h. wo M (i) > un gilt), werden alleExzedenten in diesem Block zu einem Cluster zusammenfasst. Die Clusterposition kannunterschiedlich de�niert werden. �Ublicherweise nimmt man immer den Beginn oder dasEnde des zugeh�origen Blockes. Wenn man r respektive k geeignet w�ahlt, kann man mitHilfe der oben genannten Mischungseigenschaften die (asymptotische) Unabh�angigkeit derCluster zeigen. In der Praxis ist die Wahl von r nicht ganz einfach. Zum einen kennt mandie genauen Mischungseigenschaften der zu untersuchenden Zeitreihe nicht. Zum anderensteht man vor dem folgenden Dilemma: F�ur die asymptotische Unabh�angigkeit muss manr hinreichend gross w�ahlen, andererseits darf man r nicht zu gross w�ahlen, da nur noch11



die ClustermaximaM (i), i = 1; : : : ; k, zur Sch�atzung herangezogen werden, wie wir sp�atersehen werden (vgl. (23) und (26)).In Analogie zu (4) de�nieren wir den zeitnormierten Punktprozess der Clusterexze-denten durch NCn ((a; b]) = #fi r=n 2 (a; b] : M (i) > un; i = 1; : : : ; kg(15)f�ur alle Intervalle (a; b] � (0; 1]. Wenn un so gew�ahlt wird, dass (14) gilt, sowie einigeweitere schwache technische Bedingungen f�ur die Zeitreihe gelten, dann konvergiert dieFolge NCn von Punktprozessen f�ur n!1 in Verteilung gegen einen Poissonprozess mitIntensit�at �� f�ur ein � 2 (0; 1], was wiederum zeigt, dass die Cluster (asymptotisch)unabh�angig sind.Wichtig ist dabei, dass die Zeitreihe station�ar ist. Der station�are Parameterraum undder Tail der station�aren Verteilung ist explizit bekannt f�ur lineare Modelle, ARCH(1),GARCH(1,1), AR(1)+ARCH(1) (vgl. Embrechts et al. (1997), de Haan et al. (1989),Mikosch/Starica (1998) und Borkovec/Kl�uppelberg (1998)). F�ur GARCH(p,q), p; q > 1,sind nur hinreichende Bedingungen f�ur Stationarit�at bekannt, die leider f�ur viele Finanz-zeitreihen nicht erf�ullt sind.Der Parameter � heisst der extreme Index der Zeitreihe. Im n�achsten Abschnitt wollenwir die Bedeutung des extremen Index � erl�autern. Er spielt eine wesentliche Rolle beider Modellierung und Interpretation f�ur die Tail- und Quantilsch�atzung.Der extreme IndexWir beginnen mit einem einfachen Beispiel, um die Bedeutung des extremen Index zuerl�autern.Beispiel 1. Wir wollen die Eigenkapitalreserven berechnen, um ein Portfolio f�ur 10 Tageabzusichern, so dass es mit 95% Wahrscheinlichkeit als Reserve ausreicht. Angenommen,dass die 99% und 99.5% Quantile der t�aglichen Verlusth�ohe 10 Mio bzw. 11 Mio betragen.Falls die Tagesdi�erenzen iid mit Erwartungswert 0 sind, dann sind Reserven in H�ohe von11 Mio n�otig (0:99510 � 0:95). Falls aber die Tagesdi�erenzen abh�angig sind mit extremenIndex � = 0:5, dann sind Reserven in H�ohe von 10 Mio ausreichend (0:995 � 0:95).Dieses Beispiel zeigt, dass die Sch�atzung des extremen Indexes ein zentrales Problemder Extremwertsstatistik f�ur abh�angige Daten ist. Eine solche Sch�atzung hat, wie auchdie Sch�atzverfahren f�ur Quantile, mit dem Problem von kleinen Stichproben zu k�amp-fen. Wir nehmen wieder probabilistische Eigenschaften des extremen Indexes zuhilfe, umzuverl�assige Sch�atzverfahren herzuleiten. Diese Eigenschaften f�uhren auch zu Interpreta-tionen des extremen Indexes.Zuerst einmal beschreibt der extreme Index den Unterschied zwischen der Vertei-lung des Maximums der Zeitreihe und dem Maximum einer unabh�angigen Stichprobe mit12



gleicher Randverteilung F . Wir beginnen mit der technischen De�nition: Falls man f�ur� 2 (0;1) eine Folge (un) �ndet, so dasslimn!1nP (X > un) = � ;(16) limn!1P (Mn � un) = exp(���) ;(17)gelten, dann heisst � der extreme Index der Zeitreihe (Xn). Man kann dann zeigen, dass� 2 [0; 1] liegt. F�ur iid Daten ist � = 1, der Fall � = 0 ist ein pathologischer Fall, der f�uruns keine Rolle spielt.Um einen Vergleich der Zeitreihe und den entsprechenden iid Beobachtungen zu ziehen,ignorieren wir die Abh�angigkeit der Zeitreihe, d.h. wir schauen die sogenannte unabh�angi-ge assoziierte Folge ( eXn) an (( eXn) ist die iid Folge mit Verteilungsfunktion F ).Falls nun (Xn) den extremen Index � 2 (0; 1] hat, dann sind f�ur Folgen (un) und Werte� 2 (0;1) �aquivalent: limn!1nF (un) = � ;limn!1P (fMn � un) = exp(��) ;(18) limn!1P (Mn � un) = exp(���) ;(19)Der extreme Index hat eine sch�one, anschauliche Interpretation; er stellt gerade denreziproken Wert der mittleren Clustergr�osse dar. Betrachte dazu wieder den Punktprozessder Exzedenten Nn in (4), d.h.Nn((a; b]) = #fi=n 2 (a; b] : Xi > un; i = 1; : : : ; ng ;f�ur alle Intervalle (a; b] � (0; 1], wobei die Xi jetzt nicht mehr unabh�angig sein m�ussen.Mit Hilfe des Konvergenzresultates von NCn kann man zeigen, dass Nn f�ur eine stati-on�are Zeitreihe mit gleichen Mischungseigenschaften wie bisher in Verteilung gegen einenzusammengesetzten Poissonprozess konvergiert, der sich wie folgt beschreiben l�asst:N((a; b]) = NC(b)�NC (a)Xn=1 Yn ; (a; b] � (0; 1] ;wobei P0n=1 Yn = 0 gesetzt wird. NC ist der Grenzprozess der Punktprozessfolge NCn ,also ein Poissonprozess mit Intensit�at �� , und die Yn sind iid Zufallsvariable, die dieClustergr�osse beschreiben, d.h. die Yn nehmen Werte in N an und haben eine diskreteWahrscheinlichkeitsverteilung (�n)n2N.Die folgende Rechnung erkl�art die Interpretation von �:� = limn!1nP (X > un) = limn!1ENn(0; 1] = EN(0; 1] = ��EY1 :(20)Damit ist EY1 = 1=�, d.h. die mittlere Clustergr�osse ist gerade 1=�.13



Um � zu sch�atzen, betrachten wir wieder die Blockmaxima M (i); i = 1; : : : ; k;, aus(13). Dabei nehmen wir an, dass r so gross gew�ahlt ist, dass die Maxima der einzelnenBl�ocke als unabh�angig angesehen werden k�onnen (sie haben auch die gleiche Verteilung,da die Zeitreihe station�ar ist). Wegen dieser Unabh�angigkeit kann man nun das Gesamt-maximum der Daten bestimmen durch (M (i) d= M for i = 1; : : : ; k)P (Mn � un) = P (max1�i�kM (i) � un) = (P (Mr � un))k � �1� Kk �k ;(21)wobei K = NCn ((0; 1]), d.h. die Anzahl Cluster respektive die Anzahl Bl�ocke mit minde-stens einem Exzedenten darstellt. F�ur die Approximation in (21) wurde die theoretischeVerteilungsfunktion durch die empirischen Verteilungsfunktion der iid M (1); : : : ;M (k) er-setzt. Die Folge (un) wurde wieder so gew�ahlt, dass (14) gilt.Die Approximation (19) bedeutet, dassP (Mn � un) � F n�(un) � = P (fMn � un)� � :Das l�asst sich �ubersetzen in limn!1 lnP (Mn � un)n lnF (un) = � :Setzt man nun obige Approximation (21) in diese Beziehung ein, erh�alt man den Sch�atzerb�n = kn ln(1�K=k)ln(1�N=n) :(22)Dabei ist N = Nn((0; 1]) die Anzahl der Exzedenten von un in X1; : : : ; Xn und k ist wiezuvor die Anzahl der Bl�ocke.Nun kann man zeigen, dass unter Bedingung (3), wenn also (4) f�ur den Parameter �und Skalenfunktion �(u) gilt, auchlimu!1P �M (i) � u�(u) > y jM (i) > u� = (1 + �y)�1=� ;(23)f�ur 1 + �x > 0, gilt und zwar f�ur den gleichen Parameter � und gleiche Skalenfunktion�(u).Wie ver�andert sich der Quantilsch�atzer (9) im Fall einer station�aren Zeitreihe mitextremem Index �? Die POT-Methode basiert nach wie vor auf der Zerlegung (5)F (u+ y) = F (u)F u(y) ; y � 0 :(24)Es gibt verschiedene Ans�atze, um die beiden Faktoren F (u) und F (u + y) zu sch�atzen(vgl. Coles/Tawn (1998)): 14
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Abb. 6. Urspr�ungliche Daten (nur Verluste) und die Blockmaxima. Als Blockgr�osse wur-de r = 20 gew�ahlt.1. Ignoriere die Abh�angigkeit und benutze die Standard-POT-Methode, wie sie in (7)-(10) beschrieben wurde. Diese Sch�atzmethode ergibt unter den entsprechenden Mi-schungsbedingungen konsistente Sch�atzer, allerdings sind die Konvergenzraten er-heblich langsamer (die Varianz der Sch�atzer ist gr�osser). Pr�azise Konvergenzraten�ndet man in Drees (1999).2. Identi�ziere die Cluster der extremen Beobachtungen und nehme als Daten nur dieClusterpositionen und die Clustermaxima. Modelliere die Clusterpositionen als ho-mogenen Poissonprozess mit Intensit�at �� und approximiere die Verteilungsfunktionder Exzedenten der Clustermaxima durch eine verallgemeinerte Paretoverteilung,unabh�angig von dem Poissonprozess der Clusterpositionen. Der Vorteil dieser Me-thode ist es, dass sie einfach anzuwenden ist, der Nachteil, dass sie Datenmaterialverschwendet. Ausserdem ist die Identi�kation der Cluster meist willk�urlich.3. Modelliere die Zeitreihe als lineares Modell, (G)ARCH oder stochastisches Vola-tilit�atsmodell, f�ur das man den extremen Index kennt. Der Vorteil ist, dass manden extremen Index theoretisch berechnen kann, also nicht aus den Daten sch�atzenmuss. Allerdings wird die ganze Zeitreihe ge�ttet, nicht nur ihr extremes Verhalten.Simulationen und Studien zeigen, dass diese Methode nicht zu empfehlen ist (vgl.z.B. Mikosch/Starica (1998)).4. Eine weitere Alternative, die wir in dieser Arbeit nicht ber�ucksichtigen, bestehtdarin, die Abh�angigkeit in den Exzedenten explizit zu modellieren, z.B. durch ei-15



ne Markovkette (Smith et al. (1994)). Ein Vorteil dieser Methode besteht darin,dass die Likelihoodfunktion explizit berechnet werden kann, und die Abh�angigkeitber�ucksichtigt wird. Ausserdem kann der extreme Index explizit berechnet werden,muss also nicht aus den Daten gesch�atzt werden. Ein Nachteil der Methode ist dieRechenkomplexit�at sowie ein Mangel an Robustheit durch die Modellspezi�kation.
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Abb. 7. b�(u) wurde mittels der Blockmethode f�ur r = 20 gesch�atzt.Die erste Methode haben wir in (7)-(10) beschrieben. Nun zeigen wir, wie man die 2.Methode statistisch umsetzt. F�ur eine hohe Schwelle u sei nunNCu = #fCluster von Exzedenten von ug :Wir sch�atzen den extremen Index � mittels der Blockmethode. Dazu teilen wir die Be-obachtungen in Cluster mit jeweils r Beobachtungen auf und sch�atzen � mittels b�u alsFunktion von verschiedenen Schwellenwerten u.Dann sch�atzt man F (u) durch [F (u) = NCunb�u ;(25)d.h. wir ersetzen die Anzahl Exzedenten Nu in (7) durch die Anzahl Clusterexzedenten,multipliziert mit der mittleren Clustergr�osse.Als n�achstes sch�atzen wir F u(y) basierend auf den Exzessen der Clustermaxima, dieals iid modelliert werden. F�ur iid Beobachtungen haben wir F u(y) zuerst durch eine GPDapproximiert und dann die Parameter mittels ML-Sch�atzung gesch�atzt. Die Likelihood-funktion ist in diesem Fall das Produkt der Randdichten.16
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Abb. 8. Punktweise Maximum Likelihood Sch�atzer b�u f�ur Werte u � 0:0014 mit punkt-weisen asymptotischen 95%-Kon�denzb�andern. Die linke Sch�atzung basiert auf allen Ver-lusten, die rechte nur auf den Clustermaxima. Cluster wurden mittels der Blockmethodef�ur r = 20 de�niert.Im abh�angigen Fall haben wir die Cluster so gew�ahlt, dass die Clustermaximas iidangesehen werden k�onnen. Diese werden nun zur Sch�atzung von F u(y) herangezogen. F�uri = 1; : : : ; NCu sei M (i) das Clustermaximum.Nun sch�atzt man � und � durch ML-Sch�atzung, wobei als Daten die pseudo-iid Cluster-maxima M (ni), i = 1; : : : ; NCu , herangezogen werden. Konkret sind die Sch�atzer gegebendurch(b�; b�) = argmax(�;�)0@�Nu ln� � (1 + 1=�) NCuXi=1 ln�1 + �(M (ni) � u)� �1A :(26)Mit dem gleichen Vorgehen wie im iid Fall erhalten wir einen Tailsch�atzer von derForm \F (u+ y) = NCun b�u �1 + b� yb���1=b� ; y � 0 :(27)und durch Inversion schliesslich einen Sch�atzer f�ur das q{Quantil (q 2 (0; 1) beliebig) vonder Form bxq = u+ b�b� 0@ n b�uNCu (1� q)!�b� � 11A :(28) 17



Schranke u b� b� b� b�0.0010 0.2630 0.00065 0.1470 0.001270.0015 0.2030 0.00098 0.1710 0.001260.0020 0.1700 0.00121 0.1360 0.001490.0025 0.1380 0.00140 0.1150 0.001660.0030 0.1010 0.00167 0.1070 0.001770.0035 0.0935 0.00175 0.0673 0.001980.0040 0.0573 0.00196 -0.0374 0.002500.0045 0.0741 0.00192 0.0098 0.002270.0050 0.0815 0.00193 0.0188 0.002270.0055 0.2609 0.00148 0.2009 0.001640.0060 0.6580 0.00089 0.5608 0.00101Tab. 1. b� und b� in Abh�angigkeit von u: Vergleich der Standard-POT-Methode (links) mitder POT-Methode mit abh�angiger Modellierung (rechts).Beachte, dass unser Sch�atzer f�ur das q-Quantil noch entscheidender von der Schranke uabh�angt als im iid Fall, da jetzt noch zus�atzlich der gesch�atzte extreme Index b�u mithinzukommt.5. Ergebnisse der DatenanalyseIn diesem Abschnitt wollen wir die Standard-POT-Methode, welche auf der (falschen)Annahme beruht, dass die Daten unabh�angig sind, mit der POT-Methode f�ur station�areZeitreihen vergleichen. Als zugrunde liegenden Datensatz haben wir die Wechselkurse$US/DEM vom 1.1.1996 bis 31.12.1996, jeweils halbst�undig beobachtet und bereinigt(keine Wochenenden, Feiertage etc.), genommen und haben die zugeh�origen 95%, 97.5%,99% und 99.9% Quantile der Verluste (negative Di�erenzen) berechnet. Die negativenVerluste zeigen dabei die typischen `'stylized features" wie Clusterbildung in den Maximaund grosse Fluktuationen (vgl. Abbildung 1.).Um die POT-Methode f�ur station�are Zeitreihen anwenden zu k�onnen, muss man dieBlockl�ange (d.h. die L�ange eines Clusters) von Anfang an festlegen. Es hat sich gezeigt,dass f�ur unseren Datensatz r = 20 eine vern�unftige Wahl darstellt. Der Sch�atzer b�u f�urden extremen Index in Abh�angigkeit von der Schwelle u ist in Abbildung 7. dargestellt.In Tabelle 1. sind die gesch�atzten Werte f�ur � ud � f�ur beide Methoden wiederum inAbh�angigkeit von u festgehalten. Abbildung 8. gibt einen weiteren Eindruck von derAbh�angigkeit des Sch�atzers b� von der Schwelle u bei beiden Verfahren. es zeigt sich, dass� und � sehr stark von der Wahl der Schwelle u abh�angen.Mit Hilfe der Formel (10) respektive (28) k�onnen wir schliesslich die Quantile in18



Abh�angigkeit von der Schwelle u berechnen. Abbildung 9. und Tabelle 2. geben die Re-sultate wider. Zwei Dinge sind dabei bemerkenswert: Zum einen zeigt es sich, dass dieWahl von u keinen so grossen Ein
uss, wie vielleicht nach der Berechnung von � und � er-wartet, auf die gesch�atzten Quantile hat. Dies ist sowohl bei der Standard-POT-Methodewie auch bei der POT-Methode f�ur station�are Zeitreihen der Fall. Der Quantilsch�atzerscheint also bei beiden Verfahren relativ robust gegen�uber Schwellenwechseln zu sein. Diezweite Beobachtung ist sehr interessant. Aus Abbildung 9. ist deutlich sichtbar, dass dieStandard-POT-Methode f�ur \kleinere" Quantile (95%, 97.5%) viel risikoaverser ist alsdie POT-Methode basierend auf den Clustermaxima. Falls man aber Quantile sch�atzenwill, die sehr nahe an 1 liegen, dann ver�andert sich das Bild drastisch. Dies zeigt, dassman bei der Quantilbestimmung sehr vorsichtig sein sollte und immer mehrere Verfahrenanwenden sollte. Will man sehr grosse Quantile sch�atzen, dann liefert die POT-Methodef�ur station�are Zeitreihen die konservativere Sch�atzung.
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Abb. 9. Sch�atzwerte bxp(u), f�ur grosse Werte von u. Die Sch�atzung basiert auf der POT-Methode, die gestrichelte Linie auf allen Daten (ohne Ber�ucksichtigung der Abh�angigkeit),die durchgezogene Linie auf den Clustermaxima. Da Quantile h�oherer Ordnung h�oher sind,gibt es f�ur sehr grosse Quantile ein gr�osseres Intervall m�oglicher Schwellenwerte (u > xpzu w�ahlen, ist nicht m�oglich).
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u 95% 97.5% 99% 99.9% 95% 97.5% 99% 99.9%0.0010 0.00170 0.00235 0.00339 0.00745 0.00118 0.00213 0.00353 0.008030.0015 0.00174 0.00240 0.00358 0.00773 0.00133 0.00210 0.00344 0.007940.0020 0.00239 0.00363 0.00785 0.00216 0.00360 0.007850.0025 0.00361 0.00796 0.00357 0.008260.0030 0.00362 0.00810 0.00348 0.008200.0035 0.00366 0.00813 0.00353 0.008380.0040 0.00823 0.008770.0045 0.00815 0.008620.0050 0.00817 0.008460.0055 0.00799 0.008010.0060 0.00779 0.00762Tab. 2. Sch�atzungen des 95%, 97.5%, 99% und 99.9% Quantils in Abh�angigkeit von u:Vergleich der Standard-POT-Methode (links) mit der POT-Methode mit abh�angiger Mo-dellierung (rechts).
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