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Kurzfassung

Diese Arbeit behandelt den Entwurf energiebasierter Lage- und Positionsfolgeregler fiir
einen Quadrocopter. Es werden neue Losungen fiir das vollstdndige und das reduzierte
Lageregelungsproblem eines Starrkorpers prasentiert, welche auf die spezifischen Anfor-
derungen des Quadrocopters zugeschnitten sind. Die entworfenen Regler priorisieren die
Schubrichtung, fithren durch gezielte Stellgrofensattigung zu schnellem Einschwingver-
halten und garantieren fast global asymptotische Stabilitiat. Zur Losung des Positions-
folgeproblems wird eine Kaskade aus iibergeordneter Positions- und untergeordneter
Lageregelung vorgeschlagen. In diesem Zusammenhang wird ein Stabilitdtskriterium
fiir eine Klasse nichtautonomer nichtlinearer Kaskadensysteme entwickelt. Simulatio-
nen und Flugversuche illustrieren die Leistungsfahigkeit der Anséatze.

Abstract

This thesis deals with the design of energy based attitude and position tracking con-
trollers for a quadrotor. New solutions to the complete and the reduced attitude control
problem of a rigid body are presented, which are tailored to the specific requirements
of the quadrotor. The developed controllers prioritize the thrust direction, lead to a
fast transient response by purposefully saturating the controls and guarantee almost
global asymptotic stability. To solve the position tracking problem a cascade consisting
of an outer loop position controller and an inner loop attitude controller is proposed.
In this context a stability result for a class of nonautonomous nonlinear cascade sys-
tems is developed. Simulations and flight experiments illustrate the performance of the
approaches.
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Kapitel 1

Einleitung

Den unbemannten Flugsystemen, die umgangssprachlich haufig als Drohnen bezeichnet
werden, wird unléngst eine bisher ungekannte mediale Aufmerksamkeit zuteil. Dabei be-
herrscht nicht mehr nur der zweifelhafte Einsatz militarischer Drohnen die Schlagzeilen,
sondern zunehmend riicken die zivilen Anwendungen in den Fokus der Berichterstat-
tung. Nicht zuletzt die Ankiindigung namhafter Logistikunternehmen und Versand-
héandler, ihre Pakete mittelfristig per Drohne ausliefern zu wollen, hat der Thematik
reichlich Aufmerksamkeit beschert [74, 110, 164]. Die Wochenzeitung Die Zeit wahnt
die Wirtschaft deshalb schon im ,,Im Drohnenfieber” [103], die Frankfurter Allgemeine
Zeitung titelt ,Doner-Drohne, Umweltwéchter oder Lebensretter [126], DER SPIEGEL
berichtet vom ,Drohnenballett* [153] und auch die Siiddeutsche Zeitung widmet sich
dem Spannungsfeld zwischen ,Lebensretter und Spion® [148]. Es wird geschatzt, dass
der globale Umsatz mit zivilen unbemannten Flugsystemen von derzeit etwa 100 Millio-
nen Dollar auf jahrlich 3.5 Milliarden Dollar bis zum Jahr 2017 anwachsen wird [103].
Verdient werden soll dieses Geld in den unterschiedlichsten Anwendungsbereichen. Ne-
ben neuen Dienstleistungen, die erst mit der Entwicklung unbemannter Flugsysteme
ermoglicht wurden, besteht fiir den Einsatz von Flugrobotern tiberall dort Potential,
wo kostenintensive bemannte Flugzeit giinstig ersetzt, oder Gefahr fiir Leib und Leben
vermieden werden kann. Bereits bestehende und angedachte Anwendungen umfassen
Felder wie Kartographie, geophysikalische, luftchemische und meteorologische Messun-
gen, Zivil- und Katastrophenschutz, Uberwachung, Luftbildarchiologie, Schadensbegut-
achtung und Inspektionsaufgaben an schwer zuganglichen Stellen, Gebaudevermessung
und Photogrammetrie, Luftaufnahmen fiir Film und Fernsehen sowie den Warentrans-
port [83]. Viele Hersteller erwarten, dass sich zunéchst die Landwirtschaft zum grofiten
Kunden fiir unbemannte Flugsysteme entwickeln wird. Dort werden sie bereits jetzt
unter anderem zum Ausbringen von Unkrautvernichtungsmitteln eingesetzt [148].

Wesentliche Triebfedern fiir die rasante Entwicklung der letzten Jahre waren zum
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einen die technologischen Fortschritte in den Bereichen des Leichtbaus, der Aerodyna-
mik, der Antriebs- und Energiespeichertechnik sowie der Mikroelektronik. Zum anderen
verhalfen neue Methoden der Flugfithrung und -regelung den unbemannten Flugsyste-
men zum Durchbruch [83]. Dabei gewinnt besonders die Systemklasse der Drehfliigler
zunehmend an Bedeutung. Wéhrend im Jahr 2010 noch vier Fiinftel der unbemannten
Flugsysteme Flichenflugzeuge waren, werden es bis 2017 zu vier Fiinfteln Hubschrauber
sein [126]. Der entscheidende Vorzug von Hubschraubern gegeniiber Flachenflugzeugen
besteht in deren Eigenschaft auch ohne Relativgeschwindigkeit Auftrieb erzeugen zu
konnen. Die damit verbundenen Féhigkeiten senkrecht zu starten und auf der Stelle
schweben zu kénnen sind fiir viele Anwendungsszenarien interessant, insbesondere wenn
ein Einsatz innerhalb von Gebduden oder in anderen beengten Umgebungen erwogen
wird.

Aus regelungstechnischer Sicht stellen Hubschrauber eine Herausforderung dar, da sie
im Gegensatz zu vielen Starrfliiglern eine instabile und stark verkoppelte nichtlineare
Flugdynamik besitzen [83, 145]. Dies gilt auch fiir den in Abbildung 1.1 dargestell-
ten Quadrocopter, einen vierrotorigen Drehfliigler in Kreuzkonfiguration, der aufgrund
seines simplen mechanischen Aufbaus und den damit einhergehenden vergleichsweise
niedrigen Anschaffungskosten weite Verbreitung im Bereich der unbemannten Flugsys-
teme gefunden hat. Insbesondere im wissenschaftlichen Umfeld dient der Quadrocopter
heute vielen Forschern als Experimentierplattform. Dabei sind speziell Fragestellun-
gen aus den unterschiedlichen Ebenen der Flugfithrung und -regelung ein aktives For-
schungsfeld, wie die Fille an Publikationen zu diesem Thema beweist (siehe hierzu
Abschnitt 2.2). Dieser Fachbereich profitiert durch die hohe Verfiigbarkeit von Quadro-
coptersystemen, was zu dem (aus Sicht des Regelungstechnikers) gliicklichen Umstand
gefithrt hat, dass am Quadrocopter nicht ausschlieSlich anwendungsgetrieben sondern

auch methodengetrieben geforscht werden kann. So konnte sich der Quadrocopter in

Abbildung 1.1: Ein Quadrocopter der Ascending Technologies GmbH.!

Thttp:/ /www.asctec.de/
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den letzten Jahren als attraktives Benchmarksystem fiir regelungstechnische Methoden
etablieren und bildet auch in dieser Arbeit den anwendungsbezogenen Rahmen fiir die

Betrachtung zweier grundsatzlicher regelungstheoretischer Problemstellungen.

1.1 Zielsetzung der Arbeit

Je nach eingesetztem Flugfithrungskonzept muss der Quadrocopter unterschiedlich au-
tonom agieren und benotigt entsprechende Regelungssysteme. Die rudimentérste Form
der Flugfithrung bildet die Fernfiihrung, bei der ein menschlicher Bediener das Flug-
gerat mittels Sichtkontakt und Funkfernsteuerung lenkt [83]. Aufgrund der instabilen
Dynamik des Quadrocopters ist selbst in diesem Fall eine regelungstechnische Unterstiit-
zung des Piloten zwingend erforderlich, welche mindestens die Drehraten, haufig sogar
die Fluglage und die Flughohe des Drehfliiglers stabilisiert. Mit zunehmender Automa-
tisierung der Fihrungsaufgabe muss die Flugregelung weitere Aufgaben tibernehmen.
Sogenannte Autopilotensysteme kontrollieren iiblicherweise die Geschwindigkeit und die
Hohe der bodenbezogenen Flugbahn. Von Flight Control Systems spricht man wieder-
um, wenn die gesamte nach Ort und Zeit vorgegebene Flughahn autonom eingeregelt
wird. Der hochste Grad der Autonomie ist erreicht, wenn auch die Flugwegplanung mit
allen Randbedingungen wie Verkehrs- und Wettersituation sowie Flugsicherungsvorga-
ben an das Flugregelungssystem abgegeben wird [16, 83].

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Entwicklung einer neuartigen energiebasierten
Flugregelung auf der Autonomieebene eines Flight Control Systems. Sie miindet in der
Synthese einer kaskadierten Trajektorienfolgeregelung fiir die Position des Quadrocop-
ters, wobei energiebasierte Entwurfsmethoden zum Einsatz kommen, die im nachfolgen-
den Abschnitt vorgestellt werden. Den Kern der Arbeit bilden jedoch zwei regelungs-
technische Problemstellungen, welche als Teilschritte auf dem Weg zum Gesamtregler
gelost werden miissen. Zum einen wird das Lageregelungsproblem fiir den Starrkérper
umfassend thematisiert und ein Regelungskonzept entwickelt, welches speziell auf die
dynamische Struktur des Quadrocopters zugeschnitten ist. Zum anderen werden Ergeb-
nisse zur Stabilitdtsanalyse nichtautonomer nichtlinearer Kaskadensysteme erarbeitet.

Um zu verstehen, wie sich die genannten Problemstellungen in den Kontext der Posi-
tionsfolgeregelung einordnen lassen, muss man sich zunachst der kaskadierten Struktur
der Quadrocopterdynamik bewusst werden. Diese Kaskadenstruktur resultiert maflgeb-
lich aus der Unteraktuiertheit des Flugsystems, also der Tatsache, dass lediglich vier
Rotordrehzahlen als Stellgroflen zur Verfiigung stehen, um die sechs Starrkorperfrei-

heitsgrade zu bedienen. Hieraus ergibt sich zwangslaufig, dass die drei rotatorischen
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Freiheitsgrade, die gewohnlich als Fluglage (kurz: Lage) oder Orientierung des Qua-
drocopters bezeichnet werden, und die drei translatorischen Freiheitsgrade, welche die
Position des Korpers angeben, nicht gleichzeitig und unabhédngig voneinander einge-
stellt werden konnen. Diese Tatsache wird anschaulich, wenn man sich bewusst macht,
dass die vier Stellgrofien als Drehmomente um die drei Starrkorperachsen sowie eine in
ihrer Richtung an die Koérperorientierung gebundene Schubkraft aufgefasst werden kon-
nen (vgl. Abbildung 2.2b, S. 24). Fiir die angestrebte Trajektorienfolgeregelung ergibt
sich hieraus, dass die Fluglage des Quadrocopters iiber die Stellmomente fortwahrend
so eingestellt werden muss, dass die resultierende Ausrichtung der Schubkraft dazu
geeignet ist, die Position in der gewtlinschten Weise zu kontrollieren. Die vorliegende
Systemstruktur legt deshalb intuitiv eine hierarchisch organisierte Regelung nahe, bei
der ein iibergeordneter Positionsregler eine geeignete Stellkraft ermittelt und ein unter-
geordneter unabhéngiger Lageregler dafiir sorgt, dass die erforderliche Schubkraftrich-
tung eingeregelt wird. Hierbei muss berticksichtigt werden, dass sich keine definierte
Schubkraftrichtung ableiten lasst, wenn der Positionsregler eine verschwindende Stell-
kraft kommandiert. Die Problematik, die mit einem verschwindenden Schubkommando
verbunden ist, stellt ein systemimmanentes Hindernis fiir den Entwurf einer Trajekto-
rienfolgeregelung fiir den Quadrocopter dar, welches unabhangig vom gewahlten Rege-
lungskonzept iiberwunden werden muss.

Da die Positionsfolgeaufgabe offensichtlich nur die Ausrichtung einer einzelnen Kor-
perachse, ndmlich der Schubrichtung, erfordert, besteht beziiglich der Fluglage noch
ein unspezifizierter Freiheitsgrad, der bei Bedarf zusatzlich vorgegeben werden kann.
Dieser Freiheitsgrad, der die Orientierung des Quadrocopters um seine Schubrichtung
beschreibt, wird im Folgenden als Heading bezeichnet. Ein weiteres Ziel dieser Arbeit
besteht darin eine Moglichkeit aufzuzeigen, wie eine Headingvorgabe sinnvoll in die Tra-
jektorienfolgeaufgabe integriert werden kann, wenn dies fiir die Mission erforderlich ist.
Umgekehrt wird aufgezeigt, wie das Heading nutzbringend aus der Regelungsaufgabe
ausgeklammert werden kann, wenn eine Vorgabe dieses Freiheitsgrads tiberfliissig ist.

Bedingt durch die in dieser Arbeit gewédhlte kaskadierte Herangehensweise an das
Trajektorienfolgeproblem, treten unter anderem zwei grundlegende regelungstheoreti-

sche Fragestellungen auf, die nicht nur im Kontext der Flugregelung bedeutsam sind:
1. Wie lésst sich eine vorgegebene konstante oder zeitvariante Solllage fiir einen Starr-
korper so einregeln, dass

o eine einzelne Korperachse klar priorisiert wird oder sogar ausschliefSlich be-

stimmend ist,



1.1 Zielsetzung der Arbeit

 die eingesetzten Stellmomente beschrankt bleiben,
o die Regelabweichung trotzdem moglichst schnell abklingt und

o der Einzugsbereich maximal wird?

2. Welche Voraussetzungen miissen die Teilsysteme einer bestimmten Klasse nicht-
linearer, nichtautonomer, kaskadierter Systeme erfiillen, sodass die Nullruhelage

der Kaskade nachweislich asymptotisch stabil ist?

Wesentliche Beitrige dieser Arbeit entstammen der ausfithrlichen Betrachtung und Be-
antwortung dieser allgemeinen regelungstheoretischen Probleme am Beispiel des Qua-
drocopters und nehmen einen Grofiteil der Abhandlungen in Anspruch.

Die erste Fragestellung betrifft das weite Feld der Lageregelung eines Starrkorpers,
welches in zahlreichen Luft- und Raumfahrtanwendungen, im Bereich der Unterwasser-
fahrzeuge sowie generell in der Robotik von groBer Relevanz ist [8]. Motiviert durch
die herausragende Bedeutung der Schubrichtung des Quadrocopters, liegt eine Beson-
derheit der formulierten Fragestellung in der priorisierten Ausrichtung einer einzelnen
Starrkorperachse. In diesem Zusammenhang wird im Folgenden zwischen reduzierter
und vollstindiger Lageregelung unterschieden. Wéhrend eine reduzierte Lageregelung
ausschlieflich fiir die Ausrichtung einer einzelnen Korperachse sorgt und den Drehfrei-
heitsgrad um diese Achse unberiicksichtigt lésst, garantiert eine vollstandige Lagerege-
lung stets die Ausrichtung der gesamten Korperorientierung [46]. Die Forderung nach
beschranktem Stellgrofeneinsatz bei schnellem Einschwingverhalten riickt die Frage-
stellung dartiber hinaus in den Kontext der zeitoptimalen Regelung. Weiterhin erfordert
der formulierte Anspruch auf einen maximalen Einzugsbereich eine globale Betrachtung
des Problems und damit die Berticksichtigung der nichttrivialen geometrischen Eigen-
schaften, die der Zustandsraum der Lage aufweist. Der natiirliche Konfigurationsraum
der Starrkorperorientierung ist die Menge der 3 x 3 Rotationsmatrizen, die auch als
spezielle orthogonale Gruppe SO(3) bezeichnet wird. Dieser Raum unterscheidet sich
in seinen Eigenschaften von den gewohnten Euklidischen Réumen [46]. Insbesondere
ist er nicht kontraktiv, was zur Folge hat, dass es unmoglich ist eine gewiinschte La-
ge mit einer kontinuierlichen zeitinvarianten Zustandsriickfithrung global asymptotisch
zu stabilisieren [15, 46, 99, 172, 152]. Im Kontext der Lageregelung motiviert diese
Tatsache die Ablosung des Konzepts der global asymptotischen Stabilitat durch das in
Abschnitt 1.3 vorgestellte Konzept der fast global asymptotischen Stabilitit als zuléssige
Maximalanforderung an eine Ruhelage.

Die zweite Fragestellung resultiert unmittelbar aus der gewéhlten hierarchischen Reg-

lerstruktur, bei der Positions- und Lageregler getrennt und unabhéngig voneinander
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entworfen werden. Es ergibt sich ein geschlossener Gesamtregelkreis, der sich als nicht-
lineare nichtautonome Kaskade bestehend aus einer autonomen Lagefehlerdynamik und
einer nachgelagerten, sprich vom Lagefehler abhéngigen, Positionsfehlerdynamik dar-
stellen lasst. Da beim Entwurf des Positionsregelkreises die Kopplung des Lagefehlers
in die Positionsfehlerdynamik unberticksichtigt bleibt, stellt sich die Frage, ob der an-
gestrebte Arbeitspunkt tatsdchlich eine asymptotisch stabile Ruhelage des gekoppelten
Gesamtsystems ist. Anders als bei linearen Kaskaden leiten sich die Stabilitatseigen-
schaften nichtlinearer (zumal nichtautonomer) Kaskaden nicht unmittelbar aus den
Stabilitétseigenschaften der ungekoppelten Teilsysteme ab [112]. Folglich ist es von In-
teresse welche weiteren Anforderungen an die Teilsysteme zu stellen sind, damit auf
asymptotische Stabilitdt des angestrebten Arbeitspunkts geschlossen werden kann. Da
der Entwurf kaskadierter Regelungen weit verbreitet ist und sich dariiber hinaus auch
viele anders strukturierte Regelkreise als Kaskaden auffassen lassen [111], besitzt die
Stabilitatsanalyse nichtlinearer kaskadierter Systeme grundsétzliche regelungstheoreti-
sche Bedeutung.

Ungeachtet der weitgehend theoretischen Ausrichtung der Arbeit, soll auch dem an-
wendungsbezogenen Aspekt hinreichend Rechnung getragen werden. Erklartes Ziel der
Arbeit ist es deshalb, die Funktionstiichtigkeit der entwickelten Trajektorienfolgerege-

lung nicht nur simulativ, sondern auch in realen Flugversuchen nachzuweisen.

1.2 Energiebasierte Regelung

Samtliche (Teil-)Regler, die in dieser Arbeit entworfen werden, basieren auf Energiebe-
trachtungen. Dabei erfolgt der Entwurf so, dass dem geschlossenen Regelkreis zunéchst
eine kiinstlich geformte Energiefunktion V' aufgeprigt wird, die ihr einziges und globa-
les Minimum am gewiinschten Arbeitspunkt des Systems aufweist. Im Anschluss daran
wird gezielt Dampfung in das System eingebracht, um tiber die Dissipation zu gewéhr-
leisten, dass die Energie stets abnimmt und der Zustand dem gewiinschten Arbeitspunkt
entgegen strebt. Dieses Vorgehen wird in der vorliegenden Arbeit als energiebasierte
Regelung bezeichnet und wird im Englischen unter den Begriffen energy shaping und
damping assignment zusammengefasst [135, 136]. Streng genommen gehort dieser Re-
gelungsansatz zu den passivititsbasierten Regelungen, wie sie beispielsweise in [135, 156]
ausfithrlich prasentiert werden. Fir die Reglersynthese, wie sie in dieser Arbeit vorge-
nommen wird, ist es jedoch nicht erforderlich den Begriff der Passivitat detailliert ein-
zufithren. Besonders leicht lasst sich das Entwurfsverfahren auf vollaktuierte Systeme

anwenden, fiir die es erstmals von Takegaki und Arimoto [161] im Zusammenhang mit
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vollaktuierten Robotersystemen vorgestellt wurde. Der herausragende Vorteil des ener-
giebasierten Regelungsansatzes liegt in der direkten physikalischen Interpretierbarkeit
des Stelleingriffs. Diese Eigenschaft ist nicht nur unter dsthetischen Gesichtspunkten ge-
fallig, sondern erméglicht erst eine systematische Parametrierung der Regelung. Damit
wird ein Entwurfsschritt erleichtert, der sich bei anderen nichtlinearen Regelungskon-
zepten haufig intransparent gestaltet [135].

Obwohl der Quadrocopter als Ganzes ein unteraktuiertes System darstellt, kann durch
eine Kaskadierung der Regelung in Positions- und Lageteil erreicht werden, dass der
Entwurf der Teilregler ausschliefllich fiir (z.T. virtuelle) vollaktuierte Regelstrecken er-
folgt. Diese Regelstrecken leiten sich aus dem translatorischen oder rotatorischen Teil

einer Starrkérperdynamik ab und besitzen die allgemeine Struktur

£=S(¢v (1.1a)
My =-Dv)v+G(&v)v+u, (1.1b)

wobei & € M einen Positions- oder Lagezustand, v € R? die zugehorige Geschwindig-
keit oder Drehrate und u € R? die Stellkraft bzw. das Stellmoment bezeichnet. Im
translatorischen Fall entspricht die glatte Mannigfaltigkeit M, auf der die Zustandsva-
riable & lebt, dem dreidimensionalen Euklidischen Raum M = R3. Im rotatorischen Fall
gilt je nach erforderlicher Modellierungstiefe (vollstandig oder reduziert) dim(M) = n,
n € {2,3} und abhéngig von der gewdhlten Lageparametrierung M < RP, wobei p > n.
Die positiv definite? Matrix M > 0 charakterisiert eine Masse bzw. einen Tréagheitsten-
sor und die positiv semidefinite Matrix D(v) > 0 bestimmt die Dampfung im System.
Die nichtsinguldre Matrix S(&), deren Spalten an jedem Punkt den Tangentialraum von
M aufspannen, sowie die schiefsymmetrische Matrix G(&,v) = -G(&,v)T treten nur
fiir rotatorische Systeme explizit in Erscheinung. Im translatorischen Fall gilt S(§) = I,
wobei I3 die 3 x 3-Einheitsmatrix bezeichnet, und G(&,v) = 0.

Méchte man einen Arbeitspunkt (&,v) = (£,,0) des Systems (1.1) mit einer ener-
giebasierten Regelung asymptotisch stabilisieren, so formt man zunéchst eine Energie-

funktion

1

V(&) = Erin(V) + Epor (01(€); -+, 04(£)) = 5v "My + Byt (61(€), -, 04(£)) , (1.2)

welche die kinetische Energie des Systems Ej;,, um ein kiinstliches Potential F,,; erwei-

tert. Eine geeignete Potentialfunktion £, ist dabei so beschaffen, dass sie auf M stetig

’Im Rahmen dieser Arbeit wird ohne gesonderte Erwdhnung davon ausgegangen, dass positiv
(semi)definite Matrizen stets auch symmetrisch sind.
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differenzierbar ist und ihr einziges und globales Minimum FE,, = 0 an der Stelle § = &,
besitzt. Somit wird auch der Gesamtenergiefunktion V' ihr einziges und globales Mini-
mum V' =0 bei (§,v) = (§,,0) zugewiesen. Oft wird man E,,; nicht direkt als Funktion
von &, sondern iiber einen Zwischenschritt in Abhéngigkeit eines oder mehrerer Feh-
lermaBe ¢;, i € {1,...,q}, konstruieren, um ggf. bestimmte Aspekte der Abweichung
zwischen & und &, zu betonen. Als einfaches Beispiel fiir ein solches Fehlermaf sei hier
die Euklidische Norm ¢(&) = |€ - €, angefiihrt. Das gesuchte Regelgesetz, welches
dem geschlossenen Regelkreis die geformte Energiefunktion (1.2) aufprigt, erschliefit
sich unmittelbar aus der Betrachtung ihrer zeitlichen Ableitung. Mit (1.1) und unter

Ausnutzung der Schiefsymmetrie von G(&,v) ergibt sich

. kO, 061\ - OF
T . ‘pot 7 _ _,T T ‘pot
V=v MVJF(ZZ;—@@ —8£)§ vIDw)rv+v u+—8£ S¢)v.
—_—
_FT

pot

Hierin ist Fpp = —(9Frotfoe - S(€))T das Potentialfeld, welches durch das entworfene
Potential auf M induziert wird. Es entspricht der negativen Ableitung von E,, auf der

Mannigfaltigkeit M. Wéhlt man nun die Zustandsriickfithrung

u:Fpot(g)_Du(Evy)V ) (13)

welche das Potentialfeld F,,; tiber die Stellgrofie realisiert und zusétzlich einen Damp-

fungsterm -D, (&, v)v mit D, (&€,v) > 0 einbringt, so ergibt sich
V(¢ v)=-v" (D) +D,(&v)v<0.

V' ist somit eine Lyapunovfunktion des durch (1.1) und (1.3) definierten geschlosse-
nen Regelkreises und es folgt unmittelbar die Stabilitét von (€,,0) [95, Theorem 4.1].
Um asymptotische Stabilitat nachzuweisen, kann das Invarianzprinzip von LaSalle [95,
Theorem 4.4] herangezogen werden. Demnach streben alle Losungen, die in einer kom-
pakten unteren Niveaumenge A" = {(&,v) |V (&,v) <V} von V starten, gegen die grofite
invariante Teilmenge Z von £ = {(&,v) | (€,v) e N,V (&,v) = 0}. Die Menge T beinhaltet
alle in N gelegenen Ruhelagen sowie alle weiteren moglicherweise enthaltenen Losungen
des Systems, entlang derer V = 0 gilt. Lésst sich durch verkleinern der Konstante V
die untere Niveaumenge N so einschniiren, dass Z ausschliefllich die angestrebte Ruhe-
lage (&,,0) enthélt, so ist der Arbeitspunkt asymptotisch stabil und eine konservative

Abschatzung seines Einzugsbereiches ist durch A gegeben.
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Besonders einfach gestaltet sich der Nachweis asymptotischer Stabilitat, wenn fiir alle
(&,v) e N gilt, dass (D(v) + D, (&,v)) >0 ist. In diesem Fall ist £ = {(&,v)]|(&,v) €
N,v = 0}. Die darin enthaltene grofite invariante Menge Z umfasst somit alle Punkte
in denen auch © = 0 gilt und ist folglich dquivalent mit der Menge der in £ enthaltenen
Ruhelagen. Setzt man das Regelgesetz (1.3) und v = 0 in (1.1b) ein, so erkennt man,
dass alle Ruhelagen dadurch gekennzeichnet sind, dass in ihnen das Potentialfeld F,,
verschwindet. An diesen Punkten ist folglich die Ableitung von E,, auf der Mannig-
faltigkeit M gleich Null. Da E,, ein isoliertes Minimum bei § = &, besitzt, ist es nun
immer méglich V so klein zu wéhlen, dass, abgesehen vom angestrebten Arbeitspunkt
(€,,0), keine weiteren Ruhelagen in N enthalten sind und es folgt die asymptotische
Stabilitét.

1.3 Fast global asymptotische Stabilitat

In der Regel ist man nicht nur daran interessiert einen Arbeitspunkt asymptotisch zu
stabilisieren, sondern man mochte ihn gleichzeitig mit einem moglichst grofien Einzugs-
bereich ausstatten. Besonders erstrebenswert ist deshalb der Fall, in dem global asymp-
totische Stabilitéit erzielt werden kann und der Einzugsbereich somit den gesamten Zu-
standsraum umfasst. Selbst wenn man davon ausgeht, dass ein System asymptotische
Stabilisierung eines Arbeitspunkts zulésst, stellt die Forderung nach global asymptoti-
scher Stabilitéit einen Anspruch dar, der sicher nicht fiir beliebige Systeme erfiillt werden
kann. Insbesondere kann allein die Topologie des Zustandsraums so geartet sein, dass
global asymptotische Stabilitéat fiir Systeme mit kontinuierlichem Vektorfeld grundsétz-
lich ausgeschlossen ist, zum Beispiel weil weitere (unerwiinschte) Ruhelagen auftreten
miissen [15, 98, 152]. Dies betrifft speziell alle nicht kontraktiven Mannigfaltigkeiten,
wie sie als Zustandsraum fiir simtliche mechanische Systeme mit mindestens einem
unbeschriankten Rotationsfreiheitsgrad in Erscheinung treten [15]. Fiir solche Systeme
kann als Maximalanforderung an die Stelle der global asymptotischen Stabilitéit eine aus
Ingenieurssicht gleichwertige Stabilitatseigenschaft treten, die fast global asymptotische
Stabilitdt.® Tst ein Arbeitspunkt fast global asymptotisch stabil, so umfasst sein Ein-
zugsbereich den gesamten Zustandsraum abgesehen von einer vernachlassigbar kleinen
Menge. Vernachlassigbar klein bedeutet in diesem Zusammenhang, dass die Menge ein
Lebesgue-Mafl von Null besitzt. Eine solche Situation liegt beispielsweise vor, wenn &,
eine asymptotisch stabile Ruhelage im R3 ist und ihr Einzugbereich den gesamten Zu-

standsraum mit Ausnahme einer eindimensionalen Kurve oder einer zweidimensionalen

3Hiufig wird der Begriff fast globale Stabilitit (engl. almost global stability) synonym verwendet.
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Flache umfasst. Die Menge, die nicht im Einzugsbereich des Arbeitspunkts enthalten
ist, muss also salopp gesagt von niedrigerer Dimension sein als der Zustandsraum selbst.

Unter den Ersten, die den Stabilitdtsbegriff der fast global asymptotischen Stabi-
litdt im Zusammenhang mit Lageregelungsproblemen gepragt haben, war Koditschek
(98, 99]. Der Begriff wurde spéter u. a. von Angeli [9] aufgegriffen und von Rantzer [142]
in einem dualen Ergebnis zur Lyapunovtheorie in den Zusammenhang mit der Existenz
bestimmter Dichtefunktionen gesetzt. Neben den Folgepublikationen der genannten Au-
toren [10, 11, 144, 141, 143] lieferten auch die Veroffentlichungen von Monzén u. a.
[130, 133, 131, 134, 132] Beitrage zur Anwendung und Erweiterung der Theorie. Die
vorliegende Arbeit bedient sich der formalen Definition fast global asymptotischer Sta-
bilitat wie sie von Monzén in [132] gegeben wird. Dabei wird im Folgenden die Existenz
und Eindeutigkeit der Losungen der dynamischen Systeme sowie deren stetige Abhén-

gigkeit von den Anfangswerten vorausgesetzt.

Definition 1.1 (Fast global asymptotische Stabilitit [132]) Fine Ruhelage €, ei-
nes dynamischen Systems € = £(&) ist fast global asymptotisch stabil, wenn fast alle Tra-
jektorien gegen &, konvergieren. Dies bedeutet, dass die Menge der Punkte, die nicht

im Einzugsbereich von &, liegt, ein Lebesgque-Mafl von Null besitzt.

In bestimmten Sonderfillen ist das folgende Theorem anwendbar. Es formuliert ent-
sprechend der Vorgehensweise, die in [132] auf sinusférmig gekoppelte Oszillatoren an-
gewendet wird, hinreichende Bedingungen fiir das Vorliegen fast global asymptotischer
Stabilitat.

Theorem 1.1 ([132]) Sei € = f(€) ein dynamisches System mit mehreren Ruhelagen.
Eine Ruhelage &, des Systems ist fast global asymptotisch stabil, wenn

1. samtliche Losungen des Systems beschrankt sind und fir t — oo gegen eine der

Ruhelagen streben,
2. &, asymptotisch stabil ist

3. und alle weiteren Ruhelagen instabil sind, wobei dies durch einen Figenwert des

linearisierten Systems in der offenen rechten Halbebene nachweisbar ist.

Sind alle Bedingungen aus Theorem 1.1 erfiillt, so streben fast alle Losungen des Systems
gegen die Ruhelage &,;. Die Menge an Trajektorien die nicht gegen &, strebt ist gegeben

durch die instabilen Ruhelagen selbst sowie deren invariante stabile Mannigfaltigkeiten.

4Ggf. kénnen noch Zentrumsmannigfaltigkeiten hinzutreten.
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Wie man intuitiv erwartet, sind diese ,,Einzugsbereiche“ der instabilen Ruhelagen von

niedrigerer Dimension als der Zustandsraum selbst und besitzen somit ein Lebesgue-
Mafl von Null [102, Appendix BJ.

1.4 Beitrag der Arbeit

Entsprechend der Zielsetzung, die in Abschnitt 1.1 beschrieben wurde, befasst sich die-
se Arbeit mit dem Entwurf eines nichtlinearen Trajektorienfolgereglers fiir die Position
eines Quadrocopters. Das Regelungskonzept soll es gestatten den Headingfreiheitsgrad
wahlweise in die Trajektorienfolgeaufgabe einzubinden oder vollstandig unberiicksich-
tigt zu lassen. Im Fokus der Arbeit stehen zwei regelungstechnische Problemstellungen,
deren Losung Teilschritte auf dem Weg zum kaskadierten Gesamtregler darstellen, die
aber auch auflerhalb des hier priasentierten Kontextes bedeutsam sind. Zum einen wird
die Lageregelung starrer Korper unter den in Abschnitt 1.1 beschriebenen Randbedin-
gungen betrachtet und zum anderen werden Ergebnisse zur Stabilitatsanalyse nichtau-
tonomer nichtlinearer Kaskadensysteme erarbeitet. Flugversuche, welche die Leistungs-
fahigkeit des Gesamtreglers nachweisen, runden den Entwurf des Trajektorienfolgereg-

lers ab. Im Einzelnen lassen sich die Beitrdage dieser Arbeit wie folgt zusammenfassen:

» Eine neuartige reduzierte Lageregelung (Kapitel 3): Obwohl fiir die trans-
latorische Bewegung des Quadrocopters ausschliellich die Schubrichtung bedeut-
sam ist, finden sich so gut wie keine Arbeiten zur reduzierten Lageregelung dieses
Flugsystems. Die vorliegende Arbeit présentiert eine reduzierte Lageregelung fiir
den Quadrocopter, welche ausschlieflich die Schubrichtung ausrichtet und damit
eine unndtige Vorgabe des Headings vermeidet. Die Regelung kombiniert dariiber
hinaus eine Reihe vorteilhafter Eigenschaften auf neuartige Weise. Durch eine ent-
sprechende Gestaltung des Potentials und der Dampfung erméglicht die energie-
basierte Entwurfsmethodik eine effektive Beschrinkung der Stellmomente. Gleich-
zeitig liegt der Fokus der Regelung auf einem moglichst schnellen Einschwingvor-
gang. Dies wird wesentlich durch eine von der zeitoptimalen Regelung inspirierte
Dampfungsstrategie ermoglicht, welche zielfiihrende Bewegungen gewahren lasst
und unerwiinschte Bewegungen unterbindet. Dariiber hinaus ist die Regelung im
Falle konstanter Sollschubrichtungen robust gegeniiber unbekannten Trégheitsten-
soren und imstande das Stellmoment gezielt zu sdttigen. Es wird nachgewiesen,
dass der entworfene Regler die angestrebte Schubrichtung fast global asymptotisch

stabilisiert und damit den groftmoglichen Einzugbereich gewéhrleistet.
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« Eine vollstindige Lageregelung mit Priorisierung der Schubrichtung

(Kapitel 4): Um neben der Schubrichtung auch eine Headingvorgabe einregeln
zu konnen, wird eine vollstandige Lageregelung benotigt. Die beiden Teilaspekte
der Regelungsaufgabe sollten allerdings nicht gleichwertig behandelt werden, denn
im Gegensatz zum Heading besitzt die Schubrichtung durch ihren Einfluss auf das
translatorische Verhalten des Quadrocopters sicherheitskritische Bedeutung. In
dieser Arbeit wird deshalb eine neuartige vollstdndige Lageregelung présentiert,
welche als konsequente Weiterentwicklung der reduzierten Lageregelung die Schub-
richtung klar priorisiert. Dabei bleiben alle glinstigen Eigenschaften hinsichtlich
beschrankter Stellmomente, schnellem Einschwingverhalten, Robustheit gegeniiber
Tragheitsunsicherheiten, sdttigendem Stellgroffeneinsatz und fast global asympto-
tischer Stabilitdt uneingeschrankt erhalten. Die Synthese des Regelgesetzes wird

entscheidend von einer unkonventionellen Aufspaltung des Lagefehlers getragen.

Ein Stabilitatskriterium fiir eine Klasse nichtautonomer, nichtlinearer
kaskadierter Systeme (Kapitel 5): Lost man das Trajektorienfolgeproblem fiir
die Position des Quadrocopters mit Hilfe eines hierarchisch strukturierten Reglers
aus iibergeordneter Positions- und untergeordneter Lageregelung, so resultiert un-
abhéngig von den gewahlten Entwurfsmethoden eine nichtautonome, nichtlineare
kaskadierte Fehlerdynamik mit einer charakteristischen Struktur. Die Stabilitats-
analyse solcher Systeme ist keineswegs trivial, insbesondere gehen die Stabilitéts-
eigenschaften nicht direkt aus denen der ungekoppelten Teilsysteme der Kaskade
hervor. Die existierenden Arbeiten zur Stabilitidtsanalyse kaskadierter Systeme,
decken die vorliegende Systemklasse nicht unmittelbar ab, weshalb die Ergebnisse
in der vorliegenden Arbeit entsprechend erweitert werden. Es resultiert ein hinrei-
chendes Kriterium fir die asymptotische Stabilitat der Nullruhelage einer Klasse

nichtautonomer, nichtlinearer kaskadierter Systeme.

Eine neuartige kaskadierte Trajektorienfolgeregelung fiir die Position
und das Heading (Kapitel 5): Die entworfenen Lageregelungen lassen sich
mit einem iibergeordneten Positionsregler zu einer kaskadierten Regelungsstruk-
tur komplettieren, die das Positionsfolgeproblem fiir den Quadrocopter 16st. Eine
Headingvorgabe kann in das Trajektorienfolgeproblem integriert werden, wenn
der vollstandige Lageregler eingebunden wird. Mit Blick auf methodische Strin-
genz werden in der vorliegenden Arbeit erneut energiebasierte Entwurfsverfahren
herangezogen, um einen geeigneten Positionsregler zu synthetisieren. Die resultie-

rende Regelung erlaubt eine wirkungsvolle Beschrankung der angeforderten (vir-
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tuellen) Stellkrifte, die sich in mehrfacher Hinsicht positiv auswirkt. Der ange-
forderte Schubkraftbetrag kann auf Werte grofier Null begrenzt werden, wodurch
sich stets eine wohldefinierte Sollschubrichtung fiir die Lageregelung ableiten lasst.
Hierdurch wird ein systemimmanentes Hindernis fiir die Positionsfolgeregelung am
Quadrocopter effektiv umgangen. Weiterhin lasst sich die kommandierte Schub-
kraftrichtung in einem Kegel eindimmen und damit der mazimale Kippwinkel
vorherbestimmen, der potenziell an die Lageregelung kommandiert wird. Diese
Eigenschaften stellen bemerkenswerte Unterschiede zu den meisten Regelungsver-
fahren dar, die bisher auf den Quadrocopter angewendet wurden. Mit Hilfe des
erarbeiteten Kriteriums fiir die Stabilitdt der vorliegenden Klasse kaskadierter
Systeme wird fast global asymptotische Stabilitat der Zieltrajektorie nachgewiesen.
Die Funktionstiichtigkeit des kaskadierten Gesamtreglers wird durch ezperimen-

telle Flugversuche belegt.

Im Rahmen dieser Arbeit entstanden diverse Publikationen, die unterschiedliche Teil-

aspekte der hier prasentierten Inhalte thematisieren:

[73]

[69]

[61]

FriTscH, O. ; TROMBA, D. ; LOHMANN, B.: Cascaded energy based trajectory

tracking control of a quadrotor. In: at - Automatisierungstechnik 62 (2014), Nr.
6, S. 408-422

FriTscH, O.: Energy based attitude tracking control for a quadrotor helicopter
prioritizing the thrust direction / Technische Universitdt Munchen. 2013. — For-
schungsbericht. — https://mediatum.ub.tum.de/node?id=1160783

FriTscH, O. ; HENZE, B. ; LOHMANN, B.: Fast and saturating attitude control

for a quadrotor helicopter. In: Proceedings of the European Control Conference,
2013

FriTscH, O.: Fast tracking control for the thrust direction of a quadrotor helico-
pter. In: ROPPENECKER, G. (Hrsg.) ; LOHMANN, B. (Hrsg.): Methoden und An-
wendungen der Regelungstechnik, Erlangen-Minchener Workshops 2011 und 2012.
Aachen : Shaker, 2013, S. 33-47. — https://mediatum.ub.tum.de/node?id=1160829

FaLconi, G. ; FriTscH, O. ; LOHMANN, B. ; HOLZAPFEL, F.: Admissible thrust

control laws for quadrotor position tracking. In: Proceedings of the American
Control Conference, 2013
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[72] FriTSCH, O. ; HENZE, B. ; LOHMANN, B.: Fast and saturating thrust direction

control for a quadrotor helicopter. In: at - Automatisierungstechnik 61 (2013), Nr.
3, 5. 172-182

[70] FriTSCH, O. ; DE MONTE, P. ; BuHL, M. ; LOHMANN, B.: Quasi-static feed-
back linearization for the translational dynamics of a quadrotor helicopter. In:

Proceedings of the American Control Conference, 2012

[29] BUHL, M. ; FRITSCH, O. ; LOHMANN, B.: Exakte Ein-/Ausgangslinearisierung fiir

die translatorische Dynamik eines Quadrocopters. In: at - Automatisierungstechnik
59 (2011), Nr. 6, S. 374-381

1.5 Aufbau der Arbeit

Es wurde versucht die Arbeit so zu strukturieren, dass sich eine logische und fiir die
Préasentation der Inhalte zutriagliche Ordnung ergibt. Generell wurde eine Gliederung
vom Einfachen hin zum Komplexen vorgenommen und wo immer moglich eine gleich-
bleibende Kapitelstruktur aufrechterhalten. Speziell im Lageregelungsteil wurde viel
Wert auf geometrische Anschaulichkeit gelegt, um die Verstédndlichkeit der teils kom-
plexen Zusammenhénge zu fordern. Die Inhalte der Arbeit verteilen sich wie folgt auf
die nachfolgenden Kapitel:

Der erste Teil des Kapitels 2 beschéftigt sich mit der dynamischen Modellbildung
des Quadrocopters. Hierzu werden zunéchst wichtige Schreibweisen eingefiihrt und al-
le erforderlichen Koordinatensysteme definiert. Es folgt die Herleitung eines statischen
Antriebsmodells und darauf aufbauend die Einftihrung der dynamischen Starrkoérper-
gleichungen, welche das Streckenmodell fiir den Reglerentwurf bilden. Der zweite Teil
des Kapitels prasentiert den Stand der Technik beziiglich Lage- und Positionsfolgerege-
lung am Quadrocopter.

Kapitel 3 befasst sich mit der reduzierten Lageregelung des Quadrocopters, also dem
Einregeln einer gewiinschten Schubkraftrichtung. Nach der Herleitung der allgemeinen
Folgedynamik wird zunéchst der Sonderfall der Festwertregelung betrachtet, bei dem
eine konstante Wunschrichtung vorliegt. Die energiebasierte Reglersynthese gliedert sich
in die Gestaltung eines geeigneten Potentials und den Entwurf einer zweckméafligen
Dampfungsstrategie. Es folgt eine detaillierte Analyse der Stabilitétseigenschaften, die
mit dem Nachweis fast global asymptotischer Stabilitat der Sollschubrichtung schlief3t.
Im Anschluss wird das erarbeitete Regelungskonzept auf den Folgefall verallgemeinert

und die Funktionsweise des Reglers in Simulationen analysiert.
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Die vollstdndige Lageregelung mit Priorisierung der Schubrichtung ist Inhalt des Ka-
pitels 4. Es beginnt mit der Herleitung der Folgedynamik und der Einfiihrung einer
elementaren Aufspaltung des Lagefehlers. Diese Zerlegung der Fehlerrotation, bringt
eine niitzliche alternative Zustandsdarstellung hervor und bildet damit die Grundlage
des Regelungsentwurfs. Der Rest des Kapitels ist analog zu Kapitel 3 strukturiert. Nach
dem Reglerentwurf fiir den Festwertfall und der anschlieBenden Stabilitdtsanalyse folgt
die Verallgemeinerung zum Folgeregler und die Analyse von Simulationsstudien.

Kapitel 5 ist dem Trajektorienfolgeproblem fiir die Position und das Heading des Qua-
drocopters gewidmet. Zu Beginn wird die Frage nach einer sinnvollen Moglichkeit zur
Spezifikation des Headingfreiheitsgrads beantwortet. Ausgehend von der Annahme, dass
eine kaskadierte Gesamtregelung aus einem iibergeordneten Positionsregler und einem
untergeordneten Lageregler zum Einsatz kommt, wird im Anschluss die Gesamtfolge-
fehlerdynamik hergeleitet. Diese erweist sich als nichtautonome nichtlineare Kaskade,
deren Nullruhelage stabilisiert werden muss. Fiir die vorliegende Klasse kaskadierter
Systeme wird dann ein hinreichendes Kriterium erarbeitet, welches asymptotische Sta-
bilitdt der Zielruhelage garantiert. Es folgt der Entwurf eines energiebasierten Positi-
onsreglers, der mit dem vollstandigen Lageregler aus Kapitel 4 zu einem kaskadierten
Gesamtregler zusammengeschlossen wird. In diesem Zusammenhang wird auch ein bis-
lang unerwahnter Entwurfsfreiheitsgrad behandelt, welcher bestimmt wie der Betrag
des virtuellen Schubkraftkommandos aus dem Positionsregler in einen realen Schub-
kraftbetrag tibersetzt wird. Fiir den resultierenden kaskadierten Gesamtregler wird mit
Hilfe des zuvor hergeleiteten Stabilitdtskriteriums fast global asymptotische Stabilitat
der Zieltrajektorie nachgewiesen. Abschliefend werden Ergebnisse aus Flugversuchen
prasentiert, welche die Funktionstiichtigkeit der Regelung belegen.

Ein Restimee der Arbeit wird in Kapitel 6 gezogen. Dariiber hinaus werden weiterfiih-
rende Forschungsthemen angeregt, die sich aus den Ergebnissen dieser Arbeit ableiten.
Der Anhang A vereint schliellich einige Herleitungen und Beweise, die dorthin verscho-

ben wurden, um den Fluss der Arbeit nicht zu unterbrechen.
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Kapitel 2

Der Quadrocopter

Ein Quadrocopter ist ein besonders agiles unbemanntes Flugsystem, welches als Dreh-
fliigler zusétzlich die Fahigkeit zum Schwebeflug mitbringt. Wie man Abbildung 2.1
entnehmen kann, besteht er im Wesentlichen aus einem kreuzférmigen starren Rahmen,
an dessen vier Enden je ein Rotor angeordnet ist. Alle vier Rotoren liegen dabei in einer
gemeinsamen Ebene, parallel zu der des Rahmens. Im Unterschied zu herkémmlichen
Helikoptern mit nur einem Hauptrotor konnen bei dieser Rotorkonfiguration starre Ro-
toren mit konstantem Anstellwinkel der Bléatter zum Einsatz kommen. Komplizierte
Mechanismen, wie die Taumelscheibe, die bei gewohnlichen Hubschraubern benotigt
wird, um iiber eine zyklische Verstellung der Blattneigung den Schubvektor zu schwen-
ken, konnen damit entfallen [16]. Dies fithrt zu einem sehr einfachen mechanischen
Aufbau, bei dem der Stelleingriff allein tiber die differentielle Ansteuerung der vier
Motoren erfolgt. Durch gezielte Drehzahlvariation der paarweise entgegengesetzt dre-
henden Rotoren konnen beliebige Momente zum Einstellen der Fluglage und eine in
ihrer Ausrichtung an die Fluglage gekoppelte Schubkraft erzeugt werden. Da lediglich
vier Stellgroflen zur Verfiigung stehen, um die sechs Starrkoérperfreiheitsgrade des Qua-
drocopters zu bedienen, handelt es sich um ein unteraktuiertes System. Aufgrund des
symmetrischen Aufbaus liegt ein weiterer Vorteil des Quadrocopters gegeniiber her-
kéommlichen Hubschrauber- oder Starrfliiglersystemen in seinen weitgehend isotropen
Flugeigenschaften. Allerdings ist der Quadrocopter ein Fluggeréit mit einer instabilen
nichtlinearen Dynamik, welches selbst im ferngesteuerten Flug nicht ohne die Unterstiit-
zung von Regelungssystemen zur Stabilisierung beherrscht werden kann. Ublicherweise
ist mindestens eine Lage- oder Drehratenregelung vorhanden, die den Piloten unter-
stiitzt. Dieser Umstand hat u. a. dazu beigetragen, dass sich der Quadrocopter in den
letzten Jahren zu einer beliebten Experimentierplattform im Bereich der Regelungs-
technik entwickelt hat.

Typische Quadrocopter, wie sie zur Erforschung und Erprobung von Regelalgorith-
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Kapitel 2 Der Quadrocopter

Abbildung 2.1: Quadrocopter mit paarweise gegenlaufigen Rotoren, korperfestem Ko-
ordinatensystem B = {x,y,z}, Inertialsystem I = {X;y,Yin, Zin } und Position p.

men und autonomem Verhalten eingesetzt werden, bewegen sich in der Gewichtsklasse
zwischen 0.3kg und 4.0kg [86]. Sie besitzen im Allgemeinen separate Drehzahlregler
fiir jeden Motor, sodass aus Sicht iibergeordneter Regelungsstrukturen die Drehzahl-
kommandos die StellgroBen darstellen. Da zumeist leistungsstarke biirstenlose Motoren
leichte Kunststoffrotoren antreiben, ergibt sich eine extrem schnelle Motordynamik, die
bei der Modellbildung in der Regel vernachléssigt wird. In der Mitte des Aufbaus befin-
det sich iiblicherweise der Grofiteil der Elektronik, welche insbesondere die Hauptplatine
mit Prozessor, die inertiale Messeinheit (engl. inertial measurement unit (IMU)), Funk-
module zur Kommunikation sowie die Energieversorgung umfasst. Eine gebrduchliche
Sensorausstattung der IMU besteht aus Beschleunigungs- und Drehratensensoren fiir
alle Raumachsen, einem Kompass sowie Sensorik fiir die Erfassung der Flughohe. Ge-
gebenenfalls wird die Sensorik um weitere Komponenten wie zum Beispiel GPS-Module
oder Kameras ergéanzt. Insbesondere bei Flugversuchen innerhalb von Gebéduden ist es
iiblich, Messungen aus externer Sensorik, wie beispielsweise kamerabasierten Tracking-
Systemen, per Funk an den Quadrocopter zu tibermitteln und fiir die Regelung zur

Verfiigung zu stellen.

2.1 Dynamisches Modell des Quadrocopters

Fiir die Entwicklung modellbasierter Regler ist zunédchst ein ausreichend genaues Stre-
ckenmodell erforderlich. Dabei sollte die Modellierungstiefe so gewahlt werden, dass

wesentliche Einfliisse auf das System wiedergegeben werden, gleichzeitig aber die Mo-
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dellkomplexitéat fiir den Reglerentwurf so gering wie moglich gehalten wird. In dieser
Arbeit wird das gingigste Quadrocoptermodell verwendet, welches das Fluggerét als
Starrkorper modelliert, auf welchen die Rotorkréifte und -momente sowie die Gravita-
tion einwirken. Das dynamische Modell des Starrkérpers wird in Unterabschnitt 2.1.3
vorgestellt. Als Vorbereitung hierfiir wird zuvor in Unterabschnitt 2.1.2 ein statischer
Zusammenhang zwischen den Rotordrehzahlen und den erzeugten Auftriebskréaften und
Widerstandsmomenten hergeleitet. Der Abschnitt beginnt jedoch mit einer Einfithrung
der grundlegenden Schreibweisen und Konventionen sowie der verwendeten Koordina-

tensysteme.

2.1.1 Verwendete Schreibweisen und Koordinatensysteme

Die zentralen geometrischen Objekte, die zur Beschreibung der Konfiguration eines
Starrkorpers dienen, sind physikalische Vektoren und damit Elemente des euklidischen
Vektorraums R3. Als solche besitzen sie aus sich selbst heraus zunédchst keine numeri-
schen Werte, sondern erst in Verbindung mit anderen Vektoren, den Basisvektoren eines
Koordinatensystems, konnen Thnen konkrete Zahlenwerte zugewiesen werden. Die Wahl
unterschiedlicher Koordinatensysteme fiithrt dabei zu unterschiedlichen Darstellungen
desselben Vektors. Die elementarsten Eigenschaften von Vektoren, die algebraischen
Rechengesetze,! die einen Vektorraum definieren, hidngen jedoch nicht vom gewéhlten
Koordinatensystem ab. Somit konnen physikalische Zusammenhénge grundsatzlich auf
abstrakter Ebene, also koordinatenfrei ausgedriickt werden [157]. Ein Vektor, der ei-
ne physikalische Grofie beschreibt (z. B. eine Position oder Geschwindigkeit), fiir den
aber keine Koordinatendarstellung festgelegt wurde, soll deshalb als abstrakter Vektor
bezeichnet werden. Soweit eine konkrete Koordinatendarstellung nicht von Nutzen ist,
wird im Folgenden auf abstrakte Vektoren zuriickgegriffen. Sollte der Kontext die Dar-
stellung in einem bestimmten Koordinatensystem erfordern, so handelt es sich stets um
ein rechtshandiges kartesisches Koordinatensystem.

Um die Darstellung eines abstrakten Vektors a € R? im Koordinatensystem K =
{e1,e2,e3} mit den orthonormalen Basisvektoren e;, ey, e; zu kennzeichnen, wird die
Schreibweise ax verwendet. Fiir einige Vektoren, die ausschliellich in einem Koordi-
natensystem dargestellt werden, wird die Kennzeichnung des Koordinatensystems fal-
len gelassen und somit auf eine Unterscheidung zwischen dem abstrakten Vektor und
seiner Koordinatendarstellung verzichtet. Die einzelnen Eintrage eines Vektors ax wer-

den referenziert, indem dasselbe Symbol kursiv, nicht fett gedruckt und mit einem

'Fiir den euklidischen Raum R? sind dies, neben den grundlegenden acht Rechengesetzen abstrakter
Vektorraume (siche z. B. [27, 122]), die Existenz eines Skalar- und eins Vektorproduktes [157].
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T

Achsenindex versehen benutzt wird, d. h. ag = [am; ARy aKZ] . Mit der Schreib-
T

weise aggy = [aKm aKy] ist der Teilvektor aus den ersten beiden Elementen ge-

T

meint. Verwendet werden auflerdem die basisunabhdngigen ,Vektoren* e, = [1 0 0] ,

T T
e, = [O 1 O] und e, = [O 0 1] , die lediglich die konkreten numerischen Werte

symbolisieren und damit streng genommen keine Vektoren im obigen Sinne sind.

Die Transformation von einem Koordinatensystem K in ein anderes Koordinatensys-
tem K’ wird durch die Rotationsmatrix Ry x € SO(3) geleistet, wobei SO(3) = {R ¢
R¥>3|RTR = I3,det(R) = 1} die spezielle orthogonale Gruppe bezeichnet. In man-
chen Fallen ist es niitzlich eine Rotationsmatrix als Spaltenvektor zu schreiben. Fiir
eine beliebige Matrix R = [r1 rs rg] € SO(3) sei im Folgenden durch die Schreib-

—

T
weise R = [rlT r? r3T] der zugehorige Spaltenvektor definiert. Die Drehrate eines
Koordinatensystems K’ gegeniiber einem Koordinatensystem K angegeben im Koordi-

natensystem K” wird mit wiX" € R3 bezeichnet. Weiterhin wird der Schiefsymmetrisch-

T
Operator (- ) :R3 - s0(3) definiert, der einen Vektor a = [aw a, az] in den Raum
der schiefsymmetrischen Matrizen so0(3) = {G € R¥3|GT = -G} entsprechend der Vor-
schrift

(a)=1a. 0 -a (2.1)

abbildet. Folglich kann durch die Schreibweise {a)b =a x b das Vektorprodukt zweier
Vektoren a,b € R3 ausgedriickt werden. Die inverse Abbildung vom Raum der schief-
symmetrischen Matrizen in den R? wird durch den Operator ))- (: s0(3) — R3 geleistet.
Um den Definitionsbereich des oben eingefiihrten Operators () auch auf Vektoren
a= [a? al ag]T € R? mit aj,a,, a3 € R? zu erweitern, wird in dieser Arbeit zusatzlich

die Vorschrift .

(a) = [(ai)” (a2)” (a2)?] (2.2)

definiert.

In [157] findet sich eine ausfiithrliche Présentation von Rechenregeln und Eigenschaf-
ten, die im Zusammenhang mit dem (vorzeichenverkehrt definierten) Operator (2.1)
gelten. Auf einige der dort genannten Beziehungen wird in dieser Arbeit zuriickgegrif-
fen, weshalb sie im Folgenden gelistet werden. Dabei bezeichnen a, b, c € R? beliebige
Vektoren und R € SO(3) eine beliebige Rotationsmatrix. Der Operator (2.1) erfiillt die
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Beziehungen

(a)” =-(a), (2.3)

{a)b - ~(b)a, (2.4)

(a)a=0, (2.5)

{a)(b) =-a"b-I;+ba’, (2.6)

{(a)b) =ba’ —ab”, (2.7)

{a) ({(b)c) = (a"c)b~(a"b)c, (2.8)

R(a) = (Ra)R , (2.9)

{a+Db) = {a) +(b) (2.10)

Im Verlauf der Arbeit werden etliche Zustandsdarstellungen, Fehlermafie und Zwi-
schengrofien eingefithrt, deren Informationsgehalt zum Teil redundant ist. Es wird des-
halb haufig der Fall sein, dass sich ein und dieselbe physikalische Grofle als Funktion
verschiedener Argumente angeben lisst. Sei beispielsweise a eine (skalare, vektorielle
oder matrixwertige) Grofle, die sich einerseits als Funktion §(-) des Argumentenvektors b
angeben lisst, d. h. a = §(b), und andererseits als Funktion f(-) des Argumentenvektors
c ausgedriickt werden kann, d. h. a = ]E(c) In einer etwas ungezwungenen Verwendung
der mathematischen Notation, wird im Folgenden a(b) geschrieben, wenn der Bezug zu
f(b) hervorgehoben werden soll, und a(c) wenn auf §(c) referenziert wird. Hierdurch
soll einerseits einem tiberméfiigen Anwachsen der verwendeten Symbolik entgegenge-
wirkt und andererseits das Verstdndnis der physikalischen Zusammenhénge unterstiitzt
werden, indem stets die Tatsache in den Vordergrund geriickt wird, dass es sich um
die Grofle a handelt. Wenn die bestehenden Abhangigkeiten aus dem Kontext bekannt
sind und nicht ausdriicklich betont werden sollen, wird haufig darauf verzichtet die
Argumente explizit anzugeben. Dies gilt insbesondere fiir die Abhéngigkeit von der
Zeit t.

In dieser Arbeit werden im Wesentlichen drei Koordinatensysteme unterschieden. Ein
inertiales, ein korperfestes und ein Sollkoordinatensystem. Per Definition ist ein Inerti-
alsystem, indem die Newtonschen Gesetze gelten, unbeschleunigt [76]. Fiir ein erdfestes
Koordinatensystem, wie es in dieser Arbeit als inertial betrachtet wird, gilt dies zwar nur
naherungsweise, jedoch sind die Fehler durch die Rotation der Erde oder gar durch deren
beschleunigte Bewegung im All vernachléssighar gering. Aufgrund des eingeschrankten
Flugbereichs des Quadrocopters, konnen auch die Effekte der Erdkriimmung sowie die

Hohenabhangigkeit der Gravitation unberiicksichtigt bleiben, sodass angenommen wird,
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dass Wirkrichtung und Betrag der Gravitationskraft im erdfesten System konstant sind.
Im Folgenden wird ein am Boden erdfest fixiertes Koordinatensystem, dessen z-Achse
zum Erdmittelpunkt zeigt, als Inertialsystem I = {X;,, Yin, Zin } betrachtet. Das korper-
feste Koordinatensystem B = {x,y,z} ist so definiert, dass sein Ursprung im Zentrum
des kreuzformigen Quadrocopterrahmens liegt, die Basisvektoren x und y je entlang
eines Auslegers zeigen und z senkrecht dazu von der Rahmenunterseite weg gerichtet
ist. Die Koordinatensysteme [ und B sind in Abbildung 2.1 schematisch dargestellt.
Aufgrund der nahezu symmetrischen Massenverteilung des Quadrocopters wird ange-
nommen, dass sich sein Schwerpunkt im Ursprung des Korpersystems B befindet. Das
Sollkoordinatensystem D = {x4,yq4, 24} reprasentiert die gewiinschte Solllage des Qua-
drocopters, die durch die Lageregelung eingestellt werden soll. Seine Ausrichtung ergibt
sich entweder aus den Fernsteuerungskommandos eines Piloten oder aus den Vorgaben

einer iibergeordneten Regelungsebene.

2.1.2 Statisches Antriebsmodell

Die in den folgenden Kapiteln entworfenen Flugregelungsalgorithmen fordern Stellkraf-
te und -momente, die {iber die Rotoren erzeugt werden miissen. Da lediglich Drehzahl-
kommandos an die entsprechenden Motorregler weitergegeben werden koénnen, ist es
erforderlich den Zusammenhang zwischen Rotordrehzahl und den erzeugten Kraft- und
Momentenwirkungen zu modellieren. Hierfir wird im Folgenden ein statisches Antriebs-
modell hergeleitet, wie es in der Literatur weite Verbreitung gefunden hat (siehe u.a.
[37, 50, 66, 87, 93, 114, 121, 123, 162]). Die Modellierung des Rotors erfolgt dabei in
idealisierter Weise auf Basis der Stromfadentheorie nach Bernoulli sowie der Blattele-
mentenmethode [16, 109]. Nur sehr vereinzelt finden sich Quellen, die versuchen auch
komplexere aerodynamische Rotoreffekte im Antriebsmodell zu beriicksichtigen. Dies-
beziiglich sei auf [86, 88, 26] verwiesen.

Ein Rotor erfahrt im Wesentlichen zwei Wirkungen. Erstens wirkt eine Schubkraft
senkrecht zur Rotorebene und zweitens erfihrt der drehende Rotor ein Moment aus
dem Stromungswiderstand, das seiner Drehung entgegenwirkt. Die Schubkraft entsteht,
indem der Impuls der Luftmasse erhoht wird, die den Rotor durchstromt. Die hierfir

erforderliche Rotorleistung ist
Prmyp = lfvmd : (2.11)
U]
wobei f die senkrecht zur Rotorebene wirkende Schubkraft und v;,q die induzierte Ge-
schwindigkeit ist, die der Rotor auf den Luftstrom tibertrégt. Die Konstante 7 bezeichnet

den Wirkungsgrad des Rotors, der das Verhaltnis zwischen idealer und realer Leistung
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abbildet und bei optimierten Rotoren zwischen 0,6 und 0,8 liegt [16]. Nach [16, 109]

gilt fiir Bedingungen, die nicht signifikant vom stationéren Schwebeflug abweichen,

[ ]
ind = . 2.12
Vind QPAROt ( )

Hierin ist p die Dichte der Luft und Ag, die von den Rotorblittern iiberstrichene

Flache. Mit (2.12) und unter der Annahme idealer Blattverwindung, kann man mit
der Blattelementenmethode ableiten, dass das Lastmoment 7, welches durch den Stro-
mungswiderstand auf den Rotor ausgetibt wird, proportional zum erzeugten Schub ist
[16]. Man erhalt

T=kKf, (2.13)

wobei k. eine von der Blattgeometrie abhéangige Konstante ist. Dreht der Rotor mit der
Drehzahl w, so ist die vom Motor erbrachte mechanische Leistung Py, = Tw. Setzt man
diese gleich mit der erforderlichen Leistung zur Erhéhung des Stromungsimpulses (2.11)
und nutzt auBlerdem die Zusammenhinge (2.12) und (2.13), so ergibt sich schliefilich
die gesuchte Beziehung zwischen Schub und Rotordrehzahl

1 1
Tw=—=fVpa = kK fw=-=f
Ui

f
2pARot

= [ =2 pApakiw® = kpw? . (2.14)

Geht man weiterhin davon aus, dass die Luftdichte p im Flugbereich konstant an-
genommen werden kann, so ist x; eine Konstante und der Schub nur abhangig vom

Drehzahlquadrat. Das Widerstandsmoment 7 kann folglich mit Hilfe von (2.13) als

T = Kk pw? (2.15)
in Abhéngigkeit der Drehzahl ausgedriickt werden. Fiir einen einzelnen Rotor lassen

sich die Konstanten x, und ¢ leicht experimentell ermitteln.

Die Rotoren tiben demnach die in Abbildung 2.2a dargestellten Krifte und Momente
auf den Quadrocopter aus. Unter der Annahme, dass die Rotorebenen parallel zur
korperfesten xy-Ebene liegen und alle vier Rotoren gleichartig sind, erhélt man mit
Hilfe von (2.14) fir den Schubkraftvektor f;, i € {1,2,3,4} am i-ten Rotor

= fi-(-2) = np?- (-2) (2.16)

Das Widerstandsmoment 7; am i-ten Rotor wirkt entgegen seiner Drehrichtung (vgl.
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Abbildung 2.2: (a) Quadrocopter mit Einzelwirkungen der Rotoren und Lange der Aus-
leger [. (b) Quadrocopter mit Ersatzwirkungen im Schwerpunkt.

Abbildungen 2.1 und 2.2a) und lautet entsprechend (2.15)
7= (-1)'Krhgwf (2.17)

Hierbei wird ein Moment dann als positiv angesehen, wenn es entsprechend der ,,Rechter-
Daumen-Regel*“ um die korperfeste z-Achse orientiert ist. Man kann nun die Wirkungen
der einzelnen Rotoren zu dquivalenten Ersatzwirkungen im Ursprung des korperfesten
Koordinatensystems zusammenfassen. Wie in Abbildung 2.2b dargestellt, erhélt man
dadurch einen Gesamtschub I’ sowie Drehmomente 7,, 7,, 7. um die drei Kérperachsen.

Der Gesamtschubvektor F entspricht der Summe der Einzelschubvektoren

= (Uwed) (a)=Fo(n) — Pyt (19

i=1

T
Fir den Momentenvektor 75 = I:Tx Ty TZ] berechnet man unter Ausnutzung von

(2.16) und (2.17)

wy
Ty 4 0 0 l/if 0 —l/ﬁf 9
Wy
TB = Ty Z I‘ZB ZB +10 = l/ﬁf 0 —l/if 0 (,u2 R (2.19)
Tx = Ti —RrRy KReRy —RsRy KRrRy ?2)

wobei r; den Ortsvektor vom Ursprung zur Nabe des i-ten Rotors représentiert und [
die Lange der symmetrisch angeordneten Ausleger bezeichnet, wie sie in Abbildung 2.2a
eingezeichnet ist. Im Folgenden wird beim Momentenvektor auf den Index B verzichtet,

da er ausschliellich in seiner koérperfesten Darstellung Verwendung findet. Es gilt somit

24



2.1 Dynamisches Modell des Quadrocopters

7 = 7. Kombiniert man nun (2.18) und (2.19), so erhalt man schlieBlich die statische

Beziehung
To 0 kg 0 kg ||w?
|:T:|: | _| s 0 -lky 0 [|wi . (2.20)
F T, —KrRp KeKf —ReKp Kekp||w?
F Ky K Ky ki ||wi
K

Wie man leicht verifizieren kann, besitzt die Matrix K vollen Rang. Somit kann (2.20)
invertiert werden und es wird zumeist gelingen aus Vorgaben fiir 7 und F’ die erforderli-
chen Drehzahlquadrate und hieraus die erforderlichen Motordrehzahlen zu bestimmen.
Dieses Vorgehen scheitert jedoch, wenn negative Werte fiir die Drehzahlquadrate ermit-
telt werden. Dies entsprache einer Schubumkehr an den entsprechenden Rotoren, was
mit den tiblicherweise eingesetzten Blattprofilen, selbst bei Umkehr der Drehrichtung,
nicht moéglich ist. Man kann aber unschwer erkennen, dass die mittleren Drehzahlqua-
drate und damit der Spielraum fiir umsetzbare Drehmomente zunimmt, je gréfer der
geforderte Gesamtschub F'ist. Da F' im iiblichen Flugbetrieb dazu benétigt wird, die
Gewichtskraft mindestens teilweise zu kompensieren, kann in der Regel davon ausge-
gangen werden, dass moderate angeforderte Momente 7 auch umgesetzt werden kénnen.
Dementsprechend werden im Folgenden F' und 7 als Stellgrofien betrachtet und es wird
davon ausgegangen, dass sie mit Hilfe von (2.20) in Drehzahlkommandos umgerech-
net und verzégerungsfrei realisiert werden. Die vorangegangenen Uberlegungen zeigen
deutlich, dass die angesprochene Problematik entscharft werden kann, wenn Regelgeset-
ze zum KEinsatz kommen, die mit beschriankten Stellmomenten auskommen und deren
Schubanforderung ein Mindestmafl nicht unterschreitet. Fiir die in den Abschnitten
3.2 und 4.3 vorgestellten Lageregler konnen die angeforderten Stellmomente beliebig
beschrankt werden und trotzdem geringe Einschwingzeiten durch Stellgrofiensattigung
erreicht werden. Der in Kapitel 5 préasentierte kaskadierte Trajektorienfolgeregler wie-

derum garantiert eine untere Schranke fiir F.

2.1.3 Starrkorpergleichungen

Betrachtet man den Quadrocopter als Starrkorper, dann ist sein Ort beschrieben durch
den in Abbildung 2.1 dargestellten Positionsvektor p € R3, der vom Ursprung des in-
ertialen Koordinatensystems I zum Ursprung des korperfesten Koordinatensystems B
zeigt. Der Lagezustand des Starrkorpers kann in geeigneter Weise durch die Rotations-

T
matrix Rpr = [xl VI Z 1] € SO(3) charakterisiert werden. Sie ist zeilenweise aus den
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inertialen Koordinatendarstellungen der Basisvektoren des Korpersystems aufgebaut
[157]. Unter der getroffenen Annahme, dass der Kérperschwerpunkt mit dem Ursprung

von B zusammentfillt, lautet die zugehorige Starrkorperdynamik

mp; = -Dp; +mge. — Fzy , (2.21a)
RB[ = —<<wIBB>>RB] s (221b)
Joif = (JwlPYwlf + 1. (2.21c)

Hierin ist (2.21a) das im Inertialsystem I ausgewertete zweite Newtonsche Gesetz, wel-
ches die translatorische Dynamik beschreibt. Es wird davon ausgegangen, dass die Qua-
drocoptermasse m eine Beschleunigung aus drei Kriften erfahrt. Diese umfassen die
Gravitationskraft mge, mit der Erdbeschleunigung ¢, die Schubkraft F; = F'- (-z;),
deren Betrag F' eine Stellgrofie darstellt, sowie eine viskos modellierte Dédmpfungskraft
-Dp; mit konstanter Matrix D > 0. Die Gleichungen (2.21b) und (2.21¢) beschreiben
den rotatorischen Teil der Dynamik, der im korperfesten Koordinatensystem B angege-
ben ist. Wéhrend (2.21b) den kinematischen Teil der Rotationsdynamik représentiert,
wie er beispielsweise in [157] hergeleitet wird, beschreibt (2.21c¢) den um den Schwer-
punkt ausgewerteten Drehimpulssatz. Darin bezeichnet J > 0 den Tragheitstensor des
Quadrocopters und 7 das wirkende Stellmoment. Fiir die in den folgenden Kapiteln
durchgefithrten Regelungsentwiirfe wird angenommen, dass die Zustandsvariablen py,
pr, Rpr, und wif entweder direkt messbar sind, oder der Regelung durch eine geeignete

Datenfusion zur Verfiigung gestellt werden.

Eine wesentliche Eigenschaft der Bewegungsgleichungen (2.21) ist ihre Kaskaden-
struktur, welche in Abbildung 2.3 veranschaulicht wird. Die Auswirkungen dieses Sys-
temaufbaus zeigen sich, wenn man analysiert was geschehen muss, damit der Quadro-
copter einer gewtlinschten Positionstrajektorie py folgt, also p — pg fiir t — oo erreicht
wird. Hierfiir ist es offensichtlich erforderlich die Schubkraft F; = F'-(-z;) gezielt zu be-

Rotatorische Translatorische
Quadrocopter- z-Richtung | 5, | Quadrocopter-
dynamik dynamik

(2.21b), (2.21c) (2.21a)

z; = Rye;

|
'

Abbildung 2.3: Kaskadenstruktur der Quadrocopterdynamik.
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einflussen, wobei nur deren Betrag F' direkt gesteuert werden kann. Der Richtungsvektor
z; hingegen ist durch die aktuelle Fluglage des Quadrocopters bestimmt. Dies zeigt die
inhdrente Kaskadenstruktur der Quadrocopterdynamik. Sie besteht aus der positions-
unabhéngigen Lagedynamik (2.21b) und (2.21c), die direkt iiber 7 beeinflusst werden
kann, und der nachgelagerten translatorischen Dynamik (2.21a), die tiber z; = R%,e,
von der Fluglage Rp; abhéngt. In Kapitel 5 wird diese Struktur ausgenutzt, indem ein
kaskadierter Regler entworfen wird. Er besteht aus einem aufleren Positionsregler, der
eine virtuelle Schubkraft F, = Fj;- (-z4) als Stellgroie betrachtet und einem inneren La-
geregler; der dafiir verantwortlich ist die gewiinschte z-Achsenrichtung z, einzuregeln.
Da fiir die reine Positionsfolgeaufgabe offensichtlich nur die z-Achse eine Rolle spielt,
ist es ausreichend eine reduzierte Lageregelung zu verwenden. Optional kann man ein
vollstédndiges Sollkoordinatensystem D = {x4,yq4,2q} definieren, indem man zusétzlich
eine Wunschorientierung um z,4, das sogenannte Heading, vorgibt. In diesem Fall wird

eine vollstdndige Lageregelung benotigt.

2.2 Bestehende Regelungskonzepte

Um die Beitrage dieser Arbeit in den aktuellen Stand der Forschung einzuordnen, gibt
dieser Abschnitt einen Uberblick iiber ausgewihlte Publikationen aus dem Feld der
Lage- und Positionsregelung am Quadrocopter. Die Zusammenstellung wird durch Ver-
offentlichungen ergénzt, welche zwar aus anderen Themenfeldern stammen, jedoch eine

besondere Bedeutung fiir die Arbeit haben oder mit ihr in enger Beziehung stehen.

2.2.1 Lageregelung

Im Folgenden werden zunéchst parametrierungsbedingte Aspekte des Lageregelungs-
problems beleuchtet, welche aus den besonderen geometrischen Eigenschaften des Kon-
figurationsraums SO(3) resultieren. Anschliefend wird ein Uberblick iiber bestehende
Lageregelungskonzepte mit Bezug zum Quadrocopter oder dieser Arbeit gegeben. Fiir
einen generellen Einblick in das Lageregelungsproblem des Starrkorpers sei der unlangst

erschienene Ubersichtsaufsatz von Chaturvedi u. a. [46] empfohlen.

2.2.1.1 Der Konfigurationsraum SO(3) und die Problematik alternativer

Lageparametrierungen

Héufig wird die rotatorische Starrkoérperdynamik (2.21b) und (2.21c), welche die Ent-

wicklung der Korperorientierung in ihrem natiirlichen Konfigurationsraum SO(3) be-
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schreibt, fir zu komplex befunden, um direkt mit ihr zu arbeiten [172]. Es erscheint
iibertrieben, eine Bewegungsform mit drei Freiheitsgraden iiber eine 3 x 3 Rotations-
matrix zu beschreiben, deren Elemente iiber sechs Nebenbedingungen verkoppelt sind.
Tatsachlich existiert eine Vielzahl alternativer Darstellungen mit weniger Parametern
zur Beschreibung der Lage, wie die ausfiithrliche Ubersicht von Shuster [157] darlegt.
Die wohl popularsten Vertreter sind Eulerwinkel und Quaternionen, weitaus seltener
werden Parametrierungen wie die Rodrigues-Parameter, die modifizierten Rodrigues-
Parameter, oder die Achse-Winkel-Parametrierung genutzt. Im Gegensatz zur Rota-
tionsmatrix vermag es jedoch keine alternative Parametrierung die Lage global und
eindeutig zu beschreiben [46]. Mit den drei Eulerwinkeln zum Beispiel kénnen zwar
sdmtliche Korperorientierungen dargestellt werden, manche allerdings nicht eindeutig.
Fir diese Korperlagen weisen die Eulerwinkel dariiber hinaus eine kinematische Sin-
gularitdt auf, weshalb sie auch keine globale Beschreibungsform verkérpern. Diese als
kardanische Blockade (engl. gimbal lock) bezeichnete Singularitét beschreibt die Tatsa-
che, dass die Zeitableitungen der Eulerwinkel an den fraglichen Orientierungen nicht
jede physikalisch mogliche Drehrate reprasentieren kénnen [46]. Quaternionen wieder-
um beschreiben die Lage mittels vier Parametern, die sich in einen Skalarteil und einen
dreikomponentigen Vektorteil gliedern. Beide Teile werden héufig in einem einzigen vier-
komponentigen Vektor der Lange eins zusammengefasst. Quaternionen sind zwar eine
globale, also singularitatenfreie Lageparametrierung, allerdings deckt ihr Zustandsraum
den physikalischen Raum SO(3) der Orientierungen doppelt ab [157, 46]. Quaternionen
sind dementsprechend nicht eindeutig, sondern jede reale Starrkorperlage wird jeweils

durch ein Paar vorzeichenverkehrter Quaternionen reprisentiert.

Im Zusammenhang mit Lageregelungen, die auf Basis alternativer Lageparametrie-
rungen entworfen werden, treten verschiedene Probleme auf: Werden nichtglobale Pa-
rametrierungen wie Eulerwinkel verwendet, so muss dafiir gesorgt werden, dass die
singularitatsbehafteten Orientierungen nicht auftreten. Dies erfordert eine kiinstliche
Limitierung der zulassigen Bewegungen, welche aus rein mathematischen Griinden ge-
schieht und keine physikalischen Einschrankungen widerspiegelt [172]. Es ist offensicht-
lich, dass auf Basis solcher Beschreibungsformen keine global giiltigen Regelgesetze

entworfen werden konnen.

Parametrierungen wie Quaternionen, die den Raum der physikalischen Orientierun-
gen mehrfach abdecken, kénnen hingegen zu einem Phanomen fiihren, das im Englischen
als Unwinding bezeichnet wird [15]. Da jede physikalische Lage durch die Parametrie-
rung mehrfach abgebildet wird, bedeutet die Stabilisierung einer Wunschorientierung

bezogen auf den gewahlten Parametrierungsraum die gleichzeitige Stabilisierung aller
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Reprisentanten der Wunschlage. Wird dieser Zusammenhang mit dem physikalischen
Zustandsraum ignoriert und ein Regelgesetz entworfen, welches nur einen einzelnen
Repréasentanten asymptotisch stabilisiert, so fithrt dies zu instabilem Verhalten. Denn
selbst wenn sich die physikalischen Anfangsbedingungen des auszurichtenden Korpers
in unmittelbarer Nachbarschaft der Zielorientierung befinden, konnen sie im Parame-
terraum in der Nahe eines nicht stabilisierten Reprasentanten liegen. Wahrend nun
die Regelung dafiir sorgt, dass die Lageparametrierung gegen den asymptotisch stabi-
lisierten Reprasentanten der Wunschlage konvergiert, vollfithrt der Starrkérper grofie
Rotationen, die ihn zundchst von der Zielorientierung wegfithren, nur um anschlieend
wieder dorthin zurtickzukehren. Es liegt auf der Hand, das Unwinding in jedem Falle
vermieden werden sollte.

In der Konsequenz bedingt der Entwurf eines global giiltigen Lageregelgesetzes, die
Verwendung einer globalen Lageparametrierung. Die Vermeidung von Unwinding wie-
derum erfordert zwingend die Nutzung der eindeutigen Rotationsmatrix oder zumindest
eine sorgsame Interpretation des Regelgesetzes im SO(3) [46].

Auf die besondere geometrische Struktur des Raums SO(3) und die Folgen fiir die
Stabilisierung wurde bereits in Abschnitt 1.1 hingewiesen. Insbesondere sei nochmals
erwahnt, dass es unméglich ist eine Zielorientierung mit einer kontinuierlichen zeitinva-
rianten Zustandsriickfiihrung global asymptotisch zu stabilisieren [15, 46, 99, 172, 152].
Fast global asymptotische Stabilitit, wie sie in Abschnitt 1.3 eingefiihrt wurde, ist unter

diesen Umstidnden das Optimum, das erreicht werden kann.

2.2.1.2 Lageregelung am Quadrocopter

Die nachfolgende Aufstellung gliedert die Lageregelungskonzepte nach ihrem Giiltig-
keitsbereich und damit implizit nach der verwendeten Lageparametrierung. Zum Teil
enthalten die angegebenen Quellen neben der zentralen Synthese einer Lageregelung
auch unabhangig entworfene Beobachterstrukturen oder einfache und unabhangige Po-
sitionsregler. In Abgrenzung zum nachfolgenden Unterabschnitt 2.2.2 werden hier je-
doch keine Quellen zitiert, welche geschlossenen Regelkonzepte fiir die Positionsfolge

prasentieren und analysieren.

Lageregelung in unmittelbarer Umgebung der Schwebelage: Die Mehrzahl der
Arbeiten zur Lageregelung am Quadrocopter nutzt FEulerwinkel zur Parametrierung.
Viele Autoren wenden zusétzlich die Kleinwinkelndherung an, um das resultierende
nichtlineare Modell der Lagedynamik weiter zu vereinfachen. Damit wird das para-

metrierungsbedingt ohnehin nur lokal giiltige Dynamikmodell in seiner Anwendbarkeit
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zustzlich eingeschrankt. Sdmtliche analytischen Betrachtungen und Aussagen bezie-
hen sich dann nur noch auf eine kleine Umgebung einer spezifischen Schwebelage des
Quadrocopters.

Unter den geschilderten Voraussetzungen sowie der zugespitzten restriktiven Annah-
me kleiner Drehraten entwerfen Bouabdallah u. a. in [17] einen simplem PD-Regler zur
Stabilisierung der Schwebelage. Das Konzept wird in [18] auf einen PID-Regler erwei-
tert und mit einem Riccatti-Regler, welcher fiir das linearisierte System entworfen wur-
de, simulativ und experimentell verglichen. Eine entsprechende Gegeniiberstellung von
Backstepping- und Sliding-mode-Reglern nehmen sowohl Bouabdallah u. Siegwart [19]
als auch Adigbli [2] vor. Um die Stellgroen zu beschrinken, integrieren Castillo u. a.
(34, 35, 36, 37] zusitzlich geschachtelte Séttigungsfunktionen in ihre Reglerentwiirfe.
Wihrend in [35, 36, 37] die Strecke als simple Integratorkette angenahert wird, um die
Entwurfsmethoden aus [163] anwenden zu konnen, wird in [34] ein Backstepping-Regler
mit beschrianktem Stellgroffeneinsatz entwickelt. Mit dhnlicher Zielsetzung entwerfen
Al-Younes u.a. [3] einen Backstepping-Regler, der das Quadrat der Stellmomente mi-
nimiert, indem die Entwurfsparameter nicht konstant gewéahlt, sondern online ange-
passt werden. Zur Verkiirzung der Einschwingzeit wird angeregt, die Parameter tiber
einen Fuzzy-Algorithmus zu adaptieren. Bouabdallah u. Siegwart [20] sowie Hoffmann
u.a. [85] wiederum schlagen einen Backstepping-Ansatz mit Integralverhalten zur Be-
kampfung stationdrer Regelabweichungen vor. Bouadi u. a. [21] hingegen ergénzen einen
Backstepping-Regler zu Gunsten héherer Robustheit um einen Sliding-mode. Der Auf-
satz von Bouchoucha u. a. [24] kann als Kombination der beiden zuvor genannten Kon-
zepte betrachtet werden. Ahnlich gelagert ist auch die Arbeit von Seghour u.a. [154],
welche Backstepping- und Sliding-mode-Regler mit Integralverhalten vergleicht. Pro-
blematisch bei gewohnlichen Sliding-mode-Ansétzen ist das hochfrequente Schalten des
Stellglieds. Dem begegnen Sliding-mode-Regler zweiter Ordnung, indem das Schalten in
die Ableitung der Stellgroe verlagert wird. Dieses Konzept greifen sowohl Bouchoucha
u.a. [23] als auch Tony u. Mackunisy [165] fur ihre Lageregler auf. In [22] wird von
Bouadi u. a. ein adaptiver Sliding-mode-Regler préasentiert. Die robusten modellpréadik-
tiven Regelungen von Alexis u.a. [5, 6, 4, 7] basieren auf schaltenden linearisierten

Modellen und beriicksichtigen Zustands- und StellgrofSenbeschrankungen.

Lokale Lageregelungskonzepte: Nutzt man Eulerwinkel zur Lageparametrierung,
verzichtet aber auf die Kleinwinkelndherung, so lassen sich Regelgesetze ableiten, deren
Giiltigkeitsbereich weiter gefasst ist als die unmittelbare Umgebung der Schwebelage.
Naturgeméfl bleibt der zulassige Winkelbereich aber durch die Singularitat der Euler-
winkel begrenzt. Fiir den Quadrocopter bedeutet dies, dass die Regelgesetze Definiti-
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onsliicken aufweisen, wenn die Schubachse um 90° aus der Senkrechten verkippt ist.
Dartiber hinaus wachsen die kommandierten Stellgréflen in der Umgebung der Defini-
tionsliicken héufig unbegrenzt an.

In diese Rubrik der Lageregelungen fallen die passivititsbasierten Regleransitze von
Kottenstette u. Porter [101] sowie Corona-Sanchez u. Rodriguez-Cortés [47, 48]. Eine
robuste Eingangs-Ausgangslinearisierung basierend auf der Eulerwinkelparametrierung
stellen Guerrero u. a. in [77] vor. Derafa u. a. [57, 56] entwerfen robuste Regelungen auf
Basis eines Sliding-mode-Ansatzes zweiter Ordnung. Diese Methode wird von Mokhtari
u. Cherki [129] erweitert, um zusétzlich die Konvergenz der Regelabweichung zu Null

in endlicher Zeit zu garantieren.

Globale Lageregelungskonzepte: Mit Hilfe globaler Parametrierungen wie Quater-
nionen oder Rotationsmatrizen lassen sich global definierte Regelgesetze entwerfen.

Ein einfaches global definiertes Lageregelgesetz auf Quaternionenbasis entsteht, in-
dem eine konstante negative Riickfiihrung aus dem Vektorteil des Fehlerquaternions
und der Fehlerdrehrate implementiert wird. Dies kommt in gewisser Weise einer PD-
Struktur gleich, da die Fehlerdrehrate die Zeitableitung des Fehlerquaternions bestimmt
(jedoch nicht mit ihr identisch ist). Ohne weitere Modifikationen weist eine solche La-
geregelung allerdings Unwinding auf. PD-Regler dieser Art wurden beispielsweise von
Stingu u. Lewis [160], Fresk u. Nikolakopoulos [67] und Tayebi u. McGilvray [162] am
Quadrocopter implementiert. In [162] wird ein weiteres Stellgesetz vorgeschlagen, wel-
ches zusatzlich eine Riickfithrung der tatséchlichen Zeitableitung des Fehlerquaternions
vorsieht und dadurch exponentielle Stabilitat im gesamten Einzugsbereich sicherstellt.
Guerrero-Castellanos u. a. [78, 79] realisieren die PD-Struktur innerhalb geschachtelter
Sattigungsfunktionen und ermoglichen so eine Beriicksichtigung von Stellgroffenschran-
ken. Einen erweiterten Backstepping-Ansatz auf Basis der Quaternionenparametrierung
prasentieren Bouhired u. a. in [25]. Allerdings fithrt auch dieses Konzept zu Unwinding,
genau wie der ereignisbasierte Lageregler von Guerrero-Castellanos u. a. [80].

Einige der oben genannten Autoren schlagen vor das Vorzeichen des Quaternions in
den Riickfiihrungen bei 180° Fehlstellung umzuschalten, um damit dem Unwinding zu
begegnen und auf diese Weise eine global asymptotische Stabilisierung der Wunschlage
zu erreichen. Dabei muss beachtet werden, dass die abrupte Anderung des Vorzeichens
zu einem diskontinuierlichen Regelgesetz fithrt. Die in den obigen Arbeiten angewen-
deten Analysemethoden fiir kontinuierliche Systeme lassen jedoch ohne weiteres keine
Riickschliisse auf die Stabilitatseigenschaften des schaltenden geschlossenen Regelkrei-
ses zu. Vielmehr zeigen Sanfelice u.a. [151], dass solche ,, geddchtnislosen® schaltenden

Regelgesetze eine besondere Sensitivitiat gegeniiber Messrauschen aufweisen, sodass die
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realen Stabilitdtseigenschaften nie tiber fast global asymptotische Stabilitdt hinausge-
hen konnen. Abhilfe kann die Einfithrung eines komplexen Hystereseverhaltens in ein
diskontinuierliches Regelgesetz schaffen, wie Mayhew u. a. in ihrem Beitrag [119] ohne
Bezug zum Quadrocopter darlegen.

Aufbauend auf der Arbeit von Lee [105], entwerfen Fernando u. a. [64] sowie Lee [106]
global definierte Lageregelungen fiir den Quadrocopter, welche die Rotationsmatrix zur
Lageparametrierung nutzen. Es handelt sich um differentialgeometrische Regelungsan-
sétze, welche mit einer adaptiven Komponente die Robustheit gegentiber einem unsiche-
ren Trégheitstensor verbessern. Die Wunschruhelage wird durch die Regelgesetze fast

global asymptotisch stabilisiert.

Keines der aufgefiihrten Regelungskonzepte vereint die Eigenschaften des Lagereglers,
der in dieser Arbeit vorgestellt wird: Eine Beriicksichtigung von Stellgroffenschranken
bei gleichzeitigem schnellen Einschwingverhalten und nachweislicher fast global asymp-
totischer Stabilitat der Wunschorientierung sowie (im Festwertfall) Robustheit gegen-
iiber beliebig unsicheren Tragheitstensoren. Insbesondere existiert bis dato kein redu-
ziertes Lageregelungskonzept fiir den Quadrocopter, welches ausschliellich die Schub-
richtung einregelt. Auch eine Priorisierung der Schubrichtung im Rahmen einer voll-

stdndigen Lageregelung wird in keiner dem Autor bekannten Quelle vorgenommen.

2.2.1.3 Lageregelungskonzepte mit besonderem Bezug zur Arbeit

Der energiebasierte Lageregelungsentwurf, der in dieser Arbeit prasentiert wird, be-
trachtet die Lage in ihrem nattirlichen Konfigurationsraum SO(3). Er steht in der
Tradition der frithen Arbeiten von Koditschek [98, 99], in welchen der erste fast global
asymptotisch stabilisierende Lageregler prasentiert wurde, und ist insbesondere inspi-
riert durch die Beitrdge von Chaturvedi u.a. [38, 39, 40, 41, 45, 42, 44] zur Stabili-
sierung des 3D-Pendels. Ahnlich wie beim Quadrocopter erfordert die Stabilisierung
des 3D-Pendels in der aufrechten Position die Ausrichtung einer einzelnen Starrkérpe-
rachse und es handelt sich demzufolge um ein reduziertes Lageregelungsproblem unter
dem zusétzlichen Einfluss eines Gravitationsmomentes. Die genannten Arbeiten von
Chaturvedi u. a. befassen sich mit der fast global asymptotischen Stabilisierung des Pen-
dels mittels kontinuierlicher Regelgesetze auf Basis von Energiebetrachtungen. In [41]
werden zusétzlich Stellgroffenbeschriankungen berticksichtigt. Eklatante Unterschiede zu
den Regelungskonzepten der vorliegenden Arbeit sind jedoch die mangelnde Féahigkeit
die Stellmomente gezielt zu séattigen und die fehlende Unterscheidung zielfithrender und

schadlicher Bewegungen.
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Weitere bedeutende Beitrage zur reduzierten Lageregelung finden sich in [168], [31] und
[43].

2.2.2 Positionsregelung

Dieser Abschnitt fasst anhand ausgewéhlter Arbeiten den Stand der Technik zur Po-
sitionsfolgeregelung fiir den Quadrocopter zusammen. Die aufgefithrten Quellen sind
nach den (mafigeblichen) angewendeten Entwurfsmethoden gegliedert. Da jedoch nicht
wenige Arbeiten Teilaspekte unterschiedlicher Ansétze nutzen und somit methodische
Mischformen darstellen, bleibt die Einteilung zu einem gewissen Grad subjektiv.

Im Zuge der Einfithrung des Quadrocoptermodells (2.21) wurde bereits erlautert, dass
das Abfliegen einer Positionstrajektorie ein stetiges kontrolliertes Ausrichten der kérper-
festen Schubkraftrichtung voraussetzt. Jede Positionsfolgeregelung beinhaltet demzu-
folge (mindestens implizit) eine (reduzierte) Lagefolgeregelung. Die methodische Band-
breite fiir Lageregelungen und insbesondere ihre parametrierungsbedingten Probleme
hinsichtlich Singularitdten und Unwinding wurden bereits im vorausgegangenen Unter-
abschnitt erlautert. Es versteht sich von selbst, dass diese Phanomene auch in den Posi-
tionsfolgeregelungen prasent sind, wenn entsprechende Lageparametrierungen gewahlt
werden. Im Folgenden wird deshalb nicht mehr gesondert auf die Wahl der Parametrie-

rung eingegangen.

Exakte Eingangs-Ausgangslinearisierung: Die Durchfithrung einer exakten FEin-
gangs-Ausgangslinearisierung (siehe z. B. [90]) fir den Quadrocopter erweist sich als
problematisch, da die Position als Ausgangsgrofie nicht den erforderlichen relativen
Grad aufweist. Wie aus (2.21a) unmittelbar hervorgeht, tritt der Schubkraftbetrag F’
als einzige Stellgrofe bereits in der zweiten Ableitung jeder der drei Positionskompo-
nenten in Erscheinung. Es ist offensichtlich, dass mit einer einzelnen Stellgréfie nicht
gleichzeitig drei Ausgangsdynamiken linearisiert werden konnen. Um dieses Problem zu
umgehen, kann der relative Grad erhoht werden, indem man die Strecke beziiglich des
Schubs zweifach dynamisch erweitert und F' statt F als Stellgrofie betrachtet. Fiir die
erweiterte Strecke lasst sich anschliefend mit Hilfe der Stellgrofien (F,Tx,Ty,TZ) eine
exakte Eingangs-Ausgangslinearisierung fiir die Position sowie das Heading durchfiih-
ren. Diesen Ansatz verfolgen Mistler u.a. [125], Lee u.a. [104] sowie in dhnlicher Weise
Driessen u. Robin [59].

Eine quasistatische Eingangs- Ausgangslinearisierung, welche ohne dynamische Erwei-
terung auskommt, gelingt, wenn der Schubkraftbetrag F' exklusiv fiir die Linearisierung

der Hohendynamik genutzt wird. Unter der stark vereinfachenden Annahme kleiner
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Winkel wird dieses Vorgehen erstmals von Beji u. Abichou [13] vorgeschlagen. Die Ar-
beiten von Buhl, Fritsch, u. Lohmann [29] sowie Fritsch u.a. [70] erweitern den Ansatz
auf den allgemeinen Fall und betrachten dariiber hinaus das eingebettete Lageregelungs-
problem in seiner reduzierten Form. Hierdurch kann das Positionsfolgeproblem isoliert
gelost und eine unnotige Headingvorgabe vermieden werden. Am quasistatischen An-
satz wirkt sich nachteilig aus, dass im Regelgesetz eine zusatzliche Singularitat auftritt,
wenn der Quadrocopter um 90° aus der Schwebelage verkippt ist.

Benallegue u. a. [14] sowie Mokhtari u. a. [128] erhohen die Robustheit ihrer Eingangs-
Ausgangslinearisierungen durch die Integration eines Sliding-mode-Beobachters, der ins-

besondere als Storgrofienschétzer agiert.

Backstepping: Das rekursive Backstepping-Verfahren (siehe z. B. [156, 95, 1]) stellt
vergleichbare Anforderungen an die Systemstruktur wie die exakte Eingangs- Ausgangsli-
nearisierung. Deshalb lasst sich Backstepping am Quadrocopter ohne weitere Kunstgrif-
fe nur unter Zuhilfenahme einer dynamischen Erweiterung beztiglich des Schubs durch-
fithren. Madani u. Benallegue [113, 114], Cunha u.a. [49] sowie De Monte u. Lohmann
[53] entwerfen Backstepping-Regler unter Zuhilfenahme einer zweifachen dynamischen
Erweiterung. Falconi u. Holzapfel [62] sowie Cabecinhas u. a. [33] zeigen, dass auch eine
einfache dynamische Erweiterung zielfithrend ist. Durch eine geschickte Wahl der Fehler-
zustinde kann die dynamische Erweiterung schliellich vollstandig vermieden werden.
Derartige Backstepping-Regelungen prasentieren Roberts u. Tayebi [149, 150], Wang
u.a. [171] sowie Cabecinhas u.a. [32]. In den beiden zuletzt genannten Arbeiten wird
jedoch durch eine projektive Berechnung des Schubkommandos F' eine zusétzliche Sin-
gularitdt in das Regelgesetz eingebracht, die bei 90° Fehlstellung zwischen Soll- und
Istschubrichtung auftritt. In den Arbeiten [32, 33, 49, 149, 150] werden auflerdem Sét-
tigungsfunktionen in die Berechnung der Sollschubrichtung integriert, wodurch sich die
kommandierte Verkippung des Quadrocopters begrenzen ldsst. In [33] sowie [49] wird
dartiber hinaus die Kompensation konstanter Storkréafte thematisiert.

Das Backstepping-Regelgesetz erfordert die Berechnung der Ableitungen virtueller
Stellgesetze, welche in den einzelnen Rekursionsschritten entworfen werden. Die analy-
tische Berechnung dieser Ableitungsterme unter Beriicksichtigung der Systemdynamik
kann mitunter sehr untibersichtlich und kompliziert sein. Madani u. Benallegue schlagen
deshalb in [115] vor die Ableitungen mittels eines Sliding-mode-Verfahrens zu schétzen
und damit die Implementierbarkeit zu vereinfachen. Sogenannte Command Filter (siehe

[63]) werden mit demselben Ziel beispielsweise in [171] eingesetzt.

Kaskadierte Regelungen: Unter kaskadierten Positionsfolgeregelungen sollen in die-

ser Arbeit solche verstanden werden, die aus unabhdngig entworfenen Teilreglern fiir die
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2.2 Bestehende Regelungskonzepte

Position und die Lage bestehen. Der Begrift kaskadierte Regelung bezieht sich damit
nicht auf die angewendeten Entwurfsmethoden, sondern auf die hierarchisch organisierte
Struktur des Gesamtreglers. Da die Synthese des tibergeordneten Positionsreglers und
des untergeordneten Lagereglers unabhangig voneinander erfolgt, bieten kaskadierte
Regelungen mehr Entwurfsfreiheiten als geschlossene Regelungskonzepte. Im Gegen-
zug kann nicht auf konstruktive Stabilitdtsnachweise wie bei der exakten Eingangs-
Ausgangslinearisierung oder dem Backstepping-Verfahren zuriickgegriffen werden. Die
Stabilitatseigenschaften des Regelkreises konnen somit erst im Nachhinein unter Be-

riicksichtigung der Kopplung beider Teilsysteme analysiert werden.

Mit dem Hinweis auf eine ausreichende Zeitskalentrennung zwischen einem sehr schnel-
len Lageregelkreis und einem deutlich langsameren Positionsregelkreis unterbleibt ein
analytischer Stabilitatsbeweis haufig ganz. Fin solches Vorgehen findet sich beispielswei-
se in [20, 66, 171]. Die Annahme der Zeitskalentrennung ist jedoch speziell bei modernen

technologischen Anwendungen mit hohen Performanzanforderungen fragwiirdig [138].

Deshalb kombinieren andere Autoren Lyapunovfunktionen, die ihnen aus dem Ent-
wurf der Teilregelkreise bekannt sind, zu einer Gesamtlyapunovfunktion. Anhand die-
ser Funktion parametrieren sie dann ihre Regler und schatzen den Einzugsbereich der
Nullruhelage des kaskadierten Fehlersystems konservativ ab. Diesen Weg schlagen Ha-
mel u.a. [82], Lee u.a. [107, 108] sowie Goodarzi u.a. [75] ein. Dabei kommen in [82]
Kaskaden aus Backstepping-Reglern zum Einsatz, wohingegen in [75, 107, 108] dif-
ferentialgeometrische Regelungsmethoden verwendet werden. Das Vorgehen auf Basis
einer kombinierten Gesamtlyapunovfunktion zielt darauf ab, ihrer Zeitableitung nega-
tive Definitheit aufzuprigen, wofiir in der Regel ein hoher Stellaufwand erforderlich ist.
Des Weiteren miissen fiir beide Teilregelkreise Lyapunovfunktionen bekannt sein, deren
Zeitableitungen negativ definit sind. Dies ist nicht immer der Fall, beispielsweise wenn
der Stabilitatsbeweis eines Teilregelkreises mit einer Lyapunovfunktion mit lediglich
negativ semidefiniter Zeitableitung und unter Zuhilfenahme des Invarianzprinzips von

LaSalle gefiihrt wurde.

Eine wichtige Alternative zur Betrachtung einer Gesamtlyapunovfunktion stellt des-
halb die eigens entwickelte Stabilitdtstheorie fiir kaskadierte nichtlineare Systeme dar
(siehe z. B. [112, 137, 156]). Diese zielt darauf ab, Aussagen iiber die Stabilitatsei-
genschaften der Kaskade aus den Stabilitatseigenschaften der Teilsysteme sowie de-
ren Kopplungsstruktur abzuleiten, ohne dass eine Gesamtlyapunovfunktion gefunden
werden muss. Diesen Weg, der auch in dieser Arbeit eingeschlagen wird, gehen Ken-
doul u.a. [92, 93, 94|, Falconi u.a. [61] sowie Raptis u.a. [146, 145, 147]. Wahrend in
(92, 93, 94, 61] linearisierende Teilregler entworfen werden, kommen in [146, 145, 147]
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Kapitel 2 Der Quadrocopter

sattigende Positionsregler kombiniert mit Backstepping-Reglern fiir die Lagedynamik

zum Einsatz.

Weitere Regelungsverfahren: Vereinzelt werden rein robuste Regelungsmethoden
zur Losung des Positionsfolgeproblems vorgeschlagen. Von Lee u.a. wird in [104] ein
Sliding-mode-Regler entworfen. Mokhtari u.a. [127] sowie Raffo u.a. [139] bringen da-
gegen H,-Ansdtze zur Anwendung. In [140] kombinieren Raffo u.a. das H.-Verfahren
mit modellpradiktiven Methoden.

In zunehmendem Mafle werden auch adaptive Regelungsverfahren am Quadrocopter
implementiert. Huang u. a. [89] nutzen das sogenannte Adaptive Backstepping, um un-
sichere Streckenparameter zu kompensieren. Zur Kompensation unstrukturierter Mo-
dellunsicherheiten schlagen Madani u. Benallegue [116] ein neuronales Netz vor und
kombinieren es mit einem Backstepping-Ansatz. Dydek u.a. [60] entwerfen eine adap-
tive Positionsfolgeregelung unter Ausnutzung der CMRAC-Methode?. Regelungen auf
Basis der Li-adaptiven Regelungstheorie werden von Michini u. How [124] sowie De
Monte u. Lohmann [52, 54] vorgestellt. Einen ausfithrlichen Uberblick iiber die Anwen-
dung adaptiver Verfahren am Quadrocopter gibt De Monte [51].

2CMRAC: Combined/Composite Model Reference Adaptive Control
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Kapitel 3

Reduzierte Lageregelung - Regelung

der Schubrichtung

Der Zugriff auf die translatorische Dynamik des Quadrocopters (2.21a) erfolgt tiber den
Schubkraftvektor F, der entsprechend (2.18) immer in Richtung -z zeigt. Somit ist die
Ausrichtung des Schubs gekoppelt an die Ausrichtung der korperfesten z-Achse. Kom-
mandiert nun eine tibergeordnete Regelungsebene oder ein Pilot iiber die Fernsteuerung
eine Vorgabe fiir die Schubkraft, so muss die gewtinschte z-Achsenrichtung z, eingere-
gelt werden. Die Regelungsaufgabe, die im Folgenden behandelt wird, besteht darin,
mit Hilfe der Stellmomente 7 eine Trajektorie z4 einzuregeln, d. h. es soll z — z4 fiir
t — oo sichergestellt werden. Allerdings ist durch dieses Regelziel der Sollzustand der
Drehrate noch nicht eindeutig definiert, denn selbst wenn z = z, gilt, kann der Qua-
drocopter noch beliebig um seine z-Achse rotieren. Es wird daher zusétzlich gefordert,
dass die Rotation um z abklingt, d.h. es soll w!? — [wéﬁ wpy O]T fiir t - oo erreicht
werden. Die Struktur des angestrebten Regelkreises ist in Abbildung 3.1 dargestellt.
Die in den folgenden Abschnitten vorgestellte reduzierte Lageregelung basiert auf
den von Fritsch u. a. bereits veroffentlichten Beitragen [72, 69]. Die Besonderheit dieses
energiebasiert entworfenen Reglers liegt in seiner Ausrichtung auf schnelle Einschwing-
vorgange bei gleichzeitiger Beschrankung der auftretenden Stellgrofien. Dies wird durch
den gezielten Entwurf der potentiellen Energie und insbesondere tiber eine durchdachte
Dampfungsstrategie ermoglicht, welche unerwiinschte Bewegungen maximal bedampft
und zielfithrende Bewegungen gewahren lasst. Ein solches an der zeitoptimalen Regelung
orientiertes Vorgehen im Rahmen einer energiebasierten Lageregelung wird nach bestem
Wissen des Autors erstmals in dieser Arbeit vorgestellt. Dabei sind die Einsatzmoglich-
keiten der prasentierten Regelung durchaus nicht auf den Quadrocopter beschrankt,
sondern umfassen samtliche Anwendungen, bei denen eine einzelne Starrkérperachse

gezielt iber Stellmomente eingeregelt werden muss.

37



Kapitel 3 Reduzierte Lageregelung - Regelung der Schubrichtung

( .
L1, LReduz1e1r te Rotatorische
- ageregelung ~ | Quadrocopter- >Richtung) 7,
—»  (3.53), (3.1), dynamik o >
-- (3.3), (3.5) 2 = Rp,e.
RZANE 61 (2.21b), (2.21c)
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Abbildung 3.1: Strukturbild des Lageregelkreises mit reduzierter Lageregelung. Die Re-
gelgroBen sind die korperfeste z-Achsenrichtung z sowie die z-Komponente wB? der
Drehrate wb?.

Im nachfolgenden Abschnitt 3.1 wird zunéchst die Folgedynamik hergeleitet und das
Regelziel in Abhéngigkeit der gewahlten Zustandsvariablen angegeben. Abschnitt 3.2
befasst sich dann mit dem Sonderfall der Festwertregelung, bei dem die Vorgabe der
Achsrichtung z,; konstant ist. Die Erweiterung auf den allgemeinen Fall der Folgerege-
lung wird in Abschnitt 3.3 durchgefiihrt und in Abschnitt 3.4 wird die Leistungsfédhigkeit

der Regelung mit Simulationsergebnissen untermauert.

3.1 Folgedynamik und Regelziel

Die zeitliche Entwicklung der gewiinschten z-Achsenrichtung wird beschrieben durch die
Trajektorie des Einheitsvektors z,4. Es gilt folglich z, € S mit §% = {a e R?|aTa = 1},
d. h. z; beschreibt eine Bahn auf der Mantelfliche der dreidimensionalen Einheitskugel.
Ausgehend von der Annahme, dass die Solltrajektorie z, zweifach stetig nach der Zeit
differenzierbar und in ihrer inertialen Darstellung z, ; vorliegt, wird in diesem Abschnitt
die Folgedynamik der reduzierten Lage hergeleitet. Entsprechend [46] ist die Darstellung

der gewtinschten z-Achsenrichtung z,; in Kérperkoordinaten
24,5 = Rprzar (3.1)

eine geeignete Zustandsvariable, welche den reduzierten Lagefehler global und eindeutig
charakterisiert. Da man in der Regel dazu neigt, die Zusammenhéange aus dem Inerti-
alsystem heraus zu deuten, sei darauf hingewiesen, dass sich durch die Darstellung

in Korperkoordinaten ein Anschauungswechsel vollzieht. Mit B als Bezugssystem er-
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3.1 Folgedynamik und Regelziel

scheinen alle korperfesten Vektoren konstant, selbst wenn der Korper im Inertialsystem
rotiert. Umgekehrt erscheinen alle nicht korperfesten Vektoren (auch die Inertialfesten)
bewegt. Aus dieser Warte heraus muss deshalb das priméare Regelziel z — z, fiir ¢t - oo

besser in der Form z4 5 — zp = e, fiir ¢ — oo angeschrieben werden.

Zur Herleitung der Folgedynamik berechnet man zunachst die Zeitableitung von z, p.
Hierzu wird die Identitét zq ; = ((2za.1)2Za.1)2aq,1 benotigt, die sich aus (2.8) ableitet, wenn
man berticksichtigt, dass auf der Kugeloberfliche z,; 1 z4; gilt. Nutzt man weiterhin
die Gleichungen (2.21b) sowie die Rechenregeln (2.9) und (2.10), so erhilt man

Z4B = RBIZd,I +Rprzar = ~(wiP)Rprzas + Rer ((2a1)24r) 241 =
= _<<WIBB>>RBIZd,I + <<RBI<<Zd,I>>zd,I>> RBIZd,I = (3-2)

= (~wi’ + Rp(2a1)2a,1) 245 -

Durch Einfithrung der Gréflen
wd,B = RB[<<Zd,[>>Zd,[ und GJB = wIBB - wd7B (33)

sowie Ausnutzung der Eigenschaft (2.4) kann man (3.2) weiter umformen und es ergibt

sich schliefSlich

zap = —(©B)2ap = (2a5)D5 - (3.4a)

Die Folgedynamik wird komplettiert durch die Gleichung
X WIB eyl IB\,, ,IB .
Wp=wp —wWap=J (((JwB Ywp +T)—wd7B, (3.4b)

welche durch Einsetzen von (2.21c) entsteht. Fiur die darin enthaltene Grofie wy g folgt
aus (3.3), (2.21c) und (Zq ;)24 = 0 die Beziehung

wa,p = ~ (W )RB(2a, )20, + Re1(Za,1)2ar - (3.5)

Beziiglich der gewéhlten Zustandsvariablen (zg,p,&0p) € W = §2 x R3 besteht das
angestrebte Regelziel nun darin den Arbeitspunkt w,; = (e,,0) durch einen kontinu-
ierlichen Stelleingriff 7 asymptotisch zu stabilisieren. Im Einzelnen garantiert das im
Folgenden entworfene Regelgesetz zwei wesentliche Stabilitatseigenschaften, die im Zu-
sammenhang mit der in Kapitel 5 diskutierten kaskadierten Positionsfolgeregelung eine

entscheidende Rolle spielen:
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Kapitel 3 Reduzierte Lageregelung - Regelung der Schubrichtung

1. Lokal exponentielle Stabilitit des angestrebten Arbeitspunkts wy.
2. Fast global asymptotische Stabilitit des angestrebten Arbeitspunkts wy.

Anmerkung 3.1 Im angestrebten Arbeitspunkt w, gilt wiP = 0, was der auf S. 87
formulierten Anforderung an die Drehrate entspricht. Dies wird ersichtlich, wenn man
wq p mit Hilfe von (2.9) umformt. Es gilt wap = Rer{zar)zar = (245)245. Im ange-
strebten Arbeitspunkt ist zqp = e, und da zqp L Z4p gilt, folgert man wyp, = 0. Somit

folgt aus &p = wiP —wqp =0 direkt, dass auch wi? =0 gelten muss.

Anmerkung 3.2 Man beachte, dass die Drehrate wy g = Rpr{zar)zar keine Drehrate
zwischen zwei vollstandig bestimmten Koordinatensystemen darstellt, obwohl man ge-
neigt sein konnte wqp als Drehrate eines Sollsystems D = {Xq,Ya,2q} gegeniiber dem
Inertialsystem I zu interpretieren, wqy p = wiP. Ein solches virtuelles Sollsystem D st
aber nicht eindeutig definiert, da nur etwas tber seine z-Achsenrichtung z, bekannt ist.
Somit definiert jede Rotationsmatriz Rip, die die Gleichung zq.r = Ripe, erfillt, ein
zuldssiges Sollkoordinatensystem D. (Die beiden verbleibenden Basisvektoren ergeben
sich zu x41 = Rype, und yqr = Rrpe,.) Dartiber hinaus ist selbst die Drehrate eines
solchen virtuellen Koordinatensystems D nicht eindeutig. Denn ersetzt man wqp in
(3.4a) durch wJIBD =wgp+a-zqgp mit beliebigem Skalar a, so fihrt dies zum gleichen
zq . Folglich beschreibt die Differenzdrehrate &p = w%B —wgp keine Relativdrehbewe-
gqung zwischen zwei eindeutig definierten Koordinatensystemen. Trotz dieses , Defizits
an Anschaulichkeit” beschreibt @ eine geeignete Fehlerdrehrate fir die vorliegende Re-

gelungsaufgabe.

3.2 Festwertregelung - Ein schneller und sattigender

Ansatz

Dieser Abschnitt behandelt den Sonderfall, dass die inertiale Darstellung der gewtinsch-
ten z-Achsenrichtung z, ; konstant ist oder konstant angenommen wird, weil kein Wis-
sen iiber die Ableitungen z,; und Z,; vorliegt. Dies ist beispielsweise dann der Fall,
wenn zg; per Fernsteuerung von einem Piloten kommandiert wird.

Unter der Annahme, dass z4; = Zg; = 0 gilt, ergibt sich wyp = wyp = 0. Damit

vereinfacht sich die Folgedynamik (3.4) zu

a5 = (24,8)@B (3.6a)

Jop=(Jop)os+T, (3.6b)
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3.2 Festwertregelung - Ein schneller und séattigender Ansatz

wobei ausgenutzt wurde, dass im betrachteten Sonderfall @p = wiP gilt. Man beachte,
dass (3.6) ein System der Form (1.1) darstellt, fir das nun eine energiebasierte Regelung
entsprechend dem in Abschnitt 1.2 vorgestellten allgemeinen Vorgehen entworfen wird.

Hierzu soll dem geschlossenen Regelkreis eine Energiefunktion
- L.
V(z4,08) = §WBJWB + Ey(p(2a,))

zugewiesen werden, wobei ¢ den Winkel zwischen z; und z bezeichnet und somit ein ge-
eignetes Fehlermafl darstellt. Unter Berticksichtigung der Streckendynamik (3.6) erhélt
man fiir die zeitliche Ableitung der Energiefunktion

o S 0F, 0p -
V= ng + Ego = ng + —a(;) azd7B <<Zd,B>> wp .

-(T)T

Aus Ep extrahiert man das Stellmoment T, welches aus dem zugewiesenen Potential

resultiert. Das Regelgesetz
T =T?(2a,5) - D+ (24,8, ®B)@5 , (3.7)
mit D, (zqp,@p) >0 fihrt schlieBlich zur angestrebten Abnahme der Energie
V(2ap,@p) = 05D (248,&p)@p <0 . (3.8)

Der nachfolgende Unterabschnitt 3.2.1 ist dem Entwurf eines geeigneten Potentials E,
und der Identifikation des zugehorigen Momentenfeldes TY gewidmet. Im Unterab-
schnitt 3.2.2 wird dann eine geeignete Dampfung D, festgelegt. Die Reglersynthese
erfolgt dabei so, dass neben den erforderlichen Stabilitdtseigenschaften des gewiinsch-
ten Arbeitspunktes wy, die in 3.2.3 nachgewiesen werden, zuséatzlich die Stellgrofienbe-
schrankungen

|7yl < Tay s Il <72, (3.9)

eingehalten werden. Hierin bezeichnet 7., = [Taj Ty]T den Teilvektor aus den ersten
beiden Komponenten von 7 und 7,, und 7, sind beliebige positive Konstanten. Die
Moéglichkeit, die Stellmomente entsprechend (3.9) zu begrenzen, entschérft die in Ab-
schnitt 2.1.2 diskutierte Problematik, die bei der Umrechnung der Momente in Dreh-
zahlkommandos auftreten kann. Mit Hilfe der getrennten Behandlung der Momente in

der xy-Ebene und der z-Richtung wird dabei auf die speziellen Symmetrieeigenschaften
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der Quadrocopteraktuatorik eingegangen. Wie aus (2.19) hervorgeht, sind in der zy-
Ebene grofle Stellmomente verfiighar, die aus den Schubkraften der einzelnen Rotoren
multipliziert mit ihren Hebelarmen resultieren. Um die z-Achse hingegen wirken nur die
im Verhéltnis geringen aerodynamischen Widerstandsmomente. Somit gilt beim Qua-
drocopter 7, >> 7,. Um trotz der StellgroBenbeschréankungen (3.9) moglichst schnelle
Einschwingvorgéange zu realisieren, miissen die verfiigharen Momente weitgehend aus-
genutzt und im Idealfall gesittigt werden. Dies wird durch den gezielten Entwurf der
potentiellen Energie und insbesondere durch die entwickelte Dampfungsstrategie geleis-
tet, welche unerwiinschten Bewegungen entgegenwirkt und zielfithrende Bewegungen

uneingeschrankt zulasst.

3.2.1 Entwurf der Potentialfunktion

Der gedankliche Ausgangspunkt fiir den Entwurf der Energiefunktion F, ist das Po-
tential eines zylindrischen 3D-Pendels, welches in einem Kugelgelenk! gelagert und der
Gravitation der Erde ausgesetzt ist. Wie in Abbildung 3.2 dargestellt, wird in diesem
Gedankenexperiment die tatsdchliche z-Achsenrichtung z des Quadrocopters durch die
Pendelachse und die gewiinschte z-Achsenrichtung z,; durch die hingende Lage des Pen-

dels repréasentiert. Ist Dampfung im System vorhanden, so schwingt das Pendel aus fast

Schwerpunkt des
Pendels mit Masse m,,

Zq

\4

Abbildung 3.2: Analogon 3D-Pendel: Die Pendelachse entspricht z, die hingende Ruhe-
lage entspricht z,. Das ausrichtende Moment 7}, resultiert aus der potentiellen Energie
des Pendels im Gravitationsfeld der Erde. Dampfungsmomente sind nicht dargestellt.

'Es wird hier eine idealisierte Lagerung angenommen, welche eine uneingeschrinkte Drehung des
Korpers um den Lagerpunkt zuldsst.
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jeder Ausgangslage in die hdngende Lage ein, es strebt z gegen z;. Wenn es gelingt,
mit den Stellmomenten des Quadrocopters die Momente aus dem Pendelpotential und
der Dampfung zu emulieren, so wird der Schubvektor in gleicher Weise wie das Pendel
in seine Zielausrichtung einschwingen. Dabei wird die ausrichtende Wirkung durch das
Moment aus dem Potential erbracht, die Dampfung hingegen gestaltet wesentlich den

Ablauf des Einschwingvorgangs.

Bezeichnet man im Pendelbeispiel mit ¢ den Winkel zwischen z; und z, mit [, den
Abstand zwischen Drehpunkt und Schwerpunkt und mit m, die Masse des Pendels,
so wirkt abhéngig vom Winkel ¢ ein aus dem Potential stammendes riickstellendes

Moment mit Betrag
Ty(p) = mypgly sin(p)

um den Drehpunkt. Das zugehorige Pendelpotential ergibt sich durch Integration tiber
den Winkel von 0 bis ¢ zu

Ey(@) = [ Ty(a)da= [ mygly sin(a)da=m, g1,(1 - cos())

Der qualitative Verlauf von Moment und Potential ist in Abbildung 3.3 in griin dar-
gestellt. Es fallt auf, dass der Momentenverlauf im Hinblick auf die ,Stellgroffenaus-
nutzung® ungiinstig ist, da das maximale Moment nur bei ¢ = 7/2 auftritt und die
Kurve zu beiden Seiten schnell abféllt. Wiinschenswert wére hingegen ein Verlauf wie
der in rot dargestellte, der sein Maximum iiber einen groflen Winkelbereich beibehélt.
Die energiebasierte Regelung lasst dem Entwerfer an dieser Stelle grofie Freiheit den

Momentenverlauf nach seinen Vorstellungen zu gestalten. Dabei gilt es lediglich zwei

Toypr = — = — — — — — — — — — — — S

— T (»)

: T,()
0 v 2 Yy T 0 © /2 Oy T
(a) Qualitative Momentenverldufe iiber ¢. (b) Qualitative Potentialfunktionen iiber ¢.

Abbildung 3.3: Qualitative Momentenverldaufe mit zugehorigen Potentialfunktionen fiir
das Pendel (Index p) und die reduzierte Lageregelung (Index ¢).
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Randbedingungen zu beachten. Zum einen muss das Moment fiir ¢ = 0 und ¢ = 7
verschwinden, sodass das resultierende Momentenfeld im gesamten Zustandsraum kon-
tinuierlich wird.? Zum anderen muss der Momentenverlauf im restlichen Bereich positiv
sein, sodass das resultierende Potential mit zunehmendem Fehlerwinkel ansteigt. Diese
Anforderung erzwingt das notwendige isolierte Minimum des Potentials bei ¢ = 0 und
zielt weiterhin darauf ab, die unteren Niveaumengen des Potentials und damit auch die
der Energiefunktion V' kompakt und zusammenhangend zu gestalten.

Im Rahmen dieser Arbeit wird ein Momentenverlauf vorgeschlagen, wie er in Ab-
bildung 3.3a in rot qualitativ dargestellt ist. Mit Hilfe der Funktion Ag* : [0,7] —

[0,sin(a;)]

sin(a) it 0<a<a,
Agi(a) = {sin(a;) if ay<a<a,, (3.10)
s;;l((gi)) sin(a) if a,<a<m,

lasst sich der abgebildete Momentenverlauf anschreiben als

To(p) = cp- MG () - (3.11)

Hierbei ist ¢, eine positive Konstante, die insbesondere die Anfangssteigung des Momen-
tenverlaufs und damit die Linearisierung um die Ziellage bestimmt (vgl. Unterabschnitt
3.2.3.2). Die Konstanten ¢; und ¢, hingegen legen den Bereich fest in dem der Betrag

des Stellmoments maximal ist. Durch Integration erhélt man das zugehorige Potential

E,(p) = fT¢(a) da = csajoAgy(a) da , (3.12)

welches in Abbildung 3.3b qualitativ dargestellt ist.

Wie zu Beginn des Abschnitts 3.2 gezeigt wurde, leitet sich die vektorielle Darstellung
des Potentialmoments T aus der zeitlichen Ableitung der potentiellen Energie ab, es
gilt Ep = —(T%)T&p. Um die Ableitung bilden zu kénnen, muss zunéichst der Fehlerwin-
kel ¢ durch die Zustandsvariable z, g ausgedriickt werden. Der Kosinus von ¢ ist durch

das Skalarprodukt aus z und z4 bestimmt, cos(y) = z7z,. Somit gilt angeschrieben im

2Die Analyse von Systemen, die durch Differentialgleichungen mit diskontinuierlicher rechter Seite
beschrieben werden, stellt ein eigenes systemtheoretisches Forschungsfeld dar. Gewohnte mathemati-
sche Konzepte, wie die Losung einer Differentialgleichung, sind in diesem Zusammenhang nicht mehr
unverdndert anwendbar, sondern miissen zunéchst generalisiert werden [65]. Die Betrachtung solcher
Systeme geht weit iiber die Zielsetzung dieser Arbeit hinaus.
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korperfesten Koordinatensystem B
cos(p)=zhzgp=elzsp=245. < =arccos(z4p.) . (3.13)

Mit Hilfe der letzten Zeile aus (3.6a) und unter Ausnutzung der Einheitsldnge von z, g
erhdlt man fir die zeitliche Ableitung von ¢
_Zd,Bz _ 1

. ~ T ~
@Y= > = - > > I:_Zdey Zd,Bx 0:| wp = —B%BWB , (314)
\/ 1-235, \/ %d,Bz T %d,By

worin e, offensichtlich ein Einheitsvektor ist. Mit (3.12) und (3.14) ergibt sich schlieBlich

oF, .

Eso = %‘P = _Tso(ﬁp) 'eg,B‘:)B

und der Vergleich mit £, = —(T%)T&p liefert

T = T,(p)-e,n=cy, -Air(cp) ‘€, B - (3.15)

Es handelt sich also um ein Drehmoment mit dem entworfenen Betragsverlauf T,,, wel-
ches um die Achse e, wirkt. Wie man aus der physikalischen Anschauung unmittelbar
erwartet, steht der Achsvektor e, senkrecht auf z und z,. Genauer gesagt, entspricht er

dem normierten Vektorprodukt aus z und z,. Angeschrieben im Korpersystem B gilt

—Z
1 1 1 By

€, B = m (zp) 245 = m Al m ZdEJBQC

Somit liegt T? immer in der korperfesten zy-Ebene. Um die StellgroBenbeschréankung

. (3.16)

(3.9) einzuhalten, miissen deshalb ¢, und ¢; so aufeinander abgestimmt werden, dass
stets
T, = T3] <7, (3.17)

gilt. Dies ist auch in Abbildung 3.3a angedeutet. Man beachte, dass die Ungleichung
streng erfiillt sein muss, damit jederzeit eine Stellgrofenreserve verfiighar ist, mit der

unerwiinschte Bewegungen beddmpft werden koénnen.

Anmerkung 3.3 FEs mag verwundern, dass die Flanken der Funktion (3.10) proportio-
nal zur Sinusfunktion ansteigen und abfallen und nicht schlicht rampenformaig gestaltet

sind. Obwohl problemlos auch lineare (oder anders geformte) Flanken verwendet werden
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konnen, hat die verwendete Funktion den Vorteil, dass sie die lokale Stabilitdtsanalyse
in Unterabschnitt 3.2.3.1 erheblich vereinfacht, indem einige Grenzwertbetrachtungen
entfallen kénnen. Gleichzeitig ist die Abweichung vom rampenformigen Verlauf gering,
wenn der durch ¢; und p, definierte Maximalbereich, wie in Abbildung 3.3a, ausgeprdigt

gestaltet ist.

Anmerkung 3.4 Der in (3.16) angegebene Einheitsvektor e, und auch der im folgen-

den Unterabschnitt in (3.18) definierte Einheitsvektor e, weisen fir ¢ € {0,7} < zq4p =

[0 0 il]T Definitionslicken auf. Ihre Richtung ist dann unbestimmt. Es wird deshalb
konsequent darauf geachtet, dass sich diese Definitionslicken nicht in das Regelgesetz
fortpflanzen. Beispielsweise ist T in (3.15) ein global Lipschitz-stetiges Vektorfeld auf
S2. Die undefinierte Richtung von e, fir ¢ € {0, 7} wirkt sich nicht auf Tg aus, da dort
T, =0 gilt.

3.2.2 Entwurf der Dampfungsstrategie

Um das Regelgesetz (3.7) zu vervollstandigen, muss noch die Ddmpfungsmatrix D, fest-
gelegt werden. Im Hinblick auf (3.8) kann man den Eindruck gewinnen, dass die DAmp-
fung grundsatzlich moglichst grofl gewahlt werden sollte, da sich dadurch die Abnah-
me der Lyapunovfunktion verstiarken ldsst. Die so verstarkte Abnahme wiirde dadurch
erzielt, dass vorliegende Drehraten @ stark bekdampft und schnell reduziert wiirden.
Ein solches Systemverhalten reprasentiert aber im Allgemeinen keine hohe Regelgiite,
denn insbesondere wenn auf schnelle Einschwingvorgiange abgezielt wird, soll der Qua-
drocopter schliellich moglichst lange mit hoher Drehrate auf die gewiinschte Ziellage
zurotieren. Dieser Vorgang sollte also moglichst ungeddmpft ablaufen. Trotzdem muss
genug Dampfung im System vorhanden sein, um die Bewegung rechtzeitig abzufangen
und Uberschwingen zu vermeiden. Die zentrale Erkenntnis aus diesem scheinbaren Wi-
derspruch ist, dass die Beddampfung der Drehraten nicht undifferenziert erfolgen sollte.
Vielmehr sollte mit Blick auf das Regelziel zwischen erwiinschten und unerwiinschten
Drehratenrichtungen und -betragen unterschieden und deren Bedampfung individuell
gestaltet werden. Im Folgenden wird deshalb eine durchdachte Démpfungsstrategie ent-

wickelt, die sich an den Ergebnissen der zeitoptimalen Regelung orientiert.

Um die Drehrate @ in die problemrelevanten Richtungen zerlegen zu kénnen, definiert
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man zunachst den zu e, senkrechten Einheitsvektor

Zd,Bx
1

e, p = (e, n)zp = (e,p)e. = 7By
\/ %z T FaBy |

Er resultiert aus dem Vektorprodukt von e, und z und liegt somit wie e,, stets in der kor-

(3.18)

perfesten xy-Ebene. Wie in Abbildung 3.4 veranschaulicht, definieren die drei Vektoren
{e,,e,,z} eine orthonormale Basis des R3. Da diese Basis im Folgenden ausschlieflich
in ihrer korperfesten Darstellung {e, 5,e, 5,z5} = {e, B, e, p5,e.} Verwendung findet,
wird der Index B fallen gelassen und es gilt ab sofort e, = e, p und e, = e, p. Zerlegt

man nun die Drehrate &g entsprechend, so ergibt sich
~ T~ T~ T~ —
Wp=e ,Wpe, +e,Wpe, +e,Wpe, =w,e, +w,e,+w.e, . (3.19)

Ein Blick auf (3.14) verrét, dass w, = —¢ gilt und dass die anderen beiden Komponenten
w, und w, = W, den Fehlerwinkel ¢ nicht unmittelbar beeinflussen. Eine Dampfungs-
matrix, die eine differenzierte Wirksamkeit beziiglich dieser drei Drehratenkomponen-
ten besitzt, kann man aus den dyadischen Produkten der Basisvektoren e, e, und e,

aufbauen. Folglich bestimmen in der Dampfungsmatrix

D, (Zap,@5) =key(2a5, (:JB)(d@(QO, @)evegjtdLelef)+/£Z(GJB)dZeZeZ

_ 'L{'J:y(zd,Bad}B)ny(Zd,Ba‘:)B) 0 >0 (32())
0 Hz((:JB)dZ a

Abbildung 3.4: Darstellung der Vektoren e, und e, im Bezug zum Kérpersystem B =
{x,y,z}. Die Vektoren {e,,e,,z} bilden eine alternative orthonormale Basis des R3.
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die Koeflizienten d,, d, und d, die Dampfung beziiglich w,, w, und w,. Man beachte,
dass zu Gunsten einer kompakten Notation zumeist darauf verzichtet wird, die Abhén-
gigkeiten der Groflen ¢, ¢, e,, e, vom Zustand (zq4p,@p) explizit zu kennzeichnen.

Aus den Definitionen von e, und e, leitet man leicht die Struktur der Untermatrix

. 2
b - do(e,9) 24 By —2d,Bx%d, By
:vy(zd,B7wB) - .2 + 2 2
Zd,Bx T #4,By | —%d,BxZd,By Zd,Ba (3.21)
) )
. d, 24 Bx Zd,Bx%d,By
2 2 2
24,z T %a,By | %d,Bx%d,By 24,By

ab. Die Verstarkungsfaktoren r,, und x, in (3.20) dienen dazu, die Stellmomente zu
sattigen und dadurch die Stellgrofienbeschréankung (3.9) einzuhalten. Sie sind definiert

als die Losungen der Optimierungsprobleme

Kay = min (1,k),3 K, = min  (1,k),
£>0,|TE oy~ Day@ Bay | =Toy #>0,|~r-d20p|=T

und kénnen auch analytisch angegeben werden. Sie lauten dann

o —minl1 (TG2y) " Day@pay + \/((Tgyxy)TDa:y‘bey)Q + (72, - Tcg)HDa:y‘:’Bxsz
my 7 ||]:)acy‘:‘}BﬂcyH2 ’

(3.22)

K. = min (1 L ) : (3.23)

’ dz|sz|

Die Wirkungsweise von k,, und &, ist in Abbildung 3.5 dargestellt.

Da die Drehraten w, und w, nie zum Abbau von ¢ beitragen kénnen, repréasentieren
sie im Hinblick auf das Regelziel iiberfliissige Bewegungen, die immer bedampft werden
sollten. Daher bietet es sich an, als Koeffizienten d, und d. positive Konstanten zu
wahlen. Zur Festlegung des Koeffizienten d, lohnt es sich hingegen mehr Aufwand zu
treiben. Um die Auslegungsaufgabe zu vereinfachen, werden zunéchst die nachfolgend
gelisteten Annahmen getroffen, die das Problem auf einen Freiheitsgrad, den Fehlerwin-
kel ¢, reduzieren. Diese Annahmen dienen ausschliellich als Hilfsmittel zur Auslegung
von d, und werden fir die Stabilitdtsanalyse im Unterabschnitt 3.2.3 nicht vorausge-

setzt. Man beachte, dass sich der Winkel ¢ entsprechend seiner Definition in (3.13) nur

3Es sei an die in Abschnitt 2.1.1 eingefiihrte Notation erinnert, wonach der Index (+),, angewendet
auf einen Vektor aus R3 anzeigt, dass es sich um den Teilvektor bestehend aus den ersten beiden
Komponenten handelt.
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Korperfeste y
zy-Ebene ~HKay * Day@pay ———- Sattigendes Beispiel (kyy, k. < 1)
-D,, @5y Nichtsattigendes Beispiel (g, = £, = 1)
== “d @ 2 ~ ~
T e " G248 Ty = =Rz dszz = _dszz
_dz(:}Bz
> e > |
X . R Z

T

Korperfeste z-Achse

—Ragy * Dzy&}Bzy = _DzyG)Bzy

Abbildung 3.5: Prinzipskizze zur Wirkungsweise der Verstarkungsfaktoren x,, und x..
Abgebildet sind je ein sittigendes und ein nichtsattigendes Beispiel.

im Intervall [0, 7] bewegt. Dies fithrt zu Diskontinuitéten in den Zeitableitungen an den
T

Stellen ¢ € {0, 7} < 2,5 = [0 0 ﬂ:l] . Ohne weitere Erwiahnung liegt den folgenden

Ausfithrungen deshalb das Selbstverstandnis zu Grunde, dass die Punkte ¢ = 0 und

@ =1 aus den dynamischen Betrachtungen ausgeklammert sind.

Annahme 3.1 Der Trigheitstensor J ist identisch mit einer diagonal besetzten Ab-
schitzung J = diag(jl, Jh, jg) >0,d h J=1J.

Annahme 3.2 Der Starrkérper dreht ausschlieflich um die Achse ey, d. h. ©p = w,e,,.

Aufgrund der weitgehend symmetrischen Massenverteilung des Quadrocopters ist die
Annahme 3.1 immer naherungsweise erfiillt. Annahme 3.2 ist plausibel, da die Drehra-
tenrichtungen w, und w, stets bedampft werden und daher klein sind oder schnell klein
werden. Mit Hilfe von Abbildung 3.4 kann man sich leicht veranschaulichen, wie die
durch Annahme 3.2 beschriebene Bewegung aussieht. Da e, stets senkrecht auf z und
zq steht, ist unmittelbar einsichtig, dass der Vektor e, seine Richtung nicht verandern
wird, solange Annahme 3.2 erfiillt ist, d. h. es gilt é, = 0.* Bezogen auf das Analogon
des 3D-Pendels (vgl. Abbildung 3.2) folgt daraus, dass das Pendel ausschlieflich um
die raumlich fixierte Achse e, schwingt und somit als einfaches planares Pendel mit

Drehfreiheitsgrad ¢ betrachtet werden kann. Konsequenterweise muss
Op = WL, (3.24)

gelten, solange die Annahme 3.2 erfillt ist. Es stellt sich jedoch die Frage, ob (3.24) mit
der Systemdynamik (3.6b) vertriglich ist. Wertet man (3.6b) mit dem Regelgesetz (3.7)

4Der analytische Nachweis, dass é, = 0 gilt, wird im Anhang A.1 gefiihrt.
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aus, wobei man (3.15), (3.20), (3.22) sowie die Annahmen 3.1 und 3.2 beriicksichtigt,

so folgt daraus

@p = JTH (To() = Ky (0, do(0,9)) - do (0, 0) - w,) €, - (3.25)

Setzt man nun (3.24) in (3.25) ein, multipliziert von links mit el und nutzt die Identi-
titen ¢ = —w,, ¢ = —w,, die aus (3.14) und é, = 0 folgen, so erhalt man schlieBlich die

skalare Differentialgleichung

J1@ = =Tp () = by (0. dyp (0, 9)) - d(0,4) - & - (3.26)

Diese Differentialgleichung besitzt eine eindeutige Losung unter der sehr milden An-
nahme, dass d, so gewahlt wird, dass die rechte Seite der Differentialgleichung lokal
Lipschitz-stetig in (¢, ) ist. Setzt man dies voraus, so ist die Vertraglichkeit von An-
nahme 3.2 mit der Systemdynamik nachgewiesen. Je besser die realen Verhéiltnisse mit
den Annahmen 3.1 und 3.2 iibereinstimmen, desto besser approximiert (3.26) die Feh-
lerdynamik. Die Aufgabe besteht nun darin, d, so zu gestalten, dass die Losungen der
Differentialgleichung zufriedenstellend im Sinne des Regelziels sind. Da die Stellgro-
Benbegrenzung im nachfolgenden Entwurf der Dampfungsstrategie bereits weitgehend
berticksichtigt wird, kann vereinfachend davon ausgegangen werden, dass stets der un-

geséttigte Fall, d. h. k,, = 1, vorliegt. Der Auslegung liegt somit die Differentialgleichung

Jg = =T, () - dp(p, @) & (3.27)

zu Grunde.

Der aus dem Potential resultierende Momentenverlauf 7,,, welcher durch Gleichung
(3.11) beschrieben ist, wurde so entworfen, dass er drei Bereiche besitzt. Es ist daher
naheliegend den Entwurf von d, in dieselben drei Bereiche zu gliedern. Fiir sehr kleine

und sehr grofie Winkel ¢ bietet es sich an d,, konstant zu wahlen. Durch die Festlegung

d, =06, firep <y, und 9>, ,

wobei ¢, eine positive Konstante ist, erreicht man Zweierlei: Zum einen wird die Dyna-
mik (3.27) in den betreffenden Winkelbereichen naherungsweise linear, da T, dort einen
annahernd linearen Verlauf aufweist (vgl. Abbildung 3.3a). Insbesondere im Nahbereich

der gewtinschten z-Achsenrichtung z,; erhélt man mit Hilfe der Kleinwinkelndherung
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sin(p) = ¢
Jig=—cop—0,-¢ fir o<y . (3.28)

Die Festlegung der Reglerparameter c, und d, reduziert sich somit auf die vertraute
Auslegung einer PT2-Dynamik. Mit Blick auf ein schnelles Einschwingverhalten bietet
es sich an fiir , Werte nahe der kritischen Déampfung |/ 4jlc¢ zu wahlen. Zum anderen
tragt die konstante Wahl von d, dazu bei, Singularitdten in der Dampfungssubmatrix
(3.21) zu vermeiden, die sonst durch die in Anmerkung 3.4 diskutierten Definitions-

liicken von e, und e, fir ¢ € {0, 7} auftreten wiirden. Indem man zusétzlich
d, =0, (3.29)
festlegt, ergibt sich aus (3.21) unmittelbar die konstante Submatrix

D,, =6,I,>0 firp <y und ¢ > ¢, . (3.30)

Im weitaus groBten Teil des Zustandsraums, charakterisiert durch ¢; < ¢ < ¢, soll
eine Art zeitoptimale Dampfungsstrategie auf Basis der Differentialgleichung (3.27)
zum Einsatz kommen. In diesem Bereich weist das Potentialmoment sein konstantes
Maximum 7T, = c¢,sin(y;) auf. Bleibt man bei der Analogie des Pendels, so besteht
die Zielsetzung darin, das Pendel nach moglichst kurzer Zeit mit einer vorgegebenen
Drehrate ¢ = —v,, < 0 in den Giiltigkeitsbereich ¢ < ¢; der linearen Dynamik (3.28)
eintreten zu lassen. Hierzu muss das Pendel solange wie moglich mit dem maximal ver-
fiigharen Moment in Richtung seiner Ziellage beschleunigt werden, bevor schliellich auf
einen Bremsvorgang umgeschaltet wird. Der optimale Umschaltzeitpunkt ist gekom-
men, wenn das Maximalmoment dauerhaft zum Bremsen aufgewendet werden muss,
damit das Pendel den Winkel ¢ = ¢; mit der Zielgeschwindigkeit ¢ = —v,, erreicht.
Wie bei der zeitoptimalen Regelung, kann der Umschaltzeitpunkt durch eine Kurve im
Phasenraum, die sogenannte Schaltlinie s.,(¢), charakterisiert werden [1]. Um sie zu be-
stimmen, betrachtet man zunéchst den beschriebenen Bremsvorgang (¢ > 0), wiahrend
dem naturgeméaf ¢ < 0 gelten muss. Aus (3.27) liest man ab, dass in dieser Situation
das Moment -7, < 0 aus dem Potential durch das Dampfungsmoment —d,¢$ > 0 so
iberkompensiert werden kann, dass das Maximalmoment 7,, zum Bremsen ausgenutzt

*

wird. Indem man dy, = d7, ; .(¢) mit

. . T, T,
dap,dec((p) = _f - ?y (331)
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wéhlt, wird (3.27) zur Dynamik eines einfachen Doppelintegrators,
I = Ty -

Die Losungen dieser Differentialgleichung lassen sich leicht bestimmen und die zuge-
horigen Trajektorien konnen wie in Abbildung 3.6a im Phasenraum dargestellt werden
[1]. In der gewdhlten Anordnung der Achsen ergeben sich nach rechts gedffnete liegende
Parabeln. Die rot dargestellte Trajektorie fithrt durch den Zielpunkt (¢, ¢) = (i, —vy, ),
und kennzeichnet somit die gesuchte Schaltlinie, welche durch die in Anhang A.2 her-

geleitete Gleichung

sp(p) = \/vil+2J1 Tay(9 = 1) <0 (3.32)

beschrieben ist. Befindet sich der Zustand oberhalb von s,(¢), so bewegt sich das Pendel
noch nicht schnell genug auf seine Ziellage zu (oder sogar von ihr weg) und es kann weiter
beschleunigt werden, wobei mit beschleunigen im Folgenden ¢ < 0 gemeint ist. Liegt der
Zustand auf oder unterhalb von s,(y), so muss maximal gebremst werden, wobei mit
bremsen im Folgenden ¢ > 0 gemeint ist. Man beachte, dass die Begriffe beschleunigen
und bremsen damit nicht mehr in jedem Fall mit der umgangssprachlichen Verwendung,
sprich der (betragsméaBigen) Zu- bzw. Abnahme der Geschwindigkeit, tibereinstimmen,

sondern lediglich die Wirkrichtung von ¢ charakterisieren.

Die bremsoptimale Dampfung d* , wurde bereits in (3.31) angegeben und aus den

p,dec

| T
Diverse Trajektorien | | || sssssnns Beispiel 1
Schaltlinie s, () === Beispiel 2
...
// /// dp=dgie(9) 4,
9 0 a9 0 K
dy = <
_USDZ _/ULPZ ) ,Iill"“‘
s0()
\‘.‘\\\
0 ®r o Pu 7r 0 @l o Pu @
(a) Qualitative Phasenraumtrajektorien zur (b) Qualitative Beispieltrajektorien zur schal-
Differentialgleichung Jy ¢ = 7p,. tenden Dampfungsstrategie (3.33) und (3.34).

Abbildung 3.6: Qualitative Phasenraumtrajektorien.
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durchgefithrten Betrachtungen leitet man fiir d, die Forderung

dy = d 4e (@) fir ¢ <s.(p) (3.33)

ab.

Um die beschleunigungsoptimale Dampfung zu bestimmen, miissen die Falle ¢ > 0
und ¢ < 0 unterschieden werden. Im Falle ¢ > 0 bewegt sich das Pendel von seiner

Ziellage weg. Indem man d, = d3},..(¢) mit

p,acc

T, T
d:;-acc(()b) = __.90 + Q
7 ¥ ¥

wahlt, ist es in diesem Fall moglich das Moment aus dem Potential -T;, < 0 mit Hil-
fe des Dampfungsmoments —d,¢ < 0 so aufzustocken, dass das Maximalmoment -7,
zum Beschleunigen ausgenutzt wird. Es resultiert die Differentialgleichung jlgb = ~Tay,
deren Losungen im Phasenraum nach links geoffnete liegende Parabeln beschreiben.
Liegt hingegen der Fall ¢ <0 vor, so wirkt jegliches Dampfungsmoment —d ¢ > 0 der
beschleunigenden Wirkung des Potentialmoments -7, < 0 entgegen. Die groftmogli-
che Beschleunigung erzielt man in diesem Fall, indem die Dampfung zu Null gesetzt
wird, d. h. d, = 0. Da im relevanten Zustandsraumbereich fiir das Potentialmoment
-T, = —c,sin(p;) > -7,y gilt, ergibt sich die Differentialgleichung J1p = —c,sin(yy),
deren Phasenraumtrajektorien durch etwas gestauchtere, nach links geoffnete liegende
Parabeln gegeben sind. Fiir den Beschleunigungsfall leitet man folglich die Dampfungs-
anweisung
it (@) fir ¢ >0

p,acc

dy(p, ) = (3.34)

fir 0> ¢ > s,(p)
ab. In Abbildung 3.6b sind fiir beispielhafte Anfangszustinde qualitative Trajektorien
eingezeichnet, die aus der Dampfungsstrategie bestehend aus (3.33) und (3.34) resul-

tieren wiirden.

Die bis hierher vorgeschlagene schaltende Dampfungsstrategie charakterisiert das
Wunschverhalten des vereinfachten Systems, fithrt aber naturgemaf zu diskontinuierli-
chen Dampfungsmomenten -d,¢. Um zu einem moglichst vergleichbaren kontinuierli-
chen Regelgesetz zu kommen, werden im Folgenden die diskontinuierlichen Uberginge
des Dampfungsmoments tiber kleine Bereiche verschliffen. Die Diskontinuitédt, die im

Beschleunigungsfall bei ¢ = 0 auftritt, kann beseitigt werden, indem verhindert wird,
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dass d, gegen Unendlich strebt fiir ¢ - +0. Definiert man

dite (@) fir ¢ > v,

p,acc
* N_J) T, 7 3 .
dgo,acc((p) - _i + v_: fur Ve 2> 0
0 fiir 0> ¢,

wobei v, > 0 eine kleine Konstante ist, so wird das Dampfungsmoment —-d,¢ bei ¢ =0
kontinuierlich, wenn man d, = d;, ,..(#) wéhlt. Die verbleibenden Diskontinuititen,
die an der Schaltlinie s,(p) und an den Ubergéngen zu den Bereichen ¢ < ¢; und
© > ¢, auftreten, werden durch Uberblenden des Dimpfungskoeffizienten aufgelost.

Hierzu wird allgemein das Uberblendfunktional

fi(a,b) fir a < ay
Xi2(a,f1(a,b), f2(a, b)) = § Lazalislanb)reza)ipead) - figy g, < g < a, (3.35)
f2(a,b) fir as< a

definiert. Es iiberblendet die skalaren Funktionen fi(a,b) und fs(a,b), im durch a;
und a, festgelegten Bereich, beziiglich des skalaren Arguments a linear ineinander tiber.

Weiterhin sei flir beliebige a1 < as < ag < aq die Schreibweise

a2y (a,f1(a,b), f2(a, b)) = x22 (a,§1(a,b), x% (a,f2(a, b),f1(a,b))) (3.36)

definiert, die ein lineares Uberblenden von f,(a,b) zu fs(a,b) und zuriick zu f,(a,b)
beschreibt. Bezeichnet man mit r, < 1 eine positive Konstante, so kann nun mit Hilfe
von (3.35) die Funktion

d(0,0) = X7 (80 oo £) e 2))

festgelegt werden, die einen kontinuierlichen Ubergang des Dampfungskoeffizienten an
der Schaltlinie realisiert. Die endgiiltige Funktion, die auch die Diskontinuitaten bei
¢ = ¢ und ¢ = ¢, beseitigt und damit den Dampfungskoeffizienten d, im gesamten

Zustandsraum beschreibt, lautet

dso((pv SO) = QPHAJLXZZ_A(P (()07 5¢>d;(% ()0)) ) (337)

worin A, <« (eu=¢)/2 eine kleine positive Konstante ist. In dieser Form findet d, in der

Dampfungsmatrix (3.20) Verwendung. Abbildung 3.7 visualisiert die fiir den Damp-
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fungskoeffizienten d, gewahlte Dampfungsstrategie in der Phasenebene.

D d, unterstiitzt das
Beschleunigen (¢ < 0)

d, unterstiitzt das
Bremsen (¢ > 0)

. d, ist konstant

I:I d, wird iiberblendet

9 1, T
— J* — _® 4 'zy
dtp - dga,acc(so) - Ve + vy

dip = d;,acc(gb) =0

-
-
~I

o' o+ Ay N AVARRYT T

Abbildung 3.7: Dampfungskoeffizient d, in der Phasenebene. In den weilen Bereichen
wird d, zwischen den Randwerten der benachbarten farbigen Bereiche iiberblendet.

3.2.3 Stabilitatseigenschaften der Ruhelagen

In diesem Unterabschnitt werden die Ruhelagen des geschlossenen Regelkreises hinsicht-
lich ihrer Stabilitit analysiert und nachgewiesen, dass der angestrebte Arbeitspunkt w,
sowohl lokal exponentiell stabil, als auch fast global asymptotisch stabil ist. Dabei soll
im Folgenden unter geschlossenem Regelkreis die Folgedynamik (3.6) unter Einfluss der
entworfenen Zustandsriickfithrung (3.7) verstanden werden. Im betrachteten Regelge-
setz ist TZ durch (3.15) und D, durch (3.20) definiert. Fur die einzelnen Dampfungs-
koeffizienten d,, d,, d. gilt (3.37), (3.29) sowie d, = konst. > 0 und die sittigenden
Verstarkungsfaktoren x,, und x, sind iber (3.22) und (3.23) definiert. Setzt man die
linke Seite des geschlossenen Regelkreises zu Null, so identifiziert man leicht seine beiden

Ruhelagen
Wq = (eZ,O) ) Wy = (—62,0) )

von denen wy den gewiinschten Arbeitspunkt und w, eine unerwiinschte Ruhelage
bezeichnet. Da in der unerwiinschten Ruhelage z4 p = —e, und somit ¢ = 7 gilt, repréa-

sentiert sie eine Situation, in der die Schubrichtung antiparallel zu ihrer Zielausrichtung
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ist. Bezogen auf das Pendelanalogon stellt w, folglich die aufgerichtete Ruhelage dar.
Die lokale Analyse der Ruhelagen wird zeigen, dass wy lokal exponentiell stabil und w,,
instabil ist. Bei der anschlieBenden globalen Analyse wird nachgewiesen, dass fiir die
Zielruhelage w, dariiber hinaus fast global asymptotische Stabilitiat vorliegt. Wie in [15]
gezeigt wurde, kann es fiir beliebige Lageregelungsprobleme aus topologischen Griin-
den nie gelingen, die Wunschlage mit einem stetigen Regelgesetz global asymptotisch zu
stabilisieren. Fast global asymptotische Stabilitéit, wie sie in Definition 1.1 beschrieben
wurde, garantiert folglich unter den gegebenen Voraussetzungen den grofitmoglichen
Einzugsbereich der Wunschruhelage.

Fiir die lokale Stabilitatsanalyse wird der geschlossene Regelkreis um seine Ruhelagen
linearisiert. Zur Beurteilung der Stabilitdt der linearisierten Systeme wird dann das
folgenden Theorem herangezogen, welches das Theorem II aus [174] leicht modifiziert
und erganzt. Letzteres Theorem ist selbst eine Erweiterung und Konkretisierung des
bekannten Kelvin-Tait-Chetaev Theorems [174, Theorem IJ.

Theorem 3.1 FEine reelle Matrixz A € R272n der Form

| o I,
“|-Jc -JB

mit positiv definiten Matrizen J,B € R™™ > 0 und einer symmetrischen Matriz C €
R™ ™ besitzt genau so viele Eigenwerte in der offenen rechten komplexen Halbebene,
wie C negative Figenwerte besitzt und genau so viele Eigenwerte in Null, wie C Figen-
werte in Null besitzt. Die verbleibenden Eigenwerte von A liegen in der offenen linken

komplexen Halbebene.

Beweis: Es wird zunéichst eine Ahnlichkeitstransformation gesucht, die J aus der Dy-
namikmatrix entfernt und gleichzeitig C diagonalisiert. Da J positiv definit ist, existiert
eine reelle nichtsingulare Matrix L, sodass J = LL” gilt. Mit Hilfe von L kann man nun
die reelle symmetrische Matrix N = L-1CL-T definieren. Zu dieser Matrix existiert eine
reelle orthogonale Matrix P, die sie diagonalisiert, N = PAPT, wobei A die Diagonal-
matrix mit den reellen Eigenwerten von N ist. Definiert man nun die nichtsinguldre
reelle Matrix Q = LP, so gilt zum einen C = QAQT und zum anderen J = QQ”. Man
kann nun auf A die Ahnlichkeitstransformation

QT o0 0 I, QT o

] | | L
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3.2 Festwertregelung - Ein schneller und séattigender Ansatz

anwenden, worin B = Q'BQ-7 > 0 gilt. Die transformierte Matrix A weist diesel-
ben Eigenwerte auf wie A und da C = QAQT gilt, muss die Diagonalmatrix A laut
Tréagheitssatz von Sylvester (siehe z. B. [12, Proposition 6.15]) die identische Anzahl
negativer, positiver und Nulleigenwerte wie C aufweisen. Das weitere Vorgehen basiert
deshalb auf der Analyse von A.

Hierzu wird A allerdings nicht direkt betrachtet, sondern es wird stattdessen eine
Folge von Matrizen analysiert. Ausgehend von einem einfachen Sonderfall, fiir den die
Aussage des Theorems leicht bestédtigt werden kann, ldsst man die Matrix kontinuier-
lich in das vorliegende A iibergehen. Die Eigenwerte beschreiben dabei kontinuierliche
Kurven in der komplexen Ebene. Es wird dann gezeigt, dass sich alle Nulleigenwerte bei
diesem Vorgang nicht bewegen, sondern im Ursprung liegen bleiben und alle Eigenwerte

in den offenen Halbebenen die imaginire Achse nicht iiberqueren kénnen.

Betrachtet wird die parameterabhangige Hilfsmatrix

0 I,

-A -B,

(63 Y

deren Abhéngigkeit vom Parameter « € [0, 1] sich in der Matrix
B,=aB+(1-a)As

verbirgt. Die darin enthaltene Diagonalmatrix Ag erhalt man durch Null setzen aller
Nichtdiagonaleintrige von B. Ein kontinuierlicher Ubergang des Parameters a von 0
nach 1 iiberfithrt somit die Matrix B, kontinuierlich von Ag nach B und entsprechend
A, nach A. Man beachte, dass B, fiir beliebige zuléssige o positiv definit ist, da sowohl
B > 0 als auch Az > 0 gilt und weiterhin o und (1-«) nicht gleichzeitig Null sein konnen.

Fiir ein frei wahlbares, zuldssiges o sei (A,v) ein beliebiges Paar aus Eigenwert
und Eigenvektor zur Matrix A,. Strukturiert man den Eigenvektor entsprechend v =
[VF{ V;]T # 0 mit vy, vy € C?, so wird durch A,v=)\v impliziert, dass vo = Avy und
B.vo+Avy = —\vy gilt. Durch Einsetzen der ersten der Gleichungen in die Zweite erhélt
man

(N1, + \B,+A)v,; =0. (3.38)

Somit sind alle Losungen der charakteristischen Gleichung
det(N*T, + \B,+A) =0. (3.39)

Eigenwerte von A,. Fiir ein beliebiges, zuldssiges o kann ohne weiteres keine Aussage
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zur Lage der Eigenwerte getroffen werden. Fiir den Sonderfall o = 0 degeneriert B,
jedoch zur Diagonalmatrix Ag und die charakteristische Gleichung (3.39) lésst sich

angeben als

[T+ Mg +Ni) =0,

i=1
worin Ag ;>0 und A;; die Elemente der Diagonalmatrizen Ag und A bezeichnen. Mit
Hilfe der Nullstellenformel fiir Polynome zweiter Ordnung erkennt man leicht, dass jedes
positive Element A;; > 0 ausschliefllich auf Losungen in der offenen linken komplexen
Halbebene fithrt. Jedes Nullelement A;; = 0 liefert einen negativen Eigenwert und einen
weiteren in Null. Jedes negative Element A;; < 0 hat einen Eigenwert in der offenen rech-
ten und einen in der offenen linken komplexen Halbebene zur Folge. Fiir den Sonderfall

a =0 sind die Aussagen des Theorems somit bewiesen.

Als Néchstes wird gezeigt, dass die Anzahl der Nulleigenwerte unabhingig von « ist.
Dies geht unmittelbar aus der Analyse der linearen Unabhéngigkeit der Spalten von A,
hervor. Die rechten n Spalten sind aufgrund der Einheitsmatrix I,, im rechten oberen
Block stets linear unabhéngig voneinander. Weiterhin sind sie immer linear unabhangig
von den linken n Spalten, da der linke obere Block durch die Nullmatrix 0 gegeben
ist. Demnach ist die Anzahl der Eigenwerte von A, in Null durch die Anzahl der

Nulleigenwerte von A und damit von C eindeutig festgelegt.

Es lasst sich weiterhin leicht zeigen, dass, abgesehen von den Nulleigenwerten, keine
weiteren Eigenwerte auf der imagindren Achse existieren kénnen, wobei die Aussage
unabhéngig vom gewéahlten « ist. Hierzu multipliziert man Gleichung (3.38) von links

mit dem hermiteschen Eigenvektor v. Dies fithrt auf
VIV + vIB viA + VITAV, = a2 +bA +¢ =0,

worin a,b > 0 gilt. Aus b > 0 folgt, dass, abgesehen von Losungen in Null, keinerlei

Losungen auf der imagindren Achse existieren konnen.

Léasst man nun den Parameter a kontinuierlich von 0 auf 1 iibergehen, so beschreiben
die Losungen von (3.39) kontinuierliche Kurven in der komplexen Ebene. Da gezeigt
wurde, dass, unabhingig von «, die Anzahl der Eigenwerte in Null konstant ist und
keine weiteren Losungen auf der imagindren Achse moglich sind, kann keine Losung
von einer Seite der imagindren Achse auf die andere Seite hintiberwechseln. Der Fall
a=1,indem A, = A gilt, fithrt, beziiglich der Lage der Eigenwerte, somit auf dieselben

Aussagen, wie der Fall a = 0. 0
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3.2.3.1 Lokale Stabilitatseigenschaften

Um die lokalen Stabilitétseigenschaften zu betrachten, wird der geschlossene Regelkreis
um seine Ruhelagen linearisiert. Da die Zustandsvariable zg g auf dem Einheitskugel-
mantel §? lebt und somit nur zwei Freiheitsgrade besitzt, kann sie lokal durch zwei
Minimalkoordinaten dargestellt werden. In ausreichend kleinen Umgebungen der Ruhe-
lagen, stellen ihre ersten beiden Komponenten zq g, und z4 g, geeignete Minimalkoor-
dinaten dar. Im Folgenden werden deshalb zunéchst alle von z; p. abhangigen Terme,
die in der Dynamik des geschlossenen Kreises auftreten, durch z4 p, und z4 5, ausge-

driickt, bevor im Anschluss die Linearisierung des Systems erfolgt. Man erhalt in der

. . _ 2 2
Néhe von wy, wo 24 p, > 0 ist, 245, = \/1 - (Zd,Bm +zd,By) und nahe w,, wo z4p, <0

gilt, z4 g, = —\/1 ~ (2] Bz * %1By)-

Theorem 3.2 (Lokale Stabilitidtseigenschaften der Ruhelage w,) Die Ruhelage

wy des geschlossenen Regelkreises ist lokal exponentiell stabil.

Beweis: Mit z, 5, = \/ 1 - (2] g, + 23 p,) lauten die ersten beiden Zeilen von (3.6a)

(3.40)

. ~ - (.2 2
Zd,Bx | | WBz%d,By u’By\/ 1 (Zd,B:v + Zd,By)
. = - - 2 2
Zd,By ~WBz%d,Bx t wa\/ I- (Zd, Bz T Zd,By)

Unter Ausnutzung der Beziehung - / 237 et Zi By = sin(p), die aufgrund des Werteberei-
ches ¢ € [0, 7] stets erfullt ist, erhdlt man aus (3.15) und (3.16) fiir das Moment T in

einer ausreichend kleinen Umgebung von wy

1 —Zd,By —Zd,By
T? = cpsin(p) - e, = cpsin(p) - ) Zdex =Cp Zd,OBm : (3.41)

In einer solchen Umgebung, ergibt sich aus der gewédhlten Dampfungsstrategie weiterhin

die konstante Dampfungsmatrix
D, = diag(dy,,d,,d.) . (3.42)
Wiéhlt man nun fiir die Linearisierung um w,; den minimalen Zustandsvektor w,; =

T T
[55 ng] mit 3, = [zd7 By —Zd, Bm] , so liegt die Ruhelage w, beziiglich des Minimalzu-

stands in Null. Unter Berticksichtigung der Vorzeichenwahl in 3, fithrt die Linearisierung
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von (3.40) um wy = 0 auf
éd = G)Bxy (343)

und die Linearisierung von (3.6b), unter Berticksichtigung von (3.7), (3.41) und (3.42)
ergibt

c, 0 d, 0 0
Gp=-J"0 c,|3a-I0 6, 0|@s. (3.44)
0 0 0 0 d,
——— N— ——
Cy B

Durch Kombination von (3.43) und (3.44) erhdlt man schliefllich

v’od=[_JO 1. o]

Wy .
’1Cd -J-1B

~

Ay

Um die Eigenwerte der Matrix Ay € R>5 zu analysieren, wird zunéachst die Hilfsmatrix

0 I3
—J71Cd0 -J-1B

Ago = R%*

definiert, in der Cyg = [Cd 0] = diag(cy, ¢y, 0) die um eine Nullspalte erweiterte Matrix
C, ist. Die Laplace-Entwicklung der Matrix (Mg — A49) nach ihrer dritten Spalte fithrt
auf det(Alg—Ago) = Adet(AI;-A,). Somit sind alle Eigenwerte von A, auch Eigenwerte
von A g, aber A 4o besitzt zusitzlich einen Eigenwert in Null. Nach Theorem 3.1 besitzt
A exakt einen Eigenwert in Null und alle weiteren Eigenwerte liegen in der offe-
nen linken Halbebene. Es folgt, dass die Dynamikmatrix A, des linearisierten Systems
ausschliellich Eigenwerte mit negativem Realteil aufweist, womit lokal exponentielle

Stabilitdt der Zielruhelage w, bewiesen ist [95, Corollary 4.3]. O

Theorem 3.3 (Lokale Stabilititseigenschaften der Ruhelage w,) Die Ruhelage

w, des geschlossenen Regelkreises ist instabil.

Beweis: In einer ausreichend kleinen Umgebung von w,, kann 24 g, tiber den Zusam-

menhang 24 p. = —\/ 1- (23 e+ Zi By) dargestellt werden. Fithrt man diese Ersetzung

in (3.6a) durch, so lassen sich die ersten beiden Zeilen der Gleichung in der Form

(3.45)

. ~ ~ 2 2
Zd,Bx | | WB2Zd.By T WBy\/l (Zd,B:v + Zd,By)
Z'/dyBy

~ ~ 2 2
~WBz%Zd,Bx ~ me\/l - (ZCLBQC + Zd,By)
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angeben. Analog zum Beweis von Theorem 3.2 erhdlt man durch Ausnutzen der Bezie-

hung /27 5, + 27 p, = sin(yp) fiir das Moment T nahe w,

sin(¢p;) sin(¢p;) ~%d.By
1) . !
TS = e sinlon) sin(p) -e, = ¢, Sn (o) zdex (3.46)

und die Dampfungsmatrix D, ist in einer entsprechend kleinen Umgebung konstant,
D, = diag(dy,,0,,d,) . (3.47)

Fir die Linearisierung um w,, wird nun der minimale Zustandsvektor v, = [{5 cbig]

mit 3, = [—zd7 By Zd, Bx]T gewahlt, wobei gegeniiber 5, die Vorzeichen vertauscht sind.
Beziiglich des minimalen Zustands w,, liegt die zu untersuchende Ruhelage w, wiederum
in Null. Die Linearisierung von (3.45) sowie von (3.6b), unter Beriicksichtigung von
(3.7), (3.46) und (3.47) um den Punkt w, = 0 liefert entsprechend

0 I, O
to, = [ ? ] w, | (3.48)
-J'c, -J'B
A,
wobei C,, = 0 —CW% und B=[0 ¢, 0] gilt. Wie zuvor wird C,, um
0 0 0 0 d,

sin(pr) _ . sin(p)
sin(py)? P sin(pu)’

1
AuO = 0 s € R6X6
-J1C, -J'B

aufgebaut. Mit Hilfe der Laplace-Entwicklung der Matrix (AIg— A o) nach ihrer dritten

Spalte, kann wie im Beweis von Theorem 3.2 gezeigt werden, dass alle Eigenwerte von

eine Nullspalte zur Matrix C,g = [Cu 0] = diag(-c, 0) erweitert und

damit die Hilfsmatrix

A, auch Eigenwerte von A, sind, aber A, einen zuséatzlichen Eigenwert in Null be-
sitzt. Da C,o zwei negative und einen Nulleigenwert besitzt, weist A,y nach Theorem
3.1 exakt einen Figenwert in Null, zwei Eigenwerte in der offenen rechten und drei Fi-
genwerte in der offenen linken Halbebene auf. Abgesehen vom Nulleigenwert sind dies
die Eigenwerte der Dynamikmatrix A, des linearisierten Systems und es folgt unmit-

telbar die Instabilitdt der Ruhelage w,, aus den Eigenwerten mit positivem Realteil [95,
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Theorem 4.7]. O

3.2.3.2 Globale Stabilitatseigenschaften

Im Folgenden wird gezeigt, dass die Zielruhelage w, fast global asymptotisch stabil
ist. Hierzu weist man zunichst mit Hilfe des Invarianzprinzips von LaSalle nach, dass
samtliche Losungen des geschlossenen Regelkreises beschrankt sind und entweder gegen
wy oder gegen w,, streben. Berticksichtigt man weiterhin die bereits ermittelten lokalen
Stabilitatseigenschaften von w, und w,,, so folgt die fast global asymptotische Stabilitat

der Zielruhelage aus Theorem 1.1.

Theorem 3.4 Die Zielruhelage w, des geschlossenen Regelkreises ist fast global asymp-
totisch stabil.

Beweis: Man kann zunéchst feststellen, dass die gewéhlte Potentialfunktion £, ge-
wahrleistet, dass samtliche untere Niveaumengen von V' kompakt sind. Weiterhin ist
aufgrund von V < 0 sichergestellt, dass sie tiberdies positiv invariant sind. Nach dem
Invarianzprinzip von LaSalle (siche z. B. [95, Theorem 4.4]) streben deshalb alle Lo-
sungen des geschlossenen Regelkreises gegen die grofite invariante Menge Z innerhalb
£ ={(245,0p5) €W = 82 xR3|V(z4p,&0p) = 0}. Um & zu bestimmen setzt man die

Déampfungsmatrix (3.20) und die Zerlegung (3.19) in (3.8) ein und erhalt
V (245, @8) = ~Fuy(24.5,08) (%(% PIw? + diwf) -k (@p)d.w? .

Berticksichtigt man dass kg, <. > 0 gilt, so wird klar, dass V nur verschwindet, wenn
do(p, p)w? = dyw? = d.w? = 0 erfiillt ist. Auch auBerhalb der Ruhelagen, in der Menge
W = W\{wy, w,} existieren Bereiche, in denen V =0 gilt. Im Folgenden werden diese
Zustandsraumbereiche in die beiden disjunkten Teilmengen & und & unterteilt, sodass
insgesamt € = & U & U {wy, w,} gilt. Die Menge & umfasst alle Zustdnde, in denen
@p = 0 ist. Innerhalb der Menge & gilt hingegen w, = w. = d,(p,$)w? = 0, wobei
gleichzeitig @Wp # 0 erfiillt ist. Somit umfasst die Teilmenge & alle Zustédnde in denen
nur die Drehratenkomponente w,, auftritt und gleichzeitig d,,(y,¢) = 0 erfillt ist, (vgl.
Abbildung 3.7). Explizit angeschrieben lauten die Mengen &£ und &,

& = {(Zd,B,@B) eW|op =0},
Ey = {(Zd7B,(:JB) €W|¢Z+A¢ <SP <Py =Ap, 1p5,(9) <9 <0, w, =0, w2=0} )

Im néchsten Schritt wird gezeigt, dass die Ruhelagen w, und w, die einzigen invarianten

Mengen in € = & U & U {wy, W, } sind.
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Betrachtet wird zunéchst der Fall (z4 5, @0p5) € & . Unter dieser Annahme ist 7 =T #
0 und da @&p = 0 gilt, leitet man aus (3.6b) ab, dass @g # 0 sein muss. Folglich verlisst
der Zustand die Menge £ unmittelbar und sie kann deshalb keine invarianten Mengen

enthalten.

Nun wird angenommen, der Zustand konne fiir alle Zeiten in der Menge &, verweilen.
Da bekanntermafen w, = —¢ und innerhalb & auflerdem ¢ < 0 gilt, folgt aus (3.19)
direkt

(:JBZ—@GQO#:O.

Nachdem in & kein Démpfungsmoment auftritt, kann das Stellmoment (3.7) unter
Berticksichtigung von (3.15) in der Form 7 = T = k, - e, dargestellt werden, wobei
k, > 01ist. Hieraus ergibt sich, dass die kinetische Energie Ej;, = %QEJ @ p kontinuierlich
zunimmt, da fiir die Zeitableitung Elin = d}gT = —pk, > 0 gilt. Somit lasst sich eine fiir
alle positiven Zeiten giiltige untere Schranke w > 0 fiir den Betrag der Drehrate finden,
indem die Gleichung
Ehino = %QQOJ@B,O = %X(J)g2 >0

nach w aufgelost wird. Darin bezeichnet 5\(.] ) den grofiten Eigenwert von J, Ej;, o die

kinetische Energie und wp o die Drehrate zum Zeitpunkt ¢ = 0. Es gilt folglich
Top=¢? Vt>0. (3.49)

Innerhalb von & gilt rys,(¢) < ¢ <0, weshalb sich mit Hilfe der Schaltlinie (3.32) eine
untere Schranke
S L=s,(m)<¢<0 V>0 (3.50)

fiir ¢ ableiten lasst. Unter Ausnutzung von (3.50) kann man nun (3.49) erweitern und
erhélt
Wwr<pt<-Lp Vi20. (3.51)

Die getroffene Annahme, dass der Zustand fiir alle Zeiten in & verweilen kann, ist
widerlegt, wenn sich zu jedem Anfangsfehlerwinkel g € [, + Ay, 0u — Ay, ] eine Zeit ¢
finden lasst zu der ¢ das Intervall [¢; + Ay, ¢, — A, ] verlassen muss. Eine solche Zeit ¢

ist zweifellos gefunden, wenn sie die Gleichung

t

@Y+ Ago = ot f QDdt (352)
0
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16st. Durch Einsetzen von (3.51) in (3.52) und Auswertung der Integrals ergibt sich die
Ungleichung

w? -
901+A¢3900—ft,

aus der man erkennt, dass ¢ selbst durch

wo = (1 +Ay)

(,_02

t<L

nach oben beschrankt ist. Somit ist die Annahme widerlegt und man folgert, dass &
keine invarianten Mengen enthalten kann. Dartiber hinaus kann auch die Vereinigung
aus & und & keine invarianten Mengen enthalten, da der Zustand zwar von & nach &
iibertreten kann, der umgekehrte Ubergang aber ausgeschlossen ist. Folglich stellt Z =
{wg,w,} die grofite invariante Menge in £ dar und entsprechend dem Invarianzprinzip

von LaSalle muss jede Losung entweder gegen wy oder gegen w,, konvergieren.

Die fast global asymptotische Stabilitat der Wunschruhelage wy folgt schliellich aus
Theorem 1.1, wenn man beriicksichtigt, dass die asymptotische Stabilitit von wy in
Theorem 3.2 und die Instabilitat von w, in Theorem 3.3 mittels Linearisierung nach-

gewiesen wurde. 0

3.3 Erweiterung zur Folgeregelung

Bisher wurde ausschliellich der Sonderfall der Festwertregelung betrachtet, in dem die
gewlinschte z-Achsenrichtung z,; konstant ist. Das hierfiir entworfene Regelungskonzept
kann leicht auf den allgemeineren Fall der Folgeregelung erweitert werden, in dem z,4
mit der Zeit variiert. Unter der Voraussetzung, dass z, zweifach stetig nach der Zeit dif-
ferenzierbar ist, in der inertialen Darstellung z, ; vorliegt und dartiber hinaus die ersten
beiden Zeitableitungen z, ; und Z, ; bekannt sind, kann zunéchst eine Eingangstransfor-
mation durchgefiihrt werden, die die StellgroBe 7 durch die neue (virtuelle) Stellgrofie

T ersetzt. Wahlt man fiir das Stellmoment

7= -1(245,@5)(JwF )i -(1-T(z45,@5)) ((Jwap)wi + (J@p)wap)+I0ap+7

(3.53)
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worin I'(z4 5, @p) eine beliebige skalare und auf W lokal Lipschitz-stetige Funktion ist,

und setzt dies in die Folgedynamik (3.4) ein, so fiithrt dies auf

4B = (24,B)OB (3.54a)
Jop=0-T(24p &p))(J0p)op +T . (3.54b)

Die Dynamik (3.54) stellt wiederum ein System der Form (1.1) dar, auf welches die in
Abschnitt 1.2 vorgestellte energiebasierte Methodik anwendbar ist. Insbesondere ist das
System bis auf den Faktor (1 -1I'(z4p,@p5)) identisch mit der Streckendynamik (3.6)
des Festwertfalls, was den Schluss nahe legt, dass (3.54) mit einer Zustandsriickfithrung
ahnlich wie im Festwertfall geregelt werden kann. In der Tat lasst sich die Zielruhelage
wy = (e,,0) fast global asymptotisch und lokal exponentiell stabilisieren, wenn man
fir ¥ das unveranderte Regelgesetz (3.7) verwendet, welches im vorangegangenen Ab-
schnitt 3.2 entworfen wurde. Ausschlaggebend hierfiir ist einerseits, dass sich der Faktor
(1-I'(z4,5,@p)) der schiefsymmetrischen Matrix (J&pg)) zuschlagen lisst, woraus folgt,
dass fiir die Ableitung der Energiefunktion V(z4p5,&35) = 1@5J@s + E,(¢0(24.5)) wei-
terhin V(zdﬁ,cbg) = —ngDT(Zd7B,GJB)GJB < 0 gilt. Andererseits bleiben sowohl die
Ruhelagen selbst, als auch die Linearisierungen um sie herum vom zusétzlichen Fak-
tor unbeeinflusst. Somit kénnen samtliche Stabilitatsbetrachtungen aus Unterabschnitt

3.2.3 unverandert auf den neuen geschlossenen Regelkreis iibertragen werden.

Anmerkung 3.5 Die frei wihlbare Funktion I'(z.p,@p) stellt einen zusdtzlichen Frei-
heitsgrad im Stellgesetz (3.53) dar, auf den hier explizit hingewiesen sei. Dieser Frei-
heitsgrad ldsst sich in analoger Weise zu vielen Lageregelungsgesetzen der einschlagigen
Literatur hinzufiigen, was aber entweder nicht erkannt wird oder unerwdhnt bleibt. Dies
mag daran liegen, dass nicht unmittelbar einsichtig ist, wie der Freiheitsgrad sinnvoll
genutzt werden kann. Denkbar wdire maoglicherweise eine Reduzierung der aufzuwenden-
den Stellgrifie anzustreben. Um das hier vorgeschlagene Stellgesetz nicht zusdtzlich zu
verkomplizieren, wird I'(zq4p, @) fir Simulationen und Experimente konstant gewdhlt.
Man beachte, dass sich die Streckendynamik (3.54) des Folgefalls fir I' = 0 derjenigen
des Festwertfalls (3.6) angleicht. Wahit man hingegen T = 1, so fihrt dies dazu, dass

der gyroskopische Term (JwiP)wlB in (3.4b) kompensiert wird.

Anmerkung 3.6 Bei der Erweiterung zur Folgeregelung miissen zwei vorteilhafte Ei-
genschaften der Festwertregelung aufgegeben werden. Zum einen bezieht sich nun die
Stellgriffenbeschrankung (3.9) auf ¥ und nicht mehr auf T. Fir den verbleibenden An-
teil des Stellgesetzes (3.53) kdnnen a priori keine Schranken angegeben werden. Zum

anderen ist aus (3.53) ersichtlich, dass nun der Tragheitstensor J bekannt sein muss.
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3.4 Simulationsergebnisse

Um die Wirkungsweise der vorgeschlagenen reduzierten Lageregelung zu demonstrie-
ren, werden in diesem Abschnitt einige Simulationsergebnisse présentiert und analy-
siert. Die betrachteten Szenarien beschranken sich dabei aus mehreren Griinden auf
den Festwertfall, in dem die gewtinschte z-Achsenrichtung z,; konstant ist. Ein Motiv
fiir die Betrachtung dieses Falles liegt in der leichteren Interpretierbarkeit der Simula-
tionsergebnisse begriindet. Besonders anschaulich werden die Ergebnisse dadurch, dass
im Folgenden z, gleich der inertialen z-Achsenrichtung z;, gewahlt wird, sodass das
Regelziel stets darin besteht, den Quadrocopter in die Schwebelage zu tiberfithren. Des
Weiteren wurde bereits im vorangegangenen Abschnitt erlautert, dass der Unterschied
in der Fehlerdynamik, der sich zwischen einer bewegten und einer konstanten Zielaus-
richtung z,; ergibt, nur durch den Faktor I'(z4 5, ©p) bestimmt ist, wenn das Stellge-
setz (3.53) verwendet wird. Fiir den Spezialfall T' = 0 ist das Fehlerverhalten fiir Folge-
und Festwertfall sogar identisch. Deshalb lassen sich die wesentlichen Charakteristika
der hier prasentierten Simulationen unmittelbar auf den Folgefall iibertragen. Zu guter
Letzt, konnen anhand einer konstanten Zielvorgabe z, die Vorziige der Festwertrege-
lung herausgearbeitet werden. Diese umfassen die strikte Einhaltung der vorgegebenen
Stellgrofenbeschrankungen 7,, und 7, (siehe (3.9)) sowie Robustheit gegeniiber einem

unbekannten Tragheitstensor J.

Fiir die Simulationen wurde der rotatorische Teil der Streckendynamik, gegeben durch
(2.21b) und (2.21c), implementiert und der Regelkreis iiber die Zustandsriickfithrung
(3.7) aus Abschnitt 3.2 geschlossen. Die beiden betrachteten Anfangsbedingungen, die
kommandierte Zielausrichtung fiir die korperfeste z- Achse sowie die verwendeten Regler-

und Streckenparameter sind in Tabelle 3.1 aufgelistet.

Fiir die in den folgenden Abbildungen gezeigten Ergebnisse, wurden je Anfangsbe-
dingung 101 Simulationen durchgefiihrt, wobei bei jedem Simulationslauf der Trag-
heitstensor J variiert wurde. Jeweils ein Simulationslauf wurde mit dem diagonalen
Nominaltragheitstensor J = diag(Jy, Ji,.J;) durchgefilhrt. Dieser wurde nach der in
[58] beschriebenen Vorgehensweise mittels Torsionsschwingungsversuchen in Mehrfa-
denaufhéingung an jenem Quadrocopter identifiziert, der auch fiir die Flugversuche in
Abschnitt 5.6 verwendet wurde. Die Simulationsergebnisse fiir den Nominalfall sind in
den Abbildungen 3.8, 3.9, 3.11 und 3.12 durch die eingezeichneten Linien repréasentiert.
Fiir die verbleibenden 100 Simulationslédufe wurden symmetrische Unsicherheitsmatri-
zen Ay zum Nominaltragheitstensor addiert, d. h. J = J + Aj. Fir die Elemente jeder
Matrix Ay wurden gleichverteilte und auf das Intervall ]-0.1-.J;,0.1-J;[ beschrankte
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3.4 Simulationsergebnisse

Tabelle 3.1: Strecken- und Reglerparameter sowie Zielausrichtung und Anfangsbedin-
gungen fiir simtliche Simulationen mit reduzierter Lageregelung.

Parameter des Streckenmodells

Nominalfall: J=17J J= diag(jl, jl, jg)
= diag(6.4,6.4,12.5) - 1073 m?kg
Nichtnominalfall: J=J+A 3 Ay : Symmetrische Zufallsmatrix mit

Elementen Ay ;€ ]-0.1- Jy,0.1- jl[

Parameter der reduzierten Lageregelung

Cp = 1.5Nm/raq ¢ = 0.151rad @, = 178 -7/isorad A, = 2-7/1801rad
5, = 0.176Nmsad v, = 0.17ads vy = 3.647as r, = 0.75
0, = 0.0885Nms/raq 7, = 0.25Nm 7, = 0.05 Nm

Zielausrichtung der korperfesten z-Achse fiir simtliche Simulationen

Zd,1 = Zing = €, = [0 0 1]T

Anfangsbedingung 1

-3 1 0 0
wify=| 0 [ Rpro= [0 cos(~po) sin(~¢n) | mit ¢y =175 7/sorad
0 0 —sin(-pg) cos(—¢p)
Anfangsbedingung 2
0 1 0 0 cos(¥g) sin(vg) 0O
wiB) = 0] rad/s Rpro=|0 cos(—¢o) sin(—go) |[-sin(dy) cos(dy) 0
2 0 —sin(-yg) cos(—¢p) 0 0 1

mit ¢ =175-7/1sorad und Jy = 60 - 7/1s0rad

Zufallszahlen verwendet.® Die schattierten Fliachen in den Abbildungen 3.8, 3.9, 3.11
und 3.12 kennzeichnen die Bereiche, in denen samtliche Ergebnisse dieser 100 Simula-
tionen verlaufen. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurde in den Abbildungen 3.8c
und 3.11c darauf verzichtet die schattierten Bereiche fiir die Stellmomentenkomponen-
ten 7, und 7, anzugeben. Gleiches gilt fiir die Schaltlinie s, in den Abbildungen 3.8b
und 3.11b.

Folgende Erwédgungen fanden Eingang in die Wahl der Reglerparameter: Der Stei-

®Man beachte, dass in einem physikalisch sinnvollen Modell J = J+A;>0 gelten muss. Durch die
gewéahlte Beschrankung der Unsicherheitsmatrizen Ay ist dies hier stets gewéahrleistet, was beispiels-
weise mit der Methode der Gerschgorin-Kreise (siche z. B. [169]) nachgewiesen werden kann.
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figkeitsparameter c,, der das Potentialfeld im Nahbereich der Zielausrichtung z, cha-
rakterisiert, wurde empirisch gewahlt und hat sich in diversen Flugversuchen als ge-
eignet erwiesen. Ausgehend von c, wurde der Maximalbetrag des Potentialmoments
auf 90% der angesetzten Betragsschranke 7,, begrenzt, indem der Parameter ¢; zu
@, = arcsin(097y/c,) gewdhlt wurde (vgl. (3.11) und Abbildung 3.3a). Damit stehen
stets mindestens 10 % des verfiigbaren Stellmoments in der korperfesten zy-Ebene fir
Dampfungszwecke zur Verfiigung. Um im Nahbereich der Zielausrichtung zg4, d. h. fir
© < ¢y, ein schnelles Einschwingen der Schubrichtung zu gewéhrleisten, wurde mit Blick
auf die PT2-Auslegungsdynamik (3.28) der Dampfungskoeffizient d, auf 90 % der kri-
tischen Dampfung 4jlcg, festgelegt. Damit wird zu Gunsten einer hohen Ausregelge-
schwindigkeit ein geringes Uberschwingen bewusst in Kauf genommen. Die erwiinschte
Eintrittsgeschwindigkeit in den Bereich ¢ < ¢, welche durch -v,, gegeben ist und wel-
che die Schaltlinie s,(¢) in (3.32) parametriert, wurde so gewéhlt, dass die rechte Seite
von (3.27) fir ¢ = ¢, und ¢ = —v»/1.35 die Gleichung —c,,-sin(;) + 9, - ve1/1.35 = 7, erfiillt.
Die Schaltlinie ist damit so aggressiv ausgelegt, dass die angestrebte Eintrittsgeschwin-
digkeit 35% tuber derjenigen Geschwindigkeit liegt, die am Eintrittspunkt bereits zur
Ausnutzung des vollen verfiigharen Bremsmoments fithren wiirde. Erfolgt der Uber-
tritt in den Bereich ¢ < ¢; wie anvisiert entlang der Schaltlinie (vgl. Abbildung 3.6b),
so kann folglich davon ausgegangen werden, dass sich der Bremsvorgang im Anschluss
noch fiir eine gewisse Zeit unvermindert, d. h. mit geséttigtem Stellmoment |7, | = T4y,
fortsetzt. Der Dampfungskoeffizient d,, welcher die Drehratenkomponente w, beddmpft,
wurde fiir die Simulationen konsistent zur vollstandigen Lageregelung gewéhlt, die im
folgenden Kapitel vorgestellt wird. Die Schranke 7., die das Moment um die kérperei-
gene z-Achse begrenzt, wurde auf ein Fiinftel der Schranke 7, festgesetzt. Dies spiegelt
die stark verminderte Eingriffsmoglichkeit der Quadrocopteraktuatorik um die korper-
feste z-Achse wider, die bereits im Nachgang zu Gleichung (3.9) besprochen wurde.
Fiir die verbleibenden Parameter wurden Werte gewahlt, die sich in Simulationen und

Flugversuchen als zweckméflig erwiesen haben.

Durch die Festlegung auf die konstante Zielausrichtung z, = z;, ergeben sich zwi-
schen den rotatorischen Zustinden (Rp,w!?) der Streckendynamik (2.21) und den
Zustanden (zqp,@0p) der reduzierten Lagefolgedynamik (3.4) die anschaulichen Zu-

sammenhénge

_ _ B _ ~
Rpr = [Xm,B Yin,B Zm,B] = [Xm,B Yin,B Zd,B] ; wp =Wp.

Bezogen auf die Zustandsvariablen (Rp;,w!?) stellt sich folglich in der Zielruhelage
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3.4 Simulationsergebnisse

w,y = (e,,0) die Situation

Xin, T ym, T
Rpr = [in,B Yin,B ez] = H OB y] [ OB y] ez], wy =0

ein.

Aus Tabelle 3.1 entnimmt man, dass sich die Initialfluglage Rpr o der Anfangsbedin-
gung 1 ergibt, indem ausgehend vom Inertialsystem um —175-7/1sorad um die z-Achse
rotiert wird. Bei der Anfangsbedingung 2 wird ausgehend vom Inertialsystem zuerst
eine Drehung von 60 - 7/1sorad um die z-Achse und anschlieBend eine Rotation von
-175 - /isorad um die z-Achse ausgefithrt. In beiden Féllen betrigt der anféngliche
Fehlerwinkel oo zwischen der korperfesten z-Achse z und ihrer Wunschausrichtung zg
somit 175-7/isorad. Die initialen Drehraten wIBl?O der Anfangsbedingungen wurden un-
terschiedlich gewahlt und fiihren auch zu verschiedenen, anfianglichen Winkelfehlerraten
o, wie aus den Abbildungen 3.8b und 3.11b hervorgeht.

Anfangsbedingung 1: Fiir die Anfangsbedingung 1 sind die Simulationsergebnisse
in den Abbildungen 3.8 und 3.9 dargestellt. Zu Beginn liegt eine negative Anfangs-
drehrate um die z-Achse vor, welche z auf direktem Weg von der Zielausrichtung z4
wegrotiert. Wie in Abbildung 3.8c zu sehen ist, wirkt das Stellmoment dieser Bewe-
gung voll entgegen, kann sie aber nicht zum Stillstand bringen, bevor ¢ den Wert 7
erreicht. Folglich fithrt der Quadrocopter einen Uberschlag aus. Ab diesem Zeitpunkt
tragt die negative Drehrate um die x-Achse zu einem Abbau von ¢ bei, was sich im
sprunghaften Vorzeichenwechsel von ¢ aulert. Indem die Dampfung d,, zu Null gesetzt
wird (vgl. Abbildung 3.9a), beschleunigt der Regler im Folgenden diese Rotation iiber
ein negatives Stellmoment 7, bis sich ¢ der Schaltlinie s, soweit gendhert hat, dass der
Bremsvorgang mit Hilfe zunehmender Démpfung d,, eingleitet wird. Wie in Abbildung
3.8b zu sehen, schwingt ¢ auf die Schaltlinie s, ein und es erfolgt schliellich nach etwa
0.55s der Eintritt in den Nahbereich der Zielausrichtung z,, der durch ¢ < ¢; gege-
ben ist. Ab dann ist das Fehlerverhalten anndhernd durch die PT2-Auslegungsdynamik
(3.28) beschrieben. Man erkennt in Abbildung 3.8a, dass ein sanfter Ubergang in die
Zielruhelage folgt, wobei minimales Uberschwingen auftritt. Nach spétestens 0.8 s kann

der Regelvorgang als abgeschlossen betrachtet werden.

Es sei darauf hingewiesen, dass im Nominalfall die Annahmen 3.1 und 3.2 erfillt sind
und folglich die skalare Differentialgleichung (3.26) fiir alle Zeiten (mit Ausnahme des
Uberschlagszeitpunkts, bei dem ¢ impulsiv das Vorzeichen wechselt) exakt gilt. Konse-

IB —

quenterweise ergibt sich im Nominalfall fiir die Drehratenkomponenten wg? = wi? =0,
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Abbildung 3.8: Simulationen mit reduzierter Lageregelung. Erster Teil der Ergebnisse
fiir Anfangsbedingung 1 aus Tabelle 3.1. Linien markieren die Ergebnisse im Nominalfall
(J = J). Schattierte Flichen kennzeichnen die Bereiche, in welchen die Ergebnisse aller
Nichtnominalfille (J = J + Ay) verlaufen.
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Abbildung 3.9: Simulationen mit reduzierter Lageregelung. Zweiter Teil der Ergebnisse
fiir Anfangsbedingung 1 aus Tabelle 3.1. Linien markieren die Ergebnisse im Nominalfall
(J = J). Schattierte Flichen kennzeichnen die Bereiche, in welchen die Ergebnisse aller
Nichtnominalfdlle (J = J + Ay) verlaufen.
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Abbildung 3.10: Bewegungsablauf im Nominalfall fiir die Anfangsbedingung 1. Der
auBere Rahmen gibt die inertialen Koordinatenrichtungen wieder, das korperfeste Ko-
ordinatensystem ist in griin eingezeichnet. Die farbigen Kurven markieren die Bereiche,
welche durch die zugehorigen korperfesten Ausleger wahrend des Einschwingvorgangs
iiberstrichen wurden. Im vorliegenden Fall iiberdecken sich die Kurven zu groflen Teilen
gegenseitig, da die Rotation ausschliefilich um die korperfeste x-Achse ablauft.

d. h. die Rotation findet ausschliefilich um die korperfeste x-Achse statt. Abbildung
3.10 vermittelt einen raumlichen Eindruck der ablaufenden Bewegung.

An den schattierten Fldchen in Abbildung 3.8d kann abgelesen werden, dass wgi und
wiP in den nichtnominalen Féllen durchaus Werte ungleich Null annehmen, was dazu
fithrt, dass unterschiedliche Endlagen Rg; erreicht werden. Dies ist in den Abbildungen
3.9b - 3.9d deutlich zu erkennen und illustriert nochmals das Wesen der reduzierten
Lageregelung, bei der lediglich eine einzelne Korperachse (hier die z-Achse) eingeregelt
wird. Es sei darauf hingewiesen, dass in sdémtlichen Fallen die Stellgrofienbeschrankun-
gen nicht nur eingehalten werden, sondern die verfiighare Stellgréfe auch in hohem
MafBe ausgeschopft wird. In weiten Teilen tritt sogar Stellgroflensittigung auf. Hier-
durch kann der angestrebte hochdynamische Einschwingvorgang realisiert werden. Um

einen besseren Eindruck von den ablaufenden Bewegungen zu erhalten

Anfangsbedingung 2: Die Abbildungen 3.11 und 3.12 zeigen Simulationsergebnis-

se fir die Anfangsbedingung 2. Zu Beginn liegt eine Drehratenkomponente um die
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Abbildung 3.11: Simulationen mit reduzierter Lageregelung. Erster Teil der Ergebnisse
fiir Anfangsbedingung 2 aus Tabelle 3.1. Linien markieren die Ergebnisse im Nominalfall
(J = J). Schattierte Flichen kennzeichnen die Bereiche, in welchen die Ergebnisse aller
Nichtnominalfille (J = J + Ay) verlaufen.
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Abbildung 3.12: Simulationen mit reduzierter Lageregelung. Zweiter Teil der Ergebnisse
fiir Anfangsbedingung 2 aus Tabelle 3.1. Linien markieren die Ergebnisse im Nominalfall
(J = J). Schattierte Flichen kennzeichnen die Bereiche, in welchen die Ergebnisse aller
Nichtnominalfille (J = J + Ay) verlaufen.
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z-Achse vor, die durch den Regelvorgang auf Null zurtickgefiihrt werden muss. Man
erkennt in Abbildung 3.11c, dass hierfiir das verfiighare Stellmoment 7, vollsténdig
aufgewendet wird. Solange eine Drehratenkomponente wffz = wp,, vorliegt, hat dies
fiir den Ablauf des Regelungsvorgangs verschiedene Auswirkungen. Zum einen entsteht
selbst im Nominalfall eine Drehratenkomponente w, = ef@p tiber den Coriolis-Term
in (2.21c) bzw. (3.6b). Dies hat zur Folge, dass entsprechende Dampfungsmomente um
die Achse e, auftreten. Zum anderen fithrt die Drehratenkomponente wffz bzw. &g .
dazu, dass der Achsvektor e, (und entsprechend auch e, ) in der korperfesten zy-Ebene
rotiert und mit thm das Potentialmoment TY = T,e,. Dieser Effekt kann vor allem
zu Beginn in Abbildung 3.11c beobachtet werden, wo d, noch Null ist und auch der
Dampfungseinfluss durch w, noch vernachlissigt werden kann. Im Ubrigen verliuft der
Regelvorgang dhnlich wie im ersten Simulationsfall. Durch den anfanglichen Verzicht auf
eine Dampfung d,,, wird das Potentialmoment T¢ voll ausgeschopft, um die kérperfeste
z-Achse zu beschleunigen. Hat sich schliefilich die Winkelfehlerrate ¢ der Schaltlinie

hinreichend genahert, so erfolgt das Einsetzen des Bremsvorgangs, indem tiber d, ent-

Abbildung 3.13: Bewegungsablauf im Nominalfall fiir die Anfangsbedingung 2. Der
auBere Rahmen gibt die inertialen Koordinatenrichtungen wieder, das kérperfeste Ko-
ordinatensystem ist in griin eingezeichnet. Die farbigen Kurven markieren die Bereiche,
welche durch die zugehorigen korperfesten Ausleger wahrend des Einschwingvorgangs
iiberstrichen wurden.
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sprechend Dampfung in das System eingebracht wird (vgl. Abbildung 3.12a). Wie in
Abbildung 3.11b zu sehen, setzt sich der Abbremsvorgang dann entlang der Schaltlinie
s, fort und z schwingt schliefilich sanft in die Zielausrichtung ein, wodurch der Fehler-
winkel ¢ zu Null abklingt. In samtlichen Fallen ist der Regelvorgang nach etwa 0.8s
abgeschlossen. Wie erwartet, lésst sich aus den Abbildungen 3.12b - 3.12d herauslesen,
dass der Quadrocopter am Ende der Simulation je nach Tragheitstensor unterschied-
lich um seine z-Achse orientiert ist. Fiir den Nominalfall vermittelt Abbildung 3.13
einen rdumlichen Eindruck vom Bewegungsablauf, den der Quadrocopter wahrend des
Einschwingvorgangs vollfithrt. Man beachte, dass die orange Kurve, welche die Spur
der Schubrichtung markiert, trotz der verhédltnisméflig komplexen Rotationsbewegung

einen ausgesprochen geradlinigen Verlauf aufweist.
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Kapitel 4

Vollstandige Lageregelung mit

Priorisierung der Schubrichtung

Im vorangegangenen Kapitel wurde die reduzierte Lageregelung behandelt, die ledig-
lich sicherstellt, dass die korperfeste z- Achsenrichtung z einer vorgegebenen Trajektorie
z,4 folgt. Der Rotationsfreiheitsgrad um die z-Achse blieb dabei in seiner Ausrichtung
unbestimmt. In diesem Kapitel wird nun die vollstdndige Lageregelung betrachtet, bei
der alle Rotationsfreiheitsgrade eingeregelt werden. Die Zielsetzung besteht darin, fiir
den Stellmomentenvektor 7 ein kontinuierliches Regelgesetz zu entwerfen, sodass das
korperfeste Koordinatensystem B = {x,y,z} einem rotierenden Sollkoordinatensystem
D = {x4,¥4,24} folgt. Ausgedriickt in Rotationsmatrizen ergibt sich daraus die Forde-
rung Rpr — Rpr = RY, fir t > co. Abbildung 4.1 gibt die Struktur des angestrebten
Regelkreises wieder.

Ein zentrales Entwurfsziel besteht darin, den Einschwingvorgang nicht beliebig ablau-
fen zu lassen, sondern die Konvergenz der Schubrichtung, gleichbedeutend mit z — z,,
aufgrund ihres Einflusses auf die translatorische Quadrocopterdynamik klar zu priorisie-
ren. Weiterhin soll auch der zeitoptimale Gedanke, der in die Entwicklung der reduzier-
ten Lageregelung eingeflossen ist, fiir die vollstandige Lageregelung aufgegriffen werden
und die damit einhergehende Beschrankung der Stellmomente erhalten bleiben. Das im
Folgenden entworfene Regelgesetz, weist daher die zuvor genannten Eigenschaften auf
und unterscheidet sich damit grundlegend von anderen Lageregelungskonzepten. Ob-
wohl speziell die Priorisierung einer Korperachse durch die dynamischen Eigenheiten des
Quadrocopters motiviert ist, beschrinkt sich die Anwendbarkeit des vorgeschlagenen
Regelungskonzepts keineswegs auf diesen Einsatzbereich. Vielmehr stellt das entwor-
fene Stellgesetz eine allgemeine Losung des Lageregelungsproblems eines Starrkorpers
dar.

Die nachfolgenden Abschnitte sind grofitenteils analog zum vorangegangenen Kapitel
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p
R;p | Vollstindige

—> Lagerooelun Rotatorische
R;p E + | Quadrocopter- | Ry;
—> (4.67), (4.2), dynamik i

Rip | (43), (4.4),
_’\ (4.6), (4.23)

A A

(2.21b), (2.21c)

DB
Wp

Abbildung 4.1: Strukturbild des Lageregelkreises mit vollstindiger Lageregelung. Die
Regelgrofie ist die Fluglage Rpg; des Quadrocopters.

gegliedert und detaillieren die von Fritsch u. a. bereits veroffentlichten Beitrdage [71] und
[68]. Zunachst wird im Abschnitt 4.1 die Folgedynamik hergeleitet und das Regelziel in
den gewéhlten Zustandsvariablen spezifiziert. Es folgt in Abschnitt 4.2 die Einfithrung
einer elementaren Aufspaltung des Lagefehlers, die zu einer niitzlichen, alternativen
Darstellung des Fehlerzustands fiihrt und den Reglerentwurf vorbereitet. Im Anschluss
behandelt Abschnitt 4.3 den Spezialfall der Festwertregelung, bevor in Abschnitt 4.4 die
Erweiterung auf den allgemeinen Fall der Folgeregelung durchgefiihrt wird. Abschlie-

Bend werden in Abschnitt 4.5 Simulationsergebnisse présentiert und analysiert.

4.1 Folgedynamik und Regelziel

Die Bewegung des Sollkoordinatensystems D kann durch die Trajektorie der Rotati-
onsmatrix R;p = RE, € SO(3) beschrieben werden. Es wird angenommen, dass die
Solltrajektorie Ryp = [xd, I YdI Zd, I] zweifach stetig nach der Zeit differenzierbar ist,
und implizit als vertrigliches Trajektorienpaar der Vektoren z;; € 8 und x4 € §?
vorliegt. Dabei bedeutet Vertraglichkeit in diesem Zusammenhang, dass die Vektoren
zq,; und x, 1 stets senkrecht aufeinander stehen miissen. Fiir die Lageregelung des Qua-
drocopters ist die Festlegung von R;p iiber z;; und x4 ; sinnvoll, da sich z,4 ; direkt aus
der gewtinschten Schubkraftrichtung ableitet und sich x4 ; als Vorgabe fiir den verblei-
benden Rotationsfreiheitsgrad um die z-Achse eignet. In Abschnitt 5.1 wird eine Vor-
gehensweise beschrieben, die aufzeigt wie sich der angesprochene Heading-Freiheitsgrad
sinnvoll spezifizieren ldsst und daraus ein entsprechendes x4 ; abgeleitet werden kann.

Unter den getroffenen Annahmen erhélt man fiir die Matrix R;p und deren Ablei-
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4.1 Folgedynamik und Regelziel

tungen

Rip = [Xdl (Zar )xar de] , Rip= [)’(dl (zar)xar + (Zar ) Xar idf] : 1)

Rip = [idf (Zar)xar + 2{Zar )%ar + (Zar)Xar idl] :

Eine geeignete Zustandsvariable zur Beschreibung des Lagefehlers ist die Rotationsma-
trix

Rpp =RpRip, (4.2)

welche die Fehlerrotation zwischen dem korperfesten System B und dem Sollsystem D
beschreibt. Beziiglich dieser Darstellung lautet das Regelziel Rgp — I3 fiir ¢t - oo. Zur
Herleitung der Dynamik von Rpgp bildet man zunéchst unter Verwendung von (2.21b)

die Zeitableitung

RBD = RBIRID + RBIRID = _<<wéB >>RBIRID + RBIRIDRITDRE [RBIRID
= —(wi)Rpp + Rp/RipRTpRE Rip = - ((wh) - ReRipRT,RE, ) Rap -

Aus dem Vergleich mit der kinematischen Gleichung Rgp = —(wBP)Rpp kann man

nun wgB als

wp? = Wwi) - ReRipRIRE (4.3)

identifizieren, wobei )-( den inversen Schiefsymmetrisch-Operator bezeichnet, der in
Abschnitt 2.1.1 eingefiihrt wurde. Da weiterhin whb? = wiP — wiP gilt, liest man aus
(4.3) auch die Beziehung

wi’ =)ReRipRIpRE,( (4.4)

ab. Die gesamte Folgedynamik besteht nun aus dem kinematischen Teil
Rpp = ~(w5”)Rep (4.5a)

und dem kinetischen Teil, der durch die Zeitableitung der Differenzdrehrate wb? zwi-

schen dem korperfesten Koordinatensystem B und dem Sollkoordinatensystem D be-

schrieben ist. Es ergibt sich unter Ausnutzung von (2.21c)

wp’ o -0 =3 ((JwiPhwi’ +7) -0’ . (4.5b)
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Hierin ist

W’ =) - (Wi )ReRpRTRE, + ReRipRIpRE, + RpRipRIpRE,

. (4.6)
+RpRipRIpRE (wi) << ;

wie man leicht durch Ableiten von (4.4) ermittelt.

Beziiglich der gewéhlten Zustandsdarstellung (Rpp,wB?) € W = SO(3) x R? besteht
das angestrebte Regelziel nun darin den Arbeitspunkt W, = (I5,0) durch einen konti-
nuierlichen Stelleingriff 7 asymptotisch zu stabilisieren. Wie schon bei der reduzierten
Lageregelung gewéhrleistet das nachfolgend entworfene Regelgesetz dartiber hinaus die
beiden wichtigen Stabilitatseigenschaften, die fiir den in Kapitel 5 vorgestellten kaska-

dierten Regelungsentwurf entscheidend sind:

1. Lokal exponentielle Stabilitit des angestrebten Arbeitspunkts W .
2. Fast global asymptotische Stabilitdt des angestrebten Arbeitspunkts Wy.

Anmerkung 4.1 FEs ist gelegentlich von Vorteil die Matriz Rgp = [de Yd.B Zd7B:|

- T
als Vektor Rpp = [xdTB N szB] darzustellen. Gleichung (4.5a) ldsst sich dann

umschreiben zu

. ~(wBPhxan| [(xas)wB”| [(xas) i
Riup = | ~(wBP)yas | = [(yas)wh? | = | (yas) |wh” = (Rep)wi” (4.7)
~(wB"Vzan] L(zas)wB”] L[(zas)

worin die in (2.2) eingefihrte Schreibweise (Rpp) = [((xd,B»T (yan)T” <<zd,B>>T]T

benutzt wurde.

4.2 Zerlegung und alternative Darstellung des

Lagefehlers

Der erste Teil dieses Abschnitts ist der Definition geeigneter Fehlermafle gewidmet,
in deren Abhéngigkeit die potentielle Energie des geschlossenen Regelkreises geformt
werden kann. Hierzu wird der vorliegende Lagefehler in Teildrehungen zerlegt und es
entstehen Zwischengroflen, die eine niitzliche, alternative Darstellung des Lagefehlers er-
moglichen. Im zweiten Teil des Abschnitts wird diese alternative Darstellung analysiert
und ihre Einschrankungen herausgearbeitet. Die verwendete Aufspaltung des Lagefeh-

lers geht zurtick auf die Beitrage von Buhl, Fritsch, u. Lohmann [29] bzw. Fritsch u. a.
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[70], in denen die betreffende Zerlegung im Kontext einer exakt linearisierenden Rege-
lung erstmals vorgestellt wurde.

Da die Lageregelung die Ausrichtung der z-Achse priorisiert vorantreiben soll, ist es
in jedem Fall sinnvoll am Fehlerwinkel ¢ zwischen z und z, festzuhalten. Hinzutre-
ten muss aber noch ein zweites Fehlermafl ¢}, das zusammen mit ¢, den vorliegenden
Lagefehler zweckmafig charakterisiert. Hierzu wird der Lagefehler, beschrieben durch
Rpp = RED, in zwei Teildrehungen zerlegt, Rpp = RpaRap. Wie in Abbildung 4.2
illustriert wird, ist die erste Teildrehung mit Drehwinkel ¢ um den Achsvektor e, ge-
richtet, der bereits in (3.16) eingefithrt wurde. Diese erste Drehung, beschrieben durch
die Rotationsmatrix R ap, tiberfiihrt das Korpersystem B = {x,y,z} in ein Zwischen-
system A = {X,,¥a,%q}, dessen z-Achsenrichtung z, bereits mit der Wunschrichtung
z, Ubereinstimmt. Die zweite Teildrehung, charakterisiert durch Rpa, beschreibt die
verbleibende Rotation mit Drehwinkel ¥ von A nach D. Wie man leicht erkennt, ist der
Achsvektor der zweiten Drehung durch +z, gegeben, wobei das Vorzeichen die Dreh-
richtung angibt. Der Winkel ¢} ist damit offensichtlich ein geeignetes Fehlermaf}, das den
Winkel ¢ sinnvoll erganzt. Wahrend ¢ nur den Fehler der z-Achsenrichtung beschreibt,
charakterisiert ¥ die verbleibende Abweichung von der Ziellage und wird im Folgenden

auch als Headingfehler bezeichnet.

Abbildung 4.2: Zerlegung des vorliegenden Lagefehlers in zwei aufeinanderfolgende Teil-
drehungen. Die erste Teildrehung mit Winkel ¢ und Drehachse e, dreht vom korper-
festen System B = {x,y,z} in das Zwischensystem A = {X,,¥a,2%e} = {Xa,Ya,2Za}. Die
zweite Teildrehung mit Winkel ¢ und Drehachse -z, iiberfithrt A in das Wunschkoor-
dinatensystem D = {X4,V4,%a}-
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Nachdem eine anschauliche Interpretation der Fehlerwinkel ¢ und ¥ gegeben wurde,
muss nun noch deren explizite Abhéngigkeit vom Lagefehler Rgp geklirt werden. Man

kann zunéchst feststellen, dass ) offensichtlich die Beziehungen
cos(¥) =x 4Xqa=€lXga=2q1. << U =arccos(zq i) (4.8)

erfiilllt. Wie aus dem Vergleich mit (3.13) hervorgeht, hangt ¢ damit auf analoge Weise
von X4 4 ab, wie ¢ von z4p. Das weitere Vorgehen besteht nun darin x4 4 und z4p
auf Rpp zuriickzufithren. Zuvor sei angemerkt, dass es ausreicht statt x4 4 den Vektor
seiner ersten beiden Komponenten x4 4., zu betrachten. Dies hangt damit zusammen,

dass die Koordinatensysteme A und D die gleiche z-Achse besitzen und somit x4 4 nie

T
eine z-Komponente besitzen kann, x4 4 = [xdT Ay 0] )

Der Vektor z, p hiangt auf triviale Weise mit Rpp zusammen. Da

Rpp = [Xd,B Ya,B Zd,B] (4.9)

gilt, ist z4 p einfach die letzte Spalte von Rpp, 245 = Rppe, . Die Matrix Rap der
ersten Teildrehung lasst sich nun vollstandig durch z;p parametrieren. Um dies zu
sehen, stellt man die Rotationsmatrix in Abhangigkeit von Drehachse und Drehwinkel

dar. Wie man beispielsweise [157] entnehmen kann gilt

Rp = cos(p) - Iy + (1 - cos(p)) - €0l - sin(p) - (e,

Mit (3.16), der Einheitslinge von z, 5 sowie der Beziehungen cos(y) = z4 5. = €124

und sin(p)e, = (€. )zq p kann man die obige Gleichung umformulieren und erhélt

1- eTzd B
Rap=e zqp Iz + m<<ez>>zd,BZ£B<<ez>>T - ({e:)za,5)
z )
. ~2d,By 0 0 2d, B
— <d,B
=248 I3 + TQZ 2d.Bx [—Zd,By 2d.Bx 0] - © 0 2d.By
d,Bz ~Zape —Zapy 0 | (410)
_ %4 Ba “2d.BzZdBy  _,
1+Zd,Bz 1+Zd,Bz d7B‘T
= | —2d,Bx24, 22, .
ii;;sz 1- 1+2f;z ~Zd,By
Zd,Bx Zd,By Zd,Bz
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Mit Hilfe von R 4p ldsst sich nun iiber die Beziehung
Rap =RasRpp (4.11)

die Rotationsmatrix Rp = RIT) , der zweiten Teildrehung bestimmen. Man erhalt den

Vektor x4 4 und somit auch der Teilvektor x4 44, schliefllich iiber den Zusammenhang
Xd,A = RADeI . (412)

Der rote Pfad in Grafik 4.3 fasst die Zusammenhange nochmal anschaulich zusammen.

Im zweiten Teil dieses Abschnitts wird zundchst gezeigt, dass die Vektoren z,; g und
X4, Azy, abgesehen von einem Sonderfall, die gleiche Information tragen wie Rpp und
folglich eine alternative Darstellung des Lagefehlers reprasentieren. Bei der lokalen Sta-
bilitdtsanalyse in Unterabschnitt 4.3.3 wird auf diese Darstellung zuriickgegriffen, wes-
halb im Folgenden auch die Rotationskinematik in Abhéangigkeit von z4p und x4 Az,
hergeleitet wird.

Hat man den Vektor x4 4., gegeben, so kann man die Matrix R 4p rekonstruieren, da

x < Ty Az —Tday O

d,A$ CLAZ‘

Rap = [xd,A Ya.A Zd,A] = [[ . y] <<ez>>|: . y] ez] =|Z4ay Taar O (4.13)
0 0 1

gilt. Aus zy4 p lasst sich ferner die Matrix R4p entsprechend (4.10) aufbauen. Uber die

Lagefehler

Nicht definiert, wenn
Zygp=—€, <> p=T.

N
77777777777777777777 R Rap /4.13)
Alternative Darstel- . By N ________

lung des Lagefehlers £2) Xd,Awy
* (3.13) (4.8) +
Fehlermafe ® 9

Abbildung 4.3: Zusammenhang zwischen dem Lagefehler Rpp € SO(3), der alternativen
Darstellung des Lagefehlers (z45,X4 42y) € S? x ST und den Fehlermaflen ¢ und 9. Die
Groflen im farbig hinterlegten Kasten sind fiir z, g = —e, < ¢ = 7 nicht definiert.
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Beziehung
RBD = RBARAD = R£BRAD (4.14)

gewinnt man schlieBlich Rpp. Somit sind z; 5 und x4 4., (fast global) eine zu Rpp
gleichwertige Beschreibung des Lagefehlers. Der griine Pfad in Abbildung 4.3 visuali-
siert nochmals die beschriebenen Zusammenhénge. In Anmerkung 4.2 wird schlieflich

erldutert, warum beide Darstellungen nur fast global gleichwertig sind.

Die kinematische Beziehung fiir z, g lasst sich in der letzten Spalte von (4.5a) ablesen,

da zg4 p identisch mit der letzten Spalte von Rpp ist. Sie lautet folglich
248 = —(wB" )24 = (2ap)wp” . (4.15)

Um die Rotationskinematik beziiglich x4 4., anzugeben, leitet man zunachst (4.12) ab,
und erhalt

%44 = RagRape, + RagRape, = RapRpaRape, + Rap(—(whP))ReaRape,

= RapRhpxaa - Rap(wi?)RApxaa = (RasRAp - Rap(wi®)RAp) Xaa -

Der letzte Klammerausdruck kann unter Zuhilfenahme von Ryp = —(wBA)Rap und

(2.9) umgeformt werden zu

RapRhp - Rap(wpP)Rhp = —(whi?) - (wh?) = —(wi*) (4.16)
sodass
X4 = —(Wh)x4a = (xqa)w}i? (4.17)

folgt. Da die Relativbewegung der Koordinatensysteme A undTD nur um ihre gemein-
same z-Achse stattfinden kann, muss stets wi4 = [0 0 wEZA] gelten. Dies eingesetzt
in (4.16) fithrt auf

0 wh4 0
RapRlp - Rap(wp”)RYp = —(wit) =|-wf4 0 of. (4.18)
0 0 0

Wertet man die linke Seite dieser Gleichung mit Hilfe der Zusammenhénge (4.10) und
(4.15) aus, so lasst sich nach linglicher Rechnung (siehe Anhang A.3) wi4 als

DA _ 2d,Bx Zd, By DB
WA = [Fkee e W] (4.19)
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identifizieren. Einsetzen dieses Ergebnisses in (4.17) und Auswertung der ersten beiden
Zeilen fihrt schlieBlich auf

2 2
/2 2
% _| ey [ zape zamy ] 0B | TdAy dBr  "dBy v T | DB
d,A:vy 1+24 B~ 1+24 B2 B 1 L1 z B ?
—Xd,Ax ' ’ —Td Ax + Z2d,Bz
(4.20)

wobei e, bereits in (3.18) definiert wurde. Die Gleichungen (4.15) und (4.20) représen-
tieren (fast global) eine gleichwertige Beschreibung der Rotationskinematik (4.5a).

Anmerkung 4.2 Wie an Gleichung (4.10) deutlich wird, weist die Matriz Rap der ers-
ten Teildrehung eine Definitionsliicke auf, wenn zq p = —e, < ¢ =7 gilt. Dies beschreibt
die Situation, in der die korperfeste z-Achse entgegengesetzt zu ihrer Sollausrichtung
steht und sich die Drehachse e, folglich nicht eindeutig aus dem Kreuzprodukt von z
und zq bestimmen ldsst. In der Konsequenz kann (4.11) nicht ausgewertet werden, was
dazu fihrt, dass Xq azy und in der Folge auch der Headingfehler ¥ nicht definiert sind.
Abgesehen von diesem Sonderfall, reprisentieren die Vektoren z,p und Xq aqy €ine zu
Rgp gleichwertige Darstellung des Lagefehlers. Formal ausgedrickt heifit dies, dass ein

lokaler (aber fast globaler) Diffeomorphismus zwischen (zq4,5,Xd,Azy) und Rpp vorliegt.

Anmerkung 4.3 In den folgenden Abschnitten werden viele Funktionen und Ausdriicke
in Abhdngigkeit von zq., X Azy, €4, €1, ¢, U und deren Zeitableitungen angegeben. Die-
se Gréfien lassen sich tiber die zuvor hergeleiteten Zusammenhdnge auf die Zustands-
variable Rpp (vgl. Abbildung 4.3) und, im Falle der Zeitableitungen, auf (Rpp,w5?)
zurtickfihren. Zu Gunsten einer kompakten Notation wird im Folgenden grofsteils darauf
verzichtet diese Abhdingigkeit von (Rpp,wB”) explizit zu kennzeichnen.

Beim Entwurf eines Stellgesetzes in Abhdngigkeit der oben genannten Griofen ist
darauf zu achten, dass die in Anmerkung 3.4 diskutierten Singularitdten von e, und
e,, sowie die in Anmerkung 4.2 diskutierte Singularitit beziiglich X4 azy bzw. 0 sich
nicht auf das Stellgesetz auswirken. Im Hinblick auf die Singularitidt von Xq gy bzw. 9
bedeutet dies beispielsweise, dass im Stellgesetz keinerlei Abhdngigkeiten von X4 azy, U

oder deren Ableitungen auftreten diirfen, wenn z,p = —e, < ¢ =7 gilt.

4.3 Festwertregelung - Ein schneller und sattigender

Ansatz

Fiir den Fall, dass eine konstante Wunschlage R;p eingeregelt werden soll, gilt R;p =

R;p = 0, woraus mit (4.4) und (4.6) wiederum w!P = w4? = 0 folgt. Die Folgedynamik
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(4.5) vereinfacht sich dadurch zu

RBD = —((wgB»RBD (421&)

Jaog? = (JwpPhwp? + 7, (4.21D)

wobei die Identitat wBb? = wlP ausgenutzt wurde, die im betrachteten Sonderfall gilt.
Beriicksichtigt man, dass (4.21a) ebenso in der vektoriellen Schreibweise (4.7) ausge-
driickt werden kann, so erkennt man, dass das vorliegende System (4.21) die allgemeine
Struktur (1.1) aufweist. Folglich kann ein energiebasierter Regelungsentwurf entspre-
chend Abschnitt 1.2 durchgefithrt werden. Formt man die potentielle Energie auf Basis
der Fehlerwinkel ¢ und ¢, die im vorangegangenen Abschnitt eingefiihrt wurden, so

erhilt man eine Gesamtenergiefunktion

1
V(Rpp,wh?) = §(w§B)TJw§B + E(¢(Rpp),"(Rsp)) -

Die zeitliche Ableitung von V' ergibt unter Berticksichtigung der Streckendynamik (4.21)

V= (wa’B)TT +FE = (wgB)TT + (

OF 9o OE 09 \,5 . on
o 9 20 Rop)wlB . (422

pe

wobei (4.7) benutzt wurde. Mit dem Potentialmoment T, welches man aus F extrahiert,

und einer Dampfungsmatrix D, (Rpp,wB?) > 0 kann nun das Regelgesetz
T = T(RBD) - DT(RBD,wgB)wgB (423)

angeschrieben werden, welches eine Abnahme der Energie realisiert. Einsetzen von
(4.23) in (4.22) liefert

V(Rpp,wh?) = —(wBP)' D, (Rap, whBP)wh? < 0. (4.24)

Wie zuvor die reduzierte Lageregelung, soll auch die vollstandige Lageregelung mit
einem beschrankten Stellmoment entsprechend (3.9) auskommen. Erneut besteht die
Zielsetzung darin, die geforderten Schranken nicht nur einzuhalten, sondern das verfiig-
bare Moment im Sinne eines schnellen Einschwingvorgangs moglichst gut auszunutzen.
Dem Einschwingen der z-Achsenrichtung soll dabei eine hohere Prioritat beigemessen

werden als der Ausrichtung der anderen beiden Achsen.

Der nachfolgende Unterabschnitt 4.3.1 behandelt den Entwurf eines geeigneten Po-
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tentials £ und die Identifikation des zugehorigen Momentenfeldes T. Die Definition
einer geeigneten Dampfungsstrategie erfolgt anschliefend in Unterabschnitt 4.3.2 be-
vor im Unterabschnitt 4.3.3 die lokal exponentielle und die fast global asymptotische

Stabilitat des angestrebten Arbeitspunkts W, nachgewiesen wird.

4.3.1 Entwurf der Potentialfunktion

Es bietet sich an, die Potentialfunktion E der vollstdndigen Lageregelung zu konstruie-
ren, indem man die Potentialfunktion £, der reduzierten Lageregelung um eine weitere
Komponenten Ey erweitert, die den in Abschnitt 4.2 eingefiihrten Headingfehler ¢ be-

riicksichtigt. Durch dieses Vorgehen erhalt man

E(p,0) = E,(¢) + Ey(,9) ,

worin F, in (3.12) definiert wurde und

(cos(*“éi)fcos(f%))2

p)

Eﬁ(w’,&) — (17005(532—"))
0 fir p > ¢,

9
ey [ AV (a) da fiir © < w
790[ o (a) p<p (4.25)

mit ¢y > 0 gewédhlt wird. Die qualitative Gestalt der Funktion Ey ist in Abbildung 4.4
dargestellt. Wie man sieht, ist £y in der Abhéngigkeit von ¥ analog aufgebaut wie £, in
der Abhéngigkeit von ¢. Zusétzlich besitzt Fy aber auch eine Abhéngigkeit von ¢, die
sich im Vorfaktor duflert und dafiir sorgt, dass der Einfluss von Ey mit zunehmendem
Fehler in der z-Achsenrichtung abnimmt und fir ¢ > ¢, sogar vollstandig verschwindet.

Hierdurch wird zweierlei erreicht: Erstens besteht keine Abhéngigkeit von ¢ fir ¢ =,

Eﬁ((pa 19)

Y
100801

Abbildung 4.4: Qualitative Gestalt des Teilpotentials Ey(p, ).

¥
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wodurch sich die in Anmerkung 4.2 diskutierte Singularitit nicht auswirkt. Zweitens
unterstiitzt dieses Verhalten die angestrebte Priorisierung der Schubrichtung, da bei
grofien Schubrichtungsfehlern ¢ die Potentialfunktion £ durch E, dominiert wird.
Aus dem gewéhlten Aufbau von FE ergibt sich automatisch ein globales Minimum
E=01n (¢,7) = (0,0). Um sicherzustellen, dass es sich auch um das einzige Minimum
handelt, darf die Abnahme von Ejy iiber ¢ die Zunahme von £, nirgendwo tiberwiegen.
Vielmehr soll im Bereich (p,1) €]0,7[x[0, 7] tiberall 95/a, > 0 gelten.! Notwendig und

hinreichend hierfiir ist, dass dies am Rand bei 9 = 7 zutrifft, was auf die Forderung

oF ) OEy

— g _cp =
(o) = 5 e) + T em)
(2 2Y _ oos( 2 m (4.26)
- gy () - ENCD D) ey a0
(1 - cos(%)) 0
fithrt. Weiterhin wird gefordert, dass
aQE Cﬂ r 9
—(0 =c, — -/A u(&)d 4.27
8%02( ) = 2(1-cos(%)) 2 v (€)at >0 427)

erfiilllt ist. Diese Bedingung ist im Hinblick auf eine aussagekraftige Linearisierung
von Bedeutung, wie sie im Rahmen der lokalen Stabilitatsanalyse in Unterabschnitt
4.3.3.1 durchgefiithrt wird. Entscheidend ist, dass sich stets ein geeigneter Parameter-
satz (cyp,co, 91, 0u, %, 0,) finden lésst, der die Forderungen (4.26) und (4.27) erfillt.
Allein die Wahl eines ausreichend kleinen ¢y fithrt notwendigerweise zur Vertraglichkeit
mit den Bedingungen.

Es ergibt sich eine Potentialfunktion F, deren qualitative Gestalt in Abbildung 4.5
dargestellt ist. Man beachte, dass auf dem Rand des Definitionsbereichs die Ablei-
tungskomponente von F, die zum Rand hin gerichtet ist, verschwindet. Dies garantiert
ein kontinuierliches Potentialmoment T tiber dem gesamten Zustandsraum (vgl. hierzu
auch Anmerkung 4.5). Weiterhin erkennt man, dass neben dem Minimum weitere kri-
tische Punkte bei (p,9) = (0,7) und (p,9) € {(p,¥)|p = 7} auftreten. Diese Punkte
definieren Ruhelagen des geschlossenen Regelkreises, da dort das Moment T verschwin-
det.

Um das Moment T explizit anzugeben, welches durch das Potential £ generiert wird,

'Der Rand des Definitionsbereichs bei ¢ = 0 und ¢ = 7 ist aus der Betrachtung ausgenommen, da
hier ohnehin 9E/s¢ = 0 gelten muss, um ein kontinuierliches Stellgesetz zu ermoglichen.
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E(p,9)

202%%
5858
12059920526,
S
100590205209
LSS
SIS
et e e te et estessester
202005 :,'c'& S58505

P ¥

Abbildung 4.5: Qualitative Gestalt der Potentialfunktion E(p, ).

bildet man zunachst die Zeitableitung

. OE. OE. OE,. 0E, 0Ey.
== —9= L 19 4.2
A A PR PR Y (4.28)

aus der man T iiber den Vergleich mit F = -TTwh?P extrahiert. Wahrend sich ¢ mit

Hilfe von (4.15) als

. —ZdB>
L= 2p.
angeben lasst, erhdlt man die Zeitableitung von ¢ durch Ableiten von (4.8) und Ein-

setzen von (4.20). Es ergibt sich

[ ~2 2
; z +z
19 _ _xd,A:B _ _xd,Ay d,Bx d,By eT T DB

= + ) 4.30
VTRV T A Y

Mit (4.29) und (4.30) lésst sich nun (4.28) umschreiben zu

TT

2 2
Tg A\ 25 . + 2
- 8E¥,eT+8E19 r OBy TdAy\/ZdBe " “iBy . OEy x4y o Y
z

e’ + e +
® ® 1
e T % T 1-ak (1 zs)

(T (T

(THT (T9)"
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worin das Potentialmoment T in die vier Komponenten Tg, T?, TY, TV aufgeteilt
wurde, deren oberer Index angibt, ob die Komponente aus E, oder Ey stammt und

deren unterer Index die Wirkachse entsprechend e, e, und e, kennzeichnet. Es gilt
T=T;+T)+T/+T7. (4.31)

Unter Ausnutzung der Definitionen von E, und Ey in (3.12) und (4.25) lassen sich die

Momentenkomponenten weiter konkretisieren. Es gilt

Tg — Ag?(@)ew , (4.32&)
—(cos(%)—cos(%))sin(%) v 9 .
co [ A5 (a) da-e fir o < @,
Ty = (1-cos(£2))” 0{ o (@) ? e : (4.32b)
0 fiir ¢ > ¢,
(cos(%)—cos(‘%‘))2 Aﬁu 9 Td,Ay\/ 23,3x+23,8y fii
I e G A = Es L L
Tl — cos( 5 \/ T3, Az 2d,Bz s (432C)
0 fir p > ¢,
(cos(%)—cos(%‘))2 9 Td, A -
co\o* (V) LA e, fir ¢ < vy
T = (1-cos(g0))” 7 o ( )\/179:3,/4% rev . (4.32d)
0 fir p > ¢,

Fiir die angestrebte Lageregelung des Quadrocopters wére es wiinschenswert, die Stell-
momente in der korperfesten zy-Ebene ausschliefllich zur Bekdmpfung des Schubrich-
tungsfehlers ¢ zu verwenden und die Reduzierung des Headingfehlers 9 iiber das Stell-
moment um die korperfeste z-Achse und damit entkoppelt zu realisieren. Wie man sieht,
induziert Ey jedoch drei Momentenkomponenten TY, TY und T?, von denen nur T? in
der erwiinschten Weise um die z-Achse wirkt. Fiir konstante Winkel ¢ ist der Betrags-
verlauf von T? analog zum bereits aus der reduzierten Lageregelung bekannten Moment
T7. Die beiden anderen Momente T und TY, die aus Ey resultieren, kénnen als pa-
rasitdr betrachtet werden. Ihr Auftreten ist unerwiinscht, kann aber nicht vermieden
werden. Beide Momentenkomponenten wirken in der korperfesten xy-Ebene, ohne zur
Reduzierung von ¢ beizutragen. Wahrend das Moment Tg dem riickstellenden Moment
T7 sogar entgegenwirkt, induziert TV eine Drehrate um e, , welche entsprechend (4.29)

nicht zu einem Abbau von ¢ beitragen kann. Gleichzeitig verringert das Auftreten von

TV das verfiigbare Stellmoment fir T7, da im Hinblick auf die StellgroBenbeschrankung
(3.9)

ITayll = /(TN = IT20)2 + | TE|2 < 7 (4.33)
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eingehalten werden muss. Genau wie die Einhaltung der Bedingung (4.26) (die im Ub-
rigen gleichbedeutend mit [TZ| - |T2| > 0 V(p,9) €]0,7[x[0,7] ist) eine Frage der
Parametrierung des Potentials E' ist, so kann auch die Vertrédglichkeit mit (4.33) tiber
eine geeignete Parametrierung stets gewahrleistet werden. Dies wird offensichtlich, wenn
man sich vergegenwértigt, dass (4.33) mit abnehmendem ¢y in die Bedingung (3.17) der
reduzierten Lageregelung iibergeht. Die zweite Stellgrofienbeschriankung, die in (3.9) an-

gegeben ist, fiithrt auf die Bedingung
.| = TY| <7, (4.34)

die sich einhalten lasst, indem ¢y < Sin?(—zﬂl) gewahlt wird. Wie zuvor bei der reduzierten
Lageregelung in (3.17), wurden die Ungleichungen (4.33) und (4.34) strikt formuliert,

um zu gewahrleisten, dass stets Stellmoment zu Dampfungszwecken verfiighar ist.

Anmerkung 4.4 Die p-Abhdngigkeit von Ey kann selbstverstindlich auch anders ge-
staltet werden, als in (4.25) vorgeschlagen. Dabei muss, mit Ricksicht auf die in An-
merkung 4.2 diskutierte Singularitdt, darauf geachtet werden, dass Fy fir ¢ = 7 kei-
ne Abhdngigkeit von ¥ aufweist. Weiterhin muss im Hinblick auf ein kontinuierliches
Stellmoment BE“’ 2(0,9) = aE@ 2 (m, V) =0 gewdhrleistet sein. Die hier gewdhlte Gestalt der
©- Abhcmgzgkezt begiinstigt dze lokale Stabilititsanalyse in Unterabschnitt 4.3.3.

Anmerkung 4.5 In den Gleichungen (4.32¢c) und (4.32d) der Momentenkomponenten
TY und TV tritt der Faktor \/xd% auf. Da |Xa eyl = \/T5 4y + 5 0, = 1 gilt, ist der

d,Ax
Faktor fir x4 4, # 0 identisch mit sgn(zq a,) und nimmt damit lediglich Einfluss auf das

Vorzeichen der Momente. Im Falle x4 4, =0 < ¥ € {0,7} ist das Vorzeichen allerdings
unbestimmt. Die Momente bleiben von dieser Singularitit jedoch unbeeinflusst, da ihr
Betrag dort, aufgrund von aE@ 2 (,0) = Aﬁ“(O) aE@ L(p,m) = Aﬁ“(w) 0, verschwindet.
Auch die in Anmerkung 3.4 dzskutzerten Smgulamtaten von e, und e, fir ¢ € {0,7}
wirken sich weder auf T noch auf T aus, da BE“’ 2(0,7) = aE@ 2 (m, V) = 0 gilt und die
Momente an den betreffenden Stellen folglich Null smd. Die Szngulamtdtenfr@iheit von
TS wurde bereits in Anmerkung 3.4 festgestellt. Es ldsst sich somit leicht diberpriifen,
dass samtliche Momentenkomponenten in (4.32) global Lipschitz-stetige Vektorfelder
auf SO(3) darstellen.

4.3.2 Entwurf der Dampfungsstrategie

Der gewahlte Aufbau der Dampfungsmatrix D, die das Regelgesetz (4.23) vervollstan-

digt, orientiert sich stark an der Struktur, die bereits fiir die reduzierte Lageregelung in
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Unterabschnitt 3.2.2 vorgestellt wurde. Im Unterschied zu (3.20) wird nun aber auch
der Dampfungskoeffizient d. zustandsabhéngig gestaltet. Dies dient dem Zweck, den
zeitoptimalen Gedanken ebenfalls in die Bekdmpfungsstrategie des Headingfehlers o

einflieBen zu lassen. Die verwendete Dampfungsmatrix besitzt die Struktur

DT(RBD,wgB) = /@wy(RBD,wgB) (dw(RBD,wgB)e¢e£ + dlelef)
+ k. (Rpp, wb?)d.(Rpp,whP)e el

"i:vy(zd,Bv wgB)Dmy(Zd,Ba wgB) 0
_ >0.
0 k:(Rpp,wh?)d.(Rpp,wh?)
(4.35)
Die enthaltenen Dampfungskoeffizienten d,, d, und d, entfalten ihre Wirkung im Zu-

sammenspiel mit den Drehratenkomponenten w,, w, und w,, die nun durch

DB _ T, DB T, ,DB T,,DBg _
wp” =e wp’e te,wp e, te,wp e, =w e, +w,e, +w.e,
definiert sind. Wahrend d, und d, zustandsabhéingig gewéhlt werden, wird fiir d, wieder
eine konstante positive Ddmpfung angesetzt, um die unerwiinschte Drehratenkompo-

nente w, stiandig zu beddmpfen.

Die Verstarkungsfaktoren k., und &, die in (4.35) enthalten sind, dienen einmal mehr
zur Umsetzung der Stellgrofensattigung. Thre Wirkungsweise wurde fir die reduzierte
Lageregelung bereits in Abbildung 3.5 veranschaulicht, wobei in z-Richtung nun zu-
sitzlich ein Moment aus dem Potential berticksichtigt werden muss. Definiert sind die

Faktoren als die Losungen der Optimierungsprobleme

Kay = min (1,K), K, = min (1,K),

k>0, ”Txy—n-nywa)fy H =Tay £>0,|Ts—k-dzwz|=T2

deren analytische Losungen

T2,D.,wBE +\/(TEDoywBE )2 + (72, — | Ty ) [Dayw B 2
[D.,wBE 2

. T.d.w, +\/(T.d.w.)? + (72 - T2)(d.w.)?
K, =min| 1,
(d.w,)?

. (4.36)

Kgy =min| 1,

(4.37)

lauten.

In Anlehnung an die Notation in Kapitel 3 wird im Folgenden mit 7, der Betrag des

92



4.3 Festwertregelung - Ein schneller und sdttigender Ansatz

Potentialmoments bezeichnet, der um die Achse e, wirkt. Es gilt somit
T, = e, T| = |TE + Ty =TS - TE] >0, (4.38)

wobei fiir die letzte Umformung ausgenutzt wurde, dass Tg entgegengesetzt zu TE
wirkt und aufgrund von (4.26) stets |[T3[ > | TY| gilt. Mit dieser Definition kénnen die
funktionalen Zusammenhange fiir den Dampfungskoeffizienten d, nun unveréndert von
der reduzierten Lageregelung iibernommen werden. Dahinter steht die Annahme, dass
die in Unterabschnitt 3.2.2 durchgefiihrten Betrachtungen zur Auslegung von d, nach
wie vor ndherungsweise giltig sind. Dies ist plausibel, da aufgrund der Priorisierung der
Schubrichtung davon ausgegangen werden kann, dass die Momentenkomponente T die

anderen Komponenten T?, T? und T? klar dominiert. Folglich wihlt man

. +A w « .
dp(i0,0,0) = 770Xt a, (9,05, d5(0,0,9)) (4.392)
worin wiederum
(0, 8.9) = X500 (@4 (0, 0), A e (2,0,9)) (4.39h)
A -1
390(90) = _\/Ug%l +2J; Txy(QO - Qpl) s (439(3)
: T (p,9) 7o
& g0, 0) = ——2 = = =2 4.39d
©,d ( ) O O ( )
und
SLeD) S T i >,
d;,acc(¢v SD719) = _%i’ﬂ) + Z—}z—; fur Uy > (p >0 (4396)
0 fir 0> ¢,

gilt. Man beachte, dass T, entsprechend (4.38) nun auch eine Abhéngigkeit von ¢ auf-
weist, die sich in d, niederschlagt. Davon abgesehen bleibt d, gegentiber der reduzierten
Lageregelung unverandert und Abbildung 3.7 stellt weiterhin eine sinngeméfle Veran-
schaulichung in der Phasenebene dar.

Auch der konstante Dampfungskoeffizient d, wird wie bei der reduzierten Lagerege-
lung zu

d, =0, (4.40)

gewahlt. In Unterabschnitt 3.2.2, S. 51 wurde dargelegt, dass durch diese spezielle Wahl
die in Anmerkung 3.4 diskutierten Definitionsliicken von e, und e, keinen Einfluss auf

die Démpfungsmatrix (4.35) nehmen.
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Der verbleibende Dampfungskoeffizient d. soll analog zu d,, gestaltet werden, um den
zeitoptimalen Gedanken auch in die Abbaustrategie fiir 1 aufzugreifen. Die Zielsetzung
besteht wiederum darin, nach moglichst kurzer Zeit, mit einer vorgegebenen Drehrate
Y = -1y, < 0 in einen vorgegebenen Bereich ¢ < ¥J; einzutreten. Es wird im weiteren
Verlauf zunachst das Ergebnis fiir d, vorweggenommen, bevor die zu Grunde liegende
Auslegung im Anschluss daran erlautert wird. Obwohl die Struktur von d, weitgehend
analog zu der von d,, ist, ergibt sich doch ein etwas komplexerer funktionaler Zusam-

menhang. Insbesondere wird die Grofie

—Td,A —Td,A —Td,A
U, = —"=elwp’ - —==uwpl - ———w (4.41)

> z™B > Bz > z
\ L=y 4, L=y 4, \ =g 4,

benétigt, die, wie aus dem Vergleich mit (4.30) hervorgeht, den durch w, beeinflussten
Anteil von 9 représentiert. Weiterhin wird die Schreibweise T 7 fiir den Betrag der z-

Komponente von T eingefiihrt. Es gilt somit

(cos(*‘%)fcos(awz—u))2

coAGH () fiir p < oy

T! () = |T| = T2 = § () (4.42)
0 fir o > @, .
Mit (4.41) und (4.42) kann nun d, angegeben werden als
d.(p,9,0,0,) = a0 (9,0, d: (9, 0,9,4.)),6.) (4.43a)

worin Ay < @ und 4, positive Konstanten sind und die Funktion d (¢, 9, 9, ﬁz) durch

A2 (0,9, 0,9.) = X270 (0,2 oo (0,9, 02), 7 (0,9, 92)) (4.43b)

gegeben ist. Hierin bestimmt die Konstante 0 < ry <1 den, der Schaltlinie

879(19) = —\/Ugl + 2j2_17tz(19 - 191) <0 (443C)

vorgelagerten Uberblendbereich. Weiterhin ist die bremsoptimale Démpfung durch

CTiH(e) 7 .2 B
B i u fir ¥, < —vy,
A2 goc(ip,9,02) = | - TL2D — 2o g~y <), <0, (4.43d)
0 fiir 0 <4, ,
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und die Beschleunigungsoptimale durch

_THeY) | 7 .2
=t fir 9, > vy,
d:,acc(gpa,ﬁa,ﬁz) = _%iﬂ?) + Z-—; fiir vy > ’l§z >0, (4436)
0 fiir 0> 4, ,

definiert. Mit vy wird in den Ausdriicken (4.43d) und (4.43e) eine kleine positive
Konstante bezeichnet, die das unbegrenzte Anwachsen des Dampfungskoeffizienten fiir
J, — 0 verhindert. Abbildung 4.6 veranschaulicht, die gewdhlte Dampfungsstrategie fiir

d, im Phasenraum.

Folgende Uberlegungen fithren auf die angegebene Struktur der Dampfung: Durch
die priorisierte Ausrichtung des Schubs, aufgrund des dominanten Moments T, im
Zusammenspiel mit der zeitoptimal inspirierten Dampfung d,,, ist davon auszugehen,
dass der Einschwingvorgang zumeist annidhernd sequentiell ablaufen wird. Damit ist
gemeint, dass in einer ersten Phase ¢ zu Null gemacht wird, wahrend 9 sich nur wenig
verandert. Erst anschliefend, in einer zweiten Phase, wird dann 1) abgebaut. Geht man
davon aus, dass die Annahme 3.1 (S. 49) beztiglich des Tragheitstensors erfilllt ist
und die erste Phase bereits abgeschlossen ist, so gilt ¢ = 0 und es folgt, dass alle

. d, unterstiitzt dgs
Beschleunigen (¢ < 0)

d, unterstiitzt das
Bremsen (v > 0)

. d, ist konstant

|:| d, wird tiberblendet

19[' '191 + Aﬂ 191/, - Ag' "19u ™

Abbildung 4.6: Dampfungskoeffizient d, im Phasenraum. In den weiflen Bereichen wird
d, zwischen den Randwerten der benachbarten farbigen Bereiche iiberblendet.
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weiteren Bewegungen ausschliefilich um die Achse e, ablaufen, d. h. wgB = w, e, und
wp? = &, -e,. Die resultierende Dynamik lisst sich dann (fir ¢ ¢ {0,7} und x, = 1)

durch die skalare Differentialgleichung
Jol) = =T7(0,9) - d.(0,9,9,9.) -0 (4.44)

angeben. Thre Struktur ist analog zur Differentialgleichung (3.27) auf deren Basis d,, in
Unterabschnitt 3.2.2 entworfen wurde. Aus (4.30) geht hervor, dass ¥, = 9 gilt, wenn
¢=0<z¢p=e, oder w, =0 erfiillt ist. Beides trifft im betrachteten Fall zu, wodurch
der Gleichungssatz (4.43) strukturell identisch zum Gleichungssatz (4.39) wird. Um dies
(¢,9,7,) nur aktiv
ist, wenn 9 < sy(9) < 0 gilt. Da im betrachteten Fall ¥, identisch mit 9 ist, wirken sich

zu sehen, beachte man, dass aufgrund von (4.43b) die Funktion A} gee
die, in (4.43d) gegeniiber (4.39d) zusitzlich vorhandenen, Fallunterscheidungen nicht
aus. Weiterhin bleibt auch, die in (4.43a) zusétzlich vorhandene, &uflere Blendfunktion
fiir ¢ = 0 ohne Wirkung.

Die strukturellen Anderungen in (4.43) gegeniiber (4.39) sind dann ausschlaggebend,
wenn die vorliegenden Verhéltnisse signifikant vom Auslegungsfall abweichen. Das &u-
flere p-abhingige Uberblendfunktional in (4.43a) sorgt dafiir, dass fiir ¢ > ¢, eine
konstante Dampfung d, = §, wirkt und vermeidet so die unzuléssige ¥-Abhangigkeit fiir
¢ =7 (vgl. Anmerkungen 4.2 und 4.3). Weiterhin muss der Tatsache Rechnung getragen
werden, dass d, nur im Zusammenhang mit w, wirksam ist, die zeitliche Entwicklung
des Fehlers ¢ aber im Allgemeinen auch von w, beeinflusst wird (vgl. (4.30)). Dies ge-
schieht zum einen dadurch, dass in den Fallunterscheidungen in (4.43d) und (4.43e),
anstatt 19, nur der von w, beeinflusste Teil 192 genutzt wird. Zum anderen muss nun die
Moglichkeit berticksichtigt werden, dass 9 und U, unterschiedliche Vorzeichen besitzen
konnen. Dies geschieht durch die zusitzlichen Fallunterscheidungen in (4.43d). Zum
besseren Verstandnis sei hier ein Beispiel aufgefithrt: Angenommen es gilt 9 < sy(1),
was bedeutet, dass der Fehlerwinkel 1) so schnell abnimmt, dass maximales Abbremsen
(0 > 0) erwiinscht ist. Falls nun gleichzeitig J, >0 gilt, so trigt w, bereits positiv zu J
bei und entsprechend wére jegliche Démpfung von w, kontraproduktiv. Deshalb stellt
d, =0 in diesem Fall die sinnvollste Wahl dar.

4.3.3 Stabilitatseigenschaften der Ruhelagen

Im Verlauf der vorangegangenen Abschnitte wurden alle Bestandteile des energiebasier-
ten Regelgesetzes zur vollstandigen Lageregelung zusammengetragen. In diesem Unter-

abschnitt erfolgt nun die Stabilitdtsanalyse der Ruhelagen des geschlossenen Regelkrei-
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ses. Fir den verbleibenden Teil des Abschnitts wird unter dem geschlossenen Regelkreis
die Folgedynamik (4.21) im Zusammenwirken mit der Zustandsriickfithrung (4.23) ver-
standen. Dabei ist das Potentialmoment T durch (4.31) und (4.32) und die Damp-
fungsmatrix D, durch (4.35) bestimmt. Die Dampfungskoeflizienten d,,, d,, d. erfiillen
(4.39), (4.40) und (4.43) und die Verstarkungsfaktoren x,, und r, sind iiber (4.36) und
(4.37) definiert.

Indem die linke Seite des geschlossenen Regelkreises gleich Null gesetzt wird, ermittelt
man seine Ruhelagen. Sie sind bestimmt durch diejenigen Stellen des Zustandsraums, an
denen das Potential E seine kritischen Punkte aufweist. Man ermittelt fir (Rpp,wb?)

die beiden isolierten Ruhelagen
W, = (I3,0) , W =([-e, -e, e.].0)
sowie die Ruhelagenmenge
Wae = {(Rpp,wh?) e W|Rppe. = —e., whB =0} .

Damit existieren, neben der erwiinschten Ruhelage W, noch weitere unerwiinschte
Ruhelagen, wie es bei einer Lageregelung mit kontinuierlichem Regelgesetz unvermeid-
lich ist [15]. Die unerwiinschte Ruhelage W,,; zeichnet sich dadurch aus, dass zwar die
Schubrichtung korrekt ausgerichtet ist (zqp = e, < ¢ =0 ), die korperfeste x-Achse
(und damit auch die y-Achse) jedoch antiparallel zu ihrer Wunschausrichtung steht
(X4, = —€4,Yap = —€, = U = m). Die unerwiinschte Ruhelagenmenge W,» umfasst
samtliche Orientierungen des Quadrocopters, in denen z,;p5 = —e, < ¢ = 7 gilt und
somit die Schubrichtung antiparallel zur Zielausrichtung ist.

In der anschlieBenden lokalen Stabilitdtsanalyse wird gezeigt, dass es sich bei Wy
um eine lokal exponentiell stabile Ruhelage handelt und das samtliche unerwiinschten
Ruhelagen instabil sind. Durch die globale Analyse wird schliefflich fast global asymp-
totische Stabilitat der Zielruhelage W, nachgewiesen.

4.3.3.1 Lokale Stabilitatseigenschaften

Der Nachweis der lokalen Stabilitatseigenschaften der isolierten Ruhelagen erfolgt durch
die Analyse der Linearisierung in Minimalkoordinaten. In Abschnitt 4.2 wurde herge-
leitet, dass (zap,Xd,Aazy), fast iiberall im Zustandsraum, eine zu Rpp gleichwertige
Darstellung des Lagefehlers reprasentiert. Dies gilt insbesondere an den Ruhelagen W,
und W1, wo (24,5, X4 4zy) = (€, [1 O]T) und (24,5, X4,Azy) = (€2, [—1 O]T) gilt, sowie
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in deren Umgebung. Dort kann die kinematische Gleichung (4.21a) folglich durch die
Gleichungen (4.15) und (4.20) gleichwertig ersetzt werden. Da Rpp € SO(3) ist und
somit drei Freiheitsgrade aufweist, besitzt die Darstellung (zq g, X4, 44y) € S?xS! immer
noch zwei Koordinaten mehr, als die gesuchte Minimaldarstellung. Um zu einer solchen
zu gelangen, wird die Tatsache ausgenutzt, dass z4 g auf der Einheitskugel und x4 44y

auf dem Einheitskreis lebt. In geeigneten Umgebungen der Ruhelagen W, und W 1, wo

za.p. > 0 gilt, kann deshalb z, g, tber die Beziehung z, g, = \/ 1- (zi Bt zi By) durch
24,B. und z4 g, ersetzt werden. In analoger Weise kann man x4 4., in der Nahe von Wy,
durch 24 4, = /1 - xi 4y und, in der Niahe von W, durch 44, = —/1 - xi 4, darstel-
len. Fiir die Linearisierung um die Ruhelagen W, und W,; werden deshalb samtliche,
von der Lage Rpp abhéngigen Terme, durch die Minimaldarstellung (24 ps, 24,8y, Td,Ay)

ersetzt.

Um mit der Ruhelagenmenge W, umzugehen, wird der Umstand ausgenutzt, dass,
in einer Umgebung von W,s, charakterisiert durch ¢ > ¢,,, die Dynamik von z, z und
whB entkoppelt betrachtet werden kann. Dort verhélt sich der geschlossene Regelkreis
folglich wie bei einer reduzierten Lageregelung. Dies ist leicht nachzuvollziehen, da alle
Terme des Regelgesetzes ausschliefllich von (z4 5, wB?) abhdngen, sobald ¢ > ¢, gilt.
Im Hinblick auf diese entkoppelte Dynamik des geschlossenen Regelkreises, die durch
(4.15) und (4.21b) zusammen mit dem Regelgesetz definiert wird, reduziert sich die
Ruhelagenmenge W,» auf die isolierte Ruhelage (zq, 5, wb?) = (-e.,0). Dadurch kann
die Stabilitatsuntersuchung analog zur reduzierten Lageregelung, wie in Theorem 3.3,
durchgefiihrt werden. Dazu wird erneut ausgenutzt, dass zg4p € S? nur zwei Freiheits-

grade besitzt und 2,4 p., in einer Umgebung der Ruhelage, somit iiber die Beziehung

- f1_(2 2
24 Bz = \/1 (24 po + 24 p,) ersetzt werden kann.

Theorem 4.1 (Lokale Stabilitdtseigenschaften der Ruhelage W) Die Ruhela-

ge Wy des geschlossenen Regelkreises ist lokal exponentiell stabil.

Beweis: Mit z4 5, = \/1 — (22 5, + 23 By) lauten die ersten beiden Zeilen von (4.15)

(4.45a)

. DB _ DB [1_(.2 2
[’Zd,Bw] | WBz *d.By ~Why \/1 (Zd,B:c + Zd,By)

: DB DB 2 2
<d,By ~Wpg, Zd,Bx + Wp, \/1 - (Zd,Bx + zd,By)
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Die zweite Zeile von (4.20) wird mit x44, = /1 -7 4, 7u

DB

e 2d,Be Wh <d,By Wp
5 _ 2 B:E Yy DB
Ld,Ay =~ 1- 'Td,Ay tWh;

1+\/1—(dex+de ) 1+\/1—(de$+dey)
(4.45Db)

Als néchstes werden die Bestandteile des Potentialmoments T durch (24 g4, 24,8y, Td,4y)

dargestellt. Unter Ausnutzung der Beziehung /23 5 + 23 By = sin(p), die aufgrund des
Wertebereiches ¢ € [0, 7] stets erfiillt ist, erhdlt man aus (4.32a) fiir das Moment T in

einer ausreichend kleinen Umgebung von Wy

—Zd,By —Zd,By
TY =c, sin(p) - e, = ¢, sin(yp) - (o) Zapr | =Col| zaBx | - (4.46a)
0

Die Momentenkomponente T? aus (4.32b) kann mit Hilfe der Zusammenhange

sin(%)

cos(%)

L(1-cos(%)) .
L1+ cos()) .
sin(p) = /1 - cos(9)? = /(1 + cos(9)v/(1 - cos(p)) und

2482 = €os(p)

umformuliert werden. Man erhalt

9 —( %(1+cos(g0))—cos(%))%m

TY zcﬁfA’g“(a) da - €, =
e (1—cos<ﬂ>>2 :
9 % ( 2(1+cos(yp)) - cos(“’“) - Cos(go) %d,By
- [ A%i(a) da- -

arccos(z4, az) ) :}29 (\ [3(1+z4p.) - cos(“’“ ~2d,By
f Ayt (a) da- Zd,Bx

f (1—cos(%)) 1+ 245

f (1 —cos(%) ) \/1+cos(g0)\/1—cos(g0) [

R AR Vel (\/ (1 i \/1 (%452 + 2.8y ) cos(5* )) ~Zd,By

Ag?(a) da - 2d,Bx

2
0 (1—605(%)) \/1+\/1—(z§,3x+z§73y) 0
(4.46b)
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Nutzt man die Beziehung /1 -22 , = sin(?), die aufgrund ¢ € [0, 7] stets gilt, sowie
weitere der oben eingefithrten Zusammenhénge, so kann man TV aus (4.32c), in einer

entsprechend kleinen Umgebung der Ruhelage, angeben als

(cos(£) - cos(%))2 Td Ay \/%4,p2 + 2,8y

~cysin(v) - —
(1 —cos(“;—“))2 sin(?) (1 + z4,5:)
2 2 2
Cy (cos(%) - cos(%)) Td,Ay\/%4,Bx T %a,By 1
- 2 ’ ) Zd,By | =

2
1 2 2 .

019(\/5 (1+\/1_(Zd,BerZd,By))_COS(%)) T Ay | 2d,Be

= Zd,By | -

(l—COS(%))z(l"'\/1_(Z§,Bx+Z§,By)) 0

T =

‘e, =

Zd,Bx

Fiir die letzte Komponente T?Y aus (4.32d) ergibt sich, nahe der Ruhelage, mit den

eingefithrten Beziehungen, schliellich

T - (cos(£) —cos(2)) ey sin() -

(1—005(%—“))2

2
Cy (\/% (1 + \/1 ~ (25 + de,By)) —cos(%)) T, Ay

= e, .

(1—cos(“’2—“))2

Td, Ay e, -
sin(d)

(4.46d)

Aus der, in Unterabschnitt 4.3.2, festgelegten Dampfungsstrategie geht hervor, dass die
Déampfungsmatrix D, in einer ausreichend kleinen Umgebung von W konstant wird.
Es gilt dort

D, = diag(d,,0,,6.) . (4.47)

Waéhlt man nTun fiir die Linearisierung um Wy, den minimalen Zustandsvektor Y, =
[KdT (wh? )T] mit R, = [zd7 By —ZdBr —Zd, Ay] , so liegt die Ruhelage W beziiglich
des Minimalzustands in Null. Unter Beriicksichtigung der Vorzeichenwahl in R, fithrt

die Linearisierung der Gleichungen (4.45) um W, = 0 auf
Ry =wh?b (4.48)
Die Linearisierung von (4.21b), unter Berticksichtigung des Regelgesetzes (4.23) mit den

Momentenkomponenten (4.46) und der Dampfung (4.47), ist langwierig aber unkom-
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pliziert und ergibt
wpP = -J'C R, - I 'Bwh? | (4.49)

wobei Cy = diag(cy, ¢y, ¢y) > 0 und B = diag(d,,, d,,0.) > 0 gilt. Durch Kombination von
(4.48) und (4.49) erhalt man schlielich

. 0 I
W, = P lw, .
—J*1Cd -J-1B

Ay

Da alle Eigenwerte von C, positiv sind, besitzt A; nach Theorem 3.1 ausschlieflich
Eigenwerte in der offenen linken Halbebene. Hieraus folgt unmittelbar die lokal expo-
nentielle Stabilitat der Zielruhelage W, [95, Corollary 4.3].

Theorem 4.2 (Lokale Stabilitdtseigenschaften der Ruhelage W ;) Die Ruhela-

ge Wy des geschlossenen Regelkreises ist instabil.

Beweis: Der Beweis erfolgt analog zu dem von Theorem 4.1. In einer ausreichend

kleinen Umgebung von W, gilt z4 5. = \/1 - (zﬁva + ziBy) und zg 4, = —/1- xfmy.
Hieraus folgt fiir die ersten beiden Zeilen von (4.15) und fiir die erste Zeile von (4.20)

. DB DB 2 2
Z WPz By — W \/1 -(z +22 )
[ d,B:c] Bz y ~ Wpy d,Bz T %d,By ’ (4.50a)

; DB DB 2 2
~d,By ~Wpg, Zd,Bx + Wpy \/1 - (Zd,B:c + Zd,By)

DB

DB
P _ 1- .T2 Zd,Bx wB:z: 4 Zd,By wBy + WDB
d,Ay = d,Ay Bz

1+ \/1 - (zin +z§7By) 1+ \/1 - (ziBm +z§,By)

(4.50b)

In gleichartiger Weise, wie im Beweis zu Theorem 4.1, konnen die Bestandteile des

Potentialmoments T ermittelt werden. Man erhalt

_Zd,By
Tg =Cyp Zd,Bx | (451&)
0
arccos(—/1-g 4,) i (\/% (1 + \/1 ~ (2] g + ziBy)) - cos(“;—“)) —24.By
Tz = f AZZL ((1,) da - 5 Zd,Bx |
0 (1—605(%)) ¢1+¢1—(z§73x+z§73y) 0
(4.51b)
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2
sin (¥ w

¢y sin((ﬁi)) (\/% (1 + \/1 - (zin + ziBy)) - COS(%)) Ld,Ay | #d,Bx ( )

5 2d.By | > 4.51c

(1—cos(%)) (1+\/1—(z§73$+z§73y)) 0

2
sin(J u
Cﬁsin((ﬂi)) (\/% (]' + \/]' - (Zs,B:v + ZiBy)) - COS(%)) xd7Ay
T! = 5 e. . (4.51d)
(1 - cos(%))

Durch die festgelegte Dampfungsstrategie wird die Dampfungsmatrix D, in einer Um-

gebung von W,; konstant. Dort ist
D, = diag(dy,,d,,65) (4.52)

erfullt.

Zur Durchfithrung der Linearisierung wahlt man nun den minimalen Zustandsvektor
W, = [351 (wgB)T]T, mit Ry = I:Zd7By —2d,Bx —xdvAy]T, beziiglich dem die Ruhe-
lage W,; in Null liegt. Unter Berticksichtigung der Vorzeichenwahl in ®,; fithrt die
Linearisierung der Gleichungen (4.50) um ¥,,; = 0 auf

Ry =wh?b . (4.53)

Aus der Linearisierung von (4.21b), unter Beriicksichtigung des Regelgesetzes (4.23)
mit den Momentenkomponenten (4.51) und der Dampfung (4.52), resultiert schlielich

wgB = _J_lculaul - J_legB y (454)

wobei B =diag(d., d,,0,) >0 und C,; =diag(c,1, cur, —%%) mit ¢,

=C Gy .
1= G aTmcos ()

Jo Ay (a)da gilt. Die Kombination von (4.53) und (4.54) liefert schlieBlich die lineare
Zustandsdifferentialgleichung

rbul =

0 I
P lw,, .
—J‘1Cu1 -J-1B

Aul

Da aufgrund der Forderung (4.27) stets ¢,; > 0 gilt und C,; folglich zwei positive
und einen negativen Eigenwert besitzt, weist die Dynamikmatrix A,;, entsprechend
Theorem 3.1, fiinf Eigenwerte in der offenen linken und einen Eigenwert in der offenen
rechten Halbebene auf. Nach [95, Theorem 4.7] ist somit die Instabilitédt der Ruhelage
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W1 nachgewiesen. O

Theorem 4.3 (Lokale Stabilitdtseigenschaften der Ruhelagenmenge W,5)
Die Ruhelagenmenge W,o besteht ausschliefSlich aus instabilen Ruhelagen.

Beweis: Zu Beginn des Unterabschnitts 4.3.3.1 wurde bereits darauf hingewiesen, dass
in einer Umgebung von W,», genauer gesagt im Bereich U = {(Rpp,wB?) e W|p > ¢, },
die Dynamik der reduzierten Lage, gegeben durch z, 5 und wb?, entkoppelt betrachtet
werden kann. Beziiglich dieser Teildynamik wird die Ruhelagenmenge W,s vollstandig
durch die isolierte Ruhelage (z45,wB?) = (-e,,0) reprisentiert. Indem gezeigt wird,
dass diese Ruhelage der entkoppelten Teildynamik instabil ist, kann auf die Instabilitat
samtlicher in W, enthaltener Ruhelagen der vollstindigen Lagedynamik geschlossen
werden.

In einer ausreichend kleinen Umgebung von W, kann z; p. mit Hilfe der Gleichung

24Bs = —\/ 1- (zi Br T zi By) ersetzt werden. Damit ergibt sich fiir die ersten beiden
Zeilen von (4.15)

(4.55)

. DB DB 2 2
Zd,Bx] | WB: FdBy t Wy \/1 - (zd,Ba: + Zd,By)

: DB DB 2 2
Zd,By —Wpg, Zd,Bx —Wp, \/1 - (Zd,B;z: + Zd,By)

Fir (Rgp, wgB) e U tragt die Potentialkomponente Fy nichts zum Gesamtpotential E
bei. Infolgedessen verschwinden dort sémtliche Momentenkomponenten, die durch Ejy

induziert werden und es gilt entsprechend (4.32)
T,=TV=T’=0. (4.56a)

Die verbleibende Komponente TE des Potentialmoments T kann mit obiger Ersetzung

von zg g, und unter Ausnutzung der Beziehung /22 5 + 23 By = sin(p) in einer ausrei-
chend kleinen Umgebung von W,s durch

sin(1) sin(n) |
l . l
g =Cp sm(cpu) s1n(<p) "€y =Cp sm(cpu) Zdex (456b>

ausgedriickt werden. Weiterhin folgt aus der in Unterabschnitt 4.3.2 entworfenen Damp-

fungsstrategie, dass fiir D, nahe W,

D, = diag(dy,,0,,6>) (4.57)
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erfillt ist.
Im Giiltigkeitsbereich der Gleichungen (4.56) und (4.57) kann das Regelgesetz (4.23)

T
folglich in Abhéngigkeit des minimalen Zustandsvektors w,, = [35 (wgB)T] mit

T
5, = [—zd,By 2, Bx] dargestellt werden. Die Dynamik des Minimalzustands 1o, ist
dort durch (4.55) und (4.21b) zusammen mit dem Regelgesetz vollstéindig definiert und
demnach génzlich analog zur Dynamik von w, im Beweis zu Theorem 3.3. Die Linea-

risierung der Dynamik um die Ruhelage w,» = 0 liefert folglich
DbuQ = AumuQ ’

wobei die Dynamikmatrix A, in (3.48) definiert wurde. Im Beweis zu Theorem 3.3
wurde gezeigt, dass A, zwei Eigenwerte in der offenen rechten und drei Eigenwerte
in der offenen linken Halbebene besitzt. Aus den rechts gelegenen Eigenwerten folgt
die Instabilitit von w,; = 0 und damit die Instabilitdt sdmtlicher in W, enthaltener
Ruhelagen [95, Theorem 4.7]. O

4.3.3.2 Globale Stabilitatseigenschaften

Mit Hilfe globaler Betrachtungen wird nun fast global asymptotische Stabilitéit der Ziel-
ruhelage W, nachgewiesen. Wie bereits bei der reduzierten Lageregelung, wird dafiir
zunachst das Invarianzprinzip von LaSalle benutzt, um zu zeigen, dass samtliche Lo-
sungen des geschlossenen Regelkreises beschrankt sind und gegen eine seiner Ruhelagen
streben. Fast global asymptotische Stabilitat folgt dann auf Basis des Theorems 1.1
aus der Tatsache, dass W, asymptotisch stabil ist und alle weiteren Ruhelagen instabil

sind.

Theorem 4.4 Die Zielruhelage W 4 des geschlossenen Regelkreises ist fast global asym-
ptotisch stabil.

Beweis: Die Potentialfunktion E wurde so konstruiert, dass simtliche untere Niveau-
mengen von V' kompakt sind. Zudem sind sie positiv invariant, da das Regelgesetz
sicherstellt, dass stets V < 0 gilt. Es folgt aus dem Invarianzprinzip von LaSalle (siehe
z. B. [95, Theorem 4.4]), dass alle Losungen des geschlossenen Regelkreises gegen die
groBte invariante Menge Z in £ = {(Rpp,wBB) e W = SO(3) x R3|V(Rpp,wh?) = 0}

streben. Die Menge £ kann ermittelt werden, indem man die Dampfungsmatrix (4.35)
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und die Drehratenzerlegung (4.3.2) in (4.24) einsetzt. Man erhalt

V(RBD, WgB) = _K/:vy(RBDv wgB) (dg@(RBD7 wgB)Wi + dlwz)
- KfZ(RBDu wgB)dz(RBDu wgB)wg .

Wenn man berticksichtigt, dass gy, k. > 0 gilt, so wird klar, dass V nur verschwindet,
wenn

(RBDa )w =d % =d.(Rpp, DB)W2 =0 (4.58)

z

erfiillt ist. Abgesehen von der Menge der Ruhelagen {W,, W1 }UW,;, in der dies sicher
gilt, gibt es weitere Bereiche des Zustandsraums, in welchen V' = 0 ist. Im Folgenden wer-
den diese Zustandsraumbereiche, die simtlich in der Menge W= W\ ({W4, W1} UW,5)
liegen, die den Zustandsraum ohne die Ruhelagen beschreibt, in vier disjunkte Teilmen-
gen & bis & unterteilt. Es folgt £ = E;u&UEUELU({ Wy, W1} UW,0). Dabei umfasst
&1 jene Zustande in denen wb? = 0 ist. In der Veremlgungsmenge Eu&3u&,y gilt hinge-
gen wPP # 0 und es folgt, dass w, = d,(Rpp,wp?)w? = d.(Rpp, wh?)w? = 0 erfiillt sein
muss, um der Bedingung (4.58) zu gentigen. Die Teilmengen &, & und &, decken somit
diejenigen Zustandsraumbereiche ab, in denen mindestens einer der beiden Dampfungs-
koeffizienten d, und d, zu Null wird, denn die zugehorigen Drehratenkomponenten w,
und w, diirfen nicht gleichzeitig verschwinden. Im Hinblick auf (4.39) ist eine notwendige
Voraussetzung fiir d, = 0 durch ¢ € ® = {p |+ A, < p <@, —A,} gegeben. Laut (4.43)
ist eine notwendige Voraussetzung fir d, = 0, dass ¢ € © = {¢| 9, + Ay <V <9, — Ay}
gilt. Mit den soeben definierten Intervallen ® und © lassen sich die Mengen &; bis &

anschreiben als

& = {(Rpp,wB?) e W|wh? = 0}, (4.59a)

&= {(Rpp,whP) e W|pe®, 9€0, 1,5,(p) < <0, rgsy(0) <, <0, p+1, %0,
w, =0}, (4.59b)

&= {(Rpp,whP) e W|ped, ¢0, rys,(¢) <¢<0, w, =0, w, =0}, (4.59¢)

Ei={(Rpp,whB) e W|p <o+ A, 9€0, rgsy(¥) <, <0, w, =0, w,=0}. (4.59d)
Man beachte, dass aus (4.29) unmittelbar

Wy =~ (4.60)

und aus (4.41) direkt w, = —@0 folgt und somit wh? # 0 in den Mengen & bis

Td
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&, gewahrleistet ist. Weiterhin sei darauf hingewiesen, dass in & bis &, die Identitét
0, = 9 gilt, die sich aus (4.41) und (4.30) unter Beriicksichtigung von w, = 0 ergibt.
Entsprechend gilt dort

31-a22 J31-a22
o= Ay N TRy (4.61)

z
Ld,Ay Ld,Ay

Im néchsten Schritt wird gezeigt, dass die grofite invariante Menge Z, die in &£ =
E1u&uEUEU({Wy4, Woi} UW,s) enthalten ist, ausschlieflich durch die Menge der
Ruhelagen {W,, W1 } UW,» gegeben ist. Dazu wird zunéchst der Fall (Rpp,wb?) € &
betrachtet.

In diesem Fall ist 7 = T # 0 und da weiterhin wBb? = 0 gilt, leitet man aus (4.21b) ab,
dass wBP # 0 sein muss. Folglich verlisst der Zustand die Menge & unmittelbar und

sie kann deshalb keine invarianten Mengen enthalten.

Es folgt der Nachweis, dass auch & keine invarianten Mengen enthéalt. Hierzu wird
zunachst das Gegenteil angenommen und anschlieffend gezeigt, dass die Annahme auf
einen Widerspruch fithrt. Nimmt man also an, dass eine Losung existiert, die fiir alle
Zeiten in & bleiben kann, so gilt entsprechend (4.59b) zusammen mit (4.60) und (4.61)

V1-22, .
Y dAThe, 0. (4.62)

LAy

wgB:wweq,jszez =-pe, -

Nachdem innerhalb &, keinerlei Dampfungsmoment auftritt, kann das Stellmoment
(4.23) unter Beriicksichtigung von (4.31) und (4.32) als 7= T = T + T + TV + T? =

Td,Ay

_ 2
\ 1 xd,Az

Hieraus und aus (4.62) folgert man, dass die kinetische Energie Ej;, = 3(wB5)TJwD?

ky-e,+k e + k. - e, dargestellt werden, wobei k, > 0 und k. > 0 erfiillt ist.

kontinuierlich zunimmt, da fir deren Zeitableitung Ej;, = (WEBYTT = =k, — Ok, > 0
gilt. Dementsprechend lasst sich eine untere Schranke w > 0 fiir den Betrag der Drehrate

angeben, indem die Beziehung
1 1<
Elino = §(w§,lg)TJw§,lg = 5)\(J)&J2

nach w aufgelost wird. Darin bezeichnet A\(J) den groften Eigenwert von J, Eyino die

kinetische Energie und wgﬁ die Drehrate zum Zeitpunkt ¢ = 0. Es gilt folglich

w? < (WEBYTWhB =2+ 9% Vt>0. (4.63)
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Da innerhalb &, einerseits r,s,(¢) < ¢ <0 und andererseits rysy () < U, =1 <0 erfillt
ist, lésst sich auf Basis der Schaltlinien (4.39¢) und (4.43c) eine untere Schranke

— L =min(s,(7),s9(7)) <min(p,J) <0 Vt>0 (4.64)

angeben, die sowohl ¢ als auch ¥ nach unten abschétzt. Unter Ausnutzung von (4.64)

kann nun die Ungleichung (4.63) erweitert werden, woraus
W<+ 0? <-L(p+0) Vt>0 (4.65)

resultiert. Die getroffene Annahme, dass der Zustand fir alle Zeiten in & verweilen
kann, ist widerlegt, wenn sich zu jedem Anfangsfehlerwinkelpaar (yg,17y) € ® x © eine
Zeit t finden lisst, zu der wenigstens einer der Fehlerwinkel ¢ oder 1 sein zugehoriges
Intervall ® oder © verlassen muss. Eine solche Zeit ¢ ist zweifellos gefunden, wenn sie

die Gleichung
t
(pr+Ap) + (U +Ay) =po+ 1o+ f(<p+19) dt (4.66)
0

16st. Durch Einsetzen von (4.65) in (4.66) und Auswertung der Integrals ergibt sich die

Ungleichung
2

w
(1 +Ay) + (% + Ay) <o+ — _ft’
aus der man erkennt, dass ¢ selbst durch

i W= (@it 8,))(Wo = (Wi + Av))

(,_02

nach oben beschrankt ist. Somit ist die Annahme widerlegt und man folgert, dass &

keine invarianten Mengen enthalten kann.

Indem man vollstandig analog vorgeht, kann auch fiir die Mengen £ und &, gezeigt
werden, dass sie keine invarianten Mengen enthalten. Weiterhin kann auch die Verei-
nigung &£ U & U &3 U &y keine invarianten Mengen enthalten. Die Ursache hierfiir liegt
darin begriindet, dass der Zustand zwar von & in jede der anderen Mengen iiberge-
hen kann und dariiber hinaus auch ein Ubertritt von & nach & oder & denkbar ist,
jedoch keine weiteren Uberginge moglich sind. Um dies zu sehen, beachte man, dass
in den Mengen & bis & fiir die Winkelgeschwindigkeiten ¢ < 0 und ¢ = U <0 gilt
und somit ein Anwachsen der Fehlerwinkel ¢ und ¢ stets ausgeschlossen ist. Folglich
reprasentiert allein die Menge der Ruhelagen die grofite invariante Menge Z in &, d. h.

T ={Wy, W1 }UW,, und entsprechend dem Invarianzprinzip von LaSalle konvergieren
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samtliche Losungen gegen eine der Ruhelagen.

Zum Nachweis der fast global asymptotischen Stabilitat der Zielruhelage W, werden
nun die lokalen Stabilitdtseigenschaften der Ruhelagen ausgenutzt. Laut Theorem 4.1
ist W, eine asymptotisch stabile Ruhelage und den Theoremen 4.2 und 4.3 zufolge
sind samtliche weiteren Ruhelagen instabil, wobei dies durch in der offenen rechten
Halbebene gelegene Eigenwerte des linearisierten Systems gezeigt wurde. Damit sind
alle Bedingungen des Theorems 1.1 erfiillt und es folgt die fast global asymptotische
Stabilitat der Zielruhelage W. 0

4.4 Erweiterung zur Folgeregelung

Auf analoge Weise wie in Abschnitt 3.3 kann die bisher entworfene Festwertregelung
zur Folgeregelung erweitert werden. Damit wird es moglich, die Orientierung des Qua-
drocopters einer zeitvarianten Solllage folgen zu lassen. Unter der Voraussetzung, dass
R;p zweifach stetig nach der Zeit differenzierbar ist und die Zeitableitungen R;p und
R ;p bekannt sind, wird zunéchst eine Eingangstransformation durchgefiihrt, welche das

Stellmoment 7 durch die (virtuelle) Stellgr68e 7 substituiert. Indem man das Stellgesetz

7= -T(Rpp, wp")(Jwi )wif - (1 -T(Rpp,wi™)) ((Jwi”hwiy’ + (Jwihwi)
+Jo’ + 7
(4.67)

DB) eine beliebige skalare und auf W lokal Lipschitz-stetige Funktion

worin I'(Rpp, w?h

ist, in die Folgedynamik (4.5) einsetzt, erhédlt man

Rgp = —(wB?)Rpp (4.68a)
JwEP = (1-T(Rpp, whB))(JwhBB)whP + 7 . (4.68b)

Man beachte, dass die Dynamik (4.68) bis auf den Faktor (1-T'(Rpp,wb?)) der Stre-
ckendynamik (4.21) des Festwertfalls entspricht. Wahlt man nun fiir die neue Stellgroie
7 das gleiche Regelgesetz (4.23) wie im Festwertfall, so ldsst sich dadurch die Wunschru-
helage W, = (I3,0) auch im Folgefall lokal exponentiell und fast global asymptotisch
stabilisieren. Alle in Unterabschnitt 4.3.3 gefithrten Beweise konnen dabei unverandert
tibernommen werden, da sich der Faktor (1 -T'(Rpp,wb?)) weder auf die Ableitung
der Energiefunktion V noch auf die Ruhelagen oder die Linearisierungen um sie herum
auswirkt. Die Anmerkungen 3.5 und 3.6 aus Unterabschnitt 3.3 gelten sinngeméf auch

fiir die hier vorgestellte vollstindige Lagefolgeregelung.
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4.5 Simulationsergebnisse

In diesem Abschnitt werden Simulationsergebnisse vorgestellt, welche die Funktions-
weise der vollstandigen Lageregelung mit Priorisierung der Schubrichtung illustrieren.
Wie bereits im Simulationsabschnitt 3.4 zur reduzierten Lageregelung, beschranken
sich die Betrachtungen auf den Festwertfall, um einerseits die Anschaulichkeit und In-
terpretierbarkeit der Ergebnisse zu fordern und andererseits die Einhaltung der Stell-
groffenschranken sowie die Robustheit gegentiber Unsicherheiten im Tragheitstensor
demonstrieren zu konnen. Aufgrund der starken Ahnlichkeit (fiir T' = 0 Identitéit) der
dynamischen Systeme (4.21) und (4.68), bleiben die charakteristischen Merkmale, die
fiir das Fehlerverhalten im Festwertfall festgestellt werden, auch im Folgefall erhalten,

sodass sich alle grundlegenden Aussagen tibertragen lassen.

Zur Durchfithrung der Simulationen wurde der rotatorische Anteil des Streckenmo-
dells (2.21b) und (2.21c) unter der Wirkung des in Abschnitt 4.3 entworfenen Re-
gelgesetzes (4.23) implementiert. Die verwendeten Regler- und Streckenparameter, die
kommandierte Ziellage sowie die betrachteten Anfangsbedingungen samtlicher Simu-
lationen sind in Tabelle 4.1 zusammengefasst. Wo immer moglich, wurden dieselben
Werte gewdhlt, die auch fiir die Simulationsstudien zur reduzierten Lageregelung zum

Einsatz kamen. Insbesondere wurden dieselben Anfangsbedingungen betrachtet.

In gleicher Weise wie in Abschnitt 3.4 wurden fiir die in den Abbildungen 4.7 - 4.10
gezeigten Ergebnisse jeweils 101 Simulationen durchgefiihrt, die sich durch den ver-
wendeten Tragheitstensor unterscheiden. Wahrend die Linien in den Abbildungen 4.7
- 4.10 die Ergebnisse des Nominalfalls markieren, der sich dadurch auszeichnet, dass J
gleich dem identifizierten Trigheitstensor J gewéhlt wurde, kennzeichnen die schattier-
ten Flachen jene Bereiche in denen die restlichen 100 Simulationsergebnisse verlaufen.
In diesen Nichtnominalfillen wurde der Tragheitstensor J jeweils durch eine zuféllige
Unsicherheitsmatrix Ay verfilscht, d. h. J = J + Ay. Es sei angemerkt, dass fiir die
hier prasentierten Ergebnisse dieselben Unsicherheitsmatrizen verwendet wurden wie
schon im Abschnitt 3.4. Um die Ubersichtlichkeit in den Abbildungen zu gewéhrleisten,
wurde bei manchen Groflen darauf verzichtet die schattierten Bereiche anzugeben. Dies
betrifft die Stellmomentenkomponenten 7, und 7, in den Abbildungen 4.7c und 4.9c
sowie die Schaltlinien s, und soweit vorhanden sy in den Abbildungen 4.7b und 4.9b.

Gut die Halfte aller Parameter, die bei der vollstindigen Lageregelung festzulegen
sind, beziehen sich auf die Dynamik des Schubrichtungsfehlers ¢ und sind bereits von
der reduzierten Lageregelung aus Kapitel 3 bekannt. Diese Parameter wurden des-

halb unverédndert aus Tabelle 3.1 in Abschnitt 3.4 iibernommen, wo ihre Spezifikation
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Tabelle 4.1: Strecken- und Reglerparameter sowie Zielausrichtung und Anfangsbedin-
gungen fiir simtliche Simulationen mit vollstandiger Lageregelung.

Parameter des Streckenmodells

Nominalfall: J=1J J= diag(jl, jl, jg)
= diag(6.4,6.4,12.5) - 1073 m?kg
Nichtnominalfall: J=J+A 3 Ay : Symmetrische Zufallsmatrix mit

Elementen Ay ;€ ]-0.1- J1,0.1- jl[

Parameter der vollstindigen Lageregelung

Cp = 1.5Nm/raq ;= 0.151rad ©, = 178 -7fisorad A, = 2-7/1801rad
¢y = 0.109Nm/raq ¥ = 0.426 rad ¥, = 178 -7/isorad Ay = 2-7/isorad
5, = 0.176N0raa v, = 0.1 Vg, = 3647045 r, = 0.75

5. = 0.0885Nmrad vy = 0.17ad/y vg, = 1.31 104/, ro = 0.75
Fuy = 0.25Nm 7. = 0.05Nm

Ziellage fiir samtliche Simulationen

Rip=Rir=13

Anfangsbedingung 1

-3 1 0 0
wih=| 0 | Rpro=10 cos(—po) sin(—go) | mit ¢o=175-7/1s0rad
0 0 —sin(-po) cos(—n)
Anfangsbedingung 2
0 1 0 0 cos(vy)  sin(vdy) 0
wip =02 Rpro=10 cos(—¢o) sin(-¢o) ||-sin(-dy) cos(dy) 0
2 0 -sin(pg) cos(—po) 0 0 1

mit ¢ = 175-7/1sorad und Jy = 60 - 7/1s0rad

auch motiviert wurde. Die verbleibenden Parameter beziehen sich auf die Dynamik des
Headingfehlers ¢). Sie miissen in jedem Fall so gewéhlt werden, dass die Bedingungen
(4.26) und (4.27), die an eine zuldssige Potentialfunktion £ zu stellen sind, eingehalten
werden. Hinsichtlich der Stellgréenbeschrankung 7, ist weiterhin nachzuweisen, dass
die bereits in (4.33) formulierte Bedingung |T,,| = \/( ITZ) = [T2)2 + | TV < Ty im

gesamten Zustandsraum erfiillt ist. Unter diesen Rahmenbedingungen wurde ein geeig-

neter Parametersatz bestimmt, der auch die Einhaltung der Stellgrofienbeschrankung in

z-Richtung sicherstellt. Hierzu wurde der Parameter ¢J; auf Basis der Gleichung (4.32d)
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zu ¥y = arcsin(9-97:/c, ) gewéhlt und somit der Betrag der z-Komponente T = |T,| = | TY|
des Potentialmoments T auf maximal 90 % der angesetzten Schranke 7, begrenzt. Die
iibrigen Parameter wurden teils empirisch und teils unter Einbeziehung der approxi-
mierenden Differentialgleichung (4.44) ausgelegt. Diese kann im Nahbereich von 9 = 0
durch die PT2-Dynamik

Jyl = —cg-9 -0, -0 (4.69)

angenahert werden. Basierend hierauf wurde ¢, auf 120% der kritischen Dampfung
V4Jscy festgelegt. Das somit eher konservativ angesetzte Dampfungsmaf filhrt im Be-
reich ¥ < ¥; zu einer Dynamik mit moderaten Einschwingzeiten und tragt damit der
Tatsache Rechnung, dass die Differentialgleichung (4.44) und folglich auch (4.69) die
reale ¥-Dynamik nur unter den auf S. 95 f. diskutierten Einschrankungen hinreichend
gut approximiert. Bei der Wahl der Konstante vy, wurde darauf abgezielt, dass bei einer
angestrebten Bewegung entlang der Schaltlinie sy(19) der Ubertritt in den Bereich 9 < ¥,
so erfolgt, dass der Bremsvorgang auch im Anschluss noch eine gewisse Zeit gesattigt,
d. h. mit |7, = 7, fortgefithrt wird. Hierzu wurde vy, so festgelegt, dass die rechte Seite
der Auslegungsdifferentialgleichung (4.44) fur ¥ = ¢; und 0 = —vg;[1.22 die Gleichung
—cg - sin(9)) + 6, - v /1.22 = 7, erfiillt. Die Schaltlinie ist damit so ausgelegt, dass die an-
gestrebte Eintrittsgeschwindigkeit 22 % tiber derjenigen Geschwindigkeit liegt, die am
Eintrittspunkt bereits zur Ausnutzung des vollen verfiigharen Bremsmoments fiithren
wiirde.

Um ein Hochstmaf} an Anschaulichkeit zu erreichen, wurde das Zielkoordinatensystem

D gleich dem Inertialsystem I gewdahlt. Folglich gilt in diesem Sonderfall die Identitat
(Rpr,wy’) = (Rep,wi”)

zwischen den rotatorischen Zustandsvariablen (Rpr,w!?) der Streckendynamik (2.21)
und den Zustinden (Rpp,wB?) der Lagefolgedynamik (4.5). In der angestrebten Ziel-
ruhelage W ergibt sich demnach

(Rpr,wi’) = (Rpp,wh?) =W, = (13,0) .

Anfangsbedingung 1: Die Abbildungen 4.7 und 4.8 zeigen die Simulationsergebnisse
fiir die Anfangsbedingung 1. Die Ergebnisse illustrieren, dass der vollstandige Lage-
regler identisch zum reduzierten Lageregler agiert, solange weder ein Headingfehler 1,
noch eine Headingfehlerrate ¢ vorliegt. Da dies im Nominalfall dauerhaft zutrifft, er-

geben sich hier dieselben Verlaufe wie in den Abbildungen 3.8 und 3.9. Der zugehorige
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Abbildung 4.7: Simulationen mit vollstandiger Lageregelung. Erster Teil der Ergebnisse
fiir Anfangsbedingung 1 aus Tabelle 4.1. Linien markieren die Ergebnisse im Nominalfall
(J = J). Schattierte Flichen kennzeichnen die Bereiche, in welchen die Ergebnisse aller
Nichtnominalfille (J = J + Ay) verlaufen.
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Abbildung 4.8: Simulationen mit vollsténdiger Lageregelung. Zweiter Teil der Ergebnis-
se fiir Anfangsbedingung 1 aus Tabelle 4.1. Linien markieren die Ergebnisse im Nomi-
nalfall (J = J). Schattierte Flachen kennzeichnen die Bereiche, in welchen die Ergebnisse

aller Nichtnominalfille (J = J + Ay) verlaufen.
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Bewegungsablauf wurde bereits in Abbildung 3.10 veranschaulicht.

Man beachte, dass in den Abbildungen 4.7a und 4.7b nicht durchgéingig Werte fiir
¥ und ¥ angegeben sind. Die Verldufe sind unterbrochen, wenn gerade © > p, gilt.
Hierdurch wird der Tatsache Rechnung getragen, dass der Headingfehler ¢ fir ¢ = 7
nicht eindeutig definiert ist (vgl. Anmerkung 4.2) und seine Berechnung infolgedessen
auch in der unmittelbaren Umgebung von ¢ = m numerisch schlecht konditioniert ist. Es
sei daran erinnert, dass das Regelgesetz aus genau diesem Grunde so gestaltet wurde,
dass fir ¢ > ¢, keinerlei Abhangigkeit von den fraglichen Grofien besteht.

Aus den schattierten Bereichen der Abbildungen 4.8b - 4.8d geht hervor, dass der
vollstandige Lageregler im Unterschied zum reduzierten Lageregler dafiir sorgt, dass
auch in den Nichtnominalfdllen sidmtliche Korperachsen eingeregelt werden. Folglich
stimmt das korperfeste Koordinatensystem B am Ende des Regelvorgangs stets mit
dem Wunschkoordinatensystem D = [ iiberein. Deutlich erkennbar ist auch die klare
Priorisierung der Schubrichtung, welche im Hinblick auf die translatorische Dynamik
des Quadrocopters von elementarer Bedeutung ist. Wéahrend der Schubrichtungsfehler
@ in sdmtlichen Féllen nach ca. 0.8s vollstandig abgeklungen ist, nimmt das Ausregeln
des Headingfehlers bis zu 2s in Anspruch. Der vorgestellte Regler nutzt damit auf
vorteilhafter Weise die guten Eingriffsmoglichkeiten der Aktuatorik in der xy-Ebene,
um den flugbahnbestimmenden und damit sicherheitskritischen Schubrichtungsfehler
@ schnell zu beseitigen. Das Einregeln des gewiinschten Headings, wofiir lediglich das
deutlich geringere Stellmoment um die z-Achse zur Verfiigung steht, kann erheblich
langsamer gestaltet werden, ohne das der Abbau des Schubrichtungsfehlers dadurch

negativ beeinflusst wird.

Anfangsbedingung 2: Die zur Anfangsbedingung 2 gehorenden Simulationsergebnis-
se sind in den Abbildungen 4.9 und 4.10 dargestellt. In diesem Szenario tritt auch im
Nominalfall ein Headingfehler ¢ auf, der ausgeregelt werden muss. In Abbildung 4.9a
erkennt man sehr deutlich, wie die Priorisierung der Schubausrichtung dazu fiihrt, dass
sich das Einschwingverhalten in zwei Phasen aufgliedert. In der ersten Phase, die nach
etwa 0.8s abgeschlossen ist, wird der Schubrichtungsfehler ¢ ausgeregelt, wahrend sich
kaum verdndert. In der zweiten Phase wird schliefSlich der Headingfehler v abgebaut oh-
ne dass sich dies auf ¢ auswirkt. Dieser sequentielle Charakter des Einschwingvorgangs
geht auch aus Abbildung 4.11 deutlich hervor, welche den rdumlichen Bewegungsablauf
fiir den Nominalfall veranschaulicht.

Die Simulationsverlaufe der ersten Phase sind nahezu identisch mit den Simulations-
ergebnissen aus den Abbildungen 3.11 und 3.12, die mit der reduzierten Lageregelung

erzielt wurden. Damit verhélt sich die vorgeschlagene vollstandige Lageregelung beim
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Abbildung 4.9: Simulationen mit vollsténdiger Lageregelung. Erster Teil der Ergebnisse
fiir Anfangsbedingung 2 aus Tabelle 4.1. Linien markieren die Ergebnisse im Nominalfall
(J = J). Schattierte Flichen kennzeichnen die Bereiche, in welchen die Ergebnisse aller
Nichtnominalfille (J = J + Ay) verlaufen.
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Abbildung 4.10: Simulationen mit vollstandiger Lageregelung. Zweiter Teil der Ergeb-
nisse fiir Anfangsbedingung 2 aus Tabelle 4.1. Linien markieren die Ergebnisse im Nomi-
nalfall (J = J). Schattierte Flichen kennzeichnen die Bereiche, in welchen die Ergebnisse
aller Nichtnominalfille (J = J + Ay) verlaufen.
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Einregeln der gewiinschten Schubrichtung dhnlich performant. Wie bereits in Abschnitt
3.4 beschrieben, erfolgt zunachst eine Beschleunigungsphase, in der sich ¢ der Schalt-
linie s, bis auf r, - s, = 0.75 - s, ndhert (sieche Abbildung 4.9b). Daraufhin dndert sich
das Verhalten und es folgt ein scharfer Bremsvorgang unter Ausnutzung des vollen ver-
fiigbaren Stellmoments 7,,. Die Bewegung léduft dabei entlang der Schaltlinie, bis der
Eintritt in den Bereich ¢ < ¢; erfolgt und sich ein Einschwingvorgang anschlieit, der
im Wesentlichen durch die PT2-Dynamik (3.28) beschrieben werden kann.

Aufgrund der Tatsache, dass um die korpereigene z-Achse nur ein deutlich geringeres
Stellmoment zur Verfiigung steht, benotigt der Ausregelvorgang fiir den Headingfehler
¥ erheblich mehr Zeit als der Abbau von ¢. Wie man in Abbildung 4.9b ablesen kann,
liegt zu Beginn sogar eine positive Headingfehlerrate 9 vor, die durch die anfingliche
Drehrate um die kérpereigene z-Achse verursacht wird. In Abbildung 4.9c¢ ist zu sehen,
dass von Beginn an der volle verfiighare Stellmomentenbetrag 7, abgerufen wird, um
diese Drehrate zu bekdmpfen. Dies wird moglich durch die in Abbildung 4.10a darge-

stellte fortwihrende Anpassung des Dampfungskoeffizienten d., die dafiir sorgt, dass

Abbildung 4.11: Bewegungsablauf im Nominalfall fiir die Anfangsbedingung 2. Der
auBere Rahmen gibt die inertialen Koordinatenrichtungen wieder, das korperfeste Ko-
ordinatensystem ist in griin eingezeichnet. Die farbigen Kurven markieren die Bereiche,
welche durch die zugehorigen korperfesten Ausleger wahrend des Einschwingvorgangs
iiberstrichen wurden.
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die Wirkung des Potentialmoments TV durch ein entsprechendes Dampfungsmoment
~-dw,e, = —dzwgfez so verstiarkt wird, dass stets der volle Stellmomentenbetrag 7,
anliegt. Dieser Vorgang setzt sich bis etwa 0.5s fort. Dann erfihrt w, = wbP einen
Vorzeichenwechsel, was dazu fiihrt, dass nun jegliche Dédmpfung d. dem Abbau von
9 entgegenwirken wiirde. Konsequenterweise folgt eine Phase in der d, = 0 gilt. An-
getrieben durch das Potentialmoment T? nahert sich 9 schlieflich der Schaltlinie sy
und es setzt ein Bremsvorgang ein, der tiber die gezielte Anhebung der Dampfung d,
realisiert wird. Unter Einsatz des vollen verfiigharen Stellmomentes erfolgt der Drehra-
tenabbau so, dass die Bewegung entlang der Schaltlinie ablauft, bis der Eintritt in den
Bereich 9 < ¢, erfolgt. Ab diesem Zeitpunkt wird die Dynamik ndherungsweise durch
die PT2-Dynamik (4.69) beschrieben. Nach spétestens 2.5s kann der Regelvorgang in
allen Féllen als abgeschlossen betrachtet werden.

Es sei darauf hingewiesen, dass in Abbildung 4.9b zusitzlich zu ) auch die in (4.41)
eingefithrte Grofie J, angegeben wurde. Sie bezeichnet denjenigen Anteil von o, der
durch w, verursacht wird. Es kann hier gut beobachtet werden, dass grundsétzlich eine
Diskrepanz zwischen ¢ und 1§z auftreten kann. Dies ist immer dann der Fall, wenn eine
Drehratenkomponente w, = eTwb? vorliegt. Weiterhin kann man erkennen, dass beide
Grofen mit abnehmendem Schubrichtungsfehler ¢ zunehmend deckungsgleich werden.
Fiir ¢ = 0 sind 9 und J, grundsatzlich identisch. Es sei daran erinnert, dass die in
Unterabschnitt 4.3.2 entwickelte Dampfungsstrategie fiir d, so gestaltet wurde, dass
die iibergeordnete Auswahl, welche festlegt, ob die bremsoptimale Dampfung (4.43d)
oder die beschleunigungsoptimale Dampfung (4.43e) zum Einsatz kommt, auf Basis
von ¥ erfolgt. Die untergeordnete Fallunterscheidung basiert hingegen auf 1§‘Z, da die

Dampfung d, ihre Wirkung nur im Zusammenspiel mit der Drehrate w, entfalten kann.
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Kapitel 5

Kaskadierte Trajektorienfolgeregelung

fiir die Position und das Heading

Wiéhrend in den vorangegangenen Kapiteln Lageregler prasentiert wurden, die das
Trajektorienfolgeproblem in seiner reduzierten und allgemeinen Form losen, wird das
Hauptaugenmerk nun auf das Einregeln einer Positionstrajektorie gerichtet. Es soll ge-
wahrleistet werden, dass der Quadrocopter einer gewiinschten Positionstrajektorie py
autonom folgt und somit p — py flir ¢t - oo erfiillt ist. Um diese Aufgabe zu l6sen, wird
eine kaskadierte Regelungsstruktur vorgeschlagen, welche den Aufbau der Regelstre-
cke (2.21) widerspiegelt, deren Gleichungen fiir den Leser an dieser Stelle wiederholt

werden:

mpr = -Dp; + mge, — Fz; , (2.21a)
RB[ = —<<w§B>>RB] s (221b)
JoiP = (JwlPYwlB + 7. (2.21c)

Wie in Unterabschnitt 2.1.3 bereits erlautert wurde, setzt sich die Streckendynamik
aus der positionsunabhéngigen Lagedynamik (2.21b), (2.21c) sowie aus der nachge-
lagerten translatorischen Dynamik (2.21a) zusammen. Konsequenterweise ist die kas-
kadierte Regelung aus einer aufleren Positionsschleife und einer inneren Lageschleife
aufgebaut. Charakteristisch fiir den verfolgten Ansatz ist, dass fiir den Entwurf des
Positionsregelgesetzes die Lagedynamik unberiicksichtigt bleibt. Dies geschieht, indem
eine virtuelle Schubkraft F, = Fy - (-2z4) als Stellgrofie angenommen wird, deren Wirk-
richtung -z, nicht an die reale Fluglage gekoppelt ist. Das Einregeln der gewiinsch-
ten z-Achsenrichtung (z — z4) tbernimmt die unterlagerte Lageregelung. Beziiglich
der korperfesten z-Achse fungiert die Positionsregelung somit als Trajektoriengenerator

und stellt neben z,; auch die erforderlichen Zeitableitungen von z, zur Verfiigung. Ein
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Kapitel 5 Kaskadierte Trajektorienfolgeregelung ftiir die Position und das Heading

Strukturbild des resultierenden Gesamtregelkreises ist in Abbildung 5.1 dargestellt.
Der wesentliche Vorteil der kaskadierten Regelungsstruktur besteht darin, dass beide

Teilregler unabhdngig voneinander und mit beliebigen Entwurfsmethoden gestaltet wer-
den konnen. Zusatzlich reduziert die Aufspaltung des Gesamtproblems in zwei kleinere
Teilprobleme die Komplexitat und erleichtert dadurch auch die Reglerparametrierung.
Da jedoch die Kopplung der Teilsysteme beim Reglerentwurf unberiicksichtigt bleibt,
kann man nicht a priori von den Stabilitdtseigenschaften der ungekoppelten Teilre-
gelkreise auf die Stabilitatseigenschaften des gekoppelten Gesamtregelkreises schlieflen.
Um den Einsatz kaskadierter Regelungssysteme trotzdem zu rechtfertigen, beruft man
sich deshalb haufig auf die Annahme einer Zeitskalentrennung zwischen einem schnellen
inneren und einem langsamen &dufleren Regelkreis. Dies impliziert, dass der Effekt der
Kopplung nur schwach ausgeprégt ist und eine Abschétzung von Stabilitdtsgrenzen bei-
spielsweise mit Hilfe der Theorie der singular perturbations [100] durchgefithrt werden
kann. Die Annahme der Zeitskalentrennung ist jedoch speziell bei modernen technologi-
schen Anwendungen mit hohen Performanzanforderungen fragwiirdig. Deshalb wird in
dieser Arbeit ein Kriterium erarbeitet, anhand dessen a posteriori eine Stabilitédtsaus-
sage getroffen werden kann, die den Einfluss des Kopplungsterms strikt berticksichtigt.
Somit kann fiir den Quadrocopter asymptotische Trajektorienfolge nachgewiesen wer-
den, indem gezeigt wird, dass die resultierende Gesamtfolgedynamik einer Reihe von

Annahmen gentigt.

Wie bereits oben erwédhnt wurde, erfordert die Positionsfolgeaufgabe vom Lageregler
lediglich, dass die Konvergenz der z-Achsenrichtung z — z, in geeigneter Weise sicher-
gestellt ist. Hierfiir ist es ausreichend eine reduzierte Lageregelung zu verwenden. Wird
hingegen ein vollstandiger Lageregler eingesetzt, so kann zuséatzlich eine Headingtra-
jektorie eingeregelt werden. Um den allgemeinsten Fall abzudecken, wird deshalb im
Folgenden ausschliellich eine kaskadierte Regelungsstruktur aus Positions- und voll-
stdndigem Lageregler betrachtet, so wie sie auch in Abbildung 5.1 dargestellt ist. Es sei
jedoch darauf hingewiesen, dass sich samtliche nachfolgenden Betrachtungen zur Positi-
onsfolge auch fiir eine kaskadierte Regelung aus Positions- und reduziertem Lageregler
durchfiihren lassen und auf analoge Aussagen fiihren. Beziiglich des Strukturbilds 5.1
miisste in diesem Fall die vollsténdige Lageregelung durch die reduzierte ersetzt werden
(vgl. auch Abbildung 3.1) und der orange Block, welcher die Headingvorgabe verarbei-

tet, wiirde entfallen.

Ein geeigneter vollstindiger Lageregler ist bereits aus dem vorangegangenen Kapitel
bekannt. In diesem Kapitel wird er durch einen energiebasiert entworfenen Positionsreg-

ler zu einer kaskadierten Regelungsstruktur ergéanzt. Der vorgeschlagene Positionsregler
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Kapitel 5 Kaskadierte Trajektorienfolgeregelung ftiir die Position und das Heading

erlaubt eine betragsméafiige Beschriankung der (virtuellen) resultierenden Gesamtkraft,
welche auf den Quadrocopter wirkt. Dies bringt zwei entscheidende Vorteile mit sich.
Zum einen ldsst sich der Betrag F; der virtuellen Schubkraft F, = F,; - (-z4) auf Werte
groffer Null begrenzen. Dies gewahrleistet, dass die kommandierte z-Achsenrichtung z,
stets definiert ist und 16st damit ein systemimmanentes Problem der Trajektorienfol-
geregelung am Quadrocopter. Zum anderen kann der virtuelle Schubkraftvektor iiber
die Wahl der Schranke in einem vorgegebenen Kegel gehalten werden. Somit lasst sich
der maximale Kippwinkel vorhersagen, der potenziell an die Lageregelung kommandiert
wird. Diese Eigenschaften tragen wesentlich dazu bei, dass der kaskadierte Gesamtregler
Positionswechsel zwischen beliebig weit entfernten Zielpunkten direkt verarbeiten kann,
ohne dass die Konvergenz des Systems zur gewiinschten Ruhelage durch unbeschrankte
Stellgroflenanforderungen beeintréichtigt oder gar gefihrdet wird. Dies ist bemerkens-
wert, da die meisten Regelungsverfahren, die bisher auf den Quadrocopter angewendet
wurden nur iiber einen eingeschriankten Einzugsbereich beziiglich der translatorischen
Zustande verfiigen und/oder mit zunehmender Regelabweichung unbeschrankt wach-
sende Stellgrofien erfordern. Aus diesem Grund eignet sich der vorgeschlagene Regler
insbesondere fiir Anwendungen, bei denen weit voneinander entfernte Wegpunkte an-
geflogen werden miissen. Diese konnen somit ohne aufwéindige Generierung einer inter-

polierenden Trajektorie direkt an die Regelung kommandiert werden.

Ein bisher unerwéahnter Entwurfsfreiheitsgrad, der weitgehend unabhéngig von der
Wahl der Positions- und Lageregelung besteht, betrifft die Festlegung eines Schubgeset-
zes. Dieses bestimmt, welcher Zusammenhang zwischen dem Betrag F,; der virtuellen
Schubkraft Fy = Fy- (-z4) und dem tatsichlich kommandierten Schubkraftbetrag F
besteht. Die sicher trivialste Moglichkeit das Schubgesetz festzulegen ist durch F = Fy
gegeben, jedoch sind auch komplexe Zustandsriickfithrungen denkbar. In dieser Arbeit
werden Schubgesetze der Form F = kg - F,; betrachtet, wobei der Schubiibersetzungsfak-
tor kr in Abhéngigkeit des Schubrichtungsfehlers ¢ entworfen wird und somit wie in
Abbildung 5.1 dargestellt als Funktion kg(z7,2z4) der aktuellen und der gewiinschten
z-Achsenrichtung aufgefasst werden kann. Da das Schubgesetz einen nicht unerhebli-
chen Einfluss auf die Dynamik des geschlossenen Regelkreises hat, muss es bestimmte
Bedingungen erfiillen, die sich aus den erarbeiteten Stabilitatskriterien ableiten. Bei-
spielsweise muss bei verschwindendem Schubrichtungsfehler sicherlich kr = 1 gelten, was
der intuitiven Erwartungshaltung entspricht, dass in diesem Fall F' = F}; gewéhrleistet
sein sollte. Ein Vergleich zulassiger Schubgesetze im Kontext einer linearisierenden kas-

kadierten Trajektorienfolgeregelung wurde von Falconi u.a. in [61] durchgefiihrt.

Die nachfolgenden Abschnitte dieses Kapitels greifen Inhalte des von Fritsch u. a.
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5.1 Spezifikation des Headingkommandos

veroffentlichten Beitrags [73] auf. Zunéchst wird in Abschnitt 5.1 eine Moglichkeit zur
Spezifikation des Headingkommandos vorgeschlagen. Es resultiert eine Vorgabe x, fiir
die Ausrichtung der korperfesten x-Achse. Mit deren Hilfe kann die Sollschubrichtung
-z, die sich aus dem Positionsregelgesetz ableitet, zu einer vollstandigen Solllage R;p
komplettiert werden. Es folgt in Abschnitt 5.2 die Herleitung der gesamten Folgefeh-
lerdynamik, welche sich als nichtautonome, nichtlineare Kaskadenstruktur erweist. Fiir
die vorliegende Klasse kaskadierter Systeme wird dann in Abschnitt 5.3 gezeigt, dass
unter bestimmten Annahmen Aussagen zu den Stabilitdtseigenschaften der Nullruhe-
lage getroffen werden kénnen. Daran ankniipfend erfolgt die Synthese eines kaskadier-
ten Reglers, welcher zu einem geschlossenen Regelkreis fiihrt, der mit den abgeleiteten
Annahmen vertriglich ist. Wahrend der Teilregler fiir die Lage direkt aus Kapitel 4
iibernommen werden kann, findet der Entwurf eines geeigneten Positionsreglers und
die Festlegung eines geeigneten Schubgesetzes in den Abschnitten 5.4 und 5.5 statt.
Abschlielend werden in Abschnitt 5.6 Ergebnisse aus Flugversuchen prisentiert und

besprochen.

5.1 Spezifikation des Headingkommandos

Durch die Verwendung eines vollstandigen Lagereglers wird es moglich, Vorgaben fiir
den Headingfreiheitsgrad einzuregeln. Dabei stellt sich die Frage, wozu der Freiheitsgrad
genutzt wird und wie er infolgedessen sinnvoll spezifiziert werden sollte. Sehr haufig wer-
den Quadrocopter dazu benutzt Luftaufnahmen anzufertigen. Hierfiir werden sie mit
einer oder mehreren Kameras ausgestattet, deren Blickrichtung im einfachsten Fall fest
mit dem Quadrocopterrahmen gekoppelt ist. Denkbar wére beispielsweise, dass eine ein-
zelne Kamera so angebracht wird, dass sie entlang der korperfesten x-Achse blickt. In
einem solchen Szenario kann der Headingfreiheitsgrad dazu genutzt werden, die Blick-
richtung der Kamera beztiglich der horizontalen Ebene zu fiithren. Zu diesem Zweck
wird die Trajektorie der gewiinschten Blickrichtung mit Hilfe des Sollheadingvektors
h;; = [hd,u ha,ry O]T € §? sperzifiziert, der stets in der horizontalen Ebene liegt. Das

tatsachlich vorliegende Heading soll iber den Vektor h; = [h 1z Iy O]T € §2 beschrie-
ben werden. Wie man in Abbildung 5.2b sehen kann, beschreibt h die normalisierte
senkrechte Projektion von x in die horizontale Ebene und geniigt damit der Berech-
nungsvorschrift

1 1

R TTrm v pa N L T e vy

((e)xr)e- . (5.1)
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Zinv

(a) (b)
Abbildung 5.2: Konstruktive Bestimmung von x; und h. Beide Abbildungen zeigen
dieselbe Situation. (a) Bestimmung von x; durch Projektion von h, entlang z;, in die

Ebene senkrecht zu z, und anschlieBende Normalisierung. (b) Konstruktion von h durch
normalisierte senkrechte Projektion von x in die horizontale Ebene.

Das Ziel besteht nun darin, aus dem Sollheadingvektor h,; die Sollausrichtung x, der
korperfesten x-Achse so zu bestimmen, dass h - hy erreicht wird, wenn der Lageregler

die Sollausrichtung D = {x4,y4,2Zq} einregelt.

Wenn man berticksichtigt, dass die inertiale z-Achse z;, senkrecht zur horizontalen
Ebene steht, so lasst sich eine geeignete Vorgabe x,; bestimmen, indem der Vektor
h, zuerst entlang z;, in die Ebene senkrecht zu z, projiziert und anschlieBend nor-
malisiert wird. Dieser Projektions- und Normalisierungsvorgang ist in Abbildung 5.2a
veranschaulicht. Die Rechenvorschrift zur Bestimmung von x, in inertialer Darstellung

lautet entsprechend

] 1
Xt = T e (e a0 = T

((e:)harhzar. (5.2)

Der in Kapitel 4 vorgestellte Lageregler benotigt die einzuregelnde Lagetrajektorie
in Form der Rotationsmatrix R;p. In (4.1) wurde bereits angegeben, wie sich R;p aus
der Sollausrichtung der z-Achse x4 und der Sollausrichtung der z-Achse z, (welche aus
dem Positionsregelgesetz resultiert) bestimmen lasst. Da neben R;p auch die Zeitablei-

tungen RI p und ﬁ; p benotigt werden, miissen %4 ; und X4 ; ebenfalls bestimmt werden

124



5.2 Die Folgefehlerdynamik - Fin kaskadiertes System

(vgl. (4.1)). Die expliziten Berechnungsvorschriften hierfiir wurden aus Platzgriinden in
den Anhang A.4 verschoben und erfordern die Kenntnis der Gréfien fld7 ; und Fld7 7. Im
Folgenden wird deshalb davon ausgegangen, dass die Headingtrajektorie h;; zweifach
stetig nach der Zeit differenzierbar vorliegt. Gleiches gilt fiir die Sollausrichtung der

kérperfesten z-Achse z, ;.

Anmerkung 5.1 Die in Abbildung 5.2a veranschaulichte normalisierte Projektion
schligt fehl, wenn der Vektor zq in der horizontalen Ebene liegt. In Abschnitt 5.4 wird
der Positionsregler deshalb so entworfen, dass dieser Fall ausgeschlossen ist und somit

gewdhrleistet werden kann, dass sich x4 stets tiber die Vorschrift (5.2) bestimmen ldsst.

In dhnlicher Weise lisst sich der Headingvektor h nicht aus (5.1) bestimmen, wenn
x senkrecht zur horizontalen Ebene steht. Dies stellt jedoch kein Problem dar, da h
lediglich eine Hilfsgréfie reprasentiert, die nicht vom Regelalgorithmus verarbeitet wird.
Dariiber hinaus kann diese Situation nicht dauerhaft vorliegen, wenn man voraussetzt,
dass xg4 stets definiert ist. Da im Zuge des Finschwingvorgangs X — Xgq konvergiert,
ezxistiert immer ein Zeitpunkt ab dem h durchgdngig berechnet werden kann und ab dem

h — h, konvergiert.

5.2 Die Folgefehlerdynamik - Ein kaskadiertes System

Man kann zeigen, dass die Gesamtfolgefehlerdynamik, bestehend aus der geregelten
Positions- und der geregelten Lagefolgefehlerdynamik, eine nichtautonome nichtlineare
Kaskadenstruktur bildet. Hierfiir ist es von Vorteil den Lagefolgefehler, der bisher iiber
die Rotationsmatrix Rgp parametriert wurde, vektoriell zu definieren. Die Vektordar-
stellung fiir Rotationsmatrizen, die bereits in Unterabschnitt 2.1.1 eingefithrt wurde,
ist dabei von Nutzen. Mit Hilfe der Zustandsvariable
ER,l _ Rpp —13 12

e[ [P s o
worin & | = Rpp-I;€R% und & ro =wp? € R3 gilt, ldsst sich der rotatorische Folgefeh-
ler vektoriell darstellen und es wird zusétzlich erreicht, dass die angestrebte Ruhelage
im Ursprung zu liegen kommt. Man beachte, dass £, auf der glatten Mannigfaltigkeit
R lebt, die topologisch dquivalent zu SO(3) x R3 ist und damit dim(R) = 6 erfiillt. Mit

dem Fehlervektor & ldsst sich nun (4.68) umformulieren und die rotatorische Folgefeh-
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lerdynamik kann in der Form

: (Rep)wh?
S (1 - D () (JwhP kB + 7 G4

£ (€ p.7)

angegeben werden. Wie schon in Abschnitt 4.4 beschrieben, représentiert ¥ darin die
(virtuelle) Stellgrofe, die einem geeigneten Lageregelgesetz 7 = 7(&€5) zur Verfiigung
steht, um die Ruhelage £, = 0 asymptotisch zu stabilisieren. An gleicher Stelle wurde
ausgefiihrt, dass mit dem in Abschnitt 4.3 entworfenen Regelgesetz (4.23) bereits ein
Regler bekannt ist, der diese Aufgabe 10st. Es sei daran erinnert, dass fiir die Herleitung
von (4.68) die Eingangstransformation (4.67) angewendet wurde. Somit berechnet sich

das reale Stellmoment 7 aus der Vorschrift

T=-T(€r)(Jwi)wi’ - (1-T(&R)) ((Jwi )wi’ + (JwpP)wi’) + Joi’ + 7,
(5.5)

fiir deren Darstellung nun die neue Zustandsvariable & genutzt wurde.

Der translatorische Folgefehler

g, =[5 [= |5 P ere
|y Pr —Padr

beschreibt die Abweichung zwischen der tatsdchlichen und der gewiinschten Position
und Geschwindigkeit des Quadrocopters. Durch Einfiithrung des virtuellen Schubkraft-
vektors

FdJ ZFd'(—ZdJ) :Dpd71—mgez+mpd,1+f‘ (56)

und Berticksichtigung der Streckendynamik (2.21a) kann man die translatorische Fol-

gefehlerdynamik

[ 0
¢, [—%Df» . %F] ) [%(Fdzd,f - Fzﬂ] N

~

fP (gp 7F) gp

aufstellen. Darin beschreibt g, die Beschleunigung, die durch die Abweichung zwischen
der realen Schubkraft F = F'- (-z) und der virtuellen Schubkraft Fy = F,; - (-z4) ver-
ursacht wird und charakterisiert somit die Kopplung zwischen der Positionsfolgefeh-
lerdynamik (5.7) und der Lagefolgefehlerdynamik (5.4). Die GréBe F, die bis hierhin

noch nicht spezifiziert wurde, wird im Folgenden als neue (virtuelle) Stellgrofie eines
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5.2 Die Folgefehlerdynamik - Fin kaskadiertes System

Positions(fehler)reglers aufgefasst, wobei der Entwurf des Regelgesetzes F = F(ﬁp) fiir
die ungekoppelte Teildynamik ép =1£,(€,, F) erfolgt.

Die Gleichungen (5.4) und (5.7) beschreiben im Zusammenspiel mit den Teilreglern
fiir die Lage und die Position die Gesamtfolgefehlerdynamik. Diese bildet ein kaskadier-
tes System, welches in Abbildung 5.3 veranschaulicht ist. Der vorgelagerte, unabhéngige
Lageregelkreis wirkt iiber den Kopplungsterm g, in den nachgelagerten Positionsregel-
kreis ein. Aus der vorliegenden Systemstruktur wird die grundsétzliche Funktionsweise
des vorgeschlagenen Regelungskonzepts deutlich, wenn man von den folgenden drei An-

nahmen ausgeht:

1. Es wird ein Positionsregelgesetz F = F(Ep) so entworfen, dass der Punkt £, =0 zu
einer asymptotisch stabilen Ruhelage des ungekoppelten Systems ép =£,(¢,, F(Ep))

gemacht wird.

2. Der Kopplungsterm g, der als eine Art Storung auf das ungekoppelte Positions-

teilsystem einwirkt, erfiillt g, — 0 fiir den Fall, dass z — z, konvergiert.

3. Das Lageregelgesetz ¥ = 7(&€p) stellt die Konvergenz z - z, und h — hy sicher,

indem es £ — 0 garantiert.

Sollten diese Voraussetzungen erfiillt sein, so erscheint es plausibel, dass asymptotische
Positions- und Headingfolge erzielt wird. Im nachfolgenden Abschnitt wird nachgewie-

sen, dass dies in der Tat zutrifft, wenn man die etwas salopp formulierten Annahmen

J I')d,IJ f)d,lj hy s ¢
Ry

weiter prazisiert.

P S NI R
: Rotatorische : f Translatorische 5
: | Folgefehlerdynamik &r = Nopplisirgsiiern Folgefehlerdynamik 5€p=
: (5.4) é L(5.13) bzw. (5.46) (5.7) §
N J 5 A \ J 5
F : : f
N " N |
Lageregler : _ Positionsregler ;
|| (des Fehlersystems) | | F | | (des Fehlersystems) !
F(&r) z. B. (4.23) § : F(¢,) z B. (5.30) 1
] N y, 5 : N Y,
- Lageregelkreis der - Positionsregelkreis der
:.‘ Folgefehlerdynamik y . Folgefehlerdynamik

Abbildung 5.3: Strukturbild der Gesamtfolgefehlerdynamik. Regelziel ist die Stabilisie-
rung der Ruhelage (§,,£z) = (0,0).
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In Vorbereitung hierfiir wird nun die Abhéngigkeit des Kopplungsterms g, von den
Fehlerzustéinden &5 und &, sowie von den Solltrajektorien pg; und hy; analysiert.
Da von einem Positionsregelgesetz F = F(ﬁp) ausgegangen wird, ergibt sich aus (5.6)
fir die virtuelle Schubkraft eine Abhangigkeit der Form Fy; = Fy I(F(Ep),pd,f,f)d7 1)
Berticksichtigt man weiterhin, dass Fy = |[Fy | und zg4; = -Fa1/jr, ;| gilt, so folgt daraus

fiir den Betrag der virtuellen Schubkraft

Fy = Fd(F(gp)vpd,Iaf)dJ) (5-8)

und fiir die Sollausrichtung der z-Achse

241 =241(F(&,), Par Par) - (5.9)

Die tatséchliche Ausrichtung der kérperfesten z-Achse z; kann iiber die Beziehung z; =
RIDRgDeZ dargestellt werden. Die darin enthaltene Matrix R;p wiederum kann als

Funktion von h,; und z,; aufgefasst werden, also
R[D:R[D(hd,[,ZdJ) . (510)

Dies wird ersichtlich, wenn man beriicksichtigt, dass R;p = [xd7 1 (zar)Xar za, 1] gilt

(vgl. (4.1)) und fir x4 in Folge der Beziehung (5.2) eine Abhéngigkeit der Form

Xd,1 = Xd,[(hd,h Zd,l)

besteht. Weiterhin schlieBt man aus (5.3), dass Rpp einer funktionalen Beziehung der
Form Rpp = Rpp(§x,) geniigt. Hieraus kann man nun zusammen mit (5.10) und (5.9)

ableiten, dass sich z; = R; DRE pe: als Funktion

z; =2;(F(&,),€py . Pass Do, ) (5.11)

darstellen ldsst. Beschrankt man sich schliellich auf den Fall, dass der reale Schub F

iiber ein Schubgesetz der allgemeinen Form

F=kp(€p,) Fat (5.12)

'Um die Notation einfach zu halten, wurde an dieser Stelle eine beliebige Abhiingigkeit des Schub-
iibersetzungsfaktors kr vom Lagefehler £, zugelassen. Die in dieser Arbeit vorrangig behandelte
Abhingigkeit vom Schubrichtungsfehler ¢ kann dagegen allein mit den letzten drei Elementen von
&R,y vollstindig beschrieben werden.
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aus dem Betrag der virtuellen Schubkraft F; hervorgeht, so folgert man aus der Defini-
tion von g, in (5.7) sowie den Abhéngigkeiten (5.8), (5.9), (5.11) und (5.12), dass der
Kopplungsterm als Funktion

gp = gp(F(Ep)7 kr(€r1),€Rr1,Pa 1, Par,har) (5.13)

aufgefasst werden kann.

Anmerkung 5.2 Um das in (5.5) angegebene Stellmoment T zu realisieren, missen
insbesondere die Grofien wiP und & bestimmt werden. Wie aus (4.4) und (4.6) her-
vorgeht, ist hierfir die Berechnung der Ableitungen Ryp und Ryp erforderlich. Un-
ter Zuhilfenahme der translatorischen und der rotatorischen Folgefehlerdynamik (5.4),
(5.7) (bzw. des Streckenmodells (2.21)) sowie durch Differentiation der gewdhlten analy-
tischen Ausdriicke fir das Positionsregelgesetz F(ﬁp) und den Schubiibersetzungsfaktor
kr(&g.y) ist es stets maglich, die bendtigten Ableitungen explizit zu berechnen. Allerdings
missen hierfir sowohl die Solltrajektorien py(t) und hy (t) als auch die Funktionen
F(ﬁp) und kp(§p ) gewisse Glattheitseigenschaften aufweisen, die im Folgenden disku-
tiert werden. Da die resultierenden Ausdriicke fiir RID und ﬁm extrem grof$ werden,
(weshalb sich fir die Implementierung die Nutzung symbolverarbeitender Mathematik-
software empfiehlt,) wird in dieser Arbeit darauf verzichtet sie explizit anzugeben. Um
dennoch die Glattheitsanforderungen analysieren zu kénnen, konzentriert sich die nach-
folgende Diskussion auf die grundsdtzlichen funktionalen Abhdngigkeiten.

Die stirksten Glattheitsanforderungen entspringen aus der Berechnungsvorschrift fir
die zweite Ableitung Ryp, welche im Hinblick auf ein kontinuierliches Stellmoment T
selbst kontinuierlich sein muss. Aus (5.10) (vgl. auch (4.1) und (A.17)) geht hervor,
dass Ryp einer Beziehung Rip = R[D(hd,[,l:ldJ,l‘:ldJ,Zd’[,id’[,id’[) gentigt und daher
Stetigkeit der Funktionsargumente erforderlich ist. Dies fihrt unmittelbar auf die fol-

genden (hinreichenden) Glattheitsanforderungen:
o Stetigkeit des Arguments ﬁdJ erfordert hy ;(t) € C2.

e Ausgehend von (5.9) folgert man, dass zqr = id7[(f‘,f‘,ﬁ,pd71,j§d7[,pgl?l),pgll)) gilt.
Somit muss par(t) € C* und F(ﬁp) € C? gewdhrleistet werden.

e Dariber hinaus erfordert ein kontinuierlicher Zeitverlauf von Z,r, dass auch der
Verlauf von F - ﬁ(fp,ép,é;,) stetig ist, woraus wiederum folgt, dass Stetigkeit
von €p vorliegen muss. Aus der translatorischen Folgefehlerdynamik (5.7) schliefit
man, dass ﬁp = é.p(ﬁp,ép,f‘,f‘,gp,gp) gilt und basierend auf (5.13) ergibt sich der
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Zusammenhang &, = &,(F,F ke, kp, &gy, €p 1 Dar, Das, BYs har,hay). Hieraus
kann schlieflich abgeleitet werden, dass kp(§r ) € Ct erforderlich ist.

Anmerkung 5.3 Man beachte, dass die Sollausrichtung der z-Achse z4; = —Fa.1[|F, ;|
nur definiert ist, wenn |Far| #0 gilt. Aus der Definition der virtuellen Schubkraft (5.6)

leitet man ab, dass |Fqr|| #0 garantiert werden kann, wenn
F= sup IDpa.r +mpas+F| <myg (5.14)

sichergestellt ist. In Abschnitt 5.4 wird ein Positionsregelgesetz f‘(ép) entworfen, wel-
ches |F| < F fiir eine gegebene Schranke F erfillt. Indem man F < mg wdhlt und die

Positionstrajektorie pqr so entwirft, dass
sup |[Dpa.s + mpas| <mg-F
t

erfillt ist, kann gewdhrleistet werden, dass die Bedingung (5.14) eingehalten wird. Ist
schlieplich F (oder eine obere Schranke) bekannt, so lisst sich zudem der mazimale
Kippwinkel T berechnen, der potenziell an die Lageregelung kommandiert wird. Abbil-

dung 5.4 veranschaulicht, dass die Einhaltung der Bedingung (5.14) bedeutet, dass die

Dpd +mi§d + F

v Zin,

Abbildung 5.4: Auswirkung der Bedingung (5.14) auf die erreichbaren Ausrichtungen
der virtuellen Schubkraft F;. Der Richtungsvektor —z; der virtuellen Schubkraft ist
durch den gelben Kegel begrenzt, da die Spitze von F; in der griinen Kugel zum lie-
gen kommen muss. Beispielhaft ist ein Extremfall eingezeichnet, fiir den der maximale
Kippwinkel T resultiert, welcher unter Bedingung (5.14) kommandiert werden kann.
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Spitze von ¥y entsprechend (5.6) nur in der grinen Kugel zum liegen kommen kann.
Damit ist die virtuelle Schubkraftrichtung -z, stets durch den gelben Kegel begrenzt
und es ergibt sich fir den Mazimalwinkel ¥ = arcsin(¥/mg). Es folgt unmittelbar, dass
die Bedingung (5.14) ebenfalls garantiert, dass zq; nie in der horizontalen Ebene liegen
kann. Dies fihrt dazu, dass die normalisierte Projektion (5.2) zur Bestimmung von Xq 1

stets ausgefiihrt werden kann.

5.3 Ein Stabilitatskriterium fur eine Klasse

nichtautonomer, nichtlinearer kaskadierter Systeme

Im vorangegangenen Abschnitt wurde gezeigt, dass die Gesamtfolgefehlerdynamik des

Quadrocopters ein kaskadiertes System der Form

ép = fp(éwﬁ(ép)) + gp(£p7€R7d) (515&)
Er = tr(€R T(€R)) (5.15b)

bildet. In der hier gewéhlten Darstellung wurden die Signale p,, Pas und hy; im
vektoriellen Systemeingang d = [p£ ; by, hj I]T zusammengefasst.

In diesem Abschnitt werden nun Ergebnisse vorgestellt, die sich auf allgemeine kaska-
dierte Systeme der Form (5.15) beziehen. Es wird davon ausgegangen, dass f,(&,,, F(Ep))
ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld auf R beschreibt fiir das f,(0,F(0)) = 0 erfiillt
ist. Weiterhin sei fr(&p,7(€R)) ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld auf einer glat-
ten Mannigfaltigkeit M c R"z, 0 € M, fiir das fz(0,7(0)) = 0 gilt. Von der Funktion
gp(&,, &r,d) wird angenommen, dass sie stetig in allen ihren Argumenten ist. Weiterhin
sei der Zeitverlauf des Systemeingangs d kontinuierlich. Basierend auf diesen Vorausset-
zungen werden im Folgenden hinreichende Bedingungen fiir die asymptotische Stabilitat
des Ursprungs (§,,£x) = (0,0) formuliert und bewiesen.

Wihrend aus der vorliegenden Kaskadenstruktur (5.15) notwendigerweise folgt, dass
die Ruhelage &€ = 0 des autonomen Teilsystems (5.15b) asymptotisch stabil sein muss,
lasst sich fir das Teilsystem (5.15a) nicht unmittelbar erkennen, welche Bedingungen
es erfiillen sollte. Vielmehr ist bekannt, dass ein solches System selbst dann durch
g, destabilisiert werden kann, wenn die Ruhelage £, = 0 des ungekoppelten Systems
ép =1£,(€,, F(Ep)) global asymptotisch stabil ist und dartiber hinaus der Kopplungsterm
g, — 0 fiir £ — 0 erfiillt. Es ist jedoch auch bekannt, dass die erwiinschte Konvergenz

€, — 0 fiir £ —» oo eintritt, wenn zusétzlich die Beschranktheit sdmtlicher Trajektorien &,

131



Kapitel 5 Kaskadierte Trajektorienfolgeregelung ftiir die Position und das Heading

nachgewiesen werden kann [159]. Hierin liegt der Schliissel fiir den Stabilitdtsnachweis
bei kaskadierten Systemen.

Zahlreiche Veroffentlichungen beschéftigen sich unter verschiedenen Voraussetzungen
mit Stabilitdtsuntersuchungen zu kaskadierten Systemen. Das vorliegende System (5.15)
lasst sich jedoch keiner der behandelten Systemklassen uneingeschrénkt zuordnen. Fiir
eine kompakte Ubersicht iiber die bestehende Literatur sei auf Loria u. Panteley [112]
verwiesen. Die Mehrheit der klassischen Ergebnisse, wie z. B. [158, 155, 91, 120, 156],
bezieht sich auf autonome Kaskaden. Da (5.15) jedoch vom externen Systemeingang
d angeregt wird und es sich folglich um ein nichtautonomes System handelt, ldsst sich
die dort vorgestellte Theorie nicht auf den vorliegenden Fall anwenden. In [137] und
noch detaillierter in [112] werden nichtautonome Kaskaden behandelt. Allerdings sind
die Ergebnisse primar auf Kopplungsterme der Form g, = g(t,§,, &) &g zugeschnitten,
was hier nicht zutrifft. Dariiber hinaus wird die Analyse in den genannten Quellen auf
Kaskaden beschrénkt, deren Teilsysteme globale Stabilitétseigenschaften aufweisen. Im
Gegensatz dazu wird im Folgenden der Fall beriicksichtigt, dass die Stabilitatseigen-
schaften von &, = 0 des Teilsystems (5.15b) nur lokal giiltig sein konnten. Es wird
gezeigt, dass sich der Einzugsbereich Ag von £ = 0 direkt in den Einzugsbereich von
(§,,&r) = (0,0) iibertrdagt. Die vorgestellten Ergebnisse basieren auf den drei nach-
folgend gelisteten Annahmen, die es ermoglichen den Beschrénktheitsnachweis fir §,
ahnlich wie in [156][Theorem 4.7] zu fithren. Weiterhin wird im Stabilitdtsbeweis ei-
ne Systemeigenschaft ausgenutzt, die erstmals von Sontag in [158] unter dem Namen
converging input converging state (CICS) vorgestellt wurde und die er spater in [159]

verallgemeinerte.

Definition 5.1 (Converging input converging state (CICS) [158, 159]) Ein Sys-

tem
£=£(¢ ), (5.16)
dessen Vektorfeld die lokale Lipschitz-Bedingung beziglich & erfillt, ist CICS, wenn

fiir einen beliebigen Anfangswert &, und fir ein belicbiges stetiges und beschrinktes®
Fingangssignal u(t) mit t € R=0, welches tlim u(t) =0 erfillt, gilt, dass die Lisung &(t)
von (5.16) fir alle t € R=0 existiert und gegen Null konvergiert, d. h. tlim £(t) =0.

Annahme 5.1 (Stabilititseigenschaften der Teilsysteme) Die Ruhelage §, = 0
des ungekoppelten Teilsystems ép = fp(ﬁp,f‘(fp)) ist global asymptotisch stabil. Die Ru-

2Entsprechend [159] konnen die Annahmen beziiglich u(t) auf Lebesgue-Messbarkeit und Wesent-
liche Beschranktheit gelockert werden.
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helage & = 0 des Teilsystems éR =fr(&R, T(&R)) ist lokal exponentiell stabil und besitzt

den Einzugsbereich Ag.

Annahme 5.2 (Wachstumsbeschrinkung des Kopplungsterms g,) Es ezistiert
eine in |&€x| = 0 differenzierbare Funktion v(||€g|) der Klasse K [95, Definition 4.2],

sodass

l&p (&, €r D) <7 (1€RI) (5.17)

erfullt ist.

Annahme 5.3 (Wachstumsbeschriankung der Funktion V) Es existieren eine
positiv semidefinite, radial unbeschrinkte Funktion V,(§,) sowie positive Konstanten

c1 und ¢y, sodass fiir |€,| > ¢, die Ungleichungen

Wy, . =
8—£pfp(€p7 F(Ep)) < 0 )

v,

o€,

<2 V(€) (5.18)

erfullt sind.

Auf Basis der eingefithrten Annahmen, lasst sich nun folgendes Stabilitdtskriterium fiir

das vorliegende nichtautonome, nichtlineare kaskadierte System formulieren:

Theorem 5.1 (Stabilitdt des kaskadierten Systems) Sind die Annahmen 5.1-5.3
erfillt, so ist die Ruhelage (§,,§r) = (0,0) des kaskadierten Systems (5.15) asympto-

tisch stabil und besitzt den Einzugsbereich R™ x Ag.

Beweis: Der Beweis umfasst zwei Schritte. Zunichst wird dhnlich wie in [156][Theorem
4.7] bewiesen, dass jede Lésung des Systems (5.15) mit Anfangszustand (€, ,&x) €
R™ x Ar beschrankt ist. Auf Basis der Beschranktheit wird anschlieend mit Hilfe der in
Definition 5.1 eingefiihrten CICS-Eigenschaft gezeigt, dass der Ursprung sowohl attrak-
tiv als auch stabil ist und somit die Bedingungen fiir asymptotische Stabilitat erfiillt. Im
gesamten Beweis wird davon ausgegangen, dass die Anfangswerte (£,,,&r) € R™ x Ag
erfullen und die Betrachtungen werden auf positive Zeiten beschrankt, d. h. ¢ € R=0. Um

den Rand des Einzugsbereichs Ag zu bezeichnen, wird die Notation 0.Ag verwendet.
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Aus den Annahmen 5.3 und 5.2 folgt fiir [€,| > c;, dass

v, - %fp@p, F(e,))+ %gp<sp,£R,d>
3
= aé gp(E;mﬁRv H (Ep7€R7 )” (519)
H (1€l

erfiillt ist. Die Funktion v(|€z|) soll nun weiter nach oben abgeschitzt werden. Durch
die Differenzierbarkeit von v(|€z|) an der Stelle |€p| = O existieren zwei Konstanten

c3, €1 > 0, sodass in einer Umgebung |€y| < €; die Beziehung

V(I€R[) < csl€xl (5.20)

gilt. Aus der lokal exponentiellen Stabilitdt von &5 = 0 schlieBt man wiederum auf die
Existenz einer positiven Konstante o und einer stetigen Funktion h: Ap — R0, welche
h(0) =0 und lim h(&€p) = oo erfiillt, sodass

Er—0AR

[€r(0)] <h(€rg)e™ Vi (5.21)

gilt. Entsprechend ist fiir alle Zeiten, die grofier sind als

1 €1
T(ERO) = max (0, - In (h(TRo))) ,

die Ungleichung |&y| < €; erfiillt und es folgt aus (5.20) und (5.21) unmittelbar

Y([€ (1)) < V(h(ER,O))eaT(gR’O)e_at Vt<T(&Rp)
Y(IEr()]) < csh(€Rp)e™ Vt>T(Eryp) -

Durch Definition der stetigen Funktion C': Ar — R20,

C(&R) = max (’V(h(ER))eaT@R)ﬂzs h(ER)) ;

welche C'(0) =0 und . 11%34 C(&R) = oo erfillt, kann man nun y(|€x(¢)]) durch
RTZUAR

Y(ERD)]) < C(€pg)e™ Vi

134



5.3 Ein Stabilitatskriterium fiir eine Klasse nichtlinearer kaskadierter Systeme

nach oben abschitzen. Setzt man dieses Ergebnis in (5.19) ein und nutzt (5.18), so
erhélt man fiir alle Zeiten ¢ € T = {t|[&,(t)| > c1 }

oV

V, <
p aép

C(€ro)e™ <2 C(Epg)e™ V) . (5.22)

Betrachtet man den Fall 7 # @, so ldsst sich die Menge 7T in ihre grofitmoglichen zu-
sammenhéangenden Teilintervalle 7; = [t;0,%;1], ¢ € {1,2,...} aufteilen, wobei mindestens
ein Intervall existiert und das letzte Intervall bis oo laufen darf (und damit entgegen
der verwendeten Notation nicht abgeschlossen wére). Aus der Differentialungleichung
(5.22) folgt nun unmittelbar, dass fiir ¢ € 7; die Funktion V,(&,(t)) der Ungleichung

Vo(&,(8)) € V(€ () ien 2 CEmoYe s
< ‘/p(ép(tz,o)) . efooo co C(gR,o)e_asds (523>
< ‘/p(ép(tz,o)) . et C(fR,o)é

gentigt. Lasst man das erste Zeitintervall 7; auflen vor, so muss vor jedem Eintritt in
den Bereich [€,] > ¢1 ein Aufenthalt im Bereich [[£,| < ¢; liegen. Demnach gilt fiir die
Anfangszeitpunkte der Intervalle 7y, i € {2,3...} der Zusammenhang [&,(ti0)[ = c1. Ein
Sonderfall liegt fiir das erste Zeitintervall 7; vor, wenn €, > ¢; gilt. Nur in diesem Fall
ist t10 =0 und es kann [€,(t10)] = &, 0] > c1 auftreten. Sollte hingegen ¢1 ¢ > 0 sein, so
gilt auch fiir den Anfangszeitpunkt des ersten Zeitintervalls ||€,(t1,0)|| = c1. Aus diesen

Uberlegungen folgt nun, dass eine obere Schranke fiir sémtliche V,(€,(t;0)) durch

V(600 = o (16,00, o 16 ) 2 Vo6, 10)) Vie 2] 620

[€pl=c1

angegeben werden kann. Setzt man (5.24) in (5.23) ein, so erhalt man schlieBlich die

Ungleichung
[/ 1
Vi(€,(1)) < V(&) - e2CCroa

die nun fiir alle ¢ € 7 gilt. Da die Funktion V,,(§,) entsprechend Annahme 5.3 radial
unbeschrénkt ist, impliziert die Beschrénktheit von V,(&,(¢)) die Beschrénktheit von
|€,(t)| fiir alle ¢ € T Hieraus folgt unmittelbar, dass [£,(¢)| fiir alle ¢ beschrénkt sein

muss, denn im komplementéren Fall ¢ ¢ 7 ist per Konstruktion |€,(¢)| < c; erfiillt.

In einem zweiten Schritt wird nun die asymptotische Stabilitat der Ruhelage (§,,£z) =

(0,0) bewiesen. Hierzu wird der Kopplungsterm g, in (5.15a) zunéchst als externes
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Eingangssignal aufgefasst und das System in der Form

ép = Fp(£p7:|‘-i‘(£1r))7gp) (525>

angeschrieben. Gemafl Annahme 5.1 ist die Ruhelage £, = 0 des nicht angeregten Sys-
tems ép = fp(fp, F(ﬁp), 0) global asymptotisch stabil. Aus [158] ist bekannt, dass unter
diesen Umsténden eine glatte Funktion 3(§,) # 0, Y, existiert, sodass das System

£, =1,(&,,F(&,),B(€,)v) (5.26)

beztiglich des neuen Eingangs v die CICS-Eigenschaft (vgl. Definition 5.1) aufweist.
Durch die lokal exponentielle Stabilitdt von £ = 0, die in Annahme 5.1 gefordert
wurde, und die Wachstumsbeschrankung (5.17) ergibt sich, dass der Kopplungsterm g,
beschrankt ist. Da weiterhin die Beschrdnktheit von £ | bereits gezeigt wurde und g,

einen stetigen Zeitverlauf besitzt, muss ein stetiges beschréanktes Eingangssignal

8p
B(E,)

(5.27)

existieren, sodass die Losungen von (5.25) und (5.26) iibereinstimmen. Aufgrund der
Tatsache, dass tllglo Er(t) =0 gilt und (5.17) die Eigenschaft g,(£,,0,d) = 0 impliziert,
muss auch tlim g,(t) = 0 und schlieflich tlim v(t) = 0 gelten. Aus der CICS-Eigenschaft
folgt dann tlim €,(t) = 0 und somit die Attraktivitdt der Ruhelage (§,,&z) = (0,0).

Um zu zeigen, dass (§,,§z) = (0,0) auch stabil ist, muss bewiesen werden, dass
die Losung (&,(t),&x(t)) in einer beliebig kleinen Umgebung der Ruhelage gehalten
werden kann, wenn die Anfangswerte nur nahe genug an (§,,£5) = (0,0) liegen. Aus
[158] ist bekannt, dass die CICS-Eigenschaft die Existenz positiver Konstanten 6, > 0

und v,,.; > 0 garantiert, sodass fiir ein beliebiges €5 > 0

1€, (D) <ea Vi

sichergestellt ist, wenn zum einen [€, | < d, erfiillt ist und zum anderen |v(t)| < vmae

fiir alle Zeiten gilt. Indem man

Prmin = Inf |5(E,)]

1€, <€z

definiert, kann man mit Hilfe der Beziehung (5.27) schliefen, dass eine Konstante

Imaz = PminUmaz > 0 existiert, sodass [v(t)| < Ve fir alle Zeiten sichergestellt ist,
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wenn wiederum |g,(t)| < gmaz, YVt garantiert werden kann. Durch die asymptotische
Stabilitat von &, = 0 und die Wachstumsbeschrankung des Kopplungsterms (5.17)
ist sichergestellt, dass zu jedem beliebigen g¢,,,, eine Konstante dr > 0 existiert, so-
dass |g,(t)| < gmae fiir alle Zeiten gilt, sofern der Anfangswert [§r,[ < dr erfiillt.
Somit ist gezeigt, dass die Losung (&,(t),&x(t)) eine beliebig kleine Umgebung U =
(€€ IE] < e1.1€x] < 1 (gar)} der Rubelage (6,.€5) = (0,0) nicht verliss,
wenn der Anfangswert (§,0,&r ) in der Umgebung Uy = {(€,,€r) | £, < 0p, [€r] < Ir}
liegt.

Es folgt, dass der Ursprung unter den Annahmen 5.1 - 5.3 eine asymptotisch stabile
Ruhelage des Systems (5.15) mit Einzugsbereich R x Ag darstellt. m]

Aus Theorem 5.1 leitet man ab, dass jeder Gesamtregler, der aus einem Positionsre-
gelgesetz F(Ep), einem Schubgesetz F' = kp(§x,)- Fy und einem Lageregelgesetz 7(&x)
besteht und der die Einhaltung der Annahmen 5.1 - 5.3 gewéhrleistet, das Trajektorien-
folgeproblem 16st, das zu Beginn des Kapitels definiert wurde. Dabei muss der Lageregler
lediglich die in Annahme 5.1 geforderten Stabilitatseigenschaften fiir das Lageteilsys-
tem &€, = fr(€p, 7(€R)) sicherstellen. Mit dem Regelgesetz (4.23), das bekanntermafien
lokal exponentielle und fast global asymptotische Stabilitét fiir die kommandierte Lage-
trajektorie garantiert (sieche Unterabschnitt 4.3.3 in Verbindung mit Abschnitt 4.4), ist
bereits ein geeignetes Lageregelgesetz bekannt, weshalb die folgenden Abschnitte dem
Entwurf eines passenden Positionsregelgesetzes und eines entsprechenden Schubgesetzes

gewidmet sind.

5.4 Entwurf der Positionsregelung

Die Aufgabe besteht nun darin, ein Positionsregelgesetz f‘(ﬁp) fir das ungekoppelte
System ép = fp(Ep,F) zu entwerfen und nachzuweisen, dass der resultierende fiktive
geschlossene Regelkreis die ihn betreffenden Anforderungen aus den Annahmen 5.1 und
5.3 erfiillt. Hierftir kann grundséatzlich ein beliebiges Reglerentwurfsverfahren eingesetzt

werden. Da das betrachtete System

£, = [_in) . %F] (5.28)
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abermals vom Typ (1.1) ist, wird in dieser Arbeit ein energiebasierter Regelungsentwurf
entsprechend Abschnitt 1.2 durchgefiihrt.?

Hierzu betrachten wir eine radial unbeschrankte Energiefunktion

Vo(€,) = Buin(B) + By (D) = 5B B+ £,(1(5)) (529)

deren potentieller Energieanteil F,. als Funktion der euklidischen Norm des Positions-
fehlers

r=[pl
entworfen wird. Entsprechend der Dynamik (5.28) erhélt man daraus die Zeitableitung

T T ~ T

: 2T e : 2 I
Vp(§,)=mp p+E,=-p Dp+p F-Fp,

worin F,.(p) = —(9Er/op)T = —0Er[a, - (97/op)T als resultierende Kraft aus dem geformten
Potential E, identifiziert werden kann. Wahlt man die Stellgrofie F in der bekannten

Weise zu
F(Ep) = Fr(f’) - DF(&p)f’? (530)

worin die Dampfungsmatrix Dg > 0 positiv definit entworfen wird, so resultiert unmit-

telbar die angestrebte Energieabnahme
. oV, ~ 2T 2
Vo(§,) = 8—£pfp(€p,F(Ep)) =-p (D+Dg(§,))p<0. (5.31)
P

Die folgenden beiden Unterabschnitte widmen sich dem Entwurf der potentielle Ener-
gie E, sowie der zustandsabhéngigen Dampfungsmatrix Dg(§,). Daran anschlieBend
werden die Stabilitatseigenschaften der Zielruhelage analysiert. Im Verlauf dieser Ab-
schnitte wird gezeigt, dass der durchgefiihrte Reglerentwurf die folgenden Eigenschaften

des resultierenden fiktiven geschlossenen Regelkreises ép =1£,(§,, f‘(ﬁp)) gewéhrleistet:

P1 Die Ruhelage £, = 0 ist global asymptotisch stabil.

P2 Es existieren positive Konstanten ¢; und ¢y, sodass die Energiefunktion V,, fir
|€,[ > c1 die Bedingung [[9Vs/oe, | < ¢z - V), (§,) erfiillt.

P3 Die Stellgrofe erfiillt |F| < F', worin F > 0 eine beliebig wiihlbare Schranke ist.

P4 Das Regelgesetz ist zweifach stetig differenzierbar, d. h. F(ép) €C2

3 Als Beispiel fiir ein alternatives Positionsregelgesetz auf Basis der sittigenden strukturvariablen
Regelung nach Buhl [28, 30] sei auf die Arbeit [167] verwiesen, die unter Betreuung und Anleitung des
Autors entstand.
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5.4 Entwurf der Positionsregelung

Man beachte, dass die Eigenschaft P1 gemeinsam mit der lokal exponentiellen Stabilitat
der Ruhelage &5 = 0, die durch den Lageregler gewahrleistetet wird, sicherstellt, dass
Annahme 5.1 erfillt ist. Da £z = 0 dariiber hinaus fast global asymptotisch stabil
ist, umfasst der Einzugsbereich Ar der Ruhelage den gesamten Zustandsraum, mit
Ausnahme einer Menge mit Lebesgue-Mafl Null. Aus Gleichung (5.31) zusammen mit
der Eigenschaft P2 schlieft man wiederum, dass auch Annahme 5.3 erfiillt ist. Der
Nachweis, dass der verbleibenden Annahme 5.2 ebenso entsprochen wird, ist erst im
Zusammenhang mit dem Entwurf des Schubgesetzes in Abschnitt 5.5 méglich und wird
dort erbracht. Der Vorzug der Eigenschaft P3 war Thema der Anmerkung 5.3 und die
Notwendigkeit der Eigenschaft P4 wurde bereits in Anmerkung 5.2 besprochen.

5.4.1 Entwurf der Potentialfunktion

Die Gestalt der potentiellen Energie E,. bestimmt die riickstellende Kraftkomponente
F, im Regelgesetz (5.30). Im Folgenden wird ein Kraftverlauf angestrebt, der dem einer
radialsymmetrisch wirkenden, séattigenden Feder gleichkommt. Hierzu wird die einseitige

C2-Sattigungsfunktion % :R —] - 0o, a] eingefiihrt, die durch

a fir a<a-A4A,
0%, (a)={Pya) fir a-A,<a<a+A, (5.32)
a fir a>a+A,

definiert ist und die Eigenschaften o3 (a) <a und 6% (a) < a aufweist. Wie in Abbil-
dung 5.5 zu sehen ist, bestimmt die Konstante A, > 0 das Ubergangsintervall zwischen
dem ungesittigten und dem gesittigten Bereich. Der Ubergangsverlauf ist durch das

Polynom vierter Ordnung

a (3 (a)4 3 (a)3_ 3a2—3(a)2_ 2a3+3a2—1g+3a4—8a3+6a2—1)

P - — | — _
0=\ & 12 8 A a 16

a a a
festgelegt, worin @ = 2afa gilt. Mit Hilfe der eingefithrten Sattigungsfunktion und der

Schreibweise 7 = |p| ist es nun méglich das Potential

T

E.(r)= fc,n&ZT(a) da (5.33)

0
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ok, (a)

Abbildung 5.5: Einseitige Séttigungsfunktion o3 (a).

zu definieren, welches iiber die positiven Konstanten ¢,, 7 und A, parametriert wird.

Aus dieser Energiefunktion geht die radialsymmetrische Potentialkraft

OE.\"  OE, (0r I
FT-—(af)) -2 (ap) =¢34, (1)~ (5.34)

hervor. Unter der Voraussetzung, dass man A, <7 wahlt, ist leicht einzusehen, dass F,
nahe p = 0 wie eine radialsymmetrische lineare Federkraft wirkt, d. h. F, = —¢,p. Mit
zunehmendem Fehler r setzt dann die Sattigung des Kraftbetrags ein, sodass |F,| = ¢,7
fir r > 7+ A, gilt. Indem ¢, < Ff7 festgelegt wird, erreicht man, dass eine selbst gesetzte
Betragsgrenze F' > 0 nie iiberschritten wird und somit stets |F, | < [ gilt. Dies ist im
Hinblick auf die Eigenschaft P3 notwendig.

Man beachte, dass die gewédhlte potentielle Energie E, dazu fithrt, dass die voraus-
gesetzte radiale Unbeschranktheit der Gesamtenergiefunktion V), in (5.29) erfillt ist.
Es wird nun gezeigt, dass V), dariiber hinaus die Eigenschaft P2 aufweist. Hierzu stellt

man zundchst unter Ausnutzung von o, (a) <7 fest, dass die Abschitzung

V(&) = 5mb' b+ [ ¢4, () da> SmlBl + o 7 (r - (F+ ) =V(p)  (5.39)

. AT
gilt, worin p den Vektor p = [r HI’SH] bezeichnet. Dariiber hinaus gilt die Ungleichung

v, \/
€,

2
Cr UAT (T) P

bl s e m Bl =[5 . 630
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5.4 Entwurf der Positionsregelung

Da es sich bei V(p) um eine polynomiale Funktion handelt, kann man aus dem Beweis
zu [156][Proposition 4.8] 4 schliefien, dass positive Konstanten ¢ und ¢y existieren,

sodass 9V
H@H Il <eV(w) Viulzd (5.37)

erfiillt ist. Unter Ausnutzung der Tatsache, dass

Il =\/r2+ 1512 = /152 + [B]2 = |£, |

gilt, kann man aus (5.35), (5.36) und (5.37) weiterhin folgern, dass fiir |£,] > ¢; =
max(1,c}) die Ungleichung

H v,
%€,

giltig ist. Somit ist bewiesen, dass V}, die Eigenschaft P2 besitzt.

[
o€

ov
eyl < 5 | 1l < 2 ) < Vi)

5.4.2 Entwurf der Dampfungsstrategie

Die Dampfungsmatrix Dy bestimmt die zweite Komponente —DF(Ep)f) des Positions-
regelgesetzes (5.30). Durch den Entwurf einer zustandsabhéngigen Dampfung wird im
Folgenden darauf abgezielt in der Néhe des Ursprungs p = 0 ein gut geddmpftes Ver-
halten zu realisieren, wohingegen fiir groe Positionsfehler |p| > 0 die Dampfung ver-
ringert wird, um das Einschwingverhalten nicht unnotig zu verlangsamen. Im Vergleich
mit der Lageregelung wird das umgesetzte Dampfungskonzept bewusst einfacher ausge-
fithrt, obwohl eine weitgehend analoge Dampfungsstrategie prinzipiell umgesetzt werden
konnte. Es muss jedoch berticksichtigt werden, dass das Positionsregelgesetz entspre-
chend der Glattheitsforderung P4 bis zur zweiten Ableitung auswertbar sein muss. Eine
zur Lageregelung analoge Dampfungsstrategie wiirde durch diese Anforderung nochmals
erheblich verkompliziert, weshalb im Sinne einer iibersichtlicheren Darstellung darauf
verzichtet wird. Mit Blick auf einen einfacheren Stabilitatsnachweis wird weiterhin da-
von abgesehen die Matrix D¢ positiv semidefinit zu gestalten und stattdessen strikte
positive Definitheit gewahrleistet. Neben der schon erwahnten Eigenschaft P4 muss
auch die geforderte Eigenschaft P3 im Dampfungsentwurf beriicksichtigt werden.

Durch Einsetzen des in (5.30) angegebenen Regelgesetzes F(ép) in die ungekoppelte

“Es sei angemerkt, dass V (u) die in [156][Proposition 4.8] vorausgesetzte positive Definitheit nicht
besitzt. Gleichwohl folgt aus dem Beweis unmittelbar, die angestrebte Eigenschaft (5.37), wenn man
beriicksichtigt, dass V() nicht auf R? sondern auf R*? x R0 definiert ist.
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Positionsfehlerdynamik ép = fp(ﬁp,f‘) erhilt man
. 1 s 1
p=-—(D+Dp)p+—F,. (5.38)
m m

Um den Dampfungsentwurf tiberschaubar zu halten, sollen hier ausschliellich positiv

definite, diagonal besetzte Dampfungsmatrizen der Form

Ds(§,) =04, (#:(§,)) di(r(P)) 15> 0 (5.39)

betrachtet werden. Mit dem Ziel den Entwurf noch weiter zu vereinfachen, wird die
Sattigungsfunktion in einem ersten Schritt vernachlassigt, indem 61AW (kr) = 1 ange-
nommen wird. Weiterhin wird davon ausgegangen, dass die Dampfung der Streckendy-
namik D verglichen mit der Dampfung aus dem Regelgesetz D eher klein ist und somit
D + Dg ~ Dy gilt. Zusatzlich werden fiir den Entwurf alle Betrachtungen auf radiale
Bewegungen beschrinkt, d. h. es gelte p || p. Wendet man alle getroffenen Annahmen
auf die Dynamik (5.38) an und beriicksichtigt auch die bereits entworfene Potentialkraft
(5.34), so erhilt man die skalare, nichtlineare Schwingungsdifferentialgleichung

RRAGHE

i ECT Th, (r) .

Fasst man den hierin enthaltenen Potentialkraftbetrag | F.[ = ¢, o (7) als Wirkung ei-
ner virtuellen nichtlinearen Feder mit degressiver Steifigkeitskennlinie c,.¢(r) = ¢ 74, ")/

auf, so kann man die Differentialgleichung in der Form

= —%T - %Cvirt(r) r (540)

anschreiben. Im Gegensatz zu einem harmonischen Oszillator ist das Lehrsche Damp-

fungsmafl

= d, ~ d,\/T
2¢/MCyine(1) 2\ /mec, ap (1)
hier nicht konstant, wenn d, konstant gewahlt wird. Stattdessen nimmt es mit /7 zu,

wenn die Sattigung aktiv ist. Indem man

d, = 20\ /mw (5.41)

wahlt, worin (. > 0 eine positive Konstante bezeichnet, ist es moglich das Dampfungs-
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5.4 Entwurf der Positionsregelung

mafB fiir alle r auf einem gleichbleibenden Niveau zu halten und auf diese Weise exzes-
sives Dampfungsverhalten fir r = ||p|| > 0 zu vermeiden. Entsprechend stellt ¢, den
Hauptentwurfsparameter beztiglich der Démpfung dar.

Um schlieBlich, die in Eigenschaft P3 formulierte Bedingung |F| < F' sicher einzu-

halten, wird der Faktor s, als Losung des Optimierungsproblems

Kr= max kK, (5.42)
”FT—Hdrf)”:F

eingefiihrt, dessen analytische Losung

CFTH+\/(FIB)? + (F2 - |F,|2)|)?
AHE

Ky (5.43)
lautet. Man beachte, dass k, stets positiv ist, da die Potentialkraft so entworfen wurde,
dass ausnahmslos |F,|| < F gilt. Es sei auch darauf hingewiesen, dass &, im Gegen-
satz zu den Entsprechungen k,, und x, der Lageregelungsentwiirfe (vgl. (3.22), (3.23),
(4.36) und (4.37)), mittels der Sattigungsfunktion 61AM (k) in die Dampfungsmatrix
(5.39) eingeht. Deshalb kann im hier formulierten Optimierungsproblem (5.42) darauf
verzichtet werden, den Wertebereich fiir x, auf Werte kleiner Eins zu beschranken. Der
Grund fir die Verwendung der Sattigungsfunktion liegt in der geforderten Glattheits-
eigenschaft P4. Man kann leicht verifizieren, dass die in (5.39) angegebene zustands-
abhéngige Ddmpfungsmatrix mit «, entsprechend (5.43) und d, entsprechend (5.41)
zweifach stetig differenzierbar ist. Dies hat zur Folge, dass auch das gesamte zuvor ent-
wickelte Regelgesetz F(Ep) in (5.30), bestehend aus dem Potentialkraftanteil (5.34) und

dem soeben entworfenen Dampfungsanteil, wie gefordert eine C2-Funktion darstellt.

5.4.3 Stabilitatseigenschaften der Ruhelage

Nachdem in den vorangegangenen Unterabschnitten ein Regelgesetz f‘(ép) entworfen
wurde, muss nun der Nachweis gefithrt werden, dass diese Zustandsriickfithrung den
Punkt &, = 0 tatséchlich global asymptotisch stabilisiert und somit die Eigenschaft P1
erfiillt ist. Wie schon im einleitenden Abschnitt 1.2 allgemein angemerkt, ist dabei von

Vorteil, dass die Dampfungsmatrix D¢ positiv definit gewédhlt wurde.

Theorem 5.2 Der virtuelle geschlossene Regelkreis, bestehend aus der Streckendyna-
mik (5.28) und dem Regelgesetz F(Ep) in (5.30), dessen Potentialkraftanteil ¥, durch
(5.34) und dessen Dimpfungsmatriz Dg durch (5.39), (5.41) sowie (5.43) bestimmit ist,
besitzt eine global asymptotisch stabile Ruhelage in §, = 0.
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Beweis: Bei der Energiefunktion V,, die durch (5.29) zusammen mit (5.33) festgelegt
ist, handelt es sich um eine stetig differenzierbare, positiv definite, radial unbeschrénkte
Funktion. Unter Verwendung des Regelgesetzes (5.30) ergibt sich, wie in (5.31) gezeigt,
fiir die Zeitableitung V; < 0. Hieraus folgt unmittelbar, dass V,, eine Lyapunovfunktion
des geschlossenen Regelkreises darstellt und somit die Ruhelage &, = 0 stabil ist [95,
Theorem 4.1]. Aus der radialen Unbeschrénktheit von V), folgt weiterhin, dass samtliche
unteren Niveaumengen kompakt und aufgrund von Vp < 0 auch positiv invariant sind.
Nach dem Invarianzprinzip von LaSalle (siehe z. B. [95, Theorem 4.4]) streben deshalb
alle Losungen des geschlossenen Regelkreises gegen die grofite invariante Menge Z in
£ =1¢€,| V,(€,) = 0}. Aufgrund der positiven Definitheit von D + Dy schlieft man aus
V(&) = 5" (D + Dg)p direkt, dass & = {&,] D = 0} gilt. Fiir alle &, € € ergibt sich
somit im geschlossenen Regelkreis p = 1/m-F,, weshalb die grofite invariante Untermenge
durch 7 = {§, | p=0,p=1Yn-F. =0« F, =0} bestimmt ist. Da die Potentialkraft
F,=-c 5'ZT (T)%f) nur fiir p = 0 verschwindet, enthalt die Menge Z als einziges Element

den Punkt £, = 0. Dies beweist die global asymptotische Stabilitat von £, = 0. ]

5.5 Entwurf des Schubgesetzes

Zu Beginn des Abschnitts 5.4 auf S. 138 f. wurde erldutert, dass die Anwendung der in
Kapitel 4 entworfenen Lageregelung in Kombination mit dem Positionsregler des vor-
angegangenen Abschnitts, bereits garantiert, dass die Annahmen 5.1 und 5.3 beziiglich
der kaskadierten Folgefehlerdynamik (5.15) erfiillt sind. Um asymptotische Stabilitéat
der Zielruhelage (§,,&r) = (0,0) entsprechend Theorem 5.1 zu erzielen, muss nun noch
ein Schubgesetz F' = kp(§y, ) Fu entworfen werden, sodass auch Annahme 5.2 beziiglich
des Kopplungsterms g, erfiillt wird. Da der Betrag Fy der virtuellen Schubkraft bereits
iiber (5.6) definiert ist, gilt es lediglich noch einen geeigneten Schubiibersetzungsfaktor
kr(&g,) festzulegen.

Es ist offensichtlich, dass die erwiinschte virtuelle Schubkraft Fy = F,;- (-z4) nur dann
eins zu eins in die reale Schubkraft F = F'- (-z) umgesetzt werden kann, wenn z = z,
gilt. Somit lduft die Wahl von k(&) auf die Frage hinaus, wie F; auf I iibertragen
werden soll, wenn eine Abweichung zwischen der realen Ausrichtung der kérperfesten z-
Achse z und ihrer Sollausrichtung z, vorliegt. Eine intuitive Herangehensweise an diese
Problemstellung ist durch die in Abbildung 5.6 dargestellte orthogonale Projektion von

F, auf -z gegeben.? Hierdurch wird immer derjenige Anteil der virtuellen Schubkraft

SFiir eine vergleichende Diskussion alternativer Schubgesetze im Kontext einer exakt linearisieren-
den Teilreglerauslegung sei auf [61] verwiesen.
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5.5 Entwurf des Schubgesetzes

F=F-(-2)

Abbildung 5.6: Bestimmung des Schubs durch orthogonale Projektion.

realisiert, der aktuell in die korperfeste Schubkraftrichtung des Quadrocopters zeigt.

Das zugehorige Schubgesetz lautet entsprechend
F=-2LF p=25%qp Fy=elz,p - Fy=cos(p)- Fy.

In dieser Form lasst sich das Schubgesetz jedoch nicht in jeder Situation umsetzen,
da der Schubkraftbetrag F' stets positiv sein muss, der Projektionsterm elz,p aber
auch negative Werte annehmen kann. Deshalb wird der Projektionsterm im Folgenden

auf Werte groBer Null geséttigt, indem die einseitige C'-Séattigungsfunktion gia 'R —

[a, oo,
a fir a<a-A,
a5, (a) =1 Py(a) fir a-A,<a<a+A, (5.44)
a fir a>a+A,

verwendet wird. Diese wird iiber die positiven Konstanten A, und a parametriert,
besitzt die Eigenschaften gia(a) > a und ggAa (a) > a und ist in Abbildung 5.7 veran-
schaulicht. Die in (5.44) enthaltene Funktion P(a) definiert den Ubergangsverlauf vom

gesattigten in den ungesattigten Bereich und ist durch das Polynom zweiter Ordnung

2
1 -1 2+2a+1
Pya)=2 (%) +& (2] 12t
ald\a 2 a 4

beschrieben, worin die Schreibweise o = 8¢/ benutzt wurde. Mit Hilfe der eingefiihrten
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a
0 L
2A, a
— ax,(a)
e

Abbildung 5.7: Einseitige Sattigungsfunktion c_ria (a).

Sattigungsfunktion kann man nun das Schubgesetz

F =0} (e'245) Fy=0h (cos(9)) Fy (5.45)
—
kr(€Rr1)

angeben, durch das der Schub F' auf Werte grofler als k- F; beschrankt wird. Dabei
ist darauf zu achten, dass die positiven konstanten k£ und A so gewéhlt werden, dass

k+ Ay <1 gilt, damit F' = F; im Falle z = z; < eIz, g = 1 gewahrleistet ist.

Es steht noch aus zu zeigen, dass der resultierende Kopplungsterm g, die Annahme
5.2 erfiillt. Setzt man (5.45) in die translatorische Folgefehlerdynamik (5.7) ein, so ergibt
sich der Kopplungsterm

1 F,
8p = E(Fd'zd,l - kF(éR,l) Fy-zp) = Ed(zd,l - kF(éR,l) ‘zp) - (5.46)

Der Betrag von g, kann nach oben abgeschatzt werden. Es gilt

Fd Fd
leol = 1~k (€ry) 21l = 2 zun — ke () el =

Fy Fy

= —lzap —e.+e(1-kr(€pi)) < — (I2a,p = €] + |kp(€ry) —11) =
Fy k T Fu T

= (2 - o] +lox, (T 7a.5) = 1) € = (I2a,5 — e[ + |l 205~ 1]) =
Fy

F,
= % (lzan — .| +|zap. ~ 1)) <2~z €| .
m m

Weiterhin schlieft man aus (5.14) und (5.6), dass stets Fy < 2mg gilt. Erkennt man
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5.6 Flugversuche

dartiber hinaus, dass der Vektor z, g — e, identisch mit den letzten drei Elementen von
€ = Rpp — I ist, so folgt schlieflich

lgnl < 49IRpp - L <4g€p,| <4gl€xl = 1(I€R]).

worin v(|€x|) = 49(&R| eine in || = O differenzierbare Funktion der Klasse K ist.

Damit ist der Nachweis erbracht, dass auch Annahme 5.2 erfiillt ist. Entsprechend
Theorem 5.1 16st somit der Gesamtregler bestehend aus dem in (5.30) angegebenen
Positionsregelgesetz F(ﬁp), dem Schubgesetz (5.45) und dem Lageregelgesetz 7(&€p)
entsprechend (4.23) das betrachtete Trajektorienfolgeproblem fiir den Quadrocopter.
Der Einzugsbereich der Zielruhelage (§,,€g) = (0,0) ist durch R?x Ap gegeben, woraus
fast global asymptotische Stabilitdat entsprechend Definition 1.1 folgt.

5.6 Flugversuche

Der vorgeschlagene kaskadierte Gesamtregler wurde mit Hilfe von Flugversuchen vali-
diert. Hierfir wurde ein Quadrocopter des Herstellers Ascending Technologies GmbH®
vom Typ Hummingbird verwendet. Gegeniiber der Basiskonfiguration, wie sie in [81]
beschrieben ist, wurde die Hardware zusitzlich um einen ARM Cortex-A8 Prozessor
erweitert, auf dem sowohl der Regler als auch die Datenfusion mit einer Taktrate von
1kHz ausgefiihrt wurden. Abbildung 5.8 zeigt den Quadrocopter wéihrend eines Ver-
suchs. Die Durchfithrung der Flugexperimente erfolgte am Multicopterpriifstand des
Lehrstuhls fiir Flugsystemdynamik der Technischen Universitdt Miinchen. Dieser ver-
fiigt iiber einen nutzbaren Flugraum von etwa 0.8m Breite, 1.4m Lange und 1.5m
Hohe in einer abgeschlossenen Umgebung. Der Priifstand ist mit einem markerlos ar-
beitenden Trackingsystem ausgestattet, welches Positions- und Gierwinkelmessungen
bereitstellt, die unter Verwendung zweier Standardwebcams gewonnen werden [96]. Die
ermittelten Messwerte wurden zusammen mit den kommandierten Fiihrungsgrofien per
Funk bei einer Frequenz von 50 Hz vom Priifstandsrechner an den Quadrocopter tiber-
mittelt. Dort wurden die Messdaten des Trackingsystems mit den Messungen der IMU
fusioniert,” um die vollstdndige Zustandsinformation fiir die Regelung zur Verfiigung zu
stellen. Die Ausfithrung des gesamten Softwareprozesses an Bord des Quadrocopters,

einschlieBlich Kommunikation, Datenfusion, Reglerauswertung und Datenaufzeichnung,

Chttp://www.asctec.de/

"Die Datenfusion wurde dankenswerter Weise von Dipl.-Ing. Thomas Raffler vom Lehrstuhl fiir
Flugsystemdynamik zur Verfiigung gestellt. Die Fusion der Fluglage basiert im Wesentlichen auf den
in [117] vorgeschlagenen nichtlinearen Komplementérfilteransitzen.
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hrstuhl for
R nelungste‘:h"'k

Abbildung 5.8: Quadrocopter wihrend eines Flugversuchs.

benotigte etwa 30 % der verfligharen Prozessorleistung.

Die prasentierten Flugversuche wurden mit den in Tabelle 5.1 angegebenen Para-
meterwerten durchgefiithrt. Dabei wurden die Parameter der Lageregelung unverandert
aus Tabelle 4.1 in Abschnitt 4.5 ibernommen, wo deren Auslegung bereits motiviert
wurde. Da die Lageregelung in der Kaskadenstruktur als Trajektorienfolgeregelung be-
trieben wird, muss im Gegensatz zur Festwertregelung zusitzlich die Funktion I'(&€R)
bzw. I'(Rpp, wh?) spezifiziert werden. Fiir die Versuche wurde I' = 1 gewéhlt, was dazu
fithrt, dass der Coriolis-Term in der rotatorischen Folgefehlerdynamik (5.4) bzw. (4.68)
durch das Stellgesetz kompensiert wird. Der Parametrierung des Positionsreglers sowie
des Schubgesetzes lagen die folgenden Uberlegungen zugrunde, sofern die Parameter-
wahl nicht rein empirisch erfolgte: Die Schranke F', welche den Betrag von F begrenzt,
wurde auf 40% der wirkenden Gewichtskraft mg festgesetzt. Fir den Fall, dass ei-
ne feste Sollposition p,; vorgegeben wird (und fiir die Zeitableitungen entsprechend
Pas = Pas =0 gilt), lisst sich aus (5.6) unmittelbar ableiten, dass iiber F' auch der Ma-
ximalwinkel Y zwischen der kommandierten z-Achsenrichtung z, und der inertialen z-
Achsenrichtung z;, begrenzt wird. Wie in Anmerkung 5.3 beschrieben, ergibt sich, dass
die kommandierte Schubrichtung hochstens um Y = arcsin(0-4m9/mg) = 0.412rad ~ 23.6°
aus der Vertikalen verkippt sein kann. Der Steifigkeitskoeffizient ¢, wurde empirisch
festgelegt. Darauf aufbauend wurde die Schranke 7 so gewéhlt, dass fiir die Potential-
kraft max(|F,||) = ¢, -7 = 0.9 F erfiillt ist. Damit stehen stets 10% von F fiir Damp-
fungszwecke zur Verfiigung. Im Hinblick auf die Auslegungsdynamik (5.40) wurde das

Déampfungsmafl ¢, auf 0.9 festgelegt. Der Fokus liegt damit auf einem raschen Ein-
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Tabelle 5.1: Im Flugversuch verwendete Parameter des Strecken- und Antriebsmodells,
der Positions- und Lageregelung sowie des Schubgesetzes.

Parameter des Streckenmodells

J = J=diag(6.4,6.4,12.5) - 103 m2kg m = 0.585kg g =9.805m/s2
D = diag(0.3,0.3,0.3) Ns/m

Parameter des Antriebsmodells

[=0.17Tm kr=16-102m Ky=17.98-1076 Ns?[raq?

Parameter des Schubgesetzes

k=0.15 Ay =0.05

Parameter der Positionsregelung

¢ = 5.3N/m A, =0.039m 7=0.39m F=229N
¢ =009 A, =0.1

Parameter der vollstindigen Lageregelung

Cp = 1.5Nm/raq ;= 0.151rad @, = 178-7/isorad A, = 2-7/1g0rad
¢y = 0.109 Nm/raq ¥, = 0.426 rad ¥, = 178 -7/isorad Ay = 2-7/1sorad
5, = 0176 N5 v, = 0.17adfy vy, = 3.647ads r, = 0.75

5, = 0.0885Nmsfrad 1y = 0.1 7ad; vy, = 1.31 rad, ry = 0.75

70y = 0.25Nm 7. = 0.05Nm r=1

schwingverhalten, wobei moderates Uberschwingen toleriert wird. Beziiglich des Schub-
gesetzes ist vor allem der Parameter k& bedeutsam. Er bestimmt, ab welchem Wert der
Schubrichtungsfehler ¢, welcher der Projektion zugrunde liegt, als gesattigt betrachtet
wird. Da k = 0.15 ~ cos(1.420rad) gewéhlt wurde, tritt die Sattigung ab einem Winkel
von 1.420rad ~ 81.4° ein. Die Parameter A,, A, und Ay, welche die Ubergangsinter-
valle der Sattigungsfunktionen bestimmen, wurden so festgesetzt, dass Vertraglichkeit

mit den jeweiligen Sattigungsgrenzen gewdahrleistet ist.

Nachfolgend werden die Ergebnisse zweier Flugversuche prasentiert: Im ersten Ver-
such wurde ein periodischer Festwertwechsel in Position und Heading durchgefiihrt. Der
zweite Versuch umfasste eine Trajektorienfolgeaufgabe beziiglich Position und Heading.
Um die Darstellung des Headings fiir die folgenden Abbildungen zu vereinfachen, werden
die Headingvektoren hy und h, die in Abschnitt 5.1 eingefithrt wurden und welche de-

finitionsgemaf nur einen Freiheitsgrad besitzen, in Winkeldarstellungen transformiert.
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Hierzu werden die Headingwinkel
g = atan2(hg,ry, ha,1z) und Y =atan2(hyy, hr,) (5.47)
eingefithrt. Die dabei angewendete Funktion atan2 : R x R\(0,0) — [-7, 7[

arctan(2) fir a>0

arctan(2) + 7 fir a<0, b>0
atan2(b,a) = arctan(g) -7 fira<0,b<0
fira=0,b>0

o) fira=0,b<0

ME

T
ermittelt den Polarwinkel eines Vektors [a b] im korrekten Quadranten.

Die Ergebnisse des Festwertwechsels sind in den Abbildungen 5.9 und 5.10 darge-
stellt. Die Sollposition pg; und der Sollheadingwinkel 14 wurden jeweils alle 12.5s
zwischen zwei Festwerten umgeschaltet. Die Positionsfestwerte unterschieden sich um
1.25m in der inertialen z-Richtung und 0.6m in der inertialen z-Richtung. Die Vor-
gabe fiir die inertiale y-Richtung wurde konstant auf Null belassen. Phasenverschoben
zum Positionskommando dnderte das Headingkommando 14 seinen Wert sprunghaft
um jeweils 7/2rad. Der Quadrocopter fiihrte die Festwertwechsel schnell und robust
aus ohne signifikantes Uberschwingen zu zeigen. Neben den Systemantworten fiir die
Position und das Heading sind in den Abbildungen 5.9 und 5.10 die Zeitverlaufe weite-
rer Systemgrofien angegeben. In Abbildung 5.9d sind die Komponenten der virtuellen
StellgréBe F des Positionsreglers sowie deren Betrag |F| dargestellt. Entsprechend dem
Regelungsentwurf in Abschnitt 5.4 kann der Betrag |F| die festgelegte Schranke F
nie tiberschreiten. Man erkennt, dass zu Beginn jedes Positionswechsels Kraftspitzen
auftreten, die den Quadrocopter aus dem Schwebezustand heraus beschleunigen. Da
die Geschwindigkeit im Schwebezustand anndhernd Null ist und somit praktisch keine
translatorische Dampfung auftritt, resultieren diese Kraftspitzen so gut wie ausschlief3-
lich aus der Potentialkraft F,, deren Maximalbetrag ¢, -7 = 2.06 N durch den Regler
vollstdndig ausgenutzt wird. Abbildung 5.10a gibt Auskunft iiber den Betrag F, der
virtuellen Schubkraft F; und den tatsichlich kommandierten Schub F'. Es sei zunachst
darauf hingewiesen, dass im vorliegenden Festwertfall, in dem sédmtliche Zeitableitungen
der Sollposition py gleich Null sind, ein sehr einfacher Zusammenhang zwischen der vir-
tuellen Schubkraft Fy und der StellgréBe F des Positionsreglers besteht. Entsprechend
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Abbildung 5.9: Erster Teil der Flugversuchsergebnisse fiir den Festwertwechsel.
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Abbildung 5.10: Zweiter Teil der Flugversuchsergebnisse fiir den Festwertwechsel.

(5.6) unterscheiden sich beide Gréfen nur um den Kraftanteil, der die Gewichtskraft
kompensiert. Aus (5.6) ist auch ersichtlich, dass die negative Richtung der virtuellen
Schubkraft F, die Sollausrichtung der korperfesten z-Achse z,4 bestimmt, wihrend ihr
Betrag F, entsprechend dem festgelegten projizierenden Schubgesetz (5.45) in den rea-
len Schub F' umgesetzt wird. Folglich fallt der Schub F' im Verhéltnis zu Fy umso
geringer aus, je grofler die Abweichung zwischen z und z, ist. Besonders augenfallig ist
dieser Effekt in Abbildung 5.10a zu den Umschaltzeitpunkten der Sollposition, wo sich
z4 sprunghaft dndert. Diese Spriinge konnen wiederum in Abbildung 5.10b gut nach-

vollzogen werden, wo dargestellt ist, wie die unterlagerte Lageschleife der Regelung die
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Sollausrichtung der kérperfesten z-Achse z4 erfolgreich einregelt. Die Stellmomentenver-
laufe, die der Lageregler kommandiert, um das geforderte Heading und die gewiinschte
z-Achsenrichtung herzustellen, sind in Abbildung 5.10c dargestellt. Deutlich erkennbar
ist der Einfluss des Messrauschens. Die vom Regler angeforderten Stellgrofien 7 und F
wurden im Versuch mit Hilfe des statischen Antriebsmodells (2.20) in entsprechende
Drehzahlkommandos gewandelt, die dann an die Drehzahlregler der einzelnen Rotoren
weitergegeben wurden. Es sei angemerkt, dass die im Antriebsmodell vernachléssigte
Motordynamik den Einfluss des hochfrequenten Messrauschens abmildert und zu deut-

lich glatteren Drehzahlverlédufen fiihrt.

Es soll nochmals hervorgehoben werden, dass der vorgestellte kaskadierte Regler
grundsatzlich in der Lage ist beliebig grofie Festwertwechsel in der Position zu verarbei-
ten, ohne dass die Konvergenz des Systems zur gewtinschten Ruhelage beeintrachtigt
oder gar gefdhrdet wird und ohne dass dabei unbeschrankte Stellgrofien auftreten kon-
nen. Wie zuvor beschrieben, ist es sogar moglich tiber die Schranke F' den maximalen
kommandierten Kippwinkel des Quadrocopters exakt zu spezifizieren. Damit eignet sich
der vorgeschlagene Regler insbesondere fiir Anwendungen, bei denen weit voneinander
entfernte Wegpunkte angeflogen werden miissen. Im Unterschied zu anderen Regelungs-
konzepten kénnen die Sollpositionen direkt an die Regelung kommandiert werden. Eine

aufwéindige Generierung interpolierender Trajektorien kann entfallen.

Die Zielsetzung des zweiten Flugversuchs bestand darin den Quadrocopter die in
Abbildung 5.11 dargestellte Positionstrajektorie in Form einer dreidimensionalen Acht
abfliegen zu lassen und gleichzeitig eine oszillierende Headingtrajektorie einzuregeln.
Aufgrund der limitierten Anzahl an Ubertragungskanilen der Funkstrecke zum Qua-
drocopter, konnten die Trajektorien pg;(t) und hg;(t) nicht direkt zusammen mit
allen erforderlichen Zeitableitungen tibertragen werden. Deshalb wurden die Trajekto-
rien pg(t) und hy () (zusammen mit den bendtigten Ableitungen) bordseitig durch
Filterung der ersatzweise iibertragenen Kommandosignale p. ;(t) und v.(¢) generiert.

Mithilfe des Filters fiinfter Ordnung, der durch die Ubertragungsfunktion

1

G5(8) = (015 + 1)(0.0152 + 0225 + 1)2

spezifiziert ist, lasst sich die erzeugte Positionstrajektorie im Frequenzbereich iiber den

Zusammenhang

Pa,1(s) = diag(Gs(s), G5(s), G5(5)) - Per () (5.48)
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Abbildung 5.11: Réaumliche Darstellung der vorgegebenen Positionstrajektorie pg s (t).
Die grauen Kurven kennzeichnen orthogonale Projektionen der Trajektorie.

angeben. Die Headingtrajektorie wurde tiber die Beziehung

Vg (s) = G5(s)ve(s)
hy () = [cos (@D;(t)) sin (@D;(t)) O]T

generiert. Man beachte, dass der Winkel ¢} identisch mit dem in (5.47) eingefiihrten
Winkel 14 ist, solange ¢ € [-m, 7| gilt. Dies ist im Folgenden gewdhrleistet.

Fiir den prasentierten Flugversuch wurden die Kommandosignale

cos(1.287rad) sin(1.287rad) 0 0.2m - sin (% radfs- 1)
Pe(t) = [-sin(1.287rad) cos(1.287rad) 0] 0.6m - cos(§ radfs-t)
0 0 1] [-0.2m-sin(§radfs-t) -0.9m
R. p:(t)

und
Ye(t) = T rad-sin (1 radfs . t) - 1.287rad
4 10

an den Quadrocopter iibertragen. Somit wiederholt sich die Positionstrajektorie alle 8
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und die Headingtrajektorie besitzt eine Periodendauer von 20s. Fiir eine gute Einpas-
sung der translatorischen Bahnkurve in den vorhandenen Flugraum, wurde die durch
p:(t) beschriebene Grundform der Bahn zusétzlich mit Hilfe der konstanten Rotations-
matrix R, um 1.287rad um die inertiale z-Achse gedreht. Derselbe Winkel wurde vom
sinusférmigen Headingkommando .(t) entsprechend abgezogen. Abbildung 5.11 zeigt
eine rdumliche Darstellung der resultierenden (eingeschwungenen) Positionstrajektorie
pa(t), die durch Filterung entsprechend (5.48) aus p.;(t) hervorgeht.

Die Ergebnisse des zweiten Flugversuchs sind in den Abbildungen 5.12 und 5.13 zu-
sammengefasst. Wie man den Abbildungen 5.12a - 5.12d entnehmen kann, wird die Tra-
jektorienfolgeaufgabe durch die verwendete kaskadierte Regelung zuverlassig bewaltigt,
was in Anbetracht der bestehenden Modellunsicherheiten und der diversen Stérungen
denen der Quadrocopter ausgesetzt war, unterstreicht, dass das vorgeschlagene Rege-
lungskonzept die in der Praxis erforderliche Robustheit aufweist. Um die Performanz
des Systems weiter aufzuschliisseln, wurden die Mittelwerte und die Standardabwei-
chungen der Folgefehler p = [ﬁm Dy pz]T =p;—Ppq und ¥ = -1, fiir das abgebildete
Zeitintervall berechnet. Die Ergebnisse sind in Tabelle 5.2 angegeben und zeigen Stan-

dardabweichungen von maximal 6 cm in der Position und 0.0835rad im Heading.

Tabelle 5.2: Statistische Kennwerte der Folgefehler.

Pe[m]  py[m]  p.[m] ¢[rad]
Mittelwert 0.0039 0.0062 -0.0015 0.0046
Standardabweichung 0.0608 0.0457 0.0257 0.0835
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde das Trajektorienfolgeproblem fiir die Position eines Quadro-
copters betrachtet und mit Hilfe eines nichtlinearen kaskadierten Reglers gelost. Es
wurde aufgezeigt, wie der Headingfreiheitsgrad des Flugsystems wahlweise in die Tra-
jektorienfolgeaufgabe eingebunden oder aus dieser ausgeklammert werden kann. Die
angewendeten energiebasierten Entwurfsmethoden ermdoglichen dabei eine physikalisch
transparente Interpretation der Stellgesetze und erleichtern damit die Parametrierung
der Regelung. Die gewéhlte kaskadierte Reglerstruktur aus tibergeordneter Positions-
und untergeordneter Lageregelung fithrte auf zwei grundséatzliche regelungstheoretische
Problemstellungen, die im Mittelpunkt der Arbeit standen. Zum einen wurde das Lage-
regelungsproblem starrer Korper auf die spezifischen Anforderungen des Quadrocopters
hin analysiert und entsprechend gelost. Zum anderen wurde ein Stabilitatskriterium fiir
eine Klasse nichtautonomer nichtlinearer Kaskadensysteme formuliert.

Beim Manovrieren eines Quadrocopters kommt der gezielten und schnellen Ausrich-
tung der Schubkraft eine zentrale Rolle zu. Der Headingfreiheitsgrad, welcher die Orien-
tierung des Flugsystems um die Schubrichtung herum beschreibt, ist fiir das translato-
rische Verhalten des Quadrocopters dagegen bedeutungslos. Konsequenterweise wurde
in dieser Arbeit eine neuartige reduzierte Lageregelung entwickelt, welche ausschlie§lich
die Schubrichtung des Quadrocopters einregelt und damit eine unnétige Vorgabe des
Headings vermeidet. Der Reglerentwurf erfolgte mittels energiebasierter Entwurfsme-
thoden, welche darauf abzielen, die potentielle Energie des Fehlersystems in adédquater
Weise zu formen und die Dissipation der Gesamtenergie tiber das gezielte Einbringen
von Dampfung zu steuern. Der vorgeschlagene Regler garantiert die Einhaltung vor-
gegebener Stellmomentenschranken und fokussiert gleichzeitig ein moglichst schnelles
Einschwingverhalten. Letzteres wird durch eine durchdachte Dampfungsstrategie er-
moglicht, welche danach strebt zielfiihrende Bewegungen gewahren zu lassen und uner-

wiinschte Bewegungen zu unterbinden. Das resultierende Reglerverhalten ahnelt jenem
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der zeitoptimalen Regelung und zeichnet sich insbesondere durch die Fahigkeit zur ge-
zielten Stellgroflenséattigung aus. Fiir den Fall konstanter Sollschubrichtungen wurde

Robustheit gegeniiber beliebigen Unsicherheiten im Tragheitstensor nachgewiesen.

Soll neben der Schubrichtung auch eine Headingvorgabe eingeregelt werden, so wird
eine vollstiandige Lageregelung bendtigt. In der vorliegenden Arbeit wurde deshalb eine
neuartige vollstandige Lageregelung entworfen, welche eine konsequente Weiterentwick-
lung des reduzierten Lageregelungsansatzes darstellt. Die Motivation bestand darin,
das Einregeln der Schubkraftrichtung klar gegeniiber dem Einstellen der Headingvorga-
be zu priorisieren, um damit der sicherheitskritischen Bedeutung der Schubausrichtung
gerecht zu werden. Die entwickelte vollstandige Lageregelung erfillt diese Anforderung
und bewahrt dariiber hinaus alle giinstigen Eigenschaften der reduzierten Lageregelung
hinsichtlich beschrankter Stellmomente, schnellem Einschwingverhalten und Robustheit

gegentiiber Tragheitsunsicherheiten.

Bei der Entwicklung der Regelgesetze wurde besonderer Wert auf die globale Be-
trachtung des Lageregelungsproblems gelegt. Dies erfordert die Beriicksichtigung der
nichttrivialen geometrischen Eigenschaften der speziellen orthogonalen Gruppe SO(3),
welche die Menge der 3 x 3 Rotationsmatrizen beschreibt und damit den Konfigurati-
onsraum der Starrkorperorientierung bildet. Durch den Verzicht auf alternative Lagepa-
rametrierungen wie Eulerwinkel oder Quaternionen und die konsequente sorgsame In-
terpretation aller Regelgesetze im Konfigurationsraum SO(3) wurden global definierte
Riickfiithrungen entworfen, welche frei von jeglichen parametrierungsbedingten Singula-
ritdten und Unwinding-Phédnomenen sind. Die kontinuierlichen Stellgesetze garantieren
dartiber hinaus fast global asymptotische Stabilitdt und erschliefen damit den grofit-
moglichen Einzugsbereich, welcher im Hinblick auf den vorliegenden nichtkontraktiven
Zustandsraum gewéhrleistet werden kann.

Durch den gewahlten kaskadierten Regelungsansatz zur Bewaltigung der Positions-
folgeaufgabe am Quadrocopter resultiert unabhéngig von den angewendeten Entwurfs-
methoden eine nichtautonome, nichtlineare kaskadierte Fehlerdynamik mit einer spe-
zifischen Struktur. Bestehende Arbeiten zur Stabilitdtsanalyse kaskadierter Systeme
decken die vorliegende Systemklasse nicht unmittelbar ab, weshalb die Ergebnisse in
der vorliegenden Arbeit entsprechend erweitert wurden. Dies resultierte in der Formu-
lierung eines hinreichenden Kriteriums fiir die asymptotische Stabilitat der Nullruhelage

einer Klasse nichtautonomer, nichtlinearer kaskadierter Systeme.

Im letzten Teil der Arbeit wurde ein Positionsregler entworfen, der sich mit den ent-
wickelten Lageregelungskonzepten zu einem geeigneten kaskadierten Trajektorienfolge-

regler kombinieren ldsst. Fiir die Synthese des Positionsregelkreises wurden wiederum
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die energiebasierten Entwurfsmethoden herangezogen. Die vorgeschlagene Positionsre-
gelung erlaubt eine wirkungsvolle Beschrénkung der angeforderten (virtuellen) Stellkréaf-
te. Hierdurch lasst sich zum einen der angeforderte Schubkraftbetrag auf Werte grofler
Null beschranken, wodurch das Problem undefinierter Sollschubrichtungen vermieden
wird. Zum anderen kann die kommandierte Schubkraftrichtung in einem vorgegebenen
Kegel einddmmt und somit der maximale Kippwinkel begrenzt werden, der potenziell
an die Lageregelung kommandiert wird. Mit Hilfe des erarbeiteten Stabilitatskriteriums
fir die vorliegende Klasse kaskadierter Systeme wurde fast global asymptotische Sta-
bilitdt fiir den geschlossenen Gesamtregelkreis nachgewiesen. Die Funktionstiichtigkeit

des kaskadierten Regelungskonzepts wurde schliellich durch Flugversuche belegt.

Angeregt durch die Ergebnisse dieser Arbeit, konnen folgende Fragestellungen die Grund-

lage fiir weiterfithrende Forschungstatigkeiten bilden:

Sondierung der Entwurfsfreiheitsgrade I' und kp: Der Faktor [ bestimmt in den
Lagefolgeregelungen inwieweit der Coriolis-Term kompensiert wird (siehe (3.53) bzw.
(4.67)). Der Schubiibersetzungsfaktor kg legt fest wie sich der virtuelle Schubkraftbetrag
in den realen Schubkraftbetrag iibertragt (siche (5.12)). Beide Entwurfsfreiheitsgrade
konnen weitgehend frei gestaltet werden, ohne dass die gefiithrten Stabilitatsnachweise
beeintrachtigt werden. Gleichzeitig darf angenommen werden, dass ihr Einfluss auf die
Dynamik der geschlossenen Regelkreise und den zu treibenden Stellaufwand nicht zu
vernachlassigen ist. Eine Optimierung der angesetzten funktionalen Zusammenhange
fir beide Groflen hinsichtlich aussagekraftiger Kriterien wie Stellaufwand oder Ein-
schwingzeiten konnte die Leistungsfahigkeit der Regelungen weiter verbessern. Erste
Untersuchungen hinsichtlich kg, die den Einfluss des Parameters belegen, wurden be-
reits in [61] durchgefiihrt.

Integration von Mechanismen zur Kompensation von Storungen und Modell-
unsicherheiten: Die prasentierten Regelungen besitzen aktuell keine Mechanismen zur
aktiven Kompensation von Storungen und Modellunsicherheiten. Es wére wiinschens-
wert mindestens Integralverhalten in die Regler aufzunehmen oder sogar das vorteilhafte
Nominalverhalten der hier prasentierten geschlossenen Regelkreise als Referenzdynamik
fiir adaptive Regelungsentwiirfe zu nutzen. Ein Hemmnis, welches es bei diesen Anliegen
zu iberwinden gilt, resultiert aus der Tatsache, dass die verwendeten energiebasierten
Entwurfsverfahren per Konstruktion keine Lyapunovfunktionen mit negativ definiter
Zeitableitung, sondern lediglich solche mit negativ semidefiniter Zeitableitung hervor-

bringen.
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Kaskadierte Regelungen aus alternativen Teilreglern: Das entwickelte Stabili-
tatskriterium fiir die vorliegende Klasse nichtautonomer nichtlinearer kaskadierter Sys-
teme ermoglicht es, den Stabilitdtsnachweis fiir Kombinationen aus verschiedensten
Positions- und Lagereglern zu fithren. Damit ergibt sich eine grofle Bandbreite poten-
zieller kaskadierter Gesamtregler, fiir die man sich modular aus unterschiedlichsten
Entwurfsverfahren bedienen kann. Es bietet sich daher an, alternative Reglerkombina-

tionen zu bilden, zu analysieren und gegentiberzustellen.
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Anhang A

A.1 Formaler Nachweis der Eigenschaft é,=0 unter der
Annahme 3.2

Folgende Betrachtungen gelten im Fall z; g # +e,, der fiir die Uberlegungen in Abschnitt
3.2.2 relevant ist. Definiert man v = (e, ))z4 5 so gilt laut (3.16)

1
e,=—
Y
und entsprechend
d({ 1 1 vy 1
é,=—|— | V+— V=-—= - V+ — V. (A.1)
Tt (|V|) vl [vI? vl

Fiir ¥ ergibt sich mit (3.6a)
v =(e:)z45 = (e:)(2ap)@n -

Annahme 3.2 besagt, dass wp = wye, gilt. Setzt man dies in die vorige Gleichung ein,

so erhalt man
V= (e.)(za 5w, = wole ) (zap)— v = (e )(zan)(e:)za 5 - (A2)

Mit Hilfe der Identitat (2.6) lésst sich der Zusammenhang (A.2) weiter umformen zu

L w w
V= (-elzqp-Is+2z45el )(e.)2ap = = (-el 245 (€.)24p +2zap el (e.) 2a5)
v v N NG

v oT
_ _wwesz B
v
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Setzt man dies in (A.1) ein, so ergibt sich schliefllich

T T T T T
& = wwez Z4pvV'V ) wwez Z4,B o (WSDGZ Z4,B w¢ez Zd,B) ~0
0= = — .

V_
Ivi* [vI? IvI? IvI?

A.2 Bestimmung der Schaltlinie s,(y)
Die relevante Differentialgleichung
jlgb = 77':,33/
beschreibt eine konstant positiv beschleunigte Bewegung, deren Losung durch

:@.ﬁ

+ @0 T+ o
1

gegeben ist, wobei ¢y die Winkelgeschwindigkeit und ¢y den Winkel zum Zeitpunkt
t = 0 reprasentiert. Entsprechend gilt fiir die Winkelgeschwindigkeit

. T .
p=-2" -+
1

Gesucht ist die Phasenraumdarstellung all jener Losungen, fiir die zu einem beliebi-
gen Zeitpunkt (¢,¢) = (¢, -v,,) gilt. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kann

angenommen werden, dass dies zum Zeitpunkt Null der Fall ist und es folgt

Tey

<p=2j ~t2—v¢l-t+cpl, (A.3)

1

p= oy, . (A4)
J1

Durch Auflésen der Gleichung (A.4) nach ¢ und Einsetzen in (A.3) erhélt man

_ Jl . 2 Jl . Jl 2
()0_ 27 (SDJFUSOI) - = v‘ﬂl(p_ — UQOL +S01
Tay Tay Tay
J 5k
= — 2 — U?OZ-FQOI.
2Ty 2Ty

Lost man diese Gleichung schliefSlich nach ¢ auf so ergibt sich

. S o1
@ = i\/v?pl +2J1 Ty -@1),
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A.3 Darstellung der Drehratenkomponente wi# in Abhéngigkeit von z, 5 und wh?

wobei jedes Vorzeichen einen Ast derselben Phasenraumtrajektorie beschreibt (vgl. Ab-
bildung 3.6). Als Schaltlinie von Interesse ist nur derjenige Ast, der in der negativen

Halbebene (¢ < 0) liegt und es folgt

a1
so(p) = —\/vfol +2J1 Tl —¢r) .

A.3 Darstellung der Drehratenkomponente w?* in

Abhangigkeit von z, 5 und wh?

Ausgehend von Gleichung (4.18) wird im Folgenden gezeigt, dass sich w®# tiber den
in Abschnitt 4.2 angegebenen Zusammenhang (4.19) in Abhéngigkeit der Groien z, 5
und wh? darstellen lasst.

Man stellt zunéchst fest, dass zur Bestimmung von wf# nur das zweite Element in

der ersten Zeile der Matrixgleichung (4.18) betrachtet werden muss. Selektiert man
dieses Element, indem man die Matrixgleichung von links mit eI und von rechts mit

e, multipliziert, so erhélt man
GZRABRﬁBey —e; Rap(wi”)Rlpe, = Wit (A.5)

Um die Umformung der linken Seite dieser Gleichung vorzubereiten, werden zunachst
vorteilhafte Darstellungen fiir R4p, R%,; und R 45 gebildet. Dabei wird im Folgenden
hiufig und ohne gesonderte Erwidhnung von der Schiefsymmetrie des Operators (-))
(siche (2.3)) Gebrauch gemacht.

Aus (4.10) ist bekannt, dass

Trap -1+ 1-eizan e.)zq gzl s(e.) - ((e.)zan
Rup = €.%Zd,B I H <<ez>>zd,BH2 << Z>> ) d,B<< Z>> << << Z>> ) >> (A 6)
1- eZZd,B ’

T
=ezzd73-13—

(e:)z4pz4 pe:) - ((e:)2a5)

[{e-)za5]

gilt. Der letzte Summand dieser Gleichung lésst sich mit Hilfe der Eigenschaft (2.7) in

der Form
- ((e-)za5) = —zapel +e.2] 5 (A7)

angeben. Weiterhin kann die quadratische Norm im mittleren Summanden als Skalar-
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produkt geschrieben werden. Fithrt man dies durch, so erhélt man

[{e:)zanl? = 24 s{e:)" (e:)zap = —24 p(e:) 245 - (A.8)

Der Ausdruck zj ;(e.)?z4 5, der im Laufe der Herleitung mehrfach auftreten wird, ldsst
sich wiederum mit Hilfe der Eigenschaft (2.6) und der Einheitslange der Vektoren e,

und z, p weiter umformen, was schliefflich auf

Z£B<<ez))2zd73 = ziB(IngeZezT)zdﬁ = —ziBzCaB +Z£Bezefzd7g =—(1-elzgp)(1+elz, )

| —
-1
(A.9)
fihrt. Setzt man (A.7) sowie (A.8) und (A.9) in (A.6) ein, so ergibt sich
1
RAB = ezZCLB . 13 - m<<ez>>Zd7BZ£B<<ez>> - ZCLBGZ1 + ezzz;B . (AlO)
Entsprechend gilt fiir die transponierte Matrix
1
RZ;B - egzdﬁ P m«ez»zdﬂzgﬂ«ez» + zd7Bez - ezszB (A.11)
und fiir die Zeitableitung
. . 1 . .
Rup= efzd,B I3 - m (<<6Z>>Zd,BZ£B<<eZ>> + <<e2>>zd,BZ£B<<eZ>>)
o (A.12)

ezzd B . .
m«ez V2a 524 p(e:) - 2apel +e.zp .
Mit den gewonnenen Darstellungen (A.11) und (A.12) werden nun der Zeilenvektor
eIR 5 und den Spaltenvektor R ze, gebildet, welche im ersten Summanden von (A.5)
auftreten. Unter Ausnutzung der Orthogonalitdt der Einheitsvektoren e,, e, und e,

ergibt sich

1
C(1+€Tz.5)
efidﬁ

T

el Rap = elzap-e] (e7 (e:) 2,524 p((e.) + €7 (€. )24 574 p(e-))

(1+eTz4p)2 ef<<ez>>zd73z£B«ez>> - egzd,B el
z 3

und

1

R%.e,=elz;5-¢,— ————
AB®y 2 4d,B " %y T
(1+ede7B)

(e:)z4pzq p(e:De, - e.zq pe, .
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A.3 Darstellung der Drehratenkomponente wi# in Abhéngigkeit von z, 5 und wh?

Nutzt man erneut der Orthogonalitit der Einheitsvektoren e,, e, und e., die Eigen-
schaft (2.5) sowie die Identititen el{e.) = el und (e.)e, = e,, so berechnet man fiir

den ersten Summanden aus (A.5)

T
. €. 24,8
T T _ z 4d, T, T T . T
e, RasRype, = (1+elz.p) (ey 2d4,BZq,pCz T €, Zd,BZd,Bex)
z )
elZip-elzip elZip T

T
B e Z VA e
(1 + ede’B)Q (1 + ezzd,B) y 2d,BZq pCx

1

T eTagye O o Zanle:) s i e:
z )

N e’
=a
1 .
(U +elzp)? ¢, 74,5 24,5(C:)" %45 %50
4 El e, ottt
=b
elZap 1

T 2 T T, T. T
e, %4 zd7B((eZ>> Z4B %4 p€r + €, 24 B €, €; Zy g€y .

[ —
a =1

- (1+elzy)3

(A.13)
Das hierin enthaltene Skalar a kann iiber die Beziehung (A.9) ersetzt werden. Fiir
das Skalar b leitet man auf analoge Weise mit Hilfe der Eigenschaft (2.6) sowie der

Orthogonalitét zwischen z, p und zg g her, dass

.T 2 LT T LT LT T Te T
b= zd7B((eZ)> za,p = 2q (I3 + €.€; )Zap = — %y pZa B +Z, p€.€, Z4.B = €, 24, B€, Zd,B

N— —
=0

gilt. Fiihrt man die Ersetzungen a = —(1 - ez )(1 +elz,5) und b = 2] ze.elz, 5 in

(A.13) durch und fasst die Terme weiter zusammen, so ergibt sich

. 1 el'z4p
T T _ T, T _ z 4d, T T
e, RapR,ze, = (1+ 6Tz, ) €, Zd,BZ, p€x (1+ 6Tz, 5) €, Zd, B2, p€x
z ) z )
efidﬁ

m (QGde,B ~(1+elzap) + (1~ egzd,B)) egzd,BZg,Bem

=0

T, T
+ ex Zd7BZd7Bey
1
T T T T T, T T,
= 1T N (—Zd Bexey Zd,B - € Zd,BZd Beyex Zd,B) + zZ, Beyel, Zd,B
(1 te, Zd,B) ’ ’ ’
1

_ T Tes T T, )
z )

1
T T T\
= 2 ee. —e.e VA .
d,B( Yx T y) d,B
(1+elzyp)

Durch Substitution von z, 5 mit Hilfe der Dynamikgleichung (4.15) und ein erneutes
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Anwenden der Eigenschaft (2.7) erhélt man schliefllich

IR arRYse, = oy Zhal{en)e, )z s)w)”
; | (A.14)
24 e N zamop”

T (1+elzyp)

fiir den ersten Summanden aus (A.5). Der zweite Summand lasst sich vergleichsweise

leicht umformen. Unter Ausnutzung der Rechenregeln (2.4) und (2.9) folgert man

—e"Rup(wB?) R se, = e/ Ran(RY pe, )wh? = e Rup(Rhpe, ) RY s Rapwh?

————
I3
= e; RapRlp(e,)Rapwp” = e; (e, ) Rapwp” .
——— —_——
I3 :ez

Ersetzt man hierin R 45 mit (A.10) und berticksichtigt e’ (e, ) = 07, so erhalt man

T DB T _ T T T T T T DB _ T DB
- € RAB<<wB »RABey =1€:%Zd,B€; —€,Z4p€, +€,€,Z;p|Wp =Z;pWp . (A15)
——
=1

Mit (A.14) und (A.15) ldsst sich nun die urspringliche Gleichung (A.5) in der Form

1
wh = m ZdT,B<<ez>> (zap)wp” + ZdT,ngB
1

- m Zq,5 (((ez>><<zd,3>>w§B +(1+elzp) -13) whB

angeben. Wendet man schliefllich die Rechenregel (2.6) ein letztes Mal an, so ergibt sich

1
DA _ T T T T DB
Waz = ——— Zip(~€l2zap T3+ 24 pel + (1 +elz.p) 1) wp
(1 + e, Zd,B)
1 1
T T DB T T T DB

T (+elzgp) T (+elzgp)

S—— ——
=1

= (1+7ide) ([O 0 1] + [Zd,Bm Zd,By Zd,Bz]) wp”

_ 2d,Bx 2d,By 1 DB
= w .
[(1+Zd,Bz) (1+24,B2) ] B

Dies entspricht der in Abschnitt 4.2 angegebenen Beziehung (4.19).

168



A.4 Berechnungsvorschriften fiir X4 und X4 1

A.4 Berechnungsvorschriften fiir x;; und X, ;

Durch Ableiten der Berechnungsvorschrift (5.2) und Anwendung der Eigenschaften (2.4)
und (2.3) erhalt man

Sy v »«‘1 e ({tare M + G-V

+ (0] (e ) ) (e har) ™ - (0] (e )z ) (e o
+h (e )24 ) (2a1)(e:Yhar) - (zar)(e:)has (A.16)

sowie

X1 = \/h = oh ((Zar) (e har +2(Zar)(e:Vhar + (zar)(e-)has)
Zd I d,I

—3(h§1<<e V(zar)*(e >>hd1) -(hf (e )(zar)*(e:)has

+hi (e )(zar) {241 ) (e )ha, 1) (za) (e s + (b (e.)(zar)*(e:)har)
(0 (e ) (zar) (e )has + 20] (e ) (Zar ) (Zar) (e:)has
+2h (e )(zar) (Zar) (e )has + 0] (e )(zar) (e ha,

+h (e )(2a1)* (e )har + bl (e )(zar) (Zar){e:)har) - (2ar)(e.)has
+2(h] (e ){(zas)*(e:)has +hY (e.)(zar)(Zar) (e )har)

((zar) (e har + (zar)(e-)har)] -

_3
2

MQ

(A.17)
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Symbolverzeichnis

Abkiirzungen
CICS Converging input converging state.

IMU Inertiale Messeinheit (engl. inertial measurement unit).

Lateinische Buchstaben

A Hilfskoordinatensystem, welches bei der Zerlegung des Lagefehlers in Er-
scheinung tritt, A = {X4,¥Ya,Za}-

ARot Von den Rotorbléattern iiberstrichene Fléche.

Agr Einzugsbereich der Ruhelage £, = 0.

B Korperfestes Koordinatensystem, B = {x,y,z}.

Cr Lokale Steifigkeit des Positionsregelkreises bzgl. des betragsméfligen Posi-
tionsfehlers » um r = 0.

Cyp Lokale Steifigkeit des Lageregelkreises bzgl. des Schubrichtungsfehlers ¢
um ¢ = 0.

Cy Lokale Steifigkeit des Lageregelkreises bzgl. des Headingfehlers ¢ um
V=p=0.

Ci Klasse der i-fach stetig differenzierbaren Funktionen.

d, Durch den Positionsregler induzierte und richtungsunabhangig wirksame

Dampfung der translatorischen Fehlergeschwindigkeit.

d, Durch den Lageregler induzierte Dampfung der Drehratenkomponente w,.

dy Durch den Lageregler induzierte Dampfung der Drehratenkomponente w,,.

d, Durch den Lageregler induzierte Démpfung der Drehratenkomponente w, .

d Systemeingang des Kaskadensystems.

D Sollkoordinatensystem, D = {X4, Y4, Za}-

D Déampfungsmatrix der translatorischen Starrkérperdynamik. (In Abschnitt
1.2 allg. Dampfungsmatrix.)

D Durch den Positionsregler induzierte Démpfungsmatrix.

D, Obere linke Blockmatrix der Dampfungsmatrix D..

D, Durch den Lageregler induzierte Démpfungsmatrix.

e, Basisunabhéangiger Einheitsvektor, e, = [1 0 O]T.
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SRR

S|

A
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Basisunabhangiger Einheitsvektor, e, = [O 1 O]T.

Basisunabhéangiger Einheitsvektor, e, = [O 0 1]T.

Einheitsvektor, welcher die Drehachse der Rotation angibt, die z auf kiir-
zestem Weg in z, tiberfiihrt.

Einheitsvektor, welcher die Vektoren e, und z so ergénzt, dass {e,,e,,z}
ein rechtshandiges kartesisches Koordinatensystem darstellt.

Potentialfunktion der vollstandigen Lageregelung.
Potentialfunktion des 3D-Pendels.
Potentialfunktion der Positionsregelung.

Potentialfunktion der reduzierten Lageregelung sowie vom Schubrichtungs-
fehler ¢ abhangige Komponente der Potentialfunktion F.

Vom Headingfehler ¥ abhangige Komponente der Potentialfunktion E.

Teilmenge des Zustandsraums, in der die Zeitableitung der Lyapunovfunk-
tion verschwindet.
Schubkraftbetrag eines Rotors bzw. Schubkraftbetrag des i-ten Rotors.

Schubkraft des i-ten Rotors.
Vektorfeld des ungekoppelten Positionsteilsystems.
Vektorfeld des autonomen Lageteilsystems.

Betrag der Schubkraft, F' = |F|. Stellgrofe des Quadrocopters.

Obere Schranke fiir den Betrag der virtuellen Stellkraft des Positionsreglers,
|¥] < F.

Betrag der virtuellen Schubkraft, F; = |F,4].
Schubkraft.

Virtuelle Stellkraft des Positionsreglers.
Virtuelle Schubkraft.

Durch das Potential E, induzierte Kraft.
Erdbeschleunigung.

Kopplungsterm des Kaskadensystems.
Headingvektor.

Sollheadingvektor.

Inertiales Koordinatensystem, I = {Xn, Yin, Zin }-
Grofite in £ enthaltene invariante Menge.
Einheitsmatrix der Dimension i x i.

Eintrag der ersten beiden Diagonalelemente von J.

Letztes Diagonalelement von J.



Ty

Tréagheitstensor des Quadrocopters.

Diagonal besetzte Abschiatzung des Tragheitstensors des Quadrocopters,
J =diag(Jy, Ji, J2).

Untere Schranke des Schubiibersetzungsfaktors kp.
Schubiibersetzungsfaktor.

Klasse der streng monoton wachsenden Vergleichsfunktionen. Siehe z. B.
[95, Definition 4.2].

Matrix, welche die Transformation von den quadrierten Rotordrehzahlen
w? in den Stellmomentenvektor 7 sowie den Schubkraftbetrag F' leistet.

Lange eines Auslegers des Quadrocopters.

Abstand zwischen Drehpunkt und Schwerpunkt des 3D-Pendels.
Masse des Quadrocopters.

Masse des 3D-Pendels.

Position des Quadrocopters.

Positionsfehler des Quadrocopters.

Im Flugversuch an den Quadrocopter iibermitteltes Positionskommando.
Sollposition des Quadrocopter.

Vom Rotor erbrachte Leistung zur Erhohung des Luftmassenimpulses.
Vom Motor erbrachte mechanische Leistung.

Betrag des Positionsfehlers, r = ||p||.

Parameter des Positionsreglers, welcher zusammen mit ¢, die betragsméflige
Sattigungsgrenze der Potentialkraft F, bestimmt.

Parameter des reduzierten und vollstandigen Lagereglers, welcher die Aus-
dehnung des Uberblendbereichs zwischen beschleunigungs- und bremsopti-
maler Dampfung d, bestimmt.

Parameter des vollstiandigen Lagereglers, welcher die Ausdehnung des Uber-
blendbereichs zwischen beschleunigungs- und bremsoptimaler Dédmpfung d,
bestimmt.

Verbindungsvektor vom Ursprung des korperfesten Koordinatensystems zur
Nabe des i-ten Rotors.

Zustandsraum der Zustandsvariablen & .

Rotationsmatrix, welche die Transformation von einem Koordinatensystem
K in ein Koordinatensystem K’ leistet.

Vektorielle Darstellung der Rotationsmatrix Ry k.
Menge der reellen Zahlen.

Menge der positiven reellen Zahlen einschliefilich Null, R*? = {a € R|a > 0}.

Euklidischer Vektorraum der Dimension 7.
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Sy

50(3)

Si
SO(3)

Vind
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Laplace-Variable.

Schaltlinie, welche die (¢, ¢)-Phasenebene in einen Beschleunigungs- und
einen Bremsbereich unterteilt.

Schaltlinie, welche die (¢J,1))-Phasenebene in einen Beschleunigungs- und
einen Bremsbereich unterteilt.

Menge der schiefsymmetrischen 3 x 3-Matrizen, s0(3) = {G € R¥3|GT =
-G}.

Mantelfldche der i+1-dimensionalen Einheitskugel, §¢ = {a ¢ Ri*! |aTa = 1}.
Spezielle orthogonale Gruppe, SO(3) = {R e R¥*3|RTR =I;,det(R) = 1}.
Zeit.

Betrag des Moments, welches durch das Pendelpotential £, induziert wird.
Betrag der z-Komponente T, des Potentialmoments T, T =|T,| = |elT|.
Betrag des Potentialmoments T, T, = | TZ|.

Durch das Potential £ induziertes Moment.

Durch das Potential F, induziertes Moment, welches um die Achse e,
wirkt.

Um die Achse e, wirksamer Anteil des durch die Potentialkomponente Fy
induzierten Moments.

Um die Achse ey wirksamer Anteil des durch die Potentialkomponente Fy
induzierten Moments.

Um die Achse e, wirksamer Anteil des durch die Potentialkomponente Fy
induzierten Moments.

Durch den Rotor induzierte Geschwindigkeit des Luftstroms.

Betragsmaflige Geschwindigkeit, welche fiir ¢ beim Eintritt in den Bereich
© < ¢ angestrebt wird.

BetragsméBige Geschwindigkeit, welche fiir 9 beim Eintritt in den Bereich
¥ < ¥ angestrebt wird.

Lyapunovfunktion des reduzierten bzw. vollstdndigen Lageregelkreises. (In
Abschnitt 1.2 allgemeine Lyapunovfunktion.)

Lyapunovfunktion des ungekoppelten Positionsregelkreises.
Angestrebte Ruhelage des reduzierten Lageregelkreises, w, = (e,,0).
Unerwiinschte Ruhelage des reduzierten Lageregelkreises, w, = (-e.,0).
Zustandsraum der reduzierten Lagefolgedynamik, W = §2 x R3.
Angestrebte Ruhelage des vollstandigen Lageregelkreises, W, = (I3,0).

I[solierte, unerwiinschte Ruhelage des vollstdndigen Lageregelkreises,

W, = ([—ex -e, ez] ,0).



Yin
Z
Zg

Zq

Zin

Zusammenhangende Menge unerwiinschter Ruhelagen des vollstdndigen
Lageregelkreises, W = {(Rpp,wb?) e W|Rppe, = —-e,, wh? = 0}.
Zustandsraum der vollstandigen Lagefolgedynamik, YW = SO(3) x R3.
Einheitsvektor der z-Achse des korperfesten Koordinatensystems B.
Einheitsvektor der xz-Achse des Hilfskoordinatensystems A.
Einheitsvektor der z-Achse des Sollkoordinatensystems D.
Einheitsvektor der x-Achse des inertialen Koordinatensystems 1.
Einheitsvektor der y-Achse des korperfesten Koordinatensystems B.
Einheitsvektor der y-Achse des Hilfskoordinatensystems A.
Einheitsvektor der y-Achse des Sollkoordinatensystems D.
Einheitsvektor der y-Achse des inertialen Koordinatensystems 1.
Einheitsvektor der z-Achse des korperfesten Koordinatensystems B.
Einheitsvektor der z-Achse des Hilfskoordinatensystems A.

Sollausrichtung des Vektors z und damit im Falle der vollstdndigen Lage-
regelung Einheitsvektor der z-Achse des Sollkoordinatensystems D.

Einheitsvektor der z-Achse des inertialen Koordinatensystems 1.

Griechische Buchstaben

r
0

Kompensationsfaktor fiir den Coriolis-Term.

Konstanter Wert, welchen der Dampfungskoeffizient d, in einer Umgebung
sdmtlicher Punkte annimmt, in denen fiir die Winkelfehler ¢ und ¥ min-
destens eine der Aussagen ¢ =, ¥ =0 oder ¢ = 7 gilt.

Konstanter Wert, welchen der Dampfungskoeffizient d,, in einer Umgebung
samtlicher Punkte annimmt, in denen fiir den Winkelfehler ¢ entweder
@ =0 oder ¢ =7 gilt.

Parameter des Schubgesetzes. Bestimmt das Ubergangsintervall der Sétti-

gungsfunktion, welche im Schubtibersetzungsfaktor kr enthalten ist.

Parameter des Positionsreglers. Bestimmt das Ubergangsintervall der Sit-
tigungsfunktion, welche in der Potentialkraft F, enthalten ist.

Parameter des Positionsreglers. Bestimmt das Ubergangsintervall der Sit-
tigungsfunktion, welche in der Dampfungsmatrix D¢ enthalten ist.

Parameter des reduzierten und vollstandigen Lagereglers. Bestimmt das
Uberblendintervall zwischen den Bereichen konstanter und variabler Damp-
fung d,, sowie im Falle des vollstindigen Lagereglers das ¢-abhéngige Uber-
blendintervall zwischen konstanter und variabler Damfpung d..

Parameter des vollstandigen Lagereglers. Bestimmt das 9-abhingige Uber-
blendintervall zwischen konstanter und variabler Damfpung d..
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3
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Parameter des Positionsreglers. Bestimmt das Lehrsche Dampfungsmaf der
in Radialrichtung gendherten ungekoppelten Positionsfehlerdynamik.

Wirkungsgrad eines Rotors.
Headingfehler.

Parameter des vollstdndigen Lagereglers. Bestimmt die ¥-abhédngige Aus-
dehnung des Bereichs konstanter Dampfung d, um samtliche Punkte an
denen ¢ = 0 gilt.

Parameter des vollstdndigen Lagereglers. Bestimmt die ¥-abhédngige Aus-
dehnung des Bereichs konstanter Dampfung d, um samtliche Punkte an
denen ¥ = 7 gilt.

Durch w, bestimmter Anteil der Zeitableitung o).

Proportionalitéitsfaktor zwischen der Schubkraft eines Rotors und dem
Drehzahlquadrat.

Fiir die StellgroBenséttigung verantwortlicher Faktor im Positionsregelge-
setz.

Fir die Stellgroflenséattigung in der korperfesten xy-Ebene verantwortlicher
Faktor im Lageregelgesetz.

Fiir die StellgroBensattigung in der korperfesten z-Richtung verantwortli-
cher Faktor im Lageregelgesetz.

Proportionalititsfaktor zwischen dem Widerstandsmoment eines Rotors
und seiner Schubkraft.

Auf- und wieder abklingende Verlaufsfunktion zur Potentialkonstruktion
der Lageregelungen. Definition in (3.10).

Zustandsvariable der translatorischen Folgefehlerdynamik.
Zustandsvariable der rotatorischen Folgefehlerdynamik.

Dichte der Luft.

Nach oben sattigende, einseitige Séttigungsfunktion. Definition in (5.32).

Nach unten sittigende, einseitige Séattigungsfunktion. Definition in (5.44).

Widerstandsmoment eines Rotors bzw. des i-ten Rotors.
Stellmomentenbeschrénkung in der korperfesten xy-Ebene.
Stellmomentenbeschrénkung in der korperfesten z-Richtung.

Stellmoment.

Virtuelles Stellmoment. Stellgrofle im Folgefall.

Maximaler Kippwinkel der potentiell an die Lageregelung kommandiert
wird.

Schubrichtungsfehler. Entspricht dem Winkel zwischen z und z,.



%) Parameter des reduzierten und vollstandigen Lagereglers. Bestimmt die
Ausdehnung des Bereichs konstanter Dampfung d, um samtliche Punkte
an denen ¢ =0 gilt.

Du Parameter des reduzierten und vollstandigen Lagereglers. Bestimmt die
Ausdehnung des Bereichs konstanter Dampfung d, um sédmtliche Punk-
te an denen ¢ = 7 gilt. Im Falle des vollstandigen Lagereglers bestimmt
der Parameter zusétzlich den Bereich konstanter Dampfung d. um diese
Punkte.

xa2(-)  Uberblendfunktional. Definition in (3.35).
2yat()  Geschachteltes Uberblendfunktional. Definition in (3.36).
(0 Headingwinkel.

Y Headingwinkelfehler.

Ve Im Flugversuch an den Quadrocopter iibermitteltes Headingwinkelkom-
mando.

(F Sollheadingwinkel des Quadrocopters.

W, Wi Drehzahl eines Rotors, bzw. Drehzahl des i-ten Rotors.

W, Anteil von @p bzw. wB? in Richtung e,.

W Anteil von @p bzw. wBb? in Richtung e,,.

w, Anteil von @p bzw. wB? in Richtung e,.

@ Fehlerdrehrate der reduzierten Lagefolgedynamik.

Wy Solldrehrate fiir die reduzierte Lageregelung.

Wil ' Drehrate eines Koordinatensystems K’ gegeniiber einem Koordinatensys-

tem K angegeben im Koordinatensystem K"'.

Weitere Symbole

0 Nullvektor bzw. Nullmatrix. Die Dimension folgt aus dem Kontext.
|- Euklidische Norm / Betrag eines Vektors.

|| Euklidische Norm fur skalare GroBlen / Betrag einer reellen Zahl.
(@) Schiefsymmetrisch-Operator. Definition in (2.1) bzw. (2.2).

PR Inverser Schiefsymmetrisch-Operator.

Spezielle Schreibweisen fiir Vektoren a € R3

ag Darstellung des Vektors a beziiglich des Koordinatensystems K. Es gilt

T
ar =[ax. arxy ag.] .

ARy Teilvektor aus den ersten beiden Elementen von ag. Es gilt

T
Akay = [0k arxy| -
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