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I

Optimierung in der Fluid-Struktur-Interaktion –

Sensitivitätsanalyse für die Formoptimierung auf

Grundlage des partitionierten Verfahrens

Zusammenfassung

Thema dieser Arbeit ist die numerische Formoptimierung von Strukturen unter Berück-

sichtigung der Fluid-Struktur-Interaktion (FSI ). Der Schwerpunkt liegt auf der Ent-

wicklung grundlegender mathematischer und algorithmischer Methoden für die Opti-

mierung und Sensitivitätsanalyse von Mehrfeldproblemen. Umströmte schlanke Schalen-

und Membranstrukturen stehen dabei im Vordergrund. Die Methoden sollen eine Grund-

lage für praxisrelevante Fragestellungen der FSI sein. Sie sind für Ingenieurbereiche, in

denen der Schwerpunkt auf der Strukturmechanik liegt, ausgelegt und dem entsprechend

flexibel bezüglich der Strömungssimulationsprogramme.

Das partitionierte Berechnungsverfahren für die FSI bildet die Basis dieser Arbeit. Dies

bedeutet in der Optimierung eine gekoppelte partitionierte Sensitivitätsanalyse.

Der Datentransfer am nicht-koinzidenten Netz wird sowohl für die FSI-Berechnung als

auch für die Sensitivitätsanalyse behandelt. Es werden hierfür algorithmische Methoden

entwickelt und in einer Kopplungsschnittstelle umgesetzt.

In der Optimierung werden Gradientenmethoden verwendet. Deren Einsatz erfordert

eine gekoppelte Sensitivitätsanalyse, welche die beiden physikalischen Felder Struktur

und Fluid einschließt. Behandelt werden numerische und analytische diskrete Verfahren

der gekoppelten Sensitivitätsanalyse.

Im Rahmen dieser Arbeit wird die kombinierte Sensitivitätsanalyse entwickelt. Dies ist

eine gekoppelte diskrete semianalytische Methode. Hierbei werden strukturseitig analyti-

sche Verfahren mit einer Spezialisierung auf Schalen und Membrane eingesetzt, während

das Verfahren fluidseitig auf Systemin- und -output der Analyse basiert und damit die

Austauschbarkeit der Software gewährleistet. Für die direkte Methode der kombinierten

Sensitivitätsanalyse werden eine Algorithmik und Anwendungen vorgestellt. Die Um-

setzung basiert dabei auf dem gestaffelten Verfahren des Nested Analysis and Design,

welches ein modulares Software-Design erlaubt.

Weiterhin wird der Sonderfall der Optimierung vorgespannter umströmter Membrane

behandelt. Dabei wird die Formfindung als designgebendes Verfahren in der Optimierung

verwendet und in das Optimierungs-Framework integriert.



II

Optimization in Fluid-Structure-Interaction –

Sensitivity Analysis for Shape Optimization using

the Partitioned Approach

Abstract

Topic of this thesis is numerical shape optimization of structures undergoing fluid-

structure-interaction (FSI ). The main focus is the development of fundamental ma-

thematical and algorithmic methods for optimization and sensitivity analysis of multi-

physics problems. Slender shell and membrane structures in flow are emphasized. These

methods shall be a basis for FSI problems in practice. They are designed for the en-

gineering discipline of structural mechanics and therefore flexible with respect to CFD

software.

The partitioned approach for FSI is the basis of this thesis. In optimization, this means

a coupled partitioned sensitivity analysis.

Data transfer between non-matching meshes is discussed for FSI analysis and for sensiti-

vity analysis. Herefor algorithms are developed and implemented in a coupling interface.

In optimization gradient methods are used. This requires a coupled sensitivity analy-

sis including both physical field structure and fluid. Numerical and analytical discrete

methods of coupled sensitivity analysis are treated.

In this thesis the combined sensitivity analysis is developed. This is a coupled discrete

semianalytical sensitivity approach, for which analytical methods focussing shells and

membranes are used on the structure side whereas it is based on system in- and output

on the fluid side guaranteeing software compatibility. For the direct approach of the

combined sensitivity analysis an algorithm and applications are presented. The imple-

mentation is based on the staggered procedure of Nested Analysis and Design allowing

a modular software design.

Furthermore, the particular case of optimization of prestressed membranes is treated.

Here, formfinding is used as design model in optimization and is integrated in the opti-

mization framework.
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Dr.-Ing. habil. F. Duddeck danke ich für die Übernahme des Vorsitzes der Prüfungskom-
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6.6. Algorithmik der direkten kombinierten Sensitivitätsanalyse . . . . . . . . 131
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1

1. Einleitung

1.1. Motivation

Im Bereich des Bauwesens und der Architektur lässt sich ein Trend in Richtung besonders

leichter und schlanker Bauwerke mit scheinbar immer gewagter werdenden Spannweiten

und Höhen beobachten. Bei diesen Konstruktionen handelt es sich beispielsweise um

weit gespannte Membrandächer oder dünne Schalentragwerke mit faszinierenden For-

men. Sie besitzen die beeindruckende technische Eigenschaft, durch ihre Form optimale

Lastabtragung zu gewährleisten. Die große Schlankheit bedeutet oft eine starke Reakti-

on der Strukturen auf äußere Einwirkungen wie Windlasten. Dabei entstehen so große

Verformungen, dass eine deutliche Wechselwirkung zwischen Umströmung und Struktur

entsteht, die sog. Fluid-Struktur-Interaktion (FSI). Sowohl die Umströmung hat Einfluss

auf die Struktur als auch das Verhalten der Struktur Einfluss auf die Strömung.

Die FSI von schlanken Strukturen und Umströmung findet man in vielen Disziplinen bei

unterschiedlichen technischen Anwendungen und auch in der Natur wieder. Weitere Bei-

spiele sind schlanke Brücken, hohe Masten, aufblasbare Strukturen, Flugzeugtragflächen,

Airbags, Turbinen oder blutdurchströmte Arterien.

Dünne Schalen- und Membranstrukturen sind Gegenstand aktueller Forschung und kön-

nen nicht zuletzt deshalb realisiert werden, da sie numerisch immer beherrschbarer wer-

den. Eine korrekte numerische Betrachtung muss die FSI, also die Kopplung der physi-

kalischen Felder Fluid und Struktur, berücksichtigen und hat rechenaufwändige Simu-

lationen zur Folge. In den letzten Jahren sind große Fortschritte auf dem Gebiet der

FSI-Simulation zu verzeichnen.

Aus dem Erkennen der Schwachstellen vorhandener Systeme entsteht der Wunsch, die

betreffenden Eigenschaften zu verbessern und die Strukturen von vornherein optimal

gestalten zu können. Es stellt sich die Frage, durch welche Veränderungen das Sys-

temverhalten beeinflusst und die Struktur verbessert werden kann. Die Variation der

Form der Struktur hat offensichtlich große Wirkung. Allerdings ist es schwer intuitiv

einzuschätzen, welcher Art und welchen Gewichts der Einfluss ist. Desweiteren ist der

Prozess des wiederholten Modellierens mühsam.

Die Möglichkeit, die optimale Form in einem automatisierten Verfahren zu finden, bietet

die numerische Optimierung. Technisch bedeutet dies die Berücksichtigung der FSI im
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Optimierungsprozess. In der Optimierung müssen dann beide physikalischen Felder und

die beidseitige Kopplung berücksichtigt werden. Die Optimierung solcher gekoppelter

Systeme ist ein aktuelles und disziplinübergreifendes Thema. Man beschäftigt sich unter

anderem in Maschinenbau, Mathematik und Informatik mit denselben Fragestellungen,

beispielsweise beim Design von Flugzeugteilen, Klimakanälen oder Turbinen. In Inge-

nieursparten, in denen traditionell der Schwerpunkt in der Strukturmechanik liegt, wie

im Bauwesen, gibt es kaum Forschungsarbeiten. Auch hier findet für technisch kom-

plexe Fragestellungen, bei denen die FSI berücksichtigt werden muss, wie leichte auf

Umströmung sensible Tragwerke, eine Vielzahl kommerzieller Strömungssimulationspro-

gramme Einzug. Es besteht Bedarf an Verfahren zu Optimierung gekoppelter Systeme,

welche auf der Basis vorhandener Software verwendet werden können.

Die Formoptimierung von Systemen der FSI ist Thema dieser Dissertation. Es werden

grundlegende Methoden entwickelt, während der Blick auf die Ingenieurpraxis gerichtet

ist. Dementsprechend wird Flexibilität bezüglich unterschiedlichster Ingenieuranwendun-

gen angestrebt, welche durch ein modulares Softwaredesign garantiert werden soll. Der

Fokus liegt im Bereich der Strukturmechanik, insbesondere auf leichten Schalen- und

Membranstrukturen.

1.2. Ziele

Gegenstand dieser Arbeit ist die Entwicklung von Verfahren zur Formoptimierung schlan-

ker Schalen- und Membranstrukturen, die in Wechselwirkung mit der Umströmung ste-

hen. Dabei stehen grundlegende mathematische und algorithmische Methoden im Vor-

dergrund. Sie werden als eine Basis entwickelt, auf die im Hinblick auf ein weites An-

wendungsfeld praxisrelevanter Fragestellungen aufgebaut werden kann. Durch die Opti-

mierung soll die Form der Struktur gefunden werden, die hinsichtlich bestimmter Ziele

optimal ist. Die Zielfunktionen sind so gewählt, dass sie das Strukturverhalten oder

Einflüsse auf dieses wiedergeben. Beispielsweise kann das Ziel eine Minimierung der

Strukturverformungen durch Variation der Form sein.

Zunehmend spielt auch im Ingenieurbereich der Strukturmechanik die FSI eine Rolle.

Die in dieser Arbeit entwickelten Methoden der Optimierung in der FSI sollen den dor-

tigen Anforderungen nach Flexibilität und Effizienz gerecht werden. In der Ingenieur-

praxis wird die Berechnung der Struktur oft durch etablierte Berechnungsprogramme

vorgenommen, für welche große Expertise vorhanden ist, während zur Strömungssimu-

lation oft kommerzielle, neu eingeführte Software herangezogen wird. Es ist Ziel dieser

Arbeit ein Softwaresetup für praxisrelevante Anwendungen zu entwickeln, in welchem

diese vorhandenen Ansätze durch die notwendigen Methoden zur Optimierung ergänzt

werden. Dabei ist insbesondere Flexibilität gefordert, um die Behandlung unterschiedli-

cher Anwendungen zu ermöglichen, während für große technische Probleme mit vielen
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Freiheitsgraden Effizienz und gute Performance notwendig sind.

Flexibilität kann durch ein modulares Softwaredesign gewährleistet werden. Dies bietet

bei der Berechnung der FSI das partitionierte Verfahren. Dabei werden Berechnungs-

codes für Struktur und Fluid zur Laufzeit gekoppelt, so dass die FSI wiedergegeben

werden kann. Die Software für Struktur und Fluid ist beliebig austauschbar, so dass

für unterschiedliche Fragestellungen die jeweils besten spezialisierten Berechnungspro-

gramme eingesetzt werden können. Die Möglichkeit, einen bewährten Berechnungsco-

de für die Struktur und ein beliebiges kommerzielles Strömungssimulationsprogramm

einzusetzen, macht den partitionierten Ansatz für die Systemanalyse praktikabel. Die

erforderliche Kopplung der Berechnungscodes wird durch Berechnungssteuerung, Kom-

munikation und Datentransfer am gemeinsamen Interface realisiert. Das gemeinsame

Interface ist die Oberfläche, an der die Berechnungsgebiete von Struktur und Fluid in

Kontakt stehen. Da Struktur und Fluid in der Regel auf Basis unterschiedlicher Dis-

kretisierungen berechnet werden, ist das Berechnungsnetz am gemeinsamen Interface

struktur- und fluidseitig nicht einheitlich. Daher sind Methoden für den Datentransfer

an diesem nicht-koinzidenten Netz erforderlich. Für die Kopplung der Berechnungscodes

wird also eine leistungsfähige und flexible Schnittstelle für Kommunikation und Daten-

transfer benötigt.

Ein modulares Verfahren der Optimierung ist das Nested Analysis and Design (NAND).

Dabei handelt es sich um einen iterativen Prozess, bei dem die Systemanalyse als aus-

tauschbares Modul in die Optimierungsschleife eingebettet ist. Bei der Optimierung

von FSI-Problemen auf Grundlage des partitionierten Verfahrens bietet dieser Ansatz

Flexibilität für vielseitige Anwendungen und die Möglichkeit, unterschiedliche Optimie-

rungstechniken flexibel zu nutzen.

Um ausreichend Effizienz für große Anwendungen zu gewährleisten, sind Gradientenme-

thoden der Optimierung unumgänglich. Dies sind schnell konvergierende Optimierungs-

algorithmen, welche auf der Basis von Gradienteninformationen die beste Suchrichtung

für den nächsten Optimierungsschritt berechnen. Um die erforderliche Gradienteninfor-

mation zu ermitteln, ist in jedem Optimierungsschritt eine Sensitivitätsanalyse erforder-

lich.

Die Sensitivitätsanalyse ist der entscheidende Punkt und die größte Herausforderung

des Optimierungsprozesses. Sie ist für gekoppelte Probleme ebenfalls ein gekoppeltes

und komplexes Verfahren, welches als eigenständiges Softwaremodul umgesetzt wird.

Im partitionierten Verfahren sind dafür ebenfalls Kommunikation der Berechnungscodes

und Datentransfer am nicht-koinzidenten Netz notwendig. Dabei muss die Kopplungs-

schnittstelle für das partitionierte Verfahren in der Lage sein, auch die Kopplung für die

Sensitivitätsanalyse zu realisieren.

Die Sensitivitätsanalyse kann auf unterschiedliche Weisen erfolgen. Dabei sind auf be-

liebige Fragestellungen anwendbare, flexible numerische Methoden meist sehr rechen-
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intensiv. Hingegen sind effiziente und genaue analytische Methoden stark spezialisiert

und wenig flexibel. Generell büßt man mit hoher Flexibilität Effizienz ein, wohingegen

effiziente Methoden wenig Flexibilität bieten. Diese Arbeit möchte daher grundlegende,

auf den fokussierten Anwendungsbereich zugeschnittene Methoden der Sensitivitätsana-

lyse entwickeln, welche sowohl die in der Ingenieurpraxis geforderte Flexibilität als auch

bestmögliche Performance bieten. Dem soll durch die Implementierung flexibler Metho-

den und spezialisierter Methoden für anvisierte Fragestellungen gerecht werden. Der Ein-

satz spezialisierter Methoden soll für die im Vordergrund stehenden Schalen- und Mem-

branstrukturen erfolgen, während bei der Strömungssimulation Flexibilität hinsichtlich

der Austauschbarkeit der Software gewahrt werden soll. Weiterhin soll die Ausbaubarkeit

für weitere spezielle Fragestellungen gegeben sein. Theoretisch heißt dies, dass man wie-

der über maximale Flexibilität verfügt, wenn alle möglichen Fragestellungen abgedeckt

sind.

In der Formoptimierung definieren die Optimierungsvariablen die Geometrie der Struk-

tur über vorgegebene funktionale Zusammenhänge. Einen Sonderfall stellt die Optimie-

rung von vorgespannten Membranen dar. Hier kann die Form nicht beliebig gewählt

werden, da sie sich in Abhängigkeit der Randbedingungen, z.B. der Anordnung der Auf-

lager, nach den Gesetzen der Physik als Gleichgewichtsform einstellt. Die Ermittlung der

Gleichgewichtsform von vorgespannten Membranen unter Vorgabe der Randbedingun-

gen wird als Formfindung bezeichnet. In der Optimierung erfolgt daher die Variation der

Form durch die Veränderung der Randbedingungen, welche die Optimierungsvariablen

darstellen. Die numerische Optimierung von Membranstrukturen ist sehr effizient, da die

Anzahl der Optimierungsvariablen in der Regel gering ist und dennoch volle Formfreiheit

gewährleistet ist.

Die Arbeitspunkte und Ergebnisse aus dieser Dissertation seien hier vorab zusammen-

gefasst:

• Entwicklung der Kernmodule der Kopplungsschnittstelle CoMA (Coupling for Mul-

tiphysics Analysis) für partitionierte Analyse und partitionierte Sensitivitätsana-

lyse:

– Entwicklung der Algorithmik für den Datentransfer an nicht-koinzidenten

Oberflächennetzen.

– Algorithmische Umsetzung des Datentransfers an nicht-koinzidenten Ober-

flächennetzen in CoMA.

• Sensitivitätsanalyse:

– Mathematische Formulierung der partitionierten Sensitivitätsanalyse für die

Formoptimierung.

– Umsetzung der numerischen Sensitivitätsanalyse.
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– Entwicklung der kombinierten Sensitivitätsanalyse. Dies ist eine gekoppelte

diskrete semianalytische Methode der Sensitivitätsanalyse, für welche struk-

turseitig analytische Verfahren mit einer Spezialisierung auf Schalen und

Membrane eingesetzt werden, während sie fluidseitig auf Systemin- und -

output der Analyse basiert und damit die Austauschbarkeit der Software

gewährleistet.

∗ Formulierung der direkten und adjungierten kombinierten Sensitivitäts-

analyse.

∗ Entwicklung der Algorithmik für die direkte kombinierten Sensitivitäts-

analyse.

∗ Algorithmische Umsetzung der direkten kombinierten Sensitivitätsanaly-

se mit Erstellung eines Berechnungsbeispiels.

• Konzeption und Umsetzung eines modularen Softwareframeworks für die gradi-

entenbasierte Optimierung im partitionierten Ansatz nach Nested Analysis and

Design.

• Optimierung von umströmten Membranstrukturen:

– Integration der Formfindung als designgebendes Verfahren in das Framework.

– Ausarbeitung eines Berechnungsbeispiels.

1.3. Überblick

Eine Behandlung der Optimierung und der gekoppelten Sensitivitätsanalyse im Bereich

der Fluid-Struktur-Interaktion setzt genaue Kenntnisse aller beteiligten Einzeldiszipli-

nen voraus. Kapitel 2 widmet sich daher der Strukturoptimierung mit Schwerpunkt auf

den relevanten Themen Formoptimierung, Gradientenmethoden und Sensitivitätsanaly-

se. Kapitel 3 gibt einen Überblick über die Struktur- und Strömungsmechanik, um auf

dieser Basis die FSI mit der Kopplung der physikalischen Felder und den partitionier-

ten Ansatz zu schildern. Ein thematischer Überblick über Strategien der Optimierung

von Mehrfeldproblemen und wissenschaftliche Arbeiten auf diesem Gebiets schließt diese

einführenden Kapitel ab.

Kapitel 4 widmet sich eingehender dem Thema Kopplung in der FSI. Der Fokus liegt

auf dem Datentransfer am nicht-koinzidenten Netz. Zunächst werden Methoden des Da-

tentransfers theoretisch erörtert und diskutiert, um anschließend die Algorithmik der In-

terpolationsmethode und der lastkonservativen Summation zu erklären sowie die Kopp-

lungsschnittstelle CoMA vorzustellen.
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Kapitel 5 behandelt die gekoppelte Sensitivitätsanalyse. Hier wird eine theoretische Aus-

einandersetzung mit der Kopplung der physikalischen Felder präsentiert, wobei stets der

Stand der Wissenschaft mit den wichtigsten Forschungsarbeiten zur gekoppelten Sensi-

tivitätsanalyse geschildert wird. Nach einem Überblick über die Typen der Sensitivitäts-

analyse, werden numerische und analytische diskrete Methoden in direkter und adjun-

gierter Form für die FSI detailliert formuliert und deren Einbettung in die numerische

Optimierung vorgestellt. Zusätzlich wird eine alternative Methode der Sensitivitätsana-

lyse, welche auf Systemin- und -output beruht, beschrieben. Die speziellen Belange der

Formoptimierung und des partitionierten Ansatzes werden diskutiert und mathematisch

formuliert.

In Kapitel 6 wird die kombinierte Sensitivitätsanalyse, eine neu entwickelte diskrete semi-

analytische Methode der gekoppelten Sensitivitätsanalyse, im Detail vorgestellt. Dabei

werden zunächst die Ziele und das Konzept des Verfahrens beschrieben. Die kombinierte

Sensitivitätsanalyse wird in der direkten und adjungierten Methode formuliert, insbe-

sondere auch für die Formoptimierung mit dem partitionierten Ansatz. Die Algorithmik

wird detailliert behandelt und anhand eines Berechnungsbeispiels veranschaulicht. Das

Kapitel schließt mit einer kurzen Diskussion über die Performance der verschiedenen

Sensitivitätsanalysemethoden.

Kapitel 7 behandelt die Optimierung vorgespannter Membrane und die Formfindung.

Nach einer Einführung in Formfindung werden ihre Vorteile für die Optimierung erklärt

und ihre Integration in das Framework beschrieben. Abschließend wird ein Berechnungs-

beispiel präsentiert.

Schlussfolgerungen aus dieser Arbeit und einen Ausblick findet man in Kapitel 8.
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2. Strukturoptimierung

Für einen kompakten Überblick über die Strukturoptimierung werden zunächst die

grundlegenden Themen der mathematischen Optimierung erläutert, nachfolgend die

Charateristiken der Strukturoptimierung behandelt und schließlich die numerischen Ver-

fahren der Optimierung sowie die Sensitivitätsanalyse vorgestellt. Als weiterführende

Literatur sei auf [7, 114] verwiesen.

2.1. Mathematische Optimierung

2.1.1. Formulierung

Bei der Optimierung handelt es sich um die Minimierung oder Maximierung einer be-

stimmten Funktion. Jedes Optimierungsproblem lässt sich in folgende Minimierungsauf-

gabe überführen, wobei im Falle einer Maximierung ein Vorzeichenwelchel der Zielfunk-

tion stattfindet.

min(ψ(s)); s ∈ Rns

g(s) ≤ 0; s ∈ Rng

h(s) = 0; s ∈ Rnh

sL ≤ s ≤ sU (2.1)

Dabei ist ψ die Zielfunktion, die minimiert werden soll. Sie ist abhängig von den Opti-

mierungvariablen s = [ s1 · · · sns ]T . g = [ g1 · · · gng ]T bezeichnet den Vektor der

Ungleichheitsnebenbedingungen und h = [ h1 · · · hnh ]T den Vektor der Gleichheitsne-

benbedingungen, welche am Optimum erfüllt sein müssen. Diese sind ebenfalls Funktio-

nen der Optimierungsvariablen und definieren somit gegenseitige Abhängigkeiten dieser

Variablen. Existieren Nebenbedingungen, so spricht man von beschränkter Optimierung,

entfallen sie, von unbeschränkter Optimierung. Handelt es sich bei mindestens einer der

Funktionen um eine nichtlineare Funktion, so spricht man von nichtlinearer Optimie-

rung. sL und sU stellen untere und obere Schranken für die Optimierungsvariablen dar.

Die Aufgabe der Optimierung ist, die optimale Lösung s∗ zu finden, für welche die

Zielfunktion unter Einhaltung der Nebenbedingungen und der Schranken minimal wird.
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Eine zulässige Lösung nennt man eine Lösung s, welche die Nebenbedingungen erfüllt,

aber nicht die optimale Lösung sein muss. Der Lösungsraum der zulässigen Lösungen

wird als Zulässigkeitsbereich Zns = {s |g(s) ≤ 0,h(s) = 0} bezeichnet.

Eine Nebenbedingung gi bzw. hi heißt aktiv in s, wenn gi(s) = 0 bzw. hi(s) = 0 gilt. Ist

eine Ungleichheitsnebenbedingung mit gi(s) < 0 erfüllt, so ist sie nicht aktiv oder passiv.

Gilt für eine Gleichheitsnebenbedingung hi(s) 6= 0 oder für eine Ungleichheitsnebenbe-

dingung gi(s) > 0, so nennt man sie verletzt.

2.1.2. Existenz des Optimums

Die Optimierung setzt die Existenz eines Optimums voraus. Ist diese Bedingung erfüllt,

so hat das Problem mindestens eine Lösung. Existiert keine Lösung, so handelt es sich

um ein schlecht gestelltes Optimierungsproblem1

Ein Optimum ist immer ein stationärer Punkt, d.h. ein solcher, an dem die Ableitung

der Zielfunktion bzw. der Lagrange-Funktion (siehe 2.1.3) verschwindet. Die notwendige

Bedingung für einen stationären Punkt eines unbeschränkten Problems mit einer stetigen

und differenzierbaren Zielfunktion ist die (Stationaritätsbedingung):

∇ψ(s) =
[

∂ψ
∂s1

· · · ∂ψ
∂sns

]
= 0 (2.2)

Es handelt sich um ein Minimum, wenn die Hessematrix für den stationären Punkt s

positiv definit ist. Die Hessematrix lautet:

H = ∇2ψ(s) =


∂2ψ
∂s1s1

· · · ∂2ψ
∂s1sns

...
. . .

...
∂2ψ

∂snss1
· · · ∂2ψ

∂snssns

 (2.3)

Handelt es sich um eine Aufgabe der beschränkten Optimierung, so sind die Neben-

bedingungen zu berücksichtigen. Im einfachsten Fall lassen sich die Nebenbedingungen

in expliziter Form darstellen, so dass die abhängigen Optimierungsvariablen als Funk-

tion der unabhängigen Optimierungsvariablen eliminiert und direkt in die Zielfunktion

eingesetzt werden können. Damit wird das Problem auf ein unbeschränktes reduziert.

Ein typisches Verfahren zur Behandlung beschränkter Optimierungsprobleme ist die

Lagrange-Methode, welche im folgenden Abschnitt vorgestellt wird.

1Von einem gut gestellten Problem spricht man dann, wenn eine Lösung existiert, die Lösung eindeutig
ist und stetig von den Eingangsparametern abhängt. Ist eine dieser Bedingungen nicht erfüllt, so
handelt es sich um ein schlecht gestelltes Problem.
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2.1.3. Lagrange-Methode

Die Lagrange-Methode ist ein bedeutendes Hilfsmittel bei der Behandung beschränkter

Optimierungsprobleme. Durch sie wird das Problem auf ein unbeschränktes Optimie-

rungsproblem reduziert. Die Lagrange-Funktion L wird durch Addition der, mit den

Lagrange-Multiplikatoren versehenen, Nebenbedingungen gebildet und lautet:

L (s,λ,µ) = ψ(s) + λT · g(s) + µT · h(s) (2.4)

Hierin werden s als primale, λ und µ als duale Variablen bezeichnet. Die Lagrange-

Funktion besitzt am Optimum des Originalproblems s∗ einen stationären Punkt. Zur

Bestimmung dieses Punktes werden die Stationaritätsbedingungen gefordert:

∂L (s∗,λ∗,µ∗)

∂s
=

∂ψ(s∗)

∂s
+ λ∗T · ∂g(s∗)

∂s
+ µ∗T · ∂h(s∗)

∂s
= 0 (2.5)

∂L (s∗,λ∗,µ∗)

∂λ
= g(s∗) = 0 (2.6)

∂L (s∗,λ∗,µ∗)

∂µ
= h(s∗) = 0 (2.7)

Die Lösung (s∗,λ∗,µ∗) beschreibt einen Sattelpunkt der Lagrange-Funktion. Es ist zu

beachten, dass Bedingung 2.6 nur erfüllt ist, wenn alle Ungleichheitsnebenbedingungen

als aktiv angenommen wurden. Dann ist auch sofort zu erkennen, dass L (s∗,λ∗,µ∗) =

ψ(s∗,λ∗,µ∗), da alle Nebenbedingungen am Optimum gleich Null sind. Existieren am

Optimum nicht aktive Ungleichheitsnebenbedingungen, können die Bedingungen wie

folgt erweitert werden.

∂L (s∗,λ∗,µ∗)

∂s
=

∂ψ(s∗)

∂s
+ λ∗T · ∂g(s∗)

∂s
+ µ∗T · ∂h(s∗)

∂s
= 0 (2.8)

λ∗T · ∂L (s∗,λ∗,µ∗)

∂λ
= λ∗T · g(s∗) = 0 (2.9)

∂L (s∗,λ∗,µ∗)

∂µ
= h(s∗) = 0 (2.10)

λ∗ ≥ 0 (2.11)

Sie stellen notwendige Bedingungen für ein Optimum dar und werden als Karush-Kuhn-

Tucker-Bedingungen (KKT-Bedingungen) bezeichnet. Diese Formulierung ermöglicht die

Unterscheidung zwischen aktiven und nicht-aktiven Ungleichheitsnebenbedingungen. Ist

eine Ungleichheitsnebenbedingung gi am Optimum aktiv so gilt gi = 0 und λi > 0, ist

sie nicht-aktiv, so gilt gi < 0 und λi = 0. Für die KKT-Bedingungen gibt es alternative

Schreibweisen. Hierfür sei auf [7] verwiesen. Es ist zu beachten, dass die KKT Bedingun-

gen nur an regulären Punkten anwendbar sind. Dies sind die Nebenbedingungen erfüllen-

de Punkte, an denen die Zielfunktion differenzierbar ist und die Gradientenvektoren der

aktiven Nebenbedingungen linear unabhängig sind.
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Bedingung 2.8 läßt folgende geometrische Interpretation zu: Der Gradient der Zielfunk-

tion ist am stationären Punkt eine Linearkombintion der Gradienten der Nebenbedin-

gungen. Dabei lassen die Lagrange-Multiplikatoren sich als die skalaren Faktoren der

Linearkombination interpretieren. In zahlreichen Optimierungsbüchern finden sich an-

schauliche Darstellungen [114, 15].

Erwähnenswert ist ebenfalls, dass anhand der Lagrange-Multiplikatoren abgeschätzt

werden kann, wie sensitiv das Optimum gegenüber einer Veränderung der Nebenbedin-

gungen ist. Diese Tatsache lässt sich leicht erkennen, wenn die Ableitung der Zielfunktion

nach einer Nebenbedingung gebildet wird:

∂ψ(s∗)

∂gi(s∗)
=
∂L (s∗)

∂gi(s∗)
= λi und

∂ψ(s∗)

∂hi(s∗)
=
∂L (s∗)

∂hi(s∗)
= µi (2.12)

Je größer der Wert des Lagrange-Multiplikators ist, desto größer ist der Einfluß auf das

Optimum.

2.1.4. Eindeutigkeit des Optimums

Eindeutigkeit des Optimums liegt vor, wenn eine existierende Lösung eindeutig bestimmt

ist, es also nur ein einziges Minimum gibt. Ist die Eindeutigkeit nicht erfüllt, so gibt es

keine oder mehrere Lösungen und es handelt sich um ein schlecht gestelltes Optimie-

rungsproblem. Ist die Lösung eindeutig, so handelt es sich um ein globales Minimum.

Dabei wird eine Lösung s∗ als globales Minimum bezeichnet, wenn ψ(s∗) < ψ(s) für alle s

im Zulässigkeitsbereich gilt. Alle anderen Minima werden als lokale Minima bezeichnet.

Bei der Lösung einer Optimierungsaufgabe wünscht man das globale Optimum zu fin-

den. Mit der Erfüllung der Stationaritätsbedingung und der positiv Definitheit der Hes-

sematrix kann ein Minimum, jedoch kein globales Minimum sichergestellt werden. Die

Eindeutigkeit des Optimums kann sichergestellt werden, wenn der Zulässigkeitsbereich

konvex ist. Der Zulässigkeitsbereich ist konvex, wenn die Hesse Matrix der Zielfunktion

und aller Nebenbedingungen für alle möglichen Variablenkombinationen positiv semide-

finit ist. Allerdings handelt es sich bei der Konvexität um eine hinreichende Bedingung

für ein eindeutiges Optimum, da es auch nicht-konvexe Lösungsräume geben kann, die

nur ein einziges und somit globals Optimum besitzen.

Bemerkung : In der Ingenieurpraxis kann selten Konvexität garantiert werden. Um bei

iterativen Verfahren der numerischen Optimierung die Wahrscheinlichkeit zu erhöhen,

das globale Optimums zu finden, führt man die Optimierung mit unterschiedlichen Start-

werten durch und vergleicht die Lösungen.
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2.1.5. Multikriterielle Optimierung

Multikriterielle Optimierung bezeichnet die simultane Optimierung mehrerer sich ge-

genseitig widersprechender Optimierungskriterien, welche als Zielfunktionen oder Re-

striktionen verstanden werden können. Dann ist die Zielfunktion ψ =
[
ψ1 · · ·ψnψ

]T
vektorwertig. Dabei zieht die Verbesserung eines Optimierungskriteriums ψi immer die

Verschlechterung mindestens eines anderen Optimierungskriteriums nach sich. Es gibt

keine eindeutige Lösung des Optimierungsproblems. Eine Lösung wird als pareto-optimal

bezeichnet, wenn jede Lösung, welche eine Verbesserung eines Optimierungskriteriums

bewirkt, eine Verschlechterung eines anderen Optimierungskriteriums zu Folge hat. Ein

klassisches Beispiel aus der Strukturoptimierung ist die Minimierung des Gewichts eines

Tragwerks bei gleichzeitiger Minimierung der Konstruktionskosten.

2.2. Optimierung in der Strukturmechanik

Gegenstand der Optimierung in der Strukturmechanik sind oft Bauteile oder Kompo-

nenten eines größeren Systems, wie z.B. Teile einer Fahrzeugkarosserie. Im Bereich des

Bauwesens ist die Optimierung leichterer Flächentragwerke ein typisches Beispiel. Typi-

sche Optimierungsziele sind die Minimierung von Gewicht, Spannungen, Verformungen,

Konstruktionskosten oder die Optimierung von Eigenfrequenzen. Diese Ziele werden

oft auch als Nebenbedingungen angesetzt, wenn man sich eine Minimierung mehrerer

Eigenschaften wünscht, beispielsweise eine Gewichtsminimierung bei gleichzeitiger Kos-

tenbeschränkung.

Die Möglichkeiten der Definition der Struktur anhand der Optimierungsvariablen sind

vielfältig. So können die Optimierungsvariablen beispielsweise Form, Material oder To-

pologie einer Struktur beschreiben. Entsprechend der Art der Variablen werden Opti-

mierungsdisziplinen unterschieden. In der Formoptimierung ist für die Formbeschreibung

einer Struktur anhand der Optimierungsvariablen, welche auch als Designvariablen be-

zeichnet werden, der Begriff Design geläufig. Oft wird auch die Formoptimierung selbst

als Design oder Strukturdesign bezeichnet

Dem Begriff Design steht der Begriff der Analyse (oder Systemanalyse) gegenüber, wel-

che die Berechnung der Systemantwort eines Systems mit festgelegtem Design, also festen

Optimierungsvariablen, bedeutet. In der Regel sind die Zielfunktionen Antwortgrößen,

deren Ermittlung eine Analyse erfordert. So ist die Analyse auch immer Bestandteil des

Optimierungsprozesses. Bei der Verwendung numerischer Methoden ist oft eine Auswer-

tung der Zielfunktion und somit Systemanalyse in jedem Iterationsschritt notwendig.

(vgl. Abschnitt 2.3). In der Ingenieurpraxis ist eine Trennung und damit sequentielle

Abfolge von Design und Analyse meist von Vorteil oder nicht zu vermeiden, da separate

Softwaremodule eingesetzt werden.
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2.2.1. Optimierungsdisziplinen

Die Unterteilung in Optimierungsdisziplinen erfolgt nach der Art der Optimierungsva-

riablen. Beschreiben diese die Geometrie einer Struktur unter vorgegebener Topologie,

so spricht man von Formoptimierung. Die Formbeschreibung kann über funktionale Zu-

sammenhänge oder direkt am Analysemodell erfolgen.

Abzugrenzen ist die Querschnittsoptimierung, bei der nur die Querschnittswerte (z.B.

Dicke einer Schalenstruktur) bei vorhandenen Geometrie durch die Optimierungsvaria-

blen definiert werden. Der Querschnitt ist zwar eine geometrische Eigenschaft der realen

Struktur, jedoch meist nicht durch das Geometrie- und Analysemodell bestimmt. Bei-

spielweise wird die Dicke von Schalentragwerken durch die Eigenschaften der finiten

Elemente und nicht durch das FE-Netz beschrieben.

Soll durch die Optimierungsvariablen die Topologie einer Struktur verändert werden,

spricht man von Topologieoptimierung. Konkret kann man von einer Optimierung der

Materialverteilung im Raum sprechen. Dabei entstehen materialleere und mehr oder

weniger dicht materialgefüllte Räume, welche unter bestimmten Vorgaben (Entfernung

der materialleeren und dünn gefüllten Räume) die Topologie der Struktur festlegen.

Weiterhin können durch die Optimierungsvariablen Materialkennwerte (z.B. Dichte, E-

Modul) beschrieben werden. Man spricht dann von Materialoptimierung.

2.2.2. Designmodelle der Formoptimierung

In der Formoptimierung definieren die Optimierungsvariablen die Geometrie einer Struk-

tur. Die Geometriebeschreibung, also die Parametrisierung der Form, kann auf unter-

schiedliche Weise geschehen.

Geläufig ist die Beschreibung der Form über CAGD (Computer Aided Geometrical De-

sign) Methoden, auch als CAD-Parametrisierung bezeichnet. Dabei wird die Geometrie

mittels sog. Designelemente über ein diskretes Modell beschrieben. Ähnlich wie die fi-

niten Elemente sind die Designelemente über nnod Kontrollpunkte X̄i und zugehörige

Formfunktionen Ni definiert. Die gesamte Geometrie X der Struktur setzt sich aus ei-

nem oder mehreren Designelementen zusammen:

X =

nnod∑
i=1

NiX̄i (2.13)

In der Formoptimierung wird dieses zusätzliche Diskretisierungsmodell als Designmodell

bezeichnet. Der funktionale Zusammenhang zwischen Geometrie und Optimierungsvaria-

blen wird hergestellt, indem Koordinaten der Kontrollpunkte als Optimierungsvariablen

verwendet werden. Aus dem Designmodell wird das Analysemodell durch Vernetzung
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der Designelemente generiert. Ein großer Vorteil der CAGD-Methoden ist die relativ

geringe Anzahl der Optimierungsvariablen. Allerdings büßt man durch die vordefinier-

ten funktionalen Zusammenhänge der Designelemente Flexibilität im Design ein. Für

Literatur zu diesem Thema sei auf [16] verwiesen.

CAGD – Computer Aided Geometrical Design 

Optimization variables: geometry parameters 

Abbildung 2.1.: Links: CAGD-Modell einer Schalenstruktur mit Kontrollpunkten, wel-

che über Formfunktionen die Geometrie der Struktur beschreiben.

Rechts: Geometrie der Schalenstruktur. Quelle: Lehrstuhl für Statik,

TU München.

Eine weitere Methode ist die CAD-freie Methode (auch FE-Parametrisierung), bei der

die Geometriebeschreibung direkt durch das Berechnungsmodell erfolgt. Dabei fallen

das Designmodell und das Berechnungsmodell zusammen. Die Optimierungsvariablen

sind Raumkoordinaten des FE-Netzes. Diese Optimierung direkt am FE-Netz bedeu-

tet eine große Anzahl an Optimierungsvariablen, bietet aber maximale Formfreiheit. Es

ist zu beachten, dass nur Koordinatenänderungen normal zur Oberfläche die Form ei-

ner Struktur beeinflussen. Koordinatenänderungen tangential zur einer Oberfläche oder

auch im Inneren einer Struktur haben keinen Einfluss auf deren Form, jedoch Einfluss

auf die Diskretisierung. Eine Veränderung der Diskretisierung derselben Geometrie kann

die Netzqualität verschlechtern, weshalb es sinnvoll ist, nur die Koordinatenrichtungen

normal zur Oberfläche als Optimierungsvariablen anzusetzen. CAD-freie Methoden er-

fordern Netzregulierungsmethoden, um die Netzknoten in den Richtungen tangential

zur Oberfläche und im Inneren zu kontrollieren. Desweiteren sind Regulierungsmetho-

den erforderlich, um die Welligkeit einer Oberfläche zu kontrollieren, denn die Ergebnisse

der Optimierung mit FE-Parametrisierung zeigen ansonsten sehr strake Oszillationen,

welche u.a. auf das Finden lokaler Minima und Locking Effekte zurückzuführen sind.

[17, 36, 26, 24] behandeln dieses Thema ausführlich.

Bei CAD-freien Methoden wird der Vorteil der maximalen Formfreiheit durch die Regu-

lierungstechniken, die die Welligkeit einer Struktur kontrollieren, wieder eingeschränkt.

Der Vorteil der der FE-Parameterisierung liegt in der Einfachheit der Benutzung: Oft ist

das Ergebnis einer Optimierung in der Ingenieurpraxis nicht zufriedenstellend, sei es aus

funktionellen oder ästhetischen Gründen. Dies bedeutet meist eine neue Optimierung

mit neuen Anfangsbedingungen. Bei CAGD-Methoden ist nun eine Veränderung des

Designmodells notwendig, was umständlich ist, da dieses komplett neu erstellt werden

muss. CAD-freie Methoden bieten schnellere Lösungen, da die Variablen der Regulie-

rungsmethoden schnell geändert werden können.
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Abbildung 2.2.: CAD-freie Geometriebeschreibung. Links: Struktur in Anfangsgeome-

trie. Rechts: Struktur mit optimierter Form, wobei die Koordinaten der

FE-Knoten als Optimierungsvariablen verwendet wurden. Quelle: Lehr-

stuhl für Statik, TU München.

In dieser Arbeit wird mit der Formfindung eine weitere parameterfreie Methode der

Geometriebeschreibung für Membran- und Schalentragwerke eingeführt. Bei der Form-

findung handelt es sich um die Bestimmung der Gleichgewichtsformen von Membranen

unter Vorgabe von Randgeometrie und Zugspannungen. Es handelt sich um ein inverses

mechanisches Problem, denn es werden Spannungen vorgegeben, die typischerweise das

Ergebnis einer Berechnung sind. Als Verfahren zur Designgebung bietet die Formfin-

dung den Vorteil, dass nur eine sehr geringe Anzahl von Optimierungsvariablen nötig

ist, um Freiformflächen optimal zu gestalten. Zudem ist die Methode parameterfrei, d.h.

sie benötigt keine Formfunktionen, da das Design durch die Mechanik des Systems unter

vorgegebenen Randbedingungen bestimmt ist. Es sei an dieser Stelle auf Kap. 7 hinge-

wiesen, welches dieses Thema ausführlich behandelt und als Literatur auf [18, 19, 20]

verwiesen.

Abbildung 2.3.: Membrantragwerk in Gleichgewichtsform. Die Geometrie wird unter

Vorgabe der Randbedingungen durch die Formfindung ermittelt. Die

Randbedingungen können als Optimierungsvariablen verwendet werden.

Quelle: Lehrstuhl für Statik, TU München.

Eine weitere Möglichkeit bieten Isogeometrische Elemente. In den letzten Jahren hat der

isogeometrische Ansatz große Bedeutung gewonnen. Typisch für ihn ist, dass dieselben

Formfunktionen für Geometrie und Berechnung verwendet werden. In der Optimierung

können diese Formfunktionen ebenfalls für die Designbeschreibung benutzt werden. Wei-

terführende Literatur findet man in [58, 71, 72].
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Abbildung 2.4.: Isogemetrisches Konzept. Dasselbe geometrische Modell wird für Ana-

lyse und Design verwendet. Quelle: Josef Kiendl, Lehrstuhl für Statik,

TU München.

2.3. Numerische Optimierung

2.3.1. Optimierungsalgorithmen

Zur numerischen Lösung des Optimierungsproblems existiert eine große Vielfalt an Op-

timierungsalgorithmen. Sie lassen sich in Methoden nullter Ordnung und Gradienten-

methoden, welche Methoden erster und zweiter Ordnung sind, einteilen. Eine weitere

Methode ist das Optimierungsverfahren auf Basis von Optimalitätskriterien (OC). Hier

sollen einige wichtige Algorithmen erwähnt werden. Für eine weitere Ausführung und

für technische Details sei auf die Fachliteratur verwiesen [7, 114, 113, 51, 54].

2.3.1.1. Methoden nullter Ordnung

Die Methoden nullter Ordnung basieren nur auf Funktionsauswertungen der Optimie-

rungskriterien. Sie lassen sich für diskontinuierliche und diskrete Optimierungsprobleme

einsetzen und eignen sich für das Finden des globalen Optimums besser als Gradienten-

methoden. Der entscheidende Nachteil ist, dass sehr hohe Rechenzeiten benötigt werden.

Zu den Verfahren nullter Ordnung zählen Stochastische Algorithmen. Hierbei werden

mögliche Lösungen nach bestimmten, auf dem Zufallsprinzip beruhenden, Vorgaben aus-

gewählt. Meist wird zunächst eine globale Suche vorgenommen, um relevante Gebiete

zu lokalisieren und dort eine lokale Suche mit höherer Genauigkeit durchzuführen. Bei

der Monte-Carlo Methode wird die Auswahl der Punkte auf dem Gebiet zufällig getrof-

fen. Evolutionäre Algorithmen orientieren sich am Muster der biologischen Evolution

[54, 40]. Es wird mit einer zufälligen Population möglicher Lösungen begonnen (Initia-

lisierung). Diese werden mit der sog. Fitnessfunktion bewertet. Die damit bekannten
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besten Lösungen werden dann zufällig verändert (Mutation). Bei genetischen Algorith-

men, einer Unterkategorie der evolutionären Algorithmen, werden sie zusätzlich gemischt

(Rekombination). Der Rest der möglichen Lösungen wird verworfen (Selektion). Durch

Mutation, ggf. Rekombination und Selektion entsteht eine neue Population, auf deren

Basis die Suche erneut durchgeführt wird.

2.3.1.2. Methoden höherer Ordnung

Methoden höherer Ordnung benötigen neben den Funktionsauswertungen die Ableitun-

gen erster und ggf. höherer Ordnung der Optimierungskriterien nach den Optimierungs-

variablen, um eine Suchrichtung zu bestimmen. Dabei wird mit einem Startwert s0 be-

gonnen und die Lösung in jeder Iteration wie folgt aktualisiert:

s(k+1) = s(k) + ∆s(k) = s(k) + α(k)D(k) (2.14)

mit der Suchrichtung D(k) = D(∇ψ(s(k)),∇2ψ(s(k))), der Schrittweite α(k) und dem

Iterationsindex k. Bei Verfahren erster Ordnung, auch als Gradientenmethoden bezeich-

net, werden nur die ersten Ableitungen verwendet, wohingegen die Verfahren zweiter

Ordnung zusätzlich die zweiten Ableitungen benötigen, welche durch die Hessematrix

gegeben sind.

Methoden höherer Ordnung benötigen aufgrund der gezielten Suche deutlich weniger

Funktionsauswertungen und sind daher in der Regel sehr effizient. Es ist jedoch zu be-

merken, dass die Berechnung der Ableitungen – insbesondere der zweiten Ableitungen

bei Verfahren zweiter Ordnung – zusätzliche Rechenzeit benötigt und in jedem Opti-

mierungsschritt stattfinden muss. Diese Methoden eignen sich allerdings nur für kon-

tinuierliche Optimierungsprobleme und weisen im Gegensatz zu den Verfahren nullter

Ordnung eine geringere Wahrscheinlichkeit für das Finden des globalen Optimums auf.

Im Allgemeinen sind Gradientenmethoden aufgrund der schnellen Konvergenz und den

damit verbundenen niedrigeren Rechenzeiten gut für die Strukturoptimierung geeignet,

da hier meist kontinuierliche Fragenstellungen mit vielen Variablen vorkommen und die

Strukturanalyse selbst oft schon rechenintensiv ist.

Die Algorithmen zu den Verfahren höherer Ordnung lassen sich in Verfahren für unbe-

schränkte und beschränkte Optimierungsaufgaben einteilen.

Ein einfacher, beliebter und robuster gradientenbasierter Optimierungsalgorithmus für

unbeschränkte Probleme ist das Verfahren des steilsten Abstiegs. Als Suchrichtung wird

die Richtung des negativen Gradienten D(k) = −∇ψ(s(k)) verwendet, so dass der Funk-

tionswert bei jeder Iteration kleiner werden muss. Die Schrittweite α(k) wird mit einem

Line Search bestimmt. Dabei wird die Schrittweite α(k) ermittelt, so dass die Stelle mit

dem geringsten Wert der Zielfunktion in der Richtung des Gradienten D(k) als Ausgangs-

punkt für den nächsten Optimierungsschritt verwendet wird. Das Verfahren des steilsten

Abstiegs besteht aus folgenden Schritten:
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i Initialisiere k = 0 : s0

ii Berechne D(k) = −∇ψ(s(k))

iii Berechne α(k)

iv Aktualisiere s(k+1) = s(k) + α(k)D(k)

v IF: Maximale Anzahl an Itertionen erreicht. Stop.

ELSE: Konvergenzcheck

IF: Konvergenz. Stop.

ELSE: k = k + 1. Gehe zu ii.

Das Verfahren der konjugierten Gradienten für unbeschränkte Probleme berücksichtigt

die Krümmung für eine bessere Suchrichtung und erzielt i.A. schnellere Konvergenz als

das Verfahren des steilstens Abstieges. Die Suchrichtung bestimmt sich zu

D(k) = −∇ψ(s(k)) + βD(k−1) (2.15)

mit

β =
∇ψ(s(k))T · ∇ψ(s(k))

∇ψ(s(k−1))T · ∇ψ(s(k−1))
. (2.16)

Das Verfahren der zulässigen Richtungen ist ein Algorithmus für beschränkte Probleme.

Es ähnelt den Verfahren des steilsten Abstieges bzw. der konjugierten Gradienten, mit

dem Unterschied, dass bei Verletzung der Nebenbedingung während der Iterationen die

Suchrichtung für den nächsten Schritt wieder in den zulässigen Bereich weist.

Es seien hier noch die Penalty-Methode und die Augmented-Lagrange-Methode für be-

schränkte Probleme erwähnt. Diese Methoden transformieren das beschränkte Optimie-

rungsproblem durch die Addition eines Strafterms auf ein unbeschränktes.

Die Newton und Quasi-Netwon Verfahren für unbeschränkte Probleme basieren auf ers-

ten und zweiten Ableitungen der Zielfunktion zur Bestimmung der Suchrichtung. Dabei

werden die zweiten Ableitungen beim Quasi-Newton Verfahren duch die ersten Ablei-

tungen genähert, weshalb diese Methode den Verfahren erster Ordnung zuzuordnen ist,

wohingegen das Newton Verfahren eines zweiter Ordnung ist.

Ein weiteres Verfahren zweiter Ordnung für beschränkte Optimierungsprobleme ist das

Sequential Quadratic Programming (SQP). Es basiert auf der Lagrange Funktion (siehe

auch 2.1.3), also der Addition des Produkts von Lagrange-Multiplikatoren und Neben-

bedingungen zur Zielfunktion, und der Linearisierung dieser über die Taylorreihe mit

Abbruch nach dem Glied zweiter Ordnung.

Für eine detaillierte Ausführung obiger und weiterer Optimierungsalgorithmen sei auf

[113, 51, 7] verwiesen.
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2.3.1.3. Optimalitätskriterien

Bei diesem Verfahren der Optimierung legt das sog. Optimalitätskriterum fest, wann

Optimatität eintritt, also wann das Ergebnis als optimal zu betrachten ist. Die Op-

timalitätskriterien bestimmen die Qualität des Ergebnisses. Da diese ggf. auf Empirie

basieren können, kann das Ergebnis vom tatsächlichen Optimum abweichen. Der sog.

Redesign-Algorithmus variiert dabei die Parameter, um das Optimalitätskriterium zu

erfüllen. Das bekannteste Beispiel ist das sog. Fully-Stressed-Design (FSD) für die Opti-

mierung von Fachwerken. Es besagt, dass die Struktur optimal ist, wenn in allen Stäben

die maximal zulässige Spannung auftritt. Für Weiterführendes sei auf [7] verwiesen.

2.3.2. Lösungsmethoden

Bei der Optimierung mechanischer Systeme sind die Optimierungsvariablen, welche das

System definieren, und die Systemvariablen, welche in der Strukturmechanik die Ver-

schiebungen sind, gekoppelt. In der numerischen Optimierung müssen also beide Größen

in Abhängigkeit voneinander bestimmt werden. Dabei wird zwischen den Lösungsme-

thoden Simultaneous Analysis and Design (SAND) und Nested Analysis and Design

(NAND) unterschieden.

Beim Simultaneous Analysis and Design (SAND) erfolgt die Bestimmung der Systemva-

riablen und der Optimierungsvariablen simultan [52]. Das bedeutet die Lösung des Op-

timierungsproblems und die der Systemgleichungen geschieht auf der Basis eines großen

Gleichungssystems. Die Systemvariablen und Optimierungsvariablen sind dabei gleich-

wertig und werden alle als Optimierungsvariablen behandelt. Es handelt sich also um

ein Optimierungsproblem mit ns + nd Variablen, wobei ns die Anzahl der, das System

definierenden, Optimierungsvariablen und nd die Anzahl der Systemvariablen ist. Die

Optimierungsaufgabe lässt sich

min
s,d

(ψ(s,d)) (2.17)

schreiben. Bei der Lösung des Gleichungssystems werden alle Variablen gleichzeitig ak-

tualisiert. Die Systemgleichungen sind erst am Optimum - der Lösung des Gleichungssys-

tems - erfüllt, da diese bei SAND innerhalb einer Iterationsschleife nicht auskonvergiert

werden.

Beim Verfahren des Nested Analysis and Design (NAND) erfolgt die Lösung der System-

variablen und der Optimierungsvariablen getrennt voneinander. Hier ist die Systemana-

lyse in die Optimierung eingebettet. Die Systemgleichungen werden auf der Grundlage

der aktuellen Optimierungsvariablen gelöst. Danach kann auf der Basis der Systemant-

wort die Aktualisierung der Optimierungsvariablen (Designupdate) für die nächste Itera-

tion erfolgen. Die Optimierungsvariablen sind hier nur die, das System kontrollierenden,
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Variablen. Die Systemvariablen sind Funktionen dieser Optimierungsvariablen, welche

implizit durch die Systemgleichungen S(s,d) definiert sind. Die Optimierungsaufgabe

lässt sich

min
s

(ψ(s,d)) (2.18)

schreiben. Mit ns Optimierungsvariablen handelt es sich bei Anwendung von NAND um

ein kleineres Optimierungsproblem als bei SAND, allerdings findet in jedem Optimie-

rungsschritt eine Systemanalyse statt, bei welcher die Systemgleichung vollständig aus-

konvergiert werden. In der Praxis bietet die NAND-Methode Vorteile durch die Möglich-

keit eines modularen Softwaredesigns. Durch die getrennte Lösung von System und Op-

timierung ist die Austauschbarkeit der Softwaremodule gegeben.

In dieser Arbeit wird der NAND-Ansatz verfolgt und Gradientenmethoden mit Sensiti-

vitätsanalyse behandelt. Die Sensitivitätsanalyse ist als eigenes Modul nach der Analyse

in die Optimierungs eingebettet. Abbildung 2.5 zeigt den Ablauf einer numerischen Op-

timierung nach NAND mit den, in die Optimierungsschleife eingebetteten, Modulen

Analyse, Sensitivitätsanalyse und Designupdate.
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Abbildung 2.5.: Ablauf einer numerischen Optimierung nach NAND: Die Module Sen-

sitivitätsanalyse, Designupdate und Analyse sind die äußere Optimie-

rungsschleife eingebettet. In der Analyse werden die Systemvariablen

d(k) bestimmt. Auf Grundlage der Systemvariablen und der aktuellen

Optimierungsvariablen s(k) wird in der Sensitivitätsanalyse der Gradi-

ent ∇ψ(s(k),d(k)) bestimmt. Daraufhin kann im Modul Designupdate

die Aktualisierung der Optimierungsvariablen erfolgen.
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2.4. Sensitivitätsanalyse

Gradientenbasierte Optimierungsalgorithmen benötigen den Gradient der Zielfunktion,

d.h. den Vektor der Ableitungen der Zielfunktion nach den Optimierungsvariablen dψ
ds

.

Das Verfahren zur Bestimmung der Gradienten nennt man Sensitivitätsanalyse. In die-

sem Rahmen werden Gradienten auch als Sensitivitäten bezeichnet. Im folgenden wer-

den die Methoden der diskreten Sensitivitätsanalyse, welche auf der diskreter Systemglei-

chung basiert, beschrieben. Als Literatur zur Sensitivitätsanalyse sei auf [112, 50, 26, 36]

verwiesen.

Die numerische Sensitivitätsanalyse beruht auf finiten Differenzen. Der Gradient der

Zielfunktion wird durch Übergabe einer Perturbation ε der Optimierungsvariablen si
näherungsweise bestimmt.

dψ

dsi
(s0) ≈ ∆ψ

∆si
(s0) =

ψ(s0 + εi)− ψ(s0)

ε
(2.19)

Dabei gilt s0+εi = [ s0,1 · · · s0,i + ε · · · s0,ns ]T . Die Zielfunktion muss pro Optimie-

rungsvariable zwei mal ausgewertet werden. Diese ist in der Regel so geartet, dass zu ihrer

Auswertung eine vollständige Systemanalyse notwendig ist, da sie von der Systemant-

wort abhängig ist. Aufgrund der entstehenden hohen Rechenkosten ist die numerische

Sensitivitätsanalyse für lineare Probleme mit wenigen Optimierungsvariablen zu empfeh-

len. Genauere Erklärungen zum Verfahren der finiten Differenzen, dessen Fehlerquellen

und Rechenintensität befinden sich in Abschnitt 5.3.

Für größere nichtlineare Probleme wird die analytische oder semianalytische Sensiti-

vitätsanalyse bevorzugt, bei welcher der gesuchte Gradient analytisch oder teilweise ana-

lytisch unter Hinzunahme von finiten Differenzen bestimmt wird. Die Zielfunktion ist

generell abhängig von den Optimierungsvariablen und in der Regel von der Systemant-

wort, den Strukturverschiebungen. Die Ableitung nach den Optimierungsvariablen lässt

sich gemäß der Kettenregel folgendermaßen schreiben, wobei die Sensitivitäten dd
ds

, also

die Ableitungen der Strukturverschiebungen die unbekannten Größen darstellen.

dψ

ds
=
∂ψ

∂s
+
∂ψ

∂d

dd

ds
(2.20)

Bei der direkten Sensitivitätsanalyse wird zur Bestimmung der Verschiebungsableitungen
dd
ds

die sog. Sensitivitätsgleichung, die sich aus der diskreten linearen Strukturgleichung

S = K · d − f = 0 mit den unbekannten Strukturverschiebungen d ergibt, herangezo-

gen. Bei der Formoptimierung ist die Steifigkeitsmatrix K und in vielen Fällen auch der

Lastvektor f von der Optimierungsvariablen s abhängig. So läßt sich die lineare Struk-

turgleichung in Abhängigkeit der Optimierungsvariablen folgendermaßen formulieren:

S = K(s) · d− f(s) = 0 (2.21)



22 KAPITEL 2. STRUKTUROPTIMIERUNG

Durch Differenzieren erhält man die Sensitivitätsgleichung, aus der die Verschiebungs-

ableitungen dd
ds

bestimmt werden und zur Berechnung des Gradienten der Zielfunktion

durch Gleichung 2.20 herangezogen werden. Die Sensitivitätsgleichung ist linear und

lautet

dS
ds

=
∂S
∂s

+
∂S
∂d

dd

ds
= 0. (2.22)

Mit

∂S
∂s

=
∂K

∂s
· d− ∂f

∂s

und

∂S
∂d

= K

ergibt sich

dd

ds
= K−1

[
−∂K

∂s
· d +

∂f

∂s

]
. (2.23)

Für lineares Strukturverhalten gilt ∂K
∂s

= dK
ds

und ∂f
∂s

= df
ds

. Die Gleichung zeigt Analogie

zur Strukturgleichung. Daher wird der Vektor auf der rechten Seite als Pseudolastvektor

f∗ bezeichnet:

f∗ = −dK
ds
· d +

df

ds
(2.24)

Setzt man dd
ds

in Gleichung 2.20 ein, so erhält man folgenden Ausdruck für den gesuchten

Gradienten:

dψ

ds
=
∂ψ

∂s
+
∂ψ

∂d
·K−1 · f∗ (2.25)

Wird zur Berechnung des Gradienten nach Gleichung 2.25 zuerst dd
ds

durch Lösung von

K−1 · f∗ bestimmt, spricht man von direkter Sensitivitätsanalyse. Wenn in umgekehrter

Reihenfolge zuerst ∂ψ
∂d
· K−1 gelöst wird, so spricht man von der adjungierten Sensiti-

tivitätsanalye. In beiden Fällen handelt es sich um lineare Gleichungssysteme. Die sog.

adjungierte Variable λ wird durch selbiges Produkt definiert:

λT =
∂ψ

∂d
·K−1 (2.26)

Die Herleitung des adjungierten Ansatzes über die Lagrange-Methode, bei welcher die

Systemgleichung S als Nebenbedingung eingeführt wird, wird in Abschitt 5.5 detailliert

erklärt. Man beachte, dass λ unabhängig von den Optimierungsvariablen ist und somit

nur einmal für alle Gradienten dψ
dsi

bestimmt werden muss, weshalb dieser Ansatz für
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Probleme mit vielen Optimierungsvariablen aber wenigen Nebenbedingungen bevorzugt

wird.

Ein Sonderfall, in dem sich die Sensitivitätsanalyse grundlegend vereinfacht, ist die Op-

timierung der Systemsteifigkeit hinsichtlich einer definierten Belastung. Dies entspricht

der Minimierung der Sytemnachgiebigkeit (compliance minimization), also der Verzer-

rungsenergie. Die diskrete Form der Verzerrungsenergie lautet:

ψ =
1

2
dT ·K · d (2.27)

Daraus können folgende partielle Ableitungen gebildet werden:

∂ψ

∂s
=

1

2
dT · ∂K

∂s
· d (2.28)

∂ψ

∂d
= (K · d)T = dT ·K (2.29)

Das Einsetzen in Gleichung 2.25 führt zu folgender Form:

dψ

ds
=

∂ψ

∂s
+
∂ψ

∂d
·K−1 ·

[
−∂K

∂s
· d +

∂f

∂s

]
(2.30)

=
1

2
dT · ∂K

∂s
· d + dT ·K ·K−1 ·

[
−∂K

∂s
· d +

∂f

∂s

]
(2.31)

= −1

2
dT · ∂K

∂s
· d + dT · ∂f

∂s
(2.32)

= −∂ψ
∂s

+ dT · ∂f

∂s
(2.33)

In der zweiten Zeile der obigen Formulierung ergibt die Multiplikation der inversen Stei-

figkeitsmatrix mit der Steifigkeitsmatrix die Einheitsmatrix. Dies bedeutet, dass das

Gleichungssystem 2.23, welche in der Regel zu lösen ist, hier nicht gelöst werden muss

und sich der Rechenaufwand der Sensitivitätsanalyse, der durch diese Gleichungslösun-

gen dominiert wird, extrem reduziert. In der Optimierungsschleife verbleibt nur das

Gleichungssystem zur Lösung der Systemgleichungen.
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3. Fluid-Struktur-Interaktion

Fluid-Struktur-Interaktion (FSI) bezeichnet die Wechselwirkung zwischen einer Strö-

mung und einem Festkörper. Die durch die Strömungskräfte hervorgerufenen Deforma-

tionen der Struktur verändern die Berandung des Strömungsgebietes und damit das

Strömungsverhalten. Für das Verständnis der FSI sind Struktur- und die Strömungsme-

chanik Voraussetzung. In diesem Kapitel wird daher eine Einführung in die Strukturme-

chanik für geometrisch nichtlineares Strukturverhalten als Grundlage für die Struktursi-

mulation mit großen Verformungen gegeben. Nach einem Überblick über die Strömungs-

mechanik für inkompressible viskose Strömungen, wird das gekoppelte Problem der FSI

behandelt. Dabei wird die partitionierte Berechnung der FSI fokussiert, welche für diese

Arbeit relevant ist.

3.1. Strukturmechanik

Die Strukturmechanik charakterisiert das Verhalten von Festkörpern. Ziel der Struktur-

simulation ist die Vorhersagbarkeit dieses Verhaltens. Dabei gibt es unterschiedliche Ab-

strahierungsebenen. Zunächst wird die reale Struktur durch ein mathematisches Modell

(Analysemodell) idealisiert. Das mathematische Modell wird durch Diskretisierung in

das diskrete Modell (auch Berechnungsmodell) überführt. Dabei gibt es unterschiedliche

Diskretisierungstechniken. Hier wird die Finite-Elemente-Methode (FEM) vorgestellt.

Um eine Struktur mathematisch beschreiben zu können, werden die kontinuumsmechani-

schen Grundgleichungen benötigt. In der Strukturmechanik sind dies die kinematischen

Beziehungen, das Materialgesetz (oder konstitutive Beziehungen) und das Gleichgewicht.

Im Folgenden werden die Grundgleichungen für die geometrisch nichtlineare Statik vor-

gestellt und die räumliche Diskretisierung mittels der FEM erklärt. Die sich daraus erge-

benden diskreten Gleichungen bilden die Grundlage für die Sensitivitätsanalyse, welche

in Kapitel 5 detailliert betrachtet wird. Zu den kontinuumsmechanischen Grundgleichun-

gen und der FEM existieren zahlreiche Literaturquellen [56, 11, 57, 118, 125, 123].

Der Fokus dieser Arbeit liegt auf Schalen- und Membranstrukturen. Wegen der geringen

Dicke wird hier eine Idealisierung als 2-dimensionale Struktur vorgenommen. Charak-

teristisch ist das Auftreten von großen Verformungen und kleinen Dehnungen. Dieses

Verhalten erfordert eine geometrisch nichtlineare Behandlung. Aufgrund kleiner Deh-
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nungen kann ein lineares Materialgesetz angenommen werden. Bei Membrantragwerken

werden wegen der geringen Dicke konstante Dehnungen über den Querschnitt angenom-

men. Dies führt zu einer konstanten Spannungsverteilung in Dickenrichtung und dazu,

dass keine Biegemomente auftreten. Man spricht vom Membranspannungszustand. Wei-

terführendes zu Schalen- und Membrantragwerken findet man in [16, 77, 14].

3.1.1. Differentialgeometrie

Die folgende Einführung in die Differentialgeometrie dient dem Verständnis der darauf

folgenden Abschnitte zu den kontinuumsmechanischen Grundgleichungen. Es wird hier

die Lagrange’sche Betrachtungsweise verwendet, bei der ein Materialpunkt betrachtet

wird. Die räumliche Lage eines Materialpunktes im Raum wird als Konfiguration be-

zeichnet. Die Referenzkonfiguration beschreibt dabei die Ausgangslage des Punktes der

unverformten Struktur. Seine Lage im Raum wird mit dem Ortsvektor X = X(θ1, θ2),

in Abhängigkeit der krummlinigen Koordinaten θi beschrieben. Die aktuelle Konfigu-

ration oder Momentankonfiguration stellt sich durch die Verformung der Struktur ein.

Die Lage des Punktes bei verformter Struktur wird mit x = x(θ1, θ2) beschrieben. Es

ist üblich, Großbuchstaben für die Referenzkonfiguration und Kleinbuchstaben für die

aktuelle Konfiguration zu verwenden. So wird auch im Folgenden verfahren. Es werden

krummlinige Koordinaten für 2-dimensionale Strukturen, wie Schalen und Membran-

strukturen, zu Grunde gelegt.

Mit Gi bzw. gi werden die kovarianten Basisvektoren in der Referenz- bzw. aktuellen

Konfiguration bezeichnet. Sie lassen sich durch die partiellen Ableitungen

Gi =
∂X

∂θi
und gi =

∂x

∂θi
(3.1)

bestimmen. Die kontravarianten Basisvektoren werden mit Gi bzw. gi bezeichnet und

erfüllen folgende Bedingung:

Gi ·Gj = gi · gj = δij =

{
0 für i 6= j

1 für i = j
(3.2)

Alternativ lassen sich die kontravarianten Basisvektoren auch durch die partiellen Ab-

leitungen

Gi =
∂θi

∂X
und gi =

∂θi

∂x
(3.3)

bestimmen. Die Metrikkoeffizienten setzen sich aus den Skalarprodukten der Basisvek-

toren zusammen:

Gij = Gi ·Gj und gij = gi · gj (3.4)
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Der Einheitstensor oder Metriktensor bezüglich der Basen ist

I = GijG
i ⊗Gj = GijGi ⊗Gj bzw. I = gijg

i ⊗ gj = gijgi ⊗ gj. (3.5)

Nun kann die Verschiebung d durch die Differenz der Ortsvektoren der aktuellen und

der Referenzkonfiguration beschrieben werden:

d = x−X (3.6)

Abbildung 3.1 veranschaulicht dies. Es ist anzumerken, dass für zeitabhängige Fragestel-

lungen die Ortvektoren von dem weiteren Parameter Zeit t abhängen. Als weiterführende

Literatur zum Thema Diffentialgeometrie sei auf [56, 47] verwiesen.

Abbildung 3.1.: Konfigurationen der Differentialgeometrie: Referenzkonfiguration mit

kovarianten Basisvektoren G1, G2 und aktuelle Konfiguration mit kova-

rianten Basisvektoren g1, g2. Die Verschiebung d eines Materialpunktes

ist die Differenz der Ortsvektoren x und X.

3.1.2. Kinematik

Die kinematischen Beziehungen geben den Zusammenhang zwischen Verformungen und

Dehnungen wieder. Transformationen vom Referenzzustand in den aktuellen Zustand

werden durch den Deformationsgradient F beschrieben:

F =
∂x

∂X
=
∂x

∂θi
∂θi

∂X
= gi ⊗Gi (3.7)

F ist ein unsymmetrischer Tensor. Es ist aus der letzten Beziehung auf der rechten Seite

von Gleichung 3.7 schnell ersichtlich, dass F und FT nicht identisch sind und der Tensor
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daher nicht symmetrisch ist. Der unsymmetriche Deformationsgradient gibt die gesamte

Deformation wieder und beinhaltet sowohl Verzerrungs- als auch Starrkörperanteile. So

wird der symmetrische Green-Lagrange Verzerrungstensor als reines Verzerrungsmaß

eingeführt:

E =
1

2

(
FTF− I

)
mit E = EijG

i ⊗Gj (3.8)

3.1.3. Materialgesetz

Das Materialgesetz gibt den Zusammenhang zwischen Dehnungen und Spannungen wie-

der. Die realen und physikalisch messbaren Spannungen werden durch den Cauchyschen

Spannungstensor σ = σijgi ⊗ gj gegeben, welcher bezüglich der Basis der verformten

Konfiguration formuliert ist. Ein anderes Spannungsmaß ist der zweite Piola-Kirchhoff-

Spannungstensor (PK2) S. Er ist bezüglich der Basis der Referenzkonfiguration formu-

liert und lässt sich aus dem Cauchyschen Spannungstensor überführen:

S = detFF−1 · σ · F−T mit S = SijGi ⊗Gj (3.9)

Der Zusammenhang des energetisch konjugierten Paares S und E ist über den materi-

ellen Elastizitätstensor C wie folgt gegeben:

S = C : E mit C = CijklGi ⊗Gj ⊗Gk ⊗Gl (3.10)

Es handelt sich um einenTensor vierter Stufe.

Das St. Venant-Kirchhoff Materialgesetz beschreibt elastisches Materialverhalten für

isotrope, homogene Materialien. Für dieses Materialgesetz können die Komponenten des

Elastizitätstensors durch die Lamé Konstanten λ und µ oder durch das Elastizitätsmodul

E und die Querdehnzahl ν beschrieben werden. In Abhängigkeit der Lamé Kontanten

sind sie

Cijkl = λGijGkl + µ
(
GikGjl +GilGkj

)
, (3.11)

mit

λ =
E · ν

(1 + ν) (1− 2ν)
und µ =

E

2 (1 + ν)
. (3.12)

3.1.4. Gleichgewicht

Der Impulserhaltungssatz besagt, dass äußere, innere, Trägheits- und Volumenkräfte,

welche auf einen Körper wirken, im Gleichgewicht stehen müssen. Für den statischen
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Fall sind die Trägheitskräfte nicht von Bedeutung. Die globale Form der Gleichgewichts-

bedingung lautet für die aktuelle Konfiguration als Integral über das Gebiet Ω:∫
Ω

(∇ · σ + ρb)dΩ = 0 (3.13)

Dabei ist ρ die Dichte des verformten Körpers und b der Volumenkraftvektor pro Mas-

seneinheit. Da die Gleichung für jedes Gebiet erfüllt sein muss, lässt sich die lokale Form

folgendermaßen formulieren:

∇ · σ + ρb = 0 (3.14)

Die Gleichgewichtsbedingungen lassen sich für die Referenzkonfiguration in Abhängig-

keit des zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensors schreiben. Die globale Form als Inte-

gral über das unverformte Gebiet Ω0 lautet∫
Ω0

(∇ · (FS) + ρ0b)dΩ0 = 0 (3.15)

mit der Dichte ρ0 des unverformten Körpers. Die lokale Form ist dann

∇ · (FS) + ρ0b = 0. (3.16)

Weiterhin werden zur vollständigen Beschreibung die Randbedingungen auf der Ober-

fläche Γ des Körpers benötigt. Die Dirichlet-Randbedingungen schreiben Verschiebungen

d̂ auf dem Randbereich ΓD vor. Die Neumann-Randbedingungen schreiben den Span-

nungsvektor T̂ auf dem Randbereich ΓN vor. Sie schreiben sich:

d = d̂ auf ΓD

T = T̂ auf ΓN (3.17)

mit ΓD ∩ ΓN = 0 und Γ = Γd ∪ ΓN (3.18)

T = (FS)N ist der Spannungsvektor in der Referenzkonfiguration mit dem Normalen-

vektor N auf der Körperoberfläche.

Durch Gleichungen 3.8, 3.10, 3.16 und 3.17 wird das Gleichgewicht einer Struktur voll-

ständig beschrieben. Man nennt diese Formulierung der gekoppelten Differentialgleichun-

gen die starke Form des Gleichgewichts.

Bemerkung: Bei der Impulserhaltungsgleichung für die Strukturdynamik werden Trägheits-

kräfte berücksichtigt. Dann kommt der Term −ρd2d
dt2

in Gleichung 3.14 bzw. −ρ0
d2d
dt2

in

Gleichung 3.16 hinzu. Desweiteren werden Initialbedingungen für Verschiebung und Be-

schleunigung zum Zeitpunkt t = 0 benötigt.
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3.1.5. Schwache Form

Die Grundlage für die Diskretisierung mit der Finite-Elemente-Methode stellt die schwa-

che Form des Gleichgewichts dar. Sie kann über das Prinzip der virtuellen Arbeit herge-

leitet werden. Es besagt, dass die Summe der virtuellen Arbeit der inneren, äußeren und

Trägheitskräfte Null ergibt, wenn sich das System im Gleichgewicht befindet. Für den

statischen Fall ist die Arbeit der Trägheitskräfte nicht von Bedeutung und das Prinzip

der virtuellen Arbeit besagt:

δW = δWint − δWext = 0 (3.19)

Die Anteile innerer und äußerer virtueller Arbeit ergeben sich, indem die tatsächlichen

Kräfte bzw. Spannungen mit virtuellen Verschiebungen bzw. daraus resultierenden vir-

tuellen Verzerrungen multipliziert und über das Gebiet integriert werden:

δWint =

∫
Ω0

δE : S dΩ0 (3.20)

δWext =

∫
Γ0

T̂ · δd dΓ0 +

∫
Ω0

ρ0b · δd dΩ0 (3.21)

Die virtuellen Verschiebungen sind dabei beliebig, müssen aber die Dirichlet-Randbedin-

gungen erfüllen. Die virtuellen Verzerrungen δE ergeben sich aus den virtuellen Verschie-

bungen δd über die Gleichungen 3.7 und 3.8 wie folgt:

δE =
1

2

(
FT · δF + δFT · F

)
(3.22)

mit

δF =
∂F

∂d
δd =

∂

∂d

(
∂ (X + d)

∂X

)
δd =

∂

∂X
δd (3.23)

Die schwache Form lässt sich auch über die Methode der gewichteten Residuen her-

beiführen. Dann werden die Gleichgewichtsgleichungen 3.16 und die Neumann Randbe-

dingung aus 3.17 mit einer Testfunktion multipliziert und über das Gebiet bzw. den Rand

integriert. Diese notwendigen Bedingungen (Euler-Lagrange-Gleichungen) sind dann im

schwachen bzw. integralen Sinne erfüllt. Setzt man die Testfunktionen den virtuellen

Verschiebungen gleich, so entspricht die schwache Form des Gleichgewichts exakt dem

Prinzip der virtuellen Arbeit. In [73, 56] ist dies ausführlich nachzulesen.

Die Bezeichnung schwache Form rührt von den geringeren Anforderungen an die Dif-

ferenzierbarkeit gegenüber der starken Form. Die Kinematik und das Materialgesetz

bleiben hierin aber im starken Sinne erfüllt, da sie als Nebenbedingungen eingesetzt

werden.
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3.1.6. Finite-Elemente-Methode

Die Finite-Elemente-Methode zur Berechnung kontinuumsmechanischer Probleme be-

ruht auf der Diskretisierung. Darunter versteht man die Überführung der kontinuierli-

chen Grundgleichungen in diskrete Gleichungen, welche ein nichtlineares Gleichungssys-

tem bilden und als solches mit üblichen numerischen Methoden gelöst werden können.

Bei der Finite-Elemente-Methode wird das Berechnungsgebiet Ω in nele einzelne, sich

nicht überlappende Teilgebiete Ωe, die finiten Elemente, unterteilt.

Ω ≈ Ωh =

nele⋃
e=1

Ωe (3.24)

Das Hochzeichen h bezeichnet hier und im Folgenden durch Diskretisierung genäherte

Größen. Die Verschiebung d, die i.d.R. die unbekannte Größe darstellt, ist eine kontinu-

ierliche Funktion. Die genäherte Funktion dh wird über diskrete Funktionswerte d̄i an

Knoten, welche den finiten Elementen zugeordnet sind, definiert. Der Funktionsverlauf

wird durch nnod Formfunktionen Ni(θ
i), welche auf einem Elementgebiet definiert sind,

beschrieben:

d(θi) ≈ dh(θi) =

nnod∑
i=1

Ni(θ
i)d̄i = Nd̄ (3.25)

Gemäß dem Bubnov-Galerkin Konzept wird dieselbe Diskretisierung für die virtuellen

Verschiebungen δd verwendet:

δd(θi) ≈ δdh(θi) =

nnod∑
i=1

Ni(θ
i)δd̄i = Nδd̄ (3.26)

Es erfolgt das Einsetzen der diskreten Gleichungen in das Prinzip der virtuellen Arbeit,

welches im Folgenden für ein einzelnes Elementgebiet, symbolisiert durch das Hochzei-

chen e, formuliert ist:

δW e = δW e
int − δW e

ext = 0 (3.27)

Die diskrete Form der virtuellen äußere Arbeit ergibt sich wie folgt:

δW e
ext =

∫
Γe0

T̂ · δdh dΓe0 +

∫
Ωe0

ρ0b · δdh dΩe
0

=

∫
Γe0

T̂ ·

(
nnod∑
i=1

Ni(θ
i)δd̄i

)
dΓe0 +

∫
Ωe0

ρ0b ·

(
nnod∑
i=1

Ni(θ
i)δd̄i

)
dΩe

0

=

nnod∑
i=1

[∫
Γe0

T̂ ·Ni(θ
i) dΓe0 +

∫
Ωe0

ρ0b ·Ni(θ
i) dΩe

0

]
· δd̄i

=

nnod∑
i=1

reext · δd̄i (3.28)
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Die Herleitung der diskreten Form der virtuellen inneren Arbeit bedarf aufgrund der

Abhängigkeit des Verzerrungstensors von den Verschiebungen mehr Aufmerksamkeit.

Die detaillierte Herleitung findet man in [73, 118]. Zur einfachen Darstellung der diskre-

ten Form, wird von genäherten Größen Sh und Eh ausgegangen und die Ableitung nach

diskreten Knotenwerten d̄e vorgenommen.

δW e
int =

∫
Ωe0

δEh : Sh dΩe
0 =

∫
Ωe0

∂Eh(d̄)

∂d̄e
δd̄e : Sh dΩe

0 (3.29)

= δd̄e
∫

Ωe0

∂Eh(d̄)

∂d̄e
: Sh dΩe

0 = δd̄e · reint(d̄) (3.30)

Die virtuelle Arbeit für ein Element ergibt sich zu

δW e = δW e
int − δW e

ext = δd̄e ·
(
reint(d̄)− reext

)
= 0. (3.31)

Für das ganze System wird sie durch Assemblierung der Beiträge aller Elemente ermit-

telt:

δW h =

nele∑
e=1

δW e = δd̄ ·
(
rint(d̄)− rext

)
= 0 (3.32)

Diese diskreten Gleichungen für geometrisch nichtlineare Statik lassen sich zu diskreten

Gleichungen für die lineare Statik vereinfachen. Hierzu wird die virtuelle innere Arbeit

für geometrisch nichtlineare Statik in Abhängigkeit linearer und nichtlinearer Anteile

formuliert. Zunächst lässt sich der Green-Lagrange Verzerrungstensor E in einen linearen

und einen nichtlinearen Anteil wie folgt aufteilen:

E = Dεd + Enl(d) (3.33)

Zur Formulierung der Variation δE wird der Differentialoperator wie folgt in Anteile

zerlegt, von denen ein Teil von der Verschiebung abhängig und ein Teil unabhängig ist:

δE =
∂E

∂d
δd = Dεδd + Dnl

ε δd = (Dε + Dnl
ε )δd (3.34)

Dabei ist Dε ein konstanter Differentialoperator und Dnl
ε = ∂Enl(d)

∂d
von den Deformatio-

nen abhängig. Die virtuelle innere Arbeit für geometrisch nichtlineare Statik lässt sich

dann unter Berücksichtigung des Materialgesetzes zu

δWint =

∫
Ω0

δE : S dΩ0 =

∫
Ω0

δE : C : E dΩ0

=

∫
Ω0

[
(Dε + Dnl

ε )δd
]

: C :
[
Dεd + Enl(d)

]
dΩ0 (3.35)
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schreiben. Für die Ausformulierung in Komponentenschreibweise sei auf [73] verwiesen.

Für lineare Statik sind die nichtlinearen Anteile Dnl
ε und Enl(d) Null. Dann ergibt obige

Gleichung die virtuelle innere Arbeit für die lineare Statik:

δW lin
int =

∫
Ω0

(Dεδd)T : C : Dεd dΩ0

=

∫
Ω0

δεT : C : ε dΩ0 =

∫
Ω0

δεT · σ dΩ0 (3.36)

Dabei wurde der lineare Verzerrungstensor der Momentankonfiguration ε = Dεd und

das Materialgesetz σ = C : ε verwendet. Mit der Diskretisierung

ε = Dεd ≈ DεNd̄ = Bd̄ (3.37)

und

δε = Dεδd ≈ DεNδd̄ = Bδd̄ (3.38)

mit B = DεN, schreibt sich die diskrete virtuelle innere Arbeit für ein Element

δW e,lin
int =

∫
Ωe0

(δBd̄e)T : C : (δBd̄e) dΩe
0

= δd̄e T
∫

Ωe0

BTCB dΩe
0 · d̄e = δd̄e Tke · d̄e. (3.39)

ke ist die Elementsteifigkeitsmatrix. Mit der Forderung δW = δWint − δWext = 0 ergibt

sich die diskrete Gleichung für ein Element:

ke · d̄e − f e = 0 (3.40)

mit f e = reext. Die diskrete Gleichung für das ganze System wird durch Assemblierung

der Beiträge aller Elemente ermittelt:

K · d̄− f = 0 (3.41)

mit f = rext.

3.2. Strömungsmechanik

Die Strömungsmechanik beschreibt das Verhalten von Flüssigkeiten und Gasen. Wie in

der Strukturmechanik wird das Verhalten durch ein mathematisches Modell beschrie-

ben und in ein diskretes Modell zur numerischen Simulation übergeführt. Im folgenden

werden die auf Erhaltungssätzen für Masse, Impuls und Energie basierenden kontinu-

umsmechanischen Grundgleichungen der Strömungsmechanik vorgestellt. In diesem Ab-

schnitt wird die numerische Lösung mittels der Finite-Volumen Methode erläutert. Als

Literatur zum Thema Strömungsmechanik sei auf [35, 107, 124] verwiesen.
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3.2.1. Kontinuumsmechanische Grundgleichungen

Den folgenden Herleitungen der Grundgleichungen liegt die Euler’sche Betrachtungswei-

se zu Grunde, bei der ein Kontrollvolumen mit fester Position im Raum betrachtet wird.

Allen Bilanzgleichungen liegt die Überlegung zu Grunde, dass die zeitliche Änderung ei-

ner Strömungsgröße (z.B. Dichte, Impuls) durch die Flüsse durch die Oberfläche des

Kontrollvolumens erfolgt. Für isotherme und inerte Stömungen werden die Grundglei-

chungen über den Massen- und Impulserhaltungssatz hergeleitet.

3.2.1.1. Massenerhaltung

Die Massenerhaltung besagt, dass die Änderung der Masse nach der Zeit t im Kon-

trollvolumen mit Volumen V gleich dem Massenfluss durch die Oberfläche A ist. Die

Massenbilanz nennt man auch Kontinuitätsgleichung. Die Integralform lautet:∫
V

∂ρ

∂t
dV +

∫
A

ρu · n dA = 0 (3.42)

Hierbei bezeichnet ρ die Dichte des Fluids, u die Geschwindigkeit und n den Normalen-

vektor auf der Oberfläche. Wird der Gaußsche Integralsatz auf den konvektiven Term

angewandt, ergibt sich:∫
V

∂ρ

∂t
dV +

∫
V

∇ · (ρu) dV = 0 (3.43)

Die Differentialform der Kontinuitätsgleichung lautet:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0 (3.44)

3.2.1.2. Impulserhaltung

Das Gesetz von Newton besagt, dass Trägheitskräfte und äußere Kräfte im Gleichge-

wicht stehen. Dann ist die zeitliche Änderung des Impulses eines Massenelements im

Kontrollvolumen gleich der Summe der äußeren Kräfte. Die Integralform des Impulser-

haltungssatzes lautet:∫
V

∂

∂t
ρu dV +

∫
A

ρuu · n dA =

∫
A

σ · n dA+

∫
V

ρb dV (3.45)

Hierbei entspricht die linke Seite der Änderung des Impulses des Massenelements, beste-

hend aus der lokalen Impulsänderung und dem Impulstransport durch die Oberfläche.

Die rechte Seite entspricht den äußeren Kräften, bestehend aus Oberflächenkräften
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(Druck, Normal- und Tangentialspannungen) und Volumenkräften (z.B. Gravitations-

feld, elektromagnetische Kräfte). σ bezeichnet dabei den Spannungstensor und b den

Volumenkraftvektor pro Masseneinheit. In newtonschen Fluiden ist die Schubspannung

proportional zum Geschwindigkeitsgradient. Der Spannungstensor setzt sich aus dem

statischen Druck p, welcher immer senkrecht zur Oberfläche wirkt, sowie dem visko-

sen Teil des Spannungstensors τ zusammen. Der Spannungstensor kann somit wie folgt

geschrieben werden:

σ = −pI + τ = −(p+
2

3
µ∇ · u)I + 2µD (3.46)

Hierbei bezeichnet I den Einheitstensor, µ die dynamische Viskosität und D den Tensor

der Deformationsrate mit

D =
1

2

[
∇u + (∇u)T

]
. (3.47)

Eine weitere Integralform des Impulserhaltungssatzes ergibt sich nach Anwendung des

Gaußschen Integralsatzes auf Gleichung 3.45 zu∫
V

∂

∂t
ρu dV +

∫
V

∇ · (ρuu) dV =

∫
V

∇ · σ dV +

∫
V

ρb dV . (3.48)

Daraus erhält man die Differentialform des Impulserhaltungssatzes:

∂ρu

∂t
+∇ · (ρuu) = ∇ · σ + ρb (3.49)

Diese Gleichungen werden als Navier-Stokes-Gleichungen bezeichnet.

3.2.2. Inkompressible Navier-Stokes-Gleichungen

Bei vielen Fluiden kann in guter Näherung die Dichte als konstant angenommen werden,

d.h. die Kompressibilität vernachlässigt werden. Eine Maßzahl für die Kompressibilität

von Fluiden ist die Mach-Zahl Ma. Das Fluid wird als inkompressibel betrachtet, wenn

diese unter 0,3 liegt:

Ma =
umax
c

< 0,3 (3.50)

Hierin ist umax die maximal vorkommende Geschwindigkeit und c die Schallgeschwindig-

keit im entsprechenden Medium. Massen- und Impulserhaltungsgleichungen vereinfachen

sich unter der Annahme konstanter Dichte zu

∇ · u = 0 (3.51)

und

∂u

∂t
+∇ · (uu) =

1

ρ
∇ · σ + b. (3.52)
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Der Spannungstensor reduziert sich unter Berücksichtigung von Gleichung 3.51 auf

σ = −pI + τ = −pI + 2µD. (3.53)

Dann geht Gleichung 3.52 über in

∂u

∂t
+∇ · (uu) = ∇ · (ν∇u)− 1

ρ
∇p+ b (3.54)

mit der kinematischen Viskosität ν = µ/ρ.

3.2.3. Anfangs- und Randbedingungen

Zur Lösung des Randwertproblems werden Anfangs- und Randbedingungen benötigt.

Für inkompressible Fluide sind Geschwindigkeit u und Druck p die Unbekannten. Für

diese müssen die Anfangsbedingungen zum Zeitpunkt t = t0 auf dem Strömungsgebiet

Ω eingeführt werden:

u(t = t0) = u0 und p(t = t0) = p0 auf Ω. (3.55)

Desweiteren müssen Dirichlet-Randbedingungen, welche die Geschwindigkeit û vorschrei-

ben, auf dem Randbereich ΓD und Neumann-Randbedingungen, welche den Spannungs-

vektor t̂ vorschreiben, auf dem Randbereich ΓN des Strömungsgebietes eingeführt wer-

den. Sie lauten:

u = û auf ΓD

t = n · σ = t̂ auf ΓN (3.56)

mit ΓD ∩ ΓN = 0 und Γ = Γd ∪ ΓN .

3.2.4. Laminare und turbulente Strömung

Man unterscheidet laminare und turbulente Strömungen. Während eine laminare Strömung

eine geordnete Strömung ist, erscheint eine turbulente Strömung chaotisch. Eine turbu-

lente Strömung ist immer instationär, dreidimensional und wirbelbehaftet. Ein Maß für

das Turbulenzverhalten einer Strömung ist die dimensionslose Reynoldszahl

Re =
u · d
ν

, (3.57)

wobei u, d und ν die charakteristische Strömungsgeschwindigkeit, die charakteristische

Länge des Körpers und die kinematische Viskosität sind. Die charakteristische Länge ei-

nes Körper bestimmt sich aus den Abmessungen eines um- oder durchströmten Körpers.
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Beispielsweise kann die Breite eines Widerstandskörpers als charakteristische Länge an-

gesetzt werden. Beim Überschreiten eines kritischen Wertes Rekrit ist mit dem Über-

gang von laminarer in turbulente Strömung zu rechnen. Die Reynoldszahl ist proble-

mabhängig, d.h. der kritische Wert für den Turbulenzumschlag ist für jede Fragestellung

unterschiedlich, wie z.B für Rohrströmungen, Gerinne und freie Strömungen.

Die numerische Simulation turbulenter Strömungen ist sehr aufwendig und stellt ein

eigenständiges Wissenschaftsgebiet dar. In der Turbulenzmodellierung kann man drei

Hauptverfahren unterscheiden: Die Direkte Numerische Simulation (DNS) ist die Si-

mulation der turbulenten Strömung mit den Navier-Stokes-Gleichungen. In diesem Fall

werden räumliche und zeitliche Auflösungen bis in die kleinsten Skalen benötigt. Dies

ist mit sehr hohem Rechenaufwand verbunden und in der Praxis nur für kleinste Fra-

gestellungen möglich. Die Reynolds-gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen (Reynolds-

averaged Navier–Stokes equations, RANS) sind vereinfachte Navier-Stokes-Gleichungen

zur Turbulenzmodellierung. Sie beruhen auf der Zerlegung der Turbulenzsignale (wie

Geschwindigkeit und Druck) in einen zeitlichen Mittelwert und eine Schwankungsgröße.

Diese werden in die Navier-Stokes-Gleichungen eingesetzt. Es ergeben sich zusätzliche

unbekannte Terme, welche durch (empirische) Turbulenzmodelle beschrieben werden. Die

Large-Eddy Simulation (LES), auch Grobstruktursimulation, unterscheidet Turbulenz-

ballen verschiedener Größenordnungen. Die großen Skalen, und damit die energiereichen

großen Wirbel, werden direkt simuliert, während die kleinen über Modelle dargestellt

werden.

3.2.5. Finite-Volumen-Methode

Die Finite-Volumen-Methode (FV-Methode) ist eine beliebte und weit verbreitete Dis-

kretsierungmethode zur Lösung strömungsmechanischer Probleme. Die meisten kom-

merziellen Programme basieren auf dieser Methode. Sie wird hier verbal erläutert. Für

Weiterführendes sei auf die zahlreiche Literatur verwiesen, z.B. auf [35, 107].

Bei der FV-Methode wird das Strömungsgebiet in sich nicht überlappende Teilvolumina,

die Kontrollvolumina (KV) unterteilt. Die Oberfläche der KV besteht aus Teilflächen,

welche die Form eines Polygons aufweisen. Definierten Punkten werden diskrete Funkti-

onswerte zugeordnet. Dabei werden die Variablenwerte an einem Knoten im Zentrum des

KV gespeichert. Diskrete Werte auf der Oberfläche des KV und Werte im Inneren des

KV müssen durch Interpolation aus den benachbarten Knotenwerten bestimmt werden.

In jedem KV gelten die Erhaltungsgleichungen. Es wird die Intergalform der Navier-

Stokes-Gleichungen auf jedes KV angewandt, wobei die Integrale auf der Basis der dis-

kreten Werte numerisch approximiert werden. Das Flächenintegral setzt sich aus der

Summe der Integrale der Teilflächen zusammen. Die einfachste und beliebteste Nähe-

rung des Integrals einer Teilfläche basiert nur auf einem diskreten Funktionswert in
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der Mitte der Teilfläche (Mittelpunktsregel) und besteht somit aus dem Produkt dieses

Wertes mit dem Flächeninhalt. Es sind auch Näherungen höher Ordnung möglich, für

welche dann weitere Variablenwerte auf der Teilfläche benötigt werden. Die einfachste

Näherung für das Volumenintegral basiert ebenfalls auf einem diskreten Funktionswert,

dem Wert im Schwerpunkt des KV, und ergibt sich somit als Produkt dieses Wertes mit

dem KV-Inhalt. Auch hier können Näherungen höher Ordnung unter Verwendung wei-

terer interpolierter Variablenwerte vorgenommen werden. Die Bestimmung der diskreten

Funktionswerte geschieht durch Interpolation aus den Werten im Zentrum der KV, für

welches sich verschiedene Interpolationsschemen etabliert haben. Die Bestimmung von

diskreten Gradientenwerten geschieht über Differenzenquotienten auf Basis der diskreten

Funktionswerte.

Durch die Approximation der Integrale der Erhaltungsgleichungen erhält man eine alge-

braische Gleichung für jedes KV. Das System aller Gleichungen über alle KV ergibt die

genäherte Erhaltungsgleichung für das gesamte Strömungsgebiet in Form eines nicht-

linearen algebraischen Gleichungssystems, welches mit den üblichen Methoden gelöst

werden kann.

3.2.6. Druckkorrekturmethode

Als Lösungsverfahren für die diskreten Gleichungen finden oft die sog. Druckkorrek-

turmethoden Anwendung. Diese sind gestaffelte Verfahren, bei denen die Unbekannten

Geschwindigkeit und Druck iterativ gelöst werden und welche nach folgenden Prinzip

aufgebaut sind: Aus den diskreten Impulsgleichungen ergibt sich ein Gleichungssystem,

dessen Unbekannte die Geschwindigkeitskomponenten der drei Raumrichtungen sind.

Der Druck geht hier auf der rechten Seite ein. Er kann durch Lösung des Gleichungs-

systems also nicht bestimmt werden, ist aber aufgrund der Kopplung von Druck und

Geschwindigkeit für die Bestimmung der Geschwindigkeit notwendig. Daher wird im

ersten Iterationsschritt eine Druckverteilung vorgegeben. Die daraus errechneten Ge-

schwindigkeiten erfüllen i.d.R. nicht die Kontinuitätsgleichungen. Nun erfolgt die Kor-

rektur der Geschwindigkeiten durch Anpassung des Druckfeldes mit dem Ziel die Impuls-

und Kontinuitätsgleichungen zu erfüllen, indem eine spezielle Druckgleichung für eine

Näherung des Druckfeldes gelöst wird. Bekannte Algorithmen sind beispielsweise der

SIMPLE-Algorithmus und der PISO-Algorithmus [35].

3.3. Fluid-Struktur-Interaktion

Treten Wechselwirkungen zwischen Struktur und Fluid auf, so können diese nicht mehr

unabhängig voneinander betrachtet werden. Die Einzelfelder sind über die gemeinsame

Berandung, das FSI-Interface, gekoppelt. Sind mehrere physikalische Felder gekoppelt,
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so spricht man von einem Mehrfeldproblem. In diesem Abschnitt wird ein Überblick über

die FSI gegeben und das partitionierte Verfahren beschrieben. Weitere Themen aus dem

weiten Feld der FSI werden in [23, 22] behandelt.

Die Position des FSI-Interface bestimmt sich aus den Strukturverschiebungen. Die Be-

randung des Fluidgebiets ist daher zeitabhängig. Dies steht im Konflikt mit der Formu-

lierung in der Euler’schen Betrachtungsweise für raumfeste Kontrollvolumina und für

ein raumfestes Strömungsgebiet. Für FSI-Fragestellungen muss die bewegliche Beran-

dung in der Formulierung des Fluids berücksichtigt werden. Dies kann durch bewegliche

Gitter und die Arbitrary Lagrangian Eulerian (ALE) Formulierung geschehen, welche in

diesem Abschnitt vorgestellt werden. Dabei wird die Berandung des Fluidgebietes aus

den Verformungen der Struktur bestimmt. Es handelt sich um eine Dirichlet-Neumann

Kopplung, welche durch die Dirichlet-Randbedingungen des Fluids (die Strukturver-

schiebungen am FSI Interface) und die Neumann-Randbedingungen der Struktur (die

Fluidlasten am FSI-Interface) charakterisiert ist. Struktur und Fluid werden durch die in

Abschnitt 3.1 und 3.2 vorgestellten Grundgleichungen beschrieben. Zusätzlich müssen

Massen, Impuls- und Energieerhaltung am gemeinsamen Interface gewährleistet sein,

woraus sich die Kopplungsbedingungen (Abschnitt 3.3.2) ergeben. Die ALE-Methode

und bewegte Gitter werden in zahlreichen Werken zur Strömungsmechanik beschrieben.

Es sei hierbei auf [35] verwiesen.

Zur numerischen Behandlung von Mehrfeldproblemen werden monolithische oder par-

titionierte Lösungsverfahren eingesetzt. Der monolithische Ansatz ist ein Analysever-

fahren, bei dem die Gleichungen des Gesamtsystems zusammengefasst und simultan

gelöst werden. Dabei wird für alle Teilfelder dieselbe räumliche Diskretisierung verwen-

det. Die Kopplungsbedingungen sind beim monolithischen Ansatz automatisch erfüllt.

I.d.R. zeichnet sich der monolithische Ansatz durch hohe Effizienz und Genauigkeit aus.

Durch die unterschiedliche Beschaffenheit der Teilfelder ist das Gleichungssystem jedoch

oft schlecht konditioniert.

Der partitionierte Ansatz ist ein gestaffeltes Analyseverfahren, bei dem die Einzelfel-

der unabhängig voneinander modelliert und gelöst werden. Die Kopplung wird in einem

iterativen Verfahren über Datenaustausch der Randbedingungen zwischen den Einzelfel-

dern berücksichtigt. Für die Einzelfelder existieren i.d.R. optimale Diskretisierungen und

spezielle bewährte Lösungsstrategien, deren Einsatz im partitionierten Ansatz möglich

ist. Aufgrund der hohen Software-Modularität können beliebige individuelle und spe-

zialisierte Berechnungsprogramme eingesetzt werden. Die Genauigkeit und Effizienz des

monolithischen Ansatzes wird in der Regel nicht erreicht. In dieser Arbeit wird das

partitionierte Verfahren verwendet, auf welches in Abschnitt 3.3.3 genauer eingegangen

wird. Als weitere Literatur zur partitionierten Berechnung der FSI sei auf [34, 117, 89]

verwiesen.
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3.3.1. Bewegliche Gitter

In der Euler’schen Betrachtungsweise sind die Erhaltungsgleichungen für raumfeste Kon-

trollvolumina formuliert und folglich die diskreten Gleichungen für ein raumfestes Gitter

(siehe Abschnitt 3.2). Bei der Lagrange’schen Betrachtungsweise bewegt sich das Gitter

mit der Geschwindigkeit des Fluids, weshalb kein Massenfluss durch KV-Seitenflächen

stattfindet. Für die Beschreibung des veränderlichen Fluidgebietes der FSI kann die Ar-

bitrary Lagrangian Eulerian (ALE) Methode benutzt werden. Die ALE-Formulierung

eignet sich für CFD Fragestellungen mit veränderlichem Strömungsgebiet, wie es bei der

FSI der Fall ist, und ist auf der Grundlage bewegter Gitter formuliert.

Der ALE-Ansatz ist für eine beliebige Gittergeschwindigkeit ug formuliert. In den Erhal-

tungsgleichungen ist das Kontrollvolumen und dessen Oberfläche nicht mehr raumfest.

Es müssen zeitabhängige Volumen V (t) und Oberflächen A(t) berücksichtigt werden. In

den Erhaltungsgleichungen hat dies nur Einfluss auf den Term der lokalen Änderung der

Erhaltungsgröße für das feste Kontrollvolumen, da nur dieser von der Zeit abhängt. Der

Term wird in die lokale Änderung im bewegten Kontrollvolumen und den Fluss durch

die bewegte Kontrollvolumen-Seitenfläche zerlegt:∫
V=konst

∂

∂t
ρφ dV =

d

dt

∫
V (t)

ρφ dV −
∫
A(t)

(ρugφ) · n dA (3.58)

mit φ = u für den Impulserhaltungssatz und φ = 1 für den Massenerhaltungssatz. Damit

schreiben sich Massen- und Impulserhaltungssatz (Gleichungen 3.42 und 3.45) wie folgt:

d

dt

∫
V (t)

ρ dV −
∫
A(t)

ρ(u− ug) · n dA = 0 (3.59)

und

d

dt

∫
V (t)

ρu dV +

∫
A(t)

ρ(u− ug)u · n dA =

∫
A(t)

σ · n dA+

∫
V (t)

ρb dV . (3.60)

Für inkompressible Fluide mit konstanter Masse ergibt sich die linke Seite von Gleichung

3.58 für φ = 1 zu Null, woraus

d

dt

∫
V (t)

dV =

∫
A(t)

ug · n dA (3.61)

folgt. Diese Gleichung nennt man Raumerhaltungsgesetz (Geometric Conservation Law,

GCL). Es besagt, dass die Änderung des Volumens durch die Gittergeschwindigkeit

hervorgerufen wird.
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Die Position und die Geschwindigkeit der Gitterpunkte im Berechnungsgebiet werden

über einen Netzverformungsalgorithmus berechnet, wobei die Verschiebungen und damit

die Gitterverformungen am FSI Interface vorgeschrieben werden. Auf diese Weise wird

das Fluidgitter dem Fluidgebiet durch Gitterbewegung angepasst, wobei die Topologie

des Gitters erhalten bleibt. Es entsteht eine eigene Gleichung für das Fluidgitter, für

die i.d.R. ein Gleichungssystem gelöst werden muss. Da nun drei gekoppelte Gleichun-

gen für Fluidgitter, Fluid und Struktur behandelt werden müssen, spricht man bei der

Benutzung der ALE-Methode für die FSI von einer Dreifeldformulierung.

Es gibt unterschiedliche Ansätze zur Berechnung der Netzverformung: Die einfachste Me-

thode ist die Bestimmung der Position der Gitterpunkte durch Interpolation. Allerdings

bewährt sich diese nur für einfache Gittergeometrien, wie strukturierte Gitter. Beim

Pseudo-Strukturmodell wird das Fluidnetz mit einer fiktiven Steifigkeit Kg belegt und

die Netzverschiebungen y dieser virtuellen elastischen Struktur berechnet. Es ergibt sich

die Systemgleichung Kg · y = fg, wobei fg der Lastvektor, welcher sich aus den Dirichlet

Randbedingungen am Interface ergibt, ist. Das Modell lässt sich als einfaches Dreh- und

Senkfedermodell, welches auf der Verbindung der Gitterpunkte durch ein fiktives Feder-

Netzwerk beruht, oder als Pseudo-Materialmodell, bei welchem die Steifigkeit auf einem

fiktiven Material beruht und für welches die Gefahr von Elementverzerrungen geringer

ist, schreiben. Die Laplace-Methode beruht auf einem Netzglättungsalgorithmus, um eine

möglichst glatte Verteilung der Gitterpunkte zu erreichen.

Falls sehr große Verformungen auftreten, sind Netzverformungsalgorithmen nicht mehr

geeignet, da die Elementqualität aufgrund großer Verzerrungen oder Durchdringungen

zu schlecht wird. In diesem Fall wird neues Vernetzen notwendig. Neuvernetzen ist aller-

dings sehr aufwendig und rechenintensiv, da der Prozess für komplexe Geometrien nicht

zuverlässig automatisiert werden kann. Die Interaktion und Kontrolle eines Ingenieurs

ist dann notwendig. Desweiteren muss ein Datentransfer zwischen altem und neuem

Netz stattfinden. Aufgrund der Nachteile ist es sinnvoll, für Fragestellungen, für welche

Netzverformungsalgorithmen nicht ausreichen, raumfeste Gitter auf dem Fluidgebiet zu

verwenden [116, 41].

3.3.2. Kopplungsbedingungen

Um die Erhaltung von Masse, Impuls und Energie zu gewährleisten werden Kopp-

lungsbedingungen für das FSI-Interface benötigt. Das FSI-Interface ist der Gebietsrand

Γ = ΓFSI = ΓS ∩ΓF , der sowohl Struktur- als auch Fluiddomain begrenzt, wobei ΓS die

Berandung des Strukturgebietes und ΓF die Berandung des Fluidgebietes bezeichnet. Im

Folgenden sind mit S indizierte Größen dem Strukturgebiet und mit F indizierte Größen

dem Fluidgebiet zugeordnet. Die Kopplungsbedingungen sind die kinematischen Konti-

nuitätsbedingungen mit der Kontinuität der Verschiebungen und der Geschwindigkeiten
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dΓ,S = dΓ,F auf Γ (3.62)

und

ḋΓ,S =
∂dΓ,S

∂t
= uΓ,F auf Γ, (3.63)

sowie die dynamische Kontinuitätsbedingung mit der Kontinuität der Oberflächenkräfte

nΓ,S · σΓ,S = nΓ,F · σΓ,F auf Γ, (3.64)

wobei n der Normalenvektor auf dem FSI Interface und σ der Cauchy Spannungstensor

des jeweiligen Feldes ist.

3.3.3. Partitioniertes Verfahren

Im partitionierten Verfahren werden die Einzelfelder Struktur und Fluid unabhängig

voneinander modelliert und berechnet, wobei die Kopplung durch den Austausch der

Randbedingungen durch einen Kopplungsalgorithmus berücksichtigt wird. Der Kopp-

lungsalgorithmus hat die Kontrolle über die Berechnungsprogramme der Einzelfelder,

sowie über den Datenaustausch und befindet sich somit auf einer übergeordneten Ebe-

ne. Dabei werden die Strukturverschiebung dΓ,S am FSI Interface als Randbedingung

an das Fluid und die Strömungskräfte fΓ,F am FSI Interface als Randbedingung an die

Struktur übergeben. Die Berechnung der Einzelfelder auf Basis aktualisierter Randbedin-

gungen zur Erfüllung der Kopplungsbedingungen geschieht in einem iterativen Ablauf.

In der Berechnung wird die Erfüllung der Kontinuität der Verschiebungen 3.62 und der

Oberflächenkräfte 3.64 gefordert, da die Zeitschrittverfahren auf primalen Variablen,

z.B. den Verschiebungen d, beruhen und daraus die weiteren Variablen, z.B. die Ge-

schwindigkeiten ḋ, berechnet werden. Die Strömungskräfte werden in der Regel in Form

der Oberflächendrücke übergeben. In diesem Fall wird der meist sehr geringe Anteil der

tangentialen Schubspannungen auf der Oberfläche vernachlässigt.

Der partitionierte Ansatz bietet aufgrund der unabhängigen Behandlung der Einzelfel-

der Austauschbarkeit der Softwaremodule und die Möglichkeit, die am besten geeigne-

te Software für die Berechnung von Struktur und Fluid einzusetzen. Somit kann ein

weites Feld an Anwendungen behandelt werden. Dahingegen kann der monolithische

Ansatz immer nur spezifische Fragestellungen behandeln. Aufgrund des modularen Soft-

waredesigns ist der partitionierte Ansatz in der Ingenieurpraxis besonders relevant, da

vorhandene gut bekannte Software ohne hohen Aufwand gekoppelt werden kann. Der

Einsatz spezieller Software bringt auch die Möglichkeit, optimale räumliche Diskretisie-

rung der Gebiete vorzunehmen. Dabei entsteht am FSI-Interface ein Oberflächennetz,
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welches auf Struktur- und Fluidseite i.d.R. nicht identisch ist. Man spricht von nicht-

koinzidenten Netzen (non-matching meshes). Zur Handhabung des Datentransfers am

nicht-koinzidenten Oberflächennetz sind Datentransfermethoden, wie beispielweise ei-

ne Interpolation, nötig. Datentransfermethoden sind ein zentrales Thema der FSI. Sie

werden in Kapitel 4 detailliert behandelt.

Bei den Berechnungsverfahren unterscheidet man sequentiell gestaffelte und iterativ

gestaffelte Verfahren. Bei sequentiell gestaffelten Verfahren (auch als schwach gekoppelte

oder explizite Verfahren bezeichnet) findet ein einziger Datenaustausch pro Zeitschritt

statt. In Abbildung 3.2 ist das Verfahren schematisch dargestellt. Nach der Übergabe

der Verschiebungen dΓ an den Fluidlöser zur Zeit t wird die Berechnung des Fluids aus-

geführt. Auf Basis der sich dann ergebenden Strömungslasten fΓ wird die Berechnung

der Struktur für den nächsten Zeitschritt t + 1 fortgesetzt. In diesem Fall ist nur die

Kontinuität der Verschiebung erfüllt, nicht aber die Kontinuität der Kräfte. Das Verfah-

ren ist wenig stabil und damit für viele Fragestellungen der FSI ungeeignet, aufgrund

des unmittelbaren Fortschreitens in der Zeit jedoch sehr effizient.

Bei iterativ gestaffelten Verfahren (auch als stark gekoppelte oder implizite Verfahren

bezeichnet) wird der Datenaustausch in einem Zeitschritt so lange wiederholt, bis die

Kontinuität der Verschiebungen und der Kräfte erfüllt ist. In Abbildung 3.2 ist das

Verfahren schematisch dargestellt. Nach der Übergabe der Verschiebungen dΓ findet

die Berechnung des Fluids zum Zeitpunkt t unter diesen Randbedingungen statt. Auf

Grundlage der sich ergebenden Strömungskräfte fΓ wird die Struktur zum Zeitpunkt t

erneut berechnet und die resultierenden Verschiebungen innerhalb desselben Zeitschrit-

tes t erneut übergeben. Die Schleife wird beendet, wenn die Konvergenzkriterien – die

Kopplungsbedingungen – erfüllt sind. Iterativ gestaffelte Verfahren zeichnen sich durch

hohe Genauigkeit und Stabilität aus, fordern allerdings höhere Rechenkosten. Sie sind

Grundlage dieser Arbeit. Für eine detailliertere Beschreibung im Zusammenhang mit

dieser Arbeit sei auf die Arbeiten [74, 38, 119] verwiesen.

Abbildung 3.2.: Links: Sequentiell gestaffeltes Kopplungsverfahren. Rechts: Iterativ

gestaffeltes Kopplungsverfahren.

Die Berechnung des Strukturproblems kann durch die nichtlineare Funktion S darge-

stellt werden, durch welche die Strukturverschiebungen am FSI-Interface in Abhängigkeit
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der Strömungskräfte am FSI-Interface ausgedrückt werden:

dΓ = S (fΓ) (3.65)

Equivalent werden die Strömungskräfte am FSI-Interface in Abhängigkeit der Struktur-

verschiebungen am FSI-Interface über die nichtlineare Funktion F dargestellt:

fΓ = F (dΓ) (3.66)

Das gekoppelte Problem läßt sich damit wie folgt darstellen:

dΓ = S ◦F (dΓ) oder fΓ = F ◦S (fΓ). (3.67)

Die iterativ gestaffelten Kopplungsalgorithmen beruhen auf Iterationen innerhalb jedes

Zeitschrittes. Konvergenz ist erreicht, wenn die Kopplungsbedingungen erfüllt sind. Für

die Kontinuität der Verschiebungen ist dies der Fall, wenn die Strukturverschiebungen

dΓ sich durch weitere Iterationen nicht mehr verändern und die Gleichung

dΓ = S ◦F (dΓ) (3.68)

erfüllt ist.

Bei der Fix-Punkt-Iteration lautet die Iterationsvorschrift entsprechend

d
(l+1)
Γ = S ◦F (d

(l)
Γ ), (3.69)

mit dem Iterationsindex l innerhalb eines Zeitschrittes. Dies bedeutet, dass Struktur- und

Fluidproblem mit aktualierten Randbedingungen in Folge gelöst werden. Der Startwert

d
(0)
Γ wird über einen Prädiktor vorgegeben, welcher aus den Ergebnissen der letzten

Zeitschritte bestimmt wird. Das Inkrement der Verschiebungen ist

∆d
(l+1)
Γ = d

(l+1)
Γ − d

(l)
Γ . (3.70)

Zur Verbesserung von Stabilität und Effizienz empfiehlt sich eine Relaxation anzuwen-

den. Dabei wird nicht die gesamte Summe d
(l)
Γ +∆d

(l+1)
Γ als neue Randbedingung an das

Fluid übergeben, sondern nur ein definierter Bruchteil des Inkrements auf den vorher-

gehenden Wert der Verschiebung addiert. Durch Relaxation werden kleinere Änderung

übergeben, wodurch das Verfahren stabiler wird. Der Relaxationsfaktor, der mit dem In-

krement multipliziert wird, kann konstant oder dynamisch sein. Da für verhältnismäßig

kleine Inkremente, also kleine Veränderungen, weniger Relaxation benötigt wird als für

große Inkremente, ist ein dynamischer Faktor i.d.R. effizienter. Ein Beispiel für dynami-

sche Unterrelaxation ist die Aitken’s ∆2-Methode [90, 75].

Weit verbreitet sind ebenfalls Kopplungsalgorithmen, welche auf der Newton-Raphson-

Methode als Näherungsverfahren zur Nullstellensuche nichtlinearer Gleichungen, basie-

ren [28]. Sie werden kurz als Newton-Methoden bezeichnet. Sie orientieren sich am Re-

siduum der zu erfüllenden Gleichung

r (dΓ) = S ◦F (dΓ)− dΓ, (3.71)
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welches bei Konvergenz verschwindet und für welches die Nullstelle gesucht wird. Die

Iterationsvorschrift lautet gemäß der Newton-Raphson-Methode:

d
(l+1)
Γ = d

(l)
Γ −

(
∂r (dΓ)

∂dΓ

)−1

r (dΓ). (3.72)

Die Schwierigkeit dieses Ansatzes ist die Bestimmung der Jacobimatrix ∂r (dΓ)/∂dΓ, für

deren Näherung unterschiedliche Verfahren existieren [85, 115].

3.4. Optimierung in der Fluid-Struktur-Interaktion

In diesem Abschnitt wird ein Überblick über die Optimierung in der Fluid-Struktur-

Interaktion gegeben und es erfolgt eine Einordnung dieser Arbeit in das wissenschaftliche

Umfeld. Die detaillierte Beschreibung der Strategien für die Gradientenmethode und die

Sensitivitätsanalyse für den partitionierten Ansatz erfolgt im weiteren Verlauf dieser

Arbeit ab Kapitel 5.

Die Optimierung gekoppelter Probleme baut auf umfangreicher Erfahrung im den Ge-

biet der Optimierung im den Bereichen Struktur- und Strömungsmechanik auf. Bei der

Optimierung von FSI-Problemen ist das zu Grunde liegende System gekoppelt, was in

der Optimierung auch Einfluss auf die Sensitivitätsanalyse hat. Die Optimierungsme-

thoden, wie z.B. die Optimierungsalgorithmen sind dieselben wie bei nicht-gekoppelten

Problemen. Erwähnenswert sind die Arbeiten von Arora, Haftka, Van Keulen und Van-

derplaats im Bereich der Strukturoptimierung. Sie befassen sich mit den grundlegen-

den Methoden der Optimierung [6], Formoptimierung [114, 50] und Sensitivitätsanalyse

[112, 53], die auf Mehrfeldprobleme übertragbar sind. Im Bereich der Optimierung in

der Fluidmechanik befassen sich u.a. die Werke von Pironneau, Mohammadi, Jameson,

Gunzburger, Othmer, Reuther, Soto, sowie von Thévenin und Janiga mit aerodynami-

scher Formoptimierung [103, 69, 99, 87, 86, 88, 67, 68, 65] und kontinuierlichen Ansätzen

der Sensitivitätsanalyse [66, 111, 110, 48, 49, 95, 96].

Da es sich bei FSI-Fragestellungen typischerweise um große Probleme mit umfangreichen

Berechnungen handelt, haben sich schnell konvergierenden Gradientenmethoden durch-

gesetzt, durch welche der Rechenaufwand eingeschränkt werden kann. Dennoch ist der

Aufwand einer Optimierung immer das Vielfache des Aufwandes einer Systemanalyse.

Gradientenmethoden erfordern eine Sensitivitätsanalyse, die Herausforderung bei der

Behandlung dieses Themas. Gradientenbasierte Optimierung und gekoppelte diskrete

Sensitivtätsanalyse von Mehrfeldproblemen behandeln u.a. die Werke von Sobieszanski-

Sobieski, Maute und Martins [108, 109, 83, 84, 80, 81]. Die Verfahren der Sensiti-

vitätsanalyse lassen sich hauptsächlich in kontinuierliche und diskrete Ansätze sowie in

Ansätze mit algorithmischer Differentiation unterteilen (siehe Kapitel 5). Kontinuierliche

Ansätze sind in der Fluidmechanik weit verbreitet. Klassische Vertreter dieses Ansatzes



46 KAPITEL 3. FLUID-STRUKTUR-INTERAKTION

sind Jameson, Othmer, Löhner und Soto. So fanden kontinuierliche Ansätze auch Einzug

in gekoppelte Probleme, z.B. in Reuthers Arbeiten [104]. Diskrete Ansätze für gekoppelte

Probleme werden von Sobieszcanski-Sobieski [108, 109], Maute [83, 84, 9, 10, 82], Martins

[80, 81] und Bletzinger [61, 55] präsentiert. Automatische bzw. algorithmische Differen-

ziation bietet eine weitere Möglichkeit der Bestimmung von Sensitivitäten. Mohammadi

und Pironneau [88, 87, 86] nutzen diese Methode intensiv für die reine CFD-Optimierung.

Eine ausführliche Auseinandersetzung mit wissenschaftlichen Arbeiten im Bereich der

Sensitivitätsanalyse, insbesondere für die diskrete Methode im partitionierten Ansatz,

erfolgt in Kapitel 5.

Bei der Optimierung in der FSI hat das Berechnungsverfahren, welches in die Optimie-

rung integriert wird, Auswirkungen auf die Sensitivitätsanalyse und natürlich auf das

Softwaredesign. So zieht ein partitioniertes Verfahren, bei dem unterschiedliche Berech-

nungsprogramme interagieren, eine partitionierte Sensitivitätsanalyse nach sich, bei der

dieselben Programme ebenfalls interagieren müssen. Auch das Diskretisierungsverfahren

kann Einfluss auf die diskrete Sensitivitätsanalyse haben. Kapitel 4 und 5 befassen sich

eingehend mit diesen Themen.

Desweiteren ist die Größenordnung der Formänderung in der Formoptimierung in der

FSI relevant, denn was für große Verformungen in der FSI gilt, gilt in der Optimierung

analog für große Formänderungen: Es ist ein leistungsfähiger Algorithmus für die Netz-

bewegung erforderlich. Wenn die Formänderungen zu groß werden, können diese von

Netzverformungsalgorithmen nicht mehr gehandhabt werden. Da Neuvernetzen nicht

zweckmäßig ist (vgl. Abschnitt 3.3), kann der Einsatz von festen Netzen (fixed grids)

notwendig werden. Formoptimierung bedeutet aber nicht immer große Formvariationen:

Oft sind die Schranken eng gesetzt. Bei der Steifigkeitsoptimierung, bei der optimale Wel-

ligkeit einer Oberfläche, deren Lage vorgegeben ist, gesucht wird, treten keine großen

Formänderungen auf [26, 36]. Ein Sonderfall der Formoptimierung ist die Optimierung

von Membranstrukturen (siehe Kap. 7). Hier wird die Form u.a. durch Vorspannung

in Membran und Randseilen beeinflußt. Eine kleine Formänderung kann dann großen

Einfluß auf das Systemverhalten haben, da sich die Steifigkeit der Struktur verändert.

Im Bereich der Optimierung und Sensitivitätsanalyse von FSI-Problemen ist zu beob-

achten, dass die meisten wissenschaftlichen Arbeiten aus dem Bereich der CFD her-

aus entstanden sind und Anwendungen aus Luft- und Raumfahrt fokussieren. Die For-

schergruppen (Sobieszcanski-Sobieski, Maute, Martins) agieren meist im amerikanischen

Raum (USA, Kanada). In Europa befasste sich die dänische Gruppe um Lund [79, 78, 91]

einige Zeit mit der Optimierung im partitionierten Ansatz. Innerhalb der deutschen DFG

geförderten Forschergruppe 493 - Fluid-Struktur-Wechselwirkung: Modellierung, Simu-

lation, Optimierung [23, 55] - aus der auch diese Arbeit hervorgeht - beschäftigt sich noch

die Gruppe um Schäfer [12] mit verschiedenartigen Optimierungsmethoden im Bereich

der FSI.
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Thema dieser Arbeit sind Gradientenmethoden der Optimierung und die diskrete Sen-

sitivitätsanalyse. Für Mehrfeldprobleme muss die Formulierung der Sensitivitätsanaly-

se entsprechend angepasst werden: Die diskrete Systemgleichung setzt sich dann aus

den diskreten Gleichungen der Einzelfelder zusammen. Für die Dreifeldformulierung aus

Struktur S, Fluidnetz M und Fluid F schreibt sich das Residuum R wie folgt:

R(s, r) =


S(s,d,y,q)

M(s,d,y,q)

F(s,d,y,q)

 = 0 (3.73)

Dabei ist der Vektor der zugehörigen Systemvariablen rT =
[
dT yT qT

]
, bestehend

aus den diskreten Strukturverschiebungen d, den Netzverschiebungen y und den Fluidva-

riablen q. Die Kopplung des Systems überträgt sich in die Sensitivitätsgleichung, welche

sich dann wie folgt schreibt:

∂R
∂s

=
∂R
∂s

+
∂R
∂r

dr

ds
= 0 (3.74)

mit

dR
dr

=


∂R1

∂r1
· · · ∂R1

∂rnr
...

. . .
...

∂Rnr
∂r1

· · · ∂Rnr
∂rnr

 =


∂S
∂d

∂S
∂y

∂S
∂q

∂M
∂d

∂M
∂y

∂M
∂q

∂F
∂d

∂F
∂y

∂F
∂q

 . (3.75)

∂Ri
∂ri

sind Untermatrizen, die den verschieden Feldern zugeordnet sind. Dabei stehen in

der Diagonalen Terme, die nur einem Feld zugeordnet sind, und außerhalb gemisch-

te Terme. Die gemischten Terme sind Gradienteninformationen, welche die Änderung

eines Feldes bezüglich der Systemvariablen eines anderen Feldes ausdrücken. Die Sen-

sitivitätsgleichung lässt sich daher nicht mehr so leicht vereinfachen wie in der reinen

Strukturmechanik, wo der Term dR
dr

mit R = S und r = d der Steifigkeitsmatrix K

(Abschnitt 2.4) entspricht.
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4. Datentransfer an

nicht-koinzidenten

Oberflächennetzen

Die Simulation der Fluid-Struktur-Interaktion beschreibt die beiden physikalischen Fel-

der Struktur und Fluid in ihrer Wechselwirkung. Die Felder können dabei auf der Grund-

lage unterschiedlicher numerischer Modelle dargestellt werden, welche über eine Schnitt-

stelle verknüpft werden. Diese Methode ist charakteristisch für das partitionierte Verfah-

ren (Abschnit 3.3.3). Dabei kommen unabhängige Simulationsprogramme zur Berech-

nung der Einzelfelder Struktur und Fluid zur Anwendung, wobei die Wechselwirkung

durch den Datenaustausch in einem iterativen Prozess abgebildet wird. Ein wesentlicher

Vorteil des partitionierten Verfahrens ist es, dass für jedes Feld die optimale räumliche

Diskretisierung verwendet werden kann. In der Regel ist der Grad der Diskretisierun-

gen von Struktur und Fluid unterschiedlich. Das Berechnungsgitter des Fluidgebietes

ist dabei meist wesentlich feiner als das des Strukturgebietes. Am gemeinsamen Inter-

face, an dem die Berechnungsgebiete von Struktur und Fluid in Kontakt stehen, liegen

dann Oberflächennetze vor, welche struktur- und fluidseitig nicht einheitlich sind. Man

spricht von nicht-koinzidenten Oberflächennetzen. Es ist ein Datentransfer an den nicht-

koinzidenten Netzen erforderlich, welcher von einer Schnittstellensoftware zur Kopplung

der Berechnungscodes übernommen werden kann. In diesem Kapitel werden Methoden

des Datentransfers erläutert, auch im Hinblick auf die Sensitivitätsanalyse. Weiterhin

wird eine Algorithmik und das Kopplungstool CoMA vorgestellt.

4.1. Einleitung

Abbildung 4.1 zeigt ein Schema zweier Berechnungsgebiete ΩF und ΩS mit unterschied-

lich feiner räumlicher Diskretisierung. Die Oberflächennetze am gemeinsamen Interface

Γ = ΓF = ΓS sind nicht-koinzident. Weiterhin können die Oberflächennetze nicht-

konform sein, d.h. die Oberflächen der diskreten Modelle weichen voneinander ab und

es können Lücken und Überschneidungen der Netze vorliegen. Es gilt ΓF 6= ΓS. Ab-

bildung 4.2 verdeutlicht den Unterschied zwischen nicht-koinzidenten, konformen und

nicht-koinzidenten, nicht-konformen Netz in vereinfachter eindimensionaler Darstellung:
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OBERFLÄCHENNETZEN

Abbildung 4.1.: Schema zweier Berechnungsgebiete ΩF und ΩS mit unterschiedlich fei-

ner räumlicher Diskretisierung und zugehörige Oberflächennetze am ge-

meinsamen Interface Γ = ΓF = ΓS.

Beide Oberflächennetze sind Näherung der tatsächlichen Interfacegeometrie. Liegen die

Netze aufeinander und besitzen somit dieselbe Geometrie, wie links dargestellt, so werde

die Netze als konform bezeichnet. Andernfalls werden sie als nicht-konform bezeichnet.

In der Praxis ist das Auftreten von konformen oder nicht-konformen Netzen von der

Technik der Vernetzung abhängig. Werden die Berechnungsgebiete unabhängig vonein-

ander auf der Grundlage der tatsächlichen Geometrie vernetzt, so erhält man in der

Regel nicht-konforme Netze. Es existieren aber auch Vernetzungstools, welche eine Ver-

netzung auf der Basis vorhandener Netze bzw. Berandungen ermöglichen, wodurch sich

nicht-koinzidente, aber konforme Netze generieren lassen. Allerdings ist zu bemerken,

dass bei praxisrelevanten Anwendungen oft nicht-konforme Netze zweckmäßig sind. Dies

liegt daran, dass die Berandung des Fluidgebietes für eine korrekte Strömungssimualtion

möglichst realitätsnah modelliert werden muss und sich somit an der exakten Geometrie

orientiert. Für die Struktur ist dagegen meist eine grobe Diskretisierung ausreichend,

was bei gekrümmten Oberflächen nicht-konforme Netze zur Folge hat.

Abbildung 4.2.: Konformes und nicht-konformes Netz: Die graue Linie verdeutlicht

die Geometrie des Interface Γ. Die Knoten der beiden Netze werden

durch die schwarzen Kreise und Vierecke beschrieben. Links: Nicht-

koinzidentes, konformes Netz, bei welchem die Knoten von Netz 1

(schwarze Kreise) auf den Elementen von Netz 2 liegen. Die Netze

besitzen somit dieselbe Geometrie. Rechts: Nicht-koinzidentes, nicht-

konformes Netz, bei welchem die Knoten der beiden Netze auf der Ori-

ginalgeometrie liegen und die Netze somit eine leicht unterschiedliche

Geometrie besitzen.
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Struktur- und Fluidgleichungen sind über die Kopplungsbedingungen (Abschnitt 3.3.2)

gekoppelt. Sie besagen, dass Verschiebungen und Kräfte am Interface identisch sind.

Beim Datentransfer müssen diese Bedingungen erfüllt werden. Die Daten, welche zwi-

schen den Oberflächennetzen übertragen werden müssen, sind die Position des Interfa-

ces in Form von Strukturverschiebungen und die Strömungslasten in Form von Drücken

oder Knotenkräften. Verschiebungen und Drücke werden im Folgenden als Feldgrößen

bezeichnet. Das Feld – das Verschiebungsfeld oder die Druckverteilung – wird dabei

durch die diskreten Knotenwerte und die elementspezifischen Formfunktionen beschrie-

ben. Hier besteht die Aufgabe des Datentransfers in der Übertragung des Feldes vom

Ursprungsnetz auf das Zielnetz, indem die entsprechenden Knotenwerte für das Ziel-

netz gefunden werden. Kräfte sind dahingegen aufintegrierte Größen, welche kein Feld

beschreiben und nur an den Elementknoten wirken. Beim Datentransfer müssen die ent-

sprechenden Knotenkräfte des Zielnetzes gefunden werden. Methoden des Datentransfers

werden in Abschnitt 4.2 erläutert.

Bei der gradientenbasierten Optimierung von FSI-Problemen findet in der Sensitivitäts-

analyse ein Datentransfer statt. Diesem ist besondere Beachtung zu schenken, da hier

der Transfer von Sensitivitätsinformationen stattfindet und die Transfervorschrift für

bestimmte Gradienten komplexer ist. Für den Transfer der Ableitungen einer netz-

abhängigen Größe nach einer netzunabhängigen Größe ist die Transfervorschrift die-

selbe wie für den Transfer der netzabhängigen Größe. Der Transfer der Ableitungen

einer netzunabhängigen Größe nach einer netzabhängigen Größe kann dahingegen nicht

nach demselben Schema erfolgen, da hier die Inverse der Transfermatrix benötig wird.

In Abschnitt 4.3 wird darauf genauer eingegangen.

In dieser Arbeit wird der Datentransfer durch eine Kopplungsschnittstelle, welche auch

Kommunikation und Prozesssteuerung der partitionierten FSI-Berechnung übernimmt,

durchgeführt. Abschnitt 4.4 widmet sich der Algorithmik des Datentransfers. In Ab-

schnitt 4.5 wird die Kopplungsschnittstelle CoMA für den Datentransfer in Berechnung

und Optimierung vorgestellt.

Bemerkung : Der Datentransfer am nicht-koinzidenten Netz ist nicht nur für die Fluid-

Struktur-Interaktion von Bedeutung. Er muss bei allen Mehrfeldproblemen mit unter-

schiedlicher Diskretisierung der Felder vorgenommen werden. Bei der FSI handelt es

sich um ein oberflächengekoppeltes Problem. Hier stehen die beiden Berechnungsgebiete

an einer gemeinsamen Oberfläche in Kontakt und sind über die Variablen an diesem

Interface gekoppelt. Volumengekoppelte Probleme, bei denen die Kopplung über die

Variablen des gesamten Berechnungesgebietes oder eines Teils dessen besteht, benöti-

gen einen Datentransfer zwischen dreidimensionalen Volumennetzen, welche im selben

Gebiet definiert sind.
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4.2. Methoden des Datentransfers

Der Zusammenhang zwischen einer Variablenverteilung des Zielnetzes aZ und derselben

Variablenverteilung des Ursprungsnetzes aU lässt sich allgemein über einen Transferope-

rator T ausdrücken:

aZ = T (aU) und aU = T −1(aZ) (4.1)

Da die Variablen immer in diskreter Form vorliegen, werden im Folgenden nur diskre-

te Variablen behandelt. Aus Gründen der Übersichtlichkeit wird auf das Überstreichen

dieser verzichtet und die Darstellung erfolgt durch fettgedruckte Buchstaben. Der Zu-

sammenhang der diskreten Variablen aZ und aU lässt sich über die Transfermatrix T

ausdrücken:

aZ = T · aU und aU = T−1 · aZ (4.2)

Für den Datentransfer an nicht-koinzidenten Netzen lassen sich unterschiedliche Metho-

den in der Literatur finden [45, 32, 62, 63, 27, 21, 29]. Für die Datentransfermethoden

bestehen die Anforderungen, die beste Approximation einer Variablenverteilung auf dem

Zielnetz zu liefern, die Konservativität sowie die Kopplungsbedingungen nicht zu verlet-

zen.

Die einfachste Methode ist die schlichte Übernahme des Wertes des nähesten Knotens

des Ursprungsnetzes für einen Knoten des Zielnetzes. Diese Methode ist allerdings sehr

ungenau und daher nur für koinzidente oder nahezu koinzidente Netze sinnvoll. Die

Transfermatrix T ist dann eine binäre Matrix. Gelegentlich findet man hierfür die Be-

zeichnung
”
Nearest Neighbor Interpolation“ in der Literatur. Diese einfache Methode ist

jedoch unbedingt von der Interpolationsmethode zu unterscheiden.

Wesentlich höhere Genauigkeit erzielt man mit der Interpolationsmethode, indem man die

Netze aufeinander projiziert und damit die gegenseitige Lage der Netzknoten zueinander

bestimmt. Der Variablenwert am Projektionspunkt lässt sich dann auf der Grundlage

der Formfunktionen interpolieren und für den Knoten des Zielnetzes übernehmen.

Bei der auf gewichteten Residuen basierenden Methode wird die Gleichheit der Varia-

blenverteilungen auf den beiden Netzen im schwachen Sinne gefordert. Hieraus resultiert

ein Gleichungssystem, welches für die gesuchten diskreten Variablen gelöst wird.

Im Folgenden wird speziell auf Struktur- und Fluidnetz eingegangen und alle Formulie-

rungen bezüglich dieser gemacht. Die Transfervariablen sind hier die Strukturverschie-

bungen d, die Kräfte f oder der Druck p. Im Falle der Verschiebungen ist das Struktur-

netz das Ursprungsnetz und das Fluidnetz das Zielnetz. Im Falle der Kräfte oder Drücke

erfogt der Transfer von Fluid- zu Strukturnetz. Dabei bedeutet der Index F, dass eine

Variable dem Fluidnetz zugehörig ist. Der Index S bedeutet, dass die Variable auf dem
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Strukturnetz definiert ist. Desweiteren sei bemerkt, dass in diesem Kapitel immer von

Variablen auf dem FSI-Interface Γ die Rede ist, welche von den Variablen im Gebiets-

inneren Ω r Γ zu unterscheiden sind. Auf die Indizierung mit Γ wird zunächst zum

Zwecke der einfacheren Darstellung verzichtet. Die Bezeichnung Netz ist im Rahmen

dieses Kapitels immer als Oberflächennetz zu verstehen.

4.2.1. Energiebilanz

Im Folgenden sei Td für den Transfer der diskreten Verschiebungen d wie folgt definiert:

dF = Td · dS (4.3)

Von Farhat [32, 31] wird erstmals die Erhaltung der Energie am Interface beim wechsel-

seitigen Datentransfer gefordert. Diese Forderung ist erfüllt, wenn die virtuelle Arbeit

am Interface auf der Strukturseite gleich der virtuellen Arbeit am Interface auf der

Fluidseite ist:

δWS = δWF (4.4)

Die virtuellen Arbeiten sind die Produkte aus den jeweiligen Knotenkräften und Kno-

tenverschiebungen

δWS = fTS · δdS und δWF = fTF · δdF , (4.5)

mit den Knotenkräften fS und fF und den Knotenverschiebungen dS und dF . Mit Glei-

chung 4.3 wird Gleichung 4.4 zu

δWF = fTF · δdF = fTF ·Td · δdS = fTS · δdS = δWS, (4.6)

woraus

fS = TT
d · fF (4.7)

folgt. Damit ist aus dem Zusammenhang der Verschiebungen (Gleichung 4.3) der Zu-

sammenhang der Kräfte von Struktur- und Fluidnetz abgeleitet. Gleichungen 4.3 und

4.7 gelten allgemein für alle Datentransfermethoden.

4.2.2. Interpolation und lastkonservative Summation

Der Interpolationsmethode liegt der Gedanke zugrunde, den Knotenwert des Zielnetzes

aus der Variablenverteilung auf dem Ursprungsnetz zu interpoliern. Aus der Energiebi-

lanz ergibt sich hieraus die Vorschrift für den Transfer der Kräfte, die lastkonservative

Summation. Diese Methode ist sehr beliebt, da sie gute Genauigkeit und Effizienz ver-

spricht. Vorgestellt wird die Interpolationsmethode u. a. in [32, 27, 21]. Die lastkonser-

vative Summation wird zudem in [62, 63] behandelt.
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4.2.2.1. Ansatz

Es sei hier ein Knoten j des Fluidnetzes betrachtet, für den es den Knotenwert der

Verschiebung dF,j zu ermitteln gilt. Hierzu muss zunächst das Element des Strukturnet-

zes, in welchem der Fluidknoten (bzw. sein Projektionspunkt) liegt, bekannt sein. Dann

werden die lokalen Koordinaten des Fluidknotens (bzw. seines Projektionspunktes) ξj
und ηj in diesem Element bestimmt. Auf Grundlage dieser lokalen Koordinaten kann

der Wert der Verschiebung an dieser Stelle über die Formfunktionen NS,i der Struktur

ermittelt werden. Der Wert wird als Knotenwert für den Fluidknoten übernommen. Dies

lässt sich wie folgt schreiben:

dF,j =

nS∑
i=1

NS,i(ξj, ηj) · dS,i (4.8)

Dabei ist dS,i die Verschiebung des Knotens i auf dem Strukturnetz und nS die Anzahl

der Knoten des Strukturnetzes. Die linke Grafik aus Abbildung 4.3 veranschaulicht das

Vorgehen: Hier sind Struktur- und Fluidnetz aus Gründen der Übersichtlichkeit nicht

aufeinanderliegend dargestellt. Man erkennt den Projektionspunkt des Fluidknotens auf

dem Element des Strukturnetzes. Der Verschiebungswert an dieser Stelle wird auf das

Fluidnetz übertragen. Verfährt man in dieser Weise für alle Knoten j = 1 . . . nF erhält

jeder Knoten des Fluidnetzes einem Verschiebungswert.

Es ist zu bemerken, dass die Gleichheit der Variablenverteilung bei der Interpolations-

methode nicht gegeben ist. Konservativ ist dieses Verfahren nur dann, wenn der aus der

Interpolationsmethode gemäß 4.2.1 resultierende Lasttransfer stattfindet.

Wird die Erhaltung der Energie am Interface gefordert erhält man unter Berücksichti-

gung von Gleichung 4.8

δWF =

nF∑
j=1

fF,j · δdF,j =

nF∑
j=1

fF,j ·
nS∑
i=1

NS,i(ξj, ηj)δdS,i

=

nS∑
i=1

nF∑
j=1

fF,j ·NS,i(ξj, ηj)δdS,i =

nS∑
i=1

fS,i · δdS,i = δWS, (4.9)

mit der Anzahl der Fluidknoten nF . Hieraus ergibt sich dann eine Formulierung für den

Transfer der Kräfte f von Fluid- auf das Strukturnetz:

fS,i =

nF∑
j=1

NS,i(ξj, ηj) · fF,j (4.10)

Diese Vorschrift lässt sich wie folgt interpretieren: Die gesuchte Kraft am Strukturknoten

i ist eine, mit dem Funktionswert der zugehörigen Formfunktionen am Projektionspunkt
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des Fluidknotens gewichtete, Summe der Kräfte der Fluidknoten. Anhand der rechten

Grafik aus Abbildung 4.3 lässt sich dies anschaulich erklären: Betrachtet sei ein Fluid-

knoten j mit der Kraft fF,j, welche auf die Strukturseite übertragen werden soll. Der

Projektionspunkt dieses Knotens mit den lokalen Koordinaten ξj und ηj entspricht dem

Ort, an welchem die Kraft einwirkt. Diese Kraft muss den Strukturknoten zugeordnet

werden. Nach obiger Formulierung geschieht dies durch anteiliges Aufteilen der Kraft

auf die Knoten, deren zugehörige Formfunktionen am Projektionspunkt ungleich Null

sind. In der Regel ist dies ein Aufteilen auf die Knoten des Strukturelements, in welchem

sich der Projektionspunkt befindet. Dies geschieht durch Multiplikation mit dem Wert

der Formfunktion des jeweiligen Knotens an der Stelle des Projektionspunktes. Liegt

ein Knoten näher an einem Projektionspunkt, so ist der Anteil der Last, der diesem

zugeordnet wird, in der Regel höher als der eines Knotens, welcher weiter entfernt vom

Projektionspunkt liegt. In dieser Weise wird für jeden Fluidknoten verfahren und die

Kräfte der Strukturknoten jeweils aufsummiert.

Bei diesem Verfahren ist die Summe der Kräfte auf Struktur- und Fluidseite identisch.

Das Verfahren wird daher als lastkonservativ bezeichnet. Dies lässt sich unter Berück-

sichtigung von
∑nS

i=1NS,i(ξj, ηj) = 1, also der Tatsache, dass die Summe aller Formfunk-

tionen immer Eins ergibt (
”
Partition of Unity“), leicht zeigen:

nS∑
i=1

fS,i =

nS∑
i=1

nF∑
j=1

fF,j ·NS,i(ξj, ηj) =

nF∑
j=1

fF,j (4.11)

Die lastkonservative Summation wurde in verallgemeinerter Form erstmals von Farhat

in [32] veröffentlicht. Der Ausgangspunkt ist hierbei die Interpolationsmethode, welche

allgemeingültig für alle Diskretisierungsschemen formuliert wurde, indem dF als Linear-

kombination von dS beschrieben wird. Über die Energiebilanz gelangt er zur allgemeinen

Form der lastkonservativen Summation, welche auch speziell für die Finite-Elemente-

Methode formuliert wird.

Abbildung 4.3.: Datentransfer am nicht-koinzidenten Netz. Links: Transfer der Struktur-

verschiebung mit der Interpolationsmethode, rechts: Transfer der Kräfte

mit lastkonservativer Summation.
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4.2.2.2. Besonderheiten des Lasttransfers

Die Interpolationsmethode lässt sich uneingeschränkt für alle Oberflächennetze mit un-

terschiedlichen Feinheiten anwenden. Bei Fragestellungen der FSI ist in der Regel das

Oberflächennetz des Fluids feiner als das Oberflächennetz der Struktur. In diesem Fall ist

die lastkonservative Summation ein geeignetes Verfahren für den Krafttransfer von Fluid

zu Struktur. Liegt jedoch ein feineres Strukturnetz vor, so kann es zu einer ungünstigen

Lastverteilung auf diesem kommen. Anhand von Abbildung 4.4 wird schnell ersicht-

lich, dass in diesem Fall Elemente des Strukturnetzes existieren können, in welchen kein

Projektionspunkt eines Fluidknotens liegt: Werden die Kräfte anteilig aufsummiert, so

wird nur denjenigen Knoten ein Wert zugewiesen, deren Formfunktion am Projektions-

punkt ungleich Null ist. In der Regel sind dies die Knoten der Elemente, in welchen

mindestens ein Projektionspunkt liegt. Es kann jedoch auch Knoten im Strukturnetz

geben, welchen keine Kräfte zugeordnet werden. In der Grafik sind diese Knoten ohne

Füllung gekennzeichnet. Der Datentransfer ist in diesem Sonderfall zwar global immer

noch lastkonservativ, führt jedoch zu nicht-glatten Verteilungen, was Ungenauigkeiten

in der Berechnung nach sich ziehen kann.

Abbildung 4.4.: Datentransfer am nicht-koinzidenten Netz. Sonderfall höhere Feinheit

des Struknetzes: Nicht-glatte Lastverteilung

In der FSI tritt dieser Fall in der Regel nicht auf. Benötigt man dennoch einen Kraft-

transfer von einem groben Fluidnetz auf ein feines Strukturnetz, so lässt sich das Pro-

blem umgehen, indem die Drücke p anstatt der Kräfte übertragen werden. Der Druck

ist die direkte Systemantwort der Fluidanalyse und liegt in Form einer Verteilung vor.

Diese lässt sich auch über Formfunktionen und diskrete Knotenwerte auf dem Fluidnetz

beschreiben. Somit kann die Interpolationsmethode, die auch für den Transfer der Ver-

schiebungen zur Anwendung kommt, verwendet werden. Dann berechnen sich die Drücke

auf der Strukturseite zu

pS,i =

nF∑
j=1

NF,j(ξi, ηi)pF,j. (4.12)

Diese Formulierung basiert auf fluidseitigen Formfunktionen und der Projektion der Kno-
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ten des Strukturnetzes auf die Fluidelemente. Die Umrechnung von Drücken zu Kräften

erfolgt dann auf der Strukturseite auf der Basis der dort definierten Formfunktionen. Da

dieser Ansatz auf einem anderen Diskretisierungschema, also einer anderen Näherung,

beruht, ist er nicht exakt identisch zum Transfer der Kräfte nach Gleichung 4.10. Dies

lässt sich zeigen, indem die auf die Struktur wirkende Kraft nach beiden Verfahren for-

muliert und verglichen wird. Hierzu wird die Vorschrift für die Integration der Drücke

über dem Gebiet Ω zur Ermittlung der Kräfte berücksichtigt:

fi =

∫
Ω

Ni p dΩ =

∫
Ω

Ni

n∑
j=1

Njpj dΩ =
n∑
j=1

∫
Ω

NiNj dΩ pj (4.13)

mit der Anzahl n der Knoten. Diese Formel gilt sowohl für die Struktur- wie auch für die

Fluidseite. Geschieht die Integration der Drücke bereits auf der Fluidseite und werden

Kräfte gemäß Gleichung 4.10 auf das Strukturnetz übertragen, so ergeben sich die Kräfte

f f
S,j auf der Strukturseite zu

f f
S,i =

nF∑
k=1

NS,i(ξk, ηk) · fF,k =

nF∑
k=1

NS,i(ξk, ηk) ·
nF∑
j=1

∫
Γ

NF,kNF,j dΓ · pF,j

=

nF∑
j=1

nF∑
k=1

∫
Γ

NF,jNF,k dΓ ·NS,i(ξk, ηk) · pF,j. (4.14)

Wird dahingegen der Druck gemäß Gleichung 4.12 auf das Strukturnetz übertragen und

dieser dort integriert, so ergibt sich für die Kräfte fp
S,j auf der Strukturseite

fp
S,i =

nS∑
k=1

∫
Γ

NS,iNS,k dΓ · pS,k =

nS∑
k=1

∫
Γ

NS,iNS,k dΓ ·
nF∑
j=1

NF,j(ξk, ηk)pF,j

=

nF∑
j=1

nS∑
k=1

∫
Γ

NS,iNS,k dΓ ·NF,j(ξk, ηk) · pF,j. (4.15)

f f
S,j = fp

S,j gilt nur für koinzidente Netze mit gleichem Diskretisierungsschema, also für

i = j und NS = NF .

Bemerkung 1: Anstatt die Knoten des Strukturnetzes zu projizieren und die Werte

dort zu interpolieren, können alternativ die Gaußpunkte der Strukturelemente projiziert

werden [32]. An deren Projektionspunkt wird dann durch Interpolation der Druckwert

ermittelt und für die Gaußpunkte übernommen. Hierauf geschieht die Integration des

Druckes auf der Strukturseite mit Hilfe der Gauß-Quadratur. Zur Ermittlung der Kräfte

der Struktur mit numerischer Integration ist dies der direkteste Weg.

Bemerkung 2: Eine weitere Möglichkeit Druck zu übertragen und die Kräfte auf der

Struktur zu ermitteln bietet das Bilden von sog. Subelementen [70, 62]. Hierzu werden
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die Fluidknoten auf das Strukturnetz projiziert und damit Subelemente gebildet. Dort

wird die Druckverteilung bestimmt und es können dann die Kräfte auf das Strukturnetz

durch Integration über die Subelemente bestimmt werden, da die Formfunktionen der

Struktur und die Druckverteilung des Fluids dort definiert werden können. Die Integra-

tionsvorschrift lautet

fS,i =

esub∑
j=1

∫
Ωsub

NS,i · pF dΩsub, (4.16)

mit der Anzahl esub der Subelemente und dem Gebiet der Subelemente Ωsub.

4.2.2.3. Transfermatrix

Aus Gleichung 4.8 lässt sich die Transfermatrix TI
d für den Verschiebungstransfer mit

der Interpolationsmethode ableiten. Gleichung 4.3 lässt sich in Komponenten auch

dF,j =

nS∑
i=1

T Id,ji · dS,i =

nS∑
i=1

NS,i(ξj, ηj) · dS,i (4.17)

schreiben. Ausführlich lautet die Transfermatrix

TI
d =


NS,1(ξ1, η1) · · · NS,nS(ξ1, η1)

...
. . .

...

NS,1(ξnF , ηnF ) · · · NS,nS(ξnF , ηnF )

 . (4.18)

Ebenso lässt sich Gleichung 4.7

fS,i =

nF∑
j=1

[
T Id

T
]
ij
· fF,j =

nF∑
j=1

T Id,ji · fF,j =

nF∑
j=1

NS,i(ξj, ηj) · fF,j (4.19)

schreiben.

Bemerkung: Die Komponenten der Transfermatrix für den Übertrag des Druckes nach

Gleichung 4.12 von Fluid- zu Strukturnetz lauten dann

T Ip,ij = NF,j(ξi, ηi). (4.20)

Wenn strukturseitig dieselben Formfunktionen für Druck und Verschiebung benutzt wer-

den, kann der Transfer des Druckes theoretisch durch TI
d
−1

erfolgen. Da das Invertieren

numerisch umständlich und rechenintensiv ist, wird in der Praxis die Interpolationsme-

thode auf Basis der Formfunktionen des Fluids eingesetzt.
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4.2.3. Auf gewichteten Residuen basierende Methode

Die auf gewichteten Residuen basierende Methode gründet auf der schwachen Form

der Gleichheit der Variablenverteilung auf Struktur- und Fluidinterface [45, 32, 62, 63,

27, 21, 29]. Sie lässt sich für den Datentransfer aller Variablen, welche als Feldgrößen

vorliegen, anwenden. Gelegentlich findet man die Bezeichnung Mortar-Methode, welche

aus der Kontaktformulierung hervorgeht [122, 101, 100]. Hier wird die Formulierung

beispielhaft für den Transfer des Druckes vorgestellt und die Analogie zum Transfer der

Verschiebungen für die wichtigsten Schritte aufgezeigt.

4.2.3.1. Ansatz

Die Druckverteilungen auf Struktur- und Fluidseite des FSI-Interface werden durch dis-

krete Knotenwerte und Formfunktionen genähert:

ps ≈
nS∑
i=1

NS,ipS,i und pF ≈
nF∑
j=1

NF,jpF,j (4.21)

Die Forderung der Gleichheit der Druckverteilung auf Struktur- und Fluidnetz ps = pF
lässt sich durch die Multiplikation mit der Testfunktion φk und die Integration über dem

FSI-Interface Γ in die schwache Form überführen:∫
Γ

φk · (ps − pF ) dΓ ≈
∫

Γ

φk · (
nS∑
i=1

NS,ipS,i −
nF∑
j=1

NF,jpF,j) dΓ = 0 (4.22)

Zur Bestimmung der nS unbekannten diskreten Druckwerte pS,i, werden nS unabhängige

Testfunktionen mit k = 1 . . . nS benötigt. Damit erhält man nS Gleichungen zur Lösung

der nS Unbekannten. Diese Forderung erfüllen die Formfunktionen der Struktur NS,k

mit k = 1 . . . nS. Wird die Testfunktion zu φk = NS,k gewählt, so ergibt sich unter

Berücksichtigung der Näherungen für die Druckverteilungen∫
Γ

NS,k ·
nS∑
i=1

NS,ipS,i dΓ =

∫
Γ

NS,k ·
nF∑
j=1

NF,jpF,j dΓ. (4.23)

Dies lässt sich wie folgt umformulieren und zusammenfassen:

nS∑
i=1

∫
Γ

NS,kNS,i dΓ︸ ︷︷ ︸
Mp,ki

·pS,i =

nF∑
j=1

∫
Γ

NS,kNF,j dΓ︸ ︷︷ ︸
Bp,kj

·pF,j

︸ ︷︷ ︸
fp,k

(4.24)

Obige Form entspricht der k-ten Zeile des Gleichungssystems

Mp · pS = fp, (4.25)
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mit dem gesuchten Vektor pS und mit obiger Definition der Matrix Mp und des Vektors

fp. Für den Transfer des Druckes von Fluid zu Struktur besitzt Mp nS Zeilen und nS
Spalten.

Die Integrationen aus Gleichung 4.24 können entweder auf dem Struktur-Interface ΓS
oder dem Fluid-Interface ΓF erfolgen. Man erkennt, dass durch die Wahl φk = NS,k die

Matrix Mp leicht ermittelbar ist. Die Integration erfolgt hier über dem Struktur-Interface

ΓS, auf welchem die Formfunktionen NS definiert sind:

Mp,ki =

∫
ΓS

NS,kNS,i dΓS (4.26)

Das Integral Bp,kj enthält Formfunktionen von Struktur- und Fluidseite. Hier müssen die

Formfunktionen der beiden Felder aufeinander projiziert werden. Im Abschnitt 4.2.3.2

wird auf dieses Verfahren erklärt.

Für den Transfer der Verschiebungen von Struktur zu Fluid wird die Testfunktion ent-

sprechend φk = NF,k gesetzt, um Md in analoger Weise durch Integration über das

Fluid-Interface ΓF zu erhalten. Die entprechenden Formen von Gleichungen 4.24 und

4.28 für den Transfer der Verschiebungen schreiben sich

nF∑
j=1

∫
Γ

NF,kNF,j dΓ︸ ︷︷ ︸
Md,kj

·dF,j =

nS∑
i=1

∫
Γ

NF,kNS,i dΓ︸ ︷︷ ︸
Bd,kj

·dS,i

︸ ︷︷ ︸
fd,k

. (4.27)

und

Md · dF = fd, (4.28)

Md ist eine nF × nF Matrix.

4.2.3.2. Ermittlung des Vektors fp

Die Ermittlung des Vektors fp bedarf besonderer Aufmerksamkeit, da dieser die Form-

funktionen von Struktur- und Fluidseite enthält und so die Frage entsteht, über welches

Interface zu integrieren ist [62, 27]. Hier muss eine Projektion auf ein Interface erfolgen,

über welches dann integriert werden kann.

Das Integral

Bp,kj =

∫
Γ

NS,kNF,j dΓ, (4.29)
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welches in fp enthalten ist, lässt sich mit Hilfe der Gauß-Quadratur errechnen. Die Vor-

schrift für die numerische Integration einer beliebigen Variablenverteilung v(x) über dem

Gebiet Ω mit der Gauß-Quadratur lautet

Vi =

∫
Ω

Ni(x)v(x) dx ≈
ng∑
g=1

wg ·Ni(xg)v(xg), (4.30)

mit der aufintegrierten Größe Vi am Knoten i sowie der Anzahl ng, der Koordinaten xg
und der Gewichtung wg der Gaußpunkte.

Die numerische Integration von Bp,kj erfolgt auf dem Fluid-Interface ΓF , wobei die Form-

funktionen der Struktur NS,k dann die Variablenverteilung v(x) ersetzen. Die Integration

auf dem Struktur-Interface wäre ebenso möglich, wegen der im Allgemeineren groberen

Diskretisierung jedoch ungenauer. Für die Gauß-Integration müssen die Funktionswerte

von NS,k an den Gauß-Punkten des Fluids mit den Koordinaten xg bekannt sein. Hier-

zu erfolgt die Projektion dieser Gaußpunkte auf das Strukturnetz. Π(xg) bezeichnet die

Projektion und somit die Koordinaten des Projektionspunktes auf der Strukturseite. Der

benötigte Funktionswert ergibt sich zu NS,k(Π(xg)). Die Näherung für obiges Integral

lautet

Bp,kj ≈
ng∑
g=1

wg ·NF,j(xg)NS,k(Π(xg)). (4.31)

Dann sind die Komponenten des Vektors fp

fp,k =

nF∑
j=1

∫
Γ

NS,kNF,j dΓ · pF,j ≈
nF∑
j=1

ng∑
g=1

wg ·NF,j(xg)NS,k(Π(xg)) · pF,j. (4.32)

Die Ermittlung des Vektors fd für den Transfer der Verschiebungen erfolgt analog durch

Projektion der Gaußpunkte der Strukturelemente auf das Fluidnetz und es ergibt sich

folgende Vorschrift für die Ermittlung des Lastvektors fd:

fd,k =

nS∑
i=1

∫
Γ

NF,kNS,i dΓ · dS,i ≈
nS∑
i=1

ng∑
g=1

wg ·NS,i(xg)NF,k(Π(xg)) · dS,i. (4.33)

Hierbei bezeichnet xg analog die Koordinaten der Gaußpunkte des Strukturnetzes und

Π(xg) die Koordinaten der zugehörigen Projektionspunkte.

4.2.3.3. Transfermatrix

Gleichung 4.24 lässt sich auch

Mp · pS = Bp · pF (4.34)
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oder
nS∑
i=1

Mp,ki · pS,i =

nF∑
j=1

Bp,kj · pF,j (4.35)

schreiben. Dann ist die Transfermatrix für den Übertrag von Druck auf das Strukturnetz

durch die auf gewichteten Residuen basierenden Methode

TM
p = M−1

p Bp. (4.36)

4.2.4. Approximation der Oberflächennetze

Um die gegenseitige Zuordnung der Netze von Struktur- und Fluid zu bestimmen, wer-

den bestimmte Punkte eines Netzes auf die Elemente des anderen Netzes projiziert.

Hier spricht man auch von der Approximation der Oberflächennetze (approximation

method). Dieses Verfahren liegt allen Methoden des Datentransfers zu Grunde. Im Falle

von konformen Netzen ist der Projektionspunkt eindeutig, da hier die Elemente exakt

aufeinander liegen. Liegen nicht-konforme Netze vor, so liegt der zu projizierende Punkt

in der Regel nicht exakt auf dem Element, in welches er zu projizieren ist.

Die Vorschrift für die Projektion eines Punktes auf eine ebene Fläche entspricht einem

linearen Gleichungssystem. Hier wird die Projektion des Punktes g auf ein lineares Drei-

eckselement mit den Knoten a, b und c und den lokalen Koordinaten ξ und η gezeigt.

Der Projektionspunkt wird dabei mit p, der Normalenvektor des Elements mit n und

der Abstand von g und p mit γ bezeichnet.

Abbildung 4.5.: Projektion eines Punktes auf ein lineares Dreieckselement.

Für die Projektion gilt

g = p + γ · n. (4.37)

Die Koordinaten von p können durch die Knotenkoordinaten durch Interpolation mit

den Formfunktionen des linearen Dreieckelements ausgedrückt werden:
gx

gy

gz

 =


ax bx cx

ay by cy

az bz cz

 ·


ξ

η

1− ξ − η

+ γ ·


nx

ny

nz

 (4.38)
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Die Unbekannten ξ, η and γ lassen sich isolieren und es ergibt sich das Gleichungssystem


gx − cx
gy − cy
gz − cz

 =


(ax − cx) (bx − cx) nx

(ay − cy) (by − cy) ny

(az − cz) (bz − cz) nz

 ·

ξ

η

γ

 . (4.39)

Ein gekrümmtes Interface bedarf genauer Aufmerksamkeit. Im mathematischen Modell

weisen die Normalenvektoren von Fluid- und Strukturinterface in exakt entgegengesetzte

Richtung. Im diskreten Modell trifft dies nicht mehr zu, da hier nicht mehr die exakte

Geometrieinformation, sondern immer eine geometrische Näherung vorliegt (siehe Ab-

bildung 4.6). Es stellt sich die Frage, an welcher Normalenrichtung sich die Projektion

orientieren soll. Durch die Projektion insbesondere bei nicht-konformen Netzen können

daher Fehler entstehen. Zur Verringerung dieses Fehlers schlägt Jaiman in [63] eine Mit-

telung der Normalen vor. Ein solches Verfahren ist dann sinnvoll, wenn nicht-konforme

Netze mit großer Krümmung vorliegen.

Abbildung 4.6.: Geometrische Näherung durch Diskretisierung am gekrümmten

Interface.

Bei dem soeben beschriebenen Projektionsverfahren handelt es sich um die Projektion

eines Punktes auf eine ebene Fläche. Die Projektion auf Elemente mit gekrümmten Ober-

flächen ist komplizierter, da hier die Lösung nicht eindeutig ist. Hier ist die Triangulation

eine effiziente Möglichkeit, Projektionspunkte zu finden. Bei der Delaunay-Triangulation

wird aus einer Punktmenge ein Dreiecksnetz generiert, wozu verschiedene Algorithmen

existieren. Bei geringer Krümmung ist das Verfahren genauer als bei hoher Krümmung.

Bemerkung: Eine Projektion auf vierknotige bilinerae Elemente ist nicht eindeutig, da

mehrere Lösungen existieren. Eine eindeutige Lösung lässt sich durch eine Koordinaten-

transformation finden, welche das gekrümmte Element auf eine ebene Fläche überführt.

Dann kann die Projektion eines Punktes ausgeführt werden. Mit der Rücktransformation

ist dessen Projektionspunkt im gekrümmten Element bekannt. Bei wenig gekrümmten

Flächen lohnt sich das Verfahren aufgrund der hohen Rechenkosten als Alternative zur

Triangulation kaum. Für sehr stark gekrümmte Elementflächen fällt der Fehler jedoch

deutlich geringer als bei der Triangulation aus. Das Vorgehen bietet sich nur für diesen

Fall an.
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4.2.5. Schlußfolgerung für FSI-Anwendungen

Vergleicht man die Interpolationsmethode und die auf gewichteten Residuen basierende

Methode, so taucht die Frage der Konservativität auf, also der Erhaltung einer Größe

oder der Energie am Interface. Die Interpolationsmethode ist nicht konservativ. Die

Gleichheit der zu übertragenden Variablenverteilung ist hier nicht gegeben. Bei der auf

gewichteten Residuen basierende Methode ist dies der Fall, da hier die Forderung der

Gleichheit im schwachen Sinne Ausgangspunkt der Formulierung ist. Die Methode ist

jedoch deutlich komplexer und zieht mehr Implementierungsaufwand nach sich. Farhat

stellt in [32, 31] ein Schema für den Datentransfer vor, welches eine einfache Imple-

mentierung verspricht und gleichzeitig energieerhaltend ist. Er verfolgt den Ansatz der

Energieerhaltung am Interface, wobei er eine beliebige Methode des Datentransfers für

die Verschiebungen zu Grunde legt. Auf der Basis der Energiebilanz entwickelt er eine

entsprechende Transfermethode für die Kräfte. Für die Verwendung der Interpolations-

methode für die Verschiebungen ergibt sich damit die lastkonservative Summation. Diese

Methoden sind in Kombination beim wechselseitigen Datentransfer in der FSI energie-

erhaltend.

Die Interpolationsmethode wird von Vertretern der Mortar-Methode [45], also der auf

gewichteten Residuen basierende Methode, als mathematisch nicht-optimal bezeichnet,

da dabei in der Theorie der globale Diskretisierungsfehler (Fehler der Mehrfeldanalyse)

größer als der lokale Diskretisierungsfehler (Fehler einer Einfeldanalyse) ist. Es wurde für

ein einfaches Modellproblem gezeigt, dass bei Verwendung der Mortar-Methode der glo-

bale Diskretisierungsfehler nicht größer als der lokale ist, weshalb die Mortar-Methode

als mathematisch optimal bezeichnet wird. Dies sind rein theoretische Genauigkeits-

betrachtungen, deren Bedeutung für die Praxis nicht überschätzt werden sollte. Für

praxisrelevante Anwendungen empfiehlt Farhat den
”
Ingenieur-Ansatz“ der Interpola-

tionsmethode. Er konnte zeigen, dass für diese Anwendungen, bei denen das Fluidnetz

viel höhere Feinheiten aufweist, beide Methoden dieselbe Genauigkeit besitzen [32, 31].

Unabhängig von der für den Datentransfer gewählten Methode muss in der Praxis im-

mer die Approximation der Oberflächennetze, also eine Projektion, stattfinden. Dies ist

immer eine Näherung. Nur für konforme Netze ist der Fehler unbedeutend, jedoch liegen

diese in den wenigsten Fällen vor. Für stark gekrümmte Netze mit sehr unterschiedli-

chen Diskretisierungen, wie sie bei praxisrelevanten Anwendungen oft auftreten, ist der

Fehler am größten und kann weitaus mehr Einfluss haben als der Fehler, der durch die

Methode des Datentransfers entsteht. Der entscheidende Punkt bei praxisrelevanten An-

wendungen ist eindeutig die Wahl der Netze. In stark gekrümmten Regionen sollte hier

darauf geachtet werden, möglichst nah an der Originalgeometrie zu bleiben.

Die Rechenkosten der Interpolationsmethode sind deutlich geringer als die der auf ge-

wichteten Residuen basierenden Methode. Da jedoch das FSI-Interface in der Regel

immer nur ein Bruchteil des gesamten Berechnungsgebietes ist, sind auch die Rechen-
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kosten für den Datentransfer, unabhängig davon welche Methode gewählt wurde, viel

geringer, als die Kosten einer FSI-Analyse. Die Rechenkosten spielen daher nur eine

untergeordnete Rolle [62].

4.3. Datentransfer in der partitionierten

Sensitivitätsanalyse

4.3.1. Analogie Analyse und Sensitivitätsanalyse

In Abschnitt 3.3.3 wurde das partitionierte Verfahren für die FSI-Analyse eingeführt.

Hier wurde die Berechnung des Strukturproblems durch die explizite nichtlineare Funk-

tion S ausgedrückt, durch welche die Strukturverschiebungen dΓ am FSI-Interface in

Abhängigkeit der Strömungskräfte fΓ am FSI-Interface durch dΓ = S (fΓ) beschrieben

werden. Ebenso wurde die Berechnung des Fluids durch die nichtlineare Funktion F
ausgedrückt, indem die Strömungskräfte am FSI-Interface in Abhängigkeit der Struk-

turverschiebungen am FSI-Interface durch fΓ = F (dΓ) beschrieben werden. Abbildung

4.7 veranschaulicht den iterativen Prozess des partitionierten Verfahrens. Hier ist der

Austausch der Variablen fΓ und dΓ, für welche der Datentransfer am nicht-koinzidenten

Netz durchgeführt wird, dargestellt.

dΓ = S (fΓ) fΓ = F (dΓ)

fΓ
�

dΓ
-

Struktur Fluid

Abbildung 4.7.: Partitionierte FSI-Analyse.

Ab Kapitel 5 dieser Arbeit wird die gekoppelte und die partitionierte Sensitivitätsanaly-

se detailliert behandelt. Im Vorgriff darauf sei hier auf die Bedeutung des Datentransfers

für die partitionierte Sensitivitätsanalyse hingewiesen und die Notwendigkeit des Trans-

fers von Gradienteninformationen erläutert. Für Details zum Datentransfer in der Sen-

sitivitätsanalyse sei auf Abschnitt 5.9.2 verwiesen. Wird eine Optimierung nach NAND

(siehe Abschnitt 2.3.2) auf Grundlage des partitionierten Verfahrens durchgeführt, so ist

auch die Sensitivitätsanalyse gekoppelt und partitioniert. Diese kann durch die explizi-

ten Funktionen S und F ausgedrückt werden, indem nach den Optimierungsvariablen

s differenziert wird. Dafür muss zusätzlich die Abhängigkeit dieser Funktionen von den

Optimierungsvariablen berücksichtigt werden. Die strukturseitige Sensitivitätsgleichung
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schreibt sich

ddΓ

ds
= S ′

(
dfΓ

ds

)
=
∂S

∂s
+
∂S

∂fΓ

· dfΓ

ds
, (4.40)

wobei ddΓ

ds
der Output und dfΓ

ds
der Input ist. Die fluidseitige Sensitivitätsgleichung ist

dfΓ

ds
= F ′

(
ddΓ

ds

)
=
∂F

∂s
+
∂F

∂fΓ

· ddΓ

ds
, (4.41)

wobei dfΓ
ds

der Output und ddΓ

ds
der Input ist. Abbildung 4.8 veranschaulicht den itera-

tiven Prozess der partitionierten Sensitivitätsanalyse. Die Analogie zwischen partitio-

nierter Analyse und partitionierter Sensitivitätsanalyse ist aus den Abbildungen sofort

ersichtlich. Hier werden nicht die Variablen fΓ und dΓ ausgetauscht, sondern deren Ab-

leitungen dfΓ
ds

und ddΓ

ds
. Der Datentransfer am nicht-koinzidenten Netz muss also für diese

Gradienteninformationen durchgeführt werden.

ddΓ

ds
= ∂S

∂s
+ ∂S

∂fΓ
· dfΓ
ds

dfΓ
ds

= ∂F
∂s

+ ∂F
∂dΓ
· ddΓ

ds

dfΓ
ds�
ddΓ

ds -

Struktur Fluid

Abbildung 4.8.: Partitionierte FSI-Sensitivitätsanalyse.

Man erkennt, dass in der partitionierten Sensitivitätsanalyse ein gekoppeltes Gleichungs-

system gelöst wird, welches sich aus den Sensitivitätsgleichungen 4.40 und 4.41 der bei-

den Felder zusammensetzt. Nicht immer muss die Lösung nach dem obigen Schema

erfolgen. Es ist auch denkbar, dieses Gleichungssystems außerhalb der Berechnungs-

programme zu lösen. Dies kommt beispielsweise in Frage, wenn in einem Black-Box-

Berechnungsprogramm, die Lösungen der Sensitivitätsgleichungen nicht zur Verfügung

gestellt werden können. Es kann dann auch nötig werden, weitere Gradienteninforma-

tionen aus den Sensitivitätsgleichungen auf die andere Diskretisierung zu übertragen.

Um den Datentransfer am nicht-koinzidenten Netz in die Formulierung mit einzubezie-

hen, wird im Folgenden die individuelle Diskretisierung der Berechnungsgebiete berück-

sichtigt. Die Funktionen S und F definieren sich dann durch

dΓ,S = S (fΓ,S) und fΓ,F = F (dΓ,F ), (4.42)

wobei die Indizes S und F für die Diskretisierungen des Struktur- und des Fluidgebietes

stehen. Deren Ableitungen lauten

ddΓ,S

ds
= S ′

(
dfΓ,S

ds

)
und

dfΓ,F

ds
= F ′

(
ddΓ,F

ds

)
. (4.43)
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Der Transfer der Verschiebungen und Kräfte wird durch die Operatoren Td und Tf

ausgedrückt:

dΓ,F = Td(dΓ,S) und fΓ,S = Tf (fΓ,F ) (4.44)

Der Transfer der Ableitungen der Verschiebungen und Kräfte wird durch die Operatoren

Td′ und Tf ′ ausgedrückt:

ddΓ,F

ds
= Td′

(
ddΓ,S

ds

)
und

dfΓ,S

ds
= Tf ′

(
dfΓ,F

ds

)
(4.45)

Dann lassen sich die Verschiebungen dΓ,S und die Kräfte fΓ,F wie folgt schreiben:

dΓ,S = S ◦Tf (fΓ,F ) und fΓ,F = F ◦Td(dΓ,S) (4.46)

Für deren Ableitungen gilt dann

ddΓ,S

ds
= S ′ ◦Tf ′

(
dfΓ,F

ds

)
und

dfΓ,F

ds
= F ′ ◦Td′

(
ddΓ,S

ds

)
. (4.47)

Bemerkung : Die expliziten Funktionen S und F sind von den Residuen S und F zu un-

terscheiden, welche in Abschnitt 2.4 und 3.4 eingeführt wurden und implizite Funktionen

sind.

4.3.2. Datentransfer von Gradienteninformationen

Die Formulierung des Datentransfers durch den Transferoperator T gilt allgemein für

kontinuierliche und diskrete Variablenverteilungen. Behandelt man diskrete Variablen

so lässt sich der Transfer durch Multiplikation mit der Transfermatrix T ausdrücken

(Gleichung 4.2). Um den Transfer diskreter Gradienteninformationen in Form von Vek-

toren und Matrizen zu veranschaulichen, werden hier die Feldgrößen a und b auf dem

Ursprungsnetz U und dem Zielnetz Z betrachtet. Der Transfer der Variablen a von U

nach Z und Z nach U wird durch

āZ = Ta,U→Z · aU und āU = Ta,Z→U · aZ (4.48)

beschrieben, wobei die überstrichenen Variablen die transferierten Größen bezeichnen. Es

gilt aufgrund des numerischen Fehlers durch die Diskretisierung beim Datentransfer āZ ≈
aZ und āU ≈ aU . Hieraus lassen sich für lineare Transferoperatoren die Beziehungen

dāZ
daU

= Ta,U→Z und
dāU
daZ

= Ta,Z→U (4.49)

ableiten. Es lassen sich dann Vorschriften für den Transfer von Gradienten herleiten. Der

Transfer der Ableitung von aZ nach einer beliebigen Größe (•) von U nach Z schreibt

sich

dāZ
d(•)

=
dāZ
daU
· daU
d(•)

= Ta,U→Z ·
daU
d(•)

. (4.50)
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Man erkennt, dass die Transfer-Vorschrift für die Ableitungen dieselbe wie für die Va-

riablen ist. Wenn die Ableitung einer beliebigen Größe (•) nach der Variable aU von U

nach Z übertragen wird, ist die Vorschrift verschieden. Dann gilt

d(•)
dāZ

=
d(•)
daU

· daU
dāZ

=
d(•)
daU

·T−1
a,U→Z. (4.51)

Hier beschreibt die Inverse T−1
a,U→Z den Transfer von U nach Z. Wie schon erwähnt,

ist das Bilden der inversen Matrix in der Praxis umständlich, weshalb diese durch die

Transfermatrix für den Datentransfer in die Gegenrichtung Ta,Z→U ersetzt werden kann,

denn mit dāZ ≈ daZ und dāU ≈ daU gilt

T−1
a,U→Z =

daU
dāZ

≈ dāU
daZ

= Ta,Z→U . (4.52)

Dann kann Gleichung 4.51 durch[
d(•)
dāZ

]T
= TT

a,Z→U ·
[
d(•)
daU

]T
(4.53)

ersetzt werden.

Nun kann auch der Transfer von Gradienteninformationen in Form von Matrizen for-

muliert werden. Hierzu wird eine zweite Variable b eingeführt, deren Transfer durch

b̄U = Tb,Z→U · bZ und b̄Z = Tb,U→Z · bU (4.54)

definiert wird. Dann gilt

dāZ
db̄Z

=
dāZ
daU
· daU
dbU

· dbU
db̄Z

= Ta,U→Z ·
daU
dbU

·T−1
b,U→Z ≈ Ta,U→Z ·

daU
dbU

·Tb,Z→U . (4.55)

Es wurde gezeigt, dass beim Datentransfer von Gradienteninformationen bei Ableitungen

einer Variable dieselbe Vorschrift wie beim Transfer der Variable selbst gilt (Gleichung

4.50). Bei Ableitungen nach einer Variable gilt die Vorschrift nach Gleichung 4.51 bzw.

4.53. Diese Vorschrift sei nun am Beispiel der Verschiebungen für den Datentransfer von

Struktur- nach Fluidseite mit der Interpolationsmethode formuliert:[
d(•)
ddF

]T
= TT

d,F→S ·
[
d(•)
ddS

]T
(4.56)

mit

Td,F→S =


NF,1(ξ1, η1) · · · NF,nF (ξ1, η1)

...
. . .

...

NF,1(ξnS , ηnS) · · · NF,nF (ξnS , ηnS).

 (4.57)
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In Komponenten schriebt sich dies

d(•)
ddF,j

=

nS∑
i=1

NF,j(ξi, ηi) ·
d(•)
ddS,i

. (4.58)

ξi und ηi sind die lokalen Koordinaten der Projektionspunkte der Strukturknoten auf

dem Fluidelement. Hier erkennt man, dass es bei der algorithmischen Umsetzung Un-

terschiede zum Datentransfer von Variablen gibt. Während hier eine Projektion der

Strukturknoten auf die zugehörigen Fluidelemente erfolgen muss, werden beim einfa-

chen Variablentransfer die Fluidknoten auf die zugehörigen Strukturelemente projiziert.

Multipliziert man die obige Gleichung mit ddF,j und ddS,i, so ergibt sich wiederum die

Beziehung für den Transfer von Verschiebungen von Fluid- nach Strukturseite, wie sie

für die Interpolationsmethode gilt:

ddS,i =

nS∑
i=1

NF,j(ξi, ηi) · ddF,j (4.59)

Bemerkung : Der Transfer von adjungierten Variablen in der adjungierten Sensitivitäts-

analyse erfolgt durch die transponierten Transfermatrizen analog dem Krafttransfer.

Dies wir in Abschnitt 5.9.2.2 erläutert.

4.4. Algorithmik

In diesem Abschnitt wird eine Algorithmik zur Interpolationsmethode und zur last-

konservativen Summation vorgestellt, welche im Rahmen dieser Arbeit entwickelt und

umgesetzt wurde. Bei der Umsetzung in Software sind Effizienz, Genauigkeit sowie eine

sorgfältige Abstimmung auf die Berechnungscodes gefordert.

Vorraussetzung für das Ausführen des Datentransfers ist das Vorhandensein der geome-

trischen Informationen der beiden Netze. Weiterhin müssen die zu übertragenden Daten

zur Verfügung stehen und die Information bereit gestellt werden, ob es sich hierbei um

Feld- oder Kraftgrößen handelt, bzw. nach welchem Verfahren die Daten übertragen wer-

den sollen. Um die entsprechenden Daten vorzuhalten und auf diese zugreifen zu können,

wird eine leistungsfähige Datenstruktur für netzbasierte Informationen benötigt.

Bevor der eigentliche Datentransfer stattfinden kann, muss immer die Projektion be-

stimmter Punkte auf Elemente des anderen Netzes stattfinden (vgl. Abschnitt 4.2). Da-

bei wird für jeden Punkt die Information benötigt, in welchem Element der zugehörige

Projektionspunkt liegt und welches dessen lokale Koordinaten im Element sind. Es muss

also eine Zuordnung von Punkten zu Elementen – das Herstellen der Nachbarschafts-

beziehungen – stattfinden. In der Algorithmik spielt dies eine zentrale Rolle, da das

Verfahren die Hauptrechenkosten verursacht und sorgfältige Implementierung erfordert.
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In Abschnitt 4.4.1 wird die Umsetzung erörtert. Desweiteren wurde auch in [59] diese

Algorithmik beschrieben.

Der Transfer selbst wird mit Hilfe geschachtelter Schleifen umgesetzt. Dies wird in Ab-

schnitt 4.4.2 für die Interpolationsmethode und die lastkonservative Summation erklärt.

Abbildung 4.9 zeigt den vereinfachten Ablauf des Gesamtprozesses. Im ersten Schritt,

der Initialisierung der Netze, werden die geometrischen Informationen der Netze ange-

legt. Damit können die Nachbarschaftsbeziehungen hergestellt werden. Dieser Schritt

muss nur einmal pro Berechnung stattfinden, da sich die Netze relativ zueinander nicht

verändern. Nun folgt wiederholt der Datentransfer: Es werden die zu übertragenden

Daten des Ursprungsnetzes empfangen, diese auf das Zielnetz übertragen und wieder

versendet.

Initialisiere Netze

Stelle Nachbarschaftsbeziehungen her

Empfange Daten Ursprungsnetz

Transfer

Sende Daten Zielnetz

nächster Datentransfer

?

-

Abbildung 4.9.: Übersicht der Algorithmik des Datentransfers am nicht-koinzidenten

Netzen.

4.4.1. Nachbarschaftsbeziehungen

Um festzustellen in welches Element ein Punkt projiziert wird, kann entweder das zu-

gehörige Element zu einem Punkt gesucht werden oder alle Punkte zu einem Element

gesucht werden. Die einfachste Methode ist eine Brute-Force-Suche, bei der alle mögli-

chen Kombinationen getestet und die gefundenen Beziehungen gespeichert werden. Der

Test beinhaltet jeweils eine Projektion auf die Elementfläche und die Prüfung, ob der

Projektionspunkt innerhalb des Elements liegt. Die Brute-Force-Suche ist sehr rechenauf-

wendig. Für derartige räumliche Suchen bietet sich die Verwendung von Baumstrukturen
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(engl: tree datastructures) an. Hier werden alle Punkte, welche es später zu suchen gilt,

in Abhängigkeit ihrer räumlichen Lage hierarchisch gespeichert. Für dreidimensionale

Datensätze wird das Octree verwendet.

Das Octree (Abbildung 4.10, links) ist ein spezieller Graph aus hierarchisch geordne-

ten Knoten. Jeder Knoten des Octrees hat acht Nachfolgeknoten. Dies entspricht der

Aufteilung eines räumlichen Quaders in acht räumliche Unterelemente (Abbildung 4.10,

rechts). Dies geschieht rekursiv für jedes räumliche Element. Das Octree dient zur Spei-

cherung der Punkte im Raum in jedem Endknoten, entsprechend deren Lage in den

Quadern. Für einen Quader bzw. Endknoten kann eine maximale Menge an Punkten

definiert werden. Wird diese überschritten, wird der Quader weiter unterteilt. Auf der

Grundlage dieser Datenspeicherung kann in effizienter Weise eine Umkreissuche um einen

definierten Suchpunkt oder eine Suche nach dem nähesten Nachbarn eines bestimmten

Suchpunktes ausgeführt werden. Weitere Information zu Baumstrukturen finden sich in

zahlreichen Lehrbüchern der Informatik, beispielsweise in [97, 1].

Abbildung 4.10.: Links: Octree-Baumstruktur, rechts: entsprechende Unterteilung des

Raums. Jeder Knoten der Baumstruktur entspricht einem Quader

im Raum. Nachfolgeknoten bedeuten die Aufteilung des Quaders in

Unterelemente.

Abbildung 4.11 stellt eine Algorithmik für das Herstellen der Nachbarschaftsbeziehungen

der nicht-koinzidenten Netze dar. Hier werden die zu projizierende Punkte in einem

Octree gespeichert. Für den Transfer der Verschiebungen mit der Interpolationsmethode

und der Kräfte mit lastkonservativer Summation sind die Fluidknoten, für welche die

Projektionspunkte auf den Strukturelementen zu finden sind, in der Baumstruktur zu

speichern.

Hierauf erfolgt eine Schleife über die Strukturelemente k = 1 . . . eS mit der Anzahl eS
der Strukturelemente. Für jedes Strukturelement wird nun ein Suchpunkt festgelegt,

von dem aus eine Umkreissuche durchgeführt werden kann. In dieser Arbeit wurde der

Mittelpunkt der Dreieckselemente als Suchpunkt gewählt. Der Suchradius wurde so fest-

gelegt, dass sich alle Knoten des Elements innerhalb des Suchraums befinden, um alle

relevanten Fluidknoten detektieren zu können. Die durch die nachfolgende Umkreissu-

che gefundenen pk Fluidknoten werden als Nachbarn des Suchpunktes bezeichnet. Nun

erfolgt eine weitere untergeordnete Schleife über die Nachbarn l = 1 . . . pK , um fest-
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zustellen welche tatsächlich auf das Element k projiziert werden. Dies geschieht durch

die Projektion auf das Element und die Prüfung, ob der Projektionspunkt im Inneren

des Elements liegt. Dies ist bei positiven lokalen Koordinaten des Projektionspunktes

der Fall. Liegt der Projektionspunkt im Element, so werden die Nachbarschaftsbezie-

hungen gespeichert. Dabei wird jedem Fluidknoten das entsprechende Strukturelement

zugewiesen.

Bei nicht-konformen Netzen ist es möglich, dass Fluidknoten nicht gefunden werden. Dies

kann geschehen, wenn die Entfernung zum Strukturelement groß ist und der Knoten da-

her außerhalb des Suchraums liegt. Weiterhin ist es möglich, dass Projektionspunkte

eines Fluidknotens in mehreren Strukturelementen existieren. Dies kann bei gekrümm-

tem Interface vorkommen, wenn beispielweise benachbarte Elemente nicht in derselben

räumlichen Ebene liegen. Dann kann es Punkte geben, die Projektionspunkte im Inne-

ren beider Elemente besitzen. Um diese Sonderfälle zu behandeln, müssen die Nachbar-

schaftsbeziehungen geprüft werden, mit dem Ziel, dass jedem Fluidknoten ein eindeuti-

ges Strukturelement zugeordnet werden kann. Im Falle nicht gefundener Knoten, kann

der Suchradius angepasst werden. Für Knoten mit mehreren Projektionspunkten kann

beispielsweise der minimale Abstand von Knoten und Projektionspunkt als Kriterium

herangezogen werden. Es ist zu bemerken, dass bei sauber modellierten Netzen diese

Sonderfälle in der Regel nicht auftreten.

Speichere Fluidknoten in Octree

Schleife über Strukturelemente k = 1 . . . eS

Bestimme Suchpunkt

Bestimme Suchradius

Finde Nachbarn

Schleife über Nachbarn l = 1 . . . pk

Projiziere Nachbarn

Liegt Projektionspunkt im Element k?

Wenn ja: Speichere Nachbarschaftsbeziehung

Überprüfe Fluidknoten

Abbildung 4.11.: Algorithmik der Nachbarschaftssuche beim Datentransfer am nicht-

koinzidenten Netz.

4.4.2. Transfer

Abbildung 4.12 zeigt die Algorithmik der Interpolationsmethode für den Verschiebungs-

transfer nach Gleichung 4.8, bestehend aus drei geschachtelten Schleifen. Da der Trans-
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fer der Verschiebungen für alle drei Raumrichtungen durchgeführt wird, erfolgt hier

zunächst eine Schleife über die drei Raumrichtungen dof = x, y, z. Diese Schleife muss

nicht zwingend die übergeordnete sein und kann auch auf einer anderen Ebene ange-

ordnet werden. Weiterhin wird eine interne Schleife über die Fluidknoten j = 1 . . . nF
ausgeführt. Aus den Nachbarschaftsbeziehungen ist bekannt, welches Strukturelement k

dem jeweiligen Fluidknoten zugeordnet ist. Der Wert der Verschiebung am Fluidknoten

ddofF,j wird zunächst auf Null gesetzt. Um den neuen Wert zu ermitteln, erfolgt eine weitere

untergeordnete Schleife über die Knoten i = 1 . . . nk des Elements k. Hier wird der Wert

der zugehörigen Formfunktion am Projektionspunkt des aktuellen Fluidknotens mit dem

Wert ddofS,i des Strukturknotens multipliziert und auf den im vorigen Schleifendurchlauf

ermittelten Wert aufsummiert. Auf diese Weise ergibt sich die Summe aus Gleichung

4.8.

Schleife über Freiheitsgrade dof = x, y, z

Schleife über Fluidknoten j = 1 . . . nF

Finde zugehöriges Strukturelement

Schleife über Strukturknoten i = 1 . . . nk

ddofF,j = ddofF,j +NS,i(ξj, ηj) · ddofS,i

Abbildung 4.12.: Algorithmik des Verschiebungstransfer mit der Interpolationsmethode.

Die Algorithmik der lastkonservativen Summation für den Krafttransfer nach Gleichung

4.10 beruht auf denselben geschachtelten Schleifen. Hier lautet die Vorschrift innerhalb

der Schleifen

fdofS,i = fdofS,i +NS,i(ξj, ηj) · fdofF,j . (4.60)

Der Wert der Kraft der Strukturelementknoten fdofS,i muss vor der Schleife über die

Fluidknoten zu Null gesetzt werden. Die Summe aus Gleichung 4.10 zur Ermittlung

des Wertes wird gebildet, indem der Wert der zugehörigen Formfunktion des aktuellen

Strukturknotens am Projektionspunkt des aktuellen Fluidknotens mit dem Wert fdofF,j

des Fluidknotens multipliziert und das Produkt auf den vorhandenen Wert aufsummiert

wird.

4.4.3. Anwendungsbeispiele

Die vorgestellte Algorithmik wurde im Rahmen der Entwicklung der Kopplungsschnitt-

stelle CoMA (Abschnitt 4.5) implementiert und ausführlich getestet. Um den Fehler

einer durch die Interpolationsmethode übertragenen Variablenverteilung auf dem Ziel-

netz bestimmen zu können muss eine Referenzverteilung vorhanden sein. Es stellt sich
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die Frage, wie diese Referenzverteilung – wenn nicht durch Datentransfermethoden –

auf das Zielnetz abgebildet werden kann. Es besteht die Möglichkeit, die Referenzvertei-

lung als analytische Funktion in Abhängigkeit der globalen Koordinaten für beide Netze

zu definieren. Der Fehler kann allerdings nur dann korrekt bestimmt werden, wenn die

analytische Funktion auf dem Ursprungsnetz korrekt abgebildet werden kann, um In-

formationsverluste durch dessen Diskretisierung zu vermeiden. Für lineare Elemente ist

dies eine lineare Funktion. Desweiteren muss es sich um konforme Netze handeln, da nur

hier die Gleichheit der Geometrie und somit der Funktionswerte gegeben ist.

Zur Veranschaulichung der Interpolationsmethode und der lastkonservativen Summation

wird der Transfer an einem einfachen, konformen Elementpatch aus grobem und feinem

Netz mit linearen Dreieckselementen gezeigt. Für die Interpolationsmethode wird der

Datentransfer der Funktion f(x, y) = x+y auf dem Elementpatch vom groben zum feinen

Netz durchgeführt. Diese Funktion kann auf beiden Netzen korrekt abgebildet werden.

Das Ergebnis des Datentransfers auf dem feinen Netz wird mit den Referenzwerten aus

der analytisch definierten Funktion auf diesem Netz verglichen. Wie zu erwarten, tritt

kein Fehler auf. Abbildung 4.13 zeigt die Original-Variablenverteilung auf dem grobem

Netz sowie das Ergebnis des Datentransfers und den Fehler auf dem feinen Netz.

Abbildung 4.13.: Beispiel der Interpolationsmethode am Elementpatch. Oben: Original-

Variablenverteilung auf grobem Netz, unten links: Ergebnis des Daten-

transfers auf feinem Netz, unten rechts: Fehler des Datentransfers.

Nach der lastkonservativen Summation muss die Summe aller Kräfte auf Ziel- und Ur-

sprungsnetz gleich sein. Abbildung 4.14 zeigt die Knotenkräfte auf feinem und grobem

Netz. Auf dem feinem Ursprungsnetz erhielt jeder Knoten eine Knotenkraft der Größe

1, 0. Nach dem Datentransfer auf das grobe Netz erkennt man, dass die resultierenden

Knotenkräfte auf dem Zielnetz im Bereich des feiner werden Netzes größer werden, da
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hier mehr Kraft pro Fläche wirkt. Diese lässt sich durch Anwendung von Gleichung 4.10

nachvollziehen:

fg,1 = 1 · ff,1 = 1, 0

fg,2 = 1 · ff,2 + 0, 5 · ff,6 + 0, 25 · ff,7 + 0, 5 · ff,3 + 0, 25 · ff,4 = 2, 5

fg,3 = 1 · ff,5 + 0, 5 · ff,3 + 0, 75 · ff,4 + 0, 25 · ff,7 + 0, 5 · ff,8 + 0, 5 · ff,9 = 3, 5

fg,4 = 1 · ff,10 + 0, 5 · ff,11 = 1, 5

fg,5 = 1 · ff,12 + 0, 5 · ff,11 + 0, 5 · ff,6 + 0, 5 · ff,7 + 0, 5 · ff,8 + 0, 5 · ff,13 = 3, 5

fg,6 = 1 · ff,14 + 0, 5 · ff,9 + 0, 5 · ff,13 = 2, 0

Die Indizies g und f stehen für grobes und feines Netz. Die Summe der Kräfte auf dem

groben Netz ergibt sich zu 14, 0, was der Summe der Knotenkräfte auf dem feinen Netz

entspricht.

Abbildung 4.14.: Beispiel der lastkonservativen Summation am Elementpatch. Links:

Vorgegebene Knotenkräfte auf dem feinen Netz, rechts: Knotenkräfte

aus Datentransfer auf dem groben Netz.

Weiterhin wird hier der Transfer einer komplexeren Verteilung auf einer gekrümmten

Geometrie gezeigt. Hier kann der Vergleich mit einer analytischen Verteilung nicht zur

Kontrolle des Fehlers des Transfers herangezogen werden, da das Ursprungsnetz diese

nicht korrekt abbilden kann. Werden die übertragenen Werte mit den Funktionswerten

verglichen, so erkennt man hier den Diskretsierungsfehler des Ursprungsnetzes an den

Positionen der Knoten des Zielnetzes. Dennoch eignet sich die Methode um grobe Aus-

sagen über die Funktionalität des Datentransfes zu machen. Abbildung 4.15 zeigt die

Netze aus linearen Dreieckselementen mit den Variablenverteilungen. Das nicht struk-

turierte, etwas feinere Netz ist hier das Ursprungsnetz. Darauf wurde eine sinusförmige

Verteilung definiert. Diese Funktion kann durch die Netze nur näherungsweise dargestellt

werden. Der Transfer auf das strukturierte, gröbere Netz erfolgt mit der Interpolations-

methode. Das Ergebnis wurde mit der analytischen Funktion verglichen und daraus

ein Fehler berechnet. Dieser Fehler entsteht durch die Diskretisierung, nicht durch den

Transfer und beträgt maximal 0.33 %. Man erkennt, dass der Fehler in Bereichen grösse-

rer Krümmung höher ist, da hier das Netz die Funktion schlechter abbilden kann. Er



76
KAPITEL 4. DATENTRANSFER AN NICHT-KOINZIDENTEN

OBERFLÄCHENNETZEN

schwankt in Abhängigkeit der gegenseitigen Lage der Knoten: Bei koinzidenter Knoten-

lage ist der Fehler geringer, da hier der analytische Funktionswert vom Ursprungsnetz

korrekt wiedergegeben wird. Eine wichtiger Schluß aus dem Ergebnis ist, dass der Fehler

aus dem Datentransfer in der Regel gegenüber dem Diskretisierungsfehler klein ist.

Abbildung 4.15.: Anwendung der Interpolationsmethode am einer gekrümmten Geome-

trie mit sinusförmiger Variablenverteilung, welche in Abhängigkeit der

globalen Koordinaten definiert ist. Oben: Original-Variablenvertielung

auf Ursprungsnetz. Unten links: Ergebnis des Datentransfes auf Ziel-

netz. Unten rechts: Unterschied des Datentransfer-Ergebnisses zur ana-

lytischen Variablenverteilung in Prozent.

4.5. Datentransfer mit CoMA

Im partitionierten Berechnungsverfahren der FSI (Abschnitt 3.3.3) werden Struktur und

Fluid in einem gestaffelten Verfahren gelöst, wobei der Kopplung der Felder durch den

Austausch der Randbedingungen gerecht wird. Hierbei ist es üblich, für jedes Feld ei-
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ne spezialisierte Software einzusetzen, also getrennte Software-Tools für Struktur und

Fluid. Der Datenaustausch und der Datentransfer am Interface kann dabei von einem

dritten Tool – der Kopplungsschnittstelle – übernommen werden. Forderungen an eine

solche Schnittstellen-Software sind Flexibilität, Genauigkeit und Effizienz. Insbesondere

die Flexibilität spielt eine bedeutende Rolle, wenn die Schnittstelle für die Kopplung

unterschiedlichster Berechnungsprogramme eingesetzt werden soll. Da die Rechenkos-

ten für den Datentransfer bei oberflächengekoppelten Problemen in der Regel nur einen

Bruchteil der gesamten Rechenzeiten ausmachen und das Herstellen der Nachbarschafts-

beziehungen als rechenintensivster Teil nur einmal zu Anfang der Berechnung geschieht,

sind die Anforderungen an die Effizienz nicht von vorrangiger Bedeutung.

CoMA (Coupling for Multiphysics Analysis) ist eine Kopplungsschnittstelle für ober-

flächengekoppelte Probleme, welche am Lehrstuhl für Statik seit 2006 entwickelt wird.

CoMA wurde objektorientiert in C++ umgesetzt und zeichnet sich durch hohe Modu-

larität aus. Bei gekoppelten Berechnungen übernimmt CoMA die Interprozesskommu-

nikation und den Datentransfer am nicht-koinzidenten Netz. Es lässt sich für beliebige

oberflächengekoppelte Probleme einsetzen und bietet flexiblen Austausch der Berech-

nungsprogramme. Weiterhin kann CoMA die Berechnungssteuerung der gekoppelten

Berechnung übernehmen und für parallele Berechnungen eingesetzt werden. Die interne

Programmstruktur wurde modular gestaltet und garantiert eine einfache Erweiterbarkeit

auf unterschiedlichen Ebenen. CoMA wurde für die Anwendungen, welche im Rahmen

dieser Arbeit entstanden, eingesetzt und soll hier mit den dafür relevanten Funktionen in

bündiger Weise vorgestellt werden. In [60] wurde CoMA mit einem Fokus auf das objekt-

orientierte Konzept, die Anwendung und den Datentransfer zwischen nicht-koinzidenten

Netzen präsentiert. In [37, 38] wird insbesondere auf die Kommunikation von CoMA via

MPI, die Parallelisierungsstrategie und die Berechnungssteuerung eingegengen. Weiter-

hin befindet sich in [74] eine Beschreibung von CoMA.

Die interen Hierarchieebenen der Kopplungsschnittstelle CoMA sind Berechnungssteue-

rung, Kommunikation, Datenmanagement und Datentransfer. In Abbildung 4.16 sind

diese dargestellt.

Berechnungssteuerung

Kommunikation

Datenmanagement

Datentransfer

Abbildung 4.16.: Interne Hierarchieebenen von CoMA.
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Die Berechnungssteuerung ist die übergeordnete Ebene. Hier werden sämtliche, die Be-

rechnungssteuerung betreffende Aufgaben festgelegt und ausgeführt. Die Informationen

hierfür werden aus einer benutzerspezifischen Eingabedatei gelesen, in der die Parameter

der gekoppelten Berechnung, der Kommunikation und des Datenaustausches sowie Kon-

vergenzkontrolle festgelegt werden. Zur Prozesssteuerung gehören ebenfalls die Kontrolle

der Kommunikation und des Datentransfers. Es besteht auch die Möglichkeit, CoMA in

reiner Schnittstellenfunktion zu nutzen. Dann wird die Berechnungssteuerung von einem

anderen Programm, beispielsweise einem der Berechnungsprogramme, übernommen.

Die Ebene Kommunikation regelt die Interprozesskommunikation zwischen den betei-

ligten Programmen. Dies betrifft Steuerparameter und das Senden und Empfangen

der netzbasierten Daten. Die Kommunikation kann dateibasiert oder über die MPI -

Bibliothek (Message Passing Interface) erfolgen. Hierdurch können beliebige Berech-

nungscodes gekoppelt werden, auch kommerzielle Black-Box-Programme. Unabhängig

von der Art der Kommunikation werden die Daten in einem bestimmten Format an das

Datenmanagement übergeben und dort in einer Datenstruktur gespeichert.

Der Kern des Datenmanagement ist eine objektorientierte Datenstruktur für die netzba-

sierten Daten. Darüber hinaus werden Funktionen für die Speicherung und den Zugriff

zur Verfügung gestellt. Um einen Datentransfer zwischen nicht-koinzidenten Netzen am

Interface zu realisieren, müssen netzbasierte Daten – die geometrischen Informationen

der Netze und die Knotenwerte – vorgehalten werden. Hierzu ist ein entsprechendes Da-

tenmodell gefordert. Zur Anwendung kommt eine flexible, netzbasierte Datenstruktur

(Abbildung 4.17), welche Vorwärts- und Rückwartsbeziehungen enthält. Die Objekte

Mesh, MeshPartion, Element und Node bilden die Grundstruktur. Darüber hinaus be-

sitzt ein Objekt des Typs Node eine definierte Anzahl an Freiheitsgraden, in denen

die Daten für den Transfer gespeichert werden. Es kann bei Bedarf auch eine History

an Daten erstellt werden. Dann werden die zu übertragenden Daten nicht bei jedem

Transfer überschrieben, sondern gespeichert. Ein Netz kann in Netzpartitionen unter-

teilt werden. Dies ermöglicht, dass parallele Berechnungen einfach ausgeführt werden

können. CoMA kann dann direkt mit den Einzelprozessen kommunizieren. Ein weiteres

Beispiel für die Notwendigkeit von Partitionen im Rahmen dieser Arbeit sind beidseitig

umströmte dünne Strukturen. Hier sind die Strömungslasten und in der Regel auch das

Fluidnetz auf Ober- und Unterseite unterschiedlich. Somit muss auch der Datentrans-

fer an Ober- und Unterseite der Struktur getrennt behandelt werden. Die Partitionen

ermöglichen diese separate Behandlung. Sie sind unter anderem auch wichtig, um hier

die richtigen Nachbarschaftsbeziehungen herzustellen. Entscheidender Punkt hierbei ist

die Handhabung der doppelten Knoten an den gemeinsamen Partitionsrändern. Diese

werden von CoMA erkannt. Auf dieser Grundlage kann ein Gesamtnetz als Grundlage

für den Datentransfer erstellt werden.
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Abbildung 4.17.: Interne Datenstruktur von CoMA für netzbasierte Daten.

Der Datentransfer ist der Kern der Kopplungsschnittstelle. Ein effizientes Herstellen

der Nachbarschaftsbeziehungen erfolgt über eine Octree-basierte Datenstruktur, den kd-

tree aus der C++-Bibliothek ANN ([2]). Es wurden die Interpolationsmethode und die

lastkonservative Summation für lineare Dreieckselemente und in solche triangulierte Ele-

mente implementiert. Die Erweiterbarkeit ist gegeben. Das Datentransfer lässt sich für

beliebige oberflächengekoppelte Probleme durchführen. Dabei können beliebige skalar-

und vektorwertige Feld- und Kraftgrößen übertragen werden, beispielsweise Temperatu-

ren oder Geschwindigkeiten. Das modulare Konzept erlaubt es, die Nachbarschaftssuche

dann auszuführen, wenn sie verlangt ist. Dies geschieht gewöhnlich einmal zu Beginn der

gesamten Berechnung, da sich die Oberflächennetze nicht relativ zueinander verändern.

CoMA wurde darauf ausgelegt, in der gekoppelten Sensitivitätsanalyse eingesetzt zu

werden. Die Struktur erlaubt es Gradienteninformationen zu übertragen. Diese werden

wie alle netzbasierten Daten in den Knoten gespeichert. In Abschnitt 4.3.2 wurde der

Transfer von Gradienteninformationen behandelt.

Der Ablauf einer FSI-Berechnung, wie sie dieser Arbeit zu Grunde liegt, ist in Abbildung

4.18 dargestellt. Das Softwaresetup besteht aus drei Programmen: Dem Struktur- und

Strömungssimulationsprogramm, sowie dem Kopplungstool CoMA. Für den Datentrans-

fer der partitionierten Berechnung müssen dem Kopplungstool die Oberflächennetze am

gemeinsamen Interface bekannt sein, damit eine Zuordnung der Netzknoten stattfinden

kann. Dies erfolgt in der Initialisierung der Netze. Hierbei schicken die Berechnungscodes

die geometrischen Netzinformationen an CoMA und es erfolgt die Herstellung der Nach-

barschaftsbeziehungen. Es ist zu bemerken, dass im gesamten Optimierungsprozess das

Netz nur einmal initialisiert werden muss, da die gegenseitige Position der Netzknoten

während der Optimierung unverändert bleibt. Dies geschieht in der ersten FSI-Analyse

mit dem Anfangsdesign. Nach der Initalisierung des Netzes werden die aufeinander-

folgenden Fluid- und Strukturanalysen mit dem wechselseitigen Datentransfer solange

durchgeführt, bis Konvergenz innerhalb eines Zeitschrittes erreicht ist. Daraufhin wird

in der Zeit fortgeschritten, bis Konvergenzkriterien oder die maximale Zeit erreicht wer-

den. Detaillierte Information zur Algorithmik iterativ gestaffelter Verfahren findet man

in [38, 74, 119, 121].
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Abbildung 4.18.: Ablaufdiagramm einer partitionierten FSI-Analyse mit den drei Soft-

waremodulen Struktur, Fluid und Kopplung. Nach der Initialisierung

der Netze erfolgt die gestaffelte Berechnung.
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5. Gekoppelte Sensitivitätsanalyse

Die Sensitivitätsanalyse bezeichnet die Analyse der Auswirkungen bei Veränderungen

in den Inputgrößen eines Systems. Dies geschieht durch die Bestimmung der Änderung

des Systemoutputs bei Variation des Systeminputs, also durch die Berechnung der ent-

sprechenden Gradienteninformationen. Diese Informationen dienen der Abschätzung der

Robustheit bzw. der Empfindlichkeit eines Systems gegenüber bestimmten Einflüssen

oder Unsicherheiten. Die Sensitivitätsanalyse ist in vielen Fachgebieten von Bedeutung

und stellt ein eigenständiges Wissenschaftsgebiet dar.

In der Optimierung ist die Sensitivitätsanalyse ein notwendiger Schritt für die Anwen-

dung von Gradientenmethoden. Sie dient der Berechnung der Ableitungen der Optimie-

rungskriterien nach den Optimierungsvariablen, welche als Input für gradientenbasierte

Algorithmen benötigt werden. Ebenfalls kann eine Sensitivitätsanalyse Auskunft über

die Empfindlichkeit der Zielfunktion gegenüber Designänderungen und die Empfindlich-

keit des optimalen Designs gegenüber Systemänderungen geben.

In Abschnitt 2.4 wurde die diskrete Sensitivitätsanalyse für die Strukturoptimierung

zur Berechnung der Ableitungen der Zielfunktion nach den Optimierungsvariablen ein-

geführt. Bei der analytischen Sensitivitätsanalyse war dabei die Systemgleichung der

Struktur zu berücksichtigen. Die Sensitivitätsanalyse für Mehrfeldprobleme erfordert

entsprechend eine Berücksichtigung der gekoppelten Systemgleichungen. Die Folge ist

eine Kopplung der Sensitivitätsgleichungen, was in der Numerik besonderer Behandlung

bedarf.

Dieses Kapitel beschäftigt sich mit der gekoppelten diskreten Sensitivitätsanalyse für

Mehrfeldprobleme und im Speziellen mit der gekoppelten Sensitivitätsanalyse für den

partitionierten Ansatz der Fluid-Struktur-Interaktion. Dabei wird von den diskreten

Grundgleichungen der zeitunabhängigen Dreifeldformulierung ausgegangen. Die Formu-

lierung wird zunächst allgemein gehalten und lässt sich daher auf andere Dreifeldpro-

bleme übertragen. Es wird die diskrete Sensitivitätsanalyse im numerischen, direkten,

adjungierten und einem alternativen direkten Verfahren beschrieben. Auch die algo-

rithmische Differenziation wird in ihren Grundzügen vorgestellt. Abschließend wird in

Abschnitt 5.9 die Formulierung der Sensitivitätsanalyse für die Formoptimierung im

partitionierten Ansatz der FSI gemäß Abschnitt 3.3.3 vorgestellt.
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5.1. Methoden der Sensitivitätsanalyse

Es gibt unterschiedliche Methoden der Sensitivitätsanalyse, welche sich in Effizienz, Ge-

nauigkeit und Komplexität unterscheiden und welche für unterschiedliche Fragestellun-

gen von Relevanz sind.

Zunächst lässt sich zwischen der auf finiten Differenzen beruhenden numerischen Sensi-

tivitätsanalyse und der analytischen Sensitivitätsanalyse unterscheiden, welche auf der

mathematischen Bestimmung der Ableitungen basiert. Werden bei der analytischen Sen-

sitivitätsanalyse zur mathematischen Bestimmung des Gradienten zusätzlich finite Dif-

ferenzen hinzugezogen, so bezeichnet man das Verfahren als semianalytisch. Diese Ver-

fahren wurden bereits in Abschnitt 2.4 vorgestellt und werden in diesem Kapitel für die

Dreifeldformulierung erweitert.

Weiterhin unterscheiden sich die diskrete und die kontinuierliche Sensitivitätsanalyse.

Die systembeschreibenden Grundgleichungen sind vor der Diskretisierung von kontinu-

ierlicher Form. Aus diesen Grundgleichungen werden die Sensitivitätsgleichungen durch

Differenziation entwickelt, welche für den numerischen Lösungsprozess in diskreter Form

vorliegen müssen. Der Unterschied zwischen diskreter und kontinuierlicher Sensitivitäts-

analyse liegt in der Reihenfolge von Diskretisierung und Differenziation. Werden zu-

erst die kontinuierlichen Grundgleichungen diskretisiert und dann aus den diskreten

Grundgleichungen die diskreten Sensitivitätsgleichungen durch Differenziation hergelei-

tet, spricht man von diskreter Sensitivitätsanalyse. Werden dahingegen zuerst kontinu-

ierliche Sensitivitätsgleichungen aus den kontinuierlichen Grundgleichungen durch Dif-

ferenziation ermittelt und dann diese diskretisiert, so spricht man von kontinuierlicher

Sensitivitätsanalyse. Die Verfahren führen letztendlich beide zu den gekoppelten Sensi-

tivitätsgleichungen und besitzen dieselbe Genauigkeit [93, 92]. Unterschiede sind beim

Diskretisierungsverfahren möglich.

Unter den kontinuierlichen Ansätzen für reine CFD-Fragestellungen sind Jamesons Ar-

beiten von Bedeutung. Er präsentierte erstmals den kontinuierlichen adjungierten Ansatz

für die Formoptimierung [65]. Dafür benutzt er die Euler-Gleichungen als Basis [64, 65,

66, 67]. Ebenfalls präsentiert er eine Herleitung auf Basis der Navier-Stokes Gleichungen

[68]. Jameson beeinflusste ausschlaggebend die Arbeiten von Reuther [105, 104, 103]

und Martins [80, 81] zur Sensitivitätsanalyse gekoppelter Probleme, welche später den

diskreten Ansatz weiterverfolgen. Löhner und Soto verfolgen ebenfalls den kontinuier-

lichen Ansatz für CFD Probleme [110]. Er wird für die Formoptimierung umströmter

Strukturen eingesetzt [111] und ist durch die Berücksichtigung der Kopplung mit der

Fluidnetzbewegung für FSI Probleme von Bedeutung.

Die analytische Methode lässt sich desweiteren in die, auf dem Eliminationsverfahren

beruhende, direkte Sensitivitätsanalyse und die, auf der Lagrange-Methode basierende,

adjungierte Sensitivitätsanalyse unterteilen. In der Praxis unterscheiden sich die Ver-
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fahren in der Reihenfolge der Multiplikationen und durch die Lösung unterschiedlicher

Gleichungssysteme. Sie werden in diesem Kapitel detailliert erklärt.

In dieser Arbeit wird weiterhin zwischen residuumsbasierter und in- und outputbasierter

Sensitivitätsanalyse unterschieden. Diese Einteilung bezieht sich auf die Art der benötig-

ten Ableitungen. Werden Ableitungen der Systemgleichungen benötigt, so wird hier die

Bezeichnung residuumsbasiert verwendet. Lassen die Ableitungen sich aus Systemin- und

output berechnen, so wird die Bezeichnung in- und outputbasiert verwendet. Diese Ein-

teilung ist im Hinblick auf die Implementierung sinnvoll, da die Berechnungsprogramme

in der Regel Systemin- und output zur Verfügung stellen und keine Residuenwerte.

Ergänzend soll hier die Möglichkeit erwähnt werden, Gradienten mithilfe algorithmischer

Differenziation zu ermitteln. Die algorithmische Differenziation ist ein Verfahren der In-

formatik, welches die Bestimmung von Ableitungen von Outputgrößen nach Inputgrößen

eines Programmcodes ermöglicht. Es handelt sich um ein analytisches Verfahren, welches

sich jedoch nicht auf die mathematische Formulierung bezieht, sondern auf den Ablauf

des Berechnungscodes. Das Durchlaufen eines kompilierten Programmcodes findet auf

Basis von Inputvariablen in kleinsten Einzelschritten, welche jeweils ein Zwischenergeb-

nis produzieren, statt, um schließlich das Endergebnis, den Output, zu ermitteln. Die

Bestimmung der Ableitungen von Output- nach Inputvariablen durch algorithmische

Differenziation erfolgt durch die systematische Anwendung der Kettenregel auf diese

Zwischenergebnisse durch einen zusätzlichen Berechnungscode. Hierbei beruht der sog.

Vorwärtsmodus auf der Berechnung der Ableitungen der Zwischenergebnisse nach einer

spezifizierten Inputvariablen, wohingegen beim sog. Rückwärts- oder adjungierten Modus

die Ableitungen einer spezifizierten Outputvariable nach den Zwischenergebnissen ermit-

telt werden. Als weiterführende Literatur zum Thema algorithmische Differenziation sei

auf [46] verwiesen.

5.2. Notation

Im Folgenden sei die Notation der wichtigsten Gleichungen und Variablen zur Beschrei-

bung der gekoppelten Sensitivitätsanalyse vorgestellt. Dabei lautet das Residuum der

diskreten Systemgleichungen

R(s, r) =


S(s,d,y,q)

M(s,d,y,q)

F(s,d,y,q)

 = 0, (5.1)
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mit

S =


S1

...

Sns

 , M =


M1

...

Mny

 und F =


F1

...

Fnq

 . (5.2)

Darin bezeichnen S,M und F die Residuen der diskreten Systemgleichungen von Struk-

tur, Fluidnetz und Fluid. s bezeichnet den Vektor der Optimierungsvariablen, d den

Vektor der Strukturverschiebungen, y den Vektor der Verschiebungen des Fluidnetzes

und q den Vektor der Systemvariablen des Fluids wie folgt:

s =


s1

...

sns

 , d =


d1

...

dnd

 , y =


y1

...

yny

 und q =


q1

...

qnq

 (5.3)

Sie lassen sich zu dem Vektor der Systemvariablen des Gesamtsystems zusammenfassen:

r =


d

y

q

 (5.4)

Bei den Systemvariablen handelt es sich um diskrete Variablen. Aus Gründen der Über-

sichtlichkeit wird im Folgenden auf das Überstreichen zur Kennzeichnung diskreter Va-

riablen verzichtet.

Die Ableitungen der Systemvariablen nach den Optimierungsvariablen werden als Sys-

temableitungen bezeichnet.

Die Systemvariablen lassen sich in Systemvariablen am FSI-Interface Γ = ΓFSI und in

Systemvariablen des restlichen Struktur- und Fluidgebietes, ΩSrΓ und ΩFrΓ, aufteilen.

Die Variablen werden dann wie folgt mit Γ und Ω indiziert:

d =

{
dΓ,S

dΩrΓ

}
, y =

{
yΓ,F

yΩrΓ

}
und q =

{
qΓ,F

qΩrΓ

}
. (5.5)

Diskrete Gleichungen und Variablen, die am FSI-Interface auftreten und sich somit auf

unterschiedliche Diskretisierungen beziehen können, werden bezüglich der Diskretisie-

rung indiziert. Der Index F bedeutet, dass die Variable diskret bezüglich der Diskreti-

sierung des Fluidgebietes ist. Der Index S bedeutet, dass die Variable diskret bezüglich

der Diskretisierung des Strukturgebietes ist.
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Die Zielfunktion wird mit ψ = ψ(s, r) bezeichnet. Allgemein lässt sich der Gradient einer

vektorwertigen Zielfunktion ψ = [ ψ1 · · · ψnψ ]T als Funktionalmatrix darstellen:

dψ

ds
=


dψ1

ds1
... dψ1

dsns

... ... ...
dψnψ
ds1

...
dψnψ
dsns

 (5.6)

Aus Gründen der Übersichtlichkeit wird in den theoretischen Teilen dieser Arbeit ei-

ne skalarwertige Zielfunktion ψ behandelt. Der Gradient wird in Einheitlichkeit zum

allgemeinen Fall als Zeilenvektor definiert:

dψ

ds
=
[

dψ
ds1

... dψ
dsns

]
(5.7)

Die diskreten Geometriekoordinaten des mechanischen Modells der Struktur, also die

FE-Knotenkoordinaten, werden mit x bezeichnet.

5.3. Numerische Sensitivitätsanalyse

Die numerische Sensitivitätsanalyse wurde schon in Abschnitt 2.4 erwähnt. Sie beruht

auf der Bestimmung des Gradienten der Zielfunktion dψ
ds

durch finite Differenzen. Für

die Dreifeldformulierung ist die Formulierung des Gradienten durch Gleichung 2.19 iden-

tisch. Im folgenden werden die Herleitung, Varianten, Genauigkeits- und Kostenaspekte

der numerische Sensitivitätsanalyse erklärt.

5.3.1. Finite-Differenzen-Methode

Die Herleitung der finiten Differenzen erfolgt über die Taylor-Entwicklung. Entwickelt

man die Funktion f(x) und substituiert x = x0 + ε, wobei ε das Intervall zwischen x

und der Stelle x0 beschreibt, so erhält man folgenden Ausdruck:

f(x) = f(x0 + ε) (5.8)

= f(x0) +
1

1!
· ∂f
∂x

(x0) · ε+
1

2!
· ∂

2f

∂x2
(x0) · ε2 + · · ·+ 1

n!
· ∂

nf

∂xn
(x0) · εn + Rn(x0)

Rn(x0) ist der Restterm, der die Differenz zwischen der Taylor-Entwicklung n-ten Grades

und der Originalfunktion f beschreibt:

Rn(x0) =
∞∑

k=n+1

1

k!
· ∂

kf

∂xk
(x0) · εk (5.9)
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Entwickelt man die Reihe für die erste Ableitung, lässt sie sich schreiben:

∂f

∂x
(x0) =

f(x0 + ε)− f(x0)

ε
− R1(x0)

ε
(5.10)

Für einen genügend kleinen Restterm wird dann folgende Näherung als Vorwärtsdiffe-

renzenquotient erster Ordnung bezeichnet:

∂f

∂x
(x0) ≈ f(x0 + ε)− f(x0)

ε
(5.11)

Nach selbiger Formel lässt sich der Vorwärtsdifferenzenquotient zweiter Ordnung in

Abhängigkeit der ersten Ableitung schreiben. In einem weiteren Schritt setzt man obige

Formel nochmals ein:

∂2f

∂x2
(x0) ≈

∂f
∂x

(x0 + ε)− ∂f
∂x

(x0)

ε
=
f(x0 + 2ε)− 2f(x0 + ε) + f(x0)

ε2
(5.12)

Analog lässt sich für die Differenzenquotienten dritter und höherer Ordnung verfahren.

Setzt man in der Taylor-Entwicklung −ε statt ε ein, so erhält man die Rückwärtsdif-

ferenzenquotienten. Der zentrale Differenzenquotient lässt sich aus dem Mittelwert des

Vorwärts- und Rückwärtsdifferenzenquotienten bilden. Erster Ordnung lauten Rückwärts-

und zentrale Differenzenquotient

∂f

∂x
(x0) ≈ f(x0)− f(x0 − ε)

ε
(5.13)

und

∂f

∂x
(x0) ≈ f(x0 + ε)− f(x0 − ε)

2ε
. (5.14)

Durch die Vernachlässigung des Restterms wird bei der Bildung von finiten Differen-

zen ein Fehler verursacht. Da die Differenzenquotienten der Näherung von Ableitung

auf einem Gitter dienen, spricht man vom Diskretisierungsfehler. Geht ε gegen Null,

so konvergiert die Näherung gegen die korrekte Ableitung. Es lassen sich folglich mit

entsprechender Wahl von ε gute Näherungen erzielen.

5.3.2. Numerische Optimierung mit finiten Differenzen

Im Rahmen der numerischen Optimierung der Dreifeldformulierung ist zu berücksich-

tigen, dass nicht die partielle Ableitung, sondern das totale Differenzial dψ
dsi

durch die

finiten Differenzen ermittelt werden muss. Die Zielfunktion ψ ist in der Regel von den

Optimierungsvariablen s und den Systemvariablen des Gesamtsystems r abhängig. Die-

se sind abhängige Variablen, welche über die Systemgleichungen R(s, r) gekoppelt sind.

Eine Perturbation der Optimierungsvariablen zieht somit immer eine Veränderung der
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Systemvariablen mit sich. Dies lässt sich auch durch die Abhängigkeit r(s) ausdrücken,

welche bei der Ermittlung des totalen Differenzials berücksichtigt werden muss. Die fini-

te Vorwärtsdifferenz erster Ordnung zur Bestimmung einer Komponente des Gradienten
dψ
dsi

mit i = 1 . . . ns an der Stelle s(k) kann man in Abhängigkeit dieser Variablen wie

folgt schreiben:

dψ

dsi
(s(k), r(s(k))) ≈ ψ(s(k) + εei, r(s(k) + εei))− ψ(s(k), r(s(k)))

ε
(5.15)

Dabei ist ei der i-te kartesische Basisvektor.

Der Referenzzustand r(s(k)) ergibt sich aus der Dreifeldanalyse, welche in jeder Optimie-

rungsiteration durchgeführt wird. Der perturbierte Zustand r(s(k)+εei) wird im Rahmen

der rein numerischen Sensitivitätsanalyse durch eine weitere Dreifeldanalyse mit pertur-

biertem Design s(k) +εei ermittelt. Dabei wird nur die betreffende Optimierungsvariable

si perturbiert. Zur Bestimmung eines vektorwertigen Gradienten bei ns Optimierungs-

variablen werden ns zusätzliche Analysen pro Optimierungsiteration benötigt. Der Re-

chenaufwand steigt also mit der Zahl der Optimierungsvariablen, weshalb die numerische

Sensitivitätsanalyse nur für Optimierungsprobleme mit wenigen Variablen zu empfehlen

ist. Es ist zu beachten, dass bei der Verwendung zentraler Differenzenquotienten oder

von Differenzenquotienten höherer Ordnung entsprechend mehr Auswertungen benötigt

werden. Ebenfalls ist der Rechenaufwand für nichtlineare Analysen erheblich höher als

für lineare Analysen.

Für die Genauigkeit der numerischen Sensitivitätsanalyse ist die Schrittweite ε entschei-

dend. Bei der computergestützen Berechnung lässt sich die Genauigkeit durch die Wahl

einer möglichst geringen Perturbation jedoch nur in Grenzen steigern. Der Rundungsfeh-

ler des Computers fällt für geringe Perturbationen stärker ins Gewicht und verursacht

somit Fehler in den Differenzenquotienten. Die Wahl der Schrittweite ist somit unter

Berücksichtigung des Diskretisierungs- und des Rundungsfehlers abzuwägen.

Abbildung 5.1 zeigt den Ablauf der numerischen Optimierung nach NAND mit der nu-

merischen Sensitivitätsanalyse. Die vorweggehende Analyse dient der Bestimmung der

Systemvariablen im Referenzzustand, welche Eingangswerte für die Sensitivitätsanalyse

sind. Im Rahmen der Sensitivitätsanalyse erfolgt eine Schleife über die Optimierungs-

variablen. Sie enthält eine weitere Analyse mit perturbiertem Design zur Berechnung

des perturbierten Zustandes. Es folgt die Auswertung der Zielfunktion für den Referenz-

und den perturbierten Zustand sowie die genäherte Berechnung des Gradienten mit der

finiten Differenz. Bei der Umsetzung muss das Vorhalten des Referenzzustandes gewähr-

leistet sein. Diese Daten werden zur Berechnung der finiten Differenzen benötigt und

stellen den Ausgangszustand für die nächste Iteration dar. Der Vektor der Gradienten

wird an das Designupdate übergeben, wo nach den Methoden des eingesetzten Gradien-

tenalgorithmus die Optimierungsdaten aktualisiert werden.
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Abbildung 5.1.: Numerische Optimierung nach NAND mit numerischer Sensiti-

vitätsanalyse.
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5.4. Direkte diskrete residuumsbasierte

Sensitivitätsanalyse

5.4.1. Direkte Sensitivitätsanalyse für die Dreifeldformulierung

Das Verfahren der direkten Sensitivitätsanalyse, welches für die Strukturmechanik schon

in Abschnitt 2.4 erläutert wurde, soll nun für das gekoppelte Gesamtsystem R beschrie-

ben werden. Die zu minimierende Zielfunktion ist im Allgemeinen von den Optimie-

rungsvariablen s und den Systemvariablen der Einzelsysteme r abhängig.

ψ(s, r) = ψ(s,d,y,q) (5.16)

Diese Variablen sind nicht unabhängig, sondern über die Systemgleichungen der Ein-

zelsysteme S = 0, M = 0 und F = 0 gekoppelt. Konkret bedeutet das, dass für ein

Einzelsystem eine Änderung der Optimierungsvariablen oder eine Änderung der nicht-

zugehörigen Systemvariablen eine Änderung der Systemantwort nach sich zieht. Bedin-

gung für einen stationären Punkt der Zielfunktion ist das Verschwinden des Gradienten
dψ
ds

. Das Differenzial der Zielfunktion lässt sich als Funktion der infinitesimalen Ände-

rungen der Variablen darstellen:

dψ =
∂ψ

∂s
ds +

∂ψ

∂r
dr =

∂ψ

∂s
ds +

∂ψ

∂d
dd +

∂ψ

∂y
dy +

∂ψ

∂q
dq (5.17)

Da sich die Differenziale dd, dy und dq mit ds ändern, müssen zur Bestimmung des

benötigten Gradienten dψ
ds

diese durch ds ausgedrückt werden, d.h. die Systemableitun-

gen dd
ds

, dy
ds

und dq
ds

müssen bekannt sein. Zur ihrer Bestimmung werden die Sensitivitäts-

gleichungen herangezogen, die auf der Tatsache beruhen, dass die Ableitungen der Sys-

temgleichungen nach den Optimierungsvariablen verschwinden müssen, d.h. mit R = 0

also auch dR
ds

= 0 gilt. Die Sensitivitätsgleichungen des gekoppelten Systems lauten:

dS
ds

=
∂S
∂s

+
∂S
∂d

dd

ds
+
∂S
∂y

dy

ds
+
∂S
∂q

dq

ds
= 0 (5.18)

dM
ds

=
∂M
∂s

+
∂M
∂d

dd

ds
+
∂M
∂y

dy

ds
+
∂M
∂q

dq

ds
= 0 (5.19)

dF
ds

=
∂F
∂s

+
∂F
∂d

dd

ds
+
∂F
∂y

dy

ds
+
∂F
∂q

dq

ds
= 0 (5.20)

Die Gleichungen lassen sich in folgendem Gleichungssystem schreiben, welches 1990 erst-

mals von Sobieszcanski-Sobieski formuliert wurde und für welches der Begriff Global
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Sensitivity Equation I (GSE I ) [108, 109] eingeführt wurde.
∂S
∂d

∂S
∂y

∂S
∂q

∂M
∂d

∂M
∂y

∂M
∂q

∂F
∂d

∂F
∂y

∂F
∂q




dd
ds

dy
ds

dq
ds

 = −


∂S
∂s

∂M
∂s

∂F
∂s

 (5.21)

Es handelt sich auch hier um gekoppelte Gleichungen. Ein gekoppeltes System zieht also

eine gekoppelte Sensitivitätsanalyse nach sich. Diese kann immer nur unter Berücksich-

tigung des Gesamtsystems erfolgen und ihre Unbekannten können nicht getrennt von-

einander bestimmt werden, da für deren Bestimmung die Jacobi-Matrix ∂R
∂r

vollständig

bekannt sein muss. In Abschnitt 5.4.2 wird die numerische Lösung dieser Gleichungen

behandelt.

Auch Sobieszcanski-Sobieski beschreibt allgemein drei Partitionen, die über eine Opti-

mierungsvariable und die von dieser abhängigen Zustandsvariablen gekoppelt sind. In

den GSE I (Gleichung 5.21) und in der adjungierten Gleichung (Gleichung 5.44) spie-

gelt sich die Kopplung der Felder in den Nebendiagonaltermen der Jacobimatrix wieder.

Dieser Ansatz prägte die Literatur der 90er Jahre [94, 43, 44] und auch die einschlägige

neuere Literatur, wie die der Arbeitsgruppen um Maute [83, 84, 9, 10, 82, 3, 102], Martins

[80, 81, 25, 5] und Lund [78, 79, 91]. Sobieskis Ansatz findet sich für direkte und ad-

jungierte Methoden oft wieder, da er eine effiziente und genaue Sensitivitätsberechnung

verspricht.

Setzt man die Lösungen der Sensitivitätsgleichungen – die Systemableitungen dr
ds

– in

den Gradienten der Zielfunktion ein und fordert dessen Verschwinden, erhält man die

Bedingung für einen stationären Punkt. Die Zahl der Bedingungen entspricht der Zahl

der Optimierungsvariablen ns.

dψ

ds
=

∂ψ

∂s
+

[
∂ψ

∂d

∂ψ

∂y

∂ψ

∂q

]
dd
ds

dy
ds

dq
ds



=
∂ψ

∂s
−
[
∂ψ

∂d

∂ψ

∂y

∂ψ

∂q

]
∂S
∂d

∂S
∂y

∂S
∂q

∂M
∂d

∂M
∂y

∂M
∂q

∂F
∂d

∂F
∂y

∂F
∂q


−1 

∂S
∂s

∂M
∂s

∂F
∂s

 = 0 (5.22)

bzw.

dψ

ds
=
∂ψ

∂s
+
∂ψ

∂r

dr

ds
=
∂ψ

∂s
− ∂ψ

∂r

[
∂R
∂r

]−1
∂R
∂s

= 0 (5.23)
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5.4.2. Numerische Optimierung mit direkter

Sensitivitätsanalyse

5.4.2.1. Gradientenmethoden und direkte Sensitivitätsanalyse

Die Formulierung der direkten Sensitivitätsanalyse legt eine iterative Lösung durch Gra-

dientenalgorithmen (Abschnitt 2.3.1.2) nach dem NAND-Konzept (Abschnitt 2.3.2) na-

he, denn die Sensitivitätsanalyse kann unabhängig von Analyse und Designupdate als

separates Modul stattfinden. Bei diesem Vorgehen wird auf der Grundlage bekannter

Optimierungsvariablen s(k) aus dem letzten Iterationsschritt (oder der Startwerte) ei-

ne Systemanalyse durchgeführt, welche als Systemantwort die Systemvariablen r liefert.

Die sich ergebenden Systemvariablen dienen als Eingangswerte zur Sensitivitätsanaly-

se, denn sie werden zur Bestimmung der Terme der Jacobimatrix der GSE I (Gleichung

5.21) benötigt. Die Sensitivitätsanalyse erfordert zunächst die Lösung dieses Gleichungs-

systems. Die Lösungen – die Systemableitungen – werden für die Auswertung des Gra-

dienten dψ
ds

(s(k)) an der Stelle s(k) verwendet. Der Gradient dient als Eingangswert für

das Designupdate, in dem nach den Methoden des eingesetzten Algorithmus die Op-

timierungsvariablen aktualisiert werden. Der Gradient ist ungleich Null solange keine

Konvergenz erreicht ist. Er verschwindet am Optimum. In Abbildung 5.2 ist der Ablauf

des NAND Ansatzes für das direkte Verfahren schematisch dargestellt.

Alternativ ist das SAND Konzept (2.3.2) möglich. Dann findet eine simultane Lösung

der Systemgleichungen und der Gleichungen 5.22 statt. Eine entsprechende Formulie-

rung dieser Gleichungen in Abhängigkeit der Optimierungs- und Systemvariablen ist

zur Aufstellung eines großen Gleichungssystems nötig. Dieses Vorgehen ist jedoch für

Standardaufgaben der Ingenieurpraxis nicht relevant, da die geläufigen Berechnungspro-

gramme die Möglichkeit dieser Formulierung meist nicht ermöglichen.
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Abbildung 5.2.: Numerische Optimierung nach NAND mit direkter Sensitivitätsanalyse.

5.4.2.2. Lösung der GSE I

Die Lösungsmethoden für die Gleichungen sind ein wesentliches Thema der Sensiti-

vitätsanalyse und werden in der Wissenschaft viel diskutiert. Wie bei der FSI-Analyse,

spricht man von einer monolithischen Lösung, wenn die Gleichung simultan gelöst wird.

Als partitionierte oder gestaffelte Lösung wird in diesem Zusammenhang die Zerlegung

der Gleichungen gemäß der physikalischen Felder – also in struktur- und fluidseitige Sen-

sitivitätsgleichungen – und die damit notwendigen Iterationen, bezeichnet. Dabei werden

die zu bestimmenden Größen – die Ableitungen der Zustandsvariablen – entsprechend
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der Einzelfelder separiert und die sich ergebenden Gleichungen iterativ gelöst.

Hier sei für die GSE I eine gestaffelte Lösung vorgestellt. Dabei wird die GSE I in die

Sensitivitätsgleichungen für die Einzelfelder zerlegt, welche nacheinander gelöst werden.

Dies bietet sich an, da die Lösung der Systemableitung nach dem Schema der parti-

tionierten Analyse im jeweiligen Berechnungsprogramm stattfinden kann und hierfür

vorhandene Softwarestrukturen (Gleichungslöser) benutzt werden können. Zudem wird

das Vorhalten der gesamten Jacobimatrix hinfällig, was für große praxisrelevante Pro-

bleme ohnehin nach unrealistischen Speicherkapazitäten verlangen würde. Die Metho-

de verlangt die Interaktion aller beteiligten Simulationsprogramme, da die Lösungen

der jeweiligen Sensitivitätsgleichung an die anderen Berechnungsprogramme übergeben

werden müssen. Die gestaffelte Lösung wird von vielen Forschergruppen, oft auch in

Kombination mit einer Vereinfachung der Jacobimatrix, verfolgt ([83, 80, 104, 42]).

In dem iterativen Verfahren wird innerhalb des Optimierungsschrittes k eine Schleife mit

Iterationsindex l zur Lösung nach dd
ds

(k)
, dy
ds

(k)
und dq

ds

(k)
bis zur Konvergenz durchlaufen.

Die Startwerte für l = 0 können dabei auf den Lösungen aus dem letzen Optimierungs-

schritts k − 1 basieren und beispielsweise durch eine Unterrelaxation ermittelt werden.

Im Strukturcode wird nach dd
ds

(k,l)
gelöst:

∂S
∂d

dd

ds

(k,l)

= −∂S
∂s
− ∂S
∂y

dy

ds

(k,l−1)

− ∂S
∂q

dq

ds

(k,l−1)

(5.24)

Mit der Lösung dd
ds

(k,l)
wird nach dy

ds

(k,l)
gelöst:

∂M
∂y

dy

ds

(k,l)

= −∂M
∂s
− ∂M

∂d

dd

ds

(k,l)

− ∂M
∂q

dq

ds

(k,l−1)

(5.25)

Mit bekannten dd
ds

(k,l)
und dy

ds

(k,l)
kann im Fluidcode nun dq

ds

(k,l)
bestimmt werden:

∂F
∂q

dq

ds

(k,l)

= −∂F
∂s
− ∂F
∂d

dd

ds

(k,l)

− ∂F
∂y

dy

ds

(k,l)

(5.26)

Eine monolithische Lösung der Sensitivitätsgleichungen und Systemgleichungen auf Ba-

sis einer kontinuierlichen Sensitivitätsanalyse stellt Étienne in [30] vor. Die Basis ist eine

Dreifeldformulierung für Fluid, Struktur und Fluidnetz. Der monolithische Ansatz für

System- und Sensitivitätsanalyse erlaubt allgemein gute Genauigkeit aber wenig Fle-

xibilität. Schwierigkeiten beim Lösen bereitet der monolithische Ansatz auch, da die

Jacobimatrix i.A. sehr groß und durch die Kopplungsterme eng besetzt ist. Desweiteren

kann sie sehr schlecht konditioniert sein. Abhilfe bietet hier der gestaffelte Lösungsan-

satz in der Sensitivitätsanalyse und der Einsatz spezifischer Diskretisierung in einem

partitionierten Berechnungsverfahren der FSI. Auch kann dann für die Lösungen der

Sensitivitätsgleichungen dieselbe existierende Software wie für die Systemanalyse der



94 KAPITEL 5. GEKOPPELTE SENSITIVITÄTSANALYSE

Einzelfelder eingesetzt werden. Daher hat sich das gestaffelte Verfahren für die Lösung

der diskreten Gleichungen durchgesetzt und wird für direkte und adjungierte Methoden

eingesetzt. Reuther [104] und Martins [80, 81] bezeichnen die Methode für den adjungier-

ten Ansatz als lagged coupled adjoint. Zum Zwecke der numerischen Stabilität empfiehlt

es sich eine Unterrelaxation anzuwenden [83, 84]. Üblicherweise wird für die Lösungs-

prozedur gemäß der Softwaregegebenheiten eine Zweifeldformulierung, bei der das Fluid

die Netzbewegung einschließt, verwendet [83] .

Ghattas und Li [42] bezeichnen die Partitionierung als domain decomposition. Sie legen

ebenfalls drei Felder zu Grunde. Diese sind, abweichend von der üblichen Einteilung in

Struktur, Fluid und Fluidnetz, als Fluid, Struktur und Interface definiert. Die Abhängig-

keiten ergeben sich anders, da es keine direkten Abhängigkeiten von Struktur und Fluid

gibt, sondern diese immer über das Interface gekoppelt sind. Die diskreten Gleichungen

für Fluid, Struktur und Interface drücken sie entsprechend als

hF (xF ,xI) = 0

hS(xS,xI) = 0

hI(xF ,xS,xI) = 0 (5.27)

aus, wobei xF , xS und xI die entsprechenden Systemvariablen sind. In der Jacobimatrix

ergeben sich dann die Terme JFS = ∂hF
∂xS

und JSF = ∂hS
∂xF

zu Null. Das System wird parti-

tioniert gelöst, indem eine Aufteilung in Fluidseite und kombinierte Struktur-Interface-

Seite stattfindet. Dann gilt es die Nebendiagonalterme JFI = ∂hF
∂xI

und JIF = ∂hI
∂xF

auf

die rechte Seite der jeweiligen Gleichungen zu bringen.

5.5. Adjungierte diskrete residuumsbasierte

Sensitivitätsanalyse

5.5.1. Lagrange-Methode

Die Herleitung des adjungierten Ansatzes beruht auf der Lagrange-Methode, welche im

Folgenden unter Verwendung der Methoden der Variationsrechnung erklärt wird.

Sei Ψ(ς) = Ψ(ς1, . . . , ςn) ein Funktional, dessen Minimum gesucht ist. Nach den Regeln

der Variationsrechnung und unter Berücksichtigung der Tatsache, dass die Variation am

stationären Punkt verschwindet, lässt sich die Variation von Ψ wie folgt schreiben:

δΨ =
∂Ψ

∂ς1
δς1 + · · ·+ ∂Ψ

∂ςn
δςn = 0 (5.28)

Sind die Variablen ς1, . . . , ςn unabhängig, spricht man von einem freien Variationspro-

blem. Da sich die Variablen frei wählen lassen, gilt für alle Koeffizienten ∂Ψ
∂ςi

= 0, mit
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i = 1, . . . , n. Existieren jedoch gegenseitige Abhängigkeiten der Variablen ςi, verschwin-

den die Koeffizienten nicht. Die Abhängigkeiten lassen sich über Nebenbedingungen ρ(ς)

ausdrücken:

ρ(ς) =


ρ1(ς1, . . . , ςn)

· · ·
ρm(ς1, . . . , ςn)

 = 0 mit m < n (5.29)

Für m Nebenbedingung mit n Variablen existieren n − m unabhängige Variablen, die

frei gewählt werden können, und m abhängige Variablen, welche sich aus den durch die

Nebenbedingungen gegebenen Abhängigkeiten ergeben. Die naheliegendste Möglichkeit

ein freies Variationsproblem als Grundlage für das Finden des Minimums zu erzeugen ist

die Elimination von m Variablen ςi oder δςi aus den Nebenbedingungen ρ oder dessen

Variationen δρ und direktes Einsetzen in das Funktional Ψ oder dessen Variation δΨ,

so dass ein freies Variationsproblem mit n−m Variablen verbleibt.

Die Lagrange-Methode ist ein raffiniertes Verfahren, um ein Variationsproblem mit Ne-

benbedingungen auf ein freies Variationsproblem zu reduzieren. Dies geschieht durch

die Betrachtung der Variation der sog. Lagrange-Funktion L = Ψ + λTρ und durch

eine geschickte Wahl der Lagrange-Multiplikatoren λ = [ λ1 . . . λm ]T . Die Lagrange

Funktion lautet:

L = Ψ + λTρ = Ψ + λ1ρ1 + · · ·+ λmρm (5.30)

Sie darf zur Suche nach einem stationären Punkt des Funktionals Ψ herangezogen wer-

den, da für i = 1, . . . ,m ρi = 0 gilt. λ1, . . . , λm sind beliebige Multiplikatoren. Am

stationären Punkt verschwindet die Variation und es lässt sich schreiben:

δL =
∂L

∂ς
δς =

n∑
i=1

∂L

∂ςi
δςi =

n∑
i=1

(
∂Ψ

∂ςi
+ λT

∂ρ

∂ςi
)δςi

=
n∑
i=1

(
∂Ψ

∂ςi
+ λ1

∂ρ1

∂ςi
+ · · ·+ λm

∂ρm
∂ςi

)δςi = 0 (5.31)

Nun folgt die Raffinesse der Lagrange-Methode: die Wahl derm Lagrange-Multiplikatoren

λi. Diese werden so gewählt, dass die Koeffizienten der m abhängigen Variablen δςi mit

i = n−m+ 1, . . . , n verschwinden und diese somit aus der Gleichung herausfallen. Es

ergeben sich dann folgende m Bedingungen:

∂L

∂ςi
=
∂Ψ

∂ςi
+ λ1

∂ρ1

∂ςi
+ · · ·+ λm

∂ρm
∂ςi

= 0 mit i = n−m+ 1, . . . , n (5.32)

Gleichung 5.31 reduziert sich dann auf

δL =
n−m∑
i=1

∂L

∂ςi
δςi =

n−m∑
i=1

(
∂Ψ

∂ςi
+ λ1

∂ρ1

∂ςi
+ · · ·+ λm

∂ρm
∂ςi

)δςi = 0. (5.33)



96 KAPITEL 5. GEKOPPELTE SENSITIVITÄTSANALYSE

Die verbleibenden unabhängigen Variablen können frei gewählt werden, da es sich nun

um ein freies Variationsproblem handelt. Als ein solches behandelt, bedeutet das, dass

die Koeffizienten der unabhängigen Variablen δςi mit i = 1, . . . , n−m verschwinden. Es

ergeben sich folgende weitere n−m Bedingungen:

∂L

∂ςi
=
∂Ψ

∂ςi
+ λ1

∂ρ1

∂ςi
+ · · ·+ λm

∂ρm
∂ςi

= 0 mit i = 1, . . . , n−m (5.34)

Man erkennt, dass mit geeignerter Wahl der Lagrange-Multiplikationen alle Koeffizienten

der Summe δL =
∑n

i=1
∂L
∂ςi
δςi = 0 verschwinden, so als ob es sich um freie Variablen δςi

mit i = 1, . . . , n handeln würde.

Aus den n Bedingungen 5.32 und 5.34 und den m Nebenbedingungen 5.29 lassen sich ς∗i
und λ∗i am stationären Punkt berechnen. Dabei handelt es sich um n+m Freiheitsgrade.

Die Lagrange-Methode generiert also aus einem Problem mit n−m Freiheitsgraden ein

Problem mit n+m Freiheitsgraden.

Betrachtet man die Lagrange-Multiplikatoren als Variablen, erkennt man, dass die Be-

dingungen für einen stationären Punkt der Lagrange-Funktion – ein Sattelpunkt – den

Bedingungen 5.29, 5.32 und 5.34 entsprechen:

∂L

∂ςi
= 0 und

∂L

∂λj
= ρj = 0 für i = 1, . . . , n und j = 1, . . . ,m. (5.35)

Die Beschreibung der Lagrange-Methode und deren Verwendung in der Mechanik findet

sich auch in [13, 76].

5.5.2. Adjungierte Sensitivitätsanalyse für die

Dreifeldformulierung

Nun sei die Lagrange-Methode auf eine Optimierungsfragestellung im Rahmen der Drei-

feldformulierung angewandt. Die Zielfunktion ψ stellt das zu minimierende Funktional

in Abhängigkeit der Optimierungs- und Systemvariablen dar:

ψ(s, r) = ψ(s,d,y,q) (5.36)

Die Abhängigkeiten der Variablen sind über die Systemgleichungen R gegeben, welche

als Nebenbedingungen behandelt werden:

R(s, r) =


S(s,d,y,q)

M(s,d,y,q)

F(s,d,y,q)

 = 0 (5.37)
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Die Optimierungsvariablen s stellen die unabhängigen und die Systemvariablen d,y

und q sind die abhängigen Variablen dar. Zum Zwecke der Minimierung der Zielfunk-

tion wird die Lagrangefunktion gebildet, indem die Systemgleichungen zur Zielfunktion

”
adjungiert“ werden:

L = ψ + λT · R = ψ + λTd · S + λTy · M+ λTq · F (5.38)

Der Vektor der Lagrange-Multiplikatoren wird in diesem Kontext als adjungierter Vektor

bezeichnet und enthält die adjungierten Variablen. Er setzt sich aus Komponenten λd,λy
und λq zusammen, welche den Feldern Struktur, Fluidnetz und Fluid zugeordnet sind

und lässt sich folgendermaßen darstellen:

λ =
[
λTd λTy λTq

]T
=

[
λd,1 . . . λd,nd λy,1 . . . λy,ny λq,1 . . . λq,nq

]T
(5.39)

Es wird die erste Variation der Lagrange-Funktion gebildet, welche lautet:

δL =
∂L

∂s
δs +

∂L

∂d
δd +

∂L

∂y
δy +

∂L

∂q
δq = 0 (5.40)

Werden nun die Lagrange-Multiplikatoren so gewählt, dass die Koeffizienten der abhängi-

gen Variablen δd, δy und δq verschwinden, ergeben sich nλ = nr = nd + ny + nq Bedin-

gungen:

∂L

∂d
=
∂ψ

∂d
+ λTd ·

∂S
∂d

+ λTy ·
∂M
∂d

+ λTq ·
∂F
∂d

= 0 (5.41)

∂L

∂y
=
∂ψ

∂y
+ λTd ·

∂S
∂y

+ λTy ·
∂M
∂y

+ λTq ·
∂F
∂y

= 0 (5.42)

∂L

∂q
=
∂ψ

∂q
+ λTd ·

∂S
∂q

+ λTy ·
∂M
∂q

+ λTq ·
∂F
∂q

= 0 (5.43)

Diese Bedingungen lassen sich auch in folgendem Gleichungssystem schreiben:
∂S
∂d

∂S
∂y

∂S
∂q

∂M
∂d

∂M
∂y

∂M
∂q

∂F
∂d

∂F
∂y

∂F
∂q


T

·


λd

λy

λq

 = −


∂ψ
∂d

T

∂ψ
∂y

T

∂ψ
∂q

T

 (5.44)

Eliminiert und in bündiger Schreibweise lassen sich die Lagrange-Multiplikatoren wie

folgt darstellen:

λT = −∂ψ
∂r
·
[
∂R
∂r

]−1

(5.45)
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Man spricht von der adjungierten Gleichung. Es ist wichtig hervorzuheben, dass die Kom-

ponenten λd,λy und λq gekoppelt sind und nicht unabhängig voneinander bestimmt wer-

den können. Die Jacobi-Matrix ∂R
∂r

muss in die Berechnung jeder Komponente vollständig

eingehen. Eine korrekte analytische Sensitivitätsanalye ist folglich immer nur auf der Ba-

sis des gesamten Systems möglich. Diese Tatsache ist ein wesentlicher Aspekt, dem sich

numerische Lösungsverfahren der gekoppelten Sensitivitätsanalyse widmen (Abschnitt

5.5.3).

Mit der obigen Wahl verbleiben nun nur noch die freien Variablen δs in Gleichung 5.40,

deren Koeffizienten folglich verschwinden müssen. Daraus ergeben sich ns Bedingungen.

∂L

∂s
=
∂ψ

∂s
+ λTd ·

∂S
∂s

+ λTy ·
∂M
∂s

+ λTq ·
∂F
∂s

= 0 (5.46)

Gemeinsam mit den Systemgleichungen S = 0, M = 0 und F = 0 erhält man alle

Gleichungen, die zur Bestimmung der Variablen s∗, d∗, y∗, q∗ und λ∗ am Optimum

notwendig sind. Es handelt sich um ein Problem mit ns +nr +nλ = ns + 2 ·nr Freiheits-

graden.

In den aufgestellten Bedingungen erkennt man die Kuhn-Tucker-Bedingungen wieder

(Abschnitt 2.1.3).

∂L

∂s
= 0 (5.47)

∂L

∂d
= 0,

∂L

∂y
= 0 und

∂L

∂q
= 0 (5.48)

∂L

∂λd
= S = 0,

∂L

∂λy
=M = 0 und

∂L

∂λq
= F = 0 (5.49)

Bemerkung : So wie dem adjungierten Ansatz die Lagrange-Methode zu Grunde liegt, so

liegt dem direktem Ansatz der Sensitivitätsanalyse das Eliminationsverfahren zugrun-

de, welches in Abschnitt 5.5.1 erwähnt wird. Überträgt man die variationelle auf die

differenzielle Schreibweise, entspricht die Elimination von m Variablen δςi aus δρ und

das Einsetzen in die Variation des Funktionals δΨ nach Abschnitt 5.5.1 der Elimination

der Ableitungen der Systemvariablen dr
ds

aus den Sensitivitätsgleichungen dR
ds

und dem

Einsetzen in den Gradienten der Zielfunktion dψ
ds

.
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5.5.3. Numerische Optimierung mit adjungierter

Sensitivitätsanalyse

5.5.3.1. Gradientenmethoden und adjungierte Sensitivitätsanalyse

Ziel der numerischen Methoden ist die Bestimmung der Optimierungsvariablen am Opti-

mum. Im adjungierten Ansatz bedeutet das die Bestimmung der Optimierungs-, System-

und adjungierten Variablen am Optimum s∗, d∗, y∗, q∗ und λ∗ unter Verwendung der

Kuhn-Tucker-Bedingungen (Gleichungen 5.47 bis 5.49). Werden diese Gleichungen in ei-

nem Schritt als großes nichtlineares Gleichungssystems gelöst, entspricht dies dem Prin-

zip des Simultaneous Analysis and Design (SAND), da Systemanalyse und Optimierung

simultan behandelt werden. Technisch ist SAND allerdings nicht immer möglich oder

sinnvoll, da beispielsweise Systemgleichungen nicht ohne weiteres in Abhängigkeit der

System- und Optimierungsvariablen formuliert werden können.

Alternativ kann man nach der Methodik des Nested Analysis and Design (NAND) vor-

gehen und einen gradientenbasierten Optimierungalgorithmus (Abschnitt 2.3.1.2) zum

Finden des Optimums s∗ einsetzen. In dessen Iterationen werden die zu erfüllenden

Kuhn-Tucker-Bedingungen in Form von Systemanalysen zur Bestimmung der Systemva-

riablen und adjungierten Gleichungen zur Lösung der adjungierten Variablen integriert.

Das Verfahren wird im Verlauf dieses Abschnitts noch genauer erklärt.

Es ist insbesondere zu unterscheiden, ob zum iterativen Finden des Optimums die Kuhn-

Tucker Bedingungen in einem gestaffelten Verfahren gelöst werden oder ein Optimie-

rungsalgorithmus eingesetzt wird. Grundlage des hier erklärten Lösungsverfahrens ist

ein gradientenbasierter Optimierungsalgorithmus und die Lagrangefunktion mit entspre-

chender Wahl der Lagrange-Multiplikatoren. Dann wird nicht, wie bei einer Lösung der

Kuhn-Tucker Bedingungen (gestaffelt oder nach oben erwähntem SAND Verfahren) nach

dem stationären Punkt der Lagrangefunktion gesucht, sondern durch den Optimierungs-

algorithmus direkt nach dem Minimum der Original-Zielfunktion. Die Lagrangefunktion

wird dabei als Hilfsfunktion zur Bestimmung des Gradienten eingesetzt. Dies ist möglich,

da der stationäre Punkt der Lagrangefunktion dem Minimum der Zielfunktion entspricht.

Weiterhin ist zu beachten, dass der iterative Algorithmus Informationen an den Itera-

tionspunkten benötigt, die nicht dem Optimum entsprechen, die Kuhn-Tucker Bedin-

gungen jedoch nur am Optimum erfüllt sind und somit nicht uneingeschränkt benutzt

werden können. Da jedoch λ so gewählt wurde, dass ∂L
∂r

= 0 gilt, und desweiteren an je-

dem Iterationspunkt das Gleichgewicht erfüllt sein muss, d.h. R = ∂L
∂λ

= 0 gilt, sind die

Bedingungen 5.48 auch an jedem Iterationspunkt gültig. Bedingung 5.47 ist dahingegen

nur am Optimum erfüllt.

Das NAND-Verfahren (Abschnitt 2.3.2) lässt sich in die Schritte Analyse, Sensitivitäts-

analyse und Designupdate unterteilen: Dabei wird auf der Grundlage bekannter Op-
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timierungsvariablen aus dem letzten Iterationsschritt (oder der Startwerte) eine Sys-

temanalyse durchgeführt, welche als Systemantwort die Systemvariablen r liefert. Die

Systemanalyse entspricht der Erfüllung der Bedingungen ∂L
∂λ

= R = 0 (Gleichungen

5.49) des hier beschriebenen Verfahrens. Die sich ergebenden Systemvariablen dienen

als Eingangswert zur Sensitivitätsanalyse, denn sie werden zur Bestimmung des Gradi-

enten der Zielfunktion dψ
ds

am aktuellen Iterationspunkt benötigt.

Die Ermittlung des Gradienten im Rahmen der Sensitivitätsanalyse sei im Folgenden

genauer erklärt. Da hierzu zusätzlich zu den Optimierungs- und Systemvariablen auch

die adjungierten Variablen benötigt werden, erfolgt zunächst deren Bestimmung. Dazu

stehen Bedingungen ∂L
∂r

= ∂ψ
∂r

+ λT · ∂R
∂r

= 0 (Gleichungen 5.48), also die adjungierte

Gleichung zur Verfügung. Es handelt sich um eine gekoppelte Gleichung, deren nume-

rische Lösung im nächsten Abschnitt beschrieben wird. Der Gradient selbst kann nun

über die Lagrangefunktion ausgedrückt werden:

dψ

ds
=
dL

ds
− λT · dR

ds
(5.50)

Mit Erfüllung der Bedingungen R = 0 (Gleichungen 5.49) und somit dR
ds

= 0, sowie
∂L
∂r

= 0 (Gleichungen 5.48) lässt sich schreiben:

dψ

ds
=
dL

ds
=
∂L

∂s
+
∂L

∂r
· dr
ds

=
∂L

∂s
(5.51)

Der gesuchte Gradient ist also:

dψ

ds
=
∂L

∂s
=
∂ψ

∂s
+ λTd ·

∂S
∂s

+ λTy ·
∂M
∂s

+ λTq ·
∂F
∂s

(5.52)

bzw.

dψ

ds
=
∂ψ

∂s
+ λT · ∂R

∂s
=
∂ψ

∂s
− ∂ψ

∂r
·
[
∂R
∂r

]−1

· ∂R
∂s

(5.53)

Es ist zu erkennen, dass dieselbe Formulierung wie bei der direkten Sensitivitätsana-

lyse erzielt wird (Gleichung 5.23). Der Gradient dient als Eingangswert für das De-

signupdate, in dem nach den Methoden des eingesetzten Algorithmus die Optimie-

rungsvariablen aktualisiert werden. Der Gradient ist ungleich Null, solange keine Kon-

vergenz erreicht ist. Am Optimum verschwindet er und man erkennt, dass damit die

übrige Gleichung 5.47 der Kuhn-Tucker Bedingungen erfüllt wird. In Abbildung 5.3 ist

der Ablauf des NAND Ansatzes für das adjungierte Verfahren schematisch dargestellt.
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Abbildung 5.3.: Numerische Optimierung nach NAND mit adjungierter Sensiti-

vitätsanalyse.

5.5.3.2. Lösung der adjungierten Gleichung

Wie schon zur Lösung der GSE I im Rahmen der direkten Sensitivitätsanalyse (siehe

Abschnitt 5.4.2.2) wird hier die Möglichkeit der gestaffelten Lösung vorgestellt. Für die

adjungierte Gleichung 5.44 wird das Gleichungssystem nach demselben Schema in die

adjungierten Gleichungen der Einzelfelder zerlegt. Bei der Formulierung ist zu berück-

sichtigen, dass die Jacobimatrix in der adjungierten Gleichung transponiert ist. Wie in
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der partitionierten Systemanalyse werden diese Gleichungen dann im jeweiligen Ein-

zelfeldlöser nacheinander wiederholt gelöst, wobei u.U. vorhandene Softwarestrukturen

(adjungierte Löser) genutzt werden können. Es ist kein Vorhalten der gesamten Jaco-

bimatrix notwendig. Eine Kommunikation der Berechnungsprogramme muss zur Über-

tragung der jeweiligen Ergebnisse stattfinden.

Die gestaffelte Lösung der adjungierten Gleichungen nach den adjungierten Variablen

λ
(k)
d , λ(k)

y und λ(k)
q geschieht durch Schleifendurchläufe l innerhalb eines Optimierungs-

schrittes k mit Startwerten für l = 0, welche auf den Lösungen des letzten Optimie-

rungsschrittes k − 1 beruhen. Zunächst wird im Strukturcode nach λ
(k,l)
d gelöst:

∂S
∂d

T

· λ(k,l)
d = −∂ψ

∂d

T

− ∂M
∂d

T

· λ(k,l−1)
y − ∂F

∂d

T

· λ(k,l−1)
q (5.54)

Auf Basis dieser Lösung kann nun λ(k,l)
y ermittelt werden.

∂M
∂y

T

· λ(k,l)
y = −∂ψ

∂y

T

− ∂S
∂y

T

· λ(k,l)
d − ∂F

∂y

T

· λ(k,l−1)
q (5.55)

Schließlich lässt sich im Fluidcode auch nach λ(k,l)
q lösen.

∂F
∂q

T

· λ(k,l)
q = −∂ψ

∂q

T

− ∂S
∂q

T

· λ(k,l)
d − ∂M

∂q

T

· λ(k,l)
y (5.56)

Die Besonderheit bei der Lösung der diskreten adjungierten Gleichung ist, dass die

Transponierte der Jacobimatrix benötigt wird. Das Transponieren dieser Matrix wird

immer wieder diskutiert [103, 84], da die Matrix aufwendig im Voraus zu faktorisie-

ren und vorzuhalten ist, sowie nicht symmetrisch ist. Für das Bilden der Jacobimatrix

müssen sämtliche Terme vorgehalten werden, was extremen Speicherbedarf verursacht.

Für große Probleme ist dies nicht realistisch. Desweiteren wäre auch direktes Lösen der

adjungierten Gleichung für große Probleme sehr komplex. In der Literatur wird diese

Problematik daher sehr kritisch diskutiert. Die Herausforderung besteht ausschließlich

seitens der CFD, da hier i.A. sehr viele Freiheitsgrade gehandhabt werden müssen und

die Fluid-Jacobimatrix i.A. unsymmetrisch ist.

In der reinen CFD-Optimierung ist dies ein bekanntes Problem, weshalb der diskre-

te Ansatz selten angewandt [8, 98] wird. Die Formulierung für das diskrete adjungier-

te Verfahren für aerodynamische und gekoppelte Optimierung stellt Reuther in einem

Überblick über die NASA Aktivitäten in aerodynamischer Formoptimierung vor und

weist dabei auf die Problematik hin [103]. Jameson führte erstmals den kontinuierlichen

adjungierten Ansatz für die reine CFD ein und konnte die Problematik somit umgehen

[65]: Die Herleitung auf Basis der Differentialgleichungen führt dazu, dass die adjun-

gierte Gleichung und der Gradient der Zielfunktion in kontinuierlicher Form vorliegen

und erst daraufhin diskretisiert werden. Die transponierte Jacobimatrix kommt hier
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nicht vor. Der kontinuierliche Ansatz ermöglichte die Behandlung großer Probleme aus

der Aerodynamik und wird in der Formoptimierung für CFD-Probleme viel verwendet

[110, 111, 95, 49, 48]. Die bedeutenden Schwierigkeiten des kontinuierlichen adjungier-

ten Ansatzes liegen in der mathematischen Komplexität der Optimierungstechniken, der

Variationsrechnung und der numerischen Methoden zur Diskretisierung und Lösung der

Differentialgleichungen.

Für die gekoppelte Sensitivitätsanalyse auf Basis des diskreten adjungierten Ansatzes

bleibt dieses Problem natürlich bestehen. Eine gestaffelte Lösung der diskreten adjun-

gierten Gleichung (siehe Abschnitt 5.5.3.2) erlaubt die getrennte Behandlung der Ein-

zelfelder [81]. Der fluidseitige Anteil der Jacobimatrix ∂F
∂q

muss jedoch, wie in der rei-

nen CDF, transponiert werden. So wird der kontinuierliche adjungierte Ansatz auch

für einen Einsatz in der gekoppelten Sensitivitätsanalyse diskutiert [33, 39]. Soto und

Löhner [110, 111] verfolgen den kontinuierlichen adjungierten Ansatz für die CFD-Form-

optimierung, wobei die Bewegung des Fluidnetzes Berücksichtigung findet. Wegen der

Vernachlässigung der Netzbewegung im Inneren des Fluidgebietes, wird der Ansatz als

incomplete-gradient adjoint formulation bezeichnet. Der Ansatz wird für eine CAD-freie

Geometriebeschreibung eingesetzt, für die eine Glättungsprozedur diskutiert wird.

5.6. Ansätze zur Bestimmung der Jacobimatrix ∂R
∂r

Die Jacobimatrix in den GSE I bzw. der adjungierten Gleichung wird in der Literatur

gelegentlich auch als lokale Sensitivitätsmatrix bezeichnet [94]. Die Nebendiagonalterme,

welche die Kopplung der Felder ausdrücken, führen zu einer verhältnismässig engen

Besetzung der Matrix. Die analytische Bestimmung der partiellen Ableitungen, sowohl

der Haupt- als auch der Nebendiagonalterme wird in vielen Arbeiten nicht erwähnt,

ist jedoch eine zentrale Fragestellung. Sie verlangt komplizierte und gut entwickelte

Lösungsansätze, weshalb meist semianalytische Methoden herangezogen werden.

Besondere Aufmerksamkeit kommt den Termen zu, welche die Abhängigkeit des Fluids

von den Interfaceverschiebungen bzw. der Netzbewegung beschreiben - in dieser Arbeit

durch ∂F
∂y

ausgedrückt, da die Matrix wegen des Einflusses der Netzbewegung auf das

gesamte Fluidgebiet eng besetzt ist.

Ghattas und Li [42], deren Partitionierungsmethode in Abschnitt 5.4.2.2 bereits erläutert

wurde, vereinfachen die Systemanalyse durch Vernachlässigung der Terme JFI = ∂hF
∂xI

im Newton-Verfahren, welche die Kopplung von Interfaceverschiebung und Fluid wie-

dergeben, und berücksichtigen somit nur eine einseitige Kopplung. Für die gestaffelte

Sensitivitätsanalyse wird die Jacobimatrix durch finite Vorwärtsdifferenzen genähert.

Intensive Beschäftigung mit der Behandlung der Jacobimatrix findet man in den Arbei-

ten aus Mautes Arbeitsgruppe. Der partitionierte Ansatz der FSI inklusive der Daten-
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transferproblematik am nicht-koinzidenten Netz bilden die Grundlage seiner Arbeiten.

Die diskrete Sensitivitätsanalyse für direkte und adjungierte Verfahren unter Beachtung

der drei Felder Struktur, Fluidnetz und Fluid bilden den Schwerpunkt. Maute hält es für

vorstellbar, die Terme, welche die Netzbewegung mit den Fluid- und Strukturgleichungen

koppeln, zu vernachlässigen [83]. In einer weiteren Veröffentlichung wird vorgeschlagen,

alle von Null verschiedenen Nebendiagonalterme analytisch oder mittels finiter Differen-

zen oder algorithmischer Differenziation zu lösen [84]. Für die Netzbewegung wird ein

Pseudo-Strukturmodell verwendet. Die Hauptdiagonalterme ∂S
∂d

bzw. ∂M
∂y

entsprechen,

was auch aus Abschnitt Abschnitt 6.6.2 hervorgeht, der Struktursteifigkeitsmatrix bzw.

der fiktiven Steifigkeitsmatrix des Pseudo-Strukturmodells.

Barcelos schlägt für diesen Ansatz die Vernachlässigung der Netzbewegung im Inneren

des Fluidgebietes unter Inkaufnahme eines geringen Fehlers (<15%) unter dem Begriff

simplified mesh motion vor. Der entsprechende Anteil der Jacobimatrix ∂F
∂yΩ

ist eng

besetzt, da eine Interfaceverschiebung Einfluss auf die Netzposition im gesamten Fluid-

gebiet hat. Die Vernachlässigung der Bewegung des Fluidnetzes im Inneren bringt daher

enorme Speichervorteile. Barcelos zeigt ebenfalls, dass sich neben laminaren auch tur-

bulente Strömungen für diesen Ansatz der Sensitivitätsanalyse eignen, wobei er davon

ausgeht, dass die Ableitungen der Turbulenzvariablen in der Sensitivitätsanalyse ver-

nachlässigt werden können [10].

Reuther stellt 1999 eine Arbeit auf der Grundlage der Sensitivitätsgleichungen GSE I

vor, wobei er die Sensitivitätsanalyse auf Fluid und Strukturseite durchführt, um die

Hauptdiagonalterme zu bestimmen, die Nebendiagonalterme aber noch vernachlässigt

bleiben [104]. Dabei wird ein Zweifeldproblem bestehend aus Fluid- und Struktursystem

zu Grunde gelegt, für welches sich die Jacobimatrix wie folgt schreibt:

J =

[
∂S
∂d

∂S
∂q

∂F
∂d

∂F
∂q

]
(5.57)

Der Term ist ∂F
∂d

ist aufgrund der Zweifeldformulierung und der direkten Kopplung der

Strukturverschiebungen an das Fluid von Null verschieden. Martins ergänzt später die

Nebendiagonalterme, wobei er eine Bestimmung durch finite Differenzen der partiellen

Ableitungen der Fluidgleichungen ∂F
∂q

und ∂F
∂d

vorstellt [81]. Dabei nimmt er an, dass

die Perturbation eines Punktes nur in dessen näherer Umgebung Einfluß im Fluidgebiet

hat und erhält so eine nur dünn besetzte Matrix für die Fluidterme. Die partiellen

Ableitungen der Strukturgleichungen werden aus den diskreten Systemgleichungen für

lineares Strukturverhalten bestimmt und entsprechen der in dieser Arbeit vorgestellten

Formulierung (Abschnitt 6.6.2).

In Dänemark arbeitete die Gruppe um E. Lund [79, 78, 91] ebenfalls mit einem partitio-

nierten Ansatz und entwickelte hierfür eine direkte Sensitivitätsanalyse gemäß den GSE

I (Gleichung 5.21) für das NAND Konzept. Die hierfür benötigte Fluid-Jacobimatrix



KAPITEL 5. GEKOPPELTE SENSITIVITÄTSANALYSE 105

wird für nicht vorhaltbar gehalten und daher wird für ein gestaffeltes Verfahren eine

genäherte Matrix benutzt. Darin wird die Abhängigkeit des Fluidnetzes von den Inter-

faceverschiebungen vernachlässigt, wie es in ähnlicher Weise von Barcelos und Ghattas

vorgeschlagen wurde.

Ebenso beschäftigen sich Soto und Löhner [110, 111] mit dem Einfluss der Interface-

verschiebung auf das Fluidnetz. Die Ordnung des Terms ∂F
∂y

wird hier ebenfalls durch

die Vernachlässigung der partiellen Ableitungen der Fluidgleichungen nach den inneren

Netzverschiebungen ∂F
∂yΩrΓ

reduziert, um eine Berechnung des Residuums für jeden Punkt

zu vermeiden.

5.7. Gegenüberstellung direkter und adjungierter

Methoden

Löst man das Gleichungssystem GSE I (Gleichung 5.21) gemäß der direkten Sensiti-

vitätsanalyse und setzt die Lösung, die Systemableitungen dr
ds

, in den Ausdruck für den

Gradient dψ
ds

ein, erhält man Gleichung 5.22. Löst man dahingegen die adjungierte Glei-

chung 5.44 und setzt die Lösung λ in den Ausdruck für den Gradienten ein, so erhält

man dieselbe Formulierung (siehe Gleichung 5.53). Direkte und adjungierte Methoden

unterschieden sich also in der Reihenfolge des Lösungsprozesses, wie folgende Darstellung

verdeutlicht:

direkte Methode: = dr
dsi︷ ︸︸ ︷

dψj
dsi

=
∂ψj
∂si
−
[
∂ψj
∂d

∂ψj
∂y

∂ψj
∂q

]
∂S
∂d

∂S
∂y

∂S
∂q

∂M
∂d

∂M
∂y

∂M
∂q

∂F
∂d

∂F
∂y

∂F
∂q


−1 

∂S
∂si
∂M
∂si
∂F
∂si

 (5.58)

︸ ︷︷ ︸
adjungierte Methode: = λTj

Um den Vergleich allgemeingültig darstellen zu können, wird hier von einem multi-

kriteriellen Optimierungsproblem ausgegangen (siehe Abschnitt 2.1.5). Das bedeutet,

die Funktion ψ(s, r) ist vektorwertig und besteht aus mehreren Optimierungskriterien

ψj(s, r) mit j = 1, . . . , nψ. Dabei gibt es ns Optimierungsvariablen si mit i = 1, . . . , ns.

Der Gradient dψ
ds

verallgemeinert sich zu einer nψ × ns-Matrix und λ zu einer nr × nψ-

Matrix mit den Spalten λj mit j = 1, . . . , nψ.
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Um den numerischen Aufwand abzuschätzen, lässt sich sich die Anzahl der notwen-

digen Gleichungslösungen und Multiplikationen ermitteln, wobei die Anzahl der Glei-

chungslösungen ausschlaggebend ist. Da die Sensitivitätsgleichungen linear sind, for-

dert eine Gleichungslösung die Kosten der Lösung eines linearen Gleichungssystems mit

nd + ny + nq Freiheitsgraden.

Bei der direkten Sensitivitätsanalyse wird die GSE I für dr
dsi

gelöst. Die Lösung muss

für jede Optimierungsvariable si erfolgen, also insgesamt ns mal. Dahingegen taucht das

Optimierungskriterium ψj und damit der Index j in der GSE I nicht auf, d.h. das Er-

gebnis ist für alle j mit j = 1, . . . , nψ dasselbe. Also sind zur Ermittlung des Gradienten
dψ
ds

diese ns Gleichungslösungen notwendig. Hierbei werden in jeder Gleichungslösung

mindestens nr · nr Multiplikationen ausgeführt. Für alle Gleichungslösungen sind also

ns · nr · nr Multiplikationen.

Die Vektormultiplikation
∂ψj
∂r
· dr
dsi

beinhaltet nr Multiplikationen und erfolgt für jede

Optimierungsvariable und jedes Optimierungskriterium. Es handelt sich hierbei um nψ ·
nr · ns zusätzliche Multiplikationen.

Bei der adjungierten Sensitivitätsanalyse wird die adjungierte Gleichung für die Spalte

λj der Matrix λ gelöst. Die Lösung muss für jede Spalte λj und damit für jedes Optimie-

rungskriterium ψj erfolgen, also insgesamt nψ mal. Die Optimierungsvariable si kommt

in der adjungierten Gleichung nicht vor, das Ergebnis ist also für alle i mit i = 1, . . . , ns
dasselbe. Die Bestimmung des Gradienten erfordert damit diese nψ Gleichungslösungen.

Hierbei werden in jeder Gleichungslösung mindestens nr ·nr Multiplikationen ausgeführt.

Für alle Gleichungslösungen sind also nψ · nr · nr Multiplikationen.

Die Vektormultiplikation λj · ∂R∂si beinhaltet nr Multiplikationen und erfolgt für jede

Spalte λj und jede Optimierungsvariable. Ebenfalls handelt es sich hierbei um nψ ·nr ·ns
zusätzliche Multiplikationen.

In folgender Tabelle werden die Anzahl der Multiplikationen nochmals gelistet.

direkt adjungiert

Anzahl der Multiplikationen aus Gleichungslösungen ns · nr · nr nψ · nr · nr
Anzahl der Multiplikationen aus Vektormultiplikation nψ · nr · ns nψ · nr · ns

Man stellt fest, dass die Anzahl der Multiplikationen aus der Vektormultiplikation bei

beiden Methoden gleich ist, jedoch die Anzahl der Gleichungslösungen mit jeweils nr ·nr
Multiplikationen ns für den direkten und nψ für adjungierten Ansatz. Die Folgerung ist,

dass für Optimierungsprobleme mit ns < nψ der direkte und für Optimierungsprobleme

mit ns > nψ der adjungierte Ansatz effizienter ist. Die Gleichungslösung der GSE I oder

der adjungierten Gleichung hat dieselbe Ordnung wie eine Systemanalyse.

Vergleichend soll an dieser Stelle noch der numerische Aufwand der numerischen Sensiti-

vitätsanalyse erläutert werden. Hier werden die Komponenten des Gradienten
dψj
dsi

durch
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finite Differenzen genähert. Dabei können durch je eine zusätzliche Systemanalyse auf

der Grundlage der Perturbation einer Optimierungsvariable si die Komponenten
dψj
dsi

für

alle j = 1, . . . , nψ bestimmt werden. Zur Bestimmung des Gradienten dψ
ds

werden also

ns zusätzliche Systemanalysen benötigt. Die Kosten einer Systemanalyse entsprechen

i.A. dem Aufwand der Lösung eines nichtlinearen Gleichungssystems mit nd + ny + nq
Freiheitsgraden, welcher erheblich höher ist, als der Aufwand der Lösung eines linearen

Gleichungssystems mit derselben Anzahl an Freiheitsgraden. Folglich ist die numerische

Sensitivitätsanalyse allgemein weniger effizient als die analytische.

5.8. In- und outputbasierte Sensitivitätsanalyse

nach GSE II

Zur Ermittlung des Gradienten dψ
ds

nach der direkten Sensitivitätsanalyse (Abschnitt

5.4) werden die Systemableitungen dd
ds

, dy
ds

und dq
ds

benötigt. Es wurde bereits erläutert,

wie diese mit Hilfe der GSE I (Global Sensitivity Equation I, Gleichung 5.21) ermittelt

werden können. Die GSE I basiert auf dem Residuum R des Gesamtsystems (residuums-

basierte Sensitivitätsanalyse), welches sich aus den Residuen der Einzelsysteme zusam-

mensetzt, d.h. der implizit definierten Systemgleichungen. Es wird die Jacobi-Matrix
∂R
∂r

, welche sich aus den Ableitungen der Residuen der Einzelsysteme nach allen Sys-

temvariablen zusammensetzt, benötigt. In der Ingenieurpraxis bedeutet dies, dass zur

Ermittlung dieser Terme die Residuen von den verwendeten Einzelfeldlösern bereitge-

stellt werden müssen oder der Berechnungscode zugängig ist. Dies ist jedoch meist nicht

der Fall, da kommerzielle Codes i.d.R. nur als Black Box nutzbar sind und lediglich die

Systemantwort liefern.

Um dem Problem gerecht zu werden, lässt sich eine alternative Form der Sensitivitätsglei-

chungen verwenden. Sobieski präsentiert diese als neue Form der System-Sensitivitäts-

gleichungen, welche keine Residuen benötigen [108], sondern auf Systemin- und Syste-

moutput beruhen (in- und outputbasierte Sensitivitätsanalyse). Die Terme dieser Glei-

chungen bestehen aus den Ableitungen des individuellen Systemoutputs nach dem Sys-

teminput und lassen sich daher auch bei Verwendung von Black Box Lösern ermitteln,

was der Ingenieurpraxis dienlich ist. Der Systemoutput ist dabei die Systemantwort bzw.

die Systemvariable des jeweiligen Systems. Der Systeminput sind die Eingabewerte in

Form aller unabhängigen Variablen. Konkret sind dies die Optimierungsvariablen und

die nicht-systemeigenen Systemvariablen. Daraus wird der Output unter Verwendung

der Systemgleichung in einer Black Box berechnet. Diese Abhängigkeiten lassen sich

analytisch ausdrücken, indem die implizit definierten Systemgleichungen S, M und F
so umformuliert werden, dass die jeweiligen Systemvariablen explizit als Funktionen fd,
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fy und fq des Inputs dargestellt werden:

d = fd(s,y,q) (5.59)

y = fy(s,d,q) (5.60)

q = fq(s,d,y) (5.61)

Die Differenziale sind gekoppelte Gleichungen und schreiben sich als Funktion der Va-

riablen wie folgt:

dd = dfd =
∂fd
∂s
ds +

∂fd
∂y

dy +
∂fd
∂q

dq (5.62)

dy = dfy =
∂fy
∂s
ds +

∂fq
∂d

dd +
∂fq
∂q

dq (5.63)

dq = dfq =
∂fq
∂s
ds +

∂fq
∂d

dd +
∂fd
∂y

dy (5.64)

Die Gleichungen lassen sich zur Ermittlung der Systemableitungen in folgendem ge-

koppelten Gleichungssystem darstellen, das von Sobieski als Global Sensitivity Equation

II (GSE II ) bezeichnet wurde und die Gleichungen GSE I bei der diskreten direkten

Sensitivitätsanalyse ersetzen kann:
−I ∂fd

∂y

∂fd
∂q

∂fy
∂d
−I ∂fy

∂q
∂fq
∂d

∂fq
∂y
−I




dd
ds

dy
ds

dq
ds

 = −


∂fd
∂s
∂fy
∂s
∂fq
∂s

 (5.65)

Hierbei bezeichnet I die Identitätsmatrix. Folgende teilweise in der Literatur vertre-

tene Bezeichnungen für das Gleichungssystem gemäss Olds [94] und Giunta [43] seien

der Vollständigkeit halber kurz erläutert: Local Sensitivity Matrix (LSM ) bezeichnet die

Sensitivitäts- oder Jacobimatrix, Total Sensitivity Vector (TSV ) den Vektor der Syste-

mableitungen und Local Sensitivity Vector (LSV ) den Vektor der partiellen Ableitungen

auf der rechten Seite.

Durch den alternativen Ansatz der GSE II können die in Abschnitt 5.6 diskutierten

Schwierigkeiten bei der Ermittlung der partiellen Ableitungen in Nebendiagonaltermen
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der Jacobimatrix umgangen werden. Wenn bei der Verwendung von GSE I immer wieder

auf finite Differenzen zurückgegriffen werden muss, büßt dieser Ansatz an Effizienz ein

und bietet gegenüber der Verwendung von GSE II, immer weniger Vorteile.

Die numerische Optimierung mit der direkten Sensitivitätsanalyse nach den GSE II er-

folgt nach den Verfahren aus Abschnitt 5.4.2. Die Lösung nach dem NAND Konzept ist

ebenfalls Abbildung 5.2 zu entnehmen, wobei für die Sensitivitätsanalyse nach den GSE

II lediglich ein anderes Gleichungssystem gelöst wird. Die entsprechende Jocobimatrix

erfordert auch hier Informationen aus der Systemanalyse. Die Lösung des Gleichungs-

systems GSE II kann ebenfalls gestaffelt erfolgen.

In [43, 44] greift Guinta die Formulierung für die Optimierung eines FSI Problems auf.

Ihm erlaubte dieser Ansatz die Entwicklung einer modularen Softwareumgebung, da

die Ableitungen, im Gegensatz zu den für GSE I benötigten, sich aus In- und Output

unabhängiger Softwaretools numerisch bestimmen lassen. Der numerische Aufwand ist

allerdings stark von der Anzahl der Freiheitsgrade der jeweiligen Felder abhängig. Da-

her diskutiert er eine Methode zur Reduzierung der Ordnung des Systems. Er arbeitet

dabei eine eigenvektorbasierte Methode zur Reduktion der Strukturfreiheitsgrade in die

Sensitivitätsanalyse ein, bei der die Strukturverformung immer als Superposition einer

definierten Anzahl von Eigenvektoren angenommen wird. Giunta zielt auf maximale Mo-

dularität für industrielle Anwendungen, und die Benutzbarkeit von Black Box Software

auf der Seite der Einzelfelder.

Bemerkung : Es sei darauf hingewiesen, dass die geläufigen Strömungssimulationspro-

gramme die Berechnung des Fluidnetzes einschließen und die Darstellung der GSE II für

FSI Probleme sich somit auf zwei Einzelsysteme für Struktur und Fluid reduziert (siehe

Kapitel 6).

5.9. Partitionierte Sensitivitätsanalyse für die

Formoptimierung

Dieses Kapitel beschäftigte sich bisher mit der Herleitung der Gleichungen für die analy-

tische Sensitivitätsanalyse sowie mit deren numerischen Lösung. Die Gleichungen wurden

dabei durch die Systemgleichungen S, M und F , die Zielfunktion ψ, die System- und

Optimierungsvariablen d, y, q und s bündig formuliert. Legt man der numerischen Form-

optimierung den partitionierten Ansatz zu Grunde, sind weitere Zusammenhänge aus

Design und Analyse zu berücksichtigen. Im Rahmen dieser Arbeit wurde die mathema-

tische Formulierung unter Berücksichtigung der funktionalen Zusammenhänge, welche

aus dem klassischen partitionierten Ansatz nach Abschnitt 3.3.3 resultieren, entwickelt.

Diese Zusammenhänge werden direkt in die Formulierung der Sensitivitätsanalyse inte-

griert und ermöglichen eine ausführliche und vollständige mathematische Darstellung,
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welche in diesem Abschnitt präsentiert wird. Dabei wird die Formoptimierung berück-

sichtigt, indem die Beschreibung der Geometrie durch die Optimierungsvariablen in die

Formulierung miteinbezogen wird. Insbesondere wird Wert auf die Berücksichtigung des

Datentransfers am nicht-koinzidenten Interface in der Formulierung der Sensitivitäts-

analyse gelegt.

5.9.1. Formoptimierung

Die für die Formoptimierung charakteristische Abhängigkeit von Geometrie und Opti-

mierungsvariablen soll zunächst eingeführt werden. Die Optimierungsvariablen s definie-

ren in Abhängigkeit der gewählten Parametrisierung über funktionale Zusammenhänge

die Geometrie des Designmodells (vgl. Abschnitt 2.2.2) und somit die Raumkoordinaten

x des diskreten Modells der Struktur, also die FE-Knotenkoordinaten. Der funktionale

Zusammenhang

x = x(s) (5.66)

wird in der Formulierung der Sensitivitätsanalyse eingeführt, indem die Zielfunktion und

die Systemgleichungen in Abhängigkeit der Systemvariablen und der FE-Knotenkoordi-

naten wie folgt dargestellt werden:

ψ (r (s) ,x (s)) und R (r (s) ,x (s)) (5.67)

Wird diese Definition berücksichtigt, müssen die partiellen Ableitungen, die bisher mit
∂ψ
∂s

und ∂R
∂s

bezeichnet wurden, fortan mit ∂ψ
∂x

dx
ds

und ∂R
∂x

dx
ds

bezeichnet werden. Es be-

steht keine direkte Abhängigkeit der Zielfunktion und der Systemgleichungen von den

Optimierungsvariablen, weshalb ∂S
∂s

= 0 und ∂ψ
∂s

= 0 gilt.

Bei CAD-freien Methoden gibt es einen unmittelbaren einfachen Zusammenhang zwi-

schen Optimierungsvariablen und FE-Koordinaten, da die Optimierungsvariablen die

Position der FE-Knotenkoordinaten definieren. Somit ist der Term dx
ds

von sehr einfa-

cher Art und leicht bestimmbar. Beim Einsatz von CAGD-Methoden besteht dahingegen

ein weiterer funktionaler Zusammenhang aus dem Designmodell. Hier sind die Optimie-

rungsvariablen Kontrollpunkte der Designelemente. Die Koordinaten x des FE-Netzes

leiten sich aus der, durch die Kontrollpunkte X definierten, Geometrie wie folgt ab:

x = x(X(s)) (5.68)

Die, bisher mit ∂ψ
∂s

und ∂R
∂s

bezeichneten, partiellen Ableitungen schreiben sich unter

Berücksichtigung dieses Designmodells ∂ψ
∂x

∂x
∂X

dX
ds

und ∂R
∂x

∂x
∂X

dX
ds

. Die Ableitung ∂x
∂X

ist aus

der Definition der Designelemente zu bestimmen. dX
ds

ist in der Regel einfacher Art, da

die Optimierungsvariablen meist Koordinaten der Kontrollpunkte sind.
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In dieser Arbeit wird unter anderem die Formfindung als parameterfreies designgebendes

Verfahren angewandt (siehe Kap. 7). In diesem Fall lässt sich der Zusammenhang von

FE-Knotenkoordinaten und Optimierungsvariablen nicht analytisch beschreiben, da es

sich bei der Formfindung um ein nichtlineares inverses mechanisches Problem handelt.

Bei der numerischen Optimierung wird die Ableitung dx
ds

daher in jedem Optimierungs-

schritt durch eine weitere Formfindung und finite Differenzen genähert.

5.9.2. Datentransfer in der Sensitivitätsanalyse

Die Sensitivitätsanalyse im Rahmen des partitionierten Ansatzes bedarf der Berücksich-

tigung des Datentransfers am nicht-koinzidenten Netz. In der Formulierung lässt sich

dies durch die in Kapitel 4 eingeführte Transfermatrix T ausdrücken.

Bei FSI handelt es sich um ein oberflächengekoppeltes Problem, d.h. die Systemglei-

chungen sind über die Systemvariablen am FSI Interface Γ = ΓS ∩ ΓF gekoppelt. Der

Datentransfer betrifft dann auch nur den Teil der Systemvariablen, die am Interface de-

finiert sind. Die Unterteilung in Systemvariablen am Interface und in Systemvariablen

im Gebietsinneren nach Gleichung 5.5 muss daher bei der Einführung der Transferope-

ratoren in der Formulierung der Sensitivitätsanalyse berücksichtigt werden. Auch die

Raumkoordinaten des Strukturmodells x = [xΓ xΩrΓ]T sind zu berücksichtigen. Um die

Zugehörigkeit zu einem Gebiet und dessen Diskretisierung zu kennzeichnen, werden die

Systemvariablen am Interface im Folgenden mit S für das Strukturnetz und F für das

Fluidnetz indiziert. Werden sämtliche Terme auf diese Weise aufgeteilt und indiziert,

sowie die, im vorherigen Abschnitt eingeführte Abhängigkeit der Geometrie von den

Optimierungsvariablen x = x(s) berücksichtigt, so schreibt sich das Gleichungssystem

GSE I (Gleichung 5.21) wie folgt:


∂S

∂dΓ,S

∂S
∂dΩrΓ

∂S
∂yΓ,F

∂S
∂yΩrΓ

∂S
∂qΓ,F

∂S
∂qΩrΓ

∂M
∂dΓ,S

∂M
∂dΩrΓ

∂M
∂yΓ,F

∂M
∂yΩrΓ

∂M
∂qΓ,F

∂M
∂qΩrΓ

∂F
∂dΓ,S

∂F
∂dΩrΓ

∂F
∂yΓ,F

∂F
∂yΩrΓ

∂F
∂qΓ,F

∂F
∂qΩrΓ

 ·



ddΓ,S

ds
ddΩrΓ

ds
dyΓ,F

ds
dyΩrΓ

ds
dqΓ,F

ds
dqΩrΓ

ds



= −


∂S

∂xΓ,S

dxΓ,S

ds
+ ∂S

∂xΩrΓ

dxΩrΓ

ds

∂M
∂xΓ,S

dxΓ,S

ds
+ ∂M

∂xΩrΓ

dxΩrΓ

ds

∂F
∂xΓ,S

dxΓ,S

ds
+ ∂F

∂xΩrΓ

dxΩrΓ

ds

 (5.69)

Man stellt fest, dass unter den Nebendiagonaltermen der Sensitivitätsmatrix bezüglich
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der Diskretisierung gemischte Terme auftreten. Dies sind zum einen partielle Ableitun-

gen nach den Systemvariablen am Interface, wie z.B. ∂S
∂qΓ,F

und zum andern partielle

Ableitungen nach den Systemvariablen im Gebietsinneren, wie z.B. ∂S
∂qΩrΓ

. Hier ist S
nach dem Strukturmodell und q nach dem Fluidmodell diskretisiert.

Bei der reinen Oberflächenkopplung verschwinden die gemischten Ableitungen nach den

Systemvariablen im Gebietsinneren, da die Kopplung nur über die Systemvariablen am

Interface gegeben ist. Eine reine Oberflächenkopplung liegt bei der Kopplung von Struk-

tur und Fluidnetz sowie bei der Kopplung von Struktur und Fluid vor. Es gilt hier
∂S

∂yΩrΓ
= 0, ∂M

∂dΩrΓ
= 0, ∂S

∂qΩrΓ
= 0 und ∂F

∂dΩrΓ
= 0. Hier ist zu beachten, dass es sich jeweils

um eine einseitige Kopplung handelt: Die Strukturverschiebungen dΓ,S am gemeinsamen

Interface bewirken identische Netzverschiebungen des Fluidnetzes yΓ,F=dΓ,F , welche

wiederum der Strömungssimulation zu Grunde liegen. Die Systemgleichung des Fluids

F ist daher nur von den Netzverschiebungen y direkt abhängig und nicht von den Struk-

turverschiebungen d. Es gilt daher ∂F
∂d

= 0.

Bei der Kopplung von Fluidnetz und Fluid handelt es sich um eine Volumenkopplung,

d.h. die beiden Systeme sind über die Systemvariablen des gesamten Gebiets gekoppelt.

Auch hier liegt eine einseitige Kopplung vor: Die Position des Fluidnetzes wird über die

Systemgleichung des Fluidnetzes M aus den Strukturverschiebungen am gemeinsamen

Interface bestimmt. DaM ausschließlich von den Strukturverschiebungen abhängt, gilt

hier ∂M
∂q

= 0.

Besondere Beachtung ist den gemischten Ableitungen nach den Systemvariablen am

Interface zu schenken. In der Praxis werden diese Terme im Berechnungscode eines Ein-

zelsystems ermittelt und stehen dort nur bezüglich der zugehörigen Diskretisierung zur

Verfügung. Um gemischte Terme auszudrücken werden also Informationen über die Dis-

kretisierung der anderen Felder nötig. Diese Informationen lassen sich durch die Trans-

fermatrix T wiedergeben und in die Formulierung der Sensitivitätsanalyse mit einbezie-

hen. Hier beschreiben Td, Ty, Tq und Tx den Transfer der Systemvariablen und der

globalen Knotenkoordinaten. Bei dem Transfer der Verschiebungen d und der globalen

Knotenkoordinaten x handelt es sich hier um einem Transfer von Struktur- zu Fluidnetz.

Beim Transfer der Netzverschiebung y und der Systemvariablen des Fluids q handelt

es sich dagegen um einen Transfer von Fluid- zu Strukturnetz. Die Abhängigkeit von

Systemvariablen und globalen Knotenkoordinaten, die unterschiedlicher Diskretisierung

zugeordnet sind, kann folgendermaßen dargestellt werden.

dΓ,F = Td · dΓ,S ⇒ ddΓ,F

ddΓ,S

= Td (5.70)

yΓ,S = Ty · yΓ,F ⇒ dyΓ,S

dyΓ,F

= Ty (5.71)
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qΓ,S = Tq · qΓ,F ⇒ dqΓ,S

dqΓ,F

= Tq (5.72)

xΓ,F = Tx · xΓ,S ⇒ dxΓ,F

dxΓ,S

= Tx (5.73)

Damit können die gemischten Terme unter Verwendung der Transferoperatoren wie folgt

ausgedrückt werden:

∂S
∂qΓ,F

=
∂S
∂qΓ,S

· ∂qΓ,S

∂qΓ,F

=
∂S
∂qΓ,S

·Tq (5.74)

∂S
∂yΓ,F

=
∂S
∂yΓ,S

· ∂yΓ,S

∂yΓ,F

=
∂S
∂yΓ,S

·Ty (5.75)

∂M
∂dΓ,S

=
∂M
∂dΓ,F

· ∂dΓ,F

∂dΓ,S

=
∂M
∂dΓ,F

·Td (5.76)

∂F
∂dΓ,S

=
∂F
∂dΓ,F

· ∂dΓ,F

∂dΓ,S

=
∂F
∂dΓ,F

·Td (5.77)

∂M
∂xΓ,S

=
∂M
∂xΓ,F

· ∂xΓ,F

∂xΓ,S

=
∂M
∂xΓ,F

·Tx (5.78)

∂F
∂xΓ,S

=
∂F
∂xΓ,F

· ∂xΓ,F

∂xΓ,S

=
∂F
∂xΓ,F

·Tx (5.79)

Bemerkung : Die Systemvariablen des Fluids qT =
[
uT pT

]
sind die Geschwindigkeiten

u und die Drücke p, welche durch das Lösen von Impuls- und Druckgleichung bestimmt

werden (siehe Abschnitt 3.2.6). Entsprechend kann eine Aufteilung der Systemgleichung

des Fluids in die Anteile Fu und Fp, welche Impuls- und Druckgleichung entsprechen,

stattfinden. Mit der Aufteilung der Fluidvariablen in Geschwindigkeiten und Drücke

kann die partielle Ableitung des Strukturresiduums nach den Fluidvariablen entspre-

chend aufgeteilt werden. Da die Systemgleichung der Struktur nur von den Drücken und

nicht von den Geschwindigkeiten abhängig ist, gilt ∂S
∂u

= 0. Eine entsprechende Übersicht

über die Terme der Sensitivitätsmatrix gibt folgende Tabelle:

∂S
∂d

∂S
∂yΓ

= 0 ∂S
∂yΩrΓ

= 0 ∂S
∂uΓ

= 0 ∂S
∂uΩrΓ

= 0 ∂S
∂pΓ

∂S
∂pΩrΓ

= 0

∂M
∂dΓ

∂M
∂dΩrΓ

= 0 ∂M
∂y

∂M
∂uΓ

= 0 ∂M
∂uΩrΓ

= 0 ∂M
∂pΓ

= 0 ∂M
∂pΩrΓ

= 0

∂Fu
∂dΓ

= 0 ∂Fu
∂dΩrΓ

= 0 ∂Fu
∂yΓ

∂Fu
∂yΩrΓ

∂Fu
∂u

∂Fu
∂pΓ

∂Fu
∂pΩrΓ

∂Fp
∂dΓ

= 0 ∂Fp
∂dΩrΓ

= 0 ∂Fp
∂yΓ

∂Fp
∂yΩrΓ

∂Fp
∂uΓ

∂Fp
∂uΩrΓ

∂Fp
∂p
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5.9.2.1. Datentransfer in der direkten Sensitivitätsanalyse

Das Gleichungssystem GSE I lässt sich in der Formulierung für den partitionierten An-

satz wie folgt schreiben:


∂S

∂dΓ,S

∂S
∂dΩrΓ

∂S
∂yΓ,S

·Ty 0 ∂S
∂qΓ,S

·Tq 0

∂M
∂dΓ,F

·Td 0 ∂M
∂yΓ,F

∂M
∂yΩrΓ

0 0

0 0 ∂F
∂yΓ,F

∂F
∂yΩrΓ

∂F
∂qΓ,F

∂F
∂qΩrΓ

 ·



ddΓ,S

ds
ddΩrΓ

ds
dyΓ,F

ds
dyΩrΓ

ds
dqΓ,F

ds
dqΩrΓ

ds



= −


∂S

∂xΓ,S

dxΓ,S

ds
+ ∂S

∂xΩrΓ

dxΩrΓ

ds

∂M
∂xΓ,F

·Tx
dxΓ,S

ds

∂F
∂xΓ,S

·Txs
dxΓ,S

ds

 (5.80)

Bei der Lösung nach dem gestaffelten Verfahren aus Abschnitt 5.4.2.2 werden für die

Lösung der Sensitivitätsgleichungen Summen aus Produkten von partiellen Ableitungen

mit Systemableitungen gebildet. Beispielsweise wird das Produkt

∂S
∂qΓ,S

·Tq ·
dqΓ,F

ds
(5.81)

für die Sensitivitätsgleichung der Struktur gebildet. Dabei wird die partielle Ableitung
∂S

∂qΓ,S
im Strukturlöser ermittelt und die Systemableitung des Fluids

dqΓ,F

ds
im Fluidlöser

berechnet. In der Regel wird die Systemableitung des Fluids an den Strukturlöser ge-

schickt. Dabei wird diese dem Datentransfer am nicht-koinzidenten Netz unterzogen,

wobei das Produkt
dqΓ,S

ds
= Tq · dqΓ,F

ds
gebildet und von der Strukturseite empfangen wird.

Hier wird dann die Multiplikation ∂S
∂qΓ,S

· dqΓ,S

ds
durchgeführt. Bemerkung : Die Produkte

von partiellen Ableitungen der Residuen nach den Systemvariablen mit Systemableitun-

gen sind unabhängig von der Diskretisierung. Folgende Gleichung zeigt dies beispielhaft:

∂S
∂qΓ,F

· dqΓ,F

ds
=

∂S
∂qΓ,S

·Tq ·T−1
q ·

dqΓ,S

ds
=

∂S
∂qΓ,S

· dqΓ,S

ds
(5.82)
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5.9.2.2. Datentransfer in der adjungierten Sensitivitätsanalyse

Die adjungierte Gleichung schreibt sich wie folgt:

∂S
∂dΓ,S

T
TT

d · ∂M
∂dΓ,F

T
0

∂S
∂dΩrΓ

T
0 0

TT
y · ∂S

∂yΓ,S

T ∂M
∂yΓ,F

T ∂F
∂yΓ,F

T

0 ∂M
∂yΩrΓ

T ∂F
∂yΩrΓ

T

TT
q · ∂S

∂qΓ,S

T
0 ∂F

∂qΓ,F

T

0 0 ∂F
∂qΩrΓ

T


·


λd

λy

λq

 = −


∂ψ
∂d

T

∂ψ
∂y

T

∂ψ
∂q

T

 (5.83)

Die erste Zeile des obigen Gleichungssystems ist eine strukturseitige adjungierte Glei-

chung, welche auf der Strukturseite nach λd gelöst wird. Für das Aufstellen der Glei-

chung wird Input von Fluidseite und Datentransfer benötigt. Dieser ist Td
T · ∂M

∂dΓ,F

T ·λy.
Der Datentransfer wird hierbei durch die Transfermatrix TT

d beschrieben. Der Transfer

adjungierter Variablen ist also analog dem Transfer von Kraftgrößen durch die transpo-

nierte Transfermatrix durchzuführen (vgl. Abschnitt 4.2.1).

Analoges gilt für die fluidseitigen adjungierten Gleichungen. Auch hier wird der Transfer

des Inputs und damit der adjungierten Variablen durch die transponierten Transferma-

trizen beschrieben, welche auch den Transfer von Knotenkräften beschreiben.
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6. Kombinierte Sensitivitätsanalyse

Die kombinierte Sensitivitätsanalyse ist ein neues, für diese Arbeit entwickeltes Verfah-

ren der Sensitivitätsanalyse. Die Besonderheit liegt in der Kombination der residuums-

basierten (Abschnitt 5.4 und 5.5) und der in- und outputbasierten Methode (Abschnitt

5.8) der Sensitivitätsanalyse. Dabei wird strukturseitig das residuumsbasierte Verfahren

eingesetzt, so dass hier maximale Performance und Genauigkeit erzielt werden kann,

während fluidseitig die in- und outputbasierte Methode angewandt wird, um die gefor-

derte Flexibilität zu gewährleisten.

Die Stärke der kombinierten Sensitivitätsanalyse liegt in der besseren Effizienz gegenüber

der numerischen und der in- und outputbasierte Sensitivitätsanalyse und in der höheren

Flexibilität gegenüber der analytischen Sensitivitätsanalyse.

Die Darstellung in Abbildung 6.1 veranschaulicht, wie sich die kombinierte Sensitivitäts-

analyse zusammensetzt. Den residuumsbasierten Verfahren liegen die Sensitivitätsglei-

chungen GSE I (Gleichung 5.21) zu Grunde, welche partielle Ableitungen der Systemglei-

chungen beinhalten. Dahingegen beinhalten die Sensitivitätsgleichungen für die in- und

outputbasierten Verfahren GSE II (Gleichung 5.65) partielle Ableitungen der Systemva-

riablen, also Ableitungen der Systemantwort. Für die kombinierte Sensitivitätsanalyse

werden strukturseitig die GSE I zu Grunde gelegt und fluidseitig die GSE II herangezo-

gen.

Die kombinierte Sensitivitätsanalyse wurde nach der direkten Methode für Schalentrag-

werke implementiert. Bei der numerischen Umsetzung der direkten Methode wurde hier-

zu ein Verfahren entwickelt, welches die Bestimmung der fluidseitigen Systemableitun-

gen wesentlich beschleunigt. Dabei kann durch eine geschickte Wahl der Verhältnisse der

Schrittweiten bei den Finiten-Differenzen-Näherungen der fluidseitigen Systemableitun-

gen die FSI-Analyse durch eine reine CFD-Analyse ersetzt werden, was den Rechenauf-

wand wesentlich reduziert.
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Residuumsbasierte Sensitivitätsana-
lyse nach GSE I

In- und outputbasierte Sensitivitäts-
analyse nach GSE II

Sensitivitätsgleichungen: GSE I (Glei-
chung 5.21)

Sensitivitätsgleichungen: GSE II (Glei-
chung 5.65)

dS
ds = ∂S

∂s + ∂S
∂d

dd
ds + ∂S

∂y
dy
ds + ∂S

∂q
dq
ds = 0 dd

ds = dfd
ds = ∂fd

∂s + ∂fd
∂y

dy
ds + ∂fd

∂q
dq
ds

dM
ds = ∂M

∂s + ∂M
∂d

dd
ds + ∂M

∂y
dy
ds + ∂M

∂q
dq
ds = 0 dy

ds = dfy
ds = ∂fy

∂s + ∂fy
∂d

dd
ds + ∂fy

∂q
dq
ds

dF
ds = ∂F

∂s + ∂F
∂d

dd
ds + ∂F

∂y
dy
ds + ∂F

∂q
dq
ds = 0 dq

ds = dfq
ds = ∂fq

∂s + ∂fq
∂d

dd
ds + ∂fq

∂y
dy
ds

Die Ableitung der Residuen bzw. System-
gleichungen nach den Optimierungsvaria-
blen verschwinden.
Die partiellen Ableitungen der Residuen
müssen für die Lösung zur Verfügung ste-
hen bzw. in den Programmcode imple-
mentiert werden.

Die Systemvariablen sind Funktionen des
Systeminputs und die Systemableitungen
werden entsprechend formuliert.
Die partiellen Ableitungen der Systemva-
riablen lassen sich aus dem Standardin-
und -output einer Systemanalyse ermit-
teln.

Gestaffelte Lösung: Gestaffelte Lösung:

Struktur: Fluid:

Residuums-
basierte
SA

� Residuums-
basierte
SA

Struktur: Fluid:

In- und out-
putbasierte
SA

� In- und out-
putbasierte
SA

Literatur: [108, 83, 84, 9, 10, 80, 81], u.a. Literatur: [108, 43, 44]

︸ ︷︷ ︸
Kombinierte Sensitivitätsanalyse nach GSE I und GSE II

Strukturseitige Sensitivitätsgleichungen
nach GSE I (Gleichung 5.21)

Fluidseitige Sensitivitätsgleichungen nach
GSE II (Gleichung 5.65)

dS
ds = ∂S

∂s + ∂S
∂d

dd
ds + ∂S

∂y
dy
ds + ∂S

∂q
dq
ds = 0

dy
ds = dfy

ds = ∂fy
∂s + ∂fy

∂d
dd
ds + ∂fy

∂q
dq
ds

dq
ds = dfq

ds = ∂fq
∂s + ∂fq

∂d
dd
ds + ∂fq

∂y
dy
ds

Gestaffelte Lösung:

Struktur: Fluid:

Residuums-
basierte
SA

� In- und out-
putbasierte
SA

Literatur: Keine Veröffentlichungen bekannt

Abbildung 6.1.: Veranschaulichung der kombinierten Sensitivitätsanalyse, welcher struk-

turseitig residuumsbasierte und fluidseitig in- und outputbasierte Me-

thoden zu Grunde liegen.
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6.1. Ziele und Konzept

Hoher Entwicklungsbedarf nach Sensitivitätsanalysemethoden für FSI-Fragestellungen

besteht im Ingenieurbereich der Strukturmechanik. Hier gibt es kaum Forschungsar-

beiten. Auch beispielsweise im Bauwesen findet aufgrund von immer leichter werden-

den und somit für Strömungslasten anfälligen Tragwerken eine Vielzahl kommerzieller

Strömungssimulationsprogramme Einzug. Das Ziel ist es hierbei, physikalisch korrek-

te Ergebnisse bei Verwendung einer modularen wirtschaftlichen Softwareumgebung, in

die eine Strömungssoftware einfach integriert werden kann, auf effizientem Wege zu er-

langen. Das Ziel dieser Dissertation ist die Entwicklung grundlegender Methoden der

Sensitivitätsanalyse, welche sowohl die in der Ingenieurpraxis geforderte Flexibilität als

auch bestmögliche Performance bieten.

Die diskrete residuumsbasierte analytische Sensitivitätsanalyse (Abschnitt 5.4 und 5.5)

ist sehr effizient und genau, wenn vollständig auf die Verwendung von finiten Differen-

zen verzichtet werden kann. Sie bedarf jedoch der Kenntnis der kontinuumsmechanischen

Grundgleichungen für die entsprechende Idealisierung und der Kenntnis des Algorith-

mus, welcher zur Lösung dieser Gleichungen verwendet wird, da Implementierungen auf

dieser Ebene erforderlich sind. Dies bedeutet nicht nur eine Spezialisierung auf ein Be-

rechnungsprogramm, sondern auch eine Spezialisierung auf eine kontinuumsmechanische

Formulierung, wie z.B. die Formulierung für Schalen. Zudem geht die analytische Sensi-

tivitätsanalyse mit hohem Implementierungsaufwand einher.

Die in- und outputbasierte Sensitivitätsanalyse (Abschnitt 5.8) bietet maximale Modu-

larität. Es werden lediglich Systemin- und Systemoutput verarbeitet, was es ermöglicht,

Black Box-Löser für die Berechnungen der Einzelsysteme einzusetzen. Je nach Anfor-

derungen lassen sich diese beliebig austauschen. Darüber hinaus kann die Sensitivitäts-

analyse an beliebiger Stelle stattfinden oder auch als separates Softwaremodul gekapselt

sein. Da der Einsatz von finiten Differenzen notwendig ist, ist diese Methode deutlich

rechenintensiver als die analytische. Es ist jedoch anzumerken, dass durch ordnungsre-

duzierende Verfahren eine erhebliche Effizienzsteigerung möglich ist [43].

Bei der Wahl der Sensitivitätsanalyse gilt es folglich Modularität gegen Performance

abzuwägen. Maximale Performance bedeutet Einbuße bei der Modularität und anders

herum. Im Rahmen des partitionierten Ansatzes mag es sinnvoll sein, dessen Modula-

rität zu erhalten und die in- und outputbasierte Sensitivitätsanalyse zu wählen. Beste

Performance wird mit monolithischen Berechnungsverfahren der FSI in Kombination

mit der residuumsbasierten Sensitivitätsanalyse erreicht.

Da Entwicklungen für Schalen- und Membrantragwerke das Ziel dieser Arbeit sind, fin-

det hier von vorne herein ein Spezialisierung auf die entsprechende Finite-Elemente-

Formulierung statt. Dies legt die Verwendung der residuumsbasierten Methode der Sen-

sitivitätsanalyse für diese Elemente nahe. Um die geforderte Flexibilität bezüglich der
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Strömungssimulation zu gewährleisten, werden fluidseitig nur In- und Outputgrößen

zur Formulierung einer Sensitivitätsanalyse verwendet. Dementsprechend wird ein neuer

gemischter Ansatz für die diskrete Sensitivitätsanalyse – die kombinierte Sensitivitäts-

analyse – formuliert und umgesetzt, der strukturseitig residuumsbasiert und fluidsei-

tig in- und outputbasiert ist. Diese Kombination verspricht einen optimalen und pro-

blemspezifischen Kompromiss zwischen Performance und Modularität. Die Bewegung

des Fluidnetzes ist dabei der Fluidseite zuzuordnen, da die Netzanpassung i.d.R. durch

den Strömungslöser vorgenommen wird.

In diesem Kapitel wird zunächst die mathematische Formulierung der kombinierten Sen-

sitivitätsanalyse nach der direkten und adjungierten Methode vorgestellt (Abschnitt 6.2

und 6.3). Abschnitt 6.4 widmet sich der numerischen Umsetzung der semianalytischen

direkten kombinierten Sensitivitätsanalyse. Dabei wird besonders ein Verfahren hervor-

gehoben, welches die Bestimmung der Systemableitungen dq
ds

durch eine geeignete Wahl

der Verhältnisse der Schrittweiten bei der Näherung der partiellen Ableitungen durch

finite Differenzen mit geringen Rechenkosten ermöglicht. In Abschnitt 6.5 wird die For-

mulierung der kombinierten Sensitivitätsanalyse für die Formoptimierung im partitio-

nierten Ansatz weiterentwickelt. Dies bedeutet insbesondere die Berücksichtigung des

Datentransfers am nicht-koinzidenten Netz, sowie die Reduktion auf ein Zweifeldproblem

gemäß der Softwaregegebenheiten. Weiterhin wird in Abschnitt 6.6 eine Algorithmik zur

Umsetzung der direkten kombinierten Sensitivitätsanalyse vorgestellt und in Abschnitt

6.7 anhand von Berechnungen veranschaulicht.

6.2. Direkte kombinierte Sensitivitätsanalyse

In diesem Abschnitt wird die direkte Methode der kombinierten Sensitivitätsanalyse

vorgestellt. Es werden nun strukturseitig die Sensitivitätsgleichungen GSE I verwendet

werden. Fluidseitig werden die Gleichungen GSE II angesetzt. Die dem direkten Ansatz

zu Grunde liegenden Gleichungen lauten dann:

dS =
∂S
∂s
ds +

∂S
∂d

dd +
∂S
∂y

dy +
∂S
∂q

dq = 0 (6.1)

dy = dfy =
∂fy
∂s
ds +

∂fy
∂d

dd +
∂fy
∂q

dq (6.2)

dq = dfq =
∂fq
∂s
ds +

∂fq
∂d

dd +
∂fq
∂y

dy (6.3)
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Daraus ergibt sich folgendes Gleichungssystem zur Bestimmung der Systemableitungen:


∂S
∂d

∂S
∂y

∂S
∂q

∂fy
∂d
−I ∂fy

∂q
∂fq
∂d

∂fq
∂y
−I




dd
ds

dy
ds

dq
ds

 = −


∂S
∂s
∂fy
∂s
∂fq
∂s

 (6.4)

Diese Gleichungen ersetzten die Gleichungen GSE I oder GSE II und fügen sich, wie

in Abschnitt 5.4 beschrieben, in die weiteren Schritte der Sensitivitätsanalyse und der

Optimierung ein.

Bemerkung 1 : Die Gleichungen der kombinierten Sensitivitätsanalyse lassen sich alter-

nativ auch analog zur Herleitung der Gleichungen GSE I aufstellen: Die Berechnung von

Fluidnetz und Fluid mit Black Box-Lösern wird über die expliziten Funktionen fy und

fq ausgedrückt (Gleichungen 5.60 und 5.61). Werden diese in impliziter Form formuliert,

so ergeben sich wieder die Residuen M und F :

M = fy(s,d,q)− y = 0 (6.5)

F = fq(s,d,y)− q = 0 (6.6)

Deren partielle Ableitungen in Abhängigkeit der expliziten Funktionen fy und fq sind

wie folgt:

∂M
∂s

=
∂fy
∂s

(6.7)

∂M
∂d

=
∂fy
∂d

,
∂M
∂y

= −I und
∂M
∂q

=
∂fy
∂q

. (6.8)

∂F
∂s

=
∂fq
∂s

(6.9)

∂F
∂d

=
∂fq
∂d

,
∂F
∂y

=
∂fq
∂y

und
∂F
∂q

= −I. (6.10)

Es muss dM = 0 und dF = 0 gelten. Unter Berücksichtigung obiger Formulierungen

lassen sich damit folgende Sensitivitätsgleichungen aufstellen:

dM =
∂M
∂s

ds +
∂M
∂d

dd +
∂M
∂y
· dy +

∂M
∂q

dq = 0 (6.11)

=
∂fy
∂s
ds +

∂fy
∂d

dd− I · dy +
∂fy
∂q

dq = 0 (6.12)
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dF =
∂F
∂s

ds +
∂F
∂d

dd +
∂F
∂y
· dy +

∂F
∂q

dq = 0 (6.13)

=
∂fq
∂s
ds +

∂fq
∂d

dd +
∂fd
∂y

dy − I · dq = 0 (6.14)

Eliminiert man dy bzw. dq, so sind die Gleichungen identisch mit den Differentialen der

Systemvariablen 6.2 und 6.3, welche der kombinierten Sensitivitätsanalyse zu Grunde

liegen.

Bemerkung 2 : Die kombinierte Sensitivitätsanalyse lässt sich auf beliebige Residuen, also

auf beliebige Mehrfeldprobleme übertragen. Je nach Zielsetzung können dann gemischte

Ansätze der Sensitivitätsanalyse angesetzt werden. In der FSI könnten beispielsweise

auch fluidseitig residuumsbasierte Gleichungen angesetzt werden, während strukturseitig

in- und outputbasierte Verarbeitung stattfindet.

6.3. Adjungierte kombinierte Sensitivitätsanalyse

Dieser Abschnitt widmet sich der adjungierten Formulierung der kombinierten Sensi-

tivitätsanalyse, welche nach der Lagrange-Methode (Abschnitt 5.5.1) entwickelt wird.

Hier legen die Nebenbedingungen die Abhängigkeiten der Variablen fest. Diese sind die

implizit formulierten Systemgleichungen, also die Residuen. Um der Forderung nach-

zukommen, dass die Systemgleichungen von Fluidnetz und Fluid nur abhängig von In-

und Outputvariablen sein dürfen, werden Gleichungen 6.5 und 6.6 als Nebenbedingungen

angesetzt. Die Nebenbedingungen lauten dann:

S(s,d,y,q) = 0 (6.15)

M = fy(s,d,q)− y = 0 (6.16)

F = fq(s,d,y)− q = 0 (6.17)

Die Optimierungsvariablen s werden als unabhängige Variablen behandelt und die Sys-

temvariablen d,y und q als abhängige Variablen. Die Lagrangefunktion wird aus der

Zielfunktion ψ und den mit den Lagrange-Multiplikatoren λd, λy und λq versehenen

Nebenbedingungen gebildet:

L = ψ + λTd · S + λTy · M+ λTq · F (6.18)

Am stationären Punkt, wo alle Bedingungen erfüllt sind, muss die erste Variation der

Lagrange-Funktion Null werden und lautet:

δL =
∂L

∂s
δs +

∂L

∂d
δd +

∂L

∂y
δy +

∂L

∂q
δq = 0 (6.19)
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Die Lagrange-Multiplikatoren werden so gewählt, dass die Koeffizienten der abhängigen

Variablen δd, δy und δq verschwinden. Die sich daraus ergebenden nλ Bedingungen

lauten:

∂L

∂d
=
∂ψ

∂d
+ λTd ·

∂S
∂d

+ λTy ·
∂M
∂d

+ λTq ·
∂F
∂d

= 0 (6.20)

∂L

∂y
=
∂ψ

∂y
+ λTd ·

∂S
∂y

+ λTy ·
∂M
∂y

+ λTq ·
∂F
∂y

= 0 (6.21)

∂L

∂q
=
∂ψ

∂q
+ λTd ·

∂S
∂q

+ λTy ·
∂M
∂q

+ λTq ·
∂F
∂q

= 0 (6.22)

Die Koeffizienten der Lagrange-Multiplikatoren λTy und λTq können gemäß Gleichungen

6.8 und 6.10 in Abhängigkeit der expliziten Funktionen fy und fq ausgedrückt werden.

Dann ergibt sich folgendes Gleichungssystem als die gekoppelte adjungierte Gleichung

zur Bestimmung des adjungierten Vektors λ:


∂S
∂d

∂S
∂y

∂S
∂q

∂fy
∂d
−I ∂fy

∂q
∂fq
∂d

∂fq
∂y
−I


T

·


λd

λy

λq

 = −


∂ψ
∂d

T

∂ψ
∂y

T

∂ψ
∂q

T

 (6.23)

Mit den Bedingungen 6.20 bis 6.22 verbleiben in der Variation der Lagrange-Funktion

6.19 nur noch die Koeffizienten ∂L
∂s

der unabhängigen Variablen δs, welche dann – da es

sich nun um ein freies Variationsproblem handelt – verschwinden müssen:

∂L

∂s
=
∂ψ

∂s
+ λTd ·

∂S
∂s

+ λTy ·
∂M
∂s

+ λTq ·
∂F
∂s

= 0 (6.24)

Hierin lassen sich die Koeffizienten von λTy und λTq gemäß Gleichung 6.7 und 6.9 in

Abhängigkeit der expliziten Funktionen fy und fq darstellen. Bei der Verwendung von

Gradientenmethoden muss der Gradient der Zielfunktion dψ
ds

ermittelt werden. Dieser ver-

schwindet am Optimum und kann mit Erfüllung der Nebenbedingungen S = 0, M = 0

und F = 0 und der obigen Wahl der Lagrange-Multiplikatoren wie folgt formuliert
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werden:

dψ

ds
=

dL

ds
− λTd

dS
ds︸︷︷︸
0

−λTy
dM
ds︸︷︷︸
0

−λTq
dF
ds︸︷︷︸
0

(6.25)

=
∂L

∂s
+
∂L

∂d︸︷︷︸
0

dd

ds
+
∂L

∂y︸︷︷︸
0

dy

ds
+
∂L

∂q︸︷︷︸
0

dq

ds
(6.26)

=
∂ψ

∂s
+ λTd ·

∂S
∂s

+ λTy ·
∂fy
∂s

+ λTq ·
∂fq
∂s

(6.27)

=
∂ψ

∂s
+
[
λTd λTy λTq

]
·


∂S
∂s
∂fy
∂s
∂fq
∂s

 (6.28)

6.4. Effiziente gestaffelte Lösung der

Sensitivitätsgleichungen bei der direkten

Methode

Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine kostenreduzierende Lösung der fluidseitigen Sen-

sitivitätsgleichungen entwickelt, welche hier vorgestellt wird. Es handelt sich um ein

semianalytisches Verfahren, bei dem die partiellen Ableitungen der fluidseitigen Sensi-

tivitätsgleichungen durch finite Differenzen genähert werden. Besonderheit hierbei ist,

dass die Sensitivitätsgleichung des Fluids durch geeignete Wahl der Verhältnisse der

Schrittweiten so vereinfacht wird, dass es möglich ist, alle Variablen simultan zu pertur-

bieren. Dann ist für die Lösung nur eine Fluidanalyse anstatt einer FSI-Analyse nötig,

was wesentlich geringeren Rechenaufwand bedeutet.

Diese Lösung der fluidseitigen Sensitivitätsgleichungen bildet Teil des gestaffelten Ver-

fahrens zur Lösung der Sensitivitätsgleichungen für die direkte kombinierte Sensitivitäts-

analyse.

6.4.1. Lösung der fluidseitigen Sensitivitätsgleichungen

Die Gleichungen 6.1, 6.2 und 6.3 bilden die Grundlage der kombinierten Sensitivitäts-

analyse. Die fluidseitigen Gleichungen schreiben sich für eine Optimierungsvariable si
mit i = 1 . . . ns wie folgt:

dy

dsi
=
dfy
dsi

=
∂fy
∂si

+

nd∑
j=1

∂fy
∂dj

ddj
dsi

+

nq∑
j=1

∂fy
∂qj

dqj
dsi

(6.29)
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dq

dsi
=
dfq
dsi

=
∂fq
∂si

+

nd∑
j=1

∂fq
∂dj

ddj
dsi

+

ny∑
j=1

∂fq
∂yj

dyj
dsi

(6.30)

Während für die strukturseitige Sensitivitätsgleichung eine Gleichungslösung erforder-

lich ist, sind für die fluidseitigen Sensitivitätsgleichungen keine Gleichungslösungen er-

forderlich, da die zu bestimmenden Systemableitungen schon isoliert stehen. Allerdings

müssen die partiellen Ableitungen der expliziten Funktionen fy und fq für die Lösung

der Systemableitungen ermittelt werden. Dafür stehen nur Systemin- und -output zur

Verfügung. In der Literatur lässt sich dafür das eigenformbasiertes Reduktionsverfahren

zur Berechnung der partiellen Ableitungen (siehe Abschnitt 5.8) von Guinta [43] finden.

In dieser Arbeit wird ein alternatives und effizientes Näherungsverfahren zur Berechnung

der fluidseitigen Systemableitungen vorgestellt.

Zur Erklärung des Verfahrens wird hier beispielhaft die Sensitivitätsgleichung 6.30 ver-

wendet. Die Systemableitung dq
dsi

kann entweder direkt durch finite Differenzen genähert

werden oder durch die Summe der mit den jeweiligen Systemableitungen multiplizier-

ten Finite-Differenzen-Näherungen für die partiellen Ableitungen. An dieser Stelle ist

es wichtig, zwischen Finite-Differenzen-Näherungen für totale Ableitungen, wie dq
dsi

, und

Finite-Differenzen-Näherungen für partiellen Ableitungen, wie
∂fq
∂si

, zu unterscheiden. Für

eine detaillierte Erklärung zur Näherung der Ableitungen mehrdimensionaler Funktionen

durch finite Differenzen und deren Zusammenhang mit der Kettenregel sei auf Anhang

A.1 verwiesen.

Die direkte Näherung des totalen Differenzials dq
dsi

an der Stelle (s(k),d(k),y(k)) lautet

wie folgt:

dq

dsi
(s(k),d(k),y(k)) =

dfq
dsi

(s(k),d(k),y(k))

≈
fq(s(k) + εei, fd(s(k) + εei), fy(s(k) + εei))− fq(s(k),d(k),y(k))

ε
(6.31)

Hier ist ei der i-te kartesische Einheitsvektor und es gilt d(k) = fd(s(k)), sowie y(k) =

fy(s(k)). Hier wird die Variable si mit der Schrittweite ε perturbiert. Um die Funktion

fq an der Stelle s(k) + εei auszuwerten, ist es notwendig fd(s(k) + εei) und fy(s(k) + εei)

auszuwerten. Diese sind wiederum von fq an der Stelle s(k) + ε abhängig. Um dieser

Kopplung gerecht zu werden, sind die auskonvergierten Lösungen der Systemvariablen

d, y und q für das perturbierte Design notwendig. Um diese zu ermitteln, muss eine

FSI-Analyse durchgeführt werden. Für obige Vorwärtsdifferenz erster Ordnung ist also

eine vollständige FSI-Analyse notwendig, was beträchtlichen Rechenaufwand bedeutet.

Die Näherungen für die partiellen Ableitungen aus Gleichung 6.30 sind:

∂fq
∂si

(s(k),d(k),y(k)) ≈
fq(s(k) + εei,d

(k),y(k))− fq(s(k),d(k),y(k))

ε
(6.32)
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∂fq
∂dj

(s(k),d(k),y(k)) ≈
fq(s(k),d(k) + δjej,y

(k))− fq(s(k),d(k),y(k))

δj
(6.33)

∂fq
∂yj

(s(k),d(k),y(k)) ≈
fq(s(k),d(k),y(k) + γjej)− fq(s(k),d(k),y(k))

γj
(6.34)

Hierbei werden die Variablen si, d bzw. y mit den Schrittweiten ε, δ = [δ1 . . . δnd ]
T

und γ =
[
γ1 . . . γny

]T
perturbiert. Da hier nur eine Optimierungsvariable und alle

Systemvariablen betrachtet werden, muss nur eine Schrittweite ε für die Optimierungs-

variable und individuelle Schrittweiten δj und γj mit j = 1, . . . , ny für die Systemva-

riablen eingeführt werden. Für die Funktion fq sind s, d und y unabhängige Varia-

blen. Die Auswertung von fq erfolgt ohne Berücksichtigung einer Kopplung. Das heißt

fq(s(k) +εei,d
(k),y(k)), fq(s(k),d(k) +δjej,y

(k)) bzw. fq(s(k),d(k),y(k) +γjej) können sofort

auf Grundlage bekannter Variablen ausgewertet werden. Zur Berechnung eines der obi-

gen Ausdrücke ist also eine Auswertung von fq, d.h. eine reine CFD-Analyse notwendig.

Nun folgt die Bestimmung von dq
dsi

nach der Kettenregel durch die Bildung der gewich-

teten Summe der Näherungen der partiellen Ableitungen:

dq

dsi
(s(k),d(k),y(k)) =

dfq
dsi

(s(k),d(k),y(k)) (6.35)

≈
fq(s(k) + εei,d

(k),y(k))− fq(s(k),d(k),y(k))

ε

+

nd∑
j=1

fq(s(k),d(k) + δjej,y
(k))− fq(s(k),d(k),y(k))

δj

ddj
dsi

+

ny∑
j=1

fq(s(k),d(k),y(k) + γjej)− fq(s(k),d(k),y(k))

γj

dyj
dsi

Durch die Wahl der Schrittweiten zu

δj =
ddj
dsi

ε und γj =
dyj
dsi

ε (6.36)

kann ein gemeinsamer Nenner gebildet werden:

dq

dsi
(s(k),d(k),y(k)) ≈

fq(s(k) + εei,d
(k),y(k))− fq(s(k),d(k),y(k))

ε
(6.37)

+

nd∑
j=1

fq(s(k),d(k) +
ddj
dsi
εej,y

(k))− fq(s(k),d(k),y(k))

ε

+

ny∑
j=1

fq(s(k),d(k),y(k) +
dyj
dsi
εej)− fq(s(k),d(k),y(k))

ε
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Da für die Finite Differenzen Näherung die Annahme gemacht wurde, dass sich fq im

Bereich der Schrittweiten linear verhält, lässt sich die Formulierung zu

dq

dsi
(s(k),d(k),y(k)) ≈

fq(s(k) +εei,d
(k) + dd

dsi
ε,y(k) + dy

dsi
ε)− fq(s(k),d(k),y(k))

ε
(6.38)

zusammenfassen. Man stellt fest, dass Gleichung 6.38 der finiten Differenz der tota-

len Ableitung (Gleichung 6.31) entspricht, wenn man folgende Näherung (Taylorreihe)

berücksichtigt:

d(k) + δ = d(k) +
dd

dsi
ε ≈ fd(s(k) + ε) (6.39)

y(k) + γ = y(k) +
dy

dsi
ε ≈ fy(s(k) + ε) (6.40)

Es lässt sich zusammenfassen:

Die direkte Näherung der totalen Ableitung (Gleichung 6.31) geschieht durch die Pertur-

bation von si. Dies hat die erneute Auswertung der abhängigen Variablen d und y zur

Folge. Wegen deren Kopplung mit q, liegt der Rechenaufwand bei einer vollständigen

FSI-Analyse pro Optimierungsvariable.

Bei die Näherung der partiellen Ableitungen (Gleichung 6.35) werden die Variablen s,

d bzw. y perturbiert. Es ist keine Kopplung der Systemvariablen zu berücksichtigen.

Für jede der 1 + nd + ny finiten Differenzen ergibt sich der Rechenaufwand zu einer

Fluidanalyse. Vereinfacht man die Formulierung durch geschickte Wahl der Schrittwei-

ten (Gleichung 6.36) zu Gleichung 6.38 , so ist es möglich alle Variablen simultan zu

perturbieren. Der Rechenaufwand ergibt sich zu einer einzigen CFD-Analyse, die einen

Bruchteil einer FSI-Analyse darstellt.

6.4.2. Gestaffelte Lösung der Sensitivitätsgleichungen

Da zur Bestimmung von dq
dsi

die Systemableitung dd
dsi

benötigt wird und diese gekoppelt

sind, wird das gestaffelte Verfahren der Sensitivitätsanalyse durchgeführt. Es erfolgt

nach dem Schema aus Abschnitt 5.4.2.2 und schreibt sich unter Einbeziehung der obigen

Methode wie folgt:

∂S
∂d

dd

dsi

(l)

= −∂S
∂si
− ∂S
∂y

dy

dsi

(l−1)

− ∂S
∂q

dq

dsi

(l−1)

(6.41)

dy

dsi

(l)

=
fy(s(k) +εei,d

(k) + dd
dsi

(k,l)
ε,q(k) + dq

dsi

(k,l−1)
ε)− fy(s(k),d(k),q(k))

ε
(6.42)



128 KAPITEL 6. KOMBINIERTE SENSITIVITÄTSANALYSE

dq

dsi

(l)

=
fq(s(k) +εei,d

(k) + dd
dsi

(k,l)
ε,y(k) + dy

dsi

(k,l)
ε)− fq(s(k),d(k),y(k))

ε
(6.43)

6.5. Partitionierte kombinierte Sensitivitätsanalyse

für die Formoptimierung

In diesem Abschnitt wird die Formulierung der kombinierten Sensitivitätsanalyse für die

Formoptimierung und den partitionierten Ansatz entwickelt. Dies betrifft die Berücksich-

tigung der Geometriedefinition und des Datentransfers am nicht-koinzidenten Netz in der

Formulierung (vgl. Abschnitt 5.9). Da die geläufigen Strömungssimulationsprogramme

die Berechnung des Fluidnetzes einschließen (ALE Ansatz, vgl. Abschnitt 3.3.1), wird

hier gemäß diesen technischen Gegebenheiten die Reduktion auf zwei Systeme, Struk-

tur und Fluid, vorgenommen. Auf dieser Grundlage wird zunächst die Formulierung für

die direkte und adjungierte kombinierte Sensitivitätsanalyse entwickelt und weiterhin

auf die Lösung der fluidseitigen Sensitivitätsgleichung für die numerische Optimierung

eingegangen.

Abbildung 6.2 zeigt eine schematische Darstellung des partitionierten Ansatzes für die

FSI-Berechnung als Bestandteil einer numerischen Formoptimierung (vgl. Abschnitt

2.3.2, NAND). Es kommen zwei Berechnungsprogramme, die für Struktur und Fluid,

zum Einsatz. Erfolgt die Berechnung durch diese zwei Programme, lässt sich auch die

mathematischen Darstellung entsprechend auf zwei Systeme S und F reduzieren. So ist

im Folgenden die Strömungssimulation immer inklusive der Netzanpassung zu verstehen

und dementsprechend umfasst die Systemgleichung F fortan Strömungsgleichungen und

Netzanpassung.

Abbildung 6.2.: Schema der partitionierten FSI Analyse als Bestandteil einer numeri-

schen Optimierung.

Desweiteren können die impliziten und expliziten Systemgleichungen als Funktionen der

tatsächlich benötigten In- und Outputgrößen dargestellt werden. Die Eingangswerte der

Struktursimulation sind hier die aerodynamischen Lasten in Form der Drücke am Inter-

face pΓ,S. Die Strukturverschiebungen d sind der Output. Der Input der Strömungssi-
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mulation inklusive Netzadaption ist dahingegen die Berandung des Strömungsgebietes,

die durch die Strukturverschiebungen dΓ,F festlegt wird. Der Output sind die Drücke am

gemeinsamen Interface pΓ,F . Die Geometrie x = x(s) der Struktur ist bei der Einbettung

in einen numerischen Optimierungsprozess sowohl Inputgröße für Struktur- also auch für

Fluidberechnung. Alle diese Daten unterliegen dem Datentransfer am nicht-koinzidenten

Netz und werden bezüglich der benötigten Diskretisierung durch die Transfermatrizen

Td, Tp und Tx transformiert (vgl. Abschnitt 5.9.2).

Die Systemgleichung des Gesamtsystems kann wie folgt dargestellt werden:

R(x, r) =

{
S(x,d,pΓ,S)

F(xΓ,F ,dΓ,F ,q)

}
= 0 (6.44)

Die Systemvariablen r reduzieren sich auf

r =

{
d

q

}
. (6.45)

Die explizite Schreibweise der Systemgleichungen lautet:

d = fd(x,pΓ,S) (6.46)

q = fq(xΓ,F ,dΓ,F ) (6.47)

Damit lassen sich die Sensitivitätsgleichungen wie folgt entwickeln:

dS =
∂S
∂x

dx +
∂S
∂d

dd +
∂S
∂pΓ,S

dpΓ,S

=
∂S
∂x

dx

ds
ds +

∂S
∂d

dd +
∂S
∂pΓ,S

·Tp ·
dpΓ,F

dq
dq = 0 (6.48)

dq =
∂fq
∂xΓ,F

dxΓ,F +
∂fq
∂dΓ,F

ddΓ,F

=
∂fq
∂xΓ,F

·Tx ·
dxΓ,S

ds
ds +

∂fq
∂dΓ,F

·Td ·
ddΓ,S

dd
dd (6.49)

Die zu lösenden Gleichungssysteme für die direkte und die adjungierte Sensitivitätsana-

lyse werden daraus abgeleitet. Sie stellen die Basis für die technische Umsetzung der
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kombinierten Sensitivitätsanalyse in dieser Arbeit dar. Für die direkte Sensitivitätsana-

lyse ergibt sich: ∂S
∂d

∂S
∂pΓ,S

·Tp · dpΓ,F

dq

∂fq
∂dΓ,F

·Td · ddΓ,S

dd
−I

[ dd
ds

dq
ds

]
= −

 ∂S
∂x

dx
ds

∂fq
∂xΓ,F

·Tx · dxΓ,S

ds

 (6.50)

Die adjungierte Gleichung lautet:

 ∂S
∂d

∂S
∂pΓ,S

·Tp · dpΓ,F

dq

∂fq
∂dΓ,F

·Td · ddΓ,S

dd
−I

T [ λd
λq

]
= −

[
∂ψ
∂d

T

∂ψ
∂q

T

]
(6.51)

Nun wird die Formulierung von Gleichung 6.38 zur Berechnung der fluidseitigen Syste-

mableitungen für den partitionierten Ansatz entwickelt. Die Sensitivitätsgleichung 6.49

lässt sich

dq

dsi
=

ndΓ,S∑
j=1

∂fq
∂dΓ,S,j

· ddΓ,S,j

dsi
+

nxΓ,S∑
j=1

∂fq
∂xΓ,S,j

· dxΓ,S,j

dsi
(6.52)

formulieren. Die Näherungen der darin vorkommenden partiellen Ableitung durch finite

Differenzen sind

∂fq
∂dΓ,S,j

(x
(k)
Γ,F ,d

(k)
Γ,F ) ≈

fq(Txx
(k)
Γ,S,Td · (d(k)

Γ,S + δjej))− fq(Txx
(k)
Γ,S,Tdd

(k)
Γ,S)

δj
(6.53)

und

∂fq
∂xΓ,S,j

(x
(k)
Γ,F ,d

(k)
Γ,F ) ≈

fq(Tx · (x(k)
Γ,S + χjej),Tdd

(k)
Γ,S)− fq(Txx

(k)
Γ,S,Tdd

(k)
Γ,V )

χj
. (6.54)

Wählt man die Schrittweiten von Strukturverschiebung und Strukturgeometrie zu

δj =
ddΓ,S,j

dsi
ε und χj =

dxΓ,S,j

dsi
ε, (6.55)

dann kann folgende Näherung für die Systemableitung gemacht werden:

dq

dsi
(x

(k)
Γ,F ,d

(k)
Γ,F ) ≈

fq(x
(k)
Γ,F,pert,d

(k)
Γ,F,pert)− fq(x

(k)
Γ ,d

(k)
Γ,F )

ε
(6.56)

mit

x
(k)
Γ,F,pert = x

(k)
Γ,F +

dxΓ,F

dsi
ε und d

(k)
Γ,F,pert = d

(k)
Γ,F +

ddΓ,F

dsi
ε. (6.57)
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ddΓ,S

dsi
=

ddΓ,S

dd
dd
dsi

und
dxΓ,S

dsi
=

dxΓ,S

dx
dx
dsi

sind Komponenten der Systemableitungen der

Struktur und der Ableitungen dx
dsi

.

In Anhang A.2 findet sich eine anschauliche und grafisch verdeutlichte Erklärung zur

effizienten Ermittlung der fluidseitigen Systemableitungen.

Bemerkung : Die Bestimmung der perturbierten Geometrie muss nicht über die obige

Formulierung x
(k)
Γ,F,pert = x

(k)
Γ,F +

dxΓ,F

dsi
ε erfolgen. Wenn der Zusammenhang x(s) a priori

bekannt ist, kann die perturbierte Geometrie auch durch x
(k)
Γ,pert = xΓ(s + εei) bestimmt

werden.

6.6. Algorithmik der direkten kombinierten

Sensitivitätsanalyse

In diesem Abschnitt wird eine Algorithmik zur kombinierten Sensitivitätsanalyse vor-

gestellt. Grundlage sind drei Prozesse: Berechnungsprogramme für Struktur und Fluid

und eine Schnittstelle für den Datentransfer. Dabei ist die Optimierung ein Modul des

Struktursimulationsprogramms und wird von diesem übernommen. Das Strömungssi-

mulationsprogramm muss nur den üblichen In- und Output liefern, wird also als reiner

Black Box Code benutzt. Die Schnittstelle steuert die Kommunikation der Berechnungs-

programme und den Datentransfer am nicht-koinzidenten Netz.

Die für diese Arbeit relevanten Zielfunktionen sind Funktionen strukturseitiger Varia-

blen, wie Strukturverschiebung und Strukturbelastung. In Abschnitt 6.6.1 wird gezeigt,

dass dies eine Reduktion der Ordnung des zu lösenden Gleichungssystems erlaubt, wo-

durch sich die Rechenkosten reduzieren lassen.

In Abschnitt 6.6.2 wird die Sensitivitätsgleichung für die Struktur formuliert. In der

vorgestellten Algorithmik wird diese aus der geometrisch linearen Systemgleichung ent-

wickelt. Die Sensitivitätsgleichung für die Struktur ist ein lineares Gleichungssystem.

6.6.1. Reduktion der Ordnung der Sensitivitätsgleichungen

Die Zielfunktion wurde in Kapitel 5 als Funktion der Optimierungs- und aller Systemva-

riablen eingeführt. Die Zielfunktionen, die für diese Arbeit von Bedeutung sind, geben

das Strukturverhalten oder Einflüsse auf dieses wieder. Sie sind Funktionen der Struktur-

verschiebungen d, beispielsweise zur Minimierung der Verformung, oder Funktionen der

Strömungslasten auf die Struktur pΓ, beispielsweise zur Minimierung der Strukturbe-

lastung. Die Drücke pΩrΓ innerhalb des Strömungsgebietes und die Geschwindigkeiten

u gehen dann nicht in die Zielfunktion ein. Es werden daher auch nur die Systema-
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bleitungen dd
ds

und dpΓ

ds
zur Ermittlung des Gradienten der Zielfunktion benötigt. Dies

ermöglicht eine Reduktion der Ordnung des zu lösenden Gleichungssystems 6.50.

Da d und pΓ von pΩrΓ und u entkoppelt sind, ausgedrückt durch dd
dpΩrΓ

= 0, dd
du

=

0, dpΓ

dpΩrΓ
= 0 und dpΓ

du
= 0, sind auch die jeweiligen Systemableitung entkoppelt. Die

Systemableitungen dpΩrΓ

ds
und du

ds
werden also nicht zur Bestimmung von dd

ds
und dpΓ

ds

benötigt. Die Entkoppelung lässt sich sofort erkennen, wenn Gleichung 6.50 wie folgt

dargestellt wird:
∂S
∂d

∂S
∂pΓ,S

·Tp 0 0
dpΓ,F

dq

∂fq
∂dΓ,F

·Td · ddΓ,S

dd
−I 0 0

dpΩrΓ

dq

∂fq
∂dΓ,F

·Td · ddΓ,S

dd
0 −I 0

du
dq

∂fq
∂dΓ,F

·Td · ddΓ,S

dd
0 0 −I




dd
ds

dpΓ,F

ds
dpΩrΓ

ds

du
ds

 =

−


∂S
∂x

dx
ds

dpΓ,F

dq

∂fq
∂xΓ,F

·Tx · dxΓ,S

ds

dpΩrΓ

dq

∂fq
∂xΓ,F

·Tx · dxΓ,S

ds

du
dq

∂fq
∂xΓ,F

·Tx · dxΓ,S

ds

 (6.58)

Die grau unterlegten Nebendiagonalterme sind die Koeffizienten, über welche dpΩrΓ

ds
und

du
ds

in die Formulierung von dd
ds

und dpΓ

ds
eingehen. Da sie Null sind, ist das Gleichungssys-

tem für die gesuchten Systemableitungen dd
ds

und dpΓ

ds
entkoppelt und es bleibt folgendes

reduziertes Gleichungssystem zu lösen: ∂S
∂d

∂S
∂pΓ,S

·Tp

dpΓ,F

dq

∂fq
∂dΓ,F

·Td · ddΓ,S

dd
−I

[ dd
ds

dpΓ,F

ds

]
= −

 ∂S
∂x

dx
ds

dpΓ,F

dq

∂fq
∂xΓ,F

·Tx · dxΓ,S

ds

 (6.59)

Es findet eine Reduktion von der Ordnung nd + nq auf nd + npΓ
statt. Das verbleibende

Gleichungssystem ist gekoppelt und kann nicht weiter reduziert werden.

6.6.2. Sensitivitätsgleichung für lineares Strukturverhalten

Die residuumsbasierte Sensitivitätsgleichung der Struktur beinhaltet die partiellen Ab-

leitungen der Systemgleichung nach den Systemvariablen. Diese Terme können analy-

tisch oder semianalytisch bestimmt werden. Die Ausformulierung auf der Grundlage der

linearen Systemgleichung mit konstanter Steifigkeitsmatrix K, welche lineares System-

verhalten beschreibt oder sich aus der Linearisierung einer nichtlinearen Systemgleichung

ergibt, wird im Folgenden vorgestellt. Die algorithmische Umsetzung dieser Arbeit bein-

haltet ausschließlich lineares Systemverhalten.
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Die diskrete Systemgleichung schreibt sich für lineares Strukturverhalten in Abhängig-

keit der Steifigkeitsmatrix K, der Strukturverschiebungen d, des Lastvektors der Strö-

mungslasten fae, des Lastvektors aus sonstiger Strukturbelastung f0 und der Optimie-

rungsvariablen s wie folgt:

S = K(x(s)) · d− f0(x(s))− fae = 0 (6.60)

Betrachtet man die Sensitivitätsgleichung für die Formoptimierung im partitionierten

Ansatz (Gleichung 6.48), so sind mit Gleichung 6.60 die Terme ∂S
∂x

, ∂S
∂d

und ∂S
∂pΓ,S

zu

formulieren:

∂S
∂x

=
∂K

∂x
· d− ∂f0

∂x
(6.61)

∂S
∂d

= K (6.62)

∂S
∂pΓ,S

=
∂S

∂fae
· ∂fae
∂pΓ,S

= − ∂fae
∂pΓ,S

= −U (6.63)

Die Matrix U = ∂fae
∂pΓ,S

transformiert Drücke, die auf der Oberfläche der Struktur wirken

in Knotenkräfte. Um den Lastvektor fae = U · pΓ,S aus den Drücken pΓ,S zu erzeugen,

wird sie bei der Strukturanalyse benötigt. Gleichung 6.59 wird mit den obigen Termen K −U ·Tp

dpΓ,F

dq

∂fq
∂dΓ,F

·Td · ddΓ,S

dd
−I

[ dd
ds

dpΓ,F

ds

]
=

−

 ∂K
∂x

dx
ds
· d− ∂f0

∂x
dx
ds

dpΓ,F

dq

∂fq
∂xΓ,F

·Tx · dxΓ,S

ds

 . (6.64)

6.6.3. Ablaufdiagramm der Sensitivitätsanalyse

In diesem Abschnitt soll die die gestaffelte Lösung der Sensitivitätsgleichungen durch ein

Ablaufdiagramm (Abbildung 6.3) veranschaulicht werden. Die beteiligenden Programme

sind darin durch Spalten symbolisiert. Spalte 1 entspricht dem Struktursimulationspro-

gramm, welches das Modul Optimierung enthält. Spalte 2 entspricht dem Datentransfer-

und Kopplungstool. In Spalte 3 ist das Strömungssimulationsprogramm dargestellt. Wei-

terhin sind die Softwaremodule farblich gekennzeichnet: Rot für Optimierung, grün für

Struktursimulation inklusive strukturseitige Sensitivitätsanalyse, orange für Datentrans-

fer, blau für Strömungssimulation. Da zur Lösung der strukturseitigen Sensitivitäts-

gleichungen Informationen aus der Strukturanalyse benötigt werden, ist es sinnvoll, die
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entsprechenden Routinen im Struktursimulationsprogramm zu implementieren. Der zeit-

liche Ablauf erfolgt von oben nach unten. Die Schleife über die Optimierungsvariablen

ist mit dem Iterationsindex i, die interne Schleife der Sensitivitätsanalyse mit l und die

Iterationen des Optimierungsalgorithmus mit k gekennzeichnet.

Der Ablauf des Verfahrens zur Lösung der Sensitivitätsgleichungen 6.64 und zur Er-

mittlung des Gradienten der Zielfunktion beginnt mit der Lösung der strukturseitigen

Sensitivitätsgleichung. Diese lautet

K(k) ·
(
dd

dsi

)(k,l)

=

−
(
∂K

∂x

)(k)(
dx

dsi

)(k)

· d(k) −
(
∂f0

∂x

)(k)(
dx

dsi

)(k)

+

(
dfae
dsi

)(k,l−1)

. (6.65)

Die rechte Seite wird als Pseudolastvektor bezeichnet. Daraufhin werden die Systemablei-

tungen des Fluids über das semianalytische Verfahren durch Gleichung 6.56 bestimmt.

Um dabei vorhandene Routinen der FSI-Analyse auszunutzen, wird pΓ,F auf die Struk-

turdiskretisierung übertragen und dann in Knotenkräfte umgewandelt. So werden die

aerodynamischen Kräfte fae = U ·Tp · pΓ,F empfangen und daraus die Systemableitung
dfae
dsi

= U ·Tp · ∂pΓ,F

∂q
dq
dsi

berechnet. Unter Verwendung von Gleichung 6.56 wird diese zu

(
dfae
dsi

)(k,l)

=

1

ε
·U ·Tp ·

∂pΓ,F

∂q

(
fq

(
x

(k,i,l)
Γ,F,pert,d

(k,i,l)
Γ,F,pert

)
− fq

(
x

(k)
Γ,F ,d

(k)
Γ,F

))
(6.66)

mit

d
(k,i,l)
Γ,F,pert = Td ·

(
d

(k)
Γ,S +

ddΓ,S

dd

(
dd

dsi

)(k,l)

· ε

)

und

x
(k,i,l)
Γ,F,pert = Tx ·

(
x

(k)
Γ,S +

dxΓ,S

dsi
· ε
)

.

Der Gradient der Zielfunktion wird dann in Abhängigkeit dieser Systemableitungen zu(
dψ

dsi

)(k)

=
∂ψ

∂si
+
∂ψ

∂d
·
(
dd

dsi

)(k,l)

+
∂ψ

∂fae
·
(
dfae
dsi

)(k,l)

(6.67)

berechnet. Die Lösungen der Sensitivitätsgleichungen erfolgen wiederholt in einer Schleife

bis Konvergenz erreicht wird.
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Bemerkung 1 : Einen großen Teil der Implementierung im Strukturcode machen die Rou-

tinen zur Berechnung der Terme(
∂K

∂si

)(k)

=

(
∂K

∂x

)(k)(
dx

dsi

)(k)

und

(
∂f0

∂si

)(k)

=

(
∂f0

∂x

)(k)(
dx

dsi

)(k)

(6.68)

des Pseudolastvektors aus. Die rein analytische Bestimmung der Terme ist sehr komplex

[24]. Es bietet sich an, an dieser Stelle auf finite Differenzen zurückzugreifen [36]. Es

können die finiten Differenzen ∂K
∂si
≈ K(x(s+∆siei))−K(x(s))

∆si
und ∂f0

∂si
≈ f0(x(s+∆siei))−f0(x(s))

∆si

gebildet werden. Alternativ können die finiten Differenzen ∂K
∂xj
≈ K(x+∆xjej)−K(x)

∆xj
und

∂f0
∂xj
≈ f0(x+∆xjej)−f0(x)

∆xj
gebildet und mit den analytischen Ableitungen

dxj
dsi

multipliziert

werden.

Bemerkung 2 : Der Startwert für dfae
dsi

wird durch einen Prediktor auf der Grundlage

vorheriger Optimierungsiterationen vorgegeben.

Bemerkung 3 : Die Fluidanalyse mit den perturbierten Variablen d
(k,i,l)
Γ,F,pert und x

(k,i,l)
Γ,F,pert

wird einmal in jedem Schleifendurchlauf der Sensitivitätsanalyse durchgeführt. In der

Regel wird für die Analyse ein implizites Verfahren verwendet, so dass man auch hier

automatisch eine konvergierte Fluidlösung erhält. Wird eine explizite FSI-Analyse durch-

geführt, wird Konvergenz nicht lokal in jeder Fluidberechung, sondern erst bei der FSI-

Analyse erzielt. Dann ist zu beachten, dass im Rahmen der Sensitivitätsanalyse eine

auskonvergierte Lösung der Strömungssimulation erhalten wird. Man kann sich auch da-

mit behelfen, eine weitere Schleife einzuführen, in der die perturbierten Variablen so oft

an das Fluid übergeben werden bis Konvergenz erreicht ist. Allerdings ist zu beachten,

dass in jedem Durchlauf der Datentransfer unnötigerweise ausgeführt wird.
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Abbildung 6.3.: Algorithmik der kombinierten Sensitivitätsanalyse im Optimierungs-

schritt k.
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6.7. Berechnungsbeispiele

6.7.1. Software-Framework für die gradientenbasierte

Optimierung

Die numerische Optimierung mit der direkten kombinierten Sensitivitätsanalyse erfolgt

nach NAND-Verfahren. Im Rahmen dieser Arbeit wird für die gradientenbasierte Opti-

mierung von FSI-Problemen ein modulares Framework auf der Grundlage des partitio-

nierten Ansatzes und des NAND-Verfahrens erstellt, welches maximale Flexibilität für

die optimale Behandlung unterschiedlicher technisch relevanter Anwendung ermöglichen

soll. Die NAND-Methode in der Optimierung und das partitionierte Verfahren der FSI

macht eine modulare Softwarearchitektur möglich. Die Herausforderung dabei ist die

Kombination von partitioniertem Ansatz und dem NAND-Verfahren, da neben unter-

schiedlichen Modulen auch unterschiedliche Software zum Einsatz kommt. Ein wesent-

liches Thema ist auch die Kopplung der Berechnungscodes und der damit verbundene

Datentransfer am nicht-koinzidenten Netz, welcher für jedes Modul auf individuelle Wei-

se erfolgen muss.

In der Literatur wird oft die Wichtigkeit der Software-Modularität hervorgehoben. So er-

streben viele Arbeitsgruppen, die sich mit der Optimierung von FSI-Problemen beschäfti-

gen, ein modulares Framework für unterschiedliche Anwendungen. Die gradientenba-

sierte Optimierung auf Basis des partitionierten Ansatzes nach dem NAND Konzept

wird daher von einigen Forschergruppen verfolgt. Guinta präsentiert Optimierung und

Sensitivitätsanalyse mit Black Box-Lösern. Dieser Ansatz ist für die bestmögliche Aus-

tauschbarkeit der Berechnungsprogramme konzipiert [43]. In [104] und [81] wird ein

modulares Framework für die Optimierung von FSI-Problemen auf Grundlage des parti-

tionierten Verfahrens vorgestellt. Die gestaffelte Sensitivitätsanalyse, die Kopplung der

Einzelfeldlöser, der Datentransfer am nicht-koinzidenten Netz, die FSI-Analyse und die

Optimierungstechniken werden hier unabhängig voneinander behandelt. Ausschlagge-

bende Arbeiten stammen aus K. Mautes Arbeitsgruppe [84, 83], wo Flexibilität und

Modularität durch die Anwendung der Methoden in unterschiedlichen Disziplinen gezeigt

werden. Dort wird auch ein Framework für die Erweiterung auf eine 5-Feld Formulierung

der Elektro-Fluid-Struktur Interaktion [102] und für Robust Design [3] vorgestellt.

In Abschnitt 2.3.2 wurde der NAND-Ansatz vorgestellt und in Kapitel 5 wurde die

Einbettung der Sensitivitätsanalyse in einen Optimierungsablauf nach diesem Verfah-

ren dargestellt. Die Module Analyse, Sensitivitätsanalyse und Designupdate sind in die

Optimierungsschleife eingebettet und werden in zeitlicher Abfolge nacheinander durch-

laufen. Im partitionierten Ansatz kommt unterschiedliche Software für Fluid, Struktur

und Kopplung zum Einsatz. Diese Programme laufen zeitlich parallel. In jedem Modul

werden Routinen betreffend Struktur, Fluid und Kopplung benötigt. So muss die ent-

sprechende Software in jedem Modul verfügbar sein. Es ist Kommunikation und Daten-
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transfer sowohl zwischen den Programmen wie auch zwischen den Modulen notwendig.

Die Interprozesskommunikation zwischen den Programmen ist für jedes Modul indivi-

duell, da die benötigten Information unterschiedlicher Art sind.

Grafik 6.4 zeigt das Schema des NAND-Verfahrens im partitionierten Ansatz. Dabei sind

die Module untereinander dargestellt, wobei der zeitliche Ablauf von oben nach unten

erfolgt. In allen Grafiken dieses Kapitels sind die parallel laufenden Programme durch

Spalten dargestellt und farblich gekennzeichnet. Die Zugehörigkeit zum Strukturcode ist

grün, das Kopplungstool orange und der Fluidcode blau gekennzeichnet. Desweiteren

sind die Optimierung betreffenden Routinen rot unterlegt.

Das Modul Analyse beinhaltet eine FSI-Analyse. Der Datentransfer am nicht-koinzidenten

Netz wird durch Übergabe der Strukturverschiebungen an das Fluid und der Strömungs-

lasten an die Struktur vorgenommen. Iterationen sind hier notwendig und ein Konver-

genzcheck wird ausgeführt.

Das Modul Sensitivitätsanalyse dient der Berechnung der Gradienteninformation für den

gewählten Optimierungsalgorithmus. Die Kopplungsdaten unterscheiden sich nach Typ

der Sensitivitätsanalyse. Es handelt es sich um netzbasierte Größen, für welche der Da-

tentransfer am nicht-koinzidenten Interface in der Regel in iterativer Weise durchgeführt

werden muss.

Im Modul Designupdate wird die Form der Struktur aktualisiert. Jede Designänderung

der Struktur muss an das Fluid als Basis für die nächste FSI-Analyse übergeben werden.

Hier wird die Information nur in eine Richtung übergeben und es sind keine Iterationen

notwendig. Allerdings muss der Datentransfer am nicht-koinzidenten Netz berücksichtigt

werden.

Dieses Framework ist auf die Behandlung von FSI-Problemen ausgelegt. Es lässt sich für

Mehrfeldprobleme verallgemeinern. Mit dem Austausch der Analysesoftware überträgt

man das Framework auf andere oberflächengekoppelte Probleme. Für volumengekoppelte

Mehrfeldprobleme ist ein anderes Kopplungsverfahren, beispielsweise durch Austausch

der Kopplungssoftware nötig.
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Abbildung 6.4.: Übersicht des Software-Frameworks für NAND und partitioniertes

Verfahren.

In dieser Arbeit kamen die Programme CARAT, OpenFOAM und CoMA zu Einsatz.

CARAT ist eine lehrstuhleigene akademische Software zur Struktursimulation und Struk-

turoptimierung. Ursprünglich wurde es am Institut für Baustatik, Universität Stutt-

gart, in FORTRAN entwickelt. CARAT basiert auf der Finite-Elemente-Methode. CA-

RAT verfügt über die Möglichkeit der Strukturoptimierung durch Gradientenmetho-

den. Das Programm beinhaltet auch die Sensitivitätsanalyse für die Strukturoptimie-

rung. Für die Strömungssimulation kommt das quellcodeoffene Programm OpenFOAM

(Open Field Operation and Manipulation) zur Anwendung, welches von der Firma Open-

CFD Ltd. entwickelt wird (siehe http://www.openfoam.com). Die Diskretisierung für die

Strömungssimulation erfolgt mit der Finite-Volumen-Methode und es werden Berech-

nungen auf der Basis unterschiedlicher Strömungsmodelle und Turbulenzmodellierung

unterstützt. Die Kopplung der Einzelfeldlöser wird vom Kopplungstool CoMA (Coup-
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ling for Multiphysics Analysis) (siehe Abschnitt 4.5) übernommen.

6.7.2. Optimierung einer umströmten Schale

Die umströmte Schale mit halbelliptischem Profil wurde als akademisches Beispiel ent-

wickelt, um die direkte kombinierte Sensitivitätsanalyse zu testen und das Software-

Framework zu verifizieren. Dabei wurde die Aufgabe so gewählt, dass intuitive Ergeb-

nisse und keine lokalen Minima zu erwarten sind, wie die Reduktion der Verformung oder

der Summe der horizontalen Kräfte bei Reduktion der Höhe. Eine gut konvergierende

FSI-Simulation ist Grundlage für einen reibungslosen Optimierungsablauf, da nur so die

Qualität der Gradienten gesichert ist. Weiterhin ist eine unkomplizierte FSI Simulation

für das Testen der Optimierungsroutinen von Vorteil. Um diese Forderungen zu erfüllen,

wird das Setup des Berechnungsbeispiels in Geometrie und Physik einfach gehalten.

Zur Optimierung der umströmten Schale kommt verschiedene Software für Struktursi-

mulation, Fluidsimulation, Kopplung und Optimierung zu Einsatz. Die Struktursimula-

tion, basierend auf Finiten Elementen, und die Optimierung werden vom Berechnungs-

programm CARAT ausgeführt. Die Strömungssimulation erfolgt durch OpenFoam und

basiert auf der Finiten Volumen Methode. Die Kopplung der Berechnungsprogramme

und der Datentransfer am nicht-koinzidenten Netz wird von CoMA übernommen.

6.7.2.1. Setup

Die umströmte Schale mit halbelliptischem Profil und variabler Höhe kann als als 2D-

Modell einer langen dreidimensionalen Schalenstruktur verstanden werden (Abbildung

6.5). Die Anfangsgeometrie der Schale hat die Form eines Halbkreises mit 0.5 m Radius.

Die Schale ist an den Auflagerpunkten gelenkig gelagert.

Abbildung 6.5.: lange Schale und 2D-Modell.
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Die Definition der Form der Struktur beruht auf dem CADG Konzept. Die Form wird

durch ein Designelement elliptischer Form mit einer Optimierungsvariable, welche die

Position der Koordinaten des FE-Netzes kontrolliert, definiert. Die initiale Form ist ein

Halbkreisprofil, welches zu einer halben Ellipse variiert wird. Das Designelement, welches

in Abbildung 6.6 dargestellt ist, hat die Form einer halben Ellipse mit der Gleichung

z2/b2+x2/a2 = 1. Die Variablen a und b bestimmen den Durchmesser der Ellipsenachsen.

Für die umströmte Schale bleibt die Variable a = 0, 5m, und damit die Breite der Schale,

fest. Die Höhe wird durch die Optimierungsvariable s = b variiert. Die z-Koordinaten

des FE-Netzes sind im Optimierungsschritt k

z(k) = s(k) ·

√
1− x2

0, 25
. (6.69)

Deren Inkrement ergibt sich aus dem Inkrement der Optimierungsvariablen ε zu

∆z(k) = ε(k) ·

√
1− x2

0, 25
= ε(k) z

(k)

s(k)
. (6.70)

Die Höhe der Schale lässt sich durch untere und oberer Schranken der Optimierungs-

variable sl ≤ s ≤ su eingrenzen. Dies ist nötig, um die Qualität des Fluidnetzes zu

wahren.

b
x

a

z

b

a

Abbildung 6.6.: Elliptisches Designelement mit Variablen a und b.

Die Geometrie des Systems lässt sich Abbildung 6.7 entnehmen. Das Fluidgebiet hat

eine Länge von 10 m und eine Höhe von 5 m. Die Anfangsgeometrie der Struktur ist

ein Halbkreis mit einem Radius von 0,5 m, gemessen bis zur Mittelfläche der Schale. Ihr

Mittelpunkt befindet sich auf halber Länge des Fluidfeldes. Da OpenFoam ausschließ-

lich dreidimensionale Modellierung erlaubt, wird die Ausdehnung in y-Richtung zu 1 m

gewählt.

Zur Modellierung der Struktur werden Schalenelemente mit der Dicke 0,01 m verwendet.

Der Berechnung liegt ein lineares Materialgesetz zu Grunde. An den Auflagerpunkten

sind die Strukturverschiebungen in die drei Koordinatenrichtungen behindert (vgl. Ab-

bildung 6.5). Desweiteren sind die Strukturverschiebungen an den Rändern der Struktur
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in y-Richtung verhindert, um einem 2D-Modell einer langen Schalenstruktur (linearer

Verzerrungszustand) gerecht zu werden. Da eine statische Lösung erwartet wird, erfolgt

die Berechnung statisch mit linearer Kinematik und linearem Materialgesetz.

Die Modellierung des Fluids erfolgt durch viskose laminare Strömung. Es ergibt sich

für den Anfangszustand der Optimierung eine Reynoldszahl von Re = 25. Die kine-

matische Viskosität beträgt ν = 0, 02 m2/s. OpenFoam ermöglicht die Lösung in zwei

Dimensionen, so dass keine Variablen in y-Richtung eingeführt werden. An der linken

Berandung des Fluidgebietes wird ein konstantes Einströmprofil mit Einströmgeschwin-

digkeit ux = 1 m/s definiert. Die konstante Geschwindigkeit ux = 1 m/s wird auch am

der oberen Wand angesetzt. Der untere Rand und die Oberfläche der Schalenstruktur

werden mit no slip-Randbedingung, also mit Geschwindigkeiten von Null in allen Rich-

tungen, versehen. Das Gitter ist blockstrukturiert, wobei die Vernetzung im Bereich der

Struktur feiner wird (Abbildung 6.8).

Es wurde eine vorbereitende reine CFD Analyse mit fester Berandung durchgeführt.

Durch Nutzung der Ergebnisse als Startbedingung für die FSI Analyse werden die Re-

chenzeiten wesentlich verkürzt. Es wird inkompressible und laminare Strömung ange-

nommen. Der iterativ gestaffelte Kopplungsalgorithmus für die FSI Analyse beruht auf

der Fixpunktiteration mit Relaxation nach der Aitken ∆2-Methode. Wegen der kon-

stanten Strömungsbedingungen wird eine statische Lösung erwartet. Die FSI Iteratio-

nen werden für jeden Optimierungsschritt bis zum Erreichen der stationären Lösung

ausgeführt. Die Interface-Diskretisierung im Fluid und Strukturmodell sind unterschied-

lich. Die Kopplungsdaten sind Oberflächendrücke und Interface-Verschiebungen in Form

von Strukturverschiebungen oder Designänderungen. Für beide Größen wird die bilinea-

re Interpolationsmethode für den Transfer am nicht-koinzidenten Netz eingesetzt.

4,5 m 4,5 m1,0 m

5,0 m

1,0 m

Abbildung 6.7.: Geometrie des Fluidgebietes der umströmten Schale.
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Abbildung 6.8.: Vernetzung des Fluidgebietes der umströmten Schale.

6.7.2.2. Minimierung der Summe der horizontalen Strömungskräfte

Die Optimierung wurde zunächst für die Zielfunktionen
”
Summe der horizontalen Strö-

mungskräfte“ unter Variation der Höhe durchgeführt. Hier ist das triviale Optimum bei

minimaler Höhe zu erwarten, da davon auszugehen ist, dass mit abnehmender Höhe die

Summe der horizontalen Strömungskräfte abnimmt. In Abbildung 6.9 ist die Verteilung

der horizontalen Kräfte aus der Umströmung, welche auf die Struktur wirken, zu sehen.

Abbildung 6.9.: Horizontale Kräfte aus Umströmung, welche auf die Struktur wirken.

Die Zielfunktionen
”
Summe der horizontalen Strömungskräfte“ schreibt sich

ψDrag =

nnod∑
i=1

fi,x (6.71)

mit der Anzahl aller Knoten nnod und den Knotenkräften fi,x in horizontaler Richtung.

Der Gradient der Zielfunktion berechnet sich nach Gleichung 6.67 für ψDrag zu

dψDrag
ds

=

nnod∑
i=1

dfi,x
ds

. (6.72)

Führt man die Optimierung durch, stellt sich das erwartete Ergebnis ein. Die Optimie-

rung liefert Informationen über die Sensitivitäten der Strömungslasten. Die Umströmung
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und Druckverteilung auf der Schalenoberfläche für die Anfangshöhe und bei reduzier-

ten Höhen sind in Abbildung 6.10 dargestellt. Je höher die Struktur ist, desto mehr

Angriffsfläche bietet sie für die Umströmung. Dann ist die Summe der Strömungskräfte

insgesamt höher. Die Abhängigkeit der Summe der horizontalen Kräfte von der Höhe,

welche sich aus den Optimierungsprozessen ergibt, lässt sich Abbildung 6.11 entnehmen.

Die Summe der horizontalen Kräfte reduziert sich von 0.26N bei einer anfänglichen Höhe

von 0.5m auf 0.08N bei einer Höhe von 0.15m.

Abbildung 6.10.: Umströmung mit Geschwindigkeit U und Druck p auf Strukturober-

fläche: Oben bei Anfangshöhe 0.5m, mitte bei Höhe 0.3m, unten bei

Höhe 0.15m
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Abbildung 6.11.: Abhängigkeiten der Summe der horizontalen Kräfte von der Höhe.

6.7.2.3. Minimierung der vertikalen Verschiebung am Scheitelpunkt

Auch die Zielfunktionen
”
vertikale Verschiebung am Scheitelpunkt“ besitzt einen in-

tuitiven Funktionsverlauf, wobei das triviale Optimum wieder bei minimaler Höhe zu

erwarten ist. Die Zielfunktion
”
vertikale Verschiebung am Scheitelpunkt“ wird mit der

vertikalen Verschiebung dSP,z am Scheitelpunkt als Betrag dieser Verschiebung zu

ψDisp = |dSP,z| (6.73)

definiert, um eine Minimierung der Verformung auch bei negativen Verschiebungswerten

sicherzustellen. Der Gradient ist dann

dψDisp
ds

=

{
ddSP,z
ds

für dSP,z > 0

−ddSP,z
ds

für dSP,z < 0
. (6.74)

Auch hier stellt sich das erwartete Ergebnis ein. In Abbildung 6.12 ist die Verformung der

Schale für die Anfangshöhe von 0.5m und für die Höhen 0.3m und 0.07m in 4-facher

Überhöhung dargestellt. Man erkennt, dass die Höhe der Struktur die strömungsbe-

dingten Verformungen wesentlich beeinflusst. Reduzieren sich die Strömungslasten bei

abnehmender Höhe, so reduzieren sich auch die Verformungen. Die Abhängigkeit der

vertikalen Verschiebung am Scheitelpunkt von der Höhe, welche sich aus den Optimie-

rungsprozessen ergibt, lässt sich Abbildung 6.13 entnehmen. Die Verschiebung reduziert

sich von 0.0049m bei einer anfänglichen Höhe von 0.5m auf 1.7 · 10−4m bei einer Höhe

von 0.07m.
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Abbildung 6.12.: Verformung der umströmten Schale für die Höhen 0.5m, 0.3m und

0.07m in 4-facher Überhöhung
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Abbildung 6.13.: Abhängigkeiten der Summe der horizontalen Kräfte und der vertikalen

Verschiebung am Scheitelpunkt von der Höhe.

6.7.2.4. Optimierung der Höhe im verformten Zustand

Weiterhin wurde eine Minimierungsaufgabe mit nicht-trivialer Lösung durchgeführt.

Hier ist die Höhe der Struktur gesucht, mit welcher sich im verformten Zustand eine

Gesamthöhe von s + dSP,z = 0.4m ergibt. Diese lässt sich durch eine Optimierung mit

geeigneter Formulierung der Zielfunktion bestimmen, welche als Quadrat der Abwei-

chung der Scheitelhöhe im verformten Zustand von der Zielhöhe 0.4m formuliert wird.

Die Abweichung ist am Optimum Null, positiv bei einer höheren und negativ bei ei-

ner niedrigeren Struktur. Um eine Minimierungsaufgabe zu generieren, wird daher die

quadratische Abweichung von der Zielhöhe als Zielfunktion gewählt. Diese schreibt sich

ψAbw = (s+ dSP,z − 0.4)2 (6.75)

mit der Optimierungsvariable s, welche der Scheitelhöhe im unverformten Zustand ent-

spricht, und der vertikalen Verschiebung dSP,z des Scheitelpunkts. Für diese Zielfunktion

ist ein nicht-triviales Optimum bei s∗ = 0.4−dSP,z(s∗) zu erwarten. Die Berechnung des

Gradienten der Zielfunktion erfolgt auf Basis der Kettenregel und auf Grundalge der

Systemableitungen dd
ds

und dfae
ds

– der Ergebnisse der kombinierten Sensitivitätsanalyse –
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gemäß Gleichung 6.67. Für den Gradienten der Zielfunktion ψAbw ergibt sich

dψAbw
ds

=
∂ψAbw
∂s

+
∂ψAbw
∂d

· dd
ds

+
∂ψAbw
∂fae

· dfae
ds

=
∂ψAbw
∂s

+
∂ψAbw
∂dSP,z

· ddSP,z
ds

= 2 ·
√
ψAbw(1 +

ddSP,z
ds

), (6.76)

wobei ∂ψAbw
∂fae

= 0 gilt. Der Term
ddSP,z
ds

=
ddSP,z
dd

dd
ds

ist eine Komponente der Systemablei-

tung der Verschiebung.

Bei der Optimierung konvergiert die Zielfunktion, wie erwartet, gegen den Wert Null.

Dieser wird bei einer Höhe von 0, 396m erreicht. Im verformten Zustand erreicht die

Höhe dann den Wert 0.4m. Die Differenz der Höhen im unverformten und verformten

Zustand bei 0.4m ist die vertikalen Verschiebung, welche sich auch aus dem Graph aus

Abbildung 6.13 zu 0.004m entnehmen lässt. Um den Verlauf der Zielfunktion und deren

Ableitung nach der Optimierungsvariable zu veranschaulichen wurden die Funktions-

werte und Gradienten in einem Intervall von ±0.1m um das Optimum ausgewertet und

dargestellt (Abbildungen 6.14 und 6.15).

Um die Qualität der Gradienten aus der kombinierten Sensitivitätsanalyse zu untersu-

chen, wurde dieselbe Optimierungsaufgabe unter Verwendung der numerischen Sensi-

tivitätsanalyse, welche auf finiten Differenzen beruht, wiederholt. Zur Berechnung der

Gradienten aus finiten Differenzen wurde die Optimierungsvariable um den Wert 10−3m

perturbiert. Die Ergebnisse aus der kombinierten und der numerischen Sensitivitätsana-

lyse sind in den Abbildungen 6.14 und 6.15 zusammengefasst. Die mit einem schwarzen

Punkt markierten Werte stammen hierbei aus der Optimierung mit der direkten kom-

binierten Sensitivitätsanalyse. Den, mit einem grauen Dreieck markierten Werten liegt

die numerischen Sensitivitätsanalyse zu Grunde. Die Funktionswerte sind exakt iden-

tisch. Bei den Gradientenwerten gibt es eine minimale Abweichung der Größenordnung

10−4, welche auf den Fehler der finiten Differenzen zurückzuführen ist. Der maximale

Fehler tritt an der Stelle der größten Krümmung der Zielfunktion, also an deren Mi-

nimum, auf und weist eine Abweichung von 10−3 vom Gradient aus der kombinierten

Sensitivitätsanalyse auf.
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Abbildung 6.14.: Optimierung der Höhe im verformten Zustand: Quadratische Abwei-

chung der Höhe von der Zielhöhe 0.4m. Kreismarkierung: Ergebnis

aus der Optimierung mit der kombinierten Sensitivitätsanalyse, Drei-

eckmarkierung: Ergebnis aus der Optimierung mit der numerischen

Sensitivitätsanalyse.
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Abbildung 6.15.: Optimierung der Höhe im verformten Zustand: Gradient der quadrati-

schen Abweichung der Höhe von der Zielhöhe 0.4m. Kreismarkierung:

Ergebnis aus der Optimierung mit der kombinierten Sensitivitätsana-

lyse, Dreieckmarkierung: Ergebnis aus der Optimierung mit der nume-

rischen Sensitivitätsanalyse.
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6.7.3. Optimierung eines umströmten Profils

Das umströmtes Profil ist ein weiteres akademisches Beispiel für den Einsatz der kombi-

nierten Sensitivitätsanalyse in der Optimierung. Das Ziel hierbei ist das Finden der Quer-

schnittsform der Struktur, welche im Rahmen einer gegebenen Formdefinition den ge-

ringsten Strömungswiderstand hat. Es kommt dieselbe Software wie bei der umströmten

Schale (Abschnitt 6.7.2) zum Einsatz – CARAT, OpenFoam und CoMA.

6.7.3.1. Setup

Abbildung 6.20 zeigt das umströmte Profil in dreidimensionaler Darstellung in ellipti-

scher Anfangsgeometrie. Es soll die Formoptimierung des Querschnitts für die Zielfunk-

tion
”
Summe der horizontalen Strömungskräfte“ unter Variation der Form durch die

vorgegebene Formdefinition durchgeführt werden. Die Zielfunktion und deren Gradient

schreiben sich

ψDrag =

nnod∑
i=1

fi,x und
dψDrag
ds

=

nnod∑
i=1

dfi,x
ds

(6.77)

mit der Anzahl aller Knoten nnod und den Knotenkräften fi,x in horizontaler Richtung.

Abbildung 6.16.: Umströmtes Profils im Anfangsdesign.

Die Form wird mit einer feste Höhe und einem festen Flächeninhalt auf der Grundlage des

CAGD-Konzepts definiert. Dabei besteht der Querschnitt, wie Abbildung 6.17 zu ent-

nehmen ist, aus zusammengesetzten Viertelellipsen mit variabler Breite. Diese Formen

lassen sich durch eine Optimierungsvariable s beschreiben, welche die Position der höchs-

ten Querschnittshöhe und damit die Position und Form der Viertelellipsen festlegt. Die

Anfangsgeometrie mit s = 0 entspricht einer ganzen Ellipse. Bei negativer Optimierungs-

variable liegt die höchste Querschnittshöhe links, auf der der Strömung zugewandten

Seite, während bei positiver Optimierungsvariable die höchste Querschnittshöhe rechts,

auf der der Strömung abgewandten Seite liegt.
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Abbildung 6.17.: Design des umströmten Profils in Abhängigkeit der Optimierungsva-

riable s. Links: s = −0.3, mitte: s = 0, rechts: s = 0.3.

Die Form lässt sich mathematisch durch in Abhängigkeit der halben Querschnittshöhe

b und der halben Querschnittsbreite a wie folgt beschreiben:

z =

 b ·
√

1− (x−s)2

(a−s)2 für x ≥ s

b ·
√

1− (x−s)2

(a+s)2 für x < s
(6.78)

Für laminares Strömungsverhalten kann ersatzweise eine zweidimensionale Modellierung

wie in Abschnitt 6.7.2) erfolgen und aufgrund der Symmetrie die Reduktion auf das halbe

Systems mit entsprechenden Randbedingungen vorgenommen werden. Als Ersatzsystem

wird die Seite der positiven z-Achse gewählt. Die Geometrie des Ersatzsystems im An-

fangsdesign ist Abbildung 6.18 zu entnehmen, wobei die Höhe der Halbellipse b = 0, 25m

und die Breite 2 · a = 0, 5 beträgt. Am unteren Strömungsrand wird entsprechend eine

slip-Randbedingung eingeführt. Die Modellierung der Struktur erfolgt als Schalenmodell.

Es werden die drei Verschiebungen am vorderen Auflagerpunkt, sowie die Verdrehung

um die y-Achse behindert. Am hinteren Auflager wird hingegen die Verschiebung in

x-Richtung zugelassen. Die Berechnung erfolgt statisch mit linearer Kinematik und li-

nearem Materialgesetz. Die Modellierung des Fluids erfolgt gemäß Abschnitt 6.7.2 mit

der zusätzlichen Einführung der slip-Randbedingung am unteren Strömungsrand. Die

Viskosität des Fluids beträgt ν = 0, 02m2/s, woraus sich die anfängliche Reynoldszahl

zu Re = 12, 5 errechnen lässt.

4,5 m 4,5 m1,0 m

5,0 m

1,0 m

Abbildung 6.18.: Geometrie des Fluidgebietes des umströmten Profils (halbes System).
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6.7.3.2. Ergebnisse

Die Summe der horizontalen Kräfte in Abhängigkeit der Form lässt sich Abbildung 6.19

entnehmen. Die durchgehende Linie des linken Diagramms gibt die Zielfunktion in einem

Intervall um das Optimum wieder. Es lässt sich erkennen, dass es sich um ein nichttri-

viales Optimum handelt. Die diskreten Werte im Diagramm sind die Werte, die den

Schritten des iterativen Optimierungsprozesses zugeordnet sind. Die zugehörigen Gra-

dienten sind im rechten Diagramm dargestellt. Die mit schwarzen Punkten markierten

Gradientenwerte wurden mit der kombinierten Sensitivitätsanalyse ermittelt. Die mit

grauen Dreiecken markierten Werte wurden mittels finiter Differenzen mit einer Schritt-

weite von 10−2m zum Zwecke des Vergleichs errechnet. Es ergibt sich eine sehr gute

Übereinstimmung. Das Optimum befindet sich bei s = 0, 13m. Hier hat die Zielfunktion

einen Wert von 0, 2522N . Die zugehörige Form ist in Abbildung 6.20 dargestellt. Der

Bereich der maximalen Profilhöhe liegt auf der der Strömung abgewandten Seite.
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Abbildung 6.19.: Summe der horizontalen Kräfte und deren Gradient in Abhängigkeit

von der Optimierungsvariable.

u

Abbildung 6.20.: Optimale Form des umströmten Profils.
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6.8. Gegenüberstellung der Typen der

Sensitivitätsanalyse: Effizienz- und

Genauigkeitsaspekte

In dieser Arbeit wurden verschiedene Typen der Sensitivitätsanalyse behandelt, welche

auf unterschiedlichen Methoden zur Ermittlung des Gradienten beruhen. Sie lassen sich

in analytische und numerische, auf finiten Differenzen basierende, Methoden unterteilen.

Die analytischen und semianalytischen Methoden können in direktem oder adjungier-

tem Verfahren umsetzt werden. Eine Gegenüberstellung von direkter und adjungierter

Methode erfolgte in Abschnitt 5.7. Hier wurde gezeigt, dass das Potenzial der direkten

Verfahren in der Behandlung von Optimierungsproblemen mit wenigen Optimierungs-

variablen und vielen Optimierungskriterien liegt, während die Stärke des adjungierten

Verfahrens die Behandlung von Optimierungsproblemen mit vielen Optimierungsvaria-

blen und wenigen Optimierungskriterien ist. In diesem Abschnitt sollen die Typen der

Sensitivitätsanalyse bezüglich ihrer Performance untersucht werden. Dabei werden Ef-

fizienz und Genauigkeit der rein analytischen, der numerischen und der kombinierten

Sensitivitätsanalyse, sowie ergänzend der algorithmischen Differenziation verglichen.

Der numerische Aufwand ergibt sich im wesentlichen aus den Lösungen von Gleichungs-

systemen im Programmcode [81]. Sonstige Operationen haben vergleichsweise gerin-

gen Einfluss und werden daher hier nicht berücksichtigt. Im Optimierungsprozess nach

NAND finden Gleichungslösungen in der Analyse und in der Sensitivitätsanalyse statt.

Bei der partitionierten Analyse werden die gekoppelten Systemgleichungen von Struk-

tur und Fluid (inklusive Fluidnetz) getrennt in einem iterativen Verfahren gelöst. Diese

Gleichungssysteme sind im Allgemeinen nichtlinear. Bei der partitionierten analytischen

Sensitivitätsanalyse werden die gekoppelten Sensitivitätsgleichungen von Struktur und

Fluid (inklusive Fluidnetz) ebenfalls getrennt in einem iterativen Verfahren gelöst. Die

Formulierung der Sensitivitätsgleichungen ist linear. Hier sind also lineare Gleichungssys-

teme zu lösen, welche die gleiche Anzahl an Freiheitsgraden wie die Gleichungssysteme

zur Lösung der Systemgleichungen besitzen. Folglich ist der Aufwand zur Lösung der

Sensitivitätsgleichungen geringer als der Aufwand zur Lösung der Systemgleichungen.

Um die folgende Gegenüberstellung der Sensitivitätsanalysemethoden zu veranschauli-

chen, ist in Abbildung 6.21 die Schachtelung der Schleifen des Optimierungsprozesses

nach NAND abgebildet: Die äußerste Schleife ist dabei die Schleife des Optimierungsal-

gorithmus (Opt.-Schleife), in welcher die Schleifen der Module Analyse und Sensitivitäts-

analyse eingebettet sind. In die Schleife der partitionierten Analyse (part. ANA) erfolgt

die Lösung der Systemgleichungen für Struktur- und Fluidseite. Die inneren Schleifen

stellen diese Gleichungslösungen dar (S-ANA und F-ANA). In der Sensitivitätsanalyse

erfolgt beim direkten Ansatz eine Schleife über die Optimierungsvariablen oder beim ad-

jungierten Ansatz eine Schleife über die Optimierungskriterien (OV/OK-Schleife). Hier
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ist die Schleife der partitionierten Sensitivitätsanalyse zur Lösung der Gleichungssysteme

eingebettet (part. SA). Die inneren Schleifen stellen die Lösung der Gleichungssysteme

für Struktur- und Fluidseite dar (S-SA und F-SA). Diese sind für die verschiedenen

Typen der Sensitivitätsanalyse verschieden, worauf im Folgenden eingegangen wird.

S-SA F-SA

part. SA

OV/OK-Schleife

S-ANA F-ANA

part. ANA

Opt.-Schleife

Abbildung 6.21.: Schachtelung der Schleifen im Optimierungsprozess nach NAND.

In der analytischen Sensitivitätsanalyse (Abschnitt 5.4 und 5.5) werden die linearen

Sensitivitätsgleichungen für Struktur- und Fluidseite gelöst. Die Gleichungssysteme
”
S-

SA“ und
”
F-SA“ sind also linear. Der Aufwand ist hier der minimal mögliche. Es wird

durch die analytische Formulierung der Gradienten hohe Genauigkeit erzielt. Allerdings

ist dieser Ansatz wenig modular, da eine Festlegung auf spezielle Formulierungen der

Grundgleichungen stattfindet. Auch der Implementierungsaufwand ist wegen der Kom-

plexität hoch.

In der numerischen Sensitivitätsanalyse (Abschnitt 5.3) findet pro Optimierungsvariable

eine zusätzliche FSI-Analyse statt. Die Gleichungssysteme
”
S-SA“ und

”
F-SA“ entspre-

chen hier den nichtlinearen Gleichungssystemen
”
S-ANA“ und

”
F-ANA“. Der Aufwand

ist folglich wesentlich höher als bei der analytischen Sensitivitätsanalyse. Die Genauig-

keit ist aufgrund der Verwendung von finiten Differenzen i.A. ebenfalls geringer. Aller-

dings bietet die numerische Sensitivitätsanalyse maximale Modularität und minimalen

Implementierungsaufwand.

In der kombinierten Sensitivitätsanalyse (Kapitel 6) wird strukturseitig die lineare Sen-

sitivitätsgleichung gelöst, während fluidseitig eine Analyse durchgeführt wird. Das Glei-

chungssystem
”
S-SA“ ist also linear, wohingegen das Gleichungssystem

”
F-SA“ dem

nichtlinearen Gleichungssystem
”
F-ANA“ entspricht. Strukturseitig ist dieser Ansatz ef-

fizient und genau, fluidseitig bietet er hohe Modularität. Der Aufwand liegt zwischen dem
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für die analytische und dem für die numerische Sensitivitätsanalyse. Auch die Genauig-

keit liegt dazwischen. Strukturseitig findet eine Festlegung auf spezielle Formulierungen

der Grundgleichungen statt, während fluidseitig die maximal mögliche Modularität vor-

handen ist. Die Implementierungen sind nur strukturseitig komplex, womit der Aufwand

hierfür im mittleren Bereich liegt. Die kombinierte Sensitivitätsanalyse stellt einen Kom-

promiss zwischen Performance und Flexibilität für eine speziellen Benutzergruppe dar.

Wird die Sensitivitätsanalyse mit algorithmischer Differenziation durchgeführt, so wird

der gesamte nichtlineare iterative Prozess für die Lösung der Systemgleichungen diffe-

renziert. Somit werden nichtlineare Sensitivitätsgleichungen gelöst. Der Aufwand dafür

ist mit dem Aufwand der Lösung der Systemgleichungen zu vergleichen. Der Vorwärts-

modus der algorithmischen Differenziation entspricht einer direkten Methode. Hier muss

für jede Inputvariable – das sind hier die Optimierungsvariablen – ein Programmdurch-

lauf stattfinden. Der Rückwärtsmodus entspricht dahingegen einer adjungierten Metho-

de. Hier muss für jede Outputvariable – das sind hier die Optimierungskriterien – ein

Programmdurchlauf stattfinden. Der Aufwand durch algorithmische Differenziation ist

aufgrund der Nichtlinearität hoch. Es wird hohe Genauigkeit erzielt, da es sich um eine

analytische Methode handelt. Der Ansatz ist wenig modular, da auch hier eine Festle-

gung auf spezielle Formulierungen der Grundgleichungen stattfindet.

Bemerkung : Die Kosten für eine FSI- oder Fluidanalyse auf der Grundlage einer per-

turbierten Konfiguration sind in der Regel geringer als die Kosten für die Analyse auf

der Grundlage der Referenzkonfiguration, da die Berechnung mit den Ergebnissen der

vorherigen Lösung (für die Referenzkonfiguration) als Anfangs- und Randbedingungen

startet, und diese Lösung sehr nahe an der Lösung für die perturbierte Konfiguration

liegt. Daher sind weniger Iterationen bis zum Eintritt von Konvergenz nötig.
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7. Optimierung umströmter

Membrane mit Formfindung

Membrantragwerke sind eine technisch reizvolle Möglichkeit, um weite Flächen aufzu-

spannen. Das elegant anmutende Erscheinungsbild macht sie zu eindrucksvollen und

beliebten Konstruktionen. Sie sind sehr leicht und schlank und dabei wegen der optima-

len Materialausnutzung sehr effizient. Der Querschnitt von Membranen ist im Vergleich

zu den sonstigen Abmessungen sehr gering. Das Tragverhalten ist durch den Membran-

spannungszustand charakterisiert: Es treten nur Normal- und Schubspannungen in der

Membranebene auf. Biegemomente und Querkräfte können nicht aufgenommen werden.

Im idealisierten, zweidimensionalen Membranmodell ist die Spannungsverteilung über

die Membrandicke konstant und die Membranspannungen wirken auf die Mittelfläche.

Die Form einer Membranstruktur wird durch die Randbedingungen, wie z.B. die Lage der

Auflager, die Verteilung der Vorspannung und die Randseile bestimmt. Die Form ist also

nicht a priori bekannt, sondern muss zunächst bestimmt werden. Man spricht dabei von

der Formfindung. Traditionell wurden Experimentalmodelle wie Seifenhautmodelle oder

Modelle aus elastischen Textilien verwendet. Bei der numerischen Formfindung handelt

es sich um ein nichtlineares, inverses mechanisches Problem, bei dem unter Vorgabe der

Spannungen die Geometrie einer Struktur gesucht wird. Die Formfindung ist ein eigenes

separates Verfahren, das der Analyse vorausgeht.

Für die Formoptimierung vorgespannter Membranstrukturen ist die Formfindung zur Er-

mittlung der Strukturgeometrie unentbehrlich. In dieser Arbeit wird die Formfindung als

parameterfreies, designgebendes Verfahren für die Optimierung von Membrantragwerken

angewandt. Dies ist sehr attraktiv, da mit einer sehr geringen Anzahl von unabhängigen

Optimierungsvariablen optimale und echte Freiformflächen gefunden werden können.

Optimierungsvariablen sind beispielsweise die Position der Auflager oder die Vorspann-

kraft.

Bei der Formoptimierung mit CAGD-Modellen bedeutet eine Reduktion der Optimie-

rungsvariablen dagegen meist auch Einschränkungen in der Formfreiheit. Die feste Vor-

gabe der Designelemente schränkt den Designraum ein und das Optimum, welches nur

innerhalb dieser Grenzen gefunden werden kann, muss nicht dem Optimum entsprechen,

welches ohne Einschränkungen gefunden werden könnte. Bei Membrantragwerken gibt

es diese Einschränkung nicht, da durch eine Formfindung die mechanisch korrekte und
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optimale Form gewährleistet wird.

Die Formfindung wird in den Optimierungsprozess als eigenes Modul eingebunden. Sie

beschreibt den Zusammenhang von Geometrie und Optimierungsvariablen. Dieser kann

nicht mehr durch bekannte Funktion beschrieben werden, da die Form vorgespannter

Membrane nicht analytisch beschrieben werden kann.

Der Fluid-Strukur-Interaktion kommt eine bedeutende Rolle zu, da die leichten Mem-

brantragwerke sehr sensibel auf Strömungslasten reagieren und verhältnismässig große

Verformungen auftreten. Die FSI bei Membrantragwerken wird in [106, 119] ausführlich

behandelt.

Abbildung 7.1.: Überdachung im Olympiapark in München (Behnisch u.v.a., 1972): Ein

Vorgänger der Membrandächer, das Seilnetzwerk.

7.1. Formfindung mit Updated-Reference-Strategy

Die Form einer Membran wird durch das Gleichgewicht der Membran- und Randseil-

kräfte definiert. Gesucht wird der Gleichgewichtszustand, der sich aufgrund der innern

Kräfte ohne äußere Lasten einstellt. Das Gleichgewicht der inneren Membrankräfte lässt

sich über die Integralform der inneren virtuellen Arbeit in der verformten bzw. aktuellen

Konfiguration ausdrücken:

δWσ = h

∫
a

σ : δd,x da = 0 (7.1)

Hierbei ist h die Membrandicke, a die Fläche in der verformten Konfiguration, σ der

Cauchy Spannungstensor und d,x die Ableitung des Verschiebungsvektors in der aktu-
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ellenen Konfiguration. Unter Berücksichtigung der Zusammenhänge aus Abschnitt 3.1

lässt sich der Gleichgewichtszustand unter Verwendung des Deformationsgradienten F

wie folgt schreiben:

δWσ = h

∫
A

detF
(
σ · F−T

)
: δF dA = 0 (7.2)

Dieser lässt sich auch in der Referenzkonfiguation zu

δWS = h

∫
A

(F · S) : δF dA = 0 (7.3)

ausdrücken, wobei S der zweite Piola-Kirchhoff Spannungstensor ist.

Für eine numerische Lösung erfolgt die Diskretisierung mit finiten Elementen. Die To-

pologie des FE Netzes ist bekannt, wobei die Position der Netzknoten unbekannt und zu

bestimmen ist. Aus Gleichung 7.2 lässt sich ein diskretes nichtlineares Gleichungssystem

ableiten. Dabei handelt es sich um ein inverses schlecht gestelltes Problem, welches kei-

ne eindeutige Lösung besitzt. Dies wird sofort klar, wenn man die Lage der FE-Knoten

in der Membranebene betrachtet. Bei derselben Membranform und derselben Topologie

des Netzes, gibt es unendlich viele Möglichkeiten für die Lage der Netzknoten in der

Membranfläche. Zur numerischen Lösung ist daher ein Stabilisierungsverfahren nötig.

Es existieren unterschiedliche Ansätze. Ein Überblick findet sich in [119, 74]).

In dieser Arbeit wird die Updated-Reference-Strategy (URS) als Stabilisierungsverfahren

verwendet [18]. Die URS basiert auf einem Homotopieverfahren, bei welchem eine Über-

blendung von einem lösbaren und einem nicht eindeutig lösbaren Problem stattfindet

[4]. Die URS basiert auf der wiederholten Lösung eines gut gestellten Ersatzproblems,

dessen Lösung gegen die Lösung des schlecht gestellten Originalproblems konvergiert.

Als Ersatzproblem wird die Formulierung der virtuellen inneren Arbeit in der Referenz-

konfiguration (Gleichung 7.3) herangezogen, wobei als PK2-Spannungen S die Kom-

ponenten der gewünschten Sollspannungen σ0 eingesetzt werden, welche eigentlich als

Cauchyspannungen in der Momentankonfiguration definiert sind. Als Referenzgeome-

trie dient eine beliebige Anfangsgeometrie, welche die geometrischen Randbedingungen

erfüllt (vgl. Abbildung 7.2). Es wird also für eine bekannte Referenzfläche mit vorgegebe-

nen PK2-Spannungen S die verformte Geometrie bestimmt. Beim Orignalproblem gibt

es dagegen keine bekannte Referenzfläche. Da σ0 als PK2-Spannungen angesetzt wer-

den, weichen die errechneten Cauchyspannungen in der verformten Geometrie von den

Sollspannungen ab. Nun wird in einem weiteren Iterationsschritt diese verformte Geo-

metrie als Referenzgeometrie eingesetzt und erneut σ0 als PK2-Spannung angesetzt.

Mit jeder Iteration nähern sich die errechneten Cauchyspannungen an σ0 an und die

Referenzgeometrie konvergiert gegen die entgültige Lösung.

Die Anwendung des Homotopieverfahrens beschleunigt die Konvergenz des Problems.

Hierbei wird das Originalproblem durch Überlagerung des Ersatzproblems lösbar ge-
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macht. Bei der URS setzt sich die zu lösende Gleichung aus den Gleichgewichtsbedin-

gung für die Momentankonfiguation und für die bekannte Referenzfläche mit gegebenen

PK2-Spannungen S zusammen und lautet:

δWλ = λ δWσ + (1− λ) δWS

= λ

h∫
A

detF
(
σ · F−T

)
: δF dA

+ (1− λ)

h∫
A

(F · S) : δF dA


= 0 (7.4)

λ bezeichnet den Homotopiefaktor, welcher zwischen Null und eins liegt. Je näher der

Homotopiefaktor an eins liegt, desto näher liegt das Problem am Originalproblem und

desto höher ist i.d.R. die Konvergenzrate. Kleine Homotopiefaktoren begünstigen dahin-

gegen die Stabilität. Je näher die Referenzgeometrie an der Lösung liegt, desto näher

liegt das Ersatzproblem am Originalproblem und desto größer kann der Homotopiefaktor

i.d.R. gewählt werden. Eine detailreiche Schilderung der URS kann [20, 19, 120, 119, 121]

entnommen werden.

Abbildung 7.2.: Formfindung mit URS: Anfangsgeometrie und Gleichgewichtsfläche.

Quelle: Lehrstuhl für Statik, TU München.

7.2. Formfindung in der Optimierung

Die Geometrie einer Struktur wird in der Formoptimierung durch die Optimierungsva-

riablen definiert. Dabei wird ein Designmodell verwendet, welches den Zusammenhang

zwischen Optimierungsvariablen und Geometrie beschreibt. In Abschnitt 2.2.2 wurden

Designmodelle der Formoptimierung vorgestellt. Eine analytische Geometriebeschrei-

bung durch vorgegebene Formfunktionen bedeutet auch immer eine Einschränkung auf

gewisse Geometrieeigenschaften, die durch diese intuitiv gewählten Formfunktionen ge-

geben werden. Je weniger Designvariablen verwendet werden, desto geringer ist die Form-

freiheit und desto weniger optimal fällt das Ergebnis in der Regel aus.

Bei Membrantragwerken wird die Geometrie durch die Formfindung festgelegt. Diese

Methode ist parameterfrei, d.h. hier findet keine Einschränkung durch Formfunktion
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statt, da das Design durch die Mechanik des Systems bestimmt wird. Volle Formfreiheit

ist gegeben und das Finden der optimale Fläche kann gewährleistet werden. Als Opti-

mierungsvariablen können die Kontrollparameter der Formfindung, wie die Vorspannung

oder die Position der Auflager, dienen. In der Regel sind dies wenige Optimierungsva-

riablen. Dahingegen sind die Parameter der Formfindung alle FE-Knotenkoordinaten,

was sehr viele Parameter sind. Die Besonderheit der Optimierung von Membranen ist,

dass auch mit einer geringen Anzahl an Optimierungsvariablen die volle Formfreiheit

gegeben ist.

Typische Optimierungsziele sind die Minimierung von Strömungseinflüssen, wie Verfor-

mungen oder Schwingungen. Für die Formoptimierung vorgespannter Membranstruktu-

ren ist die Formfindung nicht nur eine elegante Möglichkeit der Geometriebeschreibung

sondern ein notwendiges Verfahren zur Bestimmung der mechanisch korrekten Form. Ei-

ne weiter erwähnenswerte Eigenschaft bei der Optimierung von Membrantragwerken ist

die Tatsache, dass kleine Formänderung großen Einfluss auf das Systemverhalten haben

können. Wird beispielsweise die Vorspannung der Membran variiert, hat dies relativ ge-

ringen Einfluss auf die Form jedoch, durch die Änderung der Steifigkeit, großen Einfluss

auf das Tragverhalten.

Die Geometrie des FE-Modells x kann als Funktion x(s) der Optimierungsvariablen s

ausgedrückt werden (vgl. Abschnitt 5.9.1). Bei CAGD-Methoden kann der Zusammen-

hang analytisch beschrieben werden und ist bekannt. Auch die Formfindung definiert

den Zusammenhang von Geometrie und Optimierungsvariablen. Dieser kann nicht durch

bekannte Funktion analytisch beschrieben werden, da es sich um ein nichtlineares inver-

ses mechanisches Problem handelt. In der Sensitivitätsanalyse werden die Ableitungen

dx/ds benötigt (siehe Abschnitt 5.9). Diese Ableitung kann numerisch durch eine wei-

tere Formfindung und finite Differenzen genähert werden. Im Vergleich zur gekoppelten

Sensitivitäts- und Systemanalyse sind die Rechenkosten gering, da das zu lösende Glei-

chungssystem nur Strukturfreiheitsgrade besitzt.

7.3. Einbettung der Formfindung in das Framework

In dieser Arbeit wird die Formfindung als eigenständiges Softwaremodul in das Opti-

mierungsframework (Abschnitt 6.7) eingebettet. Nach jeder Aktualisierung der Optimie-

rungsvariablen wird die Formfindung ausgeführt, um die neue Form zu finden und das

Design aktualisiert. Im Folgenden findet die Analyse mit der neu erhaltenen Geometrie

statt. Der Optimierungsprozess lässt sich als eine Schleife mit vier Modulen darstel-

len: Formfindung, FSI-Analyse, Sensitivitätsanalyse und Designupdate. Abbildung 7.3

veranschaulicht den Ablauf und stellt eine Erweiterung des Prozesses nach 2.5 um das

Modul der Formfindung dar.
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Abbildung 7.3.: Optimierungsprozess für Membrantragwerke nach NAND: Module

Formfindung, FSI-Analyse, Sensitivitätsanalyse und Designupdate sind

in die Optimierungsschleife eingebettet. Die Formfindung findet nach

dem Designupdate statt, um auf der Grundlage der aktualisierten Op-

timierungsvariablen die Geometrie für den den aktuellen Optimierungs-

schritt zu ermitteln.

Die Formfindung ist im Programmcode CARAT implementiert. Das übliche Vorgehen bei

der Membranberechnung ist nicht automatisiert: Formfindung und nachfolgende Analyse

finden als zwei getrennte Berechnungen statt. Zuerst wird eine Formfindung auf der

Basis einer durch den Benutzer manuell modellierten Anfangsgeometrie durchgeführt.

Mit der gefundenen Form und idealerweise mit dem aus der Formfindung resultierenden

Berechnungsnetz wird dann die Analyse durchgeführt. Um einen automatisierten Ablauf

der Optimierung zu ermöglichen, wurde eine übergeordnete Steuerungsroutine für den

Aufruf von Formfindung und Analyse angelegt. Dabei erfolgt nach der Formfindung

ein direkter automatischer Aufruf der Analyse unter Verwendung der Ergebnisse der

Formfindung.

Weitere Überlegungen erfordert das automatische Finden von Anfangsgeometrien für

die Formfindung. In jedem Optimierungsschritt muss nach der Aktualisierung der Desi-

gnvariablen die neue Form der Struktur durch eine Formfindung gefunden werden. Für

jede Formfindung wird eine Anfangsgeometrie gebraucht. Im automatisierten Prozess
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kann jedoch nur die Anfangsgeometrie für den ersten Optimierungsschritt vom Benut-

zer vorgegeben werden. Eine Aktualisierung der Optimierungsvariablen bedeutet eine

Veränderung der Randbedingungen für die Formfindung und für geometrische Randbe-

dingungen eine Veränderung der Anfangsgeometrie. Werden die Vorspannungen variiert,

muss die Anfangsgeometrie allerdings nicht verändert werden. Benötigt wird ein Verfah-

ren zu automatischen Aktualisierung der Anfangsgeometrie auf Grundlage veränderter

Randbedingungen. Vorstellbar ist die automatische Veränderung der Anfangsgeometrie

des ersten Optimierungsschrittes. Wird beispielsweise die Position der Auflager variiert,

so lässt sich diese Geometrie entsprechen skalieren. Die Skalierung ist jedoch nicht not-

wendig, da es genügt, die FE-Knoten am Auflager in die neue Position zu bringen. Die

korrekte Position der übrigen FE-Knoten ergibt sich schließlich aus der Formfindung.

Besser als die Verwendung der Anfangsgeometrie des ersten Optimierungsschrittes ist

jedoch die Verwendung des Ergebnisses der Formfindung aus dem vorhergehenden Op-

timierungsschritt, d.h. der bekannten Form für ähnliche Optimierungsvariablen. Dann

werden dort die benötigten Veränderungen vorgenommen. Die Anfangsgeometrie liegt

näher an der gesuchten Form, wodurch schnellere Konvergenz der Formfindung garan-

tiert ist.

7.4. Berechnungsbeispiel: Optimierung eines

umströmten Vierpunktsegels

Hier wird die Optimierung eines Vierpunktsegels vorgestellt. Es handelt sich um ei-

ne Membran, die zwischen vier Auflagern gespannt ist, wobei zwei gegenüberliegende

Auflager erhöht sind. Die Berandung der Membran wird durch vorgespannte Randseile

gebildet. In Abbildung 7.4 ist das System dargestellt.

Abbildung 7.4.: Qualitative Darstellung des Vierpunktsegels.

Formfindung und FSI-Analyse des Vierpunktsegels wurden in ähnlicher Ausführung

schon in der Arbeit [119] unter Verwendung des kommerziellen Strömungssimulations-

programms ANSYS CFX vorgestellt. Nun soll die Optimierung dieser Struktur durch-

geführt werden. Die Darstellung von Setup und Ergebnissen in dieser Arbeit konzentriert

sich daher auf die Optimierung. Für eine detaillierte Darstellung die FSI betreffend sei

auf [119] verwiesen.

Das Softwareframework aus Abschnitt 6.7 wird um das Modul Formfindung erweitert
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(Abschnitt 7.2). Zur Berechnung werden die schon vorgestellten Programme CARAT,

OpenFoam und CoMA benutzt. Die Generierung des Fluidnetzes wurde mit ANSYS

ICEM CFD vorgenommen. Die Optimierung beinhaltet eine Formfindung und eine FSI-

Analyse in jedem Optimierungsschritt.

Gegenstand der Optimierung ist die Variation der Form um Strömungseinflüsse zu mi-

nimieren. Konkret wird die vertikale Position der beiden erhöhten Auflager variiert,

um minimale Verformungen durch die Strömung zu erreichen. Die Optimierung wurde

mit den Zielfunktionen
”
vertikale Verschiebung in Strukturmitte“ und

”
L2-Norm der

Verschiebungen“ durchgeführt. Diese Zielfunktionen wurden zur Veranschaulichung des

Verfahrens und der Algorithmik gewählt und nicht nach Relevanz für eine bautechni-

sche Verwirklichung der Struktur. Es kommt eine numerische Sensitivitätsanalyse und

das Verfahren des steilsten Abstiegs zu Anwendung.

7.4.1. Setup

Das Vierpunktsegel aus Abbildung 7.4 zeigt die Geometrie, welche als Ergebnis einer

Formfindung zu erwarten ist. Diese Geometrie dient als Startgeometrie für die Optimie-

rung. Die Abmessungen sind in beiden Richtungen gleich und es wird ein isotroper Vor-

spannungszustand vorgegeben. Durch die Formfindung stellt sich so die Minimalfläche

zwischen den Randseilen ein. Die Abmessungen sind in Abbildung 7.5 angegeben. Die

Höhe der erhöhten Auflager beträgt 4m, der horizontale Abstand der Auflager 10m. Es

wird eine Formfindung mit der Updated-Reference-Strategy mit der Referenzgeometrie

aus Abbildung 7.6 durchgeführt. Dabei wird eine isotrope Vorspannung in der Membran

von 1.5 kN/m für die Zielfunktion
”
vertikale Verschiebung in Strukturmitte“ und von

0.8 kN/m für die Zielfunktion
”
L2-Norm der Verschiebungen“ vorgegeben. Die Vorspan-

nung in den Randseilen wird zu 20 kN festgelegt. Die Materialkennzahlen der Membran

sind wie folgt: Das E-Modul beträgt 300 · 106N/m2, und die Querdehnzahl 0.2. Dabei

hat die Membran eine Dicke von nur 1mm. Die Randseile besitzen ein E-Modul von

130 · 109N/m2 und eine Dichte von 8300 kg/m3. Der Querschnitt der Randseile beträgt

1.5 · 10−4m2. Die Membran wird mit Membranelementen mit drei Verschiebungsfrei-

heitsgraden pro Knoten modelliert, die Randseile mit Stabelementen mit ebenfalls drei

Verschiebungsfreiheitsgraden pro Knoten. Es werden große Verformungen erwartet und

es wird daher eine geometrisch nichtlinearer Berechnung durchgeführt.
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FORMFINDUNG 163

10 m 10 m

Abbildung 7.5.: Abmessungen des Vierpunktsegels.

!"#

Abbildung 7.6.: Referenzgeometrie für die Formfindung im ersten Optimierungschritt.

Die Umströmung ist inkompressibel und laminar. Das Strömungsgebiet wird groß genug

gewählt, um den Einfluss des Randes zu minimieren. Die Abmessungen sind Abbil-

dung 7.7 zu entnehmen. Der Nullpunkt des Koordinatensystems liegt in der Mitte des

Strömungsgebietes. Die Mitte des Vierpunktsegel fällt mit dem Nullpunkt des Koordina-

tensystems zusammen. Ein konstantes Einströmprofil mit der Einströmgeschwindigkeit

u = 1m/s wird vorgegeben. An den Seitenflächen wird eine slip-Randbedingung vorge-

geben, um eine ungehinderte Umstömung zu simulieren. Die Oberfläche des Vierpunkt-

segels wird mit no slip-Randbedingung belegt, also mit Geschwindigkeiten von Null in

allen Richtungen. Die kinematische Viskosität ν beträgt 0.01m2/s. Setzt man die Höhe

des Vierpunktsegels als charakteristische Länge d an, so ergibt sich die Reynoldszahl im

Anfangszustand der Optimierung zu Re = 400. Wegen der konstanten Strömungsbedin-

gungen wird erwartet, dass sich ein stationärer Zustand einstellt.
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Abbildung 7.7.: Strömungsgebiet mit Vierpunktsegel.

Um optimale Anfangsbedingungen für die erste FSI-Berechnung zu erhalten und somit

die Konvergenz wesentlich zu beschleunigen, wurde eine vorbereitende CFD-Analyse mit

starrer Struktur in der Anfangsgeometrie durchgeführt. Die FSI-Analyse wird mit einem

iterativ gestaffelten Verfahren mit Fixpunktiteration und Relaxation nach der Aitken’s

∆2-Methode durchgeführt.

Die Kopplung von Struktur und Fluid erfolgt durch Übergabe der Oberflächendrücke und

der Strukturverschiebungen. Die Interface-Diskretisierungen sind in Fluid- und Struk-

turmodell unterschiedlich. Der Datentransfer am nicht-koinzidenten Netz erfolgt durch

die bilineare Interpolationsmethode. Das FSI Interface setzt sich aus Ober- und Unter-

seite des Vierpunktsegels zusammen. Um Druckunterschiede darstellen zu können, ist

eine separate Behandlung von Ober- und Unterseite notwendig. Für den Datentransfer

bedeutet dies, dass zwei Netzpaare existieren, welche in CoMA als zwei Netzpartitionen

gehandhabt werden. Das Strukturnetz ist an Ober- und Unterseite identisch, wobei auch

die Verschiebungen an den Netzknoten identisch sind. Die Drücke aus der Umströmung

sind an Ober- und Unterseite unterschiedlich. Aus den Druckunterschieden ergibt sich

die Strukturbelastung.

Abbildung 7.8 zeigt die durch die Formfindung in 10 Iterationsschritten erhaltenen An-

fangsgeometrie für die Optimierung. Die Verformung und die Umströmung der Anfangs-

geometrie sind in den Abbildungen 7.9 und 7.10 qualitativ dargestellt.
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Abbildung 7.8.: Anfangsgeometrie des Vierpunktsegels für die Optimierung.

Abbildung 7.9.: Verformung des Vierpunktsegels durch die Umströmung.

Abbildung 7.10.: Umströmung des Vierpunktsegels: Geschwindigkeiten und Drücke auf

der Oberfläche.

Die Optimierung wird mit dem Ziel durchgeführt, die Verformungen durch Variation der

Höhe der Struktur zu reduzieren. Als Optimierungsvariable wird die vertikale Position

der erhöhten Auflager gewählt.

In jedem Optimierungsschritt muss nach der Aktualisierung der Designvariable die neue

Form der Struktur durch eine Formfindung gefunden werden. Für jede Formfindung muss

eine Anfangsgeometrie generiert werden. Eine effiziente und unkomplizierte Lösung ist

das Verwenden der Geometrie aus dem letzen Optimierungsschritt, wobei die Position

der FE-Knoten, die den erhöhten Auflager zugeordnet sind, gemäß dem Designupdate

in die neue Position gebracht werden. Mit diesem Vorgehen wird die Höhe der Struktur

festgelegt. Alle übrigen FE-Koten werden identisch übernommen. In Abbildung 7.11 ist

eine solche Anfangsgeometrie dargestellt.
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Abbildung 7.11.: Referenzgeometrie für die Formfindung in weiteren

Optimierungschritten.

7.4.2. Minimierung der vertikalen Verschiebung in

Strukturmitte

Es wird eine Optimierung mit dem Ziel, die vertikalen Verschiebungen in der Struktur-

mitte zu minimieren, durchgeführt. Es treten Verschiebungen in negativer z-Richtung

auf. Minimiert wird der Betrag dieser Verschiebung, von welchem im Folgenden immer

die Rede ist. Die Reduktion der Zielfunktion
”
vertikale Verschiebungen in Strukturmitte“

ist in Abbildung 7.12 dargestellt. Die Zielfunktion reduziert sich mit zunehmender Höhe.

Bei der Ausgangshöhe von 4m beträgt der Betrag der vertikalen Verschiebung 0.112m

in negativer z-Richtung, während sich dieser bei einer Höhe von 7.22m auf 0.092m re-

duziert. Einflussgebend ist hier die Tatsache, dass mit höherer Krümmung die Steifigkeit

zunimmt und somit die Verschiebung in der Mitte reduziert wird. Abbildung 7.13 zeigt

das Vierpunktsegel in der Ausgangshöhe von 4m und mit einer Höhe von 7.2m. Aus der

farblichen Darstellung der vertikalen Verschiebungen erkennt man, dass für das flachere

Segel höhere vertikale Verschiebungen auftreten.
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Abbildung 7.12.: Reduktion der vertikalen Verschiebung in Strukturmitte des um-

strömten Vierpunktsegels.

Abbildung 7.13.: vertikale Verschiebungen des Vierpunktsegels. links: Anfangshöhe 4m,

rechts: Höhe 7.2m.
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7.4.3. Minimierung der L2-Norm der Verschiebungen

Weiterhin wird eine Optimierung mit der Zielfunktion
”
L2-Norm der Verschiebungen“

durchgeführt. Die L2-Norm der Verschiebungen errechnet sich aus den Verschiebungen

aller Koordinatenrichtungen. Sie ist die Quadratwurzel der Summe aller Verschiebungen

im Quadrat. Diese Zielfunktion errechnet sich aus der Vorschrift

ψL2 =

√√√√nnod∑
i=1

(
d2
i,x + d2

i,y + d2
i,z

)
(7.5)

mit der Anzahl aller Knoten nnod.

Die Reduktion der Zielfunktion
”
L2-Norm der Verschiebungen“ ist in Abbildung 7.14

dargestellt. Auch hier reduziert sich die Zielfunktion mit zunehmender Höhe. Dies lässt

sich intuitiv nachvollziehen, da das Strukturverhalten mit höherer Krümmung steifer

wird. Man sieht, dass die Lösung gegen ein nicht-triviales Optimum konvergiert und

die Verformungen ab einer gewissen Höhe wieder zunehmen. Dies liegt daran, dass die

höher werdenden Seitenflächen eine immer größere Angriffsfläche für die Umströmung

bieten und so anfällig für Strömungslasten werden. Dann werden die Verformungen in

Strömungsrichtung sehr hoch und der Wert der Zielfunktion nimmt daher wieder zu. Die

optimale Höhe des Vierpunktsegels liegt für diese Zielfunktion bei 11.3m. Dann nimmt

die L2-Norm der Verschiebungen mit 0, 66m den geringsten Wert an. Dahingegen liegt

bei der Ausgangshöhe von 4m der Wert der L2-Norm der Verschiebungen mit 0.94m

um ca. ein Drittel höher. Abbildung 7.15 zeigt das Vierpunktsegel mit unterschiedli-

chen Höhen. Die Farbgebung gibt hier den Betrag der Verschiebungen wieder. Es ist

festzustellen, dass bei geringer Höhe das Maximum der Verschiebungen im horizontalem

hinteren mittleren Bereich des Segel liegen. Je größer die Höhe wird, desto steifer wird

die Struktur aufgrund der höheren Krümmung. Allerdings bietet das Segel dann auch

mehr frontale Angriffsfläche für die Umströmung. So wandern das Gebiet der stärksten

Verformungen mit zunehmender Höhe in den vorderen Bereich des Segels. Die Ergeb-

nisse aus der Optimierung lassen sich unter Berücksichtigung dieser Tatsachen leicht

nachvollziehen.
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Abbildung 7.14.: Reduktion der L2-Norm der vertikalen Verschiebungen des umströmten

Vierpunktsegels.

Abbildung 7.15.: Vierpunktsegel mit unterschiedlichen Höhen bei der Minimierung der

der L2-Norm der Verschiebungen: Anfangshöhe 4m, Höhe 7m, Höhe

9m und Optimum mit Höhe 11.3m.
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8. Resümee

8.1. Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde die numerische Formoptimierung in der Fluid-Struktur-Interaktion

behandelt. Im Vordergrund stehen dabei umströmte schlanke Schalen- und Membran-

strukturen. Das partitionierte Berechnungsverfahren für die FSI bildete die Basis der

Arbeit. In der Optimierung wurden Gradientenmethoden eingesetzt und das gestaffelte

Verfahren Nested Analysis and Design zu Grunde gelegt. Dieses Vorgehen erfordert eine

gekoppelte partitionierte Sensitivitätsanalyse, welche die beiden physikalischen Felder

Struktur und Fluid einschließt. Im Speziellen wurden grundlegende mathematische und

algorithmische Methoden für die Sensitivitätsanalyse von Mehrfeldproblemen behandelt

und entwickelt.

Das partitionierte Verfahren garantiert die in der Ingenieurpraxis geforderte Flexibilität

und Modularität. Hier sind Kopplung und Datentransfer am nicht-koinzidenten Netz

des FSI-Interface notwendig. Im Rahmen dieser Arbeit wurden Datentransfermethoden

erörtert und eine Algorithmik für die Interpolationsmethode und die lastkonservative

Summation für den Transfer am FSI-Interface entwickelt und umgesetzt. Dies sind die

Kernmodule der Kopplungsschnittstelle CoMA, welche in dieser Arbeit vorgestellt wur-

de.

Die partitionierte, analytische Sensitivitätsanalyse wurde für die Formoptimierung de-

tailliert formuliert. Auch die numerische Sensitivitätsanalyse wurde erklärt und umge-

setzt. Der Schwerpunkt der Arbeit lag auf der Entwicklung der kombinierten Sensiti-

vitätsanalyse. Dies ist eine gekoppelte, diskrete, semianalytische Methode der Sensiti-

vitätsanalyse, für welche strukturseitig analytische Verfahren mit einer Spezialisierung

auf Schalen und Membrane eingesetzt werden, während sie fluidseitig auf Systemin- und

-output der Analyse basiert und damit die Austauschbarkeit der Software gewährleis-

tet. Die kombinierte Sensitivitätsanalyse wurde für die direkte und adjungierte Methode

formuliert. Eine Algorithmik wurde für die direkte Methode entwickelt, umgesetzt und

anhand von Berechnungsbeispielen präsentiert.

Die Arbeit beschäftigte sich weiterhin mit einem Software-Framework für die gradi-

entenbasierte Optimierung im partitionierten Ansatz nach dem Nested Analysis and

Design-Verfahren. Dessen modulare Struktur besteht aus den Modulen Sensitivitätsana-
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lyse, Designupdate und Analyse, welche jeweils die drei Prozesse Struktur, Kopplung

und Fluid beinhalten. Auch die Kommunikation zwischen den Modulen und Prozessen

wurde erörtert.

Desweiteren wurde der Sonderfall der Optimierung vorgespannter, umströmter Membra-

ne behandelt. Für diese Strukturen stellt sich die Form in Abhängigkeit der Randbedin-

gungen als Gleichgewichtsform ein. Numerisch kann diese mit der Methode der Form-

findung gefunden werden. In dieser Arbeit wurde die Formfindung als designgebendes

Verfahren der Optimierung verwendet und als separates Modul in das Optimierungsfra-

mework integriert. Ein Berechnungsbeispiel veranschaulichte dieses Vorgehen.

8.2. Schlussfolgerung

Die in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren können für praxisrelevante Anwendungen

auf Basis des partitionierten Ansatzes eingesetzt und ausgebaut werden. Das Optimie-

rungsframework und der Datentransfer an nicht-koinzidenten Netzen ist überall dort

relevant, wo gekoppelte Probleme betrachtet werden und optimiert werden sollen. Die

Formoptimierung findet oft bei der Auslegung von Leichtbaustrukturen sowohl im Bau-

wesen wie auch im Maschinenbau Anwendung. Bespiele hierfür sind umströmte weit

gespannte Überdachungen, aufblasbare Strukturen sowie Kühl- und Klimasysteme in

Maschinen oder Fahrzeugen, Rotorblätter und Turbinenschaufeln. Die kombinierte Sen-

sitivitätsanalyse ist für diejenigen Ingenieurbereiche ausgelegt, in denen man sich vorwie-

gend mit der Strukturmechanik beschäftigt. Denn hier wird meist vorhandene Software,

für welche große Expertise vorhanden ist, für die Berechnung der Struktur eingesetzt,

während neue kommerzielle Strömungssimulationsprogramme als Black-Box-Tools hin-

zugezogen werden. Sicher ist in der Praxis aufgrund der einfachen Implementierung und

hohen Flexibilität auch oft eine numerische Sensitivitätsanalyse von Vorteil.

8.3. Ausblick

Mit dem Framework für die gradientenbasierte Optimierung im partitionierten An-

satz steht ein Gerüst zur Verfügung, welches mit Funktionalitäten für unterschiedliche

Optimierungs- und Berechnungsverfahren befüllt werden kann. Im Rahmen dieser Ar-

beit wurden die Softwaretools CARAT, CoMA und OpenFoam integriert. Für die Sensi-

tivitätsanlyse wurde die numerische Methode und die direkte kombinierte Sensitivitäts-

anlyse für Schalenstrukturen umgesetzt. Dabei wurde die Geometriebeschreibung mit

der CAGD-Methode unter Verwendung einer Optimierungsvariable realisiert. Weiterhin

wurde die Formfindung als designgebendes Verfahren für die Optimierung von Membran-

strukturen in das Framework integriert. Für den weiteren Ausbau des Framework sind
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weitere Bereiche im Hinblick auf praxisrelevante Anwendungen interessant. Zunächst

ist hier der Ausbau auf der Ebene der Optimierung anzuführen. Hier kann durch die

Integration verschiedener Designmodelle (Abschnitt 2.2.2 ) mit mehreren Optimierungs-

variablen größere Formvielfalt gewonnen werden. Auf der Ebene der Sensitivitätsanlyse

sind insbesondere die kombinierte Sensitivitätsanlyse für Membranstrukturen und die

adjungierte Sensitivitätsanlyse zu nennen.

Bei der kombinierten Sensitivitätsanlyse für Membranstrukturen muss die Formfindung

in geeigneter Weise integriert werden. Die Formableitung dx
ds

, die dabei benötigt wird (vgl.

Abschnitt 6.5 und 6.6), ist in der Formfindung nicht analytisch bestimmbar und muss

aus finiten Differenzen durch weitere Formfindungen genähert werden. Die Ableitung

wird in zwei Verfahrensschritten benötigt: Bei der Lösung der Sensitivitätsgleichung der

Struktur (Gleichung 6.65) und bei der Perturbation der Form (Gleichung 6.67). Zur

Ermittlung kann dieselbe Formfindung dienen.

Als weiterer Ausblick zu dieser Arbeit ist die technische Umsetzung der adjungierten

kombinierten Sensitivitätsanlyse (siehe Abschnitt 6.3) zu nennen. Die adjungierten Glei-

chung 6.51 kann in einem gestaffelten Verfahren nach den adjungierten Variablen gelöst

werden. Der Datentransfer innerhalb der Sensitivitätsanlyse wird durch die transponier-

ten Transfermatrizen TT
d und TT

p beschrieben. Er geschieht somit nach der Vorschrift

des Transfers von Kraftgrößen (vgl. Abschnitt 4.2.1). Zur Ermittlung der partiellen Ab-

leitung der Systemvariablen des Fluids nach den Systemvariablen der Struktur, welche

in der strukturseitigen Sensitivitätsgleichung enthalten ist, können Methoden der Ord-

nungsreduzierung, eingesetzt werden, beispielsweise eigenvektorbasierte Methode zur Re-

duktion der Strukturfreiheitsgrade nach Guinta [43, 44] (siehe Abschnitt 5.8).
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Bletzinger: Eine flexible Kopplungsschnittstelle für partitionierte Berechnungen

von Mehrfeldproblemen. In: 19. Forum Bauinformatik, Seiten 61–68, 2007.

[61] Israel, U., E. Stavropoulou, M. Barcelos, T. Gallinger, K.-U. Blet-
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Fluid-Structure Interaction: Modeling, Simulation, Optimization, Seiten 195–232.

Springer Verlag, 2006.

[117] Wall, W.A.: Fluid-Struktur-Interaktion mit stabilisierten Finiten Elementen.

Doktorarbeit, Institut für Baustatik, Universität Stuttgart, 2000.

[118] Wriggers, P.: Nonlinear finite element methods. Springer Verlag, 2008.



184 Literaturverzeichnis
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A. Ergänzungen

A.1. Finite Differenzen für mehrdimensionale

Funktionen

Bei der Näherung der Ableitung durch finite Differenzen wird von Linearität im Bereich

der Schrittweite ausgegangen. Geht die Schrittweite gegen Null, trifft dies zu und der

Fehler verschwindet.

Zur Veranschaulichung der Näherung von partiellen Ableitungen dient hier die Funkti-

on f(x, y), für welche die finiten Vorwärtsdifferenzen 1. Ordnung an der Stelle (x0, y0)

in Abbildung A.1 grafisch dargestellt werden. Die Funktion wird als linear im Bereich

der Schrittweiten genähert. Der tatsächliche Verlauf ist mit der grauen Strichline ange-

deutet, was deutlich macht, dass aus der linearen Näherung der Ableitung durch finite

Differenzen Fehler resultieren.

Abbildung A.1.: Grafische Darstellung Finiter Vorwärtsdifferenzen 1. Ordnung.
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Die Näherungen für die partiellen Ableitungen ist aus der Grafik schnell ersichtlich:

∂f

∂x
≈ f(x0 + ∆x, y0)− f(x0, y0)

∆x
(A.1)

∂f

∂y
≈ f(x0, y0 + ∆y)− f(x0, y0)

∆y
(A.2)

Besteht nun ein funktionaler Zusammenhang der Variablen, z.B. y = y(x), so ist die

totale Ableitung df
dx

von den partiellen verschieden. Die Näherung als finite Differenz

berechnet sich zu

df

dx
≈ f(x0 + ∆x, y(x0 + ∆x))− f(x0, y0)

∆x
. (A.3)

Bei dieser Formulierung besteht folgender Zusammenhang der Schrittweiten ∆x und ∆y,

der aus dem Zusammenhang y(x) resultiert:

∆y = y(x0 + ∆x)− y(x0) ⇒ y0 + ∆y = y(x0 + ∆x) (A.4)

Alternativ lässt sich die finite Differenz für die Ableitung df
dx

als gewichtete Summe der

partiellen Ableitungen, mit beliebiger Wahl der Schrittweiten ∆x und ∆y, schreiben.

Um das richtige Verhältnis der partiellen Ableitungen bezüglich des Zusammenhangs

y(x) zu erhalten wird die Näherung der partiellen Ableitung ∂f
∂y

mit der Wichtung dy
dx

versehen. Diese Formulierung entspricht der Kettenregel für eine gegen Null gehende

Schrittweite.

df

dx
=

f(x0 + ∆x, y0)− f(x0, y0)

∆x
+

f(x0, y0 + ∆y)− f(x0, y0)

∆y
· dy
dx

(A.5)

Wird nun ∆y = dy
dx
· ∆x gewählt, lässt sich die Summe auf einen Nenner bringen und

unter Berücksichtigung des Zusammenhangs

f(x0 + ∆x, y0 + ∆y) = f(x0 + ∆x, y0) + f(x0, y0 + ∆y)− f(x0, y0), (A.6)

der für den linearen Bereich gilt und aus Abbildung A.1 sofort ersichtlich ist, wie folgt

vereinfachen:

df

dx
=

f(x0 + ∆x, y0 + dy
dx
·∆x)− f(x0, y0)

∆x
(A.7)

Bei linearem Verhalten gilt y0 + dy
dx
·∆x = y(x0 +∆x) (Taylorreihe). Damit ist Gleichung

A.7 identisch mit Gleichung A.3.

Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass bei den obigen Formulierungen das Gleich-

heitszeichen nur gilt, weil die Annahme gemacht wurde, dass f linear im Bereich der

Schrittweiten ist, was tatsächlich nur für einen infinitesimal kleinen Bereich zutrifft. Es

handelt sich um Näherungen.
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A.2. Anschauliche Erklärung der kombinierten

Sensitivitätsanalyse

Hier soll in anschaulicher Weise die Umsetzung der kombinierten Sensitivitätsanalyse

erklärt werden.

In der Formoptimierung wird aus den Optimierungsvariablen s(k) des Optimierungs-

schrittes k über bekannte Zusammenhänge die resultierende Geometrie der Struktur

x(k) bestimmt (siehe Abschnitt 5.9.1). Bei der numerischen Optimierung nach dem

NAND-Konzept findet in jedem Optimierungsschritt vor der Sensitivitätsanalyse eine

FSI-Systemanalyse statt (siehe Abschnitt 2.3.2). Für den Optimierungsschritt k werden

hier auf der Basis der bekannten Geometrie der Struktur x(k) die Systemvariablen von

Struktur d(k) und Fluid q(k) in einem iterativen Verfahren ermittelt. Mit konvergier-

ter FSI-Analyse ist dann auch die Position des FSI-Interfaces x
(k)
Γ + d

(k)
Γ , welches die

Strukturoberfläche im verformten Zustand ist, bekannt.

Nun folgt die kombinierte Sensitivitätsanalyse. Zunächst wird die Sensitivitätsgleichung

der Struktur (Gleichung 6.41) für die Systemableitung dd
dsi

(k)
gelöst. Dann soll durch

Perturbieren der Variablen d und x die Systemableitung dq
dsi

(k)
nach Gleichung 6.56

ermittelt werden.

Dies sei nun anhand von Abbildung A.2 in anschaulicher Weise erklärt: Die durchgängige

schwarze Linie stellt die Oberflächengeometrie der Struktur am Interface x
(k)
Γ für den

Optimierungsschritt k dar. Auf die Oberfläche wirkt die Strukturverschiebung d
(k)
Γ , so

dass die verformte Geometrie und Position des FSI Inferfaces x
(k)
Γ + d

(k)
Γ ist. Dies wird

durch die gestrichelte schwarze Linie dargestellt. Wird nun die Optimierungsvariable si
um ε perturbiert, zieht dies eine veränderte Oberflächengeometrie der Struktur nach

sich, die als x
(k)
Γ,pert bezeichnet wird und die graue durchgängige Linie dargestellt wird.

Eine Veränderung der Geometrie zieht veränderte Strukturverschiebungen d
(k)
Γ,pert nach

sich. Die gestrichelte graue Linie stellt das resultierende FSI-Interface x
(k)
Γ,pert + d

(k)
Γ,pert

dar.

Angenommen, die Strukturverschiebung d
(k)
Γ,pert und damit die Position des FSI Interfa-

ces x
(k)
Γ,pert + d

(k)
Γ,pert sei bekannt, so würde zur Bestimmung von q

(k)
pert = fq(x

(k)
Γ,pert,d

(k)
Γ,pert)

nur eine einzige Strömungssimulation genügen. Zur Ermittlung der veränderten Struk-

turverschiebungen d
(k)
pert ist i.d.R. aber eine FSI-Analyse notwendig. d

(k)
pert lässt sich aber

auch folgendermaßen über die Taylorreihe nähern:

d
(k)
Γ,pert = d

(k)
Γ +

ddΓ

dsi
ε (A.8)

Die Bestimmung von x
(k)
Γ,pert erfolgt über x

(k)
Γ,pert = xΓ(s + εei) oder auch über die Taylor-

reihe mit x
(k)
Γ,pert = x

(k)
Γ + dxΓ

dsi
ε. Nun ist die Position des FSI-Interfaces ohne FSI-Analyse
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Abbildung A.2.: Unverformte und verformte Strukturgeometrie am FSI-Interface für den

Optimierungsschritt k im Referenz- und perturbierten Zustand.

bekannt und q
(k)
pert kann durch eine reine Strömungssimulation ermittelt werden. Damit

ergibt sich die gesuchte Systemableitung aus der finiten Differenz wie folgt:

dq

dsi

(k)

=
q

(k)
pert − q(k)

ε
(A.9)

Es ist zu bemerken, dass es sich bei der obigen numerischen Lösung der kombinierten

Sensitivitätsanalyse um einen iterativen Prozess handelt, der aus Gründen der Über-

sichtlichkeit hier unerwähnt bleibt. Dabei wird wiederholt nach dd
dsi

(k)
und dq

dsi

(k)
gelöst,

bis die Konvergenzkriterien erfüllt sind.
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