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Die Optimaliẗat der Zustandsschätzung nach Kalman basiert auf der Annahme, dass die zu re-
gelnde Strecke ausschließlich durch mittelwertfreies Rauschen gesẗort wird. In der Praxis ist
dies jedoch oftmals nicht zutreffend. In dieser Arbeit wird eine Zustandsscḧatzung nach Kal-
man auf einem variabel begrenzten Horizont vorgeschlagen.Neben dem Zustand wird bei der
verwendeten Implementierung auch der zeitliche Verlauf derSẗorung gescḧatzt. Mit Hilfe dieser
Information wird die L̈ange des Horizonts zu jedem Zeitpunkt so angepasst, dass derZielkonflikt
zwischen dem Unterdrücken von Rauschen und der Wiedergabe von schnellen aber relevanten
Zustands̈anderungen aufgrund von Störungen gemindert wird. Die Vorteile der sich ergeben-
den Zustandsschätzung werden beispielhaft im Zusammenspiel mit einer strukturvariablen Re-
gelung anhand eines inversen Pendels im Laborversuch demonstriert.
Keywords:Kalman Filter; Optimale Zustandsschätzung; Zustandsschätzung auf begrenztem
Horizont; strukturvariable Regelung.

1 Einleitung

Aus technischen oder wirtschaftlichen Gründen ist es in der Regel nicht möglich alle Zustands-
größen eines Systems messtechnisch zu erfassen. Die Verwendung einer Zustandsregelung ist
daher nahezu immer an die Notwendigkeit einer Zustandsschätzung gekoppelt. In der Kom-
bination aus Zustandsschätzung und Zustandsrückführung ist die G̈ute der Zustandsschätzung
wesentlich f̈ur die G̈ute der gesamten Regelung verantwortlich.
Für lineare Systeme stellt die Zustandsschätzung nach Kalman eine gängige und unter gewis-
sen Annahmen auch optimale Lösung dar. Die Optimalität gilt, wie in [6] gezeigt, bez̈uglich
verschiedener G̈utemaße. Soll die optimale Lösung bez̈uglich eines unendlich langen Zeit-
horizonts gefunden werden, so hat die Zustandsschätzung nach Kalman die Struktur eines
Luenberger-Beobachters [5]. Bemerkenswert hierbei ist, dass die optimale Scḧatzung rekur-
siv bestimmt werden kann. Das heißt, die Schätzung zu einem Zeitpunkt basiert ausschließ-
lich auf der Scḧatzung zum vorherigen Zeitpunkt und der inzwischen angefallenen Mess- bzw.
Stellinformation. Eine Speicherung weiter zurückliegender Werte ist nicht nötig, weshalb die
Scḧatzungüber einen unendlich langen Zeithorizont sehr attraktiv ist. Durch die Betrachtung
eines unendlich langen Horizonts wird auch der Einfluss des Messrauschens auf die Schätzung
minimiert, wodurch die Unsicherheit in der Schätzung mit der Zeit abnimmt.
Dieses Verhalten ist jedoch an die Annahme gekoppelt, dass ausschließlich mittelwertfreies,
gaußverteiltes weißes Rauschen auf die Strecke und den Ausgang wirken. In der Praxis ist die-
se Annahme oftmals nicht bzw. nur zeitweise erfüllt. Beispielhaft k̈onnte man sich vorstellen,
dass auf ein ansonsten stochastisch gestörtes System zu einem gewissen Zeitpunkt ein Schlag
d.h. eine impulsf̈ormige Sẗorung, wirkt. In diesem Fall kann eine Schätzung bessere Ergeb-
nisse liefern, die bez̈uglich eines begrenzten Zeithorizonts optimal ist und sämtliche Informa-



tion außerhalb dieses Horizonts ignoriert [7]. Sobald nämlich der Schlag den begrenzten Ho-
rizont verlassen hat, sind die zugrundeliegenden stochastischen Annahmen wieder erfüllt und
der Scḧatzer liefert eine optimale L̈osung. Bei einem unendlichen Horizont hingegen werden
auch die irrelevant gewordenen Signalverläufe von vor dem Störereignis ber̈ucksichtigt, was zu
entsprechenden Fehlern in der Zustandsschätzung f̈uhrt.
Im Hinblick auf dieseÜberlegung kommt in dieser Arbeit eine Zustandsschätzung nach Kal-
man auf einem begrenzten Horizont zum Einsatz. Eine Herleitung für eine solche Scḧatzung
findet sich z.B. in [7]. Die Herleitung dort basiert auf der bekannten L̈osung f̈ur einen unend-
lich langen Horizont und wertet diese nur für die Länge des Horizonts aus. Um die Schätzung
dabei nicht durch Werte außerhalb des Horizonts zu beeinflussen, wird die Unsicherheit für den
Anfangswert im Horizont als unendlich groß angenommen.
Ein anderer Zugang findet sich in [10]. Dort wird die Schätzung direkt aus der Minimierung
eines dem Kalman Filter zugrundeliegenden Gütemaßes bestimmt. Auf diese Weise können
auch nichtlineare Systeme betrachtet werden.
In der vorliegenden Arbeit wird der in [10] beschriebene Wegauf lineare Systeme angewandt,
wodurch die L̈osung des Optimierungsproblems analytisch gefunden werden kann. Anders als
bei den L̈osungen, die einen unendlich langen Horizont betrachten [6] bzw. sich daraus herleiten
[7], liefert die Lösungüber die direkte Minimierung des G̈utemaßes auch eine Schätzung f̈ur
den zeitlichen Verlauf der Störungen. Diese Information wird gewöhnlich im Regelgesetz nicht
direkt verwendet. Wie sich zeigen wird, kann sie jedoch zur Detektion von signifikanten, nicht
stochastischen Störungen genutzt werden. Treten solche Störungen auf, f̈uhrt ein langer Beob-
achtungshorizont zu einer schlechten Schätzung. Es wird deshalb vorgeschlagen, die Länge des
Horizonts in diesen Phasen auf ein Minimum zu verkürzen, um m̈oglichst schnell den Einfluss
der nicht stochastischen Störung auf die Scḧatzg̈ute zu mindern.
Der vorgestellte Ansatz ist somit in der Lage eine impulsartige Sẗorung zu erkennen und im
Anschluss daran nach einer sehr kurzen und wohl definierten Zeit wieder eine gute Schätzung
zu liefern. Der resultierende Zustandsschätzer harmonisiert aufgrund dieser Eigenschaften sehr
gut mit einer strukturvariablen Regelung, bei der laut [8] der klassische Luenberger-Beobachter
aus theoretischer Sicht keine befriedigende Lösung darstellt.
Die verbleibende Arbeit gliedert sich wie folgt: Abschnitt2 beginnt mit der Herleitung des Zu-
standsscḧatzers auf einem festen Horizont als Lösung eines Optimierungsproblems. Aufbauend
auf der gleichen Kostenfunktion wird in Abschnitt 3 beschrieben, wie impulsartige Störun-
gen detektiert werden können. Dies wird in Abschnitt 4 genutzt um die Länge des Horizonts
zu variieren. In Abschnitt 5 finden sicḧUberlegungen zur Kombination des vorgestellten Zu-
standsscḧatzers mit einer strukturvariablen Regelung. Die hiermit erzielten Simulations- und
Versuchsergebnisse werden in Abschnitt 6 präsentiert. Abschnitt 7 fasst die wichtigsten Ei-
genschaften und Ergebnisse des vorgeschlagenen Zustandsschätzers zusammen und gibt einen
Ausblicküber m̈ogliche Erweiterungen. Zur fl̈ussigeren Darstellung wurden der Nachweis, dass
der vorgestellte Zustandsschätzer f̈ur beobachtbare Systeme immer entworfen werden kann, so-
wie eine Beschreibung der verwendeten strukturvariablen Regelung und die Zahlenwerte der
Strecke bzw. der Regelung in den Anhang der Arbeit gelegt.



2 Entwurf eines Kalmanfilters auf begrenztem Horizont

2.1 Ausgangspunkt

Betrachtet wird ein diskretes lineares dynamisches System der Ordnungn:

xk+1 = Axk +Buk +Gwk (1)

yk = Cxk + vk (2)

mit x ∈ R
n, A ∈ R

n×n, B ∈ R
n×p, u ∈ R

p, y,v ∈ R
q, w ∈ R

r, G ∈ R
n×r undC ∈

R
q×n. Das System wird durch unkorreliertes, gaußsches, weißes Rauschenv undw gesẗort.

Die zugeḧorigen KovarianzmatrizenR ∈ R
q×q undQ ∈ R

r×r sind damit diagonalf̈ormig und
positiv definit.
Im weiteren Verlauf soll f̈ur obiges System der aktuelle Zustand geschätzt werden. Hierf̈ur
werden ausschließlich die Eingangs- und Ausgangsgrößen der letztenj Zeitpunkte benutzt. Zur
besseren Darstellung wird im Folgenden der aktuelle Zeitpunkt mit dem Index0 bezeichnet, so
dass der f̈ur die Scḧatzung betrachtete Horizont immer mit dem Index−j beginnt. Gescḧatzte
Größen werden mit einem

”
“̂ kenntlich gemacht.

2.2 Theorie

Dem Zustandsschätzer liegt folgendes Modell der Strecke zugrunde:

x̂k+1 = Ax̂k +Buk +Gŵk, ŷk = Cx̂k. (3)

Aus (3) ergibt sich f̈ur jeden gescḧatzten Zustand̂x−i bzw. gescḧatzten Ausganĝy−i im be-
trachteten Horizont:

x̂−i = A−ix̂0 −

i∑

k=1

(A−1−i+kGŵ−k +A−1−i+kBu−k)

ŷ−i = Cx̂−i

mit −i ∈ [−j, 0]. Die Differenz aus der Messungy−i und ŷ−i bezeichnet den Schätzwert f̈ur
die Sẗorung auf den Ausgang

v̂−i = y−i − ŷ−i. (4)

Um die weiteren Gleichungen̈ubersichtlicher darstellen zu können, werden Vektoren definiert,
die s̈amtliche Gr̈oßen innerhalb des betrachteten Horizontes beinhalten:
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Zus̈atzlich werden die folgenden, positiv definiten Gewichtungsmatrizen passender Dimensio-
nen eingef̈uhrt:
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Unter Verwendung von (5) erhält man f̈ur die Scḧatzung der Ausgangsstörung innerhalb des
gesamten Horizonts
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Mit Hilfe der eben eingef̈uhrten Vektoren l̈asst sich das G̈utemaß eines Kalman-Filters auf be-
grenztem Horizont ohne Information̈uber den Startwerteŝx−j (bzw. mit unendlich großer Ko-
varianzP−j oder entsprechendP−1

−j = 0) angeben als [10]:

J =

j
∑

t=0

v̂T
−tR

−1v̂−t +

j
∑

s=1

ŵT
−sQ

−1ŵ−s = ṽT R̃−1ṽ + w̃T Q̃−1w̃. (8)

Setzt man in das G̈utemaß (8) den Zusammenhang aus Gleichung (6) ein, ergibt sich ein quadra-
tisches Optimierungsproblem in den Variablenx̂0 undw̃. Dieses kann analytisch gelöst werden.
Zunächst wird das Optimum bezüglich x̂0 bestimmt:

∂J

∂x̂0

= 2

(
∂ṽ

∂x̂0

)T

R̃−1ṽ
!
= 0. (9)

Hieraus erḧalt man

0 = −Q̃T
BR̃

−1

(

ỹ − Q̃Bx̂0 − B̃ũ− G̃w̃
)

= −Q̃T
BR̃

−1ỹ + Q̃T
BR̃

−1Q̃Bx̂0 + Q̃T
BR̃

−1B̃ũ+ Q̃T
BR̃

−1G̃w̃. (10)

Die Ableitung nach̃w liefert

∂J

∂w̃
= 2

(
∂ṽ

∂w̃

)T

R−1ṽ + 2Q̃−1w̃
!
= 0. (11)

woraus sich ein̈ahnlicher Zusammenhang wie in (10) ergibt:

0 = −G̃T R̃−1

(

ỹ − Q̃Bx̂0 − B̃ũ− G̃w̃
)

+ Q̃−1w̃
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Reiht man die Gleichungen (10) und (12) untereinander und stellt sie wie folgt um:
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(13)



kann man direkt nach den gesuchten Größen aufl̈osen:
[
x̂0

w̃

]

= W−1Ayỹ −W−1Auũ. (14)

Zur Bestimmung der L̈osung dieses Gleichungssystems muss die MatrixW invertiert werden,
was immer dann m̈oglich ist, wenn ein ausreichend langer Horizont betrachtet wird und das
zugrundeliegende System nach Kalman beobachtbar ist (siehe Anhang 8.1).
Mit den Vektoren̂x0 undw̃ lässt sich̃v nach (6) und damit der aktuelle Wert für das G̈utemaß
(8) bestimmen.
Zusammenfassend ist man damit in der Lage, den aktuellen Zustandsvektor und alle Störun-
gen innerhalb des Horizontes zu schätzen. Zus̈atzlich kann mit Hilfe des in jedem Zeitschritt
bestimmbaren G̈utemaßes ein Indikator für die Qualiẗat der aktuellen Scḧatzung gewonnen wer-
den, wie im folgenden Abschnitt detaillierter beschriebenwird.

3 Störungsdetektierung mit Hilfe des Gütemaßes

Erfüllen die Sẗorungen innerhalb eines Horizonts die angenommenen stochastischen Eigen-
schaften, so erḧalt man f̈ur das G̈utemaßes (8) den Erwartungswert:

E (J) =

j
∑

t=0

E
(
v̂T
−tR

−1v̂−t

)
+

j
∑

s=1

E
(
ŵT

−sQ
−1ŵ−s

)

= (j + 1) · E
(
v̂T
−tR

−1v̂−t

)
+ j · E

(
ŵT

−sQ
−1ŵ−s

)

= (j + 1) · q + j · r. (15)

Nimmt das G̈utemaß Werte an, die deutlicḧuber dem Erwartungswert liegen, kann man da-
von ausgehen, dass nicht-stochastische Störungen (Schl̈age oder Sẗoße) auf das System wirken.
Der aktuelle Wert des G̈utemaßes ist somit ein Indikator, ob die Störungen die angenommenen
stochastischen Eigenschaften aufweisen, oder ob nicht-stochastische Störungen angenommen
werden m̈ussen. Die Bestimmung eines entsprechenden Schwellwerts kann in einfacher Weise
im Versuch oder der Simulation erfolgen.
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Abbildung 1: Verlauf des G̈utemaßes nach einer schlagartigen Störung (Simulation).

Abbildung 1 zeigt den Verlauf des G̈utemaßes aus der in Abschnitt 6 vorgestellten Simulation.
Dabei wird das zugrundeliegende System sowohl andauernd stochastisch als auch beit = 4 s



mit einem Schlag gestört, der im Betrag um Gr̈oßenordnungen̈uber dem Rauschen liegt, dafür
aber nur einen Zeitschritt andauert. Die Schrittweite wurde zu∆t = 2ms geẅahlt, die Schwel-
le zur Erkennung des Schlags zuJSchwelle= 60. Zur Reaktion auf erkannte nicht-stochastische
Störungen wird ein Fehlersignal eingeführt, dessen Wert im Normalfall0 ist und das beïUber-
schreiten der G̈utemaßschwelle zu1 gesetzt wird.
Wie man erkennen kann,überschreitet das G̈utefunktional exakt einen Zeitschritt nach auftreten
des Schlags, also beit = 4, 002 s, die Schwelle und das grau dargestellte Fehlersignal wird zu
1. Nachdem der Schlag den Horizont verlassen hat, treffen dieangenommenen Eigenschaften
bez̈uglich der Sẗorungenŵ und v̂ wieder zu. Dementsprechend liegt der Wert des Gütemaßes
abt = 4.01 s wieder unterhalb der Schwelle und das Fehlersignal wird wieder zu0.

4 Variation der Horizontl änge

4.1 Prinzipielles Vorgehen

Bei der Auslegung von Zustandsschätzern existiert ein Zielkonflikt bei der Auswahl des für
die Scḧatzung zu ber̈ucksichtigenden zeitlichen Horizonts. Wählt man einen kurzen Horizont,
so verschwinden Anfangsstörungen (oder auch nicht-stochastische, schlagartige Störungen zur
Laufzeit) sehr schnell aus dem Horizont, wodurch nach entsprechend kurzer Zeit eine gute
Scḧatzung m̈oglich wird. Wirkt hingegen nur weißes, gaußsches Rauschen,so verkleinert sich
die Kovarianzmatrix (Unsicherheit) der Zustandsschätzung mit l̈anger werdendem Horizont [4],
so dass ein langer Horizont in diesem Fall besser in der Lage ist, das Messrausch zu eliminieren
und somit zu einer besseren Schätzung f̈uhrt.
Durch die Verwendung eines Zustandsschätzers nach Kalman mit einem variablen Horizont,
kurz VRHKF (Variable Receding Horizon Kalman Filter), kann dieser Zielkonflikt teilweise
entscḧarft werden. Die Variation findet hierbei auf Basis der in Abschnitt 3 beschriebenen De-
tektion von signifikanten nicht-stochastischen Störungen nach folgender Strategie statt:
Zu Beginn und jedesmal nachdem der Wert des Gütemaßes̈uber dem in Abschnitt 3 beschrie-
benen Schwellwert liegt, wird der Horizont auf die minimale Länge verk̈urzt. Zu allen anderen
Zeitpunkten wird die L̈ange des Horizonts um eins erhöht, bis die maximale L̈ange erreicht ist.
Zur Veranschaulichung der Strategie sind in Abbildung 2 dieHorizontl̈angen f̈ur ein System
der Ordnungn = 3 dargestellt. Die minimale Horizontlänge betr̈agt damit3 Zeitschritte, die
maximale wurde zu6 geẅahlt. Oben ist der Verlauf des Fehlersignals dargestellt, das ẅahrend
derÜberschreitung der G̈utemaßschwelle zu1 gesetzt wird und sonst0 ist. Die beiden vertika-
len Linien markieren Beginn und Ende eines Schlags (einer signifikanten nicht-stochastischen
Störung), welcher im G̈utemaß erkannt werden kann. Vor und während der Zeitpunktet = 1
undt = 2 wirken nur stochastische Störungen auf das System, so dass zu diesen Zeitpunkten die
maximale Horizontl̈ange geẅahlt wird. Auch im Zeitschrittt = 3 findet noch eine Scḧatzung
der Zusẗande auf vollem Horizont statt, allerdingsüberschreitet hier das G̈utemaß aufgrund des
Schlags die festgesetzte Schwelle, so dass das Fehlersignal zu 1 gesetzt wird. Daraufhin wird im
nächsten Schritt der k̈urzestm̈ogliche Horizont geẅahlt. Ab dem Zeitschrittt = 7 hat der Schlag
den Horizont verlassen, weshalb das Gütemaß wieder unter die Schwelle fällt. In der Konse-
quenz daraus wird ab diesem Zeitpunkt die Horizontlänge schrittweise wieder vergrößert, bis
ab dem Zeitschrittt = 10 erneut die volle L̈ange erreicht ist.
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Abbildung 2: Horizontl̈angen vor und nach einer erkennbaren nicht-stochastischenStörung

4.2 Anpassung des G̈utemaßes bei k̈urzeren Horizonten

Wie an Gleichung (8) erkennbar,ändert sich f̈ur kürzere Horizonte aufgrund der kleineren Sum-
me der Wert des G̈utemaßes auch bei gleicher Schätzung von̂v undŵ. Daher muss f̈ur verk̈urzte
Horizonte entweder der Schwellwert oder die Berechnung des Gütemaßes angepasst werden. Da
der Schwellwert empirisch bestimmt wurde, ist eine Anpassung des G̈utemaßes mit geringerem
Aufwand verbunden:

J = kR

j
∑

t=0

v̂T
−tR

−1v̂−t + kQ

j
∑

s=1

ŵT
−sQ

−1ŵ−s (16)

mit

kR =
j + 1

aktuelle Horizontl̈ange+ 1
und kQ =

j

aktuelle Horizontl̈ange
.

Für die Auslegung der Zustandsschätzer auf den verk̈urzten Horizonten wird das ursprüngliche
Gütemaß (8) mit einer entsprechend verkürzten Summe verwendet.
Da eine Scḧatzung auf verk̈urztem Horizont andere Werte für v̂ undŵ liefert, stimmt der Wert
des skalierten G̈utemaßes (16) nicht ganz mit dem Wert des originalen Gütemaßes (8)̈uberein.
Simulations- und Versuchsergebnisse haben jedoch gezeigt, dass f̈ur die angestrebte Verwen-
dung die N̈aherung (16) ausreichend genau ist.

5 Kombination mit einer strukturvariablen Regelung

Um die aus dem schnellen Einschwingvorgang resultierendenVorteile des vorgestellten Beob-
achtungansatzes besonders auszunutzen, wird dieser in einer Anwendung mit einer schnellen,
strukturvariablen Regelung kombiniert.



Unter strukturvariablen Regelungen versteht man Regelungenbei welchen zwischen verschie-
denen, linearen Zustandsrückführungen in diskreter oder kontinuierlicher Weise geschaltet bzw.
variiert wird (siehe hierzu [1]). Die Variation kann hierbei statischd.h. ausschließlich als Funkti-
on des Systemzustands oderdynamischd.h. unter Nutzung zusätzlicher (reglerinterner) Zustände
erfolgen. Im Folgenden wird nur die deutlich verbreitetere, statische Variante betrachtet. Ge-
meinsames Ziel aller strukturvariablen Regelungen ist ein möglichst schnelles Abklingen von
Störungen zu erreichen.
Wie in [8] beschrieben existiert allerdings bis jetzt aus theoretischer Sicht noch keine befrie-
digende L̈osung f̈ur die Kombination einer strukturvariablen Regelung mit einem Zustandsbe-
obachter. Der wesentliche Grund hierfür liegt darin, dass die Auswahl der aktuellen Rückführung
bei allen strukturvariablen Regelungen immer auf dem tatsächlichen Zustandsvektor basiert.
Benutzt man f̈ur die Auswahl der R̈uckführung stattdessen die Zustandsschätzung eines Luenberger-
Beobachters so konnte in [2] die asymptotische Stabilität der Ruhelage nachgewiesen werden.
Wie in [8] gezeigt, ist in diesem Fall allerdings so gut wie keine praktische Aussage mehrüber
die Gr̈oße des sich ergebenden Einzugsbereichs möglich.
Verwendet man f̈ur die strukturvariable Regelung jedoch den vorgeschlagenen Zustandsscḧat-
zer, verbessert sich die Situation wesentlich. Dies liegt daran, dass der vorgeschlagene Zustands-
scḧatzer in Abwesenheit von Störungen nach einer sehr kurzen und wohl definierten Zeitspanne
T eine richtige Zustandsschätzung liefert. Will man also die Menge aller Punkte bestimmen,
welche von der Regelung in die Ruhelageüberf̈uhrt werden k̈onnen, so kann dies mit Hilfe der
folgendenÜberlegung geschehen:
Befindet sich das System zum Zeitpunktt = 0 aufgrund einer Anfangswertstörung am Punkt
x0, so existiert f̈ur ein lineares System mit einem begrenzten Eingangssignaleine Umgebung
D(x0, T ) um x0, in der sichx(T ) befinden muss. LiegtD(x0, T ) vollständig im Einzugsbe-
reichΩI der idealen strukturvariablen Regelung (welche den wahren Zustand zur Verf̈ugung
hat), so kannx0 von der realen Regelung in die Ruhelageüberf̈uhrt werden und liegt folglich
innerhalb des EinzugsbereichsΩR der realen strukturvariablen Regelung (welche auf Basis der
vorgestellten Zustandsschätzung arbeitet). Dies begründet sich einfach damit, dass in Abwe-
senheit von weiteren Störungen der vorgeschlagene Zustandsschätzer f̈ur t ≥ T den wahren
Zustand ermittelt und somit die reale Regelung genauso wie die ideale Regelung arbeitet. Eine
Veranschaulichung dieserÜberlegung findet sich Abbildung 3.

ΩR

ΩID(x0, T )

Abbildung 3: Skizze der Einzugsbereiche:ΩI Einzugsbereich der idealen Regelung (ohne Beobachter),ΩR Ein-
zugsbereich der realen Regelung (mit vorgeschlagener Zustandsscḧatzung)

Auf eine genaue Bestimmung der UmgebungD(x, T ) bzw. des EinzugsbereichsΩR der realen
strukturvariablen Regelung kann verzichtet werden, da für die ideale strukturvariable Regelung
in allen bekannten F̈allen ebenfalls keine exakte Beschreibung des EinzugsbereichsΩI vorhan-
den ist, sondern bloß eine konservative Abschätzung auf Basis einer Ljapunow-Funktion. Da



T sehr kurz undD(x, T ) entsprechend sehr klein ist, kann man davon ausgehen, dass diese
Abscḧatzung f̈urΩI entweder auch für die reale Regelung gilt oder zumindest einen sehr guten
Anhaltspunkt darstellt.

6 Ergebnisse

Um die Performance des Beobachters zu beurteilen, wurde der Beobachter in einer Simulatio-
nen und an einem Versuchsstand getestet. In beiden Fällen wurde ein inverses Pendel betrachtet,
welches auf einem beweglichen Schlitten befestigt ist. Abbildung 4 zeigt den schematischen
Aufbau.
In der Modellierung wurdenx, ẋ, ϕ und ϕ̇ als Zustandsgrößen geẅahlt, die Spannung auf den
antreibenden Elektromotor stellt den Eingangu des Systems dar und ist auf±30V beschr̈ankt.
Die Dynamik des elektrischen Kreises wurde bei der Modellbildung vernachl̈assigt. Der Aus-
gang wird durch die beiden Messgrößenx undϕ gebildet. Die Werte f̈ur das linearisierte kon-
tinuierliche Zustandsraummodell finden sich im Anhang 8.3.1.
Der Regelkreis wurdëuber einen leicht modifizierten, strukturvariablenα-Regler geschlossen,
welcher im Anhang 8.2 detailliert beschrieben ist.

ϕ
x

Riementrieb
M

Schlitten

Abbildung 4: Schema des Versuchstands

Die Rauschprozessew und v werden in der Simulation k̈unstlich hinzugef̈ugt. Die hierf̈ur
geẅahlten KovarianzmatrizenQ undR wurden dabei gleich den am Versuchsaufbau empirisch
ermittelten Werten geẅahlt.
Die Gütemaßschwelle wurde in der Simulation zuJSchwelle= 60 und im Versuch zuJSchwelle=
900 geẅahlt. Der Unterschied zwischen diesen beiden Werten ist damit zu begr̈unden, dass die
Annahmen bez̈uglich der stochastischen Eigenschaften der Störung f̈ur das reale System nicht
ganz zutreffen. Die gefundenen Werte für Q undR erzeugen deshalb im realen System etwas
andere Werte f̈ur das G̈utemaß als in der Simulation.

6.1 Simulationsergebnisse

Zunächst werden die Simulationsergebnisse betrachtet. Nebenden stochastischen Störungen
wirkt zum Zeitpunktt = 4 s eine impulsartige Störungw∗ für die Dauer eines Zeitschrittes auf
das Pendel.
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Abbildung 6: Vergleich der Simulationsergebnisse
bei Schließung des Regelkreisesüber die verschie-
denen Beobachter.

Um die Zustandsschätzungen unabḧangig von der Regelung beurteilen zu können, wurde der
Regelkreis̈uber den wahren Zustandsvektor geschlossen. Abbildung 5 zeigt die Zustandsscḧat-
zungenˆ̇ϕ der Winkelgeschwindigkeit des Pendels für verschiedene Beobachter in Gegenüber-
stellung mit dem wahren Wert. Verglichen wurde das VRHKF mit reduzierten Luenberger-
Beobachtern unterschiedlicher Polkonfigurationen. Die Zahlen in Klammern geben jeweils den
langsamsten Pol der kontinuierlichen Beobachterdynamik an.
Wie zu erwarten klingt der Beobachtungsfehler bei den Luenberger-Beobachtern nach dem
Schlag in exponentieller Weise ab. Im Gegensatz dazu liefert der VRHKF nachdem der Schlag
den Horizont verlassen hat sofort wieder eine sehr gute Schätzung und ist somit deutlich schnel-
ler als alle betrachteten Luenberger-Beobachter.
Um die Auswirkung der Zustandsschätzung auf die Performance der Regelung zu untersuchen,
wurde nun der Regelkreis̈uber die bereits erẅahnten Beobachter geschlossen. In Abbildung 6
sind die sich ergebenden Verläufe des messbaren Pendelwinkelsϕ dargestellt. (Die Zuordnung
entspricht der Legende aus Abbildung 5.) Es zeigt sich, dassdie Regelung auf Basis des VRHKF
nahezu dieselben Ergebnisse liefert, wie die Regelung auf Basis der tats̈achlichen Zusẗande. Die
Regelungen basierend auf den reduzierten Luenberger-Beobachtern reagiert hingegen etwas
langsamer. Da von den4 Zustandsgr̈oßen2 direkt gemessen werden, ist der Unterschied in der
Performance zwischen dem VRHKF und den reduzierten Luenberger-Beobachtern jedoch nicht
so groß, wie man auf Basis von Abbildung 5 erwarten würde.
Bestimmt man die Amplituden der maximal möglichen Schl̈age (Sẗorungsdauer ein Zeitschritt),
so dass der Regler das Pendel trotzdem stabilisieren kann ergeben sich die folgenden Werte:

Kreis geschlossen̈uber Maximaler Schlagw∗

Wahren Zustand 1390
VRHKF 1380
Red. Luenberger (-60) 1370
Red. Luenberger (-40) 1360
Red. Luenberger (-20) 1320

Man erkennt, dass auch in diesem Fall die Rückführung mit VRHKF zwischen der R̈uckführung
der wahren Zustände und dem schnellsten Luenberger-Beobachter einzuordnen ist.



6.2 Ergebnisse am Versuchsstand

Am realen Versuchsstand wird zunächst das Verhalten für den rein stochastisch gestörten Fall
betrachtet. Hierzu wird das Pendel mit Hilfe der bereits erwähnten Zustandsbeobachter stabili-
siert. Abbildung 7 zeigt die unterschiedlichen Zeitverläufe f̈ur die Position des Wagens (es gilt
wieder die Legende aus Abbildung 5).
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Abbildung 7: Wagenpositionx im ungesẗorten
Kreis, geschlossen̈uber verschiedene Beobachter.
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Abbildung 8: ˆ̇ϕ im Kreis mit Schlag, geschlossen
über den jeweiligen Beobachter.

Wie man sehr gut erkennen kann, verhält sich das System mit VRHKF deutlich ruhiger als
alle Systeme mit Luenberger-Beobachter. Offensichtlich ist also die geẅahlte L̈ange des Ho-
rizonts von20 Zeitschritten bzw.40ms ausreichend um die Rauschprozesse gut nachzubilden
und somit eine bessere Schätzung des Zustands zu erreichen als mit den reduzierten Luenberger-
Beobachtern.
Nun wird auch das reale System mit einem Schlag beit = 4 s beaufschlagt. Abbildung 8 zeigt
die Verl̈aufe der Scḧatzungen f̈ur die Winkelgeschwindigkeiten der unterschiedlichen Beobach-
ter, wobei der Regelkreis nun̈uber den jeweiligen Beobacher geschlossen wurde. Auch hier gilt
die Legende aus Abbildung 5.
Wie man durch Vergleich von Abbildung 8 und Abbildung 5 erkennen kann, k̈onnen die Ergeb-
nisse der Simulation am realen System im Wesentlichen bestätigt werden. Einen Unterschied
zur Simulation bildet der deutlich unruhigere Verlauf von˙̂ϕ des VRHKF im Zeitraum zwischen
4, 0 s und 4, 15 s. Zur Erklärung dieses Verhaltens sind in Abbildung 9 die Messwerte indie-
sem Zeitraum sowie eine Approximation der Messwerte mittels einer Fourier-Reihe dargestellt.
Hierbei zeigt sich, dass durch den Schlag eine Schwingung (wahrscheinlich des Antriebsrie-
mens) bei ca.172Hz angeregt wird. Die zeitliche Ableitung der Fourier-Reihe basierten Ap-
proximation ist in Abbildung 10 zu sehen. Offensichtlich handelt es sich also bei der Schätzung
des VRHKF im Zeitraum von4, 0 s und 4, 15 s nicht um ein fehlerhaft verstärktes Messrau-
schen, sondern um die geglättete Wiedergabe einer tatsächlich vorhandenen Schwingung.
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Abbildung 10: Vergleich der Schätzung des VR-
HKF aus Bild 8 von ˙̂ϕ (schwarz) und der Ableitung
der Fourier-Reihen basierten Approximation vonϕ
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Im Gegensatz dazu liefern die Luenberger-Beobachter am realen Versuchsstand einenähnlich
glatten Signalverlauf wie in der Simulation. Genauso wie inder Simulation stimmt dieser Ver-
lauf jedoch im Zeitraum zwischen4, 0 s und4, 15 s mit dem tats̈achlichen Verlauf nichẗuberein.
Wie in Abbildung 11 zu sehen, fällt nach dem Abklingen der Strukturschwingung bei ca.4, 13 s
der Werte des G̈utemaßes dauerhaft unter den festgelegten Schwellwert. Inder Folge wird ab
4, 15 s der Horizont wieder vergrößert, wodurch der VRHKF ab dann korrekterweise einen
deutlich glatteren Verlauf für ˆ̇ϕ liefert.
Der Peak im Verlauf des G̈utemaßes zwischen 4,3 s und 4,4 s ist durch die starke und schnelle
Veränderung der Stellgröße (Abbildung 11 unten) bedingt. Diese wirktüber die Struktur des
Versuchstands teilweise in unmodellierter Weise (und somit als Sẗorung) auf die Bewegung
des Schlittens bzw. des Pendels. Durch eine geeignete Wahl des SchwellwertsJSchwelle kann
verhindert werden, dass in diesen Bereichen die Länge des Horizonts ungewollt verkürzt wird.

7 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Beitrag wurde gezeigt, dass durch die Variation derHorizontl̈ange eines Zustands-
scḧatzers der Zielkonflikt zwischen der Elimination von Messrauschen und der Abbildung von
impulsartigen Sẗorungen verringert werden kann: Trotz einer guten Elimination von Messrau-
schen ist der vorgestellte VRHKF in der Lage nach dem Auftreten einer impulsartigen Störung
innerhalb einer wohl definierten und sehr kurzen Zeitspannewieder eine korrekte Zustands-
scḧatzung zu liefern. Aus diesem Grund erreicht eine Regelung unter Nutzung des VRHKF
nahezu den (idealen) Einzugsbereich, den dieselbe Regelungauf Basis des wahren Zustands
hätte. Speziell f̈ur strukturvariable Regelungen ist die Schätzung mittels VRHKF daher sehr
interessant. Dies konnte anhand von Simulations- und Versuchsergebnissen beispielhaft für ein
inverses Pendel gezeigt werden.
Durch die Auswertung des G̈utemaßes ist der VRHKF in der Lage zu erkennen, wann eine
große Unsicherheit in der Zustandsschätzung besteht. Diese Information könnte in vorteilhafter
Weise auch von der Regelung genutzt werden. Denkbar wäre z.B. das Umschalten auf eine sta-
tische Ausgangsrückführung oder im Falle von stabilen Strecken das kurzfristigeAusschalten
der Regelung bis die Zustandsschätzung wieder als ausreichend zuverlässig eingestuft wird.
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Abbildung 11: Oben: Verlauf des G̈utemaßes und der Horizontlänge nach einer schlagartigen Störung des realen
Systems. Unten: Verlauf der Stellgrößeu. Wie von der strukturvariablen Regelung angestrebt, wird der Stellhub
über einen großen Zeitraum vollständig ausgenutzt.

8 Anhang

8.1 Zur Invertierbarkeit von W

Um die Invertierbarkeit der MatrixW zu zeigen, wird ein Satz̈uber Inverse von Hypermatrizen
ben̈otigt [10]:

Satz 1 (Frobenius Formel) Sind in einer Hypermatrix

H =

[
A B

C D

]

A undF = D−CA−1B regulär, so gilt:

H−1 =

[
A−1(BF−1CA−1 + I) −A−1BF−1

−F−1CA−1 F−1

]

Damit ist es also ausreichend, wenn Invertierbarkeit der imSatz benutzten TeilmatrizenA und
F gegeben ist.



Die MatrixW lässt sich wie folgt als Hypermatrix angeben (siehe auch Abschnitt 2):

W =

[
Q̃T

BR̃
−1Q̃B Q̃T

BR̃
−1G̃

G̃T R̃−1Q̃B G̃T R̃−1G̃+ Q̃−1

]

.

Wendet man nun die Frobenius Formel an, ergibt sich, dass diebeiden Matrizen

M1 = Q̃T
BR̃

−1Q̃B und

M2 = G̃T R̃−1G̃+ Q̃−1−

G̃T R̃−1Q̃B

(

Q̃T
BR̃

−1Q̃B

)
−1

Q̃T
BR̃

−1G̃

regul̈ar sein m̈ussen.
Zunächst wirdM1 = Q̃T

BR̃
−1Q̃B untersucht. F̈ur den Rang einer allgemeinen MatrixA gilt:

Rang(A) = Rang(ATSA), sofernS eine voll besetzte Diagonalmatrix ist, wiẽR−1. Daraus
ergibt sich, dassM1 genau dann vollen Rang hat, und damit invertierbar ist, wennQ̃B den
höchstm̈oglichen Rangn besitzt. Diese Anforderung deckt sich mit dem Kalmanschen Beob-
achtbarkeitskriterium, dãQB – für ausreichend lange Horizonte – eine nach unten erweiterte
Beobachtbarkeitsmatrix des Systems ist.
Um M2 zu untersuchen, wird diese wie folgt umgeschrieben:

M2 = Q̃−1 + G̃T R̃−1

(

I− Q̃B

(

Q̃T
BR̃

−1Q̃B

)
−1

·

Q̃T
BR̃

−1

)

G̃.

Aufgrund der speziellen Struktur voñR−1 lässt sichM2 weiter umformen bis man Gleichung
(17) erḧalt. Zusammen mit den̈Uberlegungen zuM1 sieht man, dass die MatrixS positiv se-
midefinit ist und genaun Eigenwerte bei 0 und alle anderen bei 1 hat.

M2 = Q̃−1 + G̃T R̃−
1

2




I− R̃−

1

2 Q̃B

(

Q̃T
BR̃

−1Q̃B

)
−1

Q̃T
BR̃

−
1

2

︸ ︷︷ ︸

S




 R̃−

1

2 G̃

︸ ︷︷ ︸

positiv semidefinit

(17)

Damit erḧalt man in Klammern eine neue, positiv semidefinite Matrix die genaun Eigenwerte
bei 1 und alle verbleibenden bei 0 hat. Auch nach Multiplikation mit den beiden Matrizen von
links und rechts bleibt der rechte Summand positiv semidefinit. Durch die Addition zuQ̃−1, die
positiv definit ist, ergibt sich f̈ur M2 eine positiv definite Matrix, die damit vollen Rang besitzt
und invertierbar ist.
Somit ist gezeigt, dassW−1 genau dann existiert, wenn das System beobachtbar ist und ein
ausreichend langer Horizont betrachtet wird. Im allgemeinen ist eine Horizontl̈ange vonn
Zeitschritten hinreichend, dãQB dann der Beobachtbarkeitsmatrix des Systems entspricht. Bei
Mehrgr̈oßensystemen kann Beobachtbarkeit auch schon auf kürzeren Horizonten erreicht wer-
den.

8.2 Modifizierter α-Regler

Der in dieser Arbeit verwendete Regler stellt eine leicht modifizierte Version des in [3] vorge-
stelltenα-Reglers dar. Wie in [3] wird auch bei der modifizierten Version zu jedem Zeitschritt



das gr̈oßteα ∈ [αmin;αmax] geẅahlt, welches mit dem aktuellenx die Ungleichung:

xTPx ≤
4bTPb

(2bTPb− α)2
u2
max

︸ ︷︷ ︸

η

(18)

erfüllt. Die MatrixP = P(α) ist dabei die positiv (semi-)definite Lösung der Riccati Gleichung

(A+ α
2
I)TP+P(A+ α

2
I)− 2PbbTP = 0 (19)

mit A,b der Systemmatrix bzw. dem Eingangsvektor deskontinuierlichenSystems. In [3] wur-
de als Regelgesetz

u = −bTPx (20)

geẅahlt.
Solange|u| < umax führt dieses Regelgesetz zu einer exponentiellen Abnahme derLjapunow-
FunktionV = xTPx entsprechenḋV = −αV . In den Bereichen des Zustandsraums in denen
gilt |u| > umax, reduziert sich die Abnahme vonV stetig. Die kleinste Niveaufl̈ache vonV
auf der zum ersten mal̇V = 0 auftreten kann, ist mitV = η (mit η aus 18) gegeben und stellt
daher die Grenze für eine Abscḧatzung des Einzugsbereichs auf Basis der Ljapunow-Funktion
V = xTPx dar.
Um die Dynamik der Regelung zu verbessern, wurden folgende Schritte durchgef̈uhrt:

• Auswahl vonα wie in [3] entsprechend (18).

• Mit Hilfe des gefundenα wird

uα = −bTP(α)x (21)

u′

α = −bT dP(α)

dα
x (22)

bestimmt. Solangeα < αmax wird zus̈atzlich auch noch

uαmax
= −bTP(αmax)x (23)

berechnet.

• Für die Bestimmung vonu können nun2 Fälle unterschieden werden:
Fall 1: Fallsα < αmax undu′

α · (uαmax
− uα) > 0 wird die Steigung

u′

min = min

(

u′

α,
uαmax

− uα

αmax − α

)

für u′

α > 0

u′

min = max

(

u′

α,
uαmax

− uα

αmax − α

)

für u′

α < 0

ermittelt. Daraus bestimmt sichu1 zu

u1 = uα + u′

min · (αmax − α) (24)

Falls
V̇ (u1) = 2xT (PA)x+ 2xTPb · u1 ≤ −fαV (25)



wird u = u1 geẅahlt, andernfalls wirdu zu

u =
−fαV − 2xT (PA)x

2xTPb
(26)

geẅahlt. Der Parameterf ∈ ]0; 1] stellt den einzigen zusätzlichen Freiheitsgrad der mo-
difizierten Regelung dar.
Fall 2: Ansonsten wirdu = uα geẅahlt.

Fall 2 entspricht exakt der in [3] beschriebenen Regelung. Die Modifikation findet nur im Fall
1 statt. Dort wird ber̈ucksichtigt, dass der schnellste Regler (uαmax

) und der n̈achst schnellere
Regler (uα+dα) das Regelgesetz in gleicher Weise verändern. In dieser Situation wird versucht
die Stellgr̈oße entsprechend anzupassen (24).Über die Forderung (25) bzw. deren erzwungene
Erfüllung (26) wird dabei geẅahrleistet, dass trotzdeṁV < 0 gilt und somit die Stabiliẗat
sichergestellt bleibt.

8.3 Verwendete Werte

8.3.1 Strecke mit Sẗorung

Für daskontinuierlicheZustandsraummodell des inversen Pendels wurden folgende Matrizen
verwendet:

A =







0 0 1 0
0 0 0 1

38.91 0 −0.0423 −616.2
0.176 0 −0.002 −158.2






, B =







0
0

0.6377
0.1637






, G =







0 0
0 0

0.6377 141.1
0.1637 0.6377







C =

[
1 0 0 0
0 1 0 0

]

Die Kovarianzmatrizen der Rauschprozesse fürw undv wurden zu

Q =

[
102.66 0
0 10−4.24

]

, R =

[
10−7.11 0

0 10−7.33

]

angenommen.

8.3.2 Regelung

Der verwendete strukturvariable Regler variiert den Parameterα im Intervall [1; 6.72]. Der Pa-
rameterf wurde zu0.5 geẅahlt.
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