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SPRUNGANTWORTEN DER SAITE UND ANSTREICHVORGANG 

E. Terhudt 
Lehrstuhl fur Elektroakustik der Technischen Universitgt MUnchen 

Die Schwingung einer angestrichenen Saite ist durch die fortgesetzte, nahezu abrupte 
Abwechslung von Haft- und Gleitphasen gekennzeichnet. Wie schon Helmholtz Cl1 auf- 
grund experimenteller Beobachtungen beschrieben hat, stehen die Dauern der Haft- und 
Gleitphasen im selben Verhältnis zueinander wie die IJingen der Sattensttkke bekkr- 
setts &S Anstrekhpunktes. und dk Summa VOII Haftphase TH und Gleltpharm TG 
stimmt weitgehend mit der Grundperiode T der frei aus&uvlngenden Satte tIberein. D& 
Saitenschnelle vs am Anstreichpunkt hat angenghert den In Bild 1 schematisch darge- 
stellten Zeitverlauf. 

Bild L 

Diese Tatsaclmn weisen darauf 
hin. daB trotz der Intensiven Em- 
wirkung der nkhthnearen Ret- 
bungsvorgPnge die resultierende 
Schwingung we4testgehend durch 
die dynamischen Charakteris~ka 
der Saite als solcher bestimmt 
ist, und zwar ausschlie0lkh hw- 
weit, wie dkselben skh im An- 
strdchpunlt bemerkbar nldn?n. 
Da die Safte ~8weise als 

hetuer Schwinger ange4ten 
werden kann. ist es letztlich al- 
lein ihre komplexe Impedau im 
Anstrekhpakt - bzw. dta thr 

mathematisch itquivalente Impuls- oder Sprungantwort - welche den Anstrelchvorgang 
beherrscht. 

Unter der komplexen Impedanz Z,(s) wird hier das Varhgltnls der Lapl~Transfor- 
mierten der Kraft-Zeitfunktion ZU derjenigen der S&nel1e-Zeitfunkt1on lm Anstreich- 
Punkt verstanden. AUS Ihr lassen sich durch ~UVCTIM L-Trenrfornution z1Ic1 Sprtmgant- 
worten ermitteln, nämlich 1) die Rraft, welche durch einen Etnhettssprung der Schnelle 
hervorgerufen wird. welcher im Zeitpunkt t = 0 stattfindet; und 2) die Schnelle, welche 

durch einen entsprechenden Einheitssprung der Rraft torgerufen wtrd Die eratcrc 
der beiden Sprungantworten sei mit q(t) bczekhnet, dk letzten mit Pr(t). m gilt 

Aufgrund der Tatsache. daf! M die ElHgkTWl-AS~dder~d8SdfgdIhgVOF 

aussetzen kann. ergeben skh fttr die KemhqhmZ+rSaite-dkkomplexe 

Wellenfunktion y(s) folgende einfache AusdrUcke (vgl. 121): 



zs = 4iiiF (3) 

(M = Massenbelag; F = SoennLraftl; und 

y(s) = a + s/c. (4) 

wobei c die Phasengeschwtndigkeit 

c=mü 6) 

filr Trensverselwellen auf der Saite bedeutet. Zur Beschreibung der grundlegenden 
Aspekte der Saitendynamik ist es zweckm&Big und zuliissig, Dispersion zu ignorieren. 
das beigt. c als frequenz- und amplitudenuaabhangig anzunehmen. Die Energieverluste 
auf der Ute werden in CI.(U durch eine frequenrunabhangige Dtipfungskonstante a 
berticksichtigt. Dieser Ansatz entspricht zwar streng genommen nicht genau den physi- 
kalischen Tatsachen; er ist fUr den vorliegenden Zweck trotzdem zulaSsig. weil voraus- 
setzungsgemgg jene Verluste so klein sind. ds6 ihre Frequenzabhängigkeit als Effekt 
zweiter Ordnung ignoriert werden kann. 

FUr die komplexe Impedanz im Anstreichpunkt 
SchlufBimpedanzn an beiden Enden der Saite 

gilt 

Z,(s) = ?!Jcoth(a+s/cll, l coth(a+s/c)lrl. 

bei unendlich Ab- 

(6) 

wobei mit 1, und l2 die Llngen der Saitenatlkke beiderseits des Anstrekhpunktes be- 
zeichnet werden. Setzt man in Gl.(6) s=/o. so erhellt msn die komplexe Impedanz als 
Funktion der Frequenz. vgl. [Zl. 

Um die gesuchten Sprungantworten zu erhalten. ist Gl.(6) in GI.(l) bzw. (2) einzuset- 
zen und die inverse L-Transformation durchzufuhren (vgl. z.B. 131). FUSS die Kraft- 
Sprungantwort ergibt sich 

q(t) = 0 fur t<o; 

q(t) = Zs[l+eM1 - ~-~llht(tn~)]/(e~lI - 1) 

+ Z,[ 1 + Pl2 - %-a21nt(tm2)]/(e2al’2 - 1) fUr t a 0. (7) 

in GL(7l bedeuten T, und T, diejenigen 
bzw. I2 geh&en. Sk betrrgcn 

T, = 2l,/c ; 

T, = 212/c. 

Perl-. welche ZU den S&enlBngen 1, 

(8) 

(9) 

Die Funktion IntW tn GL(7) bedeutet Yhwa&er Teil des Dezimalbruchs x”. Bild 2 
zeigtaloBei@eldk normkr& Kreft-Sprungantwort fUr ein willklirlkh urgenommenes 
L&genverhgltnis l/l,=S und die beiden IMmpfungswerte a=O und a=O,S/l. wobei 
l=l,+I* 



Die spmag8utwort der 
1. l m  1, 11 11, 

ls- 
scbatlle y,w gewinnt 

murdurchEb&zen 
von (6) in (2). pas- 8endeumformungund 

T Aufsuchen der hm?r- 8en Tr8n8f-en in 
(t) sr eher LT-Tabelle. Dk 

8 Funktloo y*(t) wird 
Bel8e 8ls 
sunum! dreh Antdle 
8u8gedruckt. da8 hem. 
r,(t) ‘y,*(t) *y,*(t) +y,$). 
WObd I , I , L 1.. I , , 

0 1 2 

trr - 

Bild 2. Normiute &uungmtwcut du Khft &%iiaate~ als hmktitm &r natmkrt~ zeit- 
Lltngenver~tnis der Sait~tucirc IA, = S. -t mit GI.171. 

y,,(t) = 0 fur tto; 

y,*(t) = r,~‘+1-2e-2Q’~t(tml/c~s(e~‘-1)l fur trO; 00~ 

y&) = 0 fur t ‘T, ; 

y,,(t) = -,-20’1 (t+’ - .-~‘lnt[(t-T1)/T1)/[2Zs(e2Q1 - l)] fm t >T,; (11) 

y,,(t) = 0 fUr taT*; 

y,,(t) = -e -~h(,*l-.-~l~tC(t-T2)~1)/(~s(c~1 _ 1)~ fur tiT2. tm 

ln Cl.(w)-12) bedeutet T die Grundperiode, du &rst 

T = 2Vc. (l3) 

0 1 2 
WT- 

Bild3zeigtabBeispIeldk mlmkrte spNng8ntwoItder sdmellefureblwillhlrlkb 
-0 -8 verbiltnia der s8lwtie von 111, = 5. 
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Die eingangs geschilderten CesetzmaBigkeiten der gestrichenen Saitenschwingung 
kann man damit folgendermaRen erklitren. Angenommen. der Vorgang beginne damit. 
da8 die Saite ruckartig auf die konstante Bogengeschwindigkeit beschleunigt wird 

(Haftphase). Dann ergibt sich der Zeitverlauf der Tangentialkraft zwischen Saite und 
Bogenhaaren aus der Kraft-Sprungantwort. Wie Bild 2 zeigt. steigt die Kraft stufenartig 
solange an. bis die maxunal mC)gliche Haftreibungskraft erreicht wird. Letztere ist 
durch die konstante Normalkraft des Bogens auf die Safte. den sogenannten Bogen- 
druck, festgelegt. Wird derselbe passend gewihlt. so erfolgt der ubergang In die Gleit- 
phase in demjenigen Augenblick. in welchem dle Tangentialkraft den in Bild 2 erkennba- 
ren gra&ten Sprung ausftfhrt. also im Zeitpunkt T,=Tls/l. In der darauffolgenden 
Gleitphase ftfhrt die Safte im wesentlichen die Schnelle-Sprungantwort (Bild 3) mit ne- 
gativem Vorzeichen aus, weil beim AbriR die Kraft auf nahezu null springt. Wie Bild 3 
zeigt. kehrt die Schnelle des unter den Bogenhaaren liegenen Saitenpunktes nach der 
Zeit T,=Tl,/l auf einen Wert nahe bei null zurtick. so da8 die Saite wieder von den Bo- 
genhaaren mitgenommen wird, und der Vorgang sich wiederholt. Die Dauern von Haft- 
und Gleitphase mtissen sich also in der Tat wie 12/1, verhalten und die Gesamtperiode 
betragt Ttl~/l+l,/l) =T. 

Die maximale Haftreibungskraft, welche zur Erzielung des obigen Schwingungsver- 
haltens mit Hilfe des Bogendruckes hergestellt werden mu& ergibt sich aus Cl.(7). Sie 
muß zwischen den beiden Grenzwerte F,,, und F, liegen; diese betragen im Falle ver- 

nachRissigbarer DRmpfung 
-- 

F, = 2vgZsWl,+11 und 

Fnl = 2vgzsU/lI - 1). 

(14) 

Bild 4 veranschaulicht den Spiel- 
raum, welcher sich danach fur die 
maximale Haftreibungskraft er- 
gibt, sowie das Verhitltnis der 
beiden Grenzwerte. Da die maxr- 
male Haftreibungskraft naher- 
ungsweise proportional zum Bo- 
gendruck Ist. ergibt sich der letz- 
tere aus Cl.tl4. 15). fall der Rei- 
bungsfaktor bekannt ist. Vgl. 
hierzu c4. 51 

lWdI.Die cTmlmmde der Haftmibungskraft Ud ihr Quotient. als Fullktion von l,/l. 
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