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SPRUNGANTWORTEN DER SAITE UND ANSTREICHVORGANG

E. Terhardt
Lehrstuhl fur Elektroakustik der Technischen Universitit Munchen

Die Schwingung einer angestrichenen Saite ist durch die fortgesetzte, nahezu abrupte
Abwechslung von Haft- und Gleitphasen gekennzeichnet. Wie schon Helmholtz [1] auf-
grund experimenteller Beobachtungen beschrieben hat, stehen die Dauern der Haft- und
Gleitphasen im selben Verhiltnis zueinander wie die Lingen der Saitenstiicke beider-
seits des Anstreichpunktes, und die Summe von Haftphase Ty und Gleitphase Tg
stimmt weitgehend mit der Grundperiode T der frel ausschwingenden Saite Uiberein. Die

Saitenschnelle v am Anstreichpunkt hat angenhert den in Bild 1 schematisch darge-
stellten Zeitverlauf.

Diese Tatsachen weisen darauf
L L, ‘—‘1 hin, daB trotz der intensiven Ein-
,/v' wirkung der nichtlinearen Rei-
bungsvorgiinge die resuiltierende
Schwingung weitestgehend durch
die dynamischen Charakteristika
Vs i der Saite als solcher bestimmt

s ist, und zwar ausschlieBlich inso-
¥ t weit, wie dieselben sich im An-
streichpunkt bemerkbar machen.
r Tg Ty Da die Saite niherungaweise als

| linearer Schwinger angesehen
werden kann, ist es letztlich al-
Bild L lein jhre komplexe Impedanz im
Anstreichpunkt - bzw. die ihr
mathematisch dquivalente Impuls- oder Sprungantwort - welche den Anstreichvorgang
beherrscht.

Unter der komplexen Impedanz Z,(s) wird hier das Verhiltnis der Laplace-Transfor—
mierten der Kraft-Zeitfunktion zu derjenigen der Schnelle-Zeitfunktion im Anstreich-
punkt verstanden. Aus ihr | sich durch inverse L-Transformation zwei Sprungant-
worten ermitteln, nimlich 1) die Kraft, welche durch einen Einheitssprung der Schneile
hervorgerufen wird, welcher im Zeitpunkt t=0 stattfindet; und 2) die Schnelle, welche
durch einen entsprechenden Einheitssprung der Kraft hervorgerufen wird. Die erstere
der beiden Sprungantworten sei mit z,(t) bezeichnet, die letztere mit y,(t). Dann gilt
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Aufgrund der Tatsache, daB man die Energieverluste auf der Saite als sehr gering vor-
aussetzen kann, ergeben sich fir die Kennimpedanz Z, der Ssite sowie die komplexe
Wellenfunktion y(s) folgende einfache Ausdriicke (vgl. [2)):




z, = /MF Q)
(M = Massenbelag; F = Spannkraft); und

y(s) =a +s/c, 4)
wobei c die Phasengeschwindigkeit

c=/F/M )

fur Transversalwellen auf der Saite bedeutet. Zur Beschreibung der grundlegenden
Aspekte der Saitendynamik ist es zweckmiiBig und zul#ssig, Dispersion zu ignorieren,
das heifit, c als frequenz- und amplitudenunabhiingig anzunehmen. Die Energieverluste
auf der Saite werden in Gl.(4) durch eine frequenzunabhiingige Dimpfungskonstante a
berlicksichtigt. Dieser Ansatz entspricht zwar streng genommen nicht genau den physi-
kalischen Tatsachen; er ist flur den vorliegenden Zweck trotzdem zulidssig, weil voraus-
setzungsgemiB jene Verluste so klein sind, daB ihre Frequenzabhiingigkeit als Effekt
zweiter Ordnung ignoriert werden kann.

Fur die komplexe Impedanz im Anstreichpunkt gilt damit bei unendlich groBen Ab-
schluBimpedanzen an beiden Enden der Saite

Z,(s) = Zglcothl{a+s/c)l, + cothla+s/c)l,], )

wobel mit I; und |, die Lingen der Saitenstiicke beiderseits des Anstreichpunktes be-
zeichnet werden. Setzt man in G1.(6) s=jw, so erhiilt man die komplexe Impedanz als
Funktion der Frequenz, vgl. [2]).

Um die gesuchten Sprungantworten zu erhalten, ist G1.(6) in G1.(1) bzw. (2) einzuset-
zen und die inverse L-Transformation durchzuflihren (vgl. z.B. [3)). Fur die Kraft-
Sprungantwort ergibt sich

2,() =0 fur t<0;
2,(8) = Zg[1+e2ah - ge~2ahintit/Ti)y 20k _y)
+ Zgl1+e20l2_ gp-2ulaint(t/ T2y (2012 _ ) fyr ¢ 0. )

In GL(7) bedeuten T, und T, diejenigen Periodendavern, welche zu den Saitenlangen |,
bzw. 1, gehOren. Sie betragen

T, =2/c; 8
T, = 21,/c. )
Die Funktion Int(x) in G1.(7) bedeutet "Ganzzahliger Teil des Dezimalbruchs x”. Biid 2
zeigt als Beispiel die normierte Kraft-Sprungantwort fir ein willkirlich angenommenes

Lingenverhiitnis 1/], =5 und die beiden Dimpfungswerte a=0 und x=0,5/1, wobei
l’l| ‘lz.
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Die Sprungantwort der
| Schnelle y,(t) gewinnt
{  man durch Einsetzen
von (6) in (2), pas-
sende Umformung und
Aufsuchen der inver-
sen Transformierten in
einer LT-Tabelle. Die
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ausgedriickt, das heiBt,
Y, (O =y, ey () +y,.(t),
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Bild 2. Normierte Sprungantwort der Kraft (Ordinate) als Funktion der normierten Zeit.
Liingenverhiitnis der Saitenstiicke 1/], = 5. Berechnet mit GI.(7).

¥, () =0 fur t<0;

Y0 = (20141 - 2¢72alInt(t/ Ty /(97 (o200 _y)) gyr ¢20; 10

y,z(t) =0 fur t«Ty:

Yio(t) = —e"2xle2al _ o-2adIntl(t-T)/Thy /97 (221 - 1)) fur taT,; an

Y2 =0 fur t<Ty;

Yialt) = -e 2alz(20l _ ~2alIntl(t-T) /Ty /(97 (200 - 1)) fur ¢2T,. w2

In G1.(10-12) bedeutet T die Grundperiode, das heiBt

T=2/c. 13
osf 7 j ) {  Bud 3. Normierte Sprungantwort
®Z der Schnelle der Saite am An-
Nitleg L streichpunkt als Funktion der nor-
9 ]  mierten Zeit; 1/, =5; al=0.5.
0 1 2
T —.

Bild 3 zeigt als Beispiel die normierte Sprungantwort der Schnelle fur ein willkiirlich
angenommenes Verhiltnis der Saitenstticke von /], = 5.
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Die eingangs geschilderten GesetzmiiBigkeiten der gestrichenen Saitenschwingung
kann man damit folgendermaBen erkldren. Angenommen, der Vorgang beginne damit,
daB die Saite ruckartig auf die konstante Bogengeschwindigkeit beschleunigt wird
(Haftphase). Dann ergibt sich der Zeitverlauf der Tangentialkraft zwischen Saite und
Bogenhaaren aus der Kraft-Sprungantwort. Wie Bild 2 zeigt, steigt die Kraft stufenartig
solange an, bis die maximal mogliche Haftreibungskraft erreicht wird. Letztere ist
durch die konstante Normalkraft des Bogens auf die Saite, den sogenannten Bogen-
druck, festgelegt. Wird derselbe passend gewdhit, so erfolgt der Ubergang in die Gleit-
phase in demjenigen Augenblick, in welchem die Tangentialkraft den in Bild 2 erkennba-
ren groBeren Sprung ausfuhrt, also im Zeitpunkt T,=Tl,/1. In der darauffolgenden
Gleitphase filhrt die Saite im wesentlichen die Schnelle-Sprungantwort (Bild 3) mit ne-
gativem Vorzeichen aus, weil beim AbriB die Kraft auf nahezu null springt. Wie Bild 3
zeigt, kehrt die Schnelle des unter den Bogenhaaren liegenen Saitenpunktes nach der
Zeit T,=TI,/1 auf einen Wert nahe bei null zuriick, so daB die Saite wieder von den Bo-
genhaaren mitgenommen wird, und der Vorgang sich wiederholt. Die Dauern von Haft-
und Gleitphase miissen sich also in der Tat wie 1,/1, verhalten und die Gesamtperiode
betragt T(l,/1+1,/D=T.

Die maximale Haftreibungskraft, welche zur Erzielung des obigen Schwingungsver-
haltens mit Hilfe des Bogendruckes hergestellt werden muB, ergibt sich aus G1.(7). Sie
muB zwischen den beiden Grenzwerte Fy, und Fy, liegen; diese betragen im Falle ver-
nachlissigbarer Dampfung

Fip = 2vgZg(1/1 +1) und (14)
Fipy = 2vgZ W/ - 1. (15)
40, .
Bild 4 veranschaulicht den Spiel-
raum, welcher sich danach fur die
T 301 3 maximale Haftreibungskraft er-
Fin2 gibt, sowie das Verhiltnis der

beiden Grenzwerte. Da die maxi-
12t male Haftreibungskraft naher-
Fin ungsweise proportional zum Bo-

0 ] 17‘; gendruck ist, ergibt sich der letz-
tere aus Gl.(14, 15), fall der Rei-
b bungsfaktor bekannt ist. Vgl.
0 s N N re
0 01 02 03 04 05 zu (4,51

L/l—
Bild 4. Die Grenzwerte der Haftreibungskraft und ihr Quotient, als Funktion von 1,/1.
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