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Abstract

This thesis deals with an analysis of a simulator for gravity field determination from
space borne observations. The theory behind it is a semi-analytical approach, in which
the satellite orbit is defined as a circular orbit with constant inclination. Because of these
simplifications the key formular of this approach results from the transformation of the
gravity potential, which is developed into spherical harmonics on the sphere, into the
reference frame, which moves with the satellite. This formular contains the lumped coef-
ficients which appear as 2D Fourier coefficients. The parameters of the Fourier series,
which is associated with these coefficients, are the basic coordinates of the satellite orbit.
These are the argument of latitude and the longitude of the ascending node.

The lumped coefficients are a linear combination of the transfer coefficients and the
spherical harmonic coefficients. The design matrix of a least squares estimation system
consists of these transfer coefficients. The associated weight matrix is being calculated
from the power spectral densities (PSD) of the observation noise. These PSDs have to
be detected for the observation frequencies, which are normalized by the orbit frequency.
Thus one gets a normal equation system from which, by inverting it, the variances and
covariances of the spherical harmonic coefficients can be estimated.

This thesis starts with explaining the theoretical context of the simulator. It leads through
the various elements step by step. A short instruction is included as well. After a validati-
on variations of the starting parameters will be analysed. Eventually upgrade options will
be discussed. The appendix contains several case studies which also include combinations

of gravity field satellite missions.



Kurzfassung

In dieser Arbeit wird ein Simulator fiir Satellitenschwerefeldmissionen untersucht. Die
Theorie dahinter ist ein semi-analytischer Ansatz. Die Bahn eines Satelliten wird dabei
als kreisformiger Orbit mit konstanter Inklination definiert. Mit diesen Vereinfachun-
gen entsteht durch die Transformation ins bahnbegleitende System aus der Kugelfunk-
tionsdarstellung des Gravitationspotentials die Ausgangsformel dieses Ansatzes. Darin
enthalten sind die lumped coefficients, welche als zweidimensionale Fourier-Koeffizienten
auftauchen. Die Parameter der zugehorigen Fourier-Reihe sind die Hauptperioden der
Satellitenbahn, das Argument der Breite und die Lénge des aufsteigenden Knotens.

Die lumped coefficients sind eine Linearkombination der Transfer- und der Schwerefeld-
koeffizienten. Erstere dienen als Design-Matrix eines linearen Ausgleichungssystems. Die
zugehorige Gewichtsmatrix wird aus den Fehlerspektraldichten (power spectral density,
PSD) der Beobachtungen berechnet. Diese PSDs miissen fiir die auf die Bahnfrequenz
normierten Beobachtungsfrequenzen ermittelt werden. Somit ist es moglich, ein Normal-
gleichungssystem aufzustellen, durch dessen Invertierung dann die Fehler der Schwere-
feldkoeffizienten geschéitzt werden koénnen.

Zu Beginn dieser Arbeit wird die Theorie des Simulators erldutert. Schrittweise wird
durch die einzelnen Elemente des Simulators gefiihrt, eine Kurzanleitung ist ebenso ent-
halten. Die folgenden Abschnitte untersuchen nach einer Validierung die Variation der
verschiedenen Paramter, die in den Simulator einfliefen. Zum Schluss werden Erweite-
rungsmoglichkeiten diskutiert. Der Anhang enthilt verschiedene Fallstudien, in denen

auch Kombinationen von Schwerefeldmissionen analysiert werden.
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1. Einleitung

1. Einleitung

1.1. Motivation

Die Vermessung des Erdschwerefeldes gehort zu den Hauptzielen der Geodésie. Die ge-
naue Kenntnis dieses ermoglicht es, terrestrischen Referenzrahmen einen physikalischen
Hohenbezug zu geben. Des weiteren ergeben sich immer héhere Anspriiche an die Naviga-
tion und Positionierung mit Hilfe von Satelliten. Dazu sind numerische Integrationen von
Satellitenbahnen notwendig, deren Giite auch von der Verfiigbarkeit eines hochauflésen-
den Erdschwerefeldes abhéngt. Weitere Anwendungen finden sich in der Ozeanographie
bei der Analyse von Massen- und Temperaturtransporten.

Die Beobachtungen, aus denen man das Schwerefeld ermitteln kann, lassen sich in ter-
restrische und satellitengestiitzte unterteilen. Erstere sind global nicht in einheitlicher
Auflésung und Genauigkeit vorhanden, weswegen die langwelligen Anteile des Schwe-
refeldes mit diesen schlecht geschétzt werden kénnen. Im Gegensatz dazu erhdlt man
aus einem geniigend langen Beobachtungszeitraum mit einem erdnahen Satelliten global
gleichméfig verteilte gleich genaue Beobachtungen. Auf Grund der gréferen Entfernung
zu den das Potential erzeugenden Massen steckt in den Satellitenbeobachtungen eine
geringere Signalstérke. Somit 14sst sich erklaren, warum sich diese besser fiir die langwel-
ligen Anteile des Schwerefeldes eignen.

Durch geodétische Satellitenmissionen, in erster Linie durch CHAMP und GRACE, ist
es im letzten Jahrzehnt gelungen, die Genauigkeit der langwelligen Anteile des Gravita-
tionspotentials der Erde erheblich zu steigern. In die Berechnungen flieffen hierbei ein:
Beobachtungen der Bahn der Satelliten durch hoher fliegende GPS-Satelliten (high-low-
SST), Daten von satelliteninternen Beschleunigungsmessern fiir nicht-gravitative Kréfte
und bei GRACE hochgenaue Messungen der Entfernung und deren Anderung zwischen
tieffliegenden Satelliten (low-low-SST). Diese Schwerefeldberechnungen basieren also auf
einer indirekten Methode, bei der aus den durch Gravitationsbeschleunigungen gestorten
Bahnen auf Schwerefeldgrofsen geschlossen wird. Durch Gradiometriebeobachtungen der
GOCE-Mission ist es nun erstmals moglich, direkt Schwerefeldgrofien mit einem Satelli-

ten zu beobachten.



1. Einleitung

1.2. Ziel

In dieser Arbeit soll nun eine Mdoglichkeit untersucht werden, die Genauigkeit eines
Schwerfeldes aus satellitengestiitzten Beobachtungen zu simulieren. Dazu wird eine ana-
lytische Verbindung zwischen Missionsparametern und Schwerefeldkoeffizienten hergelei-
tet. Aus dieser Verbindung lésst sich dann ein funktionales Modell beschreiben, mit dem
man eine Varianz-Kovarianzmatrix fiir die unbekannten Koeffizienten schitzen kann. Das
stochastische Modell fiir diese Schiatzung beinhaltet spektrale Informationen zur Genau-
igkeit der Beobachtungen. Diese Informationen fliefen als Fehlerspektraldichten (power
spectral density, PSD) in die Gewichtsmatrix ein.

Die gerade erwédhnte analytische Verbindung ist allerdings eigentlich nur eine semi-
analytische, denn in der Herleitung werden einige Vereinfachung zur Satellitenbahn ge-
troffen, die die Invertierung des Normalgleichungssystems auch mit geringer Rechner-
leistung moglich machen. Trotz dieser Vereinfachungen, die die Zeitunabhingigkeit der
Exzentrizitat und der Inklination betreffen, ergeben sich niitzliche Ergebnisse aus den
Simulationen, die fiir die Planung von Satellitenmissionen und die Kombination dieser
hervorragend genutzt werden kénnen. Damit kann auch simuliert werden, in welcher Wei-
se und welchen spektralen Bereichen des Schwerefeldes die geodétische Mission GOCE
ihren Beitrag zur Erforschung des Geopotentials leisten kann. Auferdem kénnen neue
Satellitenmissionen, und durch Variation der Eingabeparameter und Beobachtungsarten
Szenarien moglicher zukiinftiger Missionen kombinert werden. Abbildung [T.1] zeigt die
RMS-Werte pro sphérisch-harmonischen (SH) Grad bereits bestehender Missionen und
eine mogliche neue Kombination mit fiktiven Missionsparametern, wie sie als Ergebnisse

aus dem Simulator entstehen.

1e-6 ‘ —Kaula
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1e8 —GOCE

%\hx/‘\ —Neu

2 1e-10 =<
24 <—//
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Abbildung 1.1.: RMS pro SH Grad verschiedener Simulationen
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2. Semi-analytischer Ansatz

In diesem ersten Kapitel wird nun schrittweise hingefiihrt zur Benutzung des Simula-
tors, mit dem es moglich ist, die Fehler in verschiedenen Beobachtungen auf diejeni-
gen der Schwerefeldkoeffizienten fortzufithren. Somit findet hier eine Varianz-Kovarianz-
Fortpflanzung statt. Dabei wird im wesentlichen der Vorgehensweise von Sneeuw (2000)

gefolgt. Anschlieffend sehen wir auf die Implementierung des Simulators in MATLAB.

2.1. Theorie

Ausgehend von der bekannten Darstellung des Geopotentials durch Kugelfunktionen auf
der Kugel verfolgen wir die Transformation ins Bahnsystem und definieren die dabei

verwendeten lumped coefficients.

2.1.1. Parametrisierung des Geopotentials

Das Schwerefeld der Erde, das sich aus dem Gravitationspotential der Massen der Erde
nach Newton ergibt, kann auf einer Kugel dargestellt werden. Dabei ergibt sich die Rei-
hendarstellung {iber Grad und Ordnung, die fiir jede Kugelfunktion einen Koeffizienten
bereit hélt. Somit dienen die sphérischen Koordinaten der Kobreite, der Lénge und des
radialen Abstandes als Variablen in Formel . Die bekannte Kugelfunktiosreihendar-
stellung auf der Kugel wie bei Heiskanen & Moritz (1979) lésst sich durch eine komplexe

Schreibweise noch etwas kompakter schreiben. Es gilt

M i+ L
V(r,0,)) = % <1:'> > KinYim (0,0). (2.1)
=0

m=—I

Die einzelnen Terme sind in Tabelle erklart. Die komplexwertigen Kugelflichenfunk-

tionen geniigen dabei
Yim = Py (cos 0) €™ (2.2)

als Produkt voll normalisierter Legendre Funktionen mit einer komplexen Exponential-

funktion.



2. Semi-analytischer Ansatz

r, 0, A Radius, Kobreite, Lénge
R Aquatorradius der Erde
GM Gravitationskonstante multipliziert mit der Erdmasse

Yim (6,))  normierte Kugelflichenfunktion mit Grad / und Ordnung m
K, normierter Kugelflichenfunktionskoeffizient, zugeh. zu Y, (6, )

Tabelle 2.1.: Komponenten von Formel |D

2.1.2. Rotation von Kugelfunktionskoeffizienten

Der erste Schritt, um Satelliten-Beobachtungen mit dieser Formel in Verbindung zu brin-
gen, ist eine Transformation von Formel aus dem erdfesten in ein bahnbegleitendes
System. Dafiir miissen vorerst einige Regeln festgelegt werden, die eine solche Transfor-
mation einer Reihendarstellung mit Kugelfunktionen beschreiben.

Nach Sneeuw (2000) und den darin zitierten Quellen sind Kugelfunktionen im Ausgangs-
system eine Linearkombination von solchen des selben Grades im rotierten System. Wir
wahlen hier eine Transformation mit drei Fuler-Drehungen, um vom Ausgangssystem
mit den Koordinaten der Kobreite § und der Lange A ins Zielsystem (', \') zu gelangen.
Die Koordinate des radialen Abstandes bleibt erhalten. Die erste Rotation dreht um die
urspriingliche z-Achse mit dem Winkel «, die zweite mit dem Winkel § um die neue

y-Achse und die dritte mit v um die endgiiltige z-Achse. Damit gilt fiir Kugelfunktionen
Vi (6, 0) Z Dipr(a, B,7) Yk (0", X) (2.3)
k=—1

mit den sogenannten Repréisentationskoeffizienten

Dimi(ct, 8,7) = €™ *dpi(8)e™7. (2.4)

Auferdem sei
(+k)1—k) 12 & (1+m I—m L ola a
mitc:cosg,5:Sing,a:kfm+2t, t1 = max(0,m — k) und to = min(l — k,l +m).

Damit ergibt sich fiir das Potential im rotierten System

GM S (R &K &~ . - .
Vi (ro\X) = —= <) YD KinmDimi(a, 8,V (0,X) . (2.5)
=0

r
m=—lk=—I

10



2. Semi-analytischer Ansatz

2.1.3. Potential im bahnbegleitenden System

Mit diesem Werkzeug kénnen wir nun die gewiinschten Rotationen durchfiihren, die
uns von den erdfesten sphérischen Koordinaten zu den raumfesten Satellitenkoordina-

ten Uberfiihren.

Abbildung 2.1.: Rotation ins Bahnsystem

Aus Abbildung [2.] ist ersichtlich, in welcher Reihenfolge wir welche Rotationen aus-
fithren miissen. Wir haben unser Ausgangssystem mit dem Aquator in der z-y-Ebene
(z-Achse durch Greenwhich) und der z-Achse zum Himmelspol. Die Bahnebene des Sa-
telliten ist die z’-y’-Ebene des Zielsystems, dessen 2’-Achse zum Satelliten zeigt. Die erste
Rotation bringt die neue z-Achse in eine Linie mit der Schnittlinie der Satellitenbahn
und der Aquatorebene. Dafiir muss um die z-Achse mit dem Winkel A, der Linge des
aufsteigenden Bahnknotens, in mathematisch positiver Richtung gedreht werden. Nun
wollen wir die z-y-Ebene in der Bahnebene des Satelliten haben. Somit ist eine Rotation
um die neue xz-Achse um die Inklination I erforderlich. Abschliefend muss um die neue
z-Achse, die jetzt senkrecht auf der Bahnebene steht, mit dem Argument der Breite u

gedreht werden, wonach die endgiiltige 2’-Achse nun zum Satelliten zeigt.

11



2. Semi-analytischer Ansatz

Die Reihenfolge der Drehachsen in dieser Transformation ist z-z-z. Da die Gleichung
(2.3) nur fiir eine Euler-Drehung z-y-z gilt, miissen wir hier einen Trick anwenden, da-
mit wir das Formelwerk auf dieses Problem anwenden diirfen. Wir drehen unser System
nach der ersten Rotation um die z-Achse mit A um einen rechten Winkel zuriick (—%),
wodurch die zweite Rotation nicht mehr um die neue z- sondern um die neue y-Achse
stattfindet. Um aber dasselbe Ergebnis bei der Transformation zu erhalten, muss diese
zusétzlich eingeschobene Drehung durch ihre inverse Transformation wieder riickgédngig
gemacht werden, also durch eine abschliekende Rotation um die z’-Achse um % (vgl.
Betti & Sanso (1989)).

Nach Formel gilt somit fiir die Reprasentationskoeffizienten

= - T T P .
Dlmk(a7ﬁ77) = Dlmk(A - 5,[,“ + 5) - Zk mdlmk(I)el(ku+mA).

Auch aus Abbildung ist leicht zu erkennen, dass die Koordinaten # und )\ des Sa-
telliten zu jedem Zeitpunkt im rotierten System konstant sind und den Werten § und 0
entsprechen. Nach Formel ([2.2)) ist somit Yj, (0", ') = Pj(0), und aus Formel (2.5) ergibt

sich fiir das Potential im bahnbegleitenden System
V(r,0' X)) =V (r,u,A) =

GM . / R\ l L o i o
" R <r) > D Kind" " dii (D Pip(0)e’ ™. (2.6)
1=0 m=—1 k=—I

Inklinationsfunktionen

Durch die Einfithrung von Inklinationsfunktionen F, die Teile der Transformationsvor-
schrift enthalten, kann Formel ({2.6]) vereinfacht werden. Sei

By (I) = %" dpyse (1) P 0). (2.7)

Damit wird aus (2.6))

00 +1 ! l
V(r,u,A) = s > <R> SN KimFii(D)elFtmd), (2.8)

r
R =0 m=—1k=—1

12



2. Semi-analytischer Ansatz

2.1.4. Nomineller Orbit

Bevor wir die Darstellung des Potentials noch verfeinern, miissen einige Worte zu der
Satellitenbahn gesagt werden. In Formel kommen ja schon vier Koordinaten vor,
die eine solche beschreiben. Das sind der geozentrische Abstand r, die Inklination I, das
Argument der Breite u und die Lénge des aufsteigenden Bahnknotens A. Diese sind nun
einigen Vereinfachungen unterlegen, die die weiteren Formeln um einiges kompakter wer-
den lassen und mit ihren Eigenschaften den nominellen Orbit bilden.
Zum ersten sei r konstant, die Satellitenbahn ist somit als kreisférmig und nicht exzen-
trisch definiert. Ebenso sei die Inklination konstant. Dagegen sind die beiden Koordi-
naten u und A zeitabhéngig und Stérungen durch die Erdabplattung unterworfen. Sei
n die mittlere Bewegung des Satelliten, fiir die nach dem dritten Keplerschen Gesetz
3 = GM gilt. Bei bekanntem Abplattungsterm Jp = —\/5[_(270 haben die zeitlichen
Ableitungen der Kepler Elemente der Rektaszension des aufsteigenden Knotens €, des
Argumentes des Perigdiums w und der mittleren Anomalie M nach Kaula (1966) folgende

Form:
: 3 R\?
Q=—=-nJy <) cos 1,
2 r
2
fnJg ( ) (5cos” I — 1),

M=n+ nJ2< > (3cos® I —1).

Darin sind bereits obige Vereinfachungen beriicksichtigt. Fiir & und A ergibt sich dann
. 3 R\ )
u:w—I—M:n—i—inJQ — ] (4cos”I—1) (2.9)
r
und wenn 6 die Sternzeit Greenwhich bezeichnet,

2
A:Q—é:—;mb<R>C%I—& (2.10)
T

Dabei durchlauft 6 eine volle Periode an einem Sterntag. Somit sind die beiden Haupt-

frequenzen des nominellen Orbits % und A definiert.

13



2. Semi-analytischer Ansatz

2.1.5. Spektrale Darstellung

Wir gehen zuriick zu Formel (2.8)), vertauschen ihre Summationsreihenfolge und fassen

bestimmte Teile zusammen. Dann ist
oo oo ]
Viru,A)= Y > Ayetutmd) (2.11)
m=—00 k=—o00
mit

> GM (R\'"™ _ _
A=Y, R<> Fink (1) K. (2.12)

l=maz(|m||kl)

Die Fourierreihe einer Funktion f(z,y) : R? — R ist nach Hofmann-Wellenhof & Moritz
(1986)
o0 o0
flz,y) = Z Z Cmnei(mx+ny)-
Mm=—00 n=—00

Somit haben wir mit Formel eine Darstellung des Gravitationspotentials als zwei-
dimensionale Fourierreihe gefunden. Die Fourierkoeffizienten Aka werden als [umped co-
efficients bezeichnet und gehéren, wie der Exponent anzeigt, zu einem bestimmten Funk-
tional des Gravitationspotentials (hier V' fiir das Potential selbst).

Die Terme H l‘r/nk werden als Transferkoeffizienten bezeichnet und enthalten einen dimen-

sionierenden Faktor mit den Termen GM und R, eine upward continuation (Potenz von
R
T

Potential abbildet auf ein zweidimensionales Spektrum. Der Definitionsbereich dieses

) und die Inklinationsfunktionen Fj,,;(I). Damit haben wir ein Werkzeug, welches das

Spektrums setzt sich zusammen aus den beiden Wertebereichen von u und A. Diese sind

jeweils [0; 27), aus deren topologischem Produkt sich ein Torus ergibt.

14



2. Semi-analytischer Ansatz

2.2. Ausgleichung

Bis hier her haben wir einen spektralen Zusammenhang hergestellt zwischen dem Gra-
vitationspotential und Koordinaten eines Satelliten, der sich auf einem nominellen Orbit
bewegt. In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie man dieses Formelwerk nutzen kann, um
Beobachtungsfehler eines Satelliten fortpflanzen zu kénnen, damit das Fehlerspektrum
des Gravitationspotentials geschétzt werden kann.

In einem Ausgleichungsmodell nach der Methode der kleinsten Quadrate kénnen Unbe-
kannte x aus einem linearen Modell y = Ax geschétzt werden. Die Beobachtungen y sind
dabei von stochastischer Natur, was der Unterstrich anzeigen soll. Das Beobachtungsmo-

dell kann dann geschrieben werden als

E{y} = Az (2.13)
D{y} =Qyy

mit dem ersten und zweiten stochastischen Moment von y, dem Erwartungswertes E
und der Streuung D. Die Matrix @y, ist die Kovarianzmatrix der Beobachtungen. Ein
erwartungstreuer Schétzer fiir die Unbekannten, der die quadratischen Abweichungen
minimiert, ist dann

s nN—L1gl

T=N AP,y

mit der Gewichtsmatrix der Beobachtungen P, = Q;yl und der Normalgleichungsmatrix
N = AP, A. (2.14)

Die Streuung der geschéitzten Unbekannten % ist dann gegeben durch die Inverse von N
als der Varianz-Kovarianzmatrix der geschitzten Unbekannten Q3 = N1 (vgl. Sneeuw
(2000)). Aus Formel ([2.14) ist ersichtlich, dass fiir die Berechnung von @;; keine Kenntnis

iiber die Beobachtungen noétig ist bis auf deren Kovarianzmatrix.

2.2.1. Funktionales Modell

Als Beobachtungsmodell dient hier die Formel fiir die lumped coefficients eines
bestimmten Funktionals des Gravitationspotentials. Um weitere Funktionale in dieses
Modell mit einzubeziehen, werden in Kapitel 2.3 die dafiir notwendigen Transferkoeffizi-
enten hergeleitet. Die lumped coefficients szk entsprechen den Beobachtungen. Sie sind
das Fourierspektrum der Messungen. Die Unbekannten sind die Potentialkoeffizienten

K, und die Transferkoeffizienten H. l‘r/nk bilden dementsprechend die Design-Matrix der
Ausgleichung (vgl. Gerlach (2006)).

15



2. Semi-analytischer Ansatz

Sei F' ein bestimmtes Funktional des Gravitationspotentials. Dann ist analog zu Formel
(2.13) das zugehorige funktionale Modell, wenn man bei einem maximalen Entwicklungs-

grad L abbricht,
L

P F o
Aby=" Y Hf K.

I=mazx(|m|,|k|)

Wenn nun mj # mag, so ist offensichtlich, dass kein Koeffizient Kj,,,, mit K, identisch
sein kann. Damit ergibt sich ein grofier Vorteil, der das Losen der Normalgleichung be-
trifft. Wenn man annimmt, dass Aﬂl  und Aﬂz i auch stochastisch unkorrelliert sind,
so kann man die Normalgleichung fiir jede Ordnung m separat 16sen (vgl. Sneeuw et
al. (2001)). Fiir ein festes m gilt —L < k < L und |m| < [ < L, woraus sich fiir die
Matrix Hf  als Dimension (2L + 1) - (L — |m| + 1) ergibt.

Eine weitere Moglichkeit, die Rechenanforderungen herunter zu driicken, ist innerhalb
einer Ordnung m die separate Invertierung fiir verschiedene Paritdten von [ — k. Denn
HlI:nk verschwindet fiir ungerade [ — k. Fiir bestimmte Funktionale, welche eine andere
Inklinationsfunktion benutzen, als in Formel definiert, gilt dies fiir gerade [ — k. Die-
se Inklinationsfunktionen werden in Kapitel 2.3 definiert. Somit kann die Dimension von
HE' maximal (L+1)-((L—|m|+1)/2) erreichen. Fiir alle Tupel (m, k) erhilt H}" , und
somit auch die Normalgleichungsmatrix Block-Diagonal-Struktur. Die einzelnen Blocke

konnen dann separat invertiert werden (vgl. Sneeuw (2000)).

2.2.2. Stochastisches Modell

Das stochastische Modell besteht aus der Gewichtsmatrix Py, also der Inversen der
Varianz-Kovarianzmatrix der Beobachtungen. Die Beobachtungen sind die lumped coef-
ficients, also das Spektrum der Messungen. Deren Fehler miissen also spektral definiert
werden durch sogenannte power spectral densities (PSD) oder Leistungsdichtespektren.
Durch diese wird dann festgelegt, wie stark die betreffende Beobachtung in die Normal-

gleichung einflieft.

Power Spectral Density

Das Leistungsdichtespektrum S(f) einer Zufallsfunktion X (¢) gibt an, wieviel Leistung
in einem infinitesimal kleinen spektralen Band df enthalten ist. Es ist definiert durch
die Fouriertransformierte der Autokovarianzfunktion s(7). Diese misst die Kovarianz

zwischen eines um 7 verschobenen Zufallsprozesses X (t) mit sich selbst. Es ist

s(1) = cov{X(t),X(t+71)}.
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2. Semi-analytischer Ansatz

Damit gilt fiir die PSD
St = [ stre = Tar,

—o0
Diese Definition gilt allerdings nur fiir einen stationiren Prozess X (t), also einen Pro-
zess, dessen stochastische Momente erster und zweiter Ordnung endlich und invariant
gegeniiber Verschiebung sind. Anders gesagt, der Erwartungswert und die Varianz eines
solchen Prozesses sind zeitunabhéngig (Percival & Walden (1993)).

Wenn der zugehorige Prozess reell ist und die Einheit U hat, dann ist die PSD ebenfalls
reell und gerade (S(f) = S(—f)) und es ist iiblich, die positive Quadratwurzel anzugeben
mit der Einheit U/ VH:z.

Im hier vorliegenden stochastischen Modell werden Fehler-Spektraldichten der Beobach-
tungen verwendet. Diese geben also den Fehleranteil in einem infinitesimalen Frequenz-
band an. Auferdem arbeiten wir hier nicht mit kontinuierlichen Prozessen X (¢), sondern
mit diskreten Werten X|t,] mit n € {0,1,..., N —1}. Man kann also fiir diese Reihe
eine Abtastrate von At annehmen und eine Gesamtdauer von 7' = NAt. Somit werden

im Spektralbereich keine groferen Frequenzen auftreten als die Nyquist-Frequenz

1
fmax_fNyq— m (215)
und keine kleineren als die spektrale Auflésung
1 1
fmin = Af = 7 = 5 (2.16)

Die PSD besteht dann aus den Werten P, = S[f,]Af mit der Einheit U2. Die Berech-
nung der Varianz aus der Fehler-PSD liefert ein Integral iiber S(f) iiber den gesamten
Messbandbereich. Im diskreten Fall gilt dann

N/2 1 N/2
o= ) SlfAf=o D ShAf] (2.17)
n=—N/2 n=—N/2

(vgl. Frommknecht (2008)). Es ist ersichtlich, dass die gesamte PSD bekannt sein muss,
im diskreten reellen Fall also von der Null- bis zur maximalen Frequenz, damit man tiber

die Gesamtenergie und damit iiber die Varianz Aussagen treffen kann.

Beispiel

Ein Beispiel zeigt, wie man fiir eine einfache Anwendung eine Fehler- PSD-Funktion er-
stellt. Wir wihlen Gradiometriebeobachtungen mit einer Abtastrate von At =5 s. Die-
se sollen eine Standardabweichung von 1 mFE besitzen. Wir nehmen an, unsere PSD-

Funktion hat den fiir jede Frequenz f, konstanten Wert P, = pAf in mE?, also die
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2. Semi-analytischer Ansatz

Annahme eines weifien Rauschens. Somit folgt aus den Formeln (2.15)) bis (2.17)

N/2

2 § —
o= — g p=—= A
n=—N/2

Die Varianz entspricht also der Flache des Rechtecks mit der Breite & = 2 fiae und
der Hohe p und damit gilt
p=o0?-At=5mE?/Hz. (2.18)

Beobachtungsfrequenzen

Die Werte der PSDs kénnen also berechnet werden. An welchen Stellen, also fiir welche
Frequenzen dies geschehen muss, soll nun beschrieben werden. Die Beobachtungen geho-
ren zu bestimmten Frequenzen, die sich aus dem Winkelargument der Expontialfunktion
in Formel ergeben. Die zugehorigen Frequenzen sind

¢mk = ku + mA.

Bei einer Entwicklung bis zu einem endlichen L nehmen m und k alle ganzzahligen Werte
aus [—L; L] an. Wenn man mit auf die Bahnfrequenz n normierten Frequenzen (,,;, = %
arbeitet und man n = @ annimmt, ergeben sich die Beobachtungsfrequenzen zu
' A
Bk = ¢7mk =k+m— (2.19)

u u

(Gerlach (2006)). Damit ist fiir jedes m und k die Frequenz (3,5 eindeutig festgelegt,
fiir welches man dann das Gewicht fiir die Ausgleichung aus den gegebenen PSD-Werten

ermitteln muss.
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2. Semi-analytischer Ansatz

2.3. Funktionale des Potentials und ihre

Transferkoeffizienten

Die in Formel stehenden Transferkoeffizienten H l‘;lk sind, wie der Exponent anzeigt,
nur giiltig im Falle einer Beobachtung des Potentials selbst, welches in der Praxis nicht
beobachtbar ist. In diesem Abschnitt wird nun beschrieben, wie Transferkoeffizienten der
Funktionale des Potentials gefunden werden kénnen, welche hauptséachlich als Beobach-

tungen in die Schwerefeldberechnungen einfliefen. Dies sind:

e Bahnstorungen, beobachtet durch high-low-Satellite-to-Satellite- Tracking (high-low-
SST) von hochfliegenden GPS-Satelliten auf tieffliegende low-earth-orbiter (LEOs)

e Entfernungen und deren Anderungen zwischen zwei LEOs (low-low-SST)

e Zweite Ableitungen des Potentials, Elemente des Gravitations Tensors, beobachtet

durch Gradiometrie

Die Herleitung dieser Transferkoeffizienten erfolgt ausgehend von der Differentiation des

Potentials selbst. Es sei wieder auf Sneeuw (2000) verwiesen.

2.3.1. Erste Ableitungen

Die ersten Ableitungen sind die drei Bestandteile des Gradienten V des Potentials, also
die Beschleunigungen. Darin stehen also die Ableitungen nach den drei Koordinaten,
welche im rotierten System {u, 6, r} entsprechen. Dabei nimmt das Argument der Breite
u die Rolle der Léange, 6’ die der Kobreite und r die des radialen Abstandes ein. Somit

nimmt der Gradient folgende Form an:

0 10
ox r ou
_ o) _ 10
V= oy | — | rov
0 9
0z or

Die einzelnen Komponenten , von oben nach unten, sind die Ableitungen in Flugrichtung,
quer zu ihr und radial nach aufien. Die Transferkoeffizienten der ersten Ableitungen
ergeben sich dann aus der Ableitung des Potentials in Formel (2.6). Sei V =3, . Vimk

eine Kurzschreibweise dieser Formel. Den Ableitungsoperator darf man in die Summen
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2. Semi-analytischer Ansatz

hineinziehen, und es gilt

a 1 GM R bl k—m 7 D 8 i(ku+m ik
%V = ;7 <r) Zk dlmk(I)Hk(O)%e (kut+mA) — Z 7‘/2777,]%
Imk Ilmk
8 . GM— 8 (R\""" - 5 i [+1
&V = ? 5 (T‘) 'lk mdlmk(I)Bk (O)el(ku+m/\) = Z _T‘/lmk
Imk Imk

Die Ableitung nach 6 erfordert eine Ableitung der Inklinationsfunktion Fj,,(I), da hierin
diese Koordinate versteckt ist. Wir definieren hier eine spezielle Inklinationsfunktion,
welche fiir alle Funktionale verwendet wird, die aus einer Ableitung nach 6’ entstehen.
Diese ist die negative Ableitung

OF (1) - OPy,(cos ')
g = dlmk’(I)T‘

Diese Ableitung muss an der Stelle 8/ = 7/2 gebildet werden und damit gilt

Fprop(I) =

Fpi(I) = " iy (1) P g 41.(0). (2.20)

Nun koénnen wir die Transferkoeffizienten fiir alle drei ersten Ableitungen zusammen-
fassen und dabei noch eine Separation spezifischer Terme vornehmen. So bestehen die
Transferkoeffizienten hier aus dem Produkt von vier Faktoren. Diese sind ein dimensio-
nierender Faktor, welcher die Terme GM und R enthélt, eine upward continuation, also
eine Potenz von %, eine Inklinationsfunktion und ein spezifischer Transfer. Letzterer be-
steht aus Termen mit [ und k, wobei fiir die Charakteristik des Funktionals die Ordnung

dieser Koeffizienten mafsgeblich ist. Zusammenfassend gilt

GM [(R\""* _
Himk = —p2 <T> Fre(I) - ik,
GM R +2 _
Hi, = <T> Fipi(1) - 1, (2.21)
B GM (R\'"? _
Hipp = R <T> imk(L) - (—=(l+1)).

Wie erwartet hat der jeweilige spezifische Transfer beziiglich [ und k& immer die Ord-
nung 1 (O(l,k)), d.h. der Grad der Polynome in ! und k des spezifischen Transfers ist

20



2. Semi-analytischer Ansatz

1. Dies stimmt mit der Ordnung der Ableitungen {iberein, fiir die die Formel (2.21)) die
Transferkoeffizienten darstellen. Dies gilt auch fiir die y-Komponente, da in F}Tﬂk (I) das

um eine Ordnung hohere Legendre-Polynom P j41(0) steckt.

2.3.2. Zweite Ableitungen

Die zweiten Ableitungen sind die neun Elemente des Gravitationstensors 7', von denen
aufgrund der Symmetrie sechs unterschiedlich sind. Diese sind durch Satellitengradiome-
trie beobachtbar (vgl. Rummel (1986a)). Es gilt fiir die Koordinaten {u, ¢, r}

Vie Vay Ve T%V““ + %VT —T%VQ/U %Vm’ - T%Vu
T=|Vay Vyy Vi | = %2‘/9/9' + %Vr —%Vefr + T,%Vg/ ,
Vaz Vyz V.2 symm. Vir

wobei die Indizes die Ableitung nach der entsprechenden Variable bedeuten. Somit muss
wieder Formel (2.6) nach den entsprechenden Variablen abgeleitet werden, und man
gelangt zu den Transferkoeffizienten der zweiten Ableitungen. Von diesen benétigen H; Y,
und H}Z, wieder die spezielle Inklinationsfunktion Fjf, (I). Bei H}Y, ist dies nicht der
Fall. Denn unter Benutzung der Laplace-Gleichung, die ja die Spurfreiheit des Tensors

erklart, kann dessen Term umgeschrieben werden zu

1 1

V;/y = _V:cx - ‘/zz = _ﬁvuu - ;V;’ - V;“r-

Die Transferkoeflizienten lauten dann

] () Fo(D) - (—(F + 1+ 1)),

aM 1+3
Hpy = s Fimi(I) - (B* = (1+ 1)),

GM +3 B
Hioe = Nl k(1) - (L 4+ 1)(1 +2), (2.22)
HY, = ik,

T
w

ik (1) - (—ik(l 4 2)),

S-SR F=vIE B=vIN B B=v Il B=+

N N N~ N~

+

w

o]

*

S

~

S~—

imi (1) - (= +2)).

@
<
e N N N

Auch hier kann man die Ordnung der Ableitung an den Ordnungen beziiglich [ und &
des spezifischen Transfers ablesen (O(1%, 1k, k?)).
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2. Semi-analytischer Ansatz

2.3.3. Bahnstérungen (high-low-SST)

Die Herleitung der Transferkoeffizienten fiir Bahnstérungen geschieht {iber die Hill-
Theorie. Ein Korper, der sich im Gravitationsfeld der Erde im freien Fall befindet, bewegt
sich nicht exakt auf einem Keplerorbit. Die Differenzen zu diesem tragen Informationen
des Gravitationsfeldes. Die linearisierten Hill-Gleichungen beschreiben Bewegungsglei-

chungen im lokalen bahnbegleitenden System

P4 oni = f, = Age¥t,
ij+ny = f, = Aye't, (2.23)

5 oni —3n2z = f, = A&Vt

Dabei ist mit der jeweils rechten Seite ein harmonischer Kraftterm eingefiigt mit einer
Amplitude A und einer Frequenz v. Das bahnbegleitende Dreibein hat hier wieder seine
x-Achse in Flugrichtung, die z-Achse in radialer Richtung nach auflen und die y-Achse
quer zur Flugrichtung und damit senkrecht zur Bahnebene. Die linken Seiten definie-
ren, welche Komponenten der Hill-Gleichungen miteinander gekoppelt sind. In der die
y-Komponente betreffende Gleichung kommt keine der anderen beiden vor. Somit kann
diese separat von den anderen beiden gelost werden. Die Storkréfte werden durch die
Gravitationsbeschleunigungen hervorgerufen. Diese sind also die Elemente des Gradien-
ten, und somit nehmen die Dimensionen der Transferkoeffizienten der ersten Ableitungen
die Amplituden der Stoérkrafte ein. Der spezifische Transfer wird direkt aus den einzelnen
Losungen der Differentialgleichungen hergeleitet. Eine wichtige Eigenschaft dieser
Losungen sind Singularitéten fiir die Umlauffrequenzen.

Auch hier werden die in Formel definierten normierten Frequenzen [, verwendet.
Mit diesen lassen sich als Losung der Hill-Gleichungen die Transferkoeffizienten fiir die

Bahnstorungen schreiben als

L+ 1) Bk — k(B2 +3)
BB =1
-1
A R - 1
Hlmyk =R <7,,> ‘Flmk(l) ' 1_ 32 (224)

mk

-1
A _p(B - (I 1)Bmk — 2k
ris = () Pt (G
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2. Semi-analytischer Ansatz

In den Termen des spezifischen Transfers erkennt man die Resonanzeigenschaften dieses
Funktionals fiir f,,r; € {—1;0;1}. Die Ordnungen entsprechen mit O(l, k) denen der

ersten Ableitungen.

2.3.4. Entfernungen und deren Anderungen (low-low-SST)

Hier geht es nun um die Entfernung zwischen zwei LEOs S7 und Sy, die sich auf dem sel-
ben nominellen Orbit bewegen. Dadurch sind deren Koordinaten bis auf die Argumente
der Breite u1 und ug identisch. Es sei u; —ug = 2a > 0. Abbildung 2.2 stellt die beschrie-

bene Situation schematisch dar. Damit gilt fiir die nominell Distanz py = 2r sin «. Durch

Abbildung 2.2.: Zwei LEOs auf dem selben nominellen Orbit

Bahnstorungen befinden sich die beiden Satelliten nicht an ihrer nominellen Position.
Dabei spielen die Komponenten quer zum Orbit keine Rolle und die Abweichung von der

nominellen Distanz wird zu

Ap = (Azy — Axg)cosa + (Az; + Azp)sina =
= (Ax(t+7) — Ax(t — 7)) cosa + (Az(t + 7) + Az(t — 7)) sin a.

Der Zeitpunkt ¢ betrifft die Position genau zwischen den beiden Satelliten, und 7 ist die

Zeit, die ein Satellit benotigt fiir eine Bewegung um den Winkel «. Es gilt 7 = a/n. Fiir
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2. Semi-analytischer Ansatz

die Bahnstérungen Ax und Az sind die Transferkoeffizienten aus dem vorigen Abschnitt
bekannt. Aus einer Kombination dieser beiden setzen sich dann die Transferkoeffizienten

fiir die Entfernungsénderungen zusammen. Damit ist
A _ o . Az . Az
e = 2i cos asin(afBr) Hipg, + 2 sin o cos(afpmn) Hjpy.- (2.25)

Diese enthalten also denselben dimensionierenden Faktor R und dieselbe Potenz fiir die
upward continuation (I — 1) wie die Bahnstérungen. Da sie nicht von Ay abhéngen,
beniitzen sie auch nur die Inklinationsfunktion Fj,,x(I). Fiir kleine Winkel a kann man

H ﬁnp A noch vereinfachen zu

A .
H = 2isin(afmr) Hips. (2.26)

Zeitliche Ableitungen

Die zeitlichen Ableitungen der Abweichungen Ap sind ebenfalls beobachtbare Funktionale
des Gravitationspotentials. Eine Zeitreihe y eines Funktionals F' kann mit obiger Notation
geschrieben werden als
yE(t) = ZHﬁnkKlmewmkt.
Imk
Der Transfer der ersten beiden zeitlichen Ableitungen leitet sich dann her aus der Ablei-

tung der Exponentialfunktion, und es gilt

Hf e = it Hipg, = 0Bk Hipg, (2.27)

F o 52 F o _ 292 F
Hipie = = Himpe, = =1 B Him-

Die Terme mit ¢ und 8 werden dem jeweiligen spezifischen Transfer zugeordnet. Mit
n = \/c%w = (%)3/ ,/GR—]‘:,,/I ergeben sich die Terme fiir die Dimensionierung und die

upward continuation. Damit lassen sich die Transferkoeffizienten der ersten und zweiten
Ableitungen der Bahnstorungen Ap und Ap herleiten (Sneeuw (2000)).
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2. Semi-analytischer Ansatz

2.3.5. Tabelle mit verschiedenen Transferkoeffizienten

In Tabelle 2.2] sind die Transferkoeffizienten verschiedener Funktionale in ihre einzelnen

Terme zerlegt auf einer Seite dargestellt.

Funk- || Dimension | upw. cont. | Ink.- Spezifischer Formel
tional (Pot. v. &) | fkt. Transfer
1% GM/R I+1 F 1 2.12
T GM/R? I+2 F ik 2.21
Y F* 1
z F —(l+1)
Tx GM/R? [+3 F —(k*4+1+1) 2.22
Yy F k2 —(1+1)?
2z F (+1)(1+2)
xy F* ik
xz F —ik(l+2)
yz F* —(1+2)
n 2(l+1)ﬁ7nk7k(ﬁ3n +3)
Az R -1 RES e 2.24
n 1
By " [
I (l+1)/8mk_2k
AZ F ﬁmk(ﬁgnk_l)
GM 1 2 2(14+1) Bk —k (B, +3)
Ay F* i fmt fgﬁ -
. = - (141) Bk — 2K
Az F = 2
GM 7 2(14+1)Bmr—k(8,,+3)
A oy -1 RES e 2.27
.. = 1
Agj F* e
. = (I41) B —2k
AZ F Bmk(ﬁik_l)
Ap 21 CosOzSin(ozﬁmk)Hl%ﬁC + ZSinacos(aﬁmk)Hl%ﬂ 2.26
Ap 2i cos asin(aBmk) HAE + 2sin o cos(aBmr) HA, 2.27
Ap 2i cos asin(aBmk) HAE + 2sin o cos(aB,) HAS

Tabelle 2.2.: Transferkoeflizienten verschiedener Funktionale
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3. Schrittweise durch die Simulation

3. Schrittweise durch die Simulation

Nachdem nun die Theorie erklart ist, kann mit dem praktischen Teil begonnen werden.
Dazu wird in diesem Kapitel schrittweise beschrieben, aus welchen Berechnungen sich
welche Zwischenergebnisse ergeben. Als erstes Endergebnis wird dabei ein Satz an Ku-
gelfunktionskoeffizientenfehlern entstehen, welcher dann zur Validierung des Simulators
dienen soll. Die einzelnen Programme gehéren zu Sneeuw (1995b).

Alle Abbildungen in diesem Kapitel gehoren zu der Simulation, die im folgenden beschrie-
ben wird. Dabei dient ein einfaches Szenario als Ausgangspunkt. Die Satellitenparameter
gleichen denen der CHAMP-Mission und somit dienen high-low-SST-Messungen als Be-
obachtungen. Das sind also Abweichungen im lokalen bahnbegleitenden System von der
ungestorten Kepler-Bahn in den drei Komponenten in Flugrichtung (Ax), quer zu ihr

(Ay) und in radialer Richtung nach aufen (Az).

3.1. Eingabeparameter

Bevor mit den Berechnungen gestartet wird, miissen einige Gréfsen definiert werden.
Diese betreffen die Konfiguration der Satellitenmission und spektrale Parameter mit den
spektralen Beobachtungsfehlern als PSD-Werte in einem bestimmten Messfrequenzbe-
reich. Daneben werden natiirlich auch physikalische Konstanten und Koeffizienten von

bestimmten Modellen benétigt.

Bahnparameter

Die Bahnparameter werden an die CHAMP-Mission angelehnt und sind in Tabelle
definiert.

Inklination 1=87°
Missionsdauer t,,;s = 24 - 30 Tage
Flughthe h =400 km

Tabelle 3.1.. CHAMP Bahnparameter
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3. Schrittweise durch die Simulation

Hauptfrequenzen und Wiederholungsrate
Folgende Werte sind aus GRS80 entnommen und als konstant definiert

ae = 6378137 m
GM = 3.986005 - 10'* m3 /s
J2 =1.08263 - 1073
0 =7.292115- 1075 rad/s.

Die Bahnfrequenz ergibt sich dann nach Kepler zu

= —4|——=~18-107" Hz.
"o\ (e )P :

Aus den Formeln des nominellen Orbits (2.9) und (2.10]) ergeben sich dann die Haupt-

frequenzen % und A zu

w=1.798-10"* Hz,
A=-1.162-107° Hz.

Die Wiederholungsrate ist dann
U
Ty = % = 15.475. (3.1)

Die Wiederholungsrate gibt den Quotienten aus der Anzahl an Umléufen durch die An-
zahl an Tagen an. Also geschehen an einem Tag genau r,, Umldufe. Eine gleichméfige
Uberdeckung mit Bodenspuren erhilt man, wenn man zwei ganze Zahlen findet, deren
Quotient 7, ergibt. Eine ganze Zahl an Umlédufen erhélt man zum ersten Mal nach 40
Tagen, namlich 619. Somit kénnen 40 Tage als Wiederholungszyklus dieser Mission ge-

wahlt werden.

Spektrale Parameter

Zu den spektralen Parametern gehort die obere Grenze des Frequenzbereichs, in dem
die Messwerte vorliegen konnen. Diese ergibt sich aus der maximalen sampling-Rate,
welche die sogenannte Nyquist-Frequenz festlegt. Wenn man eine Abtastrate des GPS-
Empféngers auf CHAMP mit 30 Sekunden annimmt, ist mit Formel

1 1

fma:v - m = @ Hz =~ 0.0167 Hz.
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3. Schrittweise durch die Simulation

Die gewahlte Missionsdauer begrenzt den Frequenzbereich nach unten. Nach Formel

(2.16) ist also
~1.61-107% Hz.

fmin =
tmiss

Der einfachste Fall einer PSD-Funktion ist ein konstanter Verlauf fiir jede Frequenz, ein
weiles Rauschen. Dieser Fall wird fiir diese Simulation leicht an die CHAMP-Mission
und deren Bahnbestimmung mit GPS angepasst. Der Verlauf einer PSD-Funktion fiir
die Bahnbestimmung mit GPS kann nach Miiller (2001) beschrieben werden durch

S(B) = —2 224 (p—wi)e* @D 4wy, (3.2)

T 1+ (8/5)

wobei S die Einheit m/+v/ Hz hat. Die verschiedenen Parameter sind in Tabelle erlau-
tert.

(G auf Bahnfrequenz normierte Frequenz
(Einheit cpr: cycles per revolution)

w1  Rauschniveau zwischen 0 und 1 cpr

wy  Rauschniveau fiir hohe Frequenzen

B4 Frequenz des Ubergangs von w; auf wsy

p  Rauschniveau bei der Umlauffreugenz (1 cpr)

s Schérfe des Maximums bei der Umlauffrequenz (s < 0)

Tabelle 3.2.: Parameter der Formel 1)

Aus Wermuth (2008) kann man das Niveau der Fehler- PSDs an den Grenzen des Fre-
quenzbereiches entnehmen und auf etwa 1 m/+/Hz fiir niedrige und 0.01 m/vHz fiir
hohe Frequenzen festlegen. Fiir die beiden Komponenten in Flugrichtung (Az) und quer
zu ihr (Ay) nehmen wir fiir die Positioniergenauigkeit eine Standardabweichung von
2 e¢m an und realistischerweise fiir die radiale Komponente (Az) den doppelten Wert. An
diese Randbedingungen gekniipft kann nun eine analytische Funktion fiir die Fehlerspek-
traldichten nach obigem Muster eingefiihrt werden. Die verschiedenen Parameter dafiir
werden auf die in Tabelle [3.3] definierten Werte gesetzt.

In Abbildung sind die einzelnen PSD-Werte iiber die Frequenz graphisch dargestellt.
Nach Formel ergeben sich daraus genau die anfangs angenommenen Standardab-
weichungen fiir die Positionierung. Die Eigenschaften dieser PSD-Funktion kénnen an
den drei Summanden in Formel abgelesen werden. Fiir kleine Frequenzen [ ver-
schwindet der zentrale Term, da ja s < 0. Somit startet die Funktion auf dem Level
S(0) = wy; — wg + wy = wy. Fiir hohe Frequenzen verschwinden die ersten beiden Sum-

manden, und und es gilt limg_,, S(3) = wa. Der Ubergang von w; auf wy ist durch den
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3. Schrittweise durch die Simulation

Komponenten: Az, Ay Az  Einheit

wy 0,43 0,55 m/vHz
wo 0,02 0,05 m/vHz
Ba 5 10 cpr

p 0,9 1,9 m/VHz
s —10 —10  1/cpr

Tabelle 3.3.: Parameter fiir die analytische PSD-Funktion in Formel

100 FREWN
— /A
~ \ \
%, N
S \
£ \
[m)] -1
8 10 \
—AX Ay \\
Az
===A X, Ay (weilles Rauschen)
A z (weiRes Rauschen) N

¢ 2 10" 10°
Frequenz [ cpr]

10° 10 10°

Abbildung 3.1.: Fehler-PSD fiir GPS-Positionsbestimmung

Nenner des ersten Summanden definiert. Es ist im Falle wq > wy ein quadratisches Ab-
fallen, welches bei 8 = B4 den Wert % ergibt. Diesen Termen ist durch den zweiten
Summanden eine Glockenfunktion iiberlagert, welche ihr Maximum bei der Umlauffre-
quenz = 1 erreicht. Die Hohe dieses Maximums ist durch den Faktor (p —w;) definiert
und befindet sich bei S(1) ~ w; — wy + p — w1 + wy = p. Die Schérfe dieses Maximums
wird durch den Parameter s eingestellt und wachst mit seinem Betrag.

Wenn man fiir diese Simulation ein weifses Rauschen annimmt und die Standardabwei-
chungen beibehalten will, miissen die Fehlerspektraldichten nach Formel konstant
auf pyy = 2cm - /30s = 10.95 em/vHz bzw. p, = 4cm - v/30s = 21.91 ¢m/v/Hz liegen.

Zusammenhang der Spektren

Der Simulator arbeitet mit verschiedenen Spektren, die aufeinander abgebildet werden.
Der Zusammenhang dieser Spektren stellt eine Verbindung her zwischen dem maximalen
sphérisch-harmonischen Grad Ly, und der maximalen sampling-Rate At. Diese be-

grenzt iiber die Nyquist-Frequenz das Frequenzband der Beobachtungen nach oben. Die
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3. Schrittweise durch die Simulation

Definition der sampling-Rate legt dadurch den sphérisch-harmonischen Grad fest, bis zu
dem das Gleichungssystem losbar ist. Veranschaulicht ist dies in Abbildung auf der
rechten Seite.

Es kénnen nur Gewichte fiir diejenigen Beobachtungen berechnet werden, fiir welche auch
PSD-Werte vorliegen. Die aufterhalb dieses Bereiches liegenden Beobachtungen bekom-

men somit einen unendlich grofsen Fehler und damit das Gewicht 0 zugewiesen.

Missions- Abtastrate:
dauer: £, At
fmin = (tmis)il fmax =fm=(2ﬁt)’1
{ } [Hz]
Nomierung auf l Bahnfrequenz n
[ ] e
fmin = (ntmis,_l @ fmax: (Znﬁt)_l
{ ] [cpr]
Brrin Beobachtungsfrequenzen Benax

1

Spharisch-hammonischerGrad: f
Ordnung: m
Index: k

Abbildung 3.2.: Zusammenhang der Spektren

Die Beobachtungsfrequenzen (,,; sind positiv definiert und ergeben sich aus Formel

E10) m

m

o= [ =

7wl

Der Wertebereich der (3, sollte innerhalb des Definitionsbereiches der PSD-Funktion

liegen. Da (3, nach Formel 1} maximal einen Wert von Lq. (1 + ﬁ) annehmen

. (3.3)
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3. Schrittweise durch die Simulation

kann, folgt direkt
1

mAL (1 n ﬁ)’

Lmam <

(3.4)

was in dieser Simulation einen Wert von ungeféhr 87 ergibt. Wir wéihlen einen maximalen
Entwicklungsgrad von L4, = 80.

Die Wahl der Missionsléange t,,,;s kann nicht so klar definiert werden. Aus der linken Seite
von obigem Schema folgt t,,;5 > m Da aber fiir [ = 0 auch immer §,,; den Wert
Null annehmen kann, miisste die Missionsldnge unendlich groft gewéhlt werden, um end-
liche Gewichte fiir alle 3, berechnen zu kénnen. Aus diesem Grund ist es sinnvoll, die
Normalgleichungsmatrix erst ab einem Grad L., > 0 aufzustellen. Hier wird fiir die
Grade 0 und 1 keine Losung berechnet, also Ly, = 2.

Fiir ein globales Schwerefeld bendtigt man eine gleichmiRige globale Uberdeckung der
Erdkugel mit Bodenspuren, woraus folgt, dass t,,;s mindestens dem Wiederholungszyklus
des Satelliten von 40 Tagen entsprechen sollte. Theoretisch ist das Gleichungssystem auch
fiir eine kleinere Missionsdauer 16sbar. Aber dies ergibt keine realistische Konfiguration
flir ein globales Schwerefeld. Die Genauigkeit wichst mit steigender Missionsdauer mit
ihrer Quadratwurzel, da man mehr Beobachtungen erhélt. Mit der Wahl von 2 Jahren
vermindert man somit die aliasing-Effekte durch zu geringe Uberdeckung mit Bodenspu-

ren.

3.2. Normalgleichungssystem

Hier wird nun beschrieben, wie man die einzelnen Blocke der Normalgleichungsmatrix
fiillt. In diesem Fall haben wir drei verschiedene Beobachtungen (Az, Ay und Az). Es ist
moglich, fiir jede dieser Beobachtungen die Normalgleichungsmartrix separat aufzustellen
und hinterher diese aneinander zu héngen. Deswegen sei hier nur die Axz-Komponente

beschrieben. Die anderen beiden Normalgleichungsmatrizen werden analog gebildet.

Gewichtsmatrix

Die Aufstellung der Gewichtsmatrizen geschieht fiir jede Ordnung m separat. Dazu miis-
sen die Gewichte fiir die zugehorigen normierten Frequenzen 3, berechnet werden. Dabei
gilt fiir jedes m: k € N und k € [~ Liaz; Limaz]-

Der Definitionsbereich der gegebenen PSD-Werte S ist vorerst in der Einheit Hz. Dieser

muss transformiert werden in den Bereich der (,,; mit der Einheit ¢pr. Dies geschieht
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3. Schrittweise durch die Simulation

durch Division der Frequenzen durch die Bahnfrequenz n. Nun kénnen die Fehler fiir die
betreffenden 3,5 durch eine lineare Interpolation aus den zugehorigen PSD-Werten er-
mittelt werden. Dabei muss eine Diskretisierung vorgenommen werden. Diese besteht aus
der Multiplikation der interpolierten Fehler mit der Quadratwurzel aus der spektralen

Auflésung df = ——. Fiir Bahnstorungen erhalten wir Fehler der Einheit m durch

tmis
Ok [m] =S [m/VHz] - \/df ~1.6075-10% . PSD. (3.5)

Der Simulator rechnet mit dimenionslosen Grofen. Deswegen fallt bei der Berechnung der
Transferkoeffizienten der dimensionierende Faktor aus Tabelle weg, und die Gewichte
werden durch diesen geteilt. Fiir Bahnstorungen ist das die grofe Halbachse der Erde a.,
und es gilt o, = S'T\iﬂ.

Nun konnen die betreffenden Gewichte p aus den dimensionslosen Fehlern berechnet

werden. Die Gewichte sind invers proportional zu den Varianzen afnk und somit
1
Omk

Die Beobachtungen werden als unkorrelliert angenommen, und so ist die Gewichtsmatrix
die Diagonalmatrix mit den Werten von p auf der Diagonalen.

Abbildung zeigt die einzelnen Grofsen, die fiir das Aufstellen der Gewichte relevant
sind fiir bestimmte Ordnungen m. Der Wertebereich der (,,; in dieser Simulation reicht
dabei von 0 cpr bis iiber 80 c¢pr. Die Werte fiir die verschiedenen m unterscheiden sich,
wie man in Formel erkennen kann, in einer Verschiebung in die positive k-Richtung
um % Da die Wiederholungsrate fiir LEOs etwa 16 betragt, ist der Versatz der Bk
fiir zwei verschiedene Ordnungen m in etwa gleich, und die Abbildungen gleichen sich fiir
verschiedene Missionssimulationen. Diese Ahnlichkeit gilt ebenso fiir die beiden anderen
Beobachtungen.

Da die PSD-Fehlerfunktionen fiir Bahnstérungsbeobachtungen bei der Bahnfrequenz im-
mer ein Maximum aufweisen, ist auch die Form der o,,,-Funktionen charaktistisch fiir

diese Art mit ihrem peak bei k ~ 0.
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3. Schrittweise durch die Simulation

_ lepr]

0
Index k

Abbildung 3.3.: Bk, 0mi und pp, flir ausgewéhlte Ordnungen m beziiglich Az

Transferkoeffizienten

Die Designmatrix enthélt die Transferkoeffizienten, vgl. Tabelle [2.2] Bei deren Berech-
nung entfillt die Anbringung des dimensionierenden Faktors, damit sie zu den dimensi-
onslosen Gewichten passen, und die Designmatrix ist das Produkt aus den drei Faktoren
der upward continuation, dem spezifischen Transfer und der Inklinationsfunktion. Diese
werden fiir die jeweilige Ordnung m aufgestellt und besitzen als Zeilenindex den Index k
und als Spaltenindex den Grad I.

Die Inklinationsfunktionen sind definiert in Formel fiir Fynx(I) bzw. fur
E} . (I). Die Berechnung der Inklinationsfunktionen erfolgt im Simulator mit der Metho-

33



3. Schrittweise durch die Simulation

de der Fourier-Transformation. Dabei werden Symmetrieeigenschaften der Basisfunktio-
nen Py, cos und sin ausgeniitzt. Die Legendre-Funktionen werden entlang des Orbits
berechnet. Deren Argumente sind sphérische Koordinaten {\, ¢, 7}, welche durch eine

Transformation aus den Bahn-Koordinaten {u, I'} gewonnen werden:

cos u
{u, I} — | sinucosI | — {\ ¢,r}.

sinusin

Die Berechnung erfolgt dann iiber die Fourier-Transformation der Funktion
Py (8) - (cos(mA) + sin(mA)) (vgl. Sneeuw (1995b)).

Invertierung der Normalgleichungsmatrix

Nun existiert die Design- und die Gewichtsmatrix fiir jede Ordnung m. Diese muss nun
invertiert werden. Die Invertierbarkeit hdngt von den Eingabeparametern, in erster Li-
nie von der Missionsdauer und dem maximalen sphérisch-harmonischen Grad ab. Die
Invertierung geschieht auch separat fiir jede Ordnung m. Dabei kann Speicherplatz ge-
spart werden, indem die Symmetrie der Kovarianzmatrix ausgeniitzt wird, so dass nur
die untere oder die obere Dreiecksmatrix abgespeichert werden muss. Durch die Inver-
tierung der Normalgleichungsmatrix fiir ein bestimmtes m erhédlt man dann die Varianz-
Kovarianzmatrix der Koeffizienten der Ordnung m fiir die Grade m bis L4z, wobei deren
Varianzen auf der Diagonalen platziert sind.

Die Koeffizientenfehler allein kénnen ebenfalls in platzsparender Weise abgespeichert wer-
den. Dies findet statt in einer quadratischen Matrix der Grofe Lj,q. + 1. Die zonalen
Cho-Koeffizienten befinden sich in der ersten Spalte, wobei mit dem Zeilenindex der
Grad n wéchst. Somit besteht die Diagonale der Ergebnismatrix aus den sektoriellen
Cpn-Koeffizienten. Die S),1-Koeffizienten sind in der ersten Zeile (S1; als zweites Ele-

ment).
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3. Schrittweise durch die Simulation

3.3. Kurzanleitung

Die einzelnen Schritte, die in diesem Kapitel beschrieben sind, sollen nun iibersichtlich
zusammengefasst werden. In Tabelle ist erklart, wie man von den Eingabeparametern
bis zu den Fehlern der Schwerefeldkoeffizienten gelangt. Als Referenzen stehen in der

letzten Spalte die betreffenden Formeln.

Missions- Wahl der Inklination und der Flughthe
paramter Missionsdauer (mind. Wiederholungszyklus) Formel
maximaler Entwicklungsgrad Ly, bzw. Abtastrate At |D
Lias < goamarieg
Fmin = 1/tmss
fmaz = 1/2At F. (2.15
Art der Beob. GPS, low-low-SST, Grad.
PSD weiftes Rauschen [U/VHz] = o[U] - VAt F. (2.18
analytische PSD Def.-bereich: [finmin; fmaz)
Kontrolle 02 =2->"PSD-Af F. (2.17
Berechnung | Norm. der Freq. fo=f/nmit n= i Ga—]y
Wiederholungsrate 1, = % F. d?;
Dimensionierung dim Tab. 2.2—|
Schleife m € {0;1;. .. Lnaz} o
iiber le{mym+1;... L}
Ordnung k€ {—Lmaz; —Lmaz + 1; ... Lynaz }
m Separation fiir versch. Paritdten von [ — k& moglich
Beobachtungsfreq. Bk = ’k — \%I’
Interp. der PSD-Werte, Diskret. und Dim.
Tk = Gt
Gewichtsmatrix P =diag(1/52,,)
Designmatrix (dimensionslos)
A = (spez. Transf.) - (upw. cont.) F'l(;;)k
NEQ N, = ATPA
Invertierung Oml = diag((le)_l)

Tabelle 3.4.: Kurzanleitung
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3. Schrittweise durch die Simulation

3.4. Validierung

Die Validierung des Simulators erfolgt {iber einen Vergleich der Koeflizientenfehler mit
dem TUM-2S-Modell (vgl. icgem (2009)). Dieses Schwerefeld beinhaltet Bahnstorungs-
Beobachtungen des CHAMP-Satelliten von zwei Jahren. Darin enthalten sind formale
Fehler der Koeffizienten bis zum SH Grad 60.

Simulation (log.) TUM-2S (log.)
- -9 0

10

9.5 95
20¢

-10 30 =4t 1-10
40 -

-10.5 -10.5
j P—

B 60 -

" -50 0] 50 1

Ordnung m Ordnung m

Abbildung 3.4.: Dreiecksplot der Koeffizientenfehler (log. zur Basis 10)

Der erste graphische Vergleich betrifft die Darstellung der Fehler in einem Dreiecksplot
(Abbildung . Der Wertebereich ist fiir beide Abbildungen identisch gewéhlt mit den
Grenzen 107" und 107, Der farbliche Verlauf mit variierendem Grad ist vergleichbar.
Bei variierender Ordnung sind jedoch Unterschiede erkennbar. Wahrend die simulierten
Fehler mit sinkender Ordnung zunehmen, verhélt sich dies beim Vergleichsmodell umge-
kehrt. Somit werden die Fehler der sektoriellen Koeffizienten (C,, und Sy,) zu gering
und die der zonalen Koeffizienten (Cj0) zu hoch geschéatzt.

Abbildung stellt nun den Verlauf der quadratischen Mittelwerte (RMS, root mean
square, Formel fiir jeden Grad dar. Fiir einen festen Grad n gilt

n 2 2
RMSn — \/Zm:O (Cnm + Snm) ) (37)

2n +1
Zum Vergleich ist durch die mit Kaula beschriftete Kurve der Signalgehalt des Schwe-

refelds mit dargestellt. Wie schon aus der Dreiecksdarstellung zu vermuten, stimmt der
Verlauf der Fehler mit variierendem Grad bei beiden Fehlersédtzen nahezu iiberein. Die
simulierten und die zum Modell gehérenden RMS-Fehler steigen mit jedem Grad gleich
an. Dabei verlduft die simulierte Kurve etwas nach unten versetzt. Ein Grund dafiir kénn-

te eine zu optimistische Annahme beziiglich der Beobachtungsgenauigkeiten sein. Durch
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10° —Kaula
—TUM-28
\ —realistische PSD
\ konstante PSD
10 8 \\ \
2 —
|
107 : —
7,’-—"
Il Il i I 1 1 1
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

Abbildung 3.5.: RMS pro Grad der Koeffizientenfehler

Versehen der beiden PSD-Funktionen in Abbildung[3.Imit einem konstanten Faktor, der
wenig grofer als 1 ist, konnte man die Ergebniskurve mit den RMS-Werten pro Grad auf
die Modellkurve schieben. Damit lésst sich sagen, dass sich mit dem Simulator realisti-
sche Aussagen treffen lassen, was den Fehlergehalt pro Grad von Schwerefeldkoeffizienten
betrifft.

te-9 —TUM-2S
NC —realistische PSD
6e-10 konstante PSD
3e-10— o~ _— ]
\
%)
=
1e-1017 \}
y \
| i
Be-11 {
1 1
-60 -40 -20 0 20 40 60
Ordnung

Abbildung 3.6.: RMS pro Ordnung der Koeffizientenfehler

Man muss sich natiirlich im Klaren sein, dass der Verlauf der Fehler- RMS in Abhén-
gigkeit des Grades gewisse Informationen nicht offen legt. Dies betrifft vor allem den
Verlauf der Fehler pro SH Ordnung. Dazu ist in Abbildung der Verlauf der RMS-
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3. Schrittweise durch die Simulation

Werte beziiglich der Ordnung m dargestellt, vgl. Formel (3.8)). Fiir ein festes m gilt

Nmax CZ
Zn:m nm 7m Z 0

_ n —m+1
RMS,, = e
n=m nm m < 0
Nmaz —m~+1 )

Hier werden deutliche Unterschiede zwischen Simulation und Vergleichsmodell sichtbar,

(3.8)

was ja schon am Dreiecksplot zu vermuten war.

Die Ursachen fiir die Unterschiede konnen in einer falschen Wahl der Eingabeparameter
liegen. Deren Einfluss wird im néchsten Kapitel erortert. Um aber schon einmal klar zu
machen, wie wichtig eine genaue Kenntnis der Fehlerspektraldichten der Beobachtungen
ist, sind in den Abbildungen [3.5] und [3.6] die RMS-Werte einer weiteren Simulation ein-
getragen. Diese beinhaltet exakt dieselben Eingabeparameter bis auf die PSD-Funktion.
Diese ist hier als konstant eingefithrt worden auf einem Level von 10.95 c¢m/ VHz fiir
Az und Ay bzw. 21.91 em/VHz fiir Az, um die Gesamtleistung und damit die Vari-
anz der Beobachtungsfehler auf einem Level 2 bzw. 4 ¢m zu halten. Bei Verwendung
der konstanten PSD-Funktionen als Beobachtungsfehler entstehen gréftere Unterschiede
zum Vergleichsmodell, auch wenn die Grofenordnung der RMS-Fehler pro Grad in etwa

gleich geblieben ist.
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4. Variation der Eingabeparameter

Die Giite der Ergebnisse des Simulators ist, wie die letzten Ergebnisse gezeigt haben,
abhéngig von der Wahl der Eingabeparameter. Die Einfliisse dieser Parameter sollen nun
in diesem Kapitel erldutert werden. Gestartet wird mit einer Simulation mit Gradiome-
triebeobachtungen. Nacheinander werden dann die einzelnen Parameter verédndert und
die Unterschiede der Koeffizientenfehler in graphischen Darstellungen verglichen. Bei Va-

riation eines Parameters werden die anderen auf den Werten in Tabelle gehalten.

Beobachtungen Gradiometrie (Diagonalelemente Ty, T, und 7%.)

Entwicklungsgrad  Lyq, = 200

Missionsdauer tmiss = 12 - 30 Tage

Flughthe h =300 km

PSD weifes Rauschen auf 1 mE /v Hz
Inklination 1 =090°

Tabelle 4.1.: Eingabeparameter der Ausgangssimulation

Dabei werden die Art der Beobachtungen und der maximale Entwicklungsgrad fiir al-
le Simulationen in diesem Kapitel konstant gehalten. Die Untersuchungen gelten somit
der Missionsdauer, der Flughohe, der Fehlerspektraldichte der Beobachtungen und der
Inklination. Die Ergebnisse sind alle durch die RMS-Werte der Koeffizientenfehler pro
sphérisch-harmonischen Grad dargestellt. Zum Vergleich dient jeweils die Signalstérke,

genahert durch Kaula.

4.1. Missionsdauer

Gestartet wird diese Analyse mit der Variation der Missionsdauer. Zu erwarten ist eine
Verkleinerung der Koeffizientenfehler mit wachsender Beaobachtungsdauer. Die Ergeb-
nisse der einzelnen Simulationen sind in Abbildung [4.1] dargestellt. Dabei lauft die Missi-

onsdauer von 30 Tagen in logarithmischer Skalierung bis hin zu iber 21 Jahren. Wie
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4. Variation der Eingabeparameter

erwartet erhalt man die kleinsten Fehler mit der langsten Missionsdauer. Eine Erhohung
der Missionsdauer bewirkt somit einen Versatz der RMS-Fehler pro Grad nach unten.
Dies wirkt auf jeden Grad in gleicher Weise. Zu beachten ist hier die logarithmische Dar-
stellung, die gleichabstdndige RMS-Fehlerkurven fiir die verschiedenen Missionszeitrau-
me entstehen ldsst. Mit steigender Missionsdauer erhélt man mehr Beobachtungen fiir
jede Unbekannte. Somit verbessert sich die Redundanz, und damit verkleinern sich die

Varianzen der Unbekannten.

T T T T
10 —Kaula
—30 Tage
120 Tage
—480 Tage

00 N —1920 Tage

S — 7680 Tage
. \\
2 \\\
o, 10
10 —
\ ////
10_12 // /
L L + L

L 1 1
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Grad

Abbildung 4.1.: Variation der Missionsdauer

4.2. Flughohe

Als néchstes wird der Einflufs der Flughthe untersucht. Sie lauft von 100 km bis 500 km
in Abstdnden von 100 km. Die Ergebnisse sind wieder als RMS-Fehler pro Grad in
Abbildung [.2] dargestellt. Das Signal der Gravitation nimmt mit der Entfernung ab. Je
naher man an den erzeugenden Massen ist, je niedriger also die Flughdhe des Messsytems
gewahlt ist, desto mehr Details des Schwerefeldes konnen beobachtet werden. So kann
erklart werden, warum mit geringerer Flughohe die Fehler der Koeffizienten fiir héhere
Grade niedriger ausfallen. Die Variation der Flughche bewirkt keine Verschiebung der
RMS-Fehlerkurven; die einzelnen Kurven in Abbildung starten fiir Grad 0 alle in
etwa auf demselben Niveau von 107!, Vielmehr dreht man die RMS-Kurve um diesen
Anfangspunkt im Uhrzeigersinn - also nach unten - bei Verkleinerung und gegen den

Uhrzeigersinn bei Vergroferung der Flughohe.
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20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Grad

Abbildung 4.2.: Variation der Flughdhe

4.3. PSD

Der Einfluf der Fehler- PSDs soll nun etwas detaillierter betrachtet werden. Der erste Ab-
schnitt nimmt ein weifses Rauschen fiir die Beobachtungsfehler an. Beim zweiten werden

verschiedene charakteristische analytische Funktionen als PSD-Werte eingefiihrt.

Konstante PSD

Ausgangspunkt fiir die Beobachtungsgenauigkeit sind hier nun Fehlerspektraldichten mit
konstantem Verlauf (weiffes Rauschen) auf logarithmisch versetzten Werten. Die Varia-
tion des PSD-Levels wirkt in &hnlicher Weise wie die der Missionsdauer (Ergebnisse in
Abbildung . Das Niveau der Fehlerspektraldichten der Beobachtungen ist wieder lo-
garithmisch skaliert und nimmt Werte zwischen 0.1 und 25.6 mE/ V' Hz an. Wenn man
also die Lebenszeit des Satelliten erhdhen will, um durch eine léngere Missionsdauer ein
genaueres Schwerefeld berechnen zu kénnen, kénnte man genauso gut ein Messinstrument

mit erh6hter Messgenauigkeit einbauen.

Analytische PSD

Nun werden Ergebnisse verglichen, welche durch verschiedene analytische PSD-Funktionen
gewichtet worden sind. Im ersten Fall haben die PSD-Funktionen alle die Form PSD;(f) =
a- f°, wobei darauf geachtet wird, dass die Gesamtleistung fiir alle PSDs 1 mFE betrigt.
Fiinf verschiedene Fille werden betrachtet mit b € {—2;—1;0;1;2}. Die zugehérigen
Werte fiir den Faktor a lauten: {1.78-107%;1.53 - 10?;2.24;38.73; 500 }. Dabei sind die
Unstetigkeitsstellen bei f = 0 fir b € {—2;—1} ersetzt worden durch den Wert von

41



4. Variation der Eingabeparameter
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Abbildung 4.3.: Variation der Messgenauigkeit

f = 107 Hz. Graphische Darstellungen dieser Funktionen beinhaltet Abbildung
Die resultierenden Fehler- RMS-Kurven sind in Abbildung dargestellt. Man erkennt

-
5
10 e =
\\\N:\
S
- i ES Ul
b 100 F E— >
= T~ gl
= /:>‘: ::./ ——
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= 10° —T —PSDy,
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1ML —PSD 14
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; i . 15
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Frequenz [cpr]
Abbildung 4.4.: analytische PSD (PSD; = a - f?)

einen Zusammenhang zwischen dem Exponenten der analytischen PSD-Funktionen b und
der durchschnittlichen Steigung der Fehler-RMS-Werte pro Grad. Wahrend die RMS-
Werte der Koeffizientenfehler, die zu PS D11 gehoren, im Mittel pro Grad kaum ansteigen,
tun dies diejenigen mit P.S D5 als Beobachtungsfehler um 4 Grofenordnungen von Grad
0 bis 200.

Eine weitere interressante analytische PSD-Form ist eine Sprungfunktion PSDs(f) =
(Z’ ;iz . Sie weist ab einer bestimmten Frequenz allen Beobachtungen dariiber

einen groferen Fehler b zu. Die Gesamtvarianz ist mit 1 mE wieder konstant, und alle
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Abbildung 4.5.: RMS pro Grad fiir analytische P.SD;-Funktionen

flinf Funktionen starten fiir Frequenzen unter der Sprungfrequenz ¢ mit dem Wert a =
0.01 mE/vHz. Die Sprungfrequenzen sind Vielfache der Umlauffrequenz, also ¢ = k - n
mit k& € {10;20; 50; 100; 150}. Dazu gehoren dann die Werte b € {2.26; 2.28; 2.35; 2.48; 2.63}.
Abgebildet sind diese Funktionen und die zugehorigen Ergebnis- RMS-Kurven in den Ab-
bildungen und Deutlich zu erkennen sind die Stellen, an denen die RMS-Werte
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Abbildung 4.6.: PSD als Sprungfunktionen (PSD3)

der Koeffizientenfehler stark ansteigen. Sie befinden sich genau an den Graden n = k,
die zu dem Faktor k der jeweiligen Sprungfrequenz passen. Wie schon im vorigen Kapitel
theoretisch gezeigt ist hier der Zusammenhang zwischen der Beobachtungsfrequenz und

dem sphérisch-harmonischen Grad zu sehen.
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Abbildung 4.7.: RMS pro Grad fiir analytische P.SDs-Funktionen

4.4. Inklination

Befindet sich ein Satellit auf einer Bahn mit einer Inklination ¢ € [0°;180°], so besitzt die
geographische Breite seiner Bodenspuren einen Wertebereich von [-90° —[90° — i|;90° —
|90° — ¢|]. Somit sind in Breiten auferhalb dieses Bereiches, also dem nérdlichen und
stidlichen Polarloch, keine Beobachtungen vorhanden. Es ist also zu erwarten, dass auch
das Schwerefeld in diesen Bereichen schlecht bestimmbar ist.

Abbildung stellt die RMS-Werte der Koeflizientenfehler von Simulationen mit ver-
schiedenen Inklinationen 7 als Eingaben dar (i € {80°;82°;84°;86°;88°;,92°}). Je stérker
die gewdhlte Inklination also von 90° abweicht, umso gréfser sind die durchschnittlichen
Fehler der Schwerekoeffizienten. Dabei macht es keinen Unterschied, ob man eine Inkli-

nation grofer oder kleiner als 90° wahlt.

10" N —Kaula
—80°

82°
—84°
—86°

s e M i . | H
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Grad

Abbildung 4.8.: Variation der Inklination
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5. Polarlochproblem

Aus Abbildung wiirde man vermuten, dass eine nicht polare Satellitenmission im
Vergleich zu einer polaren ein in allen Ordnungen viel schlechteres Schwerefeld liefert.
Aufserhalb der Polarlécher wird durch eine solche Mission die Erdkugel allerdings gleich
oder sogar noch dichter mit Bodenspuren bedeckt. Somit sollten hier die Schwerekoeftizi-
enten mit einem maximal genauso grofsen Fehler bestimmbar sein. Dabei muss natiirlich
die Frage gestellt werden, ob sich die Polarlécher auf bestimmte sphérisch-harmonische
Koeffizienten abbilden, oder ob alle Koeffizienten betroffen sind.

Eine theoretische Uberlegung bringt uns der Antwort niher. Nehmen wir an, wir haben
ein globales Schwerefeld mit zugehorigen Fehlern. Die Fehler sind nur von der geographi-
schen Breite abhangig und zwar mit der Bedingung, dass sie konstant den Wert a > 0
besitzen fiir |¢| < ¢, < 90° und den Wert b > a fiir || > ¢,. Eine sphérisch-harmonische
Synthese transformiert dieses globale Fehlerfeld auf einen Kugelfunktionskoeffizienten-
satz. Da dieses Feld aber nur breitenabhéngig ist, also eine rein zonale Struktur aufweist,
miissen alle nicht zonalen Koeffizienten S, und Cj,;, mit m # 0 gleich Null sein. Die
gesamte Information der Fehlerverteilung muss daher in den zonalen Koeffizienten Cy
stecken.

Nach diesen Uberlegungen erwartet man aus einer nicht polaren Mission also ein Schwe-
refeld, bei dem sich die groften Fehler um die zonalen Koeffizienten versammeln. Be-
trachtet man in Abbildung die Dreiecksplots der Koeffizientenfehler der Simulationen
mit variierender Inklination, erkennt man genau diesen Effekt. Anhand dieser Abbildung
lassen sich auch die sehr hohen RMS-Werte in Abbildung erkldren, bei denen ja
die Mittelwerte iiber alle Ordnungen aufgezeichnet sind. Dabei spielen die um mehrere

Grofsenordnungen kleineren Werte der tesseralen Koeffizienten kaum eine Rolle.

5.1. Mediandarstellung

Bei einer Verteilung der Koeffizientenfehler wie in Abbildung[5.1] vor allem in den oberen
beiden Darstellungen bzgl. der Inklinationen 80° und 82°, erhélt man also mit der Bildung
der RMS-Werte pro Grad keine aussagekraftigen Darstellungen. Ein anderes Werkzeug

ist der Median-Filter, dessen Nutzen in diesem Zusammenhang untersucht werden soll.
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Abbildung 5.1.: Zu Abbildung gehorende Dreiecksplots (logarithmisch)

Dabei dienen die der Abbildung zugrunde liegenden Simulationen als Datenquelle.
Deutlicher wird der Fehlergehalt pro Ordnung (Formel ) in Darstellung

Der Median ist ein Mittelungsoperator, der eine Zahlenreihe auf eine Zahl abbildet, indem
er die Reihe der Grofe nach sortiert und dann den mittleren Wert iibergibt. Veranschau-
licht ist dies in Abbildung[5.3] Die blaue gestrichelte Linie stellt einen Querschnitt fiir den
Grad n = 150 durch den Dreiecksplot von Abbildung[5.1mit der Inklination ¢ = 80° dar.
Man erkennt deutlich die starke Vergroferung der Fehler fiir Ordnungen kleiner als etwa
25. Wenn man nun diese Datenreihe der Grofe nach sortiert und den Wert in der Mitte
herausgreift, kommt man zum Median. Der grofe Unterschied zum RMS-Wert wird in
der Abbildung ebenfalls deutlich.

Nun muss untersucht werden, wann sich der Einsatz des Medians lohnt, also welche
Aussagekraft die rote Linie in Abbildung beziiglich des Fehlergehaltes pro Grad hat.
Dazu wird zum Vergleich ein Datensatz bendétigt, welcher diesen Polarlocheffekt nicht
in seinen Koeffizientenfehlern tragt. Hier sei die identische Simulation mit einer polaren
Konfiguration gewahlt. Deren RMS-Wert soll dann mit dem Median der nicht polaren
Simulation verglichen werden.

Abbildung soll diesen Vergleich veranschaulichen. Es ist eine Detailansicht der Koef-
fizeintenfehler mit dem auf die ,,guten’ Koeffizienten eingeschréankten Wertebereich. Gut
zu erkennen ist der sehr dhnliche, wenn auch nicht ganz identische Verlauf der Koeffi-
zientenfehler pro Grad mit den verschiedenen Inklinationen fiir grofere Ordnungen als

etwa 25. Allein aus dieser Tatsache kénnte man zu der Ansicht gelangen, dass man das
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Abbildung 5.2.: RMS-Fehler pro Ordnung fiir verschiedene Inklinationen
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Abbildung 5.3.: Medianfilter

Problem des Polarlochs in den Koeffizienten umgehen kénnte, indem man unabhéngig
von der Inklination der betreffenden Mission eine Inklination von 90° in den Simulator
eingibt. Man erhalt so durch Bildung der RMS-Werte pro Grad sicherlich vergleichbare
Werte. Will man diese Vereinfachung jedoch nicht eingehen, kann man auf das Werkzeug
des Medians zuriickgreifen. In diesem Fall liegt die Grofenordnung der Differenz der bei-
den Operatoren bei etwa 107!, Es ist allerdings leicht vorzustellen, dass dieses Werkzeug
keine vergleichbaren Ergebnisse liefert, wenn der Bereich der schlechten Koeffizienten die
halbe Breite der Abbildung [5.4] {ibersteigt.

In Abbildung sind die RMS-Werte pro Grad fiir die Inklinationen 80° und 90° und
die Median-Werte fiir die Inklination 80° zu sehen. Gut zu erkennen ist der sehr dhnli-

che Verlauf von Median(80°) und RM S(90°). In dieser Simulation ist der Einsatz des
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Abbildung 5.4.: Median und RMS
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Abbildung 5.5.: Median und RMS pro Grad

Medians somit sinnvoll, um die ,schlechten Werte um die zonalen Koeflizienten in der

Fehlerdarstellung pro Grad auszublenden.

Die Darstellung einer analytisch erzeugten Koeffizientenfehlerreihe zeigt ein Beispiel, in
dem der Median keine vergleichbaren Ergebnisse liefert. Der Testdatensatz ist auch fiir
den Grad 150 in etwa demselben Wertebereich generiert wie die Werte in Abbildung[5.3]
In Abbildung sind drei Szenarien gezeigt, in denen der RMS-Wert der Koeffizienten-
fehler fiir eine Losung ohne schlechte zonale Koeffizienten (RM S(90°)) den Median-Wert
der Polarlochdaten (Median(80°)) um mehr als eine Grofenordnung tibersteigt. Dabei
sind die Fehler jeweils so generiert, dass sie fiir steigende Ordnung m in etwa einem
1/m-Verhalten folgen. In solch angeordneten Féllen wiirde also der Einsatz des Medians

einen viel zu geringen Fehlergehalt pro Grad erzeugen. Hier sind nun zwei Moglichkeiten
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Abbildung 5.6.: Testdatensatz

vorgestellt worden, wie man einer so gearteten Fehlerverteilung (sieche Abbildung be-
gegnen soll. Diese sind die Verwendung des Medians oder der Ubergang zu einer polaren

Missionssimulation. Dabei lasst sich im Allgemeinen sagen, dass eine polare Simulation
eine Uberschitzung des Fehlergehaltes pro Grad herbeifiihrt. In Abbildung ist dies
gut an dem Verlauf der beiden gestrichelten Fehlerlinien fiir Ordnungen grofler als 25
zu erkennen und zu begriinden mit der Tatsache, dass eine geneigte Bahn in niedrigeren
Breiten eine dichtere Abdeckung zur Folge hat als eine polare.

Der Median wird in dieser Anwendung dazu benutzt, hohe Fehler um die zonalen Ko-
effizienten auszublenden, die durch den Polarlocheffekt entstehen. Sind allerdings neben
diesen hohen Fehlern weitere Fehlermaxima, beispielsweise am &ufseren Rand eines Drei-
ecks um die sektoriellen Koeffizienten (n = m), wiirden diese ebenfalls ausgeblendet.
Dann gehen durch den Median zu viele Informationen verloren. In jedem Falle ist eine

Fehlerfortpflanzung niitzlich, um die geographische Verteilung der Fehler zu ermitteln.

Diese wird im Folgenden beschrieben.

5.2. Fehlerfortpflanzung von
Kugelfunktionskoeffizientenfehlern aufs Geoid

Eine genauere Vorstellung des Fehlergehaltes eines Kugelfunktionskoeffizientensatzes er-
hélt man durch eine volle Fehlerfortpflanzung der Koeffizientenfehler aufs Geoid. Als Ein-
gangsdaten hierfiir dienen die in Block-Diagonalgestalt vorliegenden Varianz-Kovarianz-
matrizen, die man als Ergebnis einer Simulation erhélt. Wir wollen nun fiir einen Punkt

(0, A) den resultierenden Geoidfehler berechnen. Die Darstellung in Rummel (2006) fiir
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die Fehlerfortpflanzung auf Geoidhéhen N lésst sich fiir diese Anwendung in die komplexe

Schreibweise tibersetzen und es gilt

Lma:c l

N=R ZZ ZlYlm 0,\) Ky = YK.
=2 m=—

Dabei enthélt die Matrix Y die Anteile R15l|m| (cos ) €™ und der Vektor K die Schwere-
feldkoeffizienten. Wenn nun ) die Varianz-Kovarianzmatrix der harmonischen Koeffizi-

enten ist, gilt fiir die Varianz der Geoidhohe
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Abbildung 5.7.: Fehler pro SH Grad, Vergleich zwischen RMS und Median

Um diesen Ansatz mit den vorherigen zu vergleichen nehmen wir die Varianz-Kovarianz-
matrizen der Simulation der Inklinationsvariationen als Daten (Abbildung . Die Me-
dian-Werte dieser Simulationen sind pro SH Grad im Vergleich mit den RMS-Werten
in Abbildung flir drei verschiedene Inklinationen dargestellt. Die Fehlerfortpflanzung
flihrt zu kumulativen Fehlern. Um also diese Werte validieren zu kénnen, sind in Abbil-
dung kumulative Geoidfehler dargestellt. Kumulative Geoidfehler in Metern ergeben
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sich aus

l n

cum; = R Z Z o2

n=2m=-n

und die zugehorigen Median Werte dann

l
cumedion — R Z Median? - (2n +1).
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Abbildung 5.8.: Kumulativer Geoidfehler, Vergleich zwischen RMS und Median

Die Ergebnisse der Fehlerfortpflanzung sind langenunabhéngige und dquatorsymmetri-
sche Geoidfehlerfelder und sind fiir vier verschiedene maximale SH Grade in Abbildung
.9 dargestellt. Man erkennt die erwartete Abbildungseigenschaft. Die grofen Fehler um
die zonalen Koeffizienten bilden sich um die Polkappen ab und je weiter die Inklination
von 90° entfernt ist, desto grofer ist dieses Polarloch. Um nun die kumulativen Fehler
untereinander zu vergleichen, sind in Tabelle [5.1] die jeweiligen Werte aus Abbildung [5.§]
mit den Medianwerten {iber die geographische Breite aus Abbildung aufgelistet. Da-
bei finden sich auch die iibrigen Inklinationen, die nicht in den Abbildungen dargestellt
sind. Man erkennt, dass die beiden Methoden im Median sehr gut iibereinstimmen, au-
Rer fiir Inklination 80°. Die Medianwerte aus der Fehlerfortpflanzung liegen im Mittel
9 Prozentpunkte unter denen aus den kumulativen Werten, wobei die Ubereinstimmung
mit dem Entwicklungsgrad zunimmt. Man erkennt, dafs diese Ergebnisse mit Vorsicht

zu genieflen sind und eine genaue Untersuchung in verschiedene Richtungen von néten

ol



5. Polarlochproblem

ist. Der Median gibt einen ersten Eindruck und ldsst relative Aussagen zu. Fiir absolute
Werte und die geographische Verteilung der Fehler ist vor allem die Fehlerfortpflanzung

als Hilfsmittel heranzuziehen.
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Abbildung 5.9.: Geoidfehler in Abhéngigkeit der Breite

Inklination Lz = 60 Loz =100 | Lpge = 140 | Lyee = 180
[°] || KUM FFP | KUM FFP | KUM FFP | KUM FFP

80 || 0.42 0.22 | 0.51 0.36 | 1.17 1.09 | 4.55 4.46
82 || 0.24 0.22 | 0.38 0.36 | 1.11 1.07 | 4.53  4.40
84 || 0.24 022 | 037 035 | 1.11 1.05 | 4.51 4.33
86 || 0.23 0.21 | 037 034 | 1.10 1.03 | 447  4.22
88 || 0.23 0.21 | 0.36 0.34 | 1.09 1.00 | 4.45 4.10
90 || 0.23 0.21 | 0.36 0.34 | 1.09 1.01 | 445 4.10

Tabelle 5.1.: Numerischer Vergleich zwischen Median und Fehlerfortpflanzung [mm],
KUM: kum. Geoidfehler aus Median (Abbildung , FFP: Median der
Fehlerfortpflanzung iiber die Breite (Abbildung
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6. Ausblick

Zusammenfassend soll hier ein Kapitel stehen, in dem der Missionssimulator besprochen
wird, also fiir welche Art von Simulationen seine Verwendung sinnvoll ist. Dabei geht es
vor allem darum, worauf geachtet werden muss, um aussagekraftige Informationen aus
dessen Ergebnissen zu erhalten. Aufterdem sollen dessen Grenzen erortert werden. Davon

ausgehend werden noch Moglichkeiten analysiert, die Anwendungen noch zu erweitern.

6.1. Bewertung

Bei Verwendung des Simulators fallt zu allererst auf, dass er schnell Ergebnisse liefert.
Dies liegt vor allem an der Implementierung, die einige Mdoglichleiten ausschopft, die Re-
chenzeit zu minimieren. Dazu gehdren die Strukturierung der Aufstellung der Normal-
gleichungsmatrizen mit der separaten Berechnung fiir jede Ordnung m und verschiedene
Paritédten von [ — k. So ergeben sich nur geringe Matrizengrofien, die leicht zu invertieren
sind. Allerdings darf man die Grenzen der Ergebnisse nicht unterschlagen. Durch die Ver-
einfachungen des nominellen Orbits gehen natiirlich Informationen verloren, die sich bis
in die Ergebnisse und damit in die Koeffizientenfehler hinein fortpflanzen. Erinnert sei
dabei an Abbildung 3.6, welche die Validierung im Hinblick auf den Fehlergehalt pro Ord-
nung ungiinstig erscheinen lasst. Allerdings erscheinen die Ergebnisse des Fehlergehaltes
pro Grad durchaus realistisch. Dies kann auch durch die Ergebnisse im Kapitel 4, welches
die Variation der Eingabeparameter untersucht, unterstrichen werden. Somit kann der
Simulator sehr brauchbare Informationen liefern, welche Satellitenmissionen, wie kombi-
niert, die gewiinschten Fortschritte in bestimmten spektralen Bereichen liefern kénnen.
Dabei miissen natiirlich ausreichend Informationen zum Fehlerverhalten der Messsysteme

vorhanden sein.

6.2. Erweiterungsmoglichkeiten

Zwei Bereiche fiir Erweiterungsmoglichkeiten des Simulators sollen hier nun kurz ange-

schnitten werden. Der erste unmfasst die Analyse zeitvariabler Schwerefeldgrofen. Ein
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weiterer ist die Implementierung weiterer Transferkoeffizienten, die fiir bestimmte Missi-

onsszenarien relevant sind.

6.2.1. zeitvariable Schwerefeldgrollen

Zeitvariable Schwerefeldgrofen und die Trennung vom konstanten Anteil sind ein wich-
tiges Ziel von Schwerefeldmissionen. Eine Moglichkeit diese zu erfassen ist sicherlich die
Realisierung von kurzen Missionsintervallen und der Schwerefeldberechnung innerhalb
dieser. Wenn man beispielsweise mit Beobachtungen von 30 Tagen ein Schwerefeld bis
zu einem bestimmten Grad signifikant 16sen kann, ist man in der Lage, monatliche Mit-
tel des Schwerefeldes untereinander zu vergleichen und deren Variationen darzulegen.
Dies ist mit GRACE-Beobachtungen moglich. Durch eine Kombination mit GOCE-
Beobachtungen koénnen diese Ergebnisse noch verbessert werden. Eine solche Kombi-
nation ist im Anhang als Fallstudie angefiihrt.

Den Simulator dahingehend zu erweitern, dass eine zeitliche Komponente mitgefiihrt wird
und diese analysiert werden kann, wére eine weitere Moglichkeit. Der semi-analytische
Ansatz stellt ein Schwerefeldfunktional in Abhéngigkeit der Koordinaten des nominellen
Orbits v und A dar (Formel ) Ein Ansatz wire die Einfithrung von zeitvariablen

Schwerefeldkoeffizienten K, (t). Dann kénnte man schreiben

(u, A, t) Z Z Z HY K (t)e!FutmA),

m=—00 k=—o0 I=maz(|m|,|k|)

Man koénnte annehmen, dass die zeitvariablen Koeffizienten Kj,,(t) gewissen periodischen
Variationen unterlegen sind. Dies wéren z.B. jahrliche und halbjéhrliche Schwankungen.

Dann konnte man diese darstellen als

K (t Z Kpnge'0t,

also eine weitere Fourier-Zerlegung in Terme, die zu Vielfachen der Grundfrequenz wq
gehoren. In Formel wiirde dann eine weitere Summe iiber ¢ und in der Exponential-
funktion ein weiterer Term erscheinen. Dann wére die Frage zu stellen, welche Frequenzen
dann die Beobachtungsfrequenzen bilden und wie sich die Komponenten dieser dreidi-
mensionalen Fourier-Zerlegung auf diese abbilden. Dann kénnte das Ziel des Simulators
sein, die Fehler zu schitzen, mit denen die zeitlichen Anderungen der Koeffizienten be-
stimmt werden konnen, genauer die Anteile der Koeffizienten, die zu bestimmten Perioden

gehoren.
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6.2.2. Satellitenkonfiguration

In Zukunft wird die Kombination mehrerer Satellitenmissionen miteinander eine wichti-
ge Rolle spielen. Im Simulator ist es moglich, Normalgleichungsmatrizen fiir verschiedene
Beobachtungen und damit auch fiir mehrere Missionen zu kombinieren und simultan zu
16sen. Dabei ist die Frage zu kléren, in welcher Weise die einzelnen Normalgleichungssys-
teme gewichtet werden miissen.

Erweiterungen konnten auch die Transferkoeffizienten betreffen. Fiir low-low-SST Beob-
achtungen kénnen nur Missionen simuliert werden, die auf dem selben nominellen Orbit
fliegen. Somit bestehen die Transferkoeffizienten dieser Beobachtung aus einer Kombi-
nation von Bahnstorungen in Flugrichtung und in radialer Richtung. Liegen nun Ent-
fernungen und deren Anderungen zweier Satelliten als Beobachtungen vor, welche sich
auf unterschiedlichen Orbits bewegen, so muss die Bahnstorung quer zur Flugrichtung
mit einbezogen werden. Solche Missionsszenarien sind sogenannte Pendel- oder Helix-
konfigurationen. Die relative Position der beiden Satelliten dndert sich dabei mit der

Bahnfrequenz.

Abbildung 6.1.: Relative Satellitenpositionen einer Pendelmission

Fiir eine Pendelkonfiguration quer zur Bahnebene zeigt Abbildung die relativen
Postionen der beiden Satelliten A und B fiir vier Argumente der Breite. Die Bahnelemen-
te dieser beiden Satelliten unterscheiden sich nur in der Rektaszension des aufsteigenden

Knotens (A # 0). Dabei wird von aufen auf die Situation gesehen, die radiale Kompo-
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nente also nicht betrachtet. Der Einfluff dieser Komponente und auch der in Flugrichtung
wird sich hier genauso verhalten wie im Ausgangsfall (siehe Kapitel 2.3.4). Der Einflufs
der Komponente quer zur Flugrichtung ist fiir u € {0,180} maximal und abhingig von
AQ. Er verschwindet fiir v € {90,270}. Ausgehend von Formel konnte eine erste

Approximation fiir Transferkoeffizienten in diesem Pendelfall so aussehen:

Hlﬁfkpe"del =24 cos a sin(aBmr) HoL + 2sin o cos(afBpmi ) Hiz +

2i cos u cos AQ sin(aﬂmk)Hﬁnyk.

Dabei liefert der Term cosu die Periodizitit der Querkomponente mit der Bahnfre-
quenz. In Gleichung 2.11] wiirden dann die zugehorigen lumped coefficients diesen selben
Term enthalten. Durch die komplexe Schreibung des Kosinus kann man das u in den
Exponenten der e-Funktion ziehen. Es gilt

i(kutmA) _ 1 <€i((k+1)u+mA) n ei((k—l)u+mA)) .
2

cosu - €

Die betroffenen Beobachtungsfrequenzen sind also 3, = 1. Damit ergeben sich natiirlich
auch andere Eigenschaften der Inklinationsfunktionen wegen dem Wechsel der Paritét.
Es muss weiter untersucht werden, wie dieses Missionsszenario und weitere implementiert
werden konnen.

Abschlieftend ldsst sich sagen, dass auch ohne die einfache analytische Struktur dieses

Simulators zu verletzen noch Erweiterungspotential vorhanden ist.
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A. Fallstudien

A. Fallstudien

Hier befinden sich einige Fallstudien mit verschiedenen Eingabeparametern. Es werden
die Ergebnisse einzelner Losungen und ihrer Kombinationen dargestellt. Dabei werden
jeweils vier verschiedene Ergebnisprisentationen gewahlt. Diese sind Dreiecksplots der
Koeffizientenfehler (TRI), Fehler pro SH Grad als RMS und Median (ERR) und ku-
mulative Geoidfehler, einmal pro Grad (KUM) und zum anderen als Ergebnis einer

Fehlerfortpflanzung in Abhéngigkeit der geographischen Breite (FFP).

GOCE-Simulation

Im Kapitel 4, welches die Variation der Eingabeparameter untersucht, sind den Gradio-
metriebeobachtungen konstante PSD-Werte zu Grunde gelegt. Hier werden nun realisti-
sche PSDs fiir diese Beobachtungen verwendet, die aus Messungen mit dem verwendeten
Gradiometer berechnet worden sind. Die Fehler- PSDs fiir die Diagonalelemente legen ein
1/ f2-Verhalten fiir niedrige Frequenzen an den Tag und bleiben innerhalb der Messband-
breite unter 10 mFE/v/Hz. Dariiber steigen sie mit der Frequenz an. In Abbildung |A.1
sind die PSD-Werte dargestellt.

PSD [ mE /sqrt(Hz ) ]

Frequenz [ Hz ]

Abbildung A.1.: Fehler-PSD fiir Gradiometrie

o7



A. Fallstudien

Beobachtungen Gradiometrie (Diagonalelemente T, T, und 7.)

Entwicklungsgrad 4 = 250

Missionsdauer tmiss = 12 - 30 Tage
Flughdhe h =250 km
Inklination 1 =96.5°

Tabelle A.1.: Eingabeparameter fir GOCE-Simulation

Weitere Eingabeparameter sind in Tabelle [A 1] aufgelistet. In Abbildung [A72]ist deut-
lich der Einfluf der geneigten Bahn zu sehen. Die Koeffizienten um die zonalen (Ordnung
m = 0) erhalten um mehrere Gréfenordnungen grofere Fehler (siche TRI). Diese Wer-
te schlagen sich in den RMS Werten pro Grad nieder (ERR). Der Median gibt einen
realistisch bis optimistischen Eindruck des Fehlerverlaufs pro Grad. Bis zum maxima-
len Entwicklungsgrad von 250 bleiben die Fehler unter der Signalstérke von Kaula. Fiir
niedrige Grade sind die Koeffizienten mit groferen Fehlern behaftet, was durch das 1/f2-
Verhalten der Fehler- PSDs zu erklaren ist.

TRI i ERR
6 ‘
==RMS
==Median
e ==Kaula ||
) —
o
O -9 A
T
%) 7 ’ ,
-10 L ,
" ol | /
12 10" ‘ ‘ ‘ ‘
-200 100 0 100 200 0 50 100 150 200 250
SH Ordnung SH Grad

Abbildung A.2.: TRI, ERR: GOCE Simulation nur mit Gradiometrie Beobachtungen
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A. Fallstudien

Gradiometrie und GPS

Die Bestimmbarkeit der niederen Grade lasst sich mit der Hinzunahme von GPS-Beobachtungen
verbessern. Die Ergebnisse dieser Kombination aus Gradiometrie und GPS sind in den
Abbildungen [A.4] und dargestellt. Fiir die GPS-Beobachtungen gelten die in Abbil-

dung definierten PSD-Werte (vgl. Miiller (2001)).

H /. “\ : : Ax
III ‘\‘ 0 H Ay
P ,l \‘ : : ===AZ
Lot 3
w5
— L A :
5 R s Sage =N
=1 T
o 10 1 hY
0] : ~,
~— \\ B
S N
— ,
2 ™
o S
\~
. g
~~~~~
] o 7
10 10 10
Frequenz [cpr]

Abbildung A.3.: Fehler-PSD fiir GOCE-GPS-Beobachtungen

Durch die Kombination mit GPS-Beobachtungen sind die Fehler fiir niedrige Grade
um mehrere Grofenordnungen abgesunken (Abbildung [A.4). In héheren Graden domi-
nieren die Gradiometrie-Beobachtungen. Fiir diese Simulation macht es auch Sinn die
kumulativen Fehler in Abbildung zu betrachten, da auch die niedrigen Grade durch
GPS angemessen bestimmt sind. Die aus den Gradvarianzen bestimmten kumulativen
Geoidfehler (KUM rot) sind wieder dominiert durch den Polarlocheffekt. Die aus dem
Median geschétzten Werte zeigen an, dass ein 2cm-Geoid bis zum Grad 200 moglich
ist. Dies wird durch die Fehlerfortpflanzung (FFP) bestéitigt und kann noch préazisiert
werden. Fiir diesen Entwicklungsgrad (zweite Linie von rechts) sind fiir niedrige Brei-
ten Geoidfehler um 2em zu erwarten. In hoheren Breiten (70° bis 80°) sinkt der Fehler
unter lem und erst dariiber steigen sie stark an. Fiir Grad 250 ist dieses Verhalten im

Dezimeterbereich zu beobachten.
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TRI - ERR
-6 10 :
-RMS
\ =—NMedian
7 107 =Kaula |

o~

e XN

L

-200 100 0 100 200 i 0 50 100 150 260 250
SH Ordnung SH Grad

SH Grad

Abbildung A.4.: TRI, ERR: GOCE Simulation mit Gradiometrie- und GPS-

Beobachtungen
0 KUM FFP
10 : : 920 Ty —anan =
—_—CUM //-/___
edian & (
_1 70 8 : =
10 = —Lmax=50
% 60 _Lmax=1 00 |
G 5 —_ Lmax=1 50
© 501 _ [
€107 : ) - I‘max_200
£ 0 L =250
/ 540  max_
; ©
830/ |
107} @
20+ b
107 A
10° ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ol
0 50 100 150 200 250 1 0‘4 1 0‘3 1 0‘2 1 0‘1 1 00
SH Grad [m]

Abbildung A.5.: KUM, FFP: GOCE Simulation mit Gradiometrie- und GPS-
Beobachtungen
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GRACE-Simulation

Bisher noch nicht betrachtet worden ist eine GRA CE-Simulation. Dafiir werden als Beob-
achtungen Entfernungen und deren Anderungen zwischen zwei LEOs verwendet. Realisti-
sche PSDs dafiir verhalten sich in etwa konstant auf einem Level von 10~% m / V/H 2 fiir ho-
he Frequenzen und haben ein 1/ f2-Verhalten fiir niedrige Frequenzen (vgl. Frommknecht
(2008)). Abbildung zeigt den Verlauf der Fehler-PSDs der Funktionale fiir low-low-
SST (Ap und Ap). Dabei ergeben sich die Werte fiir die zeitliche Ableitung durch Mul-

tiplikation mit 27 f. Daneben gelten folgende Eingangsparameter:

Beobachtungen low-low-SST (Ap)
Entwicklungsgrad ;42 = 200

Missionsdauer tmiss = 12 - 30 Tage
Flughdhe h =450 km
Inklination 1=289°

Nominelle Distanz 200 km

=Range: A p [mIHzm]
=Range rate: A didt(p) [m/s/Hz'"?]
10%F
-
E
S 10"
[a]
o
o
10°F
, j | |
10° 10° 107 10° 10°

Frequenz [Hz]

Abbildung A.6.: Fehler-PSD fiir low-low-SST

Die Abbildungen [A.7] und zeigen die Ergebnisse dieser GRACE-Simulation. Der
Polarlocheffekt ist bei weitem nicht so deutlich zu sehen wie in der GOCE-Simulation.
Die Inklination ist auch viel ndher an 90°. Somit liegen natiirlich die RMS-Werte viel
ndher an den Median-Werten. Im Vergleich zur GOCE-Simulation steigen die Fehler pro
Grad viel starker an (Abbildung , was durch die grofere Flughthe zu erklaren ist.
Die Fehler iibersteigen bei etwa Grad 175 die Signalstirke. Ein Zentimeter-Geoid ist nur
bis zum Grad 150 moglich (Abbildung . Bei Grad 200 sind die Fehler schon in den
Meterbereich gestiegen. Auch hier bestéatigen die fortgepflanzten Fehler (FFP) sehr gut
die kumulativen (KUM).
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TRI " ERR
0 -8 ‘ :
-9
-10
g -11
O 100
5 12
120 )
140 13
160
-14
180
20 - : : :
-800 -100 0 100 200 15 0 50 100 150 200
SH Ordnung SH Grad

Abbildung A.7.: TRI, ERR: GRACE Simulation mit range rate Beobachtungen

. KUM FFP
10 90 S
—CUM
10—1 _CUMMedian 80
70t
107 =
B 60¢
©
_3 m
107 © 50¢
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10" 540
©
(o))
830
10° 3
20}
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10 |
10}
10" ‘ ‘ ‘ 0 e L
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SH Grad [m]

Abbildung A.8.: KUM, FFP: GRACE Simulation mit range rate Beobachtungen
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A. Fallstudien

GOCE-GRACE-Kombination

Die Kombination von GRACE und GOCE bringt weitere Fortschritte. Das gute Ver-
halten des Fehlergehalts fiir niedrige Grade bei GRACE und fiir hohe Grade bei GOCFE
bleibt bei der Kombination erhalten. Eingabeparameter und PSD-Verlaufe sind von den
vorigen Simulationen {ibernommen. Somit ergeben sich die Abbildungen und

Im Dreieck ist der Polarlocheffekt erst ab Grad 150 zu erkennen. Dementsprechend tre-
ten auch erst danach grofere Unterschiede in den RMS- und Median-Werten auf. In etwa
bis zu diesem Grad dominiert GRACE, dariiber GOCE, was in den unterschiedlichen
Anstiegen der Fehler pro Grad zu sehen ist (ERR). Der Punkt, an dem das Rausch-
niveau die Signalstérke iibersteigt, hat sich im Vergleich mit der ersten Fallstudie nicht
verdndert (in etwa Grad 250). Die Vorteile der Kombination von GOCE mit GRACE
sind in den kumulativen Fehlern zu sehen (Vergleich der Abbildungen und .
Die grofiten Verbesserungen liegen in den niedrigen Graden. Fiir Grad 50 zum Beispiel
liegt man bei im Millimeterbereich, bei um 2 Grokenordnungen darunter. Bis
zum Entwicklungsgrad von 250 gleichen sich die kumulativen Fehler allerdings wieder an

und erreichen dann das Dezimeterlevel.

TRI . ERR
0 -8 10 : ‘
==RMS
==Median
-9 =—Kaula
10° |
-10
100
g 11 10‘10,
O 150
T
%) -12
200 1072
-13
250
-14 10
30 _ i ;
-900 -150 0 150 300 15 0 100 200 300
SH Ordnung SH Grad

Abbildung A.9.: TRI, ERR: GOCE-GRACE Kombination
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KUM

—CUM
—CUM

Median

0 50

Abbildung A.10.: KUM, FFP: GOCE-GRACE Kombination

100 150 200 250 300

SH Grad
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