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Zusammenfassung: Mit einem kiirzlich vorgestellten ge-
mischten Galerkin-Ansatz lassen sich port-Hamiltonsche
Systeme hyperbolischer Erhaltungsgleichungen in belie-
biger Ortsdimension strukturerhaltend diskretisieren. Der
Ansatz ist ebenso fiir parabolische Systeme in strukturier-
ter Darstellung geeignet. Dieser Beitrag fasst die Methode
zusammmen. Weiterhin werden die Struktur und Appro-
ximationsgiite der resultierenden endlich-dimensionalen
Zustandsraummodelle in Abhéngigkeit der Entwurfsfrei-
heitsgrade analysiert. Hierzu werden exemplarisch die
eindimensionale lineare Wellen- und Wérmeleitungsglei-
chung betrachtet und zunéchst Eigenwertlagen und Lo6-
sungen von Anfangswertaufgaben analysiert. Im Hinblick
auf den Steuerungsentwurf wird die Erhaltung eines fla-
chen Ausgangs fiir die Warmeleitungsgleichung nachge-
wiesen und die Giite der angendherten Randsteuerungen
untersucht.

Abstract: A recently proposed mixed Galerkin approach
allows for the structure-preserving discretization of hy-
perbolic systems of conservation laws in port-Hamiltonian
form in arbitrary spatial dimension. The approach is also
suitable for parabolic systems in a structured represen-
tation. In this contribution, we summarize the method
and analyze the structure and the approximation quali-
ty of the resulting finite-dimensional state space models
depending on the design degrees of freedom. To this end,
we consider the examples of the linear wave and heat
equation and first analyze the eigenvalue locations and
solutions of initial value problems. Concerning the design
of feedforward control, we show conservation of a flat out-
put for the heat equation and examine the quality of the
approximate boundary controls.
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1 Einleitung

Die port-Hamiltonsche (PH) Darstellung dynamischer
Systeme, siehe etwa die Biicher [1] und [2], ist besonders
attraktiv fiir die Modellbildung vernetzter, heterogener
und multi-physikalischer Systeme. Leistungsfiliisse im Sy-
stem und iiber seine Grenzen, Energiespeicherung und
-dissipation werden durch entsprechende Komponenten
der mathematischen Modelle abgebildet. Die struktur-
und passivitdtserhaltende Verschaltung einzelner PH-
Systeme, verbunden mit dem Nutzen struktureller Invari-
anten zum Energy Shaping, ist Grundlage an die System-
klasse angepasster Regelungsverfahren wie Control by In-
terconnection. Das Aufprdgen einer PH-Struktur durch
Zustandsriickfithrung ist Grundidee von Interconnecti-
on and Damping Assignment Passivity-Based Control
(IDA-PBC). Die Aufsiitze [3] und [4] geben einen Uber-
blick iiber diese Regelungsmethoden fiir konzentriert-
parametrische Systeme. [5], [6] und [7] sind ausgewéhlte
Referenzen fiir die Regelung verteilt-parametrischer PH-
Systeme mittels Randeingriff.

Fiir Systeme mit zwei Erhaltungsgleichungen (z.B.
die Maxwell-Gleichungen der Elektrodynamik oder die
Euler-Gleichungen der Fluidmechanik) basiert die PH-
Systemdarstellung geméaf [8] auf der strikten Aufteilung
von Leistungsstruktur, Dynamik- und Konstitutivglei-
chungen:



1. Die dualen Leistungsvariablen, die sog. Flows und
Efforts! stehen zueinander in linearen Beziehun-
gen. Diese Relationen definieren einen linearen Un-
terraum, auf dem eine strukturelle Leistungsbilanz
gilt. Da bei Systemen von Erhaltungsgleichungen die
Randgroflien iiber den Satz von Stokes hervortreten,
wird dieser Unterraum als Stokes-Dirac-Struktur be-
zeichnet.

2. Aus den Flow-Variablen ergeben sich durch Zeit-
integration Zustandsgrofien oder Energievariablen.
Die entsprechenden Dynamikgleichungen kénnen ne-
ben der Zeitableitung auch weitere Terme ent-
halten, wie z.B. den Rotationsterm bei den 2D-
Flachwassergleichungen.

3. Die Konstitutivgleichungen schliefen die Zustands-
darstellung ab. Sie stellen die Zusammenhénge zwi-
schen Zustinden und Efforts her, wobei letztere auch
als Kozustinde oder Koenergie-Variablen bezeich-
net werden. Die Konstitutivgleichungen enthalten
Material- und Geometrieparameter und ggf. Nicht-
linearitéaten. Fiir die oben genannten hyperbolischen
Systeme leiten sich die Kozustdnde aus einem Ener-
giefunktional in den Zustandsgréfien ab.

Neben Systemen zweier Erhaltungsgleichungen, die auf
partielle Differentialgleichungen (pDgln) vom hyperboli-
schen Typ fithren, ldsst sich die oben beschriebene struk-
turierte Darstellung auch auf diffusive Prozesse anwen-
den, die durch eine Erhaltungsgleichung beschrieben wer-
den und auf pDgln vom parabolischen Typ fiihren. Im
Unterschied zu den hyperbolischen Systemen wird aus ei-
ner der beiden Dynamik-Differentialgleichungen eine al-
gebraische Konstitutivgleichung zwischen Flow- und Ef-
fort-Grofle, siehe z. B. [9]. Angemerkt sei, dass gerade fiir
die PH-Darstellung strukturmechanischer Probleme an-
dere Zugénge als iiber die Stokes-Dirac-Struktur existie-
ren [10].

Zur Ortsdiskretisierung von PH-Systemen von Erhal-
tungsgleichungen unter Erhaltung deren Struktur existie-
ren bereits einige Ansétze. Geméafl [11] und [12] liefert
die Diskretisierung der Stokes-Dirac-Struktur in gemisch-
ten geometrischen Basen eine endliche Anzahl von linea-
ren Strukturgleichungen, wobei die resultierende konzen-

1 Waihrend fiir die hyperbolischen Systeme bei entsprechender
kanonischer Wahl der Systemgrofien die Dualitatsprodukte tat-
sachlich als Leistungen zu verstehen sind, kann es sich im pa-
rabolischen Fall um Entropiestrome handeln. Im Sinne einer
sprachlich kompakten Darstellung sollen Flows und Efforts als
Leistungsvariablen zusammengefasst werden. Weiterhin wird auf
eine Ubersetzung dieser feststehenden Begriffe verzichtet.
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trierte Leistungsbilanz ausgeartete Bilinearformen ent-
hélt. Dieser Defekt wird durch die Definition reduzierter
konzentrierter Effort-Variablen behoben, was jedoch zu
stark besetzten Matrizen des linearen Zustandsraummo-
dells und einem im Allgemeinen unerwiinschten Durch-
griff bei der Naherung hyperbolischer Systeme fiihrt. Ei-
ne vertauschte Definition von Zustand und Kozustand
in einer der beiden FErhaltungsgleichungen fithrt auf
metrikabhdngige Strukturgleichungen, erlaubt aber eine
Finite-Elemente-Diskretisierung, deren Flow- und Effort-
Freiheitsgrade unmittelbar ein nicht-ausgeartetes Duali-
tatsprodukt ergeben [13]. Konzentrierte Modelle von PH-
Erhaltungsgleichungen lassen sich weiterhin durch deren
Auswertung auf dualen Komplexen [14] bzw. mittels Fi-
niter Volumen [15] oder Finiter Differenzen [16] auf ver-
setzten Gittern erzeugen.

Die differentielle Flachheit, siche z.B. [17], [18],
[19] fiir endlich-dimensionale und [20], [21] fiir pa-
rabolische verteilt-parametrische Systeme, ist eine fir
den Steuerungsentwurf &duflerst glinstige Systemeigen-
schaft. Zustands- und Eingangstrajektorien (und damit
Steuerungen) lassen sich durch einen flachen Ausgang
und seine Zeitableitungen algebraisch berechnen. Die
in diesem Aufsatz betrachtete flachheitsbasierte Steue-
rung der eindimensionalen Warmeleitungsgleichung ist
[22] entnommen. Fir die Trajektorienplanung parabo-
lischer Diffusions-Reaktions-Systeme auf héherdimensio-
nalen Ortsgebieten ist auf [23] verwiesen, wo die Riesz-
Spektraleigenschaft des Systemoperators die Reihendar-
stellung von Zustands- und Eingangstrajektorie erlaubt.
[24] zeigt eine eindrucksvolle Umsetzung des Ansatzes
fiir die Temperatursteuerung eines Tiefziehprozesses un-
ter Verwendung von FEM-Modellen und Ordnungsreduk-
tion.

Der vorliegende Artikel basiert auf dem in [25] be-
schriebenen Ansatz, der als Weiterentwicklung von [11]
bzw. [12] verstanden werden kann und die schwache
Form der metrikunabhdingigen Stokes-Dirac-Struktur zu-
grunde legt. Nach gemischter Galerkin-Diskretisierung
in geometrischen Basen ergibt (i) die Klassifizierung
der Eingangs-Efforts und (ii) die parametrierte Abbil-
dung der Flow-Freiheitsgrade ein nicht-ausgeartetes dis-
kretes Leistungsprodukt. Dieses erlaubt die Definiti-
on einer endlich-dimensionalen Dirac-Struktur zur Ap-
proximation der Stokes-Dirac-Struktur. Nach der kon-
sistenten Naherung der Konstitutivgleichungen ergeben
sich PH-Zustandsraummodelle, deren Matrizen schwach
besetzt sind und die, wie im hyperbolischen Fall ge-
wiinscht, durchgriffsfrei sind. Die Abbildung der Flow-
Freiheitsgrade erlaubt — bei Verwendung geometrischer
Finiter Elemente und in beliebiger Ortsdimension — eine
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Interpretation der konzentrierten Groflen auf zueinander
topologisch dualen Objekten mit verschiedener Orientie-
rung. Diese Sichtweise ist géngig bei geometrischen Dis-
kretisierungsverfahren wie z. B. in [26], [27], [28] beschrie-
ben.

Bei geeigneter Parametrierung der Ortsdiskretisie-
rung nach [25] lasst sich durch die Struktur der resultie-
renden Zustandsraummodelle die Erhaltung der Flach-
heitseigenschaft eines gegebenen Ausgangs nachweisen.
Dies wird im vorliegenden Aufsatz anhand der eindi-
mensionalen Warmeleitungsgleichung demonstriert. Es
sei daran erinnert, dass Passivitit — eine Grundeigen-
schaft Port-Hamiltonscher Systeme — und Flachheit zwei
sehr unterschiedliche Systemeigenschaften sind. Dies &du-
Bert sich im endlich-dimensionalen Fall z.B. durch die
unterschiedliche Differenzordnung eines passiven bzw.
flachen Ausgangs. Natiirlich kann jedoch zur System-
Differentialgleichung eines PH-Systems ein Ausgang mit
der Flachheitseigenschaft definiert werden, deren Erhal-
tung unter numerischer Approximation von Interesse ist.

Der folgende Abschnitt stellt die betrachteten Sy-
steme und die Notation mittels Differentialformen vor.
Abschnitt 3 fasst die strukturerhaltende Diskretisierung
hyperbolischer Systeme auf beliebigem Ortsgebiet zu-
sammen. Abschnitt 4 zeigt exemplarisch die Diskreti-
sierung der 1D-Wellengleichung mit Finiten Elementen
nach Whitney [29]. In Abschnitt 5 werden auf dersel-
ben Grundlage numerische Modelle der Wérmeleitungs-
gleichung gezeigt, in denen der vorgegebene flache Aus-
gang erhalten bleibt. Mit Simulationen zur numerisch be-
rechneten flachheitsbasierten Steuerung und Schlussbe-
merkungen endet der Aufsatz.

2 Systeme und Notation

Als Beispielsysteme werden die Wellen- und die Wér-
meleitungsgleichung betrachtet. Im Folgenden wird die
strukturierte PH-Darstellung der Wellengleichung mit
den Differentialoperatoren der Vektorrechnung eingefiihrt
und ihre Formulierung mittels Differentialformen daraus
abgeleitet. Aus der Struktur der Gleichungen folgt unmit-
telbar die differentielle Energiebilanzgleichung. Die linea-
ren Zusammenhinge der gemifl den Bilanzgleichungen
(leistungs-)konjugierten Variablen definieren eine Stokes-
Dirac-Struktur. In entsprechender Weise wird anschlie-
Bend die Wirmeleitungsgleichung formuliert. Aus der
Struktur lasst sich in diesem Fall zwar keine Erhaltungs-
gleichung (wie fiir die Energie bei der Wellengleichung)

ableiten, bei geeigneter Wahl von Variablen liefert die
Struktur jedoch die Entropiebilanz.

2.1 Wellengleichung

Die Wellengleichung?

0x(z,t) = Ax(z,t), 2€Q (1)

mit konstanter Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ auf einem
offenen, beschriankten Ortsgebiet 2 C R™ mit Lipschitz-
stetigem Rand 99 lasst sich mittels der Definition von

skalar- und vektorwertigen Zustandsvariablen
u(z,t) = —0x(z,t) € R, v(z,t) = Va(z,t) e R" (2)

in folgender Weise darstellen:

[]; .| = gr(;d d(l)v} [Z”} , (Struktur) (3a)

{gji = ‘ﬁv] , (Dynamik) (3b)

EU = (;gT] . (Konstitutivgl.) (3c)
J L\Yv

Die Konstitutivgleichungen sind durch das Hamilton-
oder Energiefunktional
Lo, 1,
H(u,v)= | zu +§c v-vdz (4)

2
Q

bestimmt?, dessen Variationsableitungen durch

H(u+ du, v+ 0v)

= H(u,v) + /5uH ou+ 0, H - 0vdz + o(du,dv) (5)
Q

definiert sind. Die Gleichungen (3a), (3b) haben die Form
von Erhaltungsgleichungen (z.B. Massen- und Impulsbi-
lanz), deren Darstellung in physikalisch sehr einsichti-
ger Weise iiber Differentialformen erfolgen kann. Einige
Grundtatsachen und Rechenregeln sowie die im Folgen-
den verwendete Notation sind im Anhang zusammenge-
fasst. Unter Verwendung der Differentialformen

[Pt e ATQ),  fT=(E) € AYQ)  (6)
und

eP:=e" ¢ AO(Q)7 6q3:(_1)n71 *(ev)b € Anil(Q) (7)

2 Es gilt A = divgrad. Randbedingungen werden weiter unten
festgelegt.
3 Der Punkt bezeichnet das Skalarprodukt zweier Vektoren.



lassen sich die Gleichungen (3a)-(3c) in der Form

[;z _ 'g (1)5‘_%1 [ZZ} . (Struktur) (8a)

Bﬁg - —?:]’ (Dynamik) (8b)

{ZZ_ _ _gpg} (Konstitutivgl.) (8c)
i L~q

darstellen. Der Faktor (—1)"! sorgt dafiir, dass sich
beide Kozustinde als Variationsableitungen des Energie-
funktionals

H(p,q) = ~(0.p)a + =¢3(¢, d)a

2 2
1 1,
= §<pl *p)o + 3¢ (ql * 9)a (9)

darstellen lassen, welches nun in den Differentialformen
p € A"(Q) und ¢ € AY(Q) definiert ist, wobei

H(p+op,q+0q)

= H(p,q) + (pH|dp)a + (04H|dq)q + o(ép,dq) (10)

gilt. Aus der Strukturgleichung (8a) ergibt sich, unter
Verwendung von (93), die Bilanzgleichung

(€"1/P)a + (1 fN)a

+ (=)™ (tredftreP)p + (=1)"(treP|tre?)p = 0, (11)

wobei I' ¢ 9Q und I' C 9Q nicht notwendigerwei-
se zusammenhangende Gebiete sind, aus denen sich der
Rand vollstdndig zusammensetzt. Durch Ersetzen der
Dynamik- und Konstitutivgleichungen wird ersichtlich,
dass die ersten beiden Terme die zeitliche Anderung —H
des Energiefunktionals darstellen und die Randterme der
auf I und I iibertragenen Leistung entsprechen.

2.2 Stokes-Dirac-Struktur

Die Bilanzgleichung (11) ist unabhéngig von Konstitutiv-
und Dynamikgleichungen, sie ergibt sich strukturell aus
(8a). Eine Stokes-Dirac-Struktur, siehe [8], bezeichnet
einen linearen Unterraum der zueinander dualen Effort-
und Flow-Formen, auf dem insbesondere eine solche
Bilanzgleichung gilt. Sie stellt eine Erweiterung einer
endlich-dimensionalen Dirac-Struktur auf die betrachte-
te verteilt-parametrische Systemklasse dar. Eine Dirac-
Struktur kann als formale Beschreibung verallgemeinerter
leistungserhaltender Verschaltungen verstanden werden.

Betrachtet wird zunéchst ein endlich-dimensionaler
Vektorraum F iiber R (oder einem anderen Korper). Der
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Dualraum E = F* enthélt alle linearen Abbildungen von
F auf R, die als Dualititsprodukt (-|-) : ' x E — R ge-
schrieben werden kénnen. Im endlich-dimensionalen Fall
sind F' und F isomorph und das Dualitdtsprodukt kann
mit einem inneren Produkt identifiziert werden. Fiir den
Raum dualer Leistungsvariablen F' x E = R™ x R™ ergibt
(e|f) = eT'f eine Leistung, vgl. Bemerkung 6.6.1 in [30].

Definition 1 ([31], Definition 1.1.1).  Eine
Struktur ist der lineare Unterraum D C F x E, der
maximal isotrop unter der symmetrischen Bilinearform

Dirac-

((Frre1), (B2, €2))) = = ({ea[fa) + (ealfr)

: (12)

mit (fl,el),(fg,eg) € F x E istt.

Isotrop bedeutet, dass D C D™ gilt, mit D dem ortho-
gonalen Komplement von D bzgl. ((-,-)). Das heifit, fiir
alle (f1,e1), (f2,e2) € D gilt (((f1, e1), (f2, e2))) = 0. Ma-
ximal isotrop bedeutet, dass zusétzlich kein (f3,e3) ¢ D
existiert, so dass (((f1,e1), (f3,e3))) = 0. Das bedeutet,
dass auch D+ C D gilt, was schlieBlich D = D+ impli-
ziert. Aus der Isotropie folgt

({(f,e),(f,e))) = (e|f) =0

Zur Formulierung einer Stokes-Dirac-Struktur sind
Efforts und Flows auf dem Rand 902 festzulegen.

vV (f,e) e Fx E. (13)

Definition 2. Wir definieren die Restriktion der Effort-
Differentialformen auf die Randgebiete I und I" als Paare
von Randefforts und -flows geméafl

ed = (=)™ tred|p, e9 =

17 = re?lp,  f7=

trePls,

(=)™ tre? (14)

Die Randefforts ¢? und é2 werden im Weiteren als
aufgeprigte Randbedingungen (FEingdnge) verstanden,
wahrend es sich bei f2 und f@ um die dazu lei-
stungskonjugierten Ausgangsgrifien handelt. Die Rand-
tore (treP, (—1)™tre?) haben somit unterschiedliche Kau-
salitit auf den Gebieten I' und I.

Satz 1. Der Unterraum von F x £ mit
F =A"(Q) x A1(Q) x A°%Q) x A" 1(Q),

E=AQ) x A"HQ) x A"H(Q) x A°(Q),  (15)

4 Gilt zudem (ei|f2) = 0 fiir alle (fi,e1),(f2,e2) € D, dann
spricht man von einer separierbaren Dirac-Struktur, die somit
den Satz von Tellegen aus der elektrischen Netzwerktheorie ver-
allgemeinert, siehe [2], Definition 2.2.
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auf dem die Strukturgleichung (8a) zusammen mit der
Definition von Randefforts und -flows (14) gilt, ist eine
Stokes-Dirac-Struktur und es gilt

(€170 + (D + (€1 f)r + (@1 f%)r = 0. (16)
Der Satz entspricht Theorem 2.1 in [8], beschrinkt sich
jedoch der Ubersicht halber auf den Fall p € A™(f),
g € AY(Q), was z.B. die Maxwell-Gleichungen aus-
schliefit. Der Beweis, dass (8a), (14) eine Dirac-Struktur
beschreiben, erfolgt wie im endlich-dimensionalen Fall.
Es wird gezeigt, dass der entsprechende Unterraum von
Leistungsvariablen mit seinem orthogonalen Komplement
beziiglich der symmetrisierten Fassung des durch (16)
gegebenen Dualitatsprodukts zusammenféllt. Dabei wird
der Satz von Stokes genutzt, was die Bezeichnung Stokes-
Dirac-Struktur erklért.

2.3 Wairmeleitungsgleichung

Die lineare Wérmeleitungsgleichung

Ox(z,t) = kAz(z,t), k>0, z€Q (17)

beschreibt z. B. die Warmeausbreitung in einem homoge-
nen Medium. Fir ein strukturiertes, torbasiertes Modell
betrachten wir direkt die Erhaltungsgleichung fiir die in-
nere Energiedichte u € A™(Q),

O = —dJg (18)

mit dem Wirmestrom Jg € A"~1(Q), der im isotropen
Medium durch das Fouriersche Gesetz

Jo = —* (\(T)F) (19)

mit der Wirmeleitfihigkeit A\(7') € A°(2) beschrieben
wird. F € A(f) stellt die thermodynamische treibende
Kraft

F=dT (20)

dar und entspricht dem Gradienten der Temperatur T €
A°(Q). Uber die spezifische isochore Wirmekapazitit
co(T) € A%(Q) lisst sich ein differenzieller Zusammen-
hang zwischen innerer Energie und Temperatur angeben:

du = *cy (T)0T. (21)
Definiert man
P = 0w € A" (), fl:=FeAY(Q) (22)
sowie
eP =T e A°(), el = Jg € A"71(Q), (23)

so lassen sich die Gleichungen (18)-(21) unter der Annah-
me konstanter Materialparameter schreiben als

[;ﬂ = B (ﬂ Eﬂ ) (Struktur) (24a)
Op = —fP, (Dynamik) (24b)
eP Loy p .

[eq} — |:_ci ) fq} . (Konstitutivgl.) (24c)

Durch Anwendung der partiellen Integrationsformel auf
(eP|fP)q = (eP|de?)q und die Festlegung von Randefforts
und -flows

ed = —tredp,

1=

ergibt sich wiederum die strukturelle Bilanzgleichung
(16). Im Fall der Wéarmeleitung handelt es sich um kei-
ne Erhaltungsgleichung. Legt man statt der obigen Wahl
el = 6,5 = %,
pie fest sowie f¢ = —F’ mit F’ der treibenden Kraft in

e9 = trer|p,

ff’: ftreq|f (25)

treP|n,

also die Variationsableitung der Entro-

Abhéngigkeit von #, so ist (16) unmittelbar als Entro-
piebilanzgleichung zu verstehen und (e?]f%)q > 0 steht
fiir die nicht-negative Entropieerzeugungsrate, siehe [1],
Abschnitt 4.2.2.

3 Strukturerhaltende
Diskretisierung

In diesem Abschnitt wird das in [25] vorgestellte Vorge-
hen zur Diskretisierung der Stokes-Dirac-Struktur (8a),
(14) zusammengefasst. Die resultierende Dirac-Struktur
auf dem Raum der ortlich konzentrierten Leistungsvaria-
blen ist die Grundlage fiir port-Hamiltonsche Zustands-
raummodelle der Form

x=(J-R)VHy(x) + Gu
y = GTVH,(x) + Du

(26a)
(26b)

mit J = -J7, R =R” >0 und ggf. D = —D”. Im Falle
der Wellengleichung impliziert die Strukturerhaltung Ver-
lustlosigkeit des diskretisierten Modells, also R = 0, wah-
rend fiir die Warmeleitungsgleichung R > 0 und J = 0
folgen. Damit (26) eine konsistente Naherung der verteilt-
parametrischen (PH-)Systeme (8), (14) bzw. (24), (25)
darstellt, ist, neben der Definition konzentrierter Dyna-
mik, die konsistente Diskretisierung der Konstitutivglei-
chungen (8c) bzw. (24c) erforderlich. Diese fithrt fur die
Wellengleichung auf eine konzentrierte Energiefunktion
Hgi(x), von der sich die konzentrierten Kozustédnde ab-
leiten.



Bemerkung 1. Das Vorgehen wird hier fiir die Struk-
turgleichung (8a) im hyperbolischen Fall illustriert. Es
ist, unter Beriicksichtigung des Vorzeichens im Matrix-
Differentialoperator, in gleicher Weise auf (24a) anwend-
bar, was auf die strukturerhaltenden Diskretisierungen
der Warmeleitungsgleichung in Abschnitt 5 fiithrt.

3.1 Gemischter Galerkin-Ansatz

Betrachtet wird nun die schwache Form der Strukturglei-
chungen (8a) bzgl. des Dualitdtsprodukts (-|-)q fir alle
geeigneten Testformen vP und v9:

(WP fP)a=(=1)""" (vP|de)q,

(I f) = (v|del)q.

(27a)
(27b)

Durch fP € L2A™(Q), f9 € L2AY(Q), eP,vP € H'A?(Q)
und e?,v? € H'A""1(Q) werden die Funktionenriu-
me der Flow-, Effort- und Testformen spezifiziert. Da-
bei bezeichnen L2A*(Q) und H'A*(Q) die Réume der
k-Formen mit quadratisch Lebesgue-integrierbaren bzw.
zusétzlich einfach schwach differenzierbaren Koeffizien-
tenfunktionen. Durch partielle Integration geméfl (93) er-

geben sich
(WP[fP)o=(-1)"(dv"|e)o—(=1)"(v"[eT)aq, (28a)
(I fT)a=(=1)"(dv?e")q = (=1)"(vI]e")aq, (28b)

wobei hier explizit die Randefforts auftreten, die, je nach
Kausalitit, als EingangsgroBen aufgeprigt werden®.
Die Approximation der Differentialformen durch

NP Nq
=l =Y (29)
k=1 =1

M, M,
p_ p D q _ a4
ey = el pr, ef = €] (30)
i=1 j=1
und
Mp Mq
D _ D D q_ q,.4
v, = v, 0y vl = CH% (31)
i=1 j=1

liefert als diskretisierte Fassung der schwachen Form (28)
die Gleichungen
(V)T Mf? + (vP)T (K, + Ly)e? = 0,
(Vq)Tquq + (Vq)T(Kq + Lg)e” =0,

(32a)
(32b)

5 Die Aufteilung des Randes 89 in I" und I" wird weiter unten
beriicksichtigt.
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die fir alle v¢? € RMr vi ¢ RM

sen. Bei geometrischen Verfahren werden solche endlich-

gelten miis-

dimensionalen Funktionenrdume

P = span{yf, ..., 95 } C L2A™(Q),

U7 = span{y],... ,@b?vq} C LAY (Q) (33)
und
P = span{e?, ..., goﬁ/[p} c H'A(Q),
@9 = span{y?, ..., gol]lwq} c H'AL(Q) (34)

verwendet, die eine erakte Nachbildung der dufleren Ab-
leitung im diskretisierten Modell ergeben. Es miissen also
— in verknappter Notation — VP = d®? und V? = dPP
gelten, d.h. die so verketteten Funktionenrdume bilden
Subkomplexe des De-Rham-Komplexes. Diese Wahl fithrt
auf Approximationsraume unterschiedlicher Dimension.
Lassen sich die Matrizen in (32) geméaf —(K,+L,) =
(-1 M,d,, —(K, + L;) = M,d, faktorisieren®, so
erhdlt man aus der Giiltigkeit fiir alle Testvektoren vP,

) la e

die diskretisierte Version der Strukturgleichungen (8a).

v? mit

(35)

Auswertung von (32) fiir vP = eP, v? = e? und Addition
beider Gleichungen ergibt, unter Verwendung der Eigen-
schaften der Matrizen K, 4+ Ly, und Ky + L, siehe [25],
die Gleichung

(eP)TM, P + ()T M, + (e?)TLye? + (e’)TLye? = 0,

(36)
wobei die Bilinearformen iiber Ly = LT und L, = LT
den Randtermen in der kontinuierlichen Bilanzgleichung
(11) entsprechen. Uber die Zerlegungen L, = TqTSp@
und ]Zp = ngqp lassen sich konzentrierte Randef-
forts (Eingdnge) und Randflows (kollokierte Ausgénge)
et f* ¢ RM» gowie éb,fb € RMo gemaf

el = T,e?, el = ’i‘pep,

fg = Sp,oep, Ag = Sq oeq
definieren, mit denen sich

(€”) " Mpf? + (€)M £ + ()" + (&)1 =0 (38)

als diskretisierte Entsprechung von (16) ergibt.
Ziel ist nun, dieser konzentrierten Leistungsbilanz ei-
ne endlich-dimensionale Dirac-Struktur zuzuordnen, die

6 Wie z.B. bei den in den Beispielen verwendeten Whitney-
Formen.
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die unendlich-dimensionale Stokes-Dirac-Struktur appro-
ximiert. Problematisch bei der vorliegenden Bilanzglei-
chung (38) sind jedoch die beiden ersten Terme, die auf-
grund des gemischten Ansatzes, der auf i. d. R. nichtqua-
dratische Matrizen M,,, M, mit Rangabfall fiihrt, ausge-
artete Bilinearformen darstellen. Zwar ist der durch die
Gleichungen (35), (37) beschriebene Unterraum konzen-
trierter Flow- und Effort-Freiheitsgrade isotrop bzgl. der
durch Symmetrisierung von (38) definierten Paarung, je-
doch nicht mazimal isotrop. Das bedeutet unter anderem,
dass die Bilanzgleichung (38) auch von Vektoren fP, f7,
eP und e? erfiillt wird, die nicht iiber die konzentrierte
Strukturgleichung (35) zusammenhéngen.

3.2 Dirac-Struktur

Ein Loésungsansatz, der auf eine endlich-dimensionale
Dirac-Struktur mit einer nicht-ausgearteten Bilanzglei-
chung der Gestalt
(@&)TE + (&) TE + (") + (eN)TE =0 (39)
mit &, fP ¢ RNm &1, f1 ¢ RNq fiihrt, ist die geeignete
lineare Abbildung der Flow- und Effort-Freiheitsgrade
fP =Py, P, f9 =Py, f9,

&7 =P,

(40a)

& = P,,eP, (40D)

die i. A. mit einer Modifizierung der konzentrierten Aus-

gangsgrofien

' =S,e?, o = Sqeq (41)

verbunden ist. Die Gleichungen (35), (40), (37a) und (41)

lassen sich zusammenfassen zu

P [ 0 (-1)""'Pyd,
b . v
f _ 0 Sy e 7 (42a)
fa Ps,d, 0 e’
] LS, 0 —
e
——
M o
[éP] [Pep, O
~b 2
é T, 0 eP
= 42b
&4 0 P eq} (42b)
e’ ] L0 Ty 4
~—— ——
e FT

Satz 2. Gegeben seien die konzentrierten Strukturglei-
chungen (35) wund die Randefforts (Eingangsgrof$en)
(87a). Fiir die Matrizen in (40) und (41) gelte

(—1)"*dlPT Pey + PLPd, + TIS, + SI'T, = 0.
(43)

Zudem seien die Matrizen

Izep und Peq
T, T,

quadratisch und haben vollen Rang M, bzw. M,. Dann

(44)

ist der Unterraum
D={(f,e)e Fx& | f=E"e, e=FTe, ecRM"*M"} (45)
mit F = RNptNa+MotMy g & — RNp+HNg+Mp+My i

ne Dirac-Struktur. Die Bin-/Ausgangs-Darstellung von D
lautet

I 11 R A

EZ] - [Bog Bﬂ [Ez] + Bp ]?,q] {ZZ] (46D)

mit Jp = —Jg;, D, = —Dg, wobei
-1
|:_JP _Bp] _ {(‘UnAlepdp} {Peq}
Bl D, Sq T,

—Jq —Bg| _ |Psedq| [Pep -
P R E
P P P P

Der Beweis beruht darauf, dass (42) genau dann die Bild-
Darstellung einer Dirac-Struktur ist, wenn unter den ge-
gebenen Rangbedingungen die Matrixgleichung (43) gilt.
Die Ein-/Ausgangs-Darstellung ergibt sich dann aus der
Invertierbarkeit der quadratischen Matrizen in (44). Fir
Details siehe [25].

3.3 Konstitutivgleichungen

Um aus (46) auf das endlich-dimensionale Zustandsraum-
modell (26) zu kommen, fehlt die konsistente Naherung
der Konstitutivgleichungen (8c). Diese lasst sich, wie z. B.
bei Finiten-Volumen-Verfahren, auf Grundlage eines Sta-
tionérzustandes herleiten. In [25] ist diese konsistente Ap-
proximation fiir den Fall einer 2D-Wellengleichung bei
Verwendung einfachster Whitney-Formen skizziert. Fir
den in diesem Beitrag betrachteten linearen, eindimensio-
nalen Fall werden im néchsten Abschnitt die Beziechungen

el = pr)v &7 = Qqél

mit den positiv definiten Hodge-Diagonalmatrizen” Qp

(48)

und Qg hergeleitet. Damit lassen sich die konzentrierten
Kozusténde von der quadratischen Energiefunktion

- 1. .1 _
Ha(p,q) = 5 TQup + §qTQqq~ (49)

7 Siehe z. B. [32] zu deren Konstruktion.



ableiten, wobei analog zu (40a)

p= prp» q= Pqu (50)

gilt. Darin sind p € R¥», q € RV« die Koeffizientenvek-
toren der Ndherungen

N N
PP=Ymdl, =D awf (51)
pa =1

4 Eindimensionale
Naherungsmodelle

Das beschriebene Vorgehen wid nun auf ein hyperboli-
sches System zweier Erhaltungsgréfien auf dem eindimen-
sionalen Ortsgebiet @ = (0,1) angewandt. Randefforts
und -flows werden als

ed = &9 = tre?|

f@z f'é):

festgelegt, wobei e? und €9 als Randbedingungen aufge-

- treq|z:()7 z=1"

52
tr eq‘z:1 ( )

tre?|,_,,

prigt werden. Das Ortsgebiet wird gleichméfig in N In-
tervalle I, = ((k— 1)h, kh) unterteilt, die zwischen N + 1
Knoten z; = (i — k)h liegen, wobei h = % die Schrittwei-
te bezeichnet. Die Approximationsraume VP = ¥ und
P = P97 werden aufgespannt von den Whitney-Formen
[29] vom Grade 1 und 0

1
rdz, zé€ I,
P=l = {h (53a)
0, sonst,
%(Z — 21;1), zel_1, 1>1,
o =9l =81—4(z—2), z€l;, i<N+1, (53b)
0, sonst.

Insbesondere gilt fiir die gendherte Erhaltungsgrofe p'
1
(gl o = (W) apr = 70K (54)

und analog fir ¢".

4.1 Entwurfsmatrizen der Dirac-Struktur

Die gemischte Galerkin-Approximation liefert die konzen-
trierten Strukturgleichungen (35) mit n = 1 und den nu-
merischen Ableitungsmatrizen

ERNX(N+1), (55)
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die den Ko-Inzidenzmatrizen des durch das Gitter defi-
nierten gerichteten Graphen entsprechen. Die Freiheits-
grade in fP,f¢ € RY lassen sich als Niherungen der
Integrale von fP,f? € L?AY(Q) auf den Intervallen
I, verstehen, wihrend eP,e? € RN+ die Knotenwerte
von eP,ed € H'A(Q) approximieren. Die aufgeprigten
Randbedingungen geméf (52) werden durch (37a) mit

T,=[-1 0 0, Tp=][0 0 1] (56)

abgebildet. Durch

Pe=[Onx1 In].  Pep=[In Onxi] (57)

werden jene Effort-Freiheitsgrade definiert, die die Rolle
der Kozustinde éf, ég, 1,7 = 1,..., N iibernehmen. Da-
durch werden die Matrizen in (44), bis auf einen Vorzei-
chenwechsel, zu Einheitsmatrizen. Auf Grundlage dieser
Festlegungen ergeben sich fiir die Definitionen konzen-
trierter Flows (40a) und kollokierter Ausgénge (41) die
Matrizen

11—«
- « 11—«
P =Py, = (58)
a l-«
sowie
Sp=[l-a a 0 0],
S,=[o0 0 a 1-af, (59)

welche, gemeinsam mit den Ableitungs- und Eingangs-
randmatrizen, die Matrixbedingung (43) mit n = 1 er-
fiilllen. Der Parameter o € R ist ein Freiheitsgrad des
Diskretisierungsverfahrens. Seine Wirkung auf die resul-
tierenden N&herungsmodelle der Wellen- und Warmelei-
tungsgleichung wird in den folgenden Abschnitten 4.3 und
5 diskutiert.

Bemerkung 2. Mit den gegebenen Matrizen ist leicht
nachzupriifen, dass, im Gegensatz zum Ansatz nach [11],
kein Durchgriff in der Ein-/Ausgangs-Darstellung (46)
entsteht.

4.2 Konstitutivgleichungen

Wir bestimmen die Elemente der diagonalen Hodge-
Matrizen fiir eine konsistente Naherung der Konstitutiv-
gleichungen

el = c? xq

eP = xp, (60)

gemiB (8¢), (9) auf Grundlage eines durch

(61)
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gegebenen Stationdrzustands mit Konstanten p,q¢ € R.
Wir betrachten hierzu zunéchst die Variation des Ener-
giefunktionals (9) auf Grundlage der Approximation der
Erhaltungsgréfien (51).
§(¢fq) in den konzentrierten Freiheitsgraden py und ¢

Die Variationen &(¢/;p) und

liefern, unter Vernachlédssigung der Terme hoherer Ord-

nung,
N
Z (<Y lv7) e pr Opk + Z Gt [ ) @ da-
- N—_—— —
- =:i6p, H =1 =:0q; H

(62)
Mit pr und ¢; als konzentrierten Zustandsgréfien wéren
die Ausdriicke dp, H und 64, H konsistente Ndherungen
von (60), die bei Einsetzen von py = py = hp bzw. ¢ =
q; = hq die konsistenten Werte p bzw. ¢ der Kozusténde in
den Knoten ergédben. Die konzentrierte Energiefunktion
(49) ist jedoch in den Zustandsvektoren p und q gemifl
(50) ausgedriickt. Im Stationérzustand (61) lassen sich

die Relationen (50) umkehren zu

_ 1 . _ 1 ~
= —x———Dbi» G=—x ——Dbj (63)
2 k=1 [Pl 2 =1[Pralj
woraus sich mit (54) schliefllich die konsistent ermittelten
Diagonalelemente
1 c?
Qlii= =55 [Qdis=
hy k1P rplik

hZi\;ﬂPfq}J}l
(64)

der Hodge-Matrizen laut (48) ergeben. Mit den Matrizen

Py, =P}, gemiB (58) erhilt man schlieBlich
1.
Qp = Edlag{?, geeny ].}7 (653)
2 . 1
Qq = Zdlag{l,...,l,m}. (65b)

4.3 Numerische Modelle der
Wellengleichung

Ergénzt man die Ein-/Ausgangs-Darstellung der Dirac-
Struktur (46) mit den konzentrierten Konstitutivglei-
chungen (48) um die Dynamik

p=—f" q=-f, (66)
so ergeben sich konservative Zustandsraummodelle der
Form (26) mit R = 0, also ohne numerische Dissipation.
Diese Eigenschaft ist unabhéngig vom Parameter «, iiber
den sich jedoch die Approximationsgite der numerischen

Modelle beeinflussen lasst.

4.3.1 Interpretation von «

Die Verwendung von Whitney-Approximationsformen er-
laubt eine klare Interpretation des Parameters «. Hierzu
betrachten wir die konzentrierten Konstitutivgleichungen
(48) sowie die Definition der konzentrierten Zustande (50)
8). Wéhrend die Elemente der
Vektoren éP, &7 gendherte Kozustandsgrofen an den Git-

mittels der Matrizen (5

terknoten darstellen, an denen nicht die Randbedinun-
gen aufgeprigt werden, entsprechen die Elemente von p,
q den integrierten Erhaltungsgréfien auf den dazwischen
liegenden Intervallen. Die Elemente der Zustandsvekto-
ren p, q stellen mit @ und 1 — o gewichtete Summen
dieser diskreten Erhaltungsgrofien dar. Hieraus ergeben
sich folgende Interpretationen der konzentrierten Konsti-
tutivgleichungen in Abhéngigkeit von a.

= 0. Der an einem Knoten verortete Kozustand
€ (&%) berechnet sich aus dem konzentrierten Zustand
P; = p;i (§j = g;) auf dem benachbarten Intervall. Das
Intervall liegt in der Richtung, aus der die entsprechen-
de Randgréfle éb (eb
handelt sich um eine einseitige numerische Nédherung

) als Eingang aufgeprigt wird. Es

der Konstitutivgleichungen, die die Richtung bevorzugt,
aus der die Eingangsinformation kommt. Insofern kénnen
Werte a < % als Upwind-Parametrierungen verstanden
werden.

a < 0. In diesem Fall enthalten die leicht umgestell-

ten Konstitutivgleichungen

& =pit+(—a)(pi—pi-1), €]=q¢;+(=a)(g;—gj+1) (67)

positiv gewichtete Differenzenterme, die sich, wie weiter
unten illustriert, als gilinstig fir die numerische Losung
der hyperbolischen Wellengleichung herausstellen.

o= % In diesem Fall werden die gendherten konzen-
trierten Erhaltungsgréfien zu beiden Seiten eines Knotens
fir die Ermittlung des Kozustands herangezogen. Eine
solche zentrierte Naherung ist besonders geeignet fir die
numerische Losung der parabolischen Warmeleitungsglei-
chung, die symmetrische Diffusionsvorgénge beschreibt.

Abbildung 1 illustriert die Wirkung des Entwurfspa-
rameters « in Bezug auf die Definition konzentrierter Ko-
zustande. In [25] findet sich zudem eine numerische Ana-
lyse der gendherten Eigenwerte der Wellengleichung. Die
folgenden Simulationsergebnisse stiitzen die Feststellung,
dass eine Upwind-Parametrierung mit einem leicht ne-
gativen Wert von a sehr gute Ndherungen produziert.
Bezogen auf den Fall « = 0 ergeben sich vergleichbare
Ergebnisse bei halber Anzahl von Diskretisierungsinter-
vallen.
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Abb. 1. Durch Variation von « verdndert sich die Gewichtung der
konzentrierten ErhaltungsgréBen, iiber die die Zustandsvektoren
P und q definiert sind. Dies lasst sich auch als eine Verschiebung
der Bilanzgebiete interpretieren, die der Berechnung der konzen-
trierten Kozustande €P und €7 in den Knoten zugrunde liegen.

————— N =160,a =0

N =320,a=0
N =160,a = —1/6
............. Exakte Lésung

0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75

0.2 N s === N =160,a =0 b
= N =320,a=0
N =160,a = —1/6|
............. Exakte Losung
-0.6 1 1

0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75

-0.4 F

Abb. 2. Niherungen der Lésung p(z,2) = —po(z) und ¢(z,2) =
go(z) = 0 nach jeweils zweifacher Reflexion an den Randern.
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4.3.2 Losung eines Anfangswertproblems

Betrachtet werde die 1D-Wellengleichung mit Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit ¢ = 1, homogenen Randbedingun-
gen e? = ¢9 = 0 und der Anfangsbedingung

_ (2=0,5)2
po=e¢€ 0,0252 dz,

qp =0, =z€(0,1). (68)

Die Losung in charakteristischen Variablen n = 1(p — q)
und & = %(p + q) ergibt auf unbeschréanktem Gebiet eine
links- und eine rechtslaufende Transportgleichung

77(2775) :770(2+t)7 f(zat) :§O(Z_t)7 (69)
die die Anfangsbedingungen
m0(2) = &o(2) = 3p0(2) (70)

verschiebt. Auf dem beschrinkten Gebiet Q = (0,1) fin-
den Reflexionen an den Réndern (rechts mit Vorzeichen-
wechsel) statt, so dass

p(Z,Q) = —po(Z), Q(zv 2) =0 (71)

die exakte Losung zum Zeitpunkt ¢t = 2 ist. Diese ist in
Abb. 2 gepunktet dargestellt. Daneben sind die numeri-
schen Losungen mit der einseitigen Ndherung durch o = 0
fir N =160 (1) und N = 320 (2) (punkt-)strichliert dar-
gestellt sowie die Losung fur N = 160 und a = —1/6 (3).
Diese Parametrierung erzeugt bei gleichem Gitter deut-
lich weniger Dispersion als (1) und ist mit der Losung
(2) vergleichbar, die auf einem doppelt so feinen Gitter
beruht.

5 Approximation der
1D-Warmeleitungsgleichung

Die Diskretisierung der Stokes-Dirac-Struktur und die
konsistente Ndherung der Konstitutivgleichungen lassen
sich zur strukturerhaltenden Diskretisierung der Wérme-
leitungsgleichung nutzen. Zu beriicksichtigen sind die ggf.

e’(0)=T(0) =y

1
1

e9(0) = Jo(0) =0

1) =T(1) = u

[SIA

Abb. 3. Wirmeleiter mit aufgepragter und homogener Randbe-
dingung T'(1) = u, Jg(0) = 0 und flachem Ausgang T'(0) = y.
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unterschiedlichen Vorzeichen in den Struktur- und Kon-
stitutivgleichungen. Bei homogener Randbedingung am
linken Rand e = 0 und rechts aufgeprigter Randbedin-
gung é2 = u ergibt sich eine Zustandsdifferentialgleichung
fiir x = p der Form

x = Ax + bu. (72)

Die Situation entspricht einem linksseitig isolierten War-
meleiter mit am rechten Rand aufgepragter Temperatur,
wie in Abb. 3 illustriert. Es ergeben sich Zustandsmatrix
und Eingangsvektor als

A=-37QJ,Q, b=7J,Q.B, (73)

mit den darin enthaltenen Matrizen geméf (47) und ana-
log zu (65), wobei die Werte von ¢, und A zu beriick-
sichtigen sind. Es ist bekannt, siehe z. B. [22], dass die
Temperatur am linken Rand, also 2 = eP(0) ein flacher
Ausgang ist, iiber den sich Zustands- und Eingangsgro-
Ben parametrieren lassen. Die diskrete Ausgangsgleichung

lautet entsprechend
Yy = ch, cl = [1 0

0] Qp.

Die resultierenden endlich-dimensionalen Zustandsraum-

(74)

modelle werden im Folgenden hinsichtlich ihrer Eigenwer-
te und der Erhaltung der Flachheit des Ausgangs fiir
die Parametrierungen o« = 0 und a = % untersucht.
Die Festlegung auf diese Parameter liegt daran, dass aus-
schlieBlich in diesen Fillen das Zihlerpolynom der Uber-
tragungsfunktion von u nach y eine Konstante ist (im
zweiten Fall tritt Pol-/Nullstellenkiirzung auf, vgl. das
unbeobachtbare Teilsystem von (80)), was jeweils eine dif-
ferentielle Parametrierung des Eingangs ermoglicht.

Im Weiteren werden konstante Warmekapazitiat und
-leitfdhigkeit ¢, = A = 1 angenommen.

5.1 Eigenwerte und invariante Nullstellen
Die Randbedingungen e? = ¢2 = 0 in der strukturierten
Darstellung entsprechen homogenen Neumann-Dirichlet

Randbedingungen in der Formulierung (17) der Wérme-
leitungsgleichung. Die Eigenwerte ergeben sich zu

2
2k —1
)\k,oo:_< 5 77), keN,

siehe z. B. [33]. Fiir die beiden genannten Parametrierun-

(75)

gen von « werden die Zustandsmatrizen jeweils tridia-
gonal, was die analytische Ermittlung ihrer Eigenwerte
ermoglicht. Hierzu werden die charakteristischen Polyno-
me wie die Tschebyscheff-Polynome rekursiv aufgestellt

und ihre Nullstellen tiber geeignete Variablentransforma-
tionen ermittelt. Details hierzu sind in [34] dargestellt.

a = 0. Die Systemmatrizen des Zustandsraummo-
dells haben die Gestalt

-1 1
A N2 1 -2 7
1
1 -2
0
b=N ||, "=N[1 0 ... 0]. (76)
0
1
Als Eigenwerte von A ergeben sich
2k —1
— on2 _ _
A = 2N (COS(2N+ 17r) 1) , k=1,...,N. (77)
Sie stellen aufgrund der Abschétzung
1 1
e = Moo (1 -5 o(N)> (78)

eine Naherung erster Ordnung der Eigenwerte des
verteilt-parametrischen Systems dar, siehe auch [33].
Aus der Struktur der Rosenbrock-Matrix des Systems
(A, b, cT) ergeben sich keine invarianten Nullstellen. Das
lineare System ist damit steuer- und beobachtbar und
y = cT'x stellt einen flachen Ausgang dar.

o= % Die Zustandsmatrix A weist eine Schachbrett-
Struktur auf. Fir geradzahliges N lasst sich das Zu-
standsraummodell in den Teilzustédnden

T T
X1=[$1 xr3 ... $N71]7 X2=[m2 T4 ... CCN] (79)
als
X1 Aq 0 X1 b
= 80
LJ [ 0 AJ [XJ [bJ ! (802)
_[.T .77 |*1
= 80b
y=[c] 7] Lz] (80b)
schreiben. Darin sind
o _
2 -2 1
2
N
Al = <2) 1 _2 5
1
1 -2
SR Z
2| 1 -2
N
1 -2 1
1 -3




dhnliche Matrizen mit identischen Eigenwerten und

0 0
bi=N|"|, by=N ,
0 0
1 1
1 2
¢l =N[2 0 0], 3 =0" (82)
Es ergeben sich die jeweils doppelten Eigenwerte
N2 2k —1
)\k—2(cos( N 7T)1>, k=1,...,—, (83)
die mit der Abschatzung
2k 00 1
A =Moo | 14— 4+ 0(——) (84)
’ N N
4(3) (%)

eine Ndherung zweiter Ordnung von (75) darstellen.
Wihrend das erste Teilsystem von (80) steuer- und
beobachtbar ist, ist das zweite Teilsystem am Ausgang
y = clTxl unbeobachtbar. Da beide Subsysteme identi-
sche Eigenwerte haben, tritt nur jeweils einer im Uber-
tragungsverhalten von u nach y auf. Zwar ist y nun kein
flacher Ausgang fiir das Gesamtsystem, jedoch fiir das er-
ste Teilsystem, das vom unbeobachtbaren zweiten — we-

nigstens im linearen Fall — vollstdndig entkoppelt ist.

5.2 Losung eines Anfangswertproblems

In Abb. 4 werden exakte und numerische Losung der War-
meleitungsgleichung (17) fir k = % = 1 verglichen. Die

(@

Anfangsbedingung besteht aus der dritten Eigenform

(85)

z0(z) = 2(2,0) = cos(gﬂ'z)7

die mit dem dritten Eigenwert abklingt und somit zur
Zeit to =1n4/ (%7‘(‘)2 die exakte Losung

1
z(z,te) = 67%”2’56380(2) = Zaco(z) (86)
ergibt. Deutlich zu erkennen ist in Abb. 4 die Uberlegen-
heit der Approximation mit einer zentrierten Nadherung
durch die Parameterwahl o = %, die im Vergleich zu
a = 0 einen deutlich geringeren Fehler mit einem giin-

stigeren oOrtlichen Verlauf aufweist.

5.3 Flachheitsbasierte Steuerung

Die in [22] vorgestellte flache Parametrierung des Ein-
gangs (Temperatur am rechten Rand) durch den Ausgang

DE GRUYTER

0.3 T T

0.2

0.1

p(zt.)

-0.1

N =80,a=0

)
02} N =40,a=1/2| |
------------- Exakte Losung
-0.3 I I I I I I | | |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
z
0.03
0025 |—— = -N=40a=0 //’\,
N =80,a=0 ,
0.02 L N =40,a=1/2 ’ |
3 /
/
0.015 - ’ 1

0.01 | 7 —

0.005 7’ —

(2, te) = Pezart (2, te)

Abb. 4. Oben: Exakte und numerische Lésung des Anfangswert-
problems fiir die Warmeleitungsgleichung. Unten: Fehler zwischen
numerischer und exakter Losung fiir verschiedene Parameter.
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Abb. 5. Simulation der Steuerung mit vorgegebenem Arbeits-

punktwechsel von y = T'(0) = eP(0) (geglattete Sprungfunktion
mit Parameter v = 1,1, Gevrey-Ordnung 1 + 1—11 < 2). Steue-
rungsentwurf mit N = 40, a = % und 10 Zeitableitungen von

y*(¢). Simulation mit Ng;p, = 160, o = %
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(Temperatur am linken Rand)

W) =3 Gt (0 (57)

j=0

beruht auf der unendlichen Reihenentwicklung der um-

gekehrten Laplace-Transformierten der nichtrationalen
Ubertragungsfunktion m

liche Differenzierbarkeit des gewtinschten Ausgangs y*(t)

Die erforderliche unend-

wird durch Funktionen der Gevrey-Klasse erfiillt. Der
Arbeitspunktwechsel des Ausgangs y*(¢t) = z*(0,t) von
y*(0) = 0 nach y*(T) = 1 wird mit y*(7) = Ou(7),
T= %, durch die geglattete Sprungfunktion

0 7<0
" 0, (s)ds
®w (T) = M T E (0, 1) (88)
o G (s)ds
1 T>1

auf dem normierten Zeitintervall 7 € (0, 1) parametriert.
0., (1) ist die glockenformige Impulsfunktion

T ¢ (0,1)

0
0.,(1) = 89
™) {exp (—[(1 — T)T]_“’) 7€ (0,1). (89)

Fiir die Wahl des Parameters 0 < w < 1, ist mit v = 1+%
die Solltrajektorie eine Funktion der Gevrey-Klasse 1 <
v < 2. Konvergenz der Potenzreihe (87) mit unendlichem
Konvergenzradius ist fiir v < 2 sichergestellt [20].

Im numerischen Experiment wird ein Simulations-
modell mit & = 3, Ngim = 160 gewihlt, das mit dem
Matlab-Befehl Isim und einer Zeitschrittweite von 1072
integriert wird. Als Parameter der Solltrajektorie wer-
den T = 1 und w = 1,1 gewdhlt, entsprechend v =
1+ & < 2. Die Potenzreihe (87) zur Berechnung der
flachen Eingangsparametrierung wird nach der 10. Zeita-
bleitung von y*(t) abgebrochen. Die so ermittelte Steue-
rung wird mit u.0(¢) bezeichnet. Zum Vergleich werden
Steuerungen auf Basis der Inversion der Ubertragungs-
funktionen ¢T (sI—A)~!b fiir o« = 0 und ¢¥ (sI-A1) " 'b;
fiir o« = % berechnet. Die ermittelte Steuerung u*(t) ist
dann eine endliche Summe von y*(¢) und den Zeitablei-
tungen. Diese wird ebenfalls nach den ersten 10 (bzw.
5) Zeitableitungen abgeschnitten und die entsprechenden
Steuerungen werden mit u?v/lo(t) bezeichnet, wobei tief-
gestellt die Ordnung N des Entwurfsmodells und hoch-
gestellt die Anzahl der verwendeten Zeitableitungen des
flachen Ausgangs angeben ist.

Abbildung 5 illustriert, entsprechend Abb. 2 in [22],
die Losung eP(t) = Q,p(t) (Temperaturen in den Kno-
ten) tiber der Zeit- und Ortsvariable fir den aufgeprig-
ten Temperaturtransienten uj)(¢) am rechten Rand. In

y,s'im(t) -y (t>

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
t

Abb. 6. Ausgangsfehler unter flachheitsbasierter Vorsteuerung,

1

Simulationsmodell mit Ngim = 160, o = 5. u}d: Berechnung

der Steuerung gemaB (87), Abbruch nach der 10. Ableitung von
y*(t). u%}go: Berechnung der Steuerung auf Basis des diskre-

tisierten Modells mit N = 40 bzw. N = 80 und 5 bzw. 10
Zeitableitungen von y*(¢).

Abb. 6 wird der simulierte Ausgang mit der vorgegebe-
nen Referenztrajektorie verglichen, oben fiir « = 0, unten
fir a = % Dabei wird das Gitter variiert, N € {40, 80},
und die Anzahl verwendeter Ableitungen des flachen Aus-
gangs (10 bzw. 5). Die unterschiedliche Fehlerordnung (1
bzw. 2) ldsst sich aus den Kurven ablesen, ebenso wie
die abnehmende Auswirkung von Ableitungen des flachen
Ausgangs hoherer Ordnung.

6 Schlussbemerkungen

Vorgestellt wurde ein Verfahren zur strukturerhaltenden
Ortsdiskretisierung von hyperbolischen Systemen zwei-
er Erhaltungsgleichungen in beliebiger Ortsdimension.
Das Verfahren ist ebenso anwendbar fiir parabolische
Systeme (mit nur einer Erhaltungsgleichung), die sich
durch vergleichbare Strukturgleichungen darstellen las-
sen. Anhand der eindimensionalen Wellen- und War-
meleitungsgleichung wurde die konkrete Anwendung il-
lustriert und es wurden numerische Eigenschaften der
endlich-dimensionalen Ndherungsmodelle herausgearbei-
tet. Fiir gute numerische Naherungen lésst sich die Na-
tur der betrachteten Systeme durch geeignete Parame-
trierung des Verfahrens berticksichtigen. Die Interpreta-



tion der Parameterwerte fiithrt auf die bekannten Tatsa-
chen, dass bei hyperbolischen Systemen die Bevorzugung
der Richtung des Informationsflusses giinstig ist (upwin-
ding), wéhrend fiir parabolische Probleme eine zentrier-
te Nédherung der Konstitutivgleichungen zu bevorzugen
ist. Weiterhin ist mit der gezeigten Diskretisierungsme-
thode auch Strukturerhaltung im Hinblick auf den Steue-
rungsentwurf moglich, was am Beispiel einer flachheits-
basierten Steuerung fiir die eindimensionale Warmelei-
tungsgleichung illustriert wurde. Die (auf der Struktur
der Zustandsraummodelle basierende) Analyse der Erhal-
tung von Flachheit auf mehrdimensionalen Ortsgebieten
und fiir Klassen flacher Ausgange, wie z.B. in [23] be-
schrieben, ist Gegenstand der laufenden Arbeit.

Fir eine breitere Anwendbarkeit des vorgestellten
Ansatzes wird an der Umsetzung in FE-Software wie
FEniCS [35] gearbeitet, um numerische Modelle kom-
plexerer Systeme (mit Konvektion und Diffusion sowie
Nichtlinearitdten) auf nicht-trivialen Geometrien zu er-
zeugen. Zusammen mit entsprechenden Diskretisierung-
en etwa strukturmechanischer Systeme kann so eine tor-
basierte Modellbibliothek fiir Simulation und numeri-
schen Steuerungs- und Regelungsentwurf multiphysika-
lischer Systeme entstehen.

A Differentialformen

Dieser Anhang stellt eine knappe Ubersicht der wichtig-
sten Rechenregeln mit Differentialformen vor. Als Refe-
renzen seien [36] und die entsprechenden Abschnitte von
[37] empfohlen. Fiir Funktionenrdume von Differentialfor-
men wird auf [38] verwiesen.

Differentielle k-Formen sind per Definition k-lineare,
alternierende Abbildungen von k Vektorfeldern in einem
Punkt des Tangentialraums einer differenzierbaren Man-
nigfaltigkeit (wir betrachten ausschlielich Q C R™) auf
die reellen Zahlen. A¥(Q) bezeichnet den Raum der dif-
ferentiellen k-Formen mit glatten Koeffizientenfunktio-
nen iiber 2, dessen Basis sich aus den k-fachen &u-
Beren Produkten (siehe weiter unten) der Differentiale
{dz1,dza,...,dz,} ergibt. Differentielle k-Formen enthal-
ten (salopp gesprochen) bereits die erforderlichen Diffe-
rentiale fiir die Integration und erlauben eine koordina-
tenfreie Darstellung der Integration {iber k-dimensionale
Ortsgebiete. Ein Vorteil der Verwendung von Differenti-
alformen liegt in einem einheitlichen Differentialoperator
d: AR(Q) — AFHL(Q). Die Gufere Ableitung d erfiillt die
Komplex-Eigenschaft d od = 0 und erlaubt die einheit-
liche Formulierung der verschiedenen Integralsétze durch
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den verallgemeinerten Satz von Stokes

/dw = /trw, Ywe AFLQ). (90)
Q oN

Der Spuroperator tr definiert die Fortsetzung von w auf
dem Rand des offenen Gebietes. Beim Rechnen mit Dif-
ferentialformen A € AF(Q), u € AY(Q) sind die Regeln

AN = (=DM AN,
dAAp) =dAA p+ (1) A Ady,

zu beachten, wobei A : A¥(Q) x A(Q) — AF(Q) das
alternierende duffere Produkt oder Keilprodukt darstellt.
Mit dem Satz von Stokes erhilt man fiir A € A*(Q) und
p € A"7F=1(Q) die partielle Integrationsformel

(dAp)a = (trAltr moa — (=) (Adu)a, — (93)

wobei

Av)a = //\A v

Q

das Dualitdtsprodukt oder die natiirliche Paarung zweier
Differentialformen A € A¥(Q) und v € A"~¥(Q) abkiirzt.
Der Hodge-Stern-Operator * : A¥(Q) — A"~#(Q) erlaubt
es, ein inneres Produkt, z. B. das L2?-Produkt (a,f)q
zweier Differentialformen o, 8 € A*(Q) mit Koeffizien-

(94)

tenfunktionen «;, B; durch das Dualitdatsprodukt auszu-
dricken:

(a, B)a :/Zalﬂidﬁ = (a|*Bq.  (95)
Q !

Die zweimalige Anwendung des Hodge-Operators auf o €
A¥(Q) dndert ggf. das Vorzeichen:

* kQu = (—l)k("_k)oz. (96)

Die musikalischen Isomorphismen b und f erzeugen aus ei-
ner 1-Form ein Vektorfeld mit identischen Komponenten
und umgekehrt. Unter Beachtung der dargestellten Re-
chenregeln lassen sich die Differentialoperatoren aus der
Vektorrechnung wie folgt ausdriicken:

grad = (df)*, rotg=(x(dg’))¥, divg=xd(xg’). (97)
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