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Elektrochemische Energiespeicher sind heute in der mobilen und in der stationdren Anwendung un-
verzichtbar. Dabei steht der sichere und optimierte Betrieb der Batteriezellen fiir den Anwender an
erster Stelle und wird durch das Batterie-Management-System gewdahrleistet. Dieses nutzt zur Zu-
standsbestimmung elektrische Ersatzschaltbilder, die verschiedene Vorgéinge in einer Zelle abbilden.
Die zwei Hauptprozesse in Lithium-Ionen-Zellen sind der Teilchentransport durch Diffusion und der
Ladungsdurchtritt zwischen der Elektrode und dem Elektrolyten. Sie werden durch die Warburg-
Impedanz mit Dirichlet- und Neumann-Bedingung sowie durch das ZARC-Element beschrieben.

In dieser Arbeit werden elektrische Ersatzschaltbilder aus passiven Bauelementen entwickelt, welche
die zwei bekannten Impedanzen exakt nachbilden bzw. approximieren. Dabei wird das Verhalten der

Modelle sowohl im Frequenz- als auch im Zeitbereich diskutiert.

Zum einen wird mathematisch bewiesen, dass die beiden Warburg-Impedanzen durch die drei
Ersatzschaltbilder Reihen-, Leiter- und Treppenstruktur mit je unendlich vielen Bauelementen
exakt abgebildet werden konnen. Dabei sind die Werte der Elemente jeweils nur von zwei charak-
teristischen Groflen abhangig. Die zugehorigen Zeitkonstanten beginnen bei einem Maximum und
konvergieren gegen null. Im Vergleich der Modelle ergibt die Treppenstruktur im Frequenz- und im
Zeitbereich bei gleicher Anzahl von Bauelementen die genauesten Ergebnisse.

Zum anderen werden zwei Approximationen, das ZAPP und das Zsrc, des ZARC-Elements unter
Einhaltung der Symmetrie-Eigenschaften entwickelt. Das ZAPP besteht aus unendlich vielen seriell
verschalteten RC-Gliedern mit konstanten Ohm’schen Widerstanden und variierenden Kapazitaten.
Dariiber hinaus wird gezeigt, dass ein funktionaler Zusammenhang zwischen den Parametern des
ZAPP und denen des ZARC &hnlich genaue Ergebnisse liefert, wie ein optimierter Zusammenhang.
Anhand der Relation kann der Dampfungsparameter a des ZARC-Elements, als ein Maf fiir die
Variation der Kapazititen interpretiert werden. Das Zsgc hingegen besteht aus drei seriellen
RC-Gliedern deren Parameter variieren und das nur durch einen Optimierungsalgorithmus in

Relation zum ZARC gesetzt werden kann.

Die zwei Approximationen des ZARC-Elements stimmen mit dessen Verhalten im Frequenz- und im
Zeitbereich liberein. Zudem zeigen beide die Abnahme der Gesamtkapazitdt der Doppelschicht, je
deutlicher das ZARC-Element von einem RC-Glied abweicht. Im Vergleich zur Warburg-Impedanz
besitzen die Zeitkonstanten von ZAPP und Z3ic endliche Werte.






Electrochemical energy storages are in both, the mobile and stationary application absolutely essen-
tial. Safe and optimised operation of the battery cell comes first and is guaranteed by the battery
management system using equivalent circuits for state estimation. The equivalent circuits model the
processes in a cell. In lithium-ion cells, the two main processes are the particle transport due to
diffusion and the charge transfer at the electrode-electrolyte-interphase. They are described by the
Warburg impedance with Dirichlet and Neumann boundary condition and the ZARC element,

respectively.

In this thesis, equivalent circuits consisting of only passive elements were developed recreating or
approximating the impedances. The behaviour of the models is discussed in both, the frequency and

time domain.

On the one hand, we prove mathematically that each Warburg impedance is equal to the three
equivalent circuits called series, ladder and stairs structure. Here, each equivalent circuit consists
of infinitely many passive elements depending on only two characteristic parameters. Moreover, the
related time constants start at a maximum and converge to zero. In comparison, with the same
number of elements, the stairs structure is the most accurate equivalent circuit in frequency as well

as in time domain.

On the other hand, we develop two models called ZAPP and Zsrc approximating the ZARC ele-
ment while satisfying the symmetry property. ZAPP consists of infinitely many serial connected
RC-circuits with constant ohmic resistances and varying capacitances. Moreover, we show that a
functional relation between the parameters of ZAPP and ZARC is almost as accurate as an optimised
relation. Due to the function, we can interpret the damping parameter a of the ZARC element as
a measure for the capacitance variation. However, the Z3grc consists of only three serial connected

RC-circuits with varying parameters. It can only be connected to the ZARC element by optimisation.

Both approximations coincide with the behaviour of the ZARC element in frequency and in time
domain. Moreover, in both cases, the total capacitance of the double layer decreases the more the
ZARC element deviates from an RC-circuit. In comparison to the Warburg impedance, the time

constants of ZAPP and Zzgc are finite.






Die vorliegende Dissertation entstand wahrend meiner Tatigkeit als wissenschaftlicher Mitarbeiter
unter der Leitung von Herrn Prof. Dr.-Ing. Andreas Jossen am Lehrstuhl fiir Elektrische Energie-
speichertechnik an der Technischen Universitdt Miinchen. Sie wurde durch verschiedene Forderpro-
jekte des Bundesministeriums fiir Wirtschaft und Energie und des Bundesministeriums fiir Bildung

und Forschung sowie durch Mittel der Technischen Universitdt Miinchen finanziert.

Zuallererst danke ich herzlichst Thnen, Herr Professor Jossen, dass Sie mir die Moglichkeit zur
Promotion gaben und mich als Doktorvater begleiteten. Insbesondere bedanke ich mich fiir die
bereichernden Diskussionen, den konstruktiven Austausch und vor allem fiuir Thre freundliche und

unterstiitzende Forderung.

Mein weiterer herzlicher Dank gebiihrt Thnen, Herr Professor Diirr, fiir Ihre Begleitung als Mentor

wahrend meines Studiums und Ihre Mitwirkung an meiner Promotion als Zweitpriifer.

Dariiber hinaus danke ich Thnen, Herr Professor Brederlow, fiir die Ubernahme des Vorsitzes der

Prufungskommission.

Ich bedanke mich beim Team BMS und allen Kolleginnen und Kollegen des Lehrstuhls fiir die
vertrauensvolle und fruchtbare Zusammenarbeit. Auflerdem gilt mein Dank dem Sekretariat fiir
die Ubernahme der organisatorischen Aufgaben, sowie den technischen Mitarbeitern fiir die Unter-

stiitzung im Labor.

Ich danke Euch, Sebastian Ludwig, Andreas Oberbauer und Julius Schmitt fiir Eure wertvollen An-

merkungen bei der Korrektur dieser Arbeit.

Mein herzlicher Dank gilt auch Euch beiden langjahrigen Biirokollegen, Jonas Keil und Andreas Noel,
fur das freundschaftliche und kollegiale Verhiltnis auch tiber die Zeit am Lehrstuhl hinaus. Vielen
Dank fur Eure Hilfsbereitschaft, Eure Motivation bei kleinen Durststrecken und Euren moralischen

Beistand in allen Lebenslagen.

Abschlieflend bedanke ich mich bei meiner Familie; Ihr habt mir meine fachliche Ausbildung und
das ansatzweise Stillen meines Wissensdurstes ermoglicht.

Mein herzlicher Dank gilt Dir, liebe Anja. Ich danke Dir fiir Deine Aufmunterungen,
Deine unendliche Riicksichtnahme und Deine uneingeschriankte Unterstiitzung. Dir widme ich diese

Dissertation.

Minchen im September 2020
Thomas Heil






KURZFASSUNG 1}

ABSTRACT \'
VORWORT UND DANKSAGUNG Vil
ABBILDUNGSVERZEICHNIS X
TABELLENVERZEICHNIS XV
ABKURZUNGSVERZEICHNIS Xvil
SYMBOLVERZEICHNIS XIX
1 EINLEITUNG 1
1.1 Motivation . . ... ... . 1
1.2 Aufbau . .. ... e 2
2 GRUNDLAGEN 5
2.1 Kurzeinfithrung in Lithium-Ionen-Zellen . .. ... ...................... 5
2.1.1 Aufbau und Funktionsweise einer Lithium-Ionen-Batterie . ... ......... 5
2.1.2 Messmethoden . .. .... ... .. . . ... 6
2.1.2.1 Elektrochemische Impedanzspektroskopie . ... ............. 6
2.1.2.2 Chronopotentiometrie . . . .. ........... .. ... . . L. 8
2.1.3 Modellierung von elektrochemischen Systemen . . . . .. .............. 8
2.1.3.1 GliederungderModelle . . . .. ...... ... .. ... . ... ... 9
2.1.3.2 Elektrische Ersatzschaltbilder . . .. ... ..... ... ... ....... 9

2.1.3.3 Unterschiedliche Darstellungsweisen der elektrischen Ersatzschaltbil-
der. ... ... 10
2.2 Impedanz, Laplace-Transformation und Kramers-Kronig-Relation . . . . . ... ... .. 10
2.2.1 Definitionder Impedanz . . .. ...... ... ... 10
2.2.2 Impedanzin einer Batteriezelle . . . . .. ... ... ... ... ... ... ..., 12
2.2.3 Laplace-Transformation. . . . . .. ... ... . ... ... ... .. 12
2.2.4 Kramers-Kronig-Relation. . . . . ... ... ... ... .. ... . L. 14
2.3 Zusammenfassung . . . . ... ... 16
3 DIE WARBURG-IMPEDANZ 19
3.1 Allgemeine Herleitung der Warburg-Impedanz. . . . .. ................... 19
3.1.1 Nernst-Gleichung . . . ... ... ... .. . .. 19
3.1.2 Diffusionsstrom . .. ... ... ... ... 20
3.1.3 Warburg-Impedanz ohne Randbedingungen . . . ... ................ 22
3.2 Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir . . ... ... ................... 26

3.2.1 Herleitung und Eigenschaften . . . . ... ... ... . ... . ... .. .. 26



INHALTSVERZEICHNIS

3.2.2 Elektrische Ersatzschaltbilder . . . . . ... ... ... ... ... .. ... .. . ... 35
3.2.2.1 Reihenstruktur . .. ... ... ... L 35

3.2.2.2 Leiterstruktur . . . ... ... L 45

3.2.2.3 Treppenstruktur . . ... ... ... . ... ... ... 46

3.2.3 Approximation mit endlich vielen Elementen . . . ... ... ... ... ...... 53
3.2.3.1 Reihenstruktur . ... ..... . ... . . . o oo 54

3.2.3.2 Leiterstruktur . . .. ... ... L 56

3.2.3.3 Treppenstruktur . . ... ... ... . ... ... ... 58

3.2.3.4 Vergleich der unterschiedlichen Ansidtze zur Approximation . . . . . . 60

3.2.4 Verhaltenim Zeitbereich . . . ... ... ... .. ... . . oo oL 62

3.3 Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht . . ... .............. 67
3.3.1 Herleitung und Eigenschaften . . . ... ............... ... ... . ... 67
3.3.2 Elektrische Ersatzschaltbilder . . . ... ... ... ... ... .......... 71
3.3.2.1 Reihenstruktur ... ...... . ... o o o 71

3.3.2.2 Leiterstruktur . . . ... ... L 72

3.3.2.3 Treppenstruktur . . ... ... ... . ... ... ... 73

3.3.3 Approximation mit endlich vielen Elementen . . ... ... ... ... ....... 75
3.3.3.1 Reihenstruktur . .. .. ... ... . . L o o o 75

3.3.3.2 Leiterstruktur . . .. ... ... L 77

3.3.3.3 Treppenstruktur . ................... . . . . . . ... 79

3.3.3.4 Vergleich der verschiedenen Ansitze zur Approximation ... ... .. 81

3.3.4 Verhalten im Zeitbereich . . . ... ..... . ... .. ... . 00 . 82

3.4 Zusammenfassung . . . . . ... .. 87
DAS ZARC-ELEMENT 89
4.1 Einfihrungund Ursprung . ... .. .. ... . .. ... 89
4.2 Erklarungsansatze . .. ... .. .. ... 90
4.2.1 Ladungsdurchtrittswiderstand . ... ... ... ... ... ... .. ... ... 90
4.2.2 Konstantes Phasenelement . . . .. ......... .. ... . . L oL 91

4.3 Das ZARC-Elementinder Literatur . . . . ... ... ... ... ... ... .......... 92
4.3.1 PorenmodellnachdelLevie. .. ... ... ... ... ... .. ... .. ..... 92
4.3.2 Fraktionale Infinitessimalrechnung . ... ... ..... .. ... ... ....... 93
4.3.3 Fraktale Geometrie . .. ... ... ... . ... ... 95
4.3.4 Elektrische Ersatzschaltbilder . . . . ... ... ... ... ... ... ... ... 95

4.4 FEigenschaften des konstanten Phasenelements und des ZARC-Elements . . . . ... .. 96
4.4.1 Erfullung der Kramers-Kronig-Relation . . . . . ........ ... ... ...... 96
4.4.2 Geometrische Betrachtung . . . ... ... ... ... ... ... .. . ... 98

4.5 Verhaltenim Zeitbereich . .. ... ... ... . ... . ... o o 104
4.6 Approximation des ZARC-Elements . .. ... ... ... ... ... .. .. ... 108
4.6.1 Grundlegende Betrachtungen . .. ... ........ .. .. ... ... ... ..., 108
4.6.2 ZAPP - Approximation mit unendlich vielen RC-Gliedern . . . . ... ... ... 119
4.6.2.1 Betrachtung im Frequenzbereich . . ... ... ... ... ......... 119

4.6.2.2 Eigenschaftendes ZAPP ... ....... ... .. ... ... ... . ... 124

4.6.2.3 Vergleich mit dem ZARC-Element . . ... ... .............. 126

4.6.2.4 Transformation in den Zeitbereich . . . ... ... .. ... ... ..... 129



INHALTSVERZEICHNIS XI

4.6.3 Zspc - Approximation mit drei RC-Gliedern . . . . .. ................ 131

4.6.3.1 Betrachtung im Frequenzbereich . . ... ... ... ... ......... 131

4.6.3.2 EigenschaftendesZsgc . . ... ... . ... 132

4.6.3.3 Vergleich mit dem ZARC-Element . .. ................... 134

4.6.3.4 Transformation in den Zeitbereich . . ... ... .............. 136

4.6.4 Vergleich ZAPP und Z3grc und der Zusammenhang zur Warburg-Impedanz . . 137

4.6.5 Untersuchung der Approximationen von Buller und Handschuh . ... ... .. 140

4.7 Zusammenfassung . . . ... ... 141

5 PARAMETERBESTIMMUNG 145
5.1 Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir . . ... ... ....... ... ... ..... 145
5.1.1 Frequenzbereich . .. ... ... .. .. . ... .. 145

5.1.2 Zeitbereich . . ... ... ... .. 146

5.2 Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht . . ... .............. 148
5.2.1 Frequenzbereich .. ... ... ... ... ... .. .. . . . . o o o oL 149

5.2.2 Zeitbereich . . ... ... ... 149

53 ZARC-Element . ... ... ... ... ... 150
5.3.1 Frequenzbereich ... ... ... . ... . ... .. 150

5.3.2 Zeitbereich .. ... ... ... .. 151

5.4 ZAPP . .. 151
5.4.1 Frequenzbereich . ... ... ... ... ... .. ... . . o o o ool 152

5.4.2 Zeitbereich . . ... ... ... 152

5.5 Z3RC - o e e 153
5.5.1 Frequenzbereich . .. ... ... . . .. . .. .. 153

5.5.2 Zeitbereich .. ... ... ... .. 154

5.6 Zusammenfassung . . . . .. .. .. 155

6 WEITERFUHRENDE MODELLANSATZE 157
6.1 Alternative Treppenstruktur zur Approximation der Warburg-Impedanz ... ... .. 157
6.2 Approximation des konstanten Phasenelements . . .. ... ... ... ... ... .... 158
6.3 Approximation des ZARC-Elements mit finf RC-Gliedern . ... ............. 159

7 ZUSAMMENFASSUNG 161
LITERATURVERZEICHNIS 163
ANHANG 171
A DIE ENTROPIE 173
A.1 Einleitung . .. . . . . . 173
A.2 Die Entropie und der zweite Hauptsatz der Thermodynamik . .. ... ... ... .. .. 174
A.2.1 Herleitung der Entropie und des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik .. 174

A.2.2 Totales Differential der Entropie . . . ... ... ... ... ... ... ........ 182

A3 Zusammenfassung . .. ... ... 187

B OSZILLATION DER WARBURG-IMPEDANZ 189

B.1 Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir . ... ... ... ... ... ... ...... 189



XII

INHALTSVERZEICHNIS
B.2 Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht . . ... ... ........... 193
B.3 Geometrische Interpretation . . ... ... ... ... ... ... ... 195

C KETTENBRUCHSCHREIBWEISE DES COTANGENS HYPERBOLICUS 197



2.1 Nyquist-Diagramm einer Lithium-Eisen-Phosphat-Zelle . . . . . ... ... ... .....
2.2 Elektrische Ersatzschaltbilder nach Fosterund Cauer . . . . ... .. ... ... ......

3.1 Nyquist-Diagramm der Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir. . ... ... ... ..
3.2 Minimum des Imaginarteils der Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir . ... ...
3.3 Nyquist-Diagramm der Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir und Grenzwerte . .
3.4 Die Warburg-Impedanz in der Reihenstruktur. . . ... ....................
3.5 Die Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir in Leiterstruktur. . . . .. ... ... ...
3.6 Die Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir in Treppenstruktur. . .. ... ... ...
3.7 Umformung der Treppenstruktur . ... ... ... ... . ... .. ... .. .....
3.8 Approximation der Warburg-Impedanz mittels der Reihenstruktur. . . . ... ... ...

3.9 Vergleich Reihenstruktur mit der Warburg-Impedanz im Frequenzbereich . . . . . . ..

3.10 Approximation der Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir durch der Leiterstruktur.

3.11 Vergleich der Leiterstruktur mit der Warburg-Impedanz . . . ... ... ..........

3.12 Approximation der Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir durch die Treppenstruk-

3.13 Umformung der Treppenstruktur . . ... ... ... . ... .. ... .. .....
3.14 Vergleich der Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir mit der Treppenstruktur . . .
3.15 Vergleich der Approximationen der Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir . . . . .
3.16 IntegrationSweg . . . . . . . . .
3.17 Vergleich des Zeitverhaltens der Approximationen der Warburg-Impedanz mit idea-

lem Reservoir . . . ... .. . .
3.18 Nyquist-Diagramm der Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht. . . . .
3.19 Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht in der Reihenstruktur. . . . . .
3.20 Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht in Leiterstruktur. . . ... ...
3.21 Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht in Treppenstrukur. . . ... ..
3.22 Umformung der Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht in Treppen-

strukur. ..o
3.23 Approximation der Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht durch die

Reihenstruktur. . ... ... ... .
3.24 Vergleich Warburg-Impedanz und Approximation durch die Reihenstruktur . ... ..
3.25 Approximation der Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht durch die

Leiterstruktur. . . . . . . . L
3.26 Vergleich Warburg-Impedanz und Approximation durch die Leiterstruktur . . . . . ..
3.27 Approximation der Warburg Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht durch die

Treppenstruktur. . ... ... ... ..
3.28 Umformung der Treppenstruktur . . . ... .. ... ... . ... .. . ... .. .. ...
3.29 Vergleich Warburg-Impedanz und Approximation durch die Treppenstruktur . .. ..
3.30 Vergleich der Approximationen der Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenz-

schicht . . . . .

3.31 Integrationsweg . . . . . . . . ..

29
32
34
43
46
53
53
54
55
56
57

58
58
59
61
63

66
70
72
72
74

74

75
76

77
78

79
79
80



XIV ABBILDUNGSVERZEICHNIS

3.32 Vergleich der Approximationen im Zeitbereich . . . . ... ....... ... .. ..... 86
4.1 Nyquist-Diagramm von ZARCund CPEfura=0.75. . ... ................. 98
4.2 ZARC-Element mit dem Winkel ¢ am Mittelpunkt. . . . .. ....... ... ... ... 101
4.3 Zeitverhaltendes ZARC-Elements. . . . . ... ... ... ... .. ... .. ... .. ... 107
4.4 Geometrische Addition von Impedanzen. . . . .. ... ... ... ... ... ... ... 112
4.5 Gesamtimpedanz zweier RC-Glieder . . . ... ... ... ... ... ... . ....... 116
4.6 Impedanz Zy (w) mit 2N + 1 RC-Gliedern fiir verschiedene N und f=0.457. . . . . . . 121
4.7 Zeitkonstantendes ZAPP . . ... .. ... L 125
4.8 Vergleich optimierter und funktionaler Zusammenhang des ZAPP im Frequenzbereich 128
4.9 Zeitverhaltendes ZAPP . . . .. ... ... 130
4.10 Vergleich Z3grc und ZARC im Frequenzbereich . . . . .. ... .. ... . ....... 135
4.11 Zeitverhalten des Zsrc -« - v« v v v v i e e e e e 136
4.12 Vergleich der Parameter von Zsgc und ZAPP . . . . . .. ... . Lo oL 137
4.13 Vergleich von ZARC, ZAPP und Z3gc im Frequenzbereich. . . . . .. ... ... .. ... 138
4.14 Vergleich von ZARC, ZAPP und Z3gc im Zeitbereich . . . . . ... ... ... ...... 139
5.1 Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir im Frequenz- und Zeitbereich ... ... .. 146
5.2 Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht im Frequenz- und Zeitbereich 148
5.3 ZARC-Element im Frequenz- und Zeitbereich . .. ... ... ..... ... ... ..... 150
5.4 ZAPP im Frequenz- und Zeitbereich . . .. ... ..... ... ... .. ... .. ... ... 151
5.5 Zsgrc im Frequenz- und Zeitbereich . . . . ... ... .. oL oo oo 153
6.1 Alternative Treppenstruktur. . . . ... ... ... ... ... 157
B.1 Oszillation der Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir . . . . ... ... ........ 190
B.2 Abstand Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir zur Geraden . . . . . ... ... ... 192

B.3 Abstand Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht zur Geraden . .. .. 194



TABELLENVERZEICHNIS

3.1 Newton-Verfahren. . ... ... ... ... ... . ... . ... ... .. ... ...
4.1 Lookup-Tabelle: Zusammenhangeund & . . ... ............ ... ... ... ..

A.1 Beispiel fir die Multiplitzitat . . . . ... ... ... . L






ABKURZUNGSVERZEICHNIS

BMS
EIS

GEIS
PEIS

g.e.d.

SEI

Batterie-Management-System

elektrochemische Impedanzspektroskopie

galvanostatische elektrochemische Impedanzspektroskopie
potentiostatische elektrochemische Impedanzspektroskopie
was zu beweisen war, lat. quod erat demonstrandum

solid electrolyte interface






Funktionen
c(x,t)

Ac(x,t)

x (w)

o(t)

eX

Eq (x)
fi(xy), £ (xy)
f@)
F(z)
I'(x)

p (1)
T(t)
7(x)
Usre (1)
Uapp (1)
Uarc ()
Uig (1)
Unper (t)

Zapp (w)
Zn ()
Zarc (w)
Zcpg (w)
Zia (t)

aner ( t)

Zyre (w)
Zore (@4, 9-)
Z3rc ()

Zig (w)

Zig (w)

Stoffmengenkonzentration am Ort x zur Zeit ¢ in mol m~>

Anderung der Stoffmengenkonzentration in mol m~3
elektrische Suszeptibilitat

Dirac-Delta-Funktion

Exponentialfunktion

Mittag-Leffler-Funktion

reelle Funktionen

Funktion

Bildfunktion, Laplace-Transformierte einer Funktion f (t)
Gamma-Funktion

normierte Verteilung der Zeitkonstanten des ZAPP in s™!
Spannungsantwort auf eine Einheitsanregung

Zeitkonstanten des ZAPP in s

Spannungsantwort des Zsgc in V

Spannungsantwort des ZAPP in V

Spannungsantwort des ZARC in V

Spannungsantwort der Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir in V

Spannungsantwort der Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht in
\%

Impedanz des ZAPP in Q

Impedanz einer seriellen Verschaltung von 2N +1 RC-Gliedern in Q

Impedanz des ZARC-Elements in Q)

Impedanz des konstanten Phasenelements in ()

inverse Laplace-Transformierte der Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir in
VAlsT!

inverse Laplace-Transformierte der Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenz-
schichtin VA~ g1

Impedanz zweier RC-Glieder in Abhangigkeit von w in Q

Impedanz zweier RC-Glieder in Abhingigkeit von ¢, und ¢_ in Q

Impedanz des Z3gc in Q

Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir in ()

Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht in ()



XX SYMBOLVERZEICHNIS

Griechische Symbole

a Dampfungsparameter des ZARC-Elements

p Maf fiir die Abweichung der Kapazitaten des ZAPP

AAPP min minimale Abweichung des ZAPP von ZARC in L?>-Norm in Q
A3RC,min minimale Abweichung des Z3gc von ZARC in L>-Norm in Q
I Permittivitit in AsV~!m™!

€0, €co Grenzwerte der Permittivitat

1D tiberspannung in V

r Integrationskurve

Y Reibungskoeffizient

v Betrag der mittleren Teilchengeschwindigkeit am Ort ¥ in ms™!
V(%) gerichtete mittlere Teilchengeschwindigkeit am Ort X in ms~!
w Kreisfrequenz in rads™!

(wT), Frequenzwert des minimalen Imaginarteils von Zigq (w)

@ Winkel im Kreismittelpunkt eines RC-Glieds

Qs P Winkel im Kreismittelpunkt zweier RC-Glieder

Pn Winkel im Kreismittelpunkt eines RC-Glieds

T Zeitkonstante der Warburg-Impedanz in s

T Zeitkonstanten der RC-Glieder in s

T0 Materialkonstante in der Permittivitat in s

3 Maf fiir die Abweichung der Kapazitaten des Zsrc

Lateinische Symbole

A Fliche in m?

Ak n Koeffizient des Tangens hyperbolicus
C materialabhingiger Parameter in As® V™!
¢, Co, C1, C2 Stoffmengenkonzentration in mol m™3
C Kapazititin AsV~!

Cu Kapazititen in AsV~!

C,, C- Kapazititen in AsV™!

Cq, Cos Kapazititenin As vl

D Diffusionskoeffizient in m?s~!

Dk fraktale Dimension

Ea Aktivierungsenergie in ]

F Kraftin N

Fy Kraft pro Teilchen in N

f Frequenz in s~}

G Gibbs’sche freie Energie in ]

h Proportionalitidtskonstante

Teilchenstromdichte in mol m=2s~!

~.



SYMBOLVERZEICHNIS XXI

j(®)

=

Zid, Leiter, N

Z;d, Reihe, N

Zid, Treppe, N

aner, Leiter, N

aner, Reihe, N

aner, Treppe, N

gerichtete Teilchenstromdichte in mol m=2 57!

angepasste Kapazitit des konstanten Phasenelements in As* V™!
Reaktionsgeschwindigkeit in mol s~! m~3
Lange der Diffusionsschicht in m
Indexmenge

Teilchenanzahl

Druck in Nm~2

Ohm’scher Widerstand in Q
Ladungsdurchtrittswiderstand in ()
Ohm’scher Ersatzwiderstand in Q)
Ohm’sche Widerstande in Q)

Ohm’scher Ersatzwiderstand in Q
Ohm’sche Widerstdnde in ()

Ohm’sche Widerstinde in ()

Entropie in JK™!

Temperatur in K

konstante Spannung in V

Volumen in m3

Quadrat der mittleren Wegliange in m?

Ortsvektor in drei Dimensionen in m

komplexe Variable der Laplace-Transformierten in s7!,
Ladungszahl

Impedanz einer Kapazitdt in Q
Gleichstromwiderstand der Warburg-Impedanz in ()
Impedanz einer Induktivitat in Q

Approximation der Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir mit der Leiterstruk-
tur in Q

Approximation der Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir mit der Reihenstruk-
turin Q

Approximation der Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir mit der Treppen-
struktur in Q)

Approximation der Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht mit der
Leiterstruktur in Q)

Approximation der Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht mit der
Reihenstruktur in Q

Approximation der Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht mit der

Treppenstruktur in Q



XXII

SYMBOLVERZEICHNIS

Mathematische Operatoren und Mengen

B, Bernoulli-Zahl

& Cauchy’scher Hauptwert, engl. Cauchy principle value
grad Gradient

Z{ }@ Laplace-Transformation

LY @ inverse Laplace-Transformation

Re[ -] Realteil

Im|[ -] Imaginarteil

Res( -, ) Residuum

N Menge der natiirlichen Zahlen, nach den Peano-Axiomen beginnend bei 0
R Menge der reellen Zahlen

R Menge der nicht-negativen reellen Zahlen

Z Menge der rationalen Zahlen

Naturkonstanten

Ny Avogadro-Konstante 6.022-10%3 mol ™!

kg Boltzmann-Konstante 1.38-107"23 JK~!

e Elementarladung 1.6022-107!% A's

R universelle Gaskonstante 8.214] mol™! K™!









Die Erfolgsgeschichte der Batterie der Neuzeit beginnt im Jahr 1780, als der Arzt Luigi Galvani die
elektrische Wirkung von Kupfer verbunden mit Eisen an einem zuckenden Froschschenkel entdeckte.
Die nach ihm benannte Galvani’sche Zelle zur Umwandlung von chemischer in elektrischer Energie
besteht aus zwei unterschiedlichen Elektroden, die mit einem Elektrolyten verbunden sind. Der
Physiker Alessandro Volta entwickelte den Ansatz von Galvani weiter und konstruierte mit den
Volta’schen Sdulen, die erste konstante Gleichstromquelle. Gaston Planté, ebenfalls Physiker,
tauschte die verwendeten Materialien aus und baute 1859 die erste Blei-Sdure-Batterie. Diese war
1881 der elektrische Energiespeicher, welcher das erste Elektrofahrzeug mit dem Namen Trouvé
Tricycle antrieb. [1]

Bis zum Jahr 2020 wurden sowohl die elektrochemischen Batteriespeicher als auch die Elektrofahr-
zeuge weiterentwickelt. Die heute geldufige Lithium-Ionen-Technologie beruht immer noch auf dem
Prinzip der Galvani’schen Zelle und die Elektrofahrzeuge tragen nun Namen wie Tesla Model S,
BMW i3 oder VW ID.3. Dariiber hinaus hat sich der Anwendungsbereich von Lithium-Ionen-Zellen
enorm vergrofiert. Dieser reicht nun von der personlichen Unterhaltungselektronik iiber Haushalts-
gerdate und der Elektromobilitat bis hin zu stationdren Heimspeichern oder dezentralen stationaren

Energiespeichersystemen.

Dartiber hinaus hat sich auch das Batteriesystem verandert. So sorgt ein Batterie-Management-System
(BMS) und eingebaute Sensoren fiir einen sicheren und optimierten Betrieb der Lithium-Ionen-Zellen
[2]. Die Sensoren messen Temperatur, Spannung und Strom an den Zellen und das BMS nutzt hinter-
legte Batterie-Modelle um damit den Zustand der Zellen in Echtzeit zu bestimmen.

1.1 Motivation

Eine Moglichkeit der Modellierung von Batteriezellen ist das elektrische Ersatzschaltbild. Sie wird
genutzt, um das Verhalten von Zellen nachzubilden. Die zwei wichtigsten Prozesse in einer Lithium-
Ionen-Zelle sind die Diffusion und der Ladungsdurchtritt an der Grenzfliche zwischen Elektrode
und Elektrolyt. Dabei wird die Diffusion im Ersatzschaltbild durch die Warburg-Impedanz und der
Ladungsdurchtritt durch das ZARC-Element modelliert. Die Impedanzen besitzen im Frequenz-
bereich eindeutige mathematische Beschreibungen. Im Bereich der Elektrotechnik ist es wiinschens-
wert, diese Impedanzen zu ubersetzen und deren Verhalten durch passive elektrische Bauelmente

auszudriicken. Daher lautet die Forschungsfrage:

Welche elektrischen Ersatzschaltbilder, bestehend aus passiven Bauelementen,

modellieren die Diffusion und den Ladnungsdurchtritt in einer Lithium-Ionen-Zelle?
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1.2 Aufbau

Die Arbeit gliedert sich in sieben Kapitel. Dabei wird jedes Kapitel zu Beginn eingeleitet und

abschlieSend zusammengefasst.

In Kapitel 2 wird die Funktionsweise einer Lithium-Ionen-Zelle, sowie die zwei typischen Messver-
fahren im Frequenzbereich, die elektrochemische Impedanzspektroskopie und im Zeitbereich, die
Chronopotentiometrie beschrieben. Dariiber hinaus erfolgt eine Diskussion der Modellierung von
elektrochemischen Systemen durch elektrische Ersatzschaltbilder. Die Begrindung der Impedanz

durch Heaviside rundet das Kapitel ab.

Im Anschluss an die Grundlagen wird in Kapitel 3 die allgemeine Warburg-Impedanz hergeleitet.
Eine Diskussion der Impedanz mit der Dirichlet- und der Neumann-Bedingung schliefit sich an.
Hierbei werden unterschiedliche elektrische Ersatzschaltbilder mit passiven Bauelementen fiir die
Impedanzen mathematisch hergeleitet und deren Gleichheit bewiesen. Zusétzlich wird das Zeitver-
halten durch die Laplace-Transformation und die Approximation mit endlich vielen Bauelementen

untersucht.

In Kapitel 4 wird das ZARC-Element diskutiert. Vorweg erfolgt die Prasentation des Ursprungs und
die Erlauterung verschiedener Erkldrungsansitze. Zudem werden unterschiedliche Modelle vorge-
stellt, die das ZARC-Verhalten modellieren. Im zweiten Teil des Kapitels werden zwei, auf Ersatz-
schaltbildern basierende, Modelle mit passiven Bauelementen konstruiert, die das ZARC-Element im

Frequenz- und im Zeitbereich nachbilden. Auflerdem werden die einzelnen Parameter interpretiert.

Die Parameterbestimmung der Modelle der Warburg-Impedanz und die Approximationen des ZARC-

Elements im Frequenz- und im Zeitbereich beschreibt das Kapitel 5.

In Kapitel 6 werden Ideen fiir weitere elektrische Ersatzschaltbilder fiir die Warburg-Impedanz, das

konstante Phasenelement und das ZARC-Element vorgestellt.
Schlie3lich fasst das Kapitel 7 die Inhalte aller Kapitel zusammen.

Der Anhang der Arbeit umfasst drei weitere Kapitel. In Anhang A wird die Entropie und der zwei-
te Hauptsatz der Thermodynamik hergeleitet und damit die treibende Kraft der Diffusion erklart.

Zudem wird die Nernst-Gleichung mit dem zweiten Hauptsatz begriindet.

In Anhang B wird gezeigt, dass beide Arten der Warburg-Impedanz im Nyquist-Diagramm fiir grofe

Frequenzen um die Gerade mit Steigung 1 oszillieren.

Einen Einblick in die Kettenbruchschreibweise des Cotangens hyperbolicus bietet der Anhang C.
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In diesem Abschnitt werden die Grundlagen zu Lithium-Ionen-Batterien und zur Impedanz einge-
fihrt.

Zunidchst wird im ersten Teil der Aufbau und die Funktionsweise einer Lithium-Ionen-Batterie
erklart. Im Anschluss erfolgt die Vorstellung zweier Messmethoden, der elektrochemischen Impe-
danzspektroskopie im Frequenzbereich und der Vermessung von Batteriezellen im Zeitbereich, der
Chronopotentiometrie. Danach wird die Modellierung von elektrochemischen Systemen aufgeglie-
dert und speziell die Abbildung durch elektrische Ersatzschaltbilder betrachtet.

Im zweiten Teil wird die Impedanz und die damit verbundenen Anforderungen an ein elektro-
chemisches System definiert. Anschliefend wird die Laplace-Transformation eingefiihrt, die fiir die
Definition der Impedanz wichtig ist. SchlieSlich wird gezeigt, dass mit der Kramers-Kronig-Relation

die Bedingungen der Impedanz an ein elektrochemisches System tberpriift werden konnen.

2.1 Kurzeinfihrung in Lithium-lonen-Zellen

2.1.1 Aufbau und Funktionsweise einer Lithium-lonen-Batterie

Eine Lithium-Ionen-Batterie besteht analog zur Galvani’schen Zelle aus zwei Elektroden, die in einen
Elektrolyten getaucht und durch einen Separator elektronisch voneinander getrennt sind. Der Sepa-
rator verhindert den Elektronendurchfluss und somit den Kurzschluss der Zelle. Er ladsst allerdings

ionische Ladungstrédger passieren. [3]

Die Lithium-Jonen-Batterie speichert chemische Energie und gibt diese durch eine Redoxreaktion in
Form von elektrischer Energie ab. In Entladerichtung gibt das Lithium-Atom sein Valenzelektron in
der einen Elektrode ab und wandert durch den Elektrolyten und den Separator zur anderen Elek-
trode. Dort nimmt es ein Elektron auf und geht eine chemische Verbindung mit dem Aktivmaterial
ein. Die Oxidation ist die Elektronenabgabe und definiert die Anode, wiahrend die Reduktion die
Elektronenaufnahme ist und die Kathode festlegt. [3]

Um das Betriebsverhalten einer Batteriezelle zu verbessern, werden Elektroden verwendet, deren
metallische Ableiter mit einem Aktivmaterial beschichtet sind. Im Gegensatz zum Ableiter kann
das Aktivmaterial mehr chemische Energie in Form von Lithium-Verbindungen speichern. Dadurch
erhoht sich gleichzeitig die elektrische Energie der Batteriezelle. Zudem wird durch die porose Struk-
tur des Aktivmaterials die Elektrodenoberfliche vergroflert. Somit steigt die Anzahl der chemischen
Reaktionen an der Grenzschicht zwischen dem Aktivmaterial und dem Elektrolyten und folglich
sinkt die Stromdichte. In Lithium-Ionen-Zellen ist das Aktivmaterial iiberwiegend Graphit an der
negativen Elektrode und beispielsweise Lithium-Eisen-Phosphat, Lithium-Nickel-Mangan-Cobalt-
Oxid oder Lithium-Cobalt-Oxid an der positiven Elektrode. Zudem wird die Ionenleitfdhigkeit der
Elektroden durch Leitrule mit hohem Kohlenstoffanteil gesteigert. [3]
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An der Grenzschicht zwischen den Elektroden und dem Elektrolyten bildet sich gemafl Helmholtz
eine elektrische Doppelschicht aus, da hier zwei unterschiedliche Schichten, d. h. Materialien, aufein-
andertreffen [4]. Die Ausbildung der Doppelschicht erzeugt eine Potentialdifferenz zwischen Elektro-
de und Elektrolyt [5] [6] [7], deren Betrag von den verwendeten Materialien abhingt und aufgrund
der Teilchenbewegung im Stromfluss dynamisch ist [3]. Zudem bremst die Potentialdifferenz an der
Grenzschicht beider Elektroden den Ladungsdurchtritt [3]. Diese Hemmung tragt den Namen Akti-
vierungspolarisation [8]. Dabei stammt der Begriff der Polarisation aus den Anfingen der Elektro-
chemie und beschreibt jegliche Energieverluste, welche die Reaktionskinetik beeinflussen [8]. In der
weiteren Entwicklung hat sich der Ausdruck Uberspannung etabliert [8].

Im Anschluss an die Oxidation bzw. Reduktion entsteht eine erhohte Konzentration der Produkte an
der Grenzschicht, die daraufhin in den Elektrolyten und in die Elektrode diffundieren [3]. Da die
Diffusion nur mit einer endlichen Geschwindigkeit ablauft, tritt hier die sogenannte Konzentrations-
Uberspannung auf [8]. Der Teilchentransport durch Konvektion und Migration kann gegeniiber der
Diffusion vernachldssigt werden [3].

Dariiber hinaus beeinflusst auch die Ohm’sche Uberspannung das Betriebsverhalten der Batteriezelle
[8]. Sie setzt sich aus den einzelnen Ohm’schen Widerstinden des Elektrolyten, der Aktivmaterialien
und der Stromableiter sowie deren Kontaktwiderstinden zusammen [3].

Eine weitere Uberspannung ist die Reaktionsiiberspannung. Sie tritt auf, wenn eine chemische Ne-

benreaktion die Potentiale und damit die Reaktionskinetik beeinflusst [8].

Alle Uberspannungen zusammen ergeben die Verluste, welche bei der Entladung einer Batteriezelle
auftreten. Daher ist die Klemmenspannung einer Zelle die Differenz aus der Gleichgewichtsspan-
nung und der Summe aller Uberspannungen [3].

Somit sind die beiden wichtigsten Prozesse im Betrieb einer Lithium-Ionen-Batterie der Ladungs-

durchtritt bzw. die Redoxreaktion und der Teilchentransport durch Diffusion [9].

2.1.2 Messmethoden

Es gibt mehrere Arten Batteriezellen elektrisch zu vermessen und deren Reaktionskinetik festzu-
stellen. Die beiden hier betrachteten Messmethoden unterscheiden sich durch den zugehorigen
Phasenraum, d. h. die Messungen hangen von den unterschiedlichen Variablen Frequenz und Zeit
ab. Im Frequenzbereich ist die elektrochemische Impedanzspektroskopie weit verbreitet. Hier wird
das System mit unterschiedlichen Frequenzen angeregt und die Amplitude und Phase der Antwort
gemessen. Im Gegenteil dazu findet zum Beispiel die Chronopotentiometrie im Zeitbereich statt.

Durch das Anlegen von Strompulsen wird die zeitliche Dynamik des Systems gemessen.

2.1.2.1 Elektrochemische Impedanzspektroskopie

Die elektrochemische Impedanzspektroskopie (EIS) wird in der Batterieforschung zur Untersuchung
der kinetischen Parameter von elektrochemischen Systemen in Abhdngigkeit von der Frequenz
genutzt [9]. Bei der Messung wird das System mit einer bestimmten Frequenz f und einer vorge-
gebenen Amplitude Aanregung angeregt. Im weiteren Verlauf wird aufgrund der mathematischen Zu-
sammenhange nur noch die Kreisfrequenz w = 27 f verwendet. Unter der Annahme, dass das System
die Bedingungen der Kramers-Kronig-Relation erfiillt, besitzt die Antwort des Systems die identische
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Frequenz [9]. Allerdings kann die Antwort unter einer verdnderten Amplitude Aantwort und einem
Phasenversatz @ auftreten. Die Impedanz ergibt sich dann aus dem Quotienten der Amplituden, der

mit dem Phasenversatz multipliziert wird,

_ Aantwort (@) id _ U(w) io
Z(w)= Annregang (@) e = () e, (2.1)

Neben dem Ladezustand sind die Ergebnisse bei der Vermessung einer Batteriezelle von der Tempe-

ratur und dem zyklischen bzw. kalendarischen Alter abhidngig [10] [11].

Generell gibt es bei der EIS zwei Arten der Anregung. Bei der potentiostatischen EIS (PEIS) wird die
Zelle mit einer sinusformigen Spannung angeregt, wahrend der Strom gemessen wird [12]. Die galva-
nostatische EIS (GEIS) regt mit einem sinusformigen Strom an, und gleichzeitig wird die Spannungs-
antwort gemessen [12]. Hierbei liegen die untersuchten Frequenzen im Bereich von einigen wenigen
Millihertz bis zu einigen hundert Megahertz [9]. Die beiden Messmethoden liefern die gleichen
Messergebnisse, wenn die elektrochemischen Prozesse nicht von der Spannung abhéngig sind [9]. Bei
der Messung von Korrosion wird jedoch die PEIS bevorzugt, da dieser Prozess sehr stark potential-
abhingig ist [13]. Somit kann das Potential kontrolliert werden und die Messung liefert zuverlassige
Messergebnisse [13]. Im Bereich der elektrischen Energiespeicher wird hédufig die galvanostatische
EIS verwendet. Durch den alternierenden Strom wird sichergestellt, dass der Ladezustand der Zelle

nicht verandert wird [12].

Die elektrochemische Impedanzspektroskopie gibt die kinetischen Parameter eines elektrochemi-
schen Systems wieder [9]. Jedoch muss zur Bestimmung der Impedanz die Kramers-Kronig-Relation
und damit auch die Bedingungen Endlichkeit, Stabilitat, Kausalitat, Zeitinvarianz und Linearitat
gelten, vgl. Abschnitt 2.2.4. Bei Lithium-Ionen-Zellen ist die Linearitat die entscheidende Bedingung.
Wenn diese eingehalten wird, kann von einer Giiltigkeit der Kramers-Kronig-Relation ausgegangen
werden [9]. Barsoukov stellte das 10-mV-Kriterium auf, dass die Gultigkeit der Kramers-Kronig-
Relation angenommen werden kann, wenn die Spannungsantwort eines elektrochemischen Systems
eine Amplitude kleiner als 10 mV besitzt [9]. Da die Hauptursache von nicht-linearen Antworten die
Spannungsabhingigkeit des Ladungsdurchtritts und die Polarisation der Doppelschicht ist [14] [15],
muss eine Anregung mit kleinen Stromamplituden erfolgen. Koch untersuchte in [12] auSerdem den
Einfluss der Temperaturanderung aufgrund des Anregungsstroms sowie die Amplitude der Span-
nungsantwort auf die Gulitgkeit der Messergebnisse. Hier kam er zu dem Ergebnis, dass im Bereich
der Lithium-Ionen-Zellen, das 10-mV-Kriterium von Barsoukov sogar deutlich zu streng ist. Somit

kann die Einhaltung der Kramers-Kronig-Relation angenommen werden.

Bei den EIS Messdaten von Batteriezellen wird immer eine Uberlagerung aller physikalischen und
elektrochemischen Vorginge abgebildet. Allerdings kann in verschiedenen Frequenzintervallen der
uberwiegende Effekt beschrieben werden. So fasst Keil [16] die einzelnen Prozesse mit von 0 zu-
nehmender Frequenz zusammen zu (i) Diffusion, (ii) Ladungsdurchtritt und Doppelschicht, (iii) von
der Zellchemie abhangige solid electrolyte interface (SEI), (iv) Ohm’scher Innenwiderstand und (v)
induktives Verhalten. In Abbildung 2.1 sind die Messdaten einer Lithium-Eisen-Phosphat-Zelle
gegen Graphit dargestellt. Aufgrund der Zellchemie ist die SEI nicht erkennbar.
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Abbildung 2.1: Nyquist-Diagramm einer Lithium-Eisen-Phosphat-Zelle gegen Graphit mit der Diffusion (i), dem Ladungs-
durchtritt und der Doppelschicht (ii), dem Ohm’schen Innenwiderstand (iv) und dem induktiven Verhalten
(v). Der Einfluss der SEI (iii) ist hier nicht erkennbar.

2.1.2.2 Chronopotentiometrie

Analog zur elektrochemischen Impedanzspektroskopie im Frequenzbereich konnen Batteriezellen
auch im Zeitbereich vermessen werden. Hierzu werden vorwiegend Strompulse mit einer vorge-
gebenen Zeitdauer und Amplitude bzw. Stromspriinge mit einer Amplitude an der Zelle angelegt.
Diese Methode heifit Chronopotentiometrie oder auch galvanostatische Voltammetrie [3]. Die Mess-
methode bestimmt den Ohm’schen Widerstand der Zelle fiir verschiedene Zeiten. Dariiber hinaus
konnen auch elektrochemische Effekte vorwiegend an der Grenzschicht zwischen Elektrode und
Elektrolyt mit Zeitkonstanten im Bereich von einigen Millisekunden bis wenigen Minuten analysiert
werden [3]. Hierzu zdhlen der Ladungsdurchtritt und die Diffusion in einer Batteriezelle [11].

Die Messergebnisse der Pulsmessung werden durch die Pulsdauer und die Amplitude beeinflusst
[17], denn durch einen angelegten Strom wird die Temperatur und der Ladezustand einer Zelle ver-
andert [12]. Die Temperaturdnderung kann fir Pulse kiirzer als 10 Sekunden vernachldssigt werden
[12], wihrend die Anderung des Ladezustands beriicksichtigt werden muss [18]. Ebenso kann ein

lineares Verhalten der Zelle vorausgesetzt werden [19] [20].

2.1.3 Modellierung von elektrochemischen Systemen

Um die Vorgédnge in einer Batteriezelle zu veranschaulichen und einzelne Prozesse zu separieren, wer-
den Modelle entwickelt. Es folgt eine Gliederung der Modelle und anschliefend eine Beschreibung

zu den elektrischen Ersatzschaltbildern, die in dieser Arbeit im Vordergrund stehen.
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2.1.3.1 Gliederung der Modelle

Die Modelle fiir elektrochemische Systeme konnen gemafs ihrer Beschreibungsgenauigkeit in die
drei Gruppen White-Box-, Grey-Box- und Black-Box-Modelle unterteilt werden [21]. Die detaillier-
teste Betrachtung ist das White-Box-Modell. Hier wird die Bewegung der Teilchen im System auf
mikroskopischer Ebene beschrieben. Dazu werden partielle Differentialgleichungen genutzt, deren
Randbedingungen zum Beispiel durch das Verhalten an Grenzflichen bestimmt wird [9], vgl. Ab-
schnitt 2.2.2. Die elektrischen Ersatzschaltbilder werden als Grey-Box-Modell bezeichnet. Hierbei
werden die Messdaten durch Verschaltungen von idealen elektrischen Bauteilen nachgebildet und
daraus der physikalische und chemische Prozess im System interpretiert [15]. Schlieflich beinhalten
Black-Box-Modelle unter anderem Modelle, die mit Hilfe der kiinstlichen Intelligenz das Verhalten
und Zustandsgrofien, basierend auf einer groffen Datenmenge, bestimmen. Hierzu zdhlen neuronale
Netze oder die Fuzzy Logic. Allerdings liegen hier keine physikalischen oder chemischen Prozesse

zugrunde und auch die verwendeten Parameter haben keine physikalische Bedeutung [22].

2.1.3.2 Elektrische Ersatzschaltbilder

Die Modellierung von elektrochemischen Systemen durch elektrische Ersatzschaltbilder war bereits
in den 1930er Jahren weit verbreitet [23]. Dabei ist es das Ziel, die Messdaten, vorwiegend von
der elektrochemischen Impedanzspektroskopie, durch elektrische Schaltkreise nachzubilden. Hierzu
werden ideale passive elektrische Bauteile verwendet, deren Verhalten bekannt ist [9]. Demnach
bildet ein idealer Ohm’scher Widerstand die Leitfahigkeit eines Mediums bzw. eine elektrochemische
Reaktion ab. Eine Kapazitdt und eine Induktivitét stellen eine Adsorption, eine elektrische Polarisie-
rung oder die Bildung von Kristallen an einer Grenzschicht dar [9]. Der Unterschied zu endlich aus-
gedehnten realen elektrischen Bauteilen, die eine Verteilung im elektrischen Ersatzschaltbild wieder-
geben, ist hier zu vernachléssigen [9]. Anhand des erstellten elektrischen Ersatzschaltbildes konnen
dann die physikalischen und elektrochemischen Effekte interpretiert werden. Hierzu haben beispiels-
weise Barsoukov [9], Lasia [15] und Orazem [7] verschiedene Prozesse an der Elektrode-Elektrolyt-
Grenzflache theoretisch untersucht und die zugehorigen Ersatzschaltbilder entwickelt. Jedoch sind
auch diese Modelle nur Naherungen und keine exakten Abbildungen. Als Grundlage dienen dabei
die Modelle von Fricke [23] fiir die Polarisierung und Randles [24], Debye [25] und Cole und
Cole [26] fur den Ladungsdurchtritt an der Grenzflache. Auflerdem ist die von Warburg entdeckte
Warburg-Impedanz zur Beschreibung der Diffusion ein fester Bestandteil dieser Modelle [27].

Die oben beschriebenen ersatzschaltbild-basierten Modelle sind weder ortsaufgelost, noch kénnen
damit einzelne Prozesse herausgefiltert werden. Zudem ist die Darstellung nicht eindeutig. So wei-
sen unterschiedliche Modelle trotzdem identische Impedanzen auf. Allerdings konnen die Ersatz-
schaltbilder leicht und schnell generiert werden. Die anschlieffende einfache Implementierung in
z.B. Kalman Filter [28] [29] [30] oder Batterie-Management-Systeme zur Uberwachung der Zellen
[31] [32] begriindet den Nutzen dieser Art der Modellierung. Zudem unterscheiden die elektrischen
Ersatzschaltbilder, im Vergleich zur physikochemischen Modellierung, nicht zwischen elektrischer
und ionischer Leitfahigkeit [9].
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2.1.3.3 Unterschiedliche Darstellungsweisen der elektrischen Ersatzschaltbilder

In der Fachliteratur wird mit dem Begriff network synthesis die Vorgehensweise beschrieben, aus
einer gegebenen Impedanz eine elektrische Schaltung abzuleiten. Bereits 1924 zeigte Foster in [33]
zwei Moglichkeiten, indem er die Impedanz bzw. die Admittanz in Partialbriiche zerlegte. Den so
entstandenen einzelnen Impedanzen ordnete er passive elektrische Bauelmente zu. Im Jahr 1926
entwickelte Cauer in [34] eine weitere Methode, wobei er die Impedanz bzw. die Admittanz in Ket-
tenbriiche umformte. Diese vier Formen sind unter der Verwendung von Ohm’schen Widerstinden
und Kapazitdten in Abbildung 2.2 dargestellt. Hierbei steht die Methode I jeweils fiir die Verwen-
dung der Impedanz und II fiir die Umformung der Admittanz. Die Schaltungen konnen sowohl aus
endlich vielen, aber auch unendlich vielen elektrischen Bauelementen bestehen. Dabei diirfen die

Parameter der Bauelemente positive und negative Werte und vereinzelt auch 0 und +co annehmen.

Methode I Methode I1
| e e pad
B T T,,,j
. A e e B e
S m ﬁ] ﬁ] N

Abbildung 2.2: Darstellung von Impedanzen in unterschiedlichen elektrischen Ersatzschaltbildern nach Foster und Cauer mit
Ohm’schem Widerstand R und Kapazitit C.

2.2 Der Zusammenhang zwischen Impedanz,

Laplace-Transformation und Kramers-Kronig-Relation

In diesem Abschnitt wird die Impedanz als Grundlage der elektrochemischen Impedanzspektrosko-
pie definiert. Dabei wird auch auf die Laplace-Transformation als wichtiges Hilfsmittel eingegangen.
Auflerdem wird gezeigt, dass die Einfithrung der Impedanz mit verschiedenen Anforderungen be-
haftet ist, die anhand der Kramers-Kronig-Relation uiberpriift werden konnen.

2.2.1 Definition der Impedanz

Oliver Heaviside definierte 1886 die Impedanz als eine physikalische Grofse, die die Anregung eines
elektrischen Systems mit dessen Antwort verkniipft. Als Motivation fiir die Definition diente das
Ohm’sche Gesetz U = R-I und die Kirchhoff’schen Regeln. Die Wortschopfung des englischen Wortes
impedance von to impede - behindern, erschweren, aufhalten - begriindet Heaviside mit der Ablei-
tung des Wortes resistance von to resist - widerstehen, standhalten, aushalten. Dabei legte er auf die

Betonung der zweiten Silbe grofSen Wert. [35] [36]
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Die Definition von Heaviside determiniert gleichzeitig fiinf weitere Anforderungen an die Impedanz
eines Systems [37] [38] [39] [40] [41] [42]:

Endlichkeit
Der Absolutbetrag der Impedanz als komplexe Funktion ist endlich.

Stabilitat
Das System kehrt nach der Anregung wieder in den Ausgangszustand zuriick. Es beginnt weder zu

schwingen, noch nimmt es einen anderen Zustand ein.

Kausalitat

Die Antwort eines Systems auf eine Anregung kann zeitlich nicht vor der Anregung stattfinden.

Zeitinvarianz
Ein System ist zeitinvariant, wenn die zeitliche Verzdgerung einer Anregung die gleiche zeitliche

Verzogerung der Antwort auslost.

Linearitat
Das Systems muss dem Superpositionsprinzip gehorchen, sodass die Systemantwort auf eine Linear-

kombination von einzelnen Anregungen gleich der Linearkombination der Einzelantworten ist.

Da das Ohm’sche Gesetz in der Impedanz enthalten sein soll [36], wird als Anregung der Strom I ()
und als Antwortsignal die Spannung U (t) gewéhlt. Sei T (¢) die Spannungsantwort zum Zeitpunkt ¢
auf eine Einheitsanregung zum Zeitpunkt 0. Die Einheitsanregung wird dabei durch die Dirac-Delta-
Funktion 6 (¢ — 0) beschrieben. Sei T (t) zusatzlich nicht stirker als eine Exponentialfunktion anstei-
gend, endlich und gemaf3 der Stabilitdt ohne Singularitaten. Dariiber hinaus fordert die Kausalitat,
dass T (t) =0 fir f < 0 gilt. Aufgrund der Zeitinvarianz ist die Antwort auf eine Einheitsanregung zu
einem spéteren Zeitpunkt fo > 0 folglich um ¢ -ty verschoben und daher T (t—tg). Da jede beliebige
Anregung als Superposition von Einheitsanregungen geschrieben werden kann, folgt schlieflich der

Zusammenhang
U= [ T(e-8)1(F)di= [ T(e-8)1(F)di=(T=D)(1) (2.2)
0

zwischen einer beliebigen Anregung I (¢) und der Antwort U (t), wobei « die Faltung bezeichnet.
Die Integralgrenzen kénnen angepasst werden, weil T (t) kausal ist und angenommen wird, dass die

Anregung zum Zeitpunkt t = 0 beginnt. [37]

Die Funktion T (t) verkniipft in (2.2) die Stromanregung mit der Spannungsantwort nur fir infini-
tesimale Zeiten. Daher hat T (¢) zunédchst wenig Bedeutung. Aulerdem erfillt die Funktion nicht die
Motivation von Heaviside, namlich eine allgemeine Verkntuipfung zwischen Anregung und Antwort

zu definieren.

Zur Losung des Problems nutzte Heaviside eine Erkenntnis aus der Integraltransformation, die be-
sagt, dass die Fourier- bzw. Laplace-Transformation einer Faltung gleich dem Produkt der Fourier-
bzw. Laplace-Transformierten ist. Diese ausfithrliche Rechnung folgt in (2.8). Mit diesem Verfahren
begrindet Heaviside den operational calculus [41]. Das Verfahren dient zur Umwandlung von ana-
lytischen Problemen in algebraische Gleichungen, deren Losungen héufig sehr viel einfacher sind.
Die anschlieffende Rucktransformation bildet dann das analytische Ergebnis. In Abschnitt 3.1.3 wird

diese Methode zur Losung von partiellen Differentialgleichungen genutzt.
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Die Laplace-Transformation wird in der Elektrotechnik der Fourier-Transformation vorgezogen, da
diese zusatzlich Funktionen mit exponentiellem Wachstum einbezieht und somit ein grofSeres An-

wendungsgebiet als die Fourier-Transformation aufweist. Demnach folgt
UM =2L{(T+D) ()} @=2L{TH)}e-L{I(H}e (2.3)
und mit Z (z) == f{T (t)} (z) ist die Impedanz eines Systems durch

ZLiUt)}
2()= 2 WIO (2.
{1}
definiert. Im Vergleich zu (2.2) gibt die Impedanz Z (z) den Zusammenhang zwischen Anregung und

Antwort als Quotienten wieder und wird auch wie gefordert dem Ohm’schen Gesetz gerecht.

In den Bedingungen zu Beginn des Abschnitts wird die Endlichkeit der Impedanz gefordert.
MacDonald zeigt in [43] dass die Verletzung der Endlichkeit an den Randern der Definitionsmenge

bei den passiven Bauteilen Kapazitit und Induktivitdt trotzdem die Definition der Impedanz er-
1
iwC

Limiten w - 0 bzw. w — oo, erfiillen aber trotzdem die tibrigen Eigenschaften der Impedanz.

fullt. Die zugehorigen Impedanzen lauten Z¢ (w) = und Z; (w) =iwL. Sie divergieren nur fir die

2.2.2 Impedanz in einer Batteriezelle

Eine endliche Impedanz, wie sie in (2.4) definiert ist, tritt in einem System auf, wenn gleichzeitig eine
endliche Potentialdifferenz existiert und ein endlicher Strom flief3t. In einer Batteriezelle treten wih-
rend des Betriebes verschiedene Impedanzen auf. Die drei deutlich messbaren Impedanzen Ohm’sche
Uberspannung, Aktivierungsiiberspannung und Konzentrationsiiberspannung werden in Abschnitt
2.1.1 benannt. Die Ohm’sche Uberspannung wird mit dem Ohm’schen Innenwiderstand der Batterie-
zelle in Verbindung gebracht. Dartiber hinaus ist die Aktivierungsiiberspannung der Verlust, der
beim Ladungsdurchtritt entsteht. Hierbei iberwinden die elektrisch geladenen Lithium-Ionen die
Potentialdifferenz an der Doppelschicht wodurch eine Impedanz gebildet wird. Schliefilich gibt es
eine Impedanz aufgrund der Diffusion. Da die Konzentration der Lithium-Ionen nach der Oxidation
an der Anode grofSer ist als im restlichen Elektrolyten, findet ein Konzentrationsausgleich der gela-
denen Teilchen statt. Gemafl der Nernst-Gleichung 10st der Konzentrationsunterschied gleichzeitig
eine Potentialdifferenz aus. Der Verlust ist die Konzentrationsiiberspannung. [8]

Diese stark vereinfacht beschriebenen Impedanzen decken einen Grof3teil der Gesamtimpedanz einer
Zelle ab [9]. Daher werden in den nachfolgenden Kapiteln ersatzschaltbild-basierte Modelle fiir den
Ladungsdurchtritt und die Diffusion entwickelt.

2.2.3 Laplace-Transformation

Die Laplace-Transformation bildet eine stiickweise glatte Funktion f (#) auf die Bildfunktion F (z) ab
(44]. Hierbei ist die Originalfunktion f () auf R definiert. AuSerdem wird die Funktion fiir t — oo
durch die Majorante Ke®! beschrankt, wobei K, a > 0 ist. Dadurch, dass t die Zeiteinheit Sekunde
besitzt, tragt das Argument der Bildfunktion F, z = 0 + iw € C die Einheit einer Frequenz: Hertz.

Dabei ist 0 eine Dampfung, wahrend w eine harmonische Schwingung impliziert.
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Die Abbildungsvorschrift lautet:

F(z)=2{f ()} = fe-sz(t)dt. (2.5)

0
Die Umkehrung ist die inverse Laplace-Transformation und geschieht gemaf}

c+ioco

F()=2"HE@)) 0= 2%1 [ #F@)de (2.6)
c—ioo

Die Integration erfolgt entlang einer Parallelen zur imagindren Achse mit dem Abstand ¢ > a. Dabei
kann der Wert des Integrals in der komplexen Ebene mit dem Residuensatz bestimmt werden [45].
Hierbei wird das Wegintegral so erweitert, dass der endgiiltige Pfad I' geschlossen ist. Dies geschieht
haufig indem gezeigt wird, dass der Ringschluss nicht zum Wert des Integrals beitragt. Schlief3lich
besagt der Residuensatz, dass das geschlossene Wegintegral die Summe der eingeschlossenen Resi-
duen z, ist, wobei jeder Summand mit dem Produkt aus 27ti und der Anzahl der Umrundungen von

zy, indp, multipliziert wird,

j{g(z)dz: 2ri Y. indrRes(g(z),zn). (2.7)
T neM

Dariiber hinaus ist die Funktion F(z) in der rechten Halbebene Re[z] > ¢ > a eine analytische Funk-
tion und somit ergibt jedes geschlossene Pfadintegral in der rechten Halbebene den Wert 0.

Da die Laplace-Transformation der Faltung essentiell fiir die Definition der Impedanz ist, wird die

Rechnung (2.3) ausfithrlich gezeigt,

2{UM}@=2{(T+D) (")} e

+oo

:/e—zth(t_f)z(f)dfdz

+oo t
- [ [ DT (-0 e 1 (F) diar
0 0

+o00

- [| [ DT (-1 ar | e r(8) gt
0

f

- 70 ]ooe_z”T(u)du) e 1 (7) df
0 0

(fe‘Z”T(u)du)(fe‘zﬁ(f)df):,,s,ﬂ{T(t)}u)-f{I(t)}(z)- (2.8)

0 0

Dabei erlaubt der Satz von Fubini das Vertauschen der Integrale, da die einzelnen Integrale existie-
ren. Zudem kann mit (2.8) die Spannungsantwort einer bekannten Impedanz Z (z) auf einen Strom-

sprung um Iy bei t = 0, mit der Funktionsgleichung I (t) = I ® (¢) bestimmt werden, denn
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U(t):z-l{Z(z)-g{z(f)}@}(t)
-z z{z ze)olo-2 (1O} o}
=z {‘i”{(‘i”‘1 {Z(f>}*1)(f)}<z>}(t)
(2 z@) 1) ()= (1+27 {2 (@)} (1)
:Oftz‘l {Z(z)}(z).l()@(t—f)df:lojz—l{Z(z)}(f)df. (2.9)

Wobei © (t) die Sprungfunktion ist, die fur t < 0 den Wert 0 und fiir ¢ > 0 den Wert 1 annimmt. Somit
gilt weiterhin der Zusammenhang
dU (t)

T L2z (2)} . (2.10)

2.2.4 Kramers-Kronig-Relation

Die Definition der Impedanz nach Heaviside (2.4) stellt die Anforderungen Endlichkeit, Stabilitit,
Kausalitit, Zeitinvarianz und Linearitdt an die komplexe Funktion Z(z). Um im Umkehrschluss
zu Uberpriifen, ob eine komplexe Funktion f (z) diesen Bedingungen gehorcht, wird die Kramers-
Kronig-Relation genutzt. Diese verknupft den Realteil mit dem Imaginarteil der komplexen Funktion

genau dann, wenn obige Voraussetzungen erfiillt sind. Die Integraltransformationen

Re[f(z)]:%ng Imz[lf_(z)]dz' (2.11)
1 Rl@)]
Im[f(z)]——;ng — = dz (2.12)

entwickelten Kramers [46] [47] und Kronig [48] [49] unabhingig voneinander in den 1920er Jah-
ren. Hierbei steht das & fir das Cauchy principle value, bzw. den Cauchy’schen Hauptwert, der es
erlaubt iiber Definitionsliicken hinweg zu integrieren, wenn sich die divergenten Abschnitte gegen-
seitig aufheben. Als Beispiel ist hier der Cotangens zu nennen. Dieser kann von -7 bis +7 nicht
integriert werden, weil er bei 0 eine Definitionsliicke aufweist. Allerdings ist der Cauchy’sche Haupt-
wert wegen der Punktsymmetrie des Cotangens zum Koordinatenursprung 0 und damit bestimmbear.
Kramers und Kronig beschrieben mit (2.11) und (2.12) elektromagnetische Felder in Medien unter
Verwendung der Maxwell-Gleichungen [50]. Bode zeigte spater, dass die Gleichungen ebenfalls fur
die Impedanz gelten [51].

Zusitzlich kann mit (2.11) und (2.12) uberpriift werden ob Messdaten fehlerbehaftet sind. Dazu
werden aus den Realteilen der Messerwerte die Imaginarteile bestimmt und mit den gemessenen
Imaginarteilen verglichen, und umgekehrt die Imaginarteile genutzt um die Realteile zu berechnen
[38] [39] [52] [53] [54] [55]. Somit kann die Qualitdt der Messung bestimmt werden [39]. Da bei der
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Messung zuerst davon ausgegangen wird, dass das betrachtete System die Kramers-Kronig-Relation
erfullt, ist bei Abweichungen der Fehler zundchst im Aufbau des Experiments zu suchen [7].

Bei einer Ubereinstimmung der Messdaten mit den berechneten Werten kann keine Aussage iiber die
Sensibilitat des Experiments gegeniiber einer Verletzung einer der Bedingungen Endlichkeit, Stabili-
tat, Kausalitat, Zeitinvarianz und Linearitat getroffen werden. Es ist also moglich, dass eine Nicht-
linearitat im System vorliegt, die Kramers-Kronig-Relation aber trotzdem giltig ist. Dies fanden
Urquidi-Macdonald [40] und Hirschorn [14] heraus. Dariiber hinaus zeigte Hirschorn die Existenz
von Systemen in denen Nichtlinearititen durch die Kramers-Kronig-Relation nur in bestimmten

Frequenzbereichen detektierbar sind.

Zudem gibt es bei Abweichungen keine Moglichkeit, die nicht eingehaltene Bedingung festzustellen.
Eine analytische Betrachtung der Kramers-Kronig-Relation in Hinblick auf Verletzungen der Voraus-

setzungen ist nicht moglich. [39]

Die Berechnungen der Kramers-Kronig-Relationen (2.11) und (2.12) sind handisch sehr aufwendig.
Zur Erleichterung werden Satze aus der Funktionentheorie benutzt. So kann mit Hilfe des Satzes von
Titchmarsh [56] gezeigt werden, dass eine komplexe Funktion f (z) = f (x+iv) = fi (x,v) +if2 (x,v)
mit x,y € R und den beiden reellen Funktionen f; und f, die Kramers-Kronig-Relation erfiillt, wenn

diese analytisch ist und somit die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen

dfi df
Ox  dy (2.13)
oh af
5 (2.14)

erfiillt [40]. Am Beispiel der Funktion f (x,y) =

_ X
x+iy ~ xZ+y?
einer Kapazitit die Kramers-Kronig-Relation bis auf den Punkt z = 0 erfullt,

. y . . .
—ia wird gezeigt, dass die Impedanz

df 9 x Xy’ 9P-x Xy’ 9y df

dx :$x2+y2_ (x2+y2)2 _(x2+y2)2_ (x2+y2)2 :7?XZ+V2_ Jy

(2.15)

dh_ 9 x -y _d -y __df (2.16)
By_ayx2+y2_(x2+y2)2_ ox x2+y2  ox '

Boukamp [53] fiigte hinzu, dass die Endlichkeit der Impedanz in der praktischen Anwendung im

Hinblick auf Grenzwerte, wie bei der Kapazitat z = 0, vernachlassigt werden kann.
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2.3 Zusammenfassung

Eine Lithium-Ionen-Zelle ist ein elektrochemischer Energiespeicher, der chemisch gespeicherte Ener-
gie in einer Redoxreaktion in elektrische Energie umwandelt. Dabei sind die zwei wichtigsten Pro-
zesse der Teilchentransport und der Ladungsdurchtritt. Die Vermessung der beiden Vorgéinge, sowie
die Untersuchung des generellen Verhaltens einer Batteriezelle erfolgt haufig durch die elektroche-
mische Impedanzspektroskopie im Frequenzbereich und die Chronopotentiometrie im Zeitbereich.
Die so gewonnen Messdaten konnen durch elektrische Ersatzschaltbilder nachgebildet werden. Da-
bei konnen mit dem entwickelten Ersatzschaltbild Riickschliisse auf die Prozesse in der Batteriezelle
gezogen werden. Allerdings zeigten Foster und Cauer, dass elektrische Ersatzschaltbilder nicht ein-
deutig sind. Durch die Partialbruchzerlegung und die Kettenbruchentwicklung von Impedanz und
Admittanz kann jede Impedanz durch unterschiedliche elektrische Ersatzschaltbilder mit passiven

Bauteilen nachgebildet werden.

In der Untersuchung von Lithium-Ionen-Zellen ist die Impedanz ein wichtiger Bestandteil. Oliver
Heaviside definierte 1886 die Impedanz und stellte damit gleichzeitig finf Anforderungen an die
physikalische Grofie und das beschriebene System. Diese sind Endlichkeit, Stabilitdt, Kausalitat, Zeit-
invarianz und Linearitat. Die Erfiillung aller Eigenschaften kann mit der Kramers-Kronig-Relation
uberpriift werden. Einerseits kann mit der Integraltransformation eine bekannte Impedanz unter-
sucht werden. Andererseits wird mit der Anwendung auf Messdaten tiberpriift ob ein System die
Anforderungen erfiillt. Bei einer Verletzung der Kramers-Kronig-Relation kann allerdings kein Riick-

schluss auf die nicht eingehaltene Bedingung gezogen werden.

In der Literatur wurde gezeigt, dass Lithium-Ionen-Zellen alle Bedingungen der Impedanz, bis auf
die Linearitat erfullen. Dabei beruht das nicht-lineare Verhalten auf der Spannungsabhangigkeit der
chemischen Reaktionen. Bei kleinen Anregungen im Frequenzbereich und kurzen Auslenkungen im

Zeitbereich kann dennoch von einem linearen Verhalten der Batteriezelle ausgegangen werden.









Die Warburg-Impedanz modelliert den ionischen Teilchentransport aufgrund von Konzentrations-
unterschieden innerhalb einer Batteriezelle im elektrischen Ersatzschaltbild. Dabei erzeugt der
Konzentrationsunterschied einer Spezies im Betrieb einer Lithium-Ionen-Zelle sowohl eine Poten-

tialdifferenz als auch einen Strom.

Aufgrund der Redoxreaktion entstehen standig Konzentrationsunterschiede von geladenen, ioni-
schen Teilchen innerhalb der Zelle. Diese Unterschiede erzeugen eine Potentialdifferenz deren Wert
mit der Nernst-Gleichung bestimmt wird. Zusatzlich strebt eine bewegliche, heterogen verteilte Spe-
zies nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik eine homogene Verteilung an. Daher versucht
das System die Konzentration im Medium auszugleichen. So entsteht ein Transport von geladenen

Teilchen und damit ein Strom.

Der Teilchentransport hiangt wie jede Bewegungsgleichung von dufieren Randbedingungen ab. Auf-
grund der Prozesse in einer Batteriezelle sind zwei Bedingungen fiir die Warburg-Impedanz denk-
bar. Einerseits kann ein ideales Reservoir mit konstanter Teilchenkonzentration vorhanden sein, mit
dem der Konzentrationsausgleich stattfindet. Andererseits besteht auch die Moglichkeit, dass eine
undurchldssige Grenzschicht den Teilchentransport verhindert. In der Literatur heifSen die beiden
zugehorigen Impedanzen Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir bzw. Warburg-Impedanz mit
nicht-permeabler Grenzschicht [57].

In diesem Kapitel wird zuerst die Warburg-Impedanz ohne Randbedingungen hergeleitet. Hierzu
wird die Nernst-Gleichung fiir die Spannung und der durch die Diffusion ausgeloste Teilchenstrom
verwendet. AnschlieSend werden die Impedanzen mit den zwei Randbedingungen explizit berechnet.
Es folgt eine Diskussion der jeweils drei elektrischen Ersatzschaltbilder, die aufgrund ihres Aufbaus
Reihen-, Leiter- und Treppenstruktur genannt werden. Da die Modelle aus unendlich vielen passiven
Bauelementen bestehen, werden zusitzlich zu jeder Struktur eine Approximation und deren
Vergleich prasentiert. SchliefSlich wird das zeitliche Verhalten der einzelnen Modelle analysiert und

verglichen.

3.1 Allgemeine Herleitung der Warburg-Impedanz

3.1.1 Nernst-Gleichung

Walther Nernst fiithrte 1889 die nach ihm benannte Gleichung

AU:UQ—Ulsz/Tln(Cz) (3.1)
z'e c1

mit der Boltzmann-Konstante kg, der Temperatur T und der Ladung z’e je Teilchen, ein.
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Der Ausdruck beschreibt die Potentialdifferenz zwischen zwei Losungen der gleichen Teilchensorte
aber mit unterschiedlichen Konzentrationen c¢; und c¢; im elektrochemischen Gleichgewicht. Das
elektrochemische Gleichgewicht in einer Batteriezelle wird dann erreicht, wenn in der Zelle eine
Potentialdifferenz ausgebildet ist, aber kein Strom flie3t. Nernst definiert seine Gleichung so, dass
der durch die Potentialdifferenz angetriebene Strom von der Losung mit der hoheren Konzentration
zur niedrigeren Konzentration, ein positives Vorzeichen besitzt [58].

In Anhang A wird der Zusammenhang zwischen der Nernst-Gleichung und dem zweiten Hauptsatz

der Thermodynamik ausfiihrlich diskutiert.

3.1.2 Diffusionsstrom

Im Folgenden wird in Anlehnung an [59] die Abhéngigkeit der Teilchenstromdichte von der Kon-
zentration einer Teilchensorte in Losung hergeleitet. Dabei wird zunédchst die osmotische Kraft auf
ein Teilchen bei Druckunterschieden beschrieben. Die osmotische Kraft wirkt in der Losung der
Stokes’schen Reibungskraft entgegen. Aus dem Kraftegleichgewicht kann die Abhangigkeit der Teil-
chenstromdichte von der Konzentration abgelesen werden.

Es wird ein System aus Teilchen in Losung betrachtet, die aufgrund der Brown’schen Bewegung bei
endlicher Temperatur im vorhandenen Volumen umherstromen. Die Teilchenstromdichte ist die An-
zahl der Teilchen in der Einheit mol, die pro Zeiteinheit eine Einheitsflache passieren. In anderen
Worten ist sie ein Einheitsvolumen mit einer gewissen Anzahl von Teilchen, das sich mit einer mitt-

leren Geschwindigkeit ¥ bewegt. Sie lautet am Ort X

j(®) = (D)7 (%), (3.2)

wobei c die Stoffmengenkonzentration der Teilchen am Ort X ist. Im weiteren Verlauf wird zur leich-
teren Erlduterung davon ausgegangen, dass sich die Teilchen nur in x-Richtung bewegen. Eine wei-
tere Schreibweise der Teilchenstromdichte wird tiber das Kraftegleichgewicht von osmotischer Kraft
und Stokes’scher Reibung hergeleitet. Hierbei ist die Annahme, dass sich zwischen zwei parallelen
Flachen der Groie A mit dem Abstand dx N Teilchen befinden und ein Druckunterschied von dP
herrscht. Die Kraft, die aufgrund des Druckunterschieds wirkt, wird osmotische Kraft genannt. Pro
Volumenelement Adx tritt die Kraft
F AdP dP d N dc

o T B Y T = SO NLkRT 3.3
Adx Adx dx dx Adx B dx A B (3-3)

auf. Hierbei wird angenommen, dass nach dem Raoult’schen Gesetz die ideale Gasgleichung
PAdx =NkgT (3.4)

auch fur Losungen gilt und die Stoffmengenkonzentration durch

.. N
~ AdxNy

(3.5)

definiert ist. Im weiteren Verlauf wird wegen der Ubersichtlichkeit nur die Ortsabhingigkeit der
Stoffmengenkonzentration angegeben. Allerdings ist zusatzlich zu beachten, dass sich die Konzen-
tration auch zeitlich verdndern kann. Die Avogadro-Konstante wird mit N4 abgekiirzt.
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Auf ein einzelnes Teilchen im Volumenelement wirkt aufgrund des Druckunterschieds die Kraft F;

F Adx Adx_. dc
Ey = . - krT
'"Adx N N NAdka
:lEkBT_ (3.6)
¢ dx

Neben der osmotischen Kraft erfahrt jedes Teilchen in Losung auch die Stokes’sche Reibungskraft,
die proportional zur Geschwindigkeit v der Teilchen ist. Im Kréaftegleichgewicht gilt
1dec
-yv=——kgT 3.7
yv=_qke (3.7)
mit dem materialabhdngigen Reibungskoeffizienten y. Durch Umformung ergibt sich ein weiterer
Ausdruck fir die Teilchenstromdichte,

ksT dc

J'(x)=0(x)V(x)=—7dx, (3.8)

kT
y .
Die Teilchenstromdichte hdangt von der raumlichen Anderung der Konzentration ab. Dabei flieffen

wobei der Proportionalitatsfaktor haufig durch den Diffusionskoeffizienten D abgekiirzt wird.
die Teilchen vom Ort der hoheren Konzentration zum Ort der niedrigeren Konzentration. Dieser
Effekt des Konzentrationsausgleiches ist die Diffusion. Die treibende physikalische GroB8e und der
Grund fiir den Teilchenfluss ist die Entropie und der zweite Hauptsatz der Thermodynamik, wie sie

in Anhang A diskutiert werden.

Die Teilchenstromdichte ist verallgemeinert im dreidimensionalen Fall
j(%)=-Dgrad (c(%)). (3.9)

Sind die Teilchen elektrisch geladen, so ist der elektrische Strom das Integral der Teilchenstromdichte

uber die Flache, durch welche die Teilchen stromen
Izz’eNAffdA (3.10)

multipliziert mit der Ladung q = ze eines jeden Teilchens. z’ ist die Ladungszahl und e die Elemen-
tarladung. Die Avogadro-Konstante N4 dient als Umrechnungsfaktor zwischen der Einheit mol und

der Teilchenzahl. In der Physik wird dieser Strom auch mit Diffusionsstrom bezeichnet.

Neben dem Diffusionsstrom kann aus der Teilchenstromdichte (3.8) die Diffusionsgleichung bzw.
das Fick’sche Gesetz hergeleitet werden. Hierzu wird die Kontinuitatsgleichung verwendet, die die
Erhaltung der Teilchenanzahl angibt. In einer Dimension folgt

de(xt)  dj _ D82c(x,t)

ot ox dx? (3.11)
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3.1.3 Warburg-Impedanz ohne Randbedingungen

Ein Konzentrationsunterschied in einer Losung mit geladenen Teilchen ruft eine Potentialdifferenz
und einen elektrischen Strom hervor. Die Impedanz, die diese beiden physikalischen Groflen ver-
kniipft heifSt Warburg-Impedanz. Sie wird mit Hilfe der Diffusionsgleichung (3.11) hergeleitet.

In Abschnitt 2.2.1 wird die Impedanz durch

EAGHE

2@ e

(3.12)

definiert. Mit der Nernst-Gleichung (3.1) und dem Diffusionsstrom (3.10) ist die Impedanz von
den Laplace-Transformierten der Konzentration und ihrer Ortlichen Ableitung abhangig. Aus die-
sem Grund muss zundchst die Konzentration im Frequenzbereich berechnet werden. Im Anschluss

wird die Warburg-Impedanz hergeleitet.

Zur Bestimmung der Laplace-Transformierten der Stoffmengenkonzentration wird die Laplace-
Transformation auf das Fick’sche Gesetz (3.11) angewendet. Aufgrund der Definition der Transfor-
mation wird eine zeitliche Ableitung einer Laplace-transformierbaren Funktion f (t) in eine Multi-

plikation umgeformt,

o0

f{atf(t)}(z):[e_Ztatf(t)dt

0

oo

=[e#f ()] +z [ e f ()t

0

=—f(0)+z2{f (O} e
:_zfe—sz(0)dt+z${f(t)}(z>
0

=22{f () -f(0)} ), (3.13)

wobei die Rechenregel [ fg’ = [ f g] - [ f'g fur die Integration angewendet wird. Die linke Seite des

Fick’schen Gesetzes (3.11) berechnet sich somit zu
.Z{&c(x,t)} = zf{c (x,t) - c(x,O)} (2)
=z.Z{c(xt)-co} )
=z.Z{Ac} (2, (3.14)
wihrend die rechte Seite folgendes ergibt,
.Z{DB,%c(x, t)} (2) = D.Z{&,zc [c(x,t)- co]} (2)
= D.ﬁf{&iAc} (2)

=D32ZL{Ac} (). (3.15)
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Hierbei verdndert die Einfithrung der konstanten Stoffmengenkonzentration zum Zeitpunkt t = 0,
co = c(x,0) in der Zeitableitung den Wert nicht und es muss darauf geachtet werden, dass die Orts-
ableitungen nicht-trivialerweise aus dem Integral herausgezogen werden diirfen. Allerdings ist es
nach einem Korollar moglich, welches auf dem Satz von Lebesgue beruht, Ableitung und Integral
zu vertauschen, solange eine integrierbare Majorante der abgeleiteten Funktion existiert [60]. Hier
wird davon ausgegangen. Andernfalls misste eine exponentiell anwachsende Konzentration auf R§
existieren, die unphysikalisch ist und deshalb lautet das Fick’sche Gesetz (3.11) nach der Laplace-

Transformation
D,
Z{Ac} (z) = ;aXZ{AC}(Z). (3.16)

Es ist zusitzlich die Abkiirzung Ac(x,t) = c(x,t) - ¢ fiir die Anderung der Stoffmengenkonzentration
von der urspriinglichen Stoffmengenkonzentration zum Zeitpunkt ¢ = 0 eingefiihrt worden. Da es
sich um eine Differentialgleichung zweiter Ordnung handelt, kann die Losung durch eine Aufspal-
tung in zwei Dimensionen ermittelt werden. Hier wird eine alternative Losungsmethode tiber eine

Erweiterung benutzt, vgl. [61]. Sei das Anfangswertproblem zweiter Ordnung in der Form

y":f(y):azy (3.17)

und seien die Anfangsbedingungen v (xo) = yo und v’ (x¢) = v}, zum Wert x vorgegeben. Die Differen-
tialgleichung zweiter Ordnung kann zu einem Anfangswertproblem erster Ordnung umgewandelt

werden, denn aus

dyd

(y ) =2y'y" =2y f(y) =25 @(/f ) Z%ff(y)dy (3.18)

folgt

dy” _d

Y NIOLS

y':\/2/f(y)dy+y(’)2, (3.19)

woraus im Fall von (3.17) folgender Ausdruck

y
y'= |2 [ agdyeyy’
Yo

:\/a2 (yz—y§)+y(’)2 (3.20)

hergeleitet wird. Die Losung des umgewandelten Anfangswertproblems erster Ordnung erfodert das
Integral
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){dx f\/m

arsinh( % ) arsinh( % )

a(x—xg) = f beosh (1) du = f du

arsinh(%o) \Y b?+b? sinh2 (M) arsinh(%o)

=arsinh (%) —arsinh (%)

Y= bsinh(a(x—xo)+arsinh(ybo))

mit § = bsinh (#) und dy = beosh (u)du

= bsinh (a(x - xo)) cosh (arsinh (}fbo)) +bcosh (a(x -xo))sinh (arsinh (

= o cosh (a(x - . 0\’
=yppcosh (a(x xo))+bs1nh(u(x xo))cosh arcosh 1+(b)

=ppcosh(a(x—-xg))+4/b2+y2sinh(a(x-xp)),

weshalb nach der Methode der Trennung der Variablen aus (3.20)

dy

2
Vv —atyg +a’y?

dx =

und damit

/

v =ypcosh (a(x—xo)) + %Osinh(a(x—xo))

2))

(3.21)

(3.22)

(3.23)

folgt. In der Rechnung sind zusétzlich die drei Identitdten der Hyperbelfunktionen und ihrer Inver-

sen

cosh? (x) = 1 +sinh? (x)

sinh (x +p) =sinh (x)-cosh ()  cosh (x) -sinh ()

arsinh (x) = arcosh (\/ 1+ xz)

angewendet worden. Schlie8lich ist die Losung der Differentialgleichung (3.16)

ZL{Ac(x,1)} )

= Z{Ac(x0,)} ) cosh(\/;(x Xo)) Z{0x Ac(ico,t)}(z)

D

:X{Aco}(z).cosh(\/g(x_xo)) d X{Aco}(z)

{JEoo)
ol 50

(3.24)
(3.25)

(3.26)

(3.27)
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mit X{AC (xo,t)} (2) =L {Aco} (z) und QXX{AC (xo,t)} (2) = 0x.Z {Acp} (2) als Anfangsbedingungen am
Ort x = xp.

In der vorhergehenden Betrachtung wird der Einfachheit mit Ac (x,t) gerechnet, weil die Anwendung
der Laplace-Transformation auf eine Zeitableitung eine Differenz ergibt. Jedoch wird bei der elektro-
chemischen Impedanzsprektroskopie davon ausgegangen, dass das untersuchte System nur wenig
gestort wird und sich somit die Stoffmengenkonzentration nur gering verdandert, Ac(x,t) < ¢g. Dies
ist auch fiir die weitere mathematische Betrachtung hilfreich.

Zur Bestimmung der Impedanz, die aufgrund von Konzentrationsunterschieden auftritt, werden
jeweils die Laplace-Transformierten der Nernst-Gleichung und des Diffusionsstroms aus den
Abschnitten 3.1.1 und 3.1.2 verwendet. Somit lautet die Impedanz

kgT [ otBeet) VL
L{UM)} e g{”ln( < )}()

.,Sf{l(t)}(z) - f{z’eNA[—D dxc(x,t) dA}(z).

Z(z) = (3.28)

Unter der Annahme, dass die Anderung der Stoffmengenkonzentration klein ist, sodass In (1 +x) ~ x
angendhert werden kann und die Flache A senkrecht zur Teilchenstromdichte ist, folgt

Ac(x,t)
ksT f{ln(1+60 )}(z)

) T (@e)’NaAD  Z{d(xh)} @
Y szT X{Ac(x,t)}(z) (3.29)
(z'e)> NyADcy 9xZ {Ac(x,1)} (2)
kT g{ACQ}(z)'COSh(\/Z(X—X())) g{a\/Aﬂ)}(z) nh(\/_(x X0 )

i . (3.30)
(/) NaADeo \/_(.,Sf{Aco}u) sinh (\/3 (x-x0)) + % cosh (/5 (x=xo ))

Aufgrund des auftretenden Quotienten zwischen X{Ac (x,t)}(z) und 8x${Ac(x,t)}(z) im obigen
Ausdruck wird statt zwei Anfangswerten nur einer benétigt um die Impedanz vollstandig zu bestim-
men. Zur weiteren Berechnung der exakten Losungen wird angenommen, dass die Diffusionsschicht
die Lange [ besitzt. Dabei ist die Diffusionsschicht der Laingenabschnitt, in welcher der Konzentrati-
onsgradient auftritt [3]. Im Anschluss an die Diffusionsschicht sind zwei Szenarien vorstellbar. Einer-
seits kann sich ein Medium anschlieflen, das sehr viel grofer als die Diffusionsschicht ist und in dem
eine homogene Verteilung der transportierten Teilchen herrscht. In der Batteriezelle gibt es einen der-
artigen Prozess nach dem Ladungsdurchtritt an der Anode. Hier entsteht eine erhohte Konzentration
der Kationen, die sich im Elektrolyten gleichmafliig verteilen. Andererseits kann am Rand der Diffu-
sionsschicht eine fir die Teilchen uniiberwindbare Grenze sein. Dies ist in der Zelle beispielsweise
dann der Fall, wenn an der Anode kein Ladungsdurchtritt stattfindet sondern die Doppelschicht
geladen wird [7] [15].

Somit gibt es zwei Randbedingungen. Zum Einen kann sich an das Ende der Diffusionsschicht ein
ideales Reservoir anschlieflen, in dem eine konstante Konzentration der Teilchen herrscht. Zum
Anderen kann das Ende der Diffusionsschicht aber auch undurchlassig, also nicht-permeabel, fur

die betrachtete Teilchensorte sein.
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3.2 Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir

3.2.1 Herleitung und Eigenschaften

Die Grenzfliche Elektrode-Elektrolyt sei bei x = 0. Sei ferner die Diffusionsschicht der Lange [ in
x-Richtung ausgedehnt. Zur Vereinfachung der Schreibweise beginnt sie bei x = 0 und endet bei x = 1.
Unter der Annahme, dass sich ein ideales Reservoir bei x = [ mit der konstanten Konzentration cg

anschliefit lautet die Randbedingung
c(xt)=co VteR{ Vx>, (3.31)

die in der Mathematik den Namen Dirichlet-Randbedingung tragt und einen Funktionswert auf dem
Rand der Definitionsmenge festlegt. Aus diesem Grund folgt Ac(x,t) = 0 zu jeder beliebigen Zeit am
Ort x = I. Mit der Gleichung (3.27) konnen die beiden Anfangswerte relativ zueinander angegeben

0=~L{Ac(Lt)} ) = X{Aco}(z)-cosh(\/gl) + a*‘g\{/_AZCO}(Z) -sinh(\/gl)
D

dxZ {Aco} (2) ( z )
LA} )=~ P2  anh (/2 1), (3.32)
0 ,—5 D

Mit diesem Zusammenhang ergibt die Impedanz ausgelost durch die Diffusion direkt bei x = 0, also

werden,

zu Beginn einer endlichen Diffusionsschicht mit angrenzendem idealen Reservoir
s 2 L{9:0co )} (2)
kyT \{/Aﬂ)}( )tanh(\/_l)cosh(\/_ 0) ﬂ (\/_ 0)
(z e)>’N4ADc L {Acy} () f{a Aco}(2)
A% /(2L 091 (/51 )sin (1/F0) + L2521 cosn (/50 )

9 Z{Aco}(2) 2
) kpTI BV tanh(\/ > z)
2/e)>* N4 ADc 12 _ [ ZL{dxAco}(2)
(z¢)"NaADco /Dz( \/%o

Zig(2) =

= \f%tanh(\/rz) (3.33)
mit den beiden Grofien
S LU (3.34)
(z’¢)" NaADcy
12
=—, 3.35
=5 (3.35)

Der Faktor Z; ist der Gleichstromwiderstand, der durch die Diffusionseffekte an der Grenzschicht
entsteht. Er berechnet sich gemaf dem Ohm’schen Gesetz aus dem Quotienten von Spannung und

Stromstarke,
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Spannung
—
kT 1
Zy= . . 3.36
0 z'e / AD ( )
z'eNpcg - ——
\l,-/
Ladungsdichte
Volumenfluss
Strom

Dabei wird die Spannung aus dem Quotienten der thermischen Energie und der Ladungsmenge

determiniert. Der Strom ist das Produkt aus dem Volumenfluss und der Ladungsdichte.

In Lithium-Tonen-Zellen liegt der Diffusionskoeffizient der Lithium-Ionen im Bereich von 107! #

[62] bei einer Konzentration von 1% im Elektrolyten [63]. Da die Elektroden und der Separator
einer Lithium-Ionen-Zelle eine Dicke zwischen einigen zehn bis hundert Mikrometern haben [64]
und die Diffusionsschicht nur einen Teil davon einnimmt, wird hier eine Linge I von 5-107°m an-
genommen. Die Grenzfliche zwischen Elektrode und Elektrolyt kann bei einer herkémmlichen Zelle
des Formats 18650 in einer Grofenordnung von 10m? abgeschitzt werden [65]. Daher haben die

beiden charakteristischen Grofsen bei Raumtemperatur die Groflenordnung

(5-107°m)’ X
1077 5=
1.4-1072 L -300K-5-10°m
Zyw 5 — ~140mQ. (3.38)
(1-1.6-10719As)"+6-102> L. 1.103 2% . 10m?2 - 10152
m S

Der Diffusionskoeffizient ist gemafl Einstein [66]
2
p-) (3.39)
der Quotient aus dem mittleren Quadrat der zuriickgelegten Weglidnge (x?) und der zugehérigen
Zeit. Damit ist T die doppelte Zeit, die ein Teilchen bendtigt, um die Wegldnge [ zu iiberwinden,

denn nach (3.35) gilt

D=—-= . (3.40)

Die komplexe Variable z = 0 +iw in (3.41) gibt die Anderung der Amplitude und die Frequenz w
an. Da im betrachteten Fall der elektrochemischen Impedanzspektroskopie die Anregung periodisch

und mit konstanter Amplitude erfolgt, wird o = 0 gesetzt. Somit lautet die Impedanz

1T

Zig(w) = Zo tanh(\/iwr). (3.41)

Um den Realteil und den Imaginarteil von obiger Formel klar ablesen zu konnen, werden die
beiden Wurzeln und der Tangens hyperbolicus einer komplexen Zahl x +iy mit x,y € R in Real- und

Imaginarteil zerlegt,
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1

1

\/x+i}1 ) \/\/meiarctan(%)

\/m: /\/me%arctan(%)

tanh (x+ip) =

i Y
6_ 2 arctan( ;)

(3.42)

(3.43)

ex+iy _ e—x—iy

eX+iy 4 p—x—iy

(ex+iy _ e—x—iy) (ex—iy + e—x+iy)

B (ex+iy +e—x—iy) (ex—iy +e—x+iy)

mit den Definitionen

er + e2iy _ e—2iy _ e—2x

e2% 4 21Y 4 p=2iY 4 p—2x

sinh (2x) +isin (2y)

cosh (2x) +cos (2y) (3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)
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Schliefllich wird (3.41) zu

Zig(w) = ZO tanh(\/_’[)

3

Zo € 3 I arctan(oo)

_ %o e 'l -tanh(\/m e’%)

_ % L —1)-tan ot i
_\/ﬁ\/ﬁ(l )-t h(\/z (1+))

(344) Zo 1 _ smh( )+1sm(m)

Vot /2 Z).cosh( ) cos ZwT)

tanh( /_wT‘/\/Te%arctan(oo))

q

(
(sm(m —sinh(m))

(sinh(\/ T)+Sll’1 )+z
_ 2% (3.49)
20T cosh( )+ os( Zwr)
umgeformt. Daher kann der Realteil und Imaginarteil folglich
7. sinh(v2wT)+sin(V2wT
Re[Zig (0)] = —=2 ( ) ( ) (3.50)
V2wT cosh (\/Za)r) +cos (\/ 2(0’[)
sinh V2wt ) -sin(V2wT
m [Zig ()] = - —22 (V2ur) -sin(v207) (3.51)

V20T cosh (\/m) + cos( Za)T)

geschrieben werden. Die Graphen der beiden Funktionen sind in Abbildung 3.1 dargestellt.

Zo Re[Z (w)] — -
—Im[Z(w)] _

320 /\
\

0.1 1 10 100
log (wT)

Abbildung 3.1: Nyquist-Diagramm der Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir.

Hierbei ist ersichtlich, dass der Realteil fiir kleine wt gegen Z; konvergiert und der Imaginarteil

ein lokales Extremum im Intervall [2;3] annimmt. Fir grofle wt gleichen sich die Betrdge beider

Funktionen an und konvergieren mit \/% gegen 0.
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In der nachfolgenden mathematischen Diskussion werden diese Eigenschaften bewiesen. Fiir die

Beweise ist die Summenschreibweise der trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen sowie

die Exponentialschreibweise (3.45) - (3.48) hilfreich. Es gilt

D) x2(2k)+1 e 2% sy
oo ,.2n+l1 n_ 2n+l Yo AN ” (4k+1)!
. . X £(-1)"x 2o (220 +1)! 12 (k)]
Slnh(x)isul(x): Z%) (27’l+1)! = 5 0 2(2k+1)+1 y = 5 % 4k+3
"~ lgo (Ck+1)+1) 7T ]EO (4k+3)!
und
b x2(2k) « x x4k
® x2 g (-1)"x*" ~ Z,EO (2(26))! »t 2k§0 (4K)!

cosh (x) + cos (x) :HZ:%) (2n)! 5 OZO: % ~
o QD)7

4k+2
«

N
.
Il
T8
>
albad
=
-
S
=i

Damit werden Realteil und Imaginarteil der Impedanz zu

°§ (\/m)élkﬂ
Zo o (4k+1)!
Re|Zyg(w)|=
Za])
kgo (an)!
§ (\/2(0_’[)4k+3
4k+3)!
Im [Zld (a))] __ ZO k=0 ( + )4k
V2wt § (\/m)
&, @
umformuliert. Somit verhilt sich fiir kleine wt der Realteil wie
——\ 4k+1 —\ 4k
§ ( (f;:r?)' > ((42;:2'
7 ~ +1)! - +1)!
lim Re[Zig (w)] = lim —=2— 2 =7 lim =0
wT—0 wt—0+/2wT oi (\/m) wt—>0 oo (\/m)
& @R & @R
. 0 Zwr)
llmw1—>0 ké:om
=Zo *
. feasd 2wt
hmwT_,o ]E:OW
. 2wt * 2wt ’
hmM(;,Aq i )
=20 4 8 =20
. 1 (\/Zwr) (\/Zmr)
lim ;-0 ot T + 3 +

Il+

» -

«

«

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)
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und der Imaginarteil wie

oo (\/m)4k+3 oo (\/m)4k+2
Zo go (2k+3)! EO (4k+3)!
lim Im[Zi4 (w)] = - lim . —=-Zo lim &/
wt—0 wt—0+/2wT § (\/m) wt—0 § (\/20)_.[)
&, @ &, @
((m)z (vaar)®  (vawr)"” )
I/ B U R
=-Z, =0. (3.57)
1 , (v2r)

Wiahrenddessen verhalten sich die Betrage der beiden Funktionen fiir grofie wt identisch,

Zo sinh( 2wr)+sin( 2(u’()
\/mcosh( 2wr)+cos( 2wT)

(ex/2wr _ e—\/Za)r) —i (ei\/2wr _ e—i\/Z(UT)

Re [Zid (w)] =

_ Zy WT—>00 Zy (3 58)
vV 2wt (g\/m + e—\/m) + (el'\/m + e—i\/E) 2wt .
und
Zo sinh( ZwT) —sin( 2wT)
Im| Z; =-
[ a (w)] V2wt cosh( Zwr) +cos( ZwT)
(eww—f _efm) i (eim_ewm)
___% wizeo 2o (3.59)
- V ZLUT (e\/m + e_m) + (el\/m + e_i\/m) 2(1)'[‘ .

Das globale Extremum des Imaginérteils ist ein Minimum. In [67] wird die Lage und der Wert des
Minimums durch Parametervariationen bestimmt. Ein genauerer Weg ist die Bestimmung der Null-
stelle der Ableitung des Imaginarteils mit Hilfe des Newton-Verfahrens. Mit der so berechneten Lage
des Extremums kann dann der exakte Wert bestimmt werden. Hierzu wird zunachst die Ableitung
von (3.51) gebildet. Da die Wurzelfunktion stetig differenzierbar und streng monoton steigend ist,
wird angesichts der iibersichtlicheren Schreibweise x = /2wt und Zj = 1 gesetzt. Zusitzlich werden
die beiden Eigenschaften

cos? (x) +sin® (x) = 1 (3.60)

cosh? (x) —sinh? (x) = 1 (3.61)

der trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen verwendet.
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Fur die Ableitung folgt

d (1 sin (x) —sinh (x) )

" 9x \xcosh (x) +cos(x)
X (cosh (x) +cos (x)) (cos (x) — cosh (x))

) x2 (cosh (x) + cos (x))2

(sin(x) —sinh (x)) [cosh (x) +cos (x) +x(sinh (x) —sin (x))]

x2 (cosh (x) +cos (x))2

=1 =1

~ x(cos? (x) +sin? (x) —cosh? (x) + sinh? (x) —2sin (x) sinh (x))

) x2 (cosh (x) + cos (x))2

N (sinh (x) —sin (x)) (cosh (x) +cos (x))

x2 (cosh (x) + cos (x))2

—2xsin (x)sinh (x) + (sinh (x) - sin (x)) (cosh (x) + cos (x))
> .

x2 (cosh (x) +cos (x))

(3.62)

Es reicht aus, die Nullstellen des Zdhlers zu betrachten, der mit g (x) abgekiirzt wird. In Abbildung
3.2 ist der Graph von g (x) zu sehen. Neben der Nullstelle bei x = 0 gibt es eine weitere Nullstelle im
Intervall [2;3].

A g(x) —— [

T /
. N

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

X

Abbildung 3.2: Zahler der Ableitung des Imaginarteils der Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir.

Fiir das Newton-Verfahren muss die betrachtete Funktion stetig differenzierbar sein. Das Ziel des Ver-
fahrens ist es, durch eine geeignete Wahl des Startwerts die Nullstelle der Funktion zu finden. Dabei
wird eine Tangente im Funktionswert des Startwerts an den Graphen gebildet. Deren Schnittpunkt
mit der x-Achse ergibt den neuen Startwert.
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Der Algorithmus lautet somit
0=g(x) + 8" (xk) (reer = x)
Xpar = Xp - gg,((z’;)). (3.63)
Im vorliegenden Fall ist g (x) und g’ (x) durch
g (x) = —2xsin (x)sinh (x) + (sinh (x) - sin (x) ) (cosh (x) + cos (x) ) (3.64)
g (x) = —2sin (x)sinh (x) — 2xcos (x) sinh (x) — 2xsin (x) cosh (x)
+ (cosh (x) - cos (x) ) (cosh (x) +cos (x))
+ (sinh (x) - sin (x)) (sinh (x) - sin (x) )
= —2sin (x)sinh (x) - 2x (cos (x) sinh (x) +sin (x) cosh (x))
+cosh? (x) - cos? (x) +sinh? (x) - 2sin (x) sinh (x) + sin? (x)
= —4sin (x)sinh (x) - 2x (cos (x) sinh (x) +sin (x) cosh (x))
+sinh? (x) + cosh? (x) + sin? (x) - cos? (x) (3.65)

gegeben. Da beide Funktionen Summen von Produkten von stetig differenzierbaren Funktionen sind,
sind auch beide Funktionen stetig differenzierbar und das Newton-Verfahren anwendbar. Fir den

Startwert xo = 2 werden sieben Iterationen benétigt, nach denen der Algorithmus auf eine Abwei-

chung in der Groflenordnung von nur noch 1

Tabelle 3.1 dargestellt.

0—15

Schritt Startwert berechneter Wert Funktionswert

k Xk Xk+1 g (Xk41)

0 2.00000000000000 | 2.57533006294641 16.4898823705059
1 2.57533006294641 | 2.37415571664627 4.19841108864953
2 2.37415571664627 | 2.27699607598846 0.658557186258825
3 2.27699607598846 | 2.25517490905045 0.0276763780194287
4 2.25517490905045 | 2.25417455709977 5.59674454905235-107°
5 2.25417455709977 | 2.25417252596695 2.30329533223994-1071°
6 2.25417252596695 | 2.25417252595859 | —7.10542735760100-10"1°

Tabelle 3.1: Die Werte des Newton-Verfahrens zur Bestimmung der Nullstelle der Funktion (3.64).

Der Zahlenwert fiir w7 ist am Minimum des Imaginarteils

(2.25417252595859)°

stofdt. Die Werte der einzelnen Schritte sind in

(wt)y = 5 =2.540646888393275. (3.66)
Mit diesem Wert berechnet sich die Impedanz (3.41) zu
Zia ((w7),) = 0.581634422022375 - Z - 0.417226557634417i - Z, (3.67)

an dem sich das Extremum des Imaginarteils befindet.
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Aus der vorhergehenden Diskussion kann der Verlauf der Impedanz aus (3.41) im Nyquist-Diagramm
teilweise beschrieben werden. Das Nyquist-Diagramm ist ein Parameter-Plot der Impedanz mit den
Achsen Realteil und negativer Imaginarteil. Die Frequenz w lduft von 0 bis +oco.

Der Graph startet fir @ = 0 im Punkt (Z(,0), nimmt das Minimum bei (3.67) an und wird anschlie-
Bend zu einer Ursprungsgeraden mit Steigung 1 bzw. mit dem Winkel von %. Das Verhalten fiir grole

w ist bis auf das Vorzeichen identisch, wie es (3.172) und (3.173) beweisen. Die Abbildung 3.3 zeigt
den exakten Verlauf.

/ Gerade mit Steigung 1
2 ——%— Zig (w) i
Z id
570 Zig ((w7),)
:
N, /
E

0

0 3Zo Zo
Re[Z (w)]

Abbildung 3.3: Nyquist-Diagramm der Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir, zusétzlich ist das Minimum des Imaginar-
teils und eine Ursprungsgerade mit Steigung 1 eingezeichnet.

Der Nyquist-Plot von Zi4 (w) und die Abschitzung des Real- und Imaginarteils in (3.172) und (3.173)
lassen darauf schlielen, dass der Graph fiir grofse Frequenzen zur Ursprungsgerade mit Steigung 1
wird. Bei genauer Betrachtung stellt sich heraus, dass Zjq (w) um die Gerade oszilliert. Der Grund
hierfiir sind die unterschiedlichen Vorzeichen des Sinus im Zahler von Re [Zid(a))], (3.50), und
Im [Zid (a))], (3.51). Durch Gleichsetzen der beiden Teile folgen die Schnittpunkte,

Re[Zig (@)] = -Im[Ziq (w)]

(@)

Zo sinh( 2w1)+sin(\/m> Zo sinh( 2w’()—sin( ZwT)
\/mcosh( 2wT)+ OS(\/2C¢)_T) \/mcosh(\/Za)_T)+cos( 2(1)1)

sin( Zwr) 0 < V2wt=n-m neN (3.68)
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und die Fallunterscheidung

Re[Zid(x)]<—Im[Zid(x)] < sin(x)<0 < xe((2n+l)n;(2n+2)rc) VneN
Re[Zid(x)]:—Im[Zid(x)] < sin(x)=0 < x=n-mw VneN (3.69)

Re[Zig (x)]>-Im[Zig (x)] < sin(x)>0 < xe(2nm(2n+1)r) VneN.

Daher oszilliert die Warburg-Impedanz um die Gerade mit Steigung 1 im Nyquist-Diagramm. Eine

detaillierte Untersuchung der Schwingung ist in Appendix B.1 zu finden.

3.2.2 Elektrische Ersatzschaltbilder

In Abschnitt 2.1.3 wurde bereits auf die Modellierung von elektrischen Effekten durch elektrische
Ersatzschaltbilder hingewiesen. Die Warburg-Impedanz mit endlicher Diffusionsschicht und idealem
Reservoir besitzt nach Foster und Cauer, vgl. Abschnitt 2.1.3.3, ebenfalls unterschiedliche elektrische
Ersatzschaltbilder. Da der Cotangens hyperbolicus eine Kettenbruchschreibweise aufweist, die nicht
durch passive elektrische Bauteile gebildet werden kann, vgl. Anhang C, fillt die Darstellung Cauer
II, vgl. Abbildung 2.2 (d), weg. Zur leichteren Unterscheidung werden die einzelnen Schreibweisen
nach ihrem Aussehen mit

¢ Reihenstruktur (Foster I)
¢ Leiterstruktur (Foster II)
e Treppenstruktur (Cauer I)

benannt. Dabei haben alle drei Darstellungen gemeinsam, dass sie jeweils aus unendlich vielen

Elementen bestehen.

In diesem Abschnitt folgen die mathematischen Beweise fiir die unterschiedlichen elektrischen Er-
satzschaltbilder und deren Identitét. Alle beruhen darauf, dass der Tangens hyperbolicus drei Schreib-
weisen besitzt. Er kann sowohl als zwei unterschiedliche unendliche Summen als auch als Ketten-

bruch ausgedriickt werden.

3.2.2.1 Reihenstruktur

Der Tangens hyperbolicus kann als eine Reihe geschrieben werden,

tanh(z):,;)(z—izl”;ln+z+izl”;ln)’ (3.70)
Wird diese in die Gleichung fiir die Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir eingesetzt, kann der
Ausdruck so formuliert werden, dass die Impedanz einer seriellen Verschaltung von unendlich vielen
RC-Gliedern gleicht. Wobei alle Kapazitdten C den gleichen Wert besitzen und eine Vorschrift fiir die
Ohm’schen Widerstinde abgeleitet werden kann. Insgesamt sind die unendlich vielen elektrischen
Bauteile nur von zwei Parametern abhangig. Der Beweis dieser Gleichheit fiir den Tangens hyperbo-

licus erfolgt iiber den verwandten Tangens und lehnt sich an [68] an.
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Satz:
SeiX:]R\{neZ: Z"T“}, sei

f:X->R

x+ f(x)=mtan (nx)

und

an:X >R
N 1 1 N 2x
x”gN(x):‘Eo(x_%;”xw;l ZOM
dann ist f der Limes von gy,
fx) = lim gy (x) =g (x). (3.71)

Beweis:
Der Beweis verlauft zunachst so, dass vier gemeinsame Eigenschaften der beiden Funktionen f und
g bewiesen werden mit Hilfe derer anschliefend die Identitdt bewiesen wird. Diese Vorgehensweise

wird auch der Herglotz-Trick genannt. Die vier Eigenschaften sind:

1. f und g sind wohldefiniert und stetig auf X
2. f und g sind periodisch mit der Periode 1
3. f und g sind ungerade Funktionen

4. f und g erfiillen die gleiche Funktionalgleichung

1. Wohldefiniert und stetig auf X

Aufgrund der Definitionsmenge X sind f und gy wohldefiniert und stetig. Die Glieder der Funk-
tionenfolge gy sind auf X stetig, weil sie jeweils eine aus endlich vielen Summanden von auf X
stetigen Funktionen bestehen. Es bleibt zu zeigen, dass auch g auf X stetig ist. Hierzu wird die

betrachtete Funktion zunachst zu

ot 1
X)= _ 3.72
g(x) 7;)362_(2%1)2 (3.72)
1
vereinfacht. Sei x € X beliebig, dann gibt es ein N €N so, dass
(1\7—1)+13x2<1\7+1. (3.73)
4 4
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Aus der Bestimmung von N folgt fiir jedes n> N

2
x2<n+l§n+l+n2:w
4 4 4
2 2
x2—(2n+1) <n+1—(2n+1) <0
4 4 4
2
2_(2n+1) < 2§0
4
2
0< 2<(2n+1) )
4
2 2
| 2‘< (2n+1) .2 _ 2_(2”"‘1)
4 4
1 1
57 <i 57 (3.74)
2 @u)?| n?|
4

Diese Abschitzung wird gebraucht um die Stetigkeit von § zu zeigen. Zwar ist jeder Summand von
g auf X stetig. Allerdings handelt es sich um unendlich viele Summanden, weshalb die Stetigkeit

explizit gepriift werden muss. Die Funktion ¢ kann fiir jedes x geschrieben werden als

ad 1
X)=
§(x) 112—;)3(2 (2n+1)?
1
N-1 1 oo 1
=3 + 3 . (3.75)
=0 2 (2;111)2 e (2;1:;1)Z

Das erste Summenzeichen ist eine endliche Summe von auf X stetigen Funktionen. Nach dem Kon-
vergenzkriterium von Weierstrass ist die zweite Summe gleichmafig auf X konvergent, da jeder Sum-

mand durch (3.74) betragsweise nach oben abgeschitzt werden kann und

x 1 >1
—|< — 3.76
n;(] X2 - 7(27111)2 ngl%l n2 ( )
die Reihe absolut konvergiert, denn
| 7{2
n=1

Nach einem Satz in der Analysis ist jede gleichmaf3ig konvergente Funktionenfolge auf einer Menge
auch gleichzeitig stetig auf dieser Menge [69]. Aus diesem Grund ist die Funktion §(x) auf X stetig.
Denn die Addition zweier stetiger Funktionen ergibt immer eine stetige Funktion. SchlieSlich folgt

die Stetigkeit von g (x) aus

g(x)=-2xg(x) (3.78)

dem Produkt zweier stetiger Funktionen.
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2. Periodizitat
Die Funktionen f und g sind periodisch mit der Periode 1. Beim Tangens ist es offensichtlich, denn

der Sinus und Cosinus sind 27 periodisch.

ey e )
m =mtan(7x) = f (x). (3.79)

Fiir die Funktion g bedeutet die Verschiebung des Arguments um +1 eine Indexverschiebung in der

Summe,
N 1
g (x+l)=- ,;)( (x+1)- 2’1+1+(9c+1)+2”2+1)
N 1
= LI L !
(x+§ x-% x-3 x - -1
1
+x+%+x+%+x+%+ x+2Nz+3)
1 1 1
:_Z( 2”“ x+2"2+1)+x—21\]2+1_x+m;3
v (x)+ 2x+2N +3-2x+2N +1
(2x- (2N +1))(2x+ (2N +3))
4(N+1
=an () - (2N + 1)—2(x)((2?\1+3) +2x) (3:80)
und daher

g(x+1):1\}im en(x+1)

4(N+1) )

11m (gN( ) - <(2N+1)_2x)((2N+3)+2x)

= Jim gy (x) =g (x). (3.81)
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3. Ungerade Funktionen
Die beiden gegebenen Funktionen sind ungerade und somit punktsymmetrisch zum Ursprung. Es ist
offensichtlich fiir die Funktion f, denn der Tangens ist punktsymmetrisch,

f(=x)=mtan(-7mx) = nm
:nm:—ntan(nx):—f(x)_ (3.82)

Ebenso ist auch gy aufgrund der Definition eine ungerade Funktion und deshalb auch g, denn

g(=x) :Nli_I)T;ogN(—x)

y %’: 1 . 1
= 1l1im -
Nosoo e 2ntl T oned

n=0 2 2

i ﬁ’: 1 1
= im - — —
N —>oco =0 x+2nT+1 X — 2717‘*'1

Cfim S 1 1
=- lim -3’ 2l T 2nxd

N=ee o\ X+ 55 2
=- lim g: ! + ! =-g(x) (3.83)
4. Erfiillen der gleichen Funktionalgleichung
Auch die Funktionalgleichungen
1 1
f(x)+f(x+2)=2f(2x+2) (3.84)
1 1
g(x)+g(x+2):2g(2x+2) (3.85)

werden erfillt. Fir die Gleichung (3.84) wird ein Additionstheorem des Tangens

25in(x+y)
cos(x+p)+cos(x-y)

tan (x) +tan(y) = (3.86)

benutzt. Daher gilt

n)) - 231n(27tx+%)

cos(27tx+ %) +cos(%)

% =2 2 L =2f|2 L 3.87
))+0— mtan n( x+2) = f( x+2). (3.87)
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Um die Funktionalgleichung fiir ¢ zu priifen, wird zunachst gezeigt, dass gn eine von der Struktur

ahnliche Funktion erfillt,

gN(X)+gN(x+;)
N
:—r;(x_i”;l x+127’2+1 x+§i2”2+1 x+£12”2+1)
__ y 1 1 1
A ) ) e Do) el ()
N 1
(2x+%)+(2n+%)
N 1 | . .
Ao o) e ) ()
o 2N 1 1
R e e

1
=2g2N(2X+2).

(3.88)

Wird der Limes auf beide Seiten angewendet, folgt auch, dass g der Funktionalgleichung gehorcht,

g(x)+g(x+;):A}i_r)r;o(gN(x)+gN(x+;))
= lim (2g2N(2x+1)):2g(2x+1).
N-ooo 2 2

(3.89)

Im weiteren Verlauf des Beweises wird die Funktion h := f — g definiert. Da f und g die vier Eigen-
schaften auf X erfiillen, gelten diese Merkmale auch fiir & auf X. Das Ziel ist es, den Definitions-
bereich auf ganz R auszuweiten. Daftir wird & ohne Beschrankung der Allgemeinheit an einer belie-
bigen Definitionsliicke untersucht. Aus der Periodizitat der Funktion h kann dann auf das Verhalten

von h an jeder Definitionsliicke geschlossen werden. Es wird das Verhalten fiir x - % untersucht,
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lim i (x) = lim (£ (x) g (x))

1
2

tim (f ()~ Jim gn (x))

X—>2

2

N
. . 1 1
= lim | 7tan (7x) +I\}1m > (x— St 2 )

X—5 =0 ) X+

lim | wtan (7cx) + lim ! + ! + 3 L + !
= 1 —
. o VR RV VY (VSR TS SV 7151

X=3 2 2 n= 2

. 1 N 1 1
=lim Tctan(nx)+x_1)+l+hm Z(I_Zn+1+1+2n+1)
2 2 n=1\72 2 2 2

X_)l N—ooo =
n(x—%)sin(rcx)+cos(rcx) N( 1 1 )

=lim +1+ lim -4

x5 (x—%)cos(nx) N-oo ;=i\ n n+l

i nsin(nx)+n2(x—%)cos(7zx)—nsin(nx) e ( 1 )
= m +1+ lim -1+

x—>3 cos(rcx)—n(x—%)sin(nx) N—oo N +1

n? (x—%)cos(nx)

=lim

x—>% COS(ﬂx)—ﬂ(x—%)sin(T(x)

. 772C03(7'fx)—7'(3(96—%)sin(7'(x)
=lim =0. (3.90)

x—3% —qsin (7tx) — 7rsin (71x) — 72 (x - %) cos (7tx)

Die beiden Limiten konnen in obiger Rechnung vertauscht werden, da die Funktionenfolge { gN} NN
gleichmafig konvergiert. Schliefilich folgt noch die zweifache Anwendung der Regel von de L’'Hopital.
Aufgrund des periodischen Verhaltens von h mit der Periode 1, gilt h (2”1—“) =0 fir alle n € Z. Somit
ist die Funktion h auf ganz R wohldefiniert, denn an den Definitionsliicken von f und g nimmt sie
jeweils den Wert 0 an. Da die Funktion & stetig, ungerade und periodisch ist und zusatzlich unend-
lich viele Nullstellen besitzt, muss die Funktion zwischen zwei Nullstellen ein lokales Extremum

annehmen. Sei der Wert des lokalen Maximums m € R, dann gibt es ein xg € R, sodass
1
h(x0+2):m. (3.91)
Aufgrund der vierten Eigenschaft, erfiillt auch h die Funktionalgleichung und es gilt

2m:2h(x0+1):h(xo)+h(xo+l). (3.92)
2 2 272

Da m das lokale Maximum ist, gibt es keinen Funktionswert, der grofler ist. Deshalb gibt es zwei

weitere Punkte, an denen der Wert des lokalen Maximums angenommen wird,
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h(x0+1):m:h(xo+1):h(x0). (3.93)
2 2 2 2
Bei rekursivem Verwenden der Funktionalgleichung erfolgt im k-ten Schritt
men(X L (3.94)
Co\2k 2) ’

Da die Funktion & auf ganz R stetig ist, kann der Limes fiir k — co gebildet werden und es folgt

mzklir?oh(;(:+;):h(klirg(;2+;)):h(;):0. (3.95)
Somit gilt generell fiir die Funktion
h(x)<0 VxeR. (3.96)
Jedoch ist die Funktion h auch ungerade und deswegen erfiillt sie die Eigenschaft
h(-x)=-h(x) (3.97)
aus der zusammen mit (3.96) gefolgert wird, dass h die Nullfunktion ist, denn

h(x)<0 VxeR

= h(x)=0 VxeR. (3.98)
h(-x)20 VxeR =h(x)>0 VxeR

Damit ist bewiesen, dass f und g identische Funktionen sind und somit gilt

>, 1 1
7Itan(7zx):—z(X_ZWrl + +2n+1). (3.99)

n=0 )

Zwischen dem Tangens und dem hyperbolischen Tangens gilt fiir alle ze X¢ = C~ {n €Z: %} der

Zusammenhang

sinh(z)

tanh (2) = cosh(z)

=—i =—itan(iz), (3.100)

(ez - e‘z) % (e_i(iz) —ei(iz)) .sin(iz)
%(e—i(iz) +ei(iz)) cos (iz)

(SIS
~—
(3
N
+
ﬁI
N}
N—

woraus die Behauptung (3.70) abgeleitet wird,

. . N I 1 1
tanh (z) = —itan (iz) :_l(_n > (iz_2n+1 s ))

S 1 1 ad 2z
D e e I ] R
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Schlie3lich ist die Warburg-Impedanz mit endlicher Diffusionsschicht und idealem Reservoir von
Gleichung (3.41) in der Summenschreibweise

Zig(w) = Zo tanh(\/m)

1wT

_ Z() i 2Viwt
Viw

2
Tn=0 joor + ZE 52
o 870
= . -
n=04diwt+(2n+1)"n?
87
B i (2n+1)*n2
- . 4t
1+iw
n=0 (2n+1)2n2
870

) o -1
:Z&C:Z(lﬂ-wc) (3.102)

n=0 n
mit
__ 8% VneN (3.103)
(2n+1)*n2
C= ZLZO (3.104)

Die definierten GrofSen tragen die Einheiten Ohm und Farad und verkorpern Ohm’sche Widerstdnde
beziehungsweise eine Kapazitit. Der Bruch in (3.102) bildet die Impedanz eines RC-Gliedes ab,
wiahrend die unendliche Summe gemif} der Kirchhoff’schen Regeln eine serielle Verschaltung der
RC-Glieder ausdriickt. Somit ist die Warburg-Impedanz einer endlichen Diffusionsschicht mit

idealem Reservoir eine serielle Verschaltung von unendlich vielen RC-Gliedern, vgl. Abbildung 3.4.

Ry R;

Abbildung 3.4: Die Warburg-Impedanz in der Reihenstruktur.

Die serielle Verschaltung gibt dieser Art der Darstellung den Namen Reihenstruktur. Zur Bestim-
mung der unendlich vielen elektrischen Bauelemente sind jedoch nur zwei charakteristische Grofien,

Zp und 7, notig. Diese Eigenschaft ist so nicht zu erwarten und erleichtert die weitere Handhabung.
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Da die Ohm’schen Widerstdnde in der Warburg-Impedanz aufgrund von (3.103) mit zunehmendem
n kleiner werden, kann der Effekt der Diffusion in einer endlichen Diffusionsschicht mit angrenzen-

dem idealen Reservoir zeitlich begrenzt werden. Die Zeitkonstanten berechnen sich zu

8Z 8
t=RC=—n0 T % * (3.105)
(2n+1)"m22Z0 (2n+1)"m2 2
wobei sich die Summe uiber alle Zeitkonstanten zu
D — % - % (3.106)

n=0 (2n+ 1) 72
addiert. Hierbei wird die Endlichkeit der Summe uber nl—z verwendet,

w21 X 1 1 > 1 121 (3 1\#n?
6'22',Z((zn-1)2+(zn)z)',;o(znﬂ) 127 (4 4)6 (3.107)

Ein Vergleich mit der Definition des Diffusionskoeffizienten D = % (3.39) und der Definition von
T = ﬁ (3.35) zeigt, dass (3.106) die mittlere Zeit ist die ein Teilchen zum Durchqueren der
lefuswnsschlcht mit der Lange ! benétigt, denn D = 5. Somit stellt die Warburg-Impedanz Zj4 ein
dynamisches Bauteil im elektrischen Schaltkreis dar, das rein statistisch eine homogene Verteilung

der Teilchen in der Diffusionsschicht in der Zeit T ermdglicht.

Die Summenschreibweise der Impedanz erlaubt es auch den Real- und den Imaginarteil explizit

anzugeben,

870
0diwt+(2n+1)° 12

Zig (@) = i

87 (—4ia)r+ (2n+ 1)2712)

:g(

diwt+(2n+1)°x )(—4iwr+ (2n+ 1)2712)

ad 8(2n+1)27'c2 . 32wt
= - 5 i - 512 (3.108)
n=0\ (2n+1) " t* + (4wt) (2n+1)" 1t + (4wt)
Durch Vergleich mit (3.50) und (3.51) gilt somit,
Zo sinh(\/2w7)+sin( ZwT) oo 8(2n+1)27'(2
Re[Zi4 (w)] = =Zy Y. I (3.109)
V2wt cosh(\/ ZwT) +cos(\/2a)’r) n=0 (2n+1)* 4 +4(‘ /ZwT)
2
7 sinh(vV2wT)-sin(V2wT oo 16(V2wt
Im[Zig (w)] = ——= ( ) ( ) =2 ) ( ) (3.110)

\/wcosh( 2w1)+cos( Zwr) n=0 (2n+1)4ﬂ4+4(m)4.
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3.2.2.2 Leiterstruktur

Zudem kann der Kehrwert der Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir als Reihe entwickelt
werden. Hierfiir wird zunéchst die Reihe des Cotangens hyperbolicus benétigt. Sie kann von der

des Cotangens abgeleitet werden, die Aigner in [68] beweist,

ad 1
t = . 3.111
cot (x) n;w P ( )
Da der Cotangens hyperbolicus und der Cotangens durch
cosh(z) 1(eF+e?) %(efi(iz) _,_ei(iz)) cos (i)
coth(z) = = =2 =~ - % cot(iz) (3.112)
sinh(2)  (e2-e2) L (eiliz) —¢i(i2))  —isin(iz)
verkniipft sind, folgt somit der Cotangens hyperbolicus als Reihe,
coth(z) =icot(iz) =i i LI i ! (3.113)
iz nm 2 z+inm '
fur alle ze C~ {inm, n € Z}. Mit dem Kehrbruch von Zi4 (w) folgt somit,
1 —
- VIWT coth( ia)T)
Zig(w)  Zo
Niot[ 1 & ( 1 . 1 )
Zy \Viwt i\ Viwt-int Viwt+inm
- 1+ Viwr y A0t
Zy = (lwt) +n?mw
1 e 1
N (1 + Z 1 n2m?
0 =1 5+ 5~
=12 7 2(iwr)
1 e 1
EE R | —
Zo n=1 % + 2?12(75’?) 0
1 & 1
=ty (3.114)
2o w=i % * 1-(07212;
nemnsZg

Dieser Ausdruck zeigt, dass die Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir ebenso als eine Parallel-
verschaltung dargestellt werden kann. Hierbei ist ein Strang ein einzelner Ohm’scher Widerstand,
wihrend alle anderen aus einer seriellen Verschaltung eines Ohm’schen Widerstandes mit einem
Kondensatoren bestehen. Dabei konnen die einzelnen Elemente nur durch die beiden Material-

konstanten Zj und t bestimmt werden. In umgeschriebener Form lautet obige Gleichung

1 1 >, 1
S
ld(w) 0 n:an+

iwCy

, (3.115)
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wobei
Ro =Zo
R, = % (3.116)
2
Cu= szo

fur n > 1 gilt. Das zugehorige elektrische Ersatzschaltbild ist in Abbildung 3.5 dargestellt.

Ry R,

C C,
. l l

Abbildung 3.5: Die Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir in Leiterstruktur.

3.2.2.3 Treppenstruktur

Neben der Reihenschreibweise kann der Tangens hyperbolicus auch eindeutig als Kettenbruch
geschrieben werden. Bereits 1768 entdeckte Johann Heinrich Lambert diese Schreibweise fiir den
Tangens [70]. Nachfolgend wird der Kettenbruch des Tangens hyperbolicus berechnet. Hierzu wird
die Gleichheit

a+b @+b—% a b-4

= =— < 3.117
c+d c+d cJr c+d ( )

fur die vier Variablen a,b,c,d € R, wobei ¢,c+d # 0 und die Reihenschreibweise des Sinus hyperbolicus
(3.47) und des Cosinus hyperbolicus (3.48) genutzt,

sy x2n+1
sinh (x) o 1) 1

= = . 3.118
COSh (x) OZO x2n *® x2n . e x2n+1 ( )
Zoent | 2 Gy )7\ 2 et

tanh (x) =




3.2 Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir

47

Mit Hilfe von (3.117) folgt aus dem Nenner,

) x2n o x2n+1
(“n; (zn)z):(’”,;1 (2n+1)!)

1 = x2n 1

= — 4+ —
X ,; (2n)! x Z:: 2
1 (& (2n+1)x*

2n+1 ) x2n+1
X+ ) ———
n+1)! nz::l (2n+1)!

-

n=1

(2n+1)!

L (R2n+1-1 ,,
X (2n+1)'

i X2 oo, 2n+l
2 (21))(21(21))

(
(

(3.119)
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Der Nenner des zweiten Summanden kann ebenfalls umformuliert werden zu

n=1

=—+

X 0 )
2 2n 2n 8
(3 Z: 2n+1)'x ) (5 + Z

2 o0
(2n+l)!) : (3!x2+,§2(2n+1)!x

xZVH—l on

271)

2n+1

e 33 2n n) [ 2n »
(2:: (2n+1)! 7; 2n+i)” = )(nz=1 (2n+1)!x2 )
- < 3 (n+1) pun - 2n K21
nZ::l(Zn+1)! ;(2n+3)!x nZ:I(ZrHl)'

ad 1 3(n+1) | 944 < 2n .
,;1[(2;1+1)!_(2n+3)!]x2 1) (nzl (2n+1)! 2)

n=1 n=1

2 (2n+3)(2n+2)-31(n+1) 5, S 2n "
> @+ 3) < 1) (2@1) 2)
2

(2n+3)(2n+2)-3(2n+2) ,,. ad n "
Z (2n+3)! o (nzl (2n+1)! 2)
S (2n)(2n+2) 5,4 &

;::1 (2n+3)! < 1) (,;(Zwrl)‘ )

® 22n(n+1)

nZ::l 2n+3)! x2n+l) (Z

n=1

2n
(2n+1)!

Zn)

1

(3.120)

22 (n+1) '
(Zn:-l3)' x2n+1)
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Ebenso wird erneut der Nenner des zweiten Summanden zu

25, & 2n o\ (8.5 K 22n(n+l) 5
(3!x 2 Gt )'(5!x +,§2 (2n+3)!

n=2

_2 i' i 2n 2 2 53L& 2’n(n+1) 20 izzn(n+1) 2n+1
3! 8x (2n+1)' 31 8x 2 (2n+3)! (2n+3)!

n=1

5 [ 2n 5:22n(n+1) ] 5, (X 2°n(n+1) 5,
_;4— ;[(2714—1)!_ (2n+3)! :Ixz),(nzz:lwyﬂ 1)

5 (&[@n)(2n+2)(2n+3) 5-4-n(n+1)] 5, [ 22n(n+1) .,
" Z_:[ (21+3)! T (2n+3)! ]xz)'(Z (2n+3)! 4 1)

n=1

5 §(2n+3)-4n(n+1) 5-4-n(n+1) 2,1) (i 22n(n+1) z,m)

—x
x \, 2 (2n+3)!

2n+3)!
5 (& (2n-2)-4n(n+1) 5, [ 22n(n+1) 5,4
"X ,Z:z (211+3)! = )(Z (2n+3)! 4 1)

5 2 2m-1)n-(n+1) 5,\ [ 22n(n+1) ,,.
i 22 (2n+3)! * )(Z (2n+3)! < 1)

5, i23n~(n+1>~<n+z>x2n+z):(i 22n<n+1>x2n+1)

x \Z (2n+5)! 2n+3)!
1
=—+ (3.121)
oo 0 3
(glx3+ D 2(2rzn(f+)l) 2n+1) (%?x4+n222 n((r;i)sg:qﬂ)xznﬂ)

berechnet.
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Fiir die weitere Berechnung wird nun die Giiltigkeit des verallgemeinerten Ausdrucks

S 2n+k-1 - 24 (k+1)-1
n+k— . n+(k+1)—

Z Ak,n X : Z Ak+1,nX

n=1 n=1

2k+3 ad _ ad _

_ +(Zak+2,nx2n+(k+2) 1):(Zak+l,nx2n+(k+l) 1) (3'122)

X n=1 n=1
mit
2k fﬁ( I-1)
n+it-—
- 2K (n+k-1)!

Pip— (n+k-1) (3.123)

T (n+2k-1)  (2n+2k-1) (n-1)!

gezeigt. Der Vorfaktor folgt aus den Rechnungen (3.120) und (3.121) fir k = 0 bzw. k = 1. Hierzu

wird

2Kkt ‘
ak1 (k1) 2! (2k + 3)!
CO2ML(k+D) (2 +1)12K+ 1 (k+1)!
Ak+1,1 CEE) (2k+1) (k+1)
(2k +3)! (2k +3)!
= = =2k+3 3.124
2(k+1) (2k+ 1)l (2k+2) (2k+1)1 " (3.124)
sowie
ak,
Afe,n — ! “k+1,n:ak,n_(2k+3) Ak+1,n
Ak+1,1
2K (n+k-1)! 2K (4 k)

(2k +3)

T (n+2k-D)I(n-1) (2n+2k+1)! (n-1)!

2K (@n+2k) 2n+2k+1) (n+ k1)1 251 (2k +3) (n+k)!
- (2n+2k+1)! (n-1)! S (2n+2k+ 1) (n-1)!

2 (nr k)t 20+ 2k + 1 - 2k - 3]
- (2n+2k+1)! (n-1)!

22 (nak) (n-1)
C(2n+2k+1)! (n-1)!

~ 2K42 (n 4+ k)!
T (2n+2k+1)! (n-2)!

B 22 ((n-1)+(k+2)-1)! )
T@m-D+2(k+2) - 1) ((n-1)-1)1 KRl (3.125)

die fir alle k e N und fir #n > 1 gelten, benotigt.
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Schliefllich kann (3.122) berechnet werden,

(Zu x2n+k 1) (Zak L 2n+(k+1)—1)

n=1

n=2 n=2

k1 - 2n+k—1 . 2n+(k+1)-1
+(Z [akn ak+1,n:|x " : Zakﬂ,nx (k1)
1

oo oo
k+1 2n+k-11. k+2 2n+(k+1)-1
= (ﬂk,l X+ Z Af,n X ) -(ak+1,1x + Z Ak+1,nX (k1) )

Capnx \S “k+1 n=1
2k+3 b -
_ - . Z [akn (2k+3) ak+1,n] 2n+k— 1) (Zak - 2n+(k+1) 1)
n=2
2k+3 [ & -
_ + Z st x2ntk- 1) (Z s 2n+(k+1) 1)
x n=2
_ 2k+3 N Z Ginn 2n+(k+2)= 1) (Z ot 2n+(k+1)—1)' (3.126)
x n=1

Diese Rechnung wurde bereits in (3.120) fir k = 0 und in (3.121) fir k = 1 durchgefithrt und ist
fur alle k € N giiltig. Daher kann mit (3.119) und (3.126) der Tangens hyperbolicus ebenfalls als
Kettenbruch

1
tanh(x) = .
h 3.127
1 1
—+
x 3 1
—+
X 5 1
—+
x 7 1
—+
X 9
—+..
X

geschrieben werden. Ein zusétzlicher Vorfaktor a € R\ {0} verandert dies zu

1
atanh (x) = : (3.128)
1 1
—+
ax  3q 1
—+
X 5 1
—+
ax  7aq 1
—+
X 9

—+...
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Damit gilt fiir die Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir

Zig(w) = Z.O tanh(\/m)

1wt

770 1

(3.129)

(3.130)
a) +

ap +

as +

as +

ag +...
folgt fiir die einzelnen Parameter

in-3
Zy

an-1=

(3.131)

4z = =D 20 (3.132)
iwt

fir n > 1. Daher hat die Teilfolge mit den ungeraden Indizes die Einheit é wihrend die Teilfolge mit

geraden Indizes die Einheit Q) tragt. Aufgrund der Struktur konnen die beiden Teilfolgen mit einem
Ohm’schen Widerstand bzw. mit der Impedanz eines Kondensators identifiziert werden,

z
dop_1 = — mit R, = n°3 (3.133)
n -
1 T
it C
e, T T an-1) 2

(3.134)
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Folglich ist die Impedanz

= . (3.135)

Die unendlich vielen elektrischen Elemente sind, wie schon in der Reihen- und der Treppenstruk-
tur, nur von den beiden charakteristischen Grofsen Zy und t abhidngig. Das zugehorige elektrische
Schaltbild wird in Abbildung 3.6 dargestellt, das aufgrund seiner Form den Namen Treppenstruktur
tragt.

| S|
Ry

Abbildung 3.6: Die Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir in Treppenstruktur.

Die Abbildung 3.7 zeigt die gleiche Impedanz in einer iibersichtlicheren Darstellung,

R R, R;

Cy Cs
|
|

Abbildung 3.7: Umgeformter elektrischer Schaltplan der Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir in Treppenstruktur.

3.2.3 Approximation mit endlich vielen Elementen

Der vorhergehende Abschnitt zeigt die detaillierte Herleitungen der drei unterschiedlichen elektri-
schen Ersatzschaltbilder der Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir mit unendlich vielen Ele-
menten. Um den Rechenaufwand in der Anwendung gering zu halten, werden nachfolgend zu den
Ersatzschaltbildern Approximationen und deren Abweichungen von der Warburg-Impedanz disku-

tiert und verglichen.
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3.2.3.1 Reihenstruktur
Die Approximation der Reihenstruktur erfolgt durch den Abbruch der Reihe nach N RC-Gliedern.

Um zu garantieren, dass fiir w = 0 die Impedanz trotzdem den Wert Z; annimmt, wird ein weiterer
Ohm’scher Widerstand Rid’ N der Grofle

2 N-
1d N = Z SZO(T;_ 2112) (3.136)

e N(2n+1) n2 a0 (2n+1)

in Serie dazu geschaltet. Die Approximation basierend auf der Reihenstruktur lautet daher

N-1
Ry
7z R. _ 3.137
id, Reihe, N(w) id, N t Z 1+1a)RnCn ( )
mit
8

Ry= ————2, (3.138)

(2n+1)"n?

T

C, = 3.139
"= 37 (3.139)

fur 0 <n < N - 1. Das elektrische Schaltbild ist in Abbildung 3.8 zu sehen.

Rg RN-1

Co Cn-1

Abbildung 3.8: Approximation der Warburg-Impedanz mittels der Reihenstruktur.

Im Nyquist-Diagramm beginnt der Graph von Zig geihe, N (@) fiir @ = 0 bei Z und tiberdeckt fiir klei-
ne Frequenzen die Warburg-Impedanz vollstindig. Mit zunehmendem w steigt die Abweichung und
fiir w — oo endet der Graph im Punkt (RN;O). Die Abbildung 3.9 (a) zeigt den Vergleich der Appro-
ximation basierend auf der Reihenstruktur mit der Warburg-Impedanz im Nyquist-Diagramm fiir
verschiedene N. Anhand der markierten Frequenzpunkte sind die Abweichungen der Impedanzen
untereinander ersichtlich. Zusétzlich wird in Abbildung 3.9 (b) |Z~id, Reihe, N (@) = Zig (w)| dargestellt.
Generell konvergiert der Betrag der Abweichung gegen das zugehorige Rig n, das mit zunehmendem

N abnimmt.
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(b) = 01z
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=
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Abbildung 3.9: (a) Nyquist-Diagramm der Approximationen Zid, Reihe, N (@) mittels Reihenstruktur. Die markierten Punkte
besitzen von rechts nach links die Werte w7 ={0.1, 1, 2, 5,10, 100, 1000}.

(b) Der Betrag der Abweichung |Zig Reihe, N (©) — Zig (a))| von der Warburg-Impedanz.
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3.2.3.2 Leiterstruktur

Bei der Approximation der Warburg-Impedanz mit Hilfe der Leiterstruktur wird ein paralleler Strang
so gewahlt, dass dieser nur einen Kondensator enthalt. Somit ist sichergestellt, dass die Impedanz fiir
w — oo gegen 0 konvergiert. Das elektrische Schaltbild wird daher wie in Abbildung 3.10 gewahlt.

Ry Ry
|::| Ro —_— CN
G Cn-1
1 I

Abbildung 3.10: Approximation der Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir durch der Leiterstruktur.

Deshalb ergibt sich fir die Impedanz

1 1 N-l .
I S — +iwCy (3.140)
Zid, Leiter, N (@) Ro ;21 Ry + 7wCy
mit
Ro=2
Z
R, = 20 (3.141)
2
2T
Ci= e
" HZNZZ()

fur 1 < n < N. Die Abbildung 3.11 (a) zeigt, dass der Realteil der approximierenden Impedanz alle
Werte von 0 bis Zp annimmt und die Warburg-Impedanz fiir kleine Frequenzen sehr gut annahert.
Auch hier wird die Abweichung fir grofle Frequenzen kleiner, je grofSer N ist. In Abbildung 3.11 (b)
ist der Fehler fir unterschiedliche N dargestellt.
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17 -
3
(a) N,
g
|
Zy
\% 0.15Z,
3
|
L3 0107 VAN
£ 0.052 N
o
107! 1 10! 102 ot 103 104 10° 10°
Zid (w) 2RC 4RC
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Abbildung 3.11: (a) Nyquist-Diagramm der Approximationen Zid, Leiter, N (@) mittels Leiterstruktur. Die markierten Punkte
besitzen von rechts nach links die Werte w7 ={0.1, 1, 2, 5,10, 100, 1000}.

(b) Der Betrag der Abweichung |Zig 1 eiter, N (@) = Zig ((u)| von der Warburg-Impedanz.
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3.2.3.3 Treppenstruktur

Der Abbruch der Treppenstruktur erfolgt so, dass die Impedanz fiir w - oo gegen den Koordina-

tenursprung konvergiert. Deshalb wird das elektrische Schaltbild so gewahlt, dass ein Strang nur aus

seriell verschalteten Kondensatoren besteht, deren Gesamtimpedanz bei hohen Frequenzen gegen 0
geht, vgl. Abbildung 3.12 und 3.13.

C
T{ L —
‘ | |
R,
| |
Ry

Abbildung 3.12: Approximation der Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir durch die Treppenstruktur.

Ry R>

Cn
|
|

Ry

Abbildung 3.13: Umgeformtes elektrisches Schaltbild zur Approximation der Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir in
Treppenstruktur.

Die zugehorige Impedanz lautet:

mit 1 <n<N und

Zig, Treppe, N (w) =

(3.142)
—+
Ry 1 1
+
iwC; 1 1
—
Ry
! wC
—+
RN 1wl N
Zy
R, = 3.143
"= 13 ( )
T
Ch=——-——. 3.144
"7 (4n-1)Z ( )

In Abbildung 3.14 (a) und (b) sind das Nyquist-Diagramm mit Frequenzpunkten und die absolute

Abweichung zur Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir fiir unterschiedliche N dargestellt. Auf-

grund der Wahl der Approximation Zig, Treppe, N (@) beginnt die Kurve im Nyquist-Diagramm bei

(Zp;0) und endet im Koordinatenursprung. Dabei wird die Kurve am Koordinatenursprung deutlich
durch das Ry Cy-Glied beeinflusst.
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0
0 32,
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Abbildung 3.14: (a) Nyquist-Diagramm der Approximationen Zid, Treppe, N (w) mittels Treppenstruktur. Die markierten

Punkte besitzen von rechts nach links die Werte wt = {0.1, 1, 2, 5, 10, 100, 1000}.
(b) Der Betrag der Abweichung |Z;4, Treppe, N (@) = Zig (w)| von der Warburg-Impedanz.
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3.2.3.4 Vergleich der unterschiedlichen Ansatze zur Approximation

In diesem Abschnitt werden die unterschiedlichen Approximationsansiatze der Warburg-Impedanz
mit idealem Reservoir mit der gleichen Anzahl an elektrischen Bauteilen verglichen. Dabei wird die
Verschiebung Ry in der Reihenstruktur nicht als neues Bauteil gewertet, da sie aus den verwendeten
Ohm’schen Widerstinden berechnet werden kann. Generell ist auffillig, dass die Zeitkonstanten
aller drei Strukturen mit dem Faktor % gegen 0 konvergieren. Der Grund hierfiir ist die zweifache
Ortsableitung der Konzentration im Fick’schen Gesetz in (3.11) und der daraus resultierende

Tangens hyperbolicus in der Impedanz. Die Kehrwerte der Pole des Tangens hyperbolicus z;, = i 2"; Lr

mit n € Z ergeben in ihrer Addition fiir £n die Groflenordnung %

In Abbildung 3.15 sind die Nyquist-Diagramme fiir N = 2 und die zugehorigen Abweichungen dar-
gestellt. Die Reihenstruktur zeigt fiir grofie wt immer die grofite Abweichung, da sie den Koordina-
tenursprung nicht erreicht. Die Treppen- und Leiterstruktur decken den gesamten Realteil von 0 bis
Zop ab. Dabei nahert sich die Leiterstruktur langsam von innen an die Warburg-Impedanz an,
wiahrend die Treppenstruktur nur fiir sehr grofle Frequenzen abweicht. Die Leiterstruktur konver-
giert im mittleren Frequenzbereich sehr langsam. Hier stimmt zwar der imaginare Anteil bereits ab
N =3 mit einem maximalen Fehler von 1% tiberein. Allerdings nimmt der gesamte Ohm’sche Anteil

durch die parallele Verkniipfung von identischen Ohm’schen Widerstinden nur sehr langsam ab.

Demzufolge wird eine Approximation der Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir durch die Trep-
penstruktur mit N = 4 empfohlen, um die Diffusion mit einem Fehler von weniger als 1072 Z, bzw.
1% abzubilden.
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3
(a) N,
g i
T
520
0 3
0 32, Zo
Re[Z (w)]
0.15Z,
&
20102 VAN
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Abbildung 3.15: (a) Vergleich der Nyquist-Diagramme der verschiedenen Approximationen Zig peihe, 2 (@),

Zid, Treppe, 2 (@) und Zid Leiter, 2 (w). Die markierten Punkte besitzen von rechts nach links die
Werte wt = {0.1, 1, 2,5, 10,100, 1000}.
(b) Betrag der einzelnen Abweichungen von der Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir.
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3.2.4 Verhalten im Zeitbereich

In der Anwendung wird der Einfluss der Diffusion auch im Zeitbereich genutzt um zum Beispiel die
Reaktion einer Zelle auf einen Stromsprung zu analysieren. Aus diesem Grund wird die aus (2.6)
bekannte inverse Laplace-Transformation genutzt, um die komplexe Funktion Zj4 (w) aus (3.41) in
eine zeitliche, reelle Darstellung umzuwandeln. Zudem wird die komplexe Variable z =0 +iw € C

wieder eingefiithrt. Die zu transformierende Funktion lautet vereinfacht

F(z)= %tanh(\/ﬁ). (3.145)

Das Integral, das hier auszuwerten ist,

+ioo

zt
f(t):ﬁf \;ﬁtanh(\/ﬁ)dz, (3.146)

—100

kann analytisch nur schwer berechnet werden. Zur einfacheren Bestimmung des Integrals wird hier
der Residuensatz verwendet. Dieser besagt, dass das Integral einer komplexen Funktion g(z) tiber
eine geschlossene in mathematischer Richtung orientierte Kurve, die Summe der eingeschlossenen
Residuen multipliziert mit der Anzahl der jeweiligen Umrundungen und 2mi ist. In Formeln ausge-
driickt heift dies

keM

jlgg(z)dz: 2ri Y. Res(g(z),z) -n(D), (3.147)
Iy

mit der Indexmenge M, die die Residuen indiziert. Um eine geeignete Kurve I fiir das Integral zu
finden, werden zuerst die Polstellen von ¢* F(z) bestimmt, um nachfolgend daraus die jeweiligen
Residuen mit

Res (¢*'F(z),20) = lim (z—z0) ¢*'F (2) (3.148)
zZ—20

abzuleiten. Mit der Reihenentwicklung

1 2 -1)"2% (22 -1
tanh(x):x—fx3+—x5¥~~~+ D ( )an2”‘1 4o (3.149)
37 15 (2n)!

mit der Bernoulli-Zahl B, [44] kann gezeigt werden, dass z = 0 keine Singularitdt von (3.145) ist [44].
Jedoch weist der cosh (1/z7) in der komplexen Ebene Nullstellen auf.

0=cosh(v/z7) = % (eﬁJre_\/Z)

. _1)2.,2
2V = 1 = (i (2n-1)m I €k 41) T VneZ. (3.150)
T
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Weil nur paarweise verschiedene Singularitaten in der Berechnung zéhlen, wird

2 1 2,2
gy = )T VneN, (3.151)
4t

gewahlt. Damit lassen sich die jeweiligen Residuen zu

Res (¢*'F(z),2z4) = lim (z-z,) e”

22y f
e*! sinh ( ) zZ—2zy

ZnT Z—>Zn cosh (v/z7)

¢! sinh (\/z,7) 1
= lim

VZnT =2 sinh (\/z7) 31/%
et sinh (\/zx7) 2/zn
B VZnT VTsinh (\/z,7)
_ 2 2 _(2n+1)27'[21L

2 gt 2 2D (3.152)
T T

tanh (\/_)

berechnen, wobei im zweiten Schritt lim a, b, = ( lim an) ( lim b,,) fir beschrankte Folgen {a,},.,

{bn} ey und im dritten Schritt der Satz von de L'Hopital angewendet worden sind.

Ry
71 V2

22 21 20

Re|z]

Abbildung 3.16: Integrationsweg zur Berechnung des Integrals aus (3.49), wobei 1 der Halbkreis ist und y, entlang der
Imaginérteilachse fithrt und z, die Polstellen bezeichnen.

Die Abbildung 3.16 zeigt die geschlossene Kurve des Integrationsweges. Es ist darauf zu achten, dass
die zu integrierende Funktion sowohl auf dem Halbkreis y; als auch auf der Strecke 3, holomorph
ist. Infolgedessen kann der Radius Ry, = % gewdhlt werden. Da der Residuensatz den Wert der

geschlossenen Kurve I' = y1 Uy, zuriickgibt, muss zusitzlich im Fall von (3.146) der Beitrag des
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Halbkreises zum Integral fiir R,;, — oo bestimmt werden. Dabei muss beachtet werden, dass die Gren-
zen nicht zum Integral uiber den Halbkreis gehoren, denn diese zwei Punkte werden dem Integral
uber die Gerade zugerechnet. Diese Anmerkung wird durch das beliebig kleine ¢ > 0 angegeben.

1 [ et )d

— ztT)dz
271iy 2T
1

Nl

n—¢ i
eRmewt

1 - .
T %tanh(\/Rme“Pr)iRme””d(p
TC1 1
The VRye'ft

<0
3 —_—
7H—S
. . [ T — 00
2 1\/_ l(tRmSln((P)+7) /_RmetRm COS((P) tanh (\ /Rme"l”f) de R’”_> 0. (3.153)
TC
jiq —_—
7+ I ‘:1 ——————

Ryp—>oo

|1

Hierbei kann der Limes des Tangens hyperbolicus mit x,y € R durch

h 1 (ex+iy _ e—x—iy)
|tanh(x+iy)| sinh (x +iy) i , 4
cosh (x +iy) 5 (e"“y +e"“1y)
XY _ e—x—iy| iy 4 ‘efxfiy X x|
S — e — : _ 1] e 1 (3.154)
|€x+zy +e—x—1y| |ex+zy’ _ |e—x—zy” ||ex| - |e—x||

ausgedriickt werden. Die Rechnung (3.153) zeigt, dass das Integral iber den Halbkreis fiir grofie
Radien gegen den Wert 0 konvergiert. Aus diesem Grund vereinfacht sich (3.146) zu

+i00 +i00

ezt 1 ezt
- th\/_d:—f tanh (vz7)dz+ 0
() 2m/\/ﬁan(zr)z27_”,‘ \/ﬁan(zr)z-r
—joco —ioo
1 +iRy o7t
:R},}Lnoo%'ci,R/ \/ﬁtanh(\/ZT)dz

—&

3
2" Rme t .
+ lim f tanh(\/Rmei‘Pr)iRme“pd(p

Rypy— o0 27II R el(PT

Rm—>0027'(1 % \/_ ( ZT)dZ—n%\:AReS(\/—T (\/E),Zn)

Yivy2

(2n+1)2 2

< Z i (3.155)

(211+1)2 2 2
T neN T

Demzufolge gilt fiir die inverse Laplace-Transformation der Warburg-Impedanz mit den Randbedin-

gungen einer endlichen Diffusionsschicht mit idealem Reservoir im Zeitbereich
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Zy(t)y=2"" {Zid (w)} (1)

1 ot 20 - )
= @ tanh d
i e N an ( sz) (iw)

(2n+1)2712 ¢

:75):6* =t (3.156)

Das Ergebnis ist bei einem Stromsprung mit der Amplitude I laut Abschnitt 2.2.3 und (2.10)

proportional zur zeitlichen Ableitung der Spannungsantwort, und damit

du (1)

o “heHzEM

U(t) = (,,sf-l {Z(z)}*l)(t) :Iof,,s,ﬂ‘l {Z(2)}(F) af
0

n=0

o a7 4 (2n+1)%r?
P (e L (1—e_+41t)

20 T (2n+1)’m?

t
ZIQZQf e (2”*'1)77t~ -
= e di
=] 2
0

e Z (2n+1)2712 220 S _
:2108702 l-e 2 ! :ZRnlo(l—e Ric) (3.157)
n=0 (21’1+ 1) le n=0
mit
8Z
0 (3.158)
(2n+1)" 2
c=—° (3.159)
27y
fir n e N. Das Produkt der Parameter ergibt die Zeitkonstanten der RC-Glieder
4
Tn:RncziT (3160)

(2n+1)°m2’

die fiir n - oo gegen 0 konvergieren. In diesem Zusammenhang wird deshalb vermutet, dass die Dif-
fusion bereits bei kleinsten Konzentrationsunterschieden ohne eine bendtigte Aktivierungsenergie
E4 ablduft. Ein Argumentationsansatz konnte die Arrhenius-Gleichung sein, welche die Reaktions-
geschwindigkeit von physikalischen und chemischen Prozessen in Abhédngigkeit von der Temperatur
angibt,

Ea

k oc e RT, (3.161)

mit der universalen Gaskonstante R und der Temperatur T. Weil die Dauer eines Prozesses mit zu-
nehmender Reaktionsgeschwindigkeit abnimmt, sinkt damit auch die Aktivierungsenergie, sodass

im Grenzfall einer infinitesimal kurzen Dauer auch die Aktivierungsenergie klein wird.
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Die grofste Zeitkonstante ist 7o = ;%, die durch ihre Endlichkeit das Abklingen der Diffusion nach
endlicher Zeit ausdriickt.

Zusatzlich ist die Rechnung unabhingig von der Darstellung des Tangens hyperbolicus wie sie in
Abschnitt 3.2.2 bewiesen wurde, denn die Reihen-, Leiter- und Treppenstruktur besitzen die gleichen
Residuen. Die Residuen der Approximationen unterscheiden sich jedoch, sodass in diesem Fall die

Spannungsantworten voneinander abweichen.

Die Berechnung der Spannungsantworten der einzelnen Approximationen auf einen Stromsprung ist
fir N > 1 analytisch sehr aufwendig, da es sich hierbei um die Lésung von inhomogenen gewohnli-
chen Differentialgleichungen der Ordnung N handelt. Deshalb wurden die Spannungsantworten mit
MATLAB® & SIMULINK® fiir N = 2 generiert. In Abbildung 3.17 (a) werden diese mit der Warburg-
Impedanz mit idealem Reservoir und einem einzelnen RC-Glied verglichen, welches die einfachste
Approximation der Warburg-Impedanz ist. Dabei besitzt das RC-Glied den Ohm’schen Widerstand
Zy und die Kapazitat ﬁ Bei allen Kurven gibt der Parameter Zj im Produkt Zyly den maximalen
Spannungshub fiir t - oo an. T hingegen bestimmt die Kriimmung des Spannungsverlaufs; je grofier
7 ist, desto langsamer nimmt die Spannung zu. Die Zahl N hat einen Einfluss auf den Spannungsver-
lauf fiir kleine Zeiten. Mit zunehmendem N werden Elemente mit immer kleineren Zeitkonstanten

hinzugefiigt, die die Spannung fiir kleine Zeiten abbilden.

Der Vergleich der Spannungsantworten in Abbildung 3.17 (b) zeigt die Uberlagerung der Warburg-
Impedanz mit den Approximationen durch die Reihen- und Treppenstruktur. Allerdings weicht bei
letzterem das Einschwingverhalten zu Beginn leicht ab. Die Leiterstruktur unterscheidet sich von
den anderen Kurven, da der Einfluss der einzelnen Kapazitdt C, im parallelen Strang auf die Ge-
samtkapazitdt und demzufolge auf die Zeitkonstante der Schaltung zu klein ist.

Zoly

______
-

2 g Warburg ———
// RC-Glied ------
/. Reihe ,

®
Spannung
S
Vs
\'\.\
“
N,
\\.
)
\
\
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ii’ Treppe ——
o b
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=
—~ i
\.‘: ; '~\'~,
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Abbildung 3.17: (a) Vergleich der Spannungsantworten auf einen Stromsprung mit Amplitude Iy der verschiedenen Appro-
ximationen fir N = 2; Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir, Reihe und Treppe liegen iibereinander.
(b) Abweichung von der Spannungsantwort der Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir.
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3.3 Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht

Die zweite bekannte Warburg-Impedanz besitzt die Randbedingung der nicht-permeablen Grenz-
schicht. Es wird wieder angenommen, dass sich die Diffusionsschicht an der Elektrode-Elektrolyt-
Grenze anschlieit. Die Impedanz beschreibt die Diffusion von Ladungstrdagern in der Diffusions-

schicht, an die eine undurchlédssige Schicht angrenzt.

In diesem Abschnitt wird analog zu Abschnitt 3.2 die Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler
Grenzschicht untersucht. Zunachst erfolgt die Herleitung der Impedanz. AnschlieSend werden die
unterschiedlichen elektrischen Ersatzschaltbilder begriindet und deren Approximation vorgestellt.
Das zeitliche Verhalten der Ersatzschaltbilder schliefit die Untersuchung ab.

3.3.1 Herleitung und Eigenschaften

Die Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht wird nach der Neumann-Randbedingung
festgelegt. Diese legt, im Vergleich zur Dirichlet-Randbedingung, den Wert der Ableitung am Rand
der Definitionsmenge fest. Sei I wieder die Lange der Diffusionsschicht in x-Richtung, die bei x =0

beginnt. Eine nicht-permeable Grenzschicht hat dann die Bedingung

dc(x,t)
ox

=0 VteR}. (3.162)

x=I

Sie besagt, dass im Intervall [/;] + dx] die 6rtliche Anderung der Stoffmengenkonzentration 0 ist. Das
bedeutet, dass die Stoffmengenkonzentration an der Grenzschicht konstant bleibt und sich deshalb
die Teilchenzahl nicht andert. Somit ist dies gleichbedeutend zu einer Grenzschicht, die die Teilchen
nicht iiberwinden konnen und daher nicht-permeabel ist. Mit dieser Randbedingung wird die Kon-
stante .Z{BXACO}(Z) = f{ax(c(xo,t) —co)} =0 in der allgemeinen Impedanz , ausgelost durch die
Diffusion,

kgT y
(z’e)2 NpADcy

X{Aco}(z)-cosh(\/%(x—xo)) j{a\?ﬂ)}(z) nh(\/_(x xo))
\/g(.i”{Aco}(z)-sinh(\/g(x—xo)) % sh(\/_(x xo))),

Z(z)=-

X

(3.163)

eingesetzt, vgl. Abschnitt 3.1.3. Es gilt wieder x( = und die Impedanz wird an der Stelle x = 0, dem
Elektrode-Elektrolyt-Ubergang, untersucht. Demnach wird die Impedanz zu

kpT X{Aco}(z)-cosh(\/%(—l))

Z(z)=-
(')’ NaADco \/5 & {Aco} () -sinh (/5 (1))
kpT! 1 12 Zo
= coth —z|= coth (v/zT 3.164
(z’e)zNAADco \ /%z ( D ) VzZT ( ) ( )
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mit den beiden Konstanten Zy und t aus (3.34) bzw. (3.35) und dem Cotangens hyperbolicus. Mit

z=iw fiir eine sinusféormige Anregung folgt

coth(\/m) (3.165)

aner (w) = ;
iwT

als Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht. Dabei lassen sich auch hier der Realteil

und der Imaginarteil bestimmen. Mit Hilfe von (3.44) wird

1 ~ cosh(2x)+cos(2y)
tanh (x+ i) ~ sinh (2x) +isin(2y)

coth(x + iy) =

(c05h (2x) +cos (23/)) (sinh (2x) —isin (23}))

) (sinh (2x) +isin (Zy)) (sinh (2x)—isin (23}))

B (cosh(2x) +cos (2y)) (sinh(2x) —isin (2y))
B sinh? (2x) +sin? (2y)

(cosh(Zx) +cos (2y)) (sinh(Zx) —isin (Zy))
) cosh? (2x) =1 +1 - cos? (29)

_ sinh(2x) - isin (2y)

~ cosh (2x) —cos (2y) (3.166)
fur x,v € R berechnet und daher folgt
Zonper (@) = ;5(1 )\/_coth(12(1+i)\/E)
1 « Zo smh( 2wT)—zsm( 2u)T)
"2 T VT ot (Ve —cos (Vo)
Zo (sinh(\/T —sin 2wr)) (smh )+sm( 20)1))
) 2wt cosh( 2wr)—cos( ZwT) (3.167)
mit
Relz smh( ZwT)—sm( Za)T)
@ [Zaper ()] = mmh(m) os (V27) (3:168)
B smh( 2wT)+sm( ZwT)
m [ Zager ()] = - 2chosh( 2a)r) cos( 2wr) (3.169)
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Fiir kleine Frequenzen gehen die beiden Funktionen

]
~—

Zo sinh( ZwT)—sin( 2w

Re|Z =
e[ nper(w)] Vszcosh( ZwT)—cos( 2a)T)
0o (\/m)4n+3
Zo 2n§0 (4n+3)! w0 % Zo
= e ZoT = (3.170)
20T _ = (Vaar) a7 3
2n§0 (4n+2)!
bzw.
[ ] Zo sinh(\/2a)1)+sin( 2CUT)
Im|Z =-
m [ Znper () \/260Tcosh( Zwr)—cos( Zwr)
I (\/m)élru-l
B Zo 2n§0 (4n+1)! w00 e (3.171)
2wt (\/m)4n+2 :

ZVEO (4n+2)!

mit der Summenschreibweise der Funktionen aus (3.52) und (3.53) hervor. Fir grole Frequenzen

hingegen konvergiert auch die Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht gegen

Zo sinh( ZwT)—sin( Zwr)

Re|Z =
e[ nper(w)] VZchosh( 2w’c)—cos( ZwT)
(em _ efm) i (ewm _ ewm)
__% wize 2o (3.172)
V2wt (8m+e-m)+(6im+e-im) 20T '
und
[ ] Zo sinh( Zwr)—sin( 2a)T)
Im[Z -
m [ Znper () \/ZCUTcosh(\/2a)T)+cos( 2a)7)
(em _ e-m) i (ei\/m _ e_mm)
___ % wiveo 2o (3.173)
V2wt (Nzw—r +e-¢m)+(6i¢m+e-i¢zw—r) 20T '

Das zugehorige Nyquist-Diagramm ist in Abbildung 3.18 dargestellt.
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Abbildung 3.18: Nyquist-Diagramm der Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht.

Auch die Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht oszilliert fiir grofie Frequenzen im
Nyquist-Diagramm um die Gerade mit der Steigung 1. Dies wird gezeigt, indem Real- und Imaginar-

teil gleichgesetzt werden,

Re [aner (w)] =-Im [aner (a))]

Zo sinh( 2wT)—sin( ZwT) Zo sinh(\/m)+sin( Za)T)

\/mcosh( ZwT)—cos( 2wr)_\/mcosh( Za)r)—cos( Zwr)

sin( ZwT):O = V2wt=n-m neN, (3.174)
Daraus folgt die Fallunterscheidung
Re[aner(x)] <—Im[Zrlper (x)] < sin(x)<0 < xe((2n+1)m, (2n+2)w) VneN
Re [aner (x)] =-Im [aner (x)] < sin(x)=0 < x=n-m VneN (3.175)
Re[Znper (x)] > -Im [ Znper (x)] < sin(x)>0 < xe(2nm,(2n+1)n) VneN,

welche die Oszillation angibt und die Frequenzen eindeutig zuordnet. Hierbei wird der Ausdruck
ey k

cosh(x)-cos(x)=2 % % > 0 fur alle x > 0 verwendet, vgl (3.53). Die Schwingungsamplitude
k=0 ’

um die Gerade nimmt fiir wt — oo ab. Eine ausfiihrliche Diskussion erfolgt in Anhang B.2.
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3.3.2 Elektrische Ersatzschaltbilder

Die Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht kann ebenfalls durch drei verschiedene
elektrische Ersatzschaltbilder dargestellt werden, vgl. Abschnitt 2.1.3.3. Auch hier fillt die Methode
weg, bei der der Cotangens hyperbolicus als Kettenbruch entwickelt wird, da diese Form nicht aus
passiven elektrischen Bauteilen gebildet werden kann, vgl. Anhang C. Diese verbleibenden drei Kom-
binationen sind ahnlich zu den Dreien der Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir und werden

aufgrund ihrer Form wieder mit
¢ Reihenstruktur (Foster I)
¢ Leiterstruktur (Foster II)
* Treppenstruktur (Cauer I)

benannt. Die Begriindung der unterschiedlichen Darstellungsweisen erfolgt in diesem Abschnitt. Wie
bereits in 3.2.2 sind auch hier die Parameter nur von den beiden charakteristischen Groflen Zy und 7

abhangig.

3.3.2.1 Reihenstruktur

Die Reihenstruktur basiert auf der Summenschreibweise des Cotangens hyperbolicus, wie sie in
Abschnitt 3.2.2.1 bewiesen wird. Folglich gilt mit (3.113) fiur die Warburg-Impedanz mit nicht-

permeabler Grenzschicht

Zy . Zy . 1
7 w) = coth(Viwt) = >,
nper (@) o1 ( ) ViwT n2=oo VioT +inm

7 R 1
- in(\/_T nz::l(\/_—mn \/iw_r+in7t))
i?)’[(\/_ i:: wzr\i;nz)
27y

2y e 27y 1 e 252

; ; 2.2 27yt
lwT 3 IwT+NnT iw- 22ZO =l l+lwn2n2ﬁ

3.176
Ciw-2C Z:: 1+1anC ( )
mit
27
=— 3.177
-t (3.178)
27

fir n > 1. Damit kann die Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht als einzelne serielle
Verschaltung von unendlich vielen RC-Gliedern und einem einzelnen Kondensator geschrieben
werden, vgl. Abbildung 3.19. Hierbei haben die Kondensatoren der RC-Glieder gleiche Kapazitdten
und nur die Werte der Ohm’schen Widerstdande variieren. Die serielle Kapazitat besitzt den doppelten
Wert.
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- -

2€ || ||

Abbildung 3.19: Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht in der Reihenstruktur.

3.3.2.2 Leiterstruktur

Desweiteren kann auch die Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht in Leiterstruktur
geschrieben werden. Der Kehrbruch von Zpper () kann durch die Reihe des Tangens hyperbolicus in
(3.70) als

1 1
aner(w)_ Zo coth( iwr) Zo

+
\/iwr+i%rc ia)r—i%n

_Viwt i 2Viwt B i 1
- 7 — . i+l 2 - — 7 (2n+1)"n?
0 =0 le*( o ) m? =0 G+ a2
s 1 x 1
=y =y (3.179)
n=0 % +- 181 n=0 R+ ia)lC,,
(2n+1)2n2Z,
ausgedriickt werden, mit
Z 8
R=2° ¢ ‘ (3.180)

" (2n+1)° 1227,

und n € N. Die Leiterstruktur besteht aus einer Parallelschaltung von unendlich vielen Strdngen,
die aus einem seriell verschalteten Ohm’schen Widerstand und einem Kondensator bestehen. Dabei
variiert nur die Kapazitit in den Strangen, wiahrend der Ohm’sche Widerstand konstant bleibt. Das
zugehorige elektrische Schaltbild ist in Abbildung 3.20 dargestellt.

) - =9 T°

Abbildung 3.20: Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht in Leiterstruktur.
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3.3.2.3 Treppenstruktur

Die Treppenstruktur beruht auf der Schreibweise des Cotangens hyperbolicus als Kettenbruch. In
3.2.2.3 wurde bereits der Kettenbruch fiir den Tangens hyperbolicus hergeleitet und mit (3.127)

folgt fur
a
acoth(x)= ———
() tanh (x)
1
= — 4+ Y
X 3 1
—+
ax  5g 1
—
X 7 1
7+7
ax  9q 1
—+
X 11
—+..
ax
woraus
Zy
Z w) = ——=coth(Viwt
per (@) = == (Vior)
it 3 1
—+
Zy SZO 1
—
iwt 7 1
—+
Zo 9z, 1
'74—
iwt 11
— .
VA
1 1
= +
iwz- 1 1
—+
Z
3 1 N 1
lwsz 1 1
—+
Z
2 1
1w9T70 1
5"_-.

—
—

abgeleitet wird.

(3.181)

(3.182)
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Durch die Einfithrung von

Zo
R, = 3.183
"1 ( )
T
Ch=——"s 3.184
" (4n-3) 27 ( )
ist die Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht
Zo :
Znper () = ——=coth (\/ Iu)T)
iwt
! ! 3.185
+ : .
iwC; 1 ( )
—+
Ry 1 1
- +
iwCy 1 1
—+
Ry 1 1
iwCs 1
— ..
R3

Sowohl die Kapazitdt als auch der Ohm’sche Widerstand wird in jeder Stufe verdndert. Das
zugehorige elektrische Schaltbild ist in Abbildug 3.21 und umgeformt in Abbildung 3.22 zu sehen.

Cs

| 1
| | E—
G R
| 1
| | |
Ci R
- I 1

| |
Ry

Abbildung 3.21: Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht in Treppenstrukur

R, R, Rs

Abbildung 3.22: Umformung der Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht in Treppenstrukur.
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3.3.3 Approximation mit endlich vielen Elementen

Die Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht kann ebenfalls durch die einzelnen
Schreibweisen angendhert werden. In diesem Abschnitt werden die jeweiligen Approximationen be-
schrieben und fir unterschiedlich viele elektrische Bauteile im Schaltbild mit der Warburg-Impedanz

verglichen.

3.3.3.1 Reihenstruktur

Bei der Reihenstruktur wird die Reihe nach N RC-Gliedern abgebrochen und ein Ohm’scher Ersatz-
widerstand eingefiihrt, der den Ohm’schen Anteil fiir w = 0 bei % festlegt. Der Ersatzwiderstand hat
den Wert

- ® 2Zy 2Zofm? N1
Ruper, N = == =-Y = (3.186)

und demnach ergibt sich fiir die Approximation die Impedanz

. - 1 NoOOR,

aner, Leiter,N(CL)) = Rnper,N + w20 +nz::1 1+iwR,C (3.187)
mit
270
Ry = W (3.188)
T

=— 3.189
27 ( )

fur 1 <n <N und das zugehorige elektrische Schaltbild ist in Abbildung 3.23 dargestellt.

Ry Ry

Rnper, N 2C

C C

Abbildung 3.23: Approximation der Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht durch die Reihenstruktur.

Im Nyquist-Diagramm in Abbildung 3.24 (a) ist zu erkennen, dass der Realteil der approximierenden
Impedanz nur das Intervall [Rnper] NS %] abdeckt. Daher konvergiert die Abweichung in Abbildung

3.24 (b) fir groRe w gegen Ryper, . Dieser Ohm’sche Ersatzwiderstand nimmt laut (3.186) mit jedem
22,

weiteren RC-Glied um —=%—
(N+1)"m?

ab, weshalb gleichzeitig der Grenzwert der Abweichungen kleiner

wird.



76 3 DIE WARBURG-IMPEDANZ

3
V4
170 aner(w) E—
1RC ——
2RC ———
3RC ———
4RC
+ 5RC —
2%0
2
(a) N,
E
|
1
120 /
0
0 1%
= Re[Z (w)]
N 0122,
T 0082
(b) = 0 %
£ 0.04Z e -
&
oF 1072 107! 1 10! 102 103 104 10° 106
wT

Abbildung 3.24: (a) Approximation der Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht durch die Reihenstruktur. Die
eingezeichneten Punkte liegen von oben nach unten bei wt ={2,5,10,100,1000}.
(b) Betrag der Abweichung der Impedanzen zur Warburg-Impedanz.
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3.3.3.2 Leiterstruktur

Die Leiterstruktur besteht aus parallel verschalteten Strangen, die je eine serielle Verkniipfung eines
Ohm’schen Widerstands und eines Kondensators sind. Bei dieser Form der Impedanz wird die Appro-
ximation nach N Strangen abgebrochen und als letzten parallelen Strang der Kondensator Cy ge-

waihlt. Die daraus entstandene Impedanz

1 N-1 1
~ -y — +iwCy (3.190)
aner, Leiter, N (w) n=0 R+ iwCy
mit

Z
R0 (3.191)

2

8

T (3.192)

Ch=— 55—

! (2n+1)2 127,

fir 0 <n < N -1 nimmt im Realteil alle Werte auf dem Intervall [0; %] an. Das zugehorige elektrische
Schaltbild ist in Abbildung 3.25 zu sehen.

R R R
— _Cn
C C Cn-
o R T

Abbildung 3.25: Approximation der Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht durch die Leiterstruktur.

Im Nyquist-Diagramm, vgl. Abbildung 3.26 (a), nahert sich Znper, Leiter, N der Warburg-Impedanz mit
nicht-permeabler Grenzschicht von unten an. Dabei ist auffillig, dass die Imaginérteile der Appro-
ximation fiir kleine und mittlere Frequenzen ahnlich sind. Allerdings weichen die Realteile von
dem zugehorigen Realteil der Warburg-Impedanz ab und bilden somit den Hauptbestandteil von
| Zuper, Leiter, N (@) = Znper ()| wie in Abbildung 3.26 (b) zu sehen ist.
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Abbildung 3.26: (a) Approximation der Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht durch die Leiterstruktur. Die
eingezeichneten Punkte liegen von oben nach unten bei wt ={2,5,10,100,1000}.
(b) Betrag der Abweichung der Impedanzen zur Warburg-Impedanz.
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3.3.3.3 Treppenstruktur

Die Approximation durch die Treppenstruktur wird analog zu 3.2.3.3 gewdhlt, indem der elektrische
Schaltkreis mit einem RC-Glied abschliefit. Dies sorgt dafiir, dass der Realteil der Impedanz alle
Werte im Intervall [0; %] annimmt. Daher ist der Ausdruck fiir die Impedanz mit N Gliedern,

- 1 1
aner, Treppe,N(a)) = iwC, + ] . . (3.193)
—
Ry 1 1
Za)Cz 1 1
—+
Ry
1 .
+iwCN
N-1
mit
R, = 20 1<n<N-1 (3.194)
4dn-1
T
Ch=——"— <n<N. 3.195
" (411—3)20 ( )

Hierbei nimmt das elektrische Schaltbild die in Abbildung 3.27 bzw. 3.28 gezeigte Form an.

Cn
Rn-1
C,
| ‘ 1
| LT
o ﬁ R,
S =

| |
Ry

Abbildung 3.27: Approximation der Warburg Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht durch die Treppenstruktur.

Ry R; Ry

Abbildung 3.28: Umgeformtes elektrisches Schaltbild zur Approximation der Warburg Impedanz mit nicht-permeabler
Grenzschicht mit der Treppenstruktur.

Aufgrund des Ry_; Cn-Glieds bildet die Approximation in Abbildung 3.29 (a) fiir grofSe Frequenzen
einen kreisformigen Bogen. Der Betrag der Abweichung in Abbildung 3.29 (b) ist kleiner als 0.075Z

und tritt nur fiir mittlere Frequenzen auf.



3 DIE WARBURG-IMPEDANZ

80
3
V4
170 aner(w) E—
1RC ———
2RC ——
3RC ——
4RC
5RC ——
3
320
3
(a) N,
k=
|
) "
0
0 1%
E Re[Z(a))]
5 0.08Z
N% 0 N
I 0.062 /
(b) 52 0.042, / \\
2 0.027 / /
N§ 1072 107! 1 101 102 103 104 10° 106

wT

Abbildung 3.29: (a) Approximation der Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht durch die Treppenstruktur.
Die eingezeichneten Punkte liegen von oben nach unten bei wt = {2,5,10,100,1000}.
(b) Betrag der Abweichung der Impedanzen zur Warburg-Impedanz.
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3.3.3.4 Vergleich der verschiedenen Ansatze zur Approximation

Die verschiedenen Ansatze zur Approximation der Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenz-
schicht werden fiir N = 2 in Abbildung 3.30 verglichen. Sowohl die Reihenstruktur als auch die Trep-
penstruktur weichen von der Warburg-Impedanz bis w7 ~ 10 um hochstens 0.7 % ab. Das entspricht
einem Wert von 5.0-107* Z,. Die Reihenstruktur konvergiert fiir zunehmende w7 gegen 0.08 Z,, wih-
rend die Treppenstruktur ihre maximale Abweichung von 175% bzw. 0.03 Zy bei wt ~ 240 erreicht.
Da die Leiterstruktur sowohl im Realteil als auch im Imaginarteil fiir mittlere und kleine wt stark

von der Warburg-Impedanz abweicht, wird diese fiir kleine N nicht zur Approximation empfohlen.
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Abbildung 3.30: (a) Vergleich der Nyquist-Diagramme der drei sich unterscheidenden Approximationen aner, Reihe, 2 (@),
Znper, Treppe, 2 (@) und Znper, Leiter, 2 (w). Die markierten Punkte besitzen von oben nach unten die
Werte wt ={2,5,10,100,1000}.
(b) Betrag der einzelnen Abweichungen von der Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht.
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3.3.4 Verhalten im Zeitbereich

Das Zeitverhalten der Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht wird analog zu
Abschnitt 3.2.4 untersucht. Hierbei wird die inverse Laplace-Transformierte der Warburg-Impedanz
mit Hilfe des Residuensatzes bestimmt und im Anschluss die Spannungsantwort auf einen Strom-
sprung berechnet. Allerdings weist diese Warburg-Impedanz ein kapazitives Verhalten auf, sodass
die Spannung bei einem Stromsprung divergiert. Fiir die Anwendung ist es geeigneter eine Schaltung
zu kreieren, deren Spannung begrenzt ist. Aus diesem Grund wird fiir den Vergleich der
Spannungsantworten in den Approximationen zusatzlich zu jeder einzelnen Schaltung ein Ohm’scher
Widerstand der Grofie Zy parallel geschaltet.

Die inverse Laplace-Transformation von Zyper (@)

c+ioco

R 1 Zoe*
Znper (t) = 5o \;E coth(\/zr)dz (3.196)
c—ioco

kann nicht auf der Imaginarteilachse integriert werden, da der Integrand bei z = 0 eine Polstelle be-
sitzt und deshalb nicht analytisch ist. Folglich wird ein beliebiges ¢ > 0 gewahlt, sodass der Integrand
fur alle z mit Re[z] > c analytisch ist. Somit werden die Grenzen des Integrals c +ico gewdhlt.

Zur Bestimmung der inversen Laplace-Transformation von Znper (w) wird, wie im Fall der Warburg-
Impedanz mit idealem Reservoir, der Residuensatz angewendet. Es wird zunachst gezeigt, dass das
Integral zu einem geschlossenen Pfadintegral erweitert werden kann und damit im Anschluss die

Residuen bestimmt.

Das geschlossene Pfadintegral wird wie in Abbildung 3.31 gewdahlt. Hierbei ist die Wahl des Radius

2,2
Ry = M so, dass keine Polstelle auf dem Kreis liegt.

A
Rﬂ’l
N V2 4!
E T T
- ¥4) Z1 7y ¢
A
Re|[z]

Abbildung 3.31: Integrationsweg zur Berechnung des Integrals aus (3.196), wobei y; der Halbkreis ist und y, um ¢ verscho-
ben parallel zur Imaginarteilachse fithrt. Die z;; bezeichnen die Polstellen.
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Das geschlossene Pfadintegral

R,,,—)oo 27'(1 % \/_COth(\/Z_T)d

yiuy2

)dz

zr) dz+ lim

Rm»oo 2711 2t Ry—>o00 2711 /2T

1 c+iRy, 2t
= lim — f ——coth(+/z1)dz
Ryyy— o0 27-[1 y \/ZT ( )
c—iRy,
2" € C+Rme”’) t ‘
+ lim f coth(\/ C+Rm6i(P)T)iRm€l(pd(p
Ryoo 2701 /(¢ +Rye'?)
S+e
c+ioco
coth \/ dz 3.197
T 2w f /2T ) ( )
C—100

ist identisch zum Integral in (3.196), denn der Beitrag des Halbkreises verschwindet im Limes

1 ezt
lim —[ zT)dz
Ry—o0 2711 /2T )
71
27I € c+Rme t )
f coth(\/ c+Rme’(F’)r)iRme””d(p
R'"_’°° 2 v/ (c+Ryei?) T
<0
27-[ e ——

- tim ! O O e By R

Rm—><>o 271 [ / C+R elq) —_—
|- [=1

Rypy—o00
Rin—>oo [~

[+ |——0

=0. (3.198)

Dabei kann der Limes des Cotangens hyperbolicus mit x,y € R abgeschétzt werden,

1 . o
' cosh x+1y 2(e"+’y+e x 131)
|C0th (x+ ly)| h L (ox+iy _ p—x—iy
sinh (x +iy) T(extv—e )
ex+iy + e—x—iy| ex+iy + ‘e—x—iy |€x| . |€_X| ieo

(3.199)

= |ex+iy_e—x—iy| - |€x+iy’_’e—X—i?” B |‘ex|_|e—x||
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Zur Bestimmung der Polstellen wird zur leichteren Schreibweise die verallgemeinerte Funktion

G:C->C
ezt
VZT

eingefihrt. Es gilt z = 0 + iw, wobei in der spateren Rechnung o = 0 gesetzt wird. Bei z = 0 besitzen

z>G(z)= coth(\/z_T) (3.200)

sowohl die Wurzel als auch der Sinus hyperbolicus in (3.200) Nullstellen. Dartiber hinaus hat der

Sinus hyperbolicus zusitzlich die Nullstellen bei,

0 :sinh(\/zr)
eZ«/znr -1= ei2nn Vnez

n’m?

= z,=-

VneZ. (3.201)
T

Da im Residuensatz nur paarweise verschiedene Nullstellen beriicksichtigt werden, konnen diese zu

n’m?

Zy=-— VneN (3.202)

T

zusammengefasst werden. Aus diesem Grund sind die Residuen fiir z=0

(V/z) = cosh (0) lim 2

Res( (Z)Z 0)—11m(z 0)\/_ Z_)OZTST(\/Z_T)

L me 2 gy 2vz 1 (3.203)

VT z>0sinh(v/z7) /T z~0cosh(/z7) sz_TT T

.. nznz .
und fur z, = -~ mitn>1

. e? e cosh (\/zuT) . z-2,
Res (G (z),24) = ZILI?H (z-2zy) ﬁcoth(\/ﬁ) = it le)nznn sinh (v27)

e cosh (\/zu7) y 1
im
\VZnT Z2=2n cosh(\/zr)%\/;

e?t cosh (\/zyT 2
= (vZ7) Vin___ 2t (3.204)

VZnT \/?cosh(\/zn_’[) T

In beiden Rechnungen wird fir die Bildung des Limes der Satz von de L'Hopital angewendet.
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Es ergibt sich fiir das Integral,

C+100 C+Zoo
th \/ZT d = — / th(/zt)dz+0
27'(1[\/_CO< ZZm \/_CO(Z)
c—100 c— ioco
1 c+iRy, 2t
= lim — f tanh (/z71)dz
Ry—o00 2701 V2T ( )
c—iRy,
3n—e

Rmei t .
+ lim f coth(\/Rmei‘PT)iRme"pd(p
R—o0 27T R eivr

+

Rm—><x>27zz 5{ \/_ (\/Z)d

Y1Y72

2.2
non”y

= Res(\/t_Tcoth(\/_) zn):}[+i ie_T (3.205)
neM n=1

und deshalb ist die inverse Laplace-Transformierte der Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler

Grenzschicht
c+ioco
2 (=27 2w (D} ()= 5= / \/_coth(\/_zr)d
C 100
Z 270 & _nPr?
=TTy (3.206)

T T 21

Zudem gilt fur die Spannungsantwort auf einen Stromsprung der Zusammenhang, vgl. (2.9),

Unper (1) = (27 {Zaper (2)} 1) (£) =Io f LY Zuper (2)} (F) dF
0

t
IOZO nz 2[7
= — e T
“/(-5

I()Zot 220 & T ( _n?r? f)
1-e
T

+Ip—
252
T ncm

InZpt & 27 _nZy? 220,
= + > 1 l-e 220 7
2 022

n=1

It 2 .
Ot + 3 IoR, ( —e Réc) (3.207)
n=1

S 220 yus1, =5 (3.208)
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Die Spannungsantwort der Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht auf einen Strom-
sprung ist unabhangig von der Darstellung, denn die Polstellen sind unabhangig von der Reihen-,
Leiter- oder Treppenstruktur. Fiir grofSe Zeiten steigt die Spannung, ausgelost durch das kapazitive

Verhalten, linear mit % an.

Zum Vergleich der Approximationen im Zeitbereich wird zu jedem elektrischen Schaltkreis ein
Ohm’scher Widerstand der Grofle Zj parallel geschaltet. Folglich konvergiert die Spannungsantwort
auf einen Stromsprung gegen Zyly, wodurch die Schaltungen einfacher zu vergleichen sind. Fiir den
Fall N = 2 werden die Spannungsantworten der einzelnen Approximationen mit MATLAB® & SIMU-
LINK® simuliert, da eine analytische Berechnung sehr aufwendig ist. Die Abbildung 3.32 (a) zeigt
die Spannungsantworten und (b) stellt den Fehler zur Spannungsantwort der Warburg-Impedanz
dar. Zum Vergleich ist ein einfaches RC-Glied mit R=Zyund C = ZLZO eingezeichnet. Fiir grofle Zeiten
weichen die Approximationen, sowie das RC-Glied hochstens um 3% ab, vgl. Abbildung 3.32 (b). Der
Vorteil der Approximationen gegentiber dem einfachen RC-Glied liegt in der genaueren Abbildung
der kleinen Zeiten. Dies geschieht durch das Einbeziehen von Bauteilen mit kleinen Zeitkonstanten
und ist durch die deutliche Abweichung zum RC-Glied zu erkennen. Im Vergleich der Approxi-
mationen zeigt die Spannungsantwort der Leiterstruktur die grofite Abweichung. Die Ursache ist die
Kapazitit C,, die durch die Vorschrift (3.192) fir unendlich viele Glieder, zu klein ist. Die
Treppenstruktur hat eine maximale Abweichung von 4.2-1072Zgly im Bereich t ~ 2.5-107 7. Fiir
t > T liegt der Fehler unter 4.0- 1073 ZyI,. Bei allen Strukturen bestimmt das Produkt ZoI, den Wert
gegen den die Spannung fiir - oo konvergiert. Der Parameter 7 gibt die Kriimmung der Kurve
wieder.
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RC-Glied ------
Reihe ——— |
Leiter ———
Treppe ———
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= "5
z‘)‘ ,l .\\,\‘"
D Zol AN
| 10 \ "-\
= \\tﬁ: ' S _E ' I ——— _—
: 0 N e e v S B —
0 T 2t 3t 4 " i

Abbildung 3.32: (a) Vergleich der Spannungsantworten auf einen Stromsprung mit Amplitude Iy der verschiedenen Appro-
ximationen fiir N = 2.
(b) Abweichung von der Spannungsantwort der Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht.

Da die Leiterstruktur sowohl im Frequenzbereich als auch im Zeitbereich deutlich abweicht, wird die

Approximation der Warburg-Impedanz durch die Reihen- bzw. Treppenstruktur empfohlen.
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3.4 Zusammenfassung

Die Warburg-Impedanz beschreibt den Transport von Ionen in einer Batteriezelle. Dieser findet haupt-
sachlich aufgrund von Konzentrationsunterschieden statt. Damit bildet die Warburg-Impedanz die
Diffusion in einer Zelle ab. Die Impedanz wird mit Hilfe der Nernst-Gleichung, welche die Po-
tentialdifferenz aufgrund von Konzentrationsunterschieden beschreibt, und dem Diffusionsstrom
hergeleitet. Da es sich bei den Gleichungen um Differentialgleichungen handelt, miissen Randbe-
dingungen aufgrund der Vorgdnge in der Zelle festgelegt werden. Wegen der Effekte konnen zwei
Randbedingungen aufgestellt werden. Einerseits erfolgt der Transport von Lithium-Ionen nach der
Oxidation im Elektrolyten zwischen den Elektroden und der Transport nach der Reduktion von
der Grenzflache ins Aktivmaterial. Andererseits wandern die Lithium-Atome vor der Oxidation im
Aktivmaterial zur Grenzfliche Elektrode-Elektrolyt. Im ersten Fall wird von einer Diffusion in ein
Medium mit konstanter Teilchenkonzentration ausgegangen, wahrend es im zweiten Fall bei aus-
bleibender Reaktion zur Ladung der Doppelschicht kommt. Die beiden Randbedingungen sind nach
Dirichlet und Neumann benannt. Sie bilden die Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir und die
Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht. Erstere wird durch den Tangens hyper-

bolicus beschrieben, wihrend letztere dem Cotangens hyperbolicus folgt.

Aufgrund der mathematischen Eigenschaften der Hyperbelfunktionen wird bewiesen, dass es gemaf3
Foster und Cauer unterschiedliche elektrische Ersatzschaltbilder mit passiven Bauteilen gibt, deren
Impedanzen jedoch identisch sind. Dabei ist die Reihenstruktur die serielle Verschaltung von unend-
lich vielen RC-Gliedern. Wahrend die Leiterstruktur unendlich viele parallel verschaltete Striange,
bestehend aus einem Ohm’schen Widerstand und einer Kapazitit in Serie, besitzt. Die Treppen-
struktur ist eine Parallelschaltung von unendlich vielen Ohm’schen Widerstinden. Die Strange sind
jedoch auf einer Seite durch Kapazititen verbunden. In jedem elektrischen Ersatzschaltbild sind
die unendlich vielen Bauelemente von nur zwei charakteristischen Groflen Zy und t abhangig. In
diese Grofen fliefen Temperatur, Konzentration und Ladung der transportierten Teilchen, Grofle der
Grenzflache, Dicke der Diffusionsschicht und die Diffusionskonstante ein. Zudem ist die Boltzmann-

und die Avogadro-Konstante enthalten.

Die Untersuchung der elektrischen Ersatzschaltbilder ergibt, dass die Zeitkonstanten einen maxima-
len Wert besitzen und mit n% gegen 0 konvergieren. Deswegen konnen die Diffusionsprozesse in einer

Zelle zeitlich beschrankt werden.

Die beiden Warburg-Impedanzen kénnen durch die unterschiedlichen elektrischen Ersatzschaltbil-
der mit endlich vielen Gliedern approximiert werden. Dabei ist die Treppenstruktur den anderen
Approximationen, bei gleicher Anzahl an Bauelementen, uberlegen.

Das Verhalten der Warburg-Impedanzen im Zeitbereich, zum Beispiel die Reaktion auf einen Strom-
sprung, kann mit der Laplace-Transformation berechnet werden. Auch hier hat die Approximation
durch die Treppenstruktur mit endlich vielen Bauelementen die geringsten Abweichungen von der

exakten Spannungsantwort.






Die Gebriider Cole entdeckten in den 1940er Jahren, dass der Ladungsdurchtritt einer Lithium-
Ionen-Zelle wesentlich genauer durch ein ZARC-Element, als durch ein RC-Glied abgebildet wird.
Dabei besteht das ZARC-Element aus der Parallelschaltung eines Ohm’schen Widerstands und eines
konstanten Phasenelements. Wahrend das mathematische Verhalten des ZARC-Elements sowohl im
Frequenz- als auch im Zeitbereich bekannt ist, ist bis heute die physikochemische Begriindung des
ZARC-Elements nicht eindeutig. Deshalb wird zu Beginn dieses Kapitels zunéchst auf den geschicht-
lichen Ursprung des ZARC-Elements eingegangen und verschiedene Erkliarungsansitze aus der
Literatur diskutiert. Im Anschluss folgt eine mathematische Diskussion des ZARC-Elements im
Frequenzbereich und die Transformation in den Zeitbereich.

Die Verwendung von elektrischen Ersatzschaltbildern bestehend aus passiven Bauteilen hat in der
Vergangenheit dabei geholfen, Effekte in elektrochemischen Systemen interpretieren und verstehen
zu konnen. Daher werden im zweiten Teil des Kapitels zwei Modelle entwickelt, mit denen das
ZARC-Element durch RC-Glieder approximiert wird. Die Abbildungen bestehen aus drei bzw. aus
unendlich vielen RC-Gliedern, wobei die einzelnen Grofien eindeutig bestimmt werden konnen. Ein
Vergleich der Modelle mit dem ZARC-Element schlief3t sich jeweils an die Unterkapitel an. Schlief3-
lich werden die Modelle auch im Zeitbereich miteinander verglichen.

Eine Analyse der bereits bestehenden Approximationen des ZARC-Elements im Frequenzbereich von
Buller und Handschuh rundet das Kapitel ab.

4.1 Einfihrung und Ursprung

Im Jahr 1932 untersuchte Hugo Fricke die Spannungsantwort von Metallen, die in fliissige Salz-
lésungen getaucht und mit Wechselstrom angeregt wurden [23]. Hierbei stellte er fest, dass das
Experiment durch eine serielle Verschaltung eines Kondensators und eines Ohm’schen Widerstands
modelliert werden kann. Fricke begriindete dies mit der Polarisation der Materialien durch den ange-
legten Wechselstrom. Auflerdem entdeckte er die Frequenzabhdngigkeit der Kapazitidt. Gemaf seiner
Untersuchungen ist die Kapazitit eine Potenzfunktion der Frequenz w. Hierbei ist der Exponent
negativ, sodass die Kapazitdt mit zunehmenden Frequenzen abnimmt. Anhand dieser Untersuchung
fihrte Fricke das konstante Phasenelement (CPE) als elektrisches Bauteil ein. Die Impedanz des CPE

wird durch

1
Zcpe (w) = —

definiert. Wobei K eine angepasste Kapazitit und « eine Art Ddmpfungsparameter beschreibt. Es
ist zu beachten, dass K die von « abhingige Einheit Avia besitzt. Die enge Verbindung zur allgemein
bekannten Kapazitdt C ist fiir a = 1 leicht zu erkennen. Neun Jahre spater, 1941, griffen die Briider
Kenneth S. Cole und Robert H. Cole die Potenzfunktion und das konstante Phasenelement auf, um
ihre Messergebnisse aus Versuchen mit verschiedenen Dielektrika zu beschreiben [26]. Sie fithrten
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zahlreiche Messungen zur Frequenzabhangigkeit der Permittivitdt durch, um die Dispersion und
Absorption der Dielektrika zu erforschen. Hierbei fanden die beiden heraus, dass die Frequenz w mit
einem reellen Exponenten a zwischen 0 und 1 versehen zur Permittivitit beitragt. Die Gleichung

* €0~ €0

€ —€co =

1+ (iwt)® 42

beschreibt die Messdaten genauer, als das bis zu diesem Zeitpunkt existierende Modell von Debye
[25] aus dem Jahr 1929 bzw. das von Dolin von 1940 [71], in denen « = 1 gesetzt wird. Laut Cole und
Cole hingt die Permittivitdt ¢* demnach von den Grenzwerten €y, €« und einer materialabhdngigen
Zeitkonstanten 1y ab. Mit dem mathematischen Ausdruck (4.2) begrindeten die Gebriider Cole das
ZARC-Element. Gleichzeitig schlugen sie das zugehorige elektrische Ersatzschaltbild vor, das aus der
parallelen Verschaltung eines Ohm’schen Widerstands und eines konstanten Phasenelements besteht.
Somit ist die Impedanz des ZARC-Elements

Zarc (w) = o R (4.3)

(iw)* RK
mit dem Ohm’schen Widerstand R, der angepassten Kapazitit K und dem Dampfungsparameter a.

Seither sind das konstante Phasenelement sowie das ZARC-Element in vielen elektrischen Ersatz-
schaltbildern zu finden [72] [73] [74] [75] [76] [77] [78] [79] [80]. Das CPE modelliert die Messdaten
der elektrochemischen Impedanzspektroskopie eines Elektrode-Elektrolyt-Systems besser als eine
reine Kapazitat [26] [81].

4.2 Erklarungsansatze

Das ZARC-Element ist die parallele Verschaltung eines Ohm’schen Widerstands und eines konstan-
ten Phasenelements. In einem elektrischen Ersatzschaltbild einer Batteriezelle bilden beide Bauteile
unterschiedliche Prozesse ab, die an der Grenzschicht zwischen der Elektrode und dem Elektrolyten
auftreten. Diese sind der Ladungsdurchtritt und die Ausbildung einer elektrischen Doppelschicht.
In diesem Abschnitt werden beide Prozesse beschrieben.

4.2.1 Ladungsdurchtrittswiderstand

An der Grenzflache zwischen einer Elektrode und einem Elektrolyten muss eine Aktivierungsenergie
aufgebracht werden, um einen Austausch von Metall-lTonen zwischen den beiden Stoffen zu
ermdglichen und die Doppelschicht zu iiberwinden [82]. Im Fall der Stromlosigkeit hebt sich der
Gesamtladungsaustausch an der Grenzflache gegenseitig auf und es stellt sich das Gleichgewichts-
potential ein [82]. Abweichungen vom Gleichgewichtspotential werden als Uberspannung bezeichnet
[83]. Butler entdeckte, dass kleine Uberspannungen #p und der daraus resultierende Strom I propor-
tional zueinander sind [84]. Deshalb liegt es nahe, den Ladungsdurchtrittswiderstand als die Ande-

rung der Uberspannung mit der Stromdichte am Punkt der Stromlosigkeit zu definieren [82] [85],
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dT]D

A (4.4)

Rcr = .
=0
Aufgrund der Uberspannungen wird die Doppelschichtkapazitit kurzgeschlossen [6]. Verschiedene
Untersuchungen haben ergeben, dass der Durchtrittswiderstand neben der Temperatur und der Re-
aktionsrate [84], auch von der Viskositdt und der Molekiilgrole des Elektrolyten [86] [87] [88] [89]
abhangt.

4.2.2 Konstantes Phasenelement

Die Ursache des konstanten Phasenelements ist seit seiner Einfithrung durch Fricke [23] umstritten.
Es tritt an der Grenzfliche zwischen einer Elektrode und einer fliissigen Losung, z. B. einem Elek-
trolyten, auf. Weil sich an jeder Grenzschicht zweier Materialien stets eine elektrische Doppelschicht
bildet [6] [82]. Aufgrund des Ladungsdurchtritts ist die Doppelschicht nicht vollstindig polarisiert
[78], sodass sich die Impedanz der Doppelschicht von der eines gewohnlichen Kondensators unter-
scheidet [6]. Im Vergleich zum Kondensator handelt es sich beim CPE-Verhalten um eine frequenzab-
hangige Kapazitdt [23] [78]. Daher wird der Effekt Kapazititsdispersion genannt [78]. Da es sich bei
der Bildung der Doppelschicht um einen dynamischen Prozess handelt [3], wird davon ausgegangen,
dass das CPE-Verhalten durch die Frequenzabhingigkeit der Zeitkonstanten ausgelost wird. Die Zeit-
konstante ist vom komplexen Widerstand der fliissigen Losung und der Doppelschichtkapazitat an
der Grenzflache abhingig [15]. Blanc [90] fand heraus, dass der Ohm’sche Widerstand der fliissigen
Losung aufgrund der Leitfdhigkeit fiir gewisse Frequenzbereiche einen komplexen Anteil enthalt. Sie
begriindet das mit der Elektrodengeometrie, welche die ungleichmaflige Verteilung der Stromdichte
und daher auch das Potential in der fliissigen Losung hervorruft. Newman stellte dieses Verhalten
zuerst an Scheibenelektroden fest [91]. Itagaki bemerkte einen frequenzabhingigen zeitlichen Ver-
satz zwischen der Stromdichte und des elektrischen Feldes in der fliissigen Losung [92]. Diese Phase
erklart den komplexen Anteil des Widerstands. Somit ist der Gesamtwiderstand der fliissigen Lo-
sung vom Ohm’schen Anteil und von der Form der Elektrode abhédngig. Der komplexe Anteil des
Widerstands wird von Huang bestétigt [93] [94] [95].

Neben dem komplexen Widerstand der fliissigen Losung spielt auch die frequenzabhangige Doppel-
schichtkapazitdt eine Rolle in der Erklarung des CPE-Verhaltens. Pajkossy argumentiert, dass die
Dispersion der Doppelschichtkapazitdt auf chemische Inhomogenititen in der Elektrode und der
Ionen-Adsorption beruht [80]. Die chemischen Inhomogenititen beinhalten sowohl die chemische
Zusammensetzung als auch Verunreinigungen auf atomarer Ebene. Dies belegt auch Kerner, der
durch das Ausglithen von Elektroden die Verunreinigung vermindert und dadurch das CPE-Verhalten
beeinflusst [78]. Dariiber hinaus zeigt Pajkossy, dass die frequenzabhingige Doppelschichtkapazitat
durch die Adsorption ausgelost wird. Hierfiir tauchte er eine Platinelektrode in Schwefelsdaure und
versetzte diese mit Kaliumchlorid in unterschiedlichen Konzentrationen. Sowohl die Sulfate als auch
die Chloride in der Losung neigen zur Adsorption. Weil die Chloride sehr viel starker zur Adsorption
tendieren, verdrangen sie die Sulfate auf der Oberfldche der Elektroden. Mit zunehmender Konzen-

tration der Chloride wird ein zunehmendes CPE-Verhalten festgestellt.
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In der Literatur wird allerdings haufig der Zusammenhang zwischen der rauen Oberflache einer Elek-
trode und deren CPE-Verhalten betont. Kerner [78] stellt fest, dass der Prozess des milden Ausglithens
zwar die chemischen Inhomogenitaten verandert, jedoch die Oberfliche der Elektroden nicht beein-
flusst. Trotzdem misst er eine Veranderung des CPE-Verhaltens aufgrund des Ausglithens, weshalb
er die Rauheit ausschlief$t. Pajkossy behauptet, dass die Rauheit einer Elektrode um zwei Groflen-
ordnungen zu grof ist, um ein CPE-Verhalten hervorzurufen [80]. Gemaf Pajkossy ist die Adsorption
der Grund fiir das CPE-Verhalten. Lasia listet weitere Veroffentlichungen auf, die Elektroden mit
grofier Rauheit und grofier Porositit ein geringes CPE-Verhalten nachweisen [15].

4.3 Das ZARC-Element in der Literatur

Die Einfithrung des konstanten Phasenelements und des ZARC-Elements beruht auf rein phdnome-
nologischen Erkenntnissen. In der Vergangenheit wurde durch verschiedene Modellansitze versucht,
das konstante Phasenelement bzw. das ZARC-Element nachzubilden. In diesem Abschnitt werden die

vier geldufigsten Modelle aus der Literatur vorgestellt.

4.3.1 Porenmodell nach de Levie

Robert de Levie versucht durch die Modellierung einer porosen Elektrode das ZARC-Element nach-
zubilden. Hierbei geht er davon aus, dass die Elektrode mit idealen Poren durchzogen ist. Die zylin-
drischen Poren besitzen einen gleichmafiigen Querschnitt und identischen Durchmesser. Sie haben

untereinander keine Querverbindungen und sind homogen mit dem Elektrolyten gefillt. [96]

Zur Vereinfachung nimmt de Levie zusatzlich an, dass die Elektrode ab der Grenzfliche zum Elektro-
lyten halbunedlich ausgedehnt ist und keinen Ohm’schen Widerstand besitzt. Dadurch dringen auch
die Poren unendlich weit in die Elektrode ein. Der Grund hierfiir ist die vereinfachte Berechnung.
Auflerdem wire aufgrund der Ausdehnung der gesamte Ohm’sche Widerstand der Elektrode unend-
lich grof} [96]. Zudem wird von einem verdinnten Elektrolyten ausgegangen, sodass die chemische
Aktivitdt in der Herleitung durch die Konzentration ersetzt werden kann [96]. Zuletzt werden die
Krimmungen der Aquipotentialflichen innerhalb der Poren aufgrund inhomogener Ladungsvertei-

lung vernachléssigt. [97]

De Levie untersucht die Modellierung der Doppelschichtkapazitat und des Ladungsdurchtritts. Au-
Berdem verknupft er die Diffusion mit dem Ladungsdurchtritt [96]. Mit seinem entwickelten Modell
kann de Levie die dominierenden Prozesse an der Grenzschicht zwischen Elektrode und Elektrolyt

in Abhangigkeit von der Frequenz benennen.

De Levie zeigt, dass der Ladungsdurchtritt an der Grenzschicht fiir kleine Frequenzen schneller
ablauft, als die Periodendauer der Anregung. Daher verarmt der Elektrolyt in den Poren aufgrund
der fehlenden Reaktanten und die Grenzschicht verhalt sich kapazitiv. Bei mittleren Frequenzen be-
stimmt der Teilchentransport durch die Diffusion und bei groffien Frequenzen der Ladungsdurchtritt
das Verhalten der porosen Elektrode. Im Bereich sehr grofier Frequenzen iiberwiegt dann die Doppel-
schichtkapazitat und die porose Elektrode hat das gleiche Verhalten wie eine Elektrode ohne Poren.
In diesem Fall konnen die Poren dem schnellen Potential- und Stromwechsel nicht mehr folgen.
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Die Impedanz des Porenmodells nach de Levie bildet im Nyquist-Diagramm einen schiefen Halbkreis
[96], der nicht einen verschobenen Halbkreis approximiert [80]. Demzufolge kann das Porenmodell
den Ursprung des CPE-Verhaltens nicht erklaren.

4.3.2 Fraktionale Infinitessimalrechnung

Eine weitere Methode zur Herleitung des CPE-Verhaltens ist die Fraktionale Infinitessimalrechnung,
auf Englisch fractional calculus. Die Methode beruht rein auf empirischen Erkenntnissen. Sie be-

schreibt allerdings keinen physikalischen Prozess.

Im Jahr 1889 analysierte Jacques Curie in zahlreichen Messungen [98] [99] den Stromverlauf an
Doppelschichtkondensatoren mit dem Anlegen konstanter Spannungen Uy zum Zeitpunkt ¢ = 0.
Curie stellte damals fest, dass der Zusammenhang zwischen dem Strom I(#) und dem angelegten

Spannungssprung fiir positive Zeiten
I(t)y=h-— (4.5)

die Messdaten gut abbildet. Wobei 0 < & < 1 und & eine Proportionalitatskonstante ist. Von Schweidler
begriindete obigen Ausdruck mit dem anomalen Verhalten der verwendeten Dielektrika [100].
Westerlund und Ekstam griffen diesen Zusammenhang 1994 wieder auf, um die Impedanz des kon-

stanten Phasenelements aus (4.5) abzuleiten [101].

Eine treibende Kraft hierfiir war Jonscher mit seinen Veroffentlichungen, in denen er die Ergebnisse
von Curie als universal dielectric response betitelte [102] [103] [104] [105]. Jonscher zeigte ebenfalls
empirisch auf, dass ein Zusammenhang zwischen der Erkenntnis von Curie und der elektrischen
Suszeptibilitdt x (v) = Re[x (w)] - iIm[-x (w)] besteht. Um dies zu zeigen, regte er verschiedene
Dielektrika mit einer sinusformigen Spannung mit unterschiedlichen Frequenzen an und bestimmte
den Imaginarteil der elektrischen Suszeptibilitat. Laut Jonscher beschreibt der von null verschiedene
Imaginarteil den dielektrischen Energieverlust eines Elektrolyten [102] aufgrund der Ausrichtung
der Dipole [104]. Das Ergebnis der Experimente ist, dass fuir grofe Frequenzen der Imaginérteil der

elektrischen Suszeptibilitat eine Potenzfunktion von der angeregten Frequenz ist,

Im[x (w)] o< ﬁ (4.6)

Dabei ist die Potenz identisch zu der Potenz, in der Gleichung von Curie (4.5). Zusitzlich zeigte
Jonscher, dass der Realteil der Suszeptibilitdit mit Hilfe der Kramers-Kronig-Relation (2.11) und
(2.12) berechnet werden kann und somit fiir grole Frequenzen das Verhaltnis

~Im[x (w)] ((X
Re[)((w)]

n|—mn 4.7
) w
konstant und daher unabhingig von der Frequenz ist. Das Verhiltnis ist in der zuerst verbreiteten

Theorie von Debye [25] direkt proporitonal zur Frequenz [102].

Westerlund und Ekstam stellten eine neue Theorie auf, indem sie zeigten, dass der Zusammenhang,
den Jonscher experimentell bewies, auch mathematisch herstellbar ist [101]. Hierfir orientierten sich
die beiden an den Gleichungen fiir Strom und Impedanz
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dU ()
dt
z{ute L{UM}E 1

2 L{1()} e :g{ dU(r)}( ) T Cz (49)

I(t)=C

die fur einen idealen Kondensator mit der Kapazitdt C gelten. In diesem Zusammenhang wurde die
allgemeingiiltige Rechenregel fiir die Laplace-Transformation ,f{df(t) } (2) = z.,i”{f (t)} (z) benutzt.

Nach Curie ist die Stromantwort auf einen Spannungssprung Uy zum Zeitpunkt ¢ = 0 in (4.5) gege-
ben. Somit ist die Impedanz

L2{UM}e  Z{Uu®)}e Y 1

z

f{l(t)}(z) - g{hta}(z) _701“(1 a)ze-! T Kz

Z(z)= (4.10)

mit dem Proportionalitdtsfaktor K = r(lhiﬂ), der Gamma-Funktion I’ und 0 < @ < 1. Zudem wurden

mit Hilfe von [44] die Laplace-Transformierten der Spannung und des Stroms bestimmt.

Nun gilt es einen Zusammenhang zwischen den Gleichungen eines idealen Kondensators (4.8) sowie
(4.9) und der empirischen Gleichung (4.10) zu finden. Westerlund und Ekstam fithrten den Zusam-
menhang

1) = Cd“dltla(t)

(4.11)

zwischen Strom und Spannung ein. C ist ein materialabhingiger Parameter. Dabei definierten sie die

fraktionale Ableitung mit Hilfe der Laplace-Transformation als

d*/ (1)
{5

}<z>:z“${f(t)}<z> (4.12)

mit 0 < a < 1. In der Definition griffen Westerlund und Ekstam auf den fractional calculus zurtick.

Niels Henrik Abel gilt als Mitbegriinder dieser Methode und verdffentlichte mit seinem Werk [106]
im Jahr 1823 eine in sich schliissige Theorie fiir die nicht-ganzzahlige Ableitung bzw. Integration.
Ferner werden auch die Gebriider Cole in diesem Zusammenhang genannt [107]. Thr eingefithrtes
Modell (4.2) war eines der ersten, das mit dem fractional calculus berechnet werden konnte. Dies

war zugleich die erste Anwendung des fractional calculus in der Physik.

Der fractional calculus eignet sich gut fiir die Berechnung des CPE-Verhaltens. Jedoch ist der Zu-
sammenhang rein mathematisch und beruht auf keinerlei physikalischer Effekte. Zudem ist das ex-
perimentelle Ergebnis von Jonscher (4.6) nur fiir groSe Frequenzen zuldssig [102]. Daher dient die
Methode zwar als Hilfsmittel; sie kann aber die Ursache des CPE-Verhaltens auch nicht beschreiben.
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4.3.3 Fraktale Geometrie

Der polnische Mathematiker Waclaw Sierpiniski hatte 1915 die Idee das Sierpiniski-Dreieck zu kon-
strutieren [108]. Hierbei wird ein gleichseitiges Dreieck in vier kleinere, gleichseitige Dreiecke zer-
legt, indem die Mittelpunkte der Seiten miteinander verbunden werden. Im nachsten Schritt wird
das mittlere Dreieck entfernt und im Anschluss die neu entstandenen Dreiecke erneut zerlegt. Diese
Konstruktionsvorschrift wiederholt sich unendlich oft. Es entsteht eine Figur, die weder eindimen-
sional ist, weil sie mehr als eine einfache Linie ist, noch ist sie zweidimensional, da sie auch keiner

Flache entspricht.

Im Allgemeinen bestehen Fraktale, wie das Sierpinski-Dreieck, aus verkleinerten selbstdhnlichen
Abbildungen, sodass bei einer VergrofSerung der Figur immer wieder das gleiche Bild zu sehen ist.
Zur Bestimmung der Dimension dieses geometrischen Objekts kann die Ahnlichkeits-Dimension
oder fraktale Dimension Dg

_log (N)

Dg = Tos (e} (4.13)

verwendet werden. Hier ist N die Anzahl der selbstahnlichen Abbildungen und e der Faktor der
Vergroferung [109]. Durch Umformung dieser Gleichung zu N = e P ist der Kerngedanke der De-
finition am Beispiel eines Wiirfels leichter zu verstehen. Bei der Zerlegung eines grofien Wiirfels in
kleinere Wiirfel, mit der halben Seitenldnge, werden insgesamt acht kleine Wiirfel bendtigt, um den
grofien Wiirfel auszufiillen. Zusitzlich gilt 8 = 23 = (%)_3. Folglich besitzt der Wiirfel die Dimension
3. Das Sierpiniski-Dreieck hingegen besitzt die Dimension

Dp=_1080G) ) ses (4.14)

log ( % )
Benoit Mandelbrot lenkte mit seinen Werken wie zum Beispiel [110] [111][112][113] [114] zur frak-

talen Geometrie ab 1975 mehr Aufmerksamkeit auf diesen Bereich der Mathematik. Damit wurde

die fraktale Geometrie auch in der Modellierung von Elektroden und der Erforschung des CPE-
Verhaltens entdeckt.

Die Modellierung von fraktalen Oberflichen begann 1983 mit Le Mehaute und Crepy. In [115]
untersuchten sie den Massen- und Energietransport durch eine fraktale Grenzfliche und ver-
kniipften diesen mit dem CPE-Verhalten. Auf Le Mehaute und Crepy folgen viele weitere Forschungs-
gruppen, beispielsweise [116] [117] [118] [119] [120], die durch fraktale Elektrodenmodelle oder
fraktale Porenmodelle versuchen, das CPE-Verhalten abzubilden. Dies gelingt den Modellen jeweils
in einem gewissen Frequenzbereich. Jedoch gibt es auch hier keine exakte Ubereinstimmung. Dar-
uber hinaus ist die Relation zwischen a und der fraktalen Dimension der verwendeten Elektrode
modellabhingig, d. h. es gibt keine allgemeingiiltige Formel, die beide charakteristischen Parameter

miteinander verbindet [80].

4.3.4 Elektrische Ersatzschaltbilder

Buller [57] [121] und Handschuh [67] approximieren das ZARC-Element durch seriell verschaltete
RC-Glieder. Hierbei beziehen sich beide auf die geometrischen Eigenschaften des ZARC-Elements

im Nyquist-Diagramm. Die Autoren gehen jeweils von einer ungeraden Anzahl von RC-Gliedern
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aus, um die Symmetrie des ZARC-Elements, wie sie in Abschnitt 4.4.2 dargestellt ist, zu erhalten.
Hierzu bilden sie Paare von RC-Gliedern mit gleichen Ohm’schen Widerstanden, aber unterschied-
lichen Kapazitdten. Der Zusammenhang zwischen den beiden Kapazititen der RC-Glieder wird in
den beiden Arbeiten jeweils nicht begriindet. Die Absolutwerte der einzelnen Parameter werden von
Buller und Handschuh durch Optimierungsalgorithmen in Abhéngigkeit des Dampfungsparameters
a bestimmt. In ihren Veroffentlichungen vergleichen beide Autoren ihre Ergebnisse fir drei bzw. finf
RC-Glieder mit dem ZARC-Element im Nyquist-Diagramm. Handschuh gibt zusatzlich an, dass fiir
a > 0.8 die Ergebnisse der Approximation sehr gut sind [67].

In Abschnitt 4.6.5 wird gezeigt, dass die Approximationen zwar unterschiedlich formuliert sind, je-
doch der mathematische Hintergrund identisch ist.

4.4 Eigenschaften des konstanten Phasenelements und des
ZARC-Elements

Obwohl das konstante Phasenelement und das ZARC-Element nur empirisch begriindet sind, haben
sie einen festen Platz in elektrischen Ersatzschaltbildern von elektrochemischen Prozessen einge-
nommen. Aus diesem Grund werden nachfolgend wichtige Eigenschaften, wie die Erfiillung der
Kramers-Kronig-Relation, die geometrische Betrachtung und das Verhalten der Elemente im Zeit-
bereich, betrachtet.

4.4.1 Erfullung der Kramers-Kronig-Relation

In Abschnitt 2.2.4 wird die Bedeutung der Kramers-Kronig-Relation beschrieben. Da die Gleichungen
(4.1) fur das CPE und (4.3) fur ZARC auf der Basis von experimentellen Daten beruhen, ist es
wichtig, die grundlegenden Bedingungen der Impedanz aus Abschnitt 2.2.1 zu tiberprifen. Es muss
also bewiesen werden, dass die beiden Gleichungen (4.1) und (4.3) holomorphe Funktionen sind und
deswegen die Cauchy-Riemann-Gleichungen erfiillen. Zur Vereinfachung der Schreibweise werden

die beiden Funktionen

f(2)=—= (4.15)

g(z) = (4.16)

auf ihren maximalen Definitionsmengen C~{0} und (C\{zk =l (kDT ke Z} auf Holomorphie unter-
sucht. Es wird jedoch zunachst gezeigt, dass der Kehrbruch einer holomorphen Funktion
§(xy) =& (xy)+ iy (x,v) holomorph ist. Hierbei ist g (x,7) der Realteil und & (x,v) der Imagi-
narteil der Funktion §. Auflerdem ist z € C mit z = x + iy und x, y € R. Es gilt gemafl der Cauchy-
Riemann-Gleichungen

0x8x = 9ygy (4.17)

Oxy=—ydx. (4.18)
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Zudem wird die Funktion f = é definiert,

1 Sx—ig & . & s .z
= — = = +1i =fx+ify. (4.19)
g+igy 2+gl gi+gr gi+g Y

~ 1
f=¢

Sie erfullt genauso die Cauchy-Riemann-Gleichungen, weil

a f"-’ _ a gx _ (gag+g~;)axg~x_gx(zgxaxgx+2gyaxg~y)
&y (2+3)

(-82+82) 0xgx - 28:809x%

52 52 2
(2+8)
_ (—g}? +gy2) Iy&y +28x8ydy&x
- 2
(e2+8)
_ (-82-8)) 918y + 8 (28:9,8: + 28,943y P P (4.20)
2 ~2 =2 .
(2+82) & +8
und
9, f. - & (g’% +§y2) Iy8x — §x (28x9yGx +28y0xZy)
yJx=0y 5 2 T —
B8y (s2+22)
(-82+8) 98- 2820,3
- 2
(s2+82)
B (g)% - g;) axgy - 2gxgy 9x§x
- 2
$+3)
_ (gf +g~3) 8y~ &y (2§x9x§x + 2g~y8xg~y) o g i _axf; wan
2 ~) ) .
(gy% +g~5) 8x +gy

gelten. Mit dieser Eigenschaft reicht es aus, die Holomorphie fiir die Funktion h(z) = z% zu zei-
gen, denn es ist offensichtlich, dass auch Summen von holomorphen Funktionen holomorph sind.

Zunachst wird der Real- und der Imaginarteil der Funktion definiert durch

hx(x,y):%((x+iy)a+(x—iy)a) (4.22)
hy(x,y):%i((xﬂy)a—(x—iy)a). (4.23)
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Daraus folgt dann fur die Cauchy-Riemann-Gleichungen:

1 . .
dyhy = (QXE ((x+zy)a + (x—zy)a)
1

:f((m )a_1+(x—iy)a_1)

:ayzii((xﬁy)a—(x—iy)a):8yh}, (4.24)

N

und
1 Y . \a
thxzayg((xﬂy) +(x-ip) )
1. . ya-1 . . ya—
:E(z(x-uy) 1—z(x—ly) 1)
= ax% (- (x+ip)* + (x=ip)") = -dshy. (4.25)

Somit sind auch die Funktionen f und g aus (4.15) und (4.16) holomorph. Aus diesem Grund erful-
len sowohl das konstante Phasenelement als auch das ZARC-Element die Kramers-Kronig-Relation.

4.4.2 Geometrische Betrachtung

Eine anschauliche graphische Darstellung des konstanten Phasenelements und des ZARC-Elements
ist das Nyquist-Diagramm. Die Abbildung 4.1 zeigt die beiden Impedanzen mit verschiedenen geo-
metrischen Eigenschaften, die im Folgenden bestimmt werden.

iR / W*RK =1 ZARC —— 1
/_*_\ CPE
1
ZR
[\
— e %tan(%rc)
SRL
N, gm
£ w=0
I 0
(1-a)%
R R
1R 2tan(%m) 2sin(47)
8 @
2
 Ma
1
0 1R R
Re[Z (w)]

Abbildung 4.1: Nyquist-Diagramm von ZARC und CPE fiir & = 0.75.
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Das CPE ist eine Ursprungsgerade mit dem Winkel §m im Nyquist-Diagramm. Sie beginnt fiir w — 0
im Unendlichen und endet im Limes w — oo im Ursprung. Dies ist durch die Umformulierung von

(4.1) zu erkennen,

1 et cos(4m)—isin(%n)
Zepe (@) = (iw)*K @K w*K (4.26)
und deshalb gilt:
cos(5m
Re[Zcpg (w)] = wng) (4.27)
sin($m
Im [Zcpg (w)] = -wng). (4.28)

Der Parameter K gibt eine Art Geschwindigkeit an, mit der die Kurve durchschritten wird. Je grofSer

K ist, desto kleiner ist der Abstand zum Ursprung bei gegebener Frequenz w.

Das ZARC-Element hingegen ist ein Kreissegment. Um dies zu zeigen, wird zunachst der Real- und

der Imaginérteil der Impedanz bestimmt,

R
1+(iw)*RK
R
1+w*RK (cos(%rc) +isin(%n))
(1 +w*RK (cos( )—isin(%n)))R

o)
(5

)

(1 +a)“RKcos )) —iw*RK sin
(
(5

Zarc (w) =

1+w?RK (cos(%rc) —isin(%n)))

n)R

1+2w*RK cos (47) + (wRK)®

1+w*RK cos (4 ) ) —cu“RKsin(%T()

R+i (4.29)
1+2w“RKcos( 1) + (w*RK)? 1+2w¥RK cos (47) + (w*RK)®
Demnach gilt:

1+w*RK cos(4m)

Re[Zarc (w)] = 5 (4.30)

1+2w*RK cos(%m) + (w?RK)

—w*RKsin (&

Im [Zagc ()] = w*RKsin(57) (4.31)

1+2w%RK cos (47) + (w*RK)®

Zum Beweis der Kreisform mit Mittelpunkt M, = %;L& und Radius —=_—, werden Real-
2tan( %) 2sin(g )
und Imaginirteil in die Kreisgleichung eingesetzt. Infolge der Ubersichtlichkeit werden x = §7 und

v = w*RK ersetzt,
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2 2
(Re [ZZARC (a))] - 1;) + (Im [ZZARC (w)] - g ’ z::gj;; )

:( 1+ycos(x) R—R)2+( ~ysin (x) R_R.cos(x))z

1+2ycos(x)+p2 2 1+2ycos(x)+y2 2 sin(x)
y y y y

2
R 2+2pcos(x) —1-2ycos(x) - p?
4 1+2ycos(x)+p?

. sz (2 sin? (x) + cos (x) + 2y cos? (x) + p? cos (x) ?
4 (1+2ycos(x)+y?)sin(x)

R sin(x) (1-3?) 2 2y +cos (x) (1+3?) 2
_4sin2(x)' 1+2ycos(x)+y? " 1+2ycos(x)+y?

R? (sin2 (x)(1 —y2)2 +4y% +4ycos (x) (1+p?) +cos? (x) (1 +y2)2)

4sin” (x) (1 +2ycos(x) +;;2)2

R? (1 +yt+2y? (c032 (x) —sin? (x) +2) +4ycos (x) (1 +y2))

4sin? (x) (1 +2ycos(x) erz)2

R2(1 +9*+2p? (2cos? (x) +1) +4ycos (x) (1 +y2))

4sin” (x) (1 +2ycos(x) +$)2)2

R? (1 +2p% +pt s (Zycos(x))2 +4ycos (x) (1 +y2))

4sin® (x) (1+2ycos(x) +3)2)2

R? ((l +y2)2 +(2ycos (x))2 +4ycos(x) (1 +y2))

4sin’ (x) (1 +2ycos(x) +3)2)2
_ RP(x)(1+2ycos(x) 4—3.)2)2
 4sin? (x) (1 +2ycos(x) +}’2)2

R 2
B (ZSin(x)) ' (4.32)

Aufgrund der Kreisform hat diese Impedanz den Namen Z-ARC von dem englischen Wort arc fiir
Kreissegment erhalten. Die Kurve des ZARC im Nyquist-Diagramm beginnt bei dem Punkt (R;0)
fir w = 0 und laduft im Limes w — oo gegen den Uhrzeigersinn zum Ursprung. Die Strecke zwischen
diesen beiden Punkten heiflt Kreissehne und hat die Lange R. Die Segmenthohe ist der grofite Ab-
stand eines Punktes auf dem Kreisbogen zur Kreissehne. Sie wird durch den Schnittpunkt der Mittel-
senkrechten der Kreissehne konstruiert und liegt im Nyquist-Diagramm auf der Geraden mit der
Gleichung Re[z] = §. Die Segmenthéhe nimmt den Wert X tan (%) an. Dieser wird fiir ®*RK = 1

erreicht, denn es gilt,
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sin (%7
5—i5 (2 ) :B—iBtan(ch) (4.33)
2 2 4

V4 “RK =1) = B S Al
ARC((U ) l+cos(%rc) 2 2

unter Benutzung der Identitat

tan(z): M (4.34)
2) 1l+cos(v)
Zudem ist der Mittelpunktswinkel
R
y =2arctan + =ar. (4.35)
2tan(%n)

Dies ist der Winkel zwischen Anfang und Ende der Kreissehne zum Kreismittellpunkt. Mit dem

anR

Mittelpunktswinkel und dem Radius ergibt die Bogenldnge -~ (27)"
2

Im ZARC-Element gibt der Parameter « die Lage des Kreismittelpunkts an und bestimmt dadurch
gleichzeitig den Radius. Variiert & von 1 nach 0, so wandert der Kreismittelpunkt von der x-Achse

immer weiter in positiver y-Richtung und somit wachst auch der Radius an.

Analog zum konstanten Phasenelement, gibt der Parameter K eine Geschwindigkeit an, mit der die
Kurve durchschritten wird.

Als weiterer Parameter wird der Winkel ¢ zwischen einer Parallelen zur x-Achse durch den Kreis-

mittelpunkt und einem Punkt auf dem Kreissegment definiert, vgl. Abbildung 4.2

ZARC '
3
oy
2 0f
|
M, ?
1
0 IR R
Re[Z(w)]

Abbildung 4.2: ZARC-Element mit dem Winkel ¢ am Mittelpunkt.
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tan( ) _ —-Im [ZARC (a))] +Ma,y
?)” Re[Zarc (@)] - Max
a)“RKsin(%T() R+ R
1+2w%RK cos( 1) +(w*RK)? 2tan(4n)
- 1+a)0‘RKcos(%7z) R
2

lJrZa)C'RKcos(%7‘z)+(w‘YRK)2

20" RKsin (§70) + s )(1+2waRKcos( 1) + (" RK)?)

2+ 2w RK cos (§7) - (1+2w? RK cos ($ ) + (w*RK)’

sin?(4
(14 (@RK)?) sy 2 RKtan(lgn)(cos((gf:))+cos(‘;n))
) 1-(w*RK)?
(1+(w“RK)2)cos(%n)+2w“RK
- ; . (4.36)
(1—(a)“RK) )sin(%n)
Anhand der Grenzwerte
1+ (w*RK)")cos(%4m)+2w*RK
lim tan (¢) = lim ( ( ) ) (5m) = 1a :tan(———rc) (4.37)
w—0 w—0 (1_(waRK ) n(%n) tan(jn) 2 2
1+ (w*RK)?)cos (2m) +20*RK
lim tan(¢)= lim ( (@ ) ) 2(2 ) ¢ =- " :tan(—+—ﬂ) (4.38)
w—oo w=oo (1—(a)0‘RK) )sin(%n) tan(jn) 2 2

wird ¢ auf das endlich breite Intervall [% -3 + %T(] beschrankt. Der Umgang mit dem beschrank-
ten ¢ ist intuitiver, als die Formulierung mit der Frequenz, die Werte auf ganz Rg annimmt. Die
Bestimmung des Ausdrucks x = w*RK bei gegebenem ¢ erfolgt durch
1+x?)cos(%m)+2x
tan((p):( )2 .(20()
(1 -X )sm(f‘()

Oz(cos(jn)-ktan((p)sm )x2+2x+(cos tan( (p)sin(jn))
)

—2:!:\/4 4 cos(% ) +tan (@) sin (%) (cos 27) —tan ( (p)sin(%n))
Z(COS(% )+tan((p)s1 (4m ))
—11\/1 cos? (%m) +tan ((p)sinz(%n)

cos(4m)-tan(¢)sin(%n)

14 \/sin2 (4m) (1 +tan? (({)))

) cos(4m)—tan(¢)sin(%m)

X1,2 =

51n( 7'()
_ “cos(g)
cos(%m)-tan(¢)sin(%n)’

(4.39)
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Bei der weiteren Rechnung ist zu beachten, dass a € [0;1] und somit sin(%rc) > 0. Zudem ist aufgrund

obiger Argumentation 0 <x <1 falls p € [Z - 2m; 2] und x> 1 falls ¢ €[ %; Z + 7). Folglich gilt:

—liSin(%n)
oy fir g e [ - 273 7]
X124 = cos(%n)—t:;((gls)in(%n) Pelz—27072
_1i 7C052((p) . e e a
cos(%m)-tan(¢)sin($ ) fiir ¢ € [5; 27 ET(]
—cos(¢q)xsin($m) . P o
_ cos(q))cos(%n)+sin((;)sin(%n) fiir ¢ € [7 - %T(’ 7]
- cos(¢p)xsin( 4 .
—cos(p) cos(%n)—sinz(q))sin(%n) Fiar Pe [%' % * %71]
—cos(¢@)xsin($n) .. )
Tt am - firec[-gm] (1.40)
"] —cos(¢)*Fsin($n) .. . )
cos((p—%ﬂ)2 fir ¢ € [%,%4-%7‘(]
mit den Identitaten
1 =sin?(a) +cos® () (4.41)
cos(a =) =cos(a)cos(B)Fsin(a)sin(B). (4.42)

Die beiden Gleichungen in (4.40) sind identisch, wenn in der oberen Zeile das obere Rechenzeichen
und in der unteren Zeile das untere Rechenzeichen im Zihler verwendet wird. Aufierdem ist dann

der Ausdruck auf dem Intervall [Z - $7;Z + 27| nicht-negativ. Demnach gilt bei gegebenem Winkel

%

a

sin(jn) —cos(qo)'
cos ((p - T()

Zu den Winkeln ¢ € [Z - 9752 | und ¢ = t— ¢, die symmetrisch zum Winkel Z liegen, gehéren die
Ausdriicke w{ RK und

w*RK = (4.43)

N

sin(4m) - cos (¢2) ~ sin(4m) - cos (7 —¢1)

cos((pz— %TC) - cos((n—(Pl) - %”)

w5 RK =

sin(%n) +cos(<p1)

—cos((p1 + %n)

~ sin(%n)+cos((p1) sin(%n)—cos((pl) cos((pl—%n)

—cos (@1 +%m) cos (@1 - §m) -sin(%n)—cos((pl)

sinz(%rz)—cos2 (1) cos (@1 - 4m)

) —cos (1 + %) cos (p1 - %) . sin(4m) - cos(¢1)

_ .COS((PI_%”) L (4.44)
sin(§m)-cos(¢1) @{RK
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denn es gilt nach (4.42)
cos (g1 + S ) cos 1 - S
:(COS((pl)cos(jn)_sm(gol)sin(’;‘n))(cos(q)l)cos(jn)+sin(<p1)sin(‘2“n))
:cosz((pl)cosz(%n)—sinz((pl)sinz(%n)
:cOSZ((pl)(l_smz(‘;‘n))_sm (p1)sin? (%)
~cos? (1) - (sin® (1) + cos® (1) )sin? 5 )

= cos® (gol)—sinz(%rc). (4.45)

Daher liegen alle Frequenzen, mit ¢ € [(p1 3T — (pl] im Nyquist-Diagramm, im Intervall [a)l; ﬁ wll]
RK)«

4.5 Verhalten im Zeitbereich

Das zeitliche Verhalten des ZARC-Elements kann generell mit Hilfe der inversen Laplace-Transformation

berechnet werden, denn es gilt laut (2.9) der Zusammenhang

U(t) = (fl (Z(2)} *1) (t) = (1 N {Z(z)}) (1)
- [ £{z@}o- 1 (t-) df (4.46)
0

zwischen einer Stromanregung und der Spannungsantwort. Zur Bestimmung von £~} {Z (z)}(z)
wird hier nicht der direkte Weg gegangen und die inverse Transformation ausgefiihrt, sondern es
wird eine Funktion im Zeitbereich gesucht, deren Laplace-Transformierte das ZARC-Element ist.

Zur leichteren Berechnung wird statt des ZARC-Elements die Funktion

b
HORE :’b _ (4.47)

verwendet, mit a,b € R. In der Mathematik wird gerne vom educated guess gesprochen, wenn eine sehr

spezielle Formel zufillig erraten wird. Hier wird

a— — ta "
£(t)=at 1;((””))( b) (4.48)
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gewihlt und behauptet, dass F (z) die zugehorige Laplace-Transformierte ist. Bei der nachfolgenden
Berechnung wird die Gammafunktion

T (x)= f ety (4.49)
0
fur x > 0 und die geometrische Reihe
I _ >ox" (4.50)
l-x ;%

fur |x| < 1 verwendet. Die Laplace-Transformierte von f () ist somit

F(2)=2{f (O}

_ r —zt a-1 = 1 ta "
_O/e at ,;)F((n+l)a)( b) dt

— < 1 ozt (n+1)a—1d
a,;(—b)"I‘((nJrl)a)fo ¢! g

—ay L [ ()" D1 4 (21
0 (-0)"T((n+1)a) Z(ntl)a-1 2

= 1 I((n+1)a)
—ag( b)'T((n+1)a) z(mha

ad 1 a(—b) e 1
—a(=b
a( )Z( b20) (<bz?)" | —bz® n;)(—bz“)"
ab 1 ab
_ab _ 4.51
bz"‘l—_blza 1+bz® (4.51)

wobei(1+n)a>0f1"1ralleneN,d.h.a>0und|7bl7

<1 und daher |bz%| > 1 gelten muss. Somit ist die
Berechnung fiir grofie Frequenzen richtig und dadurch wird das Verhalten fiir kleine Zeiten korrekt
abgebildet. Das Integral und die unendliche Summe durfen in der Rechnung vertauscht werden, da
die Funktionenfolge f; (t) mit

1 )"
t)=at®! — | 4.52

fi(8)= nZOF((n+1)a)( b) ( )
gleichmiBig gegen f (t) konvergiert. Der Grund hierfir ist die Gammafunktion im Nenner. Diese
hat die Eigenschaft I'(x+1) = xI' (x) und ist fur x € N die Fakultdt von x. Demzufolge ist der Beitrag
aller Summanden mit # > N kleiner als jedes beliebige ¢ > 0 und demnach konvergiert f; (¢) auf
beschrinkten Intervallen gleichmiBig gegen f (t) [122].

Die Summe in (4.48) ist die Mittag-Leffler-Funktion

xk

Eq (x) = i

2 TG Da) (4.53)
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Sie wurde von dem Mathematiker Magnus Gosta Mittag-Leffler in einer sechsteiligen Serie [123] [124]
[125][126][127][128] diskutiert und in [129] verdffentlicht. Die Funktion ist eine Verallgemeinerung
der Exponentialfunktion und wird haufig im fractional calculus verwendet [122]. Im Fall @ =1 ist sie
die Reihendarstellung der Exponentialfunktion, wobei die Identitdt ' (n+1) =n! fir n e N gilt,

xk > xk

Im Vergleich von (4.51) mit dem ZARC-Element (4.29), folgt a = & und b = RK. Damit ist die inverse
Laplace-Transformierte des ZARC-Elements

1 & 1 o\
LUz =f®) ==Y —[-—] . 4.55
@ o= % ot (k) (459
Hierdurch wird die Spannungsantwort auf einen Stromsprung mit der Amplitude Iy zu

UARC(t)=($_1{ZARC(Z)}*1)(t)
:[X_I{Z(Z)}(f)l()@(t—f) df
0
t 0o fa n ;
Of B REr )(RK) o
S (_1)11 t~(71+1)a—1 z
,;)(RK)"F((n+l)a)b[t at

e ( 1)” . t(n+1)a
20 (RK)'T((n+1)a) (n+1l)a

N\o

N\o“

1)”t(n+1)a
K) F((n+1)a+1)

(4.56)

N\o

wobei I' (x+1) =xT (x) fur die Gammafunktion ausgenutzt wird. Im Fall & = 1 ist das ZARC-Element
identisch zu einem einfachen RC-Glied und demnach muss die Spannungsantwort auf einen Strom-

sprung die Form Rl (1 - e‘ﬁ) annehmen,
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Iji (_1)nt(n+1)a _@oo (_1)ntn+1
K (RK)'T ((n+1)a+1)| | RK 25 (RK)"T (n+2)

a=

Uarc (1)|,_, =

o _(__t n+1 o _[__t\"
n= .

oo_(_L)n oo_(_L)n
=Rl [1-1+Y —REL f-Rpp[1-1+) —REL
n=1 n! n=1 n!

oo (_L)" s
= RI, 1-%% :Rlo(l—e RK). (4.57)

Der Parameter K fiir @ = 1 entspricht einer Kapazitit C. In Abbildung 4.3 wird die Spannungs-
antwort fiir die Werte @ = 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.8, 0.9 und 1 gezeigt. Je kleiner «a ist, desto steiler steigt
die Kurve. Im Bereich 0 < & < 0.15 dhnelt der Verlauf fiir kleine Zeiten dem eines Spannungssprungs
mit anschliefender leicht ansteigender Spannung. Dieser Verlauf wird damit begriindet, dass sich

das ZARC-Element fir a - 0 wie ein Ohm’scher Widerstand verhalt. In diesem Fall ist der Span-

RI
1+RK "

nungshub

RI
/—/—_/
//———’___—_____’__
/%//’
7
S S —
J—
o _—
E LRI ;
52 2
a=1 ——
=09 ——
=08 —— |
=07 ——
a=0.5
=03 ——
=01 ——
0 1

K=

0 2(RK)®  4(RK)®  6(RK) 8(RK)e  10(RK)<

t

Abbildung 4.3: Spannungsantwort des ZARC-Elements auf einen Stromsprung der Grofie Iy mit verschiedenen Werten fiir a.
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4.6 Approximation des ZARC-Elements

In diesem Abschnitt werden zwei Approximationen des ZARC-Elements durch die serielle Verschal-
tung von RC-Gliedern vorgestellt. Ahnlich wie bei Buller [57] und Handschuh [67] erfolgt die
Annaherung aufgrund der Geometrie des ZARC-Elements im Nyquist-Diagramm.

Zuerst wird auf die Reihenschaltung zweier RC-Glieder eingegangen, sodass die Gesamtimpedanz
die Symmetrie des ZARC-Elements behalt. Darauf aufbauend werden zwei Approximationen ein-
gefithrt. Die Erste erfolgt mit unendlich vielen RC-Gliedern, die nur von drei Parametern abhangig
sind. Diese drei Parameter konnen iiber eine Formel direkt mit den Parametern des ZARC-Elements
verkniipft werden. Die zweite Approximation erfolgt mit nur drei RC-Gliedern und ebenfalls drei
Parametern. Der Zusammenhang zwischen diesen drei Parametern und den Parametern des ZARCs

erfolgt allerdings iiber einen Optimierungsalgorithmus.

Am Ende des Abschnitts wird die Transformation der Approximationen in den Zeitbereich ausge-
fuhrt und der Einfluss der einzelnen Parameter beschrieben. Insbesondere wird auf den Dampfungs-
parameter a des ZARC-Elements naher eingegangen.

4.6.1 Grundlegende Betrachtungen

Die Abbildung 4.1 zeigt, dass das ZARC-Element achsensymmetrisch zu einer parallelen Gerade
zur Imaginarteilachse durch den Punkt (%;0) ist. Die Symmetrie ist dadurch gewdhrleistet, dass

der Mittelpunkt M, = (%,m%(gn)) des Kreissegments ebenfalls auf der Spiegelachse liegt. Daher
2
muss die Approximation genauso achsensymmetrisch sein. Ein einfaches RC-Glied mit dem gleichen

Ohm’schen Widerstand R und der Kapazitat C hat die Impedanz

R R . —(wRC)R
+1

Z W)= - = .
ke (@)= 15 0RE 1+(wRC)’ 1+ (wRC)>

(4.58)

Das RC-Glied besitzt auch diese Symmetrie, da es einen Halbkreis im Nyquist-Diagramm beschreibt,
dessen Mittelpunkt (%; 0) ist. Dies ergibt sich aus den Gleichungen des ZARC-Elements, indem o =1
gesetzt wird. Nachfolgend wird im Nyquist-Diagramm der Winkel ¢ im Punkt (%, 0) zwischen der
Realteilachse in Richtung +co und einem Punkt der Impedanz definiert, vgl. Abbildung 4.2. Dieser
Winkel ist durch

-Im [Z(a))]

TRe[Z(w)]-% )

tan ((p)

gegeben. Der Vorteil dieser Schreibweise ist die Verkntipfung der Frequenz w € R{ eines halboffenen

Intervalls mit dem Winkel ¢ auf dem abgeschlossenen Intervall [0, 7t]. Fiir das RC-Glied gilt,

wR*C

-Im [ Zgc (w)] 1+(wRC)?
tan = =
) Relzrc@]-§ =i
2wRC 2wRC

) 2—(1+(a)RC)2) " 1-(wRC)? (460
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fur den Zusammenhang zwischen Winkel ¢ und Frequenz w. Mit Hilfe der Rechenregel des Tangens,

tan (2v) = m (4.61)

kann (4.60) zu
tan(%) — WRC (4.62)
¢ = ¢(w) = 2arctan (wRC) (4.63)

umformuliert werden. Damit erfolgt aus der frequenzabhidngigen Impedanz (4.58) die winkel-
abhingige Impedanz eines RC-Glieds,
R . —(wRC)R
= 2 2
1+(wRC) 1+ (wRC)

Zre (@) = Zgrc (w((P))

R . —tan(%)R
= +
1+tan?(2) ' T+tan? (2)

afso (5] (o (5)

:g(l +cos((p)—isin((p)):§(1+e_l¢) (4.64)

mit den trigonometrischen Rechenregeln

cos? (%) = HL;(V) (4.65)
sin(%)cos(g) = sinz(v)‘ (4.66)

Das Ergebnis aus (4.64) ist klar, denn es ist der Ausdruck fir einen Kreis mit Mittelpunkt (%;O) im
Nyquist-Diagramm.

Im weiteren Verlauf wird eine Gesamtimpedanz Z,pc (w) zweier seriell verschalteter RC-Glieder
konstruiert, die genau wie das ZARC-Element achsensymmetrisch ist. Der nachfolgenden Satz zeigt,
dass die Gleichheit der Ohm’schen Widerstande eine notwendige und hinreichende Bedingung ist,

um die Symmetrie der Gesamtimpedanz zu erhalten.

Satz:
Die Gesamtimpedanz zweier seriell verschalteter RC-Glieder ist genau dann achsensymmetrisch,

wenn die einzelnen Ohm’schen Widerstande gleich sind.

Beweis:

«

II<:
Seien R, C; und R_, C_ die Parameter der zwei RC-Glieder mit R, = R_ = % >0und 0< C,, C_
beliebig. Die zugehorigen Winkel ¢, und ¢_ werden zur gleichen Frequenz w geméf (4.63) gewihlt.
Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit @, > @_. Somit ergibt sich nach (4.64) fiur die Gesamtim-

pedanz
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R R . R . »
Zch(q0+,q0 ) Z(l +e 1(P+) 4 (1+€ Z(IL):Z(z_‘_e 1(P++e Z(p,)

4

12{(1+cos((p+;¢_).e‘i(p+;¢_) (4.67)

mit dem Winkel ¢ laut (4.59)

—Im [ZzRC ((P+;(P_)] (
tan (¢) = -
¢ Re [Zch (<P+: (P—)] -3 % (1 +Cos((’)+;(p‘)cos((p+;(p‘ )) R
)

:tan(<P+ - ) _tan(5)rtan(f) _ (@RCy)+(@R-C.) (4.68)
2 1-tan(%)tan(%) 1-(wR:Cyi)(wR-C-)
und der trigonometrischen Rechenregel
t v)+t
tan (v +p) = an(v) + tan (1) (4.69)

1-tan(v)tan (;4)

Die Achsensymmetrie zur Geraden durch den Punkt (% ;O) parallel zur Imaginarteilachse lautet

Z(w)+Z (@) =R, (4.70)

wobei der Strich das Komplexkonjugierte und @ die Frequenz des gespiegelten Punktes angibt. An-
hand des Winkels ¢ ist diese Frequenz folgendermafien zu bestimmen. Der spiegelsymmetrische
Punkt zum Winkel ¢ ist unter dem Winkel ¢ = 7w — ¢ zu finden. Es gilt daher

(wR;Cy)+(wR_C.)
1-(wR:+Cy)(wR-C-)

tan((ﬁ) :tan(rc—(p) = —tan((p) =—

_ @Ry @R _ tan(%)”an(%) —tan(%w ) (4.71)
1—@@ l—tan(T)tan((pz") 2

weil der Zusammenhang zwischen dem Gesamtwinkel ¢ und den Winkeln der einzelnen RC-Glieder
¢+ und ¢_ durch ¢ = (P” ?- gegeben ist. Ein Vergleich der einzelnen Terme in (4.71) ergibt

Px 1 1 (n go;)
tan = =tan| - - — 4.72
(2) wR-C; tan(Z) ™27 \&72)
und somit folgt
(ﬁi:TC—(pq:. (473)

Die Winkel wurden so gewdéhlt, dass ebenfalls ¢, > ¢_ gilt.
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Schliefilich kann mit den gewonnenen Ergebnissen die Achsensymmetrie bewiesen werden,

Zore (@) + Zare (@) = Zore (4 9-) + Zare (P, P-)

= R l+cos(&)~6_iw;w +B 1+cos A 'e”@;@
2 2 2 2

:B 1+cos((p+_(p_)-e_i(p+;(p_ +B 1+cos((p+_(p_)-ei”_"(p+;w_
2 2 2 2

:R(2+(cos(w)—cos((p+_(p_))eiwzq)):R. (4.74)
2 2 2

Sei Zyre (w) + Zore (@) = Zore ((p+,(p_) +Zyre ((ﬁ+,(ﬁ_) =R =R, +R_. Durch die gesonderte Betrach-

«

=
tung von Real- und Imaginarteil dieser Gleichung folgt

R R_ R . R_ -
Ri+R_= 7+ (1 +cos((p+)) + - (1 +cos(<p_)) + 7+ (1 +cos ((p+)) + 5 (1 +cos ((p_))

0=Ry4 (cos ((p+) +cos (([u)) +R_ (cos ((p_) +cos (qﬁ_)) (4.75)

und mit dem Additionstheorem fiir den Cosinus ergibt sich,

R+cos((er TP+ )cos((p+ —(p+) = —R_cos(w)cos((p_ —(p_)' (4.76)
2 2 2 2
Aus dem Imaginarteil folgt
0= R sin (g0+) _R sin ((p,) + Re sin (@4 ) + R sin (qﬁ,) (4.77)
2 2 2 2
und damit
RJrcos((PJr P+ )sin((PJr —(p+) = —R_cos((p_ TP- )sin((P_ B ) (4.78)
2 2 2 2
Wird nun (4.78) durch (4.76) geteilt, so wird die Relation
P+~ Pr = -~ P- (4.79)

zwischen den vier Winkeln erhalten. Eingesetzt in (4.78) ergibt sich folgender umgeformter Zusam-

menhang

P—+P-
Ccos (72 )

R, =-R_ e ) = konstant, (4.80)
2

COS (

der fiir alle variierenden Winkel ¢., ¢_, ¢, und @_ konstant ist. Aufgrund der Form des Cosinus
ist der Bruch nur konstant, wenn die Argumente identisch, oder um ganzzahlige Vielfache von 7
verschoben zueinander sind. Dies bedeutet, dass der Bruch +1 ergibt. Da die beiden Ohm’schen Wi-
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derstande positiv sind, muss der Bruch -1 ergeben und dadurch gilt
R, =R_ (4.81)
unabhingig von der Wahl der Kapazitdten. q.e. d.

In Abbildung 4.4 wird der rechnerische Zusammenhang der Winkel ¢ = % von (4.68) geome-
trisch bestatigt.

N[

ZrRC

=

—-Im [Z (a))]

Abbildung 4.4: Geometrische Addition der Impedanzen Zg, ¢, und Zg_c_. Auf den jeweiligen Impedanzenkurven sind die
gleichen Frequenzen markiert.

Anmerkung zur Gleichung (4.70): Die Gleichung driickt die Spiegelsymmetrie aus. Anschaulich gibt
diese Relation an, dass die Imaginarteile gleich sind und die Realteile zum Wert % den gleichen

Abstand haben. Dabei ist der eine Realteil kleiner gleich und der andere Realteil grofer gleich %

Der obige Satz zeigt die Bedingung fir eine symmetrische Gesamtimpedanz zweier seriell verschal-
teter RC-Glieder, jedoch gibt er keine Auskunft dartiber, welchen Einfluss die jeweiligen Kapazitdten
besitzen. Es wird angenommen, dass die Ohm’schen Widerstainde R, = R_ = % erfilllen. Zudem wird
die Gesamtimpedanz zur Frequenz w = ﬁ analysiert, da dieser Punkt gemaf (4.68) unter dem
Winkel ¢ = 7 erscheint. Die Impedanz lautet deshalb

Z)rC ((p = %) = g (1 +cos((p+;(p_)e_i§) = g (1 —icos((p+;(P_ )) (4.82)

und die einzelnen Winkel ¢, und ¢_ sind

o 2 C,
tan(%£)z — = R,C.=+/5E 483
an( 2) RV =+ Vs (4.83)
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woraus der Zusammenhang zwischen den beiden Winkeln folgt,

%) sty (")
tan(z)—tan((pz) tan 2

Pr=T—P_. (4.84)

Falls die Kapazitaten C. und C_ ungefahr gleich grof sind, so folgt, dass auch ¢, ~ ¢_ ist. Damit
geht der Cosinus in (4.82) gegen 1 und die Gesamtimpedanz gleicht der eines einzelnen RC-Glieds
im Nyquist-Diagramm. Gilt jedoch C, > C_ so weichen die einzelnen Winkel stark voneinander ab
und der Cosinus geht gegen 0. Somit entsteht ein nach unten gerichteter Peak und die einzelnen
RC-Glieder sind immer deutlicher zu erkennen, je weiter die Kapazitaten voneinander abweichen,
vgl. Abbildung 4.5 (b).

Zur genaueren Beschreibung dieses Effekts wird eine Referenzkapazitdt C eingeftihrt und ein Maf3
B, das die Abweichung der beiden Kapazititen C, und C_ voneinander angibt. Aus Griinden der
Symmetrie wird der Schnittpunkt der Gesamtimpedanz mit der Symmetrieachse bei der Frequenz
w= % gewihlt. Dieser Punkt erscheint unter dem Winkel ¢ = 7. Der Winkel § wird als Abweichung

P+—p-=2p (4.85)

definiert. Demnach folgt aus (4.84) und (4.62)

¢
(Pizziﬁ (4.86)
Ci= 11 tan((pi):2Ctan(niﬂ). (4.87)
L RE 2 4 2

Der Winkel g liegt im Intervall [ 0;Z ). Der Fall = Z ist ausgeschlossen, da dies bei den Kapazititen
zu einem Kurzschluss C; = +oo und zu einer Offnung des Stromkreises C— = 0 fithren wiirde. Mit

dieser Wahl lautet die Gesamtimpedanz
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Zsre (w)

B R, . R_
" 1+iwR,C; 1+iwR_C_

R+(1_lﬂ)R+C+) R_ ( 1-iwR_ C )

1+(wR,Cy)? 1+(wR_C_)?
_ R+ + R_ 4 —R+ ((I)R+C+) -R_ ((I)R C_ )
1+(wR.Cy)? 1+(wR_C.)> \1+(wR.Cy)? 1+(a)R c.)?

B Ry +R_+R, (wR_C_)*+R_(wR.C,)’
1+(wR:Cy)* +(wR-C_)* + (wR,C,)* (wR_C_)?

,; R+ (@R.Cy) ~R_(wR_C.) - R, (wR.C.) (wR-C_ )2 =R_(wR_C_) (wR,Cy)?
1+(wR,Cy)?* +(wR_C_)*+ (wR,C;)?* (wR_C_)?

B Ry +R_+R, (wR_C_)*+R_(wR.C,)’
1+ (wRyCy)2 + (wR-C_)? + (wR,Cy )2 (wR-C_)?
L ~Ri (wR+Cy) - R_(wR-C-) - (wR+Cy) (wR-C_) (R4 (wR-C_) + R_(wRCy,))
1+ (wR:Cy)? +(wR_C_)* +(wR,Cy)* (wR_C_)?

R+1§(wRCtan(Z+§))2+§(a}RCtan(’Z—§))2
_1 (wRCtan(% ﬁ))z (a)RCtan(% g))z-r(wRCtan(Z-r ))z(a)RCtan(Z—g))z

N

_g(a)RCtan(%+§)) (a)RCtan(% g))
+1
1+(a)RCtan(Z+§))2+(wRCtan(Z—/;))2 (wRCtan(Z+§))2(wRCtan(’Z—§))2
—15(wRCtan(Z+§))(wRCtan(Z—§))( wRCtan(Z—g))+((uRCtan(’Z+§)))
+i
+(a)RCtan(Z+’;))2+(wRCtan(’i—’;))2+(wRCtan(Z+§))2(wRCtan(’I—§))2

_g(wRC)3(tan(% + g)tan(% - )) (tan(% + g) +tan(% - %))

(a)RC)

2 1+sin(B) R
R+R(wRC) <osZ(§) ") (wRC) - Cos(ﬁ

- in? in
1+2(a)RC)21:§Sz(é§)+(wRC)4 1+2(wRC)2“S (ﬁ + (wRC)*
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. Rcos? (B) +R (wRC)* (1 +sin’(B))
~cos?(B) (1+(wRC)*) +2(wRC)? (1 +5in’ ()

~Rcos () (wRC) (1 + (wRC)z)
cos?(B) (1 + (a)RC)4) +2(wRC)? (1 +sin? (/5))

+1

B Rcosz(ﬂ)+R(a)RC)2(2_Cosz(ﬁ))
cos? (§) 1+ (@RC)') + 2(wRCY? (2-co )

-Rcos (/3) (wRC) (1 + (a)RC)z)
cos? () (1 + (wRC)4) +2(wRC)? (2—cos2 (ﬁ))

+1

Reos? () (1- (a)RC)z) +2R(wRC)?
"~ cos?(B) (1-2(wRC)” + (wRC)*) + 4 (wRC)?

~Reos (B) (wRC) (1 +(wRC)?)

+ic052 (B) (1 ~2(wRC)? + (a)RC)4) +4(wRC)?

Reos? (B) (1 - (a)RC)Z) +2R(wRC)*  -Rcos(B) (wRC) (1 + (a)RC)Z)
+1

cos? (B) (1 - (wRC)2)2 +4(wRC)®  cos?(p) (1 - (a)RC)z)z +4(wRC)?
und der zugehorige Winkel

-Im[Zyre (0)]  (wRCy)+(wR-C.)
Re[Z(w)]-® 1-(wRiCy)(wR-C-)

(wRCtan g ) (a)RCtan g)) . 2wRC 1
1- (a)RCtan(% g))(a)RCtan(% %))_(1—((0RC)2)COS(/3)

tan((p) =

unter der Verwendung der folgenden Rechenregeln

(4.88)

(4.89)

(4.90)

(4.91)

(4.92)

Fir w = E erscheint wie erwartet der Winkel ¢ = %. Die Frequenz @, die im obigen Satz den

Punkt im Nyquist-Diagramm angibt, der achsensymmetrlsch zu Zyre (w) liegt, erfiillt die Bedingung

(wRC)(@RC) =1, denn
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N o ~ 2wRC (O 1
tan (@) =tan (- @) =—tan(¢p) = (1—(a)RC)2) cos (B) - (leC)z cos (B)
2wRC 1
_ ' 4.93
(= (o) -

Die Abbildung 4.5 (a) zeigt die Impedanz zweier einzelner RC-Glieder sowie deren serielle Verschal-

tung im Nyquist-Diagramm. In der Abbildung 4.5 (b) sind die Gesamtimpedanzen fiir unterschied-
liche Werte von g dargestellt.

1 ZrRC 1
2 . Zrc ——
2+Zricy ——
2
(a) N |
g s
T
£ep
3
IR R
1 i
2
3
(b) N |
é s
|

Abbildung 4.5: (a) Addition der Impedanzen Zg, ¢, und Zp_c_ zur Gesamtimpedanz Z,p fiir § = 0.2, die gekennzeichne-
ten Punkte sind bei der Frequenz w = 7.

(b) Die Gesamtimpedanz Z, g fur unterschiedliche .
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Zur Vervollstindigung, wird hier mit (4.87) die Berechnung der Referenzkapazitit C und der Ab-
weichung f8 aus den einzelnen Kapazitaten C, und C_ angegeben,

VCiC_

C= 5 (4.94)
tan(n+ﬁ): & (4.95)
4 2 C-

Der Parameter § weicht umso mehr von 0 ab, je grofSer das Verhaltnis der beiden Kapazitaten zuein-

ander ist.
Zwei RC-Glieder werden ein Paar genannt, wenn sie den Satz erfiillen.

Im weiteren Verlauf wird nun untersucht, welche Bedingunen zwei Paare erfiillen miissen, sodass
im Nyquist-Diagramm die Impedanz der seriellen Verknlipfung wiederum achsensymmetrisch ist.

Hierzu wird folgendes Lemma genutzt:

Lemma:
Seien R, C, f und R/, C’, B’ die Parameter, die nach (4.88) jeweils ein achsensymmetrisches Paar
beschreiben. Hierbei sind C und C’ die jeweiligen Referenzkapazititen. Die serielle Verknupfung

zweier Paare ist genau dann achsensymmetrisch, wenn folgendes erfiillt ist,

RC=R'C". (4.96)

Beweis:

«

»=

Seien w und & die zwei Frequenzen zu zwei achsensymmetrischen Punkten des RC-Gliedes R, C, f.

Um die Achsensymmetrie der seriellen Verkniipfung der beiden Paare zu zeigen, muss

Zorc () + Zogrcr (0) + Zoge (@) + Zopicr (@) =R+ R’ (4.97)

gelten. Da die Frequenzen zum Paar R, C, f gewéhlt wurden, erfiillt das Paar die Achsensymmetrie
(4.70) und es bleibt

Zorecr (W) + Zoprer (@) =R (4.98)

zu zeigen. Hierzu werden der Imaginar- und der Realteil getrennt voneinander betrachtet. Der Ima-

gindrteil aus der oberen Gleichung verschwindet, woraus laut (4.88)

R’cos(ﬁ’)(a)R’C’)(l+(wR’C’)) ) R'cos (p') (@R'C ')(1+(@RICI)2)

cosz(ﬁ’)(l—( R'C’) ) +4(a)R’C’ cos2 (1 (@R’C’) ) +4(a)R’C’

=0 (4.99)

folgt. Da es eine Funktion 4. Grades ist, gibt es maximal vier unterschiedliche Losungen fiir @. Neben
@ = w wird die weitere Verkniipfung (wR'C’) (@R'C’) = 1 abgeleitet, denn die obige Gleichung kann
ebenfalls als
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R'cos(p') (wR'C ,)(1+(“)R,CI)2) _ Rlcos(ﬂ,)(algj[c,)(m+l) (4.100)

2
cos? (B (1 (wR'C) )+4(wR’C’)2 Cosz(ﬁ')(m_l) 4

1
(@R’ C")?

geschrieben werden. Die beiden weiteren Losungen werden nicht beachtet. Sie existieren nur, wenn
B’ > ist. In diesem Fall besitzt die Impedanz im Nyquist-Diagramm zwei identische lokale Minima
im Imaginarteil und deshalb kann es zwei oder vier Impedanzwerte mit dem gleichen Imaginarteil
geben, vgl. Abbildung 4.5. Da Punkt und Spiegelpunkt eindeutig sind kann mit dem Realteil von

(4.98) der richtige Zusammenhang gefunden werden,

R'cosz(/j’)(l—(wR’C’)z)+2R’(wR’C’)2 R’cosz(/ﬂ’)(l—(d)R’C')Z)+2R’(cDR’C’)2
5 + 5 =R'.  (4.101)
cos? (') (1= (wR'C")?)" +4(wR'C')? cos? (') (1= (@R'C")?)" +4(aR'C')?

Im Fall @ = w folgt demnach

R’ cos? (ﬁ,) (1 _ (@R’C’)Z) +2R/ (J)Rlcl)z R (4.102)

cos? (') (1 - (cDR’C’)z)Z +4(0RC')?

was nur wahr ist, wenn (@R'C’) = +1. Daher folgt (®R'C’) = +1 und damit liegt der betrachtete Punkt
direkt auf der Spiegelachse, wo Punkt und Spiegelpunkt zusammenfallen. Denn die Impedanz nimmt
hier den Wert

Zorrcr (((I)R'C’) = 1) = % (1-1) (4.103)

an.
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Im Fall (wR'C’)(@R'C’) =1 wird (4.101) zu

R cos? (B') (1 - (wR’C’)2) + 2R (wR'C’)  R'cos? (B') (1 - (a")R’C’)Z) + 2R (oR'C’)
+
cos? (B') (1 - (wR’C’)2)2 +4(wR'C")? cos? (B') (1 - (J)R’C’)z)2 +4(OR'C")?

R'cos? (p') (1 - m) 2R ) R'cos?(p') (1 - ((I)R’C’)z) +2R (oR'C')?
2(p! 1 ? 1 cos2(ﬁ’)(1—(@R’C’)2)2+4(d)R’C’)2
cos (ﬁ )(1 - ((DR’C’)Q) + 4((I)R’C’)2

R’ cos? (B) ((@R’c’)4 - (@R’C’)z) +2R'(0R'C")’

cos? (B') (((;)R'C')2 - 1)2 +4(OR'C")?

R'cos?(p') (1 - (@R’C’)z) + 2R (aR'C’)?
+

cos? (p') (1- (cDR’C’)z)Z +4(aRC")?

R cos? (B') (1 —2(oR'C') + (cDR’C’)4) +4R' (@R'C')’

cos? (B') (1- (a”)R’C’)z)z +4(OR'C")?

2 2 2
R’cosz(ﬁ')(l—(cDR'C’) ) +4R'(@R'C")
= > =R (4.104)
cos? (B') (1~ (@R'C")?)" +4(aR'C)?

Somit gilt der Zusammenhang (4.93) (wR'C’)(@R’C’) = 1 und zusammen mit der angenommenen
Relation (wRC) (@RC) =1 folgt damit

RC=R'C’ (4.105)
"c «
Trivial.
Die Annahme eingesetzt ergibt die Rechnung wie in (4.98). q.e.d.

4.6.2 ZAPP - Approximation mit unendlich vielen RC-Gliedern

4.6.2.1 Betrachtung im Frequenzbereich

Im vorhergehenden Abschnitt werden die Bedingungen an zwei seriell verschaltete RC-Glieder und
zwei seriell verschaltete Paare bestimmt, die eine achsensymmetrische Gesamtimpedanz im Nyquist-
Diagramm darstellen. Allerdings zeigt Abbildung 4.5 (b), dass die Gesamtimpedanz eines Paares fiir
zunehmende Werte von  immer mehr von der Form eines Kreissegments abweicht. Aufgrund dieser
Ergebnisse wird nachfolgend ein Modell zur Approximation des ZARC-Elements entwickelt, das aus
unendlich vielen seriell verschalteten RC-Gliedern besteht und nur auf der Variation der Kapazi-
taten beruht. Das Modell mit dem Namen ZAPP, von Z fiir Impedanz und APP fiir Approximation
ist auf den geometrischen Eigenschaften des ZARC-Elements im Nyquist-Diagramm begriindet.
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Es ist analytisch berechenbar und in den Zeitbereich transformierbar. Dariiber hinaus verbinden
eindeutige Gleichungen die Parameter des ZAPP mit den Parametern des ZARC-Elements. Durch

diesen Zusammenhang kann der Dampfungsparameter o des ZARC-Elements interpretiert werden.

Die Approximation erfolgt zundchst mit 2N + 1 seriell verschalteten RC-Gliedern, deren Impedanz
wie das ZARC-Element achsensymmetrisch sein soll. Im weiteren Verlauf besteht ein Paar aus den
zwei RC-Gliedern mit den Parametern R_,, und C_,, bzw. R,, und C,,.

Nach dem Satz und dem Lemma in 4.6.1 gelten folgende Bedingungen fiir die 2N +1 RC-Glieder:

N
(i) Die Summe aller gleichen Ohm’schen Widerstiande ergibt R, d. h. Y. R, =R, mit R, = R,, fiir
n=—N
-N<nm<N.

(ii) Zur Bewahrung der Achsensymmetrie ist R,,/C,C_; = Ryyn/CC_y, fur —-N <n,m < N.

(iii) Die Frequenz w = % wird so gewahlt, dass der Realteil der zugehorigen Gesamtkapazitat
Re [ZN (w = %)] = % ist.

Demnach folgt aus (i) und (ii) die Achsensymmetrie und (iii) legt die Frequenz fest, zu der die Ge-
samtlmpedanz und jedes Paar die Symmetrieachse schneldet. Daher ist im Nyquist-Diagramm bei der
Frequenz w = 5~ der Winkel der Gesamtkapazitat ¢ = 7. Die Paare werden entsprechend des Satzes
und deshalb gemaB (4.87) so gebildet, dass sie im Nyquist—Diagramm zur Frequenz w = % jeweils
die gleiche Abweichung zum Winkel ¢ = 7 besitzen, wobei ein Winkel kleiner und ein Winkel gréfSer
7 ist. Zusétzlich werden die Paare so gewahlt, dass die Abweichung in dquidistanten Schritten von
B nach 0 abnimmt. Dies dient bei der Verwendung von vielen Paaren zur Konstruktion einer Kurve
ohne Oszillationen im Nyquist-Diagramm, deren Imaginarteil nur ein lokales Minimum annimmt.

Somit lauten die einzelnen Ohm’schen Widerstinde und Kapazitaten nach (i), (ii), (iii) und (4.62)

R
Ry=—— 4.106
"T2N+1 ( )
Cy= 11 tan(n+n-ﬂ) (2N+1)Ctan(+ ﬁ) (4.107)
cRn 4 N 2 4 N 2

mit —-N <n < N. Das RyCy-Glied wird nur aufgrund der leichteren Schreibweise mit aufgefiihrt. Es ist

genauso wie die anderen Paare achsensymmetrisch, denn es erfiillt RyCy = Ror/CoCo = Ry/C—,Csyy
fur alle 1 <n < N. Aus diesem Grund ist die serielle Verschaltung aller 2N +1 RC-Glieder achsensym-
metrisch und hat die Gesamtimpedanz

Zn (w) = i R
Wi 1+i(wR,Cy)
N 1-i(wRC)tan( % + £ - 4
R
- (54 2). (4.108)
N 2N +1 14 (RC)? tan? (3+%-5)
Die zugehorigen Zeitkonstanten
Tn—RnCn—RCtan(Z+N g) (4.109)

liegen aufgrund des Tangens ungleichmafig im Intervall [RCtan (% - g) ;RCtan (% + g)] verteilt.
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N —

e

-Im [Z (w)]

0 1 1 1

0 iR 3R
Re[Z(w)]

Abbildung 4.6: Impedanz Zy (w) mit 2N + 1 RC-Gliedern fiir verschiedene N und g = 0.457.

In Abbildung 4.6 wird die Impedanz fiir verschiedene Anzahlen von RC-Gliedern mit § = 0.457 im
Nyquist-Diagramm gezeigt. Der Fall N = 0 ist ein einfaches RC-Glied, wahrend bei N =1 die Oszil-
lationen der Kurve noch deutlich zu erkennen sind. Mit zunehmendem N werden die Schwingungen
immer kleiner. Um eine glatte Kurve zu erhalten und um (4.108) analytisch zu bestimmen, wird der
Limes N — co von Zy (w) gebildet. Der Ausdruck wird als ZAPP definiert,

Zapp (w) =I\}i_{I;OZN(w)

N R 1—i(wRC)tan(E+ .
= lim

D 4
N—eo, t2g 2N +1 1+(a)RC)2tan2(%+ L.

Z|=
N
~

z|
[S]eN
SN—

_le l—i(wRC)tan(%+§x) i
27 1+(mRC)2tan2(%+§x)

n, b
3t3

R 1-i(wRC)tan (x)
= — d )
ﬁn'_[/s 1+ (a)RC)ztan2 (x) * (4.110)
Mit Hilfe von
f acos? (x) +2Bsin(x)cos (x) + 7/sin2 (x) dx
acos? (x) +csin® (x)
(a—y)x—ﬁlog(acosz(x)+csin2(x)) ya-ac -
= — + Jaca-0) arctan(\/;tan(x)) (4.111)

aus der Integraltafel von Grobner und Hofreiter [130], kann ZAPP ausgerechnet werden.
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Die einzelnen Teile sind

n, b
3t3

R
Re [ZAPP((U)]— hm Re ZN((U) ﬁfﬁ 1+(wRC) tan? )dX

i

B
’ cos? (x)
cos? (x) + (wRC)?sin? (x)

[NTR=N

+

iR

R _
B|1-(wRC)*> 1-(wRC)?

5 arctan ((wRC)tan (x))]

(R
[SlpeS

N\m

)
arctan(wzzcnan(w))))

=R ! - (@RC) arctan((wRC)tan(Z+§)(wRC)tan(Zg)))

Hk\:!

R( 1 - (wRC) (arctan((wRC)ta (

1-(wRC)®  (1-(wRC)*)p

1-(wRC)®  (1-(wRC)?)p L+ (@RC) tan(3 + L) tan (3 - )
-R 1 _ (wRC)
1-(wRC)? (1—(wRC)2)ﬁ
xarctan | (wRC sin(p)
arcta (( R )cos(%+g)cos(%—§)+(ch)25in(%+§)(%_§)
_ ( 1
| 1-(wRC)?

—arctan( (@RC)sin (ﬁ) )
(1 - (wRC)2)ﬁ %(cos (ﬁ) +cos(%)) + % (cos(ﬁ) —cos(%))

) 1 ) (wRC) tan 2(wRC)sin(B)
R(l(wRC)2 (1—(wRC)2)ﬁa cta ((1+(wRC)2)coS(ﬁ)))

_R 1+(a)RC) 2(wRC) retan _ 2(wRC)
_ (1 1-(wRC)’ (1—(a)RC)2)I3aCta ((1+(wRC)2)tan(ﬁ))) (4.112)
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und

B

2

(wRC) tan(x)
+(a)RC) tan? (x)

R it
Im[Zape ()] = lim Im[Zy ()] - ﬁ[ﬁ

s

4

(/=)

s
T+

R 2(wRC)sin (x)cos (x)
2ﬁl_ cos? (x) + (wRC)*sin? (x)

(1o

R (wRC)
28 (1 —(a)RC)z)

log (Cos2 (x) + (wRC)?*sin? (x))]

_R (wRC) log cosz(%+§)+(wRC) sin (%+§)
2 (1—(wRC)2)/3 cosz(% %) (wRC)?sin (% g)

_R__ (wRC) o 1+cos(%+/j)+(wRC)2(l—cos(%+ﬁ))
2 (1—(a)RC)2)[§’ 1+cos(§—/3)+(a)RC)2(1—cos(%—ﬂ))

R (wRO) 1-sin(B) + (@RC)* (1+sin(p))
2 (1—(wRC)2)ﬁ l+sin(ﬁ)+(wRC)2(1—sin(/3))

)(1- (wRC)?)
)(1 - (wRC)Z)

__R (wRC) 10g((1+(wRC 2;4—sm B (1 (a)RC)Z))

p
p

_R (wRC) o (1+(a)RC)2)_Sin
) (1 —(wRC)Z)ﬁ (1 +(CURC)2)+sin

(
(

2 (1-(wrC)*)p | (1+(wRC)?)=sin (B) (1 - (wRC)?)
:_imartanh(mm(ﬁ)) (4.113)
unter der Verwendung von
cos? (x) :%(1 +cos (2x)) (4.114)
sin? (x) :%(1 —cos(2x)) (4.115)
Cos(gix):¥sin(x) (4.116)

artanh(x)—log(l+§) for |x| < 1. (4.117)
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4.6.2.2 Eigenschaften des ZAPP
Obwohl in jedem RC-Glied der Ohm’sche Widerstand im Limes N — oo gegen 0 konvergiert und die

zugehorige Kapazitat unendlich groff wird, bleibt deren Produkt endlich. Der Limes formt aus der
diskreten Zeitkonstanten (4.109) eine kontinuierliche Funktion

T(x):RCtan(Z+§x) (4.118)

mit —1 < x < 1. Die Intervallbreite ist dabei

RCtan E+E —RCtan E—E =RCtan E+E 1—;
4 2 4 2 4 2 tanz(%Jrg)

—RCtan(n+ﬂ) smz(%+§)—cosz(%+§) _Rcsmz(%+§)—cosz(%+§)
4 2 s1n2(%+7) s1n(%+§)cos(%+§)
—cos (% -p) 1
=RC-— =-2RC =-2RCtan(-p)=2RCtan(f). (4.119)
Fin(i-p) " Can(5p) C)=arcien(®
Mit Hilfe der normierten Verteilungsfunktion
P(T)=1Q— tr_ .1 (4.120)

2dr 24t RCB 1+ (%)’

wird die relative Anzahl von RC-Gliedern mit der Zeitkonstante im Intervall [t;7+d7] Uber die
gesamte Breite des Intervalls bestimmt. Dartiber hinaus kann gezeigt werden, dass die Anzahl der
RC-Glieder mit einer Zeitkonstanten kleiner RC gleich der Anzahl der RC-Glieder mit einer Zeit-

konstanten grofer als RC sind, denn

RC

1 1 1 t\1%¢
p(r)dr= f RcﬁlJr(T)sz:ﬁ[arctan(Rc)Lctan( g)

RCtan(%—%) RCtan(%—é)

L O O | DR R s (4.121)
“p\a \4 2)) 2 pg\\4 2) 4 '

RCtan(%—%) RCtan(%—é)

p(t)dr.
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Das Ergebnis wird aufgrund der Konstruktion erwartet. In Abbildung 4.7 ist sowohl 7 (x) als auch
p(t) fur den Wert g = 0.357 dargestellt. Hierbei wird ersichtlich, dass die kleinen Zeitkonstanten

dichter zusammenliegen als die grofSen Zeitkonstanten.
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p (1)
0 0.5 1 1.5 2
T T(;C) T
fmax [ p(7)
3RC

(x)
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Abbildung 4.7: Der Verlauf der Zeitkonstanten 7 (x) und deren normierte Dichte p (7) mit der oberen Abszisse.

Desweiteren kann mit Hilfe der Kirchhoff’schen Gesetze der gesamte Ohm’sche Widerstand und die
gesamte Kapazitdt des Ersatzschaltbildes ZAPP berechnet werden,

N N 1
R N—oo R
Ritatn = Y, Ru= )] —>ffdx=R (4.122)
R N 2N +1 24
1 N1 N 1

+

R

N N

1
Nooo 1 1 1 1 1 '
—)2C_[ mdx:ﬁ—C [ tan(x)dx:ﬂ—c[log(sm(x))]

(4.123)

Das Ergebnis fir den Ohm’schen Widerstand ist aufgrund der Konstruktion bekannt. Die Gesamtka-
pazitdt wird in Abbildung 4.12 (c) gezeigt. Fiir f = 0 ist die Gesamtkapazitat gleich der Referenzka-
pazitit. Allerdings nimmt die Kapazitit fiir zunehmendes g ab und konvergiert fiir - 7 gegen 0.
Daher kann die Aussage getroffen werden:

Je stirker ZAPP von einem RC-Glied abweicht,

desto stirker nimmt die Gesamtkapazitat der Doppelschicht ab.
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4.6.2.3 Vergleich mit dem ZARC-Element

Die Impedanz von ZAPP wurde allein auf der Basis der Achsensymmetrie konstruiert. Im Nyquist-
Diagramm zeigt ZAPP ein dhnliches Verhalten wie das ZARC-Element. Da das Nyquist-Diagramm
jedoch eine Darstellung in Parameterform ist, ist es wichtig, Real- und Imaginarteil der Impedanzen
gegenuber der Frequenz gesondert zu vergleichen. Hierbei werden zuerst die beiden Ohm’schen
Widerstande gleichgesetzt. Es fehlt ein Zusammenhang zwischen K und a des ZARC und C und
B des ZAPP. Deshalb wird angenommen, dass die beiden Kurven zur gleichen Frequenz w ihr jewei-
liges Minimum im Imaginérteil annehmen, das iibereinstimmt. Somit folgt durch (4.29) und (4.112)
bzw. (4.113)

Zarc (0*RK =1) = Zppp (WRC =1) (4.124)

Re [ZARC (w)] +iIm [ZARC (a))]

= Re [ZAPP (w)] +ilm [ZAPP (a))]‘

w*RK=1 wRC=1

R .
wirkol © 2 M [Zavp (“’)]‘

__~(@ROR 1-(wRC)? o )
K1 (1—((,)1«:)2),3ata (1+(wRC)zs (7)

sin(4m) ~ sin(p)

2(1 +cos(%rz)) 2p

tan(gn) = sinﬂ(ﬁ) (4.125)

R .
o +ilm [Zarc (w)] wRC=1

—w%RK sin (% )

1 +2w“RKcos( 7'() (w“RK)

wRC=1

i~

da nach de L'Hopital

sin(B) —2x(1+x2)—(1_x2).2x
xartanh( 12 i (ﬁ)) artanh( 2 sin (ﬁ)) +x17(}:§ )2 (1+22)? sin(§)
lim =lim g =
x—1 1-x2 x—1 -2x 2
(4.126)

gilt. Durch das Auflésen und ineinander Einsetzen der Bedingungen fir die Frequenzen wird der

Zusammenhang
1 o
— ] RK=1
(vc)
RC)"
K= RO (4.127)
R
zwischen den Parametern gefunden. Damit kann das ZARC-Element zu
Zare (@)= — (4.128)
AR I+ (iwRC)” '

umformuliert werden. Im Vergleich zu (4.3) besitzt dieser Ausdruck nur noch Parameter mit festen
Einheiten. Der Nachteil dieser Schreibweise ist, dass diese Kapazitit keinen linearen Zusammenhang
zur Elektrodenoberflache besitzt [6].
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Der Vergleich zwischen ZAPP und ZARC erfordert ein mathematisches Hilfsmittel, das die Impedan-
zen zu jedem Frequenzpunkt in der komplexen Ebene miteinander vergleicht. Da der Imaginarteil
eines RC-Gliedes mit % geht, ist die L!-Norm dieser Funktion unendlich. Um eventuelle Divergenzen

zu vermeiden, wird die L2-Norm

1
+00 2

2
Aapp = | Zapp — Zarc|, = f|ZAPP(w)—ZARc(w)| dw (4.129)
0

zum Vergleich der Impedanzen ausgewahlt. Nachfolgend wird mit Aypp die Abweichung zwischen
ZAPP und ZARC ausgedriickt, die aufgrund der Relation (4.125) zwischen « und g entstehen. Dieser
Unterschied wird mit dem Minimum von App iiber alle Werte von f bei gegebenem « verglichen,

1
+0oo 2

. . 2
AAPP,min = min HZAPP - ZARCHZ = min f |ZAPP (a)) - ZARC (w)| dow . (4.130)
0<p<% 0<p<% 2

Der so ermittelte Wert fir p wird fmin genannt. Die beiden Werte konnen sich in Abhédngigkeit von
a unterscheiden, da g durch einen einzigen Frequenzpunkt festgelegt wird, wiahrend fmin iiber alle

nicht-negativen Frequenzen bestimmt wird.

In Abbildung 4.8 werden ZAPP und ZARC graphisch miteinander verglichen. Dabei wird ZAPP
einerseits durch die Formel (4.125) und andererseits durch die Minimierung bestimmt und fir die
zwei Werte a = 0.950 und a = 0.750 dargestellt. Die beiden Zahlenwerte wurden so gewdahlt, dass eine
kleine und eine moglichst grofSe Abweichung vom RC-Glied betrachtet wird. In Abbildung 4.8 (a)
%;%] fast iiber-

einander. An den Riandern weicht ZAPP von ZARC maximal um 3% ab. Die Ursache hierfur ist die

ist das Nyquist-Diagramm der Graphen zu sehen. Die Kurven liegen im Intervall [

Approximation eines Kreissegments durch Halbkreise. Fiir v — 0 und w - +oo werden im Nyquist-
Diagramm senkrechte Tangenten erhalten, wahrend ZARC den Winkel § 7 mit der Realteilachse ein-
schliefit. Im logarithmischen Diagramm (b) sind sowohl Real- als auch Imaginarteil der Impedanzen
fur @ = 0.750, p = 0.4757 und Pmin = 0.49771 dargestellt. Die Kurven sind fast deckungsgleich. Der
absolute Fehler |ZApp (w) = Zarc (a))‘ ist in Abbildung 4.8 (c) fiir die beiden Werte von « aufgetragen.
Allgemein schliefit sich daraus, dass die Abweichung mit abnehmendem a sowohl im Fall von § als
auch im Fall von fmin zunimmt. Die Graphik (d) zeigt die Unterschiede zwischen Axpp und AApp,min
und deren Abweichung um maximal 2-1 073 R. Hierbei unterscheiden sich B und Bmin um weniger als

0.017 voneinander.

Da der Zusammenhang zwischen a und g iiber die Formel (4.125) nahezu mit den Werten der Op-
timierung tbereinstimmen, wird im weiteren Verlauf nur noch diese Relation beachtet. Der Vorteil

des erheblich niedrigeren Rechenaufwands tiberwiegt.
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Abbildung 4.8: (a) Nyquist-Diagramm des ZARC-Elements fiir verschiedene & und der zugehodrigen Approximationen ZAPP

wobei  durch die Formel und i, durch die Optimierung bestimmt wurde.

(b) Real- und Imaginirteil des ZARC-Elements und der entsprechenden Approximationen fiir @ = 0.750,

B =0.475m und By = 0.4827.

(c) Absolute Abweichung zwischen ZAPP und ZARC fiir & = 0.950 und a = 0.750 und den zugehdrigen Werten

fur g und Bmin-

(d) B und Pmin in Abhingigkeit von a sowie die zugehdrigen Abweichungen in L2-Norm.
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4.6.2.4 Transformation in den Zeitbereich

Da ZAPP aus einer seriellen Verschaltung von unendlich vielen RC-Gliedern besteht, kann dieses Ele-
ment mit der Laplace-Transformation in den Zeitbereich transformiert werden. Bereits in Abschnitt
3.2.41in (3.157) wurde gezeigt, dass ein einzelnes RC-Glied die Spannungsantwort

URC(t):RIO(l —ew'*c) (4.131)

auf einen Stromsprung um die Amplitude Iy zum Zeitpunkt ¢ = 0 besitzt. Demzufolge ist die Spannungs-
antwort des ZAPP

.t
Uapp (£)= lim Uy (t) = lim Izvj R,I (1-e*ﬁ)— fim 3 Rl [, weun(gepd)
APP N—o0 N N—oo, =y o N—oo =y 2N +1

AL f —° du (4.132)

du 1 B Bt N
- = _ - _ 1 __
dx Rccosz(z_gx)( 2) 2RC( +tan(
—_éi 1+ 1,{2
~ 2RC 4)2
RC

RC
2 L
dx:—E%du, (4.133)
(re) +u?
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wobei nachfolgende Identitdt verwendet wird,

T 1 +tan? (x). (4.134)
Die exakte Berechnung der Spannungsantwort ist analytisch nicht moglich. Aus diesem Grund wer-
den die Kurven in Abbildung 4.9 fiir verschiedene Werte von f durch die Summe mit N = 10 ap-
proximiert. Der Verlauf der Kurve Uapp () ist im Vergleich zu Ugc (#) eines einzelnen RC-Glieds
intuitiv. Mit zunehmendem p wird das Intervall [RC tan(% - g);RC tan(% + %)] der Zeitkonstan-
ten breiter. Daher tragen die RC-Glieder mit einer Zeitkonstanten kleiner als 7 = RC friiher bei
und Uapp (t) steigt fiir Zeiten t < RC schneller an als Ugc (t). Fir groiere Zeiten t > RC reagieren
die Zeitkonstanten mit T > RC jedoch langsamer und deshalb flacht die Kurve Uapp (¢) schneller
ab als Ugc (t). Damit beeinflusst die Verteilung der Zeitkonstanten und deshalb g die Krimmung
von Uapp (t). Dartiber hinaus gibt die Kapazitit C die Steigung der Spannungsantwort im Koordi-
natenursprung an und das Produkt Rl bestimmt das gesamte Spannungsdelta. In Abbildung 4.9
(b) ist die Abweichung zur Spannungsantwort des ZARC-Elements dargestellt. Nach einem kurzen
Einschwingverhalten weichen die Spannungen um weniger als 0.005 Rl voneinander ab. Mit zuneh-
mender Zeit, wachst der Fehler deutlich an, ehe er fiir t - oo wieder gegen 0 geht. Der Grund fiir
die deutlichen Abweichungen ist der Unterschied des ZARC und des ZAPP im Frequenzbereich fiir
kleine und grofie Frequenzen.

RI T - T T T T
e
///—————
= RC-Glied ———
(a) : mtf @=0.950,$=02170 — _
S a=0.900, f = 0.3050 ——
a=0.850,f=0.371x —— |
a=0.800, f = 0.4267
. a=0.750, f = 0.4750 ———
5 0.02RI
“ e
S
= 0.01RI ’
E ot —_— |
<
S
- 0 | -/;f//
0 2RC 4RC 6RC 8RC 10RC

t

Abbildung 4.9: (a) Spannungsantwort Uapp (t) auf einen Stromsprung der Amplitude I fiir verschiedene a.
(b) Abweichung von der Spannungsantwort Usrc (t)-
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4.6.3 Z3gc - Approximation mit drei RC-Gliedern

Das ZARC-Element kann auch mit drei RC-Gliedern approximiert werden. Diese werden anschlie-
Bend in den Zeitbereich transformiert. Allerdings wird bei der Approximation nur die Achsensym-
metrie des ZARC unter Verwendung des Satzes und des Lemmas aus 4.6.1 beachtet. Alle anderen
Parameter werden durch einen Optimierungsalgorithmus bestimmt, der analog zu 4.6.2.3 das Inte-

gral der quadratischen Abweichung der beiden Impedanzen minimiert.

4.6.3.1 Betrachtung im Frequenzbereich

Fur die Konstruktion der Impedanz Zsgc (w) bestehend aus den drei Gliedern R;Cy, Ry4+Cs4 und
R;_C,_ werden zundchst Relationen der einzelnen Variablen aufgestellt und im Anschluss der Opti-

mierungsalgorithmus ausgefiihrt.

Es gilt fiir die Ohm’schen Widerstinde R = Ry + Ry + Ry—. Aufgrund der Symmetrie gilt weiter-
hin die Annahme R; > Ry; + Ry_. Der Satz aus 4.6.1 fordert zur Einhaltung der Symmetrie, dass
Ry4+ = Ry_. Daruiber hinaus verlangt das Lemma, dass R;C; = RC = R,C;, wobei hier wieder C als
Referenzkapazitat eingefithrt wird um den Vergleich der Kapazitdten zu erleichtern. Desweiteren ist
Ry = Ry4 + Ry— und aufgrund von (4.94) ist C; = %m Zudem wird wieder festgelegt, dass
Zsrce (w) und Zarc (w) zur gleichen Frequenz das Minimum im Imagindarteil einnehmen. Somit gilt
w*RK =1 = wRC. Analog zu (4.87) wird der Parameter & eingefiihrt, der die einzelnen Kapazititen
modifiziert. Daher lauten die Kapazitaten

R
Ci=—°C 4.135
1= ( )
Cox = 11 tan(nié):RCtan(nié) (4.136)

womit die Bedingung

R2C2 = (R2+ + Rz_) f = 2R2+ =RC (4.137)

erfiillt ist. Zur weiteren Bestimmung der einzelnen Ohm’schen Widerstande wird die Geometrie im

Nyquist-Diagramm ausgenutzt. Da die Imaginérteile der beiden Impedanzen ZARC und Zsgc zur
Frequenz w mit w*RK =1 = wRC uibereinstimmen sollen, folgt aufgrund von (4.82)

R R
71+R2+cos(cf): Etan(%n):

ﬁ{; (1m [Zarc (a))])l. (4.138)

Mit R = Ry + Ry + Ry ergibt sich

R-2R R
% +Ryicos(&) = Etan(%n)
1-tan(%w) R
Ry, = 1-tan(§7) R (4.139)

1-cos(&) 2
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und somit folgt

Ry=R-2R,, = (1_ l—tan(4n)) ~ tan(zrc)—cos(é)

1-cos(&) - 1-cos(&)

Dies ermdglicht es nun, auch die Kapazitdten in Abhangigkeit von a, C und & anzugeben,

C] = EC
1-cos(&)
tan(%rc) —cos(&)
Coy = Ros Ctan(lI + i)

_2(1—cos(c§))ct w &
2{1~cos(¢)) an(4 2)

- l—tan(%n) 472

Dabher ist die Impedanz Zsgc (w) der seriellen Verschaltung der drei RC-Glieder,

Zope(w)=— R R R
3RC 1+i(wR1C1) 1+i(wRp+Cay) 1+i(wRp_Ca)
Rtan(%n)—cos(é) R 1-tan(§m) R 1-tan(§m)
T—cos(&) 2 1-cos(&) 2 1-cos(&)
1+i(wRC)

1+i(wRCtan(%+%)) 1+i(a)RCtan(%—%

4.6.3.2 Eigenschaften des Z3pc

Die Impedanz Zsgc (w) besteht aus drei RC-Gliedern mit den Zeitkonstanten

T1 :R1C1 =RC

&
Tt =R2iC2i :RCtan(4 + 2)

(4.140)

(4.141)

(4.142)

(4.143)

(4.144)

(4.145)

Der totale Ohm’sche Widerstand sowie die Gesamtkapazitat des Ersatzschaltbildes werden mit Hilfe

der Kirchhoff’schen Gesetze bestimmt,

Riotal,3rc = R1 + Roy + Rpo

1 1 1 1
- =4 4+ —
Ciotalsrc C1 Cop  Cop

1—tan(%7‘() 1
:(1+ cos (&) )C'

(4.146)

(4.147)
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Mit der ausfiithrlichen Rechnung

C C C C
=i~
Ciotarsrc C1 Gy Co-
tan(4 ) - cos(é) 1- n(4r() 1- tan(in)
= +
1-cos (&) 2tan(% %) 1-cos(&)) 2tan(% %) 1-cos(&))
_ tan(an)—cos(é)-rl_tan(in) ! + L
1-cos(&) 4 2 tan(%+%) tan(%—%)
- tan(an)—cos(é)+l_mn(zn) tan L +tan E+é
1-cos(&) 4 2 4 2 4 2
_é tan(gn) (€)+ —tan(4n)
B 1-cos(&) 4 o8 cos (&)

) a
(1—Cos Veos (&) 1-cos (cf)—tan(47z)( —cos(é)))

(1—Cos ))cos (&)

(
- ( —cos(&))(1+cos(&))- tan(Zn)(l—cos(cﬁ)))
n)

1+cos(5) tan(
cos(&)
1 —tan(%n)

e (4.148)

und der Benutzung von (4.92).

Dabei ist die Gesamtkapazitat fiir a <1 kleiner oder gleich der Referenzkapazitat, denn

cos (&) < cos (&)

=1. 4.149
1+Cos(é)—tan(%n)_1+COS(5)—1 ( )

In Abbildung 4.12 (c) ist der Verlauf dargestellt. Dabei wird der Zusammenhang zwischen & und &
durch die Optimierung von nachfolgendem Abschnitt verwendet.
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4.6.3.3 Vergleich mit dem ZARC-Element

Zur Bestimmung von & wird analog zu Abschnitt 4.6.2.3 bei gegebenem « die L?>-Norm der Abwei-

chungen von Zsgc — Zarc minmiert,

2

. . 2
A3RC,min = Min [Z3rc - Zarc|, = min f|Z3Rc(w)—ZARC(w)| do| . (4.150)
0<E<h 0<é<% 2

Der Vergleich zwischen Zsgc und ZARC ist in Abbildung 4.10 dargestellt. Hierbei zeigt (a) das
Nyquist-Diagramm der beiden Impedanzen fiir die Werte a = 0.95, @ = 0.75 und a = 0.55. Da Zsrc
nur aus drei Elementen besteht, sind die einzelnen RC-Glieder fur kleinere a deutlich erkennbar.
In (b) sind die Real- und Imaginarteile von ZARC fiir a = 0.75 und dem zugehorigen & = 0.3977
gegeniiber der Frequenz aufgetragen. Die absolute Abweichung |Z3rc (w) — Zarc (w)| ist in (c) ge-
geben. Sie ist symmetrisch zu wRC = 1 und erreicht ihr Maximum im Intervall wRC € [0.05;0.1]
bzw. wRC € [10;50]. Durch die Konstruktion beriihren sich Z3gc und ZARC am hochsten Punkt im
Nyquist-Diagramm. Die Abbildung (d) gibt den Zusammenhang zwischen a und & an, der durch die
Optimierung von (4.150) bestimmt wird. Unter der Voraussetzung Ry > Ry, + R,_ kann das ZARC-
Element bis zu a = 0.52 durch Z3gc approximiert werden. Zusatzlich ist die zugehorige L?>-Norm
abgebildet. Der Wert von & fiir @ = 1 ist ungleich 0 beliebig, da Ry fiir £ = 0 nicht definiert ist. In
diesem Fall verschwinden die beiden Rj, C,,-Glieder aufgrund von Ry, = 0.

Der Wert 0.52 wird damit begrindet, dass fiir & < 0.52 der einzelne Ohm’sche Widerstand R; klei-
ner wird als Ry, und deswegen im Nyquist-Diagramm —Im [Z3RC (wRC = 1)] nicht mehr das globale
Minimum ist, sondern es zwei symmetrsiche globale Minima geben wird, vgl. Abbildung 4.10 (a).

Die Approximation mit nur drei RC-Gliedern liefert gute Ergebnisse. Allerdings muss zur Verwen-
dung der Optimierungsalgorithmus ausgefithrt werden, um eine Lookup-Tabelle, wie Tabelle 4.1, zu

erstellen.

a 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95
&£ | 0.445m | 0.434m | 0.4237 | 0.4117 | 0.3977 | 0.3827 | 0.3657 | 0.346m1 | 0.32571

Tabelle 4.1: Lookup-Tabelle fiir den Zusammenhang zwischen a und &.
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(
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d) & in Abhéngigkeit von a sowie die zugehérige Abweichung in L2-Norm.

a) Nyquist-Diagramm des ZARC-Elements und der zugehorig Approximation Z3p fiir verschiedene a.
b) Real- und Imaginirteil des ZARC-Elements und der entsprechenden Approximation fiir & = 0.750.
c) Absolute Abweichung zwischen Z3p und ZARC fiir & = 0.950, @ = 0.750 und a = 0.550.

A3RC,min
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4.6.3.4 Transformation in den Zeitbereich

Die Transformation von Zsgc in den Zeitbereich erfolgt durch die Transformation der einzelnen RC-
Glieder. Es wird hier wieder die Reaktion des Ersatzschaltbildes auf einen Stromsprung mit der Am-
plitude Iy untersucht, diese ist

Usrc (¢) =R110(1 —e_ﬁ) +R2+Io(1 —e‘i) +Ry_Io (1 —e‘rz%)
st () on(3-) -
(1-tan (51 (15

I
w_¢&
+(1—tan(in)) 1-e RCtan(T7) (4.151)

(3N

und fiir verschiedene & in Abbildung 4.11 (a) abgebildet. Hier variieren die Beitrdge der einzelnen
RC-Glieder zum gesamten Spannungshub Rl mit £. Je kleiner a wird, desto deutlicher werden die
Beitrdge der einzelnen RC-Glieder sichtbar. Auflerdem nimmt die Krimmung der Kurve mit abneh-
mendem a zu. Der Fehler zur Spannungsantwort Uarc (t) des ZARC-Elements ist in Abbildung 4.11
(b) dargestellt. Dabei ist die Abweichung fiir kleine und fiir grofie Zeiten wesentlich grofier als fir
die Zeiten im Intervall [RC; 8RC] in dem sich die Spannungsantworten um weniger als 0.01 RIy
unterscheiden. Der Grund hierfiir ist die Abweichung der Impedanz im Frequenzbereich fiir groe

und kleine Frequenzen.

i
\

3
3RI
4 ; i i
/% RC-Glied ——
a=0.950,& = 0.3251 ———
a=0.850,& = 0.365m ———

®
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=
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~
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Abbildung 4.11: (a) Spannungsantwort des Z3gc auf einen Stromsprung fiir verschiedene @ und den zugehorigen &.
(b) Abweichung von der Spannungsantwort Uagc ().
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4.6.4 Vergleich ZAPP und Z3gc und der Zusammenhang zur Warburg-lImpedanz

In diesem Abschnitt werden die beiden Approximationen ZAPP und Zsgc des ZARC-Elements im

Frequenz- und im Zeitbereich miteinander verglichen.

Die Ansizte fir ZAPP und Zjgc unterscheiden sich in der Anzahl der seriell verschalteten RC-
Glieder und in den Bedingungen fiir die einzelnen Parameter. Wahrend Zsgrc die Grenzschicht
Elektrode-Elektrolyt scheinbar grob moduliert, wird durch ZAPP der Ubergang in infinitesimal klei-
ne Elemente unterteilt. Hierbei ist klar, dass dann in jedem Element der Ohm’sche Widerstand gegen
0 konvergiert und die jeweilige Kapazitat divergiert, wobei das Produkt endlich bleibt.

In Abbildung 4.12 wird der Zusammenhang zwischen den Parametern f von ZAPP und & von Zsrc
und dem Parameter o von ZARC gegeniibergestellt. Das Diagramm zeigt in (a) keinen gemeinsamen
Verlauf. Es ist zu beachten, dass fiir « =1 £ jeden beliebigen Wert aufier 0 annehmen kann. Darunter
wird in (b) deutlich, dass Z3gc in der L?>-Norm fiir a > 0.77 eine geringere Abweichung zum ZARC-
Element aufweist als ZAPP. Der Grund hierfiir ist die Oszillation von Z3zc um ZARC im Nyquist-
Diagramm, wahrend ZAPP stets oberhalb von ZARC verlduft. Hierbei sind die Abweichungen von
ZAPP und Zsgc in L?>-Norm von ZARC kleiner als 0.02R. Zudem ist der Unterschied der beiden
Approximationen in L2-Norm héchstens 0.01 R. Die Abbildung 4.12 (c) zeigt die Gesamtkapazitit der
beiden Ersatzschaltbilder. In beiden Fillen sinkt die Kapazitit mit abnehmendem a. Damit zeigen
die beiden Approximationen, dass die Abweichung das ZARC-Elements von einem RC-Glied zur
Abnahme der Gesamtkapazitdt des Systems fiihrt.

ZAPP, B —— Z3rc, & ———
s
2 \\
3n —_—
o .
3 q
T
B
0
0.50 055 0.60 065 0.70 075 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00
04
4R C
a 3R 3C
2 2R ™ 8 c e (c)
& TN S
0 0
0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00
04 04

Abbildung 4.12: (a) f und & in Abhéngigkeit von a.
(b) Die Abweichung zwischen ZAPP bzw. Z3pc von ZARC in L2-Norm.
(c) Die Gesamtkapazitaten der Modelle ZAPP bzw. Z3p in Abhéngigkeit von a.

Die beiden Approximationen ZAPP und Z;gc besitzen im Nyquist-Diagramm die gleiche Achsen-
symmetrie. Auflerdem wurden sie so konstruiert, dass sich alle drei Impedanzen zur Frequenz
@w*RK =1 = wRC auf der Symmetrieachse beriihren. Die Abbildung 4.13 (a) zeigt ZARC, ZAPP und
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Z3rc im Nyquist-Diagramm. In (b) wird die absolute Abweichung in Abhéngigkeit von der Frequenz
gezeigt. Wie bereits die L>-Norm in Abbildung 4.12 (b) zeigt, sind die Abweichungen von ZAPP fiir
a =0.75 kleiner als die fiir Zsgc, wahrend es im Fall a = 0.95 umgekehrt ist.

a=0.750 B=0.4757 £=03971 —
3 T T T
gR I 1
3 1
S 4Rt 1
(a) N,
£
T gRT 1
0 1| 1| 3|
0 iR iR 3R R
Re[Z (w)]
T 0.03R
% 0.02R N e
(b) N 0.01R |~ N L S~
= 0
N 1073 1072 1071 1 10! 102 103

wRC

Abbildung 4.13: (a) Vergleich der drei Nyquist-Diagramme fur a = 0.750.
(b) Absolute Abweichung zwischen ZAPP und ZARC bzw. zwischen Z3z- und ZARC.

In Abbildung 4.14 (a) folgt schlieSlich das Verhalten der beiden Approximationen im Zeitbereich
und in (b) der Vegleich mit der Spannungsantwort des ZARC-Elements auf einen Stromsprung.
Obwohl die Konstruktionen stark unterschiedlich sind, sind beide Spannungsantworten auf einen
Stromsprung im Zeitbereich nahezu identisch. Die Abweichungen von Uagrc (¢) sind unter 0.02RI,.
Die Abbildung 4.14 (b) zeigt, dass die Modelle die kleinsten Zeitkonstanten sehr ungenau nachbil-
den. Jedoch ist die Abweichung des ZAPP nach dem Einschwingen bis 5RC kleiner als 0.005RIy. Der
Unterschied des Z3gc Modells liegt bei maximal 0.0015RI, fiir 2RC < t < 6 RC. Fiir grofiere Zeiten
weichen die Spannungsantworten weniger als 0.013 RIy ab. Der Fehler ist durch die Abweichung der

Impedanzen fiir kleine und grofle Frequenzen erklarbar.

SchlieSlich ergeben die Approximationen sowohl im Frequenz- als auch im Zeitbereich bis auf ge-
ringe Abweichungen gleiche Ergebnisse. Im ersten Augenblick erscheint die Methode nach ZAPP
aufwendiger und nur beschriankt geeignet, da unendlich viele RC-Glieder verwendet werden und die
Approximation fur « € [0.722;1] beschrénkt ist. Der groe Vorteil dieser Vorgehensweise ist die Mog-
lichkeit, alle Parameter von ZARC und ZAPP durch Formeln eindeutig zu verkniipfen. Im Vergleich
dazu benotigt die Methode Z3rc einen Optimierungsalgorithmus. Anhand einer einmalig erstellten
Lookup-Tabelle kann allerdings die stindige Berechnung umgangen werden. Zudem ist es mit Zsrc
rein rechnerisch moglich ZAPP auch fiur a < 0.722 anzunadhern. Allerdings steigt damit der Fehler
deutlich an.
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Abbildung 4.14: (a) Spannungsantworten des ZAPP, Z3pc und eines einfachen RC-Gliedes auf einen Stromsprung fir
a =0.750.
(b) Abweichung von der Spannungsantwort Uarc (), die Abweichung des RC-Gliedes wurde auf 11—0 skaliert
und ist deshalb gestrichelt.

In Abschnitt 3.2.2.1 wurde das Ersatzschaltbild der Warburg-Impedanz mit unendlich vielen seriell
verschalteten RC-Gliedern diskutiert. Der Unterschied zu ZAPP bzw. Z;grc liegt darin, dass die
Zeitkonstanten der Warburg-Impedanz mit endlicher Diffusionsschicht und idealem Reservoir auf-

n

grund der 4 Abhingigkeit im Intervall (0; %T] liegen. Im Vergleich dazu sind die Zeitkonstanten

des ZAPP im beidseitig beschrankten Intervall [RCtan(% - g);RCtan(% + g)], wahrend die Zeit-

konstanten des Z3gc drei endliche Werte RCtan (% + %), RC und RCtan(% + %) annehmen. Da die
Zeitkonstanten der Warburg-Impedanz beliebig klein werden, wird vermutet, dass der Effekt der Dif-
fusion fir jeden noch so kleinen Konzentrationsunterschied ablauft. Weiterhin wird angenommen,
dass der Ladungsdurchtritt eine gewisse Zeit bendtigt bis er nach der Anregung auftritt. Laut Vetter
muss zundchst eine Aktivierungsenergie iberwunden werden, die eine endliche Zeit erfordert [82].
Aufgrund der hier erfolgten Analyse wird, wie im Fall der Warburg-Impedanz vgl. Abschnitt 3.2.4,
vermutet, dass die Aktivierungsenergie fiir kleinere o abnimmt, da damit auch die kleinsten Zeit-

konstanten sinken. Ebenfalls konnte hier ein Argumentationsansatz die Arrhenius-Gleichung sein,

E

koce R, (4.152)
Weil mit abnehmender Zeitkonstante, die chemischen Prozesse schneller ablaufen, also die Reaktions-
geschwindigkeit zunimmt, musste gemaf3 (4.152) die Aktivierungsenergie sinken.

Die obere Grenze der Zeitkonstanten sagt aus, dass sowohl der Prozess der Diffusion als auch der
Ladungsdurchtritt typischerweise nach einer endlichen Zeit abgeklungen sind.
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4.6.5 Untersuchung der Approximationen von Buller und Handschuh

Analog zum Modell aus Abschnitt 4.6.1 verwenden Buller [57] [121] und Handschuh [67] jeweils
Paare von RC-Gliedern, deren Ohm’sche Widerstdnde identisch sind. Allerdings unterscheiden sich
die zugehorigen Kapazititen. Um die Kapazitdten zu bestimmen fordern die beiden Autoren jeweils
Randbedingungen, die zwar verschieden aussehen, aber trotzdem identisch zueinander sind. Sie kon-

nen mit dem in Abschnitt 4.6.1 vorgestellten Methoden ineinander tiberfithrt werden.

Buller fordert fiir die Kapazitat

1
C. - 4.153
= A wok, (4.153)
1
Co=r—— (4.154)
Z'&)OR,

mit einem positiven Faktor A, der spater optimiert wird und den beiden gleichen Ohm’schen Wider-
stinden R, und R_. Mit Hilfe von (4.87) und A =tan (% - g) folgt

1 1 B

C, - - tan| X+ 2 (4.155)
A'(L)OR+ (UOR+ 4 2
1 1 B

C-=5 = tan(n—) (4.156)
1 -woR- woR_- 4 2

denn es gilt tan (% +x)tan (Z - x) = 1. Dariiber hinaus legt Buller bei einer Betrachtung von mehr als

drei RC-Gliedern fest, dass der Term
(R+ +R_)-C,C_ =konstant (4.157)

fur alle Paare den gleichen Wert annimmt [57]. Durch seine Wahl sorgt Buller fur die Symmetrie der

Gesamtimpedanz im Nyquist-Diagramm.

Handschuh wahlt die Bedingung
log (w-) - log (wo) =log (wo) —log (w+) (4.158)

wobei die Impedanzen der einzelnen RC-Glieder bei den jeweiligen Frequenzen das Minimum ihres

Imaginérteils annehmen. Die Bedingung ist identisch zu w,w- = w3, woraus mit (4.117)

1

CiCoz
T W2RLR-

(4.159)
folgt. Die einzelnen Kapazitdten konnen dann wie bei Buller in (4.155) und (4.156) formuliert wer-

den. Aus der Bedingung (4.159) ergibt sich wieder eine symmetrische Gesamtimpedanz.

Sowohl Buller als auch Handschuh verkniipfen RC-Glieder zur Approximation des ZARC-Elements.
Die empirisch gefundenen Randbedingungen fiir eine achsensymmetrische Gesamtimpedanz im
Nyquist-Diagramm werden durch den Satz und das Lemma in Abschnitt 4.6.1 bewiesen. Die exakte

Bestimmung der einzelnen Parameter hangt dann von weiteren Annahmen ab.

Somit wird begriindet, dass die teils empirisch gefundenen Randbedingungen von Buller und Hand-

schuh dem Erhalt der Symmetrie der Gesamtimpedanz dienen und mathematisch iibereinstimmen.
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4.7 Zusammenfassung

Das ZARC-Element beschreibt das elektrochemische Verhalten an der Grenzfliche zwischen einer
Elektrode und einem fliissigen Elektrolyten. Ohne dufiere Einfliisse bildet sich eine Doppelschicht
und damit ein Gleichgewichtspotential an der Grenze aus. In diesem Zustand ist der Nettostrom
null. Bei einer Anregung des Systems, gibt es eine Abweichung zum Gleichgewichtspotential und
der Gesamtstrom ist nicht weiter null. Es fliefSt ein Strom, der die Doppelschicht kurzschlieit. Die
Anderung des Potentials mit dem damit verbundenen Stromfluss ist der Ladungsdurchtrittswider-
stand. Dieser Vorgang wird im ZARC-Element durch die Parallelschaltung von dem konstanten Pha-
senelement und dem Ohm’schen Widerstand beschrieben. Dabei haben bereits Untersuchungen von
Fricke und von den Gebriidern Cole gezeigt, dass eine reine Kapazitit, anstatt des konstanten Pha-
senelements, die Messergebnisse nicht abbilden. Mit der Einfithrung des konstanten Phasenelements
erhilt die Doppelschichtkapazitit eine Frequenzabhangigkeit. Die Frequenzabhéngigkeit ist durch

eine Potenzfunktion w® mit einem reellen a gegeben.

In der Literatur gibt es unterschiedliche Ansitze, die Frequenzabhangigkeit zu begriinden. Neben
den Behauptungen der chemischen Inhomogenitiaten, wie zum Beispiel Verunreinigungen, gibt es

die Argumente der rauen Oberflache und der Ionen-Adsorption.

Zudem gibt es verschiedene Modelle mit denen versucht wird, das ZARC-Verhalten nachzubilden.
De Levie entwickelte ein Transmission-Line-Modell, indem er detailliert eine mit Poren durchsetz-
te Elektrode beschreibt. Dariiber hinaus gibt es Ansatze in der fraktionalen Infinitessimalrechnung.
Hier wird am Vorbild einer Kapazitdt mit nicht-ganzzahligen Ableitungen und Integrationen ver-
sucht, ein konstantes Phasenelement mathematisch herzuleiten. Desweiteren gibt es Vorschldge in
der fraktalen Geometrie, durch selbstahnliche Elektrodenoberflachen mit nicht-ganzzahligen Dimen-
sionen, das ZARC abzubilden. Schliefllich wird auch mit elektrischen Ersatzschaltbildern, die aus

passiven Bauelementen bestehen, das ZARC-Verhalten konstruiert.

Alle Modellansdtze haben gemeinsam, dass sie nur in gewissen Intervallen das ZARC-Verhalten gut
modellieren. Es gibt aber keinen Ansatz, der das ZARC-Element exakt nachbildet.

Nach der Literaturrecherche, werden die Eigenschaften des ZARC-Elements untersucht. Es erfiillt
die Kramers-Kronig-Relation und damit die fiinf Anforderungen nach Heaviside: Endlichkeit, Sta-
bilitat, Kausalitat, Zeitinvarianz und Linearitdt. Im Nyquist-Diagramm bildet das ZARC-Element
ein Kreissegment ab, dessen Mittelpunkt unterhalb der Realteilachse liegt. Dariiber hinaus kann
das Zeitverhalten bestimmt werden. Hierbei wird anstatt der Berechnung der inversen Laplace-
Transformierten, nach dem Prinzip des educated guess eine Funktion im Zeitbereich ermittelt, deren
Laplace-Transformierte das ZARC-Element ist. Fiir die beiden Grenzfille in denen das ZARC-Element
ein einfaches RC-Glied oder einen Ohm’schen Widerstand abbildet, wird entsprechend das bekannte

Zeitverhalten wiedergegeben.

Auf den Eigenschaften aufbauend werden zwei Modelle entwickelt. Sie approximieren das ZARC-
Element mit passiven Bauelementen. Das erste Modell, das ZAPP besteht aus unendlich vielen seriell
verschalteten RC-Gliedern. Als Basis dient der Ansatz von Brug, der behauptet, dass das ZARC-
Element durch konstante Ohm’sche Widerstande und variierende Kapazitaten gebildet werden kann.
Das Maf3 der Variation wird durch den eingefiihrten Parameter  ausgedriickt. Die Intervallbreite
der verwendeten Kapazitidten vergrofiert sich mit zunehmendem g und damit weicht ZAPP immer
mehr von einem RC-Glied ab. Die Zeitkonstanten liegen in einem beschrankten Intervall, mit einer
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positiven unteren und oberen Grenze. Dariiber hinaus nimmt die Gesamtkapazitat der Doppelschicht

mit zunehmendem f ab.

Analog zum ZARC-Element, sind die unendlich vielen Bauteile des ZAPP von nur drei charakteristi-
schen Groflen abhdngig. Ein Optimierungsalgorithmus zeigt, dass es nur geringfiigige Unterschiede
zwischen einer Optimierung und einem funktionalen Zusammenhang zwischen den Grofsen von
ZARC und ZAPP gibt. Die Funktionen bieten den Vorteil, ohne groSen Rechenaufwand, die Para-
meter aus einem der Modelle in das andere zu iibertragen. Dabei fillt auf, dass § des ZAPP nur von
a des ZARC-Elements abhédngt. In diesem Fall sinkt & von 1, wenn § von 0 aus ansteigt. Somit kann
«a als ein Maf fiir die Variation der Kapazitdten an der Grenzflache Elektrode-Elektrolyt interpretiert

werden.

Eine Alternative zur Approximation mit unendlich vielen RC-Gliedern bietet die Approximation
durch drei RC-Glieder. Allerdings ist ein Optimierungsalgorithmus notwendig, der die jeweils drei

Parameter der beiden Modelle miteinander verbindet.

Aufgrund der seriellen Verschaltung von RC-Gliedern ist das Zeitverhalten der beiden Approxima-
tionen einfach zu berechnen.

Die Approximation ZAPP kann fiir 0.72 < a < 1.0 verwendet werden, allerdings nimmt die Abwei-
chung vom ZARC-Element fiir kleine und grofie Frequenzen mit abnehmendem «a zu. Damit geht
auch die Abweichung im Zeitbereich fiir grofe und kleine Zeiten einher. Die Approximation mit drei
RC-Gliedern verhailt sich dhnlich, kann aber fiir Werte im Bereich 0.52 < a < 1.0 genutzt werden.

In der Literatur werden im Zusammenhang mit der Approximation des ZARC-Elements durch RC-
Glieder haufig die Arbeiten von Buller und Handschuh zitiert. Beide Autoren haben durch empiri-
sche Verfahren die gleichen Annahmen wie in diesem Kapitel erzielt.









Die in den vorhergehenden Abschnitten diskutierten elektrischen Ersatzschaltbilder besitzen jeweils
maximal drei Parameter, die anhand von Messdaten bestimmt werden konnen. Bei der Bestimmung
muss abgewogen werden, ob die Messdaten eine hohe Verlasslichkeit haben und somit wenige Mess-
punkte ausreichen, oder ob eine Kurvenanpassung notwendig ist. Werden nur einzelne Messpunkte
genutzt, so werden Gleichungssysteme aufgestellt, die dann nach den gesuchten charakteristischen
Groflen aufgelost werden. Bei der Kurvenanpassung wird eine vorgegebene Funktion bestmoglich an
die Messdaten angepasst. Der Begriff bestmoglich wird abhdngig von der Funktion und den Mess-
werten unterschiedlich aufgegriffen. So ist beispielsweise die Methode der kleinsten Quadrate, bei

der das Abstandsquadrat minimiert wird, weit verbreitet.

In diesem Kapitel werden fiir die vier elektrischen Ersatzschaltbilder Warburg-Impedanz mit idealem
Reservoir, Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht, ZAPP und Z3gc sowohl im Fre-
quenz- als auch im Zeitbereich die Bestimmung der Parameter beschrieben.

5.1 Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir

Die Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir wird in 3.2 ausfithrlich diskutiert. Das zugehorige

Nyquist-Diagramm und die Antwort auf einen Stromsprung sind in Abbildung 5.1 zusammengefasst.

5.1.1 Frequenzbereich

Die Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir wird durch

Zig(w) = Zo tanh(\/in) (5.1)

1T

beschrieben. Sind Messdaten fiir ausreichend kleine Frequenzen vorhanden, die ein deutliches Mini-
mum der Impedanz im Imaginarteil andeuten, so konnen die beiden Parameter Zj und t eindeutig

bestimmt werden. In Abschnitt 3.2.1 wird der Wert der Impedanz an diesem Punkt berechnet,
Zia ((07)y) = 0.581634422022375 - Zy - 0.417226557634417 i - Z, (5.2)

wobei die Frequenz

(2.25417252595859)”
2

(wT)y = =2.540646888393275 (5.3)

erfullt. Bei der Bestimmung ist darauf zu achten, dass die Frequenz einflief3t, andernfalls ist T nicht

berechenbar.
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Abbildung 5.1: (a) Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir im Nyquist-Diagramm.
(b) Zugehorige Spannungsantwort auf einen Stromsprung

Falls die Messdaten nur in dem Bereich vorhanden sind, in dem sich die Impedanz wie eine Gera-

Zy

de mit Steigung 1 verhalt, kann nur der Quotient =L ermittelt werden. Der Grund hierfur ist die

Approximation der Impedanz fiir grofSe w7 durch die Kurve

Zia (o) wtgro  Zy
i i

o0 (5.4)
1wT

Daher ist eine getrennte Bestimmung der Parameter Zy und t nur moglich, wenn Messdaten mit

gentiigend kleinen Frequenzen zur Verfiigung stehen.

5.1.2 Zeitbereich

Im Zeitbereich ist die Spannungsantwort der Warburg-Impedanz auf einen Stromsprung mit der
Amplitude I

& 87 _em?a® 27 ) ~
Uig (t) = 2107022 l-e 2 = '|= ZRnIO(l —e Ric) (5.5)
n=0 (271 + 1) TC n=0
mit R, = ﬁ firneNund C = ﬁ Die Funktion U (t) ist stetig und unendlich oft stetig diffe-

renzierbar. Sie nimmt fir alle positiven Zy und v den Wert U (0) = 0 an. Zudem ist die Kurve sowohl
streng monoton steigend,
dUa (1) _ 3o

t
e RC >0 5.6
dt ,goce (5-6)
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als auch nach oben beschriankt

Zo _ (n+1)?x? 27y
Ui (1) = 210(2-F1)712(1 —e T t) <Zolp (5.7)
und rechtsgekrummt
d? Uiq (t 0 -t
Tlﬂ()_ Z;)RC e R <. (5.8)
n

Dabei beschreibt die Rechtskriimmung die abnehmende Steigung der Funktion.

Zwei Kurven, die obige Eigenschaften erfiillen, besitzen neben dem Koordinatenursprung entweder
hochstens einen Schnitt- bzw. Berithrungspunkt oder sie sind identisch. Nachfolgend wird gezeigt,
dass zwei Funktionen U (t) und U’(t) identisch sind, wenn sie zu zwei unterschiedlichen Zeiten
t1 #t, jeweils die gleichen Werte U (t;) = U’ (t;) bzw. U (t;) = U’ (t,) annehmen. Seien die zuge-

horigen Parameter Zj und t bzw. Z und 1/, dann gilt

_ene)?r? 27 oo 87! _m)?a? 27y
Uia (11) = ZIO 1-e %% @ h 2210702 1-—¢ 32 o b :Ui,d(tl)
(2n+ 1) =

n=0 (2n+1)"m?

(5.9)

870 (n+1)%r? 220 o 87! _ (2n+1)x? 229,
Uig (£2) = Zlo(l_e B ) 2, 1o . l-e 0 72 ) =Uj(t).

0 (2n+1)? a0 (2n+1)’m2

(5.10)

Die Funktionen sind identisch, wenn die Parameter iibereinstimmen. Daher muss gezeigt werden,

dass aus dem Gleichungssystem Zy = Zj und 7 = t’ folgt.

Da die Exponentialfunktion im Limes t — oo verschwindet und die unendliche Summe tiber den
Vorfaktor konvergiert, reicht es aus die Summanden paarweise zu vergleichen. Fiir den ersten Sum-

manden folgt deshalb

87 2 87! 2
100(1— “):Ionzo(l—e 41'“) (5.11)
87 2 87! _x
100(1 6_4Tt2): 020(1—6 4r’t2) (5.12)
7T

wodurch fir den Quotienten der beiden Funktionen

2
T
1-e" 4rt1 1-—e ah2

2
_ o _
1-e 4r’t1 1-¢ a7h2

2 72 2

2 2 2
2 I e il 2 2 I e n
1-e” 41t1—e_%t2+e (4Tt1+4f't2):1—e‘ﬁt1—e_%rt2 +e (4T't1+47t2)

2 2 2 2
2 2 2 2 b4 4 s T
_x =z _x _ I - —t1+—t2) —(ft1+ft2)
e i 5] _e 4T t _ (6 yedy) —e 4 tz) + (g (4T’ ar —e \¥ & (513)
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resultiert. Da 7 und 7’ unabhingig von #; und t; sind, also unabhéangig vom Zeitpunkt zu dem sich
beide Kurven schneiden, kann auch t, — +oo gewahlt werden. Somit verschwindet die rechte Seite von
(5.13) und es folgt T = v’. Mit diesem Ergebnis folgt wegen (5.11), dass auch Zj = Z| gilt. Deswegen
ist die Funktion U (t) in (5.5) eindeutig durch zwei Punkte bestimmbar.

Anhand der Eindeutigkeit der Funktion ergibt eine Kurvenanpassung, zum Beispiel durch die Me-
thode der kleinsten Quadrate, unabhéngig von den Startparametern, die Werte fiir Zy und 7 aus.
Dabei werden mindestens zwei Messwerte benotigt.

5.2 Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht

In Abschnitt 3.3 erfolgt eine genaue Untersuchung der Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler
Grenzschicht. Die Abbildung 5.2 fasst die Graphen im Frequenzbereich und im Zeitbereich zusam-

men. Im Zeitbereich wird hier das kapazitive Verhalten abgebildet.

. Zig(w) —— 471y
120
3Zoly
320
8 B
(a) XN, 5 2%l (b)
£ /
|
%ZO /
Zolo
: o L Ur(t) ——
0 120 320 0 27 4t
Re[Z(a))] t

Abbildung 5.2: (a) Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht im Nyquist-Diagramm.
(b) Zugehorige Spannungsantwort auf einen Stromsprung.
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5.2.1 Frequenzbereich

Der Funktionsterm der Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht lautet

Zy -
Znper () = \/mcoth(\/zw’[), (5.14)
Im Nyquist-Diagramm gibt es keinen Punkt der ausgezeichnet ist, daher kann Zy und 7 nur dann ein-
deutig bestimmt werden, wenn wt hinreichend klein ist. Aus 3.3.1 ist bekannt, dass
cu—>0 Zo

Znper (w) —> 5, wodurch Z bestimmt werden kann. Anhand eines weiteren Messwertes, inklu-

sive der zugehorigen Frequenz, kann dann auch t abgeleitet werden.
Falls nur Messwerte vorhanden sind, die sich im Bereich der Geraden mit Steigung 1 befinden, kann,

analog zur Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir, (5.4), nur der Vorfaktor % festgelegt werden,

3
aner (w) wT gro Zy

0 (5.15)
1wT

5.2.2 Zeitbereich

Die Spannungsantwort der Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht auf einen Strom-

sprung der Grofie Iy steigt nach einem kurzen Einschwingverhalten linear an

InZyt 2200 & T _n*?;
Unper(t): +Ip T 1 ) I-e =
IOZOt el _112712 22y
+ I 2Zg T
Z:: On 702 (
I &
o ZIOR ( e T ) (5.16)
mit R, = % Vn>1und C = 5. Fur grofie Zeiten ist daher der Quotient = Z0 anhand der Steigun

po 8 gung

der Geraden feststellbar. Die vertlkale Verschiebung ist 0710, denn

tgrofl Iozot 27 Iozot 2701y 72 _ IyZpt N Zoly

0 =
nZ:: n?r? ot w6 T 3

Unper (1) (5.17)

Damit sind die Parameter Zy und 7 durch zwei Punkte mit grofSen Zeiten eindeutig bestimmbar.
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5.3 ZARC-Element

Das ZARC-Element wird ausfiihrlich in Kapitel 4 diskutiert. Die zusammenfassenden Graphen im

Frequenz- und im Zeitbereich sind in Abbildung 5.3 dargestellt.

%R B ZIARc(a))I,O(:O.75I -
2
(@) N, 1p S
E 4
E / \
0
0 iR R
Re[Z (w)]
Rl
I
o5
Uarc (t), @ =0.75
0 1 1
0 2(RK)@ 4(RK)=

t

Abbildung 5.3: (a) ZARC-Element im Nyquist-Diagramm mit a = 0.75.
(b) Zugehorige Spannungsantwort auf einen Stromsprung.

5.3.1 Frequenzbereich

Im Nyquist-Diagramm beschreibt das ZARC-Element ein Kreissegment, da die Impedanz

Zarc (w) = o R (5.18)

(iw)* RK

die Kreisgleichung

2 2 2
(RG[ZARC (a))]—I;) +(Im[ZARC (a))]— Ztanlzan)) :(2sinlz‘;7l)) (5.19)

2

erfullt. Dabei liegt der Mittelpunkt bei M, = %,La und der Radius ist —=—. Die Kreis-
2tan(7n) Zsm(7n)

gleichung (5.19) beinhaltet nur die zwei Parameter R und «. Deshalb reichen zwei Impedanz-Werte

inklusive der zugehorigen Frequenzen aus, um die drei Parameter R, K und a vollstandig zu bestim-

men.
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5.3.2 Zeitbereich

Die Spannungsantwort des ZARC-Elements auf einen Stromsprung Iy kann mit der Mittag-Leffler-
Funktion bestimmt werden. Sie lautet

) (_1)”t(n+1)a

_k
Uarc (t) = K ;;) (RK)'T((n+1)a+1)

(5.20)

Bereits in Abschnitt 4.5 wird gezeigt, dass sich Uarc (f) dhnlich wie g(x) = 1 — ™ verhilt. Dem-
zufolge ist aufgrund der vorherigen Diskussion in 5.1.2 die Funktion eindeutig durch drei Punkte
bestimmbar und somit eine Kurvenanpassung unabhdngig von der Wahl der Startparameter.

5.4 ZAPP

Das ZAPP ist eine Approximation des ZARC-Elements durch unendlich viele RC-Glieder. Die drei
charakteristischen Grolen R, C und p bestimmen alle notwendigen Parameter des Modells. Die
detaillierte Diskussion erfolgt in 4.6.2 und wird in der nachfolgenden Abbildung 5.4 im Frequenz-

und Zeitbereich zusammengefasst.

_ARE Zup(w), f=0475m
2
(@) N, 1p i
g / \
T
0
0 $R R
Re[Z(w)]
Ry
I
Z R
(b) 5 Ko
0 UApp(t),ﬂ=0.4757I
0 2RC 4RC

t

Abbildung 5.4: (a) Nyquist-Diagramm des ZAPP-Elements mit = 0.4757.
(b) Zugehorige Spannungsantwort auf einen Stromsprung.
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5.4.1 Frequenzbereich

Die Impedanz der Approximation mit unendlich vielen RC-Gliedern ist durch

R 1+(wRC)®>  2(wRC) . 2(wRC)
Re [ZApp( )] =5 1+ ! —(wRC)2 (1 —(wRC)Z)[j’ arctan 7(1 +(a)RC)2) tan (B) (5.21)
__R_2(wRC) 1-(wRC)? .
Im[ZAPP (w)] =5 —(1 —(a)RC)Z)/j’ arta h(1 +(a)RC)2 s (/5)) (5.22)

gegeben. Bei der eindeutigen Bestimmung der charakteristischen Groflen reichen zwei Impedanz-
Werte sowie deren zugehorige Frequenzen aus. Damit konnen die Parameter des ZARC-Elements
berechnet werden. Aufgrund der Konstruktion von ZAPP sind die Ohm’schen Widerstande identisch.

Zwischen a und p gilt der Zusammenhang

sin

tan(grc)z (ﬁ) (5.23)
4 p
und die Kapazitat C wird durch

1

RK)@
c- (RK)T (5.24)

R

bestimmt. Da R die Breite, C die Geschwindigkeit mit der ZAPP durchschritten wird und g die Stau-
chung im Nyquist-Diagramm beschreibt, kann eine Variation der Parameter nicht die gleiche Kurve
bestimmen. Deshalb ist der Kurvenverlauf eindeutig und eine Kurvenanpassung bei mehreren Mess-

werten unabhangig von der Wahl der Startparameter.

5.4.2 Zeitbereich

Im Zeitbereich ist die Spannungsantwort des ZAPP auf einen Stromsprung durch die unendliche

Summe tber die Spannungsantworten der einzelnen RC-Glieder darstellbar, vgl. Abschnitt 4.6.2.4,

ﬁtan(%+§)
Upp (1)= - f Lot gy (5.25)
app ()= 55 | (L) .

%= tan(

[STpes

1R

Das Integral ist analytisch nicht berechenbar und daher ist der Umweg iiber die Bestimmung der
Parameter des ZARC-Elements eine Moglichkeit zur Bestimmung der drei Groien R, C und f. Eine
Alternative dazu ist eine Kurvenanpassung mit (5.25). Da die drei Parameter im Zeitbereich unter-
schiedlichen Einfluss auf den Verlauf der Kurve haben, ist das Ergebnis einer Kurvenanpassung tber

mehrere Messdaten unabhangig von den Anfangswerten.
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5.5 Z3grc

Die Approximation des ZARC-Elements mit nur drei RC-Gliedern in Abschnitt 4.6.3 hat im Vergleich
zu ZAPP den Vorteil, dass die Spannungsantwort auf eine Stromanregung einfach zu bestimmen ist.

Allerdings ist der Nachteil, dass es zwischen dem a des ZARC-Elements und dem ¢ dieser Methode

keinen funktionalen Zusammenhang gibt. Dieses Problem kann iiber eine einmalig erstellte Lookup-
Tabelle oder den graphischen Zusammenhang in Abbildung 4.10 (d) behoben werden. Die Impedanz

Z3rc sowie die Spannungsantwort auf einen Stromsprung sind in Abbildung 5.5 dargestellt.

. IRt Zsre(w),&=0.397n =
3
(@ N g T
= 7 N
T
0
0 iR R
Re[Z (w)]
Rl
<RI
(b) S5 2 /
0 Usrc (1), &£ =0.3971
0 2RC 4RC
t
Abbildung 5.5: (a) Nyquist-Diagramm des Z3p-Elements mit & = 0.3977.
(b) Zugehorige Spannungsantwort auf einen Stromsprung.
5.5.1 Frequenzbereich
Die Impedanz der Approximation mit drei RC-Gliedern lautet
tan(%rz)—cos(é) R 1—tan(%n) R l—tan(%n)
Zare (w) _ : +11‘—(ccvsI({.§é) + 2 1-cos(&) ( 2 1-cos(&) '
w 1+i(a)RCtan(%+%)) 1+i(a)RCtan(%—%))
Wobei der Parameter @ im Zusammenhang mit dem Minimum des Imaginarteils steht,
R a
—t —7n | =|min(Im|Z =B
2 ()| min (2 )
(a ) 2B
tan| —m|=—.

4 R

(5.26)

(5.27)
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Das Minimum der Impedanz liegt bei Z3gc (wRC=1) = % - i% tan (%T[). Falls dieser Wert Z = A -iB
1 1

mit Frequenz wg bekannt ist, konnen die Parameter R = 24, C = @R = TAmg und & Uber den Zusam-
menhang mit a = %arctan(B) und der Abbildung 4.10 (d) bestimmt werden. Die Impedanz lautet
somit

2B 2B
-2 1-28

Z—If—cos(é) R 1 R R
1-cos(&) 2 1—cos(& 2 1—cos(&)

)
g + + )
1+i(wRC) 1+i(a)RCtan(%+%)) 1+i(wRCtan(%—%))

Zsrc (w) = (5.28)

Eine Kurvenanpassung ist in diesem Fall schwierig, da die Verknlipfung zwischen a und & iiber eine
Lookup-Tabelle eingepflegt werden muss.

5.5.2 Zeitbereich

Die Ermittlung der Parameter von Zsgc im Zeitbereich bendtigt ebenso die Lookup-Tabelle. Auf-
grund der Eindeutigkeits-Diskussion in 5.1.2 wird behauptet, dass die Spannungsantwort auf einen

Stromsprung der Grofie Iy

Usrc (t) = 2(1 _SiiIEJg _5)) ((tan(in) —sin(% —5)) (1 —g‘ﬁ)

+ (1—tan(ZTc))(l—e_RCtan(Zg)) (5.29)

ebenfalls eindeutig ist. Damit ist eine Kurvenanpassung unabhangig von der Wahl der Startparame-
ter. Allerdings muss auch hier die Abhéngigkeit von a von £ iiber eine Lookup-Tabelle eingebunden

werden.
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5.6 Zusammenfassung

Die Parameter der Warburg-Impedanzen konnen im Frequenzbereich nur dann genau berechnet wer-
den, wenn bestimmte Werte bekannt sind. Bei der Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir ist es
das globale Minimum des Imaginarteils und die zugehorige Frequenz. Die Warburg-Impedanz mit
nicht-permeabler Grenzschicht bendtigt hingegen den Realteil fiir w — 0 und einen Impedanzwert
fiur groSe wt, der auf der Geraden in der Nahe des Koordinatenursprungs liegt.

Die drei Parameter des ZARC-Elements beeinflussen den Verlauf der Kurve unabhingig voneinan-
der. Daher konnen diese aufgrund der Kreisgleichung durch zwei Impedanzwerte festgelegt werden.
Dariiber hinaus ergibt eine Kurvenanpassung iiber beliebig viele Werte, wegen der Beschaffenheit der
Parameter, eindeutige Ergebnisse, die unabhangig vom Startwert sind.

Die Parameter des ZAPP und des Z3gc konnen entweder iiber den Umweg des ZARC-Elements oder

eindeutig Uber die Kurvenanpassung bestimmt werden.

Im Zeitbereich reagieren alle elektrischen Ersatzschaltbilder bis auf die Warburg-Impedanz mit nicht-
permeabler Grenzschicht auf einen Stromsprung dhnlich wie die Funktion 1 —e™*. Die Parameter
haben unterschiedliche Einfliisse auf den Kurvenverlauf und daher ist eine Kurvenanpassung un-
abhingig von der Wahl der Startparameter. Im Fall der Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler
Grenzschicht sind die Parameter durch die Geradengleichung bestimmbar, die die Kurve fiir groe
Zeiten beschreibt.






In diesem Abschnitt werden Ideen zur Erstellung weiterer elektrischer Ersatzschaltbilder prasentiert.

Diese betreffen sowohl die Warburg-Impedanz als auch das ZARC-Element.

6.1 Alternative Treppenstruktur zur Approximation der

Warburg-Impedanz

In Abschnitt 2.1.3.3 werden die vier Arten der elektrischen Ersatzschaltbilder nach Foster und
Cauer vorgestellt. Sie bewiesen, dass jede Impedanz in allen Variationen dargestellt werden kann,
wobei auch negative Werte der passiven Bauelemente zulassig sind. In der Diskussion zu den ver-
schiedenen Warburg-Impedanzen wird erlautert, dass eine alternative Treppenstruktur, vgl. Abbil-
dung 6.1, durch die ungiinstige Kettenbruchentwicklung des Cotangens hyperbolicus nicht allge-
meingiiltig hergeleitet werden kann. In Anhang C werden die ersten Glieder der Kettenbruchent-
wicklung berechnet und durch die ﬁ Abhangigkeit gezeigt, dass eine ersatzschaltbild-basierte Mo-
dellierung durch passive Bauelemente nicht geeignet ist. Daher ist eine alternative Methode z. B.
durch Kurvenanpassung zur Bestimmung der Parameter notwendig.
R; R, Rs

A -

C C G —

Abbildung 6.1: Alternative Treppenstruktur.

Diese alternative Treppenstruktur mit der Impedanz in der Form von

Zid (w):R1+ (61)

iwC1 +

i(l.)C3 +...

wird wahrscheinlich eine dhnlich genaue Approximation, wie die bereits vorgestellte Treppenstruk-
tur, besitzen. Sie bietet beim kapazitiven Verhalten den Vorteil, dass ein Ohm’scher Widerstand und
eine Kapazitat seriell verschaltet sind. Diese Art der Modellierung schldgt Fricke in seinem Modell
[23] zur Doppelschichtkapazitdt und dem Ladungsdurchtritt vor.
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6.2 Approximation des konstanten Phasenelements

Das konstante Phasenelement ist im Nyquist-Diagramm eine Gerade mit der Steigung 7. Jedoch
ist es ein kiinstliches Element, das nicht aus passiven Bauteilen besteht und daher ist es schwie-
rig den nachzubildenden Effekt zu interpretieren. Eine Abhilfe schafft die Approximation des CPE
durch elektrische Ersatzschaltbilder. In Abschnitt 2.1.3.3 sind die vier Vorschldge von Foster und
Cauer aufgelistet. Diese bestehen aus der Partialbruch- und Kettenbruchentwicklung der Gesam-
timpedanz. Die Konstruktion einer Geraden im Nyquist-Diagramm mit passiven Bauteilen ist durch
die Warburg-Impedanz motiviert. Sie bildet fiir mittlere bis groie Frequenzen eine Gerade mit der
Steigung 7. In den Abschnitten 3.2.2 und 3.3.2 werden die Reihen-, Leiter- und Treppenstruktur un-
tersucht und die Werte der einzelnen Bauteile bestimmt. Darauf aufbauend muss in weiterfiihrenden

Arbeiten diskutiert werden, ob Geraden mit beliebigen Winkeln abgebildet werden konnen.

Es zeichnen sich zwei Strukturen besonders heraus. Die Treppenstruktur, die im Fall der Warburg-
Impedanz die geringsten Abweichungen erzielt und die Reihenstruktur, deren Impedanz aufgrund
der Summe anschaulich ist. Hier wird am Beispiel der Reihenstruktur eine mogliche Vorgehensweise

zur Approximation des CPE kurz beschrieben.

Die Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir lautet

Zig (w) = Zo tanh(\/ﬂ)

1wT
8Z¢
_ i (2n+1)*n2
n=0 l+iw 82y z

(2n+1)*n2 27,

>, R
=y — (6.2)
o 1+iwR,C
mit
87
=B ypen (6.3)
(2n+1)°m?
T
C=—. 6.4
7 (6.4)

Ein erster Schritt konnte die Untersuchung der Ohm’schen Widerstdnde und somit die Durchmesser
der Halbkreise und der Winkel ¢ am Kreismittelpunkt zwischen Impedanz und Abszisse, vgl. Ab-

schnitt 4.6 bzw. (4.59), sein. Das Verhéltnis zweier aufeinanderfolgender Ohm’scher Widerstiande ist

Ry (2n+1)°

B S 6.5)
Ry, (211+3)2 (
und der Winkel ist
tan (ﬂ) =wR,;C = L’[z (6.6)
2 (2n+1)

Die Vermutung ist nun, wenn das Verhaltnis zwischen den Ohm’schen Widerstdnden geeignet veran-
dert und der Winkel durch die Wahl der Kapazitit entsprechend angepasst wird, dass zumindest fiir
grofle Frequenzen eine Gerade mit unterschiedlichen Steigungen konstruiert werden kann.
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6.3 Approximation des ZARC-Elements mit fiinf RC-Gliedern

In Abschnitt 4.6.3 wird das ZARC-Element bereits durch drei RC-Glieder approximiert. Allerdings
ist ersichtlich, dass fur a < 0.7 die Approximation Zzgc im Bereich kleiner und grofser Frequenzen
deutlich abweicht. Um dies zu umgehen schlagen Buller [57] und Handschuh [67] eine Approxima-
tion mit funf RC-Gliedern vor. Ein Ansatz, der dhnlich zu Z3pc ist lautet

R=R1 +R2+ +R2_+R3+ +R3_ (6.7)
Roy =Ry (6.8)
R3: =Rj_ (6.9)
R « R &

2tan(4n):21+R2+cos(22)+R3+cos(<f3) (6.10)
RiCi =RC (6.11)

R TC 52
Cr.=—=Ct —+ == 6.12
24+ Rya an(4 + > ) ( )

R T &3
Cy.=—~Ct —+ = 6.13
3+ Rs. an(4 + 2 ) ( )

mit Ry > Ry, > R3,. Das Gleichungssystem ist so gewdahlt, dass die Minima der Imaginérteile des
ZARC-Elements und der Approximation iibereinstimmen, (6.10). Aulerdem erfolgt die Wahl der

s
2

sich die Ry, Cy.-Glieder um &, unterscheiden. Dabei konnte eine gleichmaflige Unterteilung der Ab-

Kapazitaten Cs. so, dass der Winkel 3. bei der Frequenz wRC =1 von 7 um &3 abweicht wahrend
weichungen, d. h. & = 5—23, eine glattere Kurve der Gesamtimpedanz ergeben. Da die R3.C3.-Glieder
fur kleine und fiir grofle Frequenzen beitragen sollen, ist es sinnvoll, die Kapazititen Csz, so zu wih-

len, dass sie die grofste und kleinste Zeitkonstante des Systems besitzen.

Zur vollstandigen Bestimmung des Gleichungssystems muss eine Funktion ermittelt werden, welche
die drei unterschiedlichen Ohm’schen Widerstainde miteinander verkniipft. Das konnte zum Beispiel

ein Verhiltnis 2L = R2x gein,
RZi R3i

Ziel ist es, eine Methode mit funf RC-Gliedern zu entwickeln, die fur & < 0.7 an den Randern eine

bessere Approximaiton ergeben als Zsgc.

Mit der Erkenntnis tiber die Wahl der einzelnen Parameter aus der Approximation mit fiinf RC-
Gliedern kann dann ein erweitertes ZAPP’ mit variablen Kapazititen und variablen Ohm’sche Wi-
derstanden entwickelt werden.






Diese Arbeit beschreibt die Entwicklung von elektrischen Ersatzschaltbildern fiir die zwei Hauptpro-
zesse einer Lithium-Ionen-Zelle, den Teilchentransport durch Diffusion und den Ladungsdurchtritt.
Dabei bilden die elektrischen Ersatzschaltbilder die Impedanz der Vorgidnge durch passive Bauele-
mente ab. Die Diffusion und der Ladungsdurchtritt in einer Lithium-Ionen-Zelle werden mit der
Warburg-Impedanz und dem ZARC-Element modelliert. Hierbei kann die Warburg-Impedanz auf-
grund der Konzentrationsunterschiede hergeleitet werden, wahrend das ZARC-Element empirischen
Ursprungs ist. Bei der Diffusion wird zwischen einem Ohm’schen Verhalten, der Warburg-Impedanz
mit idealem Reservoir, und einem kapazitiven Verhalten, der Warburg-Impedanz mit nicht-
permeabler Grenzschicht, unterschieden. Alle verwendeten Impedanzen erfillen die Eigenschaften
Endlichkeit, Stabilitdt, Kausalitat, Zeitinvarianz und Linearitat, welche in der Definition der Impe-

danz von Heaviside enthalten sind.

Foster und Cauer zeigten, dass die Modellierung mit elektrischen Ersatzschaltbildern nicht ein-
deutig ist. Sie veroffentlichten unterschiedliche Methoden zur Entwicklung von elektrischen Ersatz-
schaltbildern, indem sie eine vorhandene Impedanz und deren Admittanz in Partialbriiche zerleg-
ten, oder deren Kettenbriiche bildeten. Diese Methoden eignen sich zur Modellierung der Warburg-
Impedanzen mit passiven elektrischen Bauelementen. Sowohl die Warburg-Impedanz mit idealem
Reservoir als auch die Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht kann jeweils durch
drei unterschiedliche elektrische Ersatzschaltbilder exakt abgebildet werden. Aufgrund der Zusam-
mensetzung werden diese Reihen-, Leiter- und Treppenstruktur genannt. Obwohl jedes Modell aus
unendlich vielen elektrischen Bauelementen besteht, sind nur zwei charakteristische Groflen fur de-
ren Berechnung notwendig. Diese sind ein Ohm’scher Widerstand Z, basierend auf der thermischen
Bewegung der geladenen Teilchen und einer Zeitkonstanten 7, die proportional zur mittleren Bewe-
gungsdauer eines Teilchens in der Diffusion ist. Bei allen Modellen treten Zeitkonstanten auf, die von

einem Maximum gegen 0 konvergieren.

Die Approximation der Warburg-Impedanzen erfolgt durch den Abbruch der Ersatzschaltbilder nach
endlich vielen Elementen. Dabei ist die Treppenstruktur in beiden Féllen die genaueste Anndherung

bei gleicher Anzahl von Elementen.

Das ZARC-Element wurde zur Modellierung des Ladungsdurchtritts an der Elektrode-Elektrolyt-
Grenzfliche und der damit verbundenen Doppelschichtkapazitat theoretisch entwickelt, da kein be-
kanntes Bauelement ein derartiges Verhalten aufzeigt. Im Nyquist-Diagramm bildet die Impedanz
ein Kreissegment ab und modelliert damit die Messergebnisse sehr gut. Jedoch gibt es in der aktu-
ellen Literatur noch keine eindeutige Erklarung tiber den Ursprung des Verhaltens. Die verschiede-
nen Erklarungsansatze verweisen auf chemische Inhomogenitiaten, Oberflachenrauheit oder Ionen-
Adsorption. Dariiber hinaus bilden verschiedene Herleitungen im Bereich der Elektrodenmodellie-
rung, des functional calculus oder der fraktalen Geometrie das ZARC-Verhalten nicht vollstandig
nach.

Eine weitere Moglichkeit das ZARC-Element zu modellieren ist die Entwicklung eines elektrischen
Ersatzschaltbildes. In dieser Arbeit werden zwei Modelle entwickelt. Das ZAPP besteht aus unend-
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lich vielen RC-Gliedern mit identischen Ohm’schen Widerstinden und unterschiedlichen Kapazi-
taten, wahrend das Zsgc drei RC-Glieder zwei verschiedene Ohm’sche Widerstinde und drei sich
unterscheidenden Kapazitaten besitzt. Dariiber hinaus haben die zwei Modellansitze unterschiedli-
che Zusammenhinge zum ZARC-Element. Die drei Parameter des ZAPP werden durch Funktionen
mit den Parametern des ZARC verkniuipft, wohingegen die drei Groflen des Zsgc iiber einen Opti-
mierungsalgorithmus mit ZARC in Verbindung gebracht werden. Die zwei Approximationen bilden
das Kreissegment im mittleren Frequenzbereich mit einem Fehler von maximal 3% ab. Aufgrund
der Konstruktion nimmt der Fehler an beiden Rédndern zu. Die zwei Modelle zeigen auf, dass die
Doppelschichtkapazitat abnimmt, je starker das ZARC-Element von einem RC-Glied abweicht.

Das Zeitverhalten des ZARC-Elements wird durch die inverse Laplace-Transformation mit Hilfe der
Mittag-Leffler-Funktion bestimmt. Die beiden Modelle weichen im Zeitbereich nach einem kurzen
Einschwingprozess um maximal 3% ab. In diesen Modellen nehmen die Zeitkonstanten jeweils end-

liche Werte an.

Die Parameter der Warburg-Impedanzen und der Approximationen des ZARC-Elements haben je-
weils unterschiedlichen Einfluss auf den Kurvenverlauf sowohl im Frequenz- als auch im Zeitbe-
reich. Daher ist eine Kurvenanpassung wie z. B. durch die Methode der kleinsten Quadrate immer

eindeutig und unabhangig von der Wahl der Startparameter.
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A.l1 Einleitung

Ein Perpetuum Mobile zweiter Art ist nach Max Planck eine periodisch arbeitende Maschine, die ei-
nem Wairmespeicher Energie entzieht, um diese in mechanische Arbeit umzuwandeln. Ein Beispiel
hierfiir ist ein Lastenheber, der nur deshalb funktioniert, weil er die Umgebungstemperatur durch
die Energieentnahme senkt. Nach dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik, der die beliebige Um-
wandlung von Energie zuldsst, ware ein derartiges Perpetuum Mobile moglich. Da jedoch ein solcher
Vorgang nicht in der Natur beobachtet wird, muss es eine physikalische Beschrankung geben, die die
Richtung des Energieflusses vorgibt. Lauft ein Prozess spontan nur in eine Richtung ab, so heifit die-
ser irreversibel. Um Prozesse zu charakterisieren und deren Irreversibilitdt zu benennen definierte
Rudolf Clausius in der Thermodynamik die GroRe Entropie [131]. Die Anderung der Entropie ist
gemaf des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik nicht-negativ [131]. Infolgedessen sind Prozes-
se, wie die von Planck, nicht moglich. Ebenso wie die Formulierung des zweiten Hauptsatzes nach
Clausius [132]:

Ohne Eingriff von aufen kiihlt sich ein kdlteres System nicht weiter ab,
um mit der gewonnenen Energie ein warmeres System zu erhitzen.

In der statistischen Physik fithrte Ludwig Boltzmann die nach ihm benannte Boltzmann-Entropie ein.
Sie ist ein Maf fiir die Anzahl der Mikrozustdnde je Makrozustand im Phasenraum. Ein Mikrozu-
stand eines Systems ist hierbei die exakte Beschreibung jedes einzelnen Teilchens, wahrend der Ma-
krozustand nur eine grobe Beurteilung des Systems widerspiegelt. So ist z. B. der Mikrozustand bei
einer Folge von Miinzwiirfen die exakte Reihenfolge der Ergebnisse Kopf und Zahl, wihrend der
Makrozustand nur die Gesamtanzahl von Kopf und Zahl angibt.

Das Boltzmann-Prinzip begriindet die Ubereinstimmung der Clausius-Entropie aus der Thermo-
dynamik und der Boltzmann-Entropie aus der statistischen Physik [132] [59]. Diese Identitat erklart
den Zusammenhang zwischen der statistischen Physik und der Thermodynamik und fithrte Mitte
des 19. Jahrhunderts zur Akzeptanz der Thermodynamik in der Physik.

In diesem Kapitel wird zundchst die Entropie anhand des Einstein-Solids hergeleitet. Darauf aufbau-
end wird mit Hilfe der Thermodynamik die Nernst-Gleichung bestimmt. Dies sind die Grundlagen

fur die Herleitung der Warburg-Impedanz im Frequenzbereich in Abschnitt 3.1.
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A.2 Die Entropie und der zweite Hauptsatz der Thermodynamik

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die Entropie einzufiihren. Diirr und Teufel leiten die Boltzmann-
Entropie in [59] durch ein Oberflichenintegral im Phasenraum her. Hierbei nutzen sie die kano-
nische Zustandssumme, um bei vorgegebener Energie die Anzahl der Mikrozustande je Makrozu-
stand zu bestimmen. Anhand der Definition der Temperatur von Clausius und dem Aquipartitions-
theorem wird der Zusammenhang zwischen der Clausius-Entropie in der Thermodynamik und der
Boltzmann-Entropie auf dem Phasenraum hergestellt. Die Verkniipfung beider Theorien in der Phy-

sik erfolgt iiber die Boltzmann-Konstante.

Hier erfolgt die Herleitung der Entropie nach Schroeder [133]. Dieser benennt fiir Systeme mit fester
Teilchenanzahl und vorgegebener Energie die Mikrozustande zu jedem Makrozustand. Im Anschluss
folgt die Formulierung des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik und des totalen Differentials

der Entropie.

A.2.1 Herleitung der Entropie und des zweiten Hauptsatzes der

Thermodynamik

Zur Herleitung der Entropie wird ein Vielteilchensystem eingefiihrt, in dem die Energieniveaus der
einzelnen Teilchen dquidistant verteilt sind. Eine festgelegte Nullpunktsenergie Uy = 0 definiert die
niedrigste Energiestufe. Alle weiteren Zustinde sind ganzzahlige Vielfache einer Energieeinheit U.
Im System selbst kann jedes Energieniveau von beliebig vielen Teilchen besetzt werden. Dabei gibt es
keinen bevorzugten Zustand, sodass jedes Niveau von jedem Teilchen mit der gleichen Wahrschein-
lichkeit angenommen werden kann. Schliefflich ist die Gesamtenergie des Systems die Summe der
einzelnen Energien der Teilchen. Albert Einstein entwickelte 1907 dieses sogenannte Einstein-Modell

zur Charakterisierung der Gitterschwingungen in Festkorpern [133].

Bei vorgegebener Teilchenanzahl N und Gesamtenergie U = q U, mit g als Anzahl der Energieeinhei-
ten, konnen alle moglichen Verteilungen der Energie auf die Teilchen aufgelistet werden. Die gesamte
Anzahl an Méglichkeiten wird Multiplizitit Q = Q (N,q) genannt. Sie wird mit dem Binomialkoeffi-
zienten

q+N—1) (g+N-1)!

g ) g (N-1) (A1)

Q(N, q)=(

berechnet. Es werden anschaulich g ununterscheidbare Kugeln auf N Platze in einer Reihe verteilt.
Die N Platze werden durch N -1 ununterscheidbare Langsstriche voneinander getrennt. Insgesamt
werden daher g Kugeln und N -1 Langsstriche auf g + N — 1 Stellen verteilt. Die Anzahl der unter-
scheidbaren Moglichkeiten werden mit dem Binomialkoeffizienten aus Gleichung (A.1) bestimmt.

In der Tabelle A.1 werden die Moglichkeiten der Energieverteilung fiir ein System mit N = 3 Teilchen
und einer Gesamtenergie von q = 4 Energieeinheiten explizit ausgeschrieben. In der letzten Spalte
steht jeweils die Anzahl der Zustande fir die Verteilung der Energie auf ein, zwei oder drei Teilchen.
Insgesamt gibt es nach der Formel (A.1) 15 Moglichkeiten. Jeder einzelne Zustand der 15 Moglichkei-
ten beschreibt das System detailliert und wird deshalb Mikrozustand genannt. Alle Mikrozustande
zusammen besitzen den gleichen Makrozustand, der durch die Teilchenanzahl N und die Anzahl der
Energieeinheiten q definiert ist. Somit ist die Multiplizitat die Anzahl der Mikrozustande, die zum
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gleichen Makrozustand gehoren.

’ Teilchen 1 \ Teilchen 2 \ Teilchen 3 \ Anzahl Zustiande ‘
4 0 0

3

== NNO NN O == O WWo o
RN RFRPINNONRFE O WWO RO

N IO WWo RO O
\O

15

Tabelle A.1: Alle Moglichkeiten der Energieverteilung von g = 4 Energieeinheiten auf N = 3 Teilchen und deren Anzahl bei
der Verteilung der Energie auf ein, zwei und drei Teilchen.

Das grundlegenden Postulat der statistischen Physik geht davon aus, dass in einem abgeschlossenen
System jeder Mikrozustand eines Makrozustands mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auftritt. Aus
diesem Grund ist im obigen Beispiel die Wahrscheinlichkeit, das System in einem der aufgelisteten
Mikrozustinde zu finden, jeweils 11—5 Da jedoch die Teilchen eines Systems untereinander immer
Energie austauschen konnen, ohne sich sonst gegeneinander zu beeinflussen, dndert sich der Mikro-
zustand eines Systems zeitlich. Das grundlegende Postulat der statistischen Physik erlaubt es, die
Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, mit der ein System in einer Gruppe von Mikrozustinden mit
gleichen Eigenschaften zu finden ist. Im obigen Beispiel ist die Wahrscheinlichkeit gleich % = %
das System in einem Zustand anzutreffen, bei dem die Gesamtenergie auf zwei von drei Teilchen

aufgeteilt ist.

In der Natur passiert es hdufig, dass sich zwei oder mehr Systeme vermischen und Energie austau-
schen. Dabei wird nachfolgend davon ausgegangen, dass die Systeme schwach gekoppelt sind. Zwei
unterschiedliche Systeme A und B, deren Energieaustausch langsam im Vergleich zum Energieaus-
tausch der Teilchen eines Systems untereinander erfolgt, heifit schwach gekoppelt. Es wird davon
ausgegangen, dass die Wechselwirkung zwischen den Teilchen unabhingig vom Energielevel ist und
nur zum Energieaustausch dient. Beide Systeme befinden sich im thermischen Gleichgewicht, wenn

der makroskopische Zustand der Teilsysteme bis auf kleine Fluktuationen gleich bleibt.

Analog zu einem System kann die Multiplizitit auch fiir eine Mischung aus zwei Systemen bestimmt
werden. Sie ist wie in (A.1) durch die Gesamtteilchenanzahl N = N4 + Ng sowie durch die Gesamt-
energie U =q-U = (qA + qB) - U festgelegt. Aus der Sicht der einzelnen Systeme wird die Anzahl der
Mikrozustdnde des Gesamtsystems, fiir jede mogliche Kombination der Makrozustande der Systeme
A und B, aufsummiert. Die Kombinationen der Makrozustdnde der beiden Systeme ist durch die
Gesamtenergie g = g4 + qp = konstant vorgegeben. Daher ist die Multiplizitat des Gesamtsystems ver-

gleichbar mit (A.1) und somit
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Q(Ng)= >  Qa-Qp

qa+qp=const.

_ oy (qA+NA—1)(qB+NB—1)

ga+qp=const. qA 9B

) Zq: (qA+NA—1)(q—qA+NB—1)

44=0 qA q-494
:(q+N—1):(qA+qB+NA+NB—1)' (A.2)
1 ga+4s

Aus der Uberlegung heraus muss obiger mathematischer Zusammenhang gelten, was nachfolgend

mit der vollstindigen Induktion bewiesen wird. Generell ist die Annahme
%(a+n)(b+N—n):(a+b+N+l) (A3)
o\ n N-n N

zu zeigen. Fir den Beweis wird auflerdem der allgemeingiiltige Ausdruck

Ny _ Nt (N-1)f (N-1
”(n)‘”'n!(N—n)!‘N'(n-nz(zv_n)!‘N(n_l) (A.4)

benutzt. Der Induktionsanfang fiir N = 0 lautet:

SO CE -0 e

Im Induktionsschritt N - N + 1 muss gezeigt werden, dass

Ni:l(a+n)(b+(N+1)—n):(a+b+(N+1)+1)

o\ n (N+1)-n (N+1)

giiltig ist.
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Hierfiir wird folgendes berechnet:

w3 () )

ZI:;I(NH—n+n)~(a;n)(b21\(zl\+fi)lz;n)

S ()

(e ()

e ()

N+l(a+n

+ 2
n=0

B

b+N—n)

)-(b+N+1—n)~( N —n

n

n=1

DUl Guning

n-1

s ()

e (0N
2 ()
ﬁ(ml).(a;n)(b;:n)

+(b+N+l)§:(a;n)(b+N—n)

n=0 N-n
~ %’:n (a+n)(b+N—n)
az0 n N-n

:(a+b+N+2)}§)(a;n)(b;\rA—];zn)

(43) (a+b+N+2)-(a+b+N+l)

N
a+b+(N+1)+1)
(N+1) '

(A4)

L (N+1)~(

Durch die vollstindige Induktion ist die Gleichung (A.2) auch mathematisch bewiesen.

(A7)
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Im Allgemeinen ist die Teilchenanzahl fiir Systeme in der Physik im Bereich von der Avogadro-
Konstante und nimmt daher Zahlenwerte mit der Gréenordnung von etwa 10?3 an. Die Energie
eines Systems liegt, in Abhdngigkeit von der Temperatur, sogar einige Groflenordnungen dariiber,
wenn von der universellen Gaskonstante ausgegangen wird. In der statistischen Physik sind Systeme,
die 1 <« N » 10?® « q erfiillen, sehr hiufig [133]. Somit ist die Approximation des Binomialko-
effizienten in Gleichung A.1 durch die Stirling-Formel

e

N N
N!w() V/2nN (A.8)

legitim. Der Faktor unter der Wurzel kann fiir grofSe N als Korrekturfaktor angenommen werden, der
kaum Einfluss auf die Schatzung hat. Zur leichteren Abschédtzung der Multiplizitat wird zusatzlich
der natiirliche Logarithmus angewendet,

(q+N—1)!)

g' (N-1)!

mln(%”)

:ln((q+N)!)—ln(q!)—ln(N!)

InQ(N, q) :ln(

q+N)In(q+N)-(q+N)-gln(q)+q9-NIn(N)+N

:(q+N)1n(q(1+I;] )—(q+N)—q1n(q)+q—Nln(N)+N
- (g+N)in(q) + (9+N) 5= (3+N) ~q1n(g) + - N1n(N) +N
2

:Nln(q)+N+I\;—Nln(N)

wmn(%)m. (A.9)

In obiger Rechnung wird davon ausgegangen, dass N « g ist und deswegen der Term N72 <« N ver-
nachldssigbar ist. Auerdem wurde die Anndherung In (1 +x) ~ x fir [x| < 1 benutzt. Somit kann die

Multiplizitat fiir sehr grofle Zahlen durch

Q(N, q)» (;‘?)N (A.10)

angendhert werden.
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Bei einem Gemisch aus zwei Systemen, mit einer vorgegebenen Anzahl an Energieeinheiten q und
den Teilchenanzahlen N4 und Ng, muss folglich auch die grobe Abschitzung fir die Multiplizitat
aus Gleichung (A.2) gelten. Es ist

QN, g)- 3. (faNat) (gm0 s No o)

qa=0 qA q-9A

N,
.3 (q)N e(g-a1)\"
g4=0 Na Ng

(A.11)

NA+NB
L(q+N—1)_(qA+qB+NA+NB—1)i e(qa+qg)
q gA +4B Na +Np

zu zeigen. Fir die weitere Betrachtung wird zunédchst der grofste Summand in Abhdngigkeit von g4

aus dem obigen Ausdruck bestimmt,

N
0:8(6‘71“)[\]A e(g-494)\"
dqa \ Na Np

eNA+NB

_ Ny-1 _ NB_ N _ Np-1
BASA (NAqA 27 (g-qa) " -Npga"*(9-qa) )

und daraus folgt

Na(9-9a)=Ngqa

Na

=——q. A.12
NA+NBq ( )

qa

Der grofite Summand in der Gleichung (A.11) nimmt den Wert

Qmax:(e%)NA(e(q_qA))NB :( 1 )NA+NB (A.13)

NA NB NA+NB

A= N, +Ng 1

an. Doch genau dieser Wert QQpax soll gleichzeitig das Ergebnis der Summe sein. Die Erklarung hier-
fur liegt in der Approximation aus Gleichung (A.10). Sie ist so grob, dass nur Terme mit der groiten
auftretenden Groflenordnung beriicksichtigt werden. Dennoch zeigt sie, dass zur Summe nur einige
wenige Summanden in der Gréfenordnung von (A.13) beitragen, die in etwa um g4 voneinander ab-
weichen. Der Beitrag der restlichen Summanden ist dagegen vernachléssigbar klein. Wird der Funk-
tionsgraph des Produkts (4 - Qp gegen g4 abgebildet, dann wird deutlich, dass die Funktion einen
scharfen Peak bei g4 = ¢ % besitzt. Die Werte auflerhalb des Peaks sind im Vergleich zum Maxi-
mum irrelevant. Nachfolgend wird diese Annahme bestdtigt, indem die Breite des Peaks bestimmt
wird. Hierzu wird das Verhalten von Q4 - Qp fur kleine Abweichungen x von g4 = ¢ % betrach-
tet. Da es sich hier wieder um grofie Zahlen handelt, wird der natiirliche Logarithmus auf den Term
angewendet. Bei der Approximation des natiirlichen Logarithmus wird In (1 +x) ~ x —*”/2 fiir |x| < 1
benutzt,
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eq Na eq Np
In(Q4-Q ~Inf (2] (22
novcanl oo\ () () )
N4+Np
=In ﬁ +NAln( Na q+x)+NBIn( N q—x)
NA"ANp™B Na +Np N4 +Njg
~ eNA+NB
=in NANANBNB
+Nuyln Na q(l+(NA+NB)x)
Ny +Np Naq
+Ngln _Np__ q(l—(NA+NB)x)
Ny +Np Npq

Ns+Np
~In % +Nyln Na q|+Ngln Np q
N, VANgB N+ Np N4 +Np

+NA((NA +Np)x _1((NA +NB)X)2)

Naq 2 Naq

+NB(_(NA+NB)x_1((NA+NB>x)2)

NBq 2 NBq
2
1 1 1
:(NA+NB)ID °q - = (NA+NB)X —_—+ —
Ny +Np 2 q N4 Np
Ny+Np 3
| _ L[ (Na+Np)” o} (A.14)
N4+ Np 2 I\]AI\]Bq2

Obige Rechnung zeigt, dass der Verlauf von Q4 - Qp einer GaufSkurve gleicht, deren Breite Ax durch

1oL (Na +Np)’® 2
2\ NaNgg?

2N4N5
X=q\| ———=
(Na +Np)
Ax=2q LNB3 (A.15)
(N4 +Ng)

angegeben wird. Somit verhalt sich die Breite des Peaks zur Gesamtenergie wie

(A.16)

Dies verdeutlicht die schmale Spitze des Peaks.
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Das grundlegende Postulat der statistischen Physik nimmt die gleiche Wahrscheinlichkeit fir alle
Mikrozustinde eines Makrozustands an. Auch bei einem Gemisch aus zwei schwach gekoppelten
Systemen wird diese Annahme vorausgesetzt. Jedoch zeigt die obige Diskussion, dass die Kombi-
nation von sehr wenigen Makrozustanden der Teilsysteme mit einer iiberwaltigenden Mehrheit zur
Multiplizitit des Gesamtsystems beitrdgt. Daraus kann geschlossen werden, dass es trotz gleicher
Wahrscheinlichkeit aller Mikrozustande bevorzugte Makrozustinde eines Gemisches gibt. Gleich-
zeitig bedeutet dies, dass ein Gemisch zweier Systeme nach ausreichender Zeit, mit einer an 1 gren-
zenden Wahrscheinlichkeit im Zustand Qmax zu finden ist. Mit anderen Worten, die Multiplizitat
tendiert dazu, immer weiter anzuwachsen. Gleichzeitig kann diese Eigenschaft Prozessen in der
Physik eine Richtung geben und definiert somit die Irreversibilitat. Dabei ist zu beachten, dass ein
irreversibler Prozess trotzdem in beide Richtungen ablaufen kann. Jedoch ist die Wahrscheinlichkeit
der einen Richtung extrem viel grofer als die der anderen Richtung. Ein Mensch empfindet diese
Ungleichheit so, als ob der Prozess nur in eine Richtung ablaufen konnte. Deshalb ist es falsch zu
behaupten, dass sich eine Ansammlung von Glasscherben nicht zu einem Glas zusammensetzen und
als vollstandiges Glas wieder auf den Tisch hiipfen kann. Es ist nur extrem unwahrscheinlich. Die
umgekehrte Richtung, dass ein Glas vom Tisch féllt und in viele Glasscherben zerspringt ist viel

wahrscheinlicher. Deswegen wird hier von einem irreversiblen Prozess ausgegangen.

Die Multiplizitat tendiert anzuwachsen. Dies ist eine Umformulierung des zweiten Hauptsatzes der
Thermodynamik und somit eine extrem starke Aussage. Gleichzeitig wird aber auch klar, dass der
zweite Hauptsatz kein fundamentales Gesetz in der Physik ist, da er nur auf Wahrscheinlichkeiten
beruht.

In der alltdglichen Physik nimmt die Multiplizitdt sehr schnell grofle Werte an, die weit Uber die
menschliche Vorstellungskraft hinausreichen. Um trotzdem fiir einen handlichen Umgang mit der
Grofle zu sorgen, ist es iiblich, den natiirlichen Logarithmus davon zu bilden. Aufgrund der Ge-
schichte der Physik wurde ein zusdtzlicher Faktor, die Boltzmann-Konstante, auf den Logarithmus
multipliziert. Hierdurch wurde von Boltzmann die sogenannte Boltzmann-Entropie in der statisti-

schen Physik definiert,
S=kglnQ. (A.17)

Im Boltzmann-Prinzip wird die Gleichheit der Boltzmann-Entropie in der statistischen Physik und
der Clausius-Entropie in der Thermodynamik bewiesen [132]. Somit ist die Boltzmann-Konstante
das Element in der Physik, das die Briicke zwischen statistischer Physik und Thermodynamik bildet.

Somit gab die Konstante in der Geschichte der Thermodynamik ihre Daseinsberechtigung.

Die Entropie zweier schwach gekoppelter Systeme ist gemif (A.2) der Logarithmus von der Summe
uber die Anzahl aller moglichen Kombinationen von Mikrozustanden der beiden Systeme. Jedoch
zeigt die Abschitzung aus (A.13), dass nur sehr wenige Summanden zum Wert beitragen. Aufgrund
der groflen Zahlen kann davon ausgegangen werden, dass die Summe nur aus einem einzigen Sum-
manden Qpayx besteht. Deshalb ist die Entropie zweier gekoppelter Systeme Sges im thermischen

Gleichgewicht die Summe aus der Entropie der beiden einzelnen Systeme [133],

Sges:kBln Z QA'QB

qa+qgp=const.

NkBIH(QA-QB)ZkBIIl(QA)+k31n(QB) :SA+SB. (A.18)
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A.2.2 Totales Differential der Entropie

Die Herleitung der Entropie beruht auf Wahrscheinlichkeiten in der statistischen Physik. Hierbei
wird das Verhalten jedes einzelnen Teilchens abgeschitzt. In der Thermodynamik hingegen wird von
einer makroskopischen Zustandsbeschreibung ausgegangen. Daher wird nun die Abhangigkeit der
Entropie von den thermodynamischen Zustandsgrofien Energie, Volumen und Teilchenanzahl her-
geleitet. Die Herleitung erfolgt dadurch, dass ein Gesamtsystem, bestehend aus zwei Teilsystemen A
und B, ins thermische Gleichgewicht iibergeht. Es nimmt deshalb den Zustand der maximalen Entro-
pie ein. Die Ableitung der Gesamtentropie nach einer der oben genannten Grofien ergibt deswegen
jeweils 0. Auf der Ebene der einzelnen System folgt die Gleichheit der Ableitungen als Konsequenz
des thermischen Gleichgewichtzustands. Anhand der Einheiten konnen den Ableitungen eindeutige
physikalische Grofien zugeteilt werden.

Im ersten Fall werden zwei schwach gekoppelte Systeme betrachtet, die Energie miteinander austau-
schen, wahrend die Gesamtenergie konstant bleibt. Im thermischen Gleichgewichtszustand ergibt

sich deshalb fiir die Gesamtentropie

OSit  dSx ISy
R A T (A.19)

Bei konstanter Gesamtenergie gilt dU, + dUp = 0 und deswegen folgt

d d
954 _ 955 (A.20)
dUy JUp
Die Einheit der Entropie ist Joule pro Kelvin und die Energie trdagt Joule als Einheit. Daher ist die
resultierende Einheit pro Kelvin und folglich wird die Ableitung als das Inverse der Temperatur

definiert,

dS4 1 1 43S

90s T Ty oUs (A-21)

Schliefllich ist die Temperatur zweier schwach gekoppelter Systeme im thermischen Gleichgewicht
gleich. Potentielle Vorfaktoren in (A.21) werden durch bekannte Beispiele und dem Aquipartitions-

theorem zu 1 bestimmt [133].

Im zweiten Fall werden zwei schwach gekoppelte Systeme betrachtet, die Energie austauschen und
das jeweilige Volumen dndern. Die Gesamtenergie und das Gesamtvolumen bleiben jedoch konstant.
Realisiert wird ein solches System durch zwei Teilchensorten, die in einem festen Volumen durch eine
Membran voneinander getrennt sind. Im Anschluss wird die Membran so entfernt, dass der Vorgang
keinen Einfluss auf die beiden Systeme hat. Wie bereits im ersten Fall gleichen sich die Temperaturen
im thermischen Gleichgewicht an (A.21). Allerdings gilt zusédtzlich aufgrund des zweiten Hauptsat-
zes der Thermodynamik, das mechanische Gleichgewicht

St 9Sx  9Sp
v v tav. (A.22)

Weil das Gesamtvolumen konstant bleibt, gilt hier dV4 = —-dVp und deswegen folgt

355 _ 95

-2 A2
Vs Vg (A.23)
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mit den Einheiten Joule pro Kelvin und Kubikmeter. Dies ist zugleich Newton pro Quadratmeter
und Kelvin, was auf den Quotienten von Druck und Temperatur hinweist. Die Experimentalphysik
bestatigt ein Angleichen der Driicke bei einem derartigen Experiment. Bei der Multiplikation von
(A.23) mit der Temperatur resultiert daraus der Druck
9S4 dSp
T——=Py=P=T——. A24
gv, “TasB=Ton ( )
Aus dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik folgt, dass der Druck von zwei Systemen im me-

chanischen Gleichgewicht gleich ist.

Im dritten Fall wird davon ausgegangen, dass neben einem Energieaustausch und einer Volumenan-
derung der Einzelsysteme auch Teilchen zwischen den Systemen ausgetauscht werden dirfen. Auch
in dieser Situation wird die Gesamtenergie, das Gesamtvolumen und die Gesamtteilchenanzahl kon-
stant gehalten. Aus vorheriger Uberlegung folgt, dass das Gesamtsystem im thermischen und me-
chanischen Gleichgewicht ist, und somit beide Teilsysteme die gleiche Temperatur und den gleichen
Druck besitzen. Bei konstanter Energie und konstantem Volumen der beiden Teilsysteme folgt aus
dem Maximum der Entropie und der festen Gesamtteilchenanzahl

954 _ %%, (4.25)

dNy JNp
Aufgrund einer Konvention von Josiah Willard Gibbs werden beide Seiten mit —-T multipliziert und
die berechnete Grof3e als chemisches Potential

_TA;?I?;Z:MA:#B:_TBgii (A.26)

definiert [134]. Die Mathematik verlangt, dass in diesem Fall die Energie und das Volumen der Ein-
zelsysteme konstant bleibt. Die Gleichung (A.26) beschreibt, dass zwei schwach gekoppelte Systeme
im diffusiven Gleichgewicht das gleiche chemische Potential besitzen. Die partiellen Ableitungen ge-
ben die Anderung der Entropie an, wenn sich die Teilchenanzahl eines Systems veridndert. Dies kann
z. B. durch chemische Reaktionen geschehen, [134], oder das bewusste hinzufiigen eines Teilchens
von auflen [133].

Liegt in einem Gemisch zweier Systeme kein diffusives Gleichgewicht vor, gilt beispielsweise

@ > ﬁ. (A.27)
dN4 JNp
Aufgrund der Maximierung der Entropie, wandern die Teilchen vom System B zum System A, weil
der Verlust der Gesamtentropie niedriger ist als der Entropiegewinn. Aus obiger Gleichung (A.26)

folgt

pa < KB, (A.28)

und deshalb wandern die Teilchen vom System mit dem hoheren chemischen Potential zum System
mit dem niedrigeren chemischen Potential.
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SchlieSlich ergibt sich aus der obigen Betrachtung die Gibbs’sche Fundamentalgleichung [134], die
aus dem totalen Differential der Entropie

dS:(as) dU+(aS) dV+(%) dN
oU VN oV UN ON UV
Ll By B
= TdU+ TdV TdN (A.29)

abgeleitet wird. Die Gleichung gibt die Entropiednderung an, wenn ein System von einem Gleichge-
wichtszustand in einen weiteren Gleichgewichtszustand tibergeht, der infinitesimal vom urspriing-
lichen Zustand abweicht. Hierbei kann die Energie modifiziert oder mechanische Arbeit verrichtet
werden. Zusitzlich ist eine Anderung der Entropie auch durch eine chemische Reaktion bzw. die

Veranderung der Teilchenanzahl moglich.

Einem System kann bei konstanter Temperatur, konstantem Volumen und konstanter Teilchenanzahl
Energie in Form von Warme hinzugefiigt werden. Dies geschieht zum Beispiel bei einem Phasen-
ubergang, bei dem ein System seinen Aggregatzustand dndert. Die eingebrachte Warme hat einen
Entropieanstieg von

1
AS = AU (A.30)

zur Folge. Aus diesem Zusammenhang folgt, dass das Produkt T -AS einer Warmemenge entspricht,

die einem System im thermischen Gleichgewicht von der Umgebung zugefithrt wird.

Es stellt sich nun die Frage: Wie viel Energie muss insgesamt aufgewendet werden, um ein System
mit Energie U in einem unendlich grofen Raum mit konstantem Druck und konstanter Temperatur
zu erschaffen?

Die Losung liefert die Gibbs’sche freie Energie G. Sie besteht aus der Energie U des Systems. Zusatz-
lich muss mechanische Arbeit P-V aufgewendet werden, um den Platz in dem vorgegebenen Raum
fir das System zu schaffen. Allerdings flieffit von der Umgebung die Warme T-AS in das System. Dies
mindert den Energieaufwand. Somit lautet die aufgewendete Energie zur Erschaffung eines Systems
aus dem Nichts

G=U+P-V-T-S. (A.31)

Handelt es sich in dem System um elektrisch geladene Teilchen, so muss zusitzlich die elektrische
Energie E.| aufgewendet werden, um das System zu erschaffen. Die Gibbs’sche freie Energie lautet

dann
G=U+P-V-T-S+E,. (A.32)
Fiir ein System mit elektrisch neutralen Teilchen ergibt sich anhand von (A.29) das totale Differential

dG=dU+VdP+PdV -SdT -TdS

= udN + VdP - SdT, (A.33)
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welches sich bei einem System mit konstanter Temperatur und konstantem Druck zu
dG = pudN (A.34)

vereinfacht. Hieraus folgt eine weitere Interpretation des chemischen Potentials,

dG
VZ(M)T,P. .

Es stellt die Energieinderung eines Systems dar, dem bei konstanter Temperatur und konstantem
Druck ein Teilchen hinzugefiigt wird [133]. Aulerdem folgt aus der Gleichung (A.33), dass ein Sys-
tem stets versucht die Gibbs’sche freie Energie zu minimieren. Bei konstanter Teilchenanzahl und
konstantem Druck wird die Anderung von G maximal, weil aufgrund des zweiten Hauptsatzes der
Thermodynamik die Entropie S zum Maximum tendiert. Folglich nimmt die Gibbs’sche freie Energie
ein Minimum an [133]. Gleichzeitig kann aus dieser Aussage die Richtung eines Prozesses abgeleitet
werden. Fiir AG < 0 lauft ein Prozess freiwillig ab, wahrend fiir AG > 0 Energie von aufien aufge-
wendet werden muss, um den Prozess durchzufiihren. Fiir AG = 0 liegt ein Gleichgewichtszustand

Vor.

Das chemische Potential eines idealen Gases kann mit Hilfe der Gibbs’schen freien Energie und der
idealen Gasgleichung PV = NkpT berechnet werden. Hierzu wird zuerst y nach dem Druck abgeleitet
und (A.33) benutzt, um

op PG I*G IV kgT

dP 0PN ONoP oaN P (A-36)

herzuleiten. Zusatzlich wird angenommen, dass das Vertauschen der Ableitungen durch den Satz von

Schwarz erlaubt ist. Die Integration tiber den Druck bringt die Gleichung

y(T,P)—y(T,PO):kBTln(II;) (A.37)
fur das chemische Potential hervor. Das chemische Potential von Losungen und Mischungen kann
aus obiger Gleichung abgeleitet werden, indem der Druck durch die Konzentration ersetzt wird.
Gemaf3 des Raoult’schen Gesetzes besteht fiir Losungen und Mischungen ein linearer Zusammenhang
zwischen dem Dampfdruck und der Konzentration c der Teilchen [132]. Deshalb ergibt sich fir das
chemische Potential von Losungen und Mischungen,

P‘(T’C)_P‘(T;CO):kBTln(CCO) (A.38)

eine Funktion, die von der Konzentration der Teilchen im System abhingig ist.
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Eine Ansammlung von elektrisch geladenen Teilchen besitzt ein elektrisches Potential. Dies kann an-
hand von nur zwei Parametern, der Konzentration der Teilchen und der elektrischen Ladung eines
einzigen Teilchens, bestimmt werden. Fiir die Herleitung wird nachfolgend ein System in Losung
betrachtet, das aus elektrisch geladenen Teilchen besteht. Beim Ubergang in einen Gleichgewichts-
zustand dndert sich die Gibbs’sche freie Energie des Systems um
AG=AU+A(Ac-V)=A(T-S)+AEq
=TAS - AcAV + uyAN + AcAV + VA(Ac) - TAS — SAT + AEq

= AN + VA (Ac) - SAT + AE,. (A.39)

Hierbei ist Ac aufgrund des Raoult’schen Gesetzes die lineare Abhangigkeit von Druck und Kon-
zentration in Losungen. Unter der Annahme, dass die Konzentration und die Temperatur konstant
bleiben, folgt fiir die Anderung der Gibbs’schen freien Energie

AG = uAN + AEq = uAN +2' ANeAU. (A.40)

Hieraus ist ersichtlich, dass sich das chemische Potential fiir geladene Teilchen zusétzlich um die
elektrische Energie erhoht [134]

p—p+z'eAU. (A.41)

Im elektrochemischen Gleichgewicht verschwindet die Anderung der Gibbs’schen freien Energie des

Systems,
0=pAN +AE, =uN + Z'NeAU, (A.42)

mit der Ladungszahl z’, der Elementarladung e und der Anderung des elektrischen Potentials AU. Im
Gleichgewicht ist deswegen die Erzeugung eines weiteren elektrisch geladenen Teilchens identisch
zur elektrischen Arbeit, um das Teilchen aus dem Unendlichen, gegen das herrschende Potential, an

einen beliebigen Punkt zu verschieben.

Mit der Gleichung (A.38) folgt fiir das Potential einer elektrisch geladenen Teilchenmenge

=0, %) +kB—T1n(i°)
z'e z'e c
_up+ 28T 1n(i°). (A.43)
z'e Cc

In der Rechnung werden die ersten beiden Summanden zu einem elektrischen Potential Uy zusam-
mengefasst. Es ist das Potential des Systems, das es aufgrund seiner Existenz besitzt. Walther Nernst
fihrte 1889 die nach ihm benannte obige Gleichung ein. Sie beschreibt die Konzentrationsabhéngig-
keit des Potentials einer elektrisch geladenen Teilchensorte in Losung. Mit dem Ausdruck kann die
Potentialdifferenz zwischen zwei Losungen der gleichen Teilchensorte, aber mit unterschiedlichen

Konzentrationen bestimmt werden [58].
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A.3 Zusammenfassung

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik wird am Beispiel des Einstein-Modells hergeleitet. Hier-
bei wird vorausgesetzt, dass jeder Mikrozustand eines Systems mit gleicher Wahrscheinlichkeit ange-
nommen wird. Folglich existieren bevorzugte Makrozustiande in einem System, wie das Beispiel der
Energieverteilung von vier Energieeinheiten auf drei Teilchen zeigt. Die Boltzmann-Entropie gibt
schliefllich die Anzahl aller Mikrozustande eines Makrozustands an. Der zweite Hauptsatz der Ther-
modynamik postuliert die Tendenz eines Systems hin zum Entropiemaximum. Gleichzeitig definiert
dieses Prinzip die Temperatur, den Druck und das chemische Potential. Mit Hilfe der Gibbs’schen
freien Energie, welche die Gesamtenergie eines Systems in einer unendlich groSen Umgebung angibt,
kann jedem System mit elektrisch geladenen Teilchen ein elektrisches Potential zugeordnet werden.

Dieser Zusammenhang wird durch die Nernst-Gleichung beschrieben.






B OSZILLATION DER
WARBURG-IMPEDANZ

In diesem Abschnitt wird die Schwingung der beiden Warburg-Impedanzen im Nyquist-Diagramm
um die Ursprungsgerade mit Steigung 1 diskutiert. Hierbei wird jeweils der Abstand der Impedanzen
zur Ursprungsgerade bestimmt und gezeigt, dass dieser exponentiell abnimmt.

B.1 Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir

In Abschnitt 3.2.2.1 wird die Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir beschrieben. Der Grund der
Oszillation fiir grofie w7 um die Gerade mit der Steigung 1 ist das unterschiedliche Vorzeichen des

Sinus im Real- und im Imaginarteil

. Zo smh( )+sm( )
Re|Zia(@)]= 2wt cosh( ) +cos ( ) e
I [Zid (w)] - Zo sinh(\/m) —sin( 2a)r) (B.2)

V20T cosh (M) + cos( Zu)’l’)'

Im Nachfolgenden wird der Abstand s(w) zwischen der Impedanz und der von w abhidngigen Ur-
sprungsgeraden f (x(v)) = —X(w) bestimmt. Dabei ist der Abstand die kiirzeste Entfernung von einem
vorgegebenen Punkt auf dem Graphen der Impedanz Z;q (&) zur Ursprungsgeraden f. Diese Strecke
steht senkrecht auf f, vgl. Abbildung B.1.

Der Abstand zwischen f und der Warburg-Impedanz ist
s(w)? = (dist(P,Zid(w)|P ef))2
- (Re(Za (@) ~x(@)) + (Im(Zig (@)~ £ (x (@)’

- (Re(Zia (@) ~x(@)) " + (1m (Zig (@) + x(e)) (B.3)

Es wird x (w) so bestimmt, dass s minimal ist.
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320 [ (x(@) = =x(w)
Zig (w)

3 ;

N 1 ’

= 120

T /
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0 12y Zo

Re[Z (w)]

Abbildung B.1: Nyquist-Plot der Warburg-Impedanz mit idealem Reservoir im Vergleich zu einer Geraden mit Steigung 1. Die
Vergrolerung zeigt, dass die Impedanz um die Gerade oszilliert. Die eingezeichnete Strecke s steht senkrecht
auf der Geraden und gibt den Abstand zwischen Impedanz und Geraden an.

Demzufolge wird die Ableitung nach x null gesetzt und aufgelost. Mit den Ausdriicken fiir Real- und
Imaginarteil, (3.50) und (3.51), ergibt sich ferner

O—L(‘”)z——z(R Z; - :
== = 2(Re(Zia (@) x () +2(Im (Zig (0)) +x ()

x(w) =

(Re(Zia (@) ~Tm (Zia (@)))

N =

2 sinh( 2wr)
_MCosh(m)+cos( 2&)’[).

(B.4)

Der Punkt mit der kiirzesten Entfernung zwischen Impedanz und Geraden besitzt die Koordinaten

Zo sinh( Za)T) Zo sinh( 2w’r) B
\/mcosh(\/m)+cos( ZwT)’_mcosh(\/E)+cos( 20)”[) . (B-3)
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Schliefllich ist der Abstand von Zj4 (w) zur Geraden f

2 Zo sinh( 2wr)+sin( 2a)T) Zo sinh( 20)’[) ’
s(w)”= \/mcosh( 2w7)+cos( 2wr)_\/mcosh( 2a)T)+cos( ZwT)
Zo sinh( 2wr)—sin( 2a)T) Zo sinh( Zwr) ’
’ _\/mcosh( 2wr)+cos( 2wr)+\/mcosh( 2w7)+cos( Zwr)
) Zo sm( ZwT)
s(a))—\/z \/mcosh( 2wT)+cos( 2a)T) ' (56
der durch
( )_\/5 Zo sin( ZwT)
)= MCosh(ﬁ)+cos( 2a)T)
Z
V2 \/%)_T(em(:;m_l)
222, ~5(w) (B.7)

<
\/ﬂ(e\/m— 2)

nach oben abgeschitzt werden kann. Die Gleichung (B.6) zeigt auch, dass sich beide Kurven dann
schneiden, wenn der Sinus 0 ergibt und somit sein Argument ein ganzzahliges Vielfaches von m ist,

27_[2

s(w)=0 < wr= VneN mit n> 0. (B.8)

Die Funktion s(w) hat bei w = 0 keine Nullstelle. Einerseits ist Ziq (0) = Zy und liegt nicht auf der
Geraden mit Steigung 1 und andererseits nimmt % fur x = 0 den Wert 1 an und folglich ist
5(0) =2 7.

Durch den Cosinus hyperbolicus im Nenner der Abstandsfunktion s (@), (B.6), sinken die maximalen
Abstande mit jeder weiteren halben Periode exponentiell. Da der Sinus eine Periodenldnge von 27

besitzt, gilt fiir die Frequenzen zweier aufeinander folgender Maxima w; und wj1

V2w T=\2w;T+T. (B.9)
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Dabei verhalten sich die Maxima fur grofle w;t zueinander wie

7z sin(\/m)
S(wf) \/E vV 2‘(‘J)jT.cosh( ijr)+cos( zwjr)
s(wje1) |z sin(y/Z717)

V2wjT ' cosh(\/m)+cos(\/m)
\/m. sin(\/m) ' cosh(\/m) +cos(\/m)
V2w0;T sin(\/m) cosh(\/m) +cos(\/m)
J2og+n  sin(\2w57)  cosh(\/2w;T +70) + cos (/20T +70)
V20;T 'sin(\/m+ T() . cosh(\/m)+cos(\/m)
2wyt cosh(\/2w;7 + ) - cos ((/2w;7 )
V2w;T - cosh(\/m) +cos(\/m)

/2(4)]"[4-7'( e [2w;T+T te [2wiT-T _ei 2w;T _efi‘/ijT
/20)]"17 e 2w]-1+e— 2w]-1+ez ijr+e—1‘/2wj1

e /2wjr+71
e\ /ij’r

w;T groB

=™ > 20. (B.10)

Diese grobe Abschitzung zeigt, dass sich zwei aufeinanderfolgende Maxima um mindestens eine
Zehnerpotenz unterscheiden. In Abbildung B.2 sind obige Eigenschaften deutlich zu erkennen, wobei

der Abstand logarithmisch gegen /2wt aufgetragen ist.

10° 2, K )

x 5(w)
10732,

1072, \

Abstand

107% 2,

10712z,

-15
1072 Z
0 T 21 37 47 51 67t 7T 81 It 10w 1lmw

2wt

Abbildung B.2: Abstand zwischen der Geraden und der Impedanz mit idealem Reservoir mit einer oberen Grenze.
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B.2 Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht

Der Abschnitt 3.3 behandelt die Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht. Die Dis-
kussion zeigt, dass die Impedanz fiir grole wt ebenfalls um eine Gerade mit Steigung 1 oszilliert.
Des Weiteren kann der Abstand zwischen der Impedanz und der Geraden im Nyquist-Diagramm be-
stimmt werden. Hierzu wird zuerst die Ableitung des Abstands 0 gesetzt um den Punkt (x(w), —X(w))
auf der Geraden zu finden, der die kiirzeste Strecke zur Impedanz besitzt,

. d(dist(P,aner(w)))z
dx
- % ((Re [Zuper (w)] - X(w))2 + (Im [ Zuper (x)] +X(w))2)
=-2 (Re [Zper ()] - X(w)) + (Im [Zuper (@) ] +X(w))
o X(w)= % (Re [Zuper ()] ~Tm [ Zoper (w)])

1 1 sinh( Zwr)—sin( 2wr) 1 —sinh( 2wr)—sin( Zwr)
2 \/ECosh( 2wr)—cos( 2wr)_m cosh( 2wT)—cos( ZwT)

sinh( Za)’[)

2wT (cosh( 2w1)—cos( sz))' (B.11)

Aufgrund der Eigenschaft des Abstands ist hier die Strecke s(w) senkrecht zur Geraden. Deshalb
folgt der Abstand mit oberer Grenze

LS}

5% () = (dist (P, Zuper ()))

1 sinh( 2a)r)—sin( Za)r) 1 sinh( 2a)’r)

\/mcosh( 2wr)—cos( ZwT) \/ﬂcosh( 2wT)—cos( ZwT)

1 —sinh( 2wr)—sin( 2(4)’() 1 sinh( 2(u’() ’
\/ﬂcosh( 2wr)—cos( 2a)T) +\/mcos.h( Za)r)—cos( 2a)T)

2

2
V2 Sm( 2m) < 2v2 =5 (w). (B.12)
mcosh( Zwr)—cos( ZwT) M(e\/m—2)
Dieser ist logarithmisch in Abbildung B.3 dargestellt. Zudem nimmt der maximale Abstand mit je-
der Oszillation um etwa eine Zehnerpotenzen ab. Sei w; die Frequenz in der j-ten Schwingung, zu
welcher der grofite Abstand gehort. Da der Abstand 7t periodisch ist, gilt fiir die Frequenzen von zwei
aufeinanderfolgenden Abstandsmaxima

V2wi1T=\ 20T+ (B.13)
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Abbildung B.3: Abstand der Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht zu einer Geraden mit der Steigung % im

Nyquist-Diagramm und deren obere Grenze.

Damit kann der Quotient aus den beiden maximalen Abstédnden fiir grofie w;t bestimmt werden,

\/E Zy . sin( ijr)
V2wjt cosh(\/m)—cos(\/m)
s(a)]-H) B \/E Zo sin( 2wj+lr)

V2wjat ' cosh(m)—cos(m)
V2wt sin(\/m) COSh(\/m) —cos(\/m)
V2w;T .Sin(\/m) . cosh(\/m) —cos( Za)jr)
V2wt +m sin(\/m) cosh(\/er Tc) —cos(\/m+ T()
V20;T -sin(\/m+n) . cosh(\/m)—cos( Za)]"r)
V2wiT+m cosh(\/m+ T() +cos(\/m)
V2w;T . cosh(\/m)—cos(\/m)

/20)]"[+7I e,/2mjr+n+e—,/2wjr—n+ei ijT+e—iw/2ij
/za)jq; e 2w;T +e—‘/2w]-1 _ei‘/ijT_e—i‘/Za)j'[

wjTgroB |e 2w TN

=™ > 20. (B.14)

e\ /2&)]"[
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B.3 Geometrische Interpretation

In den Abschnitten 3.2.2.1 und 3.3.2.2 wird gezeigt, dass beide Warburg-Impedanzen aus unend-
lich vielen seriell verschalteten RC-Gliedern gebildet werden konnen. Da jedes einzelne RC-Glied
einen Halbkreis im Nyquist-Diagramm beschreibt, erfolgt die Oszillation fiir grofie wt aufgrund der

Annaherung einer Geraden durch Halbkreise.






C KETTENBRUCHSCHREIBWELEISE
DES COTANGENS
HYPERBOLICUS

Cauer und Foster entwickelten eine Methode, um Impedanzen in unterschiedlichen elektrischen Er-
satzschaltbildern darzustellen, vgl. 2.1.3.3. Hierbei nutzten sie vorwiegend die passiven elektrischen
Bauteile Ohm’scher Widerstand, Kondensator und Induktivitdt, deren Kenngrélen zum Teil auch

negative Werte annehmen dirfen.

Nachfolgend wird gezeigt, dass der Cotangens hyperbolicus eine Kettenbruchschreibweise besitzt,
die fiir die Bildung von elektrischen Ersatzschaltbildern mit passiven Bauelementen nicht geeignet
ist. Aus diesem Grund gibt es in 3.2.2 und 3.3.2 nur drei, anstatt der iiblichen vier Darstellungen.
Hierzu wird schrittweise die Polynomdivision ausgefithrt und

a+b @wLb—% a b-4

_“ c
c+d c+d _c+ c+d (C.1)

fur die vier Variablen a,b,¢,d € R, mit ¢,c+d # 0, genutzt. Die Summenschreibweise des Cotangens

hyperbolicus lautet

§ (zi)!xzn
coth(x) = C.OSh (x) = oon:() (C.2)
sinh (x) > oL yon+l
"o (2n+1)!
und demzufolge werden in jedem Schritt der Nenner nach (C.1) berechnet. Zuerst gilt
X+ i 1 x2n+1 A1+ i 1 x2n
n=1 (2n+1)! n=1 (2”)!
. 1 2n+1 - 1 2n - 1 2n
=x+ —x -x x " X
n§=:l (2n+1)! nz=:1 (2n)! Z:O(Zn)!
B S bt R Y SN
R P2 rere i N P e e
o . 2n 2n+1 | . . 1 2n
o\ L@ & e
1
=x- (C.3)
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Der Nenner des obigen Bruchs kann geschrieben werden als,

(i 1,(2,1) | (fﬁ (anfl)!xm)

n=0 (271)! n=1
2n 2+l
)

< 1 2n 2 3 -
1 =+ ————
* 2 ot ) (31x 2 G )i

I 5 3 & 2n me ) [ 2n o
3 R Z(2n+1)!x

n=1

Il
—
=
Il
—_
—~
N
=
~

1 $2n _ — 2n+2 23| = 2n 2n+1
Z(2n+3)‘ ' Z(2n+l)!x

|
w
+
8

S 3'2(”+1)x2n):(§ 2n x2n+1)

3 [ (@n+1)(2n+2)(2n+3) 5,
B nzl (211+3)! < ,; (2n+3)! 2 (on+1)!
3 x2n+1)[(2n+1)(2n+3)-3] , \ (& 20 .,

e ; (2n+3)! * )'(,;(2n+1)!x 1

3 (2m+1)[4n?+8n+3-3] L\ (& 2,

A n; (21+3)! 4 )'(,;(2n+1)!x 1

_ 3 .- 2311(11+1)(7l+2) n .- 2n+1

"o\ 2T ury) 2) (nz_:l 2n+1)! )

3 1 (C.4)

=—+
x3 © 93
( > (2n+1)'xzn+1) ‘ (,El : ”?’Z%S”ﬁ”xzn)
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Auch hier wird der Nenner des zweiten Summanden umgeformt zu

< 2n w1 | [ 2Pn(n+1)(n+2) ,,
(,;1(2n+1)!x2 1)'(2 (211+3)! xz)

n=1

I S x2”+1):(23'1'2'3x2+ 5 23n(n+1)(n+2)x2n)

5! = (2n+3)!

2.3 oo oo 3 oo nH3
_ 3% 2n 2n+1_§ . 2n(n+1)(n+2) o, . 2n(n+1)(n+2) ,,
_235'!3!x2+(nz=:2(2n+1)!x 6" ,Z:Z (2n+3) ) n; (2n+3)
5 & n(2n+2)(2n+3) 5-22n(n+1)(n+2)] 41|, [ X 2n(n+1)(n+2) ,,
"o ;z[ 6(2n+3)! 6(2n+3)! * ' HZ::l (2n+3)! x
& 1)[3(2n+3)-5(n+2 % 3
= Zx+ Z 71+ )[ ( n+ ') (11+ )] 2n+1 . ZZ n(n+1)(1?+2)x2,,
6 o 6(2n+3)! = (2n+3)!
_S 2 -(n=-D)n(n+1) ) (D 22n(n+1)(n+2) ,,
6T nz::z 6(2n+3)! * ’ n; (2n+3)! X
5 22 n(n+1)(n+2) 5,3) [ 2Pn(n+1)(n+2) ,,
"6 ,,Z::I 6(2n+5)! * ’ n; (2n+3)! X
:g“ 1 (C.5)
< Bu(n+1)(n+2) oy X 28n(n+1)(n+2) oy

In einem weiteren Schritt ist der Nenner des zweiten Summanden,

|

2 22n(n+1)(n+2) 5, [ 22 n(n+1)(n+2) 5.,
2 (211 +3)! xz)'(Z 6(211+5)! x* 3)

n=1 n=1

23.3! 2+§:23n(n+1)(n+2)x2n : 23~3!x5+§23~n(n+1)(n+2)x2n+3
5! Z (2n+3)! 6-7'" % 6(2n+5)!

_ Ex2+§23n(n+1)(n+2)xzn : Lxs+§23'”(n+1)(n+2)xzn+3
57 & (2n+3)! 630" = 6(2n+5)!

= (2n+3)! x3 2 6(2n+5)!

2.2 oo oo
Zx +(Z 2n(n+1)(n+2) 5, 252 5 23-n(n+1)(n+2)x2n+3)

(&2 n(n+1)(n+2) 4,
'(Z 6(211+5)! < 3)

n=1
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252 2[2n(n+1)(n+2)(2n+4)(2n+5) 42-2°. n(n+1)(n+2)
PE nz::2|: (2n+5)! (2n+5)!

(&2 n(n+1)(n+2) 4,
’(Z 6(21+5)! % 3)

n=1

252 (& 2Pn(n+1)(n+2)[(2n+4)(2n+5)-42] ,
+(§2 (2n+5)! x* )

_ °°23'n(n+1)(n+2) e
'(Z 6(21+5)! 4 3)

n=1

252 > n(n+1)(n+2)[4n* +18n+20-42] ,
= (2n+5)! *

(i 23~n(n+1)(n+2)x2n+3)

6(2n+5)!

n=1

252 > n(n+1)(n+2)[4n*+18n-22] ,
Z (2n+5)! *

' 2 2. n(n+1)(n+2) 5,4
'(Z 6(211+5)! < 3)

n=1

252 (& 2Pn(n+1)(n+2)(2n-2)(2n+11) ,,\ [ 22 -n(n+1)(n+2) ,,,
e nzz (2n+5)! 2) (; 6(2n+5)! < 3)

252 (&2 (n-D)n(n+1)(n+2)(2n+11) ,,\ (X 22 n(n+1)(n+2) ,,.
FEa Z:z (211+5)! 2) (; 6(2n+5)! < 3)

252 (& 2% n(n+1)(n+2)(n+3)(2n+15) 5, 2 23 n(n+1)(n+2) o,
e T Zl (2n+7)! < 2) (Zl 6(2n+5)! < 3)' (C6)

Aus den oben berechneten Werten folgt fir die ersten vier Eintrage des Kettenbruchs

1
coth (x) = : (C.7)
1
Y
3 1
—+
X35 1
—x+
252
3

Es ist auffallig, dass keine rekursive Darstellung wie im Fall des Tangens hyperbolicus existiert. Je-
doch reicht die Berechnung der vier Terme aus, um zu zeigen, dass der Cotangens hyperbolicus keine

passende Kettenbruchdarstellung fiir elektrische Ersatzschaltbilder liefert.
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Mit einem Vorfaktor folgt

Bcoth (x) = ! (C.8)

und dementsprechend wiirde die Warburg-Impedanz mit nicht-permeabler Grenzschicht wie folgt
lauten:

aner (Cl)) = Zo coth (\/E)

ViwT
1
= : (C.9)
iwT 1
Zy 32 1
22t
-t 5iwt 1
+
6Zy 2527,
o

Allerdings existieren keine passiven elektrischen Bauteile, deren Impedanz negativ sind und die von

ﬁ abhédngen.
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