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Zusammenfassung

Zur dynamischen Berechnung des Oberbausystems Feste Fahrbahn wird ein semi-analytisches
Modell entwickelt, das die wesentlichen Elemente des Schienenverkehrs enthélt. Das Fahrzeug,
der Oberbau und der Untergrund sind durch geeignete mechanische Modelle abgebildet und
iiber dynamische Interaktionsbeziehungen verkniipft. Als Losungsverfahren kommt die Fourier-
transformation zum Einsatz, die eine Betrachtung und Bewertung der dynamischen Effekte
im Frequenz- und Wellenzahlraum ermdglicht. Die Tragplatte der Festen Fahrbahn wird ver-
gleichend als Balken und als Platte modelliert. Verschiedene Simulationsrechnungen zeigen die
Einsatzmoglichkeiten des Modells.

Abstract

A semi-analytical model is developed for the dynamic analysis of slab track (rigid track) systems.
The model incorporates the necessary components in railway traffic. The vehicle, the track
and the subsoil are modelled in a sufficiently detailed manner. Particular attention is paid to
the correct description of the dynamic interactions between wheel and rail and between slab
and subsoil. Fourier transform is used as solution technique, which enables the evaluation of
the dynamic effects in frequency and wave number domain. The slab is modelled as beam
and alternatively as plate. Displacement curves of rail and slab are calculated in the moving
coordinate system and frequency spectra of displacements and velocities are determined at fixed
points along the track as well as in the subsoil. The model is used to calculate the receptance
of rail and slab in frequency domain. The contact force between wheel and rail due to vertical
irregularities is determined. A numerical investigation is carried out for the analysis of the
relation between maximum rail displacements and vehicle speed.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Die Betriebsgesellschaften der Eisenbahnen sehen sich in den letzten Jahren verschiedensten neu-
en Herausforderungen gegeniibergestellt. Die tiefgreifendste Verdnderung stellt die Privatisierung
der historisch bedingt meist staatlich gefithrten Eisenbahngesellschaften dar. Die privaten Gesell-
schaften sehen sich durch den teilweisen Wegfall der staatlichen Unterstiitzung deutlich stirker
im privatwirtschaftlichen Wettbewerb gegeniiber anderen Verkehrsmitteln zum Transport von
Personen und Giitern. In dieser Konkurrenzsituation muf} sich die Eisenbahn als sicheres und
fiir den Kunden wirtschaftliches und schnelles Transportmittel beweisen. Diese Griinde haben
mit dazu gefiihrt, dal die Fahrgeschwindigkeiten deutlich erh6ht wurden, besondere Schnellfahr-
strecken eingerichtet und die Achslasten erh6ht wurden.

Die erh6hten Fahrgeschwindigkeiten und die gesteigerten Achslasten fiihren zu erh6hten dyna-
mischen Beanspruchungen des Fahrweges und der Fahrzeuge. Dies hat auf Schotterstrecken im
Bereich der Deutschen Bahn AG, insbesondere auf Briicken, zu einem starken und beschleunig-
ten Verschleifl des Schotters gefiihrt. Ebenso haben sich die Unrundheiten der Radsitze schneller
entwickelt. Aus diesem hoheren Verschleifi ergibt sich ein erhéhter Unterhaltsaufwand fiir Fahr-
weg und Fahrzeug.

Weitere Probleme ergaben sich in Lindern, in denen weiche Béden vorliegen, wie zum Beispiel
Schweden, Norwegen oder den Niederlanden. Dort werden mit den Hochgeschwindigkeitsziigen
Fahrgeschwindigkeiten erreicht, die im Bereich der Wellengeschwindigkeit der Oberflichenwel-
len, der Rayleighwellen, liegen. Bei Erreichen dieser Geschwindigkeit kann es im Gleis zu sehr
starken dynamischen Verschiebungen kommen. Dadurch wirken besonders starke Belastungen
auf das Fahrzeug und das Gleis und unter Umstdnden ist auch die Fahrsicherheit nicht mehr
beeintrichtigt.

Besondere zusitzliche Aufmerksamkeit mufl der Trassenfiihrung und der Gleiskonstruktion in
dicht besiedelten Gebieten geschenkt werden. Insbesondere, wenn bestehende Strecken um
zusdtzliche Schnellfahrgleise erweitert oder auf Hochgeschwindigkeitsverkehr umgeriistet wer-
den, sind besondere Mafinahmen im Hinblick auf Schall- und Erschiitterungsschutz zu treffen.
Eine moglichst geringe Beeintrachtigung der Lebensqualitit durch die Infrastruktur ist erstre-
benswert.
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Im Sinne einer optimalen wirtschaftlichen Ausniitzung des Fahrweges ist es fiir die Eisenbahnge-
sellschaften wiinschenswert, Oberbau- und Unterbaukonstruktionen derart auszulegen, daf sie
eine lange Lebensdauer aufweisen, wihrend des Betriebs nur minimale Ausfallzeiten fiir War-
tung und Instandsetzung entstehen und die dafiir aufzuwendenden Kosten méglichst gering sind.
Die Gewdhrleistung der Fahrsicherheit ist selbstverstdndlich oberstes Gebot. Gute fahrdynami-
sche Figenschaften werden dabei ebenfalls vorausgesetzt. Beim herkdmmlichen Schotteroberbau
entsteht der Grofiteil der Instandhaltungskosten durch das sogenannte Schotterstopfen. Der ver-
dichtete grobkdérnige Schotter lagert sich durch die wiederkehrenden dynamischen Belastungen
um. Dies fithrt dazu, daB sich vertikale Lagefehler im Gleis durch verschiedene Hohenlagen der
Schwellen ausbilden, die fiir die Fahrdynamik des Zuges ab einem gewissen Maf nicht mehr to-
lerabel sind. Als Gegenmafinahme wird der Schotter wieder in seine planmiflige Lage gebracht,
er wird gestopft, gegebenenfalls wird neues Schottermaterial nachgefiillt.

Als alternative Oberbaukonstruktion wurde in Deutschland 1972 erstmals die Feste Fahrbahn
im Bahnhof Rheda eingebaut. Bei der Festen Fahrbahn wird der Schotter vollstindig durch eine
meist durchgehende Ortbetonplatte ersetzt; die Schwellen sind mit dieser Platte fest verbunden
oder iiber elastische Elemente gekoppelt. Vom Einsatz der Festen Fahrbahn erhofft man sich
bei hoheren Anschaffungskosten deutlich geringere Wartungs- und Instandhaltungskosten und
damit insgesamt eine wirtschaftlichere Bauweise. Zudem sind auf Festen Fahrbahnen hdhere
Fahrgeschwindigkeiten moglich. Im Herbst 1999 waren 16 verschiedene Bauweisen der Festen
Fahrbahn vom Eisenbahnbundesamt (EBA) zugelassen [Dar99]. Die Baukosten des Schottero-
berbaues belaufen sich auf 700 DM pro laufenden Meter, die billigste Feste Fahrbahn-Variante
kostet ca. 1000 DM pro laufenden Meter, wobei die meisten Varianten sogar mit 1200-1500 DM
pro laufendem Meter anzusetzen sind. Nach bisherigen Rentabilitdtsrechnungen diirften die In-
vestitionskosten fiir die Feste Fahrbahn allerdings nur um 30-40 % hoher liegen als die des Schot-
teroberbaues, damit das System eine rentable Investition darstellt [Dar99, Sie99b]. Allerdings
lagsen sich hier die lingere Lebensdauer, die h6here Verfiigbarkeit und die Méglichkeit hoherer
Fahrgeschwindigkeiten schwierig einrechnen. Diese Uberlegungen zeigen, daf in der Konstrukti-
on der Festen Fahrbahn Forschungs- und Entwicklungsbedarf besteht, um dieses Oberbausystem
noch konkurrenzfihiger zu machen.

Rechnerische Simulationsmodelle kénnen bei der Beurteilung verschiedener Bauformen der Fe-
sten Fahrbahn ein leistungsfihiges Hilfsmittel darstellen. Varianten kénnen kostengiinstig am
Computer simuliert werden, und die einzelnen Wirkungsweisen, Effekte und Auswirkungen
kénnen anhand der Ergebnisse beurteilt werden. Dieses Vorgehen ermdglicht eine Kostenre-
duzierung im Hinblick auf erforderliche Teststrecken und erméglicht es ebenso, neue Ideen und
Entwicklungen schnell und mit geringem Aufwand zu testen. Der heutige Stand der Technik im
Bereich der Informationstechnologie erlaubt es, mit handelsiiblichen Personalcomputern verhilt-
nismiBig schnell Simulationsrechnungen durchzufiihren. Grofirechenanlagen sind hierzu iiblicher-
weise nur noch fiir besondere Spezialféille notwendig.

Um langfristig einfache, fiir den praktischen Ingenieur handhabbare Rechenmodelle zu ent-
wickeln, ist es erforderlich, detaillierte Modelle zu entwickeln, in denen die verschiedenen Ef-
fekte und EinfluBgréBen untersucht werden kénnen. Mit Hilfe eines detaillierten Modells kénnen
vereinfachte Modelle auf ihre Aussagekraft und ihre Grenzbereiche hin beurteilt werden.

Fiir eine genaue Beurteilung eines Systems sind sowohl Rechnungen als auch Messungen erforder-
lich. Erst der gegenseitige Abgleich von Messungen und Rechnungen erméglicht die Kalibrierung
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der Modelle und zeigt auf, welche Effekte in den Modellen nicht enthalten sind. Mit Simulations-
rechnungen kénnen die gemessenen Effekte erklirt und Einfliisse durch Anderungen des Systems
kénnen prognostiziert werden. Zu beachten sind allerdings bei Messungen (insbesondere bei der
Erschiitterungsausbreitung) die durch natiirliche Einfliisse (z.B. Bodeninhomogenititen) hervor-
gerufenen Schwankungen der Meflergebnisse. Diesem Einflul kann durch Simulationsrechnungen
nur bedingt Rechnung getragen werden.

Detaillierte, durch Messungen verifizierte Modelle fiir die Kurzzeitdynamik kénnen im weiteren
als Grundlage zur Entwicklung von Modellen zur Erfassung von Langzeiteffekten in Oberbau,
Unterbau und Untergrund dienen.

Mit derartigen gekoppelten Modellen von Kurzzeitdynamik und Langzeitverhalten konnte es
moglich werden, 7.B. die zeitliche Entwicklung der Lagequalitit des Gleises und plastische Defor-
mationen im Untergrund realitdtsnah zu simulieren. Einschrinkend soll aber darauf hingewiesen
werden, dafl auf Grund der vielen streuenden Einwirkungen und Materialgréofien eine Aussage
wahrscheinlich nur mit entsprechend grofier Streubreite méglich sein wird.

1.2 Literatur

Dynamisch belasteter Halbraum

Die dynamische Erregung eines Kontinuums fiihrt zu Wellenausbreitungsvorgingen. Dabei tre-
ten im unbegrenzten Kontinuum (Vollraum) zwei Wellenarten auf: Die Welle mit der h&heren
Ausbreitungsgeschwindigkeit ist eine Kompressionswelle (auch Longitudinal- oder Primirwelle
genannt), dabei bewegen sich die Teilchen des Kontinuums in Richtung der Wellenausbreitung.
Die andere Welle ist die Scherwelle (auch Transversal- oder Sekundirwelle), bei deren Aus-
breitung sich die Teilchen in der Kbene senkrecht zur Ausbreitungsrichtung bewegen. Beim
Halbraum treten zusdtzlich noch, bedingt durch die horizontale Oberfliche als Grenze des Kon-
tinuums, weitere Wellenarten auf. Der wichtigste Wellentyp ist hierbei die Rayleighwelle, nach
ihrem Entdecker Lord Rayleigh benannt [Ray85]; die Teilchen bewegen sich ellipsenférmig ver-
tikal zur Oberfliche und in Ausbreitungsrichtung. Die Rayleighwelle ist eine Oberflichenwelle.
Groflere Amplituden treten in Tiefenrichtung beim Halbraum besonders im Bereich einer Wel-
lenldnge auf. Die Love-Welle [Lov44] ist ebenfalls eine Oberflichenwelle, bei der sich die Teilchen
parallel zur Oberfliche und in Ausbreitungsrichtung verschieben.

Die erste Losung der Problemstellung des dynamisch belasteten Halbraumes liefert
Lamb [LLam04] fiir eine vertikal bzw. horizontal wirkende harmonische Einzellast. Reissner [Rei36]
erweitert diese Losung auf eine kreisférmig angreifende konstante Belastung und befafit sich in
seiner folgenden Arbeit [Rei37] mit freien und erzwungenen Torsionsschwingungen des elasti-
schen Halbraumes.

Aufbauend auf Lamb und Reissner ermittelt Holzl6hner das Verschiebungsfeld der Halbraum-
oberfliche unter harmonischer Belastung auf einer Rechteckfliche [Hol69] und unter einer Ein-
zellast [Hol80]. Die Losung fiir die Einzellast wird durch Grenziibergang aus der Losung fiir die
Rechtecklast gewonnen, die Linge der Seitenflichen geht hierbei gegen Null. Eine Verbesserung
der numerischen Stabilitit des Reihenansatzes von Holzlohner gelingt Sarfeld [Sar94].

Liegen komplexere Probleme vor, wie sie typischerweise bei praktischen Aufgaben vorliegen, so
ist es nicht méglich, noch geschlossene Losungen zu finden. Als Beispiele wiren hier z.B. kom-
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plexe Lastgeometrien, Schichtungen im Halbraum oder eine nicht ebene Oberfliche zu nennen.
Durch die Fortschritte im Bereich der numerischen Methoden im Laufe der letzten 30-40 Jahre
stehen mittlerweile leistungsfahige Verfahren zur Lésung solcher Problematiken zur Verfiigung.
Eine aktuelle Ubersicht wird von Grundmann [Gru99] gegeben.

Die Fragestellung des dynamisch belasteten Halbraumes kann prinzipiell mit Gebietsdiskreti-
sierungsmethoden wie der Finite-Element-Methode (Finite Element Method, FEM) und der
Randelementmethode (Boundary Element Method, BEM) behandelt werden. In beiden Fillen
fiihrt die Diskretisierung auf einen gewissen Fehler, da das Verhalten zwischen den Element-
knoten niherungsweise durch Ansatzfunktionen abgebildet wird. Es ist also bei einem Einsatz
dieser Verfahren auf eine problemangepafite Aufteilung des Gebietes zu achten, damit der Fehler
im Bereich vertretbarer Gréfenordnungen liegt.

Bei der FEM wird das gesamte zu untersuchende Gebiet mit Elementen diskretisiert, im Falle
der BEM nur der Rand, was die Dimension des Problems um Eins reduziert.

Mit der FEM kénnen sehr gut und einfach nahezu beliebige Systemgeometrien nachgebildet wer-
den. Nichtlineare Materialeigenschaften kénnen ebenfalls einfach beriicksichtigt werden. Zudem
fiithrt das Verfahren auf numerisch giinstig zu behandelnde Systemmatrizen, die positiv-definit,
symmetrisch und schwachbesetzt sind und im Normalfall eine Bandstruktur aufweisen. Fiir den
Fall unendlicher Gebiete, wie im Bereich der Halbraumdynamik, ist das Verfahren allerdings nur
mit Einschrinkungen bzw. Erweiterungen einsetzbar. Die Notwendigkeit, das zu untersuchende
Gebiet zu beschrianken, fithrt zwangsldufig auf Grenzen im Inneren des eigentlich unendlich aus-
gedehnten Gebietes. Diese storen allerdings die Wellenabstrahlung ins Unendliche, es kommt bei
dynamischen Anregungen zu Wellenreflexionen an diesen kiinstlich eingefiihrten Grenzen. Zur
Behebung dieser Problematik wurden verschiedene Losungsansitze entwickelt. Als Beispiele sind
z.B. infinite Elemente [Bet92] zu nennen oder auch Methoden, bei denen spezielle dynamische
Randbedingungen eingefiihrt wurden [Sch96].

Die Grundlage fiir die Anwendung der BEM ist die Existenz der Fundamentallésung der Dif-
ferentialgleichung des Problems in einem homogenen Bereich. Unter Fundamentallésung wird
die Losung infolge einer ortlichen und zeitlichen Impulslast verstanden. Stokes [Sto49] wird fiir
den dreidimensionalen elastodynamischen Fall die Fundamentalldsung laut Araijo [Ara94] zuge-
schrieben. Die Ableitung der BEM fiihrt auf eine Integralformulierung der zu l16senden Gleichung.
Im Vergleich zur FEM sind die Systemmatrizen (auf Grund der Randdiskretisierung) deutlich
kleiner, allerdings weisen sie ungiinstigere Kigenschaften auf: sie sind unsymmetrisch belegt,
vollbesetzt und nicht unbedingt positiv-definit. Die Klemente selbst sind ebenfalls schwieriger
zu ermitteln, da sie durch Integrationen zu berechnen sind. Eine zusitzliche Schwierigkeit folgt
aus den singuldren Oberflichenintegralen, wenn z.B. der Angriffspunkt der Last (zeitlich und
ortlich) mit dem Auswertepunkt der Verschiebung zusammenfillt. Hier sind spezielle Integrati-
onstechniken einzusetzen, um den Fehler gering zu halten.

Cruse und Rizzo [CR68] waren die ersten, die numerisch Wellenausbreitungsvorginge mit der
BEM untersucht haben. Die BE-Formulierung im Frequenzbereich wurde, aufbauend auf der
Arbeit von Cruse und Rizzo, durch Anwendung des Bettischen Satzes von Dominguez [Dom78]
angegeben. Die Ausbreitung ebener Wellen im Zeitbereich war Thema der Dissertation von
Mansur [Man83]. Eine Ubersicht iiber die verschiedenen Anwendungen der BEM fiir dynamische
Problemstellungen wurde z.B. von Dominguez [Dom93], Manolis und Beskos [MB88] und von
Gaul und Fiedler [GF97] gegeben.
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Die Kopplung der beiden beschriebenen Methoden FEM und BEM wurde aus dem Wunsch
entwickelt, die Vorteile der beiden Verfahren zu verbinden. Eines der klassischen Beispiele fiir
die Anwendung des gekoppelten Verfahrens ist die Wechselwirkung zwischen Struktur und Bau-
grund. Die Struktur (und u.U. auch ein Nahbereich des angrenzenden Untergrundes) wird mit
FEM modelliert, der Untergrund selbst mit BEM. Triantafyllidis [Tri89] koppelt im Zeitbereich
mehrere starre Fundamente mit Hilfe der BEM. Aratijo [Ara94] entwickelt einen gekoppelten
FE/BE-Zeitbereichsalgorithmus zur Analyse dreidimensionaler Wellenausbreitungsvorginge in
elastischen Medien. Ein Zeitbereichsverfahren zur dynamischen Berechnung nichtlinearer Syste-
me mit einer FE/BE-Kopplung wurde kiirzlich von von Estorff und Firuziaan [EF99] vorgestellt.

Eine neue Formulierung, die die Vorteile der FEM und der BEM implizit zusammenfaft, ist die
von Wolf und Song [WS96] entwickelte Methode der skalierten Rand-Finite-Element Methode,
die ohne eine Fundamentalldsung auskommt.

Die Methoden der diinnen Schichten (thin layer method) wurde von Waas [Waa72] und Kau-
sel [Kau81, Kau94] entwickelt. Die Lésungsmethodik beruht darauf, den Untergrund in diinne
Schichten mit oberflichenparallelen Schichtgrenzen zu unterteilen. Uber die Dicke der Schichten
wird der Verlauf der Verschiebungen mit Ansatzfunktionen angenihert. Durch einen Ubergang
in den Wellenzahl- und Frequenzraum (vgl. unten) ld8it sich das Problem auf die Losung eines
Gleichungssystem fiir die Koeffizienten der Ansatzfunktionen reduzieren. Das Gleichungssystem
wird nun durch eine Modalanalyse der Impedanzmatrix geldst. In der Impedanzmatrix sind so-
wohl wellenzahlabhingige als auch frequenzabhingige Anteile enthalten. Die Modalanalyse der
Impedanzmatrix kann nach der Wellenzahl oder nach der Frequenz erfolgen. Wird der Lésungs-
weg beziiglich der Wellenzahl gew#hlt [Kau81], so ist eine analytische Riicktransformation der
Lésung in den Ortsbereich moglich, andernfalls gelingt die Riicktransformation in den Zeitbe-
reich analytisch [Kau94]. Die jeweils verbleibende Riicktransformation muff numerisch ausgefiihrt
werden.

Als weitere Alternative zu den genannten Verfahren bieten sich Integraltransformationsmetho-
den (ITM) an. Lamb lést wie Reissner das Problem des dynamisch belasteten Halbraumes unter
Zuhilfenahme von Integraltransformationsmethoden.

Der hier verwendete Ansatz, die entkoppelten Wellengleichungen analytisch mit der Fourier-
transformation in den Wellenzahl- und Frequenzraum iiberzufiihren, geht auf Wolf [Wol85] und
Grundmann und Miiller [GM88, Miil89, Miil90] zuriick. Konrad [Kon85] beschreibt die Losung
mit Hilfe der Fouriertransformation fiir zylindrische Koordinaten. Der formale Ansatz wurde
von Lieb [Lie97] verwendet und ist auch bei Jones et. al. [JLLHP97] und in leicht verdnderter
Form bei Auersch [Aue94a] zu finden.

Mit dieser Vorgehensweise ergibt sich im Frequenz- und Wellenzahlraum die Fundamentallésung
infolge der zeitlichen und &rtlichen Impulslast. Die Multiplikation mit der transformierten Last
fihrt auf die analytische L&sung des allgemeinen Problems im transformierten Raum, eine
Beriicksichtigung bewegter Lasten ist ebenfalls einfach méglich. Die Fourierriicktransformation
in den Originalraum mufl auf Grund des sehr komplizierten Funktionsverlaufes der Lésung nu-
merisch erfolgen. Jones et. al. [JLLHP97] verwenden eine Inverse Fast Fourier Transformation.
Eine ausfiihrliche Diskussion verschiedener Riicktransformationsverfahren ist bei Lieb [Lie97] zu
finden; er entwickelt ein adaptives Verfahren in Kombination mit der Wavelettransformation, das
die Riicktransformation sehr effektiv und effizient ausfiihrt. Dieses Verfahren ist ein Grundstein
fiir die vorliegende Arbeit.
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Dynamische Wechselwirkung zwischen Struktur und Baugrund

In diesem Abschnitt sollen nur die wesentlichen Arbeiten genannt werden, die fiir die Beschrei-
bung des Untergrundes analytische Ldsungen heranziehen, fiir numerische Verfahren wird auf
den vorangegangenen Abschnitt verwiesen.

Gaul [Gau76] unterteilt eine rechteckige Fundamentfliche in quadratische Teilflichen und be-
stimmt deren Spannungsamplituden im krequenzbereich unter der Bedingung, daf das Funda-
ment als starr angesetzt wird, d.h. die Verschiebung aller Teilflichen gleich grof ist. Analog gehen
Savidis et. al. [SBHH99] bei der Zeitbereichsberechnung der Interaktion einer starren Schwel-
le mit dem geschichteten Untergrund vor, dabei wird zusitzlich ein teilweises Abheben der
Schwelle beriicksichtigt. In der Arbeit von Riicker [Riic81] wird mit dieser Methode ebenfalls die
Wechselwirkung zwischen mehreren starren Schwellen {iber den Untergrund berechnet. Anstelle
von Quadratflichen mit konstanter Sohlspannungsverteilung verwendet Zirwas [Zir96] riumliche
Glockenkurven als Ansatzfunktionen. Triantafyllidis [Tri84] 16st das Problem der dynamischen
Untergrundkopplung starrer Fundamente semi-analytisch. Als Ansatzfunktionen fiir die Span-
nungsverteilung zwischen Fundament und Untergrund verwendet er Tschebyscheff-Polynome,
die eine enge Verwandschaft zu den in dieser Arbeit verwendeten Legendre-Polynomen auf-
weisen. Bei allen genannten Verfahren werden die Teilsysteme im Ortsbereich und meist im
Frequenzbereich gekoppelt.

Im Frequenz- und Wellenzahlraum koppeln Lieb und Sudret [[.S98] einen Biegebalken unter be-
wegter oszillierender Last mit dem Halbraum. Hierbei wird eine konstante Interaktionsspannung
iiber die Breite des Balkens angesetzt. Eine dhnliche Vorgehensweise wird von Dieterman und
Metrikine [DM96] bei der Ermittlung der kritischen Geschwindigkeit einer bewegten Last auf
dem System Balken auf Halbraum angewandt.

Gleis- und Fahrzeugdynamik

Der Bereich der Gleisdynamik und der Fahrzeugdynamik wird in der Literatur sehr ausfiihr-
lich behandelt. Fiir die vorliegende Arbeit sind diejenigen Arbeiten besonders relevant, die sich
mit der Vertikaldynamik der Systeme Fahrzeug und Gleis' und der Interaktion der beiden Sy-
steme im Hinblick auf die Anregung durch vertikale Irregularititen befassen. An dieser Stelle
soll ein Uberblick iiber die wesentlichsten Arbeiten gegeben werden. Ein aktueller ausfiihrli-
cher Ubersichtsartikel zur Thematik ist von Popp et. al. [PKK99] mit einer Literaturliste von
170 Referenzen verfafit. Eine weitere umfassende Betrachtung ist ebenfalls kiirzlich von Kno-
the [Kno98] erschienen. Der Konferenzband des Herbertov Workshops 1994 [KGE95] bietet einen
sehr guten Uberblick iiber verwendete Modelle, angewandte MeBtechnik und offene Fragen. Ein
etwas dlterer Artikel zur Fahrzeug-Fahrweg-Dynamik ist von Knothe und Grassie 1993 [KG93]
vertffentlicht worden.

Im Bereich der Gleisdynamik wurde in der Vergangenheit, wie hdufig auch heute noch, von
stehenden oder bewegten Kinzellasten auf dem unendlichen Gleis ausgegangen. Der elastisch
gebettete Triger unter statischer Einzellast, formuliert von Zimmermann [Zim53], stellt die
Grundlage fiir die einfachsten Gleismodelle dar. Eine Erweiterung auf bewegte, oszillierende La-
sten wurde von Mathews [Mat58, Mat59] vorgenommen. Fryba [Fry72] erweitert die Losung fiir

'Die Begriffe Gleis und Oberbau werden im folgenden synonym verwendet.
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bewegte Lasten unter Beriicksichtigung von Ddmpfung und zeigt auf, daf sich fiir verschiede-
ne Geschwindigkeiten und verschiedene Dampfungen unterschiedliche L6sungen ergeben. Dabei
fiihrt er die Begriffe kritische Geschwindigkeit und kritische Ddmpfung ein, um die verschiedenen
Lésungsbereiche voneinander abzugrenzen. In seiner Arbeit zeigt Liedl [Lie98] die Giiltigkeit der
Anwendung der Fouriertransformation fiir alle moglichen Félle, ohne dafl wie bei Fryba Fallun-
terscheidungen zu treffen wiren. Die Erweiterung auf ein Mehrschichtenmodell zur genaueren
Erfassung der einzelnen Komponenten des Oberbaues ist mit dieser Losungsmethodik ebenfalls
moglich.

Diese kontinuierlichen Modelle stellen eine Vereinfachung der Realitdt dar, da weder die diskrete
Stiitzung der Schiene auf den Schwellen noch lokale Effekte, wie z.B. Schwellenhohllagen oder
nichtlineares Kraft-Weg-Verhalten von Zwischenlagen, erfait werden kénnen. Allerdings kénnen
diese Modelle analytisch oder zumindest semi-analytisch gelést werden, was eine einfachere und
nachpriifbarere Berechung erlaubt und eine Analyse des Systemverhaltens erleichtert.

Die Arbeiten aus der Arbeitsgruppe Knothe der TU Berlin haben iiber das letzte Jahrzehnt und
dariiber hinaus entscheidende Erkenntnisse geliefert. Hier wurden die Gleismodelle schrittweise
verfeinert und die Interaktion mit dem Fahrzeug beriicksichtigt. Ripke befafit sich in [RK91]
mit dem dynamischen Verhalten des Gleises unter dynamischer Erregung und 16st dies mit dem
Ubertragungsverfahren. In seiner umfassenden Dissertation [Rip95] entwickelt er ein Finite Ele-
ment Modell, das mit Hilfe eines Zeitschrittverfahrens die Uberfahrt von Schwingerketten iiber
ein Gleis mit Irregularititen berechnet. Parallel dazu 16st Ilias [IK92] unter Beriicksichtigung
der Ansitze von Kisilowski und Sowinski [KS91] das Problem der diskret gestiitzten Schiene mit
einem diskret-kontinuierlichen Gleismodell. Sibaei [Sib92] erweitert das Modell auf die Interakti-
on mit einem vereinfachten Fahrzeugmodell, wobei Miiller [Miil96] vollstindige Fahrzeugmodelle
mit einbezieht. Als Grundlage dient hier der Artikel von Jezequel [Jez81], der die Antwort peri-
odischer Systeme auf bewegte Lasten untersucht.

Dynamische Ersatzmodelle aus Feder- und Ddmpferelementen zur Beschreibung des dynami-
schen Verhaltens des Oberbaues sind zentrales Thema der Dissertation von Wu [Wu97]. Diese
Modelle werden durch Anpassungsrechnungen kalibriert und kénnen fiir Frequenz- oder Zeit-
bereichsrechnungen eingesetzt werden. Mit demselben Verfahren approximieren Knothe und
Wu [KW99] die dynamische Antwort des Halbraumes auf eine Rechtecklast, die z.B. einer Schot-
terfliche entsprechen kann.

Die Beriicksichtigung der Kopplung von Schwellen iiber den Untergrund in einem Gleismodell
wurde von denselben Autoren in [KW98] beschrieben.

An der Chalmers University in G&teborg ist ebenfalls eine auf Schienenverkehr spezialisierte Ar-
beitsgruppe tétig (Charmec). Nielsen und Igeland [N195] arbeiten mit Finite Element Modellen
fiir Fahrzeug und Gleis und untersuchen dabei verschiedene Anregungsarten wie Rauhigkei-
ten, Flachstellen von Ridern und Schwellenhohllagen. Dahlberg [Dah95] verwendet das Modell
zur Vergleichsrechnungen mit MeBergebnissen und kommt zu guter Ubereinstimmung bei den
Eigenfrequenzen der Schiene, den Kontaktkriften zwischen Rad und Schiene und der Schienen-
rezeptanz.

Die korrekte Losung fiir das Problem der Interaktion von Fahrzeug und Fahrweg wurde bereits
1982 von Grassie et. al. [GGHJ82b, GGHJ82a] im bewegten Koordinatensystem beschrieben,
wobei der Losungsweg eher umstindlich ist.
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Den Schwerpunkt auf die Fahrzeugdynamik legen Garg, Dukkipati und Amyot [GD84, DASS]
und Popp und Schiehlen [PS93] in ihren Biichern. Dabei wird die Gleiselastizitit iiblicherweise
vernachlissigt.

Feste Fahrbahn

Das Oberbausystem Feste Fahrbahn ist selbst Thema mehrerer Arbeiten unterschiedlichster
Fragestellungen.

Den aktuellen Forschungsstand in Deutschland zur dynamischen Modellierung der Festen Fahr-
bahn stellen die im November 1999 vorgestellten Modelle dar [Sie99a]. Dabei ist das von Knothe
und Yu [KY99] entwickelte Modell das einzige, das die Interaktion mit dem Fahrzeug erfait und
die Zwischenlage getrennt modelliert. Die Platte wird wie im Modell von Savidis et. al.[SBBH99]
durch Finite Elemente modelliert; die Interaktion der einzelnen Plattenelemente mit dem und
iiber den Untergrund ist beriicksichtigt. Riicker [Riic99] erértert neben Kurzzeiteffekten auch das
Setzungsverhalten, wobei sowohl theoretische Ergebnisse als auch Meflergebnisse zur Beurteilung
herangezogen werden.

Den Stand der Technik in Hinblick auf das anzuwendende Bemessungsverfahren stellt der Auf-
satz von Eisenmann und Leykauf [EL00] im Beton-Kalender 2000 dar. Die Bemessung basiert auf
den Systemen Balken auf Federn und Platte auf Federn. Auf diese Weise sind sie fiir den prak-
tisch tatigen Ingenieur einfach handhabbar. Die Radlastverlagerung wird durch einen Zuschlag
von 20 % erfafit, und dynamischen Effekten wird durch einen Zuschlag von 50 % vereinfacht
Rechnung getragen. Ebenfalls finden sich in dem Aufsatz eine Zusammenstellung der Entwick-
lung der Bauarten der Festen Fahrbahn, Konstruktionshinweise zur Ausfiihrung auf Briicken
und der Gestaltung der Ubergangsbereiche sowie eine Ubersicht der wesentlichen Priifungen des
Systems und seiner Komponenten.

Die Deutsche Bahn stellt in einem Informationsblatt [Deu96] diejenigen Varianten der Festen
Fahrbahn vor, die auf der Versuchsstrecke in Wagh&usel zum Einsatz kamen.

Eine Ubersicht der Entwicklungen im Ausland stammt von Leykauf und Maleki [LM97a]. Tm
selben Band findet sich eine Zusammenstellung der oberbautechnischen Priifungen zur Bewer-
tung von verschiedenen Konstruktionsformen der Festen Fahrbahn [LM97b]. Ein vergleichender
Bericht von zwei Konstruktionsarten der Festen Fahrbahn mit Schwerpunkt auf das dynamische
Verhalten wurde von der DB AG erstellt [Deu98]. Eine vergleichende Ubersicht verschiedener
Oberbausysteme im Hinblick auf Unterhaltskosten im Laufe der Lebensdauer wurde von Es-
veld [Esv99] versffentlicht.

Eisenmann [Eis97] stellt die bauliche Entwicklung der Festen Fahrbahn in Deutschland dar und
erdrtert Kriterien zum Entwurf und zum Bau. Rehfeld [Reh95] und Neidhart [Nei96] beschiftigen
sich mit Anforderungen an die Untergrundbeschaffenheit und den Erfahrungen hinsichtlich des
Setzungsverhaltens. Hilliges und Zachlehner [HZ95] konzentrieren sich auf besondere Fragen der
optimierten baulichen Ausfiihrung der Bauart Rheda, die den weitaus gr6fiten Anteil der in
Betrieb befindlichen Strecken mit Fester Fahrbahn in Deutschland aufweist.
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Erschiitterungsausbreitung

Es existieren verschiedene Gesamtmodelle zur Gleisdynamik und zur Berechnung der Erschiitte-
rungsausbreitung. In einem idealen deterministischen Modell sollten drei Teilmodelle enthalten
sein: das Fahrzeug, der Oberbau und der Untergrund. Die gegenseitige dynamische Interaktion
der Modelle ist zu beriicksichtigen. Soll die Erschiitterungseinwirkung auf ein Gebdude berechnet
werden, so ist das Gebdude als viertes Modell in das Gesamtmodell zu integrieren.

Der Bericht von Auersch [Aue88b] und die Arbeit von Rosen [Ros94], die sich auf Auersch und
Prange et. al. [PHT90] stiitzt, geben einen Uberblick der Anregungsmechanismen:

e Schienenverschiebungen infolge des bewegten Eigengewichts
e Radunrundheiten und Flachstellen der Rider

e Schwankungen der Schienenideallage durch Unebenheiten des Gleises (Rauhigkeiten und
Gleislagefehler)

e Schwingungen und Unwuchten des Antriebssystems

e Schwingungen der einzelnen Komponenten des Fahrzeuges

e Beschleunigungen und Verzogerungen des Zuges

e Parametererregung durch die diskrete Lagerung der Schienen auf den Schwellen

e Schwankungen der Untergrundsteifigkeit

In der besonders erwihnenswerten Arbeit von Auersch [Aue88b], die als eine der wenigen Arbei-
ten alle Komponenten des Systems Eisenbahn mit einbezieht, wird die Erschiitterungsausbrei-
tung mit einem kombinierten Finite Element- und Randelementprogramm [Aue88a] berechnet.
Dabei werden die dynamischen Radlasten aus einer Interaktionsberechnung zwischen Fahrzeug
und Gleis bei einer Fahrgeschwindigkeit gleich Null unter Beriicksichtigung angesetzter Gleis-
irregularitdten ermittelt. Die dafiir erforderliche Gleisnachgiebigkeit wurde unter Beriicksichti-
gung mehrerer Schwellen und deren Wechselwirkung iiber den Baugrund (vgl. Riicker [Riic81])
bestimmt. Nach Berechnung der Radlasten kénnen diese wiederum auf das System Gleis auf
Schwellen aufgebracht werden, so dafi die Ausbreitung der Erschiitterungen berechnet werden
kann. Zur Beriicksichtigung des Einflusses der Fahrgeschwindigkeit zieht er als Vergleichsmodell
den elastisch gebetteten Balken heran.

Zwei Dissertationen am Institut fiir Boden- und Felsmechanik in Karlsruhe befassen sich ausfiihr-
lich mit der Thematik. Huber [Hub88] betrachtet zum einen die dynamischen Schwellenlasten
infolge eines bewegten statischen Lastbildes auf einem unendlichen elastisch gelagerten Balken.
Ein Vergleich der gemessenen und berechneten Schwinggeschwindigkeiten der Schiene zeigt eine
gute qualitative und quantitative Ubereinstimmung. Die Differenzen lassen sich laut Huber durch
die vereinfachte Oberbaumodellierung und die Nichtberiicksichtigung harmonischer Anregungen
erklaren. Die Ausbreitung der Erschiitterungen wird mit verschiedenen theoretischen Ansitzen
fiir die ortsfeste Einzellast untersucht. Die MeBergebnisse lassen sich mit den deterministischen
Anregungen nicht nachbilden. In einer Variante wurde das Erregersignal auf der Halbraumober-
fliche stochastisch verdndert, um die Effekte dynamischer Erregung durch Radunrundheiten und
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dynamischem Zusammenwirken von Fahrzeug und Fahrweg zu beriicksichtigen. Huber kommt
durch Vergleich mit Messungen zu dem Schlufi, dafl ein stochastisches Erregersignal nicht die
Ursache fiir die Unterschiede zwischen Messung und Rechnung darstellen kann, da die gemes-
senen Schwingschnellen bei zwei Vorbeifahrten desselben Zuges an derselben Stelle in geringer
Entfernung vom Gleis nahezu identisch sind. Er fiithrt die Differenzen auf die stochastischen
Schwankungen der Wellenausbreitungsgeschwindigkeiten im Untergrund zuriick.

Tamborek [Tam92] untersucht mit einem dreidimensionalen Randelementmodell im Zeitbereich
die Erschiitterungsausbreitung. Als Lastbild auf dem Oberbaumodell des elastisch gebetteten
Balkens wird eine bewegte statische Einzellast angesetzt. Der daraus resultierende Schwellen-
kraftverlauf wird (nach einer Umrechnung) iiber eine Fundamentfliche von 2.6 x 2.6 m? als
schlaffe Last aufgebracht. Seine Modellierung enthilt auch die Einbeziehung von Damm- und
Einschnittlagen. Dabei wird beim Damm eine durchschnittliche Reduzierung der Fernfeldam-
plituden um ca. 10 % und beim Einschnitt um ca. 40 % errechnet. Jede Diskontinuitit der
Oberfliche fiihrt im Prinzip zu einer Reduktion der Erschiitterungsamplitude, da die freie Wel-
lenausbreitung gestort wird.

Triantafyllidis und Prange [TP94a, TP94b] beschreiben in ihren zusammengehorigen Artikeln
ein Gleismodell und vergleichen die Ergebnisse der Berechnungen mit Messungen.

Krylov [Kry95, Kry98] setzt bewegte nicht oszillierende Einzellasten als Belastung des Ober-
baues an und ermittelt die Anregung fiir jede Schwelle mit dem Ersatzmodell des Balkens auf
Winklerbettung. Diese Belastung wird nun iiber Lastflichen, die den Schotterauflageflichen auf
dem Untergrund entsprechen, auf den Untergrund als Last aufgebracht. Fiir feste Punkte im
Freifeld wird nun die Schwingungsantwort unter Beriicksichtigung aller relevanten Schwellenla-
sten durch Summenbildung bestimmt. Degrande [Deg99] verwendet das Modell von Krylov zur
Verifikation von Messungen und erzielt durchschnittliche Ubereinstimmungen. Er fiihrt dies auf
die ungeniigende Kenntnis der dynamischen Bodenparameter zuriick und auf die Vernachldssi-
gung der dynamischen Anteile in der Anregung.

Von Madshus et. al. [MBH96] stammt ein semi-empirisches Modell zur Bestimmung der
Erschiitterungsausbreitung und der Berechnung der Schwingungsanregung von Gebduden. Das
Modell ist statistisch formuliert und liefert sowohl Erwartungswerte als auch Grenzwerte der zu
erwartenden Erschiitterungen. Die verschiedenen Gegebenheiten wie z.B. Untergrund, Gleisqua-
litdt oder Verstdrkungseffekt des Gebdudes werden iiber Einfluifaktoren beriicksichtigt. Diese
Einfluifaktoren wurden aus Messungen bestimmt.

Eine stochastische Vorgehensweise zur Bestimmung der Schwingungsanregung von Gebduden
durch Eisenbahnverkehr ist von Hunt [Hun96] entwickelt worden. Das Modell erlaubt die Ver-
wendung von bestehenden Fahrzeug-, Gleis- und Untergrundmodellen und basiert auf der An-
nahme, dafl die Erschiitterungsausbreitung als Zufallsproze3 beschrieben werden kann.

Das Modell von Sheng, Jones und Petyt [SJP99a, SJP99b] wurde zeitlich parallel zur vorliegen-
den Arbeit entwickelt und weist ein dhnliches Vorgehen in der Modellbildung auf. Balkensysteme
zur Abbildung der Gleiskonstruktion werden mit dem Untergrund iiber eine konstante Inter-
aktionsspannung im Frequenz- und Wellenzahlraum gekoppelt. Die Interaktionsspannung wird
nicht genauer untersucht, und insbesondere ist die dynamische Interaktion mit einem Fahrzeug
nicht enthalten. Als Anregung werden lediglich bewegte statische und oszillierende Lasten an-
gesetzt. Mit diesem Modell sind daher lediglich qualitative, aber keine quantitativen Aussagen
moglich.
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Die Methode der Randelemente eignet sich gut zur Beschreibung des semi-infiniten Untergrun-
des. Daher kommt sie auch fiir die Problematik der Erschiitterungsausbreitung sowohl im Fre-
quenzbereich als auch im Zeitbereich zum Einsatz.

Die Arbeitsgruppe von Schmid in Bochum arbeitet seit [ingerer Zeit mit Randelementen in Kom-
bination mit Finiten Elementen im Bereich der Ausbreitung und der Reduzierung von Erschiitte-
rungen. Die Dissertation von Le [L.e96] untersucht die Erschiitterungsausbreitung mit zwei- und
dreidimensionalen Modellen. Dabei wird der Oberbau durch Finite Elemente modelliert, die mit
den den Untergrund reprisentierenden Randelementen verbunden werden. Als Anregung werden
harmonische ortsfeste Lasten auf den Oberbau aufgebracht. Mafinahmen zur Reduzierung der
Erschiitterungsausbreitung, wie Bodenaustausch oder Einbaukdrper, wurden besonders auf ihre
Wirkung hin untersucht. In der Diplomarbeit von Rosen [Ros94] wurden in Zusammenarbeit
mit Le verschiedene Parameterstudien zur Erschiitterungsausbreitung mit einem zweidimensio-
nalen Modell durchgefiihrt. In der Arbeit ist auch eine gute Ubersicht und Beschreibung iiber
weitere erschiitterungsmindernde Mafinahmen, wie den offenen Schlitz im Boden, Schlitzwinde,
Gasmatten und PUR-Unterschottermatten, gegeben. Der Einbaukdrper wurde von Chouw, Le
und Schmid in [CLS91] vorgestellt und z.B. von Le [L.e96] auf seine Wirksamkeit untersucht.
Die erschiitterungsmindernde Wirkung beruht auf der Eigenschaft einer Bodenschicht (hier zwi-
schen Gleiskdrper und dem im Untergrund eingebauten Betonblock), keine Erschiitterungen zu
iibertragen, falls die Anregungsfrequenz kleiner als die erste Eigenfrequenz der Bodenschicht ist.
Als aktuelle Arbeiten aus dieser Arbeitsgruppe sind Aufsitze von Friedrich et. al. [FPS99] und
Pflanz [Pfl99] zu nennen.

Van den Broeck und de Roeck [BR96, BR99] haben ein vollstindiges FEM-BEM Modell zur Si-
mulation einer Zugiiberfahrt entwickelt. Es beriicksichtigt die vollstindige Kopplung des Schwel-
lenrostes iiber den Untergrund. Als Ergebnisse wurden in den angegebenen Artikeln Rezeptanz-
kurven der Schiene infolge harmonischer Erregung prisentiert.

Das von Takemiya und Yuasa [TY99] vorgestellte Modell beruht ebenfalls auf einer Kopplung
von FEM und BEM. Durch Simulationsrechnungen wird hierbei der erschiitterungsmindernde
EinfluB der sogenannten “wave impeding barrier” (WIB) untersucht. Es handelt sich um X-
féormig unter dem Oberbau eingelassene Pfeiler, die die Ausbreitung der Wellen behindern.

Eine der aktuellsten Arbeiten ist die Dissertation von Hall [Hal00]. Er entwickelt zwei- und drei-
dimensionale FE-Modelle zur Beschreibung des Oberbaues und des Untergrundes. Dabei wird
besonderer Wert auf die Festlegung der Elementgréfie und der Definition der Ridnder gelegt, so
dafl die Wellenausbreitungsvorginge im Untergrund korrekt erfafit werden kénnen. Die Verglei-
che der Berechnungsergebnisse mit Messungen zeigen im Bereich des Oberbaues eine gute und im
Bereich des Freifeldes eine annihernd zufriedenstellende Ubereinstimmung. Fiir die Belastung
werden zeitlich versetzte Impulslasten verwendet, die dem bewegten Eigengewicht entsprechen.
Das Fahrzeug wurde in der Modellierung nicht beriicksichtigt.
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1.3 Zielsetzung und Aufgabenstellung

Ziel der Arbeit ist die Entwicklung eines leistungsfahigen Simulationsmodells zur dynamischen
Berechnung des Oberbausystems Feste Fahrbahn. In einem Gesamtmodell miissen daher das
Fahrzeug, der Oberbau und der Untergrund enthalten sein. Zielsetzung ist, alle drei Elemente
mit ungeféhr gleichem N&herungsgrad zu modellieren. Alle wesentlichen dynamischen Effek-
te miissen mit jedem der drei Teilmodelle abbildbar sein. Besondere Aufmerksamkeit ist der
korrekten Formulierung der Interaktionsbeziehungen zwischen Fahrzeug und Oberbau einerseits
und Oberbau und Untergrund andererseits zu widmen. Weiterhin soll ein Lésungsweg verwendet
werden, der es erlaubt, soweit wie moglich analytische Lésungen zu finden, um damit ohne nume-
rische Niherungsmethoden Einfliisse und Effekte zu studieren. Als Lésungstechnik wird daher die
Fouriertransformation beziiglich Ortskoordinaten und Zeitkoordinate verwendet. Im Wellenzahl-
und Frequenzraum lassen sich dynamische Effekte wie Resonanzstellen und Wellenausbreitungs-
vorgiange sehr gut erkennen. Mit numerischen Riicktransformationsmethoden werden aus den
transformierten Lsungen Ergebnisse im Originalraum gewonnen.

Der Einleitung folgend, befafit sich Kapitel 2 mit der kontinuumsdynamischen Beschreibung des
Untergrundes, modelliert als geschichteter Halbraum.

Kapitel 3 beschreibt die Modellierung des Fahrzeuges und des Oberbaues und die Formulierung
der dynamischen Interaktion zwischen Radsatz und Schiene.

Die Ankopplung der vorgestellten Oberbaumodelle an den Halbraum unter Beriicksichtigung
der dynamischen Interaktionsbeziehungen ist Thema des 4. Kapitels, wobei die Tragplatte der
Festen Fahrbahn als Balken modelliert wird.

In Kapitel 5 wird die Notwendigkeit der gekoppelten Beriicksichtigung von Schubspannungen
und Normalspannungen im Hinblick auf die Untergrundsteifigkeiten und die Erschiitterungsaus-
breitung untersucht.

Eine Erweiterung der Modellierung der Tragplatte auf eine Platte im mechanischen Sinne wird
in Kapitel 6 vorgenommen.

Anwendungsbeispiele und vergleichende Rechnungen zwischen der Balkenmodellierung und der
Plattenmodellierung zeigen in Kapitel 7 die verschiedenen Anwendungsbereiche des vollstdndigen
Simulationsmodells.

Die Arbeit schliefit mit der Zusammenfassung und einem Ausblick.



Kapitel 2

Grundgleichungen der
kontinuumsdynamischen
Untergrundmodellierung

Der Untergrund wird durch das kontinuumsmechanische Modell des Halbraumes beschrieben.
Im Rahmen dieser Arbeit wird linear elastisches, isotropes und homogenes Materialverhalten
angesetzt.

Das reale Bodenverhalten kann durch dieses Modell nur unter der Niherung betrachtet werden,
daff auf Grund der Annahme linear elastischen Materialverhaltens nur dynamische Vorginge
kurzer Dauer und kleiner Amplituden abgebildet werden kénnen. Das Modell eignet sich daher
zur Erfassung von Vorgingen der Kurzzeitdynamik. Als Beispiele fiir den Einsatz des Modells
kénnen die Berechnung von Verformungen und Spannungen des Untergrundes bei bewegten
Lasten oder die Berechnung der Erschiitterungsausbreitung angefiihrt werden. In diesen Fillen
kénnen nichtlineare Effekte des Bodens vernachlissigt werden.

Durch die lineare Formulierung des Modells ist es dagegen nicht méglich, Langzeiteffekte, wie
z.B. bleibende Deformationen, zu erfassen. Diese konnen nur durch ein nichtlineares Stoffgesetz
abgebildet werden.

Die Modellierung 148t sich einfach auch auf einen horizontal geschichteten Untergrund erweitern.
Die Beschrankung dieser Erweiterung, horizontale Schichtgrenzen bzw. eine horizontale Ober-
fliche einzufiihren, ergibt sich aus der Verwendung der Fouriertransformation bei der schritt-
weisen Losung der Differentialgleichung.

2.1 Bewegungsgleichung

Die Differentialgleichung der Elastodynamik fiir die Verschiebungen u' lautet in tensorieller
Indexschreibweise nach Fligge [F1i72]:

F

1— 20wl + wi|i] = — X7 + piif

18
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Werden die zur Beschreibung des Materialverhaltens ausreichenden Laméschen Konstanten ein-
gefiithrt, ergibt sich die mafigebende Differentialgleichung, die auch als Lamésche Differential-
gleichung bezeichnet wird. Die Volumenkrifte werden mit X* bezeichnet.

o O w4 X i =0 .

Die wesentlichen mechanischen Kenngréfien eines Bodens, die aus Laborversuchen ermittelt wer-
den kénnen, sind der Schubmodul G, die Querdehnzahl v und die Dichte p. Aus Schubmodul &G
bzw. Elastizititsmodul £ und Querdehnzahl v lassen sich die Laméschen Konstanten A und g
ableiten:

E
)
2G v Ev

N TS T AT -

Die Dichte geht direkt in die Differentialgleichung ein.

Zur Beriicksichtigung der Materialdimpfung kann durch Anwendung des Korrespondenzprinzips
auf einen komplexen Schub- bzw. Elastizitdtsmodul ibergegangen werden. Das Korrespondenz-
prinzip besagt, dafl die Losung eines dynamischen Problems fiir ein viskoelastisches Material aus
der Losung fiir ein elastisches Material gewonnen werden kann, wenn man die realen Elastizitdts-
konstanten durch komplexe Elastizitdtskonstanten ersetzt [Riic81]. Hierbei sind zwei mégliche
Beschreibungen der Materialdémpfung moglich. Wird eine hysteretische Dampfung durch die
hysteretische Dampfungskonstante D (auch als logarithmisches Dampfungsdekrement bezeich-
net) angesetzt, so kann fiir die Berechnung des komplexen Elastizititsmoduls folgende Formel
verwendet werden.'

E=FE(1+2iD)

Im Rahmen dieser Arbeit wird die Materialimpfung auf diesem Wege erfafit.

Die alternative Formulierung geht von einer viskosen Didmpfung aus; daher ist die Materialdimp-
fung frequenzabhingig. In der zugehorigen Formel bezeichnet 7 die viskose Ddmpfungskonstante
und w die Frequenz.

E=FE (14 iwn)

Die Verwendung eines komplexen Elastizitdtsmoduls fiihrt in der Differentialgleichung auf kom-
plexe LLamésche Konstanten.

Allerdings ist bei einer Lésung durch Fouriertransformation (im Frequenzbereich) zu beachten,
daf} bei nichtperiodischer Anregung die Kausalitit verloren geht. Bei einer Impulsbelastung er-
geben sich aus der Berechnung (bedingt durch das Lésungsverfahren) bereits vor der Einwirkung
der Last Reaktionen des Systems [Nat89].

'In dieser Formel wird der komplexe Elastizititsmodul mit einem Balken gekennzeichnet, dies soll aber im
folgenden entfallen.
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2.2 Losung der Laméschen Differentialgleichung

Die Lamésche Differentialgleichung kann mit Hilfe des Potentialansatzes von Helmholtz und einer
anschlieenden mehrdimensionalen Fouriertransformation im transformierten Raum analytisch
gelst werden.

Der Satz von Helmholtz besagt, daB ein hinreichend stetiges Vektorfeld u' in einen wirbelfreien

und einen quellenfreien Anteil zerlegt werden kann. Es existieren ein skalares Feld ¢ und ein
Vektorfeld Wy,.

u' = O 4 Wy|; 0k (2.2)

Werden die einzelnen Anteile dieser Summe in die Differentialgleichung (2.1) eingesetzt, so er-
geben sich zwei entkoppelte partielle Differentialgleichungen:

o - P _$ = 2.0

- = 0 (i=1,2,3) (2.4)
i
Werden die Koeffizienten der Beschleunigungsterme zusammengefafit, so zeigt sich, dafi die in-

versen Terme quadrierten Geschwindigkeiten entsprechen. Beide Gleichungen stellen Wellenglei-
chungen dar.

Folgende Zusammenhinge gelten:

(2.5)

P ’ s T

. A2
2= +2u 2=t
p p

Infolge des komplexen Elastizitdtsmoduls (bzw. der daraus folgenden komplexen Laméschen
Konstanten) sind beide Geschwindigkeiten komplexe Groflen. Der Realteil von ¢, ist die
Primédrwellengeschwindigkeit (Kompressionswellengeschwindigkeit) und der Realteil von ¢, die
Sekundarwellengeschwindigkeit des elastischen Mediums. Die Imaginérteile fiihren zu einem Ab-
klingen der Wellenamplituden mit zunehmender Tiefe (siche auch Abschnitt 2.3.1).

Unter Verwendung der Wellengeschwindigkeiten ergibt sich die verkiirzte Schreibweise der ent-
koppelten Differentialgleichungen:

. 1 .
P
. 1 .
Ui - — ¥ =0 (i=1,23) (2.7)

S

Die hier verwendete Herleitung ist an Wolf [Wol85], Miiller [Miil89] und Lieb [Lie97] angelehnt,
ein alternativer Lésungsweg ist bei Fliigge [F1i72] zu finden. Dort werden allerdings die Wel-
lengeschwindigkeiten wie hiufig in der anglo-amerikanischen Literatur als “wave-slownesses”
(Kehrwert der Geschwindigkeiten) definiert, obgleich sie als Geschwindigkeiten (velocities) be-
zeichnet werden.

Das System partieller Differentialgleichungen wird durch die Anwendung der Fouriertransforma-
tion in einem weiteren Schritt in ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen umgewandelt.
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Die Fouriertransformation wird beziiglich der oberflichenparallelen Ortskoordinaten z o—e k;
und y o—e k, und der Zeit t o—e w durchgefiihrt. Die Tiefenkoordinate z wird nicht transformiert,
sondern bleibt im Originalraum erhalten. Das Differentialgleichungssystem nimmt folgende Form
an, die fouriertransformierten Gréfien werden mit einem Dach (.7.) bezeichnet:

2 2 &

w 2 2\ &, 070 _

(—cg—kx—ky)é—}——azz =0 (2.8)
2 240

w 9 2\ & o

(F-u-8)ne e - o

Im fouriertransformierten Raum kann fiir die vorliegenden Differentialgleichungen ein analyti-
scher Lésungsansatz fiir ® und ¥; gefunden werden:

qA) = 14] e/\l # + AQ e_)‘l # (29)
U, = By 4 By e 2”

Hierbei werden folgende Abkiirzungen verwendet:

N=ki+kl—k  N=ki+k -k (2.10)
w w
kng ) ks:g

Die bisherigen Beziehungen vereinfachen sich durch Ubergang auf ein kartesisches Ortskoordina-
tensystem, bei dem die Koordinaten x und y oberflichenparallel verlaufen und die z-Koordinate
von der Oberfliche aus positiv in die Tiefe des Halbraumes definiert ist.

Gleichung (2.2) lautet in ausfiihrlicher Schreibweise in kartesischen Koordinaten:

9 0o -2 4
uﬂi‘ T Dz Bl wﬂf
I I o _h 2.11
Uy | = % + oz g o7 Py : (2.11)
Uy EP oy 3z 0 '@bz

Der Differentialoperator des Vektorpotentials ¥ ist singuldr, die Determinante der Matrix ist
gleich null. Dies bedeutet, dafi die Komponenten des Vektorpotentials linear abhdngig sind und
daher eine Komponente frei gewihlt werden kann, z.B. ¢, = 0, siche Duddeck [Dud97].

Die Verschiebungen im Originalraum lauten somit:

Uy = ¢,-W,,
Uy = O, 4+, (2.12)

Im fouriertransformierten Raum kénnen die Verschiebungen unter Beachtung der Rechenvor-
schriften der Fouriertransformation (Anhang A) wie folgt formuliert werden:

Uy = ik, ®—,,
i, = ik, @+, (2.13)
i, = @, —ik, U, +ik, U,
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2.3 Verschiebungen und Spannungen im transformierten Raum

Werden die Lésungsansitze aus Gleichung (2.9) in die Formeln (2.13) eingesetzt, so ergibt sich
die folgende Matrizengleichung fiir die transformierten Verschiebungen:

‘fby - ’ka Zky )\2 —>\2 0 0 C (214)
i Mo =M —iky —ik, ik, ik

Aus den Verschiebungen kann mit den Beziehungen der Kontinuumsmechanik der Green-
Lagrange Verzerrungstensor abgeleitet werden. Daraus ergibt sich iiber die tensorielle Multi-
plikation mit dem Elastizitdtstensor der Spannungstensor. Unter Verwendung der Abkiirzung

2 2 2
k2 = k2 4 k2

kann in Matrizenform fiir die sechs den Spannungstensor charakterisierenden Spannungen im
transformierten Raum geschrieben werden:

. [ —(2k2 4+ kD) —(2k2 4 2K2) 0 0 ik, Ay ik Ao
Gy —(2ky + 3k7) —(2ky 4+ 2k7)  2ikyAs —2iky A 0 0
Tl 6 | _ 2k% — k2 2k% — k2 —2ikyAy  2iky Ay 2iky g —2ik Ao
M é-xy —Qkxky —Qkxky Z]CL-AZ —ka)\z —ikyAz ikyAQ
Oyz 2iky A1 —2iky M AN+E2 A+ k] —ksky ~ksky
o | 2ike —2ikp )\ kyk, koky  —(A3+kZ) —(A3+E2)
(2.15)

Zur Abkiirzung der Schreibweise wurde in den obenstehenden Gleichungen der Vektor definiert,
der die (noch unbekannten) Koeffizienten der Lésungsansitze und Exponentialausdriicke bein-
haltet:

CT = (Ale/\lz Age_/\lz Bme’\zz Bxge_/\zz ByleMz Byge_/\22>

Ziel der Untersuchungen ist, auf Grund eines vorgegebenen Spannungsverlaufes in einer gewis-
sen Tiefe z,, die zugehorigen Verschiebungen des Halbraumes in einer beliebigen Tiefe z, zu
ermitteln. Denkbar ist auch, einen Ortsverlauf der Verschiebung vorzugeben, um daraus den re-
sultierenden Spannungszustand zu ermitteln. Dies 1t sich in der Realitdt schwieriger gestalten.
Spannungen wirken als Belastungen im Normalfall 6rtlich begrenzt und kénnen daher mathema-
tisch genau beschrieben werden. Der Fall von vorgegebenen Verschiebungen ist in der Realitit
eher unwahrscheinlich. Verschiebungen eines kontinuierlichen elastischen Mediums weisen einen
kontinuierlichen Verlauf auf, daher wére es notwendig, zur Beschreibung des Belastungsbildes
einen Verschiebungsverlauf im gesamten unendlich ausgedehnten z-y-Bereich zu definieren, was
nicht realistisch erscheint.

In der Realitdt bzw. in der mechanischen Modellierung treten allerdings Fragestellungen auf,
die gemischte Randwertaufgaben darstellen. Ein klassisches Beispiel stellt das starre Fundament
auf dem Halbraum dar. Im Bereich des Fundaments sind die Verschiebungen konstant und
kénnten mit dieser Bedingung beschrieben werden. Der Verlauf der Spannungen ist in diesem
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Bereich unbekannt. Im Bereich auflerhalb des Fundamentes ist der Verlauf der Verschiebungen
unbekannt, die Spannungen sind jedoch bekannt, sie sind gleich Null.

Der vorgeschlagene Losungsweg erlaubt es nicht, gemischte Randwertprobleme direkt zu beriick-
sichtigen. Als Belastung mufl entweder der Spannungsverlauf vollstindig im z-y-Bereich gegeben
sein oder der Verschiebungsverlauf.

In dieser Arbeit wird aus den genannten Griinden nur der Fall von Belastungen in Form einwir-
kender Spannungen beriicksichtigt und dargestellt.

2.3.1 Besonderheiten beim homogenen Halbraum

Beim Sonderfall des homogenen Halbraumes mufi die Sommerfeldsche Abstrahlbedingung ein-
gehalten sein. Dies bedeutet, dafl, abgesehen von der Oberfliche aus, keine Wellen einfallen
diirfen. Alle Wellen miissen damit in den Halbraum hinein ins Unendliche abstrahlen. Dies gilt
fiir Belastungen, die an der Oberfliche wirken. Im Falle eines Erdbebens trifft dieser Fall nicht
7u.

Miiller zeigt in [Miil89], daB es rechentechnisch am geschicktesten ist, nur negative Frequenzen w
zu beriicksichtigen. Bei dieser Wahl kénnen die Koeffizienten Ay, B;y, By ohne weitere Bedin-
gung zu Null gesetzt werden. Diese Koeffizienten wiren andernfalls einfallenden Wellen zugeord-
net, die nicht auftreten diirfen. Durch diese Bedingung reduzieren sich die Matrizengleichungen
auf drei Unbekannte. Die Losung fiir positive Frequenzen 148t sich durch Symmetrieiiberlegungen
ermitteln.

Zum Abklingverhalten der Wellen mit der Tiefe stellt Zirwas die Filterkennlinie fiir den Halb-
raum auf [Zir96]. Die Beriicksichtigung der Materialdimpfung fiihrt auf eine zusitzliche Filter-
wirkung im gesamten Wellenzahlbereich. Dies 148t sich aus den Gleichungen (2.9, 2.10) ableiten.
Die komplexen Wellengeschwindigkeiten fithren durch den Imaginirteil auf vergrofierte Abkling-
koeffizienten A; und X,.2

2.3.2 Besonderheiten bei Schichten

Bei der Bestimmung der unbekannten Koeffizienten aus Rand- und Ubergangsbedingungen ist
es zweckmifig, eine Koeffiziententransformation durchzufiihren, um etwaige numerische Pro-
bleme zu umgehen. Diese konnten bei grofien Tiefen oder Schichthdhen, die grofien z-Werten
entsprechen, durch grofie Werte der Exponentialfunktion entstehen. Folgende Umformung wird
verwendet [GM88]:

AleAlz — AleAlhe—)\lheAlz — AleAl(Z—h)
Bﬂe/\2z = Bﬂe)‘2he_“\2he“\22 = Bﬂe/\g(z—h) (216)
z < h

Fiir A ist in den Ausdriicken die Schichtdicke anzusetzen.

2Bei einer Wurzel aus einer komplexen Zahl ergibt sich, unabhingig von den Vorzeichen des Real- und des
Imaginérteils, ein positiver Realteil.
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Die transformierten Verschiebungen kénnen mit den modifizierten Ansatzkoeffizienten ausge-
driickt werden als

iy ikxe/h(z—h) ikxe—/hz 0 0 —)\26/\2(2_h) )\Qe—/\zz -
dy | = | ikeMCETh) e hiz o Npetelemh) ) e e 0 0 B
r2

i, )\]e/\1(z—h) —Ale_Alz —ikye’\2(2_h) —ikye_MZ ikxe’\2(2_h) ikxe_MZ B,
Y

Bys
(2.17)

Die Matrizenform zur Berechnung der transformierten Spannungen 1dfit sich analog aufstellen.

2.4 Belastung

Ausgehend von einer beliebigen zeitlich und 6rtlich verdnderlichen Last, die allgemein in alle
Richtungen wirken kann, werden Losungswege fiir wesentliche Fille diskutiert.

Zeitlich veranderliche ortsfeste Last

Betrachtet wird eine ortsfeste Belastung, die zeitlich beliebig verdnderlich ist. Mit Hilfe der
Fouriertransformation kann der Zeitverlauf in ein Frequenzspektrum umgewandelt werden. Auf-
grund der Tatsache, dafl die Losung der Laméschen Differentialgleichung im fouriertransformier-
ten Raum vorliegt, kann in diesem Fall fiir jede Frequenz des Spektrums die Lésung ermittelt
werden und durch Fourierriicktransformation in den Zeitbereich iiberfiihrt werden. Im Hinblick
auf eine programmiertechnische Umsetzung erscheint eine Erweiterung der von Lieb [Lie97] ver-
wendeten zweidimensionalen Wavelet-Transformation im Ortsbereich auf die dritte Dimension
der Zeit als aussichtsreiche Moglichkeit, um den numerischen Aufwand zu reduzieren.

Bewegte Last - Ortliche Veréinderlichkeit

Die 6rtliche Verdnderlichkeit der Last soll hier auf den folgenden Fall beschrinkt werden: Die
Last bewegt sich entlang einer Koordinatenachse mit konstanter Geschwindigkeit; dies kann z.B.
einem auf einem geraden Streckenabschnitt fahrenden Zug entsprechen. Beschleunigte Lasten
werden hier nicht behandelt. Die Last wirkt dabei an der Oberfliche des Kontinuums, sozusagen
auf der Planumsoberkante. Das dynamische Problem des Kontinuums kann allerdings auch geldst
werden, wenn die Last in einer festen Tiefe angreift, z.B. bei einer Pfahlgriindung. In diesem
Fall muf zur Losung eine u.U. gedachte Schichtgrenze in dieser Tiefe eingefiihrt werden (siehe

Abschnitt 2.6).

Harmonische mit konstanter Geschwindigkeit geradlinig bewegte Belastung

Unter den genannten Voriiberlegungen kann nun die Belastung auf den Halbraum wie folgt
formuliert werden. Die Last p ist in z- und y-Richtung von der Form her beliebig verdnderlich,
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Po(X — vt,y) - cos(£2t)

Abbildung 2.1: Systemskizze zur bewegten harmonischen Belastung auf dem Halbraum

sie ist harmonisch mit der Anregungskreisfrequenz Q veridnderlich und sie bewegt sich entlang
der Koordinatenachse z mit konstanter Geschwindigkeit v fort, vgl. Abbildung 2.1.

p(z,y,t) = po(z — vi,y) - cos(Q) (2.18)

Fiir diesen Fall ergibt sich eine vorteilhafte Beschreibung im fouriertransformierten Raum. Da-
bei wird in den Transformationen der Ortskoordinaten in den Wellenzahlraum 2 o—e k, und
yo—e k, der Verschiebungssatz der Fouriertransformation angewendet. Im zweiten Schritt wird
die Transformation der Zeit in den Frequenzraum ¢ o—e w vollzogen.

Pk, by t) = Polka, ky) €™ . cos(Qt)
Plhs, ky,w) = polks, ky) 7 (S(w—Q+vky)+0(w+Q+vky)) (2.19)

Sei G'(kx, ky, z,w) die Grundlssung der gesuchten Verschiebung infolge der transformierten Ein-
heitsbelastung p(k;, ky,w) = 1, so gilt fiir die gesuchte Verschiebung im transformierten Raum
infolge der beschriebenen Last folgende Gleichung:

Wk, by, 2,0) = Gk, by, 2,0) Pk, by, w) =

= Glkgy by, z,0) polkz, ky) 7 (6w — Q4+ v ky) +0(w+Q+ v ky))(2.20)
Infolge der Dirac-Distributionen vereinfacht sich die Fourierriicktransformation der Antwort in
den Zeitbereich (w e—ot). Wird die Fourierriicktransformation vom Wellenzahlraum in den Orts-
bereich (k, e—oz, k, e—oy) formal angeschrieben, so setzt sich die gesuchte Verschiebung aus

zwei Termen zusammen. Zweckmifigerweise wird dabei die Verschiebung # am Ort der Last
ausgewertet. Die Substitution Z = z — vt beschreibt die mitbewegte Koordinate.

82
1

82

_ 1 o . o
?_l’(ja Y, =, t) = o' // I}O(k'xa ky) G(kaca kya 2,8 — "]kx) o!(Fhatuky) dkxdky +

- // ok, ky) Glky, ky, 2, —Q — vk,) & Cratvka) i dk,
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Die beiden Terme stellen bei Weglassen der vorangestellten Zeitfunktionen e**¥ konjugiert kom-
plexe Ausdriicke dar, die anschaulich unter Beriicksichtigung der Zeitfunktionen als gleichgrofle
Zeiger unterschiedlicher Drehrichtung im Zeigerdiagramm aufgefafit werden kénnen.

Diese Tatsache muf erfiillt sein, da sonst die Verschiebung # komplexe Anteile aufweisen wiirde,
was nicht moglich ist, da es sich um eine physikalische Gréfie handelt. Liedl hat in [Lie98] eine
genauere Untersuchung der Integrationsterme bei einem verwandten Problem durchgefiihrt.

Die einzelnen Integrale kdnnen auf Grund ihrer Komplexitit nicht analytisch geldst werden,
sondern erfordern eine numerische zweifache Riicktransformation. Die Symmetrieiiberlegungen
zeigen, dafl es ausreichend ist, eines der beiden Integrale auszuwerten, was der Bestimmung eines
Zeigers entspricht, der die gesamte Information (Amplitude und Phasenlage) der Schwingung
beinhaltet. Betrachtet wird aus den in Abschnitt 2.3.1 genannten Griinden derjenige Anteil, der
der negativen Frequenz zugeordnet wird.

Die komplexe Verschiebung im mitbewegten Koordinatensystem ¢ ergibt sich somit aus
ic (% = L7 bothe ky) Gl by 2y~ — vky) Rt g di 2.21
uo(mayazaw) A2 pO( T y) ( xy Nyy 24 v x) € zlhy ( . )

Unter Beriicksichtigung der Zeitfunktion 148t sich die tatsidchliche reelle Verschiebung angeben
als

L —i 1 o A A Tk
(3, y, 2,1) = Re (e o m//_oo Polka, ky) Gk, by, 2, —Q — vky) oi(Fratvky) dkxdky>
(2.22)

Die Beziehungen zeigen, dafl auch fiir bewegte harmonische Lasten eine Riicktransformation
vom Frequenzbereich in den Zeitbereich analytisch erfolgen kann. Die Losung fiir eine beweg-
te Last kann aus der Losung fiir die harmonische Last durch Verwendung der modifizierten
Anregungsfrequenz w = —€2 — vk, gewonnen werden. Dadurch wird die Zahl der numerisch aus-
zufithrenden Fourierriicktransformationen auf zwei reduziert. Eine ausfiihrlichere Beschreibung
der Umformungen ist in [Miil89, Lie97] und in modifizierter Form in Kapitel 4 zu finden.

2.5 Losung fiir den homogenen Halbraum

Die Verschiebungsantwort des Halbraumes 148t sich analytisch im transformierten Raum er-
mitteln. Wie im vorangegangenen Abschnitt beschrieben, ist das Ziel der Berechnung die Er-
mittlung der komplexen Antwort #¢ infolge einer harmonischen bewegten Belastung, vgl. Glei-
chung (2.21). Die Anregungsfrequenz Q und die Geschwindigkeit v gehen in die Berechnung
nur als Parameter ein, sie sind unabhingig von den Integrationsvariablen. Fiir den Lésungsweg
werden diese Groflen daher nicht aufgefiihrt.
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Der Lésungsweg soll exemplarisch fiir den Fall einer vertikal auf der Oberfliche wirkenden Nor-
malspannung aufgezeigt werden. Die Spannungsrandbedingungen an der Oberfliche kénnen zu-
sammengefafit werden als:

Oz ('757 y) =0
o2 (m7 y) - 0 (2.23)
T2z ("Ev y) = —pz(x,y)

(2.24)

Die Spannung p,(z,y) ist definiert als positiv von aufien auf die Oberfliche wirkend.

Das komplexe Gleichungssystem (2.15) 148t sich bei Beschriankung auf die Schichtoberfliche auf
drei Zeilen reduzieren und weitergehend auf drei Spalten, da bei einer Berechnung mit negativen
Frequenzen, siche Abschnitt 2.3.1, drei Unbekannte Ansatzkoeffizienten zu Null gesetzt werden
kénnen. Das reduzierte Gleichungssystem nimmt fiir den homogenen Halbraum damit folgende

Form an:
) 0 ik, N1 koky,  — (A4 E2) A,
— 0 = | =2iky\1 Nk —koky By (2.25)
Bl —pa(ka, ky) 22— k2 2k Ay —2ikyAy Bys

Die analytische Losung fiir die drei Ansatzkoeffizienten lautet:

ﬁz 2 2 ij 2 2
Ay = A+ k)= 2k, — k
2 NA ( 2+ r) /LA( r s)
By = uA 2iky, M (2.26)
Pz .
ByQ = _IuA 2'[,](31-)\1

A = —(2k2 = kD) 4 4k2\Jk2 — k2R — kZ =

= —(2k2 = k22 4 4k2 M\,

Das Nullsetzen der Determinante A fiihrt auf die Rayleighwellengleichung. Der Realteil der
Losung dieser Gleichung nach der Wellenzahl k, ist die Rayleighwellenzahl kg. Die Rayleighwel-
lengeschwindigkeit ergibt sich mit ¢g = w/kpg, sie liegt in Abhingigkeit der Querdehnzahl im
Bereich von ¢g = 0,8740 ¢, (v = 0) und cgr = 0,9553 ¢; (v = 0,5). Sudret [Sud96] hat die ver-
schiedenen Werte tabellarisch zusammengestellt. Die Rayleighwellenzahl wird mit zunehmender
Anregungsfrequenz grofier.

Werden die Losungen fiir die Ansatzkoeffizienten in die transformierten Potentiale (2.9) einge-
setzt, so ergibt sich fiir diese:

7 ﬁz 2 2 -y z
d = 2%2 — k 2
. ~ (2K — k) e
¥, = 5A ik, e 2 7 (2.27)
b, = L2 9ip,n o2

BA
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Die transformierten Verschiebungen ergeben sich durch Einsetzen der Potentiale in die Gleichun-
gen (2.13). Zu bemerken ist, daB in den Potentialausdriicken nur die Exponentialterme von der
Tiefenkoordinate z abhdngen. Dies erleichtert die Bildung der entsprechenden Ableitung. Die
folgenden Gleichungen ergeben sich bei einer Auswertung der Verschiebungen an der Oberfliche,
in diesem Falle ist z = 0 zu setzen.

iy = zkxq)-l—)\gklly:pHA (A2 4 K2 — 201 0y)

@, = ik, b i, = L2 (A2 4 k2 —20)y) (2.28)
y Yy 2% zr — ILLA 2 r 112 .

~ x . T . T pzAl

W, = MO, —ik, U, +ik, U, = A k2

Mit diesem Vorgehen liegen nun Lésungsausdriicke fiir die transformierten Verschiebungen im
Wellenzahlbereich vor, die numerisch in den Ortsbereich riicktransformiert werden miissen. Ei-

ne Bewertung moglicher numerischer Verfahren und ein rechenzeiteffizienter Algorithmus sind
zentrales Thema der Arbeit von Lieb [Lie97].

In Gleichung (2.20) ergibt sich die transformierte Verschiebung aus dem Produkt der
Grundldsung der Verschiebung und der transformierten Lastfunktion. Eine Grundldsung ist die
Antwort des Systems auf eine Finheitslast. Eine Einheitslast ist in diesem Fall eine Einzellast,
die im Originalraum durch &rtliche Dirac-6-Distributionen beschrieben werden kann und damit
im transformierten Raum gleich Eins ist.

p=(z,y) = 8(z) §(y) o—e p=(kz, ky) =1

Die Grundlssung fiir Vertikalverschiebungen an der Oberfliche infolge einer vertikal wirkenden
Belastung ist im transformierten Raum

) A
Glhg by, 2= 0,0) = — k?

Auf analoge Weise kann auch fiir Lasten, die als Schubspannungen wirken, bzw. fiir Kombina-
tionen von Belastungen aus Normal- und Schubspannungen die Lésung ermittelt werden.

Infolge Lasten, die als Schubspannungen in z-Richtung an der Oberfliche wirken (0., (z,y) =
—pzz(2,y)) ergeben sich die transformierten Potentiale unter Verwendung des Gleichungssy-
stems (2.25) mit einem modifizierten Lastvektor zu

b = _zz ik Age™ 2 ?
T ﬁzr kx k 2 2 —Ay z
lle = _HA )\g Y (ri - ICS — 4A1)\2) e 2 (229)

—Ag z

. Pow —2kENS — 2k2K2 + K2N] 4 k2K + AN Aok .
Yy 2
BA A5
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Fir an der Oberfliche angreifende Schubspannungen in y-Richtung (0., (z,y) = —p.y(z,y))
lauten die Potentiale:

b = _zz 2idgk, €2 2

b - Doy AN AokD + 2k7N] — KINS + 2k2KZ — K2k ez (2.30)
T A '

T ﬁzy kl‘ky 2 2 —Ag z

\\} = - (—2](37. + ks + 4>\1A2) e "2

! pA A

Die transformierten Verschiebungen sind nur von den Potentialen abhdngig, nicht von der Last-
richtung. Die Beziehungen (2.13) gelten allgemein.

2.6 Lo6sung fiir das System Schicht auf Halbraum

In der Realitdt sind Bodenverhéltnisse, die durch das mechanische System des Halbraumes
beschrieben werden kdnnen, relativ selten. Ublicherweise liegen geschichtete Béden vor.

In diesem Abschnitt wird beispielhaft fiir das System “Schicht auf Halbraum” das Vorgehen
zur Ermittlung der dynamischen Antwort des geschichteten Untergrundes beschrieben. In der
Literatur findet sich auch der Begriff des geschichteten Halbraumes, der hier keine Verwendung
finden soll. Der Untergrund ist geschichtet, der Halbraum allerdings ist unendlich ausgedehnt.
Schichten werden hier einzeln als solche beschrieben und genannt, der Halbraum ist iiblicherweise
das in die Tiefe abschlieBende mechanische System.

Die Schicht besitze die Miachtigkeit hy und die Bodenkennwerte in Form der Lamékonstanten
p1 und Aq. Die Bodenkennwerte des Halbraumes werden mit g und A2 bezeichnet.

Zwischen der Schicht und dem Halbraum wird ein fester Verbund angenommen. Die Rand- und
Ubergangsbedingungen bei einer an der Oberfliche angreifenden Belastung lassen sich wie folgt
formulieren:

e Spannungsgleichheit an der Schichtoberfliche zwischen den Spannungen der Schicht und
der dufleren Belastung,

e Spannungsgleichheit an der Grenze zwischen Schicht und Halbraum zwischen den Span-
nungen der Schicht und den Spannungen des Halbraumes und

e Verschiebungsgleichheit von Schicht und Halbraum an der Grenze.
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Fiir den Fall einer auf die Oberfliche einwirkenden Normalspannung lassen sich folgende Glei-
chungen aufstellen:

Opz(z1=0) = 0

Opzn(z1=0) = 0

Oz 2 (Zl = 0) = Dz (kxa ky)
Oriz (21 = hl) = Ogzyzy (22 = 0)
Oy (21 =h1) = 0yys(22=0) (2.31)
T2z 2 (21 = hl) = Ozy2, (22 = 0)

Upy (21 = h1) = Ugp,(22 =10)

Uy, (21 =h1) = uy,(22=0)

Uy (21 = h1) = Uz (22 =0)

Fiir die Schicht gilt folgende Beziehung fiir die Verschiebung:

sy ikwehl(zl_hl) ikye~r171 0 0 —)\meku(zl_hl) A1ze—P1271
Uy, = ik‘yeA”(Zl_h’]) ikye_k”z1 )‘12e>\12(z1—h1) —Aipe 1271 0 0 C,
azl Alleku(ﬂ—hl) _)\ue—h1z1 —ikyeAIQ(zl_hl) _ikye—kun Z‘kzehz(ﬁ—hl) ikze—kun

(2.32)

Fiir die Schicht wird der Vektor der Unbekannten definiert als:

(C)"=(An Az Bimt Bima Bijg Buyp) (2.33)

An der Schichtunterseite (z; = hq) gilt fiir die Verschiebungen:

ﬂxl (Zl = hl) ZIC:L- ikxe_/\llhl 0 0 —)\12 )\126_/\12h1
fLyl (21 = hl) = Zky ikye_hlhl A2 —)\128_’\12h1 0 0 Cq
?lzl (Zl = hl) )\11 —)\116_/\11h1 —iky —ikye_/\lzhl Zkr Z.km-e_)\lr"hl

(2.34)

Die Spannungen an der Schichtoberfliche, die in das Gleichungssystem zur Bestimmung der
Ansatzkoeffizienten eingehen, ergeben sich mit z; = 0 zu:

1 Gq2 (21 =0) |' 2ikzA1e”Mh1 20k Ny kypky e 12k koky —(\2, 4 E2)e M2l (A2, 4 k2)

— | Guz(z1=0) | = | 2ikyAne™ M —2ik, Ay AL, kZem M2l A2 4 k2 —kykyer12M —kky

1\ 62120 (21 = 0) |_ 2k2 — k2e~Ah1 9k2 _ k2 _2ik,Njpe~M2P1 24k, 0, 2k A jge~ M2 —2iks A2
(2.35)

An der Schichtunterseite gilt fiir die Spannungen mit z; = hq:

1 [ Faiz(=1 = ha) |' 2ike A1 —2ikgAe” 1M kxky kykye—r12h (A2, 4+ E2)  —(A3, 4 k2)e Mzl
— | bz =h) | =1 Zikyhy  —2kydpeT Pt A2 42 A%, 4 kZemM2M —kaky —kgkye~ 121
U\ 621z (21 = ha) L 2k2 — k2 2k2 —KZe M _2iky N1y 2ikyAjge” 12 2ikzA12 —2ikyAppe~ r12M
(2.36)
Die Verschiebungen an der Halbraumoberfliche (z; = 0) kdnnen geschrieben werden als
’&x2 (22 = 0) Z]CT 0 AQQ AQQ
uy2 (ZQ = O) = Z]Cy —)\22 0 ngg . (237)

ﬂZQ (22 = 0) —Agl —Z]Cy ’L]C:L- BQyQ

C

1
J

C,
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Die transformierten Spannungen an der Halbraumoberfliche lauten

1 &$222 (22 = 0) —Q’ka)\21 k‘xky —()\32 + ki) A22
- &y222 (22 = 0) = —Qiky)\gl /\32 + ]CZ —kxky BQIQ (238)
H2 (5’2222 (22 = 0) 2]@3 - kz QikyAQQ —QZICTAQQ Bgyg

Werden die vorgenannten Beziehungen fiir Spannungen und Verformungen in die Rand- und
Ubergangsbeziehungen (2.31) eingesetzt, ergibt sich ein komplexes 9 x 9 Gleichungsystem zur
Bestimmung der insgesamt 9 Koeffizienten. Dabei gibt es 6 Ansatzkoeffizienten, die der Schicht
zugeordnet sind und 3 Ansatzkoeffizienten, die dem Halbraum zugeordnet sind.

Dieses Gleichungssystem 1a8t sich theoretisch zwar analytisch 16sen, die Ausdriicke lassen sich
aber praktisch rechnertechnisch nicht mehr verwalten. Aus diesem Grund werden die Ansatzko-
effizienten durch numerische Lésung bestimmt und in die Potentialfunktionen eingesetzt, wobei
die Umrechnung der Ansatzkoeffizienten nach (2.16) beriicksichtigt werden muf.

Aus den Potentialen ergeben sich nach Einsetzen in die Gleichungen (2.13) die transformierten
Verschiebungen. Eine numerische Riicktransformation schliefit sich im Rechengang an, um die
Verschiebungen im Originalraum zu erhalten.

Mehrere Schichten konnen analog behandelt werden, je Schicht ergeben sich 6 neue Unbekannte
fiir das Gleichungssystem.

Ein Verfahren, wie als Erweiterung des hier vorgestellten Modells ein variabler Schubmodul in
Tiefenrichtung beriicksichtigt werden kann, wurde von Grundmann et. al. [GLT99] beschrieben.



Kapitel 3

Oberbau, Fahrzeug und dynamische
Interaktion

3.1 Allgemeiner Uberblick

Die meisten Oberbaumodelle beschrinken sich auf die Erfassung der wesentlichen dynamischen
Anregung, dies sind Anregungen in vertikaler Richtung. Auch im Rahmen dieser Arbeit werden
die Oberbaumodelle auf die Vertikaldynamik beschrinkt und als eindimensionale Modelle ausge-
legt. Die Einfliisse der Longitudinaldynamik sind am ehesten zu vernachlissigen, da Lingskrifte
hauptsdchlich bei Brems- oder Beschleunigungsvorgidngen auftreten. Die Lateraldynamik ist si-
cherlich eine Problemstellung, die zukiinftig mit in die Oberbaumodelle aufgenommen werden
sollte, um auch die quer zur Fahrtrichtung auftretenden Kraftwirkungen infolge der lateralen
Verschiebungen des Radsatzes zwischen den Schienen zu erfassen.

In Abbildung 3.1 sind zwei wesentliche Modellierungen des Oberbaues aufgezeigt.

Wagenkasten

Drehgestell

Schiene
Zwischenlage
Schwelle

Schotter

Radsatz
Schiene
Zwischenlage

Betontragplatte

Untergrund glé g § § é
N \ N

Abbildung 3.1: Eindimensionale Oberbaumodelle fiir Vertikaldynamik. Links: Feste Fahrbahn,
rechts: Schotteroberbau.

psy
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=
— 1=

Untergrund

32



3.2. Diskrete Modellierungen 33

3.2 Diskrete Modellierungen

Zielsetzung diskreter Modelle ist die moglichst detaillierte Abbildung der geometrischen und
mechanischen Verhidltnisse des Eisenbahnoberbaues. In den verfeinerten Modellen ist meist die
dynamische Interaktion mit dem Fahrzeug enthalten.

Diskrete Modelle werden in den meisten Fillen mit rein numerischen Methoden berechnet. Dies
erfordert im Normalfall einen verhdltnismifig hohen Einsatz an Rechenkapazitit und Rechen-
zeit. Meist wird hier die Finite Element Methode in Kombination mit einem Zeitschrittverfahren
gewdhlt. Die nach Kenntnis des Autors am weitest entwickelten Modelle liegen am Institut fiir
Luft- und Raumfahrttechnik der TU Berlin (Knothe, Wu, Ripke [Rip95, KW98]), an der Chal-
mers University of Technology in Géteborg [N195] und an der KU Leuven [BR99] vor. Ripke hat
sein Modell in seiner Titigkeit bei der Deutschen Bahn AG deutlich erweitert [Deu98].

In Zusammenarbeit mit Lutzenberger und Baumgértner wurde vom Autor in einer Vorstudie ein
diskretes Oberbaumodell in einer Uberfahrtssimulation untersucht. Zur Beriicksichtigung der In-
teraktion und zur Berechnung des Modells wurde der am Lehrstuhl fiir Baumechanik entwickel-
te Prdprozessor PRISIM in Kombination mit dem kommerziellen Finite-Element-Programm
NASTRAN eingesetzt [LDBIS].

Mit den diskreten Modellierungen und den zur Losung erforderlichen numerischen Verfahren
wird es auch méglich, Nichtlinearitdten, z.B. in den Zwischenlagen oder im Untergrund, im
Modell mit abzubilden. Weiterhin kénnen lokale Inhomogenitdten beriicksichtigt werden.

Im Rahmen der Arbeit werden diskrete Modelle nicht weiter behandelt; ein semi-analytisches
Losungsverfahren soll zum Einsatz kommen. Fiir Vergleichsrechnungen ist es auflergewshnlich
hilfreich, verschiedene Modellierungsansitze zu untersuchen. Aus diesen Vergleichen zeigen sich
die Vor- und Nachteile der einzelnen Modellierungen, und nicht beriicksichtigte Effekte werden
deutlich. Eine Einschédtzung der Relevanz der Wirkungen der einzelnen Elemente wird ebenso
verbessert.

3.3 Kontinuierliche Modellierungen

Kontinuierliche Modellierungen vereinfachen die geometrischen und mechanischen Verhiltnisse
mit dem Ziel, analytische Losungen ermitteln zu kénnen und charakteristische Effekte zu stu-
dieren. Berechnungen mit analytischen oder semi-analytischen Ldsungen erfordern wesentlich
geringeren Rechenaufwand.

Wie im weiteren Verlauf der Arbeit gezeigt wird, eignen sich die kontinuierlichen Modelle sehr
gut fiir eine Ankoppelung an den Untergrund. Dieser Vorteil liegt darin begriindet, daf fiir den
Halbraum, fiir die kontinuierlichen Oberbaumodellierungen und die Beschreibung der Interakti-
onsbeziehungen eine analytische Lésung im transformierten Raum (Wellenzahl- und Frequenz-
bereich) gefunden werden kann.

In den folgenden Abschnitten sollen verschiedene kontinuierliche Modelle und die zugehorigen
Losungen fiir die Vertikaldynamik vorgestellt werden.
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3.3.1 Der elastisch gebettete Balken

Der elastisch gebettete Balken stellt das einfachste denkbare kontinuierliche Modell des FEi-
senbahnoberbaues dar. Die Schiene wird als unendlicher Balken modelliert, der kontinuierlich
(visko-)elastisch gebettet ist [Sat97]. Die Bettung vereint hierbei die Eigenschaften der Zwi-
schenlage, der Schwellen, des Schotters bzw. der Tragplatte bei der Festen Fahrbahn, eventueller
Tragschichten und des Untergrundes.

Eine Herleitung der Differentialgleichung des Balkens unter zusitzlicher Beriicksichtigung von
Schub und Rotationstrigheit ist im Anhang C zu finden.

Die Differentialgleichung fiir den elastisch gebetteten Balken lautet unter Annahme konstanter
Biegesteifigkeit F'T und konstanter Massebelegung pu:

Bl w””(:v,t) + p W (z,t) + ew w(z,t) + kw w(z,t) = p(z,t) . (3.1)

Die Konstanten ey und kyy stehen fiir die viskose Dampfung bzw. fiir die Steifigkeit der elasti-
schen Bettung (Winkler-Bettung). Die Ableitungen werden definiert als: ()’ = d/dz, () = 9/0t.

Ausgehend von der Losung der statischen Einzellast nach Zimmermann [Zim53], hat Fryba
in [Fry72] den Fall der bewegten nicht oszillierenden Einzellast untersucht. Bei diesem einfachen
Modell sind bereits drei wesentliche charakteristische Effekte sichtbar:

o Es existiert eine charakteristische Linge der Biegelinie, die iiber das Steifigkeitsverhaltnis
von Balken und Bettung eine Aussage iiber die Ausdehnung der Biegelinie unter Einzella-
sten erlaubt.

e Bei einer bewegten Last kann eine kritische Geschwindigkeit in Abhédngigkeit der Steifigkei-
ten von Balken und Bettung definiert werden, bei der die Verformungen im ungedimpften
Fall ins Unendliche wachsen.

o Weiterhin existiert eine kritische Dampfung, die von der kritischen Geschwindigkeit
abhidngig ist.

Fryba 16st das Problem fiir die verschiedenen Fille! analytisch. Dabei sind fiir verschiedene
Fille unterschiedliche Losungswege erforderlich [Fry72]. Oszillierende Lasten werden nicht er-
faBt. Liedl [Lie98] hat gezeigt, daBl die Verwendung der Fouriertransformation hier Vorteile bie-
tet. Im zweifach fouriertransformierten Raum ergibt sich eine Losung, die numerisch in den
Originalraum riicktransformiert werden muf. Es sind keine Fallunterscheidungen notwendig, die
Gleichung ist fiir alle Félle giiltig. Die numerischen Ergebnisse stimmen mit den analytischen
Losungsausdriicken {iberein. Die allgemeine Losung fiir die vertikale Verschiebung des Balkens
im Wellenzahl- und Frequenzbereich kann geschrieben werden als:

Pke,w)
FETk} — pw? + kw +1 w cw

W(ky,w) =

(3.2)

"Unterkritische, kritische und iiberkritische Geschwindigkeit bei nicht vorhandener, unterkritischer, kritischer
und iiberkritischer Ddmpfung
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Bei Beschrdnkung auf eine harmonische mit konstanter Geschwindigkeit bewegte Last
p(z — vt) cos(Q) ergibt sich:

o) — (k)
BIEY — u(—Q — vk F kw4 (—Q — vk,) ew

(3.3)

Hierbei ist nur der Anteil angeschrieben, der der negativen Frequenz zugeordnet ist.

Wird diese Formulierung betrachtet, so la8t sich neben der kritischen Geschwindigkeit auch eine
kritische Anregungsfrequenz ableiten. Dies geschieht unter der Bedingung, dafl die Geschwindig-
keit gleich Null ist. In diesem Falle werden die sich einstellenden Biegewellen des Balkens nach
aufBen hin, weg von der Last, nicht geddmpft und klingen daher nicht ab.

Weiterhin zeigt sich, daf§ es fiir jede Geschwindigkeit eine zugeordnete Anregungsfrequenz gibt,
bei der die Verformungen extrem anwachsen. Man kénnte hier von einer “kritischen Kombination
aus Geschwindigkeit und Anregungsfrequenz” sprechen.

Das Modell des elastisch gebetteten Balkens kommt nach wie vor in der Bemessung des Oberbau-
es zur Anwendung [EL00] und dient als Grundlage zur Entwicklung detaillierter kontinuierlicher

Modelle.

3.3.2 Zwei elastisch gebettete gekoppelte Balken

In diesem System, siche Abbildung 3.1, wird die Schiene durch den oberen Balken reprisentiert,
die obere viskoelastische Bettung steht fiir die Zwischenlage. Der untere Balken stellt fiir den
Fall des Schotteroberbaues die Schwellen, u.U. unter Beriicksichtigung der Schottermasse, dar
und fiir den Fall der Festen Fahrbahn die Tragplatte inklusive der Schwellen. Falls die Schwellen
nicht fest mit der Tragplatte verbunden sind, weisen sie einen eigenen kreiheitsgrad auf und
miissen daher extra beriicksichtigt werden, siehe Abschnitt 3.3.3. Die Tragschichten und der
Untergrund werden durch die untere viskoelastische Bettung in das Modell eingebracht.

Das System ist in Lingsrichtung unendlich ausgedehnt. Die Last wirkt auf die Schiene, d.h. auf
den oberen Balken.

Es liegen zwei gekoppelte Differentialgleichungen (fiir die Schiene S und die Platte P) vor, die
wiederum im zweifach fouriertransformierten Raum geltst werden kénnen. Der Index Zw steht
fiir die Zwischenlage und der Index U bezeichnet den Untergrund.

Oberer Balken

1

Els wg (z,t) 4+ ps ws(z,t) + k¥, (ws(z,t) — wp(z,t)) +

: . (3-4)
+ CZw(wS(mat) - wP(‘rvt)) = p(:c,t)

Unterer Balken
Elp w;;”(:v,t) + pp wp(z,t)+ kg wp(z,t) + ey wp(z,t) =

3.5
= kY, (ws(z,t) — wp(z, 1)) + czu (bs(z,t) — wp(z,t)) (35

Durch zwei Fouriertransformationen t o—e w und x o—e &k, werden die Differentialgleichungen in
den transformierten Raum iiberfiihrt.
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Oberer Balken

(E[q ]C;l. — Us w2 + kgw +iw cZw) ’lf)g(kx,W) -

R : . . (3.6)
- (kZu) +rw cZ’u))wP(kx,w) = p(k,,w)

Unterer Balken

(EIp k2 — up W + kL, +iwegw + kR +iw ep) dop(ky,w) =

3.7
= (k?w +iwezy) ws(ky,w) (3:7)

Zur Ubersichtlichkeit werden hier Ausdriicke zur Beschreibung der Wirkung der Relativfedern
und zur Beschreibung der Gesamtwirkung der einzelnen Balken definiert:

K, = kB, +iwez, (3.8)
K, = kg +1iw ey

Dy = FElsk}—pusw*+ K,

Dy = Flpk?—pupo?+ K+ K,

Das Gleichungssystem lautet in diesem Fall unter Verwendung der definierten Abkiirzungen:

D -K we(ky,w Pk, w
- o) | _ [ o) | o)
-K; Dy wp (kx, w) 0

Die analytische Losung fiir die Verschiebung des oberen Balkens im transformierten Raum ist

pks, @)

we(ky,w) = T (3.10)
-8
und die des unteren Balkens kann formuliert werden als
(ke ) = o) Blks, ) (3.11)

(D1 Dy — K})
Von einer Grundlésung (ks w) wird gesprochen, wenn der Lastterm zu Eins gesetzt wird,

p(kz,w) = 1. Diese Grundldsung wird im folgenden Kapitel Verwendung finden.

Die Losung fiir das Problem der bewegten harmonischen Last
p(z,t) = po(z — vt) - cos(Q) (3.12)

ergibt sich analytisch durch Substitution der Frequenz w durch die modifizierte Frequenz

w= -0 —vk,.

Eine numerische Riicktransformation dieser Ausdriicke fiihrt auf die Vertikalverschiebungen der

beiden Balken im Originalraum im mit der Last mitbewegten Koordinatensystem (siehe auch
Abschnitt 2.4).
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3.3.3 Drei elastisch gebettete gekoppelte Balken

Diese Formulierung ist eine Erweiterung des Systems. Beim Schotteroberbau kann auf diese
Weise dem Schotter ein eigener Freiheitsgrad zugewiesen werden, und bei der Festen Fahrbahn
kénnen die Vertikalverschiebungen der Schwellen getrennt von denjenigen der Platte bestimmt
werden. Ob das Modell zweier Balken ausreichend ist oder der dritte Freiheitsgrad eingefiihrt
werden muf, ergibt sich aus der jeweilig zu untersuchenden Bauform.

In Tabelle 3.1 sind die Elemente der beiden Oberbauformen den Balken und Bettungen zuge-
ordnet,.

Feste Fahrbahn | Schotteroberbau

Verschiebung ws | Schiene Schiene
Bettung k., ¢z, | Zwischenlage Zwischenlage
Verschiebung wg,, | Schwelle Schwelle

Bettung kg, c¢s, | Bettungsmatte | Schotter
Verschiebung wy | Betontragplatte | Schotter
Bettung kr7, crr Untergrund Untergrund

Tabelle 3.1: Zuordnung der Freiheitsgrade und Bettungen zu Bauelementen

Das Gleichungssystem kann analog zu (3.9) aufgestellt werden, wobei im Falle der Festen Fahr-
bahn der Freiheitsgrad Nummer zwei den Schwellen zugeordnet ist. Die mittlere Kopplungskraft
ergibt sich aus der elastischen Lagerung der Schwellen auf der Tragplatte. Die Schwellen und
deren Lagerung werden hier vereinfacht als kontinuierlich angesetzt. Die Schwellen weisen aber
keine Biegesteifigkeit in Lingsrichtung auf, so da nur der Masseterm in die Formulierung Kin-
gang findet.

Fiir diesen Fall werden drei den einzelnen Balken zugeordnete Ausdriicke definiert.

[(1 = k?u} +iw CZw
Ky, = k&, +iwesy (3.13)
Ky = kﬁ—}—iw cy
(3.14)
Dy = FElsk}—psw’+ K,
Dy = —psw @+ K1+ K (3.15)
Dy = FElpk} —pup o’ + Ko+ K3
Das Gleichungssystem lautet unter Verwendung dieser Ausdriicke
D1 —I(l 0 wS(kxa w) ﬁ(kl‘v w)
-K1 Dy —-Kj W5y (keyw) | = 0 : (3.16)

0 —1(2 D3 ’lbp(kx,w) 0
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Die Losung des linearen Gleichungssystems fiihrt auf die transformierten Verschiebungen:
ks, w) (D3 Dy — K3)
Dy Dy Dy — Dy K5 — D3 K}
. p(ky,w) D3 K
wa(kxaw) - p( ) 3,2 ! ) (317)
Dy Dy D3 — Dy K5 — D3 K3
Plhz,w0) K1 Ko
D1 Dy D3 — Dy 1(22 — D3 1(12

ws(ky,w) =

wp(ky,w) =

3.4 Fahrzeugmodelle

Fiir die dynamische Berechnung des Oberbaues und der Erschiitterungsausbreitung kommen
vereinfachte Modelle fiir die Schienenfahrzeuge zum KEinsatz.

My My
ko G Ky 2 ¢
Mp Mplg |

]
ky C1 ky t C1 ky t C1
Mg Mg Mg

N(t) N, (1) Na(t)

-+

Abbildung 3.2: Schwingerkette und Drehgestellmodell als Fahrzeugmodelle

Die einfachste Methode, die dynamischen Wirkungen des Fahrzeuges zu beschreiben, sind har-
monische Lasten, die auf den Oberbau wirken. Hierbei wird das Fahrzeug iiberhaupt nicht mo-
delliert, sondern nur durch bewegte Kinzellasten abgebildet. Dabei ist problematisch, daf§ die
Grofle der jeweiligen harmonischen Anteile nur geschidtzt werden kann. Hiufig werden in Ober-
bauberechnungen die dynamischen Lasten sogar ginzlich vernachlissigt und nur das (bewegte)
Eigengewicht angesetzt. F'iir eine detaillierte dynamische Analyse ist dieser Ansatz nur bedingt
geeignet.

Meist wird das Fahrzeug durch eine oder mehrere entkoppelte Schwingerketten modelliert, die
jeweils einer Achse zugeordnet sind. Eine schematische Darstellung ist in Abbildung 3.2 gegeben,
wobei das System nur vertikale Freiheitsgrade aufweist. Die starren Massen sind durch Feder-
und Dampferelemente mit linearer Charakteristik verbunden.

Eine etwas aufwendigerere Modellierung stellt das Drehgestellmodell dar, das bei Ripke [Rip95]
verwendet wird, siehe auch Abbildung 3.2. Hier werden wie in der Realitit zwei Radsdtze iiber
das Drehgestell verbunden. Dieses Modell weist vier vertikale Freiheitsgrade und den Verdre-
hungsfreiheitsgrad des Drehgestells auf. Alle Massenelemente sind hier ebenfalls wieder starr.
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3.4.1 Schwingerkette

Die Bewegungsgleichung fiir das Schwingerkette lautet im Frequenzbereich in Matrizenschreib-

weise

Hierbei sind

und

sowie

i —meW—}—
iWCQ + k‘g —iWCQ — kz 0
—wrmp+
+iw(ey + o)+ —iwey — ky
+ky + ko
—w?mp+
L sym wey + ky

pP@=[00 N]

(3.18)

Alternativ gilt fiir die Schwingerkette im Frequenzbereich folgender Zusammenhang zwischen

der Vertikalverschiebung wgr(w) des Radsatzes und der angreifenden Kontaktkraft N (w):

N(w) = kr(w)wgr(w),

(3.19)

wobei die Steifigkeit des Radsatzes kr(w) auch aus den Impedanzbeziehungen ermittelt werden

kann:

kw(w) = —w'mw
1
kp(w) = - - —wimp
kw (w) + tweo + ko
1
kp(w) = T T —w?mp

]CD (w) + iwcl +k1

(3.22)

In diesen Gleichungen stehen mw, mp und mpg fiir die Masse des Wagenkastens, des Dreh-
gestell(anteil)s und des Radsatzes. Die Feder- bzw. Didmpferelemente zwischen Radsatz und
Drehgestell werden als primdre Elemente und mit k; bzw. ¢; bezeichnet; die Elemente zwischen
Drehgestell und Wagenkasten heilen sekunddre Elemente und sind mit kg und ¢y bezeichnet.
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3.4.2 Drehgestellmodell

Fiir das Drehgestellmodell gilt formal dieselbe Bewegungsgleichung; die Matrix und die Vektoren
sind nun andere.

9 -

[ —w?mpw+
weg + ko —tweg — ko 0 0 0
—w2mD-|—
+iw(2e1 + e2)+ 0 —twey — ky —wey — by
+2k1 + kg
K(w)= —w? I+ wde,+ —iwdeq —
+2d2(iwc1 + kl)-}- +dkq —dkq
—meR-I—
sym wey + ky 0
—w2m3+
L iwcl + kl ]
(3.23)
wlw) = [ o) wp(w) énl) wm) wml)] (3.24)
Pl =[0 0 0 Ni(w) Now)] (3.25)

Die Normalkraft Ny wirkt am in Fahrtrichtung vorderen Radsatz, Ny am hinteren. Die Verdre-
hung des Drehgestells ¢p(w) und das Rotationstrigheitsmoment I, sind die in diesem Modell
zusdtzlichen Groflen gegeniiber dem Modell der Schwingerkette.

3.5 Dynamische Interaktion zwischen Fahrzeug und Oberbau

Der grundlegende Ldsungsansatz fiir die Interaktion einer oder mehrerer Schwingerketten mit
dem Oberbau und die Erweiterungen auf Modelle mit mehreren Kontaktpunkten sowie die
Beriicksichtigung einer Kopplung des Oberbaues mit dem Halbraum (siehe Kapitel 4) wurden
vom Autor in Zusammenarbeit mit Bitzenbauer [Bit99] entwickelt.

Zwei wesentliche Einfliisse sind bei der Uberfahrt eines Fahrzeuges iiber den Oberbau zu un-
terscheiden. Der erste Einflufi ist die Wirkung des bewegten Eigengewichtes und der zweite die
dynamische Anregung durch Gleislagefehler, Rauhigkeiten und Radunrundheiten. Gleislagefeh-
ler und Rauhigkeiten sind ortsfeste Irregularitdten, die Radunrundheiten sind bewegt, kdnnen
aber bei konstanter Fahrgeschwindigkeit auch auf ortsfeste Irregularititen umgerechnet werden.

Die Losung fiir die Uberfahrt des Eigengewichtes liBt sich, wie unten gezeigt wird, einfach
bestimmen.
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Fiir die Anregung durch Irregularitdten erfordert die Losung allerdings mehr Aufwand. Hiufig
wird die dynamische Anregung durch Irregularititen derart erfafit, dafl das Fahrzeug mit einem
Kontaktpunkt und der Oberbau jeweils durch eine komplexe Feder modelliert und die gesamten
Irregularitdten in einem “Rauhigkeitsband” zusammengefafit werden. Dieses wird nun zwischen
den beiden Federn mit der Fahrgeschwindigkeit entgegen der Fahrtrichtung “durchgezogen”.
Diese Modellierung erfafit zwei Effekte nicht korrekt: Zum einen wird die Wechselwirkung zwi-
schen den einzelnen Achsen iiber den Oberbau nicht beriicksichtigt und zum zweiten entféllt
die Wirkung der bewegten Last in der Reaktion des Oberbaues, da die Federsteifigkeit fiir eine
unbewegte Last bestimmt wird.

Der vorliegende Ansatz umgeht diese Vereinfachung, da das Fahrzeug und die Radunrundheiten
als bewegt angesetzt werden und die Gleislagefehler und Rauhigkeiten als ortsfest. Die Lésung
erfolgt im mitbewegten Koordinatensystem, so dafl im Modell sowohl die Interaktion iiber den
Oberbau als auch der Einflufl der bewegten Last auf den Oberbau enthalten sind. Somit stellt
diese Modellierung die Wirklichkeit in einer korrekten Weise dar.

Das Berechnungsverfahren wird hier am einfachen elastisch gebetteten Balken vorgestellt. Wer-
den mehrere gekoppelte Balken verwendet, so mufi der Differentialoperator fiir den obersten
Balken (die Schiene) entsprechend modifiziert werden. Die Losungen fiir die weiteren Balken
ergeben sich durch entsprechende Umrechnungen.

3.5.1 Léosung fiir bewegtes Eigengewicht

Im Falle des bewegten Eigengewichtes werden im Fahrzeug keine dynamischen Antworten hervor-
gerufen, da nur eine konstante Last wirkt und somit keine 'I'tdgheitskrifte im Fahrzeug aktiviert
werden kénnen. Im Oberbau ergibt sich eine sogenannte “mitfahrende Einsenkungsmulde”, die
bedeutet, daf} sich diese Biegelinie mit der Fahrgeschwindigkeit im Oberbau bewegt. Damit blei-
ben auch die Kontaktpunkte zwischen Oberbau und Radsatz immer auf derselben Hohenlage.
Die Biegelinie der mitfahrenden Einsenkungsmulde ergibt sich im transformierten Raum aus
dem Produkt der Last p(k;,w) und der Grundlssung. Die Last setzt sich (unter Annahme glei-
cher Achslasten) aus n Einzellasten P zusammen, die derart positioniert sind, daf die erste Last

am Koordinatenursprung = = 0 steht und die weiteren im Abstand? z; = —/;.
p(z,t) = PZ(S(m —vt+1;) o—e plkyw)= QWPZ iR 5w+ vky) . (3.26)
=1 =1

Bei Verwendung des Differentialoperators
Ds(ky,w) = Elsk} — pw* + k —icw (3.27)

und der daraus folgenden Grundlésung

1

7})5(%’ ) (3.28)

‘UA)SO (k:m w) —

?Tm mitbewegten Koordinatensystem sind nur die Abstinde fiir die Losung maBgebend.
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ergibt sich die Verschiebung im bewegten Koordinatensystem im Originalraum nach Fourier-
riicktransformation zu

P n +o00 ez'(z‘—’u?f-l—li)km
welF) = dk, . 2
ws () 27;/_00 S (e (3.29)

3.5.2 Anregung durch Imperfektionen

Im Rahmen dieser Arbeit werden nur vertikale Imperfektionen betrachtet. Die wesentliche An-
nahme, die den Berechnungen zugrundeliegt, ist die Annahme eines dauerhaften Punktkontaktes
zwischen Radsatz und Schiene. Dies bedeutet zum einen, dafl eine Einzelkraft als Interaktions-
kraft angesetzt werden kann, die Kontaktbedingung punktweise erfiillt werden mufi und daf§
auch, zumindest fiir die rein dynamischen Lasten, Zugkrifte zulissig sind. In der Uberlagerung
mit dem Eigengewicht sollte sich eine Druckkraft ergeben, so daff das Modell noch giiltig bleibt.
Andernfalls sonst wiirde das Rad kurzzeitig abheben.

Die Kontaktbedingung, die fiir jeden Kontaktpunkt zu erfiillen ist, lautet
wr(t) = Aw(t) + ws(z = vt, 1) (3.30)

Bei mehreren Kontaktpunkten ist der ortliche bzw. zeitliche Versatz mit einzubeziehen. Die
Vertikalverschiebung des Rades und der Schiene am mitbewegten Kontaktpunkt sind mit wg
und wg bezeichnet. Aw(t) beschreibt den vorgegebenen Zeitverlauf der Irregularititen, der aus
den ortsfesten Schienenirregularititen durch Umrechnung Aw(t) = Aw(z/v) iiber die Fahrge-
schwindigkeit bestimmt werden kann. In Aw miissen ebenfalls die Radunrundheiten eingerechnet
werden, die harmonisch iiber den Umfang des Rades angesetzt sind. In Abhédngigkeit des Gra-
des n ergibt sich die Anregungsfrequenz zu f, = vn/(27r) mit r als Radius des Rades und v als
Fahrgeschwindigkeit.

Ein Kontaktpunkt

Hier wird ein Fahrzeug mit einem einzigen Kontaktpunkt angesetzt, da sich dabei die Lésung
vollstindig analytisch herleiten 148t. Die Interaktion zwischen Schiene und Radsatz ist schema-

tisch in Abbildung 3.3 dargestellt.

v
@)
+=v *N(t)

Q? e

Wg Wg AW

Abbildung 3.3: Dynamische Interaktion zwischen Fahrzeug und Oberbau bei Anregung durch
Imperfektionen
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Die Gleichung

p(z,t) = —d6(z—vt)N(t) (3.31)
und die Fourier Transformierte
+o0
plhz,w) = —S(w+vky)*Nw) = - / N(1)o(w+ vk, — T)dT =
= —N(w+vky;) = —kpr(w+vks)wpr(w+ vks) (3.32)

beschreiben die bewegte und zeitlich veranderliche Normalkraft auf der Schiene. Die Definitions-
richtung der Normalkraft nach Abbildung 3.3 fiihrt auf das negative Vorzeichen. Die komplexe
Steifigkeit des Radsatzes ist z.B. aus (3.22) bekannt. Die transformierte Verschiebung der Schiene
(Index S) lautet unter Verwendung der Gleichungen (3.32) und (3.28)

plhs,w) _ kr(w+ vks)wp(w + vks)
Dg(kz,w) o Dg(kz,w)

wg(ky,w) = (3.33)
Wird diese Beziehung in die Kontaktbedingung (3.30) eingesetzt, so ergibt sich diese nach einer
doppelten Fourierriicktransformation der Schienendurchbiegung ins bewegte Koordinatensystem
und in den Zeitbereich zu

1 too ) )
ws(z = vt t) = m// ws(ky,w)e* Ve dk, dw = wr(t) — Aw(t) . (3.34)

Durch Multiplikation dieser Gleichung mit e=*¥ und Integration beider Seiten von —oo bis +oco

(dies entspricht einer Fouriertransformation in den Frequenzraum ), ergibt sich

1 +oo . . .
yPs) /// ws (ky,w)e™= et qk, dwdt = wr(Q) — Aw(R) (3.35)
und nach Umstellen
1 +oo +oo .
yPs; // wg(ky,w) [/ 1. e~ @=w=vk)t gl gk duw — wr(Q) — Aw(Q) . (3.36)
m —00 —00

66‘177

Das innere Integral entspricht einer Fouriertransformation der Funktion in einen Raum mit

dem Transformationskern  —w — vk,. Somit kann geschrieben werden:
1 +eo
Py // ws(ky,w)d(Q — w — vk )dkydw = wr(Q) — Aw() . (3.37)
T -0
Werden die Eigenschaften der Dirac-Distribution ausgeniitzt und die Beziehung (3.33) fiir die

Schienendurchbiegung mit dem Argument w=%Q — vk, verwendet, vereinfacht sich die Gleichung
7u

too w

— 00

Die Ausdriicke kr(2) und wgr(2) hdngen nur von © ab, nicht aber von k, und kdnnen deshalb
vor das Integral gezogen werden.
kr(%)

+oo
_7@(9)/_ el wdixg i wr(Q) — Aw(Q) . (3.39)




44 3. Oberbau, Fahrzeug und dynamische Interaktion

Diese Gleichung kann nach der unbekannten transformierten Verschiebung des Radsatzes gelost
werden

B 2 Aw ()
wr(®) = 21 + kr(Q)a(Q,v) (3.40)
wobei
+eo dk,
Q.v)= = A1
a(€,v) /_Oo Ds(kp,0=0— vky) (3:41)

als mitbewegte Schienensteifigkeit gedeutet werden kann. Durch Riickeinsetzen der Verschiebung
des Radsatzes in Gleichung (3.33) folgt die transformierte Verschiebung der Schiene. Eine bzw.
zwei (numerisch ausgefiihrte) Fourieriicktransformationen fiihren auf die Verschiebung des Rad-
satzes im Zeitbereich und auf den zeitlichen Verlauf der Schienenverschiebung am Kontaktpunkt.
Eine Auswertung der Schienenverschiebung an einem beliebigen Fixpunkt ist ebenso méglich,
die Riicktransformation beziiglich des Ortes ist entsprechend anzupassen.

Mehrere Kontaktpunkte

Die oben hergeleiteten Beziehungen werden auf Fahrzeuge mit mehreren Kontaktpunkten erwei-
tert, hierbei ist die Ldsung fiir mehrere Fahrzeuge (mit jeweils einem oder mehreren Kontakt-
punkten) implizit enthalten. Mit diesem Ansatz besteht nun die Moglichkeit, die Interaktion
zwischen den Radsdtzen sowohl iiber die Schiene als auch iiber das Fahrzeug zu beriicksichti-
gen. Im allgemeinen Fall besitzt das Fahrzeug n Freiheitsgrade, von denen sich m in Kontakt
mit der Schiene befinden. An diesen m Kontaktpunkten wirken die Kontaktkrifte N;(€2) mit
t=1...m. Somit sind r = n — m Freiheitsgrade nicht in Kontakt mit der Schiene. Das lineare
Gleichungssystem

Ko ()W (Q) = [ N:?Q) ] (3.42)
beschreibt das Verhalten des Fahrzeuges in Abhingigkeit der Kontaktkrifte. Hier ist K, x, (2)
die dynamische Steifigkeitsmatrix des Fahrzeuges. Der Vektor w,,(£2) enthilt die Freiheitsgrade
des Fahrzeuges, N,, () steht fiir die m Kontaktkréfte und 0, ist ein Nullvektor der Dimension r,
der anzeigt, dafi aufler den Kontaktkriften keine weiteren dufleren Krifte auf das Fahrzeug
einwirken.

Die Kontaktkrifte sind hierbei unbekannt. Das lineare Gleichungssystem (3.42) kann auf die
Verschiebungsfreiheitsgrade der Kontaktpunkte zwischen Radsatz und Schiene reduziert werden.

Dafiir ist eine reduzierte Steifigkeitsmatrix KZ, ,,,(2) des Drehgestells zu bestimmen:

*
Km)(m

(Q) W (Q) =N, (Q) & K-

mxXm

()7 Ny (Q) = Wi (Q) (3.43)

Neben dieser Gleichung miissen die m Kontaktbedingungen fiir alle Kontaktpunkte erfiillt wer-
den.

wg(z=vt —1;,t) = wr,;(t) — Aw(t — 1;/v) V i=1,...,m (3.44)
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Mit der Beziehung
27 b ()

ws(ksz, Q) = _Ds(km,w oy (3.45)
kénnen die Kontaktbedingungen zu
1 & +00 etk (li=1i) .
wri(Q) + 5 ; N;(Q) /_OO Dol o= ka)dkx = e8IV AW (Q) (3.46)
transformiert werden. Schlieilich fiihren (3.43) und (3.46) auf
(K ()7 + Avmser ()] Nin(©) = b () Aw(®) (3.47)
wobei folgende Ausdriicke verwendet werden:
A4(Q) = i/+°° T kY =1, m und (3.48)
21 J_oo Ds(ky,w=Q — vk,)
bi(Q) = e ™ Wlv vy =1, m . (3.49)

Hierbei steht die Matrix A, x,(2) fiir die Steifigkeit des Oberbaues, der Vektor b,, () fiir
den Versatz der einzelnen Kontaktpunkte im Frequenzraum und K}, .,.(Q)~" beschreibt das
Fahrzeug. Das Lésen des Gleichungssystems (3.48) fiir verschiedene Frequenzen fiihrt auf die
transformierten Normalkrifte. Mit Gleichung (3.45) kann die Vertikalverschiebung der Schiene

bestimmt werden und mit (3.42) die Verschiebungen aller Komponenten des Fahrzeuges.

Alternativ kénnen die transformierten Verschiebungen w,,(£2) ohne Inversion von K}, .. ()
auch aus der Gleichung

[Lmscm + Amxm (K s (D)W () = b (2) Aw(Q) (3-50)

bestimmt werden, wobei I,,,,, die Einheitsmatrix der Dimension m bezeichnet.



Kapitel 4

Ankoppelung der Balkenmodelle an
den Halbraum

In diesem Kapitel werden Anbindungsméglichkeiten der Balkenmodelle des Oberbaues an das
Untergrundmodell des Halbraumes beschrieben und miteinander verglichen. Die Untersuchungen
beschrinken sich auf kontinuierliche Modelle, da die Formulierung dieser Modelle im fouriertrans-
formierten Raum eine Anbindung des ebenfalls im fouriertransformierten Raum beschriebenen
Halbraumes auf mechanisch korrekte Weise erlaubt. Im weiteren werden die Ausfiihrungen auf
das Oberbausystem der Festen Fahrbahn konzentriert, da auf Grund der Bauweise der Festen
Fahrbahn von einem kontinuierlichen Kontakt und damit von einer kontinuierlichen Spannung
zwischen Tragplatte und Untergrund ausgegangen werden kann. Die Tragplatte der Festen Fahr-
bahn ist im allgemeinen eine kontinuierliche Platte, die im Fall der meist verwendeten Ortbeton-
bauweisen (Systeme Rheda, SATO, Heitkamp, Hochtief/Schreck-Mieves, Leonhard Weiss FF'C,
Heilit + Worner System BES, Ziiblin BTE) [Deu96] mit Scheinfugen versehen wird. In dieser
Weise wird auch das System Grotz BSO/MK, das aus einem Schotteroberbau in einem Be-
tonplattentrog besteht, hergestellt [Fra98]. Bei einer Tragplatte aus Fertigteilen (System Bogl)
werden die Fugen mit Diibeln iiberbriickt, um den sowohl fiir die Platte als auch fiir den Unter-
grund ungiinstigen Lastfall “freier Plattenrand” zu verhindern. Bei beiden Konstruktionsweisen
wird trotz der bautechnisch bedingten Fugen vereinfachend von einer kontinuierlichen Biege-
tragwirkung der Tragplatte ausgegangen.

Rechnerisch treten bei dynamischer Belastung zwischen Platte und Untergrund Zugspannungen
auf, die allerdings praktisch in der Fuge nicht iibertragen werden kénnen. Aufgrund des Eigenge-
wichtes werden diese Zugspannungen jedoch iiberdriickt, so daff die Zugspannungen tatsdchlich
nur zu einer Reduzierung der Druckspannungen fiihren.

Fiir den Fall des Schotteroberbaues stellt die Modellierung des Oberbaues eine Niherung dar, im
Vergleich mit detaillierteren Modellen wire zu kliren, wie grofi diese Niherung ist. Entscheidend
fiir die Qualitdt der Niherung ist das jeweilige Untersuchungsziel.

Im folgenden werden ausschlielich die Begriffe Untergrund und Halbraum verwendet, die Uber-
legungen gelten fiir den geschichteten Untergrund bzw. Schichten auf Halbraum ebenso. Teilweise
werden die Begriffe Untergrund und Halbraum auch synonym verwendet.
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Die in Kapitel 3 beschriebenen kontinuierlichen Modellierungen sind Balkenmodelle, in denen
nur die Lingsrichtung erfait wird. Die Querrichtung bleibt unberiicksichtigt, im mechanischen
Sinne heifit dies, daf die Vertikalverschiebung der Balken als in Querrichtung konstant angesehen
wird.

Fiir die Kopplung dieser Oberbausysteme mit dem Halbraum bedeutet dies, dafl der die Trag-
platte reprisentierende unterste Balken als starr in Querrichtung angesehen wird und eine iiber
die Breite konstante Verschiebung der Halbraumoberfliche bewirkt. Fiir die korrekte Anbindung
der Oberbaumodelle an den Halbraum ist somit ein Verfahren zu entwickeln, das diese konstante
Verformung der Halbraumoberfliche beriicksichtigt.

Die Anbindung des Halbraumes an die Oberbaumodelle verfolgt zwei Ziele:

e Einbindung der mechanischen Eigenschaften des Halbraumes in die Oberbaumodelle:
Die mechanische Wirkungsweise des Untergrundes, Krifte und Verformungen in alle Rich-
tungen zu koppeln, wird durch den Halbraum widergespiegelt. Dies steht im Gegensatz
zu einer viskoelastischen Bettung, die nur rein lokal einen Zusammenhang zwischen Kraft
und Verschiebung bzw. Verschiebungsgeschwindigkeit darstellen kann.

e Wirklichkeitsnahe Beschreibung der Auswirkungen aus Zugverkehr im Untergrund:
Mit Hilfe der Oberbaumodelle ist es mglich, die tatsidchlich auf den Untergrund wirkenden
Spannungen zu ermitteln und unter Verwendung des Halbraummodells deren Weiterleitung
im Untergrund zu bestimmen.

Das Gesamtmodell aus Fahrzeug, Oberbau und Untergrund wird in Teilmodelle aufgeteilt. Fahr-
zeug und Oberbau bilden zusammen das Oberbaumodell. Der Untergrund wird als zweites Teil-

modell behandelt.

Der Untergrund wird in das Oberbaumodell iiber “Halbraumsteifigkeiten” eingebunden. Der
Begriff der Halbraumsteifigkeiten wird im n#chsten Abschnitt definiert und erldutert. Mit dem
Oberbaumodell kénnen nun Parameterstudien durchgefiihrt werden. Sollen dann fiir ausgew&hl-
te Fille die Erschiitterungen beurteilt werden, kénnen die Ergebnisse der Oberbauberechnung
auf das Halbraummodell als Lasten eingetragen und die Erschiitterungsausbreitung berechnet
werden.

In der praktischen Umsetzung bedeutet dies, dal das Oberbaumodell und das Untergrundmodell
getrennt modelliert und iiber Steifigkeitsbeziehungen und Spannungen miteinander verbunden
werden. Eine Berechnung des Gesamtmodells gliedert sich daher in drei wesentliche Punkte:

e Bestimmung der Halbraumsteifigkeiten
e Berechnung des Oberbaues unter Verwendung der Halbraumsteifigkeiten

e Berechnung der Erschiitterungsausbreitung im Untergrund infolge der auftretenden Span-
nungen aus der Oberbauberechnung
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4.1 Anbindung iiber Halbraumsteifigkeiten

In Kapitel 2 wurde gezeigt, daB fiir eine bestimmte Tiefe z, fiir eine bestimmte Anregungsfre-
quenz  und fiir eine bestimmte Lastgeschwindigkeit v eine (fiir den Halbraum analytische)
Losung der transformierten Verschiebungen a(ky,ky, 2, —Q — vk;) bei Verwendung der mo-
difizierten Frequenz existiert. Diese L&sung charakterisiert das Verhalten des Halbraumes in

Abhédngigkeit der Wellenzahlen £, und k,.

Diese Losung dient als Grundlage zur Ermittlung von Halbraumsteifigkeiten, mit denen die
Anbindung der Oberbaumodelle an den Halbraum auf mechanisch korrekte Weise durch-
gefithrt werden kann. Die Anbindung des Halbraumes an eindimensionale Oberbaumodelle
muf} linienférmig erfolgen, daher mufl die zweidimensional verdnderliche Grofle der Verschie-
bungen a(ky,ky,z, -2 — vk;) auf eine eindimensional verdnderliche Grofle der Steifigkeiten
kH(kx, —Q — vk,) umgerechnet werden. Der Begriff der Halbraumsteifigkeiten wurde 1996 von
Dieterman und Metrikine [DM96] eingefiihrt. Die hier verwendete Definition und Anwendung
ist allerdings weitreichender als die dort beschriebene.

Die Definition der Halbraumsteifigkeiten 148t sich aus einer Vergleichsbetrachtung der Systeme
“Balken auf Halbraum” und “Balken auf elastischer Bettung” ableiten. Es ist ausreichend, nur
den einzelnen Balken zu betrachten, der die Tragplatte darstellt, da die Kopplung des Oberbaues
an den Halbraum nur iiber diesen Balken geschieht.

Fiir den “Balken auf elastischer Bettung” kann die Vertikalverschiebung im transformierten
Raum geschrieben werden als, sieche Gleichung (3.3):

(k)

(ka) = BTk — (= — vky )2 + kw +i (—Q — vky) e (41)

Untersuchungen des Halbraumes in transformierten Raum zeigen, dal die komplexe Steifigkeit
der elastischen Bettung kw + i (—Q — vk;) cw kann durch eine wellenzahl-, frequenz- und ge-
schwindigkeitsabhdingige Steifigkeit ersetzt werden kann. Fiir eine feste Anregungsfrequenz €2
und eine feste Fahrgeschwindigkeit v ergeben sich die Halbraumsteifigkeiten als Funktion der
Wellenzahl k;. Somit lautet die Verschiebung des “Balkens auf Halbraum” (Index H) im trans-
formierten Raum:

g (k) = plke) : (12
ETkY — (- — vk,)? + kfl(kx)ﬂ*“ + 4 kfl(kx)ﬂﬂj
ke (hp) %Y = kR (ko)™ + 1 kL (k)™ (4.3)

Die Halbraumsteifigkeiten hingen nicht von der Koordinate y der Querrichtung ab, da nur die
unter dem Balken konstante Verschiebung relevant ist. Wird die Breite der Tragplatte mit b
bezeichnet und liegt die Balkenachse in der z-Achse des Halbraumes, so muf} sich im Bereich
von y € [—b/2,b/2] eine konstante Verschiebung ergeben. Diese Forderung mufi aus diesem
Grund in die Halbraumberechnung zur Ermittlung der Steifigkeiten eingebracht werden. Dies
soll im nichsten Abschnitt ndher betrachtet werden.
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In der praktischen Umsetzung sind die Anregungsfrequenz €2 und die Geschwindigkeit der Last v
Eingabeparameter fiir die Halbraumberechnung zur Ermittlung der Steifigkeiten. Weiterhin liegt
fiir die Anbindung des Oberbaues die Tiefenlage der zu untersuchenden Verschiebungen mit
z = 0 fest, da die Anbindung an der Oberfliche des Halbraumes erfolgt.

Unter Beriicksichtigung dieser Voriiberlegungen werden die Halbraumsteifigkeiten (unter An-
nahme fester Parameter 2 und v) wie folgt definiert:

o (k) — Joo bk, y) dy
A (ks y = 0,2 = 0)

(4.4)

Die Verschiebungen i, (k;,y = 0,z = 0) stellen die sich unter der Last p(k., y) ergebenden Ver-
schiebungen der Halbraumoberfliche in der Achse y = 0 dar. Der Wert y = 0 ist stellvertretend
gewdhlt worden, da auf Grund der konstanten Verschiebung unter dem Balken jeder Wert aus
dem Intervall y € [—-b/2,b/2] herangezogen werden kann.

Die Last p(k,,y) ist die charakteristische Lastfunktion, die fiir jede Wellenzahl k, eine iiber die
Breite des Balkens konstante Verschiebung des Halbraumes hervorruft.

pka,y) =1+ fy(ks,y) (4.5)

Der Faktor “1” spiegelt wider, daB die Steifigkeit fiir alle Wellenzahlen £, bestimmt werden soll.
Die Funktion f,(ks,y) ist die Lastverteilung in Querrichtung, die aber fiir jede Wellenzahl £,
eine unterschiedliche Form annehmen kann.

Das Vorgehen zur Bestimmung der Lastverteilung in Querrichtung fq(km, y), die eine konstante
Verschiebung der Halbraumoberfliche im Bereich y € [—b/2,b/2] bewirkt, wird im iibernichsten
Abschnitt besprochen.

Allgemein wird im folgenden der Ausdruck l%H(kx,w) verwendet, dies bedeutet, dafl die An-
regungsfrequenz und die Geschwindigkeit nicht festliegen. Auf Grund der Zusammenhidnge
im transformierten Raum gilt fiir eine mit der Geschwindigkeit v bewegte Last: kg (ky,w) =

Fer (b, —Q — vky).

4.2 Berechnungsgrundlagen des gekoppelten Systems

Die einzelnen Abschnitte des Berechnungsverfahrens lassen sich durch die Betrachtung der me-
chanischen Formeln, die die transformierte Verschiebung des Halbraumes beschreiben, am besten
darstellen.

Im dreifach transformierten Raum lautet die Ldsung fiir die transformierte Vertikalverschie-
bung i, (siehe Gl. 2.20)

ﬂz(kl‘akyazaw) :Gz(kkayazaw) ﬁz(kl‘akyaw) 9

wobei &, die Grundlésung der i,-Verschiebungen infolge einer vertikalen Einzellast darstellt.

Fiir das Oberbaumodell (vgl. Kapitel 3) kann die transformierte Verschiebung analog als Pro-
dukt der Grundlésung g (k,,w) der Vertikalverschiebung des untersten Balkens und der auf den
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Oberbau einwirkenden Belastung popen (kz,w) gebildet werden. Hierbei gehen die Halbraumstei-
figkeiten kg (k) in das Oberbaumodell analog 7u (4.2) ein. Durch Multiplikation der Verschie-
bung mit den Halbraumsteifigkeiten kH(km,w) ergeben sich Krifte, die iiber die transformierte
Spannungsverteilung in Querrichtung fq(kx, k,) auf die auf den Halbraum wirkende Spannungs-
verteilung p. (kz, ky, w) umgerechnet werden kann.

Dz (kx, ]Cy, w) = Poben (kra w) @o(kx, w) ]%H(ka‘a w) .fq (kra ky) (46)

Unter Beriicksichtigung, daf sich die Last auf dem Oberbau mit konstanter Geschwindigkeit v
bewegt und mit der Frequenz €2 harmonisch oszilliert, gilt fiir die Last

ﬁoben(kxaw) == ﬁo(kx) m (5((-0 -Q + ka) + (S(UJ + Q + U]CI))

Mit diesen Beziehungen kann die transformierte Verschiebung des Halbraumes geschrieben wer-
den als

ity (kg by, ) = G (s ey ) Polky) to(Fy ) kepr(kpyw) fy(ks, ky) -
‘(8w — Q4+ vky) + (w4 Q+vky)) . (4.7

Die Riicktransformation in den Zeitbereich ist analytisch moglich. Damit ergibt sich:

ﬂz(km ky7 t) = (ﬁO(kr) fq(kxa ky) CATYz (kxy ky7 Q- 'Ukac) ?ffo(kan Q- 'ka) .

e (kp, Q — vky) o7 (EOFVR)E
+ﬁ0(kr) fq(kacy ky) Gz(kxy kya —Q - 'ka) ‘lﬁo(km - - 'ka) .
op (ke =0 = vkg) @7 (4.8)

DN —

Die zweifache Fourierriicktransformation in den Ortsbereich fiihrt auf

1 1 o - 2 R
wrlzyt) = 5 (m // Bolka) o (kws ly) Coo (o by @ = k) 0 (k, @ — v -
epr(Fey Q — k) eVt ihaz iy e ke 4

1 *© A N
+m // ﬁO(kx) fq(kxa ky) Gz(kra kyv - - Ukaz) 'lbo(kx, -Q - Ukac) '

e kg, —Q — vky) e-i<9+”’“zﬁe“wefkyydkxdky> . (4.9)

Die beiden Riicktransformationen lassen sich nur fiir einen bestimmten Zeitpunkt ¢ numerisch
ausfiihren, da in den Integralen die Variablen ¢ und k; in einem Term vermischt sind.

Wird allerdings die Verschiebung im mitbewegten Koordinatensystem & = x — vt ausgewer-
tet, kann in den Exponentialtermen eine Zusammenfassung der Terme erfolgen. Gleichzeitig
kénnen die Zeitfunktionen vor die Integrale gezogen werden. Damit sind die Integrationskerne
(abgesehen von den als fest anzunehmenden Eingangsgréfien © und v) nur noch von den beiden
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Integrationsvariablen abhdngig und die Integrationen kénnen numerisch ausgefiihrt werden.

(aya)_ (4772 // pO fq kmak) (k ]C Q ]C) (kT,Q k)
g (kpy Q — vky) TR dk d, +
—Zﬂf// Po(kz) fylkay ky) Golkp, by, —Q — vky) tig(ky, —Q — vk,) -

ey (b, —Q — vky) eimeikyydkxdky) (4.10)

Die Ergebnisse der Doppelintegrale stellen konjugiert komplexe Zeiger in der komplexen Ebene
dar. Zur Auswertung der Verschiebung ist es ausreichend, einen der beiden Zeiger zu berechnen.

Die tatsidchliche Verschiebung ist eine physikalische Gréfle, daher ist sie reell und kann aufgrund
der Symmetrieiiberlegungen wie folgt geschrieben werden:

u, (Z,y,t) = i ( _Zm// Po(k fq ky, ky) Gz(kac,ky, —Q — vk,) wo(ky, —Q — vk,)
krr (K, = — vk,) e“we“wdkrdky)
Kurz gefaBt kann die Funktion (4.10) geschrieben werden als:

1 . .
Uz (‘i7 Y, t) = 5 (ezﬂtuz (‘f7 y)Q—Ukz + e_ZQtuz (‘ia y)_Q—Ukz> . (411)

Aufgrund der Uberlegungen in Abschnitt 2.3.1 erfolgt die Berechnung des Zeigers mit negativer
Anregungsfrequenz.

Das Programm von Lieb [Lie97] zur Berechnung der dynamischen Verschiebungen des Halb-
raumes liefert als Ergebnis der Berechnung u.(z,y)_q—u,, siche Gl. (2.21). Hier miifite der
Lastterm (zugehérig zu diesem Zeiger) wie folgt formuliert werden:

kg, ky) = polks) fo(kn, ky) tbo(kn, —Q — vky) ky(ky, —Q — vk,) . (4.12)

Hier zeigt sich, dafl auch in den Lastterm die modifizierte Frequenz einflieit. Der Lastterm ist
nur noch von den Wellenzahlen £, und k, als Variablen abhéngig.

4.3 Spannungsverteilung in Querrichtung

Um eine mechanisch korrekte Anbindung der eindimensionalen Oberbaumodelle an den Unter-
grund zu gewidhrleisten, ist es erforderlich, die Spannungsverteilung zwischen dem in Querrich-
tung starr angesetzten Balken und dem Halbraum zu bestimmen. Zum einen ist dies notwendig,
um korrekte Steifigkeitswerte zu ermitteln, und zum anderen ist die Lastverteilung eine wesent-
liche Eingangsgrifle fiir die Berechnung der Erschiitterungsausbreitung.
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Zur Berechnung der Spannungsverteilung in Querrichtung werden zwei verschiedene Ansétze auf
ihre Anwendbarkeit, ihre Ergebnisqualitit und ihre Effizienz untersucht:

o Streifenverfahren und

e [.egendre-Polynome.

Bei statischer Beanspruchung ist das wesentliche Charakteristikum der Spannungsverteilung
unter einem starren Fundament, dafl diese am Rande der starren Fldche gegen unendlich grofie
Werte strebt. Mit welchen Ansdtzen das jeweilige Verhalten im dynamischen Fall am besten
abgebildet bzw. angenihert werden kann, soll im folgenden untersucht werden.

Eine wichtige Eigenschaft der Spannungsverteilung 138t sich aus dem System bereits ohne Be-
rechnung ableiten: Die Spannungsverteilung ist beziiglich der Mittelachse des Balkens achsen-
symmetrisch. Das System Balken auf Halbraum ist beziiglich der Mittelachse des Balkens achsen-
symmetrisch und ebenso die Bedingung der konstanten Verformung {iber die Breite des Balkens.
Die auf den Balken wirkende Last kann auf Grund der Eindimensionalitit der Oberbaumodel-
lierungen als mittig wirkende Einzellast zusammengefafit werden.

Das Ziel der Betrachtung liegt darin, daf§ zu allen Zeitpunkten im gesamten z-Bereich eine von
der Form her vorgegebene Einsenkungsmulde (konstante Verformung iiber die Breite) auftritt.
Diese Forderung wird im Wellenzahlraum k, aufgestellt und fiir alle Wellenzahlen geldst. Ist
die Forderung fiir eine Wellenzahl erfiillt, so gilt fiir eine Verformung dieser Wellenzahl im
Originalraum z, dafl die Forderung im gesamten Bereich erfiillt ist. Ist also die Forderung fiir alle
Wellenzahlen k, erfiillt, soist die Forderung auch fiir alle Orte z bei einer beliebigen Verschiebung
w(z) erfiillt. Dieses Vorgehen wurde von Grundmann [Gru99] entwickelt.

4.3.1 Streifenverfahren

Einer der naheliegendsten Ansétze zur Ermittlung einer unbekannten Spannungsverteilung ist
die Last in einzelne Streifen unbekannter Amplituden aufzuteilen und iiber Kompatibilitdtsbe-
dingungen die Amplituden zu bestimmen (Abb. 4.1).

Die Berechnungen werden fiir alle Wellenzahlen £, fiir eine feste Frequenz € und eine feste
Fahrgeschwindigkeit v ausgefiihrt. Die Forderung, die aufgestellt wird, ist diejenige, daf die
Verformung des Halbraumes unter der Summe aller Streifenlasten, also der gesamten Span-
nungsverteilung, iiber die Breite des in Querrichtung starr angesetzten Balkens konstant ist. Als
Formel lautet diese Bedingung fiir eine beliebige vorgegebene Verschiebung i, s,;, die fiir alle
Wellenzahlen k, gleich angesetzt wird:

uA]H(kl‘7 y) = 1&2750” = ﬂisoll +1i ﬁ’g,soll v ye [_6/27 b/2:| (413)

Diese Forderung muf fiir eine numerische Aufbereitung in eine diskrete Formulierung iiberfiihrt
werden. Eine Moglichkeit liegt darin, die Forderung punktweise zu erfiillen (Kollokation), eine
andere Moglichkeit 1dge in einer integralen Gewichtung iiber die gesamte Breite.

Fiir das Streifenverfahren wird aufgrund der eher hohen Anzahl an Unbekannten die Kollokation
untersucht, da sich angesichts der Streifenlasten keine passenden unterschiedlichen Wichtungs-
funktionen zur Verwendung anbieten.
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Last aus
¢ Oberbau (1D)

Balken, starr
in Querrichtung

Sreifenlasten
mit unbekannten
Amplituden o,

EZ w = konst.

dreidimensionaler
Halbraum

Abbildung 4.1: Systemskizze zum Streifenverfahren bei in Querrichtung starrem Balken

Es sind ebenfalls verschiedene Méglichkeiten denkbar, an welchen Punkten die Forderung zu
erfiillen ist. Bei der einfachsten Variante wird die Forderung an allen Mittelpunkten der Strei-
fenlasten aufgestellt. Eine problemorientiertere Variante wére gegeben, wenn die Forderung zum
Rand hin mit einem dichteren Punktraster aufgestellt wiirde.

Das Vorgehen beim Streifenverfahren ist wie folgt strukturiert:

e Aufteilen des Lastbildes in n Streifen gleicher Breite (bs = b/n).

e Ermittlung der Vertikalverschiebung des Halbraumes i, (k,,y) infolge einer Streifenbela-
stung mit komplexer Einheitsamplitude p,(kz,y) = (140 %) L, (y), (siche Gl. 4.5).
Diese Verformungslinie ist ebenfalls die Einfluilinie fiir alle anderen Streifenlasten. Der
Ausdruck II;_(y) steht fiir eine Rechteckfunktion der Breite b;.

o Aufstellen und Ldsen des komplexen Gleichungssystems fiir die unbekannten Amplituden
o; der einzelnen Streifen.

e Das vollsténdige Lastbild ergibt sich aus der Superposition der einzelnen Streifenlasten fiir

jede Wellenzahl k..

Die Berechnung der Vertikalverformungen kann nach den in Kapitel 2 beschriebenen Rechen-
wegen durchgefiihrt werden. Zur Ermittlung der Vertikalverformung @.(ks,y) ist eine einfache
Fourierriicktransformation k, &—oy der transformierten Lésung 4 (k, k,) erforderlich.
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Bei der Aufstellung des Gleichungssystems kann das Superpositionsprinzip angewendet werden,
vgl. Abb. 4.2. Somit mufi nur eine Halbraumberechnung durchgefiihrt werden.

1
|
I \
[ 7| : \
|
Uk, ¥)
infolge Streifenlast
R
y
] bs bs bs bs

Abbildung 4.2: Vertikalverformung infolge einer Streifenlast ist gleichzeitig Einflullinie fiir alle
anderen Streifenlasten.

Fiir den Fall, dafl die Forderung gleicher Vertikalverschiebung i s, = ﬂf,soll +1 ﬂ;so” an den
Mittelpunkten der einzelnen Streifen aufgestellt wird, 148t sich das Gleichungssystem fiir ein
bestimmtes k, wie folgt schreiben:

Uy (y = 0) e (y = bs) R (y = (n - 1) bs) g1 ﬁz,soll

'&z(y = bs) i, (y = 0) cee Wy (y = (’fL - 2) bs) g2 ﬁz,soll

ﬂz(y =2 bs) ﬁz (y — bs) s ﬁz (y — (n - 3) bs) g3 = ﬂz,soll

G(y=(n=1)b) @ly=(=2b) ...  d(y=0) o oot
(4.14)

Die gesamte Spannungsverteilung ergibt sich aus der Superposition aller Streifenlasten. Infolge
dieser Last soll sich fiir jede berechnete Wellenzahl k; eine konstante Verformung iiber die Breite
des Balkens in Querrichtung ergeben. Im Originalraum, dem Ortsbereich z, stellt sich eine Bie-
gelinie ein, die im gesamten Bereich (z € [—00, 00]) eine konstante Einsenkung in Querrichtung
aufweist.

Ein besonderer Vorteil des Streifenverfahrens liegt in der Tatsache begriindet, daff nur eine einzi-
ge Halbraumberechnung notwendig ist, um alle Verformungswerte zu erhalten, die zur Erfiillung
der Kompatibilititsbedingungen erforderlich sind.

Der komplexe Lastterm fiir die Berechung der Halbraumsteifigkeiten, vgl. Gleichung 4.4, ergibt
sich aus folgender Formel; es sind alle n Streifen mit ihren jeweiligen Amplituden zu beriicksich-
tigen.

— 00

/Oo Pks,y) dy = iai(kx) b, (4.15)
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4.3.2 Legendre-Polynome

Als Alternative zu Streifenlasten werden Legendre-Polynome als Ansatzfunktionen verwendet.
Die Legendre-Polynome werden iiber die gesamte Breite des Balkens angesetzt und weisen an
den Ridndern die Einheitsamplitude “1” auf. Die Anzahl der beriicksichtigten Legendre-Polynome
liegt deutlich unter der Anzahl der Streifenlasten, allerdings sind die einzelnen Halbraumberech-
nungen rechenzeitaufwendiger.

Die Funktionen der Legendre-Polynome und ihre besonderen Eigenschaften (Orthogonalitit,
Integrationswert gleich Null, etc.) sind im Anhang B dargestellt. Die besonderen Eigenschaften
der Legendre-Polynome kommen im Definitionsbereich [—1,1] zum Tragen. Daher wird eine
Substitution des Argumentes vorgenommen, so daf§ die Breite, also der Bereich [—b/2, b/2], auf
das Intervall [—1, 1] abgebildet wird.

g=1y/(b/2)

Bei der Verwendung von Legendre-Polynomen ist es infolge der Symmetrieeigenschaften des
Lastbildes ausreichend, nur die geraden Legendre-Polynome (Grad 0, 2, 4, etc.) als Ansatzfunk-
tionen zu beriicksichtigen. Die ersten drei symmetrischen Legendre-Polynome sind mit einer
Systemskizze in Abbildung 4.3 dargestellt.

Last aus
Balken, starr # Oberbau (1D)
in Querrichtung
CO C2 C4

von Legendre —m - + ﬁvﬁ + w + XX
Polynomen P;
mit unbekannten Po(y) Pa(y) P4y)
Amplituden C;

EZ w = konst.

dreidimensional er
Halbraum

Abbildung 4.3: Systemskizze zum Ansatz von Legendre-Polynomen bei in Querrichtung starrem
Balken

Die Berechnung erfolgt erneut fiir alle Wellenzahlen k,, eine feste Frequenz Q und eine feste
Geschwindigkeit v. Das Verfahren 148t sich wie folgt in einzelne Schritte aufteilen:

e Bestimmung der Anzahl n der zu beriicksichtigenden Legendre-Polynome.

e Ermittlung der Vertikalverformungen des Halbraumes @. ;(k, y) infolge charakteristischer,
den einzelnen Legendre-Polynomen (Index i) zugeordneter Lastbilder mit Einheitsampli-
tude p,i(kyy) = (14014) P(7), (vgl. Gl. 4.5).

Es ergeben sich somit fiir jede Wellenzahl &, n verschiedene Vertikalverschiebungen.
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e Aufstellen und Lésen des komplexen Gleichungssystems fiir die unbekannten Amplituden
C; der einzelnen Polynome.

e Das vollstdndige Lastbild ergibt sich aus der Superposition der einzelnen Lastbilder fiir

jede Wellenzahl k.

Die Berechnung der Vertikalverformungen infolge der einzelnen Legendre-Polynome kann nach
den in Kapitel 2 beschriebenen Rechenwegen durchgefiihrt werden. Zur Ermittlung der Ver-
tikalverformungen 4, ;(k;,y) ist fiir jedes angesetzte Polynom eine eigene Berechnung unter
Zuhilfenahme einer einfachen Fourierriicktransformation k, e&—oy der transformierten Losung

Uz (kz, ky) erforderlich.

Im Gegensatz zum Streifenverfahren ist die Anzahl der Ansatzfunktionen und damit der unbe-
kannten Koeffizienten geringer. Daraus folgt eine entsprechend niedrigere Anzahl von Bedingun-
gen, die aufgestellt werden miissen. Es existieren mehrere Méglichkeiten, das Gleichungssystem
zur Bestimmung der unbekannten Amplituden C; zu erhalten:

o Kollokation

e Integrale Gewichtung, Fehlerminimierung iiber einen Bereich

Infolge der Symmetrie des Systems ist die Betrachtung einer Hilfte des Systems ausreichend
und sinnvoll.

Die Kollokation, d.h. die Forderung, die gewiinschte Gesamtverschiebung 1. (k.,y) =
yson Yy € [—b/2,b/2] an einzelnen Punkten zu erhalten, erscheint auf Grund der geringen
Anzahl von Bedingungen als keine besonders gute Forderung und wird deshalb nicht weiter un-
tersucht. In diesem Fall wiirden n Punkte in einer Hilfte des Systems bestimmt, an denen die
Summe aller Vertikalverschiebungen gleich der geforderten Vertikalverschiebung sein muf.

Als besserer Losungsweg erscheint die integrale Gewichtung, bei der hier die n angesetzten
Legendre-Polynome selbst als n Wichtungsfunktionen eingesetzt werden. Durch dieses Vorgehen
entstehen n linear unabhingige Gleichungen zur Bestimmung der n unbekannten Amplituden.

Zur Auswertung wird die Summe der Integrale aus Vertikalverschiebung und Wichtungsfunktion
dem Integral iiber die Forderung gegeniibergestellt. Die erste Zeile ergibt sich unter Verwendung
des gestreckten Legendre-Polynoms Fy(7) als Wichtungsfunktion fiir ein bestimmtes k, = kyo
7u:

b/2 b/2
/ 120 (ksor y) Colkao) - Po(5) dy + / 1.3 (kvos y) Calhino) - Pol§) dy + ...+
0 0 (4.16)

b/2 b/2
+/ ﬂz,?(n—l)(kIOa y) CQ(n—l)(k:L'O) ' PO(?/) dy - / ,&z,soll : PO(?/) dy =0+0:
0 0

Die Forderung, die im letzten Term eingebracht wird, wird fiir alle » angesetzten Legendre-
Polynome aufgestellt und auf die andere Seite als “Lastvektor” gebracht. Der Verlauf der For-
derung selbst @, s,y = konst. Yy € [—b/2,b/2] entspricht dem Verlauf des ersten Legendre-
Polynoms Py(y). Auf Grund der Orthogonalititsbedingungen der Legendre-Polynome, siehe
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Gleichung (B.3), vereinfacht sich die rechte Seite wie folgt:

f() uz soll * (y) dy az,soll b/Q
f() b/ az,soll ) (3?) dy . 0
Jo s, s0n+ Pann) (5) dy 0

Das Gleichungssystem kann somit (unter Weglassung der Integralgrenzen und der betrachteten
Wellenzahl, genaue Form siehe Gl. 4.16) wie folgt geschrieben werden:

f Uz 0 y) dy s f az,?(n—l)(y) ' PO(g) dy CO ﬂz,soll b/2
f U 0 y) dy s f ﬂz,?(n—l)(y) : PQ(g) dy CQ B 0
f Uz 0 P2 (n— 1)(y) dy ... f ﬂz,?(n—])(y) ' PQ(n—l)(g) dy CQ(n—l)
(4.17)

Die vollstandige Spannungsverteilung der Interaktionskraft zwischen Balken und Halbraum er-
gibt sich aus der Superposition aller mit den Amplituden skalierten Legendre-Polynome. Infolge
dieser Last wird sich fiir jede berechnete Wellenzahl k; eine konstante Verformung iiber die
Breite des Balkens in Querrichtung ergeben. Im Originalraum, dem Ortsbereich z, stellt sich
eine Biegelinie ein, die im gesamten Bereich (2 € [—00, c0]) eine konstante Einsenkung in Quer-
richtung aufweist.

Zur Ermittlung der Halbraumsteifigkeiten reduziert sich infolge der Eigenschaften der Legendre-
Polynome, vgl. Gleichung (B.4), die Ermittlung der Spannungsresultierenden auf das Polynom
nullten Grades.

oo b/2 i=n b/2
| ity ty= [ o Do k) Py dy = k) / o Po0) dy = Cith) b
—00 =b/2 ;g —b/2

(4.18)

Legendre-Polynome als Superposition aus Streifenlasten

Zur Vereinfachung und Beschleunigung der Berechnungen werden die zur Beschreibung der Span-
nungsverteilung gut geeigneten Legendre-Polynome aus Rechteckstreifen als Teillasten zusam-
mengesetzt. Die Halbraumberechnung mufl nur einmal infolge einer Streifenlast durchgefiihrt
werden. Die weiteren Grundlésungen infolge der verschiedenen Legendre-Polynome erfordern
ausschlieilich einfach durchzufiihrende Superpositionsberechnungen. Die Halbraumberechnung
fiir eine Rechtecklast ist zudem noch schneller und numerisch stabiler als Berechnungen fiir
Legendre-Polynome, insbesondere fiir Polynome héheren Grades. Fiir die weitere Berechnung
der Erschiitterungsausbreitung kann dann ebenfalls auf die Grundlsungen infolge Streifenla-
sten zuriickgegriffen werden und die Gesamtlésung aus Superposition gebildet werden.

Zu beachten ist allerdings, daf die Streifenbreite so gew&hlt wird, daf die Legendre-Polynome
ausreichend genau in ihrem Verlauf nachgebildet werden kdnnen. Der Autor empfiehlt fiir ei-
ne Berechnung mit Legendre-Polynomen bis zu Grad 10 eine Streifenanzahl (Verhiltnis aus
Gesamtbreite zu Streifenbreite) von ngs = b/bs = 40 — 80.
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Die Abbildung 4.4 zeigt beispielhaft die Aufteilung eines Legendre-Polynoms in Laststreifen.
Formal werden die Amplituden der einzelnen Streifen nach der Vorschrift

h, .

b |
.

Abbildung 4.4: Aufteilung des Legendre-Polynoms 2. Grades in Laststreifen

y=—=b/2+1 b,
-5 | ) dy (4.19)
—b/2+(i—1)b

gebildet, wobei 7 der Index des i-ten Streifens, j der Grad des Legendre-Polynoms und b, die
Streifenbreite ist. Die Amplituden sind rein reell, da alle Lasten als (komplexe) Einheitslasten
angesetzt werden.

4.3.3 Fehlerkriterium

Zur Beurteilung der Anpassungsqualitdit an die geforderte Verschiebung wurde das folgende
Fehlerkriterium entwickelt. Der Fehler ist definiert als das Quadrat des Betrages der Differenz
der sich ergebenden Biegelinie und der geforderten Biegelinie. Bei komplexen Gréien entspricht
die Bildung des Betrages der Multiplikation mit der konjugiert komplexen Grofie.

y=b/2 ) y=>b/2 R g R 7 2
/ |Uz,ist - uz,solll dy = / |(uz,ist + Zuz,ist) - (uz,soll + Zuz,soll)| dy =
y=0 y=0

v g T 2 v g R 2 T T 2
/ |(uz;ist U, soll) +1 ( U, ,ist uz,soll)| dy = / ((uz;ist - uz;soll) + (uz,ist - uz,soll) ) dy
Yy Y

=0 =0

Der so bestimmte Fehler wird noch durch die halbe Breite des Balkens und den Betrag der
geforderten Verschiebung dividiert und auf diese Weise normiert.

1 y=b/2
f - m / ((uf,ist - uf,soll)2 + (ug,ist - Uisoll)Q) dy (420)
2,80
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4.3.4 Vergleich der Verfahren

Betrachtet wurde die Anpassung fiir verschiedene k,-Werte, Anregungsfrequenzen, Fahrge-
schwindigkeiten, Streifenbreiten und Anzahl von Legendre-Polynomen. Fiir die Abbildungen 4.5

bis 4.14 wurden die Parameter der Tabelle 4.1 verwendet.

1.03

Scherwellengeschwindigkeit | ¢s | 200 m/s
Querdehnzahl v |03 -]
Dichte p | 2000 kg/m?
log. Dampfungsdekrement | D | 0,025 [-]
Elastizitdtsmodul FE | 208105 | N/m?
Balkenbreite b | 3,60 m
Fahrgeschwindigkeit 0 m/s
Tabelle 4.1: Parametersatz 1 fiir Beispielrechnungen

1.02

1.01

Stréifenbréite = O.b4 m .
Streifenbreite = 0.08 m -
Streifenbreite = 0.2 m -

Vertikalverschiebung w [m]
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0.94 L L

Vertikalverschiebung w [m]

0.4

1.03

0.6

0.8 1

1.2 14 16 18
y [m]

1.02

1.01

1 ok

‘Streifen‘breite = b.04 m R
Streifenbreite = 0.08 m -
Streifenbreite = 0.2 m -

0.99 r

0.98 -

0.97 +

Vertikalverschiebung w [m]

0.96

0.95 -

0.94 L L

Vertikalverschiebung w [m]

1.4 1.45 15

Abbildung 4.5: Streifenverfahren: Vergleich der Vertikalverschiebungen fiir verschiedene Streifen-
breiten (0.04,0.08,0.2 m) bei einer Frequenz von Q = 10 rad/s fiir die Wellenzahl k, =0 m~".
Uz 50l = 1+ 0 7. Links: Realteil, rechts: Imaginidrteil. Ansicht der halben Balkenbreite (oben)
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und Detailausschnitt am Rand y = [1.4,1.8] (unten)
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Abbildung 4.6: Streifenverfahren: Vergleich der Vertikalverschiebungen fiir verschiedene Streifen-
breiten (0.04,0.08,0.2 m) bei einer Frequenz von = 10 rad/s fiir die Wellenzahl k, = 0 m~".
Uz,s0ll = 1 4 0 4. Links: Realteil, rechts: Imaginérteil. Detailausschnitt y = [0.4, 1.4]
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Abbildung 4.7: Legendre-Polynome: Vergleich der Vertikalverschiebungen fiir verschiedene An-
zahlen von Ansatzfunktionen (oben: 1-6, unten: 4-6) bei einer Frequenz von € = 10 rad/s fiir
die Wellenzahl k, = 0 m~!. Streifenbreite 0.04 m. Uy 501 = 1 4 0 2. Links: Realteil, rechts:
Imaginirteil.
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Abbildung 4.8: Streifenverfahren: Vergleich der Vertikalverschiebungen fiir verschiedene Streifen-
breiten (0.04,0.08,0.2 m) bei einer Frequenz von = 200 rad/s fiir die Wellenzahl &, = 2 m~1.
Uz,s011 = 1 4 0 . Links: Realteil, rechts: Imaginéarteil.
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Abbildung 4.9: Legendre-Polynome: Vergleich der Vertikalverschiebungen fiir verschiedene An-
zahlen von Ansatzfunktionen (1-6) bei einer Frequenz von Q = 200 rad/s fiir die Wellenzahl
k, = 2 m™!. Streifenbreite 0.04 m. Uy 5011 = 1 4 0 . Links: Realteil, rechts: Imaginérteil.
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Abbildung 4.10: Sohlspannungsverteilung unter dem Balken bei Streifenbreiten
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Abbildung 4.11: Sohlspannungsverteilung unter dem Balken bei Streifenbreiten von 0.04 m (ng, =
90) und 0.20 m (ns = 18) und bei Legendre-Polynomen (6 Ansatzfunktionen) bei Q = 200 rad/s
und k, = 2 m~!'. Links: Realteil, rechts: Imaginirteil
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Abbildung 4.12: Streifenverfahren: Vergleich der Fehler fiir verschiedene Streifenbreiten
(0.04,0.08,0.2 m) in Abhdngigkeit der Wellenzahl ky. u, oy = 1+ 0 i. Links: Q = 10 rad/s,
rechts: Q = 200 rad/s.
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Abbildung 4.13: Legendre-Polynome: Vergleich der Fehler fiir eine verschiedene Anzahl von
Ansatzfunktionen bei einer Frequenz von © = 10 rad/s in Abhingigkeit der Wellenzahl k.
Streifenbreite 0.04 m. u, s,y = 1+ 0 7. Links: 1 bis 3 Ansatzfunktionen, rechts: 3 bis 6 Ansatz-
funktionen.
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Abbildung 4.14: Vergleich der Fehler fiir verschiedene Frequenzen fiir Streifenverfahren (links)
und Legendre-Polynome (rechts) in Abhingigkeit der Wellenzahl k,. Streifenbreite 0.04 m.
Uz,s0ll = 140 q.

Die Abbildungen zeigen, dafl sowohl das Streifenverfahren als auch die Anwendung der Legendre-
Polynome gut geeignet ist, die Spannungsverteilung derart anzundhern, daf sich eine konstante
Verformung der Halbraumoberfliche ergibt. Am Rand ist die Anpassung bei beiden Verfah-
ren am schlechtesten. Die Fehler liegen jedoch in beiden Fillen in sehr geringer Gré8enordung

(kleiner 1 %).

Die Sohlspannungsverteilungen stimmen gut iiberein, siehe Abbildungen 4.10 und 4.11. Die
charakteristische starke Zunahme der Spannungen am Rand ist auch bei dynamischer Anregung
gegeben. Die hier numerisch ermittelten Werte sind nur eine Abschitzung.

Fiir das Streifenverfahren ist anzumerken, daf sich das fiir Kollokationsverfahren typische Bild
eines oszillierenden Verschiebungsverlaufes ergibt, sieche Abbildung 4.6, der nur an denjenigen
Punkten, an denen die Forderung aufgestellt wird, auch die Forderung erfiillt. In Hinblick auf
die Fehlerentwicklung (Abbildung 4.12) ergibt sich die zu erwartende Tendenz, daf§ der Fehler
mit zunehmender Streifenzahl abnimmt.

Bei den Legendre-Polynomen zeigen die Abbildungen 4.7, 4.9 und 4.13, daB eine konstante Last-
verteilung unter dem Balken (nur Ansatz von Legendre-Polynom nullten Grades) nicht zu einer
konstanten Verschiebung fiihrt. Die Abweichung von der geforderten Vertikalverschiebung ist
relativ grofl und wird, wie der Vergleich zwischen Abbildung 4.7 und Abbildung 4.9 bei un-
terschiedlichen Abszissen zeigt, mit zunehmender Frequenz noch grofier. Mit steigender Anzahl
von Ansatzfunktionen wird die Anpassung an die im Beispiel gewihlte geforderte Vertikalver-
schiebung wg,; immer besser. Die superponierte Verformung wird allerdings naturgemifl mit
zunehmender Anzahl an Ansatzfunktionen welliger, da die Ansatzfunktionen mit héherem Grad
einen welligeren Verlauf aufweisen. Die absolute und relative Fehlerabnahme bei Verwendung
einer h6heren Anzahl von Legendre-Polynomen nimmt mit der Anzahl der Ansatzfunktionen ab.

Uber die Fehlerentwicklung in Abhingigkeit der Frequenz kann fiir beide Verfahren keine
allgemeingiiltige Aussage getroffen werden, da sich Fehlerverhéltnisse je nach Wellenzahl k5
verdndern, wie die Diagramme in Abbildung 4.14 erkennen lassen.
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Fiir einen weiteren Vergleich werden nun andere Bodenparameter und eine bewegte oszillierende
Last angesetzt. Die Fehlerentwicklung, siehe Abbildung 4.15 wird durch die Fahrgeschwindigkeit
unsymmetrisch beziiglich der Wellenzahl. Auch bei bewegter Last ergibt sich eine sehr gute
Anpassung an die geforderte Verformung; dies zeigt Abbildung 4.16.

Diese Beispielrechnungen wurden mit folgenden Parametern durchgefiihrt:

Scherwellengeschwindigkeit | ¢, | 138,68 m/s
Querdehnzahl v |03 -]
Dichte p | 2000 kg/m®
log. Dampfungsdekrement | D | 0,025 [-]
Elastizitdtsmodul E | 100-10°% | N/m?
Balkenbreite b | 3,60 m
Fahrgeschwindigkeit v | 50 m/s

Tabelle 4.2: Parametersatz 2 fiir Beispielrechnungen
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omega = 200 rad/s
1.5e-05 |- omega = 400 rad/s ---#-- |
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S 1le-05 e
& /

5e-06 -

Wellenzahl k_x [1/m]

Abbildung 4.15: Vergleich der Fehler fiir verschiedene Frequenzen fiir Legendre-Polynome in
Abhédngigkeit der Wellenzahl k. Streifenbreite 0.04 m. u, 5o = 1+ 0 1.

4.3.5 Zusammenfassung

Besonders im Hinblick auf die Halbraumberechnung, siehe folgender Abschnitt, erfordern die
Legendre-Polynome weniger Aufwand. Die Anzahl der verschiedenen Halbraumberechnungen
ist gleich der Anzahl der Ansatzfunktionen. Diese liegt bei den Legendre-Polynomen deutlich
niedriger als beim Streifenverfahren. Der Verlauf der Halbraumverformung ist bei Legendre-
Polynomen glatter als bei Streifenlasten. Die Lastverteilung ist in der Realitdt kontinuierlich, dies
kann nicht durch das Streifenverfahren, aber durch die Legendre-Polynome abgebildet werden.

Aus den genannten Griinden wird im weiteren das Verfahren mit Legendre-Polynomen als An-
satzfunktionen fiir die Spannungsverteilung in Querrichtung angewendet.
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Abbildung 4.16: Vergleich der Vertikalverschiebungen fiir verschiedene Anzahlen von Ansatz-
funktionen (1-6) bei einer Frequenz von Q = 80 rad/s fiir die Wellenzahl k, = 0 m™". Streifen-
breite 0.04 m. u, s,y = 14 0 . Links: Realteil, rechts: Imaginarteil.

4.4 Berechnung der Erschiitterungsausbreitung im Halbraum

Aus der Oberbauberechnung lassen sich mit Gleichung 4.6 die Spannungen berechnen, die auf den
Untergrund wirken. Werden diese Spannungen in einer dynamischen Berechnung aufgebracht, so
kann die Erschiitterungsausbreitung im Halbraum berechnet werden. Mit dem hier verwendeten
Modell erfolgt die Auswertung zweckm&Big im mitbewegten Koordinatensystem, siehe Gl. 4.10.
Eine Umrechnung auf den Zeitverlauf der Erschiitterung an festen Punkten ist einfach.

Die Halbraumsteifigkeiten sind nach 4.4 definiert als

. [ ke, y) dy

kg(ks) =
H( ) az,soll(k'r)

(4.21)

Fiir die Legendre-Polynome gilt allgemein fiir den Lastterm

i=n—1

Z 022 T P2z() . (422)

Aus diesen beiden Beziehungen koénnen die tatsichlich auftretenden Spannungsamplituden
Ci(k.) infolge der tatsichlich auftretenden Vertikalverschiebung des untersten Balkens @, sq¢ (ks
bestimmt werden. In der praktischen Berechnung folgt i, ;¢ (k5) aus der dynamischen Oberbau-
berechnung.

) [0 SiZm Clky) Pai(7) dy _E =0T Cailka) Pai(i) dy
kH(kI) uz,soll(ka:) uz,tflt(kﬂf)

Ci(kz) (4.23)
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Die Spannungsverteilung, die auf den Halbraum wirkt, wird durch p(ks,y)
S ==L Coi(ky) Pai(F) beschrieben.

=0

Die Halbraumberechnung erfolgt fiir jedes Legendre-Polynom einzeln, und die Gesamtantwort
wird durch Superposition bestimmt, da eine Berechnung der Halbraumantwort infolge der Ge-
samtlast numerische Ungenauigkeiten birgt. Die Abtastung der transformierten Verschiebung
muf fiir die Waveletzerlegung aufgrund der Komplexitdt der Lastfunktion duflerst fein erfolgen.
Dies ist trotz des adaptiven Algorithmus von Lieb [Lie97] bei komplizierteren Lastfunktionen
schwierig.

In der praktischen Umsetzung werden die Legendre-Polynome in einzelne Laststreifen 11, (y)
aufgeteilt, die in Lingsrichtung je nach Legendre-Polynom eine unterschiedliche Spannungs-
verteilung C;(k,) aufweisen. Die Ergebnisse werden nun jeweils zur Verschiebungsantwort des
Halbraumes infolge der einzelnen Legendre-Polynome zusammengesetzt, und aus diesen Ergeb-
nissen wird die Gesamtantwort superponiert.

Da nur wenige Legendre-Polynome (bis zu sechs) als Ansatzfunktionen verwendet werden
miissen, ist die Anzahl der Halbraumberechnungen ebenfalls gering. Wiirde das oben beschriebe-
ne Streifenverfahren angewendet, so wiese jeder Streifen eine verschiedene Verteilung der Last in
Léngsrichtung auf. Daher wire es notwendig, fiir jeden Streifen eine Halbraumberechnung durch-
zufithren, was angesichts einer ungefihren Mindestanzahl der Streifen von ca. 40 zu aufwendig
erscheint.

Die Abbildungen 4.17 und 4.18 zeigen die sehr gute Ubereinstimmung der Vertikalverschie-
bung des Balkens auf Halbraumfedern und der Vertikalverschiebung der Halbraumoberfliche
in der Balkenachse. Die Halbraumverschiebung wurde infolge der Last berechnet, die sich fiir
die Summe der einzelnen Legendre-Polynome aus der dynamischen Oberbauberechnung ergibt.
Die Verschiebungen sind jeweils im mit der Last mitbewegten Koordinatensystem berechnet.
Die geringen Abweichungen lassen sich durch die diskrete Abtastung bei der Beriicksichtigung
des Wellenzahlrasters bei der Berechnung der Steifigkeiten und Lasten und insbesondere durch
Rechenungenauigkeiten bei der Halbraumberechnung erkldren.
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Abbildung 4.17: Vergleich der Vertikalverschiebungen eines Balken auf Halbraumfedern und
der Halbraumberechnung infolge zugeh&riger Spannungsverteilung, Links: Realteil, Rechts: Ima-
gindrteil, Beispiel mit Einzellast auf Balken auf Halbraum (v =40 m/s,Q = 100 rad/s).
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Abbildung 4.18: Vergleich der Vertikalverschiebungen eines Balken auf Halbraumfedern und
der Halbraumberechnung infolge zugehoriger Spannungsverteilung, Links: Realteil, Rechts: Ima-
ginirteil, Beispiel mit Einzellast auf Balken auf Halbraum (v =70 m/s, Q = 250 rad/s).

4.5 Beriicksichtigung der Interaktion mit dem Fahrzeug

In diesem Abschnitt sollen die wesentlichen Anderungen fiir die Interaktionsberechnung zwischen
Fahrzeug und Oberbau dargestellt werden, wenn der Oberbau an den Halbraum angekoppelt ist.
In diesem Falle ist der Halbraum im Oberbaumodell durch Halbraumsteifigkeiten reprisentiert,
die fiir die Frequenz w = —Q— vk, berechnet wurden, siehe (4.2). Eine Herleitung wie unter (4.7)
ist hier nicht moglich, da sich die ergebende Integralgleichung aufgrund nicht auftretender Dirac-
Terme nicht vereinfachen l48t. Die Belastung auf den Halbraum muf} also im Nachlauf der
Interaktionsberechnung ermittelt werden.

Die Uberlegungen werden wieder fiir einen Kontaktpunkt und einen einfachen auf dem Halbraum
gebetteten Balken aufgestellt. Die weiteren Uberlegungen fiir Systeme mit mehreren Balken oder
fiir Fahrzeuge mit mehreren Kontaktpunkten gelten analog.

Die Belastung (3.32) und die dynamische Steifigkeit des Radsatzes (3.22) bleiben unverdndert
erhalten. Die Herleitung ist analog der Gleichungen 3.32 bis 3.41.

Durch Einbau der Halbraumsteifigkeiten l;:H(kx,w) indert sich der Differentialoperator des ge-
betteten Balkens (vgl. (3.27) und (4.2)).

Ds(kyp,w) = Elsk? — pw? + kR (ky,w) + i kL (k. w) (4.24)
Die Grundlésung
p(ks, w) kr(w + vky)wr(w + vky)
we (kg w) = = - 4.2
ws ke ) = 1 T ) Ds (k) (4.25)

und die Kontaktbedingung dndern sich formal nicht:

+oo . .
4—12 // ws(ky,w)eFsV e dlk dw = w, () — Aw(t) . (4.26)
m —00
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Die Multiplikation erfolgt jetzt allerdings auf beiden Seiten mit ¥ anstelle von e™** damit die

Kompatibilitit mit den berechneten Halbraumsteifigkeiten zu gewihrleistet wird. Die folgende,
einer Fouriertransformation nach —Q entsprechende Integration fiihrt somit auch auf der rechten
Seite zu veranderten Argumenten.

too . S
%/// ws(kx,w)em““tezmezmdkxdwdt = wpr(—Q) — Aw(—-Q) (4.27)
n —00
Folglich gilt:
1 Foo
o // w5 (ks 0)3(—Q — w — vhy)dhodw = wR(—Q) — Aw(-Q) . (4.28)

Auswerten der Dirac-Distribution und anschliefendes Ausklammern der von k, unabhingigen
Terme fiihrt auf

kr(—Q) Foo dk,, _
- wR(—Q)/OO Dslhmo=—0= k) ~ wr(—Q) — Aw(-Q) . (4.29)

Diese Gleichung kann wieder nach der unbekannten transformierten Verschiebung des Radsatzes
aufgeldst werden

2 Aw(—Q)
wr(—=0Q) = 4.
VR = S T a—0 ) (430)
wobei gilt
+eo dk,
—Q,v) = z : 4.31
a(=4,v) /_Oo Ds(kpyw=—9 — vky) (4.31)
Dies bedeutet, dai der Operator fiir (k,,w = —Q — vk,) ausgewertet werden muf, fiir dasjenige

Argument, fiir das auch die Halbraumsteifigkeiten berechnet wurden. Die Last auf den Halbraum
ergibt sich nun (dem Frequenzanteil —2 zugeordnet) zu

Py, —Q — vky) = ws(ky, —Q — vk kg (kyy, —Q — vky) . (4.32)

Soll eine Berechnung der Verschiebungen des Oberbaues am Fixpunkt durchgefiihrt werden,
so ist es erforderlich, dafl die zweifache Fourierriicktransformation mit Halbraumsteifigkeiten
ausgefithrt wird, die fiir eine Fahrgeschwindigkeit v = 0 ermittelt wurden, da sich der Beobach-
tungspunkt nicht bewegt. Die Berechnung der Verschiebungen des Radsatzes ist allerdings mit
den Halbraumsteifigkeiten im bewegten Koordinatensystem durchzufiihren.



Kapitel 5

Wechselwirkung zwischen
Normalspannungen und
Schubspannungen

Im vorangegangenen Kapitel wurden lediglich Normalspannungen zwischen Tragplatte und Halb-
raum angesetzt. In den folgenden Betrachtungen soll in einer Abschitzung untersucht werden,
inwieweit eine Beschrankung auf Normalspannungen als Niherung zulissig ist.

Zentral ist in diesem Zusammenhang die Uberlegung, daB zu erwarten ist, daB sich der Unter-
grund unter der Tragplatte fast ausschlieBlich vertikal verformen wird. Die Gréfenordnung der
horizontalen Verformungen wird um ein Vielfaches niedriger liegen als die der vertikalen Verfor-
mungen. Dies ist dadurch begriindet, dafi die aufliegende Tragplatte horizontale Verformungen

behindert.

Fiir eine rechnerische Abschédtzung ist daher als Vereinfachung anzunehmen, dafl im Bereich der
Tragplatte keine Verformungen in longitudinaler und in lateraler Richtung an der Halbraum-
oberfliche auftreten.

5.1 Theoretische Betrachtung

In einer vereinfachten theoretischen Voriiberlegung wird der réumliche Fall betrachtet, dafi nur
Vertikalverschiebungen, aber keine Horizontalverschiebungen an der Halbraumoberfliche auf-
treten. Dies bedeutet formal, dafi das Gleichungssystem zur Bestimmung der drei unbekannten
Koeffizienten der Ansatzfunktionen iiber die drei Bedingungen 4, =0, i, = 0 und 6., = —p,
bzw. 6%, = —p,/p aufgestellt wird. Diese drei Bedingungen kénnen durch Riickgriff auf die
Gleichungen fiir die transformierten Verschiebungen (2.14) und die transformierten Spannun-
gen (2.25) des Halbraumes zu einer Matrizengleichung zusammengefafit werden. Die Gleichung
gilt fiir die Oberfliche des Halbraumes mit z = 0, so dafl die Exponentialterme gleich Eins
werden.

70
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Uy 0 ik, 0 Ay A,
i, | = 0 = ik, -2 0 Baa (5.1)
o —pz/ 1 2k% — k2 2iky Ao —2iky Ao By

Losen des Gleichungssystems und Einsetzen in die transformierte Vertikalverschiebung liefert

o . . N P T T
U, = —>\] 142 + —'L]CyBx2 + 'kaByQ = —)\] Hkﬁ + ky )\Zukﬁ + ICI )\Zukﬁ =

(_.\/kg + 2 — k3 R+ k2 - k2 k2 4 kg) B, (5.2)
k2 [k2 + k2 — k2

Fiir den ebenen Fall ohne Behinderung der Horizontalverschiebungen kann Gleichung (2.28)

verwendet werden:

i = pz A1 k2
T (= (2kF = kP 4RI A,) C

(5.3)

Die Betrachtung der Nenner der zwei Ausdriicke zeigt, dafl sich die Unendlichkeitsstelle ver-
schiebt.

Ohne Behinderung der Horizontalverschiebung liegt die Nullstelle des Nenners bei k., =
\/k2+ kZ = kg, also der Rayleighwellenzahl. Bei Behinderung der Horizontalverschiebung er-

gibt sich als Nullstelle k, = (/A2 + k2 = ks, die Scherwellenzahl. Dies bedeutet, daf§ durch die

Forderung, keine Horizontalverschiebungen zuzulassen, zwar die Rayleighwelle blockiert wird,
aber dafiir die Scherwelle verstarkt wird. Eine Reduzierung der Vertikalverschiebungen 1d8t sich
durch eine Behinderung der Horizontalverschiebungen (im gesamten Bereich oder auch nur be-
reichsweise) nicht erwarten, da die Unendlichkeitsstelle die Antwort in beiden Fillen dominiert.

5.2 Numerische Simulation

In der numerischen Simulation soll die theoretische Abschitzung iiberpriift werden. Weiterhin
wird untersucht, inwieweit ein wesentlicher Unterschied fiir die Erschiitterungsausbreitung und
die Verschiebung im Oberbau besteht, wenn im einen Fall ausschliellich Normalspannungen und
daraus resultierende vertikale Verschiebungen betrachtet und im anderen Fall auch horizontale
Verschiebungen und Schubspannungen beriicksichtigt werden. Fiir den Fall der Beriicksichtigung
von Schubspannungen ist fiir die Horizontalverschiebungen von einer Verschiebungsbehinderung
im Bereich der Tragplatte auszugehen.

Als exemplarischer Ansatz wird iiber die Breite der Tragplatte fiir die Normalspannungen (z-
Richtung) und die Schubspannungen in Lingsrichtung (z-Richtung) eine konstante Lastver-
teilung angenommen. Die Schubspannungen in Querrichtung (y-Richtung) werden mit einem
verschrinkten Dreieck angendhert, sieche Abbildung 5.1.
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Abbildung 5.1: Verschiedene Ansatzfunktionen fiir die Lastverteilung in Querrichtung je nach
Lastrichtung

Im Fall der ausschlielichen Beriicksichtigung von Normalspannungen werden die Halbraum-
steifigkeiten mit dem Mittelwert der Vertikalverschiebungen in Querrichtung i, p(k;,y) =

1/b ffé% U (ks, y)dy anstelle von 4,(k;,y = 0) gebildet, siche Gl. (4.4). Anschliefend fiihrt

die Oberbauberechnung auf die auf den Halbraum wirkenden Normalspannungen, die wiederum
zur Berechnung der Erschiitterungsausbreitung verwendet werden.

Bei der gleichzeitigen Beriicksichtigung von Normalspannungen und Schubspannungen ist fiir
jede Wellenzahl in einer zusédtzlichen Berechnung das gegenseitige Verhéltnis der drei Last-
ansatzfunktionen zu bestimmen. Zur Bestimmung der Verhidltniswerte wird gefordert, daf} die
Horizontalverschiebungen im Bereich der aufliegenden Tragplatte ndherungsweise gleich Null
(tz(kz,y) =0, Gy(ks,y) = 0) werden. Die folgenden Schritte zeigen das Verfahren zur Bestim-
mung des Verhiltnisses der Spannungen untereinander. Die Bedingungen werden im Wellenzahl-
raum k; aufgestellt.

Der untere Index z,y, z gibt die Richtung der Verschiebung an, der obere Index die Wirkungs-
richtung der Last p;, py, p., die diese Verschiebung hervorgerufen hat.

WP (kyyy) Crl(kz) + ug‘”(kx, y) Cylke) + ub7 (kpyy) Colkz) = 0400 Vye[—b/2,b/2]
A0 (hay 1) Colha) + 08 (ks 9) Cy )+ 92 (e, 3) Calhy) = 0+0i Yy & [~b/2,b/2)

Da nur zwei Bedingungen vorliegen, kann in diesen Schritten nur das Verhiltnis zwischen den
Koeffizienten ermittelt werden. Daher wird der zur in z-Richtung wirkenden Last geh6rende
Koeffizient C, (k) = 1 + 07 gesetzt.

Cr:Cy:C, = Cp:Cyi1+0i

Die obigen Gleichungen kénnen somit in ein Gleichungssystem zur Bestimmung der modifi-
zierten Koeffizienten C (k) und Cy (k) iiberfiihrt werden. Fiir das Aufstellen des Gleichungs-
sytems wird bei Verwendung jeweils einer Ansatzfunktion der Spannungsverteilung fiir jede
Verschiebungsrichtung eine integrale Gewichtung mit vorgenommen. Fiir die Verschiebung in
Lingsrichtung wird mit dem modifizierten Legendre-Polynom nullten Grades Fy(7) und fiir
die Querrichtung eine Wichtung mit dem modifizierten Legendre-Polynom ersten Grades P (%)
vorgenommen.
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_:{jQPo(y)'a., y)dy f:{,§2 o (9)85" (ks y)dy [@(kr)]_ ;{,ZPO(y)aiz(kx,y)dy
2 _\ ~ 2 _ - 2 —\ APz
S P @)l ey )y [27, PLB) A (k) dy y (kz) Oy PL@) i (ke y)dy

Die Lasten in Quer- und Lingsrichtung fiihren naturgemif auch zu Verschiebungen in vertikaler
Richtung, daher miissen diese bei der Ermittlung der Halbraumsteifigkeiten mit einbezogen
werden. Als mafigebende Verschiebung wird der Durchschnittswert der vertikalen Verschiebung
iiber die Breite angesetzt.

b/2
(k) = S0 e (s, y)dy
E P2 (8 (k) Colha) + 02 (kay ) Cy () + 82 (k) (14 03) ) dy

Aus der Oberbauberechnung unter Beriicksichtigung der Halbraumsteifigkeiten ergeben sich die
Vertikalverschiebungen und daraus folgend die Vertikalspannungen. Dies bedeutet, dafi die Ko-
effizienten C(k;) aus der Oberbauberechnung festliegen. Unter Verwendung des durch (5.4)
bestimmten Verhiltnisses der Lastkoeffizienten C,.(k;) und Cy (k) sind alle Lasteinwirkungen
bestimmt, und das gesamte Verschiebungsfeld kann infolge der in alle drei Raumrichtungen
wirkenden Lasten bestimmt werden. Als Oberbau kommt hier der Balken auf Halbraum zum

(5.5)

Einsatz, der durch eine bewegte oszillierende Einzellast belastet wird.

Fiir die Beispielrechnung wurden die Parameter der Tabelle 5.1 verwendet.

Elastizitidtsmodul Halbraum E | 200-10° N/m?
Querdehnzahl Halbraum v |03 -]
Dichte Halbraum p | 2000 kg/m3
log. Ddmpfungsdekrement Halbraum | D | 0,04 [-]
Biegesteifigkeit Balken FET|2.025-10% | Nm?
Massebelegung Balken @ | 2160 kg/m
Balkenbreite b |3.00 m
Fahrgeschwindigkeit v | 50 m/s

Tabelle 5.1: Parameter fiir Beispielrechnungen

Die Amplituden der Vertikalverschiebung (mit und ohne Behinderung der Querverschiebung)
sind fiir verschiedene Frequenzen fiir zwei verschiedene Entfernungen von der Balkenachse in
Abbildung 5.2 dargestellt. Der Unterschied zwischen den zwei Kurven ist im gesamten unter-
suchten Frequenzbereich gering. Dies dndert sich bei einem Vergleich der Gesamtamplituden

ug = \/ui +uy + u? nur unwesentlich.

Die Abbildung 5.3 zeigt, daB sich die Amplituden der Vertikalverschiebung des Oberbaues eben-
falls bei einer Beriicksichtigung der Horizontalverschiebung nur geringfiigig dndern.

Unter Beriicksichtigung der gezeigten Ergebnisse erscheint es nach Aufassung des Autors als
gerechtfertigt, die Berechnungen auf vertikale Verschiebungen und Normalspannungen zu be-
schrianken. Nahere Untersuchungen erscheinen trotz der obengezeigten ersten Untersuchung er-
forderlich, um hier wirklich allgemeingiiltige Erkenntnisse abzuleiten.
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Abbildung 5.2: Vergleich der Maximalamplituden der Vertikalverschiebung der Halbraumober-

fliche mit und ohne Beriicksichtigung der Querverschiebungsbehinderung in y

y = 32 m im mitbewegten Koordinatensystem.
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Abbildung 5.3: Vergleich der Realteile der Vertikalverschiebungen der Tragplatte mit und ohne
Beriicksichtigung der Querverschiebungsbehinderung fiir 10 Hz (links) und 50 Hz (rechts).



Kapitel 6

Ankoppelung eines Plattenmodelles
an den Halbraum

In diesem Kapitel wird die Tragplatte der Festen Fahrbahn durch eine Platte modelliert. Auf
diese Weise kann der Effekt der Biegung in Querrichtung erfafit werden. Durch diese Betrach-
tungen dndert sich die Vorgehensweise gegeniiber der im vorangegangenen Kapitel geschilderten
dahingehend, dafl sowohl die Verschiebung als auch die Spannungsverteilung in Querrichtung
unbekannt sind und bestimmt werden miissen. Zur Erfiillung der Kompatibilitit mufl der Ver-
schiebungsverlauf der Platte in Querrichtung gleich dem Verschiebungsverlauf des Halbraumes
infolge der Interaktionsspannungen sein. Diese Kompatibilititsbedingung |48t sich erneut im
Wellenzahlraum der Lingsrichtung und im Frequenzraum aufstellen.

Abbildung 6.1: Systemskizze der in Léngsrichtung unendlichen Platte auf dem Halbraum

75
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i Lasten aus
Platte, elastisch
in Querrichtung X (A)berbau (1D)
R Viplkci) ‘ l Blky, @)

]

I nteraktionsspannung IA(kx,y, )

V,QIH (kX,yv a))

dreidimensionaler
Halbraum

Abbildung 6.2: Kopplung eines Plattenmodells mit dem Halbraum in Querrichtung

6.1 Vertikalverschiebung der Platte

6.1.1 Differentialgleichung der Platte

Im ersten Abschnitt wird der Lésungsweg zur Bestimmung der dynamischen Verschiebungen der
Platte in Querrichtung aufgezeigt.

Die Tragplatte der Festen Fahrbahn wird durch eine Platte modelliert. Die Definitionen der
Koordinatenrichtungen und der Schnittgréfien ist in Abbildung 6.3 dargestellt.

Fiir eine dynamisch belastete Platte unter Beriicksichtung der Trigheitswirkung und der Inter-
aktionsspannung mit dem Halbraum lautet die Differentialgleichung

B AAw(z,y,t) + p i(z,y,t) = p(z,y,t) — 1(z,y,1) . (6.1)

In dieser Gleichung ist w die Vertikalverformung der Platte, A steht fiir den Laplaceoperator
A= % + %, p fiir die Masse pro Flicheneinheit und p fiir die duflere Last aus den iiber
der Tragplatte liegenden Oberbaukomponenten. Die Plattenbiegesteifigkeit B ist abhdngig vom
Elastizititsmodul K, der Plattendicke dp und der Querdehnzahl des Materials v. Ks gilt die
folgende Definition:

B
12 (1-0?)
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z Mittelflache

Myx

Abbildung 6.3: Definition der Koordinatenrichtungen, Verschiebungen und Schnittgréfien der
Platte

6.1.2 Kinematik und Schnittgréfien

Das allgemeine Verschiebungsfeld wird durch drei Verschiebungen u, v, w beschrieben, die den
Richtungen z,y, z zugeordnet sind. Dabei beschreiben z und y die Koordinaten in der Platten-
ebene und z die Koordinate senkrecht zur Plattenebene.

Im weiteren wird ausschlieflich Plattenbiegung behandelt; der Fall der Schubdeformation wird
vernachldssigt. Die Annahmen nach der technischen Biegetheorie kénnen in diesem Fall wie folgt
zusammengefafit werden:

Yzze — 0

Y2y = 0
o dw 0w
0z Oz oz
00 0w _ . ov
0z Oy Y

ou Ov
Yoy — (8_y + 8_90)

Fiir die Dehnungen gilt nach [Nad25] in Vektorschreibweise (nach Streichung der Mittelflichen-
dehnungen und Mittelflichengleitungen):

_ _ _’U _ _ u
E= | &y | = T = 22 W : (6.2)
ou ov 4w 4w
Ty oy T ow -z (Bxay + Byax_)

Die Spannungen kénnen durch die Dehnungen ausgedriickt werden als

O 1_Ey2 (S;E-I—ng) %(&‘x%—y@y)
o=| o, | = %(V €x+ey) %(V e +&y) ) (6.3)

B
Ty G Yay 20 +0) 1oy
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Die Biegemomente in der Platte ergeben sich aus der Integration der Spannungen iiber die Dicke
der Platte.

Mg h/2 557 TV
— — _ 2w %w
m = my = /h/ O'Zdz = _B W Z/W (64)
—h/2 2
m 9w
xy (1-v) 525y

Die Querkrifte im Inneren der Platte sind
33w 35w
. R
q:[q’]:—B [ggfj) 9;352] : (6.5)
Iy oy T 5a70y
Am Rand sind die Querkrifte durch die Kirchhoffschen Randscherkréfte zu ersetzen. Diese
beinhalten die Wirkung der aus Schubspannungen entstehenden Drillmomente [Nad25]!.

) )
q :|:QT33:|:_B gx3+(2_y)82:3y2]

9%w 53w
er —8y3 + (2 - l/) 9220y

6.1.3 Transformierte Differentialgleichung

Die Ankoppelung zwischen Platte und Halbraum soll im zweifach transformierten Raum (k,,w)
diskret fiir einzelne Wellenzahlen k, und einzelne Frequenzen w erfolgen. Die Verschiebung setzt
sich bei beliebiger Belastung aus zeitlichen und 6rtlichen Wellen zusammen, die bei linearer
Berechnung superponiert werden kénnen.

In ausfiihrlicher Schreibweise lautet die Differentialgleichung der Platte:

0*w(z,y,t) *w(z,y,t) 0wz, y,t) 0?w(z,y,t)
B( ot T2 o oy Dy )*“ o

=p(z,y,t)— I(z,y,t). (6.7)

Die duflere Belastung bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit v und oszilliert harmonisch
mit der Anregungskreisfrequenz 2. Die Belastung wird durch einen Produktansatz in einen die
Langsrichtung bezeichnenden Anteil und einen Anteil fiir die Querrichtung aufgespalten. Fiir
die Interaktionsspannung gilt die analoge Beziehung.

p(z,y,t) = po(z—vt) py(y) cos(C) (68)
I(z,y,t) = I;(z—vt) I,(y) cos(Qt) (6.9)
Im zweifach transformierten Raum (z o—e k,, t o—e w) gehen diese Beziehungen iiber in
Pz, y,w) = Pulks) py(y) 7(d(w — Q4+ vky) + 6(w + Q+ vky)) (6.10)
f(kx, y,w) = fx(kx) Ly(y) m(6(w — Q4+ vky) + 6(w + Q + vky)) (6.11)

Durch zweifache Fouriertransformation (z o—ek,, t o—ew) ergibt sich die folgende Form der
Differentialgleichung :

0 0% (kg y, 0% (k. y, . A ;
B (K0 (ko) — 2 1G] TOCEID) i, ) = by 1) = b,

(6.12)

'In der zweiten Gleichung ist bei Nadai ein Tippfehler im Exponent der Ableitung.
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Ziel ist nun, die Losung @ (k;, y,w) dieser gewShnlichen Differentialgleichung in y zu finden. Der
Lésungsweg wird anhand des dufleren Lasttterms hergeleitet. Da die Form des Lastterms fiir die
Interaktionsspannung (siehe (6.10)) analog ist, gilt der Lésungsweg somit ebenfalls fiir diese.

2,7 4,0
B (lcf;ﬁ)(kx,y,w) _9 ki(’) w(g;;yyw) + 0 w(g;;?/,“)) —,uwQﬁJ(kx,y,w) —

= po(ks) T(5(w = Q+ vks) + 5w + Q + vk,)) py(y)

Der von k; und w (und den Parametern v und ) abhingige Teil des Lastterms wird als fiir die
Querrichtung konstanter Term F(k,,w) zusammengefaft.

Fky,w) = py(ks) m(6(w — Q+ vky) + 0(w+ Q + vky))

(ks y,w) n Ot (ky,y,w)

0%
4 - 2
B (kxw(kxa y?w) —2 kx ayg 8y4

) - HWQQD(kxa va) = F(kx’w) py(y)
(6.13)

Wird dieser Term zu Eins gesetzt, F'(k;,w) = 1, so kann aus der Differentialgleichung eine
Grundlésung wo(kz, y,w) bestimmt werden. Dies soll im nichsten Abschnitt betrachtet werden.

Die Betrachtung der Fourierriicktransformation in den Originalraum fiihrt infolge der Dirac-
Terme im Lastterm auf wesentliche Vereinfachungen.

Unter Verwendung der Grundldsung 148t sich die Verschiebung im Originalraum anschreiben zu:

’UJ(Q?, Y, t) = 4—711-2 / lz}O(kx’ Y, UJ)F(ICT, w)eikggmeiwt dkT dw = (614)
= 4—711.2 / / lbo(km, Y, w)ﬁm(kr) 77(5((-0 - Q4+ ’ka) + 5((.4) + Q4+ ka))eikzxemt dk, dw

Die Auswertung der Dirac-Distributionen fiihrt auf (vgl. Abschnitt (4.2))

1 [ . .
UJ(:U, Y, t) = E <ﬁ)0(km‘a Y, Q- Ukﬂ")ﬁr(kr) eZ(Q_UkI)t) ezkzx dk:r +
1 o0 . .
L - e N W(—Q—vkg )t\ Likgx
+ I . <w0(kx,y, Q — vky)pe(ks) e )e dkg . (6.15)

Die Exponentialterme kdnnen wie folgt umgeformt werden zu

ez(:tQ—Ukz)tezkzx _ eithezkz(r—Ut) )

Wird nun die Verschiebung im mitbewegten Koordinatensystem ausgewertet, d.h. z = 2 — vt,
so ergibt sich:

1 . o .
w(Z,y,t) = i emt/ o (e, y, Q — vky)py(ky) €527 dke, +
m —00
1 : o0 o
+ - e-mf/ Wo (kg Yy —Q — vk )pp(ky) 7 dk,, . (6.16)
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Die Verschiebung w(z,y,t) ist eine rein reelle Grofe, daher miissen die beiden Integralterme
konjugiert komplexe Gréfien sein. Die Uberlegungen, die bei Gl. (4.10) getroffen wurden, gelten
hier analog.

Daraus folgt, dafi die Grundlésung nur fiir den Fall w = —Q — vk, ermittelt werden mufi. Hier
mufl zur Erhaltung der Kompatibilist mit den Halbraumberechnungen der Anteil berechnet
werden, der der negativen krequenz zugeordnet ist.

6.1.4 Losung der transformierten Differentialgleichung

Die Differentialgleichung fiir @ (£, y,w) soll nun gelést und die Grundlésung g (ky, y, —Q — vk,)
bestimmt werden. Unter diesen Voraussetzungen kann fiir (6.13) geschrieben werden
%o (kyy y, —Q — vky) n Mg (kyy y, — 2 — vky)

Jy? oy?

_H(_Q - Ukr)2'lb0(kma Y, —Q - 'Ukr) = py(y)

Diese Differentialgleichung stellt fiir feste Werte k,, = ko eine Differentialgleichung 4. Ordnung
in y dar. Dies fiihrt dazu, daf§ die Differentialgleichung fiir diskrete Werte von k, analytisch

B kErg(ky,y, —Q — vky) — 2 k2

gelst werden kann.

Werden folgende Abkiirzungen w = W (y) = wo(ks, y, —Q — vk;) und p, = p,(y) eingefiihrt, die
Ableitung d/dy = (') mit einem Strich bezeichnet, fiir k; = kyo und fiir w = —Q — vk, gesetazt,
so fiihrt dies auf die Form

B (kjow — 2k2guw" + w"™) — (= Q = vkz0)’ w =p, . (6.18)

Umsortieren nach der hochsten Ableitung, Division durch B und Zusammenfassen der Koeffizi-
enten ergibt

2
w — Qkfgow” + (kio B p (=9 _ vkz0) ) w— % . (6.19)

Allgemeine Lésung der Differentialgleichung

Fiir diese Differentialgleichung liegt eine analytische Losung nach Rubin [Rub88] vor, bei der
Fallunterscheidungen zu treffen sind. Die bei Rubin angegebene Form, an die hier verwendeten
Bezeichnungen angepafit, lautet:

w" — Kyw" — Kyw = ijaj_f . (6.20)
i=f
Die Lastfunktion ist die f-fache Ableitung eines Polynomes n-ten Grades und setzt sich aus den
Koeffizienten p; und den Funktionen a;(y) zusammen, wobei gilt:

ag =

v = L Wisi (6.21)
1 - i! .
G o= 0 V<0
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Die Losung setzt sich aus der homogenen Lésung wyr und der partikuldren Lésung wp zusammen
und lautet

3 n
w=wy+wp = Zcibi+zpjbj—f+4 . (622)
i=0 i=f
Die b; stellen eindeutige Losungsfunktionen dar und die C; stehen fiir die unbekannten Konstan-
ten, die wiederum durch die unbekannten Anfangsbedingungen (Stelle A, y = 0) ausgedriickt
werden kénnen.

Co = wa (6.23)
Ci = wl

Cy = wy— Kiwy

O3 = wf - Kiw'y

Die Koeffizienten C bis C'3 bzw. die Anfangsbedingungen w4 bis w'} miissen iiber die Einhaltung

der Rand- bzw. Ubergangsbedingungen bestimmt werden.

Anwendung auf die vorliegende Differentialgleichung

Im vorliegenden Fall ergeben sich die bei Rubin verwendeten Koeffizienten Ky und Ky zu
Ky = 2k%, (6.24)
Y (_Q — ka0)2
B

Rubin gibt zwar eine Reihenformel an, bei der keine Fallunterscheidung auf Grund der Koeffizien-
ten zu treffen ist, allerdings fiihrte eine Probeimplementierung zu problematischen Ergebnissen.
Daher werden im weiteren die analytischen Loésungen verwendet, wobei je nach Koeffizienten
eine Fallunterscheidung zu treffen ist.

K, — k2, (6.25)

Die Entscheidung, welcher der Fille zutrifft, ist von K7 und Ky sowie dem mit
1
r= ZK% + Ky
definierten Parameter r abhingig.
Zur Einschrankung der moéglichen Fille kénnen folgende Voriiberlegungen getroffen werden:

Ky =2k2>0

Der statische Sonderfall = 0 wird auf Grund der Halbraumberechnungen iiber die Ann&herung
Q = 0.1 rad/s erfait. Daher ist es nicht méglich, daff gleichzeitig K; = 0 und K5 = 0 werden.
Fiir r gilt fiir das vorliegende Problem:

1 1 (—Q — vky)? p (=92 = vkyo)®

. . )
r:ZR]Q—}—I&g:kiO—}— B -k = B >0

Mit diesen Uberlegungen scheiden bereits sechs der elf bei Rubin aufgefiihrten Fille aus. Es
verbleiben fiinf mégliche Fille fiir die Funktionen b;, die aus Sinus-, Cosinus-, Sinushyperbolicus-
und Cosinushyperbolicustermen aufgebaut sind. Die Lésungsfunktionen sind aus Griinden der
Ubersichtlichkeit im Anhang D dargestellt.
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Transformierte Randbedingungen

Zur Bestimmung der Losung sind die unbekannten Konstanten der homogenen L&sung iiber
die Randbedingungen zu bestimmen. Wie Abbildung 6.2 zeigt, ist bei der Ankoppelung eines
Plattenmodells an den Halbraum die Platte “freischwebend” zu berechnen. Dies bedeutet, dafl
an beiden Enden (y = —b/2 bzw. y = b/2) das Moment und die Randscherkraft in Querrichtung
zu Null werden miissen. Im Originalraum formuliert, gilt somit:

my(z,y=—b/2,t) = my(z,y="56/2,t) = 0 (6.26)
qu(fUay = _b/Qvt) = qry('rv Y= b/Qvt) =0 (627)

In transformierten Koordinaten und unter Beachtung der Tatsache, daf die Lésung im Frequenz-
raum nur fiir w = —Q — vk, erfolgen muf, gilt:

My (ke y = —b/2,0 = —Q — vky) = iy (ks y =b/2,0=-Q —vk;) = 0 (6.28)
Gry(bgyy = =b/2,w=—Q —vky) = ¢y (kp,y = b/2, w0 =-Q —vk;) = 0

Die zweifache Fouriertransformation der allgemeinen Formeln fiir die SchnittgréBen (6.4,6.5,6.6)
fihrt auf Ausdriicke, die von der Verschiebung w abhdngig sind.

2 ~
tny(kpyys0) = —B (8 w(gx;yaw) _ Vkan (ks y7w)>
)

. _ 0wk, y,w) gy 0W(ky,y,w)

Qy(krvva) = -B ( 8:(/'3 - kx 8y (629)
X P (ky, y,w) 0w (ky,y,w)

\ kx — —B T 7 _ 2 _ kz Iy Y

Gry (ke y, @) (—ayg @=v)he —%, = )

Die Gleichungen (6.28) sind nun mit den Beziehungen fiir die transformierten Schnittgréfien in
Abhéngigkeit der transformierten Verschiebung @ zu erfiillen. Als transformierte Verschiebung
wird die allgemeine Lésung aus (6.22) verwendet.

Diese transformierte Verschiebung beinhaltet bei dynamischen Lasten bereits die Wirkung der
Tragheitskrifte. Dies bedeutet, daf§ der freischwebende Balken unter harmonischer Last im dy-
namischen Gleichgewicht steht.
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Losung fiir Legendre-Polynome

Als Ansédtze fiir die zu bestimmende Interaktionsspannung werden wie bei der Ankopplung des
Balkenmodells an den Halbraum Legendre-Polynome verwendet. Da Rubin die Lésung fiir eine
Last angibt, die durch ein beliebiges Polynom beschrieben wird, liegt damit die Ldsung be-
reits vor. Infolge der Eigenschaften der Legendre-Polynome werden diese wieder derart definiert,
dafl das Intervall [—1,1] auf die Plattenbreite abgebildet wird. Somit sind die oben beschrie-
benen Randbedingungen an den Stellen y = —b/2 und y = b/2 zu erfiillen. Der Ursprung des
Koordinatensystems liegt hier in der Mitte der Platte. Die Starrkdrperverschiebung und die
Starrkdrperverdrehung sind in den jeweiligen Losungen bereits erfafit. Die Verschiebung der
Platte infolge eines Legendre-Polynoms des Grades 7 wird mit 'u")]j—;i bezeichnet.

Lésung fiir Einzellasten

Als duflere Belastung aus den iiber der Platte liegenden Oberbaukomponenten werden zwei Ein-
zellasten im Abstand der Schienen angesetzt. In dieser beispielhaften Ableitung wird von einem
zweigleisigen System ausgegangen, bei dem nur auf einer Seite ein Zug fihrt. Die Bestimmung
der Verschiebung der Platte infolge dieser Einzellasten erfordert eine Aufteilung der Platte in
Querrichtung in drei Abschnitte mit zugeordnetem lokalen Koordinatensystem. Eine Umrech-
nung dieser lokalen Koordinaten auf das Koordinatensystem mit dem Ursprung in der Mitte der
Platte ist im Nachlauf der Berechnung erforderlich.

Abbildung 6.4: Einzellasten als dufiere Einwirkung auf der Platte

Fiir die Berechnung wird die Platte im Koordinatenbereich [0, 5] untersucht. Nach Bestimmung
der Losung wird der Koordinatenbereich auf das Intervall [—b/2,5/2] umgerechnet. Der Wert Y;
bezeichnet den Abstand der ersten Einzellast vom linken Plattenrand, der Wert Y5 den Abstand
der zweiten Einzellast vom Plattenrand. Fiir diesen Fall wird die allgemeine Losung (6.22) ab-
schnittsweise angesetzt. Ein partikuldrer Lastterm liegt in den einzelnen Abschnitten nicht vor.
Zur Bestimmung der 3 X 4 = 12 unbekannten Koeffizienten stehen jetzt vier Randbedingun-
gen und 8 Ubergangsbedingungen zur Verfiigung. Der untere Index bezeichnet den jeweiligen
Abschnitt. Die Variablen k, und w entfallen in dieser Darstellung. Die Einzellasten F; und Fy
stehen fiir Streckenlasten, da jede einzelne Losung nur die L.6sung fiir eine bestimmte Wellenzahl
ist.
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myi(y1 =0) = 0
‘]ryl(yl = 0) = 0
wi(yy = Y1) = wa(yz =0)
wi(y1 =Y1) = wh(yz =0)
my (Y1 =Y1) = my(y2 =0)
gi(y1 =Y1) = qu(y2=0)+F
we(y2 = Yo — Y1) = ws(ys =0)
wy(y2 =Ye = Y1) = wi(ys =0)
My2(y2 = Yo = Y1) = mys(ys = 0)
G2(y2=Y2=Y1) = qlys=0)+ F2
mys(ys=5b—-Y2) = 0
Gry3(y3=0b-Yz) = 0

Mit den Konstanten liegt nun die Losung fiir die Verschiebung der Platte infolge der Einzellasten
fest, die im weiteren mit w5 bezeichnet werden soll.

6.1.5 Gesamte Plattenverschiebung

Die gesamte Plattenverschiebung ist die Summe aus der Verschiebung infolge dufierer Belastung
und den Verschiebungen, die sich infolge der Legendre-Polynome ergeben. Dabei ist zu beach-
ten, dafl die Lastkoeffizienten der Legendre-Polynome erst iiber die Kompatibilititsbedingung
bestimmt werden.

wp =bp+ Y C'wp (6.30)

1=0

6.2 Vertikalverschiebung des Halbraumes

Die Vertikalverschiebung der Halbraumoberfliche wird fiir alle Legendre-Polynome separat be-
stimmt.

Die Berechnung erfolgt fiir alle Wellenzahlen k., eine feste Frequenz € und eine feste Geschwin-
digkeit v. Als charakteristische Lastfunktion wird wie in Kapitel 4

P (heyy) = (14 04) Pi(y/(b/2))

verwendet, d.h. fiir alle Wellenzahlen wird in Querrichtung das i-te Legendre-Polynom als
Lastfunktion angesetzt. Die transformierte Vertikalverschiebung wird nach den in Kapitel 2
beschriebenen Rechenwegen bestimmt. Es ergeben sich bei n Legendre-Polynomen als An-
satzfunktionen somit n transformierte Vertikalverschiebungen der Halbraumoberfliche, die als
~Li

i (kzyy,w = —Q — vk,) bezeichnet werden.
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6.3 Kompatibilititsbedingungen

Im Falle der in Querrichtung biegesteifen Platte sind zwei Kompatibilitdtsbedingungen zu
erfiillen. Alle diese Kompatibilitidtsbedingungen werden im transformierten Raum, in (ks,y,w),
aufgestellt und miissen dort erfiillt werden.

e Die Vertikalverformung der Platte soll gleich der Vertikalverformung des Halbraumes sein.
?I]P(kx, Y, (.U) = az (kmv Y, L«J)

e Die Verformung des Halbraumes wird durch dieselbe Interaktionsspannung f(kx, y,w) her-
vorgerufen, die, abgesehen von den dufleren Lasten, auch auf die Platte wirkt.

Das Gleichgewicht zwischen duflerer Last, Interaktionsspannungen und Trigheitskriften ist da-
durch gegeben, dafl jede Belastung der Platte, seien es duflere Lasten oder Interaktionsspan-
nungen, bereits mit den Trigheitskriften im dynamischen Gleichgewicht steht. Somit ist bei
Erfiillung der beiden anderen Bedingungen auch das dynamische Gleichgewicht erfiillt.

Die Gleichung der Verformungskompatibilitdt kann unter Beriicksichtigung der bereits bestimm-
ten Amplituden und den verbleibenden Ansatzfunktionen wie folgt formuliert werden. Die Be-
rechung wird fiir feste k,-Werte sowie fiir eine feste Frequenz w = - — vk, durchgefiihrt. Alle
Groflen sind damit nur noch von der Koordinate in Querrichtung y abhéngig, die aber hier aus
Griinden der Ubersichtlichkeit weggelassen wird.

Wp = i, (6.31)
n—1 ) ' n—1 ' )
= dpt Yy Cwp = Y Chal (6.32)
=0 =0
- Y _C (wp—al) = —dp (6.33)
1=0

Diese Beziehung zeigt, dafl zur Bestimmung der unbekannten Spannungsverteilung n Gleichun-
gen vorliegen und damit n Koeffizienten zu bestimmen sind. Wie im vorherigen Kapitel wird
das dazu erforderliche Gleichungssystem durch Wichtung der Gleichung (6.31) mit n linear
unabhingigen Funktionen und Integration iiber die Querrichtung aufgestellt. Als Wichtungs-
funktionen finden wiederum die Legendre-Polynome nullten bis (n — 1)-ten Grades Verwendung.
Beispielsweise ergibt sich die erste Zeile der Matrix aus der Gleichung

b/2 L(n-1) ~ L(n—1)

(wp ™™ =@ ") Poly/ (b/2)) dy =

b/2
e [ (b - i) Rutw/ /2) dy+ ok 7 [
—b/2 -b/2

b/2
- [k R/ 0/2) dy

—b/2

Mit diesem Vorgehen wird ein lineares Gleichungssystem der Dimension n aufgestellt und fiir alle
ky diskret geldst. Dieses Vorgehen ist identisch dem in Abschnitt 4.3.2 vorgestellten und wird
deshalb nicht erneut beschrieben. Mit diesem Vorgehen sind die Koeffizienten der Legendre-
Polynome in Abhéngigkeit der Wellenzahl £, bestimmt. Die Vertikalverformung und die Inter-
aktionsspannung liegen damit ebenfalls fest.
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6.4 Ankoppelung eines Oberbaumodells an die Platte

Zur Ankoppelung des verbleibenden Oberbaumodells an die Platte auf Halbraum ist ein geeig-
netes Vorgehen zu definieren. Das gekoppelte System Platte auf Halbraum kann, wie auch der
Halbraum selbst, durch eine Steifigkeitsbeziehung beschrieben werden. Diese Steifigkeitsbezie-
hung wird wiederum im zweifach transformierten Raum (k;,w) aufgestellt.

Als dufBlere Lasten werden die in Abschnitt 6.1.4 beschriebenen zwei Einzellasten im Abstand
der zwei befahrenen Schienen angesetzt, dabei kann es sich um ein eingleisiges System oder um
ein zweigleisiges System handeln. Die Einzellasten werden als Einheitslasten im transformierten
Raum (p(ky,w) = Fy = I, = 1) angesetzt. Als maigebende Verschiebung wird der Mittelwert
aus den Verschiebungen unter den beiden Einzellasten definiert. Die Steifigkeitsbeziehung des
Systems Platte auf Halbraum lautet somit:

. 2.1

o (b ) — A i 6.34
P( ) %('w(krayzylaw)+'w(kxvy:Y27w)) ( )

Somit ergibt sich eine Steifigkeitsbeziehung, die analog der Halbraumsteifigkeiten in das Ober-
baumodell eingeht. Bei einem Zweischichtensystem beispielsweise steht der untere Balken im
Balkenmodell fiir die Schwellen und die Tragplatte. Der Halbraum wird iiber die Feder-Dampfer-
Elemente abgebildet. Beim Plattenmodell reprisentiert der untere Balken nur noch die Schwel-
len, die Biegesteifigkeit wird gleich Null gesetzt und die Feder-Dampfer-Elemente stellen das
gekoppelte System Platte auf Halbraum dar, vgl. Abbildung 6.5.

Anwendungsbeispiele zu dieser Beschreibung und Vergleichsrechnungen zwischen Balkenmodell
und Plattenmodell finden sich im folgenden Kapitel. Bei einem zweigleisigen System wird in den
Beispielrechnungen vereinfachend davon ausgegangen, daff das unbelastete Gleis dynamisch nicht
mitwirkt. Eine genauere Modellierung wire gegeben, wenn die Last in einen symmetrischen und
einen antimetrischen Lastanteil aufgespaltet wiirde und diese beide Lastfille getrennt berechnet
wiirden. Die einzelnen Ergebnisse miifiten dann zum Gesamtergebnis superponiert werden.

Schiene Schiene
Zwischenlage % I % |_1|j |_1|j % |_1|j % ! % — Zwischenlage
Schwellen und ____ —— Schwellen
Betontragplatte BB BRI
S ! . Betontragplatte
Untergrund und Untergrund
Balkenmodell Plattenmodell

Abbildung 6.5: Zuordnung der Bauelemente zur mechanischen Modellierung. Links: Balkenmo-
dell, rechts: Plattenmodell



Kapitel 7

Anwendungsbeispiele

In diesem Kapitel werden mit den vorgestellten Modellen Berechnungen fiir Anwendungsbei-
spiele durchgefiihrt. Als Anhaltspunkt fiir Vergleichsrechnungen und zugrundezulegende Para-
meter dient insbesondere der aktuelle Vortrag von Knothe und Yu [KY99], weiterhin die Ar-
beit von Ripke [Rip95] sowie das Informationsblatt der Deutschen Bahn AG zur Teststrecke in
Wagh#usel [Deu96].

Fiir die Modellierung wird ein eingleisiges Zweischichtensystem betrachtet, eine fiktive, aber
dennoch realititsnahe Feste Fahrbahn mit einem festen Verbund zwischen Schwellen und Be-
tontragplatte. Bei der Modellbildung ist zu unterscheiden, ob die Betontragplatte als Balken
oder als Platte modelliert wird. Im Oberbaumodell stellt in beiden Fédllen der obere Balken
beide Schienen dar und die elastische Bettung die Zwischenlagen. Wird die Tragplatte als Bal-
ken modelliert, so wird dies im folgenden als Balkenmodell bezeichnet; bei einer Modellierung
als Platte wird von einem Plattenmodell gesprochen. Die Einwirkungen auf die Betontragplatte
sind in diesem eingleisigen System symmetrisch. Fiir das Plattenmodell wird in Querrichtung
die Achse der Lasteinwirkung (y = £0.70 m) als Referenzachse der Graphiken verwendet.

Im Falle der Balkenmodellierung geht die Biegesteifigkeit und die Massebelegung der Tragplatte
und die Massebelegung der Schwellen in die Parameter des unteren Balkens ein. Die frequenz-
und wellenzahlabhdngigen Steifigkeiten stehen in diesem Fall nur fiir den Untergrund. Bei einer
Plattenmodellierung reprisentieren diese Steifigkeiten das gekoppelte System Platte und Unter-
grund. Der untere Balken im Oberbaumodell bildet nur die Schwellen ab. Durch die modifizierten
Steifigkeiten ist im Oberbaumodell in beiden Féllen das gesamte System abgebildet.

Die Parameter des Fahrzeuges beziehen sich ebenfalls auf das gesamte Fahrzeug, da es infolge
der Untergrundkopplung notwendig ist, die gesamte Breite des Systems zu beriicksichtigen. Eine
Betrachtung einer Hilfte des Systems in Ldngsrichtung, wie hdufig in der Literatur zu finden,
ist bei diesem Vorgehen unzweckmifBig.

In der folgenden Tabelle sind die Parameter fiir die einzelnen Klemente der Festen Fahrbahn fiir
den Standardfall zusammengestellt. Werden abweichende Parameter verwendet, so ist dies bei
den einzelnen Beispielen angegeben.
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7. Anwendungsbeispiele

Elastizitdatsmodul Schiene FEs 2.10- 10" | N/m?
Querschnittsflache Schiene As 7691073 | m?
Fldachentragheitsmoment Schiene Is 3.05e -5 m?
Schubkorrekturfaktor Schiene ks 2.37 -]
Querdehnzahl Schiene Vs 0.3 -]
Dichte Schiene ps 7800 kg/m?
Biegesteifigkeit (2 Schienen) Fls | 12.81-10° | Nm?
Schubsteifigkeit (2 Schienen) GAgs | 524.15-10° | N
Massebelegung (2 Schienen) ps 120 kg/m
Steifigkeit Zwischenlage (Einzelelement) kzw1 | 40-10° N/m
Steifigkeit elastische Bettung Zwischenlage kz,, 1.33-10% N/m*
Diampfung Zwischenlage (Einzelelement) ¢z, 14.8 103 Ns/m
Dampfung elastische Bettung Zwischenlage ¢z, 4.93.10* Ns/m*
Masse Kinzelschwelle MSehw | 305 kg
Massebelegung WSchw | H08.33 kg/m
Elastizititsmodul Platte Ep |3.00-10" | N/m?
Breite Platte bp 3.60 m
Dicke Platte dp 0.30 m
Querdehnzahl Platte vp 0.20 -
Dichte Platte PP 2400 kg/m?
Biegesteifigkeit Elp | 243-10° N m?
Massebelegung wp 2592 kg/m

Tabelle 7.1: Parameter der Festen Fahrbahn (eingleisiges System)

Masse Wagenkasten (1/4 der Gesamtmasse) mw | 10150 kg
Masse Drehgestell (1/2 der Gesamtmasse) mp | 1490 kg
Masse Radsatz (1/1 der Gesamtmasse) mp | 1760 kg
Steifigkeit der Primirfederung (Gesamtsystem) ki | 7.04-10° | N/m
Dimpfung der Primirfederung (Gesamtsystem) e |2.00-10* | Ns/m
Steifigkeit der Sekundirfederung (Gesamtsystem) | ko | 19.44-10° | N/m
Dampfung der Sekundirfederung (Gesamtsystem) | ¢, | 2.40-10* | Ns/m

Tabelle 7.2: Parameter des Fahrzeuges (Modell Schwingerkette)

logarithmisches Ddmpfungsdekrement
Querdehnzahl
Dichte

Scherwellengeschwindigkeit des Halbraumes | ¢,

150 | m/s
0.025 | [-]
0.2 -]
2000 | kg/m?

Tabelle 7.3: Parameter des Untergrundes
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7.1 Vertikalverschiebungen des Oberbaues

Die Anregung des Systems setzt sich aus unendlich vielen Frequenzanteilen bzw. Wellenzahlan-
teilen, die iiber die Fahrgeschwindigkeit auf Anregungsfrequenzen umgerechnet werden kénnen,
zusammen. Besonders dominant sind die Wirkung des bewegten Eigengewichtes und der ersten
Radunrundheiten. Fiir die Beispiele wurden daher als Anregungen das Eigengewicht und die
ersten drei Radunrundheiten gewihlt. Ziel der Beispielrechnungen ist eine Untersuchung cha-
rakteristischer mechanischer Zusammenhdnge und eine Charakterisierung des Systems durch
kennzeichnende Groéflen, wie z.B. die Rezeptanz der Schiene.

Die Fahrgeschwindigkeit betrigt im Standardfall v = 180 km/h = 50 m/s. Aus der For-
mel fiir die Frequenzen der Radunrundheiten f, = nv/(dr) folgen die Anregungsfrequenzen
f1r =17.68 Hz, f, = 35.37 Hz, f3 = 53.05 Hz. Die Amplitude der Radunrundheit wurde mit
A z = 0.025 mm fiir alle Fille mit Ausnahme der Berechnung der Kontaktkraft angesetzt. Kin
Phasenversatz der einzelnen Radunrundheiten wurde beriicksichtigt. Als Fahrzeugmodell wer-
den vier Schwingerketten verwendet, deren gegenseitige Abstinde (z = 0, 2.5, 7.4 und 9.9 m)
zwei benachbarten Drehgestellen zweier benachbarter Wagen zuzuordnen sind.

Die Abbildungen 7.1 und 7.2 zeigen die Amplituden der Vertikalverschiebung der Schiene und
der Tragplatte im mitbewegten Koordinatensystem. Ein Vergleich zwischen den Berechnungen
des Balkenmodells und des Plattenmodells zeigt nur geringfiigige Unterschiede.
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Abbildung 7.1: Amplituden der Vertikalverschiebungen der Schiene und der Tragplatte (Balken-
modell), Anregung durch statische Uberfahrt und die ersten drei Radunrundheiten
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Abbildung 7.2: Vergleich der Amplituden der Vertikalverschiebungen der Schiene und der Trag-
platte bei Verwendung eines Balkenmodells und eines Plattenmodells; oben: Schienenverschie-
bungen, unten: Verschiebungen der Tragplatte; links: jeweils statische Uberfahrt, rechts: jeweils
Anregung durch 3. Radunrundheit
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Abbildung 7.3: Vergleich des Realteils der Biegelinie der Tragplatte in Langsrichtung fiir Plat-
tenmitte, Angriffspunkt der Last und Plattenrand; links: Anregung durch 1. Radunrundheit,
rechts: 3. Radunrundheit
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Abbildung 7.4: Vertikalverschiebung der Platte fiir verschiedene Stellen in Lingsrichtung
(z = =9.5,—1.0,2.5 m); links: Realteil, rechts: Imaginérteil

Der Vergleich der Biegelinien, dargestellt in Abbildung 7.3, und die Betrachtung einiger aus-
gewdhlter Querschnitte, sieche Abbildung 7.4, zeigen die deutliche Querbiegung der Platte. Die
Verschiebungen des Plattenrandes weisen einen nicht zu vernachldssigenden Unterschied zu den
Verschiebungen in Plattenmitte und am Lastangriffspunkt auf. Diese Relativverschiebungen er-
geben sich hier im Modell natiirlich auch bedingt aus dem Ansatz von zwei Kinzellasten in
Querrichtung. Wiirde hier eine verteilte Last angesetzt, so fiihrt dies sicherlich zu geringeren
Querbiegeeffekten.
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Abbildung 7.5: Frequenzspektrum der Amplituden der Vertikalverschiebung der Schiene (links)
und der Schwinggeschwindigkeiten (rechts) am Fixpunkt z = 0 infolge der statischen Uberfahrt
und der ersten drei Radunrundheiten (diskrete Auswertung, Af =1 Hz).
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Abbildung 7.6: Frequenzspektrum der Amplituden der Vertikalverschiebung der Schiene am
Fixpunkt z = 0 infolge der ersten drei Radunrundheiten (diskrete Auswertung, Af =1 Hz).
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Abbildung 7.7: Vergleich des Frequenzspektrums der Schwinggeschwindigkeiten der Schiene in-
folge der Uberfahrt einer Schwingerkette und vier Schwingerketten mit der 3. Radunrundheit
(diskrete Auswertung, Af =1 Hz).

Besonders relevant ist die Betrachtung der Frequenzspektren am Fixpunkt. Fiir Vergleiche mit
Messungen am Oberbau oder im Untergrund ist die ortsfeste Betrachtung die einzig mogliche.
Die Biegelinien der Schiene im mitbewegten Koordinatensystem werden auf den Zeitverlauf der
Vertikalverschiebungen am Fixpunkt umgerechnet, und durch Fouriertransformation wird das
zugehorige Frequenzspektrum gebildet. Das Spektrum der Verschiebungen, siehe Abbildung 7.5,
wird durch das bewegte Eigengewicht dominiert, das bei der gegebenen Fahrgeschwindigkeit
von 180 km/h einen Einfluff bis ca. 20 Hz aufweist. Das Spektrum der Schwinggeschwindig-
keiten wird hingegen, zumindest in den hoéherfrequenten Bereichen, von den Radunrundheiten
bestimmt.

Der bemerkenswerteste Effekt ist die Frequenzaufspaltung der einzelnen Anregungen infolge
bewegter oszillierender Lasten. Dieser Effekt wurde von Trommer [Tro00] ausfiihrlich unter-
sucht und ebenfalls von Auersch [Aue88b] erwdhnt. Diese Frequenzaufspaltung fiihrt dazu, dafl
keine klare Zuordnung zwischen Auswertungsfrequenzen und Anregungsfrequenzen méglich ist,
da sich jede Anregungsfrequenz auf ein Band von Auswertefrequenzen auswirkt. Beispielsweise
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wirkt sich die dritte Radunrundheit mit einer Anregungsfrequenz von f3 = 53.05 Hz auf den
Frequenzbereich von ca. 10 — 100 Hz aus, vgl. Abbildung 7.6. Eine deutliche Spitze bei der
jeweiligen Anregungsfrequenz ist ebenfalls nicht mehr festzustellen.

Verstdrkend fiihrt die dynamische Interaktion zwischen Radsatz und Schiene zu einer weite-
ren Problematik. Bei einer Auswertefrequenz von z.B. 20 Hz ist bei gleicher Amplitude der
Storung der Einflul der 1. Radunrundheit genauso grofl wie der der dritten Radunrundheit,
obwohl deren Anregungsfrequenz deutlich weiter entfernt liegt (sieche Abbildung 7.6). Dieser Ef-
fekt ist in der deutlich hoheren Kontaktkraft (vgl. Abbildung 7.12) begriindet, die sich fiir die
dritte Radunrundheit ergibt. Aus einem gemessenen Frequenzspektrum lassen sich infolge der
Frequenzaufspaltung die einzelnen Anregungen nur sehr schwierig den einzelnen Anregungen
zuordnen.

Abbildung 7.7 zeigt den Einflul der Anzahl der beriicksichtigten Achsen. Werden vier Achsen
angesetzt, so ergibt sich ein deutlich welligeres Spektrum als bei einer Achse. Bei vier Achsen
ist die Anregung durch den Achsabstand und den Drehgestellabstand enthalten, die Wagenwie-
derholung ist vernachlissigt. Wird diese ebenfalls im Fahrzeugmodell beriicksichtigt, wird sich
noch eine leichte Steigerung der Welligkeit des Spektrums ergeben.
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Abbildung 7.8: Normierte Vertikalverschiebungen in Abhéngigkeit der bezogenen Fahrgeschwin-
digkeit infolge statischer Uberfahrt; Vergleich fiir verschiedene Achsanzahl (links) und verschie-
dene Scherwellengeschwindigkeiten (rechts)

Die Fahrgeschwindigkeit besitzt einen signifikanten Einfluf auf die maximal auftretenden Ver-
schiebungen im Oberbau. Die grofiten Amplituden ergeben sich bei einer Fahrgeschwindigkeit,
die im Bereich der Rayleighwellengeschwindigkeit liegt, vgl. Abbildung 7.8. Fiir diese Betrach-
tung wird ausschlieflich das bewegte Figengewicht angesetzt. Wird als Lastbild nur eine Achse
betrachtet, so ergeben sich deutlich geringere Vergrofierungsfaktoren als bei vier Achsen, die
zwei aufeinanderfolgenden Drehgestellen zugeordnet sind. Auflerdem liegt im Fall einer Achse
der Maximalwert etwas unter der Rayleighwellengeschwindigkeit, bei vier Achsen genau bei der
Rayleighwellengeschwindigkeit.

Bei deutlicher Erhshung der Scherwellengeschwindigkeit sind zwei Effekte zu beobachten. Zum
einen wird der maximale Vergr6Berungsfaktor kleiner, zum anderen ist die Abnahme des Ver-
groflerungsfaktors bei Geschwindigkeiten, die iiber der Rayleighwellengeschwindigkeit liegen, ge-
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ringer als bei einer niedrigereren Scherwellengeschwindigkeit des Untergrundes. Der erste Effekt
158t sich durch die grofiere Versteifung des Oberbaues bei den absolut héheren Geschwindigkei-
ten erkldren. In die Ddmpfungsterme der Zwischenlage und die Masseterme der Schiene und der
Tragplatte geht die Absolutgeschwindigkeit ein. Wird diese erh&ht, so ergibt sich eine Versteifung
des Oberbaues. Der zweite Effekt kann vom Autor derzeit nicht erkldrt werden.

Die insgesamt recht niedrigen Vergrofierungsfaktoren lassen sich durch die grofie Biegesteifigkeit
der Tragplatte erkldren, in diesem Fall kénnen keine auflergewthnlich grofien Vertikalverschie-
bungen auftreten.

7.2 Rezeptanz der Schiene
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Abbildung 7.9: Rezeptanz der Schiene fiir Scherwellengeschwindigkeiten des Untergrundes von
cs = 70,150,300 m/s (Balkenmodell). Links: Bereich von 0 — 500 H z, rechts: Detailausschnitt
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Abbildung 7.10: Vergleich der Rezeptanz der Schiene bei Verwendung eines Balkenmodells und
eines Plattenmodells fiir die Scherwellengeschwindigkeiten von ¢, = 70 m/s (links) und ¢, =

150 m/s (rechts)
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Die Rezeptanz der Schiene wurde mit einem Balkenmodell und einem Plattenmodell fiir verschie-
dene Scherwellengeschwindigkeiten des Untergrundes berechnet. Die Rezeptanz der Schiene ist
definiert als diejenige Vertikalverschiebung der Schiene, die sich unter einer harmonischen (be-
wegten) Einzellast von 1 N auf einer Einzelschiene ergibt.

Die Ergebnisse der Rezeptanzberechnungen zeigen eine UberhShungsstelle des Oberbaues bei ca.
160 H z, unabhingig von der Scherwellengeschwindigkeit des Untergrundes. Diese Uberhdhung
ist einer gegenldufigen Bewegung von Schiene und Tragplatte zuzuordnen. Ein Einflufl des Unter-
grundes ist nur im niederfrequenten Bereich unter 100 H z festzustellen, ein signifikanter Kinfluf3
ist sogar erst unter 20 H z zu bemerken.

Mafigebend fiir die Rezeptanz der Schiene ist fast ausschlieilich die Zwischenlage. Zu dieser Fest-
stellung kommen auch Knothe und Yu [KY99], deren Ergebnisse hier bestitigt werden konnten.
Dort wird auch der Einflufl einer steiferen und einer stirker gedimpften Zwischenplatte un-
tersucht. Es treten in beiden Fillen die vom Einmassenschwinger her bekannten Effekte auf.
Eine Versteifung fiihrt zu einer Erhdhung der Resonanzfrequenz, und eine Erhhung der Damp-
fung fiithrt zu einer Reduzierung der Maximalamplitude der Resonanzstelle, ohne deren Lage im
Frequenzbereich nennenswert zu verschieben.

Infolge der im vorliegenden Modell kontinuierlichen Lagerung der Schiene auf der Zwischen-
platte ist es nicht moglich, den hochfrequenten Effekt der Pinned-Pinned-Mode bei ca. 900 H z
abzubilden.

Abbildung 7.10 zeigt den sehr geringen Unterschied zwischen einem Balkenmodell und einem
Plattenmodell; fiir die Berechnung der Rezeptanz ist ein Balkenmodell ausreichend.

Der Kehrwert der Rezeptanz stellt die Steifigkeit des Oberbaues fiir die dynamische Interaktions-
berechnung zwischen Radsatz und Schiene dar. In Abbildung 7.8 ist abzulesen, ab welchem
Verhiltnis zwischen Fahrgeschwindigkeit und Rayleighwellengeschwindigkeit diese Steifigkeit im
bewegten Koordinatensystem berechnet werden sollte. Falls die Fahrgeschwindigkeit mehr als
60% der Rayleighwellengeschwindigkeit betrigt, wiirde der Fehler groier als 15%. Diese An-
merkung bezieht sich auf Modelle, bei denen die Kontaktkraft bei einer Fahrgeschwindigkeit
gleich Null ermittelt wird. Bei der vorliegenden Modellierung wird die Kontaktkraft immer im
bewegten Koordinatensystem berechnet, eine Berechnung im unbewegten ist ebenfalls méglich.
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7.3 Rezeptanz der Platte
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Abbildung 7.11: Rezeptanz der Platte fiir Scherwellengeschwindigkeiten des Untergrundes von
cs = 70,150,300 m/s (oben links, Balkenmodell) und Vergleich der Rezeptanz der Platte bei Ver-
wendung eines Balkenmodells und eines Plattenmodells fiir die einzelnen Scherwellengeschwin-
digkeiten (Reduzierter Frequenzbereich bei den Vergleichen)

Die Rezeptanz der Platte liegt von der Groflenordnung deutlich unter der Rezeptanz der Schiene,
ungefihr um den Faktor 10. Definiert ist die Rezeptanz der Platte als diejenige Vertikalverschie-
bung der Platte in der Achse der Lasteinwirkung, die sich unter einer harmonischen (bewegten)
Einzellast von 1 N auf dem gesamten Oberbau ergibt. Die Rezeptanz der Platte ist im Be-
reich unter 200 Hz stark von den Eigenschaften des Untergrundes abhdngig. Die Unterschiede
zwischen der Anwendung des Balkenmodells und der Anwendung des Plattenmodells ist, wie
Abbildung 7.11 darstellt, gering.
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7.4 Kontaktkraft zwischen Schiene und Radsatz

c7§= 70 ﬁ\/s, \" = 50 m)s, Balf(en Piatte, cLs: 7d m/s, \) =50 Hn/s
50000 c_s=150 m/s, v = 50 m/s, Balken --------- 4 50000 Balken, c_s= 150 m/s, v =50 m/s - 4
c_s=300 m/s, v =50 m/s, Balken -

40000 40000
Z Z
&= &=
© 30000 - S 30000 -
= =
p =
8 8
c c
€ 20000 - £ 20000 -

10000 10000

0 . . . . . . . . . 0 . . . . . . . . .
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Frequenz [Hz] Frequenz [Hz]

Abbildung 7.12: Links: Kontaktkraft zwischen Schiene und Radsatz fiir Scherwellengeschwindig-
keiten des Untergrundes von ¢, = 70, 150,300 m/s bei einer Vertikalstérung von Az = 0.1 mm =
konst. Rechts: Vergleich der Kontaktkraft bei Verwendung eines Balkenmodells und eines Plat-
tenmodells bei ¢ = 150 m/s

Abbildung 7.12 zeigt den Verlauf der Kontaktkraft zwischen Radsatz und Schiene in Abhingig-
keit der Anregungsfrequenz, wobei die Kontaktkraft auf eine Schiene bezogen ist. Uber den
gesamten Frequenzbereich wurde eine konstante Irregularitit von Az = 0.1 mm angesetzt.

Die starke Abhédngigkeit der Kontaktkraft von der Frequenz ist in der dynamischen Interaktion
mit dem Fahrzeug begriindet. Die Rezeptanz der Schiene weist bei ca. 50 Hz ein Minimum
auf (vgl. Abb. 7.9), d.h. die Steifigkeit des Oberbaues ist hier eher hoch, daher ergibt sich bei

gleichem Differenzweg zwischen Radsatz und Schiene eine h6here Kontaktkraft.

Aus diesem Grund wird auch die dritte Radunrundheit in den Frequenzspektren in Abbildung 7.6
besonders dominant, da die hohe Normalkraft zu hohen Vertikalverschiebungen im Oberbau
fiihrt.

Fiir eine weitergehende Untersuchung der Normalkraft bietet sich als Perspektive an, eine Kon-
taktfeder zwischen Radsatz und Schiene einzufiihren und eventuell auch die Radsatzelasitzitit
zu beriicksichtigen.

Auch fiir die Normalkraft ist, bedingt durch den geringen Unterschied in der Schienenrezeptanz,
die Differenz zwischen Balkenmodell und Plattenmodell klein.
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7.5 Erschiitterungsausbreitung
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Abbildung 7.13: Transformiertes Verschiebungsfeld der Halbraumoberfliche (y = 0 m) infolge
des Legendre-Polynoms nullten Grades (jeweils links) und transformierte Vertikalspannungen
des Legendre-Polynoms nullten Grades (jeweils rechts) im Wellenzahlbereich fiir verschiedene
Anregungsfrequenzen (f; = 17.68 Hz, oben; f3 = 53.05 Hz, unten)

Die Oberbauberechnung liefert die transformierten Spannungsverteilungen der einzelnen
Legendre-Polynome. Werden diese als Belastung auf den Halbraum aufgebracht, so kann die
Erschiitterungsausbreitung infolge der einzelnen Anregungsfrequenzen getrennt bestimmt wer-
den. Die Abbildung 7.13 zeigt auf der rechten Seite die Spannungsverteilung im transformier-
ten Raum des ersten Legendre-Polynoms fiir zwei verschiedene Anregungsfrequenzen. Aus den
beiden Verteilungen laft sich deutlich die “Filterwirkung” der Festen Fahrbahn erkennen, die
hauptsichlich durch die Tragplatte bedingt ist. Es werden, unabhingig von der Anregungsfre-
quenz, fast nur Wellenzahlen im Bereich von &, € [—2, 2] angeregt. Durch die hohe Biegesteifig-
keit der Platte in Verbindung mit der versteifenden Wirkung der hohen Masse kdnnen sich in der
Tragplatte kurzwellige Anteile nur in sehr geringem MafBle ausbilden. Dies fiihrt in der Konse-
quenz dazu, dafl bei Frequenzen, deren Rayleighwellenzahl auflierhalb des angeregten Bereiches
liegt, eine deutliche Reduzierung der Erschiitterungsausbreitung auftritt, vgl. Abbildung 7.13
(links). Die unsymmetrische Verteilung der Rayleighwellenzahl, die durch die scharfen Spitzen
gekennzeichnet ist, ist durch die Fahrgeschwindigkeit bedingt.
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Ueberfahrt statische Achslasten, v =50 m/s
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Abbildung 7.14: Verschiebungsfeld der Halbraumoberfliche infolge der statischen Uberfahrt
zweier Drehgestelle, Realteil
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Abbildung 7.15: Verschiebungsfeld der Halbraumoberfliche infolge der 1. Radunrundheit bei
vier Achsen, Imagin&rteil
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f=53.05Hz, v=50 m/s
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Abbildung 7.16: Verschiebungsfeld der Halbraumoberfliche infolge der 3. Radunrundheit bei
vier Achsen, Imagin&rteil

Die drei Abbildungen 7.14 bis 7.16 zeigen Momentaufnahmen des Verschiebungsfeldes der Halb-
raumoberfliche fiir die statische Uberfahrt und die Anregung durch die 1. bzw. 3. Radunrund-
heit. Die statische Uberfahrt ruft keine ausgezeichneten Wellenausbreitungsvorgige hervor, da
die Anregungsfrequenz gleich Null ist. Der dynamische Effekt besteht hier ausschliellich in der
Bewegung der Last. Die harmonischen Anregungen durch die Radunrundheiten fiihren zu ausge-
pragter Wellenfortpflanzung im Untergrund. Die Nulldurchgidnge des Verschiebungsfeldes zeigen
sehr gut den Doppler-Effekt. Zwischen der Last und einem Punkt, auf den die Last sich zube-
wegt, sind die Wellenldngen kiirzer als zwischen der Last und einem Punkt, von dem sich die
Last wegbewegt.

Das Amplitudenspektrum des Untergrundes, siehe Abbildung 7.17, zeigt eine Aufspaltung der
Frequenzen auf einen (jeweils) kleineren Frequenzbereich als das Amplitudenspektrum der Schie-

ne, vgl. Abbildungen 7.5 und 7.6.

Fiir verschiedene Entfernungen dndert sich der qualitative Verlauf des Spektrums kaum, dies

belegen die zwei Vergleiche in Abbildung 7.18.

Der Vergleich zwischen dem Balkenmodell und dem Schienenmodell zeigt, dafi nur fiir hohere
Anregungsfrequenzen signifikante Unterschiede auftreten. Wihrend sich fiir die Anregung mit
der ersten Radunrundheit nahezu identische Spektren ergeben, sind bei der Anregung mit der
dritten Radunrundheit doch Unterschiede in den Spitzenwerten von ca. 20 % festzustellen. Fiir
hohere Frequenzen ergibt sich offenbar in der Platte eine Dynamik in Querrichtung, die zu
starkeren Anregungen des Untergrundes fiihrt.
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Abbildung 7.17: Amplitudenspektrum der
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Abbildung 7.18: Vergleich des Amplitudenspektrums der Schwinggeschwindigkeiten infolge der
1. Radunrundheit (links) und der 3. Radunrundheit (rechts) in den Entfernungen y = 0, 10,20 m
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Abbildung 7.19: Vergleich des Amplitudenspektrums der Schwinggeschwindigkeiten infolge der
1. Radunrundheit (links) und der 3. Radunrundheit (rechts) fiir Balkenmodell und Plattenmodell
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7.6 Zweigleisiger Oberbau - Plattenmodell

Exemplarisch sollen hier die Vertikalverschiebungen der Tragplatte bei einem zweigleisigen Ober-
bau berechnet werden. Hierbei wird von einer iiber beide Gleise durchgehenden Tragplatte ausge-
gangen. Die gegeniiber Tabelle 7.1 verdnderten Parameter sind in Tabelle 7.4 zusammengestellt.
Fiir die dynamische Berechnung des Oberbaues wird die ganze Tragplatte angesetzt. Vereinfa-
chend wird angenommen, dafi nur das Gleis dynamisch wirkt, auf dem das Fahrzeug fihrt. Aus
diesem Grund werden im Oberbaumodell nur die Parameter eines einzelnen Gleises angesetzt.
Die Fahrgeschwindigkeit betrigt v = 50 m/s = 180 km/h.

Breite Platte bp |9.00 m
Dicke Platte dp | 0.40 m
Biegesteifigkeit | ETp | 1440 -10% | Nm?
Massebelegung | pp | 8640 kg/m

Tabelle 7.4: Parameter der Festen Fahrbahn (zweigleisiges System)

1. Radunrundheit, f = 17.68 Hz
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Abbildung 7.20: Verschiebungsfeld der Tragplatte beim zweigleisigen Oberbau infolge der 1. Rad-
unrundheit, 1 Schwingerkette, Imaginérteil
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7.6. Zweigleisiger Oberbau - Plattenmodell

3. Radunrundheit, f = 53.05 Hz
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Abbildung 7.21: Verschiebungsfeld der Tragplatte beim zweigleisigen Oberbau infolge der 3. Rad-

unrundheit, 1 Schwingerkette, Imagindrteil

Aus den Abbildungen 7.20 und 7.21 ist ersichtlich, daf§ die Welligkeit der Vertikalverschiebung

bei der hoheren Anregungsfrequenz grofier ist. Dies 1d8t sich durch die verstirkte Anregung

vom Betrag her gréfierer Wellenzahlen (kiirzerer Wellenlidngen) erkliren. Der Verschiebungsver-
lauf nimmt allerdings in Lingsrichtung stirker ab. Dies ist in der stirkeren “Dampfung” der

groBeren Wellenzahlen und der hheren Frequenzen begriindet und 138t sich sowohl auf den Bie-

gesteifigkeitsanteil und die Massentriagheit der Platte als auch auf die stdrkere Dampfung des

Halbraumes zuriickfiihren.



Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

Das entwickelte Simulationsmodell ermdglicht eine umfassende dynamische Berechnung des
Oberbausystems Feste Fahrbahn. Das Fahrzeug, die gesamte Oberbaustruktur und der Unter-
grund sind im Modell enthalten. Fiir alle diese Komponenten kénnen Verschiebungen, Schwing-
geschwindigkeiten, Beschleunigungen und Kraftwirkungen bestimmt werden.

Besonderer Schwerpunkt wurde auf die korrekte Erfassung der dynamischen Interaktionsbezie-
hungen gelegt. Die Kontaktkraft zwischen Radsatz und Schiene wird durch Ubergang auf das
mitbewegte Koordinatensystem derart berechnet, daf§ die Gleislagefehler bzw. die Rauhigkei-
ten und der Oberbau selbst ortsfest sind, wohingegen das Fahrzeug und die Radunrundheiten
bewegt sind. Die Kopplung der Achsen iiber die Schiene und {iber die Drehgestelle ist erfaft
sowie die dynamischen Effekte im Oberbau, die sich durch die Bewegung der Last ergeben. Die
Interaktionsspannung zwischen Tragplatte des Oberbaues und dem Untergrund wurde durch
den Ansatz von Legendre-Polynomen angendhert. Dieses Vorgehen hat sich als sehr zweckmifig
fiir das gesamte Vorgehen erwiesen. Die Tragplatte wurde in einer Modellierung als Balken mo-
delliert, so dafl in Querrichtung eine konstante Verschiebung der Halbraumoberfliche unter der
Tragplatte auftritt. Als Alternative wurde die Tragplatte als elastische Platte modelliert. Diese
Abbildung ist mechanisch korrekter, die Rechenzeit steigt dabei nur unwesentlich an.

Der Aufwand an Rechenzeit ist fiir die Berechnung des Oberbaues inklusive der Berechnung
der Halbraumsteifigkeiten gering. Die Berechnung einer Frequenz dauert auf einem Pentium 111
Rechner ca. 5 Minuten. Die Berechnung der Erschiitterungsausbreitung ist allerdings deutlich
aufwendiger. Infolge der hohen Anzahl an zu ermittelnden Auswertepunkten miissen hier Re-
chenzeiten von ca. 3 Stunden angesetzt werden. Dies ist besonders von dem gewiinschten Wer-
tebereich und der Anzahl der verwendeten Legendre-Polynome abhéngig.

Mit dem Modell ist es méglich, unterschiedlichste charakteristische Effekte qualitativ und quanti-
tativ nachzubilden. Schienen- und Plattenrezeptanzen kénnen bestimmt werden, Parameterstu-
dien fiir Zwischenlagen und andere Oberbauelemente sind méglich. Als kritische Geschwindigkeit
des Oberbaues konnte erwartungsgemifl die Rayleighwellengeschwindigkeit des Untergrundes
festgestellt werden.

Das Losungsverfahren im Frequenz- und Wellenzahlraum erméglicht eine gute dynamische Ein-
sicht in die einzelnen Anregungsmechanismen und Effekte. Durch die Betrachtung im Frequenz-
bereich kann z.B. die Dominanz der dritten Radunrundheit gegeniiber den anderen Radunrund-
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heiten erkldrt werden. Die Analyse im Wellenzahlraum liefert Erkenntnisse dariiber, bei welchen
Frequenzen welche Wellen angeregt werden, dies ist besonders hilfreich bei der Beurteilung der
Erschiitterungsausbreitung.

Insbesondere bei der Modellierung der Tragplatte liegt hier ein entscheidender Vorteil gegeniiber
einer Finite Element Modellierung. Durch die Formulierung im Wellenzahlraum werden alle
Wellenzahlen erfafit, bei den FE Ansdtzen nur diejenigen Wellenzahlen, die in den Ansitzen
enthalten sind bzw. von diesen abgebildet werden kénnen. Um kurzwellige Anteile mit einem
Finite Element Modell abbilden zu kdnnen, ist eine besonders feine Rasterung erforderlich.
AuBerdem wird die unendliche Ausdehnung der Platte bei der vorliegenden Modellierung korrekt
erfafit, dies ist durch die rdumliche Begrenztheit des FE Rasters nicht méglich. Weiterhin ist
beim vorliegenden Ansatz die Stetigkeit des Biegespannungsverlaufes in der Platte gewéhrleistet,
was fiir die Bestimmung der Beanspruchungen vorteilhaft ist.

Das vorliegende Modell stellt somit ein leistungsfahiges Hilfsmittel zur Analyse und Progno-
se des dynamischen Verhaltens der Festen Fahrbahn dar. Die Modellbildung kann an einigen
Stellen noch verfeinert werden, z.B. durch Beriicksichtigung eines elastischen Radsatzes. Im
vorliegenden Modell sind bereits alle wesentlichen Grundlagen beschrieben und enthalten. Mit
dem Simulationsmodell kénnen auf einfache Weise und kostengiinstig Konstruktionsalternativen
auf ihr dynamisches Verhalten untersucht werden. Zu beachten ist selbstverstdndlich, daff das
Gesamtsystem Fahrzeug-Fahrweg neben optimiertem dynamischem Verhalten noch eine Reihe
verschiedener Ziele erfiillen soll, wie z.B. optimierte und kostengiinstige Bauausfiihrung. Die ver-
schiedenen Ziele konnen durchaus konkurrierend sein, daher ist es Aufgabe der konstruierenden
Ingenieure, eine insgesamt optimierte Konstruktion zu entwickeln.

Die Berechnungsergebnisse sind Berechnungsergebnisse der Kurzzeitdynamik. Diese kénnten als
Grundlage fiir eine dynamische oder quasistatische Langzeitberechnung des Gesamtsystems oder
einzelner Teilsysteme, wie z.B. dem Untergrund, dienen.

Detaillierte Kurzzeitmodelle wie das vorliegende stellen momentan den Stand der Forschung
im Hinblick auf Simulationsmodelle fiir die Eisenbahniiberfahrt dar. Die Herausforderung fiir
zukiinftige Forschung besteht darin, Modelle zu entwickeln, die in der Lage sind, die Entwicklung
des Langzeitverhaltens zutreffend zu simulieren. Dies kdnnten entweder nichtlineare Gesamtmo-
delle sein oder getrennte Modelle in Verbindung mit Modellen der Kurzzeitdynamik.

Diese weitreichenderen Simulationsmodelle kdnnen dann den Eisenbahngesellschaften helfen, den
Fahrweg in Kombination mit dem Fahrzeug derart auszulegen, dafl sie den Eisenbahnverkehr
mit weniger Unterhaltsaufwand und damit wirtschaftlicher abwickeln kénnen.
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Anhang A

Fouriertransformation

A.1 Definition

Fourierhintransformation

Die einfache Fourier-Hin-Transformation (kurz auch Fouriertransformation oder F'T, engl.: direct
Fourier transform) wird mit dem Symbol o—e bezeichnet und ist definiert als:

o0

flko)= [ flz) e ™" da . (A1)

—00

Fourierrucktransformation

Die einfache Fourier-Riick-Transformation (auch inverse Fouriertransformation oder FRT, engl.:
inverse Fourier transform) wird mit dem Symbol e—o bezeichnet und ist definiert zu:

1 o0

f2) = 5- Flky) e dky . (A.2)

—00

Transformierte Grofien werden mit einem Dach () gekennzeichnet.

A.2 Rechenregeln

Multiplikation - Faltung

Eine Faltung wird mit dem Symbol * bezeichnet und ist definiert durch die Rechenvorschrift

f(2) * g(z) = / T g(e -6 de (A.3)

o0

Eine Multiplikation in einem der beiden Rédume fiithrt auf eine Faltung im anderen Raum.
f(z)-g(z) o—e —ﬂ Fhks) * (k) (A.4)
o—e  f(ks) - g(ks)
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Differentiation
d" o on f
Tt (@) o—e (i ks)" flks) (A.6)
dr . o
L fh) o (=i 2)f(2) (A7)
dkn
Mafistabsdnderung/Dilatation
f(es) S (2 (%)
ax) o—e — f|— .
o] © \ a
5 1 /s
flaks) oo 1 (5) (A.9)
Verschiebung/Translation
fx=b) o—e f(ky) e k= (A.10)
flky —b) o—o f(z)e®” (A.11)
(A.12)
Kombinierte Dilatation - Translation
Voo (ke vk,
flaz —b) = f(a(x — b/a)) o—e al f o )¢ Rz fa (A.13)
r 1 T\ ibz/a
flaky —b) e—o Tal (a>e (A.14)
A.3 Ausgewihlte Funktionen
Dirac-Distribution
Die Dirac-0-Distribution wird iiblicherweise (siche [Dud97]) definiert durch
| =) $(@) da = 7o) (A.15)

o0

und geht durch Fouriertransformation iiber in den Wert Eins.

§(z)o—e1

(A.16)
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Rechteckdistribution

Die Reckteckdistribution kann durch zwei entgegengesetzte Heaviside-Distributionen (Einheits-

sprungfunktion, bezeichnet mit H) beschrieben werden.

sin(aky)
ke

H(z+a)— H(z—a)o—e 2 (A.17)

Sinusfunktion

sin(Qt)o—e i1 (d(w+ Q) —d(w—NQ)) (A.18)

Cosinusfunktion

cos(Qt) o—e 7w (w4 Q) + d(w — Q) (A.19)



Anhang B

Legendre - Polynome

Die Definition der Legendre-Polynome ist Bronstein [BS89] entnommen:

1 4 .
Po(z) = 2m 1 W(ﬂfQ -1 (B.1)

Py(z) = 1 (B.2)

Die Legendre-Polynome sind zueinander orthogonale Funktionen im Intervall [—1, 1].

| @ e i {ig o (1.3

Im Hinblick auf die Verwendung der Legendre-Polynome als Ansatzfunktionen der Lastverteilung
unter der Tragplatte der Breite b werden die Legendre-Polynome in skalierter Form verwendet,
so dafl am Rand der Platte (+b/2) als Absolutwert Eins auftritt. Die Substitution z = y/(b/2)
fithrt auf die folgenden Ausdriicke:

Po(y) = 1
Pi(y) = 2%
2
y 1
Py) = 61)_2_5
3
Ply) = 205533
4 2
Y Y 3
P4(y) = 70[)__ 5b—z+§
5 3
Y Y 15 y
Piy) = 25235 ~T0 35+ — 7
_ y° y* 105 y2 5
Poly) = 924 55 =315 10+ =~ 15— ¢
7 5 3
Yy y» 315 y° 35y
Prly) = 3432 5 — 13865+ =~ 55 — = ¢

119



120 B. Legendre - Polynome

Ps(y) = 128703;—:—6006 z—2+32ﬂ %—2—5 Z—j+%

Poly) = 48620 Z—z ~ 25740 ‘Z—:Jr 90209 Z—: - 11455 ‘Z—z %5 .

Pio(y) = 184756 %—109395%—2+@ i—j—% Z—j 3;% Z—j—%
Pu(y) = 705432 ZTT — 461890 Z—:+ 109395 Z—:— 454%4512_2 % Z—Z’ - % B

Die Legendre-Polynome weisen zwei weitere charakteristische Merkmale auf. Die Resultierende
aller Polynome mit einem Grad gréfier gleich Eins ist gleich Null. Das einzige Polynom, das ein
resultierendes Moment aufweist, ist das erste Polynom.

b/2 b fallsn=0
/ P(y) dy = { (B.4)
—b/2 0 ,sonst
b/2 ip?2 falls n=1
/ Puy)ydy = {6 (B.5)
—b/2 0 , sonst

In die Losung der transformierten Verschiebungen infolge harmonischer Lasten geht direkt
die nach den Ortskoordinaten transformierte Belastungsfunktion ein. Werden die Legendre-

Polynome als iiber die Breite der Platte beschrinkt angesetzt!, so kénnen die fouriertrans-
formierten Funktionen (y o—e k,) wie folgt geschrieben werden:

sin <lky b)
- . 2
Po(ky) =2 Tk

I (—4sin (% ky b> + 2ky bcos (%ky b>>
Py (ky)

bk,

1 1
(26 ky* — 24)sin <§ky b) + 12ky b cos (5 kyb)
- b2k,

1 1
Pa(ky) =1 (( —24 b7 k,” 4 240 ) sin (5 ky b) + (2% k,® — 120 ky b ) cos (5 ky b)) [(67 k)

) (1
Py(ky) = <( 2% ky* — 36057 ky? + 3360 ) sin (5 ky b)

1
+ (4063 k,® — 1680 ky b)) cos (5 k, b>> J(b* k%)

!
Ps(ky) =1 (( —60b* ky* + 672067 k,” — 60480 ) sin (5 ky b)

+ (2% k,” — 8407k, 4 30240 ky b ) cos (% k, b)) J(b°k,°)

'Dies entspricht einer Multiplikation mit H(y + b/2) — H(y — b/2).
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1
Ps(ky) = <( 26%k,° — 1680 6% k,* + 151200 6% k,” — 1330560 ) sin (5 k, b)
1
+ (84 6% k,® — 201605 k> + 665280 ky b ) cos <§ ky b)) /(5 k)

e
Pr(ky) =1 (( —1126° k,® 4 50400 b* k,* — 3991680 b% k,* + 34594560 ) sin <§ k, b)

+ (267 k" — 302465k, + 554400 b k> — 17297280 ky b ) cos (% ky b))
/(b7 k%)

Py(ky) = ((2 b® ky® — 5040 b° ky® + 1663200 b* ky* — 121080960 b2 ky*

1
+ 1037836800) sin (E bky> +

(14407 ky” — 110880 b° ky® + 17297280 b> ky® — 518918400 b ky )
cos (% bky)) /(b® ky®)

Po(ky) =T ((—180 b3 ky® + 221760 b° ky® — 60540480 b* ky* + 4151347200 b* ky®

1
— 35286451200) sin (5 bky) + (26° ky® — 792007 ky”

+ 4324320 b° ky® — 605404800 b ky® + 17643225600 b ky)
cos <% b ky)) /( b ky'® )
Pro(ky) = ((2 b'0ky'® — 11880 b% ky® + 10090080 b° ky® — 2421619200 b* ky*

1
+ 158789030400 b ky? — 1340885145600 sin <§ bky) +
(220 6° ky” — 41184067 ky” + 181621440 b° ky®
1
— 23524300800 b° ky” + 670442572800 b ky) cos (5 b k;,)) /(10

kyll )

Pri(ky) =T ((—264 b0 ky'® 4 720720 6% ky® — 484323840 b° ky°

+ 105859353600 b* ky* — 6704425728000 b2 ky®

+ 56317176115200) sin G bky) + (26" ky't — 17160 b° ky®
+ 2162160057 ky” — 8233505280 b° ky® + 1005663859200 b> ky*
— 28158588057600 b ky) cos (% bky>> /(b ky'?)



Anhang C

Erweiterte Differentialgleichung des
elastisch gebetteten Balkens

Qe ™ o+

(T l)M+dM
dx

f uwadx
f cwdx

f kwdx
\-—(QIV'\'/’B dx

M

Abbildung C.1: Differentielles Balkenelement auf elastischer Bettung

Zunichst wird ein differentielles Balkenelement gemiss Abbildung C.1 freigeschnitten und die
Beziehungen fiir Gleichgewicht (C.1, C.2), Kinematik (C.3) und Stoffgesetz (C.4, C.5) in den
Variablen wp (Durchbiegung infolge Biegemoment) und wg (Durchbiegung infolge Querkraft)
angeschrieben:

—Q(z, 1)+ pAi (2, 1) + cio(z, 1) + kw(z, t) = p(z,t) (C.1)
Q(z,1) = M'(,1) + plivpg(w, 1) (C.2)

w(e,t) = wp(z,t) + wo(z,1) (C.3)

M(z,t) = —FlTwpg(z,t) (C.4)

Qa,1) = GAguly(a, 1) (C.5)
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Daraus folgt die Differentialgleichung

ET pl ...
un et - _ Y
B (a,1) = p1" o, ) + pATi(2,1) = g (0,0) + g o, )]+
EI _, pl ...
+elw(z, 1) aag" ( 7t)+@w($7t)]+
Kl pl . _
+k[w(z,1) aag " ( at)+GTw($at)]—
ET

1
_ " s

Die zweifach fouriertransformierte Form (z o—e k,,t o—ew) lautet:

(kBT — kR + (—prAl +iwep + kp) (14 kg1 + Kgr1)Jwi (ke w) —
—[(iwep +kp) (1 + kg1 + kigri)]wa(ke, @) = [1+ K1 + kgr]p(ks, @)

(C.7)

In dieser Form sind die Einfliisse der Schubverformung (@), der Rotationstrigheit (R) und
die gegenseitige Beeinflussung zwischen Schubverformung und Rotationstrigheit (QR) durch

folgende Faktoren beschrieben:

EL
= k2
o "GAgn
Kp1 = kinph
_ 2 ph
feR = TY G

Werden diese Faktoren zu Null gesetzt, so folgt wieder die Form, in der nur die Biegesteifigkeit

und die Massentrigheit beriicksichtigt ist.

Eine Kopplung der so beschriebenen Balken zu einem Oberbaumodell ist wieder ohne weitere

Probleme entsprechend der in Kapitel 3 gezeigten Vorgehensweise moglich.



Anhang D

Losungen der Differentialgleichung
4. Ordnung nach Rubin

In dieser Darstellung wird die leicht modifizierte Schreibweise dieser Arbeit verwendet. Die
Lésungen sind Rubin [Rub88] entnommen.

Hier sollen die moéglichen Losungen der Differentialgleichung

w" — Kjw" — Kyw = ijaj_f (D.1)
=f

zusammengestellt werden. Die Lastfunktion setzt sich aus den Koeffizienten p; und den Funk-
tionen «;(y) zusammen, wobei gilt:

a =1, aiz%‘v’i>1, a;i=0Vi<1. (D.2)

Die Losung ist die Summe aus der homogenen L&ésung wg und der partikuldren Lésung wp.
3 n
w=wyg+ wp = ZCibi + ijbj_f+4 (D.3)

Die b; stellen eindeutige Losungsfunktionen dar und die C; stehen fiir die unbekannten Konstan-
ten, die wiederum durch die unbekannten Anfangsbedingungen (Stelle A, y = 0) ausgedriickt
werden kénnen.

' 1 R 1 o
C():UJA, C’lzwA, C’g:wA—KlwA, C3ZwA—K1'wA (D4)

Durch Betrachtung der beim vorliegenden Problem speziellen Konstanten K; und K9 und des
von Rubin definierten Zusatzparameters

1,
kénnen die bei Rubin mit C, E, I, F1, H, | bezeichneten Fille entfallen.
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Es verbleiben noch fiinf Losungen, die im folgenden zusammengestellt sind.

Fall A: K, = beliebig, Ky > 0, r = beliebig

F=yvr+ir  g=yvr-5

2 cosh fy+g? cos sinh fy+g sin cosh fy—cos
bo = f fy+g 9y by = f fy+tgsingy by = fy 9y

2/r 2/r - 2

bjva=g;(bj — aj — Kibjya) V¥j 20

Fall A1l: Ky =0, Ky >0, r=beliebig

f=VEK:

bO — cosh fy2+cos fy bl __ sinh fy+sin fy bo = cosh fy—cos fy b3 _

2f 2= 212

bja =gy (bj —aj — Kibjya) V¥j 20

Fall B: K; >0, K;<0, 7r>0

F=y5+yr  g= G-y

bO — 2 cosh fy—g? cosh gy bl — fsinh fy—gsinh gy bg __ cosh fy—cosh gy

2/r 2\/r - NG

bjya =gy (bj —a; — Kibjya) V¥j 20

Fall D: K; >0, K;<0, r=0

— K
1=

. sosh fy+ L sinh i
bo = cosh fy + fQ—ysmh fy by = y cos fy2f sinh fy by = ysgl;lfy

bjva = g5 (bj — aj = Kibjy2) Vj >0

Fall G: Ky, >0, Ko=0, r = beliebig
7= VE
bg = cosh fy by = %

bjsz = 7=(bj —a;) Vi >0

% sinh fy— 13 sin gy

b3: 2\/;

sinh fy—sin fy
2f3

% sinh fy— % sinh gy

by = —

ycosh fy— % sinh fy
2f2

bs =
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