
Wavelet-Galerkin-Methoden zur Berechnung

elektromagnetischer Felder im Zeitbereich

Martin Aidam





Lehrstuhl f�ur Hochfrequenztechnik der Technischen Universit�at M�unchen

Wavelet-Galerkin-Methoden zur Berechnung

elektromagnetischer Felder im Zeitbereich

Martin Aidam

Vollst�andiger Abdruck der von der Fakult�at f�ur Elektrotechnik und Informations-
technik der Technischen Universit�at M�unchen zur Erlangung des akademischen
Grades eines

Doktor-Ingenieurs

genehmigten Dissertation.

Vorsitzender: Univ.-Prof. Dr.techn. J.A. Nossek
Pr�ufer der Dissertation: 1. Univ.-Prof. Dr.techn. P. Russer

2. Prof. Doct.Ing. W.J.R. Hoefer, Univ. of Victoria,
Victoria/Kanada

Die Dissertation wurde am 24. August 1999 bei der Technischen Universit�at
M�unchen eingereicht und durch die Fakult�at f�ur Elektrotechnik und Informations-
technik am 20. Dezember 1999 angenommen.



iv



Vorwort

Die vorliegende Arbeit entstand w�ahrend meiner T�atigkeit am Lehrstuhl
f�ur Hochfrequenztechnik der Technischen Universit�at M�unchen. An dieser Stelle
m�ochte ich die Gelegenheit ergreifen, Herrn Prof. Dr. techn. Peter Russer zu dan-
ken, der diese Arbeit erm�oglicht hat, nicht zuletzt weil er mich �uberzeugte, Berlin
den R�ucken zu kehren und mich neuen Problemen zuzuwenden, die in M�unchen
darauf warteten, von mir in Angri� genommen zu werden.

Der Siemens AG gilt mein besonderer Dank f�ur die Gew�ahrung eines Ernst-
von-Siemens-Stipendiums. Insbesondere danke ich Herrn Dr. Gross und Frau Fehn
f�ur die freundliche Betreuung und Herrn Dr. L. Treitinger f�ur seine Unterst�utzung
und seinen Rat.

Nicht unerw�ahnt m�ochte ich Frau Prof. L.P.B. Katehis Engagement lassen, die
mir einen dreiw�ochigen Studienaufenthalt an den Radiation Labs der University
of Michigan erm�oglichte, der mich schlie�lich sozusagen mit Wavelets in�zierte.

Wie immer, wenn man mit Rechnern zu tun hat, spielen die Systemadmini-
stratoren eine zentrale Rolle f�ur die Arbeit. F�ur ihren Einsatz, Rechnerprobleme
unverz�uglich zu beheben, W�unschen nach Software nachzukommen und ihre Ge-
duld m�ochte ich Herrn Dipl.-Ing. Bertram Isele, Frau Dipl.-Ing. Dorothee Schobert
und Herrn Dipl.-Ing. Tobias Mangold herzlich danken. Herrn Mangold m�ochte ich
auch f�ur all seine hilfreichen Ratschl�age zur Programmierung danken, ohne die
ich sicher so manche Stunde mehr am Rechner zugebracht h�atte.

Danken m�ochte ich auch all meinen Freunden, die mich unterst�utzt haben,
und ganz besonders Christiane Bolt.

Reutlingen, im August 1999

v



vi VORWORT



Inhaltsverzeichnis

Kapitel 1. Einleitung 1

Kapitel 2. Darstellung der Prinzipien 5
1. Gewinnung von Di�erenzengleichungen 5
2. Wavelets 11
3. Zeitintegration 22

Kapitel 3. Stand der Forschung 23

Kapitel 4. Waveletbasierte Multiskalenverfahren 31
1. Vorbetrachtung 31
2. Modellproblem 36
3. Biorthogonale B-Spline-Wavelets 38
4. Berechnung der EntwicklungskoeÆzienten 48
5. R�aumliche Diskretisierung 51
6. Funktions- und Integralwerte verfeinerbarer Funktionen 56
7. Zeitintegration 60
8. Implementierungsaspekte 68

Kapitel 5. Dispersionsanalyse 71
1. Analytische Dispersionsrelation 72
2. Vorbetrachtungen 73
3. Lineare Mehrschrittverfahren 77
4. Energieerhaltende Mehrschrittverfahren 82
5. Pr�adiktor-Korrektor-Verfahren 85
6. Runge-Kutta-Verfahren 91
7. Anmerkungen zu MRTD 95

Kapitel 6. Numerische Experimente 99
1. Waveletverfahren mit zeitlichen Zentraldi�erenzen 99
2. Verfahren h�oherer Ordnung 104
3. Performancevergleich zweier Implementierungen: Nur

Skalierungsfunktionen|Skalierungsfunktionen und Wavelets 108

vii



viii INHALTSVERZEICHNIS

Kapitel 7. Ausblicke 111
1. Maxwellsche Gleichungen 111
2. Allgemeine Gebiete 114
3. Dispersionsanalyse 115
4. Integrationsverfahren 117
5. Statische Gitterverfeinerung mit Wavelets 118

Kapitel 8. Zusammenfassung 121

Literaturverzeichnis 125

Anhang A. Runge-Kutta-Verfahren 129

Anhang B. Di�erenzenoperatoren 137



KAPITEL 1

Einleitung

Im Laufe der letzten drei Jahrzehnte haben sich unter den raumdiskretisieren-
den numerischen Verfahren im Zeitbereich zur Approximation elektromagnetischer
Felder f�ur Probleme der Hochfrequenz- und Mikrowellentechnik haupts�achlich �ni-
te Di�erenzen (FDTD) und die Transmission Line Matrixmethode (TLM) durch-
gesetzt. Die Entwicklung von FDTD geht zur�uck auf eine Arbeit von Yee (1966),
in der ein neuartiges Gitter vorgeschlagen wurde, das sich als besonders vorteilhaft
erwies. Es handelt sich um ein gesta�eltes Gitter, bei dem in einem Gitterpunkt
lediglich eine Feldkomponente de�niert ist. Einen sehr guten und umfassenden
�Uberblick �uber FDTD verscha�t z.B. das Buch von Ta
ove (1995). Einen ganz
anderen Ansatz verfolgt TLM, die auf einer Arbeit von Johns & Beurle (1971)
basiert. Darin wird ein Algorithmus zur L�osung zweidimensionaler Streuprobleme
vorgeschlagen, der nicht auf einer Diskretisierung der zugrundeliegenden partiel-
len Di�erentialgleichung beruht, sondern die Ausbreitung der elektromagnetischen
Wellen durch die Ausbreitung von Pulsen auf einem Gitter oder eben einer Ma-
trix von Leitungen beschreibt. In der Folge wurde der Ansatz auf dreidimensionale
Probleme erweitert, an krummlinige Gitter angepa�t und sogar auf andere Glei-
chungstypen �ubertragen. Eine ausgezeichnete �Ubersicht �uber die Entwicklung bis
1985 gibt der Artikel von Hoefer (1985).

Trotz dieser langen Entwicklungszeit der Algorithmen und der enormen Lei-
stungssteigerung der Computer ist es aber auch heute noch eine Herausforderung,
das elektromagnetische Verhalten etwas komplizierterer Geometrien vorherzusa-
gen. Die elektromagnetische Simulation kompletter MMICs etwa �uberfordert je-
den existierenden Rechner und Algorithmus. Aber auch einzelne Bauelemente, wie
planare Spulen oder Transformatoren, oder auch Geh�ausedurchf�uhrungen bereiten
immer wieder Probleme beim Versuch, sie zu charakterisieren.

Um die Menge der l�osbaren Probleme zu vergr�o�ern, gibt es viele Ans�atze.
Eine M�oglichkeit ist der Einsatz von Parallelrechnern. Ein eindrucksvolles Bei-
spiel wurde k�urzlich auf der ACES 99 von Andersson & Ledfelt (1999) mit der
Berechnung des Feldes einer Dipolantenne eines Flugzeugs gegeben, wobei FDTD
mit einer Milliarde Zellen benutzt wurden. Andere M�oglichkeiten sind z.B. die
Verwendung von Di�erenzenoperatoren mit einer h�oheren Konvergenzordnung
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2 1. EINLEITUNG

(Young, Gaitonde & Shang 1997) und die lokale Gitterverfeinerung (Thoma &
Weiland 1996).

Anfang der achtziger Jahre wurden die Grundsteine dessen gelegt, was heu-
te Wavelets genannt wird. Wavelets k�onnen als Basisfunktionen zur Darstellung
von Funktionen benutzt werden. Sie erm�oglichen eine Zeit-Frequenzanalyse �ahn-
lich einer gefensterten Fouriertransformation (Kaiser 1994). Durch diese Zeit-
Frequenzanalyse wird es m�oglich, Daten zu komprimieren, d.h. eine Funktion wird
durch eine m�oglichst wenig abweichende approximiert, die aber zur Beschreibung
viel weniger KoeÆzienten ben�otigt. Dies wird erreicht, indem man die zu approxi-
mierende Funktion wavelettransformiert und anschlie�end alle hinreichend kleinen
EntwicklungskoeÆzienten zu Null setzt. Vor allem in der Datenkompression von
Bildern wird dies angewandt. Am bekanntesten ist die Verwendung waveletbasier-
ter Kompressionsverfahren bei der Kodierung von Fingerabdr�ucken beim FBI in
den USA (

"
Wavelet Scalar Quantization (WSQ)\ standardisiert in: ANSI/NIST-

CLS 1-1993).
Bei der numerischen Feldberechnung wurden Wavelets zun�achst bei Inte-

gralgleichungsmethoden im Frequenzbereich verwendet. Vereinfachend gesprochen
stellt man die Matrix wie gewohnt auf, f�uhrt dann eine Wavelettransformation
durch und ersetzt kleine Matrixeintr�age durch Nullen. Man kann dies sehr gut mit
der Kompression von Bildern vergleichen, wobei das Bild hier durch die Matrixein-
tr�age gegeben ist. Man erh�alt so statt einer vollbesetzten Matrix eine schwach-
besetzte, so da� das Gleichungssystem besser l�osbar ist. Insbesondere l�a�t sich
durch eine einfache Vorkonditionierung der komprimierten Matrix eine Verkleine-
rung der Konditionszahl und damit eine Erh�ohung der Genauigkeit der L�osung
erreichen und bei iterativen Gleichungsl�osern zus�atzlich die notwendige Anzahl
der Iterationsschritte verringern. Oberschmidt & Jacob (1998) berichten von ei-
ner Rechenzeitersparnis insgesamt von etwa 66-75% gegen�uber der konventionellen
Implementierung.

Krumpholz & Katehi (1996) untersuchten die M�oglichkeit der Verwendung
von Wavelets als Entwicklungsfunktionen in der Momentenmethode angewandt
auf die Maxwellschen Gleichungen im Zeitbereich. Ihre Ergebnisse waren sehr
vielversprechend, die Rede war von einer Reduktion der Anzahl der Unbekannten
um zwei Gr�o�enordnungen und der Rechenzeit um eine.

In dieser Arbeit wird der Versuch unternommen, eine Antwort auf die Frage,
welche Vorteile bieten Wavelets bei der L�osung elektromagnetischer Probleme im
Zeitbereich, zu �nden. Oder anders formuliert: Haben waveletbasierte Methoden
das Potential, FDTD und TLM als dominierende Verfahren abzul�osen?

Hierzu werden zun�achst in Kapitel 2 die grundlegenden Prinzipien zusam-
mengestellt, um dann in Kapitel 3 �uber den Stand der Forschung zu berichten.
In Kapitel 4 werden ganze Klassen von waveletbasierten Multiskalenverfahren
entwickelt. Ihre Dispersionseigenschaften werden in Kapitel 5 untersucht. Diese
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Untersuchung f�uhrte zur Entwicklung von neuen energieerhaltenden zeitlichen In-
tegrationsverfahren. Numerische Ergebnisse der Algorithmen werden in Kapitel 6
pr�asentiert. Anschlie�end werden in Kapitel 7 einige Ausblicke gegeben, was noch
zu tun ist, um Wavelets zur L�osung praktischer Probleme e�ektiv einsetzen zu
k�onnen. Abschlie�end folgt die Zusammenfassung in Kapitel 8.
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KAPITEL 2

Darstellung der Prinzipien

Zun�achst sollen einige f�ur diese Arbeit grundlegende und das Verst�andnis der
folgenden Kapitel notwendige Prinzipien erl�autert werden. Dieses Kapitel gliedert
sich in drei Abschnitte.

Im ersten werden zwei Grundmethoden zur Diskretisierung partieller Di�e-
rentialgleichungen beschrieben. Ziel ist es, Begri�e zu kl�aren sowie Unterschiede
und Gemeinsamkeiten der Verfahren herauszuarbeiten. Dies ist notwendig, um
prinzipielle Unterschiede zwischen der von Werthen (1998) und der von Krump-
holz & Katehi (1996) vorgeschlagenen Vorgehensweisen zu verstehen.

Danach werden Wavelets und einige ihrer Eigenschaften beleuchtet, um dem
Leser ein Grundverst�andnis zu vermitteln. Besonderer Wert wird hierbei auf die
Tatsache gelegt, da� f�ur lineare Operatoren die diskreten Gleichungen, die ent-
stehen, wenn man nur Skalierungsfunktionen benutzt, und die, wenn man sowohl
Skalierungsfunktionen als auch Wavelets benutzt, �aquivalent sind. Das bedeutet,
man hat zwei Wege, um zu genau demselben1 Ergebnis zu kommen.

Der letzte Abschnitt stellt den Unterschied, den es macht, wenn man erst die
zeitliche und dann die r�aumliche Diskretisierung vornimmt, oder wenn man erst
die r�aumliche und dann die zeitliche durchf�uhrt, heraus. Im Grunde ist die Rei-
henfolge vertauschbar. Zun�achst jedoch r�aumlich zu diskretisieren erleichtert nach
Ansicht des Autors die Entwicklung von Verfahren h�oherer Konvergenzordnung
erheblich.

1. Gewinnung von Di�erenzengleichungen

Leider sind die Maxwellschen Gleichungen nur f�ur recht wenige praktische
Probleme analytisch l�osbar. Man sucht daher die Gleichungen numerisch zu l�osen.
Numerisch hei�t hier, da� die partiellen Di�erentialgleichungen durch Di�erenzen-
gleichungen zwischen endlich vielen Freiheitsgraden approximiert werden. Diese
Di�erenzengleichungen werden algorithmisiert und auf Computern implementiert.
Es gibt nun verschiedene Wege, zu diesen Di�erenzengleichungen zu gelangen.

Einer besteht darin, sich auf eine endliche Punktmenge im Raum zu be-
schr�anken und den Di�erentialoperator direkt durch einen Di�erenzenoperator

1Von Rundungsfehlern sei hier einmal abgesehen.
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6 2. DARSTELLUNG DER PRINZIPIEN

auf dem so eingef�uhrten Gitter zu ersetzen. Dabei wird der Di�erenzenoperator
so gew�ahlt, da� der Abbruchfehler zwischen ihm und dem Di�erentialoperator
hinreichend schnell gegen null geht. Wichtigstes Hilfsmittel hierbei ist die Taylor-
reihenentwicklung. Dieses Verfahren nennt man �nite Di�erenzen. FDTD geh�ort
zu dieser Kategorie.

Anstatt die Menge der Freiheitsgrade durch die Beschr�ankung auf ein Punkt-
gitter zu reduzieren, kann man auch die gesuchte Funktion durch eine endliche Li-
nearkombination von Basisfunktionen approximieren. Die Basisfunktionen m�ussen
so gew�ahlt sein, da� sie Basen von Unterr�aumen des Funktionenraums, in demman
die L�osung sucht, sind. Diese Unterr�aume m�ussen dem eigentlich interessierenden
Funktionenraum, h�au�g L2(
) oder H

1(
), beliebig nahe kommen, so da� man im
Prinzip jede in Frage kommende Funktion beliebig genau darstellen kann. In einem
zweiten Schritt setzt man die Linearkombination in die partielle Di�erentialglei-
chung ein und bildet innere Produkte mit Testfunktionen. Dieses Vorgehen wird
Petrov-Galerkin-Methode genannt. Beispiele hierf�ur sind die Methode der �niten
Elemente (FEM) und Randelemente (BEM)(Gro�mann & Roos 1994, Brenner &
Scott 1994).

Obwohl beide Ans�atze recht unterschiedlich sind, k�onnen sie zu derselben
Di�erenzengleichung f�uhren. So haben Krumpholz, Huber & Russer (1995) das
FDTD-Schema f�ur den Freiraum mit Hilfe der Petrov-Galerkin-Methode herge-
leitet. Oder Jameson (1996) bemerkt, da� die Galerkin Diskretisierung des Di�e-
rentialoperators d=dx mit den Daubechies-Wavelets D4 dasselbe Di�erenzensche-
ma liefert, wie wenn man das Schema vierter Ordnung mit minimaler Anzahl der
St�utzstellen mit klassischen Methoden (Collatz 1955) bestimmt. Das bedeutet, da�
Di�erenzengleichungen unterschiedlich interpretiert werden k�onnen. Man kann die
Unbekannten von FDTD einerseits als Werte einer Gitterfunktion, d.h. als Punkt-
werte, au�assen oder andererseits als Stufenh�ohen einer Treppenapproximation,
d.h. als Mittelwerte �uber Intervalle der L�angen �x. Im einen Fall ist die L�osung
nur an den Gitterpunkten de�niert, im anderen �uberall.

1.1. Finite Di�erenzen. Die Methode der �niten Di�erenzen besteht aus
zwei Schritten. Zun�achst wird das kontinuierliche Gebiet 
 der unabh�angigen
Variablen durch ein diskretes Gebiet ! ersetzt (Abbildung 2.1). Dieses diskre-
te Gebiet ! ist eine (endliche) Punktmenge aus 
 und hei�t Gitter, die Punkte
entsprechend Gitterpunkte. Meist wird der Einfachheit halber ein kubisches Git-
ter gew�ahlt. Aber auch hexagonale oder gar unstrukturierte Gitter sind m�oglich.
Hierbei werden die Funktionen kontinuierlichen Arguments durch sog. Gitterfunk-
tionen mit diskretem Argument, die nur auf dem Gitter ! de�niert sind, ersetzt.
Der Funktionenraum, in dem man die L�osung der partiellen Di�erentialgleichung
sucht, wird also durch den Funktionenraum der Gitterfunktionen approximiert.

Im n�achsten Schritt wird in jedem Gitterpunkt xi 2 ! die Di�erentialglei-
chung unter Ber�ucksichtigung der Randbedingungen durch Di�erenzenoperatoren
approximiert. D.h. man sucht eine Linearkombination von Funktionswerten an
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Abbildung 2.1. Einschr�ankung des Gebiets 
 auf ein quadra-
tisches Gitter !.

�xk�2 �xk�1 �xk �xk+1

xk�2 xk�1 xk xk+1 xk+2

Abbildung 2.2. Inhomogenes eindimensionales Gitter.

Gitterpunkten aus der Umgebung von xi, so da� im Punkt xi die Di�erential-
gleichung n�aherungsweise erf�ullt ist, wenn man die echte L�osung in die Di�e-
rentialgleichung einsetzt. Der Fehler, den man hierbei macht, hei�t lokaler Dis-
kretisierungsfehler. Seine Asymptotik bestimmt die Konsistenzordnung des �niten
Di�erenzenschemas. Die Umgebung um xi, die man mehr oder weniger willk�urlich
gew�ahlt hat, nennt man den Stern oder Gitterpunktstern des Di�erenzenopera-
tors.

Die Vorgehensweise soll am eindimensionalen Beispiel des Di�erentialope-
rators d=dx illustriert werden. Gegeben sei das inhomogene Gitter nach Abbil-
dung 2.2. Ein m�oglicher Stern S(xk) um xk aus drei Punkten ist

S(xk) = fxk�1; xk; xk+1g :(2.1)

Sei f : R ! R; x 7! f(x) die zu di�erenzierende Funktion und dreimal dif-
ferenzierbar. Zun�achst wird f in den Gitterpunkten in Taylorreihen um xk mit
Lagrangeschem Restglied entwickelt mit p; q 2 [0; 1]

f(xk+1) = f(xk) + �xk
df

dx

����
xk

+
�x2k
2!

d2f

dx2

����
xk

+
�x3k
3!

d3f

dx3

����
xk+p�x

(2.2)

f(xk�1) = f(xk)��xk�1
df

dx

����
xk

+
�x2k�1
2!

d2f

dx2

����
xk

� �x3k�1
3!

d3f

dx3

����
xk�q�xk�1

:

(2.3)
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Als Linearkombination der Funktionswerte ergibt sich soX
xi2S(xk)

aif(xi) = ak�1f(xk�1) + akf(xk) + ak+1f(xk+1)

=(ak�1 + ak + ak+1)f(xk) + (ak+1�xk � ak�1�xk�1) df
dx

����
xk

+ (ak+1
�x2k
2

+ ak�1
�x2k�1

2
)
d2f

dx2

����
xk

+ ak+1
�x3k
6

d3f

dx3

����
xk+p�xk

� ak�1�x
3
k�1
6

d3f

dx3

����
xk�q�xk�1

:

(2.4)

Um die erste Ableitung m�oglichst gut zu approximieren, m�ussen die drei Glei-
chungen

ak�1 + ak + ak+1 = 0(2.5)

ak+1�xk � ak�1�xk�1 = 1(2.6)

ak+1
�x2k
2

+ ak�1
�x2k�1

2
= 0(2.7)

erf�ullt sein. Als L�osung erh�alt man

ak�1 = � �xk
�xk�1(�xk +�xk�1)

(2.8)

ak =
�xk ��xk�1
�xk +�xk�1

(2.9)

ak+1 =
�xk�1

�xk(�xk +�xk�1)
(2.10)

und als Fehler R

R = ak+1
�x3k
6

d3f

dx3

����
xk+p�xk

� ak�1�x
3
k�1
6

d3f

dx3

����
xk�q�xk�1

= � �x4k
6�xk�1(�xk +�xk�1)

d3f

dx3

����
xk+p�xk

� �xk�x
2
k�1

6(�xk +�xk�1)
d3f

dx3

����
xk�q�xk�1

(2.11)

O�ensichtlich geht R wie �x2, wobei �x = max(�xk : k 2 Z), gegen null. Der
lokale Diskretisierungsfehler geht also quadratisch gegen null, und man schreibt
daf�ur kurz R = O(2). Die Konsistenzordnung des Di�erenzenoperators ist also
zwei.

Im Falle eines �aquidistanten Gitters, d.h. �xk = �x f�ur alle k, erh�alt man
die bekannten Zentraldi�erenzen

ak�1 = � 1

2�x
; ak = 0 ; ak+1 =

1

2�x
:(2.12)
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Au�erordentlich wichtig ist selbstverst�andlich die Frage nach der Konvergenz
des Schemas. Das Laxsche �Aquivalenztheorem besagt, da� f�ur konsistente Di�e-
renzenschemata f�ur lineare Probleme Konvergenz gleichbedeutend mit Stabilit�at
ist. Dies hat zur Folge, da� f�ur alle expliziten Di�erenzenverfahren f�ur hyperboli-
sche Di�erentialgleichungen, und damit insbesondere auch f�ur die Maxwellschen
Gleichungen, der Zeitschritt nach oben durch den Ortsschritt beschr�ankt wird.
Dies ist die Aussage des Stabilit�atskriteriums von Courant, Friedrichs und Le-
wy, das besagt, da� die Ausbreitung der Funktionswerte wenigstens so schnell
wie die Ausbreitungsgeschwindigkeit erfolgen mu�. Allerdings ist dieses Kriteri-
um nur notwendig aber nicht hinreichend. Ein hinreichendes Kriterium liefert eine
Stabilit�atsanalyse des Verfahrens.

Ausf�uhrliche Darstellungen der Theorie der �niten Di�erenzen �ndet man
bei Collatz (1955), Samarskij (1984), Thomas (1995) oder bei Meis & Marcowitz
(1978).

1.2. Petrov-Galerkin Diskretisierung. Neben der Methode der �niten
Di�erenzen zur Diskretisierung partieller Di�erentialgleichungen sind Petrov-
Galerkin Diskretisierungen von gro�er Bedeutung. Hierbei wird nicht wie bei �-
niten Di�erenzen das Gebiet durch ein Gitter ersetzt und alle Funktionen durch
ihre Werte in den Gitterpunkten, sondern die gesuchten Funktionen werden durch
Linearkombinationen einer endlichen Anzahl von Ansatz- oder Basisfunktionen
approximiert. Um nun ein Gleichungssystem zu generieren, wird gefordert, da�
die gesuchte Approximation die urspr�unglichen Gleichungen in dem Sinne erf�ullt,
da� die Gleichheit f�ur Projektionen auf einen von (endlich vielen) Testfunktio-
nen aufgespannten Funktionenraum gegeben ist. Die folgende knappe Darstellung
orientiert sich im wesentlichen an Reinhardt (1985).

Sei A eine Abbildung des Unterraums D(A) eines Banachraums E in einen
Banachraum F . Gesucht sei u 2 D(A), so da�

Au = w ; w 2 F(2.13)

gilt. Ferner bezeichne En einen endlichdimensionalen Unterraum von D(A) der
Dimension dimEn = n und Pm eine Projektion von F auf den Unterraum Fm � F
der Dimension dimFm = m < 1. Eine Projektionsmethode besteht darin, da�
man eine L�osung un 2 En f�ur ein gegebenes w 2 F der Gleichung

PmAun = Pmw(2.14)

sucht. Im Fall m = n ist (2.14) f�ur jedes w 2 F eindeutig l�osbar, falls die Ein-
schr�ankung PnAjEn eine injektive Abbildung von En in Fn ist.

Sei f 1; : : : ;  Mg eine Basis von Fm. Dann gibt es f�ur jedes y 2 F eindeutig
bestimmte Konstanten �j = �j(y), j = 1; : : : ;M , so da�

Pmy =

MX
j=1

�j(y) j(2.15)



10 2. DARSTELLUNG DER PRINZIPIEN

gilt. De�niert man die Abbildungen 	j , j = 1; : : : ;M �uber

	j : y 2 F ! �j(y) 2 C ; j = 1; : : : ;M ;(2.16)

so erhalten wir die linearen Funktionale 	j , j = 1; : : : ;M im zu F dualen Raum
~F , die

	j( k) = Ækj(2.17)

erf�ullen sollen und damit eine Basis von ~F bilden. (2.14) ist daher �aquivalent zu

	j(Aun) = 	j(w); j = 1; : : : ;M :(2.18)

Die gesuchte L�osung un 2 En kann als

un =

NX
k=1

ck�k(2.19)

dargestellt werden, wobei f�1; : : : ; �Ng eine Basis des En ist. Setzt man (2.19)
in (2.18) ein, so erh�alt man ein (evtl. nichtlineares) Gleichungssystem mit M
Gleichungen in N Unbekannten.

Ist F ein Hilbertraum mit dem inneren Produkt (f; g)

(f; g) : F � F ! C ;(2.20)

so l�a�t sich (2.18) nach dem Rieszschen Darstellungssatz, d.h. f�ur jedes beschr�ank-
te lineare Funktional L : F ! C existiert genau ein l 2 F , so da� L(g) = (g; l) f�ur
alle g 2 F , als

(Aun; ~ j) = (w; ~ j); j = 1; : : : ;M(2.21)

schreiben, wobei f ~ 1; : : : ; ~ Mg ebenfalls eine Basis von Fm bildet und zu
f 1; : : : ;  Mg biorthogonal ist

( j ; ~ k) = Æjk ; j; k = 1; : : : ;M:(2.22)

Die Zur�uckf�uhrung des Operatorproblems (2.13) auf das Gleichungssy-
stem (2.21) nennt man Petrov-Galerkin Methode2.

Ist dar�uberhinaus A eine lineare Abbildung, so erh�alt man das lineare Glei-
chungssystem

NX
k=1

(A�k; ~ j)ck = (w; ~ j) ; j = 1; : : : ;M :(2.23)

Ist M = N und die Systemmatrix S mit sjk = (A�k; ~ j) regul�ar, so sind die
gesuchten KoeÆzienten ck eindeutig bestimmt. Die Funktionen �k, k = 1; : : : ; N

2In der elektrotechnischen Literatur �ndet sich stattdessen in Anlehnung an das Buch
von Harrington (1968) meist die Bezeichnung Momentenmethode.
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nennt man Ansatz- oder Basisfunktionen, die Funktionen ~ j , j = 1; : : : ;M Test-
funktionen. Man unterscheidet nun noch einige Spezialf�alle (Reinhardt 1985), wo-
bei der Raum der Ansatzfunktionen En sowie der der Testfunktionen Fn Un-
terr�aume desselben Hilbertraums H(= E = F ) sind:

� Bubnov-Galerkin Methode (h�au�g auch nur Galerkin Methode): in diesem

Fall w�ahlt man ~ j = �j , j = 1; : : : ; N (also Fn = En).

NX
k=1

(A�k; �j)ck = (w; �j) ; j = 1; : : : ; N :(2.24)

� Ritz Methode (oder Rayleigh-Ritz Methode): Dies ist ein Spezialfall der
Galerkin Methode, falls A positiv semide�nit ist.

� Momentenmethode: Sei B eine injektive Abbildung von D(A) in H.

Nun w�ahlt man ~ j = B�j , j = 1; : : : ; N (also Fn = BEn :=

spanfB�j : j = 1; : : : ; Ng) und erh�alt

NX
k=1

(A�k; B�j)ck = (w;B�j) ; j = 1; : : : ; N :(2.25)

� Methode der kleinsten Quadrate: Dies ist ein Sonderfall der Momentenme-
thode, falls A selbst injektiv ist. Man w�ahlt dann B = A und erh�alt

NX
k=1

(A�k; A�j)ck = (w;A�j) ; j = 1; : : : ; N :(2.26)

2. Wavelets

Dieser Abschnitt erl�autert zun�achst sehr pragmatisch den Grundgedanken
der Multiskalenanalyse anhand der Approximation einer Funktion durch zwei un-
terschiedlich feine Treppenfunktionen. Anschlie�end wird die De�nition der Mul-
tiskalenanalyse gegeben. Sie ist die Grundlage der Konstruktion einiger wichtiger
Waveletfamilien wie der Daubechiesschen Wavelets oder der biorthogonalen B-
Spline-Wavelets. Zudem liefert sie das Konzept zur Darstellung von Funktionen
in Waveletbasen sowie die schnelle Wavelettransformation. Damit ist die Mul-
tiskalenanalyse der zentrale Ausgangspunkt f�ur die Entwicklung waveletbasierter
Methoden zur L�osung partieller Di�erentialgleichungen.

Um die in dieser Arbeit getro�ene Wahl der Waveletfamilie begr�unden zu
k�onnen, wird eine kurze �Ubersicht �uber die wichtigsten Familien und ihre Eigen-
schaften gegeben.

Im letzten Teil dieses Abschnitts wird die �Aquivalenz von Algorithmen, die
nur Skalierungsfunktionen, und solchen, die sowohl Skalierungsfunktionen als auch
Wavelets verwenden, gezeigt. Diese �Aquivalenz ist bei allen Algorithmen f�ur linea-
re Probleme gegeben. In den bisher im hochfrequenztechnischen Bereich publizier-
ten Arbeiten gewinnt man jedoch h�au�g den Eindruck, da� die Verwendung von
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Abbildung 2.3. Approximation einer Funktion durch Treppenstufen.

Wavelets eine Erh�ohung der Genauigkeit mit sich br�achte. Dem ist nicht so, und
deshalb wird dieser Aspekt hier besonders betont.

2.1. Grundz�uge der Theorie. Im folgenden werden nur ein paar wenige
Aspekte der Wavelettheorie beleuchtet, die f�ur das prinzipielle Verst�andnis wa-
veletbasierter Verfahren zur numerischen L�osung von partiellen Di�erentialglei-
chungen essentiell sind. F�ur ausf�uhrliche Darstellungen der Wavelettheorie sei auf
die B�ucher von Kaiser (1994), Louis, Maa� & Rieder (1994), Meyer (1992) sowie
Erlebacher, Hussaini & Jameson (1996) verwiesen.

2.1.1. Vor�uberlegung. Wir betrachten die Approximation einer Funktion f
durch Treppenstufen. Der Graph y = f(x) ist in Abbildung 2.3(a) dargestellt. In
einer ersten groben Approximation g0 verwenden wir recht breite Rechteckfunk-
tionen, so da� der Fehler noch recht gro� ist

g0(x) =
X
n

c0;n'(x� n) :(2.27)

Die c0;n sind die EntwicklungskoeÆzienten, hier die H�ohen der Treppenstufen,
und ' ist die charakteristische Funktion, die so breit wie eine Treppenstufe ist.
Der Graph von g0 ist in Abbildung 2.3(b) zu sehen. Im n�achsten Schritt halbieren
wie die Breite der Treppenstufen, approximieren also f durch g1

g1(x) =
X
n

c1;n'(2x� n) :(2.28)

Abbildung 2.3(c) stellt dies dar.
Was haben wir gemacht? Wir waren unzufrieden mit der Approximation g0

und haben eine neue Approximation g1 durchgef�uhrt, die uns jetzt gut genug
erscheint. Bei dieser erneuten Approximation haben wir nicht auf bereits vorhan-
denes Wissen, n�amlich g0, zur�uckgegri�en. In beiden F�allen sind die Entwicklungs-
koeÆzienten die Mittelwerte �uber Intervalle, allerdings unterschiedlicher Breite.
Es stellt sich die Frage, ob es nicht m�oglich w�are, nur sozusagen den Unterschied
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der Approximationen zu berechnen, d.h. wir suchen eine Darstellung der Form

g1(x) =
X
n

c1;n'(2x� n) =
X
n

c0;n'(x� n) +
X
n

d0;n (x� n) :(2.29)

Gibt es solche Funktionen  ? Und wie h�angen die KoeÆzienten c1;n mit c0;n und
d0;n zusammen?

Die Antworten lauten

� Es gibt sie, sie hei�en Wavelets.
� Und den Zusammenhang zwischen den KoeÆzienten stellt die schnelle
Wavelettransformation her.

Abstrahieren wir dies noch ein wenig. In einem ersten Schritt haben wir ver-
sucht, eine Funktion f durch eine Funktion ' und ihre verschobenen Versionen
darzustellen und erhielten die Approximation g0. Im zweiten Schritt f�uhrten wir
eine gleichartige Approximation durch, aber mit der mit den Faktor zwei gestauch-
ten Funktion '(2x) (und ihren verschobenen Versionen). Hierbei ist nat�urlich zu
fordern, da� der Fehler der zweiten Approximation zumindest nicht gr�o�er sein
darf als der der ersten

kf � g1k 6 kf � g0k :(2.30)

Das hat zur Folge, da� ' verfeinerbar sein mu�, d.h. es m�ussen KoeÆzienten an
existieren, so da�

'(x) =
X
n

an'(2x� n)(2.31)

gilt. Dies sieht man ganz leicht ein, wenn man f(x) = '(x) w�ahlt. Der Fehler
von g0 ist dann null, also mu� auch der Fehler von g1 null sein, d.h. ' mu� ex-
akt darstellbar sein. Die KoeÆzienten an spielen eine au�erordentlich wichtige
Rolle in der Wavelettheorie, da aus ihnen die KoeÆzienten der schnellen Wave-
lettransformation folgen, sowie die Funktionswerte der Skalierungsfunktionen und
der Wavelets an den dyadischen Punkten xj;k = k2�j ; k; j 2 Z festgelegt werden.

2.1.2. Multiskalenanalyse. Die Idee der Multiskalenanalyse besteht darin, da�
man eine Folge ineinandergeschachtelter Unterr�aume des Funktionenraums, in
dem man die L�osung sucht, betrachtet. Ein Raum enth�alt alle anderen R�aume
gr�oberer Au
�osung. Die Wavelets sind nun die Funktionen, die gewisserma�en
zwischen den R�aumen liegen. Betrachtet man Projektionen einer Funktion auf Un-
terr�aume verschiedener Skalen oder Au
�osung, so stellen die WaveletkoeÆzienten
ein Ma� f�ur die Verbesserung der Approximation dar. Diese Eigenschaft erlaubt
die Konstruktion adaptiver Algorithmen zur L�osung von Operatorgleichungen,
und zwar erlaubt die berechnete N�aherungsl�osung selbst eine Sch�atzung, wo die
Diskretisierung fein genug war, und wo nicht.
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Definition 1. Eine Multiskalenanalyse des L2(R) ist eine aufsteigende Folge
Vj, j 2 Z abgeschlossener linearer Unterr�aume des L2(R)

f0g � : : : � V�1 � V0 � V1 � : : : � L2(R)(2.32a)

mit den Eigenschaften:

+1\
�1

Vj = f0g;
1[
�1

Vj ist dicht inL2(R) ;(2.32b)

f�ur alle f 2 L2(R) und alle j 2 Z gilt

f(x) 2 Vj () f(2x) 2 Vj+1 ;(2.32c)

f�ur alle f 2 L2(R) und alle k 2 Z gilt

f(x) 2 V0 () f(x� k) 2 V0 ;(2.32d)

es existiert eine Funktion '(x) 2 V0, deren ganzzahlige Translate '(x� k), k 2 Z
eine Riesz-Basis von V0 erzeugen, d.h.

V0 = spanf'(x� k) : k 2 Zg :(2.32e)

Die einzelnen Funktionenr�aume Vj werden also von Translationen der skalier-
ten Funktion '(2jx) aufgespannt, d.h. ihre Basen sind durch

'j;k(x) = 2j=2'(2jx� k) ; k 2 Z(2.33)

gegeben. ' wird daher auch Skalierungsfunktion genannt. Sie erf�ullt wegen (2.32c),
(2.32d) und (2.32e) eine Skalierungsgleichung (oder besser Verfeinerungsglei-
chung), d.h. es gibt eine Folge fhkg, k 2 Z reeller Zahlen mit

'(x) =
p
2
X
k2Z

hk'(2x� k) :(2.34)

Die Funktionenr�aume Vj selbst werden auch als unterschiedliche Skalen bezeich-
net. Je gr�o�er j ist, umso mehr Details einer Funktion f 2 L2(R) k�onnen dar-
gestellt werden; umgekehrt je kleiner j, umso gr�ober ist eine Darstellung einer
Funktion auf der Skala j, d.h. umso gr�o�er ist der Approximationsfehler3.

2.1.3. Wavelets. Die Idee zur Konstruktion von Wavelets besteht darin, da�
man die Komplementr�aume Wj von Vj in Vj+1 betrachtet

Vj+1 = Vj �Wj :(2.35)

O�ensichtlich ist

Vj =
M
k6j�1

Wk(2.36)

3Es ist zu bemerken, da� einige Autoren die Unterr�aume Vj andersherum numerieren,
d.h. je kleiner der Index, umso feinere Details k�onnen dargestellt werden.
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und damit

L2(R) =
M
k2Z

Wk :(2.37)

Die R�aume Wj erben die Skalierungseigenschaften der R�aume Vj

f(x) 2W0 () f(2jx) 2Wj :(2.38)

Eine Funktion  , deren skalierte und verschobene Versionen

 j;k = 2j=2 (2jx� k)(2.39)

eine Riesz-Basis f�ur den Raum Wj bilden, hei�t Wavelet.
Von gro�em Interesse sind Orthonormalbasen. Hierf�ur ist der folgende Satz

(z.B. Louis et al. (1994)) grundlegend.

Satz 1. Sei fVjgj2Z eine Multiskalenanalyse, die von der Skalierungsfunkti-
on ' 2 V0 | die orthogonal zu ihren verschobenen Versionen ist | erzeugt wird.
Die Funktion  2 V1, de�niert durch

 (x) =
p
2
X
k2Z

gk'(2x� k) ;(2.40a)

gk = (�1)kh1�k ;(2.40b)

wobei fhkgk2Z die KoeÆzienten der Skalierungsgleichung (2.34) sind, besitzt die
folgenden Eigenschaften

1. f j;k(x) = 2j=2 (2jx� k) : k 2 Zg ist eine Orthonormalbasis f�ur Wj,
2. f j;k : j; k 2 Zg ist eine Orthonormalbasis f�ur L2(R),
3.  ist ein Wavelet mit c = 2�

R
R

j!j�1j ̂(!)j2d! = 2 ln 2.

Verallgemeinerungen von Multiskalenanalysen auf mehrere Dimensionen sind
problemlos m�oglich (Louis et al. 1994).

Die gebr�auchlichste Methode zur Konstruktion von Wavelets und Skalierungs-
funktionen ist die Suche nach KoeÆzienten f�ur die Skalierungsgleichungen (2.34)
und (2.40a), wobei gewisse Nebenbedingungen zu stellen sind (z.B. kompakte
Tr�ager, Symmetrie, : : : ).

Solche Konstruktionen von Wavelets basieren wesentlich auf der Translations-
und Dilatationsinvarianz, d.h. letzten Endes auf der Anwendung der Fouriertrans-
formation. Wenn nun aber das Problem nur leicht ge�andert wird, ist dies nicht
mehr m�oglich. Das einfachste Beispiel hierf�ur ist die Einschr�ankung des De�niti-
onsbereichs auf ein Intervall, d.h. man sucht L�osungen in L2(
), 
 = fx 2 R : a 6
x 6 bg. Verallgemeinerungen der De�nition der Multiskalenanalyse f�ur derartige
F�alle �ndet man bei Sweldens (1995).
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2.1.4. Biorthogonale Wavelets. Im wichtigen Fall biorthogonaler Wavelets
ben�otigt man neben der eigentlichen Multiskalenanalyse eine weitere, zu der ersten
duale. Sie besteht aus R�aumen ~Vj die dual zu den R�aumen Vj sind. Ihre Basen
sind durch die duale Skalierungsfunktion ~' und ihre entsprechend gestauchten
und verschobenen Versionen ~'j;k gegeben. Diese dualen Skalierungsfunktionen
sind biorthogonal zu den Skalierungsfunktionen, in dem Sinne da�

('j;k; ~'j;k0) = Æk;k0 f�ur k; k0 2 Z(2.41)

gilt, und sie erf�ullen selbst eine Verfeinerungsgleichung

~'(x) =
p
2
X
k2Z

~hk ~'(2x� k) :(2.42)

Duale Wavelets werden ganz �ahnlich wie im orthogonalen Fall de�niert. Und
zwar gilt hier

~ (x) =
p
2
X
k2Z

~gk ~'(2x� k) ;(2.43)

~gk = (�1)kh1�k(2.44)

und (ganz wichtig)

gk = (�1)k~h1�k :(2.45)

Die dualen Wavelets sind biorthogonal zu den Wavelets

( j;m; ~ j0;m0) = Æm;m0Æj;j0 f�urm;m
0; j; j0 2 Z(2.46)

und spannen die R�aume ~Wj auf, die das Komplement von ~Vj in ~Vj+1 sind, und es

gilt ~Wj ? Vj . Daher sind sie zu den Skalierungsfunktionen derselben und gr�oberer
Skalen (aber nicht feinerer!) orthogonal

('j;k; ~ j0;m) = 0 f�ur k;m; j; j
0 2 Z; j0 > j ;(2.47)

ebenso

( ~'j;k;  j0;m) = 0 f�ur k;m; j; j
0 2 Z; j0 > j :(2.48)

2.1.5. Schnelle Wavelettransformation. Aufbauend auf der Multiskalenana-
lyse lassen sich mit Hilfe der Skalierungsgleichungen bzw. der Verfeinerungsglei-
chungen Algorithmen zur schnellen Wavelettransformation konstruieren. Dabei
geht man davon aus, da� die Darstellung einer Funktion f , deren WaveletkoeÆ-
zienten man wissen m�ochte, auf einer feinsten Skala VM gegeben sei

f(x) =
X
k2Z

cM;k'M;k :(2.49)

Wegen VM = VM�1 �WM�1 kann f auch dargestellt werden als

f(x) =
X
k2Z

cM�1;k'M�1;k +
X
k2Z

dM�1;k M�1;k :(2.50)
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Diese Zerlegung kann man nat�urlich auch mehrfach anwenden. Nach M -facher
Anwendung, d.h. VM = V0 �W0 � : : :�WM�1, erh�alt man

f(x) =
X
k2Z

c0;k'0;k +

M�1X
m=0

X
k2Z

dm;k m;k :(2.51)

Die Umformung von (2.49) nach (2.51) nennt man schnelle Wavelettransformati-
on.

Hierzu m�ussen f�ur orthogonale Skalierungs- und Waveletfunktionen die inne-
ren Produkte (f; 'm;k) und (f;  m;k) berechnet werden. Unter Ber�ucksichtigung
der Skalierungsgleichungen (2.34) und (2.40a) erh�alt man

cm;k = (f; 'm;k) =
X
l2Z

hl(f; 'm+1;2k+l) =
X
l2Z

hl�2kcm+1;l(2.52)

dm;k = (f;  m;k) =
X
l2Z

gl(f; 'm+1;2k+l) =
X
l2Z

gl�2kcm+1;l :(2.53)

In der Sprache der Signalverarbeitung entspricht dies gerade einer Filterung der
KoeÆzienten cm+1;k mit den Filtern h und g (die allerdings quasi

"
umgedreht\

werden) und einem anschlie�enden
"
Sub-Sampling\ um den Faktor zwei. Mit Hilfe

der Zerlegungsoperatoren H und G

H :l2(Z)! l2(Z)(2.54)

c 7! Hc = f(Hc)k =
X
l2Z

hl�2kclg(2.55)

G :l2(Z)! l2(Z)(2.56)

c 7! Gc = f(Gc)k =
X
l2Z

gl�2kclg(2.57)

kann man den Algorithmus zur schnellen Wavelettransformation auf den ersten
M Skalen schematisch so darstellen:

cM -

H
H
HHj

H

G

cM�1

dM�1

-

H
H
HHj

H

G

cM�2

dM�2

p p p

p p p

c1

d1

-

H
H
HHj

H

G

c0

d0

Auch die Rekonstruktion l�a�t sich einfach mit Hilfe der Skalierungsgleichun-
gen und der Orthonormalit�at herleiten. Wegen Vm+1 = Vm �Wm giltX

k

cm+1;k'm+1;k =
X
k

cm;k'm;k +
X
k

dm;k m;k ;(2.58)

oder mit den SkalierungsgleichungenX
k

cm+1;k'm+1;k =
X
k

cm;k
X
l

hl'm+1;2k+l +
X
k

dm;k
X
l

gl'm+1;2k+l :(2.59)
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Aus einem KoeÆzientenvergleich oder unter Ausnutzung der Orthonormalit�at der
Basis f'm+1;kg, k 2 Z erh�alt man die Rekonstruktionsformel

cm+1;n =
X
l

hn�2lcm;l +
X
l

gn�2ldm;l :(2.60)

Dies entspricht einem
"
Up-Sampling\ mit dem Faktor zwei, d.h. zwischen zwei

KoeÆzienten cm;i und cm;i+1 bzw. dm;i und dm;i+1 wird eine Null eingef�ugt, dann
werden die so modi�zierten KoeÆzientenfolgen c0 und d0 mit den Filtern h bzw.
g ge�ltert und danach addiert.

Mit den zu H und G adjungierten Operatoren H� und G�

H� :l2(Z)! l2(Z)(2.61)

c 7! H�c = f(H�c)k =
X
l2Z

hk�2lclg(2.62)

G� :l2(Z)! l2(Z)(2.63)

c 7! G�c = f(G�c)k =
X
l2Z

gk�2lclg(2.64)

ergibt sich folgendes Schema zur inversen schnellen Wavelettransformation:

c0

d0

-

�
�
��*

H�

G�
c1

d1

-

�
�
��*

H�

G�
c2

d2

p p p

p p p

cM�1

dM�1

-

�
�
��*

H�

G�
cM

Wie bereits angedeutet, kann man die KoeÆzienten der Skalierungsgleichun-
gen als Filter au�assen, mit denen die Daten zerlegt bzw. rekonstruiert werden.
Analyse- und Synthese�lter unterscheiden sich im Falle orthogonaler Wavelets nur
in der Reihenfolge der FilterkoeÆzienten.

Im allgemeineren Fall biorthogonaler Wavelets ben�otigt man unterschiedliche
Filter. Und zwar gilt hier f�ur die schnelle Wavelettransformation

cm;k = (f; ~'m;k) =
X
l2Z

~hl(f; ~'m+1;2k+l) =
X
l2Z

~hl�2kcm+1;l(2.65)

dm;k = (f; ~ m;k) =
X
l2Z

~gl(f; ~'m+1;2k+l) =
X
l2Z

~gl�2kcm+1;l(2.66)

und f�ur die inverse

cm+1;n =
X
l

hn�2lcm;l +
X
l

gn�2ldm;l :(2.67)

Zu bemerken ist noch, da� die schnelle Wavelettransformation ihren Namen
zurecht tr�agt. Sie ist von der Ordnung O(N), d.h. der Rechenaufwand steigt linear
mit der L�ange des Signals, wohingegen die schnelle Fouriertransformation (FFT)

"
nur\ von der Ordnung O(N logN) ist.



2. WAVELETS 19

2.1.6. Kompressionsverm�ogen. Zum Verhalten der WaveletkoeÆzienten zu
immer feineren Skalen hin �ndet man bei Dahmen (1997) die f�ur Haar-Wavelets
g�ultige Beziehung

jdj;kj 6 2�jkf 0kL2([2�jk;2�j(k+1)]) :(2.68)

Aus ihr l�a�t sich ablesen, da� die WaveletkoeÆzienten zu immer feineren
Skalen hin exponentiell kleiner werden, �uberall dort, wo die Funktion f eine be-
schr�ankte Ableitung besitzt. Hierdurch ergibt sich die M�oglichkeit, Daten zu kom-
primieren und f�ur partielle Di�erentialgleichungen die adaptive Gittergenerierung.

Au�erdem konzentrieren sich die KoeÆzienten um Singularit�aten. Man kann
also aus den Maxima auf jeder einzelnen Skala Orte gro�er Ableitung gut erkennen
und umso genauer, je feiner die Skala ist. Diese Eigenschaft kann man z.B. zur
Erkennung von Kanten in Bildern nutzen.

Bei der Kompression der Daten, werden einfach alle KoeÆzienten, die kleiner
als ein Schwellwert sind, zu Null gesetzt. Man kann diesen Wert konstant f�ur alle
verschiedenen Skalen w�ahlen, oder auch so, da� er variiert. So schl�agt G�ottelmann
(1998) vor, die Schwelle abh�angig von den zwei Parametern " > 0 und � > 0 zu
w�ahlen

~cJ0;k :=

(
0 f�ur jcJ0;kj < "

cJ0;k f�ur jcJ0;kj > "
(2.69)

~dj;k :=

(
0 f�ur j > JM oder jdj;kj < "2�j�

dj;k f�ur J0 6 j < JM und jdj;kj > "2�j�
(2.70)

Hierbei bezeichnet JM > J0 die feinste Skala, d.h. die Skala, die �aquivalent zur
Darstellung mit den Wavelets ist (deswegen werden alle WaveletkoeÆzienten ab
Level JM zu Null gesetzt), J0 entsprechend die gr�obste Skala. G�ottelmann be-
weist unter gewissen Voraussetzungen an die zugrundeliegenden Skalierungsfunk-
tionen, da� es m�oglich ist, den Fehler zwischen der unkomprimierten und der
komprimierten Darstellung zu beschr�anken, dann aber w�achst die Anzahl der Ko-
eÆzienten ungleich Null exponentiell mit zunehmender feinster Skala JM . Die
Zunahme h�angt von der Glattheit der darzustellenden Funktion (gemessen in ei-
ner entsprechenden Sobolev-Norm) und von der Anzahl der Raumdimensionen ab.
Das bedeutet aber, da� die " und � optimalerweise auch adaptiv gew�ahlt werden
m�u�ten.

2.2. Klassi�zierung von Wavelets. Die verschiedenen Waveletfamilien
unterscheiden sich darin, ob sie einen kompakten Tr�ager haben (d.h. im Reel-
len sind die Funktionen au�erhalb eines endlichen Intervalls identisch null), ob sie
symmetrisch sind und welche Orthogonalit�atsrelationen sie erf�ullen.

Die folgende Tabelle gibt eine �Ubersicht �uber die in dieser Arbeit angespro-
chenen Waveletfamilien.
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Name kompakt symmetrisch orthogonal biorthogonal

Haar � � �
Battle-Lemari�e � �
Daubechies � �
biorth. B-Splines � � �

Die Haar-Wavelets sind die einzigen existierenden reellen Wavelets mit kom-
paktem Tr�ager, die symmetrisch und orthogonal sind. Ansonsten l�a�t sich eine
der drei Eigenschaften nicht erf�ullen.

In der elektrotechnischen Literatur fanden bisher die Wavelets von Battle
und Lemari�e (Krumpholz & Katehi 1996), die zwar symmetrisch und orthogonal
sind, allerdings keinen kompakten Tr�ager haben, die von Daubechies (Werthen
& Wol� 1996, Werthen 1998, Cheong 1999), die kompakten Tr�ager haben und
orthogonal aber nicht symmetrisch sind, und die Haar-Wavelets (Goverdhanam &
Katehi 1997, Fujii 1999), die kompakten Tr�ager haben und sowohl symmetrisch
als auch orthogonal, daf�ur aber nicht di�erenzierbar sind, Anwendung. In dieser
Arbeit werden die biorthogonalen B-Spline-Wavelets verwendet, da sie kompakten
Tr�ager haben und symmetrisch sind. Leider mu� man dadurch auf Orthogonalit�at
verzichten, was zur Folge hat, da� man mit vier S�atzen von FilterkoeÆzienten
anstatt mit zweien zu tun hat.

2.3. Lineare Operatoren in Waveletbasen. Eine Funktion f 2 VJM �
L2 l�a�t sich nach den Gleichungen (2.49) und (2.51) �aquivalent nur durch Skalie-
rungsfunktionen der Skala JM ausdr�ucken oder durch Skalierungsfunktionen der
Skala J0 und Wavelets der Skalen J0; : : : ; JM�1. Die beiden Darstellungen sind
zueinander wavelettransformiert. In der folgenden Rechnung wird im eindimensio-
nalen beispielhaft gezeigt, da� die Bilder linearer Operatoren wieder zueinander
wavelettransformiert sind. Das hat zur Folge, da� es (von numerischen Rundungs-
fehlern abgesehen) egal ist, welche Darstellung einer Funktion man w�ahlt, um ihr
Bild zu bestimmen. Mit anderen Worten, man gewinnt nichts, verliert aber auch
nichts an Genauigkeit durch die Verwendung von Wavelets.

Sei L ein linearer Operator. Das Bild g der Funktion f , dargestellt durch die
Skalierungsfunktionen der Skala JM , ergibt sich zu

g = Lf = L
X
k

cJM ;k'JM ;k(x) =
X
k

cJM ;kL'JM ;k(x) :(2.71)

Entsprechend ergibt sich das Bild ĝ der Funktion f , dargestellt durch die Skalie-
rungsfunktionen der Skala J0 < JM und der Wavelets der Skalen J0; : : : ; JM�1,
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zu

ĝ = Lf = L

0
@X

k

cJ0;k'J0;k(x) +

JM�1X
j=J0

X
k

dj;k j;k(x)

1
A

=
X
k

cJ0;kL'J0;k(x) +

JM�1X
j=J0

X
k

dj;kL j;k(x) :

(2.72)

Die Verfeinerungsrelationen, etwas anders geschrieben, lauten

'j;k(x) =
X
l

hl�2k'j+1;l(x)(2.73)

 j;k(x) =
X
l

gl�2k'j+1;l(x) :(2.74)

Einsetzen in die Summanden der Skala J0 ergibt

ĝ =
X
k

cJ0;kL
X
l

hl�2k'J0+1;l(x) +
X
k

dJ0;kL
X
l

gl�2k'J0+1;l(x) +

+

JM�1X
j=J0+1

X
k

dj;kL j;k(x)

=
X
l

 X
k

cJ0;khl�2k +
X
k

dJ0;kgl�2k

!
| {z }

=cJ0+1;l

L'J0+1;l +

JM�1X
j=J0+1

X
k

dj;kL j;k(x) :

(2.75)

Der eingeklammerte Ausdruck ist aber gerade die Formel zur inversen Wave-
lettransformation. Wir erhalten also

ĝ =
X
k

cJ0+1;kL'J0+1;k(x) +

JM�1X
j=J0+1

X
k

dj;kL j;k(x) :(2.76)

Wiederholte Anwendung liefert schlie�lich

ĝ =
X
k

cJM ;kL'JM ;k(x) = g ;(2.77)

was zu zeigen war.
Das Ergebnis �ubertr�agt sich o�enbar entsprechend auf mehrdimensionale

F�alle und solche mit einfachen Randbedingungen, d.h. periodische bzw. (anti-)-
symmetrische Fortsetzung.
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3. Zeitintegration

Die meisten Untersuchungen von Wavelets in der Literatur zur Hochfrequenz-
technik diskretisierten zuerst zeitlich und anschlie�end r�aumlich. Eine Operator-
gleichung der Form �

@

@t
+ L

�
f = 0(2.78)

wird durch Ersetzen der zeitlichen Ableitung durch Zentraldi�erenzen in die Form

fk+1 = fk�1 � 2�tLfk(2.79)

gebracht, wobei �t der Zeitschritt und fk die Approximation von f zum Zeitpunkt
k�t ist. Anschlie�end wird L diskretisiert.

M�ochte man eine ganze Familie von verschiedenen r�aumlichen Diskretisie-
rungen mit unterschiedlichen Wavelets studieren, erscheint dieser Ansatz auf den
ersten Blick g�unstig. Allerdings wird sich herausstellen, da� die Approximati-
on mit Zentraldi�erenzen die Asymptotik des Fehlers begrenzt. D.h. da� unter
Umst�anden durch die Genauigkeit der r�aumlichen Diskretisierung eine viel h�ohere
Genauigkeit erzielt werden k�onnte, wenn man zeitlich genauere Verfahren nutzen
w�urde.

Es ist also (im Prinzip) kein Problem, mit Wavelets den Operator L r�aumlich
zu diskretisieren, aber nach geeigneten Verfahren zur zeitlichen Integration mu�
erst gesucht werden. Diese �Uberlegung f�uhrt gerade zur Umkehrung der Reihen-
folge der Diskretisierung. Wir approximieren zun�achst L r�aumlich durch D, wobei
g der Vektor der Unbekannten der Entwicklung sei

dg

dt
= Dg :(2.80)

Nun ist ein (hochdimensionales) gew�ohnliches Di�erentialgleichungssystem ent-
standen, dessen Unbekannte die EntwicklungskoeÆzienten sind. Es liegt nat�urlich
nahe, zur Integration die bekannten Standardverfahren wie Mehrschritt- und
Runge-Kutta-Verfahren einzusetzen.

Im Grunde ist die Reihenfolge der Diskretisierung unerheblich. Man kann
geeignete zeitliche Diskretisierungen �nden, so da� man zu denselben Algorith-
men gelangt. Allein der zweite Weg scheint nat�urlicher. Deshalb wird dieser Weg
gew�ahlt. Er wird auch als Methode der Geraden (Gro�mann & Roos 1994) be-
zeichnet.4

4Am bekanntesten |aus der hochfrequenztechnischen Literatur| auf dem Gebiet der
Methode der Geraden d�urften die Arbeiten von Pregla et.al. sein. Dabei wird im Frequenzbe-
reich r�aumlich bis auf eine Dimension diskretisiert, so da� man ebenfalls ein hochdimensiona-
les gew�ohnliches Di�erentialgleichungssystem erh�alt. Allerdings wird dieses dann nicht durch
numerische Integration gel�ost, sondern durch Hauptachsentransformation und anschlie�ende
analytische Integration. Eine �Ubersicht �ndet man bei Pregla & Pascher (1989).



KAPITEL 3

Stand der Forschung

Seit Anfang der 90er wurden Arbeiten publiziert, die sich mit der Anwendung
von Wavelets zur L�osung partieller Di�erentialgleichungen besch�aftigten. Lian-
drat, Perrier & Tchamitchian (1992) und Liandrat & Tchamitchian (1990) l�osen
die eindimensionale Burgersschen Gleichung mit periodischen Randbedingungen,
wobei Splinewavelets und davon abgeleitete Funktionen (Vaguelettes) zur r�aumli-
chen Diskretisierung eingesetzt werden. In Latto & Tenenbaum (1990) werden f�ur
dasselbe Problem r�aumlich Daubechies-Wavelets eingesetzt, allerdings wohl nur
die Skalierungsfunktionen. Restrepo & Leaf (1994) setzen ebenfalls Daubechies-
Wavelets ein (wohl auch nur die Skalierungsfunktionen) und l�osen im eindimensio-
nalen die Wellengleichung, die Wellengleichung f�ur seichte Gew�asser und die Bous-
sinesqsche Gleichung. Verbrennungsvorg�ange (ein- und zweidimensional) werden
von Fr�ohlich & Schneider (1993) betrachtet. Von Chen (1994) werden die Vlasov-
Gleichungen gel�ost, von Urban (1995) und von Weiss (1996) die Navier-Stokes-
Gleichungen. G�ottelmann (1998) untersucht die Anwendbarkeit von Wavelets zur
Berechnung der Advektionsgleichung auf der Kugel, wozu spezielle Wavelets ent-
wickelt werden.

Die hier zitierten Arbeiten sollen nur einen groben �Uberblick der Arbeiten
au�erhalb der Hochfrequenztechnik geben und zeigen, f�ur welche Probleme Wave-
lets bereits eingesetzt wurden. Glowinski, Periaux, Ravachol, Pan, Wells & Zhou
(1993) und Dahmen (1997) geben ausf�uhrlichere Darstellungen. Insbesondere Dah-
men (1997) f�uhrt sehr gut aus, wie Wavelets zur L�osung von Operatorgleichungen
eingesetzt werden k�onnen.

Die zitierten Arbeiten best�atigen die Vermutung, da� sich mit Wavelets adap-
tive Algorithmen entwerfen lassen. Allerdings stellt sich heraus, da� sie numerisch
sehr aufwendig sind. Auch erfordert die Anwendung auf realistische Geometrien
(und nicht auf Kuben oder Toren) die Entwicklung spezieller Randwavelets. Dies
allein ist schon, sogar abgesehen von der numerischen E�ektivit�at, keine trivia-
le Aufgabe. So hei�t es auf der Homepage des EU-TMR-Projekts

"
Wavelets in

Numerical Simulation\ 1 am Ende der Projektbeschreibung:

1http://www.ann.jussieu.fr/wavelet/waveRT.html

23
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"
In spite of these promising perspectives, present implementati-
ons cannot yet compete with the best existing schemes that have
been developed over the years. This will probably remain the ca-
se for quite some while. This is partly because new complex data
structures have to be developed to exploit the full potential of
wavelet based multiscale methods.\

Im gleichen Sinne urteilen Glowinski et al. (1993, S. 273f) in ihrer Schlu�fol-
gerung:

"
On the basis of few experiments we can expect compactly sup-
ported wavelets to have a most interesting potential for the nume-
rical solution of 
uid 
ow problems. However the practical imple-
mentation of this new kind of approximation gives rise to highly
nontrivial diÆculties which have to be successfully addressed if
one wishes to see wavelet-based approximations successfully com-
peting with �nite di�erence and �nite element approximations.\

Einen interessanten Aspekt der E�ektivit�at von waveletbasierten Algorith-
men spricht G�ottelmann (1998) an. Und zwar werden ja durch die Wavelettrans-
formation die Di�erenzenoperatoren breiter, bekommen also mehr KoeÆzienten.
Dadurch steigt nat�urlich die Zahl der Rechenoperationen. F�ur seine Anwendun-
gen sch�atzt er die Zunahme des Rechenaufwandes ab. Andererseits konnte er das
Kompressionsverm�ogen absch�atzen. Daraus l�a�t sich erho�en, da� es m�oglich sein
k�onnte, in der Waveletdarstellung bei geeigneter Kompression sogar mit weniger
Rechenoperationen auszukommen als in der Darstellung nur mit Skalierungsfunk-
tionen. Numerische Experimente best�atigen dies. Allerdings nur wenn die Daten
starke Variationen in kleinen Gebieten aufweisen, sonst aber eher glatt sind. Leider
war die Implementierung wohl nicht auf EÆzienz ausgelegt, so da� lediglich die
notwendigen Rechenoperationen gez�ahlt wurden, der Algorithmus mit Wavelets
aber trotzdem sehr viel mehr Rechenzeit in Anspruch nahm.

Die ersten Publikationen �uber Versuche, waveletbasierte Verfahren zur
L�osung partieller Di�erentialgleichungen in der Hochfrequenztechnik anzuwen-
den, sind Krumpholz & Katehi (1995) und Krumpholz & Katehi (1996). Dar-
in wird vorgeschlagen, die Maxwellschen Gleichungen mit Hilfe des Galerkinver-
fahren zu diskretisieren. Die zeitliche Entwicklung wird mit Rechteckfunktionen
beschrieben, die r�aumliche Feldverteilung mit Hilfe der Battle-Lemari�e-Wavelets
(Battle 1987, Lemari�e 1988). Dabei werden in Anlehnung an die Yeezelle in FDTD
die Schwerpunkte der Ansatzfunktionen entsprechend verschoben. Dies f�uhrt zeit-
lich zu einem Zentraldi�erenzenschema f�ur die EntwicklungskoeÆzienten, wobei
elektrisches und magnetisches Feld um einen halben Zeitschritt versetzt sind. Die
Battle-Lemari�e-Wavelets haben den Vorteil, da� sie symmetrisch und orthogonal
sind. Allerdings haben sie keinen kompakten Tr�ager und klingen nur exponentiell
ab. Dies hat zur Folge, da� die Di�erenzenoperatoren unendlich viele KoeÆzienten
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haben. Um trotzdem praktisch damit rechnen zu k�onnen, werden die Di�erenzen-
operatoren auf 18 bzw. 19 KoeÆzienten eingeschr�ankt. Dadurch ist der numerische
Aufwand je Zeitschritt und EntwicklungskoeÆzient etwa neunmal gr�o�er als bei
FDTD. Zur Modellierung perfekt leitender W�ande wird das Spiegelungsprinzip
angewandt.

Dieses Konzept wird in zwei Versionen weiteruntersucht: S-MRTD (nur Ska-
lierungsfunktionen und keine Wavelets) und W-MRTD (Skalierungsfunktionen
und ein einziger Waveletlevel). Die Dispersionsanalyse zeigt, da� beide Varian-
ten sich wesentlich besser als FDTD verhalten, abgesehen von sehr gro�en Wel-
lenl�angen. Allerdings zeigt sich, da� W-MRTD

"
spurious modes\ aufweist. Das

Stabilit�atslimit reduziert sich im Vergleich zu FDTD auf 68% (S-MRTD) bzw. 43%
(W-MRTD). Dar�uberhinaus wird aufgrund praktischer Erfahrungen empfohlen,
als Zeitschritt nur ein F�unftel des Limits zu w�ahlen. Praktisch ausprobiert werden
die beiden Algorithmen (wobei bei W-MRTD Wavelets nur in einer Raumrichtung
verwendet werden!) an der Berechnung der Resonanzfrequenzen kubischer Hohl-
raumresonatoren, die leer bzw. zur H�alfte mit einem Dielektrikum gef�ullt sind.
Die Algorithmen sind nicht adaptiv. Es zeigt sich auch im numerischen Experi-
ment, da� W-MRTD im Gegensatz zu S-MRTD Probleme mit

"
spurious modes\

hat. Um einen mit FDTD vergleichbaren Fehler zu erreichen, ben�otigt man bei
S-MRTD und W-MRTD (abgesehen von

"
spurious modes\ ) nur etwa ein f�unftel

der Unbekannten je Raumrichtung, d.h. insgesamt also nur 1=125 � 1%. Da man
je Unbekannte zehnmal soviel rechnen mu�, ergibt sich insgesamt eine Rechen-
zeitersparnis von 90%.

Hierzu sind zwei Bemerkungen angebracht. Zun�achst zu den
"
spurious modes\

von W-MRTD. Wie im vorhergehenden Kapitel gezeigt wurde, mu� es eigentlich
egal sein, ob Wavelets verwendet werden oder nicht. Hier jedoch werden die Dif-
ferenzenoperatoren durch endliche approximiert. Dies f�uhrt dazu, da� W-MRTD
und S-MRTD, die ja eigentlich mit der schnellen Wavelettransformation ineinan-
der �uberf�uhrbar sein sollten, nicht mehr �aquivalent sind. Die

"
spurious modes\

sind also Folge der Beschneidung der Di�erenzenoperatoren. Zum zweiten wur-
de beim Rechenzeitvergleich auch FDTD mit einem f�unftel des Stabilit�atslimits
betrieben. �Ublicherweise w�ahlt man jedoch einen Wert so nahe wie m�oglich an
der Stabilit�atsgrenze, wodurch sich der Rechenzeitvorteil von MRTD aber auf nur
noch etwa 50% verringert.

In der Folge wurde mit Battle-Lemari�e-Wavelets im wesentlichen S-MRTD
untersucht, d.h. Wavelets nur sporadisch und wenn in sehr simplen Geometrien
eingesetzt: In Krumpholz, Winful & Katehi (1996) wird S-MRTD zur Berech-
nung einer Pulsausbreitung in einem nichtlinearen Medium benutzt (r�aumlich
eindimensional). In Robertson, Tentzeris, Krumpholz & Katehi (1996) und Ro-
bertson, Tentzeris, Krumpholz & Katehi (1998) werden wieder Resonanzfrequen-
zen kubischer Hohlraumresonatoren untersucht. Diesmal mit dielektrischer Platte,
mit dielektrischem Balken und mit dielektrischem W�urfel. W-MRTD in nur einer
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Raumrichtung wird nur an der Platte untersucht. In Tentzeris, Krumpholz &
Katehi (1996) wird die Leitungsimpedanz einer geschirmten Streifenleitung mit
einer 2D-Variante von S-MRTD berechnet. Bei all diesen Untersuchungen wird
best�atigt, da� man durch die besseren Dispersionseigenschaften je Raumrichtung
nur ein f�unftel der bei FDTD ben�otigten Unbekannten braucht, und da� die Re-
chenzeit bei einer Raumdimension nahezu doppelt so gro� ist, bei zweien etwa
ein f�unftel bis ein viertel und bei drei etwa ein Zehntel betr�agt. F�ur MRTD wur-
de PML formuliert und in der S-MRTD-Variante erfolgreich bei der Berechnung
einer Patch-Antenne eingesetzt (Tentzeris, Robertson & Katehi 1998). Inwieweit
die W-MRTD-Methode die M�oglichkeit zur Adaptivit�at bietet, wurde in Tentzeris,
Cangellaris & Katehi (1997) und Tentzeris, Robertson & Katehi (1997) anhand
einer Parallelplattenleitung mit einem dielektrischen Einsatz |als zweidimensio-
nales Problem formuliert (eigentlich ja nur ein eindimensionales Problem f�ur den
TEM-Mode)| untersucht. Eingesetzt wurde wiederum nur ein Waveletlevel in nur
einer Raumrichtung, in der anderen lediglich Skalierungsfunktionen. Es zeigt sich,
da� die Wavelets lediglich in r�aumlich begrenztem Gebiet signi�kant beitragen,
genaue Fehlerangaben fehlen aber leider. In Tentzeris & Katehi (1998) schlie�lich
wird W-MRTD mit einem Level in einer Richtung auf Hohlleiter�lter angewandt
und gezeigt, da� Wavelets eine adaptive Gitterverfeinerung erm�oglichen, nicht
aber, da� sich der Aufwand auch lohnt.

In Goverdhanam, Tentzeris, Krumpholz & Katehi (1996), Goverdhanam &
Katehi (1997) und Goverdhanam, Tentzeris & Katehi (1998) wird die M�oglich-
keit untersucht, statt der Battle-Lemari�e- die Haar-Wavelets f�ur die r�aumliche
Diskretisierung zu nehmen. Ausgehend von der Yeezelle werden auch hier �uber ei-
ne Galerkin-Diskretisierung Di�erenzengleichungen erzeugt.2 Zeitlich erh�alt man
Zentraldi�erenzen, r�aumlich durch die Haar-Wavelets ebenfalls. Wiederum wird
maximal ein Waveletlevel benutzt. Hierbei entstehen entkoppelte Schemata,
d.h. die SkalierungskoeÆzienten werden f�ur sich berechnet, die WaveletkoeÆzi-
enten f�ur sich und die EntwicklungskoeÆzienten der gemischten Terme f�ur sich.
Die Schemata sind lediglich �uber Randbedingungen gekoppelt. Perfekt leitende
W�ande werden hier nicht durch das Spiegelungsprinzip approximiert, sondern
durch lineare Interpolation. Angewandt wurde dieses Verfahren auf Rechteckhohl-
leiter, geschirmte Streifenleitung und Parallelplattenleitung mit und ohne dielek-
trischen Einsatz. Leider fehlen Performancevergleiche und Genauigkeitsvergleiche
zu FDTD.

2Es mu� darauf hingewiesen werden, da� zwar die entstehenden Algorithmen korrekt sind,
nicht aber die mathematische Herleitung. Es werden n�amlich dabei innere Produkte zwischen
der Deltadistribution und Rechteckfunktionen ausgewertet, wobei die Ausblendeigenschaft der
Deltadistribution verwendet wird, allerdings zum Teil an Stellen, an denen die Rechteckfunk-
tion nicht stetig ist! D.h. einige Integrale existieren gar nicht und werden willk�urlich auf einen

"
passenden\ Wert gesetzt. Korrekt w�are eine umgekehrte Vorgehensweise, und zwar r�aum-
lich Zentraldi�erenzen verwenden, kein gesta�eltes Gitter, und dann mit der schnellen Wave-
lettransformation den Rest ausrechnen (vgl. die Arbeiten von Werthen).
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Fujii untersuchte ebenfalls dieses Verfahren (Fujii & Hoefer 1998, Fujii 1999).
Auch er benutzt lediglich einen Waveletlevel, allerdings in alle Raumrichtungen. Es
werden im Rahmen seiner Arbeiten ein-, zwei- und dreidimensionale Algorithmen
entwickelt.

Seine Dispersionsanalyse zeigt, da� der Algorithmus sich genau wie FDTD
verh�alt, d.h. mit doppelt bis achtmal sovielen Unbekannten wie FDTD dieselbe
Genauigkeit liefert! Allerdings kann dabei der Zeitschritt gegen�uber FDTD ver-
doppelt werden. Dieses Ergebnis wird durch folgende �Uberlegung gest�utzt. Der
Algorithmus mit Wavelets ist �aquivalent zu einem, der nur Skalierungsfunktio-
nen verwendet, daf�ur aber doppelt soviele Unbekannte je Raumrichtung hat. Das
ist aber gerade eine �nite Di�erenzenapproximation mit Zentraldi�erenzen ohne
gesta�eltes Gitter, d.h. elektrisches und magnetisches Feld sind in jedem Gitter-
punkt de�niert. Natur dieses Zentraldi�erenzenschemas ist es nun, in gegenein-
ander verschobene Yeeschemata mit der doppelten Ortsschrittweite zu zerfallen.
Dadurch wird der Waveletalgorithmus nat�urlich nicht genauer, man rechnet das
Feld nur an mehr Gitterpunkten aus. Au�erdem verdoppelt sich scheinbar der
maximal m�ogliche Zeitschritt, da der Ortsschritt nur noch halb so gro� ist.

Numerische Experimente mit den Randbedingungen nach Goverdhanam
et. al. best�atigten dies. Fujii entwickelte dann neue Randbedingungen f�ur per-
fekt leitende W�ande, indem er sie um einen viertel Ortsschritt verschob. Durch
diese Korrektur gelingt es, mit gleich vielen Unbekannten wie bei FDTD �ahnliche
Genauigkeit zu erlangen. Was bleibt ist der doppelte Zeitschritt. Man ben�otigt
mit den Randbedingungen nach Fujii also etwa denselben Speicherplatz wie bei
FDTD, die Simulationen sind aber nach der halben Zeit fertig.

Zahlreiche Anwendungen st�utzen dies: Fujii wendete seine Algorithmen zur
Berechnung der Resonanzfrequenzen einer an beiden Enden kurzgeschlossenen
Leitung (1D) und von Hohlraumresonatoren mit oben genannten dielektrischen
Eins�atzen (3D) an. Dar�uberhinaus berechnete er S-Parameter eines Rechteckhohl-
leiters mit d�unner und dicker Irisblende (inklusive Kanten- und Eckenkorrektur
des Feldes sowie PML; 2D), einen Mikrostreifenleitungstiefpa� und eine planare
Spiralinduktivit�at (mit Murs absorbierende Randbedingung erster Ordnung), und
Rechteckhohlleiter mit dielektrischer L�angsplatte und mit dielektrischem Pfosten.

Allerdings untersuchte Fujii nicht die M�oglichkeit der Konstruktion adaptiver
Algorithmen.

Eine weitere Variante der MRTD-Methode, nun aber mit Daubechies-
Wavelets, �ndet sich in der Arbeit von Cheong (1999). Auch seine Diskretisierung
basiert auf der Yeezelle und benutzt zeitlich Zentraldi�erenzen. Zur r�aumlichen
Modellierung verwendet er allerdings Daubechies Wavelets mit zwei verschwin-
denden Momenten. Diese Wavelets sind orthogonal und haben kompakten Tr�ager,
sind aber nicht symmetrisch. Auch hier wird mit der Galerkin-Methode diskreti-
siert. Cheong verwendet ausschlie�lich die Skalierungsfunktionen, seine Methode
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entspricht also S-MRTD. Zur Erf�ullung perfekt leitender Randbedingungen �ndet
einmal mehr die Spiegelungsmethode Anwendung.

Zur Spiegelungsmethode ist anzumerken |abgesehen davon, da� sie ohne-
hin strenggenommen nur in Spezialf�allen gilt| da� ihre Verwendung, also die
Spiegelung der KoeÆzienten am Rand, bei nichtsymmetrischen Basisfunktionen
nicht zwingend zu einem symmetrischen Funktionsverlauf f�uhrt. N�aherungsweise
vielleicht, aber Bedenken sind wohl auf jeden Fall angebracht.

Cheong f�uhrt eine Dispersionsanalyse durch und vergleicht sein Verfahren
mit FDTD und S-MRTD mit Battle-Lemari�e-Wavelets. Seine Methode verh�alt
sich deutlich besser als FDTD, und f�ur kleine Wellenzahlen auch besser als S-
MRTD. Sein Ergebnis belegt das schlechte Verhalten von S-MRTD f�ur kleine
Wellenzahlen, genaugenommen konvergiert S-MRTD gegen eine falsche Lichtge-
schwindigkeit (Fehler im Prozentbereich! Grund ist auch hier die Beschr�ankung
der Di�erenzenoperatoren). Als Anwendung werden (einmal mehr) die Resonanz-
frequenzen eines kubischen Hohlraumresonators berechnet, der leer ist, oder eine
Platte, einen Balken oder einen W�urfel als dielektrische Inhomogenit�at enth�alt.
Sein Vergleich mit FDTD ergibt, da� die von ihm vorgeschlagene Methode eine
Reduzierung des Speicherbedarfs um den Faktor 32 und der Rechenzeit um den
Faktor 13,4 erlaubt. Mit anderen Worten seine Methode ist etwas schneller als
S-MRTD mit Battle-Lemari�e-Wavelets, ben�otigt aber etwas mehr Speicher.

Ein davon abweichender Weg wird in Werthen & Wol� (1996), Werthen
(1998) und Werthen & Wol� (1998) beschritten. Zwar beschreibt auch Wert-
hen zun�achst eine Galerkin-Diskretisierung, die zeitlich zu Zentraldi�erenzen und
r�aumlich durch die Verwendung von Daubechies-Wavelets mit zwei verschwinden-
den Momenten zu einem Di�erenzenoperator f�uhrt, wobei er gleich mehrere Wave-
letlevel in Erw�agung zieht. Dabei stellt er fest, da� zur Berechnung der Matrixdar-
stellung des partiellen Di�erentialoperators, d.h. hier des Rotationsoperators, le-
diglich die Kenntnis des Di�erenzenoperators zwischen Skalierungsfunktionen aus-
reicht, um mit Hilfe der schnellen Wavelettransformation alle weiteren Matrixele-
mente auszurechnen. Er schlie�t daraus, da� man ja nun keineswegs gezwungen
ist, den Di�erenzenoperator, der durch die Verwendung von Daubechies-Wavelets
impliziert wird, auch wirklich zu verwenden, sondern statt dessen z.B. Zentraldif-
ferenzen.

Hierbei deutet er selbstverst�andlich die Unbekannten, mit denen er rechnet,
um. Diese repr�asentieren nun keineswegs mehr EntwicklungskoeÆzienten, son-
dern im Grunde Feldst�arkewerte an den Gitterpunkten. Wavelets �nden hier nun
keine Anwendung mehr als Entwicklungsfunktionen, sondern nur noch die zu-
geh�orige Wavelettransformation hat Bedeutung. Mit anderen Worten: Hier wird
ganz normal FDTD aufgestellt, alles in einen kubischen Kasten hineingepackt und
die schnelle Wavelettransformation (mit periodischen Randbedingungen) durch-
gef�uhrt. Dieses Vorgehen ist prinzipiell so auf alle raumdiskretisierenden Verfahren
mit logisch kubischem Gitter �ubertragbar. Logisch kubisch hei�t, da� das Gitter
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nicht kubisch zu sein braucht, es kann auch krummlinig sein, aber da� die einzel-
nen Gitterpunkte genauso wie in einem kubischen Gitter durchnumeriert werden
k�onnen. Es kann sich beispielsweise um ein verzerrtes kubisches Gitter handeln.
Diese Vorgehensweise lie�e sich z.B. auch auf TLM �ubertragen.

Auf einen gravierenden Nachteil solch einer Vorgehensweise mu� jedoch hin-
gewiesen werden. Vor Beginn der eigentlichen Rechnung mu� der Operator mit
Hilfe der Wavelettransformation aufbereitet werden, d.h. man mu� ihn kennen.
Das aber wiederum bedeutet, da� man sich f�ur eine feinste Diskretisierung von
vornherein entschieden haben mu�. Dies widerspricht ein wenig dem Gedanken
der Adaptivit�at. Sch�oner w�are es, wenn man im Laufe der Rechnung immer mehr
Waveletlevel hinzuf�ugen k�onnte, um das Gitter im Grunde beliebig zu verfeinern.

Werthen untersuchte seine Vorgehensweise an zwei Beispielen, einer M�aander-
leitung in Streifenleitungstechnik und an einem dielektrischen Pfosten in einem
Rechteckhohlleiter. Er benutzte drei Wavelettransformationen, also drei Wavelet-
level, und setzte nach jedem Zeitschritt hinreichend kleine KoeÆzienten zu null.
Damit hatte er ein adaptives Verfahren und bemerkte, da� dies die M�oglichkeit
zur Aufwandsreduzierung biete. Leider fehlen genauere Untersuchungen �uber den
Ein
u� des Zunullsetzens und der Anzahl der Waveletlevel auf den Fehler und
auf die Anzahl der relevanten KoeÆzienten. Zur Genauigkeit �ndet sich lediglich
der Hinweis, da� sein Algorithmus von der Genauigkeit so gut wie FDTD sei, was
nicht verwundert, da es ja letztlich FDTD nur halt wavelettransformiert ist. In
der Zusammenfassung seiner Dissertation �au�ert er sich indirekt zur Rechenzeit
(Werthen 1998, S. 134):

"
Allerdings ist im Vergleich zur FDTD-Methode das Verfahren
an sich erheblich komplexer, so da� eine �au�erst eÆziente Imple-
mentierung der Verfahrens erforderlich ist, um die Vorteile des
Verfahrens nutzen zu k�onnen.\

Alles in allem l�a�t sich zu Wavelets also sagen, da� sie in der Tat in der Lage
sind, die Grundlage adaptiver Verfahren zu bilden, da� ihre Anwendung allerdings
den numerischen Aufwand betr�achtlich erh�oht, es aber mit einer Unterdr�uckung
der Nulloperationen gelingen k�onnte, wieder Boden gutzumachen. Das Hauptpro-
blem ist die Implementierung der Algorithmen und die Entwicklung eÆzienter
Datenstrukturen.

Die bisher im Bereich der Hochfrequenztechnik angestellten Untersuchungen
haben sich jedoch durchweg nicht mit dieser Frage besch�aftigt. In den verschie-
denen MRTD-Varianten (mit Battle-Lemari�e-, Haar- und Daubechies-Wavelets)
tauchte das Problem der Vergr�o�erung des numerischen Aufwands nicht auf, weil
Wavelets entweder gar nicht in Betracht gezogen wurden (Daubechies-Wavelets),
nur ein Waveletlevel betrachtet wurde (Haar-Wavelets haben die Eigenschaft, da�
bei nur einem Waveletlevel das Schema in einzelne FDTD-Schemata zerf�allt, erst
beim zweiten Waveletlevel werden die Di�erenzenoperatoren breiter und treten
Verkoppelungen auf), oder die Di�erenzenoperatoren so beschr�ankt wurden, da�
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der numerische Aufwand in etwa konstant blieb (womit man sich allerdings
"
spu-

rious modes\ einhandelte). Werthen schweigt sich zu diesem Thema leider aus.
Die berichteten Vorteile von MRTD mit Battle-Lemari�e-Wavelets haben ihre Ur-
sache in der h�oheren Approximationsordnung der kubischen Splines, nicht in der
Verwendung von Wavelets. Und wenn man bedenkt, da� z.B. Di�erenzenoperato-
ren vierter Ordnung auch mit vier statt 18 KoeÆzienten auskommen, stellt sich
die Frage nach dem Sinn eines solchen Ansatzes ganz massiv.

Diese Arbeit versucht, die L�ucke zu f�ullen und Anhaltspunkte zu liefern, ob
und wie Wavelets zur Berechnung elektromagnetischer Felder im Zeitbereich ef-
fektiv eingesetzt werden k�onnen.



KAPITEL 4

Waveletbasierte Multiskalenverfahren

1. Vorbetrachtung

Um zu kl�aren, inwieweit Wavelets von Nutzen sind, wird zun�achst versucht
abzusch�atzen, wie gut sich elektromagnetische Felder mit Wavelets komprimieren
lassen. Hierf�ur werden als Beispiele die transversalen Verteilungen des elektrischen
Feldes einer Koplanarleitung und eines Leitungs�ubergangs betrachtet. In beiden
F�allen handelt es sich um Approximationen der L�osungen, die von Herrn Tobias
Mangold mit TLM berechnet wurden.

Der Einfachheit halber wird bei der Wavelettransformation keine R�ucksicht
auf Randbedingungen genommen. Werthen (1998) weist zum Beispiel darauf hin,
da� in diesem Fall in der N�ahe von R�andern nicht komprimiert werden darf, da
sonst die Simulation stark gest�ort wird. Trotzdem l�a�t sich so aber zumindest die
Gr�o�enordnung absch�atzen, wieviele Freiheitsgrade sich durch Wavelets einsparen
lassen.

Es werden drei unterschiedliche Transformationen betrachtet:

Fall 1: Jede Zeile und jede Spalte werden einzeln wavelettransformiert und
komprimiert. Die erreichten Besetzungen und dabei auftretenden Fehler
werden �uber alle Zeilen und Spalten gemittelt.

Fall 2: Es wird zweidimensional wavelettransformiert, zun�achst die Spalten
und dann die Zeilen. Dadurch erh�alt man eine Aufteilung gem�a� Abbildung
4.1(a). Dies entspricht einem Tensorproduktansatz, bei dem alle Kombi-
nationen der Basisfunktionen verwendet werden.

Fall 3: Zweidimensionale Wavelettransformation, wobei aber nur der tie�re-
quente Anteil wiederum transformiert wird. Die Aufteilung der Koef�zien-
ten ist in Abbildung 4.1(b) zu sehen.

Nach der Wavelettransformation werden alle KoeÆzienten der Transformierten,
deren Betrag kleiner als ein fest vorgegebener Schwellwert sind, zu Null gesetzt.
Die Besetzung ist durch das Verh�altnis von der Zahl der KoeÆzienten ungleich
Null zur Gesamtzahl der KoeÆzienten gegeben. Den Fehler, der durch diese nicht-
lineare Approximation entsteht, erh�alt man, indem man die inverse Wavelettrans-
formation durchf�uhrt und mit den OriginalkoeÆzienten vergleicht. Hier wird die

�ubliche l2-Norm benutzt.

31
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'0'0  0'0  1'0  2'0

'0 0  0 0  1 0  2 0

'0 1  0 1  1 1  2 1

'0 2  0 2  1 2  2 2

(a) Tensorproduktansatz.

'0'0  0'0

'0 0 0 0

 1'1

'1 1  1 1

 2'2

'2 2  2 2

(b) Nur tie�requente Anteile werden weiter-

transformiert.

Abbildung 4.1. M�oglichkeiten zur zweidimensionalen Wavelettransformation.
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Abbildung 4.2. Skizze der Koplanarleitung.
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(b) Vertikale Feldkomponente.

Abbildung 4.3. Transversales elektrisches Feld einer Koplanarleitung.

Abbildung 4.2 zeigt schematisch die Koplanarleitung im Querschnitt. Durch
die magnetische Wand wurden in der Simulation nur die ungeraden Moden
bez�uglich der Symmetrieebene der Leitung ber�ucksichtigt. Als absorbierende
Randbedingungen wurden nichtre
ektierende Leitungsabschl�usse verwendet. Die
transversalen Komponenten des elektrischen Feldes des ungeraden Grundmodus
in einem Querschnitt der Leitung sind in Abbildung 4.3 dargestellt.
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Abbildung 4.4. Fall 1: Koplanarleitung, Ey.
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Abbildung 4.5. Fall 2: Koplanarleitung, Ey.

In den Abbildungen 4.4,4.5 und 4.6 sind die Ergebnisse der drei unterschiedli-
chen Approximationen der y-Komponente der elektrischen Feldst�arke der Kopla-
narleitung zu sehen.

Im Fall 1 ist der Fehler kleiner als in den beiden anderen F�allen, was aber da-
mit zusammenh�angt, da� es sich ja nur etwa um ein F�unfzigstel der KoeÆzienten
handelt und die l2-Norm benutzt wird. Zudem ben�otigt man mehr KoeÆzienten
als in den F�allen 2 und 3. Quadriert man jedoch die Besetzung, so kommt man
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Abbildung 4.6. Fall 3: Koplanarleitung, Ey.

wieder nahezu in dieselbe Gr�o�enordnung. Man kann also grob das mehrdimen-
sionale Verhalten durch das eindimensionale absch�atzen. In den F�allen 2 und 3
ist der Fehler praktisch gleich und die Besetzung im Fall 2 etwas niedriger als
im Fall 3. Daf�ur allerdings ist die Rechenzeit f�ur die Transformationen im Fall 3
geringer. F�ur Fehler kleiner 1% sollten Schwellen kleiner als 10�3 gew�ahlt werden,
wobei dann mit Besetzungen im eindimensionalen zwischen 40% und 90% und
im zweidimensionalen zwischen 10% und 25% zu rechnen ist. Auf drei Dimensio-
nen scheinen also Besetzungen von 5% bis 10% m�oglich. F�ur sehr kleine Fehler
(kleiner als 10�6 etwa) ist jedoch mit Besetzungen von vielleicht 50% zu rechnen.
Dies legt den Schlu� nahe, da� Waveletkompression nur f�ur Gesamtsimulations-
fehler im Promille- bis Prozentbereich sinnvoll einsetzbar ist, andernfalls wird die
Besetzung zu gro�, um den Mehraufwand zu rechtfertigen. Dar�uberhinaus ist zu
erkennen, da� die Haar-Wavelets den kleinsten Fehler zu einer Schwelle erzeu-
gen, aber auch zur schlechtesten Kompression f�uhren. Bez�uglich der Kompression
scheinen B-Splines vorteilhaft zu sein. Die Ergebnisse f�ur die Ez-Komponente sind
sehr �ahnlich.

Zum Vergleich wurde die transversale Feldverteilung der elektrischen
Feldst�arke eines horizontalen L�angsschitts eines Leitungs�ubergangs von Koplanar-
auf Mikrostreifen- und wieder auf Koplanarleitung herangezogen. Die Struktur ist
in Abbildung 4.7 zu sehen. Simuliert wurde aus Symmetriegr�unden nur die rechte
H�alfte der Leitung. Der Puls l�auft in positive x-Richtung. Die Feldverteilungen in
den Abbildungen 4.8(a) und 4.8(b) zeigen die elektrischen Feldkomponenten Ey
und Ez kurz nach dem ersten �Ubergang von der Koplanarleitung auf die Mikro-
streifenleitung.
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Abbildung 4.7. Skizze des Leitungs�ubergangs.
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Abbildung 4.8. Transversales elektrisches Feld eines Leitungs�ubergangs.

Die Ergebnisse sind im gro�en und ganzen recht �ahnlich zu denen der Ko-
planarleitung. Allerdings lie� sich aufgrund der r�aumlichen Begrenztheit des elek-
tromagnetischen Pulses auch f�ur sehr kleine Schwellwerte eine Datenkompression
erzielen, und zwar f�ur Ey und Ez unterschiedlich (siehe Abbildungen 4.9 und
4.10).

2. Modellproblem

Als einfaches Modellproblem werden die Leitungsgleichungen gew�ahlt. Um
die Verwendung von speziell konstruierten Randwavelets zu vermeiden, werden
als Randbedingungen lediglich periodische sowie ideal elektrische (Kurzschlu�)
bzw. magnetische (Leerlauf) betrachtet. Diese Randbedingungen lassen sich ein-
fach durch Periodisierung oder durch Anwendung des Spiegelungsprinzips erf�ullen.
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Abbildung 4.9. Fall 2: Leitungs�ubergang, Ey.
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Abbildung 4.10. Fall 2: Leitungs�ubergang, Ez .

F�ur eine verlustbehaftete Leitung der L�ange l sucht man die r�aumliche und
zeitliche Spannungsverteilung u : R+

0 � [0; l] ! R und Stromverteilung i : R+
0 �

[0; l]! R, die die partiellen Di�erentialgleichungen

@u(t; x)

@t
= �G

C
u(t; x)� 1

C

@i(t; x)

@x
;(4.1a)

@i(t; x)

@t
= �R

L
i(t; x)� 1

L

@u(t; x)

@x
;(4.1b)
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wobei t 2 R+
0 die Zeit, x 2 [0; l] � R den Ort, C den Kapazit�ats-, L den Induk-

tivit�ats-, R den Widerstands- und G den Leitwertbelag bezeichnen, die Anfangs-
bedingungen

u0(x) = u(0; x) ;(4.1c)

i0(x) = i(0; x)(4.1d)

und im Falle

periodischer Randbedingungen:

u(t; 0) = u(t; l) ;(4.1e)

i(t; 0) = i(t; l)(4.1f)

ideal elektrischer Randbedingungen: mit x0 = 0 bzw. x0 = l

u(t; x0) = 0 ;(4.1g)

@i(t; x)

@x

����
x=x0

= 0(4.1h)

ideal magnetischer Randbedingungen: mit x0 = 0 bzw. x0 = l

@u(t; x)

@x

����
x=x0

= 0 ;(4.1i)

i(t; x0) = 0(4.1j)

erf�ullen. Da� die Normalableitungen des Stroms bei ideal elektrischen bzw. der
Spannung bei ideal magnetischen Randbedingungen verschwinden, ist Folge der
Leitungsgleichungen und erm�oglicht das Spiegelungsprinzip.

Im verlustfreien Fall lassen sich die Leitungsgleichungen normieren

@u(t; x)

@t
= �c@i(t; x)

@x
;(4.2a)

@i(t; x)

@t
= �c@u(t; x)

@x
;(4.2b)

wobei die Leitungsl�ange auf 1 normiert ist und c 2 R; c > 0 die normierte Aus-
breitungsgeschwindigkeit bezeichnet.

3. Biorthogonale B-Spline-Wavelets

3.1. De�nition. Die biorthogonalen kardinalen B-Spline-Wavelets wurden
von Cohen, Daubechies & Feauveau (1992) konstruiert. Sie sind symmetrisch, bior-
thogonal und haben kompakten Tr�ager. Hier wird die Nomenklatur aus Dahmen,
Kunoth & Urban (1996) verwendet.

Als Skalierungsfunktion 'd werden die kardinalen B-Splines der Ordnung d 2
N > 1 verwendet. Sie sind durch

'd(x) := d [0; 1; : : : ; d]

�
� � x�

�
d

2

��d�1
+

(4.3)
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de�niert, wobei [ti; : : : ; ti+d]f die dividierte Di�erenz von f 2 Cd(R) f�ur die
Knotenfolge ti 6 : : : 6 ti+d ist, und

xd+ := (maxf0; xg)d(4.4)

bxc := maxfz : z 2 Z ^ z 6 xg x 2 R(4.5)

dxe := minfz : z 2 Z ^ z > xg x 2 R :(4.6)

Die so de�nierten B-Splines sind symmetrisch um l(d)=2, mit

l(d) := dmod2 =

(
0 f�ur d gerade,

1 f�ur d ungerade,
(4.7)

d.h.

'd(x+ l(d)) = 'd(�x) f�ur x 2 R :(4.8)

Der Tr�ager von 'd ist

supp'd = [l1; l2](4.9)

mit

l1 := �
�
d

2

�
; l2 :=

�
d

2

�
:(4.10)

B-Splines sind bekanntlich verfeinerbar, und zwar gilt

'd(x) =
p
2

l2X
k=l1

p
2

2d

 
d

k +
�
d
2

�!'d(2x� k) :(4.11)

Cohen et al. (1992) haben hierzu nun biorthogonale, symmetrische Basen mit

kompaktem Tr�ager konstruiert. Die Ordnung ~d der dualen Skalierungsfunktion
~'d; ~d mu� wenigstens so gro� sein wie die des B-Splines und beide entweder von

gerader oder ungerader Ordnung, d.h. ~d > d ; ~d 2 N ; l( ~d+ d) = 0.
Die duale Skalierungsfunktion ~'d; ~d
� hat kompakten Tr�ager

supp ~'d; ~d = [l1 � ~d+ 1; l2 + ~d� 1] ;(4.12)

� dieselbe Symmetrieeigenschaft wie 'd

~'d; ~d(x+ l(d)) = ~'d; ~d(�x) f�ur x 2 R ;(4.13)

� ist biorthogonal zu 'd

('d; ~'d; ~d(� � k))L2(R) = Æ0;k f�ur k 2 Z ;(4.14)

� von der Ordnung ~d, d.h. alle Polynome h�ochstens vom Grad ~d� 1 k�onnen
exakt als Linearkombination der Translate ~'d; ~d(� � k) ; k 2 Z dargestellt
werden,

� die Regularit�at von ~'d; ~d w�achst proportional zu
~d,
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� und ist verfeinerbar

~'d; ~d(x) =
p
2

~l2X
k=~l1

~hk ~'d; ~d(2x� k)(4.15)

mit

~l1 := l1 � ~d+ 1 ; ~l2 := l2 + ~d� 1(4.16)

~hk :=
1p
2

X
j

~rj ~pk�j ;

k 2
�
�
�
~d

2

�
� d+ ~d

2
+ 1; : : : ;

�
~d

2

�
+
d+ ~d

2
� 1

�(4.17)

~rj := 21�
~d

 
~d

j +
j
~d
2

k! ; j 2 f~l1; : : : ; ~l1 + ~dg(4.18)

~pj = (�1)j
d+~d
2
�1X

n=jjj

1

4n

 
d+~d
2 � 1 + n

n

! 
2n

n+ j

!
;

j 2
�
�d+

~d

2
+ 1; : : : ;

d+ ~d

2
� 1

�
:

(4.19)

Die Wavelets hierzu sind durch

 d; ~d(x) =
p
2
X
k

gk'd(2x� k)(4.20)

~ d; ~d(x) =
p
2
X
k

~gk ~'d; ~d(2x� k)(4.21)

mit

gk = (�1)k~h1�k 2� l2 � ~d 6 k 6 ~d� l1(4.22)

~gk = (�1)kh1�k 1�
�
d

2

�
6 k 6 1 +

�
d

2

�
:(4.23)

gegeben.
Da die Abh�angigkeit der Skalierungsfunktionen und der Wavelets von d und ~d

o�ensichtlich ist, wird im weiteren auf ihre Angabe verzichtet. Die aktuellen Werte
sollten wenn n�otig aus dem Kontext ersichtlich werden. Im folgenden bezeichnen
tiefergestellte Indizes im allgemeinen die Skala und den Verschiebeparameter der
Funktionen, d.h.

�i;l(x) = 2i=2�(2ix� l) ; � 2 f'; ~'; ; ~ g :(4.24)
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Abbildung 4.11. Haar-Wavelets ((1,1)-B-Spline-Wavelets).

Zur Illustration sind die Skalierungsfunktionen und Wavelets der Skala i = 4
mit dem Verschiebeparameter l = 7 der Haar-Wavelets (identisch zu den (1,1)-B-
Spline-Wavelets, Abb. 4.11), der (2,4)-, der (3,3)- und der (3,5)-B-Spline-Wavelets
dargestellt (Abb. 4.12, 4.13 und 4.14) 1.

Lemire (1998) zeigte, da� man die dualen Skalierungsfunktionen der biortho-
gonalen B-Spline-Wavelets auch durch Ableitungen der Fundamentalfunktion F
der iterativen Lagrange-Interpolation mit Polynomen vom Grad d+ ~d�1 darstellen
kann

~'d; ~d =

1X
k=0

 
d� 1 + k

d� 1

!
F
(d)

d+~d�1

�
x� k �

�
d

2

��
:(4.25)

F (d) steht dabei f�ur die d-te Ableitung. Bei der Berechnung der Di�erenzen-
operatoren wird diese Beziehung hilfreich sein, da sich mit ihr zeigen l�a�t, da�
Petrov-Galerkin-Diskretisierungen des Operators d=dx z.B. mit (4,4)-, (3,5)- und
mit (2,6)-B-Spline-Wavelets (d.h. Skalierungsfunktion als Entwicklungs- und duale
Skalierungsfunktion als Testfunktion) zu denselben Di�erenzenoperatoren f�uhren.

3.2. Symmetrie der B-Spline-Wavelets. Die Skalierungsfunktionen der
biorthogonalen kardinalen B-Spline-Wavelets nach Dahmen et al. (1996) haben
die Symmetrieeigenschaften

'(x+ l(d)) = '(�x)(4.26)

~'(x+ l(d)) = ~'(�x)(4.27)

1Die (2,2)-B-Spline-Wavelets werden in dieser Arbeit nicht benutzt, da in diesem Fall die
duale Skalierungsfunktion nicht quadratintegrabel ist.
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(c) Duale Skalierungsfunktion.
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(d) Duales Wavelet.

Abbildung 4.12. (2,4)-B-Spline-Wavelets.

und die Filter

hk = hl(d)�k l1 = �
�
d

2

�
6 k 6

�
d

2

�
= l2(4.28)

~hk = ~hl(d)�k ~l1 = l1 � ~d+ 1 6 k 6 l2 + ~d� 1 = ~l2 :(4.29)

Daraus folgt

gk = (�1)k~h1�k = (�1)k~hl(d)�1+k = (�1)k~h1�(2�l(d)�k)
= (�1)�k(�1)2�l(d)(�1)l(d)�2~h1�(2�l(d)�k)
= (�1)l(d)(�1)2�l(d)�k~h1�(2�l(d)�k) :

(4.30)
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(d) Duales Wavelet.

Abbildung 4.13. (3,3)-B-Spline-Wavelets.

Somit haben die Wavelet�lter die Symmetrieeigenschaften

gk = (�1)l(d)g2�l(d)�k(4.31)

~gk = (�1)l(d)~g2�l(d)�k :(4.32)
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(d) Duales Wavelet.

Abbildung 4.14. (3,5)-B-Spline-Wavelets.

F�ur die Wavelets selbst ergibt sich

 (�x) =
X
k

gk'(�2x� k) =
X
k

gk'(2x+ k + l(d))

=
X
k

(�1)l(d)g2�l(d)�k'(2x+ k + l(d))

=
X
k

(�1)l(d)g2�l(d)�k'(2(x+ 1)� (2� k � l(d)))

= (�1)l(d)
X
m

gm'(2(x+ 1)�m) :

(4.33)
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Ihre Symmetrieen sind also

 (�x) = (�1)l(d) (x+ 1)(4.34)

~ (�x) = (�1)l(d) ~ (x+ 1) ;(4.35)

d.h. beide Wavelets sind abh�angig davon, ob d gerade oder ungerade ist, gerad-
oder schiefsymmetrisch um x = 1=2. Die Tr�ager der Wavelets sind gleich gro�,
und es gilt

supp (x) = supp ~ (x) =

�
1� d+ ~d

2
;
d+ ~d

2

�
:(4.36)

3.3. Entwicklung von Funktionen bei einfachen Randbedingungen.
Von entscheidendem Interesse in der Elektrodynamik sind Randbedingungen. Sie
sind es, die das Verhalten der L�osung der Maxwellschen Gleichungen festlegen
und die Geometrie der interessierenden Struktur beschreiben. H�au�g lassen sich
die charakteristischen Merkmale der L�osung an idealisierten Randbedingungen
gut studieren. Hierzu geh�oren ideal elektrisch oder magnetisch leitende W�ande.
Sie erlauben bei bestimmten Geometrien die Anwendung des Spiegelungsprin-
zips, d.h. der gerad- bzw. schiefsymmetrischen Fortsetzung der L�osung �uber das
eigentliche De�nitionsgebiet des Problems hinaus. Bei der Verwendung �niter Dif-
ferenzen stellt dies eine beliebte Methode zur Konstruktion von Randbedingun-
gen dar, unabh�angig davon, ob man das Spiegelungsprinzip in der vorliegenden
Geometrie des Problems tats�achlich anwenden darf oder nicht. Daher soll das
Spiegelungsprinzip auch in dieser Arbeit Anwendung �nden2. Periodische Rand-
bedingungen sind ebenfalls einfach zu verwirklichen. N�utzlich sind diese beim
Studium von Leitungen im Zeitbereich zur Bestimmung der Moden (insbesondere
des Grundmodus), d.h. den das Rechengebiet verlassenden Puls speist man auf
der gegen�uberliegenden Seite einfach wieder ein. Den Grundmodus ben�otigt man
beispielsweise zur Berechnung der S-Parameter einer Struktur.

Es werden ausschlie�lich Probleme auf dem Einheitsw�urfel [0; 1]n betrach-
tet, f�ur praktische Probleme mu� also erst gegebenenfalls auf den Einheitsw�urfel
transformiert werden. Zudem werden ausschlie�lich Tensorprodukte verwendet,
so da� es im folgenden gen�ugt univariate Funktionen auf dem Intervall [0; 1] zu
betrachten.

2Aus diesem Grund ist es unerl�a�lich symmetrische Wavelets zu verwenden, d.h. man mu�
leider auf Orthogonalit�at verzichten und sich mit Biorthogonalit�at begn�ugen, wenn man auf
kompakten Tr�ager Wert legt. Nichtsymmetrische Wavelets wie die Daubechies-Wavelets sind
somit nicht als Basisfunktionen von Petrov-Galerkin-Verfahren geeignet. Allerdings kann man
die Autokorrelationsfunktion der Daubechies-Wavelets, die ja symmetrisch ist, als Basisfunk-
tion verwenden und Point-matching durchf�uhren. Der entstehende Algorithmus unterscheidet
sich von der Galerkin-Diskretisierung im Innern eines Intervalls nicht, nur an den R�andern
(Bertoluzza, Naldi & Ravel 1994).
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3.3.1. Entwicklung periodischer Funktionen. Sei f : R ! R periodisch mit
der Periode 1

f(x+ n) = f(x) f�ur n 2 Z :(4.37)

F�ur die EntwicklungskoeÆzienten cm;k ergibt sich

cm;k = (f; ~'m;k) =

Z 1

�1
f(x)2m=2 ~'(2mx� k)dx

=

Z 1

�1
f(x+ n)2m=2 ~'(2mx� k)dx

=

Z 1

�1
f(x)2m=2 ~'(2m(x+ n)� (k + 2mn))dx

= (f; ~'m;k+2mn) = cm;k+2mn :

(4.38)

Dasselbe erh�alt man f�ur die WaveletentwicklungskoeÆzienten

dm;k = dm;k+2mn f�ur n 2 Z :(4.39)

Ebenso bei einer Entwicklung nach den dualen Funktionen

(f; 'm;k) = (f; 'm;k+2mn)(4.40)

(f;  m;k) = (f;  m;k+2mn) :(4.41)

Praktisch wird dies umgesetzt, indem Arrays mit 2m Elementen benutzt wer-
den, f�ur die Indizierungsoperatoren de�niert sind, die den richtigen Wert zur�uck-
liefern, z.B. statt dm;�2 den Wert von dm;2m�2.

3.3.2. Entwicklung symmetrisch fortgesetzter Funktionen. Zun�achst betrach-
te man die gerad- bzw. schiefsymmetrische Fortsetzung einer Funktion f : [0; 1]!
R f�ur x < 0 (es wird nur einmal fortgesetzt, das reicht f�ur die hier angestrebten
Anwendungen), d.h.

f(x) = �f(�x) f�ur x 2 [�1; 1] :(4.42)

Dies bedeutet f�ur die SkalierungskoeÆzienten

cj;k =

Z 1

�1
f(x) ~'j;k(x)dx =

Z 1

�1
f(x)2j=2 ~'(2jx� k)dx

= �
Z 1

�1
f(�x)2j=2 ~'(�2jx+ k + l(d))dx

= �
Z 1

�1
f(y)2j=2 ~'(2jy + k + l(d))dy

(4.43)

Somit erh�alt man

cj;k = �cj;�(k+l(d))
(
f geradsymmetrisch um x = 0,

f schiefsymmetrisch um x = 0.
(4.44)
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F�ur die WaveletkoeÆzienten rechnet man

dj;k =

Z 1

�1
f(x) ~ j;k(x)dx =

Z 1

�1
f(x)2j=2 ~ (2jx� k)dx

= �
Z 1

�1
f(�x)2j=2(�1)l(d) ~ (�2jx+ k + 1)dx

= �
Z 1

�1
f(y)2j=2(�1)l(d) ~ (2jy + k + 1)dy ;

(4.45)

d.h.

dj;k = �(�1)l(d)dj;�(k+1)
(
f geradsymmetrisch um x = 0,

f schiefsymmetrisch um x = 0.
(4.46)

Nun betrachte man den rechten Rand des De�nitionsgebiets und setze f sym-
metrisch um x = 1 fort, d.h.

f(�x) = �f(2 + x) :(4.47)

Hiermit ergibt sich f�ur die SkalierungskoeÆzienten

cj;k =

Z 1

�1
f(x) ~'j;k(x)dx =

Z 1

�1
f(x)2j=2 ~'(2jx� k)dx

= �
Z 1

�1
f(�y)2j=2 ~'(�2jy � k)dy

= �
Z 1

�1
f(y + 2)2j=2 ~'(2jy + k + l(d))dy

= �
Z 1

�1
f(x)2j=2 ~'(2j(x� 2) + k + l(d))dx

= �
Z 1

�1
f(x)2j=2 ~'(2jx� (2j+1 � k � l(d)))dx ;

(4.48)

also

cj;k = �cj;2j+1�(k+l(d))
(
f geradsymmetrisch um x = 1,

f schiefsymmetrisch um x = 1,
(4.49)

und f�ur die WaveletkoeÆzienten

dj;k =

Z 1

�1
f(x) ~ j;k(x)dx =

Z 1

�1
f(x)2j=2 ~ (2jx� k)dx

= �
Z 1

�1
f(�x)2j=2 ~ (�2jx� k)dx

= �
Z 1

�1
f(x+ 2)2j=2(�1)l(d) ~ (2jx+ k + 1)dx

= �
Z 1

�1
f(y)2j=2(�1)l(d) ~ (2jy � (2j+1 � k � 1))dy ;

(4.50)
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d.h. hier gilt

dj;k = �(�1)l(d)dj;2j+1�(k+1)
(
f geradsymmetrisch um x = 1,

f schiefsymmetrisch um x = 1.
(4.51)

Dasselbe erh�alt man auch bei Entwicklungen nach den dualen Funktionen, da sie
dieselben Symmetrieeigenschaften besitzen.

O�ensichtlich mu� man bei Anwendung des Spiegelungsprinzips abh�angig von
der Ordnung der Skalierungsfunktion die KoeÆzienten unterschiedlich spiegeln.
Gilt l(d) = 0, so werden die WaveletkoeÆzienten f�ur gerade Funktionen gerade
fortgesetzt und f�ur ungerade ungerade. Ist aber l(d) = 1, also d ungerade, so
verh�alt es sich umgekehrt, d.h. f�ur gerade Funktionen wird ungerade fortgesetzt
und f�ur ungerade gerade. Bei den Skalierungsfunktionen wird zwar f�ur gerade
Funktionen immer gerade fortgesetzt und f�ur ungerade ungerade, aber daf�ur wird
der Spiegelungspunkt geringf�ugig ver�andert. Mal liegt er auf dem letzten Element,
mal zwischen dem letzten und dem ersten virtuellen (also dem gespiegelten) Ele-
ment.

3.3.3. Zur Implementierung. Aus dem gerade dargestellten geht o�enbar her-
vor, da� abh�angig von der Ordnung der Skalierungsfunktion unterschiedlich ge-
spiegelt werden mu�. Dar�uberhinaus h�angt die Anzahl der unabh�angigen Ska-
lierungskoeÆzienten im Gegensatz zu der der unabh�angigen WaveletkoeÆzienten
ebenfalls von der Ordnung ab. Und zwar ergibt sich im Falle

periodischer Randbedingungen:

ci;l ; l 2 f0; 1; : : : ; 2i � 1g ;(4.52a)

di;l ; l 2 f0; 1; : : : ; 2i � 1g ;(4.52b)

idealer Randbedingungen und ungerader Filterordnung d:

ci;l ; l 2 f0; 1; : : : ; 2i � 1g ;(4.53a)

di;l ; l 2 f0; 1; : : : ; 2i � 1g ;(4.53b)

idealer Randbedingungen und gerader Filterordnung d:

ci;l ; l 2 f0; 1; : : : ; 2ig ;(4.54a)

di;l ; l 2 f0; 1; : : : ; 2i � 1g :(4.54b)

4. Berechnung der EntwicklungskoeÆzienten

Um eine Funktion f durch Wavelets darzustellen, m�ussen die Skalierungskoef-
�zienten cJ0;l und die WaveletkoeÆzienten di;l ; i = J0; : : : ; JM berechnet werden.
Theoretisch sind die inneren Produkte mit den dualen Skalierungsfunktionen und
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Wavelets zu bestimmen

cJ0;l =

1Z
1

f(x) ~'J0;ldx ;(4.55a)

di;l =

1Z
1

f(x) ~ i;ldx :(4.55b)

(Im Falle orthogonaler Wavelets sind die dualen identisch mit den Entwicklungs-
funktionen, die Tilden fallen dann also weg.) Da es sich bei den Wavelets um oszil-
lierende Funktionen handelt, sind diese inneren Produkte aufwendig zu berechnen.
Zudem gibt es nur in Ausnahmef�allen analytische Ausdr�ucke f�ur die dualen Funk-
tionen (z.B. bei den Haar- oder den Battle-Lemari�e-Wavelets), so da� man sehr
viele Summanden brauchte, um eine gute N�aherung f�ur die Integrale durch eine
Riemannsumme zu erreichen, auch wenn f eine sehr glatte Funktion w�are.

Um zu einem vertretbaren Rechenaufwand zu kommen, hat man nun versucht,
Approximationsoperatoren Pi

Pif :=
X
l

�i;l(f)'i;l(4.56)

mit diskreten linearen Funktionalen �i;l zu �nden, die hinreichend gute Approxi-
mationen der SkalierungskoeÆzienten liefern. Hat man solch einen Operator, so
berechnet man mit PM+1 die SkalierungskoeÆzienten auf der feinsten Skala und
f�uhrt anschlie�end schnelle Wavelettransformationen durch.

Sweldens (1994) untersuchte Funktionale der Form

�i;l(f) = 2�i=2
rX
k=0

wkf
�
2�i(xk + l)

�
(4.57)

mit xk = k + � , wobei 0 6 � < 1. Die Idee hinter der Konstruktion ist, f �aqui-
distant abzutasten, so da� man genauso viele Abtastwerte wie Entwicklungskoef-
�zienten hat. r, � und die wk werden so gew�ahlt, da� man Polynome m�oglichst
hoher Ordnung mit m�oglichst kleinem Aufwand exakt integriert. Dieses Vorge-
hen ist jedoch problematisch, weil das numerische Problem zur Bestimmung der
Gewichte w � k schlecht konditioniert ist.

Einen anderen Ansatz untersuchte Ware (1997). Wenn die Operatoren Pi
Projektoren sein sollen, dann m�ussen sie

�i;l('i;k) = Æl;k(4.58)

erf�ullen. Will man auch in diesem Fall mit genauso vielen Abtastwerten der Funk-
tion f wie EntwicklungskoeÆzienten auskommen, so werden leider i.a. alle Ab-
tastwerte in die Berechnung der EntwicklungskoeÆzienten involviert (z.B. bei
B-Splines (de Boor 1978)). Bei interpolierenden Skalierungsfunktionen (z.B. die



50 4. WAVELETBASIERTE MULTISKALENVERFAHREN

d 2 3 4 5 6

w�4 0,00977564
w�3 -0,312821
w�2 0,166667 -0,0444444 2,29808
w�1 -1,33333 0,711111 -7,53333
w0 1,00000 -0,500000 3,33333 -3,27778 12,0766
w1 2,00000 -1,33333 6,22222 -7,53333
w2 0,500000 0,166667 -3,27778 2,29808
w3 0,711111 -0,312821
w4 -0,0444444 0,00977564

Tabelle 4.1. Gewichte der diskreten Projektoren.

(2,2m)-B-Spline-Familie) hingegen gen�ugt ein einziger Abtastwert. Eine M�oglich-
keit, um auch im allgemeinen nur endlich viele Abtastwerte in die Berechnung der
EntwicklungskoeÆzienten zu involvieren, bietet die �Uberabtastung. Dabei sucht
man Gewichte wk, so da�

�('(x� l)) =
X
k

wk'(k=2� l) = Æ0;l(4.59)

gilt. Durch Verschiebung und Skalierung erh�alt man die ben�otigten Funktionale

�i;l(f) = 2�i=2
X
k

wkf
�
2�i(k=2 + l)

�
:(4.60)

Im Falle, da� f selbst abgetastet ist, ist solch eine Vorgehensweise eventu-
ell ineÆzient, weil man wohl einiges an Information verliert, schlie�lich halbiert
man die Anzahl der Freiheitsgrade. Wenn f aber analytisch bekannt ist, stellt
dies keinen nennenswerten Nachteil dar. Da bei der L�osung partieller Di�erential-
gleichungen lediglich f�ur bekannte Funktionen (Anfangs-, Randbedingungen und
Quellterme) die EntwicklungskoeÆzienten berechnet werden m�ussen, kann man
hiervon ausgehen. Meist handelt es sich in der Hochfrequenztechnik um gefenster-
te Gau�- oder Sinusfunktionen.

Die Wahl der Gewichte wk in (4.59) ist nicht eindeutig. In dieser Arbeit wer-
den die Gewichte so gew�ahlt, da� sie dieselbe Symmetrie wie die Skalierungsfunk-
tion besitzen, d.h. um 0 bzw. 1=2 (also um w0 bzw. w1), und m�oglichst wenige sind.
F�ur die B-Spline-Familie ergeben sich die Tabelle 4.1 angegebenen Gewichte (auf
6 Zi�ern gerundet). Sie h�angen nicht von der dualen Ordnung ab. Die Gewichte
wurden numerisch mit doppelter Genauigkeit durch l�osen des Gleichungssystems
(4.59) errechnet. Zum Einsatz kam dabei die QR-Zerlegung des LAPACK-Pakets
(Anderson, Bai, Bischof, Demmel, Dongarra, DuCroz, Greenbaum, Hammarling,
McKenney, Ostrouchov & Sorensen 1992).
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5. R�aumliche Diskretisierung

Im ersten Schritt der r�aumlichen Petrov-Galerkin-Diskretisierung werden
Strom i(t; x) und Spannung u(t; x) durch Linearkombinationen von Skalierungs-
funktionen der Skala J0 und von Wavelets der Skalen J0; : : : ; JM approximiert

u(t; x) �
X
l2L�1

u�1;l(t)'J0;l(x) +
MX
j=0

X
l2Lj

uj;l(t) Jj ;l(x) ;(4.61a)

i(t; x) �
X
l2L�1

i�1;l(t)'J0;l(x) +
MX
j=0

X
l2Lj

ij;l(t) Jj ;l(x) :(4.61b)

Die EntwicklungskoeÆzienten uj;l und ij;l sind zeitabh�angig. Zur Vereinfachung
der Schreibweise bekommen die SkalierungskoeÆzienten den ersten Index �1, die
WaveletkoeÆzienten der unterschiedlichen Skalen werden mit 0; : : : ;M indiziert.
Die Indexmengen Lj sind geeignet, d.h. hier unter Ber�ucksichtigung der Rand-
bedingungen und der Ordnung der Skalierungsfunktion, zu w�ahlen. Setzt man
 J�1;l(x) := 'J0;l(x), so l�a�t sich der Ansatz kompakter schreiben

u(t; x) �
MX

j=�1

X
l2Lj

uj;l(t) Jj ;l(x) ;(4.62a)

i(t; x) �
MX

j=�1

X
l2Lj

ij;l(t) Jj ;l(x) :(4.62b)

Im Gegensatz zu den vorgestellten Arbeiten anderer Autoren zur L�osung elek-
tromagnetischer Probleme mit Wavelets im Zeitbereich werden die Feldkomponen-
ten nicht gem�a� der Yeezelle verschoben. Ein Ansatz mit verschobenen Feldkom-
ponenten, der die Skalierungsfunktionen und den ersten Waveletlevel verwendet,
ist �aquivalent zu einem mit nichtverschobenen Feldkomponenten, der nur Skalie-
rungsfunktionen der n�achstfeineren Skala benutzt. Mit anderen Worten: Bei Al-
gorithmen, die Wavelets verwenden, bietet ein Ansatz gem�a� der Yeezelle keinen
Genauigkeitsvorteil3, verkompliziert aber die Programmierung, da jede Feldkom-
ponente geringf�ugig anders zu behandeln ist.

3Betrachtet man �nite Di�erenzenalgorithmen zur L�osung der Maxwellschen oder auch
Leitungsgleichungen f�ur den homogenen unendlich ausgedehnten Raum, die kein verschobe-
nes Gitter, also keine Yeezelle benutzen, sondern in jedem Gitterpunkt alle Feldkomponenten
de�nieren, so stellt man fest, da� die Algorithmen in voneinander v�ollig unabh�angige Un-
terschemata zerfallen. Das bedeutet, da� der Yeealgorithmus im homogenen Freiraum dieselbe
Genauigkeit liefert, wie ein Algorithmus mit Zentraldi�erenzen und Feldkomponenten in jedem
Gitterpunkt, aber halben Schrittweiten �t und �x. Der Yeealgorithmus ist also bei gleicher
Anzahl von Unbekannten genauer. Da� dies im begrenzten Raum nicht mehr gilt, illustriert
die Dissertation von Fujii (1999), der Randbedingungen konstruiert hat, mit denen er bei glei-
cher Anzahl von Unbekannten gleiche Genauigkeit erreicht (und das bei doppelt so gro�er
Zeitschrittweite also halber Rechenzeit!).
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Durch Periodisierung bzw. Spiegelung der KoeÆzienten bei symmetrischen
Basisfunktionen erreicht man die Erf�ullung der Randbedingungen durch den An-
satz. Bleibt die Erf�ullung der partiellen Di�erentialgleichungen (4.1a) und (4.1b).

Im allgemeinen lassen sich die partiellen Di�erentialgleichungen nat�urlich
nicht durch einen Ansatz der gesuchten Funktionen als Linearkombinationen be-
liebiger Entwicklungsfunktionen erf�ullen. Man fordert daher lediglich die �Uber-
einstimmung der Projektionen auf einen durch Testfunktionen gi;k(x) gegebenen
Funktionenraum. Bei Petrov-Galerkin-Diskretisierungen sind diese Projektionen
durch die inneren Produkte mit den Testfunktionen gegeben. Man erh�alt so f�ur
Gl. (4.1a)

MX
j=�1

X
l2Lj

duj;l(t)

dt

1Z
�1

 Jj ;l(x)gi;k(x)dx =

�
MX

j=�1

X
l2Lj

0
@G
C
uj;l

1Z
�1

 Jj ;l(x)gi;k(x)dx+
1

C
ij;l

1Z
�1

d Jj ;l

dx
(x)gi;k(x)dx

1
A

(4.63)

Eigentlich w�are das Integrationsintervall lediglich [0; 1]. Da in dieser Arbeit
jedoch sowohl die Basis- als auch die Testfunktionen kompakten Tr�ager besitzen
und die Randbedingungen durch Periodisierung bzw. Spiegelung erf�ullt werden,
kann man ab einer gr�obsten Skala JG, die wenigstens eine Basisfunktion ganz
im Innern des Intervalls [0; 1] besitzt, die Integrationsgrenzen bis ins Unendliche
verschieben.

Sind nun die gi;k orthogonal zu den  Jj ;l, d.h. gilt

1Z
�1

 Jj ;l(x)gi;k(x)dx = ÆJj ;i Æl;k ;(4.64)

so sind die Zeitableitungen explizit. Ansonsten erhielte man i.a. ein implizites
System, es m�u�te also in jedem Zeitschritt ein Gleichungssystem gel�ost werden.
Da dieses Gleichungssystem von der Geometrie des Problems abhinge erscheint
ein solches Vorgehen nicht erstrebenswert. Hierin liegt die besondere Bedeutung
orthogonaler und biorthogonaler Basen f�ur Zeitbereichssimulationen.
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In unserem Fall ben�otigt man also die Integrale

An(j; i; l; k) =

1Z
�1

'
(n)
j;l (x) ~'i;k(x)dx ;(4.65a)

Bn(j; i; l; k) =

1Z
�1

 
(n)
j;l (x) ~'i;k(x)dx ;(4.65b)

Cn(j; i; l; k) =

1Z
�1

'
(n)
j;l (x)

~ i;k(x)dx ;(4.65c)

Dn(j; i; l; k) =

1Z
�1

 
(n)
j;l (x)

~ i;k(x)dx ;(4.65d)

wobei n die Werte 0 oder 1 annimmt. Durch wiederholte Anwendung der der
Multiskalenanalyse zugrundeliegenden Skalierungsgleichungen lassen sich alle vier
Integralklassen auf die Kenntnis des Integrals

Kn(i) =

1Z
�1

'(n)(x� i) ~'(x)dx(4.66)

zur�uckf�uhren. Und zwar erh�alt man

1. An(j; i; l; k)
(a) i = j

An(j; j; l; k) = 2jnKn(l � k)

(b) i < j

q = j � i
A1;0(p) = 2n

X
�

~h�Kn(�� + p)

Aq;0(p) = 2n
X
�

~h�Aq�1;0(p� 2q�1�)

An(j; i; l; k) = 2inAq;0(l � 2qk)
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(c) i > j

q = i� j
A0;1(p) = 2n

X
�

h�Kn(� � p)

A0;q(p) = 2n
X
�

h�A0;q�1(p� 2q�1�)

An(j; i; l; k) = 2jnA0;q(k � 2ql)

2. Bn(j; i; l; k) (hier ist immer j > i)

q = j � i
Bq(p) =

X
�

g�Aq+1;0(� + 2p)

Bn(j; i; l; k) = 2inBq(l � 2qk)

3. Cn(j; i; l; k) (hier ist immer i > j)

q = i� j
Cq(p) =

X
�

~g�A0;q+1(� + 2p)

Cn(j; i; l; k) = 2jnCq(k � 2ql)

4. Dn(j; i; l; k)
(a) i = j

D0;0(p) =
X
�

g�
X
�

~g�Kn(� � �+ 2p)

Dn(j; j; l; k) = 2(j+1)nD0;0(l � k)
(b) i < j

q = j � i
Dq;0(p) =

X
�

g�
X
�

~g�Aq;0(� � 2q�+ 2p)

Dn(j; i; l; k) = 2(i+1)nDq;0(l � 2qk)

(c) i > j

q = i� j
D0;q(p) =

X
�

g�
X
�

~g�A0;q(�� 2q� + 2p)

Dn(j; i; l; k) = 2(j+1)nD0;q(k � 2ql)
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Fa�t man die EntwicklungskoeÆzienten zu Spaltenvektoren U(t) und I(t)
zusammen

U(t) =

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

u�1;l�1;�
...

u�1;l�1;�
u0;l0;�

...
u0;l0;�

...
uM;lM;�

...
uM;lM;�

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

; I(t) =

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

i�1;l�1;�
...

i�1;l�1;�
i0;l0;�
...

i0;l0;�
...

iM;lM;�

...
iM;lM;�

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

(4.67)

(lj;� und lj;� stehen f�ur das erste und das letzte Element der Skala j), und die Wer-
te der inneren Produkte aus den Ableitungen der Entwicklungsfunktionen mit den
Testfunktionen zu den Zeilenvektoren Di;k (i = �1; : : : ;m ; k 2 Kimit dimKi =
dimLi)

D�1;k =

0
BBBBBBBB@

A1(J0; J0; l�1;�; k)
...

A1(J0; J0; l�1;� ; k)
B1(J0; J0; l0;�; k)

...
B1(JM ; J0; lM� ; k)

1
CCCCCCCCA

T

;(4.68a)

Di;k =

0
BBBBBBBB@

C1(J0; Ji; l�1;�; k)
...

C1(J0; Ji; l�1;� ; k)
D1(J0; Ji; l0;�; k)

...
D1(JM ; Ji; lM;� ; k) ; i > 0

1
CCCCCCCCA

T

(4.68b)
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A00 B00 B10

C00 D00 D10

C01 D01 D11

B20

D20

D21

C02 D02 D12 D22

'0  0  1  2

~'0

~ 0

~ 1

~ 2

Abbildung 4.15. Struktur des Di�erenzenoperators D.

und schlie�lich zur Matrix D

D =

0
BBBBBBB@

D�1;k�1;�
...

D�1;k�1;�
D0;k0;�
: : :

DM;kM;�

1
CCCCCCCA
;(4.69)

so ergibt sich mit geeigneten Einheitsmatrizen E als Approximation der Gln. (4.1a)
und (4.1b) das System gew�ohnlicher Di�erentialgleichungen

d

dt

�
U(t)
I(t)

�
= �

 
G
C E 1

CD
1
L
D R

L
E

!�
U(t)
I(t)

�
:(4.70)

Bild 4.15 zeigt die Struktur des Di�erenzenoperators D. Dunkle Stellen sym-
bolisieren Eintr�age ungleich Null. Randbedingungen sind nicht ber�ucksichtigt.

6. Funktions- und Integralwerte verfeinerbarer Funktionen

Um den Projektor nach Ware zu berechnen, ben�otigt man die Funktionswer-
te der Skalierungsfunktion an den ganzzahligen St�utzstellen; um den Di�erenzen-
operator aufstellen zu k�onnen, das Integral �uber die n-te Ableitung der Skalie-
rungsfunktion (verschoben um ganzzahlige Werte) multipliziert mit der dualen
Skalierungsfunktion. In beiden F�allen �ndet zur Berechnung dasselbe Prinzip An-
wendung:

1. Einsetzen der Skalierungsgleichungen f�uhrt zu einem Eigenwertproblem
f�ur die Funktions- bzw. Integralwerte.
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2. Geeignete Nebenbedingungen erlauben eine eindeutige L�osung des Eigen-
wertproblems, sofern sie existiert.

Diese Vorgehensweise soll kurz am Beispiel der Berechnung der Funktionswer-
te einer Skalierungsfunktion mit kompaktem Tr�ager an den ganzzahligen St�utz-
stellen illustriert werden. Gesucht also ist '(i); i 2 Z. Einsetzen der Skalierungs-
gleichung liefert das Eigenwertproblem

'(i) =
p
2

MX
k=N

hk'(2i� k) ; N < M :(4.71)

Der Tr�ager von ' ist durch

supp('(x)) = [N;M ](4.72)

gegeben, wie folgende �Uberlegung zeigt: Angenommen '(x) habe den Tr�ager [a; b].
Dann hat '(2x) den Tr�ager [a=2; b=2] bzw. '(2x� k) [a=2+ k=2; b=2+ k=2]. Also
ist

supp('(x)) =
M[
k=N

supp('(2x� k))

=

�
a+N

2
;
b+N

2

�
[
�
a+N + 1

2
;
b+N + 1

2

�
[ � � � [

�
a+M

2
;
b+M

2

�

=

�
a+N

2
;
b+M

2

�
Die letzte Gleichheit besteht unter der Bedingung, da� a + 1 6 b gilt. Dies mu�
aber erf�ullt sein, da sonst limn!1 Vn 6= L2(R) (Grund:

S
k2Z supp('(x�k)) 6= R).

Folglich m�ussen a = N und b =M sein.
Mit dem Vektor � der Funktionswerte von ' an den ganzzahligen Abszissen-

werten innerhalb des Tr�agers

� = ('(N); '(N + 1); '(N + 2); : : : ; '(M))T(4.73)

ergibt sich die Eigenwertgleichung

� = A�(4.74)

mit der Matrix A

A =
p
2

0
BBBBBBB@

hN 0 0 0 0 : : : 0 0 0
hN+2 hN+1 hN 0 0 : : : 0 0 0
hN+4 hN+3 hN+2 hN+1 hN : : : 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 : : : hM hM�1 hM�2
0 0 0 0 0 : : : 0 0 hM

1
CCCCCCCA
:

(4.75)



58 4. WAVELETBASIERTE MULTISKALENVERFAHREN

Der gesuchte Vektor � ist also Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert 1. Ist
der Rang von A nur um eins kleiner als die Dimension, so ist der Eigenvektor bis
auf einen skalaren Faktor eindeutig berechenbar, indem man eine Komponente
ungleich null setzt und das entstehende Gleichungssystem l�ost.

Zur Berechnung der Integrale haben Dahmen & Micchelli (1993) die Grundla-
gen bereitgestellt. Auf ihnen baut ein Programm von Kunoth (1995) auf. Mit Hilfe
dieses Programms ist es m�oglich, sowohl die Funktionswerte verfeinerbarer Funk-
tionen an den ganzzahligen St�utzpunkten als auch die inneren Produkte aus den
(Ableitungen der) Skalierungsfunktionen und den dualen Skalierungsfunktionen
zu berechnen. Damit sind also die Projektoren nach Ware und die Di�erenzen-
operatoren berechenbar. Da diese Arbeit mit der Anwendung des Kunothschen
Programms auskommt, wird auf eine ausf�uhrliche Darstellung der Berechnung
von Integralen verfeinerbarer Funktionen verzichtet und auf die o.g. Arbeiten ver-
wiesen.

Verwendet man die biorthogonalen B-Spline-Wavelets zur Diskretisierung,
d.h. die Skalierungsfunktionen und Wavelets als Entwicklungsfunktionen und die
dualen Skalierungsfunktionen und dualen Wavelets als Testfunktionen, so beob-
achtet man bei der Approximation des Operators d=dx, da� z.B. die Di�erenzen-
operatoren bei Verwendung der (2,4)- und der (3,3)-B-Spline-Wavelets gleich sind.
Auch (2,6), (3,5) und (4,4) oder (2,8), (3,7), (4,6) und (5,5) sind praktisch (bis
auf kleine Rundungsfehler) gleich. Dies f�uhrte zu der Vermutung, da�

1Z
�1

'0d(x� n) ~'d; ~d(x) dx =
1Z

�1

'0d+1(x� n) ~'d+1; ~d�1(x) dx(4.76)

gilt (wobei nat�urlich die Einschr�ankungen zur Wahl von d und ~d zu beachten
sind). Die tiefergestellten Indizes bezeichnen hier ausnahmsweise wieder die Ord-

nung d und die duale Ordnung ~d der gew�ahlten B-Spline-Wavelets. In der Tat
l�a�t sich diese Beziehung unter Zuhilfenahme der Darstellung der dualen Skalie-
rungsfunktion durch die d-te Ableitung der Fundamentalfunktion der iterativen
Lagrange-Interpolation nach Gl. (4.25) zeigen.

Partielle Integration der linken Seite von Gl. (4.76)

L(n) : =

1Z
�1

'0d(x� n) ~'d; ~d(x) dx

= 'd(x� n) ~'d; ~d(x)
����1
�1
�

1Z
�1

'd(x� n) ~'0d; ~d(x) dx
(4.77)
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ergibt wegen des kompakten Tr�agers beider Skalierungsfunktionen nach Einsetzen
von (4.25)

L(n) = �
1X
k=0

 
d� 1 + k

d� 1

! 1Z
�1

'd(x� n)F (d+1)

d+~d�1

�
x� k �

�
d

2

��
dx :(4.78)

Die Skalierungsfunktionen sind ja kardinale B-Splines der Ordnung d, d.h. es
sind st�uckweise Polynome vom Grad d � 1. Durch Di�erentiation erniedrigt sich
der Grad der Polynome um eins; die Ableitungen der Skalierungsfunktionen lassen
sich also wieder durch B-Splines, allerdings der Ordnung d � 1, ausdr�ucken. F�ur
die Ableitung des um n verschobenen B-Splines der Ordnung d+ 1 erh�alt man

'0d+1(x� n) = 'd(x� n+ 1� l(d+ 1))� 'd(x� n� l(d+ 1)) :(4.79)

Eingesetzt in die rechte Seite R(n) von Gl. (4.76) ergibt sich unter Zuhilfe-
nahme von  

d+ k

d

!
=

 
d+ k � 1

d

!
+

 
d+ k � 1

d� 1

!
(4.80)

(z.B. Korn & Korn (1968))

R(n) = R1 + R2 + R3(4.81)

mit

R1 =

1X
k=0

 
d+ k

d

! 1Z
�1

'd(x� n+ 1� l(d+ 1))F
(d+1)

d+~d�1

�
x� k �

�
d+ 1

2

��
dx

R2 = �
1X
k=0

 
d+ k � 1

d

! 1Z
�1

'd(x� n� l(d+ 1))F
(d+1)

d+~d�1

�
x� k �

�
d+ 1

2

��
dx

R3 = �
1X
k=0

 
d� 1 + k

d� 1

! 1Z
�1

'd(x� n� l(d+ 1))F
(d+1)

d+~d�1

�
x� k �

�
d+ 1

2

��
dx :

Durch Umindizierung der Summe im Term R2 (m = k � 1) und anschlie�ende

Substitution y = x� 1 im Integral erh�alt man wegen
�
d�1
d

�
= 0

R2 = �R1 :(4.82)

Ist d gerade, so ergibt das Integral im Term R3

1Z
�1

'd(x� n� 1)F
(d+1)

d+~d�1

�
x� k � d

2
� 1

�
dx =

1Z
�1

'd(y � n)F (d+1)

d+~d�1

�
y � k �

�
d

2

��
dy ;

(4.83)
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und ist d ungerade (hier gilt
�
d
2

�
=
�
d+1
2

�
)

1Z
�1

'd(x� n)F (d+1)

d+~d�1

�
x� k �

�
d

2

��
dx :(4.84)

Mithin erh�alt man

R(n) = R3 = L(n) ;(4.85)

was zu zeigen war.
F�ur lineare partielle Di�erentialgleichungssysteme erster Ordnung hat dies

zur Folge, da� Petrov-Galerkin-Diskretisierungen mit (Tensorprodukten von) bior-
thogonalen B-Spline-Wavelets trotz unterschiedlicher Wahl der Basisfunktionen
zueinander �aquivalent sein k�onnen. Verwendet man nur Skalierungsfunktionen, so
sind die numerischen Algorithmen sogar gleich (einmal abgesehen von der Berech-
nung der Anfangsbedingungen und der Feldwerte). Ein durchaus �uberraschendes
Ergebnis.

7. Zeitintegration

Wie in den einf�uhrenden Abschnitten dargestellt wurde, f�uhrt die Anwendung
der Methode der Geraden auf ein Anfangswertproblem f�ur ein System gew�ohnli-
cher Di�erentialgleichungen. Die Dimension dieses Systems entspricht der Anzahl
der Freiheitsgrade, d.h. der Unbekannten der r�aumlichen Diskretisierung der par-
tiellen Di�erentialgleichung. Da wir im allgemeinen nicht ho�en k�onnen, in der
Lage zu sein, dieses System zu diagonalisieren und damit explizit zu l�osen, m�ussen
wir uns mit einer numerischen L�osung begn�ugen.

Im folgenden werden explizite Einschrittverfahren vom Runge-Kutta-Typ so-
wie lineare Mehrschrittverfahren dargestellt. Die Darstellung beschr�ankt sich auf
die elementaren Methoden mit fester Schrittweite, d.h. mit festem Zeitschritt �t.
Eine automatische Schrittweitensteuerung ist immer dann von Vorteil, wenn die
Variablen sich nur zeitweise sehr schnell �andern, sonst aber eher langsam.W�ahrend
der schnellen �Anderungen ist ein kleiner Zeitschritt notwendig, sonst aber gen�ugt
ein gro�er. Bei der Ausbreitung von Wellen jedoch ist immer ein kleiner Zeit-
schritt notwendig, da |sehr vereinfachend gesprochen| die Welle lediglich ihre
momentane Position ver�andert. Au�erdem handelt es sich um hochdimensionale
Gleichungssysteme, d.h. der numerische Aufwand und daher die Rechenzeit sind
sehr gro�, so da� man an einem m�oglichst gro�en Zeitschritt schon aus Gr�unden
der praktischen Anwendbarkeit interessiert ist. Dar�uberhinaus zeigt die Disper-
sionsanalyse, da� bei geeigneter Wahl des Zeitintegrators der numerische Feh-
ler weitgehend unabh�angig von der Wahl des Zeitschritts ist, so dieser nur hin-
reichend klein ist, um die Stabilit�at des Verfahrens zu gew�ahrleisten. All dies
l�a�t den Mehraufwand einer automatischen Schrittweitensteuerung bei Wellen-
ausbreitungsph�anomenen, wie sie in der Hochfrequenz- und Mikrowellentechnik
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typischerweise auftreten, ungerechtfertigt erscheinen. Der Zeitschritt sollte so nah
wie m�oglich am Stabilit�atslimit liegen.

Zu l�osen ist also das Anfangswertproblem

y0(t) = f(t; y) ;(4.86a)

y(t0) = y0 ;(4.86b)

wobei

t 2 [t0; te] � R ;(4.86c)

y : R! R
n ;(4.86d)

f 2 ff : f 2 C(S) und f Lipschitz-stetig in Sg ;(4.86e)

S = f(t; y) : t0 6 t 6 te ; y 2 Rng :(4.86f)

Die Stetigkeit der Funktion f sichert die L�osbarkeit des Anfangswertproblems
(Satz von Peano), die Lipschitz-Stetigkeit auf dem Streifen S

kf(t; u)� f(t; v)k 6 Lku� vk f�ur alle (t; u); (t; v) 2 S(4.87)

(L ist eine positive Konstante) die Eindeutigkeit der L�osung (Satz von Picard-
Lindel�of).

Die zu beschreibenden numerischen Verfahren konstruieren auf einem Punkt-
gitter

Ih = ft0; t1; : : : ; tNg ; mit to < t1 < � � � < tN 6 te(4.88)

und den Schrittweiten hm = tm+1 � tm; m = 0; : : : ; N � 1 als N�aherungsl�osung
f�ur y(t) eine Gitterfunktion

uh(t) : Ih ! R
n :(4.89)

Die Funktionswerte uh(tm) zum Zeitpunkt tm werden kurz mit um bezeichnet.
Ein �aquidistantes Gitter, und nur solche werden im weiteren betrachtet, ist

durch eine konstante Schrittweite h, also

hm = h f�ur alle m = 0; : : : ; N � 1,(4.90)

gekennzeichnet.

7.1. Runge-Kutta-Verfahren. Die expliziten Runge-Kutta-Verfahren
sind explizite Einschrittverfahren, d.h. es handelt sich um Verfahren, die es
erm�oglichen, direkt aus dem Anfangswert y0 eine N�aherungsl�osung uh auf dem
Gitter Ih zu berechnen, ohne dabei ein Gleichungssystem l�osen zu m�ussen. Sie
sind gegeben durch
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c1 = 0
c2 a21
c3 a31 a32
...

...
...

. . .

cs as1 as2 � � � as;s�1
b1 b2 � � � bs�1 bs

Tabelle 4.2. Butcher-Schema eines s-stu�gen expliziten
Runge-Kutta-Verfahrens.

Definition 2. Sei s 2 N. Ein Einschrittverfahren der Gestalt

um+1 = um + hm

sX
i=1

bif(tm + cihm; u
(i)
m+1)

u
(i)
m+1 = um + hm

i�1X
j=1

aijf(tm + cjhm; u
(j)
m+1) ; i = 1; : : : ; s

(4.91)

hei�t s-stu�ges explizites Runge-Kutta-Verfahren. Das Verfahren wird vollst�andig
bestimmt durch geeignet zu w�ahlende reelle Zahlen aij , bi und ci.

Die KoeÆzienten aij , bi und ci werden gew�ohnlich im Butcher-Schema ange-
geben (siehe Tabelle 4.2).

Es k�onnen prinzipiell Verfahren beliebig hoher Konvergenzordnung konstru-
iert werden, die Konstruktion wird jedoch immer komplizierter, je h�oher die Ord-
nung werden soll. Die Stufenzahl ist immer wenigstens so gro� wie die Konvergenz-
ordnung des Verfahrens, d.h. mit zunehmender Ordnung steigt der Speicherbedarf
und die Rechenzeit. F�ur Details und weiterf�uhrende Literatur sei auf Strehmel &
Weiner (1995), Grigorie� (1972) und Butcher (1987) verwiesen.

Im Anhang werden die Butcher-Schemata einiger sich als brauchbar f�ur die
Hochfrequenz- und Mikrowellentechnik (im Sinne der noch zu diskutierenden Di-
spersionsanalysen) herausgestellten expliziten Runge-Kutta-Verfahren angegeben.

7.2. Mehrschrittverfahren. Lineare Mehrschrittverfahren unterscheiden
sich von den Einschrittverfahren durch das Auftreten unphysikalischer L�osungen.
F�ur die Hochfrequenz- und Mikrowellentechnik hei�t das folgendes. Bei Einschritt-
verfahren werden ausschlie�lich numerische Approximationen physikalischer Mo-
den, soweit dies im Rahmen der gew�ahlten Diskretisierungen m�oglich ist, berech-
net. Bei Mehrschrittverfahren treten jedoch zus�atzliche unphysikalische Moden
auf. Allerdings kann die Anregung dieser Moden bei geeigneter Diskretisierung
vermieden werden. Bei stark stabilen Mehrschrittverfahren werden die unphy-
sikalischen L�osungen zudem exponentiell ged�ampft. Ihre Bedeutung bekommen
Mehrschrittverfahren vor allem dadurch, da� sie im allgemeinen weniger Funkti-
onsaufrufe als Einschrittverfahren ben�otigen. Dies ist insbesondere bei der L�osung
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zeitabh�angiger partieller Di�erentialgleichungen in unserem Sinne wichtig, da im
Funktionsaufruf |also in der Berechnung der r�aumlichen Ableitungen, Wirbel
usw.| die Hauptrechenarbeit steckt.

Ein weiterer Unterschied ist, da� man au�er dem Anfangswert y0 noch wei-
tere sogenannte Startwerte ben�otigt, um ein Mehrschrittverfahren anwenden zu
k�onnen. Diese zus�atzlichen Werte kann man beispielsweise durch geeignete Ein-
schrittverfahren berechnen.

Wir gehen aus von

Definition 3. Ein lineares Mehrschrittverfahren mit k Schritten auf einem

�aquidistanten Gitter der Schrittweite h ist durch die Vorgabe der k Startwerte

uh(tm) = uh(mh) = um ; m = 0; 1; : : : ; k � 1(4.92)

und einer Di�erenzengleichung

kX
l=0

�lum+l = h

kX
l=0

�lf(tm+l; um+l) ; m = 0; 1; N � k(4.93)

mit

�l; �l 2 R und �k 6= 0, j�0j+ j�0j 6= 0

festgelegt.

Verfahren mit �k 6= 0 hei�en implizit, weil sie die L�osung eines Gleichungssy-
stems erfordern; Verfahren mit �k = 0 explizit, weil sie die direkte Konstruktion
der L�osung

uk =
1

�k

 
h

k�1X
l=0

�lf(tm+l; um+l)�
k�1X
l=0

�lum+l

!
(4.94)

erm�oglichen.
Es lassen sich auch lineare Mehrschrittverfahren beliebig hoher Konvergenz-

ordnung konstruieren. Da sp�ater von den Bedingungen hierf�ur Gebrauch gemacht
werden wird, werden diese hier angegeben. F�ur Beweise und Details sei auf Streh-
mel & Weiner (1995) verwiesen.

Es gilt der

Satz 2. Sei f(t; y) gen�ugend oft di�erenzierbar auf S, und sei das lineare
Mehrschrittverfahren nullstabil und konsistent von der Ordnung p. Dann ist es
auch konvergent von der Ordnung p.

Definition 4. Ein lineares Mehrschrittverfahren hei�t nullstabil, wenn das
erzeugende Polynom �(�)

�(�) =

kX
l=0

�l�
l ; � 2 C(4.95)

der Wurzelbedingung gen�ugt, d.h.
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1. Die Wurzeln von �(�) liegen im oder auf dem Einheitskreis j�j 6 1 der
komplexen �-Ebene.

2. Die auf dem Einheitskreis j�j = 1 liegenden Wurzeln von �(�) sind einfach.

Liegt nur eine Nullstelle auf dem Einheitskreis und alle anderen im Inneren,
so nennt man das Verfahren stark stabil ; liegen mindestens zwei auf dem Einheits-
kreis, so nennt man es schwach stabil.

Satz 3. Ein lineares Mehrschrittverfahren besitzt die Konsistenzordnung p
genau dann, wenn die Bedingungen

C0 :=

kX
l=0

�l = 0(4.96a)

C1 :=

kX
l=0

(l�l � �l) = 0(4.96b)

C� :=
kX
l=0

�
l�

�!
�l � l��1

(� � 1)!
�l

�
= 0 ; � = 2; 3; : : : ; p(4.96c)

erf�ullt sind.

Die Fehlerkonstante

C�p+1 :=
Cp+1
kP
l=0

�l

(4.97)

stellt ein Ma� f�ur die Genauigkeit des Verfahrens dar und erm�oglicht den Vergleich
verschiedener Verfahren gleicher Konsistenzordnung.

Die bekannten Adams-Verfahren ergeben sich durch die Wahl

�k = 1 ; �k�1 = �1 ; �l = 0 ; l = 0; 1; : : : ; k � 2(4.98)

und der Forderung, da� die Konvergenzordnung maximal werden soll (f�ur k >
1; �ublicherweise werden Adams-Verfahren durch Interpolation und Integration
hergeleitet, so da� es noch ein Adams-Moulton-Verfahren mit k = 0 gibt).

Dies ergibt die impliziten, stark stabilen Adams-Moulton-Verfahren. Ihre Ko-
eÆzienten

�l = (�1)k�l
kX

i=k�l

�i

 
i

k � l

!
; l = 0; : : : ; k(4.99)

lassen sich rekursiv mit


�l +
1

2

�l�1 +

1

3

�l�2 + � � �+ 1

l + 1

�0 =

(
1 f�ur l = 0

0 f�ur l = 1; 2; : : :
(4.100)
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berechnen. Die ersten vier Verfahren sind gegeben durch

k = 0 : um+1 = um + hfm+1 (implizites Euler-Verfahren)

k = 1 : um+1 = um +
h

2
(fm+1 + fm) (Trapezregel)

k = 2 : um+2 = um+1 +
h

12
(5fm+2 + 8fm+1 � fm)

k = 3 : um+3 = um+2 +
h

24
(9fm+3 + 19fm+2 � 5fm+1 + fm) :

Fordert man, da� die Verfahren explizit, also �k = 0 sein sollen, erh�alt man
die expliziten, ebenfalls stark stabilen Adams-Bashforth-Verfahren mit den Koef-
�zienten

�l = (�1)k�l�1
k�1X
k�l�1


i

 
i

k � l � 1

!
; l = 0; 1; : : : ; k � 1(4.101)

und der Rekursionsformel


l +
1

2

l�1 +

1

3

l�2 + � � �+ 1

l + 1

0 = 1 ; l = 0; 1; : : : :(4.102)

Die ersten vier Verfahren lauten

k = 1 : um+1 = um + hfm (explizites Euler-Verfahren)

k = 2 : um+2 = um+1 +
h

2
(3fm+1 � fm)

k = 3 : um+3 = um+2 +
h

12
(23fm+2 � 16fm+1 + 5fm)

k = 4 : um+4 = um+3 +
h

24
(55fm+3 � 59fm+2 + 37fm+1 � 9fm) :

W�ahlt man hingegen (k > 2)

�k = 1 ; �k�1 = 0 ; �k�2 = �1 ; �l = 0 ; l = 0; 1; : : : ; k � 3 ;(4.103)

so erh�alt man die expliziten Nystr�om- und die impliziten Milne- bzw. Milne-
Simpson-Verfahren.

Die expliziten Nystr�om-Verfahren sind gegeben durch

�l = (�1)k�l�1
k�1X

i=k�l�1
�i

 
i

k � l � 1

!
(4.104)

und

�0 = 2(4.105a)

�l +
1

2
�l�1 +

1

3
�l�2 + � � �+ 1

l + 1
�0 = 1 ; l = 1; 2; : : : :(4.105b)
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Die ersten drei Verfahren sind

k = 2 : um+2 = um + 2hfm+1 (explizite Mittelpunktregel)

k = 3 : um+3 = um+1 +
h

3
(7fm+2 � 2fm+1 + fm)

k = 4 : um+4 = um+2 +
h

3
(8fm+3 � 5fm+2 + 4fm+1 � fm) :

Die explizite Mittelpunktregel erh�alt man auch durch Approximation der zeitli-
chen Di�erentiation mit Zentraldi�erenzen, einem in der elektrotechnischen Lite-
ratur h�au�g gew�ahlten Ansatz (Yee 1966, Krumpholz & Katehi 1996, Werthen &
Wol� 1996, Haussmann & Piket-May 1997).

Die impliziten Verfahren ergeben sich aus

�l = (�1)k�l
kX

i=k�l
��i

 
i

k � l

!
(4.106)

und

��0 = 2(4.107a)

��1 = �2(4.107b)

��l +
1

2
��l�1 +

1

3
��l�2 + � � �+ 1

l + 1
��0 = 0 ; l = 2; 3; : : : :(4.107c)

F�ur k = 2 und k = 3 erh�alt man das Milne-Verfahren

um+2 = um +
h

3
(fm+2 + 4fm+1 + fm) ;(4.108)

f�ur k > 4 die Milne-Simpson-Verfahren, z.B. f�ur k = 4

um+4 = um+2 +
h

90
(29fm+4 + 124fm+3 + 24fm+2 + 4fm+1 � fm) :(4.109)

Tabelle 4.3 gibt eine �Ubersicht �uber die Konsistenzordnungen und Fehlerkon-
stanten der angegebenen linearen Mehrschrittverfahren.

7.3. Pr�adiktor-Korrektor-Verfahren. Meist werden lineare Mehrschritt-
verfahren als Pr�adiktor-Korrektor-Verfahren implementiert. Dabei wird das Glei-
chungssystem, das bei Anwendung eines impliziten Verfahrens entsteht, durch
Iteration gel�ost. Als Startwert verwendet man das Ergebnis eines expliziten Ver-
fahrens. Es l�a�t sich zeigen, da� schon mit wenigen Iterationsschritten die Konver-
genzordnung des Pr�adiktor-Korrektor-Verfahrens der des impliziten Mehrschritt-
verfahrens entspricht.

Man unterscheidet P (EC)ME- und P (EC)M -Verfahren. Dabei steht P f�ur
den Pr�adiktorschritt (

"
predict\), E f�ur die Funktionsauswertung (

"
evaluate\) und

C f�ur den Korrektorschritt (
"
correct\). 4

4Die KoeÆzienten vor den N�aherungen u
(�)
m+k wurden auf 1 normiert.
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Verfahren Ordnung Fehlerkonstante

Adams-Bashforth k 
k
k = 1 1 1/2
k = 2 2 5/12
k = 3 3 3/8
k = 4 4 251/720

Adams-Moulton k + 1 
�k+1
k = 0 1 -1/2
k = 1 2 -1/12
k = 2 3 -1/24
k = 3 4 -19/720

Nystr�om k �k=2
k = 2 2 1/6
k = 3 3 1/6
k = 4 4 29/180

Milne 4 -1/180
Milne-Simpson k = 4 5 -1/180
(k > 4) k + 1 ��k+1=2

Tabelle 4.3. Konsistenzordnungen und Fehlerkonstanten der
angegebenen linearen Mehrschrittverfahren.

1. P (EC)ME-Verfahren:

P : u0m+k +

k�1X
l=0

�Pl um+l = h

k�1X
l=0

�Pl fm+l

E : f
(��1)
m+k = f(tm+k; u

(��1)
m+k ) ; � = 1; 2; : : : ;M

C : u
(�)
m+k +

k�1X
l=0

�lum+l = h�kf
(��1)
m+k + h

k�1X
l=0

�lfm+l ; � = 1; 2; : : : ;M

E : f
(M)
m+k = f(tm+k; u

(M)
m+k)

(4.110)

Man setzt dann

um+k = u
(M)
m+k(4.111a)

fm+k = f(tm+k; u
(M)
m+k) :(4.111b)
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2. P (EC)M -Verfahren:

P : u0m+k +

k�1X
l=0

�Pl um+l = h

k�1X
l=0

�Pl fm+l

E : f
(��1)
m+k = f(tm+k; u

(��1)
m+k ) ; � = 1; 2; : : : ;M

C : u
(�)
m+k +

k�1X
l=0

�lum+l = h�kf
(��1)
m+k + h

k�1X
l=0

�lfm+l ; � = 1; 2; : : : ;M

(4.112)

Hier setzt man

um+k = u
(M)
m+k(4.113a)

fm+k = f(tm+k; u
(M�1)
m+k ) :(4.113b)

Bez�uglich der Konvergenz der Pr�adiktor-Korrektor-Verfahren gilt der Satz

Satz 4. Seien f(t; y) hinreichend oft stetig di�erenzierbar, p� die Konsisten-
zordnung des Pr�adiktors und p die Konsistenzordnung des Korrektors. Ferner sei
der Korrektor nullstabil. Dann konvergieren das P (EC)ME- und das P (EC)M -
Verfahren von der Ordnung

pM = min(p� +M;p) ;(4.114)

falls die Startwerte die Ordnung pM besitzen.

Praktisch verwendet man z.B. ein Adams-Bashforth-Verfahren mit L Schrit-
ten als Pr�adiktor und ein Adams-Moulton-Verfahren mit ebenfalls L Schritten als
Korrektor. Aus obigem Satz folgt, da� wir in diesem Fall lediglich einen Korrektor-
schritt ben�otigen, um bereits die Konvergenzordnung des Korrektors zu erreichen.

Ebenso b�ote sich eine Kombination aus Nystr�om- und Milne(-Simpson)-
Verfahren an.

8. Implementierungsaspekte

W�ahrend sich �nite Di�erenzen recht direkt und einfach implementieren las-
sen, sind Waveletverfahren sehr viel aufwendiger:

� Der Di�erenzenoperator ist skalenabh�angig und recht kompliziert zu be-
rechnen (Abschnitt 5).

� Die KoeÆzienten, mit denen gerechnet wird, entsprechen nicht Feldwerten
an einem Ort. Daher werden Projektoren, mit denen die Entwicklungsko-
eÆzienten der Anfangs- und ggf. Randbedingungen sowie der Quellterme
erst berechnet werden m�ussen, ben�otigt. Zudem braucht man Routinen,
die die Funktionswerte aus den KoeÆzienten berechnen.

� Diese Berechnung der KoeÆzienten aus den Funktionswerten und umge-
kehrt l�a�t sich nur f�ur die Darstellung ohne Wavelets einfach durchf�uhren.
Daher mu� die schnelle Wavelettransformation implementiert sein, um zwi-
schen verschiedenen �aquivalenten Darstellungen umschalten zu k�onnen.
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Also mu� die gr�obste Skala und damit die ben�otigte Anzahl von Wave-
letleveln, um eine feinste Au
�osung zu gew�ahrleisten, w�ahrend des Pro-
grammlaufs ver�anderbar sein.

� Zudem sollte die Datenstruktur dynamisch sein, um eine adaptive Diskre-
tisierung zu erm�oglichen, und um Speicherplatz und Rechenzeit einzuspa-
ren.

In der Literatur wird die EÆzienz dynamischer Datenstrukturen durch den
Aufwand, um ein neues Element einzuf�ugen, eines zu l�oschen und ein bestimmtes
zu suchen, beurteilt. F�ur Datenbankanwendungen sind dies die richtigen Krite-
rien. Aber bei der Anwendung von Di�erenzenoperatoren auf die Datenstruktur
oder bei der schnellen Wavelettransformation werden benachbarte Elemente mit-
einander verkn�upft. Die Datenstruktur sollte also diese Nachbarschaft erhalten.

Hash-Tables zerst�oren diese Nachbarschaft der Elemente, d.h. jedes Element
mu� erst gesucht werden, bevor es benutzt werden kann. Diese Suche aber macht
das Programm langsam. Viel g�unstiger sind Arrays, die direkt indiziert werden
k�onnen oder verkettete, geordnete Listen, da eine Suche entf�allt.

Baumstrukturen repr�asentieren zwar die Struktur der KoeÆzienten zwischen
den verschiedenen Skalen sehr gut, daf�ur aber erlauben sie kein direktes Operie-
ren innerhalb einer Skala, wie es z.B. bei der schnellen Wavelettransformation
ben�otigt wird. Man m�u�te diese Verbindungen innerhalb einer Skala erst sozusa-
gen durch zus�atzliche horizontale Zeigerstrukturen erzeugen, wodurch aber zus�atz-
licher Speicherbedarf entsteht.

Um Operationen innerhalb einer Skala zu unterst�utzen und Di�erenzenope-
ratoren e�ektiv implementieren zu k�onnen, werden also f�ur die KoeÆzienten der
einzelnen Skalen c0, d0, d1, d2, : : : jeweils eigene Datenstrukturen verwendet. Die
einzelnen Datenstrukturen werden als Arrays oder als geordnete, verkettete Listen
ausgef�uhrt. Als Zwischenstufe zwischen Array und verketteter Liste wird auch eine
Variante von Arrays verwendet, bei der nur die KoeÆzienten ungleich Null bei Re-
chenoperationen ber�ucksichtigt werden. Dabei werden die Bereiche ungleich Null
in einer verketteten Liste gespeichert. Dieser Ansatz ist von der Rechenzeit e�ek-
tiver als eine verkettete Liste, wenn die Elemente im Array geclustert |also in
mehreren zusammenh�angenden Bereichen| vorliegen.

Um den Di�erenzenoperator zu implementieren, speichert man die berechne-
ten KoeÆzienten in verschiedenen Arrays. Drumherum schreibt man eine Index-
funktion, die den richtigen KoeÆzienten zur�uckgibt und ggf. neue vorher berech-
net. Au�erdem emp�ehlt es sich Funktionen zu schreiben, die optimiert den Di�e-
renzenoperator auf die EntwicklungskoeÆzientendatenstruktur anwenden, wobei
von Codeinlinen und Ausrollen von Schleifen Gebrauch gemacht werden sollte.
Hierdurch konnte z.B. die Anwendung eines Di�erenzenoperators auf ein Array
um den Faktor 50 beschleunigt werden.
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Als Implementierungssprache wurde C++ gew�ahlt, da damit einerseits sehr
e�ektiver Code geschrieben werden kann (vergleichbar C oder Fortran) und ande-
rerseits objektorientierte Programmierung unterst�utzt wird, um eine nachtr�agliche
Ver�anderung der zugrundeliegenden Datenstrukturen zu erleichtern.



KAPITEL 5

Dispersionsanalyse

Beim Studium elektromagnetischer Wellenausbreitungsph�anomene haben
sich Dispersionsrelationen als sehr hilfreich erwiesen. Man erh�alt sie durch Fou-
riertransformation des Systems partieller Di�erentialgleichungen vom Orts/Zeit-
Bereich in den Wellenzahl/Frequenz-Bereich und Bestimmung der Eigenl�osungen
des Gleichungssystems. Die Dispersionsrelationen sind die Beziehungen zwischen
den Wellenzahlen und der Frequenz der Eigenl�osungen, genauer: es sind die Ei-
genwerte des Gleichungssystems.

Aus den Dispersionsrelationen kann man die Ausbreitungsgeschwindigkeiten
in die verschiedenen Raumrichtungen, die Verzerrung von Wellenpaketen sowie die
D�ampfung ablesen. Die charakteristischen Gr�o�en, die dies erm�oglichen sind die
Phasen- und die Gruppengeschwindigkeit, sowie der D�ampfungsfaktor. Mit ihrer
Angabe lassen sich verschiedenartige Medien und unterschiedliche Wellentypen
charakterisieren.

Der Vergleich von diskreten Dispersionsrelationen der angewandten numeri-
schen Verfahren zur L�osung der partiellen Di�erentialgleichungen mit ihren analy-
tischen Entsprechungen sind seit langem �ublich in der Numerik. Daraus l�a�t sich
der Fehler, den man bei der numerischen L�osung macht, in einen Amplituden-
und einen Geschwindigkeitsfehler unterscheiden. Aus dem Geschwindigkeitsfehler
kann man ablesen, wie gro� der Fehler der Ausbreitungsgeschwindigkeit in die ver-
schiedenen Raumrichtungen ist. Meist wird dies als Dispersionsfehler bezeichnet.
Zus�atzlich kann jedoch ein Amplitudenfehler auftreten. F�uhrt der Amplituden-
fehler zu einem exponentiellen Wachstum, so kann man daraus schlie�en, da� das
numerische Verfahren instabil ist. Charakteristisch f�ur Wellenausbreitungsph�ano-
mene ist, da� Orts- und Zeitschritt im numerischen Verfahren nicht frei gew�ahlt
werden k�onnen, da es sonst zu instabilem Verhalten kommt. Die Berechnung der
Grenze |also wie gro� kann man den Zeitschritt bei vorgegebenem Ortsschritt
maximal machen| kann mit Hilfe der Dispersionsrelation erfolgen, indem man
den maximalen Zeitschritt sucht, bei dem gerade noch kein exponentielles Wachs-
tum eintritt.

Es wird die Dispersionsanalyse aller dreier Klassen von Zeitintegratoren
in Kombination mit translationsinvarianten Di�erenzenoperatoren durchgef�uhrt.
Dabei ist es unerheblich, ob die Di�erenzenoperatoren durch Anwendung �niter

71
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Di�erenzen, �niter Elemente oder Petrov-Galerkin-Diskretisierungen entstehen.
Die gewonnenen Dispersionsanalysen bleiben g�ultig. Sie sind also von grundlegen-
der Bedeutung f�ur die Entwicklung von Approximationsverfahren h�oherer Ord-
nung.

1. Analytische Dispersionsrelation

Wie eingangs erw�ahnt wird das bestimmende partielle Di�erentialgleichungs-
system vom Orts/Zeit-Bereich in den Wellenzahl/Frequenz-Bereich fouriertrans-
formiert und die Eigenwerte des Gleichungssystems bestimmt. Zur Interpreta-
tion des Ergebnisses ist es jedoch sinnvoll, die Synthesegleichung zu betrach-
ten. Eine monofrequente Welle der Wellenzahl �0 und der Frequenz !0 hat im
Wellenzahl/Frequenz-Bereich die Darstellung

A(�;!) = CÆ(! � !0)Æ(� � �0)(5.1)

und im Orts/Zeit-Bereich

a(x; t) = Cej(!0t+�0x) :(5.2)

Betrachtet man komplexe Frequenzen, also !0 = u+ iv mit u; v 2 R, ergibt sich

a(x; t) = Ce�vteju(t+
�
u
x) :(5.3)

Daraus ergibt sich, da� eine monofrequente Welle exponentiell ged�ampft (v > 0)
oder verst�arkt (v < 0) wird, wenn !0 einen Imagin�arteil aufweist, und die Welle
sich mit der Phasengeschwindigkeit

cph = �u
�

(5.4)

ausbreitet.
Im Wellenzahl/Frequenzbereich lautet das Modellproblem (4.1a) und (4.1b)�

jG
C
� ! � �

C

� �
L j RL � !

��
U
I

�
=

�
0
0

�
:(5.5)

Aus dem charakteristischen Polynom
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folgen die beiden Eigenwerte

!1;2 = j

�
R

2L
+

G

2C

�
� �p

LC

vuut1� 1

�2

 
G

2

r
L

C
� R

2

r
C

L

!2

;(5.7)



2. VORBETRACHTUNGEN 73

und schlie�lich die Phasengeschwindigkeiten

cph =

8><
>:�

1p
LC

s
1� 1

�2

�
G
2

q
L
C
� R

2

q
C
L

�2
f�ur �2 > (R

2

q
C
L
� G

2

q
L
C
)2

0 sonst

(5.8)

Als L�osung erh�alt man also eine nach links und eine nach rechts laufende
ged�ampfte Welle mit einer wellenzahlabh�angigen Phasengeschwindigkeit. D.h. die
Maxima vonWellenpaketen werden im Laufe ihrer Ausbreitung kleiner und die Pa-
kete werden i.a. breiter, au�erdem ist eine Wellenausbreitung bei einer Frequenz !
nur bis zu einer maximalen Wellenl�ange m�oglich, Wellen mit gr�o�erer Wellenl�ange
werden nur exponentiell ged�ampft. Im Sonderfall R=L = G=C jedoch ist die Pha-
sengeschwindigkeit unabh�angig von der Wellenzahl, die Wellenpakete laufen daher
nicht auseinander sondern behalten ihre Form. Dies wurde bereits von Heaviside
(1887) (wiederver�o�entlicht in Heaviside (1970a)) erkannt. Bemerkenswerterwei-
se wurden in der Folge der Publizierung dieser Ergebnisse auf Druck aus dem
Postministerium die Publikation weiterer Arbeiten unterbunden (Heaviside 1971)
(z.B. der schon 1887 entstandene aber erst 1970 ver�o�entlichte Beitrag Heaviside
(1970b)), da die Ergebnisse der Au�assung des Ministeriums widersprachen. Hea-
viside forderte eine Erh�ohung der Induktivit�at der Telegraphenleitungen, um eine
m�oglichst verzerrungsfreie �Ubertragung zu gew�ahrleisten, das Ministerium meinte
jedoch, da� die Induktivit�at der Leitung schuld an den Verzerrungen und damit
zu vermeiden sei.

2. Vorbetrachtungen

Die Herleitung diskreter Dispersionsrelationen f�ur Finite-Di�erenzen-
Verfahren verlaufen analog zu denen der analytischen, wobei allerdings die dis-
krete Fouriertransformation verwendet wird, um dem Punktcharakter der Ver-
fahren |schlie�lich handelt es sich um Gitterfunktionen| Rechnung zu tragen.
Bei Petrov-Galerkin-Diskretisierungen jedoch ist nicht ohne weiteres klar, ob die
diskrete Fouriertransformation der Di�erenzengleichungen zwischen den Entwick-
lungsfunktionen ad�aquat ist. Der Kernunterschied zwischen �niten Di�erenzen
und Petrov-Galerkin-Diskretisierungen besteht darin, da� die Unbekannten im er-
sten Fall Funktionswerte an diskreten Punkten darstellen, im zweiten Fall aber
lediglich EntwicklungskoeÆzienten. In beiden F�allen werden Di�erenzengleichun-
gen gel�ost, f�ur die Dispersionsrelationen aufgestellt werden k�onnen. Im ersten Fall
beschreiben sie das Ausbreitungsverhalten der Felder im abgetasteten dreidimen-
sionalen Raum, im zweiten das der KoeÆzienten im diskreten Raum der Indizes.
Trotzdem wurde z.B. in Krumpholz et al. (1995) oder Krumpholz & Katehi (1996)
kommentarlos die Dispersionsrelation der KoeÆzienten berechnet.
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Betrachten wir also ein zeitabh�angiges, lineares, partielles Di�erentialglei-
chungssystem im n-dimensionalen Raum

@f

@t
= Lf :(5.9)

Im Rahmen der hier betrachteten Petrov-Galerkin-Diskretisierung wird f durch ei-
ne Linearkombination verschobener Basisfunktionen approximiert, wobei ein Ten-
sorproduktansatz verwendet wird

f � ~f(t; x1; : : : ; xn) =

1X
k;l1;::: ;ln=�1

uk;l1;::: ;lngk;l1;::: ;ln(t; x1; : : : ; xn)(5.10)

mit

gk;l1;::: ;ln(t; x1; : : : ; xn) = Æ(t� k�t)h1(x1 � l1�x1) � � �hn(xn � ln�xn) :(5.11)

Die Zeitachse wird durch ein Punktgitter ersetzt, und r�aumlich werden die ver-
schobenen Produkte der Funktionen h1; : : : ; hn verwendet1.

Die Approximationsl�osung u erf�ullt statt des partiellen Di�erentialgleichungs-
system die Di�erenzengleichung

uk+1 = Duk ;(5.12)

wobei die KoeÆzienten zu jedem Zeitpunkt in Vektoren zusammengefa�t werden.

Die diskret fouriertransformierten EntwicklungskoeÆzienten Û erf�ullen die
Dispersionsrelation

Û = ei
D̂Û ;(5.13)

wobei 
 die normierte Frequenz und D̂ die durch die diskrete Fouriertransforma-
tion entstehende Matrix sind.

Die Fouriertransformierte ~̂F der Approximation ergibt sich aufgrund der
gew�ahlten Form der Entwicklungsfunktionen als Produkt der diskreten Fourier-
transformierten der EntwicklungskoeÆzienten mit den Fouriertransformierten der
Entwicklungsfunktionen

~̂F (
; �1; : : : ; �n) = Û(
; �1; : : : ; �n)Ĥ1(�1) � � � Ĥn(�n) ;(5.14)

wobei �1; : : : ; �n die normierten Wellenzahlen bezeichnen. Um die Frage zu beant-
worten, inwieweit sich die Dispersionsrelation der EntwicklungskoeÆzienten auf
die Funktion �ubertr�agt, setzen wir diese ein und f�uhren die inverse Fouriertrans-
formation durch. Das Ergebnis lautet

~f((k + 1)�t; x1; : : : ; xn) = D ~f(k�t; x1; : : : ; xn) :(5.15)

Diese Gleichung jedoch ist sicherlich im allgemeinen nicht wahr. D.h. die Di-
spersionseigenschaften �ubertragen sich nicht. Allerdings lie�e sich o�enbar das
Gleichheitszeichen durch ein Ungef�ahr ersetzen und f�ur konvergente Verfahren

1Die oben zitierten Beispiele von Krumpholz et.al. fallen in diese Kategorie. Ebenso �nite
Di�erenzen.
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ginge der Fehler f�ur immer mehr Entwicklungsfunktionen gegen Null. Daraus l�a�t
sich schlie�en, da� f�ur gute Verfahren auch die Dispersionseigenschaften der Ent-
wicklungskoeÆzienten gut mit denen der gesuchten L�osung �ubereinstimmen. Den
Umkehrschlu� kann man daraus leider nicht ziehen. Hierzu m�u�te man den Fehler-
term genauer untersuchen, was jedoch abh�angig von den Entwicklungsfunktionen
ist.

Trotzdem ist die Dispersionsanalyse der EntwicklungskoeÆzienten sehr auf-
schlu�reich. Z.B. folgt aus der Beschr�anktheit der KoeÆzienten die Beschr�anktheit
der Funktion und umgekehrt2. Man kann also zumindest die aus den Disper-
sionsanalysen der EntwicklungskoeÆzienten gewonnenen Stabilit�atsgrenzen auf
die Verfahren �ubertragen. Au�erdem scheint es nicht ganz abwegig zu sein, da�
Verfahren mit besseren Dispersionseigenschaften der KoeÆzienten auch selbst bes-
sere Dispersionseigenschaften haben.

Zur Interpretation der numerischen Dispersionsrelationen emp�ehlt es sich
wiederum die Synthesegleichung, diesmal jedoch der diskreten Fouriertransforma-
tion, zu betrachten. Hier lautet der Phasenterm

ei(
k+�l)

mit k; l 2 Z, der normierten Frequenz


 = !�t

und der normierten Wellenzahl

� = ��x :

Wiederum erlauben wir komplexe Frequenzen, d.h. 
 = U + iV = u�t + iv�t.
Damit ergibt sich

e�V keiU(k+
�
U
l) = e�

V
�t

�tkei
U
�t

(�tk+ �t�
�xU

�xl) = e�vk�teiu(k�t+
�
u
l�x) :

Daraus folgen die Phasengeschwindigkeit cph der diskreten Welle

cph = ��xU
�t�

(5.16)

und die D�ampfung �

� =
V

�t
:(5.17)

Eine weitere Schwierigkeit ergibt sich bei der Durchf�uhrung der Dispersions-
analyse bei Wavelet-Galerkin-Diskretisierungen. Die Verkoppelung zwischen den
KoeÆzienten auf verschiedenen Skalen ist sehr un�ubersichtlich, schwer zu inter-
pretieren und kaum handhabbar. Wenn wir uns jedoch auf lineare Operatoren be-
schr�anken, gestaltet sich die Dispersionsanalyse wesentlich einfacher. Wie gezeigt

2Genauer w�are es zu sagen: Sind die Entwicklungsfunktionen geeignet gew�ahlt, d.h. bilden
sie eine Riesz-Basis des zu approximierenden Funktionenraums, so gilt eine Norm�aquivalenz.
Ist die Norm der KoeÆzienten endlich, so ist es auch die der Funktion und umgekehrt. F�ur die
in dieser Arbeit gew�ahlten Entwicklungsfunktionen ist dies der Fall.
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wurde, sind in diesem Fall die Algorithmen, die nur die Skalierungsfunktionen auf
einer entsprechend feinen Skala verwenden, und die, die sowohl mit Skalierungs-
funktionen als auch mit Wavelets arbeiten, �aquivalent. Die Dispersionsanalysen
also gleichwertig. Es gen�ugt daher, lediglich f�ur Entwicklungen mit Skalierungs-
funktionen die Dispersionsanalysen durchzuf�uhren.

In diesem Fall sind die Dispersionsanalysen f�ur �nite Di�erenzen undWavelet-
Galerkin-Verfahren praktisch dieselben. Sie unterscheiden sich lediglich in der
Wahl des zugrundeliegenden r�aumlichen Di�erenzenoperators und nat�urlich dar-
in, da� man im einen Fall die Dispersionsrelation der Gitterfunktionen betrachtet
und im anderen die der EntwicklungskoeÆzienten. Das hei�t aber, da� die fol-
genden allgemeinen Analysen verschiedener Integrationsverfahren g�ultig sind f�ur
�nite Di�erenzen und f�ur Petrov-Galerkin-Verfahren mit translationsinvarianten
r�aumlichen Basisfunktionen.

Dem wird Rechnung getragen, indem verschiedene Di�erenzenoperatoren ana-
lysiert werden. Im einzelnen sind dies

� Zentraldi�erenzen
� �nite Di�erenzen 4. Ordnung (Collatz 1955)
� Di�erenzenoperatoren aus Diskretisierungen mit den Skalierungsfunktio-
nen der biorthogonalen B-Spline-Wavelets, wobei es wie ausgef�uhrt gen�ugt,
die Verfahren (2,4), (2,6), (2,8), usw. zu betrachten.

Die KoeÆzienten der Approximationen des Di�erentialoperators d=dx sind im
Anhang gegeben.

Bezeichne also D den verwendeten translationsinvarianten Di�erenzenopera-
tor. Durch Einf�uhrung des r�aumlichen Verschiebeoperators Sx

3

Sxul(t) = ul+1(t)(5.18)

l�a�t sich der Di�erenzenoperator als Potenzreihe schreiben

D =

N2X
n=N1

pnS
n
x ;(5.19)

wobei f�ur die hier betrachteten antisymmetrische Di�erenzenoperatoren N1 =
�N2 6 �1 gilt, und das gew�ohnliche Di�erentialgleichungssystem erh�alt formal
Blockdiagonalstruktur. Dadurch gen�ugt es, lediglich einen Block zu untersuchen

d

dt

�
ul(t)
il(t)

�
=

� �G
C

� 1
C
D

� 1
L
D �R

L

��
ul(t)
il(t)

�
:(5.20)

3Da die EntwicklungskoeÆzienten im folgenden immer nur SkalierungskoeÆzienten sind,
wird der Skalenindex weggelassen, also z.B. ul(t) statt u�1;l(t) geschrieben.
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3. Lineare Mehrschrittverfahren

F�ur ein lineares Mehrschrittverfahren mit K Schritten erh�alt man also mit
uk;l := ul(k�t) den Algorithmus

KX
k=0

�k

�
um+k;l

im+k;l

�
= �t

KX
k=0

�k

� �G
C

� 1
C
D

� 1
L
D �R

L

��
um+k;l

im+k;l

�
:(5.21)

Diskrete Fouriertransformation liefert das Eigenwertproblem

M(
; �)

�
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; �)
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; �)

�
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�
0
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�
(5.22)

mit
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und den beiden Eigenwerten
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wobei
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Diese implizite Gleichung f�ur 
 l�a�t sich im allgemeinen nicht nach 
 explizieren.
Numerisch aber lassen sich die insgesamt 2K L�osungen trotzdem n�aherungsweise
bestimmen.

Hierzu kann man � 2 [0; �] vorgeben und die Nullstellen suchen. Prakti-
scherweise multipliziert man daf�ur mit dem Nenner der linken Seite, substituiert
z = ei
 und erh�alt ein komplexes Polynom in z. Man mu� also die Nullstellen
eines komplexen Polynoms berechnen, wozu in dieser Arbeit der Algorithmus von
Jenkins & Traub (1972) benutzt wird.

Aus den N�aherungsl�osungen f�ur die 
i kann man auch iterativ die Stabi-
lit�atsgrenze bestimmen (n�aherungsweise nat�urlich). Dazu gibt man ein �t0 vor,
berechnet die 2K Eigenwerte f�ur hinreichend viele Werte von � 2 [0; �] und pr�uft,
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da� alle Im f
i(�k)g > 0 sind.4 Ist dies der Fall, so vergr�o�ert man �t, sonst
verkleinert man es. Implementiert wurde ein Bisektionsverfahren, da� solange ite-
riert, bis zwei aufeinanderfolgende N�aherungswerte f�ur �tmax hinreichend nah
beieinanderliegen.

Im weiteren wird der verlustlose Fall nach Gl. (4.2) betrachtet. Die Eigenwerte
vereinfachen sich zu

KP
k=0

�ke
ik


KP
k=0

�keik

= �c�t

N2X
n=N1

pne
in� :(5.24)

Da wir ausschlie�lich schiefsymmetrische Di�erenzenoperatoren betrachten, ist
die rechte Seite rein imagin�ar und hat den Wertebereich [�iw; iw] mit w =

max j
N2P

n=N1

pne
in�j. Bei der Stabilit�atsanalyse interessieren lediglich die Grenzen

�w des Intervalls, nicht aber f�ur welche Werte von � sie angenommen werden.
Daher braucht man die Bestimmung der Stabilit�atsgrenze lediglich f�ur einen Dif-
ferenzenoperator durchf�uhren. Z.B. kennt man das Stabilit�atslimit f�ur Zentraldif-
ferenzen, so braucht man es lediglich mit 0,7287 zu multiplizieren, um das Sta-
bilit�atslimit f�ur den Di�erenzenoperator vierter Ordnung nach Collatz (1955) zu
erhalten.

Es emp�ehlt sich, �x aus den KoeÆzienten des Di�erenzenoperators heraus-
zuziehen, so da� die Summe unabh�angig von der gew�ahlten Diskretisierung wird.
Dadurch wird es m�oglich, Stabilit�atsgrenzen 
 unabh�angig von der Feinheit der
r�aumlichen Diskretisierung anzugeben.5 Und zwar m�ussen �t und �x die Unglei-
chung

c�t

�x
6 
(5.25)

erf�ullen.
Zur Illustration werden in Abb. 5.1 die Real- und Imagin�arteile der sich in ne-

gative x-Richtung ausbreitenden vier Moden eines Adams-Bashforth-Verfahrens
mit vier Schritten und dem Di�erenzenoperator aus einer Petrov-Galerkin-
Diskretisierung mit (2,4)- oder (3,3)-B-Splines am Rande der Stabilit�atsgrenze
dargestellt.

Der Realteil der Eigenfrequenz des physikalisch sinnvollen Modes geht f�ur �
gegen Null auch gegen Null. Die Realteile der drei anderen Moden nicht. Daf�ur
weisen diese aber recht gro�e Imagin�arteile auf, so da� sie sehr schnell exponentiell

4Praktisch gesehen ist die Grenze 0 etwas zu gro�, da es durch Rundungsfehler zu sehr
kleinen negativen Imagin�arteilen kommen kann. Praktisch bew�ahrt hat sich bei doppelt genauer
Rechnung die Forderung Im f
i(�k)g > �10�14.

5Im allgemeineren Fall mit Verlusten ist dies o�enbar nicht m�oglich. D.h. man kann nur
f�ur gegebenes �x das maximal m�ogliche �tmax berechnen.
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Abbildung 5.1. Eigenfrequenzen 
i von 4 der 8 Moden eines
4-Schritt-Adams-Bashforth-Verfahrens mit (2,4)-B-Splines.
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Abbildung 5.2. Imagin�arteile der Eigenfrequenzen und Pha-
sengeschwindigkeitsfehler der physikalischen Moden eines 4-
Schritt-Adams-Bashforth-Verfahrens mit (2,4)-B-Splines.

ged�ampft werden und die L�osung nicht st�oren. Leider weist jedoch auch der Ima-
gin�arteil des physikalisch sinnvollen Modes einen schwachen Imagin�arteil auf, wie
in Abb. 5.2(a) zu sehen, d.h. auch er wird |wenngleich nur schwach| ged�ampft.

Abb. 5.2(b) schlie�lich zeigt noch den absoluten (und zugleich relativen wegen
c = 1) Fehler des Betrags der Phasengeschwindigkeit der beiden physikalischen
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L 1 2 3 4 5


 1:425 � 10�7 4:489 � 10�4 0:7236 0:4299 0:005602

� �10�14 �10�14 0:136 0:00288 �10�14

L 6 7 8 9 10


 0:01833 0:05808 0:02948 0:01496 0:007587

� �10�14 3:88 � 10�11 10�14 �10�14 3:5 � 10�15

Tabelle 5.1. L-Schritt Adams-Bashforth-Verfahren: 
 und �
f�ur Zentraldi�erenzen.

Moden in doppelt logarithmischer Darstellung. Sehr gut zu erkennen ist die Kon-
vergenzordnung 4 des Verfahrens.

In den Tabellen 5.1, 5.2, 5.3 und 5.4 sind die jeweiligen Stabilit�atsgrenzen 

und gegebenenfalls die Imagin�arteile � der beiden physikalischen Moden an den
jeweiligen Stabilit�atsgrenzen f�ur die Standardmehrschrittverfahren nach Adams-
Bashforth, Adams-Moulton, Nystr�om und Milne-Simpson unter Benutzung von
Zentraldi�erenzen angegeben. � bezeichnet den Maximalwert des Imagin�arteils
des physikalischen Modes einschlie�lich des Vorzeichens. Die Imagin�arteile der
unphysikalischen Moden sind im Stabilit�atsbereich stets positiv, d.h. sie werden
exponentiell ged�ampft. Von den Adams-Bashforth-Verfahren erscheinen lediglich
die Verfahren mit 3 und 4 Schritten interessant zu sein. Alle anderen ben�otigen
wenigstens 20 Mal mehr Zeitschritte als zeitliche Zentraldi�erenzen. Leider weisen
die physikalischen Moden einen positiven Imagin�arteil in 
 auf, d.h. sie werden
ged�ampft. Verkleinert man den Zeitschritt, so wird der D�ampfungsfaktor schnell
kleiner. Man sollte also nicht direkt am Stabilit�atslimit mit ihnen arbeiten.

Das implizite Eulerverfahren (Adams-Moulton mit einem Schritt) f�allt aus
der Reihe, da es wohl f�ur alle Zeitschrittweiten �t stabil bleibt. Bei der Vergr�o�e-
rung des Zeitschritts vergr�o�ert sich jedoch auch der Phasengeschwindigkeitsfehler
drastisch, so da� man praktisch auch mit 
 in der Gr�o�enordnung von 1 arbei-
ten sollte. Des weiteren liefern die Adams-Moulton-Verfahren mit 4, 5, 6, 8 und
9 Schritten durchaus akzeptable Schrittweiten, wenngleich auch hier die Moden
schwach ged�ampft werden. Leider mu� man in jedem Zeitschritt ein Gleichungs-
system l�osen, so da� die direkte Implementierung der impliziten Verfahren nicht
sehr sinnvoll erscheint, da sie nicht zu wesentlich gr�o�eren Zeitschritten f�uhren als
Zentraldi�erenzen.
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L 1 2 3 4 5


 1:7 � 1038 0:000701 0:008877 1:211 1:376

� �10�14 �10�14 �10�14 0:007 0:15

L 6 7 8 9 10


 1:061 0:05773 0:4265 0:2518 0:1054

� 0:00849 �10�14 3:43 � 10�7 1:35 � 10�9 �10�14

Tabelle 5.2. L-Schritt Adams-Moulton-Verfahren: 
 und � f�ur
Zentraldi�erenzen.

L 2 3 4 5


 1:0 9:566 � 10�8 3:56 � 10�8 1:52 � 10�8

L 6 7 8 9 10


 6:86 � 10�9 3:63 � 10�9 1:5 � 10�9 7:21 � 10�10 3:43 � 10�10

Tabelle 5.3. L-Schritt Nystr�om-Verfahren: 
 f�ur Zentraldi�erenzen.

L 2 (3) 4 5


 1:731 (1:731) 5:2 � 10�7 2:15 � 10�7

L 6 7 8 9 10


 1:06 � 10�7 6:25 � 10�8 2:86 � 10�8 1:52 � 10�8 7:97 � 10�9

Tabelle 5.4. L-Schritt Milne-Simpson-Verfahren: 
 f�ur Zentraldi�erenzen.
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Au�er dem Nystr�om-Verfahren mit zwei Schritten (entspricht Zentraldi�e-
renzen) und dem Milne-Verfahren mit zwei Schritten |das 3-Schrittverfahren ist
in diesem Fall identisch mit dem 2-Schrittverfahren| sind alle anderen Nystr�om-
und Milne-Simpson-Verfahren instabil, d.h. f�ur Imagin�arteile gr�o�er �10�14 w�aren
inakzeptabel kleine Zeitschritte n�otig. Die beiden stabilen Verfahren weisen im
Stabilit�atsbereich keine Imagin�arteile der Eigenwerte 
i auf, wie eine analytische
Rechnung zeigt, daher kann ganz auf die Angabe von � verzichtet werden.

4. Energieerhaltende Mehrschrittverfahren

O�ensichtlich arbeiten abgesehen vom Nystr�om- und vom Milne-Verfahren
der Ordnung 2 alle anderen, hier untersuchten Mehrschrittverfahren nicht recht
zufriedenstellend. Entweder wird der zul�assige Zeitschritt inakzeptabel klein, oder
die physikalischen Moden werden exponentiell ged�ampft, wenngleich nur schwach.

Das Nystr�om-Verfahren der Ordnung 2 unterscheidet sich von allen anderen
untersuchten Mehrschrittverfahren dadurch, da� nicht nur die rechte Seite von
Gl. (5.24) f�ur reelle Argumente rein imagin�ar ist, sondern auch die linke Seite f�ur
reelle Argumente 
. Mit anderen Worten 
 kompensiert mit dem Imagin�arteil
einen Realteil der Summe. Die Idee, energieerhaltende Verfahren zu konstruieren,
besteht nun darin, die KoeÆzienten des Mehrschrittverfahrens so zu w�ahlen, da�
auch die linke Seite f�ur relles 
 rein imagin�ar bleibt.

O�ensichtich ist dies m�oglich, wenn man die KoeÆzienten �i antisymmetrisch

�K�i = ��i ; i 2 f0; : : : ;Kg(5.26)

und die KoeÆzienten �i symmetrisch

�K�i = �i ; i 2 f0; : : : ;Kg(5.27)

w�ahlen k�onnte.
Um neue Verfahren zu konstruieren, die diese Bedingungen erf�ullen, kann

man die �i so vorgeben, da� das Verfahren nullstabil ist, d.h. alle Wurzeln des
Polynoms

P
�iz

i liegen im Einheitskreis, und aus den Konsistenzbedingungen
(4.96a), (4.96b) und (4.96c) die KoeÆzienten �i berechnen.

Die einfachste Wahl ist �K = 1, �0 = �1 und �i = 0 f�ur i = 1; : : : ;K � 1.
O�ensichtlich sind die �i antisymmetrisch und die Nullstellen liegen alle auf dem
Einheitskreis und sind einfach. Die mit diesem Ansatz konstruierten Verfahren
sind also schwach stabil. Dieser Ansatz stellt gewisserma�en eine Verallgemeine-
rung der Nystr�om- und Milne-Verfahren der Ordnung 2 dar.

Aus den Konsistenzbedingungen berechnet man nun die zugeh�origen �i, so
da� die Konvergenzordnung m�oglichst gro� wird. Dabei stellt sich heraus, da�
die expliziten Schemata mit ungerader Schrittanzahl K nicht symmetrisch sind,
und da� sie ebenfalls zu inakzeptabel kleinen Zeitschritten f�uhren. In den anderen
F�allen ergeben sich tats�achlich symmetrische KoeÆzienten �i, so da� sich die
Forderungen erf�ullen lassen. Die KoeÆzienten �i der sich ergebenden expliziten
Verfahren sind in Tabelle 5.5 aufgef�uhrt, die der impliziten in Tabelle 5.6. Das
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K �L; : : : ; �0

2 0; 2; 0

4 0; 8
3
;� 4

3
; 8
3
; 0

6 0; 33
10
;� 21

5
; 39
5
;� 21

5
; 33
10
; 0

8 0; 736
189

;� 848
105

; 1952
105

;� 19672
945

; 1952
105

;� 848
105

; 736
189

; 0

10 0; 202254536 ;� 4175
324 ;

41675
1143 ;� 137675

2268 ;
169555
2268 ;� 137675

2268 ;
41675
1143 ;� 4175

324 ;
20225
4536 ; 0

Tabelle 5.5. KoeÆzienten �i der energieerhaltenden explizi-
ten Mehrschrittverfahren.

K �K ; : : : ; �0

1 1
2
; 1
2

2 1
3
; 4
3
; 1
3

3 3
8
; 9
8
; 9
8
; 3
8

4 14
45 ;

64
45 ;

8
15 ;

64
45 ;

14
45

5 95
288

; 125
96
; 125
144

; 125
144

; 125
96
; 95
288

6 41
140

; 54
35
; 27
140

; 68
35
; 27
140

; 54
35
; 41
140

7 5257
17280 ;

25039
17280 ;

343
640 ;

20923
17280 ;

20923
17280 ;

343
640 ;

25039
17280 ;

5257
17280

8 3956
14175

; 23552
14175

;� 3712
14175

; 41984
14175

;� 3632
2835

; 41984
14175

;� 3712
14175

; 23552
14175

; 3956
14175

9 25713
89600

; 141669
89600

; 243
2240

; 10881
5600

; 26001
44800

; 26001
44800

; 10881
5600

; 243
2240

; 141669
89600

; 25713
89600

10 80335
299376

; 132875
74844

;� 80875
99792

; 28375
6237

;� 24125
5544

; 89035
12474

;� 24125
5544

; 28375
6237

;� 80875
99792

; 132875
74844

; 80335
299376

Tabelle 5.6. KoeÆzienten �i der energieerhaltenden implizi-
ten Mehrschrittverfahren.

explizite Verfahren der L�ange 2 ist identisch mit dem Nystr�om-Verfahren der
L�ange 2, das implizite Verfahren der L�ange 2 mit dem Milne-Verfahren der L�ange
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L�ange K Konvergenz- Fehler- Stabilit�ats-
ordnung konstante grenze 


2 2 1
6 1.0

4 4 7
90

0.4330

6 6 41
840

0.1143

8 8 989
28350

0.02949

10 10 16067
598752

0.007587

Tabelle 5.7. Charakteristika der expliziten energieerhaltenden Schemata.

2 und das implizite Verfahren der L�ange 1 mit dem Adams-Moulton-Verfahren
f�ur k = 1.

Die Dispersionsanalyse zeigt, da� tats�achlich keine st�orende D�ampfung der
physikalischen Moden auftritt. Allerdings werden auch die unphysikalischen
L�osungen nicht ged�ampft, was nachteilig ist. Zudem ist der Feldzustand zu
den K � 1 Zwischenzeitpunkten zu speichern, der Speicherbedarf gegen�uber den
Adams-Methoden also gr�o�er.

Die Charakteristika der hier entwickelten Verfahren sind in den Tabellen 5.7
und 5.8 zusammengefa�t. Die sich ergebenden Stabilit�atsgrenzen der neuen expli-
ziten Schemata der L�angen 4 und vielleicht noch 6 erscheinen akzeptabel, ebenso
die aller neuen impliziten Schemata bis zur L�ange 9.

Abschlie�end werden die Phasengeschwindigkeitsfehler jjcphj � cj der neuen
expliziten Verfahren f�ur verschiedene Di�erenzenoperatoren in Abbildung 5.3 an-
gegeben. Deutlich zu erkennen ist die enorme Verringerung des Phasengeschwin-
digkeitsfehlers, wenn man die neuen Verfahren h�oherer Konvergenzordnung zur
Integration verwendet. Gut zu erkennen ist auch, da� es sich bei doppelt genauer
Rechnung praktisch nicht lohnt, zeitlich mit h�oherer Ordnung als 6 zu integrieren,
da die Verbesserungen jenseits des numerischen Rauschens liegen. Ebenso schei-
nen die Verbesserungen der Dispersionseigenschaften der physikalischen Moden
jenseits der Verwendung der (2,8)-B-Splines (bzw. (3,7), (4,6) oder (5,5)) eher
marginal.

Diese Analysen lassen eine r�aumliche Approximation mit (2,4)- bis (2,8)-B-
Splines bzw. mit �niten Di�erenzen h�oherer Ordnung in Verbindung mit einem
Integrationsschema 4. bis 6. Ordnung (z.B. den hier vorgeschlagenen) als sinnvoll
erscheinen.
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L�ange K Konvergenz- Fehler- Stabilit�ats-
ordnung konstante grenze 


1 2 1
6 > 1:7 � 1038

2 4 1
6

1.731

3 4 1
6

1.332

4 6 7
90

1.443

5 6 1
6

1.382

6 8 41
840 0.6995

7 8 1
6

0.8553

8 10 989
28350

0.2519

9 10 1
6 0.4258

10 12 16067
598752

0.08301

Tabelle 5.8. Charakteristika der impliziten energieerhalten-
den Schemata.

5. Pr�adiktor-Korrektor-Verfahren

Die Hauptidee hinter Pr�adiktor-Korrektor-Verfahren ist die approximative
L�osung des impliziten Gleichungssystems durch Iteration. Als Pr�adiktor, d.h. zur
Gewinnung des Startwerts, wird ein explizites Verfahren derselben Anzahl von
Schritten verwendet. Dadurch l�a�t sich mit derselben Schrittzahl, d.h. demsel-
ben notwendigen Speicherplatz, die Konvergenzordnung gegen�uber dem explizi-
ten Verfahren bis zu der des impliziten Verfahrens erh�ohen. Die hierzu notwendige
Anzahl der Schritte ist gerade die Di�erenz der Konvergenzordnungen. Konkret
w�urde das z.B. f�ur das hier entwickelte explizite Mehrschrittverfahren der L�ange
4 bedeuten, da� man mit zwei Korrektorschritten �ahnliche Resultate wie bei Ver-
wendung des impliziten Verfahrens der L�ange 4 erhielte. Die Ho�nung ist nun,
da� sich das Stabilit�atslimit nicht wesentlich ver�andert, so da� man quasi mit
demselben Rechenaufwand |schlie�lich kann man den Zeitschritt beim implizi-
ten Verfahren etwa dreimal so gro� wie beim expliziten w�ahlen, mu� aber zwei
zus�atzliche Korrektorschritte durchf�uhren| die Konvergenzordnung erh�ohen und
damit den Fehler verkleinern kann.
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Abbildung 5.3. Phasengeschwindigkeitsfehler der neuen expli-
ziten Schemata im Zusammenwirken mit verschiedenen (r�aum-
lichen) Di�erenzenoperatoren h�oherer Ordnung.

Sei f wiederum linear und nicht explizit zeitabh�angig. Dadurch k�onnen wir
den linearen Operator F

Fum := f(um)(5.28)

einf�uhren. F�ur P (EC)ME-Verfahren gilt

fm = f (M)
m = f(u(M)

m ) = f(um) = Fum ;(5.29)

das bedeutet, die gespeicherten Approximationen der Ableitungen lassen sich oh-
ne weiteres auf die Werte um durch Anwendung des Operators F zur�uckf�uhren.
F�ur P (EC)M -Verfahren gilt dieser einfache Zusammenhang nicht. Die weitere
Betrachtung wird daher auf P (EC)ME-Verfahren eingeschr�ankt.

F�uhren wir also die Schritte, die zur Berechnung von um+L n�otig sind, nach-
einander durch. Zun�achst erfolgt die Berechnung des ersten Sch�atzwertes durch
den Pr�adiktor

u
(0)
m+L =

L�1X
l=0

�
~�
(P )
l + ~�

(P )
l F

�
um+l(5.30)
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mit

~�
(P )
l := ��

P
l

�PL
(5.31)

und

~�
(P )
l := h

�Pl
�PL

:(5.32)

Mit

u
(�)
m+L = ~�LFu

(��1)
m+L +

L�1X
l=0

�
~�l + ~�lF

�
um+l ;(5.33)

wobei

~�l := � �l
�L

(5.34)

und

~�l := h
�l
�L

;(5.35)

erh�alt man mit der Abk�urzung

Cm :=

L�1X
l=0

�
~�l + ~�lF

�
um+l(5.36)

nach der ersten Iteration

u
(1)
m+L = ~�LFu

(0)
m+L + Cm :(5.37)

Entsprechend nach der M -ten

u
(M)
m+L = (~�LF )

Mu
(0)
m+L +

M�1X
k=0

( ~�LF )
kCm :(5.38)

Geordnet nach den um+l ergibt sich so mit dem Einsoperator I

um+L = u
(M)
m+L =

L�1X
k=0

n
~�
(P )
l

~�ML F
M+1 + (~�

(P )
l

~�ML + ~�l ~�
M�1
L )FM

+

M�1X
k=1

(~�l ~�
k
L + ~�l ~�

k�1
L )F k + ~�lI

o
um+l :

(5.39)

Dies l�a�t sich schreiben als

LX
l=0

M+1X
k=0


l;kF
kum+l = 0(5.40)
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mit


L;0 = �1(5.41)


L;k = 0 ; k = 1; : : : ;M + 1(5.42)

und f�ur l = 0; : : : ; L� 1


l;0 = ~�l(5.43)


l;k = (~�l ~�L + ~�l) ~�
k�1
L ; k = 1; : : : ;M � 1(5.44)


l;M = (~�
(P )
l

~�L + ~�l) ~�
M�1
L(5.45)


l;M+1 = ~�
(P )
l

~�ML :(5.46)

Dieses Gleichungssystem ist nun f�ur den jeweiligen Anwendungsfall in den
Frequenzbereich zu transformieren, um anschlie�end die Eigenwerte bestimmen zu
k�onnen. Im verlustfreien Fall der Leitungsgleichungen ergeben sich die Eigenwerte

 wiederum als Nullstellen zweier komplexer Polynome

LX
k=0

M+1X
l=0

Æk;l(c ~D)
lzk = 0 ;(5.47)

wobei

z = ei
(5.48)

~D =

N2X
n=N1

pne
in�(5.49)

Æk;l =

(

k;l l gerade

�
k;l l ungerade
:(5.50)

Wiederum wurde die Untersuchung numerisch durchgef�uhrt und die Nullstel-
len mit Hilfe des Algorithmus von Jenkins & Traub (1972) bestimmt.

Die Ergebnisse der Dispersionsanalysen der Adams-Verfahren und der neu-
en energieerhaltenden Mehrschrittverfahren lassen lediglich die Verfahren mit 3,
4 und 5 bzw. 2, 4 und 6 Schritten interessant erscheinen. F�ur diese wurde die
Dispersionsanalyse numerisch durchgef�uhrt. Dabei stellte sich heraus, da� zum
Teil erheblich mehr Iterationen als die Di�erenz zwischen den Konvergenzordnun-
gen des Pr�adiktors und des Korrektors n�otig sind. Die Verbindung von Nystr�om-
mit Milne-Simpson-Verfahren erscheint abgesehen von der Kombination der zwei-
schrittigen Verfahren, die ja energieerhaltend sind, angesichts der katastrophalen
Stabilit�atseigenschaften sowohl der expliziten als auch der impliziten Verfahren
wenig sinnvoll und wird nicht n�aher untersucht.

Bei Verwendung der neuen energieerhaltenden Integrationsverfahren sind we-
nigstens zwei Iterationen des Korrektors n�otig, um die Konvergenzordnung des
Korrektorverfahrens zu erreichen. Zur Bestimmung der Stabilit�atsgrenzen wurde
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Anzahl M der L�ange L
Iterationen 2 4 6

2 0.001418 0.001245 0.001062

4 0.05895 0.02184 0.01805

6 0.06524 0.0641 0.05967

10 0.2336 0.2361 0.2299

15 0.5224 0.4804 0.4575

30 1.143 1.187 0.5898

60 1.731 1.429 0.5898

Tabelle 5.9. Stabilit�atsgrenzen der P (EC)ME-Verfahren aus
den energieerhaltenden Verfahren mit Zentraldi�erenzen.

gefordert, da� die Imagin�arteile aller Moden gr�o�er als �10�13 bleiben; der Ab-
bruch der iterativen Bestimmung erfolgte, wenn zwei aufeinanderfolgende Werte
sich um weniger als 10�8 unterschieden. Die Ergebnisse bei Verwendung von Zent-
raldi�erenzen sind in Tab. 5.9 zusammengestellt. Je mehr Iterationen man mit dem
Korrektor durchf�uhrt, desto besser wird o�ensichtlich das zugeh�orige implizite
Verfahren approximiert. Leider wird bei zuwenig Iterationen die Stabilit�atsgrenze
unbrauchbar klein, obwohl die Pr�adiktoren allein gr�o�ere Schrittweiten erlauben
w�urden. Das ist auf den ersten Blick sehr erstaunlich, allerdings wird durch An-
wendung des Korrektors ja die Konvergenzordnung des Gesamtverfahrens erh�oht.
Da jedoch recht viele Iterationen f�ur brauchbare Schrittweiten ben�otigt werden,
erscheinen die Verfahren ung�unstig, die alleinige Verwendung der Pr�adiktorver-
fahren sinnvoller.

Eine Frage, die sich unmittelbar anschlie�t, ist, wie sich die Wahl des Di�e-
renzenoperators auf die Stabilit�atsgrenze auswirkt. Da in der Gleichung zur Be-
rechnung der Dispersionsrelationen die Di�erenzenoperatoren direkt eingehen und
nicht wie bei linearen Mehrschrittverfahren eine rechte Seite bilden, l�a�t sie sich
nicht sofort beantworten. Es stellt sich aber heraus, da� sie sich praktisch wie
bei linearen Mehrschrittverfahren verhalten. Als Beispiel sind die Ergebnisse des
P (EC)ME-Verfahrens mit den energieerhaltenden Verfahren mit zwei Schritten
und dem Di�erenzenoperator aus einer Petrov-Galerkin-Diskretisierung mit (2,4)-
B-Spline-Wavelets in Tab. 5.10 zusammengefa�t. Bei linearen Mehrschrittverfah-
ren betr�agt das Verh�altnis der Stabilit�atsgrenzen mit Zentraldi�erenzen zu denen
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Anzahl M der Stabilit�ats- Verh�altnis zu 
 mit
Iterationen grenze 
 Zentraldi�erenzen

2 0.0009017 0.6359

4 0.003747 0.6356

6 0.04146 0.6366

10 0.1484 0.6352

15 0.332 0.6355

30 0.7267 0.6357

60 1.1 0.6354

Tabelle 5.10. Vergleich von Zentraldi�erenzen mit (2,4)-B-
Spline-Di�erenzen.

mit den Di�erenzen aus (2,4)-B-Spline-Diskretisierungen stets 0.6356 (gerundet).
O�enbar scheint dies auch f�ur P (EC)ME-Verfahren zu gelten.

Tab. 5.11 fa�t die Ergebnisse der Stabilit�atsanalyse der P (EC)ME-Verfahren
mit einem Adams-Bashforth-Verfahren mit L Schritten als Pr�adiktor und dem
Adams-Moulton-Verfahren mit ebenfalls L Schritten zusammen. Als Di�erenzen-
operator wurden Zentraldi�erenzen verwendet. Bei der Analyse wurde verlangt,
da� alle Imagin�arteile gr�o�er als �10�14 sein m�ussen; das Bisektionsverfahren
wurde bei einer relativen Abweichung kleiner als 10�8 zweier aufeinanderfolgen-
der Iterationen abgebrochen. Auch hier gilt, da� man der Stabilit�atsgrenze der
impliziten Verfahren immer n�aher kommt, je mehr Iterationen man mit dem Kor-
rektor durchf�uhrt. Ebenso wird die Stabilit�atsgrenze f�ur wenige Iterationen kleiner
als die des expliziten Verfahrens. Interessant am Verfahren der L�ange 3 ist, da�
es mit nur einer Iteration eine etwas gr�o�ere Stabilit�atsgrenze als das explizite
Verfahren hat.

Jeder Iterationsschritt mit dem Korrektor erfordert ungef�ahr denselben Re-
chenaufwand wie der Pr�adiktorschritt. Um nun die P (EC)ME-Verfahren besser
mit den linearen Mehrschrittverfahren vergleichen zu k�onnen, sollte man die Sta-
bilit�atsgrenzen sozusagen noch durch die Anzahl der Unterschritte teilen, also
bei einem P (EC)2E-Verfahrens durch 3, bei einem P (EC)1E-Verfahrens durch
2. Daraus ergibt sich, da� insbesondere bei Verwendung der Adams-Verfahren
als Pr�adiktor und Korrektor das P (EC)1E-Verfahren mit 3 Schritten (
 nor-
miert: 0.589), das P (EC)2E-Verfahren mit 5 Schritten (
 normiert: 0.272) und
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Anzahl M der L�ange L
Iterationen 3 4 5

1 1.178 0.006792 0.02121

2 0.007181 0.4742 0.817

4 0.008857 1.288 1.24

6 0.008862 1.177 1.426

10 0.008849 1.211 1.378

15 0.008849 1.212 1.376

30 0.008849 1.212 1.376

60 0.008849 1.212 1.376

Tabelle 5.11. Stabilit�atsgrenzen der P (EC)ME-Verfahren
aus Adams-Verfahren mit Zentraldi�erenzen.

das P (EC)4E-Verfahren mit 4 Schritten (
 normiert: 0.257) interessant sind, da
sie etwas gr�o�ere Zeitschritte (ggf. durch die Anzahl der Unterschritte geteilt)
als die untersuchten linearen Mehrschrittverfahren derselben Konvergenzordnung
erlauben.

Bez�uglich der Dispersionsfehler ergibt sich keine neue Erkenntnis. Stellt man
den Fehler der Phasengeschwindigkeit doppelt logarithmisch dar, l�a�t sich gut
die Konvergenzordnung des Verfahrens ablesen. Die energieerhaltenden Verfahren
bleiben auch als Pr�adiktor-Korrektor-Verfahren energieerhaltend, aber auch die
unphysikalischen Moden bleiben unbed�ampft. Die Adams-Verfahren als Pr�adiktor-
Korrektor-Verfahren bed�ampfen zwar die unphysikalischen Moden, aber leider
wird auch der physikalische etwas bed�ampft.6

6. Runge-Kutta-Verfahren

F�ur nicht explizit zeitabh�angige, lineare Funktionen f lassen sich die Runge-
Kutta-Verfahren mit Hilfe des linearen Operators G

Gum := �tf(um)(5.51)

6Aber selbstverst�andlich umso weniger, je kleiner die Ortsfrequenz ist. Sonst k�onnten die
Verfahren ja nicht konvergieren.
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schreiben als

um+1 = um +

sX
i=1

biGu
(i)
m+1(5.52a)

u
(i)
m+1 = um +

i�1X
j=1

aijGu
(j)
m+1 ; i = 1; : : : ; s :(5.52b)

Rekursives Ineinandereinsetzen und umsortieren nach Potenzen von G ergibt

u
(i)
m+1 =

iX
l=1

kilG
l�1um ;(5.53)

wobei

G0 := I ; (I ist der Einheitsoperator) ;(5.54)

ki;1 = 1(5.55)

und

ki;j+1 =

i�1X
l=j

ailklj ; j = 1; : : : ; i� 1 :(5.56)

Schlie�lich erh�alt man

um+1 =

sX
i=0

wiG
ium(5.57)

mit

w0 = 0(5.58)

und

wi =

sX
l=i

blkli f�ur i = 1; : : : ; s.(5.59)

Es ergibt sich also ein Gleichungssystem, das dem der P (EC)ME-Verfahren
sehr �ahnelt. F�ur einen konkreten Anwendungsfall mu� man auch hier wieder in
den Frequenzbereich transformieren und die Eigenwerte bestimmen.

F�ur die verlustfreien Leitungsgleichungen lassen sich die Eigenfrequenzen so-
gar explizit angeben. Mit

r =
�tc

�x
(5.60)

und

~D =

N2X
n=N1

pne
in� ;(5.61)
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Schema A.1 A.2 A.3 A.4 A.5 A.6 A.7 A.8 A.9

s 3 3 3 3 4 4 4 4 4

Ordnung 2 3 3 3 3 4 4 4 4


 1.72 1.73 1.73 1.73 1.71 2.82 2.82 2.82 2.82

Schema A.10 A.11 A.12 A.13 A.14 A.15 A.16 A.17

s 4 6 6 6 8 11 9 11

Ordnung 4 5 5 5 6 7 7 8


 2.82 0.997 0.852 1.14 1.30 1.88 1.37 3.00

Tabelle 5.12. Stabilit�atsgrenzen der Runge-Kutta-Verfahren
mit Zentraldi�erenzen.

wobei wieder 1=�x aus den KoeÆzienten pn herausgezogen wurde, sind die beiden
Eigenfrequenzen gegeben durch


1;2 = �i ln
 

sX
n=0

Ænr
n ~Dn

!
(5.62a)

Æn =

(

n f�ur n gerade

�
n f�ur n ungerade
;(5.62b)

wobei man einmal das Minus- und einmal das Pluszeichen zu w�ahlen hat.
Die Dispersionsanalyse zeigt, da� auch Runge-Kutta-Verfahren schwach dissi-

pativ sind und die Fehler sich asymptotisch wie die Konvergenzordnung verhalten.
Daher wird auf die graphische Darstellung der Eigenwerte 
i verzichtet, da sie
keine neue Erkenntnis vermittelt.

Von den zahlreichen untersuchten Verfahren wurden nur von denen, die einen
akzeptablen Zeitschritt erlauben, die KoeÆzienten im Anhang aufgef�uhrt. Die
Stabilit�atsgrenzen f�ur die Verwendung von Zentraldi�erenzen sind in Tab. 5.12 zu-
sammengefa�t. Die Verfahren werden der Einfachheit halber mit der Bezeichnung
der jeweiligen Tabelle, die das Butcher-Schema zeigt, bezeichnet, also z.B. A.3 f�ur
das Verfahren 3. Ordnung nach Kutta. Zudem werden Konvergenzordnung und
Anzahl der Schritte mitangegeben.

Da� die Verfahren A.2, A.3 und A.4 sowie die Verfahren A.6 bis A.10 dieselbe
Stabilit�atsgrenze besitzen ist kein Zufall. Gl. (5.57) l�a�t sich als Taylorreihe um
um interpretieren, die KoeÆzienten wi sollten also gerade die TaylorkoeÆzienten
darstellen. Und in der Tat zeigt sich, da� die wi bis zur Konsistenzordnung mit
den TaylorkoeÆzienten �ubereinstimmen, danach nicht mehr. D.h. f�ur A.5 stimmen
w0, w1, w2 und w3 mit den TaylorkoeÆzienten 1, 1/1!, 1/2! und 1/3! �uberein, aber
w4 nicht mehr mit 1/4!, schlie�lich handelt es sich um ein Verfahren 3. Ordnung.
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Ber�ucksichtigt man die Anzahl der Schritte und teilt die Stabilit�atsgrenze 

dadurch7, so ergibt sich, da� insbesondere die 4-stu�gen Runge-Kutta-Verfahren
4. Ordnung sehr e�ektiv sind. Gut erscheinen noch die 3-stu�gen 3. Ordnung und
(f�ur sehr hohe Genauigkeitsanforderungen) vielleicht noch das 8. Ordnung. Die
anderen d�urften wohl nicht ganz so e�ektiv sein.

Numerische Experimente mit verschiedenen Di�erenzenoperatoren haben ge-
zeigt, da� man auch bei den untersuchten Runge-Kutta-Verfahren wohl lediglich
die Stabilit�atsgrenze 
 f�ur Zentraldi�erenzen mit dem Stabilit�atsfaktor � des Dif-
ferenzenoperators zu multiplizieren braucht, um die Stabilit�atsgrenze ~
 f�ur den
jeweils entstehenden Algorithmus zu erhalten.

Im allgemeineren verlustbehafteten Fall kann man die Eigenwerte nicht mehr
explizit angeben. Vielmehr hat man das Eigenwertproblem

sX
n=0

wn

 
�GC�t � �t

�x
1
C
~D

� �t
�x

1
L
~D �R

L
�t

!n
� ei
I = 0(5.63)

mit der Identit�at I und dem fouriertransformierten Di�erenzenoperator ~D, aus
dem wiederum der diskretisierungsabh�angige Faktor 1=�x herausgezogen wurde,
zu l�osen. Mit der Substitution � = ei
 erh�alt man die klassische Eigenwertformu-
lierung. F�ur gegebenes �t, �x und � kann man die Potenzen der Matrix ausrech-
nen und gewichtet addieren. Dann berechnet man z.B. wie in dieser Arbeit mit
Hilfe der LAPACK-Routinen die Eigenwerte �1;2 und daraus schlie�lich 
1;2.

Leider kann man in diesem Fall die Diskretisierungsparameter �x und
�t nicht mehr zu einer einzigen Gr�o�e zusammenfassen, man kann also nicht
mehr eine Stabilit�atsgrenze angeben, die unabh�angig von �x ist. Beispielhaft
soll f�ur verschiedene Verluste der maximal m�ogliche Zeitschritt eines klassi-
schen Runge-Kutta-Verfahrens mit Zentraldi�erenzen und dem (2,4)-B-Spline-
Di�erenzenoperator berechnet werden. Zugrundegelegt wird eine r�aumliche Dis-
kretisierung mit �x = 10�m einer 50 
-Leitung auf einem Substrat mit einer
e�ektiven Dielektrizit�atskonstante von "e� = 6. Daraus ergeben sich ein Indukti-
vit�atsbelag von L = 0:408 �H/m und ein Kapazit�atsbelag von C = 0:163 nF/m.
Es werden zwei F�alle untersucht:

1. Das Dielektrikum ist ideal, so da� f�ur den Leitwertbelag G = 0 S/m ange-
setzt wird. Es wird der Ein
u� der Leiterverluste auf den maximal m�ogli-
chen Zeitschritt untersucht.

2. Die Leiter sind ideal, d.h. es gilt R = 0 
/m. Hier wird der Ein
u� des
Querleitwerts untersucht.

Die Ergebnisse sind in Tab. 5.13 aufgef�uhrt. O�enbar haben die Verluste bis zu
einer bestimmten Gr�o�e praktisch keinen Ein
u� auf den Zeitschritt. Oberhalb
dieser Grenze (im einen Fall liegt sie zwischen R = 106 
=m und R = 107 
=m,

7Selbstverst�andlich ist dies eine grob vereinfachte Absch�atzung des numerischen Auf-
wands, aber f�ur diese Zwecke wohl ausreichend.
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G = 0 S/m R = 0 
/m

R/(
/m) ZD (2,4) G/(S/m) ZD (2,4)

0 0.230 ps 0.146 ps 0 0.230 ps 0.146 ps
102 0.230 ps 0.146 ps 10 0.231 ps 0.146 ps
104 0.230 ps 0.146 ps 102 0.234 ps 0.148 ps
106 0.240 ps 0.151 ps 103 0.236 ps 0.153 ps
107 0.113 ps 0.113 ps 5 � 103 0.0908 ps 0.0908 ps
108 0.0113 ps 0.0113 ps 104 0.0454 ps 0.0454 ps
1010 0.000113 ps 0.000113 ps 105 0.000454 ps 0.000454 ps

Tabelle 5.13. Verhalten des maximal m�oglichen Zeitschritts
bei Variation der Verluste.

im anderen zwischen G = 103 S/m und G = 5 �103 S/m) h�angt der Zeitschritt nur
noch von den Verlusten ab und ist unabh�angig (!) vom Di�erenzenoperator. Nu-
merische Experimente zeigten, da� sich diese Grenze hin zu gr�o�eren Widerstands-
bzw. Leitwertsbel�agen verschiebt, wenn man den Ortsschritt verkleinert. Dieses
Verhalten l�a�t sich wie folgt erkl�aren: Der Ortsschritt legt die maximal auftretende
Ortsfrequenz fest und ist umgekehrt proportional zu dieser. Auf einer verlustbehaf-
teten Leitung �ndet erst ab einer von den Verlusten abh�angenden kleinsten Orts-
frequenz eine Wellenausbreitung statt. Unterhalb dieser Grenzfrequenz wird eine
Anfangsverteilung lediglich exponentiell ged�ampft. Sind also die Verluste klein, so
�ndet eine Wellenausbreitung statt und der Zeitschritt ist abh�angig vom Di�eren-
zenoperator. Sind die Verluste jedoch sehr gro�, so spielt der Di�erenzenoperator
gar keine Rolle mehr, der Zeitschritt ist nur noch davon abh�angig, wie schnell ex-
ponentiell ged�ampft wird. Durch Verkleinerung des Ortsschritts wird die maximal
auftretende Ortsfrequenz erh�oht, es �ndet wieder eine Wellenausbreitung statt.

7. Anmerkungen zu MRTD

Wie bereits erw�ahnt wird f�ur MRTD mit Battle-Lemari�e-Wavelets empfohlen,
als Zeitschritt nur ein F�unftel des Stabilit�atslimits zu w�ahlen. Diese Empfehlung
l�a�t sich ausgezeichnet mit Hilfe von Dispersionsanalysen begr�unden.

Bild 5.4(a) zeigt die Phasengeschwindigkeitsfehler der Algorithmen zur Si-
mulation der verlustfreien Leitungsgleichungen, wenn man Zentraldi�erenzen
bzw. (2,4)-B-Spline-Di�erenzen und zeitlich Zentraldi�erenzen nahe des Stabi-
lit�atslimits verwendet.8 Sehr gut ist zu erkennen, da� beide Algorithmen von
zweiter Ordnung sind. Sie unterscheiden sich lediglich geringf�ugig in der Feh-
lerkonstante. Wenn man als Zeitschritt ein Zehntel des Stabilit�atslimits w�ahlt,

8Hier mu� man nah des Stabilit�atslimits bleiben, weil Zentraldi�erenzen an der Sta-
bilit�atsgrenze die Leitungsgleichungen exakt integrieren und der Fehler somit null w�are. Im
dreidimensionalen gilt dies nicht.
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Abbildung 5.4. Vergleich Zentral-/(2,4)-B-Spline-Di�erenzen
(durchgezogene / gestrichelte Linie).

so ver�andert sich die Genauigkeit von Zentraldi�erenzen nur unwesentlich; bei
Verwendung des (2,4)-Di�erenzenoperators reduziert sich der Fehler auf ein Hun-
dertstel (Abbildung 5.4(b)).

Das liegt daran, da� im Fall der Zentraldi�erenzen diese den Diskretisierungs-
fehler dominieren. Der (2,4)-Di�erenzenoperator ist aber von sechster Ordnung,
der Diskretisierungsfehler also viel kleiner, die Verkleinerung des Zeitschritts re-
sultiert damit in einer Verkleinerung des Fehlers. Verkleinert man den Zeitschritt
immer weiter, so tritt deutlich das Fehlerverhalten des Di�erenzenoperators hervor
(Abbildung 5.5). Eine Verkleinerung des Zeitschritts hat also bei Zentraldi�eren-
zen praktisch keinen wesentlichen Ein
u� auf den Dispersionsfehler, die Kurven
liegen aufeinander. Ganz anders bei Verwendung der (2,4)-B-Spline-Di�erenzen.
Hier resuliert aus der Verkleinerung des Zeitschritts eine Verringerung des Fehlers.

Diese Verringerung des Dispersionsfehlers durch Verringerung des Zeitschritts
ist also daf�ur verantwortlich, da� man bei MRTD mit nur einem F�unftel der
Unbekannten je Raumrichtung auskommt.

Verallgemeinert bedeutet dieser Sachverhalt, da� wenn ein Verfahren r�aum-
lich und zeitlich von der gleichen Ordnung ist, hat die Wahl des Zeitschritts keinen
wesentlichen Ein
u� auf die Genauigkeit. Ist aber die r�aumliche Ordnung gr�o�er,
so l�a�t sich der Dispersionsfehler durch Verringern des Zeitschritts verkleinern.
Um r�aumliche Diskretisierungen hoher Ordnung auszunutzen, mu� man also ent-
weder den Zeitschritt sehr klein machen, wenn man nicht auf Zentraldi�erenzen
verzichten m�ochte, oder man mu� einen Zeitintegrator h�oherer Ordnung w�ahlen.
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(b) (2,4)-B-Spline-Di�erenzen.

Abbildung 5.5. Verhalten bei Verkleinerung des Zeitschritts
(c�t=(
�x) = 0:9; 0:1; 10�2; 10�3 und 10�4).
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KAPITEL 6

Numerische Experimente

Im ersten Abschnitt �uber Waveletverfahren mit zeitlichen Zentraldi�erenzen
�nden sich die Beobachtungen der Arbeitsgruppe um L.P.B. Katehi best�atigt,
aber es zeigt sich, da� Zentraldi�erenzen zu ungenau sind, um in Verbindung mit
r�aumlichen Di�erenzenoperatoren h�oherer Ordnung ein H�ochstma� an E�ektivit�at
zu erzielen.

Bez�uglich des Kompressionsaspektes von Wavelets l�a�t sich sagen, da� adap-
tive Algorithmen in der Tat funktionieren, da� sich Pulse verfolgen lassen, und
da� man schon im Eindimensionalen durchaus Kompressionsraten von 1{10% er-
reichen kann. Allerdings ist es nachteilig, da� sich der Rechenaufwand allein durch
die Verwendung von Wavelets erheblich erh�oht.

Zeitliche Integrationsverfahren h�oherer Ordnung erweisen sich sowohl in
Genauigkeits- als auch in Rechenzeitbelangen den Zentraldi�erenzen deutlich

�uberlegen. Insbesondere das Adams-Bashforth-Verfahren dritter Ordnung und das
energieerhaltende Verfahren vierter Ordnung sind sehr e�ektiv.

Abschlie�end werden Performanceauswirkungen der Entscheidung, nur mit
SkalierungskoeÆzienten oder auch mit Wavelets zu rechnen, illustriert.

1. Waveletverfahren mit zeitlichen Zentraldi�erenzen

Zun�achst werden Waveletverfahren mit zeitlichen Zentraldi�erenzen unter-
sucht. Da die Ergebnisse f�ur periodische und ideal elektrische bzw. magnetische
Randbedingungen praktisch identisch sind, werden nur die f�ur periodische darge-
stellt. Die L�ange der Leitung und die Ausbreitungsgeschwindigkeit der elektroma-
gnetischen Wellen sind auf 1 normiert. Als Anfangsbedingungen w�ahlen wir

u0(x) =

(
(x� 0:4)2(x� 0:6)2 f�ur 0:4 6 x 6 0:6;

0 sonst
(6.1a)

i0(x) =

(
(x� 0:4)2(x� 0:6)2 f�ur 0:4 6 x 6 0:6;

0 sonst:
(6.1b)

99
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Abbildung 6.1. Zeitabh�angigkeit des Fehlers.

In Anlehnung an die L2-Norm de�nieren wir den zeitabh�angigen Fehler als

"(nK�t) =
ki(nK�t; x)� i0(x)kM+1

ki0(x)kM+1
; n 2 N(6.2)

mit

kf(x)kn =
vuut2�n

2n�1X
�=0

jf(2�n�)j :(6.3)

Bild 6.1(a) zeigt den Zeitverlauf des Fehlers, wenn man die Leitung mit (3,3)-
B-Splines der Skala 8 (also 256 Unbekannte) diskretisiert. Aufgrund der �Aquiva-
lenz der Algorithmen mit und ohne Wavelets sind die Ergebnisse unabh�angig von
der tats�achlich benutzten gr�obsten Skala J0 (abgesehen von Rundungsfehlern). Bei
der Berechnung der Ergebnisse wurde hier J0 = 3 (also 8 Unbekannte) gew�ahlt.
Die Kurven von oben nach unten zeigen den Fehler " �uber der Zeit f�ur die Zeit-
schrittweiten �t = �tmax;�tmax=2;�tmax=4;�tmax=8;�tmax=16 und �tmax=32.
Die Kurve f�ur �t = �tmax=32 ist der Deutlichkeit wegen gestrichelt gezeichnet.
Im ersten Fall entsprechen t = 100 etwa 40 Tausend Zeitschritte, im letzten etwa
1,2 Millionen.

Ebenso wie bei MRTD mit kubischen Battle-Lemari�e-Wavelets verkleinert
sich der Fehler durch Verkleinerung des Zeitschritts. Dies geht aber nicht belie-
big; die letzten beiden Kurven unterscheiden sich nur unwesentlich, der kleinste
erreichbare Fehler wird also durch die r�aumliche Diskretisierung festgelegt.
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Abbildung 6.2. Phasengeschwindigkeiten in Abh�angigkeit des
relativen Zeitschritts.

Um den Fehler " zu veranschaulichen, ist in Bild 6.1(b) die r�aumliche Strom-
verteilung zu den Zeitpunkten t = 0, t = 50 und t = 100 bei einer Zeitschrittweite
von �tmax=2 dargestellt, der Fehler betr�agt also ca. 18% bzw. 35%. Der Puls brei-
tet sich nach rechts aus, d.h. der Bereich vor dem Puls ist gest�ort. Bei FDTD,
die |anschaulich gesprochen| einen Schwanz hinter sich herziehen, ist dies ge-
rade umgekehrt. Grund hierf�ur ist, da� die Ausbreitungsgeschwindigkeit h�oherer
Frequenzen bei FDTD kleiner ist, als sie sein m�u�te, bei den (3,3)- (bzw. (2,4)-)
B-Splines ist sie in diesem Fall jedoch gr�o�er. Bild 6.2 zeigt dies f�ur verschiedene
relative Zeitschrittweiten r = �t=�x. Bemerkenswert ist noch, da� bei FDTD die
Phasengeschwindigkeit immer zu klein ist, w�ahrend sie bei (3,3)-B-Splines und
gro�en Zeitschritten zu gro�, bei kleinen aber zu klein ist.

Leider begrenzen die zeitlichen Zentraldi�erenzen die Konvergenzordnung auf
zwei, was in Bild 6.3 gut zu erkennen ist. Es zeigt das Verhalten des Fehlers, wenn
man ausgehend von einer gr�obsten Skala immer mehr Waveletlevel hinzunimmt,
also immer genauer wird. Hier wurde ausgehend von J0 = 3 und JM = 5 auf
JM = 11 gesteigert.

Da� bei Hinzunahme von immer mehr Waveletleveln der numerische Aufwand
immer weiter steigt, ist nat�urlich, da ja immer mehr KoeÆzienten je Zeitschritt
berechnet werden m�ussen. Von gro�er Bedeutung ist jedoch die Frage, wie sich
die Rechenzeit gegen�uber einem �aquivalenten Algorithmus, der nur Skalierungs-
funktionen verwendet, verh�alt. Dazu werden die Rechenzeiten (auf HP C160) f�ur
(3,3)-B-Splines verglichen (Bild 6.4). Im Fall des Algorithmus nur mit Skalierungs-
funktionen gilt J0 = JF , im andern J0 = 3 und JM+1 = JF . O�ensichtlich steigt
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Abbildung 6.4. Rechenzeitvergleich von Algorithmen, die nur
Skalierungsfunktionen, und solchen, die Skalierungsfunktionen
und Wavelets verwenden, und zueinander �aquivalent sind.

der Rechenaufwand bei Verwendung von Wavelets deutlich an. Und zwar umso
mehr, je mehr Skalen man verwendet (Bild 6.4(b)). Das mu� auch so sein, wie
folgende �Uberlegung zeigt: Benutzt man nur Skalierungsfunktionen, so sind zur
Berechnung eines KoeÆzienten der Entwicklung lediglich ein paar benachbarte
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KoeÆzienten zu ber�ucksichtigen. Dies ist unabh�angig von der Skala. Zur Berech-
nung der Wechselwirkung mit Wavelets sind dagegen umso mehr KoeÆzienten
zu ber�ucksichtigen, je gr�o�er der Abstand der Skalen ist, da die Wavelets immer
schm�aler werden. Dies ist auch sehr gut an der Berechnung der Matrixelemente
eines Di�erentialoperators in einer Waveletbasis zu erkennen. Hierbei wird der
Ausgangsdi�erenzenoperator Kn, der die Verkoppelung der SkalierungskoeÆzien-
ten derselben Skala beschreibt, im Grunde immer wieder mit den Filtern h, ~h, g
und ~g gefaltet (ggf. wird vorher gespiegelt). Dadurch werden die Di�erenzenope-
ratoren An, Bn, Cn und Dn immer breiter, je weiter die Skalenindizes i und j
auseinanderliegen.

Diese Ergebnisse st�utzen die Erfahrungen der Gruppe um L.P.B. Katehi, da�
man bei Verwendung r�aumlicher Di�erenzenoperatoren h�oherer Ordnung durch
Verkleinerung des Zeitschritts die Genauigkeit des Verfahrens erheblich verbes-
sern kann. Allerdings wird dadurch nicht die Konvergenzordnung des Verfahren
verbessert, und auch das Potential des r�aumlichen Di�erenzenoperators wird un-
ter Umst�anden nicht vollst�andig ausgenutzt. Ergebnisse dieser Art f�uhrten zum
Schlu�, da� Zeitintegratoren h�oherer Ordnung essentiell f�ur eine erfolgreiche An-
wendung von r�aumlichen Di�erenzenoperatoren h�oherer Ordnung |und damit
auch f�ur die hier vorgeschlagenen Waveletverfahren| ist. Zudem erh�oht die Ver-
wendung von Wavelets den Rechenaufwand, und zwar umso mehr, je mehr Wa-
veletlevel benutzt werden. Dies zeigt, da� nichtadaptive Implementierungen von
Waveletalgorithmen |abgesehen von Studienzwecken| unn�utz sind, da sie keine
Speichervorteile bieten, aber zu deutlich l�angeren Rechenzeiten f�uhren.

1.1. Untersuchungen zur Adaptivit�at. Durch Zunullsetzen kleiner Ko-
eÆzienten nach jedem bzw. einer gewissen Anzahl von Zeitschritten ist es m�oglich,
adaptive Algorithmen zu implementieren.

Es werden alle KoeÆzienten, deren Betrag kleiner als �Imax, Imax =
maxfji�1;kj : k 2 L�1g ist, nach jedem Zeitschritt zu Null gesetzt.

Es werden (3,3)-B-Splines mit J0 = 5 und JM = 7 sowie JM = 9 unter-
sucht. Als Zeitschritt wird �t = �tmax=2 gew�ahlt, die Stromverl�aufe werden zum
Zeitpunkt t = 5, also nach 5 Uml�aufen, ausgewertet. Zum Vergleich werden die
(3,15)-B-Splines untersucht. Eine Erh�ohung der dualen Ordnung soll zu einer bes-
seren Kompressionsrate f�uhren. Zur Beurteilung des Kompressionsverhaltens der
adaptiven Algorithmen de�nieren wir die Besetzung �

� =
Anzahl der KoeÆzienten ungleich Null

Gesamtanzahl der KoeÆzienten
:(6.4)

Bild 6.5 zeigt die Ergebnisse in Abh�angigkeit der Schwelle � . F�ur JM = 7 kann
man � bis 10�4 erh�ohen, ohne da� sich der Fehler nennenswert ver�andert. Dabei
erreicht man eine Besetzung von etwa 30{40%, was den Erwartungen aus den
Vorbetrachtungen entspricht. Erh�oht man � weiter, so steigt der Fehler stark an.
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Abbildung 6.5. Fehler- und Kompressionsverhalten adaptiver Algorithmen.

D.h. bei st�arkerer Kompression der Daten wird die Simulation gest�ort. Die Un-
terschiede zwischen (3,3)- und (3,15)-B-Splines sind |abgesehen von einer etwas
besseren Grundgenauigkeit der (3,15)-B-Splines und unterschiedlichem Verhalten
bei zu starker Kompression| eher unwesentlich. F�ur JM = 9 erh�alt man er-
wartungsgem�a� einen kleineren Fehler. Es lassen sich Besetzungen von 20% ohne
Erh�ohung des Fehlers erreichen. Bemerkenswert ist, da� eine Besetzung von unter
2% bei geringf�ugiger Erh�ohung des Fehlers (weniger als Faktor 2) m�oglich ist. Das
ist deutlich besser als die Vorbetrachtungen vermuten lie�en.

Hieraus ist zu schlie�en, da� Wavelets umso besser sich zur Datenkompression
eignen, je h�oher die Grundgenauigkeit (d.h. je gr�o�er JM+1) ist, und je mehr
Waveletlevel verwendet werden.

2. Verfahren h�oherer Ordnung

Die Verbesserung der Konvergenzeigenschaften durch Verwendung von Inte-
grationsverfahren h�oherer Ordnung soll anhand der in dieser Arbeit entwickelten
energieerhaltenden Mehrschrittverfahren demonstriert werden.

Dabei w�ahlen wir als Randbedingungen ideal elektrische und als Anfangsbe-
dingungen

u0 =

(
108(x� 0:4)4(x� 0:6)4 f�ur 0:4 6 x 6 0:6

0 sonst
(6.5a)

i0 = 0 :(6.5b)

Die normierte L�ange betr�agt wiederum 1, ebenso die normierte Geschwindigkeit.
Zu den Zeitpunkten tn = 2n; n 2 N m�ussen sich also gerade wieder die Anfangs-
bedingungen einstellen. Als Startwerte f�ur die Mehrschrittverfahren werden die



2. VERFAHREN H�OHERER ORDNUNG 105

1e-14

1e-12

1e-10

1e-08

1e-06

0.0001

0.01

1

100 1000 10000

L=2
L=4
L=6
L=8
L=10

N

"

Di�erenzenoperator 4. Ordnung

1e-14

1e-12

1e-10

1e-08

1e-06

0.0001

0.01

1

100 1000 10000

L=2
L=4
L=6
L=8
L=10

N

"

(2,4)-B-splines

1e-14

1e-12

1e-10

1e-08

1e-06

0.0001

0.01

1

100 1000 10000

L=2
L=4
L=6
L=8
L=10

N

"

(2,8)-B-splines

1e-14

1e-12

1e-10

1e-08

1e-06

0.0001

0.01

1

100 1000 10000

L=2
L=4
L=6
L=8
L=10

N

"

(2,12)-B-splines

Abbildung 6.6. Fehler in Anh�angigkeit der Anzahl der Unbe-
kannten und der Ordnung des Integrationsverfahrens f�ur ver-
schiedene Di�erenzenoperatoren.

analytischen Werte gem�a� der d'Alembertschen L�osung der partiellen Di�erenti-
algleichungen gew�ahlt.

In Bild 6.6 sind die Fehler " �uber der Anzahl der Unbekannten N f�ur ver-
schiedene Di�erenzenoperatoren dargestellt. Dabei wird der Parameter L, der die
Ordnung des Integrationsverfahrens angibt, variiert. Sehr deutlich ist die Verbesse-
rung durch Verwendung eines Integrationsverfahrens h�oherer Ordnung. Allerdings
liegt die Konvergenzordnung unabh�angig vom Di�erenzenoperator und von L bei
etwa vier. Der Grund liegt in der Wahl der Anfangsbedingungen, die lediglich
dreimal stetig di�erenzierbar sind. Dadurch klingt das Spektrum der Anfangs-
bedingungen wie 1=!4 ab, d.h. obwohl die Verfahren genauere Ergebnisse liefern
k�onnten, begrenzt die mangelnde Regularit�at der Anfangsbedingungen die Kon-
vergenzgeschwindigkeit.

W�ahlt man glattere Anfangsbedingungen

u0 =

(
1016(x� 0:4)8(x� 0:6)8 f�ur 0:4 6 x 6 0:6

0 sonst
(6.6a)

i0 = 0 ;(6.6b)

so kann man wesentlich schnellere Konvergenz erreichen (Bild 6.7). Au��allig ist,
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Abbildung 6.7. Fehler f�ur glattere Anfangsbedingungen.

da� die Fehler zum Teil sogar schneller als vorhergesagt kleiner werden: z.B. beim
Di�erenzenoperator 4. Ordnung m�u�te der Fehler mit Vierter Potenz kleiner wer-
den, aber o�ensichtlich wird er schneller kleiner. Zudem hat die Ordnung des
Integrators |abgesehen von L = 2| keinen nennenswerten Ein
u�. Schon die
Dispersionsanalyse ergab, da� Integrationsverfahren h�oherer Ordnung als 6 kei-
ne weitere Verbesserung des Fehlers mehr bei doppeltgenauer Rechnung bringen.
Sehr sch�on zu sehen ist auch die Begrenzung der Genauigkeit durch Rundungs-
fehler auf ca. 10�13.

In dieser Arbeit wurde eine Vielzahl von Integrationsverfahren h�oherer Ord-
nung vorgestellt. Von gr�o�tem Interesse ist die Frage, nach dem e�ektivsten Ver-
fahren f�ur einen zugrundeliegenden Di�erenzenoperator. Je h�oher die Ordnung des
Integrators, umso h�oher wird im allgemeinen der Speicherbedarf und der Rechen-
aufwand. Zur Bewertung wird der Fehler " �uber der ben�otigten Rechenzeit (auf
HP C160) dargestellt. Untersucht wurden die energieerhaltenden Mehrschrittver-
fahren 2., 4. und 6. Ordnung, die Adams-Bashforth-Verfahren 3. und 4. Ordnung
sowie alle angegebenen Runge-Kutta-Verfahren. Die Ergebnisse f�ur Zentraldif-
ferenzen, den Di�erenzenoperator 4. Ordnung sowie (2,4)- und (2,8)-B-Splines
sind in Bild 6.8 dargestellt. Bei r�aumlichen Zentraldi�erenzen f�uhrt die Verwen-
dung von Integrationsverfahren h�oherer Ordnung wie erwartet lediglich zu einer
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Abbildung 6.8. Fehler �uber der Rechenzeit.
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Abbildung 6.9. Gegen�uberstellung der jeweils e�ektivsten Verfahren.

Erh�ohung der Rechzeit (und des Speicherbedarfs) gegen�uber zeitlichen Zentraldif-
ferenzen. Ganz anders, wenn die r�aumlichen Di�erenzenoperatoren h�oherer Ord-
nung ist. In diesen F�allen sind bez�uglich der Rechenzeit alle Integrationsverfahren
e�ektiver als Zentraldi�erenzen. Zum beseren Vergleich wurden die jeweils e�ek-
tivsten Verfahren in Bild 6.9 gegen�ubergestellt. Hierbei handelt es sich um die
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vier Kombinationen

� r�aumliche Zentraldi�erenzen mit zeitlichen Zentraldi�erenzen (also
FDTD),

� Di�erenzenoperator 4. Ordnung mit Adams-Bashforth-Verfahren 3. Ord-
nung (�t = 0:9�tmax),

� (2,4)-B-Splines mit energieerhaltendem Mehrschrittverfahren 4. Ordnung,
� (2,8)-B-Splines mit Adams-Bashforth-Verfahren 3. Ordnung (�t =
0:3�tmax).

FDTD schneidet mit Abstand am schlechtesten ab, die anderen Kombinationen
unterscheiden sich bez�uglich der Rechenzeit nur unwesentlich. Der Speicherbedarf
des Vierschrittverfahrens ist etwas gr�o�er als der des Dreischrittverfahrens.

Insgesamt erscheinen somit Zeitintegrationsverfahren dritter oder vierter Ord-
nung am geeignetsten. Insbesondere das Adams-Bashforth-Verfahren 3. Ordnung
(trotz seiner schwachen Bed�ampfung des physikalischen Modes) und das energieer-
haltende Verfahren 4. Ordnung scheinen sehr interessant. Runge-Kutta-Verfahren
ben�otigen im allgemeinen mehr Zeit als Mehrschrittverfahren.

3. Performancevergleich zweier Implementierungen: Nur
Skalierungsfunktionen|Skalierungsfunktionen und Wavelets

Wie bereits gesehen, erh�oht sich die Rechenzeit durch die Verwendung von
Wavelets erheblich, da die Di�erenzenoperatoren breiter werden. Neben diesem
E�ekt, gibt es noch implementierungsspezi�sche E�ekte. Je nachdem ob man Wa-
velets ber�ucksichtigen m�ochte, oder nur mit den Skalierungsfunktionen rechnen,
ergeben sich verschiedene Optimierungsm�oglichkeiten bei der Implementierung.

Ohne Wavelets l�a�t sich der Di�erenzenoperator einfach implementieren, so
da� er �uber den ganzen Datenvektor gef�uhrt wird. Durch Ausrollen von Schleifen
und ausschlie�liche Ber�ucksichtigung der Elemente ungleich Null des Di�erenzen-
operators wird es sogar m�oglich, da� man erst bei Ausf�uhrung des Programms den
Di�erenzenoperator kennen mu�, praktisch ohne mehr Rechenzeit gegen�uber einer
statischen Implementierung, bei der der Operator unver�anderlich einprogrammiert
ist, zu ben�otigen. Im folgenden wird diese Implementierung Di�erenzenimplemen-
tierung genannt.

Verwendet man hingegen auchWavelets, so sind derartige Optimierungen sehr
schwer durchzuf�uhren. Viel n�aher liegt eine Implementierung des Di�erenzenope-
rators, die die KoeÆzienten An(j; i; l; k), Bn(j; i; l; k), Cn(j; i; l; k) undDn(j; i; l; k)
verwendet, d.h. es werden Funktionen (bzw. im objektorientierten Umfeld Metho-
den) implementiert, die den richtigen KoeÆzienten in Abh�angigkeit von j, i, l und
k zur�uckliefern. Zus�atzliche Funktionen liefern die Bereichsgrenzen der l, wenn i,
j und k festliegen, um nur die relevanten Werte von l zu ber�ucksichtigen. D.h. bei
solch einer Implementierung erfolgen erheblich mehr Funktionsaufrufe, st�andig
werden Daten auf dem Stack abgelegt und wieder zur�uckgeladen. Dadurch erh�oht
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Abbildung 6.10. Rechenzeitvergleich der beiden Implementierungen.

sich nat�urlich die Rechenzeit. Diese Implementierung wird im folgenden als Wa-
veletimplementierung bezeichnet.

Um den Rechenzeitunterschied beider Implementierungen zu demonstrieren,
werden die Berechnungen aus Abschnitt 1 mit der Di�erenzenimplementierung
wiederholt. Bild 6.10 vergleicht die Rechenzeiten beider Implementierungen. Bei
der Waveletimplementierung wird ebenfalls nur mit den SkalierungskoeÆzienten
gerechnet, d.h. gr�obste und feinste Skala stimmen �uberein. Schon bei recht

"
kur-

zen\ Vektoren ist die Di�erenzenimplementierung f�unf- bis zehnmal schneller als
die Waveletimplementierung, bei l�angeren |d.h. feineren Skalen| sogar etwa
drei�igmal.

W�urde man bei der Waveletimplementierung auch noch Wavelets verwenden
statt nur Skalierungsfunktionen, so w�are die Di�erenzenimplementierung also etwa
600mal schneller! Selbst wenn man die Nulloperationen ohne Overhead implemen-
tieren k�onnte, w�are eine statische Di�erenzenimplementierung deutlich schneller
bei gleicher Genauigkeit (selbst bei einer Kompression durch Wavelets auf 5% der
KoeÆzienten).
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KAPITEL 7

Ausblicke

In diesem Kapitel werden einerseits Ans�atze vorgestellt, die es im Prinzip
erm�oglichen, nahezu beliebige elektromagnetische Probleme zu l�osen. Dies w�are
die Erweiterung auf den dreidimensionalen Raum durch die Verwendung von
Tensorproduktwavelets und die Gebietsunterteilung, um Wavelets f�ur allgemei-
ne Strukturen 
exibel einsetzen zu k�onnen. Ebenso wird die Erweiterung der
Dispersionsanalysen dargestellt. Andererseits werden auf den gemachten Erfah-
rungen aufbauende Vorschl�age gemacht, um den Wavelet-Galerkin-Verfahren zu
mehr numerischer EÆzienz zu verhelfen. Dies w�are zum einen eine Optimierung
des Runge-Kutta-Ansatzes und zum anderen der Verzicht auf

"
echte\ Adaptivit�at

zugunsten statischer Gitterverfeinerung.

1. Maxwellsche Gleichungen

Um waveletbasierte Konzepte auf den dreidimensionalen Fall der Maxwell-
schen Gleichungen zu �ubertragen, ben�otigt man zun�achst eine Multiskalenanalyse
des L2(R

3), also Wavelets im Dreidimensionalen. Hierf�ur gibt es zwei Ans�atze:

1. Man konstruiert neue, nichtseparable Wavelets, d.h. Wavelets, die sich
nicht als Produkt dreier univariater Funktionen darstellen lassen.

2. Man bildet aus den bekannten Wavelets im Eindimensionalen mit Hilfe
des Tensorprodukts separable Wavelets im Dreidimensionalen.

Die erste M�oglichkeit ist deutlich komplizierter, erlaubt jedoch die Konstruktion
von Wavelets mit geringerer Anisotropie. Der Tensorproduktansatz f�uhrt zudem
zu einem dreidimensionalen KoeÆzientenarray, das die quaderf�ormige Gitterstruk-
tur der KoeÆzienten widerspiegelt, also einfach zu implementieren ist (wenn man
von Adaptivit�at absieht). Zudem lassen sich die Di�erenzenoperatoren auf die
Operatoren im Eindimensionalen zur�uckf�uhren.

Am einfachsten entwickelt man jede Feldkomponente f�ur sich in eine Wave-
letreihe. Verwendet man f�ur alle Feldkomponenten dieselben Entwicklungs- und
Testfunktionen, so kann man die sechs Feldkomponenten zu einem 6-Tupel zu-
sammenfassen. Dies hat insbesondere f�ur adaptive Verfahren Vorteile: man �ndet
zu einem Orte gleich alle Feldkomponenten, d.h. die Suchzeit in einer dynami-
schen Datenstruktur bei Anwendung eines Di�erenzenoperators l�a�t sich auf ein

111
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Sechstel reduzieren, zudem l�a�t sich der zus�atzliche Speicher der Datenstruktur
zur Erm�oglichung der Adaptivit�at ebenfalls auf maximal ein Sechstel reduzieren,
da in vielen F�allen im felderf�ullten Gebiet alle sechs Komponenten ungleich Null
sind, wenn auch nur durch numerische Fehler bedingt. Dies legt den Ansatz
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und

	p;q;rk;l;m(x; y; z) =  Jp;k(x) Jq;l(y) Jr;m(z)(7.3)

nahe. Einsetzen in die Maxwellschen Gleichungen im homogenen, isotropen Fall
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und testen mit den biorthogonalen Wavelets

~	p;q;rk;l;m(x; y; z) =
~ Jp;k(x)

~ Jq;l(y)
~ Jr;m(z)(7.5)

ergibt das System gew�ohnlicher Di�erentialgleichungen, das dann mit den vor-
gestellten Methoden integriert werden kann. So ergibt sich z.B. f�ur die erste der
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Maxwellschen Gleichungen
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wobei (�; �)3D das innere Produkt im Dreidimensionalen kennzeichnet, um es von
dem im Eindimensionalen (�; �) zu unterscheiden. Es m�ussen also die inneren Pro-
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zerfallen die inneren Produkte im Dreidimensionalen in Produkte dreier innerer
Produkte im Eindimensionalen, die ja bereits bekannt sind:
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(7.8)
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0
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~ Jr0 ;m0)

= Æp;p0Æk;k0 A1(Jq; Jq0 ; l; l0) Ær;r0Æm;m0

(7.9)
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@z
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0
Jr;m;

~ Jr0 ;m0)

= Æp;p0Æk;k0 Æq;q0Æl;l0 A1(Jr; Jr0 ;m;m0)
(7.10)

wobei An f�ur das geeignete Integral nach den Gleichungen (4.65a){(4.65d) steht.
Damit erh�alt man f�ur die erste der sechs Maxwellschen Gleichungen

d

dt
Ep

0;q0;r0

x;k0;l0;m0 = �1
"

X
r;m

A1(Jr; Jr0 ;m;m0)Hp0;q0;r
y;k0;l0;m +

1

"

X
q;l

A1(Jq; Jq0 ; l; l0)Hp0;q;r0

y;k0;l;m0

(7.11)

De�niert man die drei Di�erenzenoperatoren

Dx ap
0;q0;r0

k0;l0;m0 :=
X
p;k

A1(Jp; Jp0 ; k; k0) ap;q
0;r0

k;l0;m0 ;(7.12)

Dy ap
0;q0;r0

k0;l0;m0 :=
X
q;l

A1(Jq; Jq0 ; l; l0) ap
0;q;r0

k0;l;m0(7.13)
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und

Dz ap
0;q0;r0

k0;l0;m0 :=
X
r;m

A1(Jr; Jr0 ;m;m0) ap
0;q0;r
k0;l0;m ;(7.14)

wobei a 2 fEx; Ey; Ez; Hx;Hy;Hzg, so erh�alt man schlie�lich

d

dt
Cp;q;rk;l;m(t) =

0
BBBBBBBBBB@

0 0 0 0 � 1
"
Dz 1

"
Dy

0 0 0 1
"Dz 0 � 1

"Dx
0 0 0 � 1

"
Dy 1

"
Dx 0

0 1
�Dz � 1

�Dy 0 0 0

� 1
�
Dz 0 1

�
Dx 0 0 0

1
�Dy � 1

�Dx 0 0 0 0

1
CCCCCCCCCCA
Cp;q;rk;l;m(t)

(7.15)

Damit ist der dreidimensionale Fall auf den eindimensionalen zur�uckgef�uhrt.
O�ensichtlich ist die Programmierung erheblich komplizierter als im eindimen-
sionalen Fall der Leitungsgleichungen. Es macht also erst dann Sinn1, sich mit
der L�osung der Maxwellschen Gleichungen mit Hilfe von Wavelets zu besch�afti-
gen, wenn man den eindimensionalen Fall beherrscht, d.h. hinreichend e�ektive
Datenstrukturen gefunden hat.

2. Allgemeine Gebiete

Bisher wurden lediglich sehr einfache Gebiete betrachtet: der unendlich aus-
gedehnte homogene Raum, der Torus (periodische Randbedingungen), und sym-
metrische Fortsetzungen (d.h. Kuben mit ideal magnetischen oder elektrischen
W�anden). Diese Gebiete bereiten wie im Eindimensionalen aufgrund ihrer Homo-
genit�at und der Einfachheit der Randbedingungen keine zus�atzlichen Schwierig-
keiten. Allerdings beschr�ankt sich damit die Anwendung in der Hochfrequenztech-
nik im wesentlichen auf den quaderf�ormigen Hohlraumresonator. Bereits geringe
Modi�kationen f�uhren zu nichttrivialen Schwierigkeiten: f�ullt man den Hohlraum-
resonator zur H�alfte mit einem Dielektrikum, so mu� der Grenz�ubergang Luft{
Dielektrikum gesondert betrachtet werden. Krumpholz & Katehi (1996) schlugen
vor, die relative Dielektrizit�atszahl als ortsabh�angige Gr�o�e im Integranden bei
der Berechnung der inneren Produkte zu ber�ucksichtigen. Dieser Ansatz zerst�ort
allerdings die (Bi-)Orthogonalit�at der Basis- und Testfunktionen, so da� z.B. die
Ber�ucksichtigung von Verlusten deutlich aufwendiger wird. Zudem scheint dieser
Ansatz recht un
exibel, da f�ur jede neue Geometrie zun�achst die inneren Produkte

1Mit Sinn ist hier lediglich im Sinne einer ingenieursm�a�igen Anwendung gemeint, d.h. wie
kann ich am schnellsten und mit geringstem Arbeitszeitaufwand ein elektromagnetisches Ver-
halten absch�atzen. Und in diesem Punkt sind die Standardverfahren Waveletmethoden (noch)
deutlich �uberlegen.
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berechnet werden m�ussen. Werthens Ansatz einer schnellen Wavelettransforma-
tion eines zugrundeliegenden Di�erenzenalgorithmus ignoriert die Material- und
Geometriestruktur, was dazu f�uhrt, da� in der N�ahe von Materialvariationen oder
Leiterecken und -kanten nicht komprimiert werden kann, ohne deutlich an Genau-
igkeit zu verlieren.

Alternativ hierzu bietet sich die Unterteilung des Gebiets in homogene qua-
derf�ormige Untergebiete an. Dies hat den Vorteil, das alle Quader im Grunde gleich
|abgesehen von unterschiedlichen L�angen und Materialparametern| behandelt
werden k�onnen. Dies erleichtert die Implementierung und auch eine Parallelisie-
rung des Algorithmus. Nat�urlich hat dieser Ansatz Nachteile bei Geometrien, die
sich nicht gut mit Quadern approximieren lassen.

Man ben�otigt also eine Multiskalenanalyse des Intervalls bzw. des Kubus f�ur
beliebige Randbedingungen. Eine einfache Einschr�ankung der Skalierungsfunktio-
nen und Wavelets auf das betrachtete Intervall zerst�ort die (Bi-)Orthogonalit�at
der Funktionen, so da� in diesem Fall ein implizites gew�ohnliches Di�erenti-
algleichungssystem entstehen w�urde. Allerdings kann man sogenannte randan-
gepa�te Wavelets auf dem Intervall konstruieren (Auscher 1992, Bertoluzza
et al. 1994, Dahmen et al. 1996, Jameson 1993), die (bi-)orthogonal sind. Im allge-
meinen gibt es dann allerdings mehrere Funktionen, die nicht am Rand verschwin-
den und deren Ableitungen auch nicht. Dies erschwert nat�urlich die Erf�ullung von
Rand- und Stetigkeitsbedingungen. Durch geeignete Linearkombinationen kann
man es erreichen, da� nur noch eine Skalierungsfunktion am Rand nicht verschwin-
det und nur die Ableitung einer anderen auch nicht. Dadurch wird die Erf�ullung
von Randbedingungen nahezu trivial. Allerdings h�angt die Linearkombination von
der Anzahl der Waveletlevel ab. Um dies zu umgehen, kann man eine andere Line-
arkombination w�ahlen, bei der auch auf jedem Waveletlevel ein Wavelet am Rand
nicht verschwindet und die Ableitung eines anderen auch nicht. Stetigkeitbedin-
gungen werden dann skalenweise erf�ullt (Canuto, Tabacco & Urban 1997a, Canuto,
Tabacco & Urban 1997b).

Durch die Modi�kationen an den R�andern werden nat�urlich die Di�erenzen-
operatoren wie auch die Implementierung erheblich komplizierter und damit der
Rechenaufwand gr�o�er. Ohne eÆziente zugrundeliegende Datenstrukturen bleibt
somit die Behandlung komplexerer Gebiete mit Waveletmethoden von eher theo-
retischem Interesse.

3. Dispersionsanalyse

Selbstverst�andlich kann man die Dispersionsanalysen auch f�ur die Maxwell-
schen Gleichungen diskutieren. Im Fall linearer Mehrschrittverfahren ist dies
verh�altnism�a�ig einfach f�ur kubische Gitter m�oglich, so da� hier lediglich die
sechs Eigenwertgleichungen, aus denen dann die 6L Eigenmoden bestimmt werden
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k�onnen, angegeben werden. Es seien die drei Di�erenzenoperatoren

Dx =

N2xX
l=N1x

qlS
l
x ;(7.16)

Dy =

N2yX
l=N1y

plS
l
y(7.17)

und

Dz =

N2zX
l=N1z

rlS
l
z(7.18)

mit den r�aumlichen Verschiebeoperatoren Sx, Sy und Sz gegeben, so erh�alt man
mit den Abk�urzungen

A(
) :=

LX
k=0

�ke
ik
(7.19)

B(
) :=

LX
k=0

�ke
ik
(7.20)

und

C(�x; �y; �z) :=
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(7.21)

die sechs Eigenwertgleichungen

A(
) = 0(7.22)
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Als Eigenmoden erh�alt man bei vorgegebenem � = (�x; �y; �z)
T in Ausbreitungs-

richtung vier sich ausbreitende Moden (positive und negative Richtung mit je zwei
Polarisationen), einen statischen und einen exponentiell abklingenden Mode.

Sehr interessant hieran ist, da� sich die L�osungen von denen der Telegra-
phengleichungen eigentlich nur darin unterscheiden, da� C hier von �x, �y und
�z abh�angt, bei den Telegraphengleichungen nur von �. Dadurch �ubertragen sich
aber die Eigenschaften in einer Raumdimension auf drei. Mit anderen Worten:
Verfahren, die sich f�ur die Telegraphengleichungen als besser als andere erweisen,
sind es auch, wenn man sie auf die Maxwellschen Gleichungen �ubertr�agt und dabei
ein kubisches Gitter bzw. einen Tensorproduktansatz w�ahlt.

F�ur eine Dispersionsanalyse der P (EC)ME- und Runge-Kutta-Verfahren ist
man wieder zu einem numerischen Vorgehen gezwungen. Dabei kann man ganz
analog zur Betrachtung verlustbehafteter Leitungen bei Runge-Kutta-Verfahren
vorgehen.

Interessant k�onnte es dabei sein, den Gedanken von Lynch & Paulsen (1991)
aufzugreifen und neben den Eigenwerten auch die zugeh�origen Eigenvektoren zu
betrachten. Da ohnehin ein Matrizeneigenwertproblem gel�ost werden mu�, hielte
sich der programmiertechnische Aufwand zur Berechnung der Eigenvektoren in
Grenzen; man mu� lediglich den Aufruf der LAPACK-Routinen ab�andern und
zus�atzlichen Speicher allozieren und verwalten. Das Hauptproblem besteht in ei-
ner automatischen Sortierung der Eigenwerte und -vektoren, damit die Fehler zu
den analytischen Werten berechnet werden k�onnen, ohne da� nicht korrespondie-
rende Moden miteinander verglichen werden. Im Eindimensionalen kann man aus
den Eigenvektoren die Leitungsimpedanz bestimmen, im Dreidimensionalen die
Richtung des Leistungs
usses und den Feldwellenwiderstand.

4. Integrationsverfahren

Untersucht man Runge-Kutta-Verfahren f�ur lineare, zeitinvariante Funktio-
nen f , auf �aquidistantem Gitter, wie in dieser Arbeit, so kommt man zu dem
Ergebnis, da� man im Grunde um+1 aus um mit Gl. (5.57), also mit der Taylor-
reihe, berechnet. Hierbei ben�otigt man verh�altnism�a�ig viel Speicherplatz, da man

die Zwischenwerte u
(i)
m+1 bzw. f(u

(i)
m+1) speichern mu�. Au�erdem werden in je-

dem Zwischenschritt mehrere Vektoren zueinander addiert. Das ganze k�onnte man
doch direkt mit Gl. (5.57) berechnen. Dabei brauchte man lediglich drei Vekto-
ren und m�u�te je Zwischenschritt nur zwei Vektoren zueinander addieren. Zudem
k�onnte man mit genau sovielen Schritten auskommen, wie man f�ur eine gegebene
Konvergenzordnung brauchte. Abb. 7.1 zeigt den Algorithmus. Mit Hinzunahme
zus�atzlicher Schritte k�onnte man au�erdem noch versuchen, die Verfahren weiter
zu stabilisieren, um den m�oglichen Zeitschritt zu vergr�o�ern.

Eine solche Vorgehensweise k�onnte allerdings zu numerischen Schwierigkeiten
f�uhren. Durch mehrfache Anwendung des Di�erenzenoperators D werden immer
h�ohere Ableitungen approximiert. Dies k�onnte dazu f�uhren, da� Rundungsfehler
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RK-alternativ | Daten in V1, V2 und V3.

"
Anfangswert\ um in V1. Di�erentiation entspricht
der Anwendung von D.

V2  DV 1

V1  V1 + w1V2

i = 2; : : : ; s

V3 und V2 vertauschen

V2  DV3

V1  V1 + wiV2

Abbildung 7.1. Alternativer Algorithmus zu Runge-Kutta-Verfahren.

recht stark ansteigen (durch Verst�arkung der Stellenausl�oschung bei Berechnung
der Ableitung). Durch den Runge-Kutta-Algorithmus wird dies vermieden. Aller-
dings auf Kosten der Rechenzeit und des Speicherbedarfs.

Die Runge-Kutta-Algorithmen haben au�erdem noch den Nachteil, da� bei
Verfahren h�oherer Ordnung als vier stets die Stufenzahl gr�o�er ist als die Ord-
nung (Butcher 1987). Mit dem alternativen Algorithmus w�are dies nicht n�otig.
Allerdings sind diese erst noch zu untersuchen auf Stabilit�ats- und Rundungsfeh-
lereigenschaften.

5. Statische Gitterverfeinerung mit Wavelets

Die durchgef�uhrten Studien adaptiver auf Wavelets basierender Algorithmen
zeigen, da� der Rechenaufwand durch die Verwendung von Wavelets erheblich
steigt. Zum einen durch die Verbreiterung der Di�erenzenoperatoren und zum
andern durch die wesentlich kompliziertere Implementierung der Algorithmen.
Der Rechenzeitunterschied betrug bis zum Faktor 600. Versuche, die Rechenzeit
durch Unterdr�uckung der Nulloperationen um diesen Faktor zu senken, schlugen
fehl.

Diese Erfahrungen f�uhren zu dem Schlu�, da� adaptive Verfahren nicht nur
sehr schwierig zu implementieren sind, sondern dar�uberhinaus eventuell sogar auch
noch rechenzeitintensiver sind als �aquivalente nichtadaptive Verfahren. Bliebe also



5. STATISCHE GITTERVERFEINERUNG MIT WAVELETS 119

lediglich die Speicherersparnis durch das Kompressionsverm�ogen der Wavelets als
Vorteil.

Ein anderer Ansatz w�are eine statische Gitterverfeinerung. D.h. in einem lokal
von vornherein begrenzten Gebiet wird feiner diskretisiert als im Rest des Rechen-
gebiets, dort also auf einer feineren Skala gerechnet. Dabei rechnet man sowohl
im feiner als auch im gr�ober diskretisierten Gebiet mit dem zugrundeliegenden
Di�erenzenoperator |nat�urlich mit 1=�x skaliert| und verkn�upft dir Gitter im
�Ubergangsbereich der unterschiedlich diskretisierten Gebiete mit Hilfe der schnel-
len Wavelettransformation. Diese Vorgehensweise hat den Vorteil, da� man keine
adaptiven Datenstrukturen ben�otigt, keine kleinen Werte Zunullsetzen mu�, und
auch die Di�erenzenoperatoren nicht breiter werden. An Mehraufwand f�allt le-
diglich die schnelle Wavelettransformation des �Ubergangsgebiets an. Die Dekom-
position in Skalierungs- und WaveletkoeÆzienten erlaubt zudem im Gegensatz zu

�ublichen Gitterverfeinerungsstrategien mittels Interpolation eine Absch�atzung des
Fehlers, der durch die Restriktion der L�osung im feiner diskretisierten Gebiet auf
das gr�ober diskretisierte entsteht. Von Nachteil ist nat�urlich, da� man von vorn-
herein festlegt, wo feiner diskretisiert wird und wo nicht, man also den Feldverlauf
a priori qualitativ kennen mu�.
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KAPITEL 8

Zusammenfassung

Diese Arbeit untersucht, auf welche Weise die numerische L�osung der Max-
wellschen Gleichungen im Zeitbereich mit Hilfe von Wavelets verbessert werden
kann. Im Grunde versucht man dabei, die Kompressionseigenschaften von Wa-
velets auszunutzen: die Feldfunktionen werden nach Wavelets entwickelt, wobei
betragsm�a�ig kleine KoeÆzienten durch Nullen ersetzt werden. Dort wo die Funk-
tionen glatt sind, ben�otigt man nur sehr wenige KoeÆzienten, lediglich an Orten
starker Feld�anderungen werden alle KoeÆzienten gebraucht. Dies erm�oglicht nun
eine sehr simple Konstruktion adaptiver Algorithmen im Zeitbereich: Berechne
das Feld zum n�achsten Zeitpunkt und vernachl�assige betragsm�a�ig kleine KoeÆ-
zienten. Hierdurch wird eine automatische Anpassung der Diskretisierung an die
Feldverh�altnisse erreicht: viele Unbekannte nur in Bereichen starker Feld�ande-
rungen und wenige im Rest des Gebietes. O�ensichtlich braucht man hierbei im
Gegensatz zu den �ublichen Gitterverfeinerungsverfahren in FDTD oder TLM a
priori keine Information �uber die L�osung.

Zur Gewinnung von Di�erenzengleichungen zwischen den Entwicklungsko-
eÆzienten wird r�aumlich eine Petrov-Galerkin-Diskretiserung mit zu den Ent-
wicklungsfunktionen orthogonalen Testfunktionen gew�ahlt. Die Orthogonalit�at
gew�ahrleistet, da� ein explizites System gew�ohnlicher Di�erentialgleichungen ent-
steht. Zus�atzliche Forderungen an Entwicklungs- und Testfunktionen sind Kom-
paktheit des Tr�agers, um Di�erenzenoperatoren mit nur endlich vielen KoeÆzien-
ten zu erhalten, sowie Symmetrie, um das Spiegelungsprinzip f�ur ideal elektrisch
bzw. magnetisch leitende W�ande einsetzen zu k�onnen. Keine dieser drei Forde-
rungen ist verzichtbar:

� Ohne Orthogonalit�at zwischen Entwicklungs- und Testfunktionen m�u�te
man zu jedem Zeitschritt ein Gleichungssystem l�osen.

� Ohne kompakten Tr�ager m�ussen die Di�erenzenoperatoren auf endlich vie-
le KoeÆzienten beschr�ankt werden. Diese Begrenzung f�uhrt zu

"
spurious

modes\ und zu falschen Ausbreitungsgeschwindigkeiten.
� Ohne Symmetrie der Entwicklungs- und Testfunktionen �ubertr�agt sich das
Spiegelungsprinzip nicht auf die KoeÆzienten.

121
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Alle drei Forderungen werden von der Familie der biorthogonalen B-Spline-
Wavelets erf�ullt. Als Entwicklungsfunktionen werden B-Splines bzw. Linearkom-
binationen von ihnen verwendet, und als Testfunktionen zu diesen orthogonale
Funktionen. In bisherigen Arbeiten auf dem Gebiet elektromagnetischer Zeitbe-
reichssimulation wurde |au�er in den Arbeiten, die auf Haarwavelets basieren|
stets eine dieser drei Forderungen au�er acht gelassen. Der hier gew�ahlte Ansatz
erm�oglicht jedoch im Gegensatz zu Haarwavelets die Konstruktion von Verfahren
h�oherer Konvergenzordnung.

Der bisher in der Literatur verfolgte Einsatz von Zentraldi�erenzen zur zeitli-
chen Integration des Di�erentialgleichungssystems erweist sich au�er f�ur r�aum-
liche Zentraldi�erenzen sowohl in der Dispersionsanalyse als auch im nume-
rischen Experiment als ine�ektiv. Es werden die drei Standardverfahrensklas-
sen zur L�osung von gew�ohnlichen Di�erentialgleichungssystemen, also lineare
Mehrschritt-, Pr�adiktor-Korrektor- und Runge-Kutta-Verfahren, untersucht. Im
Rahmen dieser Untersuchungen werden neue, energieerhaltende lineare Mehr-
schrittverfahren konstruiert.

Sehr wichtig ist die �Aquivalenz der Darstellung einer Funktion nur mit den
Skalierungsfunktionen und der Darstellung mit sowohl Skalierungsfunktionen als
auch Wavelets. Die beiden Darstellungen sind durch die schnelle Wavelettransfor-
mation ineinander �uberf�uhrbar. Die �Aquivalenz �ubertr�agt sich auch auf lineare
Operatoren in diesen Basen. D.h. Algorithmen f�ur lineare Probleme, die aus-
schlie�lich die Skalierungsfunktionen verwenden, und solche, die sowohl Skalie-
rungsfunktionen als auch Wavelets verwenden, sind �aquivalent, liefern also die-
selben Feldst�arkewerte. Daraus folgt, da� die Analyse der Algorithmen nur mit
Skalierungsfunktionen ausreicht, die Ergebnisse �ubertragen sich auf den allgemei-
neren Fall mit Wavelets. Hiervon wird bei der Bestimmung der Stabilit�atsgrenzen
und bei der Dispersionsanalyse der entwickelten Verfahren Gebrauch gemacht.

Aus dieser �Aquivalenz folgt auch das Kriterium, wann sich der Einsatz von
Wavelets lohnt, n�amlich dann, wenn der Algorithmus mit sowohl Skalierungs-
funktionen als auch Wavelets e�ektiver ist |also weniger Rechenzeit und/oder
Speicherplatz ben�otigt| als der �aquivalente Algorithmus, der ausschlie�lich Ska-
lierungsfunktionen verwendet. Bisher �nden sich in der Literatur allenfalls Ver-
gleiche zu FDTD, so da� bei Verfahren h�oherer Ordnung als FDTD die kleineren
Fehler |bedingt durch die h�ohere Ordnung und nicht durch Wavelets| das Er-
gebnis verf�alschen.

Als Studienobjekt werden die Leitungsgleichungen mit periodischen Randbe-
dingungen und mit ideal elektrisch oder magnetisch leitenden W�anden gew�ahlt.

Die durchgef�uhrten Dispersionsanalysen sind keineswegs nur f�ur auf biortho-
gonalen B-Spline-Wavelets basierenden Algorithmen g�ultig, sondern auf Algorith-
men mit beliebigen Di�erenzenoperatoren �ubertragbar. Dabei zeigt sich, da�

� von den Adams-Bashforth-Verfahren lediglich die Verfahren mit 3 und 4
Schritten geeignete Zeitschritte zulassen, aber dissipativ sind,
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� von den Adams-Moulton-Verfahren lediglich die Verfahren mit 4, 5 und 6
Schritten, die aber auch dissipativ sind,

� von den Nystr�om-Verfahren nur das Zweischrittverfahren stabil ist, daf�ur
ist es aber energieerhaltend,

� von den Milne-Simpson-Verfahren nur das Zweischrittverfahren interessant
ist,

� von den expliziten energieerhaltenden Verfahren die Verfahren der L�angen
2, 4 und 6 sinnvoll Zeitschritte erlauben,

� die impliziten energieerhaltenden Verfahren der L�angen 2 bis 9 ebenfalls
sinnvolle Zeitschritte erlauben,

� Pr�adiktor-Korrektor-Verfahren in der Regel zu viele Iterationen ben�otigen,
um sinnvolle Zeitschritte zu erm�oglichen; Ausnahmen sind die auf den
Adams-Verfahren beruhenden P (EC)1E-Verfahren mit 3 Schritten, das
P (EC)2E-Verfahren mit 5 Schritten und das P (EC)4E-Verfahren mit 4
Schritten,

� Runge-Kutta-Verfahren sehr attraktive Zeitschritte erlauben, aber dissi-
pativ sind.

Numerische Experimente st�utzen die Aussage, da� bei Verwendung von Dif-
ferenzenoperatoren h�oherer Ordnung Zentraldi�erenzen zur zeitlichen Integration
nicht ausreichen. Sie begrenzen die Konvergenzordnung auf zwei.

Durch Zunullsetzen kleiner KoeÆzienten lassen sich tats�achlich adaptive Al-
gorithmen konstruieren. Durch vergr�o�ern der Schwelle erreicht man eine Ver-
kleinerung der Besetzung, ohne dabei den Fehler zu vergr�o�ern. Erst ab einer
gewissen Schwelle wird dieser rapide gr�o�er. Dabei bewegen sich die signi�kanten
KoeÆzienten mit den Wellen auf der Leitung.

Dar�uberhinaus best�atigt sich, da� die Algorithmen, die sowohl Skalierungs-
funktionen als auch Wavelets verwenden, wesentlich mehr Rechenzeit ben�otigen
als die �aquivalenten Algorithmen nur mit Skalierungsfunktionen, und zwar um-
so mehr je mehr Waveletlevel verwendet werden. Daraus folgt, da� der Unter-
dr�uckung von Nulloperationen in der adaptiven Variante eine zentrale Schl�ussel-
rolle in der Frage, ob sich der Einsatz von Wavelets lohnt, zukommt. Es wurden
zwei Ans�atze untersucht:

� Die Datenstruktur wird aus verketteten Listen aufgebaut.
� Es werden lediglich Nulloperationen unterdr�uckt.

W�ahrend der erste Ansatz versucht, auch Speicherplatz durch die Verwendung
von Wavelets einzusparen, beschr�ankt sich der zweite auf eine Verk�urzung der
Rechenzeit. Allerdings ist es mit keinem der beiden Ans�atze gelungen, zu einer
nichtadaptiven Implementierung des �aquivalenten Algorithmus konkurrenzf�ahig
zu werden.

Bez�uglich der zeitlichen Integratoren h�oherer Ordnung zeigt sich, da�

� zeitliche Integratoren h�oherer Ordnung als 6 innerhalb doppeltgenauer
Rechnung keine weitere Verringerung des Fehlers erlauben,
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� die Glattheit der Anfangsbedingungen die Konvergenzordnung be-
schr�anken kann,

� Verfahren h�oherer Ordnung deutlich kleinere Fehler bei gleicher Rechenzeit
liefern als FDTD,

� die drei e�ektivsten Verfahren sind:
{ Di�erenzenoperator 4. Ordnung nach Collatz (1955) in Verbindung
mit dem Adams-Bashforth-Verfahren mit 3 Schritten

{ (2,4)-B-Splines mit energieerhaltendem Vierschrittverfahren
{ (2,8)-B-Splines mit Adams-Bashforth-Dreischrittverfahren

� Runge-Kutta-Verfahren mehr Rechenzeit ben�otigen als Mehrschrittverfah-
ren.

Insgesamt lautet das Res�umee: Wavelets bieten die M�oglichkeit, sehr einfach
adaptive Algorithmen zu konstruieren. Allerdings l�a�t sich selbst unter einfach-
sten Bedingungen kein Performancevorteil gegen�uber einer einfacheren Implemen-
tierung ohne Wavelets erreichen. Im Gegenteil: die Algorithmen mir Wavelets sind
deutlich langsamer. Bisher berichtete Vorteile von Waveletverfahren zur L�osung
der Maxwellschen Gleichungen im Zeitbereich haben ihren Grund in der Ver-
wendung von Di�erenzenoperatoren h�oherer Ordnung, nicht von Wavelets. Bei
Verwendung von Di�erenzenoperatoren h�oherer Ordnung ist eine zeitliche Inte-
gration mit Zentraldi�erenzen nicht ausreichend, statt dessen sollte ein Verfahren
der Ordnung 3 bis 6 eingesetzt werden.
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ANHANG A

Runge-Kutta-Verfahren

Es folgt eine Au
istung der Butcher-Schemata der sich im Rahmen der Dis-
persionsanalyse und anhand der verlustbehafteten Leitungsgleichungen als n�utz-
lich erwiesenen expliziten Runge-Kutta-Verfahren. Die Schemata wurden Strehmel
& Weiner (1995), Grigorie� (1972) und Butcher (1987) entnommen.
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Tabelle A.1. Verfahren 2. Ordnung des 2(3)-Runge-Kutta-
Fehlberg-Verfahrens.
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Tabelle A.2. Verfahren 3. Ordnung nach Heun.
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Tabelle A.3. Verfahren 3. Ordnung nach Kutta.
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Tabelle A.4. Verfahren 3. Ordnung nach Nystr�om.
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Tabelle A.5. Verfahren 3. Ordnung des 2(3)-Runge-Kutta-
Fehlberg-Verfahrens.
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Tabelle A.6. Klassisches Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung.
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Tabelle A.7. Verfahren 4. Ordnung. 3/8-Regel.
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Tabelle A.8. Verfahren 4. Ordnung nach Gills.
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Tabelle A.9. Verfahren 4. Ordnung nach Kuntzmann.
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6

Tabelle A.10. Verfahren 4. Ordnung nach England.
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46732
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384

0 500
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� 2187
6784
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Tabelle A.11. Verfahren 5. Ordnung des Dopri5-Verfahrens.
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Tabelle A.12. Verfahren 5. Ordnung nach Butcher.
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Tabelle A.13. Verfahren 5. Ordnung nach Fehlberg.
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Tabelle A.14. Verfahren 6. Ordnung nach Fehlberg.
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Tabelle A.15. Verfahren 7. Ordnung nach Fehlberg.
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Tabelle A.16. Verfahren 7. Ordnung nach Cooper und Verner.

Notation: a;b
c

steht f�ur a+b
p
21

c
.
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ANHANG B

Di�erenzenoperatoren

Im Rahmen dieser Arbeit wurden zur Approximation des Di�erentialope-
rators d=dx Zentraldi�erenzen, ein �nite Di�erenzenoperator vierter Ordnung
(Collatz 1955) und die Di�erenzenoperatoren aus den geschilderten Petrov-
Galerkin-Diskretisierungen mit den Skalierungsfunktionen der (2,4)-, (2,6)-, : : : ,
(2,12)-B-Spline-Wavelets untersucht. Die Di�erenzenoperatoren sind allesamt
schiefsymmetrisch um null, es werden also nur die KoeÆzienten mit einem Index
gr�o�er als null angegeben. Die KoeÆzienten beziehen sich auf �x = 1 bzw. die
Skala J = 0. Im allgemeinen sind sie also noch durch �x zu dividieren. Die
KoeÆzienten f�ur die B-Spline-Wavelet-Diskretisierungen entsprechen K1(n) und
wurden mit dem Kunothschen Programm berechnet. Es handelt sich also lediglich
um numerisch gewonnene Werte.

Zu den normierten KoeÆzienten wird auch noch der jeweilige Stabilit�atsfaktor
� angegeben, mit dem die Stabilit�atsgrenze 
 des Zeitintegrationsverfahrens, die
ja unter Verwendung von Zentraldi�erenzen berechnet wurde , zu multiplizieren
ist, um zu einem stabilen Algorithmus zu kommen.

Zentraldi�erenzen: Insgesamt 3 KoeÆzienten:

p1 =
1

2
(B.1)

� = 1:0(B.2)

Finite Di�erenzen 4. Ordnung: Aus Collatz (1955). Insgesamt 5 KoeÆ-
zienten:

p1 =
2

3

p2 = � 1

12

(B.3)

� = 0:7287(B.4)
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(2,4)-B-Spline-Wavelets: Insgesamt 9 KoeÆzienten:

p1 = 0:7452054794521

p2 = �0:1452054794521
p3 = 0:01461187214612

p4 = 0:0003424657534247

(B.5)

� = 0:6356(B.6)

(2,6)-B-Spline-Wavelets: Insgesamt 13 KoeÆzienten:

p1 = 0:7930095049745

p2 = �0:1919989707989
p3 = 0:03358020705104

p4 = �0:002224049670723
p5 = �0:0001722061900053
p6 = 8:408505371549 � 10�7

(B.7)

� = 0:5847(B.8)

(2,8)-B-Spline-Wavelets: Insgesamt 17 KoeÆzienten:

p1 = 0:8259060118502

p2 = �0:228820187067
p3 = 0:05335257193267

p4 = �0:007461396365776
p5 = 0:0002392358200239

p6 = 5:404730164476 � 10�5

p7 = 2:52411711354 � 10�7

p8 = 2:696047871222 � 10�10

(B.9)

� = 0:5513(B.10)
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(2,10)-B-Spline-Wavelets: Insgesamt 19 KoeÆzienten:

p1 = 0:850136661556

p2 = �0:2585529441415
p3 = 0:07244058999766

p4 = �0:01454551104199
p5 = 0:001588561543476

p6 = �4:296891570974 � 10�6

p7 = �1:202657519573 � 10�5

p8 = �4:206912045112 � 10�7

p9 = 2:899666806706 � 10�9

(B.11)

� = 0:5273(B.12)

(2,12)-B-Spline-Wavelets: Insgesamt 23 KoeÆzienten:

p1 = 0:8687439145242

p2 = �0:2829650945262
p3 = 0:09018906621785

p4 = �0:02268741101467
p5 = 0:003881454657632

p6 = �0:0003373440477643
p7 = �4:23639468007 � 10�6

p8 = 1:650167921079 � 10�6

p9 = 2:187113033213 � 10�7

p10 = �4:183054776477 � 10�10

p11 = 1:203528320681 � 10�11

(B.13)

� = 0:5089(B.14)



140 B. DIFFERENZENOPERATOREN

(2,14)-B-Spline-Wavelets: Insgesamt 23 KoeÆzienten:

p1 = 0:8834460460908

p2 = �0:3032593514766
p3 = 0:1063640682894

p4 = �0:03129014783948
p5 = 0:006958379116451

p6 = �0:001031530213375
p7 = 7:667706908381 � 10�5

p8 = 2:451992111067 � 10�7

p9 = 3:993810456513 � 10�8

p10 = �7:207948238494 � 10�8

p11 = �9:69718491783 � 10�10

(B.15)

� = 0:4943(B.16)


