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 Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit behandelt Empfänger zur einzelträgerbasierten leitungsgebundenen
Kommunikation. Zielsetzung ist die Optimierung der digitalen Schlüsselkomponenten, wobei
das Hauptaugenmerk auf den Systemstart des digitalen Empfängers gelegt wird. Neben einer
möglichst hohen Datenrate stellen eine geringe Implementierungskomplexität sowie eine nied-
rige Verlustleistung hier wichtige Entwurfskriterien dar.

In der Arbeit wird sowohl die Umsetzung des Eingangssignals auf die zur digitalen Verarbei-
tung erforderlichen Taktfrequenz, als auch die darauffolgende Entzerrung betrachtet. Zunächst
wird eine rein digitale Abtastratenumsetzung diskutiert, die eine Verarbeitung mit einer von der
Abtastfrequenz unabhängige Symbolrate und somit eine freie Wählbarkeit der Bandbelegung
erlaubt. Darüberhinaus wird die rein digitale Realisierung eines Systems zur Taktregelung er-
möglicht, wodurch eine Reduktion des Anteils an analogen Bauteilen erreicht wird. Besonderer
Wert wird in diesem Zusammenhang auf die Implementierung der beschriebenen Algorithmen
gelegt. Es zeigt sich, dass abhängig vom Einsatzgebiet eine Verarbeitung im Bandpassbereich
Vorteile gegenüber einer Basisbandverarbeitung zeigen kann. Verfahren, die auf eine derartige
Verarbeitung optimiert sind, sind in der bestehenden Literatur allerdings kaum zu finden. In der
vorliegenden Arbeit werden daher bekannte Algorithmen für eine Signalverarbeitung im Band-
passbereich erweitert.

Nachdem das Empfängereingangssignal auf die richtigen Rate umgesetzt wurde, kann es digital
weiterverarbeitet werden. Zur möglichst sicheren Zurückgewinnung der Sendedaten müssen in
einem nächsten Schritt die in einem realen System auftretenden Störungen weitgehend elimi-
niert werden. In der betrachteten Systemumgebung sind Hauptursachen dieser Störungen Si-
gnalverzerrungen, die etwa durch nichtideale Eigenschaften des Übertragungskanals und der
Sende- und Empfangsfilter hervorgerufen werden, sowie additives Rauschen. Dieses Rauschen
ist oftmals durch den Entstehungsprozess, bzw. durch analoge und digitale Empfangsfilter ge-
färbt.

Ein bewährtes Verfahren zur Minimierung der beschriebenen Störungen besteht in der Entzer-
rung des Eingangssignals. Hierbei werden durch Verzerrungen hervorgerufene Intersymbolin-
terferenzen weitgehend eliminiert und gleichzeitig das additive Rauschen weitgehend
dekorreliert. Als besonders leistungsvoll erweisen sich in diesem Zusammenhang sogenannte
entscheidungsrückgekoppelte Entzerrer, die zur Eliminierung von Intersymbolinterferenzen be-
reits entschiedene Symbole heranziehen.

In modernen Telekommunikationsstandards geht der Trend dahin, den Start des Systems ohne
Verwendung einer bekannten Symbolfolge durchzuführen. Dies bringt eine Reihe von Vortei-
len mit sich, etwa vereinfachte Interoperabilität, Standardisierung und Implementierung. Für li-
neare Entzerrer sind seit langem Methoden bekannt, die eine referenzdatenfreie Adaption
erlauben und die gleichzeitig die Implementierungskomplexität nur geringfügig erhöhen.
Schwieriger gestaltet sich eine referenzdatenfreie Adaption entscheidungsrückgekoppelter Ent-
zerrer. Hierbei besteht das Hauptproblem darin, dass der Entzerrer, bedingt durch zurückge-
führte fehlerhaft entschiedene Symbole, zu sogenannten falschen Lösungen konvergieren kann.
In dieser Arbeit wird zur Lösung dieses Problems vorgeschlagen, zunächst mit Hilfe eines li-



VI  Kurzfassung

nearen rekursiven Entzerrers eine Startlösung der Koeffizientengewichte zu erzeugen. Ausge-
hend von dieser Initialisierung wird die Konvergenz im laufenden Betrieb dadurch verbessert,
dass sogenannte Soft-Entscheidungen im Rückführzweig verwendet werden. Schwierigkeiten
bereitet die Sicherstellung der Stabilität des adaptiven Entzerrers zur Gewinnung der Startkoef-
fizienten. Hierfür werden zwei Verfahren vorgeschlagen die zu einer vergleichbaren Perfor-
mance führen, die sich aber etwa in der Implementierungskomplexität unterscheiden. Die Wahl
des geeigneten Verfahrens kann somit abhängig von der Einsatzumgebung erfolgen.

Für verschiedene Telekommunikationsstandards wird darüberhinaus die Zulassung verschiede-
ner eng verwandter Modulationsverfahren diskutiert, wobei die Detektion des verwendeten
Verfahrens im Empfänger erfolgen soll. Wie in der Arbeit gezeigt wird, kann dies bei Verwen-
dung der beschriebenen Algorithmen ohne größeren Mehraufwand erfolgen. Anhand von Simu-
lationen wird darüberhinaus gezeigt, dass ein referenzdatenfreier Systemstart bei Verwendung
der beschriebenen Algorithmen auch bei noch nicht erfolgter Synchronisation erfolgen kann.

Abschließend wird die Implementierung der betrachteten Algorithmen diskutiert. Lag hierbei
das Ziel in der Vergangenheit fast ausschließlich auf der Erzielung hoher Schaltgeschwindig-
keiten und Integrationsdichten, so gewinnt in letzter Zeit die Minimierung der Verlustleistung
wachsende Priorität, etwa um auf kostenintensive Kühlmaßnahmen verzichten zu können. In
der Arbeit werden für verschiedene Entwurfsebenen anwendbare Verfahren diskutiert, die zu
einer aufwands- und verlustleistungsarmen Realisierung beitragen.
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1 Einleitung

Nur wenige Jahre nach der Entwicklung des ersten planar integrierten Transistors machte Gor-
don Moore die berühmt gewordene Entdeckung, dass die Anzahl der auf einem integrierten
Schaltkreis implementierbaren Transistoren mit der Zeit exponentiell steigt [123]. Seine Vor-
raussage, dass sich dieser Anstieg mit der selben Geschwindigkeit fortsetzen wird, hat sich bis
heute bewahrheitet und es wird davon ausgegangen, dass sie noch mindestens bis zum Ende die-
ser Dekade ihre Gültigkeit behalten wird [124]. Eine ähnliche Beobachtung wurde etwa von
Hossein Eslambolchi bezüglich der kommerziell verfügbaren Übertragungsraten in der Tele-
kommunikation gemacht. Interessanterweise stimmt diese Steigerungsrate mit der des Moor-
schen Gesetztes überein: Eine Verdoppelung tritt alle 18 Monate auf [27]. Auch hier wird davon
ausgegangen, dass diese Steigerungsrate in den nächsten Jahren beibehalten werden kann. Im
Gegensatz zum Moorschen Gesetz der Mikroelektronik kann eine Grenze der Entwicklung -
bei einer gegebenen nutzbaren Bandbreite und dem zugrundeliegenden Signal-Stör-Abstand -
durch die von Shannon gefundene Kanalkapazität hier allerdings exakt angegeben werden. Zu-
sammen mit der zunehmenden Vernetzung der einzelnen Rechner im Internet stellt die Steige-
rung der individuell zur Verfügung gestellten Datenraten eine wichtige Voraussetzung zum
fortschreitenden Wandel von der Industrie- zur sogenannten Informationsgesellschaft dar.
Das Internet lässt sich grob in ein sogenanntes Kernnetz und den Teilnehmeranschlussbereich
unterteilen. Hierbei ist das Kernnetz mittlerweile bereits sehr gut ausgebaut. Hier kommen in-
zwischen fast ausschließlich Glasfaserkabel zum Einsatz, deren erreichbare Übertragungsraten
derzeit im Bereich von 40 GBit/s liegen. Durch den Verwendung von Multiplexverfahren, die
auf der Verwendung unterschiedlicher Wellenlängen und Polarisationswinkel beruhen, wurden
unter Laborbedingungen jedoch auch schon weit größere Datenraten im Bereich mehrerer
TBit/s erreicht [20]. Im Teilnehmeranschlussbereich hingegen ist der Einsatz von Glasfaserka-
beln üblicherweise mit zu hohen Kosten verbunden, so dass hier meist auf andere Übertragungs-
medien zurückgegriffen wird, deren Eigenschaften die insgesamt erzielbaren Datenraten
bestimmen. Die wesentlichen konkurrierenden Verfahren für die Überbrückung der sogenann-
ten „letzten Meile“, sowie deren wichtigste Vor- und Nachteile sind [20], [37]:

xDSL — Hierbei bedeutet DSL Digital Subscriber Line und das „x“ bezeichnet die jeweilige
Technologie. So steht etwa „A“ für Asymmetric, „S“ für Symmetric, „H“ für High Speed und
„V“ für Very High Speed. Die älteste kommerziell genutzte DSL Technologie ist das Integrated
Service Digital Network (ISDN). Bei der DSL Technologie wird das Telefonkabel zur Übertra-
gung breitbandiger Dienste verwendet. Vorteile sind die bereits bestehende Infrastruktur und
die Eigenschaft, dass jeder Teilnehmer mit einem physikalisch eigenen Kabel mit der Vermitt-
lungsstelle verbunden ist, wodurch zum einen die individuelle Datenrate weitgehend garantiert
werden kann und andererseits die Abhörsicherheit relativ hoch ist. Nachteilig ist, dass DSL
nicht auf jeder Leitung einsetzbar ist, etwa wenn deren Länge zu groß ist oder wenn Spulen in
der Leitung integriert sind. Ein Problem das durch die voranschreitende Verbreitung verschie-
denartiger xDSL Systeme wachsende Bedeutung gewinnt, ist das Übersprechen von xDSL-Si-
gnalen auf benachbarten Leitungen.

Kabel (Cable TV, CATV) — Hier wird das zur Übertragung des Fernsehsignals eingesetzte
Koaxialkabel zur Übertragung breitbandiger Dienste verwendet. Hauptvorteil ist die im priva-
ten Bereich bestehende Infrastruktur, Hauptnachteil die Tatsache, dass es sich bei dem Fernseh-
kabel um ein von mehreren Teilnehmern gemeinsam genutztes Medium handelt, so dass die
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dem einzelnen Nutzer zur Verfügung gestellte Bandbreite von der Anzahl aktiver Nutzer ab-
hängt. Insgesamt sind mit dieser Technologie derzeit Summendatenraten von etwa 50 MBit/s
erreichbar [20].

Power Line — Diese Technologie verwendet das Stromnetz zur Nachrichtenübertragung. Hier
liegt der Hauptvorteil ebenfalls in der bestehenden Infrastruktur. Nachteilig ist wie beim Kabel,
dass eine Leitung von mehreren Benutzern geteilt werden muss. Zudem sind die Eigenschaften
des Stromnetzes für eine breitbandige Datenübertragung ziemlich ungünstig, so dass mit dieser
Technologie nur relativ geringe Summendatenraten von wenigen MBit/s erreichbar sind. Besser
ist diese Technologie hingegen für die Vernetzung innerhalb eines Hauses geeignet [37].

Wireless Local Loop — Vielversprechend erweist sich die Verwendung funkbasierter Verfah-
ren im Teilnehmeranschlussbereich. Hier sind bidirektionale Datenraten von derzeit 155 MBit/s
erreichbar. Als problematisch erweisen sich etwa die Kosten für den Aufbau eines flächendek-
kenden Netzes, sowie die prinzipielle Begrenztheit der verfügbaren Frequenzbereiche. Es ist
davon auszugehen, dass diese Technik in absehbarer Zukunft fast ausschließlich im kommerzi-
ellen Bereich eingesetzt werden wird [20].

Satellitengestützte Verfahren — Satellitengestützte Verfahren besitzen den großen Nachteil,
dass bedingt durch die große Entfernung zwischen Sender und Empfänger, eine breitbandige
Übertragung nur dann möglich ist, wenn eine direkte Sichtverbindung besteht. Als am vielver-
sprechendsten erscheinen hier Lösungen die auf im sogenannten Low Earth Orbit (LEO) statio-
nierten Satelliten basieren. Derartige Satelliten bewegen sich jedoch relativ zur Erdoberfläche
ziemlich schnell, so dass sich Zeitabschnitte guter Übertragungsqualität mit Abschnitten
schlechterer Qualität abwechseln. Hauptproblem ist jedoch der kostenintensive Ausbau des er-
forderlichen Satellitennetzes, so dass derzeit nicht davon ausgegangen wird, dass dieses Ver-
fahren in absehbarer Zeit einen breiten Einsatz finden wird [37].
Insgesamt stellt eine der vielversprechendsten Realisierungsmöglichkeiten eines breitbandigen
Teilnehmeranschlusses die xDSL Technologie dar. Diese Technologie und insbesondere deren
derzeit hochbitratigste Variante, das sogenannte VDSL, stellt die Grundlage dieser Arbeit dar.
Im folgenden Kapitel wird ein kurzer Überblick über die verschiedenen xDSL Technologien
mit Schwerpunkt VDSL gegeben. Kapitel 1.2 gibt anschließend eine Übersicht über den Rest
der Arbeit.

1.1 Überblick zur xDSL Technologie

Wie bereits beschrieben, besteht der Hauptvorteil der xDSL Technologie in der bereits weitge-
hend vorhandenen Infrastruktur sowie in der Tatsache, dass jeder Teilnehmer durch ein eigenes
physikalisches Kabel mit der Vermittlungsstelle verbunden ist. Als weiterer Vorteil erweist
sich, dass bereits verschiedene DSL Verfahren standardisiert sind und sich im Einsatz befinden,
so dass diese Technologien einen gewissen „Startvorteil“ gegenüber den meisten konkurrieren-
den Verfahren besitzt.
Limitierend wirkt bei einer breitbandigen Übertragung über das Telefonkabel einerseits die
Dämpfung der Leitung und andererseits von benachbarten Kabel induziertes Nebensprechen.
Das Nebensprechen lässt sich unterteilen in Störungen deren Quelle bezüglich des betrachteten
Empfängers am nahen, bzw. fernen Ende der Leitung liegen. Die entsprechenden Störer werden
dementsprechend als Near End Crosstalk (NEXT) und Far End Crosstalk (FEXT) bezeichnet.
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Der Verlauf der Leitungs- und Nebensprechübertragungsfunktionen als Funktion der Frequenz
ist in Bild 1.1 exemplarisch für Leitungen verschiedener Länge und einem Durchmesser von 0,5
mm gezeigt. Zu beachten ist, dass sowohl die Frequenz, als auch die unterschiedlichen Dämp-
fungen im logarithmischen Maßstab aufgetragen sind. Man erkennt, dass sowohl Leitungs-, als
auch FEXT Dämpfung mit der Länge ansteigen, während die NEXT Dämpfung nahezu unab-
hängig von der Leitungslänge ist. Mit steigender Frequenz erhöht sich die Leitungsdämpfung,
die NEXT Dämpfung nimmt hingegen ab. Die FEXT Dämpfung nimmt hier zunächst ab, ab ei-
ner gewissen leitungsabhängigen Frequenz allerdings wieder zu. Man kann aus Bild 1.1 fol-
gern, dass bei niedrigen Frequenzen die Leitungsdämpfung limitierend für die erzielbare
Übertragungsrate wirkt, während der Einfluss des Nebensprechens vergleichsweise gering
wiegt. Nachdem NEXT hier tolerierbar ist, ist es daher hier sinnvoll, ein bandbreiteneffizientes
Gleichlageverfahren zu verwenden, bei dem in Upstream (US) und Downstream (DS) Richtung
im gleichen Frequenzband gesendet wird. Erforderlich ist hierfür allerdings die Verwendung ei-
nes Echokompensators. Wichtige Systeme die in diesem Frequenzbereich eingesetzt werden
sind ISDN, sowie SDSL und SHDSL. Bei höheren Frequenzbereichen werden die NEXT Störer
derartig dominant, dass es vorteilhaft erscheint, auf Getrenntlageverfahren auszuweichen. Hier
werden etwa ADSL und VDSL betrieben, die beide ein Frequenzgetrenntlageverfahren verwen-
den. Ein Überblick über die genannten xDSL Technologien ist in Tabelle 1.1 gegeben.

DSL System
Modulationsver-

fahren

Datenrate (Bit/s)
Bandbreite (Hz)

DS US

ISDN (IDSL) 2B1Q, 4B3T 160 k 160 k 0 - 80 (120) k

SDSL 2B1Q, PAM 768 k 768 k 20 - 400 k

SHDSL PAM 160 k- 2,32 M 160 k - 2,32 M 20 - 400 k

ADSL DMT 32 k - 12 M 32 k - 1 M 20 - 1100 k

VDSL DMT, QAM, CAP 13 - 52 M 1,5 M - 2,3 M 300 k - 30 M

Tabelle 1.1: Vergleich der wichtigsten xDSL Techniken
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Bild 1.1: Exemplarischer Vergleich von Leitungsdämpfung und Nebensprechdämp-
fung bei Übertragung über die Kupferdoppelader
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In dieser Arbeit wird exemplarisch einzelträgerbasiertes VDSL betrachtet. Die beschriebenen
Verfahren sind allerdings nicht auf dieses System beschränkt. Eine Übersicht zu Einzelträger
VDSL findet sich etwa in [131].
Im Laufe der Entstehung dieser Arbeit war die Standardisierung von VDSL noch im Gange. In-
zwischen wurde in Nordamerika als Modulationsverfahren Discrete Multitone (DMT) festge-
setzt, das zuständige europäische Standardisierungsinstitut (European Telecommunications
Standards Institute, ETSI) hat jedoch auch QAM zugelassen. Für zukünftige Verfahren ist je-
doch nur noch DMT vorgesehen [175]. Insgesamt ist jedoch davon auszugehen, dass sorgfältig
entwickelte Einzelträger und Multiträger VDSL Systeme im Wesentlichen vergleichbare Über-
tragungsraten und Reichweiten aufweisen [69], [70]. Im Rahmen der Standardisierung wurden
von Verfechtern beider Verfahren eine Reihe von Argumenten für die Überlegenheit des jewei-
lig favorisierten Verfahrens angebracht. Für die Verwendung einzelträgerbasierter Verfahren
spricht etwa, dass sie mit weniger Aufwand realisierbar, besser erprobt, sowie verlustleistungs-
ärmer implementierbar sind [70]. Eine verlustleistungsarme Implementierung ist gerade bei
VDSL erstrebenswert, da hier etwa bei der sogenannten Fiber to the Cabinet (FTTC) Anwen-
dung der Transceiver am sogenannten Netzwert-Ende in einem kleinen Schrank installiert wird,
der sich durch limitierte Leistungskapazität und Größe auszeichnet [173]. In dieser Arbeit wird
daher besonderer Wert auf die Implementierungskomplexität und insbesondere auf die Verlust-
leistung gelegt. Weitere wichtige Zielsetzungen bei der Entwicklung moderner Telekommuni-
kationssysteme sind eine möglichst hohe Flexibilität in der Bandbelegung, sowie eine
möglichst einfache Prozedur beim Systemstart.
Ein wichtiger Grundsatz zur Verringerung der Implementierungskomplexität und der Herstel-
lungskosten besteht in der möglichst weitgehenden digitalen Realisierung der Funktionalität.
Ein entscheidender Schritt hierfür ist die rein digitale Gestaltung eines Systems zur Abtastra-
tenumsetzung, das es erlaubt, den A/D Wandler ungesteuert zu betreiben. Dies ermöglicht bei
einem Einzelträgersystem einerseits die freie Wählbarkeit der Symbolrate und somit der Band-
belegung und der Übertragungsgeschwindigkeit und andererseits die rein digitale Realisierung
der Taktregelung.
Zur Vereinfachung des Systemstarts bieten sich Verfahren an, die eine Adaption des Empfän-
gers auf den verwendeten Kanal ohne die Verwendung von Trainingssymbolen, also referenz-
datenfrei, durchführen können. Neben einer starken Vereinfachung der sogenannten Handshake
Prozedur beim Systemstart ermöglichen derartige Verfahren bei einer Aufteilung des Kanals
unter verschiedenen Teilnehmern - wie es auch bei VDSL vorgesehen ist - eine Erhöhung der
Datenrate. Die Durchführung eines referenzdatenfreien Systemstarts, bei unbekanntem Kanal,
sowie nicht geregeltem Abtasttakt und unter Umständen unbekanntem Modulationsverfahren,
ist das Hauptziel der vorliegenden Arbeit. Besonderes Augenmerk wird hierbei auf die in der
Literatur bisher nur spärlich betrachtete Signalverarbeitung im Bandpassbereich gelegt, deren
Verwendung sich in vielen Einsatzgebieten als vorteilhaft erweist.

1.2 Struktur und Einordnung der Arbeit

Die vorliegende Arbeit ist folgendermaßen aufgebaut: Zunächst werden in Kapitel 2 Grundla-
gen der einzelträgerbasierten drahtgebundenen Kommunikation aufgezeigt. Hier wird ein Über-
blick über den Sender, die Leitungseigenschaften, sowie über die Arbeitsweise eines für das
betrachtete Anwendungsgebiet typischen Empfängers gegeben. Anschließend wird das in die-
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ser Arbeit verwendete Kanalmodell erklärt.
In Kapitel 3 wird auf digitale Abtastratenumsetzung eingegangen. Hierbei werden besonders
zwei Techniken unterschieden, die spektrale Nullstellen entweder bei Vielfachen der Eingangs-
bzw. der Ausgangsfrequenz erzeugen können. Ein exemplarischer Implementierungsvergleich
zeigt, dass unter gewissen Umständen durch Signalverarbeitung im Bandpassbereich aufwands-
ärmere Empfänger realisierbar sind, als bei einer Basisbandverarbeitung. Hierbei sind Techni-
ken zur Abtastratenumsetzung von Signalen im Bandpassbereich bisher in der Literatur kaum
beschrieben. Im Anschluss werden verschiedene Methoden zum Entwurf von Filtern zur Abt-
astratenumsetzung beschrieben. Hier wird gezeigt, wie sich für eine Signalverarbeitung im
Bandpassbereich erforderliche Filter berechnen lassen. Die verschiedenen Filter lassen sich
vorteilhaft in einer polynomischen Approximation implementieren. Entwurfsmethoden zur Ge-
nerierung von Koeffizientensätzen dieser speziellen Strukturen werden ebenfalls angegeben.
Anschließend werden die verschiedenen Entwurfmethoden sowohl anhand der Filterfunktio-
nen, als auch anhand von Zeitbereichssimulationen verglichen.
Anschließend wird in Kapitel 4 - Kapitel 6 auf Entzerrung eingegangen. Zunächst werden in
Kapitel 4 optimale Koeffizientensätze linearer und entscheidungsrückgekoppelter Entzerrer für
praktisch realisierbare Filterstrukturen sowie für den Grenzfall unbeschränkter Entzerrerlängen
berechnet. Besonderes Augenmerk wird hierbei auf den Einfluss von farbigem Rauschen ge-
legt, das bei drahtgebundener Kommunikation, etwa durch Nebensprechstörungen, fast immer
vorhanden ist.
In Kapitel 5 werden anschließend adaptive Verfahren zur Approximation der optimalen Koef-
fizientensätze im realen Betrieb aufgezeigt. Bei den betrachteten Anwendungsfällen erweisen
sich hierbei relativ aufwandsarme Algorithmen als ausreichend, insbesondere bei Implementie-
rung mit einer adaptiven Schrittweite zur Adaption. In Kapitel 5 werden derartige Algorithmen
sowohl für transversale, für entscheidungsrückgekoppelte als auch für rekursive Entzerrer auf-
gezeigt. Hierbei muss bei der Adaption rekursiver Entzerrer darauf geachtet werden, dass das
Systemverhalten stabil bleibt.
Die in Kapitel 5 gezeigten Verfahren funktionieren dann sehr gut, wenn der Entzerrer bereits so
nahe an der optimalen Lösung ist, dass zur weiteren Adaption entscheidungsgestützte Verfah-
ren eingesetzt werden können. In Kapitel 6 werden daher Algorithmen gezeigt die es erlauben,
den Entzerrer am Start der Adaption, ohne die Verwendung von Trainingssymbolen, in einen
derartigen Zustand zu überführen. Auch hierfür erweisen sich für die betrachteten Anwen-
dungsfälle aufwandsarm implementierbare Algorithmen als ausreichend. Der am weitesten ver-
breitete derartige Algorithmus ist der sogenannte Constant Modulus Algorithmus (CMA). Er
wird in Kapitel 6 zunächst detailliert beschrieben. Die Adaption transversaler Entzerrer anhand
des CMA erweist sich als relativ problemlos. Bedingt durch Fehlentscheidung, die zu fehlerhaf-
ter Konvergenz des verwendeten Algorithmus führen können, treten bei der blinden Adaption
entscheidungsrückgekoppelter Entzerrer jedoch zusätzliche Probleme auf. Hierfür wird vorge-
schlagen, zunächst anhand eines rekursiven Algorithmus Startkoeffizienten zu generieren und
die Adaption ausgehend von dieser Startlösung durch die Verwendung sogenannter softer Ent-
scheidungen zu unterstützen. Zur Generierung von Startkoeffizienten werden zwei Techniken
verglichen. Die erste basiert auf einer Dekorrelation des Empfangssignals, während die zweite
einen rekursiven Filter anhand des CMA adaptiert. In dieser Arbeit werden für das erste Ver-
fahren erforderliche Modifikationen zur Adaption eines Bandpassentzerrers beschrieben. Bei
der zweiten betrachteten Methode sind derartige Modifikationen nicht erforderlich, jedoch kann
hier die Stabilität des Systems nicht bewiesen werden, so dass eine Implementierung in Lattice
Filter Struktur vorgeschlagen wird, die eine einfache Beobachtung der Stabilitätseigenschaften
erlaubt. Desweiteren wird eine Technik zur Entscheidung des verwendeten Modulationsverfah-
rens vorgeschlagen. Kapitel 6 wird schließlich durch die Präsentation von Simulationsergebnis-
sen abgeschlossen. Hierbei werden auch Ergebnisse von Simulationen des kompletten
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Systemstarts gezeigt, bei denen zusätzlich zur blinden Entzerrung auch Synchronisation und
Abtastratenumsetzung simuliert werden.
Verschiedene Methoden zur verlustleistungsarmen Implementierung werden schließlich in Ka-
pitel 7 aufgezeigt. Behandelt werden hier die algorithmische, die Hardware- und die VLSI Ebe-
ne. Insbesondere wird auf Vereinfachungen der Algorithmen eingegangen, die sich durch
Quantisierung der Eingangsdaten ergeben. Hierbei erweist sich bei manchen der Algorithmen
die zusätzliche Addition eines Rauschterms als sinnvoll, der statistische Eigenschaften der
quantisierten Signale zu erhalten hilft.
Abgeschlossen wird die vorliegende Arbeit in Kapitel 8 durch eine Diskussion und einen Aus-
blick.

(1.1)



2 Datenübertragung bei leitungsgebunde-
ner Kommunikation

In diesem Kapitel werden Grundlagen der leitungsgebundenen Übertragung behandelt. Grund-
sätzlich wird bei einer Nachrichtenübertragung zunächst das Sendesignal durch Modulation
spektral geformt und auf einen Kanal gegeben. Als Übertragungskanal wird in der vorliegenden
Arbeit zumeist eine Kupferdoppelader angenommen. Bedingt durch die nichtidealen Eigen-
schaften des Kanals treten Verzerrungen des Sendesignals auf, zudem wird additives Rauschen
eingekoppelt. An der Empfängerseite müssen daher verschiedene Maßnahmen zur Dekodie-
rung des Signals ergriffen werden.
Zunächst werden die im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Modulationsverfahren in Kapitel
2.1 kurz betrachtet. Auf den Übertragungskanal wird anschließend in Kapitel 2.2 eingegangen.
Wichtige Teilsysteme eines Empfängers, der zur Dekodierung eines Einzelträger-modulierten
Signals üblicherweise Verwendung findet, werden in Kapitel 2.3 behandelt. Abschließend wird
in Kapitel 2.4 das in dieser Arbeit verwendete Systemmodell vorgestellt, wobei besonders auf
die Darstellung eines überabgetasteten linearen Entzerrers Wert gelegt wird.

2.1 Modulationsverfahren

Zur Übertragung digitaler Daten werden diese Daten allgemein zunächst mit Hilfe eines Kodie-
rers entsprechenden Signalpunkten zugeordnet und diese anschließend durch Modulation einer
Zeitfunktion zugeordnet. Hierbei ist die Art der Kodierung weitgehend durch die Modulations-
art bestimmt.
Die zur Übertragung erforderliche Bandbreite  ergibt sich aus der Nyquist Bedingung im Fre-
quenzbereich zu

, (2.1)

wobei  die Symbolrate darstellt. Hierbei besagt die Nyquistbedingung im Frequenzbereich,
dass das Spektrum der mit  abgetasteten Impulsantwort des Übertragungssystems die Form

 haben muss, wobei  eine beliebige Verzögerung darstellt. Ist, wie all-
gemein üblich, das Sendespektrum auf den Bereich  beschränkt, folgt daraus die be-
kannte Bedingung, dass der Betragsgang der System-Impulsantwort symmetrisch zu  sein
muss. Nachdem der Übertragungskanal normalerweise unbekannt ist, wendet man diese Bedin-
gung meist auf die gemeinsame Impulsantwort von Sende- und Empfangsfilter an. In der Praxis
verwendet man häufig sogenannte Wurzel Nyquist Roll-Off (Square Root Raised Cosine,
SRRC) Filter, deren ideale gemeinsame Übertragungsfunktion im Bereich

 durch eine Cosinus-förmig abfallende Flanke gekennzeichnet
ist. Der Parameter  stellt hierbei den sogenannten Roll-off Faktor dar. Dieser legt fest, wie weit
das Spektrum über die halbe Symbolrate hinausragt. Ein eng damit verwandter Parameter eines
realen Sendefilters ist die sogenannte Excess Bandbreite, die festlegt, bei welcher Frequenz der

B
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Betrag der Übertragungsfunktion um 6 dB abgefallen ist. Dieser Parameter wird meist auf
normiert und in Prozent angegeben.
In dieser Arbeit werden im Wesentlichen drei verschiedene einzelträgerbasierte lineare Modu-
lationsverfahren behandelt, namentlich Puls Amplituden Modulation (PAM), Quadrature Am-
plituden Modulation (QAM) und Carrierless Amplitude/Phase (CAP) Modulation.
Zunächst wird die in Bild 2.1 dargestellte PAM betrachtet. Hier wird aus jeweils  Bit des
Sendedatenvektors ein reellwertiges Symbol  geformt. Hierbei kann  verschiedene
Amplitudenwerte annehmen. Allgemein bezeichnet  die Anzahl an Punkten der Signalraum-
konstellation. Die abgetastete Symbolfolge wird mit einem Tiefpassfilter  gefaltet, so dass
das Sendesignal  entsteht.
Bei der in Bild 2.2 gezeigten QAM wird aus  Bit ein komplexwertiges Symbol mit Realteil

 und Imaginärteil  gebildet, wobei - unter der Annahme dass  eine Quadratzahl
ist - beide Anteile  diskrete Amplitudenwerte annehmen können. Hierbei steht ‚I‘, bzw. ‚Q‘
für Inphase, bzw. Quadrature. Beide Anteile werden nach Abtastung mit einem Tiefpass
gefiltert, mit dem Träger , bzw.  multipliziert und schließlich addiert:

(2.2)

Hierbei bezeichnet  die Trägerkreisfrequenz, wobei  die Trägerfrequenz dar-
stellt.
Die in Bild 2.2 gezeigte Struktur zur QAM Signalformung erfordert bei einer digitalen Reali-
sierung Multiplikationen im Abtasttakt. Sie lässt sich in eine äquivalente Struktur überführen,
bei der erforderliche Multiplikationen lediglich im Symboltakt durchgeführt werden müssen.
Zu diesem Zweck wird (2.2), unter Einführung des komplexen Sendesymbols

, komplex angesetzt und folgendermaßen umgeformt:

.(2.3)

Der erste Term des Ausdrucks auf der rechten Seite entspricht hierbei einer komplexen Drehung
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der Sendesymbole, was einer reinen Umkodierung entspricht. Der zweite Term entspricht der
Faltung mit einem Bandpassfilter. Die Umkodierung der Sendesymbole ist in (2.3) lediglich
vorhanden, um weiterhin ein QAM Signal zu erzeugen. Im Empfänger muss diese Drehung der
Symbole wieder rückgängig gemacht werden. Da dieser Vorgang keinen wesentlichen Einfluss
auf das Systemverhalten hat, kann er auch weggelassen werden, wodurch man die CAP Modu-
lation erhält. Diese zeigt ein nahezu identisches Systemverhalten, ist aber nur in Spezialfällen
genau identisch zur QAM. Zusammengefasst ist die CAP Signalformung gegeben durch

. (2.4)

In Bild 2.3 sind die Blockschaltbilder von QAM und CAP Modulation in komplexer Darstel-
lung gezeigt.
In der Praxis ist meist eine maximale Bitfehlerrate (Bit Error Rate, BER) vorgegeben, deren
Einhaltung am Empfänger garantiert werden muss. Bei gegebener Bandbreite kann man aus
dem Signal-Störabstand (Signal To Noise Ratio, SNR) am Empfängereingang die maximale
Stufenzahl  bestimmen, die ein Einhalten der BER garantiert. Somit ist die erzielbare Bit-
rate  zu

(2.5)

gegeben. Der Zusammenhang zwischen BER und SNR für die beschriebenen Modulationsver-
fahren, unter der vereinfachenden Annahme dass ein Symbolfehler genau einem Bitfehler ent-
spricht, findet sich etwa in [133].

2.2 Eigenschaften des Übertragungska-
nals

In diesem Abschnitt soll kurz auf Eigenschaften des physikalischen Übertragungskanals, sowie
der in einem realen System vorhandenen analogen Komponenten eingegangen werden. Die in
Kapitel 2.1 dargestellte Modulation wird in der Praxis meist rein digital realisiert. Anschließend
wird das Signal D/A gewandelt und zumeist noch auf analoge Sendefilter gegeben, die ein
schnelles Abklingen des Sendesignals in Frequenzbereichen außerhalb des Übertragungsban-
des garantieren. Als weitere analoge Komponente ist speziell bei Gleichlageverfahren noch ein
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Bild 2.3: Blockschaltbild einer (a) Bandpass QAM und (b) CAP Modulation
in komplexer Darstellung (ohne S/P Wandlung und Kodierung)
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sogenanntes Hybrid erforderlich, das Sende- und Empfangssignal trennt. Anschließend wird
das elektrische Sendesignal durch einen sogenannten Line Driver verstärkt und auf die Leitung
gegeben. Bedingt durch die nichtidealen Eigenschaften der Kupferdoppelader werden hier Si-
gnalverzerrungen hervorgerufen. Außerdem können in der Leitung nicht abgeschlossene Stich-
leitungen (sogenannte Bridged Taps) vorhanden sein, die die Übertragung erschweren. Speziell
in langen Leitungen finden sich teilweise auch Spulen, die eine Übertragung bei höheren Fre-
quenzbereichen verhindern können. Einzelheiten zur Modellierung der elektrischen Eigen-
schaften einer Kupferdoppelader finden sich etwa in [26] und [161]. Hier sind auch die
wichtigsten analogen Komponenten, wie etwa das Hybrid, sowie analoge Filter ausführlich be-
schrieben.
Wie bereits in Kapitel 1 dargestellt, können zudem aus benachbarten Kabeln Signale überspre-
chen. Zudem kann durch weitere Störer, wie etwa Amateurfunk- oder Impulsstörer, hervorge-
rufenes Rauschen eingekoppelt werden. Eine Beschreibung der Rauschumgebung von xDSL
Systemen findet sich etwa in [114].
Am Empfänger wird das Signal meist analog gefiltert und vorverstärkt. Das Differenzsignal der
beiden Adern wird schließlich A/D gewandelt. Es gibt auch Bestrebungen, neben dem Diffe-
renzsignal auch die Spannung des Empfangssignals gegenüber der Erde zu verwenden, da sich
daraus Rückschlüsse auf das Rauschen treffen lassen. Betrachtungen dazu finden sich in [115],
werden aber im Rahmen dieser Arbeit nicht verfolgt.

2.3 Wichtige Teilsysteme des digitalen
Empfängers

Auf der Empfangsseite wird schließlich versucht, aus dem Empfangssignal die Sendesymbol-
folge zurückzugewinnen. Erschwert wird diese Aufgabe etwa durch Intersymbolinterferenzen
(ISI), die durch Verzerrungen des Sendesignals verursacht werden, sowie durch additives Rau-
schen. Zudem sind weder der genaue Abtasttakt, noch die genauen Abtastzeitpunkte genau be-
kannt und müssen daher geschätzt werden.
Die Implementierung optimaler Empfängerstrukturen zur Rückgewinnung der Sendesymbol-
folge (siehe etwa [51], [133]), wie etwa der des Maximum Likelihood Sequence Estimators
(MLSE), erweist sich in der Praxis meist als deutlich zu aufwändig, weshalb man sich verein-
fachter Verfahren bedient. Das Standardverfahren besteht darin, durch Filterung des Eingangs-
signals zunächst das Verhältnis der Leistung des Nutzsignals zu der Leistung der Störsignale zu
maximieren. Dieser Vorgang wird allgemein als Entzerrung bezeichnet. Das Verhältnis von Si-
gnalleistung zu der Summe der Leistungen von ISI und Rauschen am Ausgang des Entzerrers
wird als Signal to Interference plus Noise Ratio, SINR bezeichnet. Anschließend wird eine
Symbolentscheidung durchgeführt und die entschiedenen Werte werden dekodiert. Alternativ
kann der Dekodierer auch mit nicht entschiedenen Symbolen beaufschlagt werden. Vorrausset-
zung zur korrekten Arbeitsweise des Entzerrers ist, dass die Eingangswerte synchron zu einem
Vielfachen des Symboltaktes abgetastet sind, sowie bei einer Bandpass Modulation, wie etwa
QAM, dass die Trägerphase richtig geschätzt wird.
Eine Möglichkeit, Entzerrung und Kodierung zu kombinieren, stellt die sogenannte Turbo Ent-
zerrung dar, bei der auf sequentielle Art Information ausgetauscht wird, die bei Entzerrung,
bzw. Dekodierung gewonnenen wird (siehe etwa [168], [174]). Bei geeigneter Kodierung sind
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mit diesem Verfahren sehr geringe Bitfehlerraten erzielbar, bei fehlerkorrigierender Kodierung,
wie der im Teilnehmeranschlussbereich häufig eingesetzten Reed Solomon Kodierung ist der
erzielbare Gewinn hingegen relativ gering [127].
Ein ähnlicher Ansatz besteht auch zur Kombination von Synchronisation und Dekodierung.
Beide Verfahren sind jedoch mit hohem Implementierungsaufwand verbunden und erzeugen
zudem eine Systemverzögerung, die sich für manche Anwendungen als kritisch erweist. Im
Rahmen dieser Arbeit werden derartige Ansätze daher nicht weiter verfolgt.
Im Folgenden sollen nun wichtige Teilsysteme eines Empfängers, wie er zur leitungsgebunde-
nen Kommunikation im Teilnehmeranschlussbereich üblicherweise eingesetzt wird, beschrie-
ben werden. Hierbei beschränkt sich diese Arbeit auf einzelträgerbasierte Systeme. Im
Einzelnen werden in Kapitel 2.3.1 kurz Grundlagen von Synchronisation und Abtastratenum-
setzung beschrieben, in Kapitel 2.3.2 werden Prinzipien der Trägerphasenregelung und in Ka-
pitel 2.3.3 der Entzerrung kurz beschrieben. Auf Kodierung wird im Rahmen dieser Arbeit nicht
näher eingegangen.

2.3.1 Synchronisation und Abtastratenumsetzung

Eine der wichtigsten und kritischsten Aufgaben eines digitalen Übertragungssystems ist die
Synchronisierung von Sender und Empfänger [133]. Hierbei muss auf der Empfangsseite nicht
nur die richtige Abtastfrequenz bestimmt werden, sondern auch der Zeitpunkt innerhalb des
Symbolintervalls, bei dem der Abtastwert erzeugt wird. Dieser Zeitpunkt innerhalb des Sym-
bolintervalls wird als Taktphase bezeichnet. Üblicherweise werden Abtastzeitwerte mit einer
relativ hohen Frequenz erzeugt und anschließend zur Entzerrung auf ein Vielfaches  der Sym-
bolrate dezimiert. Der Faktor  entspricht hierbei dem Überabtastfaktor. In modernen Empfän-
gern geschieht diese Dezimation meist rein digital. Die größte Herausforderung besteht hierbei
darin, möglichst wenig Rauschen in das Nutzsignalband zu falten. Dies wird genauer in Kapitel
3 betrachtet.

2.3.2 Trägerphasenregelung

Bei der Detektion eines QAM Signals ist neben der Taktphase auch die Trägerphase im Emp-
fänger zu bestimmen. Bei einem CAP modulierten Signal, das dem Namen nach trägerlos ist,
wird ebenfalls eine Trägerphasenregelung erforderlich, falls der Abtasttakt digital geregelt
wird.
Als einfache Methode zur Trägerphasenregelung bietet sich das in [44] beschriebene Verfahren
an, bei dem versucht wird, die Phasendifferenz des Ein- und Ausgangssignals des Symbolent-
scheiders zu minimieren. Insgesamt ist diese Technik einfach realisiserbar und gestattet eine
sehr schnelle und genaue Regelung.

2.3.3 Entzerrung

Nach erfolgter Synchronisation besteht die Hauptaufgabe darin, durch Filterung die Einhaltung
der Nyquistbedingung näherungsweise zu gewährleisten, also die Signalleistung der Intersym-
bolinterferenzen zu minimieren. Hierbei muss jedoch darauf geachtet werden, dass nicht gleich-
zeitig die Leistung des additiven Rauschens zu sehr erhöht wird. Falls das Rauschsignal spektral
geformt ist, was in der Praxis etwa durch Verwendung eines Empfangsfilters fast immer gege-

w
w
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ben ist, lassen sich vorhandene Korrelationen dazu verwenden, die Leistung des additiven Rau-
schen zu minimieren. Das Optimum ist hierbei erreicht, wenn das Rauschen perfekt dekorreliert
wird, und somit am Entzerrerausgang weiß ist. Auf Entzerrung wird genauer in Kapitel 4 - Ka-
pitel 6 eingegangen.
Prinzipiell können Synchronisation und Entzerrung durch ein gemeinsames adaptives Filter er-
folgen. Die Impulsantwort dieses Filters besteht dann aus der Faltungssumme der beiden Ein-
zelfilter. Vorteil eines solchen Vorgehens ist, dass das Gesamtfilter so optimiert werden kann,
dass der mittlere quadratische Fehler (MSE) am Entscheider minimiert wird. Derartige Gesamt-
filter wurden bis jetzt allerdings fast ausschließlich für verzerrungsfreie Kanäle berechnet [92],
[177]. Darüberhinaus sind bis jetzt keine Algorithmen bekannt, mit denen sich die Koeffizien-
ten eines derartigen kombinierten Filters adaptiv einstellen lassen [92], [93].
In manchen Einsatzgebieten kann es sich als sinnvoll erweisen, einen Entzerrer als Mixed Si-
gnal System zu implementieren, also Teilsysteme des Entzerrers analog und andere digital zu
realisieren [113]. In der Praxis verwendet man jedoch fast ausschließlich rein digitale Imple-
mentierungen.

2.4 Systemmodell bei Überabtastung des
Empfangsfilters

In diesem Abschnitt soll das Systemmodell hergeleitet werden, das bei Verwendung eines über-
abgetasteten Empfangsfilters Anwendung findet. Speziell ist hier der lineare Entzerrer überab-
getastet.
Zunächst soll das in Bild 2.4 gezeigte Modell eines Kommunikationssystems mit einem einzel-
nen Übertragungskanal betrachtet werden. Der Empfänger wird hier mit einer Rate  ge-
taktet, wobei der Faktor  beschreibt, wie hoch das Eingangssignal am Empfänger im
Vergleich zur Symbolrate  abgetastet wird. Im Fall von  spricht man von Verarbei-
tung im Symboltakt, der Entzerrer wird dann oft als Baud Spaced (BS) Equalizer (BSE) be-
zeichnet. Für  beträgt der zeitliche Abstand aufeinanderfolgender Eingangssignale ein
Bruchteil  der Symboldauer, weshalb man in diesem Fall auch von einem Fractionally
Spaced (FS) Equalizer (FSE), bzw. von einem fraktionalen Entzerrer spricht. In dieser Arbeit
ist  der Laufindex für Größen die mit  abgetastet sind und  für Größen die mit  ab-
getastet sind. Darüberhinaus werden speziell in Kapitel 3 die beiden Laufindizes  und  ein-
geführt, die sich auf Signale beziehen, die mit einem ungeregelten, bzw. geregelten Takt
abgetastet sind.
In dem in Bild 2.4. gezeigten Modell werden die Sendesymbole  zunächst auf das zeitkon-
tinuierliche Filter  gegeben. Dieses Filter beinhaltet sowohl das Sendefilter, als auch den
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physikalischen Übertragungskanal, sowie die analogen Komponenten des Empfängers und et-
waig dort vorhandene digitale Filter zur Abtastratenumsetzung. Hierbei wird davon ausgegan-
gen, dass diese Module linear und zeitinvariant (Linear Time-Invariant, LTI) sind und somit
durch die gemeinsame zeitkontinuierliche Impulsantwort  beschrieben werden können.
Das additive zeitkontinuierliche Rauschsignal  wird als gaußverteilt angenommen. Auch
bei diesem Signal sind die Einflüsse der analogen Empfangsfilter und eventuell vorhandener di-
gitaler Abtastratenumsetzfilter bereits enthalten. Das analoge Empfangssignal  ist somit ge-
geben durch

, (2.6)

wobei die Größe  eine beliebige zeitliche Verzögerung darstellt. Diese Summe aus gefilter-
tem Sendesignal und Rauschen wird im Modell schließlich mit der Frequenz  abgetastet.
Das so erhaltene digitale Empfangssignal  schreibt sich als

. (2.7)

In der Praxis wird meist ein kleiner Schwellwert für den Betrag der Kanalimpulsantwort defi-
niert. Somit kann eine endliche Kanallänge  angenommen werden, die sich aus dem Zeit-
punkt  ergibt, ab der der Betrag der Kanalimpulsantwort dauerhaft unter der
gewählten Schranke liegt.
Das digitale Empfangssignal wird anschließend mit einem digitalen Filter  mit  Ko-
effizientengewichten  gefaltet. Das überabgetastete Ausgangssignal des linearen Filters sei
im Folgenden mit  bezeichnet. Es schreibt sich als

. (2.8)

Zum Erhalt der Symbolfolge  wird von der Folge  jeder -te Wert selektiert, die
Werte zu den restlichen Zeitpunkten werden nicht betrachtet. Da in dem Modell eine beliebige
Verzögerung  enthalten ist, ist es irrelevant, welcher Wert als Startwert gewählt wird. Der In-
dex im Symbolintervall  berechnet sich also folgendermaßen

, (2.9)

wobei gilt . Die verschiedenen möglichen Ausgangssymbolfolgen werden durch
einen hochgestellten Index charakterisiert. Somit gilt

. (2.10)

Die zu  korrespondierende Ausgangssequenz wird im Folgenden, ohne Beschränkung
der Allgemeinheit, als  bezeichnet. Im Allgemeinen wird nur diese Symbolfolge und nicht
die gesamte Folge  explizit berechnet, so dass das Filter  intern auf Symbolrate läuft.
Das zeitkontinuierliche Modell aus Bild 2.4 kann in die äquivalenten zeitdiskreten Modelle aus
Bild 2.5 umgewandelt werden. Hierfür werden sowohl , als auch , mit der Frequenz

 abgetastet. Die sich ergebenden diskreten Größen sind somit

 und . (2.11)

c t( )
n t( )

r t( )

r t( ) xnc t nT– t0–( ) n t( )+
n ∞–=

∞

∑=

t0
w T⁄

rk r kT w⁄( )=

r k
T
w
---- 

  xnc k
T
w
---- nT– t0– 

  n k
T
w
---- 

 +
n ∞–=

∞

∑=

Nc
t Nc T w⁄( )=

B z( ) w N⋅
bk

ỹk
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Um die Sendesymbolfolge mit dem überabgetasteten Kanal  zu falten, muss zunächst eine
Symbolfolge im Takt  generiert werden. Diese mit  bezeichnete Folge wird durch
Auffüllen der Symbolfolge  mit Nullen erzeugt, so dass gilt

. (2.12)

Damit schreiben sich unter Verwendung von (2.11) Gleichung (2.7) als

, (2.13)

und Gleichung (2.8) als

. (2.14)

Das entsprechende Multiratenmodell ist in Bild 2.5a gezeigt. Es lässt sich ein äquivalentes Mo-
dell aufstellen, bei dem alle Signale mit der Symbolrate getaktet sind. Hierfür werden die über-
abgetasteten Filter, bzw. Abtastwertsequenzen in mehrere Einzelfilter, bzw. - sequenzen
unterteilt, die jeweils mit der Symbolrate abgetastet sind. Das sich ergebende Multikanalmodell
ist in Bild 2.5b gezeigt. Die einzelnen Größen schreiben sich als

, , (2.15)

 und . (2.16)
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Die Indizierung der Polyphasen des Entzerrers wurde hierbei so gewählt, dass sie mit der des
Eingangssignals übereinstimmt. Somit schreibt sich das Ausgangssignal im Symboltakt als

. (2.17)

Mit

(2.18)

lässt sich (2.17) schließlich schreiben als

. (2.19)

Mit Hilfe des Faltungssymbols lässt sich (2.19) äquivalent umformen zu

. (2.20)

Hierbei lässt sich die gemeinsame Impulsantwort von Kanal und Entzerrer schreiben als

. (2.21)

In Vektorschreibweise lässt sich (2.21) schreiben als

, (2.22)

mit der Kanalfaltungsmatrix  der Größe  definiert als

, (2.23)

wobei die Vektoren  der Länge , die die Koeffizienten der Kanalimpulsantwort inner-
halb eines Symbolintervalls beinhalten, gegeben sind durch

. (2.24)

Der Vektor der Koeffizientengewichte des Entzerrers  der Länge  ist gegeben durch

 mit , (2.25)

wobei die Vektoren  der Länge  wieder die Koeffizienten innerhalb eines Symbolintervalls
zusammenfassen. Die gemeinsame, im Symboltakt gegebene Impulsantwort  von Kanal und
Entzerrer ist ein Vektor der Länge .
Die Eingangsdaten des Entzerrers können vorteilhaft in einem Vektor  der Länge
zusammengefasst werden, der wieder aus kleineren Vektoren  der Länge  zusammenge-
setzt ist. Um Mehrdeutigkeiten zu vermeiden werden die Vektoren, die Abtastwerte innerhalb
eines Symbolintervalls zusammenfassen, hier durch Unterstreichen gekennzeichnet. Der Vek-
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tor  ist somit gegeben durch

 mit (2.26)

. (2.27)

Mit der Definition des Vektors der Rauschdaten , der identisch zu  aufgebaut ist mit

(2.28)

und den Vektoren  gegeben als

, (2.29)

lässt sich  schreiben als

, (2.30)

wobei  die letzten  Sendedaten
zusammenfasst. Der Entzerrerausgang  lässt sich schließlich schreiben als

. (2.31)

Tabelle 2.1:
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3 Digitale Abtastratenumsetzung

Zur Erzielung eines adäquaten Systemverhaltens bei einer digitalen Datenübertragung ist die
Synchronität von Sender und Empfänger essentiell [133]. Da die Frequenz eines analogen Os-
zillators temperaturabhängig ist und darüberhinaus dazu tendiert sich mit der Zeit zu verändern,
ist es erforderlich, die Abtastfrequenz des Empfängers ständig an die des Senders anzupassen.
Normalerweise wird der A/D Wandler direkt mit der Taktinformation angesteuert. Die erfor-
derliche Taktinformation wird üblicherweise aus dem Empfangssignal vor oder nach der Abta-
stung gewonnen. Eine wichtige Bestrebung bei der Implementierung digitaler Sender und
Empfänger besteht jedoch darin, die Anzahl an erforderlichen analogen Bauelementen mög-
lichst zu minimieren. Gründe hierfür sind etwa preiswertere Realisierung, höhere Flexibilität
und geringere durch Alterung der Bauelemente verursachte Probleme bei der Realisierung einer
digitalen Schaltung im Vergleich zu einer analogen.
Das grundlegendes Problem einer rein digitalen Taktregelung besteht darin, dass die Werte des
digitalen Signals nur zu bestimmten Zeitpunkten bekannt sind. Zur Synchronisation ist es je-
doch erforderlich zwischen den Abtastwerten liegende Signalwerte zu interpolieren. Dies ist
prinzipiell möglich, solange die Abtastfrequenz mindestens doppelt so hoch ist wie die höchste
Frequenzkomponente des Signals [130], [153]. Zur idealen Bestimmung der Signalwerte zwi-
schen den Abtastzeitpunkten ist jedoch ein nichtkausales, zeitlich unbegrenzt langes Filter not-
wendig. In der Praxis nähert man dieses ideale Filter durch ein kausales digitales Filter an. Da
das zugrundeliegende digitale Filter im Zeitbereich als Verzögerungsglied mit einer Verzöge-
rung  mit  aufgefasst werden kann, wird dieses Filter oft auch als fractional delay
(FD) Element bezeichnet.
Zur reinen Synchronisation wird ein anderer Ansatz in [58] verfolgt. Die Idee ist, dass eine Ab-
weichung der Abtastphase von ca. 2-3% vom Optimum noch praktisch keine Verschlechterung
der Bitfehlerrate bewirkt, unter der Annahme dass der Entzerrer überabgetastet und somit un-
empfindlich gegenüber der absoluten Abtastphase ist. Durch den Versatz des Abtasttaktes läuft
die Abtastphase nun kontinuierlich bis zu einem kritischen Wert. Ist dieser erreicht, werden die
Entzerrerkoeffizienten für diesen Versatz umgerechnet. Nachteilig an dem Verfahren ist vor al-
lem, dass der adaptive Entzerrer selbst ebenfalls der sich ändernden Abtastphase folgt. Zudem
ist es zur Abtastratenumsetzung nicht anwendbar.
Eine weitere Bestrebung bei der Realisierung digitaler Transceiver besteht darin, die Übertra-
gungsbandbreite möglichst flexibel wählbar zu gestalten. Die historischen Ansätze zur Abtast-
ratenumsetzung (sampling rate conversion, SRC) erlauben hierbei nur ganzzahlige
Verhältnisse von Symbolrate zu Abtastfrequenz [33]. Später wurde vorgeschlagen, digitale In-
terpolationsfilter zur Abtastratenumsetzung einzusetzen, was die freie Wählbarkeit der Symbol-
rate unabhängig von der durch den Quarz vorgegebenen Abtastfrequenz erlaubt. Die Idee
hierbei ist, die Symbolwerte zu den Abtastwerten im Zeitbereich so zu interpolieren, dass die
zugrundeliegende Kurve möglichst glatt ist. Im Frequenzbereich kann dies so gedeutet werden,
dass die beim Überabtasten entstehenden Replika, bzw. Pseudospektren (Images) eliminiert
werden. Dieses Vorgehen ist für den Grenzfall eines unendlich langen Interpolationsfilters op-
timal. Für endlich lange Filter ist zur Dezimation allerdings ein Ansatz vorzuziehen, bei der das
Optimierungsziel darin besteht, die informationstragenden Frequenzbereiche möglichst wenig
zu stören [79]. Dieser Ansatz versucht daher, Signale, die in Frequenzbereichen liegen, die beim
Dezimieren in das Übertragungsband gefaltet werden (Aliasing), zu eliminieren. Im Folgenden
werden diese Filter daher als Anti-Image, bzw. Anti-Aliasing Filter bezeichnet. Nicht zu ver-

µ 0 µ≤ 1<
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wechseln ist das Anti-Aliasing Filter hierbei mit einem analogen Filter, das in der Regel vor der
A/D-Wandlung zur Einhalten des Abtasttheorems eingesetzt wird.
Die beiden Effekte Imaging und Aliasing werden in Kapitel 3.2 eingehend untersucht. Für den
Spezialfall der reinen Synchronisation, bei der ausschließlich eine nichtganzzahlige Verzöge-
rung eines Eingangssamples erreicht werden soll, sind beide Ansätze identisch. Für diese An-
wendung ist allerdings meist kein explizites FD-Filter erforderlich, da der in einem digitalen
Empfänger fast immer vorhandene Entzerrer diese Aufgabe implizit vornehmen kann [52].
Neben den in dieser Arbeit besprochenen Anwendungen Synchronisation und Abtastratenum-
setzung werden SRC Filter noch in vielen anderen Bereichen eingesetzt. Hierzu gehören etwa
Sprachkodierung, Modellierung der menschlichen Stimmbänder oder von akustischen Musik-
instrumenten, sowie Anwendungen in der Videosignalverarbeitung wie Subpixel- oder Fra-
meinterpolation [98].
Die drei beschriebenen grundlegenden Verfahren zur Abtastregelung werden zunächst in Kapi-
tel 3.1 beschrieben und die Vorteile einer rein digitalen Regelung herausgearbeitet. Anschlie-
ßend wird in Kapitel 3.2 ein Modell des digitalen Anti-Image und Anti-Aliasing Filters
hergeleitet und es werden die Bedingungen eines optimalen Filters aufgezeigt. Implementie-
rungsaspekte werden in Kapitel 3.3 behandelt. Schließlich werden in Kapitel  mehrere Verfah-
ren zum Entwurf digitaler Filter zur Abtastratenumsetzung gezeigt, wobei besonderer Wert auf
die Signalverarbeitung im Bandpassbereich gelegt wird. Berechnete Dämpfungsverläufe in Ka-
pitel 3.5, Simulationsergebnisse in Kapitel 3.6, sowie eine kurze Zusammenfassung in Kapitel
3.7 runden dieses Kapitel ab.

3.1 Grundlagen

3.1.1 Möglichkeiten der Taktregelung

Die Signalverarbeitung in einem digitalen Empfänger muss synchron zu den ankommenden
Symbolen erfolgen. Der klassische Ansatz zur Synchronisation besteht in der Ansteuerung des
Quarzes. Die beiden grundlegenden Möglichkeiten hierzu sind zum einen die in Bild 3.1 ge-
zeigte analoge Regelung und die in Bild 3.2 gezeigte hybride Regelung [52]. Bei beiden Ver-
fahren wird das analoge Eingangssignal  zunächst durch einen analogen Prozessor
bearbeitet. Diese Verarbeitung beinhaltet etwa eine analoge Filterung zur Erzwingung der Ein-
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haltung des Abtasttheorems. Das analoge Ausgangssignal  wird anschließend durch einen
geregelten AD-Konverter im Takt

(3.1)

abgetastet. Dabei ist  der Abtasttakt und  die Periodendauer. Das digitale Ausgangssignal
des Abtasters zum Zeitpunkt  wird mit  bezeichnet. Es wird anschließend mit
einem digitalen Prozessor zum Signal  weiterverarbeitet. Bei der analogen Regelung
wird die Taktinformation zur Steuerung des AD-Konverters vor der Abtastung aus dem zeit-
kontinuierlichen Signal erzeugt. Der Quarz wird mit einem sogenannten offenen Regelkreis ge-
steuert. Die benötigte analoge Signalverarbeitung macht diese Art der Synchronisation relativ
aufwändig. Daher wird häufig die in Bild 3.2 gezeigte hybride Synchronisationstechnik einge-
setzt, bei der die Taktinformation im digitalen Bereich gewonnen wird, der Takt aber weiterhin
analog, durch direkte Steuerung des Quarzes geregelt wird. Die Rückkoppelschleife besteht üb-
licherweise aus einer Phasenregelschleife (Phase Locked Loop, PLL), die Art der Regelung
wird als geschlossener Regelkreis bezeichnet.
Ein wesentliches Merkmal der beiden Schaltungen in Bild 3.1 und Bild 3.2 besteht darin, dass
die Synchronisation jeweils durch direkte Regelung des Abtasttaktes erfolgt. Die Abtastfre-
quenz  ist bei den beiden zugrundeliegenden Verfahren identisch mit der Verarbeitungsfre-
quenz , wobei  die Periodendauer der Verarbeitung bezeichnet. Nachteilig ist,
dass zur direkten Regelung des Quarzes analoge Komponenten erforderlich sind. Durch die
Fortschritte in der Mikroelektronik ist es in den letzten Jahren möglich geworden, die Synchro-
nisation rein digital durchzuführen, was die Einsparung dieser analogen Komponenten und da-
durch eine Kostenreduktion erlaubt. Die Grundstruktur einer rein digitalen Taktregelung ist in
Bild gezeigt. Der Quarz zur Generierung des Abtasttaktes ist hier ungeregelt oder freilaufend,
die Abtastung erfolgt asynchron zur Verarbeitung. Die Abtastwerte im Verarbeitungstakt
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werden durch Filterung erzeugt. Hierbei kann das Verhältnis  eine beliebige, irrationale
Zahl sein. Das benötigte Filter berechnet die Werte zu den Zeitpunkten  aus den Abtastwer-
ten zu den Zeitpunkten . Hierbei gilt , wobei  das Zeitintervall zwi-
schen zwei aufeinanderfolgenden gesendeten Symbolen darstellt,  die Symbol- oder
Baudrate bezeichnet und  ein kleiner Integerwert ist der angibt, wieviele Abtastwerte pro
Symbol zur digitalen Signalverarbeitung herangezogen werden (siehe Kapitel 2.4). Das Filter
zur Abtastratenumsetzung (SRC Filter) wird durch eine digitale Schaltung gesteuert, die nor-
malerweise ähnlich funktioniert, wie die entsprechenden analogen Taktregelkriterien [42]. Da
das Eingangssignal des digitalen Prozessors  durch Filterung mit einem nichtidealen
SRC Filter erzeugt wird, ist es nicht lediglich das abgetastete Signal des analogen Eingangssi-
gnals , sondern weist noch andere, ungewünschte Komponenten auf. Deshalb wird es hier,
anders als in einem Großteil der Literatur, durch ein anderes Formelzeichen repräsentiert.

3.1.2 Abtastratenumsetzung

Wie bereits erwähnt, kann das SRC Filter ein beliebiges Verhältnis von Abtasttakt zu Verarbei-
tungstakt erzeugen, das heißt das Verhältnis  kann eine beliebige irrationale Zahl sein.
Daher ist es mit der in Bild  gezeigten Struktur möglich, Daten mit beliebigem Symboltakt
zu verarbeiten, was zu einer großen Flexibilität in der Bandbelegung führt. Die freie Wählbar-
keit des Symboltaktes gestattet es auch, die Bandbelegung rekonfigurierbar zu gestalten [76].
Zur Verarbeitung mit beliebigem Symboltakt ist im Sender ebenfalls ein SRC Filter erforder-
lich. Da hier aber keine Synchronisation erfolgen muss, ist hier keine Taktregelschleife erfor-
derlich.
In Bild 3.4 sind die Abtastwerte des Ein- und Ausgangssignals eines digitalen SRC Filters, so-
wie das zugrundeliegende analoge Signal gezeigt. Das zeitkontinuierliche Eingangssignal
wird zunächst mit dem ungeregelten Takt  abgetastet. In Bild 3.4 ist das zeitkontinuierliche
Signal gestrichelt eingezeichnet, die Abtastwerte vor der SRC sind durch Quadrate angedeutet.
Um die Werte im Ausgangstakt  zu erhalten, müssen die Signalwerte zu den Zeitpunkten
berechnet werden. Diese Signalwerte sind in Bild 3.4 durch Kreise gekennzeichnet. Um den
Wert zum Zeitpunkt

(3.2)

zu berechnen, wird das Eingangssample zum Zeitpunkt  durch Filterung um das
Zeitintervall  verzögert. Hierbei bezeichnet
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, (3.3)

den sogenannten Basispunktindex, wobei der Operator  Abrunden zum nächsten Integer-
wert bedeutet und

(3.4)

die Intersymbolposition, bzw. das Fractional Delay (FD) darstellt. Für das FD gilt

. (3.5)

Bild 3.5 zeigt wie das SRC Filter  gesteuert wird. Das Filter hat die zwei Kontroll-
parameter  und .
Während  festlegt welche Abtastwerte zur Filteroperation herangezogen werden, legt
das FD  fest, wie diese Werte verarbeitet werden, bzw. um wieviel das zum Basispunkt-
index korrespondierende Eingangssample  verzögert wird.
Prinzipiell kann man das FD auch auf die Eingangsrate beziehen. Dies erweist sich vor allem
dann als sinnvoll, wenn Anti-Aliasing Filter entworfen werden. Das entsprechende FD
berechnet sich dann nach [78] zu

. (3.6)

Von dieser Art der Darstellung wird etwa bei der Besprechung der transponierten Farrow-
Struktur in Kapitel 3.3.2.3 ausgiebig Gebrauch gemacht.

3.1.3 Hybrides Modell der Abtastratenumsetzung

Eine Möglichkeit zur Beschreibung der digitalen Abtastratenumsetzung ist durch das in
Bild 3.6 gezeigte hybride Modell [52], [135] gegeben, bei dem das digitale Eingangssignal

 zunächst D/A gewandelt wird, im analogen Bereich gefiltert und schließlich mit der
Frequenz  abgetastet wird.
Das Signal  entsteht durch Abtastung eines analoge Eingangssignals  mit der Ein-
gangsabtastfrequenz , wobei gilt
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. (3.7)

Das Spektrum des analogen Eingangssignals  ist in Bild 3.7a gezeigt. Es wird hierbei da-
von ausgegangen, dass das Abtasttheorem eingehalten wird, d.h. dass gilt [130], [153]

, (3.8)

so dass das zeitkontinuierliche bandbegrenzte Signal  aus dem abgetasteten Signal
prinzipiell fehlerfrei zurückgewonnen werden kann. Die Frequenz  wird hierbei als Nyquist-
frequenz bezeichnet [135], sie ist die höchste mit dem digitalen System noch auflösbare Fre-
quenz [130], [153]. Die Einhaltung der Bedingung (3.8) wird in der Regel durch analoge
Vorfilterung des Eingangssignals  erzwungen.
Die Abtastung mit  erzeugt periodische Images bei , wobei gilt . Das ent-
sprechende Signal  wird zur Abtastratenumsetzung zunächst durch D/A-Wandlung zu-
rück in den analogen Bereich gewandelt. Das Spektrum  des Ausgangssignals
dieses D/A-Wandlers ist in Bild 3.7b gezeigt.
Ursprünglich ging man davon aus, dass bei einer Abtastung des analogen Signals  mit der
neuen Abtastfrequenz , wobei  eine irrationale Zahl ist, die Images in zufäl-
lige Bereiche des Übertragungsbandes gefaltet werden können [52], [98], [135]. Bei dieser Be-
trachtung müssen daher die Images von  mit einem Interpolationsfilter  eliminiert
werden. Inzwischen werden derartige Interpolationsfilter meist nur noch bei einer Abtastraten-
erhöhung eingesetzt, was allgemein als Interpolation bezeichnet wird [78], [76], sowie zur rei-
nen Synchronisation bei der gilt . Für den wichtigen Fall der Abtastratenreduktion
müssen nicht die Images eliminiert werden, sondern die Signalanteile in den sogenannten Ali-
asingbändern möglichst stark gedämpft werden, da diese Anteile bei der Abtastung mit
ins Übertragungsband gefaltet werden. Zunächst soll jedoch die etwas anschaulichere Interpo-
lation beschrieben werden, bevor in Kapitel 3.1.4 näher auf die Abtastratenreduktion eingegan-
gen wird.
Die Übertragungsfunktion eines analogen Interpolationsfilters  ist in Bild 3.7b schema-
tisch gezeigt. Es wird hierbei davon ausgegangen, dass das Interpolationsfilter nicht optimal ist,
dass heißt die Images nicht vollständig eliminiert. Wie in Bild 3.7c gezeigt ist, hat das Spektrum

 des analogen Ausgangssignals

(3.9)

dieses Filters deshalb noch Komponenten, die bei Vielfachen der Eingangsabtastfrequenz
angeordnet sind. Durch Abtastung mit der Ausgangsabtastfrequenz  werden diese Kompo-
nenten, wie in Bild 3.7d dargestellt, in das Basisband gefaltet. Außerdem wird das Spektrum

 des zeitdiskreten Ausgangssignals

(3.10)
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durch die Abtastung periodisch in .
Obwohl das Modell einen DAC, ADC und ein fiktives analoges Filter beinhaltet, kann das Aus-
gangssignal in (3.10) rein digital gewonnen werden, wenn die Sequenz der Eingangssignale

, die Impulsantwort des analogen Filters , sowie die Zeitpunkte  und
bekannt sind [52]. Hierfür wird die Indizierung in (3.10) geändert. Zunächst wird ein sogenann-
ter Filterindex

(3.11)

definiert, wobei der Basispunktindex  in (3.3) gegeben ist. Die Argumente in (3.10)
lassen sich dann als  und  schreiben, mit

 gegeben in (3.4). Die Ausgangswerte werden zu den Zeitpunkten
 berechnet. Somit kann (3.10) als

(3.12)

geschrieben werden [52]. Hierbei wird davon ausgegangen, dass das digitale Interpolationsfilter
 ein FIR-Filter der Ordnung  ist. Gleichung (3.12) zeigt, wie das digi-

tale Interpolationsfilter berechnet wird:
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. (3.13)

Das diskrete Filter ist also abhängig von dem Wert , das heißt für jeden Wert der Inter-
symbolposition muss ein eigener Koeffizientensatz berechnet werden. Insgesamt liegt den di-
gitalen Filtern  eine zeitdiskrete Impulsantwort zugrunde, die zur Analyse der
digitalen Filterfunktionen herangezogen werden kann. Die Werte des diskreten Filters sind in
Bild 3.6 durch Kreise angedeutet.

3.1.4 Filter zur Abtastratenumsetzung

Bei den bisherigen Betrachtungen wurde davon ausgegangen, dass das Rauschen außerhalb des
Nutzbandes vernachlässigbar ist. Daher wurde das Hauptaugenmerk darauf gelegt, die Images,
die im hybriden Modell durch die D/A-Wandlung entstehen, zu dämpfen. Dieser Ansatz ent-
spricht der klassischen Interpolation, bei der versucht wird, die Zwischenwerte einer an be-
stimmten Punkten gegebenen Funktion so zu bestimmen, dass die Gesamtkurve möglichst glatt
ist, also einer Approximation im Zeitbereich [76], [78]. Die wesentliche Aufgabe der Signalver-
arbeitung besteht allerdings darin, die im Signal enthaltene Information möglichst gut zu erhal-
ten. In diesem Fall sind daher Zwischenwerte eines zeitdiskreten Signals so zu bestimmen, dass
das Signal im Nutzfrequenzband nicht gestört wird [78]. In Frequenzbereichen, die keine Infor-
mation tragen, können hingegen beliebige Störungen in Kauf genommen werden. Aus diesen
Betrachtungen folgt, dass bei der Abtastratenreduktion das Rekonstruktionsfilter nicht die
Images auslöschen muss, sondern die Signale in den Frequenzbereichen, die bei der Abtastra-
tenumsetzung in das Nutzband gefaltet werden (die sogenannten Aliasing-Regionen) möglichst
gut dämpfen muss. Der Grund hierfür ist, dass in diesen Bereichen immer Rauschen vorhanden
ist, das sonst ins Nutzband gefaltet wird. Außerdem können hier auch noch andere Störer ange-
siedelt sein (etwa FEXT), die nur unzulänglich analog weggefiltert wurden. Da bei der reinen
Synchronisation Eingangs- und Ausgangsfrequenz nahezu gleich sind, sind hier Image- und
Aliasingfilterung quasi identisch, so dass hier die Betrachtungen aus Kapitel 3.1.3 weiterhin
gültig sind. Bei einer Abtastratenerhöhung ist das Ziel ebenfalls die möglichst vollständige Aus-
löschung der Images [10], [79].
Der Grund warum zur Abtastratenreduktion mit irrationalen Faktoren ursprünglich Interpolati-
onsfilter (also Anti-Image Filter) verwendet wurden, liegt vor allem darin begründet, dass durch
die Verwendung von Anti-Aliasing Filtern die erhaltene Signalkurve, wie bereits erwähnt, nicht
mehr glatt ist und somit bei einer ersten Betrachtung im Zeitbereich als weniger vorteilhaft er-
scheint. Darüberhinaus sind zwar Anti-Aliasing Filter zur Dezimation mit einem festen Faktor,
wie etwa die in Kapitel 3.3.3.2 erklärten Kammfilter, schon länger bekannt, zur Dezimation mit
einem irrationalen Faktor wurden entsprechende Strukturen jedoch erst wesentlich später publi-
ziert. Zu nennen ist hier insbesondere die transponierte Farrow-Struktur, die in Kapitel 3.3.2.3
näher besprochen wird. Außerdem wurde lange Zeit davon ausgegangen, dass bei einer Abtast-
ratenumsetzung mit teilerfremden Abtastraten, das Spektrum aus zufälligen Frequenzbereichen
in das Übertragungsband gefaltet wird. Dies wird etwa in [52] beschrieben, ist aber in der Praxis
nicht zutreffend. In Bild 3.8 sind für beide Fälle der Anti-Aliasing und Anti-Image Filterung die
Spektren an verschiedenen Stellen des hybriden Modells gezeigt. Hier wird im Gegensatz zu
den Vorraussetzungen in Bild 3.7 angenommen, dass zusätzliches weißes Rauschen vorhanden
ist. Außerdem wird aus Gründen der Übersichtlichkeit angenommen, dass das analoge SRC Fil-
ter bei Anti-Image Filterung die Images perfekt eliminiert und bei Anti-Aliasing Filterung in
den Aliasing-Regionen unendliche Dämpfung besitzt. Wie in Bild 3.8 zu erkennen ist, korre-
spondieren die Frequenzbereiche, die bei der Abtastratenumsetzung in das Übertragungsband
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gefaltet werden mit denen, bei denen die Images des rekonstruierten Signals liegen. Allgemein
liegen bei einer Abtastratenreduktion die Images des rekonstruierten Signals näher zusammen,
als die des ursprünglichen Signals. Deshalb ist der Frequenzbereich, in dem das Anti-Aliasing
Filter eine möglichst hohe Dämpfung erreichen soll, breiter als der des entsprechenden Anti-
Image Filters. Dies liegt darin begründet, dass das Übertragungsband absolut gesehen bei bei-
den Verfahren gleich breit ist, bei Anti-Image Filterung die Verarbeitung allerdings im Ein-
gangstakt und bei Anti-Aliasing Filterung im kleineren Ausgangstakt stattfindet. Daher sind bei
der Anwendung zur Dezimation Anforderungen an ein Anti-Aliasing Filter im allgemeinen hö-
her als an ein Anti-Image Filter.
Beim Vergleich der in Bild 3.8d gezeigten Spektren der rekonstruierten Signale fällt auf, dass
bei Anti-Image Filterung Rauschen aus höheren Frequenzbereichen ins Übertragungsband ge-
faltet wird. Im Gegensatz dazu ist bei Anti-Aliasing Filterung zwar noch Signalleistung der
Images vorhanden, diese wird aber nicht ins Übertragungsband gefaltet und stört das Signal so-
mit nicht. Hier wird auch kein Rauschen in das Übertragungsband gefaltet, so dass der sich er-
gebende Signal Störabstand bei Anti-Aliasing Filterung größer ist als bei Anti-Image Filterung.
Die erste Veröffentlichung, die eine Verwendung von Anti-Aliasing Filtern zur Abtastratenre-
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duktion beschreibt, datiert aus dem Jahr 1999 [76], jedoch wurde bereits ein Jahr früher eine
Technik zum Patent angemeldet, bei der durch Abtastung der zeitkontinuierlichen Impulsant-
wort eines Interpolationsfilters mit einer neuen Abtastfrequenz die Umrechnung eines Anti-
Image-Filters in ein Anti-Aliasing Filter gelingt [148]. Die Anwendung dieser Technik zur
Taktregelung ist in [149] beschrieben.

3.1.5 Vergleich von Anti-Image und Anti-Aliasing Filte-
rung

In diesem Abschnitt sollen im Zeitbereich auftretende Effekte von Anti-Image und Anti-Ali-
asing Filterung exemplarisch dargestellt werden. Die empfangene Signalfolge besteht hier aus
einer Folge von Einsen. Zunächst sei das Signal nicht durch Rauschen gestört. Die Abtastraten-
umsetzung erfolgt durch ein Lagrangefilter erster Ordnung. Das Verhältnis  ist als 1,1
gewählt. Die Impulsantwort des Filters bei einer Anti-Image Filterung ist in Bild 3.9a gezeigt.
Hier sind zusätzlich Abtastwerte für den Fall  eingezeichnet. Die Ausgangsfunktion ist
gegeben durch

. (3.14)

Zur Durchführung einer Anti-Aliasing Filterung muss die Impulsantwort des SRC Filters zeit-
lich um den Faktor  gestreckt werden und die Amplitude gleichzeitig um den identischen
Faktor reduziert werden [75], [78]. Wie in Bild 3.9b zu erkennen ist, werden nun abhängig von

 zwei, bzw. drei Eingangswerte verarbeitet. Die Ausgangsfunktion bei Anti-Aliasing Filte-
rung ist folgendermaßen gegeben

, (3.15)

wobei definiert wurde . Die Größe
 ist hierbei in () definiert. Die Beziehungen der Basispunkte  und  sind genauer

bei der Beschreibung der transponierten Farrow-Struktur in Kapitel 3.3.2.3 erklärt.
Die Ausgangssignale bei Anwendung der Anti-Image und Anti-Aliasing Filterung sind in
Bild 3.10a als dunkle, bzw. helle Kurve gezeichnet. Man erkennt deutlich, dass bei Anti-Image
Filterung die Abtastwerte durch eine glatte Kurve verbunden sind, während bei Anti-Aliasing
Filterung, zu Zeitpunkten die einem Vielfachen von  entsprechen, ein zu hoher und anson-
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sten ein zu niedriger Ausgangswert berechnet wird. Dies kann als Summe des richtigen Signals,
das hier ebenfalls eine Folge von Einsen darstellt, mit einem hochfrequenten Rauschterm auf-
gefasst werden. Dieser Rauschterm ist dann irrelevant, wenn das Signalspektrum im Basisband
liegt. Durch Tiefpassfilterung, die etwa im Entzerrer stattfinden kann, kann der hochfrequente
Störanteil dann eliminiert werden. In dem Beispiel wird das Ausgangssignal des Abtastraten-
umsetzers exemplarisch mit einem Root Raised Cosine Tiefpass der Ordnung 40, mit Roll Off
Faktor 0,15 und normierter Übergangsbandbreite von 0,1 gefiltert. Das sich ergebende Signal
ist in Bild 3.10a gestrichelt eingezeichnet. Man erkennt, dass dieses Signal annähernd die rich-
tigen Werte aufweist. Der Vorteil der Anti-Aliasing Filterung im Vergleich zur klassischen
Anti-Image Filterung wird deutlich, wenn das Empfangssignal mit additivem Rauschen behaf-
tet ist. Dies ist in Bild 3.10b für additives gaußsches Rauschen gezeigt. Da die Abtastratenum-
setzung auf das Rauschen im Übertragungsband kaum Einfluss hat, ist zur besseren
Verdeutlichung das Rauschsignal hier als AWGN gewählt, das mit einem Hochpaßfilter der
Ordnung 16 und normierten Grenzfrequenz 0,2 gefiltert wurde. Das Hochpassfilter ist mit dem
Parks/McClellan Algorithmus entworfen [132]. Die normierte AWGN Leistung beträgt

. Beide Signale wurden hier zusätzlich mit dem oben beschriebenen Tiefpass ge-
filtert. Man erkennt, dass das durchgezogen gezeichnete, durch Anti-Image Filterung gewonne-
ne, Ausgangssignal wesentlich stärker durch das hochfrequente Rauschen gestört wird, als das
gestrichelt gezeichnete, das durch Anti-Aliasing Filterung gewonnen wird. Dies liegt, wie in
Kapitel 3.1.4 erklärt daran, dass das Rauschsignal bei Anti-Image Filterung teilweise in das
Übertragungsband gefaltet wird, während bei Anti-Aliasing Filterung das Rauschsignal in den
spektralen Bereichen gedämpft wird, die in das Signalband gefaltet werden.
Bei dem historischen Ansatz, bei dem ein Anti-Imaging oder Interpolationsfilter verwendet
wird, wird deshalb stets davon ausgegangen, dass in den spektralen Bereichen, die bei Interpo-
lation in das Signalband gefaltet werden, nur wenig Rauschleistung vorhanden ist. Da im Emp-
fänger das Signal immer etwas verrauscht ist (etwa durch einen rauschenden AD-Wandler)
muss das Empfangssignal vor der Abtastratenumsetzung gefiltert werden. Diese Vorfilterung
gestaltet sich bei Anti-Image Filterung daher aufwändiger als bei Anti-Aliasing Filterung. Die
Betrachtungen zeigen allerdings auch, dass im Sender die klassische Interpolation vorzuziehen
ist, da das Signal hier grundsätzlich als rauschfrei angenommen werden kann.
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3.2 Optimales Filter zur Abtastratenum-
setzung

Nachdem das ideale SRC Filter eine Verzögerung um  darstellt, ist seine Übertragungsfunk-
tion in der -Ebene formal gegeben durch [98]

. (3.16)

Die Übertragungsfunktion im Frequenzbereich ist mit  gegeben durch [52], [144]

, (3.17)

wobei  die auf  normierte Kreisfrequenz ist. Transformiert man (3.17) mit
Hilfe der zeitdiskreten inversen Fouriertransformation in den Zeitbereich, erhält man ein unend-
lich langes, nichtkausales Filter der Form [52], [144]

. (3.18)

Die Funktion  ist hierbei folgendermaßen definiert:

. (3.19)

Dieses Filter kann bei endlicher Ordnung  nur näherungsweise implementiert werden. Um
eine kausale Impulsantwort zu gewährleisten, muss zusätzlich noch eine ganzzahliger Wert
zur gewünschten Verzögerung  addiert werden. Diese Verzögerung  wird bei gerader Fil-
terordnung üblicherweise zu  gesetzt, bei ungerader Filterordnung entsprechend zu

 [98]. Somit ergibt sich als Zielfunktion im Frequenzbereich

. (3.20)

In Bild 3.11 ist diese Zielfunktion für verschiedene Werte von  als Funktion der normierten

µ
z

Hid z µ,( ) z
µ–

=

z e jω–=

Hid ω µ,( ) e
j– ωµ

=

ω 2π f f i⁄( )= f i

hid n( ) c n µ–( )sin= für n Z∈

c x( )sin

c x( )sin
1

πx( ) πx( )⁄sin



=
x 0=für

sonst

N
D

µ D
N 1–( ) 2⁄

N 2⁄

Hid ω µ,( ) e
j– ω D µ+( )

=

−1

−0.5

0

0.5

1

−1

−0.5

0

0.5

1

−1

−0.5

0

0.5

1

ℜ(H_id)ℑ(H_id)

N
or

m
al

iz
ed

 F
re

qu
en

cy

µ
µ 0=

µ 1=

no
rm

ie
rt

e 
F

re
qu

en
z

ℑ Hid( ) ℜ Hid( )

Bild 3.11: Frequenzgang des idealen SRC Filters für verschiedene Wer-
te von  als Funktion der normierten Frequenzµ

µ



3.2 Optimales Filter zur Abtastratenumsetzung 29

Frequenz gezeigt. Die ganzzahlige Verzögerung wurde zu  gewählt, so dass jede der
Kurven im Bereich zwischen  einmal den Ursprung umkreist. Zu erkennen ist, dass
sich alle Kurven für  im Punkt  schneiden. In Bild 3.12 ist die Impulsantwort des
betrachteten Filters im Bereich  für die Werte und gezeichnet. Die
gestrichelten Linien repräsentieren hierbei die entsprechenden zeitkontinuierlichen -Funk-
tionen, die zu den Impulsantworten des SRC Filters im hybriden Modell korrespondieren. Die
auf den Kurven liegenden Kreise, bzw. Quadrate markieren jeweils die diskreten Abtastwerte
für und . Für den Fall  ist die Impulsantwort des digitalen Filters ledig-
lich eine ganzzahlige Verzögerung von  Taktintervallen, während sie in den übrigen Fäl-
len nichtkausal ist und sich in positiver und negativer Richtung unendlich ausdehnt.
Die Darstellung des komplexen Frequenzganges in Bild 3.11 ist relativ unanschaulich. Die bei-
den entscheidenden Größen der Übertragungsfunktion  sind der Betrag  und der
Phasengang

(3.21)

des jeweiligen, von  abhängigen, digitalen Filters. Aus dem Phasengang  lassen sich die
Phasenlaufzeit

(3.22)

und die Gruppenlaufzeit

(3.23)

ableiten. Physikalisch lässt sich die Phasenlaufzeit als die Verzögerung der einzelnen Sinus-
schwingungen interpretieren, während die Gruppenlaufzeit die Verzögerung der Einhüllenden
des Signals beschreibt. Der Amplitudengang des idealen SRC ist für  identisch Eins.
Die Phasen- und Gruppenlaufzeit ergeben sich jeweils zu .
Eine Darstellungsmöglichkeit besteht in der Übertragungsfunktion des zugrundeliegenden zeit-
kontinuierlichen Filters im hybriden Modell. Für das ideale SRC Filter, mit der durch (3.18) ge-
gebenen Impulsantwort, ergibt sich hierbei der ideale Tiefpass mit einer Grenzfrequenz von

, wobei die Nyquistfrequenz  die halbe Abtastfrequenz des rekonstruierten
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Signals darstellt. Der Amplitudengang dieses idealen Filters ist in Bild 3.13 gezeigt. Die Auf-
gabe dieses Filters im hybriden Modell besteht darin, die beim D/A-Wandeln erzeugten Images
des originalen Signals, sowie das gesamte Rauschen außerhalb des Nutzbandes, herauszufiltern.
Das originale Signal, das im Bereich  liegt, darf hierbei nicht verändert werden,
weshalb die Dämpfung hier  beträgt, bzw. 1 wenn die Abtastfrequenz des rekonstruierten Si-
gnals auf Eins normiert wird. Die Übertragungsfunktion  des idealen SRC Filters ist so-
mit gegeben durch

. (3.24)

In der Praxis ist es allerdings nicht erforderlich, dass die Übertragungsfunktion des zeitkontinu-
ierlichen Filters im gesamten Bereich  verschwindet. Für den Fall der Anti-Image Fil-
terung, bei dem, wie in Kapitel 3.1.3 erläutert, das Spektrum des rekonstruierten Signals in
einem rauschfreien Szenario erhalten bleiben soll, muss die Dämpfung in den Bereichen bei de-
nen die Images angesiedelt sind maximal sein (vgl. Bild 3.8). Für den Fall der Abtastratenum-
setzung, bei dem das Signalspektrum im Übertragungsband möglichst wenig gestört werden
soll, muss die Dämpfung, wie in Kapitel 3.1.4 beschrieben, in den sogenannten Aliasingbändern
gegen unendlich gehen.
Der Frequenzbereich, der beim Rekonstruieren in das Übertragungsband gefaltet wird, sei im
Folgenden mit  bezeichnet. Er ist für die drei Fälle einer Signalverarbeitung im Basisband
und einer reell-, bzw. komplexwertigen Signalverarbeitung im Bandpassbereich durch folgende
Formeln gegeben:

. (3.25)

Hierbei bezeichnet  die Bandbreite des Übertragungsbandes, außerdem gilt .
Das optimale SRC Filter besitzt daher in den durch  gegebenen Frequenzbändern theoretisch
eine unendliche Dämpfung, sowie im Übertragungsband eine Dämpfung von Eins.
Die bis jetzt angegebenen optimalen Filter gelten für die Annahme eines optimalen Taktregel-
kreises. In der Realität ist der Schätzwert des richtigen Abtastzeitpunktes allerdings fehlerbe-
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haftet. Der Fehler des Schätzwertes  ist mit der Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion  verteilt. Die Größe  bezeichnet hierbei die optimale Verzögerung,
die Größe  die geschätzte. Es muss daher strenggenommen der Ausdruck

(3.26)

minimiert werden. In der Praxis ist die Verteilung  allerdings kaum zu bestimmen und
die Minimierung von (3.26) mathematisch schwierig [92], [93]. In [93] wurde auf heuristischem
Weg allerdings gezeigt, dass das Filter mit dem kleinsten Fehler bei  diese Eigenschaft
auch in der Umgebung behält. Grundsätzlich müsste man bei diesen Betrachtungen noch zwi-
schen zufälligen und systematischen Abweichungen vom richtigen Abtastzeitpunkt unterschei-
den, da ein in einem realen System fast immer vorhandene Entzerrer systematische Fehler
zumindest teilweise korrigieren kann [134]. Dies gilt insbesondere bei der Verwendung von
fraktionalen Entzerrern (siehe Kapitel 4.4.3).
Weiterhin wurden bei den bisherigen Betrachtungen die Einflüsse des Kanals sowie des zusätz-
lichen Rauschens nicht berücksichtigt. Bei einer globalen Betrachtung müsste als Zielfunktion
der mittlerer quadratische Fehler (Mean Square Error, MSE) minimiert werden. Dieser ist unter
der Annahme des richtigen Abtastzeitpunktes gegeben durch

, (3.27)

wobei  das -te Sendesymbol bezeichnet. Eine Berechnung des zur Minimierung des MSE
optimalen SRC Filters wurde in [92], [93] für einen AWGN-Kanal durchgeführt. Ein AWGN-
Kanal bezeichnet hierbei einen verzerrungsfreien Kanal der mit AWGN beaufschlagt wird. Im
allgemeinen Fall ist diese Berechnung sehr schwierig und darüberhinaus sind bis jetzt keine ad-
aptiven Algorithmen bekannt, die ein in diesem Sinne optimales SRC Filter für einen nichtidea-
len Kanal und/oder farbiges Rauschen approximieren. Deshalb werden in der Praxis die
Einflüsse der Kanalverzerrungen und des additive Rauschen nach erfolgter Abtastratenumset-
zung und Synchronisation durch einen separaten Entzerrer (siehe Kapitel 4) minimiert.
Wird das Ausgangssignal des Filters zur Abtastratenumsetzung mit einem weiteren Filter gefal-
tet, gestaltet es sich in der Praxis als vorteilhaft, nicht die einzelnen Impulsantworten zu opti-
mieren, sondern die Gesamtimpulsantwort der Einzelfilter [121]. Dies ist etwa der bei einer
Entzerrung im Symboltakt der Fall, bei dem das Ausgangssignal des Abtastratenumsetzers nor-
malerweise mit einem sogenannten signalangepassten (Matched) Filter beaufschlagt wird (sie-
he Kapitel 4.4.3).

3.3 Implementierung der Filter zur Abt-
astratenumsetzung

In diesem Kapitel werden verschiedene Möglichkeiten zur Implementierung eines SRC Filters
beschrieben. Eine grundsätzliche Variante besteht darin, können die Filterkoeffizienten nach ei-
nem gegebenen Algorithmus zu jedem Verarbeitungsschritt direkt zu berechnen. Eine Über-
sicht derartiger Möglichkeiten findet sich etwa in [98], in der Praxis werden sie allerdings kaum
eingesetzt da sie sich als recht aufwändig erweisen. Eine zweite Methode besteht darin, Koef-
fizientensätze des digitalen Filters für verschiedene Werte von  zu speichern und damit den
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optimalen Koeffizientensatz für gegebenes  anzunähern. Dies ist Inhalt von Kapitel 3.3.1. Ein
weiteres, häufig eingesetztes Verfahren besteht darin, die einzelnen Koeffizienten der Impuls-
antwort der verschiedenen SRC Filter durch Polynome in  anzunähern. Somit kann das Filter
mit einem festen Koeffizientensatz implementiert werden. Dies wird in Kapitel 3.3.2 ausführ-
lich beschrieben. In Kapitel 3.3.3 wird schließlich ein exemplarischer Vergleich des Implemen-
tierungsaufwands für verschiedene Realisierungen gegeben.

3.3.1 Implementierung mit gespeicherter Impulsantwort

Eine naheliegende Möglichkeit der Implementierung eines SRC Filters besteht darin, die Im-
pulsantwort des zugrundeliegenden analogen Filters möglichst fein aufzulösen und zu spei-
chern. Für einen gegebenen Wert von  wird dann die Impulsantwort des gespeicherten Filters
selektiert, dessen korrespondierende fraktionale Verzögerung der geforderten am nächsten
kommt, oder es werden die verwendeten Koeffizienten durch Interpolation aus den Koeffizien-
tensätzen mehrerer gespeicherten Filter berechnet.
Wenn  Koeffizienten pro Zeitintervall  gespeichert werden, entspricht das einer Quanti-
sierung von  mit  gleichmäßig verteilte Quantisierungsstufen, wobei  die Anzahl der
Bits zur Quantisierung angibt. Für die Koeffizienten des quantisierten Filters  gilt dann

, (3.28)

wobei  der quantisierte Wert von  ist, der folgendermaßen berechnet werden kann:

. (3.29)

Da ein SRC Filter mit geradem  in der Regel eine symmetrische Impulsantwort besitzt [11],
reicht es in diesem Fall aus, eine Hälfte der Impulsantwort zu speichern, so dass man auf

 zu speichernde Koeffizienten kommt.
In Bild 3.14a ist am Beispiel von  gezeigt, wie die quantisierten Werte  für

 erhalten werden. Man kann weiterhin mit dem hybriden Modell rechnen, wenn man
das zugrundeliegende analoge SRC Filter quantisiert. Die entsprechende stufenförmige Impuls-
antwort  ist in Bild 3.14a gestrichelt eingezeichnet. Mathematisch erhält man diese Im-
pulsantwort durch Abtastung des ursprünglichen Filters mit der Frequenz  - was der
Faltung mit einer Dirac-Folge entspricht - und anschließender Faltung mit einem Halteglied er-
ster Ordnung (Zero Order Hold, ZOH). Das entsprechende abgetastete Filter sei im folgenden
mit  bezeichnet. In Bild 3.14a sind die von Null verschiedenen Werte dieses Filters durch
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Kreise angedeutet. Das Halteglied ist in Bild 3.15 gezeigt. Es hat die Impulsantwort

. (3.30)

Man kann die Qualität des quantisierten Filters deutlich steigern, wenn man die verwendeten
Koeffizienten durch Lagrange Interpolation zwischen benachbarten gespeicherten Werten er-
mittelt. Für den einfachsten Fall einer linearen Interpolation, die einer Lagrange Interpolation
erster Ordnung entspricht, erhält man das mit  bezeichnete Filters des hybriden Mo-
dells durch

, (3.31)

wobei gilt  und . Die Durchführung dieser linea-
ren Interpolation ist in Bild 3.14b gezeigt. Mathematisch entspricht sie einer Faltung mit einem
Halteglied erster Ordnung (First Order Hold, FOH), dessen, in Bild 3.15 gestrichelt gezeichne-
te, Impulsantwort durch

(3.32)

gegeben ist.
In Bild 3.16 ist gezeigt, wie die Berechnung des so gemittelten quantisierten SRC Filters imple-
mentiert werden kann.
Bild 3.17 zeigt die Impulsantwort des zugrundeliegenden analogen Filters eines SRC Filters
dritter Ordnung, sowie das entsprechende Filter  für .Bei dem SRC Filter handelt
es sich um ein Chebychevfilter, das für den Frequenzbereich  entworfen wurde.
Die entsprechenden Filter  und  sind in Bild 3.18a, bzw. Bild 3.18b gezeigt. Wäh-
rend man bei dem gleichmäßig quantisierten Filter in Bild 3.18a deutlich die einzelnen Stufen
erkennen kann, ist das durch Lagrange Interpolation erhaltene Filter in Bild 3.18b optisch kaum
vom ursprünglichen Filter  zu unterscheiden. Durch Verwendung eines Haltegliedes hö-
herer Ordnung ließe sich die Qualität des SRC Filters weiter steigern, dies wird aufgrund des
damit verbundenen Implementierungsaufwands allerdings nicht betrachtet.
Die bei der Quantisierung auftretenden Effekte lassen sich durch Transformation des zugrunde-
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liegenden analogen Filters in den Frequenzbereich einfach analysieren. Die Übertragungsfunk-
tion des analogen Filters sei im Folgenden durch  bezeichnet. Das durch Abtastung mit

 entstehende Filter mit der Übertragungsfunktion  ist im Frequenzbereich
periodisch mit , besitzt also Images bei Vielfachen von . Dieser Effekt ist für das Beispiel-
filter in Bild 3.19 gezeigt. Durch die Faltung mit dem entsprechenden Halteglied werden diese
Images gedämpft. Im Frequenzbereich entspricht der Faltung hierbei eine Multiplikation der
einzelnen Übertragungsfunktionen. Für die Verwendung eines ZOH, bzw. FOH sind diese Mul-
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tiplikationsoperationen in Bild 3.20a, bzw. Bild 3.20b gezeigt. Die Übertragungsfunktion
 des ZOH berechnet sich durch Fouriertransformation der Impulsantwort zu

. (3.33)

Nachdem man die Impulsantwort des FOH durch folgende Faltung erhält:

, (3.34)

gilt für die Übertragungsfunktion des FOH:

. (3.35)

Die Dämpfung eines FOH ist im logarithmischen Maßstab also doppelt so groß wie die des ent-
sprechenden ZOH. Die Übertragungsfunktion des quantisierten Filters , bzw. des
quantisierten gemittelten Filters , erhält man zu

, bzw. (3.36)

. (3.37)

Dies ist in Bild 3.20a, bzw. Bild 3.20b gezeigt. Wie in [172] erläutert wurde, hat die Abtastung
des SRC Filters verschiedene Effekte auf die Übertragungsfunktion des analogen Filters, dessen
bedeutsamster durch gedämpfte Images bei Vielfachen von  auftritt. Er besteht darin, dass
diese sogenannten Quantisierungsimages [172] in das Übertragungsband gefaltet werden kön-
nen, wenn das rekonstruierte Signal  mit der Frequenz  abgetastet wird (vgl. Bild 3.6).
Dies ist auch in Bild 3.20 zu erkennen.
Neben der Art des Haltegliedes und den Eckfrequenzen des Übertragungsbandes hängt die Am-
plitude der gedämpften Images im Wesentlichen von der zur Quantisierung verwendeten An-
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zahl an Bits  ab. Für das Beispielfilter beträgt die minimale Dämpfung 28,62 dB bei
 für das ZOH und 53,83 dB bei  für das FOH. Die Tatsache, dass die

minimale Imagedämpfung von  in dB nicht doppelt so groß wie die von  ist,
resultiert daraus, dass die Frequenz bei der diese minimale Dämpfung auftritt bei Verwendung
eines FOH im Vergleich zum ZOH kleiner wird. Entscheidend ist allerdings nicht die insgesamt
minimale Imagedämpfung, sondern die minimale Dämpfung im durch (3.25) definierten Fre-
quenzbereich , der bei der Ratenumsetzung in das Übertragungsband gefaltet wird. Diese
Dämpfung sei im Folgenden mit  bezeichnet. Sie lässt sich sehr gut durch folgende For-
mel approximieren [172], die die Dämpfung des ZOH bei der Bandpass-Grenze  angibt:

. (3.38)

Für das FOH gilt sinngemäß

. (3.39)

Die Bandpass-Grenze ist hierbei folgendermaßen definiert:

. (3.40)

Bei Abtastratenumsetzung im Bandpassbereich sinkt die sich ergebende Dämpfung nach (3.40)
mit steigender Mittenfrequenz , weil die Übertragungsfunktion der verwendeten Halteglie-
der bei  eine Nullstelle aufweist und die Dämpfung um diese Frequenz relativ schnell ab-
fällt. Aufgrund der Symmetrie der Übertragungsfunktion der Halteglieder um  steigt die
Dämpfung für komplexwertige Filters zur Abtastratenumsetzung bei  für steigendes

 allerdings wieder an. Dieser Sachverhalt ist auch in Bild 3.21 zu erkennen.
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Für die Verwendung eines ZOH Gliedes ist in Bild 3.22 die minimale Dämpfung als Funktion
von  für verschiedene Mittenfrequenzen gezeigt.
Man kann mit der beschriebenen Methode auch ein beliebiges Filter zur Abtastratenumsetzung
verwenden [75], indem die analoge Impulsantwort dieses Filters möglichst fein aufgelöst ge-
speichert wird. Hierfür bietet sich im speziellen das sogenannte signalangepasste (Matched) Fil-
ter an, das in einem Empfänger, der einen auf Symbolrate laufenden Entzerrer beinhaltet, in der
Regel implementiert ist. Die im Rahmen dieser Arbeit vorwiegend betrachteten Entzerrer, deren
Eingangssignale mit einem Vielfachen des Symboltaktes aufgelöst sind, können allerdings im-
plizit die Rolle des Matched Filters übernehmen (siehe Kapitel 4.4.3), so dass hier normalerwei-
se keine weiteren digitalen Filterung erforderlich sind. Bei Entzerrung im Symboltakt ist die
beschriebene Methode jedoch sehr interessant.

3.3.2 Implementierung in polynomischer Approximation
(Farrow-Struktur)

Eine weitere erfolgversprechende Struktur zur Implementierung besteht in einer von Farrow
vorgeschlagenen Architektur, bei der die zeitkontinuierliche Impulsantwort des SRC Filters ab-
schnittweise durch Polynome in  approximiert wird [46]. Zunächst soll in Kapitel 3.3.2.1 die
Grundstruktur erklärt werden. In Kapitel 3.3.2.2 und Kapitel 3.3.2.3 werden Verallgemeinerun-
gen dieser Struktur und in Kapitel 3.3.2.4 schließlich eine Methode zur Approximation der Ko-
effizienten der verschiedenen Filterstrukturen beschrieben.

3.3.2.1 Grundlagen und Standard Struktur

Die Impulsantwort des digitalen Filters zur Abtastratenumsetzung kann folgendermaßen ge-
schrieben werden

, (3.41)

wobei jeder Koeffizient  vom Bruchanteil der Verzögerung  abhängt. Eine effiziente Im-
plementierung des SRC Filters ist in der sogenannte Farrow-Struktur möglich, bei der jeder Ko-
effizient durch ein Polynom der Ordnung  in  gegeben ist [46]
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. (3.42)

Hierbei bezeichnet  die Implementierung des -ten Koeffizienten von  in Farrow-
Struktur. Der Vorteil dieser Darstellung ist, dass die Filterparameter  konstant sind. Der
einzige veränderliche Parameter ist die Intersymbolposition . Darüberhinaus gestaltet
sich die Steuerung von  einfacher als bei einer Implementierung mit gespeicherten Ko-
effizientensätzen nach Kapitel 3.3.1. Die Auflösung der Intersymbolposition ist zudem bei die-
ser Implementieren nur durch die Auflösung der Arithmetik begrenzt und nicht durch die Größe
des Speichers. Diese Eigenschaften machen die Farrow-Struktur sehr attraktiv für eine VLSI-
Implementierung oder für eine Realisierung auf einem digitalen Signal Prozessor (DSP) [171].
Das Ausgangssignal des in Farrow-Struktur implementierten SRC Filters ergibt sich durch Sub-
stitution von (3.42) in (3.12) zu

, (3.43)

wobei definiert wurde

. (3.44)

Die Implementierung nach (3.43) ist in Bild 3.23 dargestellt. In einer konkreten Realisierung
können die parallel eingezeichneten Verzögerungsglieder jeweils durch ein gemeinsames er-
setzt werden. Die einzelnen Polyphasen des Filters für  mit Impulsantwort

 sind in -Richtung aufgetragen, während die Darstellung der einzelnen Koeffizienten
für  in -Richtung dargestellt ist.
Im Frequenzbereich kann die Übertragungsfunktion des Filters durch

(3.45)

geschrieben werden [108], [162], wobei die Vektoren  der Länge  und  der Länge
 durch

 und (3.46)

(3.47)

gegeben sind, die Matrix  der Größe  und mit den Elementen  die Fil-
terparameter enthält und der Vektor  der Länge  die Impulsantwort für gegebenes

 darstellt.
Für ungerades  ist die Impulsantwort des SRC Filters in der Regel symmetrisch zu
und hat somit eine lineare Phase [11]. Es gilt daher folgende Bedingung:

(3.48)

für . Durch Einsetzen der Gleichung

(3.49)
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in (3.48) und Ordnen nach Potenzen von  kann man die Parameter  für
 aus den restlichen Parametern herleiten. Unter Anwendung des bino-

mischen Satzes für die Potenzen von  [18]

, (3.50)

erhält man für die Elemente der orthogonalen oberen Dreiecksmatrix  der Größe
 zur Berechnung dieser Parameter

(3.51)

schließlich

. (3.52)

Aus der Symmetriebedingung (3.48) folgt nach (3.52) lediglich, dass die Parameter der Basis-
funktion  symmetrisch sind, mit

. (3.53)

Um zu erreichen, dass die Parameter  für alle  symmetrisch werden, müssen die
einzelnen Filterparameter  nicht nach Potenzen von , sondern nach  zu entwickelt
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werden [169]. Die polynomischen Basisfunktionen  sind im Wertebereich
für gerade  achsensymmetrisch und für ungerade  punktsymmetrisch zu . Die
entsprechende Implementierung wird als modifizierte Farrow-Struktur bezeichnet. Ihre Para-
meter werden im Folgenden mit  bezeichnet. Aus der Symmetrie der Basisfunktionen
folgt nun für Filter mit symmetrischer Impulsantwort nach (3.48) für

. (3.54)

Die einzelnen Koeffizientengewichte sind durch

(3.55)

gegeben. Die Implementierung der modifizierten Farrow-Struktur kann analog zu der in
Bild 3.23 gezeigten Struktur erfolgen, mit dem Unterschied, dass die Filterkoeffizienten jetzt
durch  gegeben sind und dass die einzelnen Zweige mit  statt mit  multipliziert
werden.
Der Vorteil der modifizierten Farrow-Struktur liegt in der Symmetriebedingung (3.54). Diese
ermöglicht eine Verringerung der Anzahl an erforderlichen Multiplizierern im Vergleich zur
normalen Farrow-Struktur, da die einzelnen Zweige nun wie in Bild 3.24 gezeigt implementiert
werden können. Bei der normalen Farrow-Struktur kann diese Implementierung nur für den
Zweig mit gewählt werden, wobei die Symmetriebedingung (3.53) ausgenutzt wurde.
Insgesamt ergibt sich also, unter Berücksichtigung der Multiplikationen mit , eine Verringe-
rung der Anzahl an Multiplizierern von

. (3.56)

Für große Werte von  geht der Wert von (3.56) gegen .
Die Koeffizienten  können aus den Parametern  durch folgende Formel hergeleitet
werden:

(3.57)
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Durch Gleichsetzen der Gleichungen (3.49) und (3.55), Sortieren nach Potenzen von , und
Anwendung des polynomischen Satzes für Potenzen von

(3.58)

ergeben sich die Parameter der oberen Dreiecksmatrix  der Größe  zu

, (3.59)

wobei der sogenannte Binomialkoeffizient  für beliebige  und  folgenderma-
ßen definiert ist [18]:

. (3.60)

Die Inverse  zur Berechnung der symmetrischen Parameter  aus den Parametern
 kann in expliziter Form geschrieben werden als [170]

. (3.61)

Im Frequenzbereich kann das nach Potenzen von  entwickelte Filter durch

(3.62)

geschrieben werden, wobei der Vektor  nun durch

(3.63)

gegeben ist.
In Bild 3.25a ist die Impulsantwort eines komplexen SRC Filters gezeigt, das nach der in Kapi-
tel 3.4.1 erklärten Methode, mit den Parametern , ,  und

, entworfen wurde. Bild 3.25b zeigt die einzelnen Basisfunktionen für
 die sich bei einer Implementierung in der Standard Farrow-Struktur ergeben.

Bild 3.25c zeigt im Vergleich dazu die Basisfunktionen die sich ergeben, wenn das selbe Filter
in modifizierter Farrow-Struktur implementiert wird. Da hier die Basisfunktionen achsen-, bzw.
punktsymmetrisch zum Ursprung sind, kann die Anzahl der benötigten Multiplizierer nach
(3.56) um ca. 30% reduziert werden.

3.3.2.2 Verallgemeinerungen der Farrow-Struktur

Bei der bis jetzt besprochenen Farrow-Struktur wird die zeitkontinuierliche Impulsantwort
des SRC Filters durch abschnittsweise Polynome der Länge  angenähert. Eine Verallgemei-
nerung der Farrow-Struktur ist möglich, indem man Polynome beliebiger Länge als Basisfunk-
tionen zulässt [78]. Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass alle Basisfunktionen die
gleiche Länge  besitzen.
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Die polynomischen Basisfunktionen mit Grad  sind im Folgenden durch

(3.64)

gegeben. Die abschnittsweise polynomische Impulsantwort, bestehend aus  Polyno-
men, ist dann gegeben durch

. (3.65)

Gleichung (3.65) kann in äquivalenter Weise folgendermaßen geschrieben werden [78]:

. (3.66)

Durch Substitution von (3.64) in (3.66) erhält man schließlich für  [78]

. (3.67)

Zwei spezielle Werte von  besitzen praktische Bedeutung. Es sind dies  und
, wobei  eine natürliche Zahl ist. Der erste Wert führt für  zur normalen Far-

row-Struktur [46] und für  zur verallgemeinerten, bzw. verlängerten (Prolonged) Farrow-
Struktur [110], [136], wohingegen der zweite Wert zur transponierten Farrow-Struktur führt
[79], [78]. Auch bei dieser zweiten Struktur gibt es je nach Wahl von  wieder eine gewöhnli-
che  und eine verallgemeinerte  Struktur.
Zunächst soll der erste Fall mit  näher untersucht werden. Hier wird die zeitkontinu-
ierliche Impulsantwort durch Polynome angenähert, die im Vergleich zur normalen Farrow-
Struktur um den Faktor  kürzer sind, wodurch sich, bei gleichem polynomischen Grad , eine
bessere Annäherung an die Zielfunktion ergibt. In Bild 3.26 ist das Prinzip für ein reellwertiges
Filter der Ordnung  mit  und  gezeigt. Das Filter ist nach der in Kapitel
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3.4.2 beschriebenen Least Squares Methode für   f0 = 0, 25 fN  und entworfen.
Die die Zielfunktion darstellende zeitkontinuierliche Filterimpulsantwort ist gestrichelt darge-
stellt. Sie wird hier durch Geradenstücke der Länge  angenähert. Ein Filterparameter
wird nun, je nach Wert der Intersymbolposition der normalen Farrow-Struktur

, durch  verschiedene Polynome angenähert, was zu einer Filterstruktur
mit veränderlichen Koeffizienten führt. Die einzelnen Zweige sind im Folgenden durch den
Laufindex  durchnumeriert, wobei gilt

. (3.68)

Durch Einsetzen von  in (3.67) und Substitution in (3.12) ergibt sich zur Berechnung
des Ausgangswertes des Abtastratenumsetzfilters folgende Gleichung, die als Verallgemeine-
rung von (3.43) aufgefasst werden kann:

, mit (3.69)

. (3.70)

Die Intersymbolposition  ist gegeben als

(3.71)

und der Basispunktindex  durch

. (3.72)

Der Zusammenhang der Abtastzeitpunkte und der Intersymbolposition ist in Bild 3.27 für
 schematisch gezeigt. Die Bereichsgrenzen der polynomischen Funktionen sind durch

gestrichelt gezeichnete Linien angedeutet. Man erkennt, dass sich der Wert von  als der
zeitliche Abstand der Bereichsgrenze zum Zeitpunkt  und dem aktuellen Ausgangssam-
ple ergibt. Hierbei ist der Zeitpunkt  gegeben durch

. (3.73)

In Bild 3.27 gilt für das Ausgangssample zum Zeitpunkt  etwa ,
d.h. der Zeitpunkt des Eingangssamples ist quasi um  verschoben
Ein Nachteil der verlängerten Farrow-Struktur besteht darin, dass die Symmetriebedingung
(3.48) nicht ausgenutzt werden kann, um die Anzahl der erforderlichen Multiplizierer merklich
zu minimieren. Lediglich für ungeradzahliges  kann die Symmetrie im mittleren Segment mit

 verwendet werden. Dies liegt daran, dass in den anderen Segmenten, bzw. für
geradzahliges  die Symmetrie zwischen den Segmenten  und  auftritt. Dies ist auch in
Bild 3.28 zu sehen, in dem ein SRC Filter mit den Parametern des Filters in Bild 3.26 für
gezeigt ist. Die Symmetrie des mittleren Segments mit  kann hier ausgenutzt werden.
Werte des SRC Filters in diesem Segment sind durch Dreiecke angedeutet. Die Symmetrie der
Segmente  und  kann hingegen nicht ausgenutzt werden, da zu einem gegebenen
Zeitpunkt nur Filterwerte aus einem der beiden Segmente zur Berechnung erforderlich sind. Im
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Beispiel sind Filterwerte im ersten Segment durch Kreise angedeutet.

3.3.2.3 Transponierte Farrow-Struktur

Ein Nachteil der normalen und verlängerten Farrow-Struktur besteht bei der Anwendung zur
Abtastratenumsetzung darin, dass die Filter nur Nullstellen bei Vielfachen der Eingangsfre-
quenz  und  erzeugen können [78]. Wie in Kapitel 3.1.4 erklärt, werden
jedoch die Bereiche bei Vielfachen der Ausgangsfrequenz  bei der Abtastratenum-
setzung in das Übertragungsband gefaltet. Um Anteile in diesen Aliasing-Frequenzbändern
wegzufiltern, muss als Verarbeitungsgeschwindigkeit des Filters zur Abtastratenumsetzung, die
Ausgangsfrequenz  gewählt werden. Dies ist möglich, wenn in (3.67)  gewählt
wird [75],[78]. Durch Substitution in (3.12) ergibt sich als Ausgangssignal

, mit (3.74)

(3.75)

und der Intersymbolposition  gegeben als

. (3.76)
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Die Bereichsgrenzen  und  der äußeren Summe in (3.74) ergeben sich mit

 zu (3.77)

 und . (3.78)

In Bild 3.29 sind die Verhältnisse der Abtastzeitpunkte mit den beiden Intersymbolpositionen
 und  der normalen, bzw. transponierten Farrow-Struktur für  dargestellt.

Während bei der normalen Struktur zu jedem Ausgangssample ein Wert von  korrespondiert,
kann es bei der transponierten Struktur vorkommen, dass mehrere Werte von  dazu korrespon-
dieren. Die zugrundeliegende Ursache ist, dass sich  bei einer Inkrementierung
von  nicht notwendigerweise erhöht, da gilt . In Bild 3.29 tritt dieser Fall für das Aus-
gangssample zum Zeitpunkt  auf, das zu den zwei Eingangssamples zu den Zeitpunk-
ten  und  korrespondiert. Diese Eingangssamples werden daher mit dem
identischen Koeffizientensatz gewichtet und die entsprechenden Ergebnisse werden zur Gene-
rierung des Ausgangswertes addiert.
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In Bild 3.30 ist die Implementierung der transponierten Farrow-Struktur für  gezeigt. Die
Summierung von aufeinanderfolgenden Werten, die zum identischen Ausgangssample korre-
spondieren, geschieht in Integrate and Dump (I&D) Blöcken. Für den Fall  bleibt die
Struktur bestehen, lediglich die Koeffizienten  werden zeitvariant.
Das Steuersignal zum Nullsetzen der (I&D) Blöcke wird gesetzt, wenn gilt

, da dann mit dem letzten Eingangssample ein Ausgangssample erzeugt
wurde. Ein Ausgangssample wird erzeugt, wenn gilt .
Bei der in Bild 3.30 gezeigten Implementierung werden alle Multiplizierer mit der hohen Rate

 getaktet. Da die Filterparameter  zeitinvariant sind, ist es möglich, die I&D Blöcke
vor die Multiplizierer mit diesen Parametern zu plazieren [9]. Da die I&D Blöcke implizit auch
die Ratenumsetzung von  auf  übernehmen, sind die Multiplizierer dann mit der
niedrigeren Rate getaktet. Die entsprechende Implementierung wird im Folgenden als Struktur
2 bezeichnet. Sie ist in Bild 3.31 gezeigt
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.

3.3.2.4 Approximation der Koeffizienten durch Kurvenanpassung

Eine Möglichkeit zur Generierung der Farrow-Matrix  besteht in der polynomische Approxi-
mation einzelner Koeffizientensätze nach der Methode der kleinsten Fehlerquadrate (least
squares curve fitting). Hierfür werden zunächst eine Anzahl von  Filterkoeffizientensätzen

, korrespondierend zu  verschiedenen Werten von , berechnet. Soll das Filter in Stan-
dard Farrow-Struktur entworfen werden, d.h. gilt , werden die Werte  im Bereich

 gewählt. Ansonsten wird für jeden der  Zweige eine eigene Matrix  entworfen,
der Wertebereich  im -ten Zweig ist dann

 mit . (3.79)

Anschließend wird jeder Koeffizient der Impulsantwort der Farrow-Struktur durch ein Po-
lynom vom Grad an die  entsprechenden Werte des Koeffizientensatzes  angenä-
hert. Hierfür wird der quadratische Restfehler  zwischen den Werten des
Koeffizientensatzes und dem Polynom in  minimiert:

. (3.80)

Die Minimierung von (3.80) geschieht durch Nullsetzen des Gradienten von  nach
 [72]. Dies schreibt sich in Vektorschreibweise (siehe Appendix 1) als
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, (3.81)

wobei der Vektor  der Länge  die -te Spalte der Matrix  repräsentiert. Dies führt
nach einigen algebraischen Umformungen auf folgendes lineare Gleichungssystem [98]

, (3.82)

wobei der Vektor  der Länge  durch

(3.83)

gegeben ist und  eine Vandermonde Matrix der Größe  der Werte  ist

. (3.84)

Durch Bildung der Pseudoinversen  kann die polynomische Approximation
des -ten Koeffizienten zu

(3.85)

berechnet werden. Zur Approximation der Koeffizienten der modifizierten Farrow-Struktur ge-
nügt es, in (3.85) die Matrix  durch eine Matrix  zu ersetzen, bei der  durch  sub-
stituiert wird.
Die beschriebene polynomische Approximation funktioniert in der Praxis sehr gut, für zwei der
im nächsten Abschnitt besprochenen Entwurfsverfahren lassen sich jedoch auch direkte Metho-
den zum Entwurf der Farrow-Koeffizienten angeben.

3.3.3 Exemplarischer Vergleich des Implementierungs-
aufwands

In diesem Abschnitt soll exemplarisch ein Vergleich verschiedener Strukturen zur Abtastraten-
umsetzung anhand des erforderlichen Implementierungsaufwandes durchgeführt werden. Be-
sonders sollen Signalverarbeitung im Basisband und im Bandpassbereich gegenübergestellt
werden. Allgemeine Aussagen sind hierbei allerdings nur bedingt zu treffen, da zum einen die
erforderliche Dämpfung der eingesetzten SRC Filter stark von der Systemumgebung anhängt
und andererseits verschiedene Methoden zur Abtastratenumsetzung nahezu beliebig kombinier-
bar sind, so dass das Finden einer optimalen Lösung sehr schwierig ist [75], [79]. Zu den er-
wähnten, die erforderliche Dämpfung beeinflussenden Parametern, gehören etwa Güte der
analogen Vorfilterung, das SNR am Empfängereingang sowie die Charakteristik möglicherwei-
se vorhandener Störer, die sich außerhalb des Übertragungsbandes befinden. Insbesondere ist
bedeutend, ob die analoge Vorfilterung lediglich das Ziel hat, das Abtasttheorem am A/D-
Wandler einzuhalten, oder ob auch die Leistung vorhandener Störkanäle bereits reduziert wird.
Grundsätzlich ist es zwar sinnvoll, möglichst viel Störleistung bereits analog wegzufiltern, etwa
um die erforderliche Auflösung des A/D-Wandlers gering zu halten, und um allgemein den Auf-
wand der digitalen Filterung zu minimieren, bei einer flexiblen Bandbelegung ist dies allerdings
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nur bedingt möglich, weil die analogen Filter meist mit festen Parametern realisiert werden. Au-
ßerdem ist der Aufwand zur Abtastratenumsetzung stark vom Überabtastfaktor am Eingang ab-
hängig, der bestimmt, bei welchen Frequenzen die Wiederholspektren auftreten.

3.3.3.1 Kaskadierte Systeme

Grundsätzlich gilt, dass der zur Filterung erforderliche Aufwand stark vom Überabtastfaktor am
Ausgang des SRC Filters abhängt, da dieser die Breite des Signalbandes im Vergleich zur Abt-
astfrequenz am Ausgang des Filters angibt und somit die relative Größe des Frequenzbereichs
in dem die geforderte Mindestdämpfung eingehalten werden muss. Daher liegt eine erfolgver-
sprechende Strategie hierin, das System zur Abtastratenumsetzung kaskadiert zu gestalten, also
den gesamten Dezimierungsfaktor in ein Produkt mehrerer kleinerer Faktoren zu zerlegen und
diese einzelnen Faktoren in aufeinanderfolgenden Stufen zu realisieren. Grundsätzlich ist es
auch möglich, die Rate zunächst zu erhöhen, um den Aufwand in der darauffolgenden Stufen
gering zu halten [79]. Vorteil eines kaskadierten Systems ist, dass in Stufen mit hohem Über-
abtastfaktor am Ausgang die Anforderungen an das eingesetzte SRC Filter relativ gering sind,
so dass hier relativ kurze Filter verwendet werden können, deren Koeffizienten darüberhinaus
mit relativ geringen Wortbreiten auskommen. Nachteilig ist hingegen, dass der Filteraufwand
in der Regel ebenfalls proportional zur Ausgangsrate ist, da die erforderlichen Signalwerte im
Takt dieser Rate berechnet werden.
Ein möglicher Ansatz besteht darin, zunächst ein Filter mit irrationaler Ratenumsetzung und ho-
her Ausgangsrate einzusetzen. Dieses Filter erzeugt am Ausgang einen ganzzahligen, oder zu-
mindest rationalen Überabtastfaktor, so dass die folgenden Stufen als Filter mit periodischen,
bzw. festen Koeffizienten implementiert werden können [77]. Nachteilig an diesem Ansatz ist
allerdings die relativ hohe Rate mit der dieses Filter betrieben wird.

3.3.3.2 Ganzzahlige Dezimation anhand von Kammfiltern

Bei Signalverarbeitung im Basisband bieten sich zu einer Dezimierung mit ganzzahligem Fak-
tor etwa sogenannte Kammfilter [80] an (eine Verallgemeinerung zur Dezimation mit rationa-
len Faktoren ist in [74] gegeben). Im Gegensatz etwa zu den häufig verwendeten Lagrange
Interpolationsfiltern, können Kammfilter auch zur Anti-Aliasing Filterung verwendet werden
[74]. Sie bestehen aus einer Kaskade von Integratoren, die auf der hohen Eingangsrate laufen,
gefolgt von einer gleichen Anzahl sogenannter Kammstufen, die auf der niedrigeren Ausgangs-
rate betrieben werden. Sie haben einen linearen Phasengang, können multipliziererfrei betrie-
ben werden, erfordern wenig Speicher und weisen eine reguläre Struktur auf. Der
Amplitudengang zeigt Tiefpass-Charakteristik, wobei die Dämpfung bis zur ersten Nullstelle
stetig zunimmt. Die Nullstellen sind hierbei bei Vielfachen von  angeordnet, wobei  ein
Entwurfsparameter ist, der durch den Dezimationsfaktor vorgegeben ist. Durch eine Erhöhung
der Filterordnung erhöht sich die Dämpfung in der Umgebung der Nullstellen erheblich, jedoch
wird der Betragsgang auch bei niedrigen Frequenzen allgemein steiler. Durch die mit der Fre-
quenz stark zunehmende Dämpfung ist die Anwendung dieser Filter auf relativ kleine Überabt-
astfaktoren am Ausgang beschränkt, wodurch sich die Verwendung von Kammfiltern auf die
ersten Stufen einer kaskadierten SRC Struktur beschränkt. Eine exemplarische Betragsfunktion
eines Kammfilters 4. Ordnung mit , das nach der in [80] beschriebenen Methode ent-
worfen wurde, ist in Bild 3.32 gezeigt. Die auf die Ausgangsfrequenz normierte Bandbreite be-
trägt hier 1/8. Die Dämpfung in den Aliasingbändern beträgt mindestens 65 dB, die maximale
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Dämpfung im Übertragungsband liegt bei 0,9 dB.

3.3.3.3 Vergleich von Basisband- mit Bandpassverfahren

Wesentliche, den Implementierungsaufwand betreffende, Unterschiede bei Entzerrung im Ba-
sisband und Entzerrung im Bandpassbereich sind:
• Zur Erzeugung des Basisbandsignals muss das reelle Eingangssignal zunächst mit

 und  multipliziert werden. Dies erfordert die Durchführung von
Multiplikationen pro Sekunde. Gleichzeitig wird dadurch ein Spektrum bei  erzeugt,
das durch anschließende Filterung eliminiert werden muss. Ein alternatives Vorgehen
besteht darin, durch Filterung des Eingangssignals mit einem Hilbert Transformator
zunächst das komplexwertige, sogenannte analytische Signal zu erzeugen, das keine Kom-
ponenten bei negativen Frequenzen aufweist, und dieses Signal anschließend ins Basisband
zu transferieren. Bei einer Signalverarbeitung im Bandpassbereich fallen sowohl die zum
Mischen erforderlichen Multiplikationen weg, als auch die Notwendigkeit, ein weiteres
Signalband durch Filterung zu eliminieren.

• Bei einer Signalverarbeitung im Basisband müssen beide Komponenten des komplexwerti-
gen Signals getrennt dezimiert werden, so dass der Aufwand im Vergleich zu einer Imple-
mentierung im Bandpassbereich zunächst verdoppelt ist. Allerdings gestaltet sich die
Ratenumsetzung eines Signals bei höheren Frequenzen allgemein etwas aufwändiger als
bei niedrigen, da das Zeitsignal sich schneller verändert, und es daher schwieriger wird,
Werte zwischen den Abtastpunkten zu rekonstruieren. Darüberhinaus sind bei Verarbeitung
im Basisband zur ganzzahligen Dezimation aufwandsarm implementierbare SRC Filter,
wie etwa die bereits erwähnten Kammfilter, verfügbar.

• Zur Entzerrung im Bandpassbereich wird meist die in Kapitel 4.1.3 erklärte Struktur einge-
setzt, die im Vorwärtszweig mit zwei reellwertigen Filtern auskommt. Zur Entzerrung im
Basisband werden hingegen komplexwertige Filter verwendet. Unter der Annahme, dass
eine komplexwertige Multiplikation vier reellwertigen entspricht, ist daher der Vorwärts-
entzerrer eines Bandpassentzerrers bei gleichem  mit halbem Aufwand realisierbar. Übli-
cherweise wird ein Entzerrer im Bandpassbereich jedoch auf einer höheren Rate betrieben,
wobei die Ursache zum Teil darin begründet liegt, dass bei Signalverarbeitung im Band-
passbereich üblicherweise keine Abtastratenumsetzung implementiert wird und daher
lediglich die Abtastfrequenz so gering wie möglich gewählt wird, um Aliasing auszu-
schließen (siehe etwa [81]). Die Verwendung eines relativ hohen Überabtastfaktors im Ent-
zerrer verringert jedoch auch deutlich die Anforderungen an das SRC Filter.
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Bild 3.32: Betrag der Übertragungsfunktion eines Kammfilters 4. Ordnung
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3.3.3.4 Exemplarischer Vergleich verschiedener Strukturen

Im Folgenden sollen nun exemplarisch verschiedene Strukturen in Bezug auf die benötigte An-
zahl an Multiplikationen und Additionen pro Sekunde verglichen werden. Dies soll hier nur als
grobe Abschätzung dienen, da weitere wichtige Parameter, wie etwa verwendete Wortbreiten,
Größe von Koeffizientenregistern, Art der Implementierung (feste oder variable Koeffizienten)
unberücksichtigt bleiben. Sofern FD-Filter verwendet werden, sind diese in Farrow-Struktur
implementiert. Die untersuchten Strukturen sind im Einzelnen:
(S1) SRC im Basisband (BB) durch ein Wurzel-Nyquist Roll-Off (Square Root Raised

Cosine, SRRC) Filter mit gespeicherter überabgetasteter Impulsantwort.
(S2) SRC im BB durch ein SRRC-Filter festem Koeffizientensatz, gefolgt von einem FD-Fil-

ter.
(S3) SRC im BB durch ein einziges FD Filter.
(S4) SRC im BB durch ein Kammfilter gefolgt von einem FD-Filter.
(S5) SCR im BB durch ein Kammfilter, gefolgt von einem SRRC Filter mit gespeicherter

überabgetasteter Impulsantwort.
(S6) SCR im BB durch ein Kammfilter, gefolgt von einem FD Filter und einem SRRC Filter

mit festem Koeffizientensatz.
(S7) SRC im Bandpassbereich (BP) durch ein FD Filter. Hierbei ist die Mittenfrequenz im

Vergleich zur Nyquistfrequenz  relativ niedrig (max. 0,5).
(S8) SRC im BP wie (S7) mit Mittenfrequenz, die im Vergleich zu  relativ groß ist.

Die einzelnen Basisbandverfahren werden dabei noch verglichen für Entzerrung im Symbol-
takt, bzw. mit ; bei dem Bandpassverfahren wird , bzw.  gewählt.
Folgende Parameter wurden für den Vergleich angesetzt:
• Zur Entzerrung wird ein DFE mit  Koeffizienten des Vorwärtsfilters bei den BB-

Verfahren, bzw.  bei dem BP-Verfahren. Das Rückkoppelfilter hat ein Länge
von .

• Die Kammfilter haben 6. Ordnung und sind multipliziererfrei implementiert. Ihre Aus-
gangsrate beträgt etwa .

• Die Parameter der SRRC, bzw. FD Filter sind in Tabelle 3.1 gegeben. Hierbei ist  der
Grad der SRRC-Filter, ,  und  sind die entsprechenden Parameter der Implementie-
rung der FD Filter in Farrow-Struktur. Für  wurde von der Symmetriebedingung der
modifizierten Struktur (siehe Kapitel 3.3.2.1) Gebrauch gemacht. Bei den Verfahren (S2)
und (S6), die ein SRRC-Filter mit festem Koeffizientensatz verwenden, wird die Symme-
trie der Impulsantwort zur Halbierung der Anzahl an Multiplikationen ausgenutzt. Bei (S1)
und (S5) könnte die Anzahl der zu speichernden Koeffizienten durch eine Interpolation der
Koeffizienten niedrig gehalten werden. Da die Größe des verwendeten Speichers hier
jedoch nicht betrachtet wird, wird diese Technik nicht angewandt.

(S1) (S2) (S3) (S4) (S5) (S6) (S7) (S8)

w 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 4 6 4 6

LSRRC 12 10 12 10 5 4 5 3

N 3 2 9 7 4 3 3 3 3 2 6 5

K 2 2 4 3 3 2 3 2 2 2 3 3

J 1 1 3 3 1 1 1 1 1 1 1 1

Tabelle 3.1: Parameter der verglichenen Strukturen
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Die berechneten Ergebnisse sind in Bild 3.33 in Abhängigkeit der Symbolrate gezeigt. Die bei-
den oberen Grafiken zeigen Ergebnisse der Basisbandverfahren mit Entzerrung im Symboltakt,
die unteren entsprechend mit Entzerrung im halben Symboltakt. Die Ergebnisse der Band-
passverfahren wurde in alle Grafiken gezeichnet, von den Eigenschaften entspricht sie jedoch
eher denen der Basisbandverfahren mit überabgetastetem Entzerrer. In Bild 3.33a finden sich
die Multiplikationsoperationen pro Sekunde, in Bild 3.33b wurden die erforderlichen Additio-
nen ebenfalls berücksichtigt, wobei vereinfachend angenommen wurde, dass eine Multiplikati-
on dem Aufwand von zehn Additionen entspricht.
Man erkennt zunächst, dass bei den meisten BB Verfahren die erforderlichen Operationen für

 und  vergleichbar sind, wobei (S1) und (S2) hier Ausnahmen darstellen. Diese
beiden Verfahren sind aber ohnehin relativ aufwändig. Grund für dieses Ergebnis ist, dass der
Aufwand für die Entzerrung - bei den hier als gleich angenommenen Entzerrerlängen - identisch
ist. Für  muss die letzte Stufe des SRC Systems zwar Werte mit der doppelten Rate lie-
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Bild 3.33: Exemplarischer Vergleich des Implementierungsaufwandes von SRC Struk-
turen als Funktion von . Bei den BB-Verfahren ist w=1 (oben), bzw. w=2 (unten).

(a) Anzahl an Multiplikationen, (b) Anzahl an (Multiplikationen + Additionen/10).

f T

(a)

S1
S2
S3
S4
S5
S6

S7 w=4 M
ul

tip
lik

at
io

ne
n/

s

fT [MHz]

(b)

fT [MHz]

 M
ul

tip
lik

at
io

ne
n/

s

M
ul

/s
 +

 0
,1

⋅A
dd

/s

fT [MHz] fT [MHz]

S8 w=4
S7 w=6
S8 w=6

S1

S2

S3

S4

S5

S6

S7

S8

Basisband: w=1 Basisband: w=1

Basisband: w=2 Basisband: w=2

x 106 x 106

x 106x 106

w 1= w 2=

w 2=



54 3. Digitale Abtastratenumsetzung

fern, allerdings sinken dadurch auch die Anforderungen an das Filter, so dass sich effektiv der
Aufwand im Vergleich zu  nicht verdoppelt. Bei den BB Verfahren sind insbesondere
die Strukturen vorteilhaft, die zunächst mit einem Kammfilter die Rate reduzieren und anschlie-
ßend - entweder mit einem FD-Filter wie in (S4), oder mit einem SRRC-Filter wie in (S6) - die
Ratenumsetzung mit einem irrationalen Faktor durchführen. Die Bandpassverfahren sind bei re-
lativ niedrigen Mittenfrequenzen und  diesen Verfahren gleichwertig, bzw. sogar über-
legen. Sie erscheinen insbesondere vorteilhaft, wenn man auch die erforderliche Anzahl an
Additionen berücksichtigt. Ursache ist, dass die Kammfilter multipliziererfrei realisiert sind,
zur Generierung der Ausgangswerte hier jedoch relativ viele Additionsoperationen erforderlich
sind. Ist die Mittenfrequenz jedoch so hoch, dass zur Ratenumsetzung lange SRC Filter erfor-
derlich sind, wirken die Basisband Verfahren attraktiver. Allerdings ist bei Basisbandverfahren
mit  der Unterschied zu Bandpassverfahren mit  nicht dramatisch. Durch eine Er-
höhung des Abtastfaktors in der ersten Stufe eines kaskadierten Systems lässt sich die Mitten-
frequenz relativ zur Abtastrate reduzieren, so dass unter Umständen der Gesamtaufwand sinkt.
Dieses Vorgehen wurde etwa in [77] zur Dezimation von Basisbandsignalen in einer stark ver-
rauschten Umgebung angewandt. Unter Umständen lässt sich bei relativ niedrigen Mittenfre-
quenzen im Bereich bis etwa  durch Reduktion des Überabtastfaktors auf 3 die
Attraktivität einer Signalverarbeitung im Bandpassbereich weiter steigern.
Zusammenfassend kann gesagt werden, dass, falls das Eingangsspektrum im Vergleich zur Ny-
quistfrequenz bei relativ niedrigen Frequenzen angesiedelt ist, Bandpassverfahren günstig er-
scheinen, andernfalls - insbesondere wenn relativ viel Rauschen in Bereichen außerhalb des
Nutzbandes vorhanden ist - Basisbandverfahren etwas günstiger erscheinen. Insgesamt lässt
sich anhand der gefundenen Ergebnisse jedoch keine allgemeingültige Aussage treffen.

3.4 Entwurf der Filter zur Abtastraten-
umsetzung

In diesem Kapitel sollen Verfahren zum Entwurf von SRC Filtern angegeben werden. Zur Ab-
schätzung der Qualität eines implementierten digitalen SRC Filters wird hierfür eine Fehler-
funktion  definiert, als die Differenz der Übertragungsfunktion des implementierten
Filters  und der des idealen Filters  aus (3.20).

. (3.86)

Zum Entwurf eines digitalen SRC Filters wird diese Fehlerfunktion im Folgenden nach ver-
schiedenen Kriterien minimiert. Die betrachteten Entwurfskriterien sind im Einzelnen der in
Kapitel 3.4.1 betrachtete maximal flache Entwurf, bei der die ersten  Ableitungen von

 bei einer Mittenkreisfrequenz  zu Null gesetzt werden, das in Kapitel 3.4.2 betrach-
tete Least Squares Verfahren, das das Integral des Betrags der quadrierten Fehlerfunktion in ei-
nem gegebenen Frequenzbereich minimiert, sowie das in Kapitel 3.4.3 betrachtete Chebychev
oder Minmax-Kriterium, bei dem das Maximum des Betrags der Fehlerfunktion in einem ge-
wissen Kreisfrequenzbereich  minimiert wird.
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3.4.1 Maximal Flacher Entwurf

3.4.1.1 Allgemeine Herleitung

Zum Entwurf eines maximal flachen FD Filters wird die Fehlerfunktion  bei einer Mitten-
kreisfrequenz  maximal flach angenähert, das heißt die ersten  Ableitungen der Fehler-
funktion werden für  zu Null gesetzt. Dies führt zu folgendem linearen
Gleichungssystem:

. (3.87)

In Matrixnotation kann die Lösung von (3.87) folgendermaßen geschrieben werden:

, (3.88)

wobei die  Matrix  und der  Vektor  gegeben sind durch

 und (3.89)

. (3.90)

Die Variable ist definiert als .
Im Allgemeinen gibt die Lösung des linearen Gleichungssystems (3.88) für  ein kom-
plexwertiges digitales SRC Filter . Soll ein reellwertiges SRC Filter entworfen wer-
den, zerfällt jede Zeile des Gleichungssystems (3.88) (aufgelöst nach ) in zwei Zeilen, so wird
etwa aus der ersten Zeile

. (3.91)

Das sich ergebende Gleichungssystem ist im Allgemeinen unterbestimmt und exakt nur lösbar,
wenn die Mittenkreisfrequenz  zu  gesetzt wird, da dann jede zweite Zeile wegfällt und
wieder ein bestimmtes lineares Gleichungssystem entsteht. Die Entwurfsmethode ist dann äqui-
valent zur klassischen Lagrange Interpolation und die Koeffizienten können in geschlossener
Form gegeben werden als

. (3.92)

Zum Entwurf eines reellwertigen SRC Filters mit  muss die Fehlerfunktion  so-
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wohl bei der positiven Mittenkreisfrequenz , als auch bei  maximal flach angenähert
werden. Da sich die Anzahl der Anforderungen im Vergleich zum komplexwertigen Filter so
verdoppelt, können nur die ersten  Ableitungen bei  zu Null gesetzt wer-
den, wobei  ungeradzahlig sein muss.  und  resultieren dann in

 und (3.93)

. (3.94)

Dies entspricht der gleichzeitigen getrennten Lösung der Gleichungssysteme die sich aus (3.88)
durch Real- bzw. Imaginärteilbildung ergeben. Die so erhaltene Impulsantwort des SRC Filters
wird, wie üblich, symmetrisch.
Eine zweite Möglichkeit zum Design eines reellwertigen maximal flachen digitalen SRC Filters
besteht darin, das unterbestimmte Gleichungssystem der Struktur von (3.92) näherungsweise
nach der Methode der minimalen Fehlerquadrate (Least Squares) zu bestimmen. Dieses Vorge-
hen hat die Vorteile, dass die Einschränkung der ungeradzahligen Filterordnung wegfällt, und
dass näherungsweise die ersten  Ableitungen der Fehlerfunktion bei  zu Null ge-
setzt werden. Allerdings sind die Eigenschaften eines derartig entworfenen Filters in der Praxis
wesentlich schlechter als wenn das Filter nach Gleichungen (3.88), (3.93) und (3.94) entworfen
wird. Darüberhinaus ist die Impulsantwort in der Regel auch nicht mehr symmetrisch.

3.4.1.2 Least Squares Entwurf der Farrow-Struktur Koeffizienten

Da beim maximal flachen Entwurf die Filterkoeffizienten in geschlossener Form angegeben
werden können, ist es möglich, durch die Methode der kleinsten Fehlerquadrate (Least
Squares), die Koeffizienten  einer Implementierung in Farrow-Struktur zu berechnen. Hier-
bei wird die Impulsantwort des Filters in Farrow-Struktur  für  möglichst gut an
das optimale Filter  angenähert. Gesucht wird also der Koeffizientensatz, der die Ko-
stenfunktion

(3.95)

minimiert. Mit Gleichung (3.49) in Matrixform  und dem idealen Filter
 nach Gleichung (3.88) wird (3.95) unter Vernachlässigung der Abhängigkeit von  zu

. (3.96)

Mit den Rechenregeln  für beliebige Spaltenvektoren  und  der Größe
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 und  sowie Matrizen  der Größe , sowie  für beliebige qua-
dratische Matrizen gleicher Dimension (siehe etwa [89]), wobei  der Spur-Operator ist,
lässt sich Gleichung (3.96) schreiben als

. (3.97)

Um den Koeffizientensatz  zu finden der (3.97) minimiert, wird die Ableitung von Gleichung
(3.97) bezüglich  zu Null gesetzt. Mit den beiden, in [108] bewiesenen Rechenvorschriften

 für hermitische  und , (3.98)

für beliebige quadratische Matrizen gleicher Dimension ergibt sich

. (3.99)

Der gesuchte Koeffizientensatz  ist schließlich gegeben durch

, (3.100)

wobei die  Matrix  gegeben ist als

. (3.101)

Die Elemente von  berechnen sich zu . Die Matrix  der Größe
 ist gegeben durch

, mit den Elementen (3.102)

(3.103)

für komplexwertige Filter, bzw.

(3.104)

für reellwertige Filter. Die Integrale der Gleichungen (3.103) bzw. (3.104) sind durch wieder-
holtes anwenden der Integrationsformel [18]

(3.105)

geschlossen lösbar, jedoch werden die Ausdrücke für  und/oder  sehr unübersicht-
lich. Die Elemente  lassen sich aber auch problemlos durch numerische Integration be-
stimmen.
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3.4.2 Entwurf durch Minimierung der Fehlerquadrate

3.4.2.1 Entwurfsmethode

Zur Bestimmung des SRC Filters, das die Fehlerfunktion (3.86) im Kreisfrequenzbereich
 für gegebenes  im Sinne des kleinsten quadratischen Fehlers minimiert, muss der

Koeffizientenvektor  gefunden werden, der - unter Vernachlässigung der Abhängigkeit
von  - die Fehlerfunktion

(3.106)

minimiert. Für reellwertige Filter vereinfacht sich Gleichung (3.106) zu

. (3.107)

Für den in diesem Sinne optimalen Koeffizientenvektor  verschwindet der Gradient der
Fehlerfunktion (3.106) mit Bezug zu , so dass gilt

. (3.108)

Rechenregeln zur Ableitung der nicht analytischen Gleichung (3.106) nach dem komplexen
Vektor  finden sich in Appendix 1. Im Speziellen gilt hier

. (3.109)

Hiermit ist die Lösung von Gleichung (3.108) für komplexwertige  gegeben durch

, (3.110)

wobei die  Matrix  definiert ist als

. (3.111)

Die Elemente von  sind gegeben als

. (3.112)

Für den Grenzfall  gilt (z.B. nach der Regel von De l‘Hôpital)

. (3.113)

Der Vektor  der Länge  ist gegeben als

(3.114)
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, (3.115)

wobei definiert wurde .
Simultan gilt für reellwertige Filter

, (3.116)

wobei die Matrixelemente von  gegeben sind als

. (3.117)

Die Elemente des Vektors  sind gegeben durch

. (3.118)

Für große Filterordnungen wird die Konditionierung der Matrix  schlecht, das heißt die Be-
rechnung ihrer Inversen zur Lösung des Gleichungssystems (3.110) wird numerisch schwierig.
Die Kondition einer Matrix  ist hierbei definiert als . Die Konditionie-
rung von  wird insbesondere dann schlecht, wenn der normierte Kreisfrequenzbereich des
Filters nahe bei 0, bzw. 1 liegt. Zur Abhilfe zum Entwurf sehr großer Abtastratenumsetzfilter
kann die in [183] beschriebene, sogenannte Eigenfilter-Methode auf das gegebene Problem an-
gewandt werden und somit die Berechnung der Inversen vermieden werden. Unter Anwendung
dieser Methode wird die zu minimierende Kostenfunktion folgendermaßen normiert:

. (3.119)

Der Parameter  kann hierbei frei gewählt werden, wobei gilt, je größer  gewählt wird, desto
näher ist die approximierte Lösung an der Least Squares Lösung. Im extremen Fall
stimmen die beiden Kostenfunktionen überein. Der Vektor  ist definiert als ,
die Matrix  mit Dimension  als

 mit . (3.120)

Die Matrix  lässt sich aus  durch Erweiterung um je eine Zeile und Spalte erhalten, wobei
die zusätzlichen Elemente gegeben sind durch

.(3.121)

Wie die Matrix , ist auch  hermitisch und besitzt daher nur reelle Eigenwerte.
Zur Minimierung von (3.119) bezüglich  genügt es, den zum minimalen Eigenwert von
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ĥ
-----------------= =

β β
β ∞→
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gehörenden Eigenvektor zu finden und ihn so zu skalieren, dass sein letztes Element gleich
wird [183]. Der so gefundene Vektor entspricht dem gesuchten .

3.4.2.2 Least Squares Entwurf der Farrow-Struktur Koeffizienten

Wie beim maximal flachen Entwurf können auch beim Least Squares Verfahren die Koeffizi-
enten der Farrow-Struktur durch eine Minimierung des mittleren quadratischen Fehlers ange-
nähert werden. Hierfür muss (3.107) für alle  minimiert werden, was zu folgender Gleichung
führt:

. (3.122)

Wie in [108] für den Spezialfall der Abtastratenumsetzung im Basisband gezeigt, kann (3.122)
in Matrixnotation als

(3.123)

geschrieben werden. Die Matrix  der Größe  ist für komplexwertige Filter
definiert als

, (3.124)

wobei die Elemente des -Reihenvektors  durch

(3.125)

gegeben sind und  als  definiert ist. Für reellwertige Filter erhält man die Vek-
torelemente durch Realteilbildung von (3.125) als

(3.126)

Mit den für  gültigen Rechenvorschriften [18]

, (3.127)

 und (3.128)

(3.129)

lassen sich die Elemente  der Lösung von (3.124) für  in geschlossener Form darstel-
len, bzw. für  für komplexwertige Filter auf die Integralexponentialfunktion  [18]

, (3.130)
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bzw. für reellwertige Filter auf den Integralsinus  [18]

(3.131)

zurückführen. Gleichung (3.124) lässt sich jedoch auch problemlos numerisch lösen. Mit (3.98)
lässt sich die Ableitung von  nach  schreiben als [108]

, (3.132)

so dass das SRC Filter durch folgende Formel berechnet werden kann

. (3.133)

Für die Berechnung reellwertiger Filter muss in (3.132) und (3.133)  durch  ersetzt
werden.
Soll das digitale SRC Filter in modifizierter Farrow-Struktur implementiert werden, kann die
Koeffizientenmatrix  durch eine identische Berechnung ermittelt werden. Es muss hierfür le-
diglich in Gleichung (3.122) der Vektor  durch den in Gleichung (3.63) definierten modifi-
zierten Vektor  ersetzt werden. Die in Gleichung (3.101) eingeführte Matrix  wird dann
durch die modifizierte Matrix  substituiert, die durch

(3.134)

gegeben ist. Die Elemente dieser Matrix sind gegeben durch

. (3.135)

Koeffizienten der einzelnen Äste der sogenannten verlängerten Farrow-Struktur bekommt man
auf äquivalente Art, wenn man in (3.101), bzw. (3.134) die entsprechenden Grenzen für  ein-
setzt als  für .
Die Berechnung der Inversen der Matrizen , bzw.  in Gleichung (3.133) gestaltet sich für
große , bzw.  numerisch schwierig, da die Matrizen dann zunehmend schlechter konditio-
niert sind. Dies gilt insbesondere für  im Falle von komplexwertigen Filtern, deren normier-
ten Mittenkreisfrequenz nahe an 0, bzw. 1 liegt. In [108] wurde für reellwertige Basisbandfilter
vorgeschlagen, die zu invertierenden Matrizen erst zu zerlegen und die Einzelmatrizen - die in
der Regel besser konditioniert sind - getrennt zu invertieren. Im Falle von reellen Filtern kann
man die in diesem Fall positiv definite Matrix , etwa durch Cholesky Faktorisierung, zerle-
gen in . Für die inverse Matrix gilt dann , wobei die Matrix

 leichter als  zu berechnen ist. Für nicht positiv definite Matrizen kann man anstelle
der Cholesky Faktorisierung etwa auf eine Singulärwertzerlegung (Singular Value Decomposi-
tion) (siehe etwa [72]) zurückgreifen. Nachteil dieser Methoden ist allerdings, dass im Falle von
schlecht konditionierten Matrizen auch die Matrixzerlegungen numerisch schwierig werden, so
dass der Gewinn in der Praxis nicht allzu groß ist. Für große Filter ist es daher am zweckmäßig-
sten, zunächst einen Filtersatz für verschiedene Werte von  durch den Eigenvektor-Ansatz
nach Gleichung (3.119) zu entwerfen und die Matrix  der Farrow-Struktur daraus nach (3.85)
durch Kurvenanpassung nach der Methode der kleinsten Fehlerquadrate zu approximieren.
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3.4.3 Chebychev Approximation

Beim Minmax-Entwurf wird im Gegensatz zu den anderen besprochenen Entwurfsmethoden
explizit der betragsmäßige Maximalwert  der Fehlerfunktion (3.86) im spezifizierten
Kreisfrequenzbereich  minimiert. Die entsprechende Fehlernorm

(3.136)

wird nach dem gleichnamigen russischen Ingenieur und Mathematiker auch Chebychev Norm
genannt.
Zum Entwurf eines komplexwertigen Filters wird der gewünschte Kreisfrequenzbereich als

 gewählt. Zum Entwurf eines reellwertigen Filters ist zu beachten, dass diese
Filter im Frequenzbereich symmetrisch zu  sind. Man erhält daher einen reellwertigen
Filter, wenn man den gewünschten Kreisfrequenzbereich symmetrisch in positiven und negati-
ven Frequenzen wählt, so dass gilt .
Der SRC Filter kann mit der komplexen Erweiterung des Parks-McClellan Algorithmus appro-
ximiert werden [90], [91], [132]. Die Grundidee des komplexen Algorithmus besteht darin, die
Übertragungsfunktion des approximierten Filters , sowie die Zielfunktion , durch
den linearen Phasenterm  zu teilen. Die resultierenden Terme

 und (3.137)

(3.138)

lassen sich dann als Summe von Sinus- und Kosinusterme schreiben [91]. Diese Basisfunktio-
nen erfüllen die Haar-Bedingung [90]. Dies bedeutet, dass es für jeden -dimensionalen Vek-
tor  und jedes Set aus  Basispunkten  im Bereich  eine eindeutige Lösung gibt für
die gilt , wobei  die Summe von  Basisfunktionen ist, die jeweils mit einem
komplexwertigen Faktor gewichtet sind. [90]. Somit ist gewährleistet, dass die optimale Lösung
eindeutig ist und dass der optimale Fehler  an mindestens  Punkten auftritt.
Die Strategie zur Approximation der Filterfunktion  besteht nun darin,  Punkte an
denen  zu finden und die Filterfunktion durch Interpolation zu gewin-
nen. Dieses Vorgehen wird ausgehend von einer beliebigen Startlösung, mit maximalem Fehler

, so lange durchgeführt, bis Konvergenz auftritt [90], [91]. Der maximale Fehler
verringert sich hierbei mit jedem Iterationsschritt, bzw. er bleibt unverändert, wobei der letzt-
genannte Fall anzeigt, dass der Algorithmus konvergiert ist.
Da die Filterkoeffizienten hier in iterativer Weise gefunden werden, ist es nicht möglich, wie
bei den anderen beiden gezeigten Verfahren, eine Zielfunktion anzugeben, nach der die Koef-
fizienten der Farrow-Struktur optimiert werden. Der entsprechende Koeffizientensatz kann aber
nach Gleichung (3.85) durch polynomische Kurvenanpassung approximiert werden.

3.5 Vergleich der Filterfunktionen

In diesem Abschnitt sollen die verschiedenen Entwurfsmethoden exemplarisch anhand von be-
rechneten Filterfunktionen verglichen werden. Hierzu werden zunächst die Betragsfunktion
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und Phasenlaufzeit der einzelnen, von  abhängigen Filter verglichen. Anschließend werden
die aussagekräftigeren Übertragungsfunktionen der zeitkontinuierlichen Filter im hybriden Mo-
dell gegenübergestellt und abschließend wird die Aliasing-Dämpfung der verschiedenen SRC
Filter in Abhängigkeit von der Frequenz diskutiert.

Betrag der Übertragungsfunktion und Phasenlaufzeit der Einzelfilter
Zunächst sollen Filter, die mit den beschriebenen Verfahren entworfen wurden, exemplarisch
anhand des Betrags der Übertragungsfunktion, sowie der Phasenlaufzeit der sich ergebenden
Filter, für verschiedene Werte der fraktionalen Verzögerung verglichen werden. Die Implemen-
tierung erfolgt in symmetrischer Farrow-Struktur mit  = 4 und  = 1. Die weiteren Parameter
sind zu  = 3,  und  gewählt. In Bild 3.34a sind die beschrie-
benen Funktionen des entsprechenden maximal flachen Filters gezeigt, in Bild 3.34b und
Bild 3.34c entsprechend die des LS und des Chebychev Filters. Man erkennt, dass bei allen drei
Entwurfverfahren, im Bereich des Signalbandes, die gewünschte Dämpfung von Eins, sowie
die gewünschte Verzögerung, die sich zu  ergibt, relativ gut eingehalten ist. Speziell bei
der Betragsfunktion erkennt man, dass das maximal flache Filter in Bandmitte exakt eine
Dämpfung von 0 dB aufweist, während die beiden anderen Verfahren auf unterschiedliche Art
versuchen, im gesamten Signalband den Fehler möglichst zu minimieren. Weitergehende Aus-
sagen sind allerdings anhand der gezeigten Grafiken kaum zu treffen

µ

K J
N f 0 0 4 f N⋅,= f T 0 25 f N⋅,=

µ 1+
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.

Übertragungsfunktion des zeitkontinuierlichen Filters der hybriden Struktur
Eine Funktion, die sich gut zur Darstellung von SRC Filtern eignet, ist der Betragsgang des zu-
grundeliegenden zeitkontinuierliche Filters der hybriden Struktur. Für das betrachtete Beispiel
sind die derartigen Filterfunktionen in Bild 3.35a gezeigt. Bild 3.35b zeigt Ergebnisse des Ent-
wurf komplexwertiger Filter mit identischen Parametern. Man erkennt deutlich, dass alle ent-
worfenen Filter im Bereich des Signalbandes eine Dämpfung nahe bei 0 dB aufweisen. In den
Aliasing Bändern besitzen sie jeweils ihre maximale Dämpfung.
An den gezeigten Detailansichten des ersten Aliasingbandes erkennt man sehr gut die Auswir-
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kungen der verschiedenen Optimierungsverfahren. So sind die maximal flachen Filter im Be-
reich der jeweiligen Bandmitten den mit anderen Verfahren entworfenen Filtern stets
überlegen. Entfernt man sich von dieser Frequenz, wird die Filterdämpfung allerdings kontinu-
ierlich schlechter. Das Chebychev Verfahren hingegen maximiert die minimale Dämpfung in
den Aliasingbändern, während das Least Squares Verfahren eine geringere minimale Dämp-
fung zulässt. Im Mittel weisen mit diesem Verfahren entworfene Filter jedoch eine höhere
Dämpfung im betrachteten Band auf. Zu beachten ist jedoch, dass alle Verfahren nicht direkt
die Betragsfunktion optimieren, sondern den in (3.86) definierten Fehler minimieren.
Da ein reelles Filter im Bandpassbereich im Vergleich zu komplexwertigen Filtern zwei Ali-
asingregionen hat, ist hier die erzielbare Dämpfung geringer. Dies ist besonders dann der Fall,
wenn die Mittenfrequenz des Übertragungsbandes erhöht wird. Dies kann anschaulich anhand
von Bild 3.35a erklärt werden: Wird hier  erhöht, bewegt sich das Übertragungsband in
Richtung höherer Frequenzen, das erste Aliasingband hingegen entgegengesetzt in Richtung
niedrigerer Frequenzen. Insgesamt nähern sich die Bereiche mit konträren Zielvorschriften ei-
ner Dämpfung von 0 dB, bzw. einer maximalen Dämpfung daher an, so dass der Betrag der
Übertragungsfunktion das entsprechenden zeitkontinuierlichen Filters im hybriden Modell ei-
nen steileren Verlauf bekommt.
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Minimale Dämpfung in Abhängigkeit der Mittenfrequenz
Diese Abhängigkeit der minimalen Dämpfung in den Aliasing Regionen als Funktion der Mit-
tenfrequenz soll als nächstes untersucht werden. Hierfür werden mit den beschriebenen Metho-
den entwickelte Filter exemplarisch für  verglichen. Die Implementierung erfolgt in
Farrow-Struktur mit . Die Symbolrate beträgt . Das Ergebnis findet sich in
Bild 3.36. Man erkennt zum einen, dass die minimale Dämpfung der maximal flachen Filter
deutlich geringer ist, als die nach dem Chebychev, bzw. LS Verfahren optimierten. Hierbei zei-
gen die Chebychev Filter eine geringfügig größere Dämpfung als die LS Filter. Dies ergibt sich
jedoch aufgrund der Zielfunktion der Chebychev Methode, die den maximalen Fehler mini-
miert und zeigt nicht, dass diese Methode zu besseren Ergebnissen führt als die LS Methode.
Man erkennt, dass Filter, die zur SRC von Basisbandsignalen eingesetzt werden, eine deutlich
höhere Dämpfung aufweisen, als Filter für Signalverarbeitung im Bandpassbereich. Im Band-
passbereich selbst nimmt die minimale Dämpfung bei einer Erhöhung der Mittenfrequenz um

 um etwa 10 dB ab. Dies zeigt, dass bei gleicher Überabtastrate am Ausgang des Filters,
zur Abtastratenumsetzung von Bandpass-Signalen längere SRC Filter erforderlich sind, als bei
der gleichen Operation im Basisband. Diese Aussage trifft bei der Verwendung komplexwerti-
ger Filter zur Abtastratenumsetzung nicht mehr zu, allerdings steigt hier mit steigender Mitten-
frequenz der erforderliche polynomische Grad einer Farrow-Struktur Implementierung [185].
Aufgrund des insgesamt höheren Aufwands - besonders auch in Bezug auf die nachfolgende
Verarbeitung - werden komplexwertige SRC Filter hier jedoch nur am Rande betrachtet.

3.6 Simulationsergebnisse

In diesem Abschnitt sollen Abhängigkeiten des Verhalten eines Empfängers bezüglich der ver-
schiedenen SRC Filter Parameter, sowie bezüglich des Rauschspektrums, untersucht werden.
Hierfür werden die Ergebnisse verschiedener Zeitbereichssimulationen diskutiert. Bei den mei-
sten dieser Simulationen ist im Empfänger ein adaptiver Entzerrer vorhanden, wie er in den be-
trachteten praktischen Systemen stets zum Einsatz kommt. Er minimiert Auswirkungen von
Verzerrungen, die etwa durch den Übertragungskanal, aber auch durch das SRC Filter, verur-
sacht werden. Außerdem korrigiert ein Entzerrer implizit einen falschen Abtastzeitpunkt [134].

N 5=
K 5= f N 5 2,⁄

f N 10⁄

0 0.2 0.4 0.6 0.8
0

50

100

150

Mittenfrequenz f0 relativ zu fN

M
in

. D
äm

pf
un

g 
in

 d
B

Chebychev

Least Squares

Maximal flach

Bild 3.36: Abhängigkeit der minimalen Dämpfung von der Mittenfrequenz



3.6 Simulationsergebnisse 67

Dies wird in Kapitel 4.4.3 näher betrachtet. Somit ist immer eine gewisse Kopplung von Takt-
regelung und Entzerrung gegeben. Die genaue Wirkungsweise des Entzerrers wird in Kapitel 4
dargestellt. Zeitbereichssimulationen, die die Auswirkungen eines Abtastratenumsetzfilters zei-
gen, finden sich in der Literatur bisher kaum.

Abhängigkeit des Systemverhaltens von der Mittenfrequenz bei Synchronisation
Die erste Simulation dient dem Vergleich der Abhängigkeit der Performance bezüglich der Mit-
tenfrequenz für Anti-Image und Anti-Aliasing Filterung. Die Abtastfrequenz des Senders be-
trägt hier 20,3125 MHz, die des Empfängers 20,0 Mhz. Der Dezimationsfaktor des Empfängers
beläuft sich somit auf 1,015625, was in etwa den Verhältnissen bei einer Anwendung zur reinen
Synchronisation entsprechen kann. Die Mittenfrequenz des Sendefilters  wurde von 0 bis 7,5
MHz variiert, die Bandbreite beträgt . Bei den SRC Filtern handelt es sich um
Least Squares Filter mit den Parametern  und . Die Simulationen wurden jeweils
für eine Filterordnung  und  durchgeführt. Um die Auswirkungen des SRC Fil-
ters zu bewerten, wurden die Simulationen für einen AWGN-Kanal mit einem SNR am Emp-
fängereingang von 40 dB angesetzt. Bei dem Entzerrer handelt es sich um einen PS-FSE (siehe
Kapitel 4.4.3), der 8-fach überabgetastet ist und eine Länge von 71 Koeffizienten besitzt. Da
hier die Auswirkungen des SRC Filters untersucht werden sollen, ist der Entzerrer deutlich
überdimensioniert. Die Simulationsergebnisse finden sich in Bild 3.37. Es ist zu erkennen, dass
bei diesem Synchronisationsszenario das Anti-Image und das Anti-Aliasing Filter nahezu iden-
tisches Verhalten zeigen. Lediglich bei dem Filter 3. Ordnung ist die Performance des SRC Fil-
ters für hohe Frequenzen etwas schlechter. Darüberhinaus erkennt man, dass das SNR am
Entscheidereingang, bei Verwendung des kürzeren Filters, ab einer Mittenfrequenz von etwa 4
MHz, mit steigendem  sinkt. Bei Verwendung des längeren Filters kann dieses Verhalten erst
ab etwa  beobachtet werden. Abweichungen der erreichten SNR-Werte vom theo-
retischen Optimum liegen vor allem im adaptiven Entzerrer begründet, der mit dem sogenann-
ten Least Mean Squares (LMS) Algorithmus trainiert wurde (siehe Kapitel 5).

Abhängigkeit des Systemverhaltens von der Mittenfrequenz bei Abtastratenreduktion
Bei dem nächsten Simulationsszenario wird das SRC Filter zur Abtastratenreduktion eingesetzt.
Hierbei beträgt die Abtastfrequenz des Senders 32,5 MHz und die des Empfängers 20,0 MHz,
so dass sich ein Dezimationsfaktor von 1,625 ergibt. Die restlichen Parameter entsprechen de-
nen der vorangegangenen Simulation, mit der Ausnahme, dass das SNR am Empfängereingang
zur besseren Verdeutlichung der auftretenden Effekte jetzt 30 dB beträgt. Die Ergebnisse dieser
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Simulation finden sich in Bild 3.38. Es ist zu erkennen, dass bei diesem Szenario Anti-Image
Filterung einer Anti-Aliasing Filterung bei allen Frequenzen unterlegen ist. Außerdem ver-
schlechtert sich das Systemverhalten bei Verwendung eines Anti-Image Filters mit steigender
Mittenfrequenz, während sie bei Verwendung eines Anti-Aliasing Filters nahezu konstant
bleibt. Der Grund für das ungünstigere Verhalten des Anti-Image Filters liegt darin begründet,
dass, wie in Kapitel 3.1.5 beschrieben, das Filter das in den Aliasingbändern vorhandene Rau-
schen nur unzureichend dämpft. Dies ist auch in Bild 3.39 zu erkennen, in dem die Dämpfungs-
verläufe der zugrundeliegenden Filter für  zu sehen sind. Das Anti-Aliasing Filter
hingegen hat seinen Bereich maximaler Dämpfung genau in den Aliasingbändern. Diese Dämp-
fung sinkt zwar auch mit steigender Mittenfrequenz (vgl. Kapitel 3.5), jedoch ist der Anteil des
weißen Rauschens, der sich direkt im Übertragungsband befindet, immer noch größer, als der
Anteil der aus den Aliasingbändern ins Übertragungsband gefaltet wird, so dass das erzielbare
SNR am Entscheidereingang mit steigender Mittenfrequenz nur geringfügig sinkt. Auffällig an
den Simulationsergebnissen in Bild 3.38 ist, dass für Mittenfrequenzen die größer als etwa 4
MHz sind, das Anti-Image Filter mit  zu einem schlechteren SNR am Entscheiderein-
gang führt, als das entsprechende kürzere Filter mit . Der Grund dafür ist, wie in
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Bild 3.39 zu erkennen, dass das längere Filter zwar in den Bereichen in denen die Images ange-
siedelt sind eine höhere Dämpfung besitzt, dass allerdings in dem ersten Aliasingband die
Dämpfung des kürzeren Filters höher ist und somit insgesamt weniger Rauschen in das Über-
tragungsband gefaltet wird.

Spektrum des gefilterten Rauschens bei Anti-Image und Anti-Aliasing Filterung
Dieser Effekt ist auch in Bild 3.40 zu erkennen. Hier wurde die Simulation für eine Mittenfre-
quenz von 5 MHz durchgeführt. Zur Verdeutlichung wurde hier lediglich weißes Rauschen an-
gesetzt. In Bild 3.40 ist die Differenz des sich so ergebenden Rauschspektrum des
Empfangssignals für Anti-Image und Anti-Aliasing Filterung gezeigt. Die Simulation wurde für
106 Symbole durchgeführt. Die sich ergebende Differenz der Spektren wurde in Bild 3.40 zu-
sätzlich durch Tiefpassfilterung geglättet. Man erkennt, dass das Rauschspektrum in dem Über-
tragungsband für Anti-Image Filterung etwa um 2 dB größer ist als für Anti-Aliasing Filterung.

Abtastratenreduktion bei Vorhandensein eines starken Störers außerhalb des Übertra-
gungsbandes
Die nächste Simulation zeigt die Auswirkung von farbigem Rauschen das durch Vorfilterung
unzureichend gedämpft wurde. Die Spektren am Eingang des Empfängers, sowie das ideale
Spektrum am Ausgang des Empfängers sind in Bild 3.41 gezeigt. Die Mittenfrequenz liegt hier
bei 6 MHz. In dieser Simulation ist ein Störer mit Mittenfrequenz 14,35 MHz und Bandbreite
1,7 MHz vorhanden. Die spektrale Leistungsdichte des Störsignals ist um 20 dBm/Hz geringer
als die des zu detektierenden Signals. Wie in Bild 3.41 zu erkennen ist, überlappt sich das Spek-
trum des Störers mit dem ersten Aliasingband. Daher ist es in diesem Fall besonders wichtig,
dass das SRC Filter genau in diesem Bereich eine hohe Dämpfung aufweist, wie es bei Verwen-
dung eines Anti-Aliasing Filters erfüllt ist. Zur Abtastratenumsetzung wird ein Least Squares
Filter mit den Parametern ,  und  verwendet. Bild 3.41 zeigt die Spektren
nach der Abtastratenumsetzung bei Verwendung eines Anti-Image, bzw. eines Anti-Aliasing
Filters. Die Spektren wurden jeweils getrennt für Signal und Rauschen aufgenommen. Es ist zu
erkennen, dass die Spektren des gefilterten Sendesignals sich kaum unterscheiden, während das
Rauschsignal bei Verwendung eines Anti-Image Filters im Bereich des Übertragungsbandes
mit etwa 10 dB nur unzureichend gedämpft wird. Im Gegensatz dazu wird es bei Verwendung
eines Anti-Aliasing Filters um etwa 70 dB mehr gedämpft.
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Zusammenfassend zeigen die Simulationen, dass bei Verwendung eines Anti-Aliasing Filters,
zur Abtastratenumsetzung Filter relativ geringer Länge ausreichend sind. Dies gilt insbesondere
auch bei einer Signalverarbeitung im Bandpassbereich. Lediglich bei sehr hohem SNR und ei-
nem Signalband, das im Vergleich zur Abtastfrequenz bei sehr großen Frequenzen angesiedelt
ist, ist hier mit einer Verschlechterung des Systemverhaltens zu rechnen, bzw. ein höherer Auf-
wand zur Filterung erforderlich.

3.7 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden rein digitale Methoden zur Synchronisation, sowie zur Abtastraten-
umsetzung vorgestellt. Besonderer Wert wurde hierbei auf die Abtastratenumsetzung im Band-
passbereich gelegt, die in dieser Art noch nicht in der Literatur zu finden ist. Es stellt sich
heraus, dass bei dem betrachteten Einsatzgebiet der drahtgebundenen Kommunikation, Signal-
verarbeitung im Bandpassbereich besonders dann vorteilhaft erscheint, wenn das Übertra-
gungsband im Vergleich zur Nyquistfrequenz bei nicht zu hohen Frequenzen angeordnet ist.
Insgesamt sind allgemeingültige vergleichende Aussagen bezüglich des Implementierungsauf-
wands verschiedener Strukturen allerdings nur bedingt zu treffen, da dieser zum einen stark von
den Randparametern abhängt und andererseits kaskadierte Strukturen nahezu beliebig kombi-
nierbar sind. Auch reicht zu einem allgemeinen Vergleich eine reine Betrachtung der erforder-
lichen Multiplikationen und Additionen pro Zeiteinheit nicht aus.
Speziell zur Dezimation mit einem irrationalen Verhältnis der Abtastfrequenz am Ein- und Aus-
gang besteht der historische Ansatz in einer Verwendung von Interpolationsfiltern. Durch ge-
schickte Implementierungen, etwa mit Hilfe der transponierten Farrow-Struktur, ist jedoch auch
in diesen Anwendungsfällen eine Anti-Aliasing Filterung möglich. Dies ist besonders bei einer
Signalverarbeitung im Bandpassbereich von Bedeutung, da die verwendeten Bandpassfilter
meist außerhalb des Frequenzbereiches maximaler Dämpfung nur eine relativ geringe Dämp-
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fung aufweisen. Bei der Verwendung von Anti-Aliasing Filtern ist die Performance bis zu rela-
tiv hohen Frequenzen nur wenig von der Trägerfrequenz abhängig.
Zur Implementierung wurden speziell zwei Verfahren als vorteilhaft herausgearbeitet. Bei dem
ersten werden Impulsantworten des SRC Filters für verschiedene Werte der fraktionalen Ver-
zögerung gespeichert. Im Betrieb wird dann zu jedem Zeitpunkt der Koeffizientensatz geladen,
dessen korrespondierende Verzögerung dem aktuell geforderten  am nächsten kommt. Ver-
bessern kann man dieses Verfahren, indem man die aktuellen Koeffizientensätze aus mehreren
gespeicherten interpoliert. Beim zweiten Verfahren wird die Impulsantwort des SRC Filters un-
ter der Verwendung von Polynomen approximiert. Zur Implementierung bietet sich hier die so-
genannte Farrow-Struktur an. Hierbei erweist sich insbesondere die transponierte Struktur als
vorteilhaft, die sich zur Anti-Aliasing Filterung eignet, da sie Polynome mit einer Länge der
Abtastperiode des Ausgangs verwendet und Übertragungsfunktionen damit implementierter
Filter somit Nullstellen in den Aliasing Regionen aufweisen. Die Koeffizientensätze der Far-
row-Struktur können durch eine einfache Modifikation symmetrisch gestaltet werden, was eine
Reduzierung der erforderlichen Multiplikationen zur Erzeugung eines Ausgangssignals erlaubt.
Für den Entwurf von SRC Filtern wurden drei verschiedene Verfahren angegeben, die das op-
timale Filter auf verschiedene Art approximieren. Es sind dies maximal flache Approximation
einer gegebenen Frequenz, Minimierung der quadratischen Fehlabweichung von der Zielfunk-
tion, sowie Approximation der Zielfunktion im Chebychev Sinne. Die Koeffizienten einer Far-
row-Struktur Implementierung lassen sich für die ersten beiden genannten Verfahren in
geschlossener Form angeben, allgemein wurde dafür ein auf Kurvenanpassung beruhendes Ver-
fahren vorgeschlagen.
Die beschriebenen Entwurfsmethoden wurden anschließend anhand sich ergebender Filterfunk-
tionen verglichen. Hierbei zeigt sich, dass das maximal flache Verfahren, bei dem mit der Mit-
tenfrequenz nur ein Entwurfsparameter vorgegeben werden kann, den anderen beiden
Verfahren insgesamt unterlegen ist. Bei dem Least Squares, sowie dem Chebychev Verfahren
kann als zusätzlicher Parameter die Bandbreite vorgegeben werde. Diese beiden Verfahren op-
timieren die Übertragungsfunktion in einem unterschiedlichen Sinne, mit diesen Verfahren ent-
worfene SRC Filter zeigen aber insgesamt ein vergleichbares Verhalten.
Abschließend wurden Ergebnisse von Zeitbereichssimulationen gezeigt. Bei diesen Simulatio-
nen wurde ein adaptiver Entzerrer im Empfänger eingesetzt, der etwa Verzerrungen die das
SRC Filter hervorruft in gewissem Maße korrigieren kann. Es zeigt sich, dass bei Vorhanden-
sein eines adaptiven Entzerrers, relativ einfach zu implementierende SRC Filter in den meisten
Fällen ausreichend sind. Allerdings muss spezieller Wert darauf gelegt werden, dass bei der
Abtastratenumsetzung möglichst wenig Rauschen in das Übertragungsband gefaltet wird.
Betont werden soll, dass sich die beschriebenen Techniken für beliebige Modulationsverfahren
anwenden lassen. So erscheint etwa die Anwendung einer Abtastratenumsetzung im Band-
passbereich für Discrete Multitone (DMT) modulierte Verfahren als sinnvoll. Bei diesem Ver-
fahren wird das gesamte Übertragungsband durch Modulation mit einer inversen diskreten
Fouriertransformation in mehrere Einzelbänder (Töne) zerlegt. In der Praxis werden meist die
unteren Töne ausgeblendet, so dass das sich ergebende Signal eine Bandpasscharakteristik auf-
weist.

µ
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4 Entzerrung

Bei der Übertragung eines informationstragenden Signals zwischen zwei entfernten Punkten
wird dieses Signal normalerweise gestört. Die Störungen bestehen hier aus additivem Rau-
schen, sowie aus Verzerrungen des Sendesignals, die durch die frequenzselektiven Eigenschaf-
ten des Übertragungskanals hervorgerufen werden. Auf der Empfangsseite versucht man daher
die Auswirkungen dieser Störer möglichst zu minimieren. Wie in Kapitel 2.3 gezeigt, stellt die
Entzerrung des Empfangssignals ein bewährtes, suboptimales Konzept zur Dekodierung des
Empfangssignals dar.
In Kapitel 4.1 werden zunächst grundsätzliche Entzerrerstrukturen hergeleitet. Es sind dies im
Wesentlichen der lineare Entzerrer (LE) und der entscheidungsrückgekoppelte Entzerrer (De-
cision Feedback Equalizer, DFE). Hier wird auch eine effektive Struktur zur Entzerrung im
Bandpassbereich vorgestellt. Für beide Entzerrerstrukturen werden im Folgenden die optimalen
Koeffizientengewichte zur Minimierung des mittleren quadratischen Fehlers hergeleitet. Zu-
nächst wird in Kapitel 4.2 der theoretische Fall beliebig langer Entzerrer untersucht. Die hier
erhaltenen Lösungen gewähren einen tiefen Einblick in die Wirkungsweise der betrachteten
Entzerrer. Mit praktisch realisierbaren Entzerrern endlicher Länge befasst sich Kapitel 4.3.
Anschließend werden in Kapitel 4.4 die erhaltenen Ergebnisse von beliebig langen und prak-
tisch realisierbaren Entzerrern, sowie von linearen und entscheidungsrückgekoppelten Entzer-
rern verglichen. Hier werden darüber hinaus Vorteile herausgearbeitet, die fraktionale
Entzerrer, im Vergleich zu Entzerrern deren Eingangsgrößen mit dem Symboltakt abgetastet
sind, aufweisen.
Ein wichtiges Problem bei der Verwendung entscheidungsrückgekoppelter Entzerrer ist das
mögliche Auftreten von Fehlerfortpflanzungen. Mit der Auswirkungen, sowie möglichen Ge-
genmaßnahmen dieses Effekts, beschäftigt sich Kapitel 4.5.
Weiterhin stellt sich heraus, dass die erhaltenen Koeffizientengewichte, die sich durch Mini-
mierung des mittleren quadratischen Fehlers ergeben, bei vorhandenem additivem Rauschen zu
einem nicht mittelwertfreien Entzerrerausgangssignal führen. Zur Erzielung der minimalen Bit-
fehlerrate müssen sie daher, wie in Kapitel 4.6 gezeigt, noch skaliert werden. Anschließend
werden in Kapitel 4.7, anhand der in diesem Kapitel gezeigten Verfahren, optimale Koeffizien-
tengewichte praktisch realisierbarer Entzerrer für typische VDSL Szenarien berechnet und die
damit erzielbaren SINR-Werte verglichen. In Kapitel 4.8 werden schließlich die wesentlichen
Ergebnisse dieses Abschnitts zusammengefasst.
Da sowohl die Eigenschaften des Übertragungskanals, als auch die Störumgebung, für gewöhn-
lich nicht von vorneherein bekannt, und darüberhinaus unter Umständen auch zeitvariant sind,
werden die in diesem Kapitel gefundenen optimalen Koeffizientensätze in der Praxis normaler-
weise durch adaptive Verfahren approximiert. Dies ist Inhalt von Kapitel 5.

4.1 Entzerrerkonzepte

In diesem Abschnitt werden zwei sehr häufig eingesetzte Entzerrertypen, namentlich in Kapitel
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4.1.1 der lineare Entzerrer und in Kapitel 4.1.2 der entscheidungsrückgekoppelte Entzerrer vor-
gestellt. Eine wesentliche Begründung für die weite Verbreitung dieser Entzerrertypen liegt in
ihrer relativ einfachen Realisierbarkeit. In Kapitel 4.1.3 werden schließlich noch Unterschiede
von Entzerrung im Basisband- und im Bandpassbereich beschrieben.

4.1.1 Lineare Entzerrer

Zunächst soll der lineare Entzerrer betrachtet werden, der in Bild 4.1a als Multiratenfilter und
in Bild 4.1b als Multikanalfilter dargestellt ist. Das Multiraten-, bzw. Multikanalmodell wurde
hierbei in Kapitel 2.4 erläutert. Der Entzerrer ist als IIR Filter implementiert, der sich aus einem
rein rekursiven, sogenannten Auto Regressive (AR) Filter, und einem transversalen, sogenann-
ten Moving Average (MA) Filter, zusammensetzt.
Das MA Filter sei allgemein um den Faktor  überabgetastet. Die -Transformierte seiner Im-
pulsantwort ist durch einen Vektor  der Länge  gegeben, dessen Komponenten
die einzelnen Polyphasen repräsentieren. Er ist gegeben durch

, (4.1)

wobei die einzelnen Komponenten des Vorwärtsfilters (Feedforward Filter, FFF)  durch die
in (2.25) definierten -Vektoren  gegeben sind, die die
Filterkoeffizienten der einzelnen Polyphasen beinhalten. Die Größe  bezeichnet die Länge
von  in Symbolen. Insgesamt hat das Filter also  Parameter.
Das gemeinsame AR Filter der Länge  sei durch  gegeben. Die
Übertragungsfunktion des gesamten IIR Filters ist somit gegeben durch

. (4.2)

Aus Stabilitätsgründen muss das gemeinsame Nennerpolynom in (4.2) minimalphasig sein. Das
Signal am Entzerrerausgang kann somit als
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(4.3)

geschrieben werden. Hierbei bezeichnet  den Verschiebeoperator, d.h. .
Diese Darstellung wurde hier anstelle der -Transformierten gewählt, weil die Größen in (4.3)
im Zeitbereich gegeben sind.
Die in (4.3) auftretenden Vektoren  und , die jeweils die Länge  besitzen, sind in
(2.25) - (2.27) definiert. Wird das IIR Filter mit einem festen Koeffizientensatz implementiert,
sind beide Teilfilter LTI Systeme. In diesem Fall kann man die Verarbeitungsreihenfolge, also
die Anordnung des AR und des MA Filters, vertauschen. Dies weist unter Umständen bei einer
adaptiven Koeffizienteneinstellung Vorteile auf (siehe z.B. Kapitel 5.3 und Kapitel 6.3.2.2), al-
lerdings ist anzumerken, dass die Vorraussetzung der Zeitinvarianz in diesem Fall nicht mehr
gilt, so dass die Verarbeitungsreihenfolge nur näherungsweise, unter der Vorraussetzung einer
kleinen Schrittweite zur Koeffizientennachführung, austauschbar ist. Bei Betrachtung des Mul-
tikanalmodells von Bild 4.1b wird deutlich, wie man verfahren muss, wenn man die Reihenfol-
ge des MA und des AR Filters vertauscht. Für den Fall fester Koeffizientengewichte gilt für das
Ausgangssignal

. (4.4)

Das AR Filter  muss also in allen einzelnen Polyphasen des Empfangsfilters implementiert
werden. Die entsprechende Struktur ist in Bild 4.2 gezeigt. Eine identische Struktur kann prin-
zipiell auch für das Multiratenmodell von Bild 4.1a gegeben werden, diese ist jedoch aufwän-
diger herzuleiten, da das MA und das AR Filter auf unterschiedlichen Raten laufen und somit
zusätzliche Elemente zur Ratenanpassung erforderlich sind.
Die Verwendung eines rekursiven Filters zur Entzerrung bringt eine Reihe von Vorteilen. So
kann allgemein ein MA Kanal mit einem AR Entzerrer gleicher Länge exakt invertiert werden.
In [126] wurde gezeigt, dass ein rekursiver Entzerrer im Vergleich zu einem linearen Entzerrer
gleicher Länge allgemein ein besseres Systemverhalten zeigt (siehe auch [107]).
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4.1.2 Entscheidungsrückgekoppelte Entzerrer

Nachteilig an der Verwendung eines linearen Entzerrer ist, dass hier bei Frequenzen, die durch
den Entzerrer eine Verstärkung erfahren, immer auch das Rauschen verstärkt wird. Dies tritt be-
sonders deutlich bei Kanälen die tiefe Einbrüche im Frequenzgang zeigen auf. Weist die Kanal-
übertragungsfunktion sogar Nullstellen auf, wird Entzerrung durch einen LE unmöglich, da bei
den entsprechenden Frequenzen eine unendliche Verstärkung auftreten müsste. Kanäle mit
Nullstellen treten etwa bei Basisband xDSL-Verfahren, wie ISDN und SHDSL, auf. Hier sper-
ren die auf der Sende- und Empfangsseite vorhandenen Übertrager die Gleichstromkomponen-
ten, also den Frequenzbereich um 0 Hz. Unter der Annahme korrekter Entscheidungen lassen
sich jedoch die Nachläufer der Kanalimpulsantwort prinzipiell exakt eliminieren. Hierfür wird
ein zweites Filter  eingeführt, dessen Eingangssignale die bereits entschiedenen Symbole

 sind, und dessen Impulsantwort durch die um  verzögerten Nachläufer der gemeinsamen
Impulsantwort von Kanal und Vorwärtsentzerrer gegeben ist. Der Ausgang des Rückkoppelfil-
ters (Feedback Filter, FBF)  wird dann vom Ausgang des Vorwärtsfilters subtrahiert.
Durch den Symbolentscheider ist der so erhaltene DFE nichtlinear. Das Blockschaltbild eines
DFE ist in Bild 4.3 gezeigt. Zur Unterscheidung mit dem LE wird das FFF hier mit  be-
zeichnet. Durch den im Rückkoppelzweig befindlichen Entscheider ist die Stabilität des Sy-
stems sichergestellt, auch wenn  nicht minimalphasig ist. Hauptvorteil des DFE ist, dass
die am Eingang des Rückkoppelfilters anliegenden entschiedenen Symbole - unter der Annah-
me richtiger Entscheidungen - rauschfrei sind. Daher trägt das Rückkoppelfilter nicht zur
Rauschverstärkung bei.
Die Koeffizienten eines transversalen Entzerrers lassen sich allgemein in einen Hauptwert
(Cursor), sowie in Koeffizienten davor (Precursor) und danach (Postcursor) unterscheiden.
Die Precursor-Koeffizienten entzerren hierbei die Vorläufer, die Postcursor-Koeffizienten die
Nachläufer der Kanalimpulsantwort. Im Gegensatz dazu werden beim DFE die Nachläufer
durch  eliminiert. Trotzdem sind im allgemeinen die Postcursor-Koeffizienten von
von Null verschieden, da  nicht nur die Aufgabe hat, die Kanalimpulsantwort zu entzerren,
sondern auch das Rauschen zu dekorrelieren, also weiß zu machen. Lediglich wenn das additive
Rauschen am Eingang des linearen Entzerrers bereits weiß ist, kann auf die Postcursor-Koeffi-
zienten des Vorwärtsfilters verzichtet werden. Dieser Fall tritt aber in der Praxis quasi nicht auf,
da die Eingangssignale in der Regel bereits eine Vorfilterung erfahren haben.
Eine alternative Implementierung eines DFE wurde in [15] vorgeschlagen. Hierbei wird, wie in
Bild 4.4 gezeigt, das Rückkoppelfilter zur Prediktion des Ausgangssignals des Vorwärtsfilters
verwendet, so dass diese Struktur in der Literatur auch als prediktiver DFE zu finden ist. Es lässt
sich zeigen, dass der mit dieser Struktur erreichbare MSE, im Falle eines unendlich langen Vor-
wärtsfilters, zu der des in Bild 4.3 gezeigten normalen DFE identisch ist [133]. In diesem Fall
sind auch die optimalen Koeffizientensätze beider Strukturen identisch [134]. Bei einer adapti-
ven Realisierung des prediktiven DFE erweist es sich jedoch als nachteilig, dass beide Einzel-
filter mit unterschiedlichen Fehlerkriterien adaptiert werden. Der Standard DFE, dessen
Einzelfilter gemeinsam den MSE minimieren, zeigt daher in diesem Fall allgemein ein besseres
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Verhalten [133]. Wie etwa in [133] und [134] gezeigt, lässt sich der prediktive DFE jedoch im
Gegensatz zum Standard DFE gut mit einem Viterbi Dekoder kombinieren. Als Eingangssignal
des Viterbi Dekoders wird in diesem Fall des Ausgangssignal des Vorwärtsfilters verwendet,
das Rückkoppelfilter ist lediglich zur Adaption vorhanden. Dieser Ansatz wird in dieser Arbeit
jedoch nicht weiter verfolgt.

4.1.3 Implementierung eines Entzerrers im Bandpassbe-
reich

Eine effektive Art zur Implementierung eines Entzerrers für Bandpass-modulierte Signale ist
durch das sogenannte Phase Splitting FSE (PS-FSE) [53], [81], [125] gegeben, bei dem das li-
neare Filter im Bandpassbereich betrieben wird. Das reellwertige Eingangssignal wird durch
das Vorwärtsfilter dabei in Inphase- und Quadraturkomponente aufspaltet. Hierfür besteht das
gesamte Filter aus zwei reellwertigen Einzelfiltern, deren Impulsantworten im idealen Fall zu-
einander Hilbert transformiert sind. Diese Filter sind in Bild 4.5 mit  und  bezeich-
net, wobei die hochgestellten Indizes für Inphase-, bzw. Quadratur-Komponente stehen. Das
Ausgangssignal des Filters kann somit als komplexwertig aufgefasst werden. Da das Filter im
Bandpassbereich betrieben wird, läuft es intern meist auf einer relativ hohen Rate , wobei

 hier etwa im Bereich von drei bis zehn liegen kann. Intern dezimiert das Filter jedoch, so dass
nur Ausgangswerte im Symboltakt erzeugt werden. Vorteile dieses Verfahrens sind, dass die
Multiplizierer zum Mischen in das Basisband wegfallen uns die Trägerfrequenz nicht mehr ex-
akt geschätzt werden muss. Außerdem wird eine vorgeschaltete Abtastratenumsetzung verein-
facht, da die Übertragungsfunktionen der dafür verwendeten Filter nur in einem relativ kleinen
Frequenzbereich optimiert werden müssen und diese Filter zudem ein reellwertiges Eingangs-
signal aufweisen. Genauere Untersuchungen hierzu finden sich in Kapitel 3.5.
Für den Fall, dass am Sender QAM verwendet wird, muss der Ausgang des Transversalentzer-
rers, wie in Kapitel 2.1 erklärt, gedreht werden, bei CAP Modulation ist hingegen keine derar-
tige Drehung erforderlich. Die für beide Modulationsverfahren sehr ähnliche Entzerrerstruktur
wird in Kapitel 6.4 zur blinden Entscheidung des Modulationsverfahrens verwendet.
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4.2 Optimale Koeffizienten beliebig lan-
ger Entzerrer

In diesem Abschnitt werden in Kapitel 4.2.1 und Kapitel 4.2.2 die - in einem gewissen Sinne -
optimalen Koeffizientengewichte des LE und des DFE für den Grenzfall beliebig langer Ent-
zerrer hergeleitet. Anschließend werden in Kapitel 4.2.3 die mit den beiden Entzerrertypen mi-
nimal erreichbaren Restfehler berechnet.

4.2.1 Optimale Koeffizienten eines linearen IIR Entzer-
rers

In diesem Abschnitt werden optimale Entzerrerkoeffizienten eines beliebig langen linearen Ent-
zerrers hergeleitet. Zunächst werden in Kapitel 4.2.1.1 Bedingungen aufgezeigt, bei denen ein
lineares Filter einen Kanal perfekt entzerren kann. Diese Bedingungen sind zwar in der Praxis
quasi nie gegeben, dennoch sind die Ergebnisse von einem theoretischen Standpunkt aus be-
trachtet sehr interessant. In der Praxis lässt sich die Kanalimpulsantwort bei gleichzeitig vor-
handenem Rauschen nur näherungsweise entzerren. Wichtige Optimierungskriterien zum
Entzerrerentwurf sind hierbei das in Kapitel 4.2.1.2 beschriebene Verfahren zur Nullstellener-
zwingung, sowie das in Kapitel 4.2.1.3 beschriebene Verfahren, das zur Erzielung des minima-
len mittleren quadratischen Fehlers (minimum mean squared error, MMSE) am
Entzerrerausgang führt.

4.2.1.1 Bedingungen zur exakten Entzerrung

Unter bestimmten Bedingungen lässt sich durch Überabtastung ein Kanal mit einem FIR Filter
endlicher Länge exakt entzerren. Die erforderlichen Bedingungen sind, dass kein Rauschen vor-
handen ist, die einzelnen Polyphasen (vgl. Kapitel 2.4) keine gemeinsamen Nullstellen aufwei-
sen und der lineare Entzerrer mindestens die Länge  besitzt. Dann ist das
Gleichungssystem

, (4.5)

das die -Transformierte der in (2.22) definierten, im -Raster gegebenen gemeinsamen Ka-
nal-Entzerrer Impulsantwort  angibt, exakt lösbar [147], [167]. Das Symbol  bezeichnet
hierbei die Systemverzögerung, also die mit  normierte Zeit zwischen dem Senden und der
Detektion eines beliebigen Symbols. In der Praxis ist naturgemäß mindestens die Vorrausset-
zung der Rauschfreiheit verletzt. Trotzdem ist dieses Ergebnis in der Theorie sehr interessant
und dient etwa häufig als Grundlage zum Entwurf von blinden Adaptionsalgorithmen, die auf
Statistiken zweiter Ordnung basieren (siehe Kapitel 6.1.2.1).

4.2.1.2 Nullstellenerzwingung

Ein wichtiges Kriterium zur Berechnung eines in einem gewissen Sinn optimalen Koeffizien-
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tensatzes ist das sogenannte Zero Forcing (ZF) Kriterium. Im Grenzfall, dass der Entzerrer un-
endlich lang und nichtkausal ist, invertiert ein damit berechneter Entzerrer den
Kanalfrequenzgang und eliminiert somit die ISI am Entzerrerausgang. Für den Entzerrer

 gilt daher in diesem Fall

, (4.6)

wobei die Invertierung hier komponentenweise zu verstehen ist. Hierbei ist  ein
Vektor von im Grenzfall unendlich langen IIR Filtern. Der Name ZF resultiert daher, dass die
Gesamtimpulsantwort am Entzerrerausgang zu den Abtastzeitpunkten mit Ausnahme des
Hauptwertes Nulldurchgänge hat. Es wird also die Einhaltung des Nyquist Theorems durch den
Entzerrer erzwungen. Für den Fall, dass die Entzerrerlänge endlich ist, gelten diese Aussagen
nur noch näherungsweise. Nachteilig am ZF-Entzerrer ist, dass durch die Invertierung des Ka-
nals das Rauschen in manchen Frequenzbereichen verstärkt wird.

4.2.1.3 Minimierung des mittleren quadratischen Fehlers

Im Gegensatz zum ZF Entzerrers minimiert der MMSE, bzw. Wiener Entzerrer den Erwar-
tungswert des quadrierten Fehlers am Entzerrerausgang . Der Wert  ist hierbei
die Differenz des entzerrten Signals vom Sendesignal. Er setzt sich aus gefiltertem Rauschen
und Rest-ISI zusammen. Das MMSE Kriterium ist daher ein Kompromiss zwischen optimaler
Kanalinvertierung, also minimaler Rest-ISI und minimaler Rauschverstärkung.
Grundsätzlich kann ein lineares Filter  ein Ausgangssignal  erzeugen, das eine be-
liebige Linearkombination der Eingangssignale  ist

. (4.7)

Das durch den Koeffizientenvektor  gegebene Filter hat hier im theoretischen Grenzfall un-
endlich viele Koeffizienten. Der Vektor  setzt sich analog zu  in (2.25) zusammen aus Teil-
vektoren  der Länge , die gegeben sind durch

. (4.8)

Betrachtet man die Signale am Entzerrereingang als Vektoren, dann liegt das Ausgangssignal
in dem von diesen Vektoren aufgespannten Raum [72]. In Bild 4.6 ist dieser Raum mit

 bezeichnet. Liegt das Sendesymbol  außerhalb dieses Vektorraumes, gilt für
den optimalen MMSE-Schätzwert , dass der resultierende minimale Fehler

 orthogonal zu den Eingangssignalen und somit zu  ist.
Dies bedeutet, dass der im MMSE-Sinn optimale Fehler unkorreliert mit den beobachteten Da-
ten ist. Mathematisch lässt sich diese Bedingung schreiben als
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L r n( ){ }

Bild 4.6: Geometrisches Analogon des Orthogonalitätstheorems
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, (4.9)

wobei gilt . Falls keine a priori Information der gesendeten
Signale vorliegt, vereinfacht sich dies zu . In diesem Fall bedeutet dies,
dass die Sendesignale voneinander statistisch unabhängig und gleichverteilt sind. Schreibt man
das Fehlersignal  als

, (4.10)

dann gilt für das im MMSE-Sinn optimale (Wiener) Filter ,

. (4.11)

Da im Rest dieses Kapitels im Wesentlichen Wiener Filter berechnet werden, wird auf die ex-
plizite Mitführung des Subscripts „opt“ verzichtet. Mit Definition des Kreuzkorrelationsvektors

 der Dimension  und der Autokorrelationsmatrix
 der Dimension  lässt sich (4.11) schreiben als

. (4.12)

Durch -Transformation von (4.12) gelangt man schließlich zu der Gleichung

, (4.13)

wobei

(4.14)

die -Transformierte der Kreuzkorrelation  bezeichnet und

(4.15)

das Leistungsdichtespektrum (Power Spectral Density, PSD) der Sequenz  in der -
Ebene darstellt. Die Größe  bezeichnet die Rauschkorrelationsma-
trix der Dimension . Das Wiener Filter ist somit gegeben durch

. (4.16)

Um das Filter  nach (4.2) in einen AR Anteil  und einen MA Anteil

(4.17)

aufzuteilen, wird in (4.16)  zunächst durch spektrale Faktorisierung [32], [143] geschrie-
ben als

, (4.18)

wobei  eine konstante  Matrix ist und  der selben Dimension kausal, monisch1 so-
wie minimalphasig ist.

1. Monisch bedeutet, dass die Einträge für  Eins sind.
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Die mehrdimensionale spektrale Faktorisierung in (4.18) lässt sich in zwei Teile aufspalten. Zu-
nächst wird durch ein skalares Filter  das Rauschen dekorreliert. Die Größen nach Filte-
rung mit diesem Rausch-Dekorrelationsfilter  werden im Folgenden durch
bezeichnet. Das Spektrum  hat mit  die
Form

, (4.19)

wobei  die Diagonalmatrix der Dimension  darstellt, die die Rauschlei-
stungen der einzelnen Polyphasen  beinhaltet. Für den skalaren Fall kann in (4.25) die
Größe  als die sogenannte mittlere Systemenergie (System Average Energy) [32] aufgefasst
und durch folgende Gleichung berechnet werden

, (4.20)

wobei der Logarithmus jede beliebige (gemeinsame) Basis haben kann.
Mit der Berechnungsvorschrift zur Matrixinsion [18] folgt aus (4.19) für das AR Filter

. (4.21)

Da  minimalphasig ist, ist das AR-Filter  kausal und sta-
bil. Im skalaren Fall ist der Zähler von (4.21) identisch Eins. Der Anteil

 ist Bestandteil von . Die Größe  lässt sich mit den
Ergebnissen aus [107]

(4.22)

, (4.23)

als der minimalphasige Faktor der skalaren Größe

(4.24)

schreiben. Für den Fall, dass die Rauschleistung in allen Polyphasen gleich groß ist, kann (4.24)
geschrieben werden als

. (4.25)

Das Filter  kann daher als Dekorrelationsfilter des überabgetasteten Eingangssi-
gnals  aufgefasst werden, das Korrelationen zwischen  und  elimi-
niert, wobei gilt  [186]. Das Filter ist also ein lineares Prediktionsfilter, das einen
Symbolschritt vorausberechnet. Tastet man den Ausgang  dieses Filters im Symboltakt ab,
ist das sich ergebenden Signals weiß, aber noch nicht entzerrt. Das entsprechende Spektrum, das
auch als sogenanntes gefaltetes Spektrum bezeichnet wird, ist daher flach. Das Signal
wird auch als Innovation bezeichnet, da es jeweils nur die Informationen enthält, die nicht aus
den davor liegenden Empfangsdaten ableitbar sind. Zu beachten ist, dass die einzelnen Polyp-
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hasen des Ausgangssignals nicht weiß sind.
In Bild 4.7 ist das Prinzip der linearen Prediktion für den skalaren, rauschfreien Fall gezeigt.
Das Sendesignal  wird hier wie üblich auf den Kanal  gegeben und so das Ausgangs-
signal  gebildet. Ein linearer Prediktor  versucht nun, aus den zurückliegen-
den Signalen, das Eingangssignal des Kanals als  zu schätzen. Das ideale  ist somit
der minimalphasige Anteil von . Der Prediktionsfehler  entspricht der neuen
Information, bzw. Innovation, die nicht aus Signalwerten zu davorliegenden Zeitpunkten ableit-
bar ist. Dieses Signal wird daher vorteilhaft als Eingang des Prediktors verwendet.

Die Interpretation der Dekorrelation eines überabgetasteten Signals im Zeitbereich ist in
Bild 4.8 verdeutlicht. Abgebildet ist die AKF eines dekorrelierten, dreifach überabgetasteten
Signals. Man erkennt, dass diese Funktion bei ganzzahligen Werten von  - mit Ausnahme
des Ursprungs - Nullstellen aufweist. Am Ursprung tritt, wie in Kapitel 4.2.3 beschrieben, die
mittlere Systemenergie  auf. Da Korrelationen, die zwischen den einzelnen Polyphasen beste-
hen, nicht eliminiert wurden, sind die restlichen Funktionswerte beliebig. Bild 4.10 zeigt das
Leistungsdichtespektrum eines zweifach überabgetasteten Basisbandsignals vor (links) und
nach (rechts) Dekorrelation. Die Spektren wurden anhand von Simulationen eines QAM VDSL
Systems gewonnen, wobei die verwendete Leitung hier der im VDSL Standard [176] definierte
sogenannte Kanal 4 ist, der zwei Bridged Taps aufweist. Die Topologie dieses Kanals ist in
Bild 4.9 gezeigt. Für die Simulation wurde  zu 850m gewählt, das Sendespektrum reicht von
3,1 MHz bis 5 MHz und zusätzlich sind 5 FEXT Störer bei 400m Entfernung vorhanden, die im
selben Frequenzband senden. Man erkennt in Bild 4.10, dass das Ausgangsspektrum einen re-
lativ flachen Verlauf im Bereich des Übertragungsbandes aufweist. Im Prinzip ist das Spektrum
flach, wenn die Abtastrate auf Symbolrate reduziert wird, wobei das Spektrum gefaltet wird. Da
außerhalb des Übertragungsbandes die spektrale Leistungsdichte sehr gering ist, ist dies in die-
sem Fall quasi gleichbedeutend, dass innerhalb dieses Bandes das Spektrum bereits flach ist.
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Bild 4.7: Prinzip eines rekursiven Prediktors im skalaren Fall
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Zur Entzerrung von  ist ein zweites Filter erforderlich, das sogenannte Innovations Post-
filter  [107]. Für dieses Filter gilt

. (4.26)

Dies kann interpretiert werden als ein signalangepasstes (Matched) Filter  gefolgt
von einem Vorwärts-Prediktionsfilter. Im skalaren Fall vereinfacht sich (4.26) zu der bekannten
Identität [99], [134]

. (4.27)

Die Impulsantwort des in (4.26) bzw. (4.27) gegebenen MA Filter ist allerdings sowohl in po-
sitiver, als auch in negativer Zeitpunktrichtung unendlich und daher nicht realisierbar. Das ent-
sprechende realisierbare Filter  muss kausal sein und ist gegeben durch

, (4.28)

wobei  den kausalen Anteil von  bezeichnet.

Falls das Rauschsignal am Empfängereingang farbig ist, ist das Rausch-Dekorrelationsfilter
 ebenfalls Bestandteil von , bzw. . Hierbei ist im Fall, dass das Rauschfilter
 rein rekursiv ist, das entsprechende inverse Dekorrelationsfilter  ein FIR Filter. Ist

das Rauschfilter hingegen ein FIR Filter, so ist  ein AR Filter. Dies kann in diesem Fall
entweder durch ein eigenes rein rekursives Filter realisiert werden, oder durch Faltung der theo-
retisch unendlich langen Impulsantwort dieses Filters mit  aus (4.26).

4.2.2 Optimale Koeffizienten des beliebig langen DFEs

In diesem Abschnitt sollen die Koeffizientengewichte des im MMSE Sinn optimalen DFE be-
rechnet werden. Der ZF-DFE ist aus diesem Ergebnis leicht ableitbar, indem in den entspre-
chenden Berechnungsvorschriften die Rauschleistung zu Null gesetzt wird. In diesem Kapitel
wird - wie allgemein üblich - angenommen, dass der DFE keine Fehlentscheidungen produziert.
Betrachtungen zu möglicherweise auftretenden Fehlerfortpflanzungen finden sich in Kapitel
4.5.
Nach dem in Bild 4.11 gezeigten Modell ist der MMSE-DFE Koeffizientensatz gegeben durch
[15]:
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Bild 4.10: Dekorrelation eines überabgetasteten Signals im Frequenzbereich
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. (4.29)

Hierbei beinhalten die Vektoren  der Länge  und  der Länge  die Koeffizienten des
FFF, bzw. FBF. Der Vektor  setzt sich folgendermaßen zusammen:

. (4.30)

Unter der Annahme, dass keine Fehlentscheidungen auftreten, lässt sich schreiben
. Für das Fehlersignal  gilt dann

, (4.31)

bzw. in der -Ebene

. (4.32)

Zunächst sollen die Koeffizientensätze hergeleitet werden, die sich für beliebig lange Filterord-
nungen des Vorwärtsfilters  und des Rückkoppelfilters  ergeben. Zur Berechnung des im
MMSE-Sinn optimalen Koeffizientensatzes wird erneut vom Orthogonalitätsprinzip Gebrauch
gemacht, das sich in der -Ebene schreibt als

. (4.33)

Unter der Voraussetzung, dass das Rauschen weiß ist, sowie in allen Teilkanälen mit gleicher
Leistung auftritt, lässt sich (4.33) unter der Verwendung von (4.14) und (4.15) umformen zu

. (4.34)

Ist das Rauschen gefärbt, muss die -dimensionale Einheitsmatrix durch die entsprechende
Rauschmatrix der selben Dimension ersetzt werden. In diesem Fall kann formal wieder ein
Rauschdekorrelationsfilter  vorgeschaltet werden und mit dem entsprechenden äquiva-
lenten Kanal  sowie mit AWGN gerechnet werden. Das Filter  muss
anschließend in das berechnete  eingerechnet werden. Mit der in (4.15) gegebenen spek-
tralen Faktorisierung, die sich bei weißem Rauschen als

(4.35)

schreibt, folgt aus (4.34)
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Bild 4.11: Modell zur Berechnung der optimalen DFE Koeffizienten im MMSE-Sinn
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, (4.36)

so dass sich das Leistungsdichtespektrum des Fehlersignals  schrei-
ben lässt als

. (4.37)

Bei der zweiten Umformung wurde von (4.34) sowie von der Rechenregel
 Gebrauch gemacht (vgl. die Herleitung von (3.97)). Zur Erzielung der

minimalen Fehlerleistung muss das Spektrum  weiß sein [32], d.h. das optimale Filter
 ist analog zu (4.21) gegeben durch die Determinante von . Dies ist der minimalpha-

sige Anteil des Nenners der zweiten Identität von (4.37), also von . Somit sind für den
Grenzfall nichtkausaler unendlich langer Entzerrer die Vorwärts- und Rückwärtsfilter des LE
und des DFE identisch. Wie erwähnt, ist das Dekorrelationsfilter des Rauschens Bestandteil des
Vorwärtsentzerrers. Ist das Rauschfilter FIR, so ist das entsprechende Dekorrelationsfilter AR.
Als Vorwärtsfilter kann dann auch ein allgemeines IIR Filter fungieren [163]. Dies ist auch
dann vorteilhaft, wenn der Kanal einen AR Anteil besitzt. Das Filter  kann theoretisch
ebenfalls vorteilhaft durch ein IIR Filter ersetzt werden, allerdings treten Effekte der Fehlerfort-
pflanzung dann in erheblich stärkerem Ausmaß als beim konventionellen DFE auf. Ein DFE,
der im Vorwärts- und/oder Rückkoppelzweig IIR Filter aufweist, wird Verallgemeinerter DFE
(Generalized DFE, GDFE) genannt. Berechnungsvorschriften der Koeffizientensätze eines der-
artigen Entzerrers finden sich in [163]. Dort werden auch Erweiterungen des DFEs zur Mehr-
benutzer Detektion (Multiuser Detection, MUD) angegeben.
Den Koeffizientensatz eines ZF-DFE erhält man, wenn man bei der entsprechenden Berech-
nungsvorschrift des MMSE-DFE die Rauschleistung zu Null setzt.

4.2.3 Mittlerer quadratischer Fehler beliebig langer Ent-
zerrer

Der MSE ist allgemein gegeben durch das Integral der PSD des Fehlersignals am Entscheider-
eingang

. (4.38)

Da der MMSE-LE formal aus dem MMSE-DFE durch Setzen von  hergeleitet wer-
den kann, folgt für den LE aus (4.37)

. (4.39)

Dieser Ausdruck lässt sich nach [107] umformen in

. (4.40)

In [107] wurde gezeigt, dass dieser Wert dem Hauptwert, also dem Koeffizienten an der Posi-
tion  der Gesamtimpulsantwort bestehend aus Kanal und Entzerrer, entspricht. Für den
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MMSE-DFE folgt aus (4.37) für den skalaren Fall mit

. (4.41)

In [107] ist der MSE des MMSE-DFE für den Fall eines überabgetasteten Vorwärtsfilters gege-
ben. In diesem Fall muss im Nenner von (4.41) die Determinante von  gebildet werden. Auch
beim MMSE-DFE entspricht der MSE dem Hauptwert der Gesamtimpulsantwort, wenn diese
als  definiert wird [107]. Das Verhältnis des MSE der beiden untersuch-
ten Entzerrer ergibt sich schließlich zu:

. (4.42)

Es zeigt sich hierbei, dass aufgrund der Definition des SNR, der im MMSE Sinn optimale Ent-
zerrer nicht der ist, der die Fehlerwahrscheinlichkeit minimiert. Die Ursache dieses Effekts be-
steht darin, dass der MMSE Entzerrer nicht erwartungstreu ist, da sein Ausgang mit einem
SNR-abhängigen Wert skaliert ist. Dies wird näher in Kapitel 4.6 besprochen. Hier wird auch
eine Möglichkeit zur Kompensation dieser Skalierung beschrieben.

4.3 Wiener Filter bei endlichen Filterlän-
gen

In diesem Abschnitt werden die im MMSE Sinn optimalem Entzerrer endlicher Länge berech-
net. Im Gegensatz zu Entzerrern unbeschränkter Länge hängt hier das Systemverhalten von der
sich ergebenden Systemverzögerung ab. Im Folgenden wird der Wiener Entzerrer, wie im Fall
unbeschränkter Filterlängen, durch Minimierung des MSE berechnet. Durch eine Maximierung
des SNR am Entscheidereingang

(4.43)

gelangt man, wie in [56] und [57] gezeigt, zu identischen Ergebnissen.
Bei endlichen Filterlängen lässt sich der optimale Koeffizientensatz des DFE sehr elegant her-
leiten, wenn (4.31) in folgender Form umgeschrieben wird [2], [31]

. (4.44)

Hierbei ist

(4.45)

der zusammengesetzte Spaltenvektor aus dem -dimensionalen Koeffizientenvektor des
Vorwärtsfilters  und dem -dimensionalen Koffizientenvektor des Rückkoppelfilters . Der
zusammengesetzte Regressorvektor ist gegeben als
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, (4.46)

mit  definiert in (2.26) und  definiert als Spaltenvektor der letzten , um  ver-
zögerten, Sendesymbole. Mit Anwendung des Orthogonalitätstheorems
und den Definitionen der Kreuzkorrelationsfunktion des Sendesymbols mit den Empfangsdaten

, (4.47)

sowie der Autokorrelationsfunktion der Empfangsdaten

, (4.48)

folgt für die Koeffizienten des MMSE-DFE

. (4.49)

Hierbei stellt  die Kreuzkorrelationsmatrix des Empfangsdatenvek-
tors mit dem Sendedatenvektor der Länge  dar. Die Kanalfaltungsmatrix  ist in (2.23)-
(2.24) definiert. Die Rauschautokorrelationsmatrix  ist gegeben durch

, (4.50)

wobei der Vektor  in (2.28) definiert wurde. Der Vektor  der Länge  hat in Reihe
eine Eins und an den restlichen Positionen eine Null. Die  Matrix  besteht aus
einer Einheitsmatrix der Dimension  beginnend an Position
und Nullen an den restlichen Einträgen. Somit sind ihre ersten  Reihen, sowie je nach-
dem welche der Größen  und  kleiner sind, ihre letzten Reihen, bzw. Spal-
ten mit Nullen gefüllt. Im Grenzfall verschwindenden Rauschens kann das Gleichungssystem
(4.49) überbestimmt sein, für den realistischen Fall, dass additives Rauschen am Entzerrerein-
gang anliegt, ist die Invertierbarkeit von  in der Regel jedoch sichergestellt.
Für den Fall, dass ein in Kapitel 4.1.3 beschriebener PS-FSE implementiert werden soll, sind
die Einträge der Kanalmatrix reellwertig. Wird, wie bei einem Bandpassverfahren üblich, eine
komplexwertige Modulation, wie etwa QAM oder CAP verwendet, ist der Kreuzkorrelations-
vektor  komplexwertig. Somit erhält man ein komplexwertiges Vorwärtsfilter, dessen Re-
alteil der Inphasekomponente und dessen Imaginärteil entsprechend der Quadraturkomponente
des PS-FSE entspricht. Für den Fall, dass die Entzerrerlänge  gegen unendlich geht, bilden
beide Anteile ein Hilbertpaar. Diese Eigenschaft gilt jedoch näherungsweise auch für endliches

 [81], [125].
Im Gegensatz zu den Verhältnissen bei unendlich langem Vorwärtsfilters hängt die Perfor-
mance des endlich langen DFE bzw. LE von der gewählten Systemverzögerung  ab. Die op-
timale Verzögerung , die zum Entzerrer mit minimalen MMSE führt, kann im Allgemeinen
nur durch Probieren gefunden werden, sie liegt für genügend langes  jedoch in der Regel nahe
an  [2].
Während mit Ausnahme von trivialen Kanälen, die keine Speichereinheiten besitzen, DFEs mit
einer unendlichen Anzahl an Koeffizienten grundsätzlich ein höheres SNR am Entscheiderein-
gang zeigen als entsprechende lineare Entzerrer, gilt dies für realisierbare DFEs mit einer end-
lichen Anzahl an Koeffizienten nicht mehr zwingend. Die Bedingungen, unter denen der
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Wiener DFE ein linearer Entzerrer ist, also sämtliche Koeffizientengewichte des Rückkoppel-
filters verschwinden, sind in [156] gezeigt.
Eine sehr elegante Herleitung der Koeffizientengewichte eines DFE mit endlicher Anzahl an
Koeffizienten findet sich in [2]. Voraussetzung ist hier allerdings, dass die Anzahl an Koeffizi-
enten des Rückkoppelzweiges optimal ist, d.h. in Falle von weißem Rauschen mindestens so
groß ist wie die Länge der diskreten Kanalimpulsantwort. Ist das additive Rauschen gefärbt,
muss das FBF - entgegen den Aussagen in [2] - sogar so lange sein wie der äquivalente Kanal
des dekorrelierten (prewhitened) Systems. Andernfalls werden mit dieser Methode die ersten
Koeffizienten des AR Filters des unendlich langen linearen Entzerrers berechnet, jedoch nicht
die des Rückkoppelfilters des DFE. Ist das Rückkoppelfilter mit  ausreichend lang,
können die Filterparameter durch Cholesky Faktorisierung gefunden werden und viele Eigen-
schaften des DFEs mit unendlicher Koeffizientenanzahl sind auf den so erhaltenen DFE über-
tragbar. Die Cholesky Faktorisierung ist das Analogon der spektralen Faktorisierung für eine
endliche Anzahl an Dimensionen. Eine Übersicht zur Cholesky Faktorisierung findet sich etwa
in [2]. Der MMSE Koeffizientensatz lässt sich nach [2] durch folgende Faktorisierung finden:

, (4.51)

wobei  eine -dimensionale, monische untere Dreiecksmatrix ist und  eine Diago-
nalmatrix der selben Dimension. Die optimale Systemverzögerung  ist dann die Spalte, in
der  den maximalen Wert besitzt, der äquivalent zu  ist. Für den Fall,
kann  daher analytisch gefunden werden. Der optimale FBF ergibt sich dann zu

(4.52)

und das optimale Vorwärtsfilter  zu

. (4.53)

Gleichung (4.51) entspricht formal (4.23), die sich im Fall eines im Symboltakt betriebenen
Vorwärtsfilters schreibt als

. (4.54)

Eine Erweiterung dieser Gleichungen für den Fall, dass die Sendesignale korreliert sind, ist
durch einfache Substitution der Einheitsmatritzen in (4.51) und (4.53) durch die entsprechende
Autokorrelationsmatrix des Sendesignals möglich [2]. Aus (4.53) folgt, dass ein Rausch-Dekor-
relationsfilter implizit Bestandteil des Vorwärtsentzerrers des DFE ist. Durch Vorfilterung mit
einem Rausch-Dekorrelationsfilter, das aus der Cholesky-Faktorisierung des Rauschprozesses

(4.55)

gewonnen werden kann, vereinfachen sich die Gleichungen (4.51) - (4.53). Die Matrix  ist
hierbei eine monische obere Dreiecksmatrix der Dimension von . Das Dekorrelationsfilter
ist in diesem Fall FIR und gegeben durch die erste Spalte von . Würde in (4.55) die Matrix

 faktorisiert, wäre das sich ergebende Filter das korrespondierende AR Filter. Die äquiva-
lente Kanalmatrix ist gegeben durch . Somit folgt

, (4.56)

, (4.57)
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. (4.58)

Die Größen  beziehen sich hierbei wieder auf das System mit vorgeschaltetem Rausch-Dekor-
relationsfilter.
Der MMSE für das gewählte  ergibt sich für die optimalen Koeffizienten zu

. (4.59)

Die zweite Identität in (4.59) folgt aus der Tatsache, dass der Rückkoppelfilter keinen Beitrag
zum Fehlersignal liefert. Setzt man in (4.45) , so erhält man die entsprechenden Glei-
chungen des FIR-LE. Der Koeffizientensatz des IIR-LE endlicher Länge wurde etwa in [107],
für den Fall , wobei  die Länge des äquivalenten weißen Rauschkanals ist, mit Hilfe
der Kalman Filter Theorie berechnet. Ist dies nicht gegeben, kann man die Koeffizienten fol-
gendermaßen berechnen: Wie im Fall unendlich langer Filter wird zunächst durch spektrale
Faktorisierung das optimale Filter  berechnet. Ist  kleiner als , so kann durch den
AR Filter nur die Impulsantwort bis zur Länge  dekorreliert werden, auf den Rest der Impuls-
antwort hat das Filter keinen Einfluss, so dass das Filter endlicher Länge in diesem Fall aus den
ersten  Koeffizienten des berechneten  besteht. Nun kann durch Faltung des Kanals mit
dem AR Filter die Impulsantwort des entsprechenden dekorrelierten (prewhitened) Systems be-
rechnet werden und für diese mit (4.47) - (4.59) der optimalen Koeffizientensatz des MA Fil-
ters. Hierbei wird davon ausgegangen, dass dieses MA Filter das Rauschen perfekt dekorreliert.
Ist das Rauschen nicht weiß, so lässt sich die Dekorrelation in der Praxis nur näherungsweise
durchführen, so dass die berechneten Koeffizienten dann nur eine Näherung darstellen. Diese
ist allerdings für genügend langes  sehr gut.

4.4 Vergleich der verschiedenen Entzerrer

4.4.1 Vergleich FIR und IIR MMSE-DFE

Beim Vergleich des realisierbaren MMSE-DFE endlicher Länge mit dem nicht realisierbaren
unendlicher Länge fallen folgende Merkmale auf [2]
• Die Filter  und  sind jeweils lineare Rückwärts-, bzw. Vorwärts-Prediktionsfilter.

•  beinhaltet in beiden Fällen ein Rauschdekorrelationsfilter und ein Matched Filter.

• Für den Fall unendlich langer Filter ist  ein exaktes Dekorrelationsfilter der Fehler-
Kovarianzmatrix und daher minimalphasig. Diese Eigenschaften sind im Fall endlich lan-
ger Filter nicht mehr zwingend erfüllt.

• Für den Fall unendlich langer Filter beinhaltet  ein maximalphasiges exaktes Dekorre-
lationsfilter der Kanalautokorrelationsmatrix. Das entsprechende Filter endlicher Länge ist
im Allgemeinen gemischtphasig und kein optimales Dekorrelationsfilter [2].

• In beiden Fällen ist die Fehlersequenz am Entzerrerausgang aufgrund von Vorläufer-ISI
nicht gaußverteilt [2]. Sie ist für den Grenzfall unendlicher Filterlängen weiß, ansonsten im
allgemeinen Fall gefärbt. In [107] wurde gezeigt, dass im Falle von weißem Rauschen am
Entzerrereingang und für genügend lange Filter, die Fehlersequenz am Entzerrerausgang in
diesem Fall ebenfall weiß ist.
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• Beide Entzerrer sind nicht erwartungstreu (biased). Dies wird in Kapitel 4.6 genauer unter-
sucht.

4.4.2 Vergleich MMSE-LE mit MMSE-DFE

Beim Vergleich des MMSE-LE mit dem MMSE-DFE ergeben sich folgende wichtige Gemein-
samkeiten und Unterschiede
• Für den Fall genügend langer Filter korrespondieren die Koeffizientensätze des Vorwärts-

und Rückkoppelfilters, d.h.  und  [99]. Genügend lang bedeu-
tet hierbei, dass die Systemverzögerung  mindestens so groß ist, wie die um Eins vermin-
derte Länge des äquivalenten weißen Rauschkanals , sowie dass gilt .
Insbesondere gilt dies, wenn die Filterlängen (und damit auch die Systemverzögerung)
gegen unendlich gehen. Für kleinere Filterlängen gilt diese Äquivalents nur noch nähe-
rungsweise. Für den Fall  wurde in [107] allerdings gezeigt, dass der DFE mit
den Koeffizienten des korrespondierenden IIR MMSE-LE die gesamte Postcursor ISI eli-
miniert.

• Das Filter  ist unabhängig von der Filterlänge immer minimalphasig. Dies ist aus
Gründen der Stabilität erforderlich. Im Gegensatz dazu befindet sich im Rückführzweig
des DFE ein Entscheider, der die Stabilität des Systems auch bei nicht minimalphasigem

 sicherstellt.
• Die Fehlersequenz des MMSE-LE ist im Allgemeinen gefärbt. Die des MMSE-DFE ist für

den Grenzfall genügend langer Filter weiß [2].

4.4.3 Vergleich von FSE mit BSE

In diesem Abschnitt sollen Entzerrer die mit der Symbolrate getaktet werden (BSE) mit denen,
die auf einer um den Faktor  höheren Rate laufen (FSE), verglichen werden. Der Hauptunter-
schied beider Entzerrer besteht darin, dass bei Verwendung eines BSE normalerweise das Abt-
ast-Theorem (siehe Kapitel 3.1.3) verletzt wird, bei Verwendung eines FSE wird es hingegen
eingehalten. Ursache dafür ist, dass praktisch realisierbare Sendefilter eine gewisse Exzess
Bandbreite besitzen, also dass das Spektrum nicht auf  begrenzt ist. Bei den häufig ver-
wendeten, sogenannten Nyquist-Roll-Off Filtern, bezeichnet etwa der Roll-Off Faktor, wie weit
sich das Spektrum über den Bereich der halben Symbolrate ausdehnt.
Grundsätzlich ist daher ein BSE wesentlich empfindlicher in Bezug auf die Abtastphase, als ein
FSE. Dies kann anschaulich so interpretiert werden, dass sich bei Abtastung im Symboltakt das
Signalspektrum mit den Wiederholspektren im Bereich der Nyquistfrequenz  überlappt.
Da am Eingang des Entzerrers im Allgemeinen die Nyquistbedingung (siehe Kapitel 2.1) nicht
eingehalten wird, kann diese Überlappung abhängig von der Abtastphase konstruktiv oder de-
struktiv sein. Ein FSE kann hingegen das ganze Signalspektrum auflösen und zeigt diesen Ef-
fekt daher nicht. Weist der Kanal im Bereich der Bandgrenzen große Verzerrungen des
Phasenganges auf, wird ein BSE unabhängig von der Abtastphase ein schlechteres Systemver-
halten zeigen, als ein FSE [134].
Prinzipiell zeigt auch ein DFE im Vergleich zu einem LE ein unempfindlicheres Systemverhal-
ten bezüglich der Abtastphase. Ursache dafür ist, dass das Vorwärtsfilter eines DFE mehr Frei-
heitsgrade besitzt als ein LE, da es den Kanal nicht invertieren muss, sondern die kombinierte
Impulsantwort aus Kanal und Vorwärtsentzerrer nach dem Hauptwert beliebige von Null ver-
schiedene Werte aufweisen kann [134].
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Die Empfindlichkeit des BSE von der Abtastphase ist insbesondere bei einem blind startenden
System (siehe Kapitel 6) von Nachteil, da hier zu Beginn der Übertragung zunächst eine Abt-
astphase gefunden werden muss, die zu einem, zur Konvergenz der Entzerrer genügend großen
SINR führen kann. Zusätzlich erschwert wird diese Prozedur dadurch, dass alle bekannten Al-
gorithmen zur Synchronisation eines im Symboltakt abgetasteten Signals entschiedene Symbo-
le verwenden. Daher ist es in diesem Fall schwierig, gleichzeitig zu synchronisieren und den
Entzerrer zu adaptieren. Diese Probleme fallen bei einem System, das mit einer höheren Rate
abgetastet wird, weg. Ein weiteres Problem bei Verwendung eines entscheidungsgestütztes
Taktregelkriterium ist eine auftretende Verkopplung von Entzerrung und Synchronisation, die
spezielle Maßnahmen zur Sicherstellung der Systemstabilität erfordern (siehe etwa [66] - [68]).
Allgemein ist bekannt, dass das optimale Empfangsfilter eines linearen Systems ein Kanal-Mat-
ched Filter, gefolgt von einem transversalen BSE, darstellt [51], [134]. Ein FSE kann die ge-
meinsame Impulsantwort bestehend aus Matched Filter und Entzerrer aufgrund der Einhaltung
des Abtasttheorems erzeugen (unter der Berücksichtigung der endlichen Entzerrerlänge). Ein
BSE hingegen kann keine signalangepasste Filterung durchführen und benötigt daher ein Vor-
filter, das aber in der Regel nicht an den Kanal angepasst werden kann. Somit zeigt, bei gleicher
Entzerrerlänge in Symbollängen, ein FSE prinzipiell ein besseres Systemverhalten als ein BSE.
In der Praxis ist ein FSE meist auch bei gleicher Anzahl an Koeffizienten dem BSE überlegen.
Darüberhinaus ist auch der Implementierungsaufwand, aufgrund des nicht erforderlichen expli-
ziten Matched Filters, bei einem FSE meist geringer. Zu beachten ist allerdings, dass die Ein-
gänge des FSE mit der um  höheren Abtastfrequenz bereitgestellt werden müssen. Dies ist
etwa bei Systemen, die einen Echokompensator beinhalten, mit relativ großem Aufwand ver-
bunden. Bei den hier betrachteten Systemen, die in Frequenzgetrenntlage betrieben werden, ist
dies jedoch nicht gegeben. Wie in Kapitel 3.5 gezeigt, hat bei der Verwendung eines vor dem
Entzerrer befindlichen Filters zur Abtastratenumsetzung, eine höhere Eingangsfrequenz des
Entzerrers den Vorteil, dass die Anforderungen an das SRC Filter sinken. Aus diesen Gründen
wird im Rahmen dieser Arbeit Entzerrung mit einem Vielfachen des Symboltakts bevorzugt.
Ein exemplarischer Vergleich des Systemverhaltens der beiden Entzerrertypen wird am Bei-
spiel eines Einzelträger VDSL Szenariums in Kapitel 4.7 gegeben.

4.5 Fehlerfortpflanzungen beim DFE

Der größte Nachteil des DFE besteht darin, dass bei einer Fehlentscheidung das falsch entschie-
dene Symbol zurück geführt wird, was zu Fehlerfortpflanzungen (error bursts) führen kann.
Dies führt, insbesondere bei hohen Fehlerraten, zu einer Verschlechterung des Systemverhal-
tens, bei niedrigen Fehlerraten ist dieses Phänomen normalerweise vernachlässigbar. Die An-
häufungen von Fehlern sind bei Fehlerraten, bei denen ein Empfänger üblicherweise betrieben
wird, nicht katastrophal, das heißt die auftretenden Folgen von Fehlentscheidungen sind zeitlich
begrenzt [134]. Prinzipiell ist insbesondere bei betragsmäßig großen Koeffizienten im Rück-
koppelfilter auch ein instabiles Verhalten des DFE in dem Sinn möglich, dass bedingt durch
Fehlerfortpflanzungen die Fehlerrate signifikant über dem Wert liegt, der sich bei richtigen Ent-
scheidungen ergeben würde [111]. Zur Abschätzung der Fehlerwahrscheinlichkeit bei Verwen-
dung eines DFE wird meist der Zustand des Rückkoppelfilters als Markov-Kette, bzw. Finite
State Machine (FSM) beschrieben. Bei bekannten Übergangswahrscheinlichkeiten kann dann
die Fehlerwahrscheinlichkeit berechnet werden. Die Berechnung der Übergangswahrschein-

w
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lichkeiten ist allerdings extrem aufwändig [31], [38]. Eine obere Schranke für die Fehlerwahr-
scheinlichkeit eines DFE wurde in [38] gegeben. Diese ist für hohes SNR, also das Szenario in
denen DFEs üblicherweise eingesetzt werden, bei binärer Modulation durch  gege-
ben. Hierbei ist  die Anzahl der Koeffizienten des Rückkoppelfilters, nach denen das Auge
offen ist, und  bezeichnet die Bitfehlerrate ohne Fehlerfortpflanzungen. In neueren Unter-
suchungen (vgl. z.B. [111], [180] und die darin enthaltenen Referenzen) wurde jedoch gezeigt,
dass die Bitfehlerrate eines DFE in der Praxis meist signifikant unter der in [38] angegebenen
Schranke liegt. In [180] wurde eine Methode zur näherungsweisen Berechnung der Übergangs-
wahrscheinlichkeiten einer Markov-Kette angegeben, die eine relativ rasche Abschätzung der
Fehlerrate eines realen DFE erlaubt. Hierzu werden nur die Wahrscheinlichkeiten der Übergän-
ge von einem fehlerfreien Ausgangszustand zu einem fehlerbehafteten Zustand innerhalb einer
Zeitspanne von  Symboltakten bestimmt. Für ein genügend großes  kann diese Wahrschein-
lichkeit als Näherung für das Auftreten dieses Fehlerereignisses im eingeschwungenen Zu-
stands dienen. Durch Summation aller möglichen Fehlerereignisse kann somit die
Fehlerwahrscheinlichkeit abgeschätzt werden. Ein ähnliches Verfahren wurde in [111] verwen-
det zur Abschätzung der Grenze, in Bezug auf die Größe der Koeffizienten im Rückkoppelfilter,
bei der die Fehlerfortpflanzungen des DFEs katastrophal werden.
Prinzipiell ist die Wahrscheinlichkeit von Fehlerfortpflanzungen bei DFEs, deren Rückkoppel-
filter betragsmäßig große Koeffizientengewichte aufweisen, besonders groß. Daher kann man
mit Entwurfsmethoden, die den gewichteten Betrag dieser Gewichte zur zu minimierenden Ko-
stenfunktion addieren, unter Umständen DFEs erhalten, die eine geringere Symbolfehlerwahr-
scheinlichkeit aufweisen, als der nach (4.29) entworfene MMSE-DFE. Ansätze zum Entwurf
derartiger Optimierungsfunkionen finden sich etwa in [96].
Man kann das Auftreten von Fehlerfortpflanzungen auch ganz ausschließen, indem man das
FBF vom Empfänger in den Sender verlagert [71], [164]. Man spricht in diesem Fall von Vor-
kodierung (Precoding). Die Koeffizienten des Filters im Rückführzweig sind hier bei Imple-
mentierung im Sender, bzw. Empfänger identisch. Bei der gebräuchlichsten derartigen
Methode, dem sogenannten Tomlinson-Harashima Precoding (THP), wird im Sender, anstelle
des in der Rückkoppelschleife des DFE enthaltenen Entscheiders, ein Modulo-Operator ver-
wendet. Diese Modulo-Operation bewirkt effektiv eine Erweiterung des Signalraums der Sen-
desymbole und stellt sicher, dass die Sendesignale beschränkt bleiben. Sie muss im Empfänger
durch einen weiteren Modulo-Operator rückgängig gemacht werden. Bei einer digitalen Imple-
mentierung werden diese Modulo-Operationen bedingt durch die endlichen Wortbreiten auto-
matisch durchgeführt. Nachteilig am THP ist, dass sich die Sendeleistung um den Faktor

 für PAM, bzw.  für QAM leicht erhöht. Hierbei bezeichnet  die
Anzahl der Signalraumpunkte. Dieser Effekt fällt jedoch bei einer Vergrößerung der Stufenzahl
zunehmend geringer ins Gewicht. Ein weiterer Vorteil des THP ist, dass dieses Verfahren in
einfacher Weise mit kodierter Modulation, speziell mit dem sogenannten Trellis-Shaping kom-
biniert werden kann [50]. Dies ist bei Verwendung eines DFE nicht, bzw. nur eingeschränkt
möglich, da hier die Entscheidungen sofort getroffen werden und die entschiedenen Werte zu-
rück geführt werden. Vergleiche von THP mit anderen Vorkodierschemen für die Anwendung
bei leitungsgebundener Übertragung finden sich in [50]. Es stellt sich hierbei heraus, dass THP
den konkurrierenden Verfahren insgesamt überlegen ist, weshalb hier auf diese alternativen
Vorkodierer nicht eingegangen wird. Da diese Techniken jedoch Einfluss auf den Sender ha-
ben, müssen sie genau standardisiert werden und stellen somit kein Unterscheidungsmerkmal
eines Transceivers dar.
Bei der Verwendung von THP wird beim Systemstart ein DFE am Empfänger adaptiert. Nach
Konvergenz werden dessen Koeffizienten an den Sender übermittelt und damit die Vorkodie-
rung durchgeführt. Die Koeffizienten des Rückkoppelfilters am Empfänger werden daraufhin
zu Null gesetzt. Ein weiterer Vorteil dieses Verfahrens im Vergleich zum DFE besteht darin,

2J BER⋅
J

BER

n n

M2 M2 1+( )⁄ M M 1+( )⁄ M
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dass sich THP mit einem Viterbi Dekoder kombinieren lässt. Ein Tomlinson-Harashima Vor-
kodierer ist etwa bei SHDSL standardisiert, nicht aber bei Einzelträger-VDSL oder etwa bei Gi-
gabit Ethernet [26], [161].

4.6 Erwartungstreuer MMSE Entzerrer

Ist die Sendeleistung  nicht wie in (4.20) zu  normiert, schreibt sich die mittlere System-
energie eines skalaren Systems als

. (4.60)

Das SNR des unendlich langen MMSE-DFE schreibt sich dann als

. (4.61)

Aus (4.60) folgt für den Grenzfall , dass die Größe  gegen Eins
geht. Dies ist aber nach (4.61) das SNR am Ausgang des DFE. Dies liegt daran, dass das Aus-
gangssignal des DFE für  gegen Null geht. Allgemein gilt, dass bei nichtverschwin-
dender Rauschleistung das Ausgangssignal des Entzerrers gestaucht, also nicht erwartungstreu
(biased) ist. Das Fehlersignal am DFE-Ausgang beinhaltet daher auch einen Selbst-Interferenz-
Term [32]. Offensichtlich ist es sinnvoller den SNR-Wert am Ausgang des DFE als

 zu definieren [133], da dieser Wert für verschwindendes SNR am Ent-
zerrereingang ebenfall gegen Null geht.
Grundsätzlich kann man für einen erwartungstreuen Empfänger das  durch folgende For-
mel beschreiben [32]

, (4.62)

wobei das Subscript  für ungestaucht (erwartungstreu, unbiased) steht. Unter der Bedingung,
dass Signal  und Rauschen  unkorreliert sind, kann durch Skalierung des Ausgangs des Emp-
fängers um einen Faktor  das SNR maximiert werden

. (4.63)

Der so modifizierte Empfänger ist dann für  nicht mehr erwartungstreu. Das  eines
derartig skalierten Empfängers schreibt sich als

, (4.64)

wobei der Term  die sogenannte Eigeninterferenz darstellt. Durch Nullsetzung der
Ableitung von (4.64) nach  kann der zu maximalem SNR führende, als  bezeichnete,
Wert von  berechnet werden als:

(4.65)
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Durch Einsetzen in (4.64) erhält man so den maximalen Wert des  am Empfängerausgang

. (4.66)

Diese SNR-Maximierung ist allerdings ein reines Artefakt der SNR-Definition. Da der Ent-
scheider nach den ‚richtigen‘ Signalwerten entscheidet, erhöht die Skalierung die Fehlerwahr-
scheinlichkeit. Filter, die nach dem MMSE-Kriterium entworfen werden, sind bei
nichtverschwindender Rauschleistung grundsätzlich nicht erwartungstreu, d.h. ihr Ausgang ist
gestaucht. Nach dem ZF-Kriterium entworfene Filter sind hingegen erwartungstreu, da die
Rauschleistung hier keinen Einfluss auf die Entzerrerparameter besitzt. Für einen unendlich
langen Entzerrer findet sich eine explizite Herleitung von (4.66) in [32], für das Pendant des
endlich langen Entzerrers in [2]. In [32] wurde vorgeschlagen, den Entzerrerausgang zu entstau-
chen um so die Fehlerwahrscheinlichkeit zu minimieren. Dies geschieht durch einfache Multi-
plikation des Ausgangssignals mit

, (4.67)

wobei  das  am Ausgang des erwartungs-
treuen  beschreibt. Eine identische Formel kann für den  angege-
ben werden. Bild 4.12 zeigt ein Blockschaltbild des erwartungstreuen, bzw. unbiased DFE.

4.7 Systemverhalten berechneter Entzer-
rer

Im Folgenden sollen realisierbare Transversalentzerrer und DFEs für Entzerrung im -, bzw.
-Raster für reale VDSL Szenarien anhand von SINR Werten am Ausgang der berechneten

Wiener Filter verglichen werden. Hierbei werden ebenfalls Abschätzung der optimalen Entzer-
rerlängen gegeben. In diesem Abschnitt werden exemplarisch Basisbandentzerrer verglichen,
da nur bei Signalverarbeitung im Basisband Entzerrung im Symboltakt möglich ist. Die Perfor-
mance eines Entzerrers im Bandpassbereich ist jedoch mit einem Basisband FSE vergleichbar.

Empfindlichkeit von der Abtastphase

Zunächst soll die Empfindlichkeit der Performance in Bezug auf die Abtastphase exemplarisch
verglichen werden. Als Kanal ist hier der in [176] definierte und in Bild 4.9 gezeigte VDSL 4
Kanal, der sogenannte Bridged Taps beinhaltet, mit einer Leitungslänge  gewählt.
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Die Systemumgebung entspricht einem möglichen VDSL Szenario. So ist die Sendeleistung auf
-60 dBm/Hz normiert und am Empfängereingang liegt AWGN mit einer spektralen Leistungs-
dichte von -140 dBm/Hz an. Als Sende-, bzw. Empfangsfilter wurden exemplarisch Wurzel-
Nyquist Roll-Off Filter mit Grad 15 verwendet, die einen Roll-Off Faktor von 10% besitzen.
Die Abtastfrequenz beträgt 25 MHz, die Bandbreite 2,5 MHz und die Mittenfrequenz 4,05
MHz. Die verwendete Modulation ist 16-QAM. Im Rahmen dieser Simulation wurde weder
FEXT noch NEXT angesetzt. Zunächst haben die Vorwärtsfilter  = 20 Koeffizienten.
In Bild 4.13 sind berechnete SINR Werte als Funktion der normierten Abtastfrequenz für ver-
schiedene Längen des Rückkoppelfilters  aufgetragen. Hierbei zeigt Bild 4.13a Berech-
nungsergebnisse für BSE und Bild 4.13b für FSE mit  = 2. Zu beachten ist insbesondere die
unterschiedliche Skalierung der -Achsen. Man erkennt, dass für  = 0, also im Falle eines
reinen Transversalentzerrers, das Systemverhalten sehr stark von der Abtastphase abhängt. Be-
reits ein einziger Koeffizient im Rückkoppelzweig lässt diese Empfindlichkeit enorm sinken
und steigert gleichzeitig das erreichbare SINR um etwa 0,5 dB. Eine Verlängerung auf  = 10
hat auf das erreichbare SINR einen ähnlichen Effekt. Im Gegensatz dazu ist die Performance
des FSE grundsätzlich nahezu unabhängig vom Abtastzeitpunkt. Eine Vergrößerung von  hat
einen nahezu ebenso großen Einfluss auf das erreichbare SINR wie beim BSE. Zu beachten ist,
dass das erzielbare SINR des FSE dem des BSE im betrachteten Fall um etwa 0,15 dB überlegen
ist.

Abhängigkeit der Performance von der Entzerrerlänge

In Bild 4.14 sind die erzielbaren SINR Werte als Funktion der Entzerrerlänge für das gleiche
Szenario genauer betrachtet. Hierbei ist jeweils die optimale Abtastphase gewählt. Aufgetragen
ist das SINR des Wiener Filters als Funktion der Länge des Vorwärtsfilters  und parametri-
siert nach . Bild 4.14a zeigt wieder Ergebnisse des BSE und Bild 4.14b die des FSE. Auch
hier sind die y-Achsen jeweils unterschiedlich normiert. Man erkennt, dass sowohl für  = 1,
als auch für  = 2 das erzielbare SINR bei einer Vergrößerung des Vorwärtsfilters bis etwa ei-
ner Länge von 20 Koeffizienten steigt und danach nahezu konstant bleibt. Grundsätzlich ist die-
se Abhängigkeit bei kurzen Rückkoppelfiltern stärker ausgeprägt. Bei einer Verlängerung des
FBF steigt das SINR bis etwa in einen Bereich von  = 6 merklich an, darüber ist auch hier die
Abhängigkeit sehr gering. Darüberhinaus ist zu erkennen, dass speziell für kurze Filter der FSE
ein besseres Verhalten zeigt als der BSE. Bei langen Filtern liegt der Unterschied im erreichba-
ren SINR hingegen nur bei etwa 0,15 dB.
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 Abhängigkeit der Performance von der Leitungslänge

Als letztes ist in Bild 4.15 für einen ausreichend langen FSE mit  = 20 und  = 10 das erziel-
bare SINR als Funktion der Leitungslänge aufgetragen. Eine derartige Betrachtung ist zwar jen-
seits des Fokus der Arbeit, passt an dieser Stelle thematisch aber gut. Die Leitung ist ETSI 1,
was einem UTP Kabel mit Durchmesser 0,5 mm entspricht. Bei den in Bild 4.15a gezeigten Be-
rechnungen befinden sich hier fünf FEXT-Störer in einer Entfernung von 400 m zum Empfän-
ger. Hierbei ist die Sende PSD der Störer identisch zu der des Nutzsignals. Die restlichen
Parameter entsprechen denen der vorhergehenden Berechnungen. Man erkennt, dass das erziel-
bare SINR bei Angaben in dB nahezu linear mit der Leitungslänge sinkt, wobei die Abnahme
etwa 3,75 dB pro 100 Metern entspricht. Für die in Bild 4.15b gezeigten Berechnungen wurde
angenommen, dass sich die FEXT-Störer am anderen Leitungende befinden, d.h. die Leitungs-
länge der Störer entspricht der des Senders. Bei dieser Kurve ist zu erkennen, dass das erreich-
bare SINR in Abhängigkeit von der Leitungslänge in einem weiten Bereich wesentlich
langsamer sinkt, als bei einer fest angenommenen Leitungslänge der Störsignale. Im Bereich
der Leitungslänge zwischen etwa 400m und 900 m beträgt die SINR Abnahme etwa 0,75 dB
pro 100 m. Wird die Leitung weiter vergrößert, überwiegt der Effekt der Dämpfung des Sende-
signals den Effekt der Abnahme der empfangenen Störleistung wieder deutlich, so dass ab etwa
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1100 m Leitungslänge die mittlere SINR Abnahme pro 100 m zusätzlicher Länge ebenfalls bei
etwa 3,75 dB liegt. Man erkennt aus den Berechnungen, dass in US Richtung Signale von Sen-
dern, die weit von der CO entfernt sind, stark durch die Leitung gedämpft werden und von an-
deren Sendern, die näher an der CO plaziert sind, stark gestört werden. Daher sollen Sender, die
nahe an der CO sind, mit vergleichsweise geringen Sendeleistungen senden. Die genannte Maß-
nahme wird auch als Power Back Off bezeichnet. Eine Übersicht über verschiedene dafür ein-
setzbare Verfahren findet sich etwa in [84].
Allgemeinere Untersuchungen des Verhaltens von Einzelträger VDSL Systemen finden sich
etwa in [1], [64], [65], [81] und [83].

4.8 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden zunächst optimale Koeffizientensätze beliebig langer, sowie prak-
tisch realisierbarer, linearer und entscheidungsrückgekoppelter Entzerrer berechnet. Als Opti-
mierungskriterium erwies sich vor allem die Minimierung des mittleren quadratischen Fehlers
am Entscheider als sinnvoll. Für beliebig lange Entzerrer zeigte sich, dass bei weißem Rauschen
das Rückkoppelfilter bei beiden Strukturen ein Dekorrelationsfilter des Eingangssignals dar-
stellt. Für den Fall, dass das Eingangssignal überabgetastet ist, wurde Dekorrelation hierbei im
Frequenzbereich so gedeutet, dass das gefaltete Spektrum einen konstanten Amplitudengang
besitzt. Im Zeitbereich weist die Autokorrelationsfunktion, mit Ausnahme des Ursprungs, bei
Vielfachen der Symboldauer Nullstellen auf. Auch die Koeffizientengewichte der beiden Vor-
wärtsfilter sind im genannten Grenzfall identisch. Bei einem Vergleich der verschiedenen Fil-
terstrukturen erwiesen sich für einen Einsatz bei drahtgebundener Kommunikation fraktionale
Entzerrer als vorteilhaft. Dies gilt insbesondere, wenn die Adaption der Entzerrer im prakti-
schen Betrieb referenzdatenfrei erfolgen soll. Hauptgrund dafür ist die geringe Abhängigkeit
der Performance vom Abtastzeitpunkt, sowie die hier gegebene Möglichkeit, die Synchronisa-
tion ohne die Verwendung entschiedener Symbole durchzuführen. Nachteilig ist, dass Filter die
vor dem Entzerrer angeordnet sind, Ausgangsdaten mit einer höheren Rate generieren müssen.
Dies gilt insbesondere für Basisbandverfahren mit Echokompensator.
Anschließend wurden Verfahren angegeben, um die Auswirkungen der Fehlerfortpflanzung bei
entscheidungrückgekoppelten Entzerrern zu berechnen und zu minimieren.
Die berechneten Wiener Filter erweisen sich zwar als optimal im Sinne des MMSE, allerdings
nicht in Bezug auf die BER. Dies liegt daran, dass sie bei vorhandenem Rauschen durch Ska-
lierung des Ausgangs insgesamt die Leistung aus Rest-ISI und gefiltertem Rauschen verringern,
dadurch aber nicht mehr erwartungstreu sind. Durch einfache Skalierung des Entzerrerausgangs
kann dieser Effekt jedoch eliminiert werden.
Abschließend wurden für typische Einzelträger VDSL-Szenarien die sich ergebenden SINR
Werte bei der Verwendung optimaler Entzerrer verglichen. Hierbei stellte sich heraus, dass
FSEs und BSEs normalerweise bei gleicher Anzahl an Koeffizienten ähnliches Verhalten zei-
gen, wobei fraktionale Entzerrer normalerweise geringfügig höheres SINR am Ausgangs auf-
weisen. Somit ist der Aufwand für die Entzerrung bei beiden Verfahren identisch. Als Richtwert
zur erforderlichen Entzerrerlänge wurde für Überabtastfaktoren von eins, bzw. zwei eine Länge
des FFE von etwa 20 Koeffizienten und des FBF von etwa 10 Koeffizienten gefunden. Diese
Werte sind aber abhängig von der Systemumgebung. Abschließend wurde die Abhängigkeit der
erzielbaren Performance von der Leitungslänge diskutiert. Hierfür wurden zwei Szenarien ver-
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glichen, bei denen FEXT Störer entweder immer im selben Abstand, bzw. bei einer Entfernung,
die der Leitungslänge entspricht, auftreten. Dieses zweite System kann als relativ optimistischer
Fall eines Systems angesehen werden, bei dem Power Back-Off angewandt wird. Bei diesem
System zeigt der betrachtete Empfänger, bei Leitungslängen die größer als die fest gewählte
Entfernung des ersten Szenarios sind, ein deutlich verbessertes Verhalten.

Tabelle 4.1:



5 Adaptive Entzerrung

In der Praxis sind die Eigenschaften des Übertragungskanals, sowie des additiven Rauschens,
in der Regel nicht bekannt. Daher können die optimalen Koeffizientengewichte eines eingesetz-
ten Entzerrers nicht, wie in Kapitel 4 beschrieben, berechnet werden, sondern müssen mit Hilfe
adaptiver Verfahren approximiert werden. Zwei grundlegende Techniken sind hierbei determi-
nistische und stochastische Gradientenverfahren. Beide Verfahren können dazu eingesetzt wer-
den, um den Erwartungswert des Entscheidungsfehlers zu minimieren. Hierbei wird bei den
deterministischen Verfahren die Erwartungswertbildung durch eine Mittelwertbildung angenä-
hert, bei den stochastischen Verfahren wird vereinfachend der jeweils aktuelle Fehler als Erwar-
tungswert angenommen. Es liegt auf der Hand, dass die deterministischen Verfahren in aller
Regel einen schnelleren Adaptionsverlauf zeigen, dieser muss jedoch mit einem höheren Imple-
mentierungsaufwand erkauft werden. Da bei der hier betrachteten leitungsgebundener Kommu-
nikation die Geschwindigkeit der Adaption kein entscheidender Parameter ist, liegt der Fokus
dieser Arbeit auf den stochastischen Gradientenalgorithmen, deren prominentester der Least
Mean Squares (LMS) Algorithmus ist. Deterministische Verfahren, wie der Recursive Least
Squares (RLS) Algorithmus, werden nur am Rande betrachtet.
Zunächst wird in Kapitel 5.1 auf die Adaption von Transversalentzerrern eingegangen. In Ka-
pitel 5.2 wird anschließend auf die Modifikationen eingegangen, die bei der Adaption eines ent-
scheidungsrückgekoppelten Entzerrers erforderlich sind. Anschließend wird in Kapitel 5.3 die
Adaption von rein rekursiven Entzerrern beschrieben. Hierbei liegt der Fokus auf einer Ampli-
tudenentzerrung, was einer linearen Prediktion entspricht. Von dieser Technik wird in Kapitel
6.3.2 im Rahmen der blinden Adaption von DFEs intensiv Gebrauch gemacht. Die Ergebnisse
dieses Abschnitts werden in Kapitel 5.4 zusammengefasst und diskutiert.

5.1 Transversalentzerrer

5.1.1 Der Least Mean Squares (LMS) Algorithmus

Der Erwartungswert des quadratischen Fehlers am Ausgangs eines Transversalentzerrers ist ein
quadratischer Ausdruck der Koeffizientengewichte. Er ist gegeben als

(5.1)

Bedingt durch die positive Definitheit der Autokorelationsmatrix  [36], [112] hat (5.1) ein
einziges Minimum, das durch die diskrete Wiener-Hopf Gleichung (4.49) gegeben ist. Darüber-
hinaus lässt sich zeigen [112], dass die Hyperflächen mit konstantem MSE, im durch die Filter-
koeffizienten aufgespannten -dimensionalen Raum, Ellipsoide sind, deren Hauptachsen
durch die Eigenvektoren der Autokorrelationsmatrix  gegeben sind. Aufgrund dieser Ei-
genschaften ist es grundsätzlich möglich, den linearen Entzerrer durch ein Gradientensuchver-
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fahren zu adaptieren. Minimiert wird daher der Gradient der Kostenfunktion (5.1) in Bezug auf
den Vektor der Entzerrerparameter. Mit den Ergebnissen aus Appendix 1 ist dieser Gradient ge-
geben durch

. (5.2)

Das exakte Gradientensuchverfahren besteht darin, die Koeffizientengewichte geringfügig, also
gewichtet mit einer kleinen Schrittweite , in negativer Richtung des Gradienten zu korrigie-
ren. Allerdings sind in der Praxis die Autokorrelationsmatrix  sowie der Kreuzkorrelations-
vektor  unbekannt und müssen geschätzt werden. Das einfachste Schätzverfahren besteht
darin, die Werte zum momentanen Zeitindex  als Schätzwerte zu verwenden. Somit schreibt
sich die geschätzte Autokorrelationsmatrix als  und der geschätzte
Kreuzkorrelationsvektor als , wobei hier zusätzlich das entschiedene
Symbol  als Schätzwert des Sendesymbols  angenommen wurde. Diese Vereinfa-
chungen führen zu dem sogenannte Least Mean Squares (LMS) Algorithmus. Er ist gegeben
durch

. (5.3)

Der LMS Algorithmus ist ein stochastisches Gradientensuchverfahren, da in jedem Schritt die
Veränderung eine zufällige Richtung hat und nur im Mittel in Richtung des Gradienten zeigt.
Daher ist die Konvergenzgeschwindigkeit des LMS Algorithmus relativ gering. Eine Abschät-
zung findet sich in Kapitel 5.1.1.2.
Üblicherweise wird der Ausgang des Vorwärtsentzerrers zur Trägerphasenregelung, wie in Ka-
pitel 2.3.2 beschrieben, mit einem Wert  multipliziert, also in der komplexen Ebene gedreht.
In diesem Fall muss das Fehlersignal zum Nachführen des Koeffizientensatzes  mit dem
konjugiert komplexen Wert  multipliziert werden, also in der komplexen Ebene quasi zu-
rückgedreht werden.
Der LMS Algorithmus kann als ein Repräsentant der allgemeinen Gruppe von stochastischen
Gradientenalgorithmen aufgefasst werden, die die Entzerrerparameter nach folgender Glei-
chung nachführen [3], [4]:

. (5.4)

Zu dieser Gruppe vom Algorithmen gehören unter anderem der Least Mean Forth (LMF) Al-
gorithmus mit  und der Sign-Error LMS Algorithmus mit

. In [3] und [4] wurde, unter den sehr allgemeinen Annahmen, dass das Rau-
schen i.i.d., unabhängig von den Sendesymbolen, mittelwertfrei und gaußverteilt ist, sowie dass
der Entzerrer lang genug ist, so dass  nach dem zentralen Grenzwertsatz näherungsweise
ebenfalls als gaußverteilt angenommen werden kann, gezeigt, dass, bis auf eine Skalierungs-
konstante die in die Schrittweite gerechnet werden kann, der LMS Algorithmus der optimaler
Algorithmus der Familie der adaptiven Gradientenalgorithmen nach (5.4) ist.
Der Berechnungsaufwand des LMS Algorithmus ist relativ gering, kann aber etwa durch nicht-
lineare, vorzeichenbasierte Varianten noch verringert werden. Hierbei wird entweder vom Re-
gressorvektor , vom Fehlerterm , bzw. von beiden nur das Vorzeichen zur
Berechnung des Korrekturterms verwendet. Auf diese Algorithmen wird genauer in Kapitel
7.1.1 eingegangen.

5.1.1.1 Schrittweite zur Adaption

Der einzige Parameter des LMS Algorithmus ist die Schrittweite . Die klassische Obergrenze
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von , unter der die Stabilität des LMS Algorithmus gewährleisten ist, wurde in [48] mit Hilfe
der Unabhängigkeitsannahme [179], [21], [36] gefunden als

. (5.5)

Unter Verwendung der Unabhängigkeitsannahme werden aufeinanderfolgende Eingangsvekto-
ren des Entzerrers  als statistisch unabhängig angenommen. Somit gilt für die Autokorre-
lationsmatrix  des Koeffizientenfehlervektors , der die Differenz
der aktuellen Koeffizientengewichte von denen des Wiener Filters angibt,

. (5.6)

Die Leistung der Fluktuation der Koeffizientengewichte ist mit dieser klassischen Näherung
also für alle Koeffizienten gleich, sowie unkorreliert. Diese Annahme vereinfacht die Behand-
lung des LMS Algorithmus ganz erheblich, in der Praxis wird sie allerdings stark verletzt. So
wird ein Eingangsvektor zum Zeitpunkt  aus dem Vektor zum Zeitpunkt  durch ele-
mentweises Verschieben der Koeffizienten um eine Position gebildet, lediglich der erste Ein-
trag stellt einen neuen Wert dar. Trotz dieser Inkonsistenz lassen sich viele Eigenschaften des
LMS Algorithmus auch mit dieser Annahme plausibel machen [36], [158]. Es lässt sich aller-
dings zeigen, dass (5.6) auch dann erfüllt ist, wenn das Rauschen am Entzerrerausgang weiß ist
[21], was für genügend lange Entzerrer im eingeschwungenen Zustand näherungsweise gege-
ben ist, bzw. wenn die Schrittweite  gegen Null geht [120]. Daher wurden viele Aussagen, die
mit Hilfe der Unabhängigkeitsvorraussetzung getroffen wurden, im Rahmen aufwändigere Un-
tersuchungen, die von dieser Annahme keinen Gebrauch machen, bestätigt.
Durch den Zusammenhang der zeitlichen und räumlichen Komponente, der bei Verzögerungs-
leitung durch die elementweise Verschiebung der einzelnen Registerinhalte zu jedem Zeitpunkt
gegeben ist, konnten in [22] Methoden der Wellentheorie erfolgreich auf die Analyse des LMS
Algorithmus angewandt werden. Für lange Filter wurde dadurch, ohne Verwendung der Unab-
hängigkeitsannahme, folgende Stabilitätsbedingung gefunden:

. (5.7)

Hierbei bezeichnet  das Maximum der spektralen Leistungsdichte des durch die Kanal-
übertragungsfunktion verzerrten Sendesignals. Mit  stellt (5.5) eine sehr gute
Näherung dieses Wertes dar. Ein weiterer Wert für die maximale Schrittweite des LMS Algo-
rithmus wurde - unter etwas spezielleren Annahmen, jedoch ebenfalls ohne Verwendung der
klassischen Unabhängigkeitsannahme - in [112] zu

(5.8)

berechnet. Dieser Wert ist im allgemeinen etwas größer als der durch (5.7) gegebene. Es ist hier-
bei in [22] anhand von Simulationen gezeigt, dass der LMS Algorithmus tatsächlich instabil
werden kann, wenn die Schrittweite größer als die in [112] angegebene Grenze wird. Dieses
Verhalten konnte im Rahmen dieser Arbeit bestätigt werden, allerdings treten Instabilitäten, für
Werte von  zwischen den durch (5.7) und (5.8) gegebenen Grenzen liegen, in der Praxis nur
bei unrealistisch großem additivem Rauschen am Entzerrereingang auf. In [112] wird heraus-
gestellt, dass die Grenze (5.8) lediglich von der leicht meßbaren Empfangsleistung des Signals
abhängt und nicht von dessen spektraler Formung. Dies ist bei der in [22] gefundenen Grenze
offensichtlich nicht mehr der Fall.
Als optimale Schrittweite im Sinne maximaler Adaptionsgeschwindigkeit wurde in [48], [112]

(5.9)
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als Richtwert angegeben. Im stationären Betrieb wählt man ohnehin meist Schrittweiten, die
wesentlich kleiner sind als die in (5.7)-(5.9) gegebenen Werte. Hauptgrund dafür ist, dass die,
durch das Koeffizientenrauschen induzierte Verschlechterung des MSE, mit steigender Schritt-
weite wächst. Dies wird in Kapitel 5.1.1.3 genauer untersucht.

5.1.1.2 Adaptionsgeschwindigkeit

In [112] wurde gezeigt, dass die Adaptionskurven des LMS Algorithmus unterschiedliche Ad-
aptionsgeschwindigkeiten zeigen, wobei die Adaption zu Beginn schneller erfolgt als zu späte-
ren Zeitpunkten. Ursache hierfür ist, dass die Adaption, im durch die Entzerrerkoeffizienten
aufgespannten -dimensionalen Raum, in Richtung der Eigenvektoren von  mit den Zeit-
konstanten

(5.10)

erfolgt, wobei  der zum -ten Eigenvektor  korrespondierende Eigenwert ist. Zu Beginn
der Adaption erfolgt die Konvergenz daher sehr schnell in Richtung der Eigenvektoren mit den
kleinsten Zeitkonstanten, also den größten korrespondierenden Eigenwerten. Sobald in diesen
Richtungen das Optimum erreicht ist, erfolgt die Adaption in Richtung der Eigenvektoren mit
korrespondierenden größeren Zeitkonstanten, so dass die Adaptionsgeschwindigkeit abnimmt.
Im Gegensatz zu den Ergebnissen in [112], ist Gleichung (5.10) zum einen auf die Fehlerlei-
stung bezogen und zum anderen auf die Anzahl der Symbole am Filterausgang, so dass der
Überabtastfaktor  in den Nenner aufgenommen wurde.
Besonders deutlich wird das beschriebene Verhalten für einen Entzerrer mit zwei Koeffizienten
und einen Kanal dessen Autokorrelationsmatrix einen relativ großen und einen vergleichsweise
kleinen Eigenwert besitzt. Die besprochene Eigenschaft tritt aber immer auf, mit Ausnahme des
trivialen Falles eines Eingangssignals mit flachem Leistungsdichtespektrum, für den alle Eigen-
werte von  identisch sind.
Dieser Zusammenhang ist in Bild 5.1 für einen Entzerrer mit zwei Koeffizienten, der auf der
doppelten Symbolrate läuft, gezeigt. Der in [88] vorgeschlagene Kanal besitzt im -Raster
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die Koeffizienten [1,0 0,5 0,1 -0,2]T. Die Eigenwerte der korrespondierenden Kanalautokorre-
lationsmatrix betragen  = 1,25 und  = 0,05. In Bild 5.1 ist die LMS-Fehleroberfläche die-
ses Kanals für eine Systemverzögerung  als Funktion der Filterparameter gezeigt.
Hierbei wurde in Bild 5.1a kein Rauschen angesetzt, in Bild 5.1b wurde AWGN mit
zugeführt, so dass sich ein SNR am Empfängereingang von 13 dB ergibt. Das verwendete Mo-
dulationsverfahren ist BPSK.
In Bild 5.1 sind die sogenannten unimodalen Kostenfunktion gezeigt, die zu einer bestimmten
Systemverzögerung und einer definierten Orientierung der Signalraumkonstellation korrespon-
dieren. Grund dafür ist, dass die Adaption des LMS Algorithmus im entscheidungsgestützten
Modus verläuft, bei dem diese beiden Parameter bereits vorgegeben sind. In Kapitel 6 werden
in Bild 6.1 für den gleichen Kanal Kostenfunktionen eines referenzdatenfreien (blinden) Ent-
zerralgorithmus gezeigt, die im Gegensatz zu den hier gezeigten Grafiken mehrere Minima auf-
weisen, die zu verschiedenen Werten der genannten Parameter korrespondieren.
Man erkennt in Bild 5.1a und b, dass die LMS Fehleroberfläche, wie beschrieben, ein Ellipsoid
mit den jeweiligen Hauptachsen  und  darstellt. In den beiden Bildern sind diese Haupt-
achsen eingezeichnet. Zusätzlich ist die Position des jeweiligen Minimums der Kostenfunktion
als Kreuz dargestellt. Dieses Minimum liegt im rauschfreien Fall bei [0,400 0,800]T, bei zusätz-
lichem Rauschen liegt es bei [0,370 0,741]T. Außerdem ist die Fehleroberfläche in Bild 5.1b
aufgrund des gefilterten Rauschens auch steiler. Im rauschfreien Fall kann der Entzerrer den
Kanal theoretisch perfekt entzerren, andernfalls liegt das mit dem verwendeten Entzerrer er-
reichbare SINR bei 11,3 dB. In Bild 5.1a und b finden sich zusätzlich simulierte Trajektorien
der Entzerrerparameter für verschiedene, willkürlich gewählte, Startpunkte und eine gewählte
Schrittweite  des Entzerrers von 0,005. Es ist zu sehen, dass die Entzerrerparameter sich zu-
nächst sehr schnell in Richtung von , mit zugehörigem Eigenwert  = 1,25 verändern, an-
schließend erfolgt die Adaption in Richtung von , mit zugehörigem Eigenwert  = 0,05.
Die beiden Zeitkonstanten ergeben sich nach (5.10) zu  und .
In Bild 5.2 sind die MSE-Werte der Kurven in Bild 5.1a und b aufgetragen, die zu dem Start-
wert [2,5 2,0]T korrespondieren. Hierbei wurden jeweils die Ergebnisse aus 10 verschiedenen
Simulationen gemittelt. Zusätzlich ist noch eine Kurve aufgenommen, die bei einem SNR-Wert
von 33 dB aufgenommen wurde.
Die Konvergenzzeit  wird üblicherweise als die mittlere Anzahl an Adaptionsschritten defi-
niert, nach der die Leistung des „transienten Fehlersignals“ am Ausgang des Entzerrers kleiner
als die Fehlerleistung im eingeschwungenen Zustand ist [112]. Der transiente Fehler ist hierbei
als Differenz des aktuellen Fehlers  vom Fehler im eingeschwungenen Zustand definiert.
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Die klassischen Verfahren zur Berechnung dieser Zeitkonstante setzen die Unabhängigkeitsan-
nahme (siehe Kapitel 5.1.1.1) vorraus. Unter der wesentlich allgemeineren Annahmen, dass das
Eingangssignal  des Entzerrers unabhängig von  ist, was bei langen Filtern in guter
Näherung gegeben ist, wurde in [112] folgende Formel für  hergeleitet:

 mit (5.11)

. (5.12)

Für die in Bild 5.2 gezeigten Simulationen beträgt die so berechnete Konvergenzzeit ca.
 bei einem SNR am Entscheidereingang von 33 dB, bzw. 3200T bei einem SNR von 13

dB.
Hierbei ist der Term vor der Klammer in (5.11) im Wesentlichen indirekt proportional zur mitt-
leren Adaptionsgeschwindigkeit, also zur logarithmischen MSE Verbesserung pro Zeiteinheit.
Der Ausdruck in der Klammer gibt hingegen an, wann der stationäre MSE-Wert erreicht ist und
die Adaption somit stoppt. Der erste Term dieses Ausdrucks ist in der Regel dominierend, sein
Argument ist das erreichbare SINR. Das Argument des zweiten Terms gibt hingegen die durch
die Adaption hervorgerufene Fehlabweichung an. Die wesentlichen Parameter, von denen die
Konvergenzzeit abhängt, sind
• die Verteilung der Eigenwerte der Autokorrelationsmatrix , wobei die schnellste Kon-

vergenz bei einem flachen Spektrum erfolgt, bei dem gilt . Generell gilt, dass die
Eigenwertverteilung (der sogenannte eigenvalue spread) eine untere Schranke zu dem Ver-
hältnis des Maximums der spektralen Leistungsdichte  zu deren Minimum  dar-
stellt, dass also gilt

, (5.13)

wobei mit zunehmender Anzahl an Koeffizienten die Schranke einen immer besseren
Schätzwert darstellt [72]. Die Eigenwertverteilung findet auf indirektem Weg über die
Größe  Einzug in (5.11). Es gilt also näherungsweise, dass je stärker der Eingang des
Entzerrers korreliert ist, bzw. je weniger flach das Leistungsdichtespektrum am Eingang
des Entzerrers ist, desto länger die zur Adaption benötigte Zeit beträgt. Dies kann geome-
trisch so interpretiert werden, dass nach (5.4) die Adaption parallel zu den Eingangsvekto-
ren  erfolgt. Je stärker die Sequenz der Eingangssignale korreliert ist, desto kleiner ist
im Mittel der Winkel zwischen aufeinanderfolgenden Eingangsvektoren und desto langsa-
mer erfolgt daher die Adaption [157]. Daraus folgt auch, dass fraktionale Entzerrer allge-
mein eine größere Konvergenzzeit aufweisen als BSEs, da hier aufeinanderfolgende
Eingangssignale in der Regel stärker korreliert sind.

• die Anzahl an Entzerrerkoeffizienten . Hierbei ist zu beachten, dass gilt
, wobei  die empfangene Nutzsignalleistung ist, so dass der zweite

Term von (5.11), anders als in [112] angegeben, nicht direkt proportional zu  ist. Trotz-
dem gilt diese Proportionalität näherungsweise, da  langsam mit steigendem
zunimmt und auch das durch  gegebene SINR am Entzerrerausgang mit steigen-
dem  steigt. Der zweite Term in der Klammer in (5.11) sinkt hingegen mit steigender Fil-
terlänge, dieser Term ist jedoch in der Regel wesentlich kleiner als der erste.
Zusammenfassend sind die beiden wesentlichen Effekte die, dass mit steigender Filter-
länge das erreichbare SNR steigt, so dass zum Erreichen dieses höheren Wertes mehr
Adaptionsschritte erforderlich sind und zum anderen, dass mit steigender Filterlänge die
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Anzahl der Dimensionen des durch die Entzerrerkoeffizienten aufgespannten Raumes
steigt, so dass im Mittel das Verhältnis von größtem zu kleinstem Eigenwert von
ebenfalls zunimmt.

• die Schrittweite . Die Adaptionsdauer nimmt erwartungsgemäß mit steigender Schritt-
weite fast proportional ab. Allerdings ist zu beachten, dass der zweite Term in der Klam-
mer in (5.11), der eine Funktion der durch die Adaption verursachten Rauschleistung ist,
ebenfalls langsam mit steigender Schrittweite sinkt, so dass die Abhängigkeit insgesamt
leicht überproportional ist.

• das SNR. Wie bereits bei der Abhängigkeit von der Entzerrerlänge beschrieben, steigt die
Adaptionsdauer mit dem SNR am Entzerrereingang.

Die erste beschriebene Eigenschaft, dass die Adaption um so langsamer erfolgt, je kleiner der
Winkel zwischen aufeinanderfolgenden Eingangsvektoren ist, wurde in [157] zur Beschleuni-
gung des LMS Algorithmus verwendet. Die Idee besteht hierbei darin, mit Hilfe des bekannten
Gram-Schmittsche Orthogonalisierungsverfahrens, aufeinanderfolgende Eingangsvektoren zu
orthogonalisieren. Wird der gewünschte Ausgang sowie das Fehlersignal in gleicher Weise um-
gerechnet wie das Eingangssignal, konvergiert dieser modifizierte Algorithmus schneller als
der originale LMS Algorithmus.

5.1.1.3 Fehler im eingezwungenen Zustand

Entzerrer die durch einen stochastischen Gradientenalgorithmus adaptiert werden, wie etwa der
LMS Algorithmus oder der in Kapitel 6.2 untersuchte CMA, zeigen einen zusätzlichen MSE
(excess MSE, EMSE), der durch Adaptions-, bzw. Gradientenrauschen hervorgerufen wird.
Dies liegt daran, dass die Koeffizientengewichte durch die nichtverschwindende Adaptions-
schrittweite um die optimalen Gewichte schwanken. Unter den realistischen Annahmen, dass
Rauschen und Sendesignal unkorreliert sind, sowie dass der Entzerrer genügend lang ist, so dass

 näherungsweise statistisch unabhängig von  ist, wurde in [181] folgende Ab-
schätzung der Fehlerleistung  im eingeschwungenen Zustand am Ausgang eines mit
dem LMS Algorithmus adaptierten linearen Entzerrers gegeben:

. (5.14)

Zur Herleitung von (5.14) in [181] wurde das Rauschen als weiß angenommen, die zur Analyse
des LMS Algorithmus üblicherweise getroffene Unabhängigkeitsannahme allerdings nicht ver-
wendet. Diese Annahme ist zwar sehr unrealistisch [36], [112] trotzdem stimmen die damit ge-
fundenen Näherungen erstaunlich gut mit (5.14) überein. Für kleine Schrittweiten kann der
zweite Term des Nenners von (5.14) gegenüber dem ersten vernachlässigt werden, so dass fol-
gende Vereinfachung getroffen werden kann

. (5.15)

Für das zugrundeliegende Szenario der in Bild 5.2 gezeigten Simulationsergebnisse ergeben
sich mit (5.14) Werte von 11,3 dB, bzw. 31,0 dB. Diese Werte stimmen sehr gut mit den Simu-
lationsergebnissen überein.
Anhand von (5.14) und (5.15) kann man erkennen, dass der EMSE näherungsweise proportio-
nal zur Schrittweite, zum MSE des Wiener Filters und über die Größe  auch
zur Länge des linearen Entzerrers ist. Daher gibt es bei einer festen Schrittweite eine optimale
Entzerrerlänge. Wählt man den Entzerrer länger als diese optimale Länge, nimmt zwar der Wert

 weiter ab (mit Ausnahme von trivialen Kanälen, die bereits perfekt entzerrt werden), der
MSE am Entzerrerausgang steigt jedoch, da die größere Anzahl an Koeffizienten durch die Ad-
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aption ein größeres Koeffizientenrauschen induzieren. Eine Verbesserung ist daher nur durch
eine gleichzeitige Reduktion der Schrittweite möglich. Daher besteht eine bewährte Strategie
darin, zu Beginn der Adaption die Schrittweite relativ groß und den Entzerrer relativ kurz zu
wählen. Nachdem dieser sogenannte Start-Entzerrer adaptiert wurde, wird dann die Anzahl an
Koeffizienten erhöht und die Schrittweite gleichzeitig verringert. Diese Strategie ist besonders
dann von Vorteil, wenn der Start der Adaption untrainiert, also blind erfolgt, da die dann einge-
setzten Adaptionsverfahren in der Regel ein sehr viel größeres EMSE zeigen, als der LMS Al-
gorithmus [87]. Blinde Adaptionsverfahren werden genauer in Kapitel 6 behandelt.

5.1.1.4 Verwendung einer variablen Schrittweite

Wie bereits erwähnt, wird die geringe Komplexität des LMS Algorithmus durch eine langsame
Adaptionsgeschwindigkeit erkauft. Zu Beginn der Adaption, wenn die Koeffizientengewichte
noch weit vom theoretischen Optimum entfernt sind, lässt sich die Konvergenzgeschwindigkeit
durch Vergrößerung der Schrittweite erhöhen. Wenn die Koeffizientengewichte zu einem spä-
teren Zeitpunkt nahe am Optimum liegen, sollte die Schrittweite allerdings wieder abgesenkt
werden, da in diesem Fall der EMSE dominiert. Es ist naheliegend, die Schrittweite direkt als
Funktion des Fehlerterms  zu implementieren. In der Literatur sind eine Reihe derartiger
adaptiver Schrittweitenalgorithmen beschrieben. Ein häufig verwendeter, einfach implemen-
tierbarer Algorithmus ist der in [97] beschriebene Variable Step Size (VSS) Algorithmus. Er
startet mit dem Wert  und berechnet zu jedem Zeitschritt die Schrittweite

 nach folgender Rechenvorschrift:

 und (5.16)

. (5.17)

Hierbei gilt , wobei  maximal so groß gewählt werden darf, dass der Al-
gorithmus nach (5.7) stabil bleibt. Die Parameter  und  werden in der Regel
auf heuristische Weise anhand von Simulationsergebnissen eingestellt. In [97] sind als typi-
scher Werte bei PAM  und  angegeben. Der VSS Algorithmus ist
recht anschaulich und funktioniert in der Praxis bei geeigneter Wahl der Parameter sehr gut. Er
genügt aber keinen Optimalitätskriterien. Ein Algorithmus, der versucht die optimale Schritt-
weite, die sich durch Nullsetzen der partiellen Ableitung der zusätzlichen Fehlerleistung

 nach  ergibt, ist etwa in [95] gegeben. Hierbei ist der zusätzliche Fehler de-
finiert als die Differenz zwischen aktuellem Fehler und Fehler des Wiener Filters. Andere Al-
gorithmen, wie etwa der in [6] beschriebene, berücksichtigen die Empfindlichkeit der einzelnen
Koeffizientengewichte nach der Schrittweite und berechnen für das Nachstellen jedes einzelnen
Koeffizienten eine eigene Schrittweite. Nachteilig an diesen, sowie weiteren beschriebenen Al-
gorithmen (siehe etwa die Referenzen in [6] und [95]) ist jedoch, dass sie deutlich mehr Berech-
nungsaufwand erfordern als der einfache VSS Algorithmus. Deshalb werden in der Praxis meist
heuristische Verfahren, wie etwa der VSS Algorithmus bevorzugt, denen einfachen Berech-
nungsvorschriften zugrundeliegen. Im Rahmen von leitungsgebundener Kommunikation füh-
ren aufwändigere Verfahren in der Regel zu keiner signifikanten Verbesserungen des
Systemverhaltens. In anderen Einsatzgebieten, wie etwa im Mobilfunk, kann sich die Verwen-
dung derartiger Techniken, beispielsweise zur Verfolgung zeitvarianter Kanäle, hingegen
durchaus als sinnvoll erweisen.
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Die Stabilität von LMS Algorithmen mit variabler Schrittweite wird etwa in [55] behandelt. Die
Hauptaussage dieser Veröffentlichung besteht darin, dass bei Algorithmen, die zur Berechnung
der Schrittweite nur Daten von zurückliegenden Zeitpunkten berücksichtigen, die bekannte Sta-
bilitätsbedingung für den LMS Algorithmus mit fester Schrittweite (5.7) ihre Gültigkeit behält.
Dies ist etwa für den VSS Algorithmus nach (5.16) - (5.17) der Fall. Werden hingegen auch Da-
ten zum aktuellen Zeitpunkt berücksichtigt, ist diese Bedingung nicht mehr ausreichend. In die-
sem Fall muss die Schrittweite kleiner sein als durch (5.7) gegeben. Eine explizite Berechnung
der Stabilitätsgrenze eines derartig modifizierten LMS Algorithmus ist in [55] allerdings nicht
gegeben. Deshalb ist es in der Praxis ratsam, von derartigen Algorithmen keinen Gebrauch zu
machen.

5.1.1.5 Bei der Implementierung auftretende Probleme

Ein Problem, das bei der Implementierung des LMS Algorithmus mit endlichen Wortlängen
auftritt, ist die sogenannte Parameter Drift. Dies ist eine versteckte Instabilität, da die beobach-
tbaren Signale des Algorithmus stabil bleiben, während die internen Parameter sehr groß wer-
den und theoretisch sogar nach unendlich wachsen können [152]. Durch eine Aufteilung des
durch die informationstragenden Eingangsgrößen des Entzerrers aufgespannten Vektorraums in
verschiedene Unterräume lässt sich zeigen, dass das erwähnte Problem auftreten kann, wenn
Komponenten des Regressorvektors nicht beständig Energie beinhalten [152], [141]. Bei einer
Eigenkomposition des Entzerrereingangsvektors spannen diese Komponenten den Vektorraum
auf, deren Eigenwerte sehr klein, bzw. identisch Null sind. Der entsprechende Unterraum wird
auch als nicht angeregt (un-excited) bezeichnet. Aufgrund von Fehlern, die durch endliche
Wortlängen hervorgerufen werden, können die Parameter dieses Unterraumes unkontrolliert
driften, ohne dass sich das beobachtbare Verhalten des Entzerrers entscheidend ändert. Allge-
mein gilt, dass sich bei Änderung des Koeffizientenvektors  von seinem Optimum  in
Richtung eines Eigenvektors  mit korrespondierendem Eigenwert

, (5.18)

der MSE sich von seinem Optimum, dem  um

(5.19)

entfernt [111]. Sehr kleinen Eigenwerte  erlauben somit eine substantielle Änderung des Ko-
effizientenvektors, ohne dass eine signifikante Erhöhung des MSE auftritt. Ursache der Para-
meter Drift können etwa nichtmittelwertfreie Variablen sein, die durch Effekte endlicher
Wortbreiten aus ursprünglich mittelwertfreien Variablen entstehen [129]. Die induzierte lang-
same Parameter Drift führt bei einer Implementierung mit begrenzter Wortlänge zu Problemen,
die zu instabilem Verhalten des Algorithmus führen können. Besonders häufig taucht dieses
Phänomen bei FSEs auf, bei denen sehr häufig Eigenvektoren der Kanalautokorrelationsmatrix
nahe Null sind.
Abhilfe kann man etwa durch einen sogenannten Leckfaktor (Leakage Factor)  [59], [72]
schaffen, bei dem alle Koeffizienten periodisch mit einem Parameter multipliziert werden, der
wenig kleiner als Eins ist. Diese Variante des LMS Algorithmus wird als Tap-Leakage LMS
Algorithmus bezeichnet. Die durch die Multiplikation der Entzerrerparameter erreichte nume-
rische Stabilität wird durch eine geringfügige Vergrößerung des Erwartungswertes des Fehlers
am Entzerrerausgang erkauft. Der Tap-Leakage LMS Algorithmus versucht die Drift der Ent-
zerrerparameter  zu minimieren, indem zur Kostenfunktion ein Wert addiert wird, der pro-
portional zur betragsmäßige Größe von  ist. Die modifizierte Kostenfunktion ist daher
gegeben durch
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. (5.20)

Dies führt zu folgendem Algorithmus

. (5.21)

Nachteil des Tap-Leakage LMS Algorithmus ist, wie bereits erwähnt, dass die Entzerrerpara-
meter nicht mehr mittelwertfrei sind, was zu einer Erhöhung des MSE führt. Ein Algorithmus,
der diesen Nachteil zumindest minimiert, ist der sogenannte Zirkulare Tap-Leakage Algorith-
mus [129]. Dieser Algorithmus multipliziert in jedem Iterationsschritt nur einen Koeffizienten
des Entzerrers mit , wobei die Größe  von der Größe des betrachteten Koeffizienten
abhängt. Sie ist bis zu einem gewissen Schwellwert Null und steigt dann bis zu einem definier-
ten Maximalwert an. Details dieses Algorithmus können in [129] gefunden werden. Naturge-
mäß minimiert dieser Algorithmus den zusätzlichen MSE im Vergleich zum Tap-Leakage LMS
Algorithmus, da nur betragsmäßig kritisch große Koeffizientengewichte manipuliert werden. In
[129] wird gezeigt, dass dieser Algorithmus für den Fall, dass die Kanalautokorrelationsmatrix
keine Eigenwerte hat die nahe bei Null sind, zu Parameterschätzungen führt, die frei von syste-
matischen Fehlern sind. Wie in [141] jedoch angemerkt wird, ist dies genau der Fall, bei dem
der Standard LMS Algorithmus in einer stationären Umgebung ebenfalls keine Drift-Probleme
zeigt.
Ein in letzter Zeit veröffentlichter Algorithmus, der in allen Fällen zu von systematischen Feh-
lern freien Parameterschätzungen führt, ist der sogenannte Subspace Leaky LMS Algorithmus
[141]. Dieser Algorithmus versucht den nicht angeregten Unterraum durch ein eigenes stocha-
stisches Gradientenverfahren zu verfolgen und wendet ein Leakage-Signal nur auf diesen Un-
terraum an. Hierfür wird das Skalarprodukt dieses Unterraumes mit dem Vektor der
Koeffizientengewichte zur Kostenfunktion (5.1) addiert, es wird also eine Größe addiert, die an-
gibt, wie weit sich die Filterparameter in Richtung des unerwünschten Unterraumes verändert
haben. Nachteilig an dem Verfahren ist, dass es den Berechnungsaufwand relativ deutlich,
wenn auch linear mit der Anzahl der Entzerrerkoeffizienten, erhöht. Im Folgenden werden des-
halb nur die beiden zuerst beschriebenen Algorithmen betrachtet, die bei passender Wahl des
Leakage-Faktors ebenfalls das MSE nur sehr geringfügig erhöhen.
Ein weiteres Problem, das bei der Implementierung mit fester Wortlänge auftreten kann, ist,
dass der Algorithmus die Adaption aufgibt, wenn die Koeffizientengwichte relativ nahe am Op-
timum liegen. Dies liegt darin begründet, dass der Schätzwert des Gradienten in (5.3) nicht ver-
rauscht genug ist. Der Korrekturterm des -ten Parameters, der durch  gegeben ist, ist dann
kleiner als der Wert des kleinsten Bits (Least Significant Bit, LSB). Eine Maßnahme die gegen
diesen Effekt getroffen werden kann ist eine möglichst große Wahl der Schrittweite , was al-
lerdings wieder zu größerem EMSE führt. Eine andere Maßnahme, die allerdings prinzipiell
den gleichen Nachteil hat, besteht darin, den Entzerrereingang mit einem zusätzliches Rausch-
signal zu beaufschlagen. Ein derartiges Signal wird im Allgemeinen als Dither-Signal bezeich-
net. Dieses Dither-Signal hat die Eigenschaft, einen Quantisierer zu linearisieren [62]. Diese
Eigenschaft wird in Appendix 3 näher betrachtet. Der Schätzwert des Gradienten wird dadurch
wieder so verrauscht, dass im Mittel noch eine Adaption erfolgt. Es zeigt sich, dass bei Verwen-
dung des Tap-Leakage LMS Algorithmus, das Lecksignal als additives Rauschen aufgefasst
werden kann, das die Funktion des Dither-Signals übernehmen kann [72]. Wird ein explizites
Dither-Signal addiert, kann dessen PSD so geformt werden, dass es vom Entzerrer größtenteils
weggefiltert wird und somit das Systemverhalten kaum negativ beeinflusst [72].
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5.1.1.6 Nichtlineare Effekte

Wie bereits erläutert, wird durch die Adaption eines Entzerrers ein zusätzliches Gradientenrau-
schen induziert, des den resultierenden MSE im Normalfall größer werden lässt, als den MMSE
des korrespondierenden Wiener Filters. Unter gewissen Umständen gibt es jedoch einen Be-
reich der Schrittweite , für den der MSE eines adaptierten linearen Entzerrers unter dem des
korrespondierenden Wiener Filters liegt, der den Grenzfall  darstellt [140]. Dies ändert
nichts an der Tatsachen, dass das Wiener Filter der optimale MSE Schätzer ist, wenn alle Daten
eine mittelwertfreie gaußsche Verteilung aufweisen. Allerdings verwendet das Wiener Filter
nur Statistiken zweiter Ordnung, der LMS Algorithmus hingegen hat wesentlich mehr Informa-
tionen zur Verfügung, die in einer impliziten Art ausgenutzt werden können. Dies liegt in der
rekursiven Art der Koeffizientennachführung (5.3) begründet. Im Speziellen verwendet der
LMS Algorithmus implizit zurückliegende Eingangsdatenvektoren , , , so-
wie Fehlerterme , , , in denen implizit auch Information über zurückliegen-
de entschiedene Symbole enthalten ist [140]. Diese Informationen sind ähnlich denen, die das
Rückkoppelfilter eines DFE zur Eliminierung der Postcursor ISI verwendet. Der LMS Algorith-
mus verarbeitet diese Informationen allerdings auf eine andere, mehr implizite Art.
Zur Analyse dieses Effekts ist es notwendig, die aus der Unabhängigkeitsannahme ableitbare
Gleichung (5.6) fallen zu lassen, die für  näherungsweise gilt [120], da die Schrittweite
zur Verwendung der zusätzlichen Informationen relativ groß sein muss. In [140] wurde gezeigt,
dass es für sehr schmalbandiges, also stark korreliertes Rauschen eine optimale Schrittweite
gibt, für die gilt . Für größere Schrittweiten steigt der MSE dann auf-
grund von Gradientenrauschen wieder an. Es wurde aber durch Simulationen gezeigt, dass die
Wiener-Lösung des DFE dem adaptierten linearen Entzerrer beim Minimieren des MSE über-
legen ist. Die Simulationen und Berechnungen in [140] wurden für einen verzerrungsfreien
Übertragungskanal angestellt.

5.1.2 Der Recursive Least Squares (RLS) Algorithmus

Reicht die Adaptionsgeschwindigkeit des LMS Algorithmus selbst mit adaptiver Schrittweite
nicht aus, muss auf komplexere Algorithmen zurückgegriffen werden. Der wohl wichtigste die-
ser Algorithmen ist der sogenannte Recursive Least Squares (RLS) Algorithmus [60], der in
[134] ausführlich diskutiert wird. Er minimiert in jedem Iterationsschritt den zeitlichen Mittel-
wert der mit einem Gewichtungsfaktor  bewerteten Fehlerquadrate

. (5.22)

Die Größe  bezeichnet hierbei den a posteriori Fehler zum
Zeitpunkt , der sich unter Verwendung der Koeffizientengewichte zum Zeitpunkt  ergibt.
Der Gewichtungsfaktor  legt hierbei fest, wie stark zeitlich zurückliegende Werte berücksich-
tigt werden. Äquivalent zur Herleitung des zeitdiskreten Wiener-Filters (4.49) wird der Koeffi-
zientenvektor  durch Nullsetzen der Ableitung von (5.22) nach  gebildet:

. (5.23)

Die geschätzte Autokorrelationsmatrix der Größe  ist hierbei gegeben durch [134]
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, (5.24)

Zu (5.24) wird üblicherweise noch eine mit einem kleinen positiven Parameter skalierte, Ein-
heitsmatrix addiert, die die Nichtsingularität von  sicherstellt. Der geschätzte Kreuzkor-
relationsvektor der Länge  ist gegeben durch [134]

. (5.25)

Ähnlich wie beim LMS Algorithmus (5.3), kann auch hier eine rekursive Adaptionsvorschrift
der Entzerrerkoeffizienten hergeleitet werden:

, (5.26)

wobei

(5.27)

der Vektor der Kalmanverstärkung ist. Auch für die Berechnung von  und  lassen
sich explizite Berechnungsvorschriften finden [60], [134], die die Komplexität des so entstan-
denen Kalman RLS Algorithmus auf die Ordnung  bringen. Andere Algorithmen, wie etwa
der Fast Kalman Algorithmus [45], [134], der ohne explizite Berechnung der Matrix
auskommt, erlauben eine weitere Reduktion der benötigten Operationen pro Zeitschritt. Eine
detaillierte Übersicht der verschiedenen Varianten des RLS Algorithmus findet sich etwa in
[72], [133], [134]. Mit der Implementierung von RLS Algorithmen befasst sich etwa [36].
Durch die explizite Berechnung der inversen geschätzten Autokorrelationsmatrix in (5.27) ist
die Adaptionsgeschwindigkeit des RLS Algorithmus nahezu unabhängig von den Eigenwerten
von  und ändert sich im Laufe der Adaption kaum. Diese Inverse ersetzt formal die Schritt-
weite  des LMS Algorithmus. Somit stehen beim RLS Algorithmus anstelle der Schrittweite

 nun  Parameter zur Nachstellung der Entzerrerkoeffizienten zur Verfügung, die optimal an
den Kanal angepasst sind. Dies erklärt die deutlich größere Adaptionsgeschwindigkeit des RLS
Algorithmus. Dieses Verhalten versuchen die in Kapitel 5.1.1.4 vorgestellten LMS Algorith-
men, die  verschiedene adaptiven Schrittweiten berechnen, zu simulieren. Ein Problem des
RLS Algorithmus ist - neben der relativ hohen Komplexität - ein mögliches Stabilitätsproblem,
das bei einer Implementierung mit endlichen Wortlängen auftreten kann und dessen Ursache in
der Akkumulationen von Rundungsfehlern über lange Zeiträume liegt.
Da sich diese Arbeit auf zeitinvariante, bzw. nur sehr langsam zeitvariante Kanäle beschränkt,
für deren Entzerrung die Konvergenzgeschwindigkeit des LMS Algorithmus in aller Regel aus-
reichend groß ist, wird auf den RLS Algorithmus im Folgenden nicht näher eingegangen.

5.2 Entscheidungsrückgekoppelte Entzer-
rer

Für den Fall, dass das Auge am Entscheidereingang geöffnet ist, lassen sich die wesentlichen
Ergebnisse aus Kapitel 5.1.1 auf den DFE übertragen. Hierfür werden, wie bei der Herleitung
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der optimalen Koeffizientengewichte des realisierbaren DFE in (4.44) - (4.49), die folgenden
Größen verwendet: der in (4.45) definierte, jetzt zeitvariante, zusammengesetzte Koeffizienten-

vektor , sowie der in (4.46) definierte zusammengesetzte Re-

gressorvektor . Geht man analog zur Herleitung des LMS

Algorithmus für den Transversalentzerrer nach (5.1) - (5.3) vor, erhält man folgende Gleichung
zur Nachführung der Koeffizienten eines DFE nach dem LMS Algorithmus:

, bzw. (5.28)

. (5.29)

5.3 Rekursive Entzerrer

Im Vergleich zu dem in Kapitel 4.1.2 eingeführten DFE, dessen Adaption mit dem LMS Algo-
rithmus in Kapitel 5.2 behandelte wurde, führen die hier behandelten Entzerrer das nicht ent-
schiedene Ausgangssignal des Entzerrers zurück. Dies hat besonders beim Systemstart
Vorteile, da in diesem Stadium die Fehlerrate allgemein ziemlich hoch ist. Nachteilig ist aber,
dass durch den fehlenden Entscheider im Rückführzweig die Amplitude der rückgeführten Si-
gnale prinzipiell nicht beschränkt ist und deshalb ein instabiles Systemverhalten auftreten kann.
Die Sicherstellung der Stabilität ist daher ein wesentliches Kriterium beim Entwurf eines Algo-
rithmus zur adaptiven Einstellung eines rekursiven Entzerrers.
In diesem Kapitel wird ausschließlich die Adaption eines AR, also rein rekursiven Entzerrers
behandelt. Diese Entzerrer werden in Kapitel 6.3.2 zur blinden Adaption entscheidungsrückge-
koppelter Entzerrer eingesetzt. Hierbei wird in diesem Kapitel der Entzerrer zur reinen Ampli-
tudenentzerrung eingesetzt. Dies entspricht, wie in Kapitel 4.2.1.3 gezeigt, einer linearen
Prediktion. Im Gegensatz dazu wird in Kapitel 6.2.3 die blinde Adaption eines ARMA Filters
anhand des CMA behandelt.
Da bei rekursiven Entzerrern das Ausgangssignal zurückgeführt wird, müssen zur exakten Be-
rechnung des Gradienten des Fehlersignals bezüglich der Entzerrerkoeffizienten die Ausgangs-
signale des Entzerrers zu allen zurückliegenden Zeitpunkten mit den jeweils aktuellen
Parametern neu berechnet werden. Dies wird genauer in Kapitel 5.3.1 gezeigt. Da dieses Vor-
gehen im praktischen Betrieb nicht möglich ist, müssen Vereinfachungen des exakten rekursi-
ven LMS Algorithmus gefunden werden. Verschiedene Ansätze dazu finden sich in Kapitel
5.3.2 bis Kapitel 5.3.4. Hierbei wird auch auf die Stabilität der einzelnen Algorithmen behan-
delt. Es stellt sich heraus, dass die Stabilität einzelner der hier behandelten Algorithmen - zu
nennen ist hier besonders der in Kapitel 5.3.3 gezeigte, sogenannte Feintuch Algorithmus - in
der Praxis garantiert werden kann. Daher können diese Algorithmen in direkter Form imple-
mentiert werden. Ein derartiger Stabilitätsbeweis ist hingegen für die in Kapitel 6.2.3 behandel-
ten blinden Algorithmen bisher nicht bekannt. Für diese Algorithmen wird daher in Kapitel
6.2.3.2 eine Implementierung in Lattice Struktur gezeigt, anhand derer eine einfache Beobach-
tung des Verhaltens möglich wird. Die verschiedenen gezeigten Algorithmen werden in Kapitel
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5.3.5 anhand von Simulationen verglichen.

5.3.1 Exakter rekursiver LMS Algorithmus

Zur exakten Berechnung des LMS Algorithmus eines rein rekursiven Filters muss das Fehler-
signal des Filters , nach den  einzelnen Filterparametern abgeleitet werden. Die einzel-
nen Filterkoeffizienten  werden dann in Richtung des negativen Gradienten korrigiert.
Im Spezialfall der linearen Prediktion entspricht das Ausgangssignal des Filters, wie in Kapitel
4.2.1.3 gezeigt, dem Fehlersignal und schreibt sich zu

. (5.30)

Hierbei hat der sogenannte Regressorvektor  der Länge  die Form
.

Der Gradient von  bezüglich der Filterparameter  sei im Folgenden mit  be-
zeichnet. Er berechnet sich als

. (5.31)

Somit schreibt sich der IIR-LMS Algorithmus als

, (5.32)

wobei  eine kleine, positive Schrittweite darstellt. Problematisch an der Nachstellvorschrift
(5.32) ist, dass für die Berechnung zum Zeitpunkt , die Gradienten mit den Filterwerten zum
Zeitpunkt  berechnet werden müssen. Bedingt durch die rekursive Natur des Filters müs-
sen zu dieser Berechnung die Werte von  und  zu jedem Zeitpunkt  für die ak-
tuellen Entzerrerparameter vorliegen. Somit müssen die Gleichungen (5.30) und (5.31) für die
Filterparameter  für alle Zeitpunkte neu berechnet werden. Die mit den Koeffizienten-
gewichten  berechneten Innovationen und Gradienten des Zeitpunktes  werden im
Folgenden als , bzw.  bezeichnet. Hierbei unterstreicht der hochgestellte In-
dex die Abhängigkeit der Innovation, bzw. des Gradienten zum Zeitpunkt  von den zukünfti-
gen Filterparametern zum Zeitpunkt . Der exakte IIR LMS Algorithmus mit den
Startwerten  und  für  ist in Tabelle 5.1 gegeben.
Insgesamt wächst sowohl der benötigte Speicherbedarf, als auch die Anzahl an durchzuführen-
den Operationen linear mit der Zeit an, so dass der exakte LMS Algorithmus in der Praxis nicht
implementierbar ist und somit vereinfacht werden muss.
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Tabelle 5.1: Operation des exakten IIR LMS Algorithmus zu verschiedenen Zeitpunkten

5.3.2 Rekursiver LMS mit endlicher Speicherlänge

Die naheliegendste Vereinfachung des exakten rekursiven LMS Algorithmus besteht darin, die
Werte von  und  nur für die Zeitpunkte  neu zu berechnen und die Werte
zu den weiter zurückliegenden Zeitpunkten als fest anzunehmen. Der Wert  bezeichnet hierbei
die sogenannte Gedächtnislänge, der Algorithmus wird als Finite Memory LMS (FMLMS) be-
zeichnet. Die Anzahl an benötigten Multiplikationen pro Ausgangswert des FMLMS beträgt

.
Der Spezialfall  wird als Rekursiver LMS (RLMS), bzw. Output Variance Minimization
(OVM) Algorithmus bezeichnet. Wie in [85] und [159] gezeigt, kann man diesen Algorithmus
auch mit der Annahme herleiten, dass die Schrittweite  klein genug ist, dass gilt

. (5.33)

Diese Annahme einer langsamen Konvergenz wird auch als Slow Convergency Assumption
(SCA) bezeichnet.
Die Struktur des RLMS Algorithmus ist in Bild 5.3 gezeigt. Es ist zu erkennen, dass das zum
Nachführen der Koeffizienten erforderliche Signal  durch Filterung des Ausgangssignals
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mit einem zweiten rein rekursiven Filter erzeugt wird, wobei dieses zweite Filter den selben Ko-
effizientensatz aufweist, wie das adaptive Filter.

5.3.3 Feintuch Algorithmus

Die weitere Vereinfachung mit  führt schließlich zum von Feintuch veröffentlichten, so-
genannten Extended LMS (ELMS) Algorithmus [47], [86]. Dieser Algorithmus stellt eine sehr
grobe Vereinfachung dar, die eigentlich erst im eingeschwungenen Zustand getroffen werden
kann, da die Werte  hier als unabhängig von den Filterparametern angenommen werden.
Der Algorithmus schreibt sich daher als

. (5.34)

Er geht aus dem RLMS Algorithmus durch Weglassen des zweiten rekursiven Filters zur Be-
rechnung des Regressorsignals  hervor, approximiert dieses Signal also durch

. Da das Regressorsignal somit (pseudo)linear approximiert wird, wird die Berech-
nungsvorschrift auch als Pseudolinear Regression (PLR) Algorithmus bezeichnet. Aus offen-
sichtlichen Gründen taucht die Bezeichnung „rekursiv“ bei diesem Algorithmus nicht auf [112].
Hauptvorteil des Feintuch Algorithmus ist, dass er nicht, wie die anderen beschriebenen Algo-
rithmen, instabil werden kann. Dies liegt an der Eigenschaft der sogenannten Selbst-Stabilisie-
rung, die von Macchi in [112] bewiesen wurde. Diese Eigenschaft lässt sich zusammenfassend
so beschreiben, dass sobald sich eine Polstelle des AR Filters  außerhalb des Einheitskrei-
ses bewegt, ein Signal generiert wird, das diese Postelle wieder zurück in den Einheitskreis be-
wegt. In [112] wurde bewiesen, dass der Feintuch Algorithmus dadurch insgesamt ein stabiles
Verhalten zeigt. In [25] wurde allerdings angemerkt, dass der Entzerrer zu Zeitpunkten, an de-
nen sich eine Postelle außerhalb des Einheitskreises bewegt, ein sehr schlechtes Systemverhal-
ten aufweisen kann. Dieses Verhalten tritt allerdings bei genügend kleiner Schrittweite in der
Praxis lediglich beim Systemstart auf. Bei Simulationen anhand realistischer xDSL Kanäle
konnte es nicht beobachtet werden. Unabhängig davon wurde die Stabilität allgemeiner PLR
Algorithmen in [138] bewiesen.
Die Konvergenz des Feintuch Algorithmus, sowie des RLMS Algorithmus, zum globalen Mi-
nimum der Kostenfunktion wurde für den Fall, dass der Entzerrer genügend lang ist, in [104]
bewiesen. Für den Fall, dass der Entzerrer zur exakten Dekorrelation des Eingangssignals nicht
lang genug ist, spricht man auch von sogenanntem Undermodelling. In diesem Fall stimmen die
stationären Punkte beider Algorithmen allgemein nicht mehr mit den globalen Minima der Ko-
stenfunktion überein, liegen in der Regel aber in einer engen Nachbarschaft. [104]

5.3.4 Weitere rekursive LMS Algorithmen

Der Vollständigkeit halber sollen noch zwei weitere Algorithmen zur Adaption eines AR Filters
betrachtet werden, der Hyperstable Adaptive Recursive Filter (HARF) Algorithmus, sowie der
eng verwandte A Posteriori LMS (APLMS) Algorithmus. Grundidee des HARF Algorithmus,
sowie des vereinfachten Simplified HARF (SHARF) ist, im Rückführzweig ein zweites Filter
einzusetzten, dass die Stabilität des Algorithmus sicherstellen soll. Hauptproblem hierbei ist,
dass zum Entwurf dieses Kompensationsfilters prinzipiell Kenntnisse des Übertragungskanals
erforderlich sind. Im Rahmen dieser Arbeit wird die vereinfachte Form des Algorithmus ver-
wendet, die in [112] im Aufgabengebiet der linearen Prediktion definiert wurde.
Der vereinfachte HARF Algorithmus nach [112] ist ähnlich zu dem in Kapitel 5.3.2 behandelten
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RLMS mit endlicher Speicherlänge. Er verwendet zur Berechnung von  e(n - 1) einen Wert
von , zur Berechnung des Gradienten verfährt er hingegen identisch wie der Feintuch Al-
gorithmus mit . Es wird hier also keine adaptive Filterung durchgeführt. Somit ist dieser
Algorithmus ebenfalls ein Repräsentant der PLR Familie. Aus dieser Eigenschaft lässt sich auch
die Stabilität des Algorithmus ableiten (siehe [112], [138]).
Der APLMS ist im Prinzip identisch zum Feintuch Algorithmus, mit der einzigen Änderung,
dass zur Berechnung des Korrekturterms der a posteriori Prediktionsfehler verwendet wird, im
Vergleich zum a priori Fehler, der beim Feintuch Algorithmus Verwendung findet. Hierbei
stellt der a posteriori Fehler  die Innovation dar, die bei Verwendung der bereits nachge-
stellten Filterparameter  zum Zeitpunkt  berechnet wird:

. (5.35)

Zur Verwendung des a priori Fehlers finden hingegen die Filterkoeffizienten  Verwen-
dung (siehe (5.30)). Die Filterkoeffizienten werden gleichartig wie in (5.34) nachgestellt:

. (5.36)

Auf den ersten Blick scheint es unmöglich das System (5.35) und (5.36) zu lösen, da zur Be-
rechnung des a posteriori Fehlers die nachgestellten Filterkoeffizienten benötigt werden, ande-
rerseits zum Nachtellen der a posteriori Fehler aber bereits erforderlich ist. Der a posteriori
Fehler kann allerdings aus dem a priori Fehler erhalten werden. So erhält man durch Einsetzen
von (5.36) in (5.30) folgende Formel zur Berechnung von

. (5.37)

Hierbei wurde die sogenannte normierte Schrittweite  folgendermaßen definiert:

. (5.38)

Der APLMS Algorithmus ist somit identisch zum HARF Algorithmus mit der einzigen Ände-
rung, dass anstelle der festen Schrittweite  die normierte Schrittweite  verwendet werden
muss. Nachteilig am APLMS Algorithmus ist die zur Berechnung von  benötigte Divisi-
onsoperation. Beide beschriebenen Algorithmen zeigen, wie in [112] bewiesen wurde, ebenfalls
ein stabiles Systemverhalten.

5.3.5 Simulationsergebnisse

In diesem Kapitel sollen die verschiedenen rekursiven Algorithmen anhand von Simulationen
verglichen werden.
Der Eingang der linearen Prediktoren ist hier im Symbolraster gegeben. Die Impulsantwort des
linearen Kanals sei [0,2 1,0 0,98 0,5 0,1]T. Als Modulationsverfahren ist BPSK gewählt, außer-
dem wurde AWGN an den Entzerrereingang gegeben. Das SNR beträgt 23dB. Die optimale Lö-
sung des AR Filters, die dem minimalphasigen Anteil des Kanals entspricht, lässt sich durch
spektrale Faktorisierung finden als aopt = [1,1579    0,7216    0,2220    0,0251]T. Die Entzerrer-
länge beträgt zunächst M=2 und reicht somit zur exakten Dekorrelation nicht aus. Dies ent-
spricht dem beschriebenen Undermodelling.
In Bild 5.4 ist für die verschiedenen Algorithmen der Verlauf der Entzerrerkoeffizienten über
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die Zeit gezeigt. Man erkennt, dass die PLR Algorithmen, also der Feintuch, HARF und
APLMS Algorithmus ein fast identisches Verhalten zeigen. Bei Anwendung dieser Algorith-
men ergibt sich ein Koeffizientensatz, dessen einzelne Gewichte geringfügig kleiner als die op-
timalen sind. Die Adaption anhand des RLMS, bzw. des FMLMS Algorithmus mit einer extrem
großen Gedächtnislänge  von 100, verläuft ebenfalls nahezu identisch. Beide Algorithmen er-
zeugen hier Koeffizientengewichte, die weiter von der optimalen Lösung entfernt sind, als bei
Anwendung eines der PLR Algorithmen. Diese Eigenschaft gilt aber nicht im Allgemeinen. Die
Tatsache, dass sich mit beiden Algorithmen bei Undermodelling nicht die optimalen Koeffizi-
entengewichte einstellen, liegt wie in [104] gezeigt daran, dass in diesem Fall die Minimierung
der Varianz des Entzerrerausgangs nicht der exakten Kostenfunktion eines Dekorrelators ent-
spricht und ist daher keine Eigenschaft der eingesetzten Algorithmen.
In Bild 5.5 sind Ergebnisse einer Simulation mit ausreichend langen Entzerrern der Länge

 gezeigt. Hier zeigen ebenfalls die verschiedenen PLR und FMLMS Algorithmen quasi
identisches Systemverhalten. Deshalb werden nur Ergebnisse des Feintuch, sowie des RLMS
Algorithmus gezeigt. Man erkennt, dass bei diesen Simulationen beide Algorithmen Koeffizi-
entengewichte generieren, die sehr nahe am Optimum liegen. Hierbei erfolgt die Adaption des
RLMS Algorithmus etwas langsamer als die des Feintuch Algorithmus. Bei beiden Algorith-
men ist zu beobachten, dass die Koeffizienten mit betragsmäßig kleinen optimalen Gewichten
zunächst in die falsche Richtung adaptiert werden. Dieses Verhalten tritt beim Feintuch Algo-
rithmus vergleichsweise etwas stärker auf.
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5.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden Algorithmen zur adaptiven Entzerrung vorgestellt. Für Transversal-
entzerrer konnte gezeigt werden, dass der LMS Algorithmus, der den stochastische Gradienten-
algorithmus zur Minimierung des MSE darstellt, für die Anwendung im Bereich der
leitungsgebundenen Kommunikation ausreichend schnell konvergiert. Zur gleichzeitigen Opti-
mierung der Konvergenzgeschwindigkeit und des MSE im eingeschwungenen Zustand ist es
ratsam, die Schreitweite als Funktion der Fehlerleistung zu implementieren. Hierbei kann auf
einfache Verfahren, wie etwa den VSS Algorithmus, zurückgegriffen werden. Zur Vermeidung
unerwünschter Effekte, die bei der Implementierung auftreten können, wird der Koeffizienten-
vektor regelmäßig mit einem sogenannten Leakage Faktor, der geringfügig kleiner als Eins ist,
multipliziert. Dies ist insbebesondere bei der Adaption von FSEs erforderlich, da hierbei auf-
einanderfolgende Eingangssignale stark korreliert sind. Die wesentlichen Ergebnisse des LMS
Algorithmus für Transversalentzerrer können auf den DFE übertragen werden.
Anschließend wurden verschiedene Algorithmen zur Adaption eines rein rekursiven Entzerrers
vorgestellt und verglichen. Diese Entzerrer werden im Rahmen dieser Arbeit zur reinen Ampli-
tudenentzerrung eingesetzt, was einer linearen Prediktion entspricht. Es stellt sich heraus, dass
der exakte LMS Algorithmus zur Adaption eines rekursiven Entzerrers nicht praktikabel ist und
vereinfacht werden muss. Ein weiteres Problem rekursive Entzerrer besteht darin, dass sie,
wenn ihre Koeffizientengewichte adaptiv eingestellt werden, prinzipiell instabiles Verhalten
zeigen können. Als vereinfachte Algorithmen sind besonders die sogenannten PLR Algorith-
men interessant, da für sie Stabilität garantiert werden kann. Sie verwenden zur Berechnung der
Signale, die zum Nachführen der Koeffizienten erforderlich sind, keine zusätzliche Filterung.
Der einfachste dieser Algorithmen, der sogenannte Feintuch Algorithmus, hat die gleiche Kom-
plexität wie der LMS Algorithmus zur Adaption eines Transversalentzerrers. Dieser Algorith-
mus konvergiert im Fall ausreichender Entzerrerlänge zum globalen Minimum der exakten
Kostenfunktion und zeigt auch für nicht ausreichende Länge ein gutes Systemverhalten. Daher
erweist sich dieser Algorithmus für den Anwendungsfall der linearen Prediktion als am besten
geeignet.
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Sofern die Koeffizienten eines adaptiven Entzerrers genügend nahe am theoretischen Optimum
sind, so dass nur wenige fehlerhafte Entscheidungen getroffen werden, also das Auge geöffnet
ist, ist das Nachführen der Entzerrerkoeffizienten relativ unproblematisch. Man kann dann auf
konventionelle, entscheidungsgestützte Algorithmen, wie etwa den in Kapitel 5 ausführlich be-
sprochenen LMS Algorithmus, zurückgreifen. Entscheidend ist jedoch, einen Empfänger beim
Start der Adaption in einen derartigen konvergierten Zustand zu bringen. Bei dem üblichen An-
satz wird der Entzerrer anhand einer, in definierten Zeitschlitzen gesendeten bekannten Sym-
bolfolge, der sogenannten Trainingssequenz, adaptiert. Dieses Vorgehen, das auch als Training
mit idealer Referenz bezeichnet [178] wird, gestattet bereits beim Systemstart die Verwendung
entscheidungsgestützter Algorithmen. Die Übertragung einer Trainingssequenz bringt jedoch
einige Nachteile, wie etwa eine Reduzierung der Nettodatenrate, mit sich, die im Einzelnen in
Kapitel 6.1.1 besprochen werden. Daher ist in modernen Telekommunikationsstandards meist
keine Trainingssequenz vorgesehen. Konvergenz des Entzerralgorithmus muss dann ohne
Kenntnis der Sendesymbole erreicht werden. Zur Adaption können in diesem Fall statistische
Eigenschaften des Empfangssignals verwendet werden, die sich etwa aus der verwendeten Si-
gnalraumkonstellation ableiten lassen. Man spricht in diesem Fall von referenzdatenfreier oder
blinder Entzerrung.
Zunächst wird in Kapitel 6.1 ein allgemeiner Überblick zur referenzdatenfreien Entzerrung ge-
geben. Kapitel 6.2 befasst sich anschließend mit den sogenannten Bussgang Algorithmen. Dies
sind stochastische Gradientenverfahren, die zur Adaption eine nichtlineare Funktion des Si-
gnals am Entzerrerausgang verwenden. Da der gedächtnislose Entscheider ebenfalls als nicht-
lineare Funktion aufgefasst werden kann, gehört auch der LMS Algorithmus zu dieser Klasse
von Algorithmen. Bei geeigneter Wahl der Nichtlinearität können Bussgang Algorithmen vor-
teilhaft zur blinden Entzerrung eingesetzt werden.
Anschließend werden in Kapitel 6.3 Strategien zum blinden Systemstart und zum Wechsel in
den entscheidungsgestützten Modus diskutiert. Hierbei werden in Kapitel 6.3.1 Transversalent-
zerrer und in Kapitel 6.3.2 entscheidungsrückgekoppelte Entzerrer betrachtet. Schließlich wer-
den in Kapitel 6.4 noch Verfahren behandelt, wie auch das verwendete Modulationsverfahren
zwischen QAM und CAP blind entschieden werden kann.
Simulationsergebnisse werden in Kapitel 6.5 gezeigt. Für ein System, bei dem der Entzerrer auf
einem Vielfachen der Symbolrate (Fractionally Spaced Equalization, FSE) läuft, wird auch der
Start des gesamten Systems, also inklusive Abtastratenumsetzung und Synchronisation, behan-
delt. Ist das Eingangssignal des Entzerrers hingegen mit der Symbolrate abgetastet, treten zu-
sätzliche Probleme beim Systemstart auf. Insbesondere sind in der Literatur keine Verfahren
beschrieben, die eine Synchronisation anhand von im Symboltakt abgetasteten Signalen ohne
Verwendung entschiedener Symbole durchführen können. Darüberhinaus ist in diesem Fall,
wie in Kapitel 4.4.3 beschrieben, das Systemverhalten stark von der Abtastphase abhängig, das
Finden einer nahezu optimalen Abtastphase stellt aber ebenfalls ein nichttriviales Problem dar.
Im laufenden Betrieb bereiten schließlich Kopplungen des Entzerrers mit der Taktregelung Pro-
bleme. Die Behandlung derartiger Systeme würde daher den Rahmen dieser Arbeit sprengen,
weshalb für eine ausführliche Behandlung der beschriebenen Probleme und möglicher Lö-
sungsansätze auf [66] - [68] verwiesen wird.
Die wesentlichen Ergebnisse dieses Abschnitts werden schließlich in Kapitel 6.6 zusammenge-
fasst.
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6.1 Überblick zur referenzdatenfreien
Entzerrung

Das Interesse an referenzdatenfreier Entzerrung wurde etwa ab 1980 in größerem Umfang ge-
weckt, wobei es auch davor schon vereinzelte Veröffentlichungen wie etwa 1975 die von Sato
[142] gab. Der kommerzielle Einsatz begann etwa 1990 [88] im Rahmen von drahtloser Kom-
munikation. Später kamen weitere Einsatzgebiete wie etwa digitales Kabelfernsehen hinzu. In
diesem Abschnitt soll zunächst in Kapitel 6.1.1 kurz die Motivation für den Einsatz blinder Ent-
zerrverfahren besprochen werden. Anschließend werden in Kapitel 6.1.2 verschiedene Mög-
lichkeiten zur referenzdatenfreien Adaption eines Entzerrers aufgezeigt.

6.1.1 Motivation

Einer der wesentlichen Motivationsgründe für den Einsatz blinder Entzerrverfahren ist die da-
mit in Punkt-zu-Multipunkt (P2MP), bzw. Rundfunk Szenarien erzielbare höhere Nettodaten-
rate. Ursache ist, dass sich in einem derartigen Einsatzgebiet zu beliebigen Zeitpunkten
Empfänger zuschalten können. Da diese Modems zum Start der Übertragung zunächst an die
jeweiligen Kanaleigenschaften adaptiert werden müssen, müsste in diesem Fall eine Trainings-
sequenz entweder periodisch übertragen oder von jedem neuen Teilnehmer angefordert werden.
Effektiv sinkt durch ein derartiges Vorgehen die Nettodatenrate.
Dieses Argument wurde auch bei DSL Übertragungstechniken, wie etwa VDSL, in einer soge-
nannten Fiber to the Curb (FTTC) Netzwerkarchitektur [178] angeführt, da in diesem Szenario
ein Anschluss mehrere Modems bedienen kann [82].
Eine weitere Motivation für den Einsatz referenzdatenfreier Entzerrung besteht in einer verein-
fachten Implementierbarkeit, da die beim Systemstart ablaufende Prozedur weniger komplex
wird und darüberhinaus das Speichern einer Trainingssequenz entfällt. Auch die Standardisie-
rung und Interoperabilität von Modems wird durch blinde Entzerrung vereinfacht. Darüberhin-
aus vereinfacht sich auch der Neustart eines Modems, der erforderlich werden kann, wenn etwa
durch eine abrupte Änderung der Kanaleigenschaften oder das Auftreten eines starken Störers,
die BER zu stark steigt.
All diese Argumente führen dazu, dass in modernen einzelträgerbasierten Telekommunikati-
onsstandards zumeist keine Trainingsfolge mehr definiert wird [176]. Bei Verfahren die auf
Multiträgerübertragung basieren ist hingegen nach derzeitigem Stand der Technik eine Trai-
ningssequenz erforderlich, was als großer Nachteil der entsprechenden Modulationsverfahren,
wie etwa DMT, angesehen wird.

6.1.2 Möglichkeiten der referenzdatenfreien Entzerrung

In diesem Kapitel sollen verschiedene Methoden beschrieben werden, die zur referenzdatenfrei-
en Adaption eines Entzerrers eingesetzt werden können. Es sind dies zum einen in Kapitel
6.1.2.1 beschriebene Methoden, die auf Statistiken zweiter Ordnung (Second Order Statistics,
SOS) des Empfangssignales beruhen. Diese Methoden beruhen auf der Zyklostationarität des
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Eingangssignals im Falle von Überabtastung, bzw. der Verwendung mehrerer Sensoren. Die
zweite Klasse von Algorithmen verwendet Statistiken höherer Ordnung (Higher Order Stati-
stics, HOS), wobei dies entweder auf implizite oder auf explizite Art und Weise geschehen
kann. Diese beiden Algorithmenklassen werden kurz in Kapitel 6.1.2.2 vorgestellt. In Kapitel
6.1.2.3 werden die verschiedenen Verfahren kurz verglichen. Es stellt sich dabei heraus, dass
im Anwendungsgebiet der leitungsgebundenen Kommunikation die Verwendung des soge-
nannten Constant Modulus (CM) Algorithm (CMA), der HOS auf implizite Art verwendet, am
geeignetsten erscheint. Dieser Algorithmus wird daher in Kapitel 6.2 ausführlich besprochen.

6.1.2.1 Auf Statistiken zweiter Ordnung beruhende Algorithmen

Zunächst sollen Algorithmen betrachtet werden, die auf der Verwendung von SOS, also von
Auto- und Kreuzkorrelationsfunktionen beruhen. Normalerweise enthalten diese Statistiken
zwar Informationen über den Amplituden-, nicht jedoch über den Phasengang der Kanalüber-
tragungsfunktion. Zur reinen Amplitudenentzerrung, also zur linearen Prediktion (siehe Kapitel
5.3), sind SOS daher grundsätzlich ausreichend. Ist die Autokorrelationsfunktion, wie bei digi-
tal modulierten Signalen, hingegen periodisch, kann prinzipiell auch Information über den Pha-
sengang aus den SOS gewonnen werden. Vorraussetzung zur blinden Adaption ist hierbei die
Überabtastung des Eingangssignals, bzw. die Verwendung mehrerer Sensoren, die die Autokor-
relationsfunktion zyklostationär macht. Die Ausnutzung der Zyklostationarität zur blinden Ad-
aption wurde 1994 erstmals von Tong [165] beschrieben. Nachteilig an diesen Verfahren ist,
dass meist die Kanallänge vorgegeben werden muss und die Algorithmen empfindlich auf die-
sen vorgegebenen Wert reagieren.

6.1.2.2 Auf Statistiken höherer Ordnung beruhende Algorithmen

Statistiken höherer Ordnung beinhalten grundsätzlich Informationen zum Amplituden- und
Phasengang der Kanalübertragungsfunktion. Hierbei bezeichnen HOS Verallgemeinerungen
der Kovarianzfunktion und beinhalten Erwartungswerte des Produkts des Originalsignals mit
mehreren zeitverschobenen Versionen dieses Signals. So wird etwa der Kumulant vierter Ord-
nung  des Signals  gebildet als

. Grundsätzlich kann man die betrachtete Al-
gorithmenklasse in zwei Subklassen unterteilen, zum einen Methoden, die expliziten Gebrauch
von HOS machen und zum anderen Methoden, die hiervon impliziten Gebrauch machen. All-
gemein sind die expliziten Verfahren relativ aufwändig zu implementieren, da zur Schätzung
dieser Statistiken in der Praxis Mittelungen über viele Zeitabschnitte durchgeführt werden müs-
sen. Vorteilhaft ist, dass sie insgesamt eine schnelle Adaption erlauben.
Zu Verfahren, die von HOS implizit Gebrauch machen, gehören etwa die Bussgang Algorith-
men. Algorithmen dieser Klasse ersetzten den Symbolschätzer des LMS Algorithmus durch ei-
nen allgemeinen nichtlinearen Schätzer und weisen deshalb eine Implementierungskomplexität
auf, die in der Größenordnung der des LMS Algorithmus liegt. Das erste derartige Verfahren
wurde 1975 von Sato [142] veröffentlicht. Der klassische, 1978 von Godard eingeführte CMA
[61] ist der bis heute am meisten zur blinden Entzerrung eingesetzte Algorithmus. Er wird in
Kapitel 6.2 ausführlich beschrieben.

6.1.2.3 Vergleich der verschiedenen Algorithmenklassen

In diesem Abschnitt sollen die verschiedenen Algorithmenklassen in Bezug auf Implementie-
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rungsaufwand und auf die Güte der sich einstellenden stationären Lösung verglichen werden.
Da bei einem Einsatz im Gebiet der leitungsgebundenen Übertragungstechnik die Adaptions-
geschwindigkeit von sekundärer Bedeutung ist, wird dieser Eigenschaft hier nur wenig Gewicht
beigemessen.
Bezüglich des Implementierungsaufwandes sind Algorithmen, die HOS auf explizite Art verar-
beiten, ganz klar den anderen beiden Verfahren unterlegen und werden im Rahmen dieser Ar-
beit daher nicht weiter behandelt. Bussgang Algorithmen sind mit ihrem dem LMS Algorithmus
vergleichbaren Aufwand unter diesem Gesichtspunkt den beiden anderen Verfahren vorzuzie-
hen.
Vergleiche bezüglich des Systemverhaltens wurden etwa in [40] und [119] beschrieben. Ein Er-
gebnis dieser Veröffentlichungen ist, dass Verfahren, die auf SOS beruhen, sehr sensitiv auf die
vorgegebene Länge der Kanalimpulsantwort reagieren, d.h. sie konvergieren nur sehr schlecht,
wenn der Kanal als zu lang oder zu kurz angenommen wird. Bei den sogenannten Bussgang Al-
gorithmen ist nachteilig, dass ihr Verhalten kritisch von der gewählten Initialisierung abhängt.
Abgesehen von dieser Eigenschaft, sind sie den auf SOS beruhenden Algorithmen aber in fast
allen Belangen überlegen. Daher konzentriert sich diese Arbeit auf Bussgang Algorithmen und
speziell auf deren mit Abstand prominentesten Vertreter, den CMA. Auf den genannten Nach-
teil, der kritischen Abhängigkeit von der Initialisierung, wird in Kapitel 6.2.2.4 näher eingegan-
gen.

6.2 Der Constant Modulus Algorithmus
und seine Varianten

Wie in Kapitel 6.1.2.3 erläutert, beschränkt sich diese Arbeit bei der referenzdatenfreien Adap-
tion transversaler Entzerrer auf Bussgang-Algorithmen, die den Fehlerterm  nach der Vor-
schrift

(6.1)

berechnen, und die Entzerrerkoeffizienten analog zu (5.3) und (5.4) durch ein stochastisches
Gradientenverfahren nachstellen. Hierbei steht  für eine beliebige nichtlineare Funktion.
Der Wert  fungiert bei den Bussgang-Algorithmen als Schätzwert von .
Er wird mit einem nichtlinearen gedächtnisfreien Schätzer erzeugt, der die Rolle des Symbol-
entscheiders beim LMS Algorithmus übernimmt. Nach der Definition des Fehlerterms in (6.1)
ist der LMS Algorithmus ebenfalls ein Repräsentant der Bussgang Algorithmen. Der große
Vorteil dieser Klasse von Algorithmen liegt darin, dass die Implementierung identisch zu der
des LMS Algorithmus erfolgen kann und in der Startphase lediglich ein anderer Symbolschät-
zer verwendet werden muss. Die Komplexität ist deshalb vergleichbar mit der des LMS Algo-
rithmus und der Entzerrer kann, sobald das Verfahren konvergiert ist, sehr leicht auf den
entscheidungsgestützten Modus umgestellt werden.

6.2.1 Kostenfunktion

Der wohl am meisten eingesetzte Algorithmus zur blinden Entzerrung ist der Godard [60], bzw.

e n( )

e n( ) g y n( )( ) y n( )–=

g( )
x̂ n( ) g y n( )( )= x n( )
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Constant Modulus Algorithm. Das zugehörige CM Kriterium minimiert die Dispersion des
Empfängers über die Dispersionskonstante

, (6.2)

wobei  eine frei wählbare Konstante ist. Ein CM Empfänger ist daher durch ein lokales Mini-
mum der CM Kostenfunktion

(6.3)

charakterisiert. Zur Herleitung des klassischen CMA wird in (6.2) und (6.3)  gewählt,
für  erhält man den Sato Algorithmus [142]. Es existieren auch weitergehende Verallge-
meinerungen, bei denen die Quadratbildung in (6.3) durch eine allgemeine Potenz von  ersetzt
wird. Der so erhaltene Algorithmus wird dann als CMA p-q bezeichnet, so dass der klassische
CMA auch als CMA 2-2 und der Sato Algorithmus als CMA 2-1 in der Literatur zu finden sind.
In dieser Arbeit wird unter der Bezeichnung CMA immer der CMA 2-2 verstanden. Die Mini-
mierung von  mit  kann so interpretiert werden, dass in der komplexen Ebene die
Signalraumkonstellation des Entzerrerausganges möglichst gut an einen Kreis mit Radius
angeglichen wird. Durch die Betragsbildung ist die CM Kostenfunktion im Allgemeinen inva-
riant bezüglich einer möglichen Drehung der Signalraumkonstellation. Diese Eigenschaft ist im
Falle einer QAM Konstellation zu Beginn der Übertragung von Vorteil, da das Verhalten des
Entzerrers nicht von der - ebenfalls zu diesem Zeitpunkt nicht genau bekannten - Trägerphase
beeinflusst wird. Eine explizite Schätzung des Phasenfehlers  ist anhand der Signale vor der
Entzerrung im Allgemeinen sehr aufwändig, so dass eine Entkopplung des Adaptionsalgorith-
mus von der Lage der Signalraumkonstellation positiv zu bewerten ist [87]. Der Entzerreraus-
gang muss dann allerdings durch Drehung um einen Winkel  in die richtige Orientierung
überführt werden. Diese Aufgabe kann etwa eine Trägerphasenregelung übernehmen. Falls die
gesendete Signalraumkonstellation symmetrisch zu einer Drehung von  ist, wie es etwa bei
QAM der Fall ist, kann die Phase prinzipiell nur bis auf Vielfache von  bestimmt werden.
Diese Tatsache ist aber bei Verwendung einer differentiellen Kodierung irrelevant.
Das CM Kriterium kann leicht in Inphase- und Quadraturkomponente separiert werden, so dass
das sogenannte Multi Modulus (MM) Kriterium entsteht, welches durch folgende Kostenfunk-
tion charakterisiert ist:

. (6.4)

Die Terme  und  bezeichnen hier jeweils die Inphase, bzw. Quadraturkomponente von .
Die modifizierte Dispersionskonstante  erhält man durch Substitution von  in (6.2) durch

, bzw. . Die Minimierung der MM Kostenfunktion kann bei der üblichen Wahl von
 als die möglichst genaue Anpassung der Signalraumkonstellation am Ausgang des Ent-

zerrers an ein Quadrat mit Kantenlänge  interpretiert werden.
Die MM Kostenfunktion ist nicht mehr rotationsinvariant, so dass ein mit den MM Kriterium
adaptierter Entzerrer sich automatisch auf die richtige Lage der Signalraumkonstellation ein-
stellt. Dieser Vorteil ist in der Praxis allerdings meist zu vernachlässigen, da im Allgemeinen
der Ausgang des Vorwärtsentzerrers, etwa durch eine Trägerphasenregelung (siehe Kapitel
2.3.2), immer in die richtige Lage gedreht werden wird. Andererseits ist der MMA geringfügig
aufwändiger zu implementieren als der CMA.
Hauptvorteil der CM Kostenfunktion ist, dass der erwartungstreue (unbiased) MSE (UMSE)
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(vgl. Kapitel 4.6) des korrespondierenden CM Empfängers nahe am theoretischen Minimum
des Wiener Filters liegt und zwar unabhängig von der Entzerrerlänge und von der Rauschum-
gebung [147]. Dies bedeutet, dass ein CM Empfänger eine skalierte Version des MMSE Emp-
fängers ist. Daher kann ein während des Systemsstarts mit dem CMA trainierter Entzerrer den
Startkoeffizientensatz eines mit dem LMS adaptierten Entzerrers generieren.

6.2.2 Der Constant Modulus Algorithmus für Transver-
salentzerrer

6.2.2.1 Vorschrift zur Koeffizientennachführung

Der CMA ist das stochastische Gradientensuchverfahren der CM Kostenfunktion. Der Gradient
von  bezüglich  ist gegeben durch

, (6.5)

wobei gilt . Hierbei wurde Gleichung (A8) aus Appendix 2 verwendet:

. (6.6)

Identisch zur Herleitung des LMS Algorithmus in (5.1) - (5.3), kann der CMA aus dem Gradi-
enten seiner Kostenfunktion bezüglich der Entzerrerparamter (6.5) durch Auslassen des Erwar-
tungswertoperators und anschließender geringfügiger Korrektur von  in die
entgegengesetzte Richtung des Gradienten erhalten werden:

. (6.7)

Auf die selbe Art und Weise kann der MM Algorithmus (MMA) aus (6.4) erhalten werden. In
Tabelle 6.1 sind für eine Reihe von PAM und QAM Signalraumkonstellationen die Dispersi-
onskonstanten des CMA und MMA für  und  gegeben. Die Sendeleistung  ist
hierbei auf Eins normiert.
Die CM Kostenfunktion nach (6.3) lässt sich für den hier betrachteten Fall  folgender-
maßen schreiben

. (6.8)

Hierbei bezeichnet  das normierte Kurtosis der Sendedaten. Das Kurtosis ist ein Maß, das die
Steilheit einer Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion beschreibt. Das normierte Kurtosis einer
Verteilungsfunktion  ist definiert als

. (6.9)

Das Kurtosis einer Gaußverteilung wird im Folgenden durch  bezeichnet. Für eine komplex-
wertige Verteilung gilt , für eine reellwertige . Entsprechend wird eine Vertei-
lung mit  als sub-Gauß und eine Verteilung mit  als super-Gauß bezeichnet,
wobei eine sub-Gauß-Verteilung stärker gewölbt ist als eine Gauß-Verteilung. Ist die Sendelei-
stung auf Eins normiert, entspricht das normierte Kurtosis der Dispersionskonstante des ent-
sprechenden Modulationsverfahrens. Das Kurtosis einer PAM, bzw. QAM Konstellation ist
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grundsätzlich kleiner als , nähert sich diesem jedoch für steigende Stufenzahlen an.
Der allgemeine Ausdruck für (6.8) ist sehr unübersichtlich. Er findet sich etwa in [88]. Deutlich
vereinfachen lässt sich (6.8) etwa für die Spezialfälle einer PAM, bzw. QAM Signalraumkon-
stellation. Mit den Definitionen der gemeinsamen Kanal-Entzerrerimpulsantwort  der Länge

 nach (2.22), sowie der 2., bzw. 4. Potenz der -Norm eines Vektors

, bzw. , (6.10)

schreibt sich die CM Kostenfunktion für eine PAM Quelle und einen reellwertigen Kanal als

(6.11)

und für eine QAM Quelle als

. (6.12)

In [147] wurde unter sehr allgemeinen Bedingungen gezeigt, dass ein CM Schätzer robust be-

κg

Γ
NΓ l2 x

CMA MMA

4-QAM 1,00 1,00 0,71 0,5

8-QAM 1,06 1,32 0,79 0,82

16-QAM 1,06 1,32 0,79 0.82

32-QAM 1,06 1,31 0,81 0,94

64-QAM 1,06 1,38 0,81 0,88

128-QAM 1,06 1,34 0,82 0,96

256-QAM 1,07 1,40 0,81 0,90

512-QAM 1,06 1,35 0,83 0,97

1024-QAM 1,07 1,40 0,82 0,90

2-PAM 1,00 1,00 1,00 1,00

4-PAM 1,12 1,64 1,12 1,64

8-PAM 1,15 1,76 1,15 1,76

Tabelle 6.1: Dispersionskonstanten des CMA und MMA mit  und  für
verschiedene Signalraumkonstellationen bei normierter Sendeleistung
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züglich des MSE ist. Den Ausführungen in [147] liegt ein Systemmodell mit vektorwertigem
FIR/IIR Kanal sowie vektorwertigem FIR/IIR Schätzer mit festlegbarer Anzahl an justierbaren
Parametern zugrunde. Den verschiedenen Störern können zudem beliebige Verteilungsfunktio-
nen zugrunde liegen. Somit beinhaltet das Systemmodell auch die hier betrachteten Szenarien
der leitungsgebundenen Kommunikation mit Nebensprechstörern.

6.2.2.2 Fehler des CMA im eingeschwungenen Zustand

Eine Berechnung des MSE  eines mit dem CMA trainierten Transversalentzerrers
unter idealen Bedingungen im eingeschwungenen Zustand findet sich in [49] sowie in etwas all-
gemeinerer Form in [117]. Er ist gegeben durch

. (6.13)

Hierbei entspricht das MSE aufgrund der idealen Bedingungen dem EMSE. Diese Bedingungen
sind hierbei die gleichen wie bei Herleitung zu (4.5), namentlich verschwindendes Rauschen,
ein überabgetasteter Kanal dessen Subkanäle keine gemeinsamen Nullstellen aufweisen, sowie
ein ausreichend langer Entzerrer. Nach (6.13) ist der EMSE des mit einem CMA adaptierten
Entzerrers direkt proportional zur Schrittweite, sowie über die Größe der Autokorrelationsma-
trix  auch über die Entzerrerlänge. Es lässt sich durch Umformung von (6.13) zeigen, dass
der EMSE des CMA Entzerrers für eine CM Quelle gegen Null geht und andererseits für PAM,
bzw. für QAM bei steigender Stufenzahl ansteigt [87]. Allgemeiner lässt sich zeigen, dass der
EMSE mit steigendem normierten Kurtosis der Quelle ansteigt, sofern die Verteilung der Sen-
desymbole, wie allgemein üblich, sub-Gauß ist.
Allgemein gültige Abschätzungen des Fehlers und EMSE eines mit dem CMA trainierten FIR,
bzw. IIR Entzerrers wurden von Zeng [182] und Schniter [147] gegeben. Hierbei sind die Er-
gebnisse der Berechnung nach Zeng u.U. etwas genauer als die in [147], sie haben allerdings
den Nachteil, nicht in geschlossener Form angebbar zu sein und sind darüberhinaus nicht so all-
gemein gültig wie die von Schniter, da zu ihrer Herleitung von reellwertigen Sendesignalen, un-
korreliertem additiven Rauschen, einem FIR Kanal, sowie einem FIR Entzerrer ausgegangen
wird. Da diese Einschränkungen für die Herleitung der Ergebnisse in [147] nicht erforderlich
sind, sollen im Folgenden kurz die Ergebnisse der Berechnung nach Schniter diskutiert werden.
Beide Veröffentlichungen geben an, dass das EMSE des CMA Empfängers im Vergleich zum
Wiener Empfänger in der Größenordnung vom Quadrat des MMSE liegt.
In [147] sind zwei verschiedene Abschätzungen des UMSE eines CMA Empfängers angege-
ben. Die erste gibt das UMSE in Abhängigkeit des normierten Kurtosis des Ausgangssignals
des korrespondierenden Wiener Empfängers an. Zur Herleitung wird davon ausgegangen, dass
der Sender des gewünschten Signals von  Sendern gestört wird, wobei die insgesamt
Sender jeweils einen eigenen Übertragungskanal zum betrachteten Empfänger besitzen. Bei den
Störern handelt es sich entweder um Signale, die auf den betrachteten Empfänger übersprechen
und deren Quelle üblicherweise ein Kurtosis kleiner als  hat, oder es handelt sich um weißes
Rauschen mit Kurtosis .
Im Folgenden seien , bzw.  das Minimum, bzw. Maximum der  Kurtosis-
Werte der verschiedenen Sender. Mit  wird das Kurtosis des Ausgangs des Wienerschätzers
bezeichnet. Folgende Größen beziehen diese Werte auf das Kurtosis des Senders :

. (6.14)
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Für eine Vielzahl von Fällen ist  und somit . Dies gilt etwa dann, wenn
ein QAM Signal durch Nebensprechen, sowie additives gaußsches Rauschen gestört wird, und
die Signale der Nebensprechstörer ebenfalls QAM bzw. CAP moduliert sind, mit einer Stufen-
zahl, die mindestens so groß wie die des gesendeten Signals ist. Das UMSE eines CM-Empfän-
gers kann als Funktion des Kurtosis des Ausgangs eines Wiener-Schätzers mit
Systemverzögerung  folgendermaßen angegeben werden [147]:

. (6.15)

Für den wichtigen Fall  vereinfacht sich (6.15) zu

. (6.16)

Es ist ebenfalls möglich, diese Größe in Abhängigkeit des UMSE des Wiener-Schätzers mit Sy-
stemverzögerung , der im Folgenden mit  bezeichnet ist, anzugeben. Für den rele-
vanten Fall , also falls keine der Wahrscheinlichkeitsdichten super-Gauß ist, gilt
unter sehr allgemeinen Vorraussetzungen [147]

, (6.17)

bzw. für  und eine auf 1 normierte Sendeleistung

. (6.18)

Hierbei sind die Abschätzungen nach (6.15), bzw. (6.16) mindestens so genau wie die nach
(6.17), bzw. (6.18). Eine Abschätzung des zusätzlichen UMSE eines CMA Schätzers im Ver-
gleich zum korrespondierenden Wiener Schätzer kann für  in folgender Form gege-
ben werden:

. (6.19)

Das zusätzliche UMSE ist also durch das Quadrat des minimalen UMSE nach oben begrenzt,
so dass ein CM Schätzer nach (6.19) robust im Sinne des MSE ist. In [147] wurde durch Simu-
lationen gezeigt, dass die angegebenen Schranken sehr nahe an den tatsächlichen Werten sind.
Andererseits lässt sich aus (6.19) auch folgern, dass die Koeffizientengewichte eines mit dem
CMA adaptierten Entzerrers unter allgemeinen Bedingungen nahe an der Wiener Lösung lie-
gen. Eine exaktere Beweisführung dieser Aussage findet sich etwa in [63] für Entzerrer der Län-
ge zwei, sowie in [147] für beliebige Entzerrerlängen.
Es soll an dieser Stelle nochmals darauf hingewiesen werden, dass die Hauptaufgabe des CMA
ist, Entzerrerparameter zu liefern, die als Startlösung des Entzerrers im entscheidungsgestützten
Betrieb verwendet werden können. Die Performance eines mit dem CMA adaptierten Entzer-
rers ist daher nicht von entscheidender Bedeutung, wesentlich wichtiger ist, dass der sich erge-
bende Koeffizientensatz nahe an einem Minimum der Wiener Kostenfunktion liegt, die einer
Systemverzögerung mit relativ geringem SINR entspricht.
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6.2.2.3 Stationäre Punkte der Kostenfunktion

Im Folgenden sollen anhand einfacher Beispiele einige grundlegende Eigenschaften des CMA
verdeutlicht werden. Wie in [87] und [88] vorgeschlagen, werden hierfür die CM Fehlerober-
flächen für einen Entzerrer der Länge zwei grafisch dargestellt. Für Entzerrer mit einer größeren
Anzahl an Koeffizienten lässt sich keine derartige Veranschaulichung finden. Die für die unter-
suchten, sehr kurzen, Entzerrer gefundenen Ergebnisse gelten im Allgemeinen aber auch für
Entzerrer größerer Länge [88]. Zunächst werden in Bild 6.1a und Bild 6.1b CM Fehleroberflä-
chen für die gleichen Szenarien gezeigt, wie die, die in Bild 5.1a und Bild 5.1b zu den entspre-
chenden Grafiken des LMS geführt haben. Zu beachten ist die unterschiedliche
Achsenskalierungen in Bild 6.1. Im Gegensatz zu Bild 5.1 ist hier die sogenannte zusammen-
gesetzte Kostenfunktion gezeigt, die aus folgenden Gründen mehrere Minima aufweist: Zu-
nächst existieren Drehungen der Signalraumkonstellation, die bei Verwendung einer
differentiellen Kodierung zu identischen Ergebnissen führen. So sind bei einer PAM-Kodierung
etwa die detektierten Sequenzen  und  gleichwertig. Bei ei-
ner QAM-Kodierung kann eine Drehung der Konstellation um  zugelassen werden. Die
Kostenfunktionen in Bild 6.1 sind daher punktsymmetrisch zum Ursprung. Die zweite Ursache
für das Auftreten mehrerer Minima liegt darin begründet, dass die Systemverzögerung

 verschiedene Werte annehmen kann. Diese verschiedenen Systemverzögerungen
führen im Allgemeinen zu unterschiedlichem Systemverhalten. Eine Initialisierung eines mit
dem CMA adaptierten Entzerrers, die zu einer Systemverzögerung mit hohem SINR führt, ist
daher von entscheidender Bedeutung. Es sei hier noch angemerkt, dass auch die Fehleroberflä-
chen des LMS - bei Berücksichtigung der verschiedenen möglichen -Werte, sowie der mög-
lichen Signalraumdrehungen, die gleiche Anzahl an Minima aufweist. Wie in Kapitel 5.1.1.2
beschrieben, sind im entscheidungsgestützten Modus diese Parameter bereits bestimmt, wes-
halb die in Bild 5.1 gezeigten korrespondierenden Kostenfunktionen des LMS Algorithmus nur
ein Minimum aufweisen. Im Gegensatz dazu kann für einen unbekannten Kanal bei Verwen-
dung des CMA anhand der Initialisierung keine eindeutige Aussage getroffen werden, welche
Systemverzögerung und welche Drehung der Signalraumkonstellation sich im eingeschwunge-
nen Zustand einstellen wird.
Die Fehleroberfläche in Bild 6.1a entspricht einem idealen Szenario, bei der ein linearer Ent-
zerrer die Kanalimpulsantwort theoretisch perfekt entzerren kann (vgl. die Kommentare bei
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Bild 6.1: CM Kostenfunktionen eines überabgetasteten Kanals (a) Rauschfrei
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(4.5), bzw. (6.13)). Unter diesen idealen Bedingungen zeigen alle Minima der Kostenfunktion
einen verschwindenden Restfehler und die zu den Minima der CMA und LMS Kostenfunktio-
nen korrespondierenden Koeffizientensätze stimmen exakt überein. Fügt man Rauschen hinzu,
bewegen sich die Minima der CM Kostenfunktion jeweils in Richtung des Ursprungs, aller-
dings unterschiedlich schnell. Außerdem verändern sich die Fehlerterme der zu verschieden Sy-
stemverzögerungen gehörenden Minima unterschiedlich, so dass neben den globalen Minima
nun auch lokale Minima entstehen. Dies ist in Bild 6.1b verdeutlicht. Man erkennt, dass sich vor
allem die Positionen der lokalen Minima stark in Richtung des Ursprungs verschieben, während
sich die Positionen der globalen Minima nur wenig ändern. Entsprechendes gilt auch für die
LMS Kostenfunktion. Die zu den Minima gehörenden Entzerrerkoeffizienten entsprechen nun
nicht mehr exakt denen des MSE Empfängers, liegen aber weiterhin in einer nahen Umgebung,
so dass ein mit CMA gefundener Koeffizientensatz als gute Startlösung des mit dem LMS Al-
gorithmus adaptierten Entzerrers fungieren kann. Allerdings ist es wichtig, den Entzerrer derart
zu initialisieren, dass die Adaption zu einem Koeffizientenvektor nahe eines globalen Mini-
mums führt. Für das gewählte Szenario beträgt etwa das zu den lokalen Minima der LMS Ko-
stenfunktion korrespondierende MSE 0,667, das zu den globalen Minima korrespondierende
hingegen 0,0741. Prinzipiell kann sich bei Verwendung fraktionaler Entzerrer, wie in [30] ge-
zeigt, durch zusätzliches Rauschen die Fehleroberfläche auch derart verformen, dass einzelne
lokale Minima ganz verschwinden.
In Bild 6.1 sind simulierte Trajektorien gezeichnet, die zu verschiedenen Initialisierungen ge-
hören. Die Initialisierungsvektoren entsprechen denen, die für die Simulationen zu Bild 5.1
Verwendung fanden. Die zugehörigen Trajektorien konvergieren in das Minimum, das in un-
mittelbarer Nachbarschaft dessen der LMS Kostenfunktion liegt, wenn die identische System-
verzögerung und Drehung der Signalraumkonstellation zugrundegelegt wird. Zusätzlich
wurden noch zwei nahe beieinanderliegende Startpunkte zur Adaption gewählt, von denen aus
die Adaption zu anderen Minima erfolgt. Diese Punkte liegen bei [-2,7 0,0]T, bzw. bei [-2,5
0,0]T. Im in Bild 6.1a dargestellten rauschfreien Fall verlaufen die zu diesen Startwerten nahe
an einem Sattelpunkt vorbei und führen schließlich zu zwei unterschiedlichen Minima, die im
rauschfreien Fall allerdings beide zu einem MSE von Null führen. Bei zusätzlichem Rauschen
enden beide Trajektorien in einem lokalen Minimum. Dies ist in Bild 6.1b zu sehen. Man er-
kennt auch, dass im Bereich dieses lokalen Minimums, aufgrund des hier relativ flachen Ver-
laufs der CM Fehleroberfläche, die Entzerrerkoeffizienten ziemlich stark um das lokale
Minimum fluktuieren. Aus diesen Beobachten lässt sich allerdings nicht folgern, dass die glo-
balen Minima in einer verrauschten Systemumgebung allgemein eine größere Anziehungskraft
besitzen als im rauschfreien Fall.
Ist der Entzerrer zu kurz, um den Kanal auch im rauschfreien Zustand perfekt zu entzerren,
spricht man von sogenanntem „Undermodelling“. Nach dieser Definition ist ein im Symboltakt
laufender Entzerrer immer „undermodelled“. Die Konsequenzen daraus sind ähnlich wie die
von zusätzlichem Rauschen. So zeigen die mit unterschiedlichen -Werten korrespondierenden
Minima im Allgemeinen einen unterschiedlichen MSE und die Position der Minima unterschei-
det sich geringfügig von der der LMS Kostenfunktion.
Die Verwendung von höherstufiger PAM oder QAM Konstellationen, bei denen einzelne Si-
gnalpunkte nicht auf einem Kreis liegen, lässt die Position der Minima unverändert, allerdings
wird die Kostenfunktion im Allgemeinen flacher, was zu einer langsameren Adaption und grö-
ßerem Koeffizientenrauschen im eingeschwungenen Zustand führt.
Neben den beschriebenen Minima besitzt eine CM Kostenfunktion allgemein noch die anderen
möglichen Extremwerte Maxima und Sattelpunkte. Hierbei lässt sich zeigen, dass die Kosten-
funktion für beliebige Anordnungen immer genau ein Maximum besitzt, das im Ursprung an-
gesiedelt ist. Kritischer als Maxima sind allerdings Sattelpunkte. In der Umgebung eines
Sattelpunktes ist die Steigung der Kostenfunktion allgemein sehr flach, so dass die Adaptions-

δ
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geschwindigkeit relativ langsam ist, wenn sich die Entzerrerkoeffizienten in der Nähe eines Sat-
telpunktes befinden. Dieser Effekt tritt allgemein bei geringem Rauschen stärker auf, als bei
einem stark verrauschten Kanal. Im mehrdimensionalen Fall kann eine Trajektorie an mehreren
Sattelpunkten vorbei verlaufen, so dass hier - abhängig von der Initialisierung - starke Unter-
schiede in der Adaptionsgeschwindigkeit auftreten können.
Allgemein kann die Kostenfunktion eines blinden Adaptionsverfahrens neben den beschriebe-
nen längenabhängigen auch noch kostenabhängige lokale Minima aufweisen [103]. Diese lie-
gen in der Adaptionsvorschrift des Algorithmus selbst begründet. In [35] wurde jedoch gezeigt,
dass derartige Minima bei der CM Kostenfunktion grundsätzlich nicht auftreten. Dies ist ein
großer Vorteil des CMA im Vergleich etwa zum Sato Algorithmus und vielen anderen, bei de-
nen diese Eigenschaft nicht gegeben ist [103]. Im Gegensatz dazu sind, trotz der starken Ver-
wandschaft des MMA und des CMA, für den MMA in der Literatur kostenabhängige lokale
Minima beschrieben [178]. Allerdings findet sich in der Literatur keine umfassende Charakte-
risierung der lokalen Minima der MMA Kostenfunktion [54]. Daher wird in dieser Arbeit der
CMA gegenüber dem MMA bevorzugt.

6.2.2.4 Initialisierung des CMA

Wie bereits erwähnt, ist die Initialisierung des Entzerrers von großer Wichtigkeit. Meist wird
die sogenannte „Single Spike“ Initialisierung angewandt, bei der der Entzerrer mit einem Vektor

 initialisiert wird, wobei die Position der Eins dieses Vektors meist in der Mitte des Entzer-
rers liegt. Diese Position soll hierbei die Systemverzögerung bestimmen. Bei fraktionalen Ent-
zerrern werden normalerweise  nebeneinanderliegende Koeffizienten mit
initialisiert.
Die Initialisierung eines in Kapitel 4.1.3 vorgestellten PS-FSE muss so erfolgen, dass die Inpha-
se- und Quadratur Komponente des Entzerrers ein Hilbert-Paar bilden. Eine erfolgversprechen-
de Strategie besteht etwa darin, die Impulsantwort des komplexwertigen Bandpass Sendefilters
als Startkoeffizientensatz zu verwenden.
Eine elegantere Methode zum Einstellen der Systemverzögerung ist durch den in [166] und [43]
vorgeschlagenen sogenannten Channel Surfing Re-Initialisierungs-Algorithmus gegeben. Hier-
bei wird der Entzerrer zunächst beliebig initialisiert und anhand des CMA adaptiert. Anschlie-
ßend berechnet man aus dem so erhaltenen Koeffizientensatz und einer gemittelten
Kovarianzmatrix der Signalwerte am Entzerrereingang eine neue Startlösung, die zu einer Sy-
stemverzögerung führt, die geringfügig kleiner oder größer ist, als die, die sich anhand der er-
sten Initialisierung ergeben hat. Hierbei wird jedoch nicht der Startkoeffizientensatz einfach
verschoben, sondern es wird anhand der Startlösung der Kanal geschätzt. Diese Prozedur wird
solange durchgeführt, bis die optimale Systemverzögerung gefunden ist. Die optimale Verzö-
gerung entspricht hierbei der Position eines Fensters der Länge , die die meiste Energie
der Kanalimpulsantwort beinhaltet [105]. Die beschriebene Technik ist relativ aufwändig, da
zunächst aus möglichst vielen Abtastwerten eine Kovarianzmatrix berechnet werden muss und
diese anschließend noch invertiert werden muss.

6.2.2.5 Adaptionsgeschwindigkeit

Auf die Adaptionsgeschwindigkeit des CMA soll hier nur kurz eingegangen werden, da der Fo-
kus dieser Arbeit auf Systemen mit quasistationären Kanälen liegt und hier in aller Regel beim
Systemstart ausreichend Zeit für die ein-, bzw. mehrmalige Adaption des Entzerrers zur Verfü-
gung steht. In der Literatur wurde dieses Thema bis jetzt aufgrund der großen Komplexität nur
am Rande betrachtet (siehe etwa [87]). Hauptproblem einer globalen Betrachtung ist, dass die
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Adaptionsgeschwindigkeit des CMA stark von der Initialisierung abhängt, da abhängig davon
die Trajektorien mehr oder weniger nah an einzelnen Sattelpunkten der Kostenfunktion vorbei-
laufen. Wie bereits beschrieben, verläuft die Adaption in unmittelbarer Umgebung eines Sattel-
punktes allgemein recht langsam.
In der Nähe eines Minimums kann als Näherung der Zeitkonstante  des CMA folgende
Abschätzung gegeben werden [87]

, (6.20)

wobei diese Zeitkonstante wieder einerseits auf die Fehlerleistung und andererseits auf die An-
zahl der Signalwerte am Entzerrerausgang bezogen wurde. Mit  und  ist der größte,
bzw. kleinste Eigenwert der Kanalautokorrelationsmatrix  bezeichnet. Analog zum LMS
konvergiert der CMA in der Nähe eines lokalen Minimums zunächst in Richtung des Eigenwer-
tes der MSE Kostenfunktion mit der korrespondierenden größten Zeitkonstante. Im Vergleich
zur entsprechenden Zeitkonstante des LMS (vgl. (5.10)) fällt der zusätzliche Term
im Nenner von (6.20) ins Auge. Dieser Ausdruck beschreibt die Steilheit der lokal approximier-
ten CMA Kostenfunktion im Vergleich zur LMS Kostenfunktion und ist eine Funktion der Si-
gnalraumkonstellation. Eine Erhöhung des Kurtosis der Quelle  führt zu einer
Verlangsamung der Adaptionsgeschwindigkeit. Bei einer PAM, bzw. QAM Konstellation ent-
spricht dies einer Vergrößerung der Stufenzahl. Nähert sich  im Grenzfall dem Kurtosis einer
Gaußverteilung , geht die Adaptionsgeschwindigkeit gegen Null.

6.2.2.6 CMA mit dekorreliertem Eingang

Eine Möglichkeit zur Verbesserung der Adaptionseigenschaften des CMA liegt in der Dekor-
relation seiner Eingangssignale. Man spricht in diesem Fall vom sogenannten dekorrelierten,
bzw. Prewhitened CMA [102], [106]. In [102] wurde gezeigt, dass die Adaption des Prewhiten-
ed CMA das Systemverhalten eines CMA-Entzerrers zeigt, der im gemeinsamen Entzerrer-Ka-
nal Raum adaptiert wird. Daraus wurde in [102] gefolgert, dass die Adaption des Prewhitened
CMA im Falle einer weiten Streuung der Eigenwerte von  schneller erfolgt, als die des
Standard CMA. In [28] wurde dieses Verhalten anschaulicher dadurch begründet, dass die De-
korrelation der Eingangssignale bereits einer Amplitudenentzerrung entspricht und der betrach-
tete Entzerrer daher nur noch den Phasengang korrigieren muss (vgl. Kapitel 4.2.1). Dies gilt
exakt für ein genügend langes optimales Dekorrelationsfilter, ansonsten zuminderst näherungs-
weise.
Dieses Verhalten ist in Bild 6.2 für einen fraktionalen Entzerrer mit  gezeigt. Die Kanal-
impulsantwort ist im -Raster durch [0,1 0,2 1,0 0,4 0,3 -0,2 -0,3 0,1 0,05]T gegeben, außer-
dem wurde AWGN zugeführt, das zu einem SNR am Entzerrereingang von 40 dB führt. Das
verwendete Modulationsverfahren ist BPSK. Dieser Kanal wurde zunächst mit dem Standard-
CMA mit Schrittweite  = 0,002 entzerrt, wobei ein Entzerrer mit 24 Koeffizienten Verwen-
dung fand. Zum Start wurden zwei der Entzerrerkoeffizienten zu  gesetzt. Die Position
dieser sogenannten Spikes lag, wie allgemein üblich, in der Mitte des Entzerrers. Anschließend
wurde die Adaption wiederholt und an den Entzerrereingang ein adaptives, rein rekursives De-
korrelationsfilter der Länge 6 gesetzt. Dieses Filter wurde nach dem Feintuch-Algorithmus (sie-
he Kapitel 5.3.3) mit einer Schrittweite von 0,0002 adaptiert. Als letztes wurde das optimale
Dekorrelationsfilter berechnet und das Entzerrereingangssignal (Nutzsignal und Rauschen) mit
der Impulsantwort dieses Filters gefiltert. Die so entstandene Kanalimpulsantwort mit optima-
lem Dekorrelationsfilter wurde anschließend ebenfalls mit dem CMA entzerrt. Die Simulations-
ergebnisse finden sich in Bild 6.2. Man erkennt, dass die perfekte Dekorrelation der

τCMA

1
2wµ κg κx–( )λmax
----------------------------------------------- τCMA

1
2wµ κg κx–( )λmin
----------------------------------------------≤ ≤

λmax λmin
Rrr

κg κx–( )

κx

κx
κg

Rrr

w 2=
T 2⁄

µ
1 2⁄



132 6. Referenzdatenfreie Entzerrung

Eingangssignale zu einer deutlich schnelleren Adaption führt. Außerdem führt sie hier auch zu
einem niedrigeren MSE. Da der MSE aber stark von der sich einstellenden Systemverzögerung
abhängt, lässt sich hieraus keine allgemeine Aussage treffen. In der Praxis muss man durch wie-
derholte Initialisierung daher, wie in Kapitel 6.2.2.4 beschrieben, versuchen, eine nahezu opti-
male Systemverzögerung einzustellen. Die adaptive Dekorrelation führt zu ähnlich gutem
Verhalten wie die optimale, wenn man berücksichtigt, dass das verwendete AR Filter eine ge-
wisse Zeit zur Adaption benötigt. Im eingeschwungenen Zustand ist der MSE bei Verwendung
des adaptiven Filters, aufgrund des Adaptionsrauschens, etwas größer als das bei Verwendung
des optimalen. Durch Verwendung einer adaptiven Schrittweite ließe sich dieses zusätzliche
Rauschen minimieren (vgl. Kapitel 5.1.1.4).
Ein sogenannter Channel Surfing Algorithmus zur Reinitialisierung des Vorwärtsentzerrers
wurde auch für den Prewhitened CMA angegeben [105]. Hier wird die Tatsache verwendet,
dass sich Wiener Empfänger der Systemverzögerungen  und , bei nicht vorhandenen
Korrelationen des Entzerrereingangssignals, lediglich durch eine Verschiebung um  unter-
scheiden. Da die lokalen Minima der CMA und der LMS Kostenfunktion im durch die Entzer-
rerkoeffizienten aufgespannten Raum eng benachbart liegen, kann somit durch Verschieben des
mit dem CMA erhaltenen Koeffizientenvektors mit Systemverzögerung  um  eine Startlö-
sung des Entzerrers für die Systemverzögerung  angegeben werden. Zusätzlich wurde in
[105] ein heuristisches Verfahren zum Auffinden der optimalen Systemverzögerung gegeben.
Da die Impulsantwort am Entzerrereingang nach Dekorrelation minimalphasig ist, besitzt sie
ihre betragsmäßig größten Werte am Anfang und klingt am Ende aus. Die optimale Systemver-
zögerung liegt deshalb bei . Stellt sich durch Adaption mit dem CMA ein Koeffizien-
tensatz mit  ein, so sollten die letzten  Koeffizienten des Entzerrers nahe bei Null
sein. Zum Einstellen des optimalen  wird der Koeffizientensatz nun um  Stellen ver-
schoben und die ersten  Koeffizienten werden mit Null initialisiert. Anschließend wird
die Adaption mit diesem Koeffizientensatz erneut durchgeführt. Die Schwierigkeit bei diesem
heuristischen Verfahren besteht ganz offensichtlich darin, aus dem verrauschten Koeffizienten-
satz diejenigen Koeffizienten zu bestimmen, die nahe an Null sind. Großer Vorteil der Reinitia-
lisierung des sogenannten Prewhitened CMA, im Vergleich zum Standard CMA ist, dass hier
der Koeffizientensatz nur verschoben wird und keine zusätzlichen Berechnungen durchgeführt
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werden müssen. Darüberhinaus zeigt sich in der Praxis, dass der Prewhitened CMA allgemein
wesentlich unempfindlicher gegenüber der gewählten Initialisierung ist, als der Standard CMA
[184]. Dies liegt vor allem daran, dass durch Dekorrelation die Impulsantwort, wie erwähnt,
ihre betragsmäßig größten Werte am Anfang aufweist.

6.2.3 CMA für rekursive Entzerrer

Durch die Betrachtungen in [147] konnte gezeigt werden, dass auch bei Verwendung eines IIR
Entzerrers die globalen Minima eines mit dem CMA adaptierten Entzerrer nahe an denen des
Wiener Filters liegen. Im Rahmen dieser Arbeit wird der IIR-CMA in Kapitel 6.3.2.3 zur Ge-
nerierung von Startkoeffizienten eines blind adaptierten DFE verwendet.
Zunächst wird in Kapitel 6.2.3.1 eine Herleitung des IIR-CMA gegeben. Da für diesen rekursi-
ven Algorithmus die Stabilität nicht bewiesen werden kann, wird anschließend in Kapitel
6.2.3.2 eine Implementierung in Lattice Filter Struktur vorgeschlagen.

6.2.3.1 Implementierung in direkter Form

Zuerst soll der IIR-CMA in direkter Form hergeleitet werden. Der Ausgang dieses Filters ist ge-
geben durch

. (6.21)

Der IIR-CMA berechnet sich identisch zu dem in Kapitel 6.2 gegebenen FIR-CMA als stocha-
stisches Gradientenverfahren der in (6.3) gegebenen Kostenfunktion

. (6.22)

Identisch zur Herleitung des rekursiven LMS in Kapitel 5.3 tritt hier das Problem auf, dass zur
Berechnung des exakten Gradienten der Kostenfunktion (6.22) nach den Koeffizienten

, die Werte von  für alle zurückliegende Zeitpunkte anhand der aktuellen Filter-
parameter neu berechnet werden müssten. Es wird daher zunächst von der Annahme einer lang-
samen Konvergenz ausgegangen. Dies führt zu einem Algorithmus der vergleichbar mit dem in
Kapitel 5.3 untersuchten RLMS ist.
Mit dieser Näherung und den Gleichungen aus Appendix 2 sowie [17] und [25] gilt für die Im-
plementierung des CMA eines rekursiven Filters in direkter Form:

, (6.23)

, (6.24)

, (6.25)

. (6.26)

Identisch zur Implementierung des rekursiven LMS in Kapitel 5.3, müssen daher hier ebenfalls,
wie in Bild 6.3 gezeigt, sogenannte Regressor Prefilter verwendet werden. Man erkennt, dass
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die adaptiven Filter, die in Bild 6.3 durch einen schräg verlaufenden, gestrichelten Pfeil darge-
stellt sind, wie bei einer üblichen IIR Filterstruktur mit festen Parametern angeordnet sind. Zu-
sätzlich sind noch verschiedene rein rekursive Filter vorhanden, die die Regressor Signale
erzeugen, die zur Nachführung der Filterkoeffizienten erforderlich sind. Die Vereinfachung,
diese Regressor-Prefilter zu vernachlässigen und statt (6.24), bzw. (6.26) sogenannte Feintuch
Updates zu verwenden (siehe Kapitel 5.3.3) kann hier ebenfalls durchgeführt werden. Ange-
wandt auf das Regressorsignal des MA Filters in (6.23) vereinfacht sich (6.24) zu

. Wendet man die Feintuch Vereinfachung auf das Regressorsignal des
AR Filters in (6.25) an vereinfacht sich (6.26) zu .

6.2.3.2 Lattice Filter Implementierung des IIR-CMA

Die Stabilität des IIR-CMA in direkter Form konnte bis jetzt nicht bewiesen werden. Daher
wird in diesem Abschnitt eine Implementierung des IIR Entzerrers in Lattice Filter Struktur vor-
geschlagen, die ein einfaches Verfolgen der Stabilitätseigenschaften des Algorithmus erlaubt
[188]. Die Struktur des Lattice Filters ist in Bild 6.4 gezeigt. Das Filter ist kaskadiert, was be-
deutet, dass der MA und der AR Anteil als jeweils eigenes Filter implementiert sind [122]. So-
mit kann das MA Filter, das hier vor dem AR Filter angeordnet ist, identisch zu der direkten
Struktur implementiert werden. Das AR Filter ist in der sogenannten Zwei-Multiplizierer Lat-
tice Filter Struktur implementiert. Die Verwendung dieser speziellen Struktur liegt darin be-
gründet, dass damit - im Gegensatz etwa zur häufig verwendeten normalisierten Struktur - auch
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komplexwertige Koeffizienten dargestellt werden können [17], [137]. Eine IIR-CMA Imple-
mentierung in normalisierter Lattice-Struktur für die Entzerrung von PAM-Signalen wurde in
[139] vorgeschlagen.
Das AR Filter besitzt  Koeffizienten, die im folgenden Vektor zusammengefasst sind:

. (6.27)

Der Zustandsvektor des Lattice Filters ist gegeben durch

. (6.28)

Damit ergibt sich der Entzerrerausgang  zu

, (6.29)

wobei  und  in (2.25), bzw. (2.26) definiert sind. Man kann aus Bild 6.4 ableiten, dass
der Zustandsvektor zum Zeitpunkt  gegeben ist durch

, (6.30)

wobei, wie üblich , den Ausgang des Vorwärtsfilters bezeichnet, der Vektor  der Län-
ge gegeben ist durch

, (6.31)

und die  Matrix , unter Vernachlässigung der zeitlichen Abhängigkeiten, gegeben
ist durch

. (6.32)

Die Überwachung der Stabilität des Filters in Lattice Struktur ist sehr einfach, da ausschließlich
sichergestellt werden muss, dass alle Repräsentanten des Koeffizientenvektors  betrags-
mäßig kleiner als  bleiben [17], [137]. Streng genommen garantiert diese Aussage bounded
input bounded output (BIBO)1 Stabilität nur im eingeschwungenen Zustand. In der Praxis gilt
sie für kleine Schrittweiten aber auch für adaptive Systeme [17].
Die Entzerrerparameter können im Vektor  zusammengefasst werden, wobei das Subs-
cript  die Lattice Struktur bezeichnet:

. (6.33)

Sie werden zur Minimierung der in (6.3) definierten CM Kostenfunktion optimiert

. (6.34)

Wie üblich bei der Herleitung eines stochastischen Gradientenverfahrens, wird hierfür die Er-

1. BIBO Stabilität bedeutet, dass der Ausgang eines Systems für beschränkte Eingangssignale
beschränkt bleibt.
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wartungswertbildung vernachlässigt, der Gradient in Bezug auf die Entzerrerparameter gebildet
und die Entzerrerparameter gewichtet mit einer kleinen positiven Schrittweite  in die entge-
gengesetzte Richtung korrigiert:

. (6.35)

Wie in [122] gezeigt, kann der Gradient auf der rechten Seite von (6.35) geschrieben werden als

, (6.36)

wobei  das korrespondierende, in (6.23) - (6.26) gegebene, Filter in direkter

Form ist. Der Zusammenhang zwischen and  ist durch die  Transformations-

matrix  gegeben [122] als , wobei rekursiv definiert

ist mit ,

. (6.37)

Durch Verwendung der üblichen Annahme einer langsamen Konvergenz, also
, kann das Gradientensignal des Filters in direkter Form geschrieben wer-

den wie in (6.23) - (6.26). Durch Ableitung der Koeffizienten der direkten Struktur nach den
Koeffizienten der Lattice Struktur

(6.38)

lässt sich schreiben

, (6.39)

wobei

(6.40)

der Zustandsvektor des Lattice Filters mit Koeffizientenvektor  und Eingangssignal
 ist. Durch erneutes Anwenden der Annahme einer langsamen Konvergenz [122] lässt sich

das Ausgangssignal dieses Filters  schreiben als

. (6.41)

Analog wird  gebildet durch  Lattice Filter des selben Koeffizientenvektors. Die -te
Komponente von  ist der Ausgang des Filters mit Eingang  und Zustandsvektor

. (6.42)
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Miao zeigte in [122] für die Berechnung des rekursiven LMS Algorithmus in Lattice Struktur,
dass der zweite Term in (6.38) zu Null gesetzt werden kann, wenn man erneut davon ausgeht,
dass die Konvergenz langsam erfolgt. Somit vereinfacht sich (6.39) zu

. (6.43)

Die verschiedenen Lattice-Filter sind mit dieser Vereinfachung schließlich gegeben durch:

, (6.44)

, (6.45)

, (6.46)

. (6.47)

Gleichung (6.35) lässt sich schließlich schreiben als

. (6.48)

Die Implementierung des CMA in Lattice Filter Struktur ist identisch zu der in Bild 6.3 gezeig-
ten Standardstruktur, wenn man in Bild 6.3 die rein rekursiven Filter  durch die entspre-
chenden Lattice Filter ersetzt. Sie ist in Bild 6.5 gezeigt.
Auch bei der Lattice Filter Implementierung können, wie in Kapitel 6.2.3.1 für die Implemen-
tierung in direkter Form erklärt, sogenannte Feintuch Näherungen zur Vereinfachung ange-
wandt werden und somit auf die Vorfilter verzichtet werden. Durch Anwendung auf den
Gradienten des MA Filters wird (6.45) , so dass gilt  und so-
mit auf das Lattice Filter mit Zustandsvektor  verzichtet werden kann. Analog kann
durch Anwendung auf den Gradienten des AR Filters in (6.46)  durch  ersetzt wer-
den, so dass das Lattice Filter mit Zustand  redundant wird [188]. In Kapitel 6.5 wird an-
hand von Simulationen gezeigt, dass für praktische Szenarien die Feintuch Näherungen sehr
gutes Systemverhalten zeigen.
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6.3 Strategien zur referenzdatenfreien
(blinden) Entzerrung

In diesem Kapitel werden Strategien zur referenzdatenfreien Entzerrung besprochen. Die in Ka-
pitel 6.3.1 beschriebene Adaption von Transversalentzerrern erweist sich hierbei als relativ pro-
blemlos. Im Gegensatz kann die Kostenfunktion von in Kapitel 6.3.2 behandelten DFEs lokale
Minima aufweisen, so dass hier auf spezielle Techniken zurückgegriffen werden muss.

6.3.1 Blinde Adaption eines Transversalentzerrers

Die blinde Adaption eines Transversalentzerrers ist mit dem in Kapitel 6.2.2 beschriebenen
CMA, aufgrund der Tatsache, dass die lokalen Minima der CMA Kostenfunktion in der Nähe
der der LMS Kostenfunktion liegen, sehr einfach. Nachdem die Performance im Startmodus
nicht relevant ist, ist hier die Verwendung einer adaptiver Schrittweite zur Koeffizientennach-
führung kaum erforderlich. Unter Umständen ist es vorteilhaft, den Entzerrer vor der Umstel-
lung in den entscheidungsgestützten Modus mit einem Reinitialisierungsalgorithmus für
verschiedene Systemverzögerungen zu adaptieren und so die Verzögerung auswählen zu kön-
nen, die zum maximalen SINR führt. Dies ist besonders bei Verwendung des Prewhitened CMA
praktikabel, da hierbei zur Änderung der Systemverzögerung keine expliziten Berechnungen
durchgeführt werden müssen. Der Zeitpunkt zum Umschalten in den entscheidungsgestützten
Modus wird üblichweise durch den am Entzerrerausgang gemessene MSE bestimmt. Der fest-
gelegte Schwellwert ist hierbei von der Signalraumkonstellation abhängig und wird so definiert,
dass bei seinem Erreichen das Auge geöffnet ist, so dass die weitere Adaption mit Hilfe des
LMS Algorithmus erfolgen kann. Da beim CMA der kritische Pfad relativ lang ist, sind oftmals
Vereinfachungen der Berechnungsvorschrift erforderlich. Hierauf wird näher in Kapitel 7.1.1
eingegangen.

6.3.2 Blinde Adaption eines entscheidungsrückgekoppel-
ten Entzerrers

Die blinde Adaption eines DFE stellt im Gegensatz zu der eines Transversalentzerrers eine we-
sentlich größere Herausforderung dar, weil, bedingt durch den Entscheider im Rückführzweig,
ein DFE zu einer falschen Lösung konvergieren kann. Entsprechende lokale Minima der Ko-
stenfunktion eines DFE werden durch Fehlentscheidungen hervorgerufen [24], [118]. Insbeson-
dere kann eine fehlerhafte Konvergenz auch bei einer Initialisierung im Ursprung erfolgen.
Diese Eigenschaft ist in Bild 6.6 exemplarisch anhand eines minimalphasigen Kanals mit der in
[24] vorgeschlagenen Impulsantwort [1 0,9 0,8]T gezeigt. Der verwendete DFE hat im Vor-
wärtszweig  und im Rückkoppelzweig  Koeffizienten. Das verwendete Modu-
lationsverfahren ist BPSK. Zunächst sei kein Rauschen vorhanden. Bei richtigen
Entscheidungen kann ein Rückkoppelfilter mit dem Koeffizientenvektor [0,9 0,8]T die Nach-
läufer exakt eliminieren und somit den Kanal perfekt entzerren. Bild 6.6a zeigt die Kostenfunk-
tion des DFE. Sie weist ein unerwünschtes lokales Minimum bei etwa [0,37 -0,033]T auf.

N 1= M 2=
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Zusätzlich sind in Bild 6.6a zwei Trajektorien eingezeichnet, die durch Simulationen mit einer
Schrittweite von 0,002 gewonnen wurden. Man erkennt, dass bei einer Initialisierung im Ur-
sprung Konvergenz zu dem lokalen Minimum erfolgt. Da die Entscheidungsfehler im Bereich
dieses Minimums relativ groß sind, zittert die Trajektorie stark um das lokale Minimum. Bei
einer Initialisierung mit [1,2 1,2]T erfolgt hingegen Konvergenz zum globalen Minimum.
Bild 6.6b zeigt die Kostenfunktion die entsteht, wenn zum Entzerrereingang AWGN hinzuge-
führt wird, so dass sich ein SNR von 20 dB ergibt. Man erkennt, dass durch das zusätzliche Rau-
schen die Fehleroberfläche wesentlich glatter wird, da wie in Appendix 3 gezeigt, durch
Rauschen die Kennlinie eines Quantisierers - wie ihn auch der Symbolentscheider darstellt - ge-
glättet wird. Hier wird ebenfalls eine simulierte Trajektorie gezeigt, die sich bei einer Initiali-
sierung im Ursprung ergibt. Die Konvergenz erfolgt zunächst in das lokale Minimum. Da dieses
hier jedoch wesentlich flacher ausgeprägt ist als im rauschfreien Fall, gelingt es dem Entzerrer
nach einer gewissen Zeit, dieses lokale Minimum zu verlassen und ins globale Minimum zu
konvergieren.
In Kapitel 6.3.2.1 wird gezeigt, dass diese Glättung der Kostenfunktion vorteilhaft durch einen
Soft-Entscheider erfolgen kann. Als sinnvolle Wahl eines Soft-Entscheiders erweist sich hierbei
derjenige Entscheider, der im entscheidungsgestützten DFE Modus zu minimalem MSE führt.
Im allgemeinen Fall reicht die Glättung der Fehleroberfläche aber zur blinden Adaption eines
DFE nicht aus. Dies gilt insbesondere bei höherstufiger Modulation und bei Kanälen, die viele
Nachläufer aufweisen. Daher wird als Strategie hier vorgeschlagen, zunächst mit einem IIR
Entzerrer, also durch eine Struktur ohne Entscheider, Startkoeffizienten zu generieren, die nahe
am Optimum des Wiener DFE (siehe Kapitel 4.2.2) liegen. Zwei derartige Verfahren werden in
Kapitel 6.3.2.2 und Kapitel 6.3.2.3 beschrieben. Mit dem so gefundenen Koeffizientensatz wird
der DFE mit Soft-Entscheider initialisiert und weiter im entscheidungsgestützten Betrieb adap-
tiert. Diesem Verfahren liegt als Idee zugrunde, dass - wie in Kapitel 4.4.1 gezeigt - für den Fall
eines unendlich langen Entzerrers, sowie weißen Rauschens, die Koeffizientensätze des IIR
Entzerrers und des DFE übereinstimmen, d.h. dass sich für  und , beide Entzer-
rerstrukturen den gleichen optimalen Koeffizientensatz teilen, dass also gilt und

 [99]. Im Falle endlicher Koeffizientensätze oder von farbigem Rauschen stim-
men die optimalen Koeffizientensätze nicht mehr zwingend überein. Trotzdem können die Ge-
wichte des IIR Filters als Startkoeffientensatz des DFE verwendet werden, insbesondere wenn
die weitere Adaption durch Soft-Entscheidungen unterstützt wird. In Kapitel 6.3.2.4 wird

Bild 6.6: Exemplarische Kostenfunktion eines DFE (a) Rauschfrei (b) SNR = 20 dB
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schließlich gezeigt, wie zu verfahren ist, wenn eine erneute Initialisierung erforderlich ist.
Die Konvergenz der beschriebenen Verfahrens zum globalen Minimum kann nicht bewiesen
werden, die Wahrscheinlichkeit einer falschen Lösung wird allerdings im Vergleich zu etwa
den in [99] und [25] vorgeschlagenen Verfahren, die lediglich eine Startlösung bestimmen,
deutlich erhöht. Im Laufe dieser Arbeit wurde die Zuverlässigkeit des beschriebenen Verfah-
rens anhand umfangreicher Simulationen gezeigt.

6.3.2.1 Verwendung von Soft-Entscheidungen

Wie beschrieben, kann durch die Verwendung von Soft-Entscheidungen die Fehlerfunktion des
DFE geglättet werden und somit können lokale Minima möglicherweise eliminiert, oder zumin-
dest weniger anziehend gestaltet werden [94], [118].
Hier wird zu diesem Zweck der Soft-Entscheider verwendet, der den MSE des DFE minimiert,
da dieser im DD Modus gewinnbringend verwendet werden kann. Außerdem scheint er zu Be-
ginn der Adaption des DFE vorteilhaft, weil er im Falle von niedrigem SINR, also unsicheren
Entscheidungen, wesentlich glatter verläuft, als bei relativ hohem SINR, bei dem er sich dem
harten Entscheider annähert. Somit werden, falls der Koeffizientensatz des DFE weit vom Op-
timum entfernt ist, bei einer falschen Entscheidungen betragsmäßig kleinere Fehlerwerte zu-
rückgeführt, so dass Fehlentscheidungen im Mittel weniger dramatische Auswirkungen haben.
Zu beachten ist, dass in Bereichen eines lokalen Minimums der Kostenfunktion das sich erge-
bende SINR in der Regel deutlich größer ist, als im Bereich des globalen Minimums. Die Kenn-
linie des beschriebenen Soft-Entscheiders ist gegeben durch

, (6.49)

wobei  die Signalraumkonstellation darstellt und  die Varianz der Summe aus Rest-ISI
und gefiltertem Rauschen darstellt. Für quadratische Konstellationen lässt sich (6.49) durch Se-
paration in den reellen und imaginären Anteil vereinfachen [187]. Hierfür wird vorgeschlagen,
jeden Anteil durch abschnittsweise Tangens Hyperbolicus Funktionen zu approximieren. Zu
diesem Zweck werden die Anteile in  Regionen aufgeteilt, wobei  die Anzahl an Si-
gnalraumpunkten darstellt. Der Realteil von  ergibt sich dann zu

, (6.50)

wobei  der betragsmäßig kleinste Realteil der möglichen Sendesymbole darstellt und die Grö-
ße  definiert wird als

(6.51)

Der Imaginärteil von  hat die selbe Form.
Ein Vergleich der so erhaltenen vereinfachten Soft-Entscheidung mit dem exakten aus (6.49)
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findet sich in Bild 6.7 für 16-QAM. Dargestellt ist hier der Realteil der Kennlinien beider Ent-
scheider für verschiedene Leistungen des Fehlersignals als Funktion der Entscheidereingangs-
größe . Man erkennt, dass für kleine Rauschleistungen beide Kennlinien nahezu identisch
sind. Sie sind in diesem Fall auch nah an der des harten Entscheiders. Bei größeren Rauschlei-
stungen werden beide Kurven glatter, stimmen allerdings so lange noch gut überein, wie die
vereinfachte Kennlinie in der Mitte zwischen zwei Entscheidungsgrenzen stetig verläuft. Ist
dies nicht mehr gegeben, unterscheiden sich beide Kurven für Werte die weit von den mögli-
chen Punkten der Signalraumkonstellation entfernt liegen erheblich. In diesem Fall ist das Rau-
schen aber so groß, dass ein Betrieb des DFE nicht sinnvoll erscheint und der Entzerrer als IIR
Filter des Start-Modus implementiert sein sollte.
In Bild 6.8 ist die Kostenfunktion des DFE im rauschfreien Fall bei der Verwendung von Soft-
Entscheidungen nach (6.50) gezeigt. In dem betrachteten Szenario ist das lokale Minimum
durch diese Technik nicht ganz verschwunden, es ist aber so flach geworden, dass ein adaptiver
DFE aus diesem Minimum entkommen kann. Dies ist an der ebenfalls eingezeichneten Trajek-
torie, die zu einer Initialisierung im Ursprung korrespondiert, zu erkennen. Diese Eigenschaft
lässt sich jedoch im allgemeinen Fall, speziell bei der Verwendung von höherstufiger Modula-
tion, nicht beweisen. Deshalb besteht, wie bereits beschrieben, der zweite Punkt der vorgeschla-
genen Strategie, in der Generierung von Startkoeffizienten.
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6.3.2.2 Getrennte Amplituden und Phasenentzerrung

Ein elegantes Verfahren zur Generierung eines Startkoeffizientensatzes wurde in [99], [100],
[186] vorgeschlagen. Es beruht darauf, dass, wie in Kapitel 4.4.1 gezeigt, im Fall beliebig langer
Filter das Rückkoppelfilter des DFE zur reinen Amplitudenentzerrung dient, während das ent-
sprechende Vorwärtsfilter den Phasengang entzerrt. In [107] wurde zudem gezeigt, dass bei
weißem Rauschen, und falls die Systemverzögerung  mindestens so groß ist wie die um Eins
verringerte Kanallänge , der FBF des Start-DFE die Eigenschaft hat, alle ISI Komponenten
auszulöschen. Dies gilt auch dann, wenn die entstehende DFE Struktur weit vom Optimum ent-
fernt ist.
In [104] wurde gezeigt, dass bei ausreichend langen Entzerrern sowohl der RLMS, als auch der
Feintuch Algorithmus einen einzigen stationären Punkt aufweisen, der mit dem Minimum der
Fehleroberfläche übereinstimmt, sofern  als Funktion von  optimiert ist.

Verhalten bei farbigem Rauschen

Wenn das immer vorhandene additive gaußsche Rauschen korreliert ist, stimmen die Koeffizi-
entensätze - auch im Grenzfall unendlich langer Filter - nicht mehr überein. In diesem Fall de-
korreliert das optimale Filter  implizit das Rauschen. Zum Erhalt exakter Startwerte für

, müsste ein explizites Rausch-Dekorrelationsfilter vor dem Eingang von  plaziert
werden. Dies liegt daran, dass  die Summe von Signal und Rauschen dekorreliert, das Fil-
ter  hingegen mit rauschfreien Signalen beaufschlagt wird. In einem praktischen System
ist die Implementierung eines derartiges Filter aber meist nicht möglich.
Der Fall, dass das Empfangssignal eine ähnliche AKF aufweist wie das additive Rauschen, ist
etwa bei FEXT-dominierter Übertragung, wie es etwa üblicherweise bei VDSL der Fall ist,
recht wahrscheinlich, da hier das Rauschsignal weitgehend die gleiche Leitungsdämpfung er-
fährt wird wie das Sendesignal. Hierbei ist allerdings zu beachten, dass der Grenzfall, dass Rau-
schen und Empfangssignal gleich gefärbt sind, den schlechtesten Fall charakterisiert, weil in
diesem Fall das im Vorwärtsfilter implizit enthaltene Rausch Dekorrelationsfilter bereits die
Kanal-Nachläufer entzerrt, d.h. in diesem Fall ergeben sich die Koeffizienten des Rückkoppel-
filters des Wiener DFE zu Null.

Rauschdekorrelation

Eine Möglichkeit um auch in diesem Fall die richtigen Koeffizienten zu erhalten, besteht darin,
zunächst vor dem Start der Nachrichtenübertragung anhand eines FIR Filters das Empfangssi-
gnal, das in diesem Fall nur aus Rauschen besteht, zu dekorrelieren. Nach Konvergenz dieses
FIR-Filters werden dessen Koeffizienten eingefroren und die Übertragung wird gestartet. Nun
wird das Filter  am Ausgang des Rauschdekorrelationsfilters adaptiert. Nach dessen Kon-
vergenz werden die Koeffizienten ebenfalls eingefroren und das FIR-Filter wird an den Aus-
gang von  verlagert. Dieses FIR-Filter wird nun, wie üblich, mit dem CMA adaptiert. Da
das Vorwärtsfilter nun die Aufgabe der Rauschdekorrelation übernehmen muss, ist es nahelie-
gend, den Koeffizientensatz des MA Dekorrelationsfilters als Startlösung dieses Filters zu ver-
wenden. In diesem Fall muss der Koeffizientensatz allerdings zusätzlich noch mit der
gewünschten Verzögerung beaufschlagt werden. Nachdem auch dieses Filter adaptiert ist, wird
die Struktur des Entzerrers wie bereits beschrieben zu der des DFE geändert. Da bei diesem
Verfahren zu Beginn kein Sendesignal vorhanden ist, ist diese Möglichkeit nur in einem Punkt-
zu-Punkt Szenario gegeben. In der Praxis zeigt sich aber, dass ein derartiger Startkoeffizienten-
satz kaum zu besseren Ergebnissen führt, als die Standard Prozedur.

Implementierung im Bandpassbereich

Bei einer Implementierung im Bandpassbereich ist zu beachten, dass ein hierbei günstigerweise
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eingesetzter PS-FSE (siehe Kapitel 4.1.3) die Aufteilung des Entzerrereingangssignals in In-
phase- und Quadraturkomponente implizit vornimmt. Bei der beschriebenen Struktur ist jedoch
das Rückkoppelfilter vor dem Vorwärtsfilter angeordnet, so dass die genannte Aufspaltung ex-
plizit erfolgen muss [187]. Dies ist daher erforderlich, weil das Rückkoppelfilter des DFE mit
komplexen Symbolen, also Symbolen die nach Inphase- und Quadraturkomponente aufgeteilt
sind, beaufschlagt wird, und somit auch das Eingangssignal des Filters  im Startmodus in
Inphase- und Quadraturkomponente aufgeteilt sein muss. Eine explizite Phasenaufteilung kann
mit Hilfe eines Hilbert Filters erfolgen. Ist dieses Filter optimal, besitzen beide Zweige des Vor-
wärtsfilters nun theoretisch einen identischen Koeffizientensatz. Daher kann eine von Hedge
und Shanbag in [73] vorgeschlagene Low Power Technik verwendet werden, bei der beide
Komponenten des FFF mit einer gemeinsamen Einheit zum Nachführen der Koeffizienten be-
trieben werden. Wird diese Technik nicht eingesetzt, kann im entscheidungsgestützten Modus
des DFE auf das Hilbert Filter wieder verzichtet werden. Die Koeffizienten dieses Filters kön-
nen dann etwa langsam auf Null gesetzt werden, so dass das FFF die Phasenaufteilung wieder
implizit vornimmt [187]. Die nicht mehr verwendeten Register des Filters können anschließend
etwa zur Verlängerung des FFF verwendet werden.
Naturgemäß ist ein praktisch realisiertes Hilbert Filter in Bereichen nahe der halben Nyquist-
frequenz nahezu optimal und im Bereich um , aufgrund des Phasensprungs den die op-
timalen Übertragungsfunktion hier aufweist, relativ schlecht. Daher ist die beschriebene Low
Power Technik nur sinnvoll einsetzbar, wenn das Frequenzband nahe an der halben Nyquistfre-
quenz liegt. Andernfalls führt die nicht optimale Phasenaufteilung zu einer Verschlechterung
des erreichbaren SINR, so dass vorgeschlagen wird, im normalen Betrieb auf das Hilbert Filter
zu verzichten. Das Hilbert Filter wird hier exemplarisch mit der in [151] von Schüßler und Stef-
fen veröffentlichten Methode, die auf der Verwendung gekoppelter Allpässe basieren, entwor-
fen. Die entstehenden Einzelfilter kommen mit sehr wenigen von Null, bzw. Eins verschiedenen
Koeffizienten aus und tragen so nur sehr wenig zur gesamten Verlustleistung bei. In Bild 6.9 ist
die Phasendifferenz eines derartigen Hilbert Filters 5. Ordnung dargestellt. Dieses Filter weist
lediglich 5 Koeffizienten auf, die von Null, bzw. Eins verschieden sind.

6.3.2.3 Blinde Adaption anhand des IIR-CMA

Ein weiteres Verfahren zur Generierung von Startkoeffizienten besteht darin, im Startmodus
den Entscheider wegzulassen und beide Filter anhand des CMA zu adaptieren. Diese Verfahren
wurden bereits in [23] und [25] vorgeschlagen, allerdings ohne theoretische Begründung. Erst
Schniter konnte in [147] zeigen, dass die sich so ergebenden Filterkoeffizienten nahe an der
Wienerlösung des entsprechenden IIR Filters liegen. Da diese Lösung für den Fall unendlich
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langer Entzerrer der des DFE entspricht, kann sie als Startlösung fungieren. Bezüglich endlicher
Filterlängen und farbigem Rauschen gilt hier das selbe wie beim in Kapitel 6.3.2.2 beschriebe-
nen sogenannten Prewhitened Approach.
Im Startmodus kann die Stabilität des IIR-CMA nicht bewiesen werden, so dass hier vorge-
schlagen wird, die in Kapitel 6.2.3.2 gezeigte Lattice Filter Implementierung zu verwenden. Im
DD Modus des DFE ist durch den im Rückkoppelzweig vorhandenen Entscheider die Stabilität
hingegen garantiert, so dass das Rückkoppelfilter  in direkter Form implementiert werden
kann. Die Ausführung des LMS Algorithmus auf einem in direkter Struktur implementierten
Filter hat den Vorteil weniger Rechenoperationen zu benötigen, als auf einem in Lattice Struk-
tur implementierten Filter. Ein rekursiver Algorithmus für die Berechnung von (in (6.52) mit

 bezeichnet) aus dem Koeffizientenvektor des Lattice Filters  kann anhand von Glei-
chung (6.37) gewonnen werden. Er ist gegeben durch:

. (6.52)

Diese Berechnung kann offline erfolgen, wenn man voraussetzt, dass der Kanal nur langsam
zeitveränderlich ist. Hierbei bedeutet eine offline-Berechnung, dass die Koeffizienten des Lat-
tice-Filters ausgelesen werden und anschließend, etwa in einem Mikrocontroller, in die des
Rückkoppelfilters umgerechnet werden, wobei diese Berechnung nicht zeitkritisch ist. An-
schließend werden die so gewonnenen Koeffizienten in das Rückkoppelfilter geschrieben.

6.3.2.4 Änderung der Struktur bei Verschlechterung des MSE

Wenn der MSE im Verarbeitungsmodus über einen vorher spezifizierten Schwellwert steigt, so
dass die Einhaltung der geforderten BER nicht mehr gewährleistet ist, wird die Struktur des Ent-
zerrers zurück in die des Start Modus transferiert. Eine derartige Verschlechterung des MSE
kann etwa durch eine plötzliche Änderung der Kanaleigenschaften oder durch das Auftreten ei-
nes neu hinzukommenden starken Störers erfolgen. Da das Rückkoppelfilter im allgemeinen
nicht minimalphasig ist, kann nicht - wie etwa in [99] für das auf Dekorrelation basierende Ver-
fahren vorgeschlagen - der Koeffizientensatz des Rückkoppelfilter als Initialisierungsvektor des
AR Filters genommen werden. Daher wird hier vorgeschlagen, die einzelnen Koeffizienten des
AR Filters in diesem Fall mit Null zu initialisieren. Die Koeffizienten des Vorwärtsfilters kön-
nen hingegen in jedem Fall als neuer Startkoeffizientensatz des MA Filters Verwendung finden.
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6.4 Blinde Entscheidung des Modulations-
verfahrens

Die blinde Entscheidung des Modulationsverfahrens ist etwa im Einzelträger-VDSL Standard
[176] gefordert. Hierbei wird anhand der empfangenen Daten entschieden, ob das im Sender
eingesetzte Modulationsverfahren QAM oder CAP ist. Ein Algorithmus zur gleichzeitigen Ad-
aption von Transversalentzerrern bei QAM und CAP Signalen wurde in [53], [131] und [178]
vorgestellt. Dieser Algorithmus verwendet den MMA und adaptiert den linearen Entzerrer ent-
weder gleichzeitig, oder abwechselnd mit dem QAM, bzw. CAP Fehlerterm. In diesem Ab-
schnitt wird gezeigt, dass bei einer Entzerrung im Bandpassbereich, sowohl die in Kapitel
6.3.2.2 gezeigte Struktur, die auf getrennter Amplituden- und Phasenentzerrung basiert, als
auch die in Kapitel 6.3.2.3 beschriebene Technik, die eine Entzerrung anhand des IIR-CMA
vornimmt, eine einfache blinde Entscheidung des Modulationsverfahrens erlaubt.
Das hier vorgestellte Verfahren basiert - ebenso wie das in [53] gezeigte -auf der engen Ver-
wandtschaft von QAM und CAP (siehe etwa Kapitel 2.1 und [53]). Speziell wird hier davon Ge-
brauch gemacht, dass sich im Bandpassbereich QAM und CAP modulierte Signale nur durch
eine zusätzliche Drehung der Symbole in der komplexen Ebene unterscheiden. Auf die Adap-
tion eines mit dem CMA trainierten Entzerrers hat, aufgrund der Rotationsinvarianz dieses Al-
gorithmus, das verwendete Modulationsverfahren keinen Einfluss. Auch das beim Prewhitened
Approach verwendete Dekorrelationsfilter adaptiert sich unabhängig vom Modulationsverfah-
ren, weil es mit Statistiken zweiter Ordnung adaptiert wird und somit blind bezüglich des Pha-
senganges, also auch bezüglich einer möglichen Drehung der Symbole, ist.
Ob im Sender QAM oder CAP Modulation verwendet wird, kann theoretisch anhand der Be-
rechnung der beiden Erwartungswerte

(6.53)

festgestellt werden. Wie in Bild 6.10 gezeigt, korrespondieren die Werte  und  hierbei
zu einem Empfänger ohne Symboldrehung und die Werte  und  entsprechend zu ei-
nem Empfänger mit zusätzlicher Drehung. In der Praxis wird die Erwartungswertbildung in
(6.53) durch eine Mittelung über eine gewisse Anzahl  an Symbolen angenähert. Die beiden
Erwartungswerte müssen jedoch nicht gleichzeitig berechnet werden, da in Abschnitten in de-
nen die Symbole fehlerhaft gedreht werden, der sich ergebende MSE relativ groß ausfällt. Somit
ergibt sich eine einfache Technik zur Bestimmung des Modulationsverfahrens durch alternie-
rendes An- und Ausschalten des Symboldrehers in Bild 6.10 für jeweils  Symbole. Der sich

y' n( )
e

jω0nT–

Hilbert

y n( )

x'ˆ n( )

x̂ n( )
Filter

B z( )

A z( )

Bild 6.10: Grundidee zur Bestimmung des Modulationsverfahrens

E y' n( ) x'ˆ n( )–{ } E y n( ) x̂ n( )–{ }– < 0 → QAM
> 0 → CAP

y n( ) x̂ n( )
y' n( ) x'ˆ n( )

p

p



146 6. Referenzdatenfreie Entzerrung

hierbei ergebende MSE wird jeweils ermittelt. Fällt er unter einen vorher spezifizierten, von der
Signalraumkonstellation abhängigen Wert, wird analog zum Vorgehen bei bekanntem Modula-
tionsverfahren in den DD Modus umgeschaltet. Ist zu diesem Zeitpunkt der Symboldreher ak-
tiv, ist das Modulationsverhalten zu QAM bestimmt, andernfalls zu CAP. Auf den Schätzer des
Trägerphasenfehlers hat dieses Vorgehen keinen kritischen Einfluss, da in Abschnitten, in de-
nen der Entzerrerausgang fehlerhaft gedreht wird, der Phasenfehler als Zufallssignal aufgefasst
werden kann. Die fehlerhafte Nachführung mittelt sich im Laufe eines solchen Abschnitts daher
heraus.
Im Fall, dass das Modulationsverfahren anhand der beschriebenen Technik zu QAM bestimmt
wurde, müssen die Koeffizientengewichte des Rückkoppelfilters vor der Änderung der Entzer-
rerstruktur zu der des DFE noch umgerechnet werden. Ursache ist, dass das Rückkoppelfilter
des DFE mit entschiedenen Symbolen beaufschlagt wird, die bereits zurückgedreht wurden,
während der Eingang des Rückkoppelfilters der Struktur beim Systemstart nicht gedreht wurde.
Dies kann durch Betrachtung des Entzerrerausgangs in der Startphase einfach veranschaulicht
werden [186], [187]:

. (6.54)

Wird dieses Signal zurückgedreht, wie es bei einer QAM Modulation eigentlich geschehen
müsste, wird (6.54) zu

. (6.55)

Man erkennt, dass (6.54) und (6.55) übereinstimmen, wenn die Koeffizientengewichte in (6.55)
gedreht werden. Dies bedeutet, dass die Koeffizientengewichte des Rückkoppelfilters in der
Startphase, die im Folgenden mit  bezeichnet werden, gedrehte Repräsentanten der mit

 gegebenen Koeffizientengewichte während des normalen Betriebs sind:

. (6.56)

Diese einfache Berechnung kann ebenfalls offline, also im Laufe mehrerer Verarbeitungsschrit-
te, etwa unter Verwendung eines Mikrocontrollers, erfolgen.

6.5 Simulationsergebnisse

Im Folgenden werden Ergebnisse des Whitening Approaches und des IIR CMA Verfahrens für
verschiedene Testkanäle sowie für VDSL-Szenarien verglichen. Wichtigstes Kriterium ist hier-
bei, wie nahe die Startlösung an der Lösung des Wiener-DFE liegt, also insbesondere ob die
Startlösung des DFE das Auge öffnet. Darüberhinaus ist das SINR von Interesse, das der Start-
entzerrer nach Konvergenz aufweist, sowie das SINR, das sich nach Adaption des DFE einstellt.
Ein letztes Kriterium ist noch die Konvergenzgeschwindigkeit.

Whitening Approach im Bandpassbereich
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Zunächst wird der sogenannte Whitening Approach im Bandpassbereich simuliert. Hierfür wer-
den die drei verschiedenen in Kapitel 6.3.2.2 vorgeschlagenen Verfahren verglichen. Die Simu-
lationsumgebung ist ähnlich der in [53] vorgeschlagenen und orientiert sich an einem Szenario
das vom ATM Forum [5] definiert wurde. Die Leitung hat eine Länge von 300 m und einen
Durchmesser von 0,5 mm. Die Symbolrate liegt bei 25,92 MHz, die Mittenfrequenz bei 17,5
MHz und der Überabtastfaktor bei 3. Die Excess Bandbreite des Sendefilters beträgt 15%. Am
Entzerrereingang liegt AWGN der Varianz 10-5 an. Das FFF hat eine Länge von 49 Koeffizi-
enten und wird mit dem Koeffizientensatz des Sendefilters initialisiert. Das FBF hat eine Länge
von 10. Das Modulationsverfahren ist 16-CAP. Das Hilbert Filter besitzt 10 Koeffizienten, wo-
von die Hälfte das Gewicht Null besitzen. Das Umschalten zum DD Modus geschieht bei einem
gemessenen MSE von -17 dB. In Bild 6.11 sind Ergebnisse der drei Verfahren gezeigt. Das
Standard Verfahren, bei dem auch während des normalen Betriebs das Eingangssignal mit ei-
nem Hilbert Transformator (HT) gefiltert wird, sowie das sogenannte „Detuning“-Verfahren,
das die Koeffizientengewichte des HT nach Konvergenz langsam auf Null setzt, zeigen nahezu
identische Performance. Während des Detunings ist allerdings das SINR am Entzerrerausgang
kurzzeitig erhöht, da sich der Koeffizientensatz des FFF in dieser Periode stark ändern muss.
Das sogenannte Low-Power Verfahren, das die Koeffizientensätze der beiden FFF gemeinsam
nachführt, zeigt bei der gewählten Systemumgebung einen etwa 0,3 dB größeren MSE, als die
beiden anderen Verfahren. Dieser Wert ist stark von den Systemparametern, wie etwa der
Rauschleistung, der Mittenfrequenz oder der Länge des HT abhängig.

IIR-CMA

Als nächstes sollen Simulationsergebnisse des IIR-CMA Verfahrens gezeigt werden. Die Simu-
lationsumgebung ist ähnlich der des Whitening Approaches, mit der Ausnahme, dass die Mit-
tenfrequenz nun bei 15 MHz liegt und die Rauschleistung verdoppelt wurde. In Bild 6.12a ist
ein Vergleich des exakten Algorithmus mit den verschiedenen Algorithmen, die Feintuch Nä-
herungen zur Koeffizientennachführung verwenden, gezeigt. Man erkennt, dass durch diese
Näherungen praktisch keine Verschlechterung des Verhaltens auftreten.

Blinde Entscheidung des Modulationsverfahrens
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Bild 6.12b zeigt für das selbe Szenario Ergebnisse einer blinden Entscheidung des Modulati-
onsverfahrens. Hierfür werden für QAM und CAP Modulation Ergebnisse von Simulationen
mit bekanntem und unbekanntem Modulationsverfahren verglichen. Man erkennt, dass bei un-
bekanntem Modulationsverfahren, in Zeitabschnitten in denen der Symboldreher einen fehler-
haften Ausgang produziert, sehr groß wird. Dies hat aber keinen Einfluß auf die Adaption.
Außerdem ist zu erkennen, dass QAM und CAP zu quasi identischem Systemverhalten führen.
Simulationen eines ähnlichen Szenarios unter der Verwendung des Whitening Approach finden
sich in [187]. Auch hier zeigen alle Verfahren nahezu identische Performance.

Vergleich des Whitening Approach mit dem IIR-CMA

Als nächstes soll die Qualität der Startlösung, die sich mit den beiden in Kapitel 6.3.2.2 und Ka-
pitel 6.3.2.3 vorgestellten Methoden ergibt, verglichen werden. Um das Verhalten besser ver-
gleichen zu können, wird hier ein Kanal gewählt, dessen Entzerrung mit einem linearen
Entzerrer Probleme bereitet. Dieser Kanal ist um den Faktor zwei überabgetastet und die Im-
pulsantworten der beiden Subkanäle weisen sowohl gemeinsame Nullstellen auf, als auch
Nullstellen die in der -Ebene nahe am Einheitskreis liegen. Somit weist dieser Kanal Eigen-
schaften auf, die eine Entzerrung mit einem Transversalentzerrer stark erschweren. Die Nullst-
ellen der beiden Subkanäle des Beispielkanals sind gegeben durch {0,3+0,4j; 0,3-0,39j; -
1,5+0,1j; 0,15+0,1j; 0,85+0,55j; 1,1} und {0,3+0,4j; 0,3-0,42j; 0,4+0,5j; 0,3j; -0,72+0,68j; -0,4-
0,3j}. Die Empfangsleistung wurde auf Eins normiert. Außerdem wurde AWGN der normierten
Varianz  an den Entzerrereingang gegeben.
Die Entzerrer besitzen jeweils  und  Speicherelemente. Bei der CMA Metho-
de wird bei beiden Filtern von der Feintuch Näherungen Gebrauch gemacht. Die Schrittweiten
betragen jeweils  bei den AR Filtern und  bei den MA Filtern. Unabhängig von dem
erreichten MSE wurde die Struktur nach 950 000 Iterationen in die des DFE geändert. Nach die-
ser Zeit kann davon ausgegangen werden, dass die Startentzerrer konvergiert sind. Hier wurde
zunächst zum Vergleich der Performance der DFE-Startlösung die weitere Adaption eingefro-
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ren. In Bild 6.13 sind die Ergebnisse dieser Simulationen gezeigt. Man erkennt, dass bei Ver-
wendung des Whitening Approaches eine geringfügig schnellere Adaption erfolgt, als bei
Verwendung des IIR-CMA. Nach dem Umschalten in den DFE Modus zeigt der Whitening Ap-
proach eine kurze Phase mit sehr vielen Symbolfehlern. Dies liegt darin begründet, dass hier die
Anordnung der Filter vertauscht wird und somit zunächst falsche Werte in den einzelnen Regi-
stern gespeichert sind. Dies hat aber keinen Einfluss auf die weitere Adaption. Da beim IIR-
CMA die Anordnung der Filter nicht verändert wird, tritt dieser Effekt hier nicht auf. In
Bild 6.13 sind zusätzlich noch Simulationsergebnisse für eine weitere Adaption des DFE ge-
zeigt. Man erkennt, dass im entscheidungsgestützten Modus die weitere Adaption sehr schnell
erfolgt.

Kombinierte Synchronisation, Abtastratenumsetzung und blinde Entzerrung

Bild 6.14 zeigt eine Adaptionskurve, die bei gemeinsamer Simulation von Abtastratenumset-
zung, Synchronisation und blinder Entzerrung entstand. Zur Taktregelung wurde hier exempla-
risch eine sogenannte Digital Spectral Line Methode verwendet, die in [160] speziell für CAP-
VDSL optimiert wurde. Ziel dieser Simulation ist zu zeigen, dass prinzipiell ein blinder System-
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start mit unbekanntem Kanal, Rauschen und Taktversatz anhand der im Rahmen dieser Arbeit
gezeigten Methoden möglich ist. Die Taktregelung selbst wurde jedoch nicht optimiert, da dies
den Rahmen dieser Arbeit sprengen würde. Als Leitung ist hier eine 1200m langes ETSI4-Ka-
bel angenommen, das Modulationsverfahren ist 64-CAP, mit Mittenfrequenz 1,5 MHz und
Bandbreite 1,1 MHz. Die Sendefilter besitzen 15% Excess Bandbreite. Als Rauschen wurde an
den Empfängereingang AWGN mit Varianz 5·10-4 angelegt. Zur Entzerrung wurde ein DFE
mit 10-fach überabgetastetem FFF der Länge 201, sowie einem Rückkoppelfilter der Länge 10
verwendet. Die Überabtastrate des Senders beträgt 12. Dies entspricht auch der normierten Ab-
tastrate des Empfängers, so dass hier um den Faktor 1,2 dezimiert werden muss. Die Adaption
des DFE erfolgt mit der in Kapitel 6.3.2.3 beschriebenen IIR-CMA Technik. Die FFF werden
hierbei mit zueinander Hilbert transformierten Bandpässen initialisiert. Außerdem wurde ange-
nommen, dass der Empfänger einen Taktversatz zum Sender von 42 ppm besitzt. Die Synchro-
nisation und Dezimation erfolgt mit einem FD Filter 4. Ordnung, das durch Polynome 4.
Ordnung approximiert ist. Dieses Filter wurde nach der in Kapitel 3.4.2.2 gezeigten Least
Squares Methode berechnet und in Farrow-Struktur implementiert.

6.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden Verfahren zur blinden Entzerrung vorgestellt. Diese haben die Auf-
gabe die Entzerrerkoeffizienten bei Beginn der Übertragung so gut zu adaptieren, dass das Auge
geöffnet ist, so dass im weiteren Verlauf die in Kapitel 5 vorgestellten entscheidungsgestützten
Adaptionsverfahren eingesetzt werden können.
Von den verschiedenen Möglichkeiten zur blinden Adaption eines FIR Filters erweisen sich im
Rahmen der leitungsgebundenen Kommunikation besonders die sogenannten Bussgang Algo-
rithmen als erfolgversprechend, die implizit Statistiken höherer Ordnung verarbeiten. Von die-
sen wiederum erscheint der CMA vorteilhaft, da er zum einen eine ähnliche Komplexität wie
der LMS Algorithmus aufweist und andererseits keine kostenabhängigen lokalen Minima be-
sitzt. Wie jeder blinde Algorithmus kann er allerdings zu längenabhängigen lokalen Minima
konvergieren. Daher ist die Art der Initialisierung besonders wichtig. Bei der Verwendung des
sogenannten Prewhitened CMA, bei dem das Eingangssignal des transversalen Entzerrers durch
Prediktion dekorreliert wird, kann die Systemverzögerung eines adaptierten Entzerrers ohne ex-
plizit vorzunehmende Berechnungen verändert werden, so dass hier auf heuristische Art und
Weise sehr einfach die optimale Systemverzögerung und somit das globale Minimum der Ko-
stenfunktion gefunden werden kann. Zur Adaption des Dekorrelationsentzerrers können etwa
die in Kapitel 5.3 beschriebenen rekursiven LMS Algorithmen herangezogen werden.
Anschließend wurde die blinde Adaption entscheidungsrückgekoppelter Entzerrer diskutiert.
Hier ergibt sich das Problem, dass die Kostenfunktion eines DFE aufgrund des Symbolentschei-
ders lokale Minima aufweisen kann, so dass die Adaption mit einer Struktur ohne Entscheider
starten muss. Als erfolgversprechend erweist sich die Strategie, einen Startkoeffizientensatz mit
Hilfe eines rekursiven Entzerrers zu erzeugen und im entscheidungsgestützten Modus einen
Soft-Entscheider zu verwenden. Ein derartiger Entscheider hat die Eigenschaft, die Fehlerfunk-
tion des DFE zu glätten, so dass die Konvergenz zum globalen Minimum deutlich wahrschein-
licher wird. Darüberhinaus senkt bei passender Wahl der Kennlinie ein Soft-Entscheider
allgemein auch die BER am Ausgang eines DFE. Zur Generierung des Startkoeffizientensatzes
wurden zwei verschiedene Techniken diskutiert. Beide beruhen auf der in Kapitel 4.4.2 gezeig-
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ten Äquivalents des MMSE Koeffizientensatzes eines IIR Entzerrers mit denen des DFE, im
Falle von weißem Rauschen und beliebig langen Entzerrern. Diese Übereinstimmung gilt im
praktischen Betrieb zwar nicht mehr exakt, der gefundene Koeffizientensatz des IIR Entzerrers
kann aber trotzdem als Startlösung des DFE fungieren. Das erste Verfahren verwendet die Tat-
sache, dass der FBF eines DFE, für den Grenzfall unbeschränkt langer Entzerrer, ein Dekorre-
lationsfilter des Eingangssignals darstellt. Somit wird bei diesem Verfahren die Entzerrung in
Amplituden- und anschließender Phasenentzerrung aufgeteilt. Im Startmodus entspricht dies
daher, falls die Phasenentzerrung mit dem CMA erfolgt, dem Prewhitened CMA. Da bei Ent-
zerrung im Bandpassbereich normalerweise die Aufteilung in Inphase- und Quadraturkompo-
nente durch das FFF erfolgt, hier aber zunächst ein AR Filter angeordnet ist, muss diese
Aufteilung hier explizit, etwa durch ein Hilbert Filter erfolgen, wenn die Koeffizienten des AR
Filters als Startkoeffizientensatz des FBF fungieren sollen. Dieses Hilbert Filter erlaubt die
identische Gestaltung der beiden FFF und somit die Verwendung einer Low Power Architektur.
Andernfalls können die Koeffizientengewichte des Hilbert Filter im DD Modus allmählich zu
Null gesetzt werden.
Als zweite Möglichkeit zur Generierung von Startkoeffizientengewichten wurde ein IIR CMA
Entzerrer betrachtet. Da für diesen Algorithmus Stabilität nicht bewiesen werden kann, wurde
eine Implementierung in Lattice Filter Struktur vorgeschlagen, die eine einfache Beobachtung
des Verhaltens des adaptiven Algorithmus erlaubt. Nach erfolgter Adaption wird die Struktur
ebenfalls in die des DFE geändert. Da nun durch den Entscheider im Rückführzweig Stabilität
garantiert werden kann, kann das Lattice Filter in ein Filter in Standard Implementierung, das
insgesamt weniger Berechnungsaufwand erfordert, umgewandelt werden.
Als letztes wurde gezeigt, dass mit beiden Verfahren die blinde Adaption des Modulationsver-
fahrens zwischen QAM und CAP auf sehr einfache Art erfolgen kann. Dies ist etwa bei einigen
Varianten des Einzelträger VDSL Standards gefordert [53], [176].
Anhand von Simulationen wurden abschließend das Verhalten der vorgeschlagenen Verfahren
verdeutlicht. Die beiden Initialisierungsmethoden eines DFE wurden exemplarisch anhand ei-
nes Beispielkanals verglichen. Hierbei zeigte sich, dass beide Verfahren ein sehr ähnliches Ver-
halten zeigen. Dies gilt insbesondere bei der Entzerrung realistischer Kanäle im
Teilnehmeranschlussbereich, die meist wesentlich bessere Eigenschaften aufweisen, als der
verwendete Beispielkanal.
Abschließend wurden Ergebnisse gezeigt, bei dem die blinde Entzerrung eines im Bandpassbe-
reich operierenden DFE mit Synchronisation und Abtastratenumsetzung gemeinsam simuliert
wurden. Dies entspricht somit einem kompletten referenzdatenfreien Systemstart.
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7 Aufwandsarme Implementierung

Während in der Vergangenheit das Ziel der Forschungsaktivitäten im Bereich hochintegrierter
digitaler Schaltungen im Wesentlichen auf die Erzielung hoher Schaltgeschwindigkeiten und
hoher Integrationsdichten gerichtet war, erlangte in letzter Zeit die Minimierung der Verlustlei-
stung immer höhere Priorität [145]. Ein wichtiger Grund für diese teilweise Neuausrichtung
liegt in der Wärmeentwicklung begründet, die eine mit hoher Taktrate betriebene hochintegrier-
te Schaltung aufweist. Dies erfordert kostenintensive Maßnahmen zur Kühlung und erschwert
eine weitere Integration. Bei portablen Geräten liegt ein weiterer wichtiger Grund für die Not-
wendigkeit einer Verlustleistungsminimierung in der Begrenztheit der Batteriekapazität.
Speziell bei der xDSL-Übertragungstechnik ist eine Begrenzung der Wärmeentwicklung der
implementierten Transceiver von großem Interesse, da dies auf der Vermittlungsseite erlaubt,
mehrere Transceiver auf einem Chip zu integrieren, und somit die Kosten zu senken. Zudem ist
oftmals die Möglichkeit einer Fernspeisung von Transceivern erwünscht. Die erklärte Ober-
grenze der Leistungsaufnahme eines VDSL Transceivers liegt bei einem Einsatz in der soge-
nannten First Mile bei etwa 1,0 Watt [69].
Grundsätzlich verbraucht eine anwenderspezifische Schaltung wesentlich weniger Leistung als
ein DSP, auf dem die gleiche Funktionalität implementiert ist, so dass beim Entwurf verlustlei-
stungsarmer hochintegrierter Schaltungen fast ausschließlich eine Full Custom Designmethode
zum Einsatz kommt [145]. Neben der Verlustleistungsminimierung ist ein weiteres wichtiges
Ziel beim Entwurf einer digitalen Schaltung aus Kostengründen jedoch auch ein möglichst ge-
ringer Flächenverbrauch.
In diesem Kapitel werden Möglichkeiten zur Minimierung der Verlustleistungen auf verschie-
denen Architekturebenen diskutiert. Grundsätzlich lässt sich hierbei auf höheren Ebenen mehr
Verlustleistung einsparen, als dies auf niedrigeren Ebenen der Fall ist (siehe etwa [8]), der Ein-
satz von sogenannten Low Power Techniken ist jedoch auf allen Ebenen des Entwurf sinnvoll
[145]. Zunächst werden in Kapitel 7.1 verschiedene Methoden auf algorithmischer Ebene be-
sprochen. Methoden auf Hardware-, bzw. VLSI-Ebene sind Inhalt von Kapitel 7.2, bzw. Kapitel
7.3. Auf Techniken die sich auf Transistorebene anwenden lassen wird in dieser Arbeit nicht
eingegangen. Für eine derartige Betrachtung sei etwa auf [145] verwiesen. Eine Zusammenfas-
sung in Kapitel 7.4 rundet diesen Abschnitt ab.

7.1 Verlustleistungsarme Implementie-
rung auf algorithmischer Ebene

Zunächst werden verschiedene Techniken erläutert, die zur Minimierung der Verlustleitung,
bzw. der benötigte Chipfläche, durch algorithmische Umformungen eingesetzt werden können.
Speziell werden Algorithmen zur Adaption von Entzerrern betrachtet. Eine wichtige derartige
Technik besteht in der Quantisierung der Eingangsgrößen, die zur Berechnung der Nachstell-
größe der Koeffizientengewichte Verwendung finden. Verschiedene Möglichkeiten der Quan-
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tisierung sowie der Minimierung der damit zwangsläufig einhergehenden Verschlechterung des
Systemverhaltens sind Inhalt von Abschnitt 7.1.1. Eine weitere Möglichkeit der Verlustlei-
stungsreduktion besteht darin, abhängig von der erreichten BER die verwendeten Entzerrer ge-
zielt zu vereinfachen, etwa indem die Anzahl der Koeffizienten reduziert wird. Dadurch werden
bewusst Performance-Einbußen in Kauf genommen, so dass derartige Techniken nur anwend-
bar sind, wenn die erzielte BER geringer als gefordert ist. Derartige Methoden werden in Ab-
schnitt 7.1.2 behandelt.

7.1.1 Quantisierung der Eingangssignale eines adaptiven
Entzerrers

Wie erwähnt, besteht eine Möglichkeit zur Vereinfachung adaptiver Algorithmen in der Quan-
tisierung der Signale, die zur Berechnung der Koeffizientenachstellgröße erforderliche sind.
Somit können zur Berechnung dieser Größen erforderliche Multiplikationsoperationen, je nach
Art der Quantisierung, durch Table-Lookup, Verschiebeoperationen (Shifter) oder XOR-Be-
rechnungen implementiert werden. Verschiedene Arten der Quantisierung werden in Abschnitt
7.1.1.1 beschrieben.
Nachteile, die eine Quantisierung im betrachteten Anwendungsgebiet mit sich bringen, sind ei-
nerseits eine reduzierte Adaptionsgeschwindigkeit und andererseits ein sich vergrößernder Feh-
ler im eingeschwungenen Zustand. Eine Ursache dieser EMSE Zunahme liegt in der
Vergrößerung des kleinsten möglichen Korrekturterms. Dies kann durch eine adaptive Schritt-
weite des Entzerrers relativ gut ausgeglichen werden.
Ein weiteres Problem, das eine Quantisierung mit sich bringt, liegt darin begründet, dass das
Quantisierungsrauschen nicht weiß und darüberhinaus nicht unabhängig vom Eingangssignal
ist [16]. Somit unterscheidet sich das Verhalten des quantisierten Algorithmus unter Umständen
vom nicht quantisierten. Durch Addition eines zusätzlichen Rauschsignals vor der Quantisie-
rung kann versucht werden, die Information, die durch den Quantisierungsprozess verloren
geht, zu erhalten. Auf den ersten Blick erscheint die Addition eines Rauschsignals zwar wider-
sinnig, man kann aber erwarten, dass ein stochastischer Gradientenalgorithmus mit kleiner Ad-
aptions-Schrittweite das sich ergebende weiße Quantisierungsrauschen herausmittelt. Es kann
gezeigt werden, dass bei richtiger Wahl der zusätzlichen Rauschleistung das Verhalten des
quantisierten Algorithmus im Mittel identisch zum ursprünglichen nichtquantisierten ist, aller-
dings wird der EMSE zwangsläufig größer. Quantisierung mit zusätzlicher Addition eines
Rauschsignals ist Inhalt von Abschnitt Kapitel 7.1.1.2.
Bei allen adaptiven Algorithmen wird die Schrittweite  vorteilhaft als Zweierpotenz gewählt.
Erforderliche Multiplikation mit  können somit durch Verschiebe-Operationen implementiert
werden.

7.1.1.1 Verschiedene Arten der Quantisierung

In Bild 7.1 sind exemplarisch Histogramme gezeigt, die die relative Häufigkeit des Auftretens
der Amplitude des Fehlerterms bei der Adaption anhand des LMS und CM Algorithmus zeigen.
Die verwendete Modulation ist hier 8-PAM mit den Amplitudenstufen . Das
entsprechende in Bild 7.1a gezeigte Histogramm des LMS Fehlerterms

 legt nahe, dass die Amplitudenverteilung von  näherungsweise
als Gauss-verteilt angenommen werden kann. Im Gegensatz dazu ist die in Bild 7.1b gezeigte
Verteilung des CMA Fehlerterms  wesentlich unregelmäßiger
aufgebaut, weil für höherstufige Modulation selbst bei perfekter Entzerrung der Fehlerterm hier

µ
µ
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nicht gegen Null geht, sondern abhängig vom Sendesymbol verschiedene diskrete Werte an-
nimmt. Man erkennt, dass anschaulich gesprochen beim LMS Algorithmus bereits das Vorzei-
chen des Fehlerterms einen Großteil der Information beinhaltet, während beim CMA relativ viel
Information in der Amplitude des Fehlerterms enthalten ist. Daher ist es beim LMS Algorith-
mus naheliegend, durch Quantisierung des Fehlerwertes bzw. auch der Eingangsdaten, die Be-
rechnungen, die zur Nachführung der Koeffizienten erforderlich sind, zu vereinfachen. Beim
CMA kann man hingegen erwarten, dass eine Quantisierung des Fehlerterms das Verhalten des
Algorithmus relativ stark beeinflusst, so dass hier spezielle Maßnahmen erforderlich sind, um
die Konvergenz eines derartig vereinfachten Algorithmus weiterhin sicherzustellen. Hierbei ist
die grobe Form der Histogramme weitgehend unabhängig von der Systemumgebung [41].
Zunächst sollen in diesem Kapitel grundlegende Quantisierungstypen vorgestellt werden. Ein
einheitlicher Quantisierer mit geradzahliger Anzahl an Quantisierungsstufen bildet ein Ein-
gangssignal in ein Signal mit Wertebereich  ab. Hierbei ist

 die Anzahl an gleichmäßig verteilten Quantisierungsstufen und  der Abstand zwischen den
einzelnen Stufen. Der Ausgang eines Quantisierers mit Eingangssignal  ist

, (7.1)

wobei  den Quantisierungsoperator beschreibt. Bild 7.2a zeigt die Kennlinie eines derar-
tigen Quantisierers. Da beim Eingangswert Null die Ausgangskennlinie einen Sprung von
auf  aufweist, wird dieser Quantisierer auch als Mid-Rise Quantisierer bezeichnet. Im Gegen-
satz dazu hat der in Bild 7.2 (b) dargestellte sogenannte Mid-Tread Quantisierer die Null als
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Bild 7.1: Exemplarische Histogramme der Häufigkeit des Fehlerterms am
Beispiel von 8-PAM (a) LMS Algorithmus (b) CMA
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mögliches Ausgangssignal. Zu beachten ist, dass die beiden in Bild 7.2 gezeigten Quantisie-
rungsarten einer Rundung entsprechen und daher mittelwertfrei sind. Im Gegensatz dazu führt
die einfacher zu realisierende Quantisierung durch Abschneiden, also Nichtverwendung der
LSBs, zu nicht mittelwertfreien Signalen, da die Kennlinie eines derartigen Quantisierers zum
Ursprung unsymmetrisch ist. Quantisierung der Eingangswerte durch Abschneiden kann bei ei-
nem adaptiven Algorithmus etwa zu dem in Kapitel 5.1.1.5 beschriebenen Parameter Drift Phä-
nomen führen.
Die einfachste Quantisierung besteht darin, statt eines Signals nur dessen Vorzeichen heranzu-
ziehen, was als 1-Bit Quantisierung aufgefasst werden kann. Ein relativ häufig verwendeter,
nichtgleichförmiger Quantisierer wird als Power-of-2 (Po2) Quantisierer bezeichnet. Er hat als
Ausgangswertebereich . Bei einer digitalen Darstellung berücksich-
tigt er nur das MSB und gewichtet den Ausgang mit der Quantisierungsgröße . Grundlegende
Eigenschaften eines Quantisierers finden sich in Appendix 3.
Zunächst sollen verschiedene Möglichkeiten aufgezeigt werden, wie durch Quantisierung der
Eingangssignale die Koeffizientennachführung eines adaptiven Entzerrers multipliziererfrei
realisiert werden kann.

Vereinfachung des LMS Algorithmus
Der Standard-LMS Algorithmus schreibt sich nach (5.3) als ,
wobei der Koeffizientenvektor  sowie der Regressorvektor der Eingangsdaten  je-
weils die Länge  besitzen. Im Folgenden sei , die erzielten Ergebnisse lassen sich
aber einfach für die Verwendung eines überabgetasteten Eingangssignals erweitern.
Zusätzlich zu den Verschiebeoperationen, die durch die Multiplikation mit der Schrittweite er-
forderlich sind, sind zur Implementierung der Koeffizientennachführung des reellwertigen
LMS Algorithmus jeweils  Additions- und Multiplikationsoperationen mit einer Auflösung
der Eingangs-Wortbreite erforderlich. Unter der Annahme, dass eine komplexe Multiplikation
vier reellen entspricht, werden beim komplexwertigen Algorithmus hierfür jeweils  reell-
wertige Operationen erfordert. Durch Vorzeichen-basierte Quantisierung der Eingangsgrößen
ergeben sich drei mögliche Varianten, je nachdem ob die Quantisierung auf das Fehlersignal

, den Eingangsdatenvektor  oder beide Signale angewandt wird. Diese Algorithmen
werden als Sign-Error (S-E), Sign-Data (S-D) und Sign-Sign (S-S) LMS Algorithmus bezeich-
net. Sie wurden für reellwertige Signalverarbeitung bereits 1965 durch Lucky vorgeschlagen
[109]. Durch die Definition des komplexen Vorzeichen-Operators

(7.2)

können sie direkt auf komplexwertige Signalverarbeitung übertragen werden. Durch Verwen-
dung einer Vorzeichen-basierten Quantisierung lassen sich Multiplizieroperationen einsparen,
während die Anzahl an Additionen unverändert bleibt. Bei Verwendung einer Schrittweite der
Form , wobei  eine ganze Zahl ist, können sämtliche dieser Vereinfachungen multiplizier-
erfrei implementiert werden. Sie unterscheiden sich aber, wie in Tabelle 7.1 gezeigt, in der An-
zahl der benötigten Verschiebeoperationen. Der S-S LMS Algorithmus kommt sogar ohne
Verschiebeoperationen aus. Darüberhinaus ist hier jeweils ein Eingangssignal der benötigten
Addierer eine Zweierpotenz. Man kann bei diesem Algorithmus die Schrittweite aber auch frei
wählbar gestalten und benötigt dann Additionen in der Eingangswortbreite.
Eine weitere Vereinfachung des LMS Algorithmus wurde in [39] und später erneut in [116] vor-
gestellt. Dieses Verfahren benötigt nur eine geringfügig größere Anzahl an Operationen zur Ko-
effizienten-Nachführung als der S-S LMS Algorithmus und zeigt nur eine geringfügig
langsamere Adaptionsgeschwindigkeit als der ursprüngliche Algorithmus [39], [134]. Dies ist
der sogenannte Po2 LMS, der zur Quantisierung jeweils das MSB verwendet. Bei komplexwer-
tiger Signalverarbeitung existiert zudem eine modifizierte Version, die diese Art der Quantisie-
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rung erneut auf das Ergebnis anwendet [116].
Eine Übersicht der erforderlichen Anzahl an Multiplikationen, Additionen und Verschiebeope-
rationen zur Nachführung eines Entzerrerkoeffizienten findet sich in Tabelle 7.1. Hier zeigt
sich, dass der Po2 und der S-S LMS Algorithmus nahezu identische Komplexität aufweisen. Bei
beiden Algorithmen sind auch die erforderlichen Additionen einfach implementierbar, da ein
Summand jeweils ein (S-S LMS und Po2 LMS), bzw. maximal zwei Bit Wortbreite aufweist.

Ein exemplarischer Vergleich des Verhaltens der verschiedenen Algorithmen basierend auf Si-
mulationen findet sich in Bild 7.3.Die Simulationsumgebung besteht hier aus einer 1000 m lan-
gen Leitung mit 0,5 mm Durchmesser, einer Sendeleistung von -60 dBm/Hz und AWGN mit
einer Varianz von -140 dBm/Hz. Weitere Störer wurden im Rahmen dieser Simulation nicht an-
gesetzt. Die Bandbreite des Sendefilters beträgt 2,5 MHz, die Mittenfrequenz 4,05 MHz und das
Modulationsverfahren ist 16-QAM. Die Sende-, bzw. Empfangsfilter sind SRRC Filter mit
Grad 15 und Roll-Off Faktor 10%. Der FIR Entzerrer ist im -Raster abgetastet und besitzt

 = 20 Koeffizienten
Es zeigt sich, dass speziell durch Vorzeichenbildung des Fehlerterms viel Information verloren
geht. Durch Einführung einer adaptiven Schrittweite  kann ein Großteil der MSE-Verschlech-
terung ausgeglichen werden (siehe Kapitel 5.1.1.4). So konvergiert der S-S LMS Algorithmus
mit variablem  in dem gezeigten Beispiel schneller als der Standard LMS Algorithmus und
zeigt im eingeschwungenen Zustand ein ähnliches Verhalten. In der Praxis ist bei allen Algo-
rithmen die Implementierung eines variablen  sinnvoll. Die Lernkurven des normalen, bzw.
modifizierten Po2 LMS Algorithmus unterscheiden sich nur geringfügig von denen des origi-
nalen Algorithmus.
Insgesamt erscheint daher der Po2 LMS als die günstigste Alternative der dargestellten Algo-
rithmen, aber auch der S-S LMS Algorithmus wirkt bei Verwendung einer variablen Schrittwei-

Algorithmus Korrekturterm für Koeffizient

Implementierungsaufwand
(# Mul/ # Add/ # Shift)

reell komplex

LMS  /  /  /  /

S-E LMS  /  /  /  /

S-D LMS  /  /  /  /

S-S LMS  /  /  /  /

Po2 LMS  /  /  /  /

Modifizierter
Po2 LMS
(komplex)

---  /  /

Tabelle 7.1: Vergleich verschiedener LMS Algorithmen bezüglich Korrekturterm und
Implementierungsaufwand für reell- und komplexwertige Signalverarbeitung
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te sehr attraktiv.

Vereinfachung des CMA
Bei einer Betrachtung des in (6.7) gegebenen CMA

(7.3)

fällt auf, dass hier innerhalb einer Iteration zunächst der Entzerrerausgang  berechnet wer-
den muss, und aus diesem anschließend der Fehlerterm  generiert
wird. Anschließend muss dieser noch mit dem Regressorvektor multipliziert werden. Speziell
beim CMA sind daher algorithmische Vereinfachungen oftmals nicht nur zur Minimierung der
Chipfläche und der Verlustleistung erforderlich, sondern auch zur Minimierung des kritischen
Pfades.
Eine Möglichkeit der Vereinfachung des CMA besteht darin, das Eingangssignal  zu quan-
tisieren, so dass der Fehlerterm  durch Table Look-up gewonnen werden kann [41]. Da-
durch werden zwar nur wenige erforderliche Multiplikationsoperationen eingespart, allerdings
verringert sich die Länge des kritischen Pfades bedeutend. Als günstige Art der Quantisierung
erweist sich hier etwa eine ähnliche Operation, wie sie auch der Symbolentscheider durchführt.
Günstiger als die Mid-Rise Kennlinie des Entscheiders erweist sich jedoch eine Mid-Tread
Kennlinie, deren Unstetigkeitsstellen genau in den Punkten der Signalraumkonstellation auftre-
ten. Diese Technik wurde in [41] vorgeschlagen, jedoch in dieser Veröffentlichung nur auf re-
ellwertige Signalverarbeitung angewandt. Im Rahmen der Entstehung dieser Arbeit zeigte sich
jedoch, dass speziell bei komplexwertiger Signalverarbeitung diese Art der Quantisierung sogar
zu einem besseren Verhalten führen kann, als es der Standard CMA aufweist. Die Ursache liegt
vermutlich darin begründet, dass sich dieser Algorithmus in mancherlei Hinsicht ähnlich zum
LMS, bzw. zum S-S LMS verhält. So ist bei einer 16-QAM Signalraumkonstellation die In-
phasekomponente des Fehlerterm  im Bereich der Signalpunkte der Inphasekomponente
des Entzerrerausgangs bei  für  gegeben durch

, (7.4)

so dass der Fehlerwert ähnlich zu dem des S-E LMS ist. Zum Start der Adaption ist das Verhal-
ten des Algorithmus hingegen ähnlich dem des Standard CMA. Dies ist auch in Bild 7.4 zu er-
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Bild 7.3: Lernkurve des LMS Algorithmus und vereinfachter Varianten

1000 Iterationen

M
S

E
[d

B
]

S-S

S-S

S-E

S-D

Standard

Po2

mod.

µ(n)

 Po2

f n 1+( ) f n( ) µ– r∗ n( )y n( ) y n( ) 2 γ2–( )=

y n( )
e n( ) y n( ) y n( ) 2 γ2–( )=

y n( )
e n( )

eI n( )
yI n( ) 3 10⁄= 1 10⁄ yR n( ) 3 10⁄<<

eI n( )
0 33,
0 86,–




≈ für 1 10⁄ y< I n( ) 3 10⁄<
für yI n( ) 3 10⁄>



7.1 Verlustleistungsarme Implementierung auf algorithmischer Ebene 159

kennen. Hier ist der Erwartungswert des Imaginärteil des Fehlerterms des Mid Tread (M-T)
CMA für  gezeigt.
Insgesamt ist das Verhalten dieses Algorithmus ähnlich dem des Standard CMA, der bei geöff-
netem Auge in den entscheidungsgestützten Modus gewechselt wird. Trotzdem sind die Eigen-
schaften des M-T CMA sehr interessant. Naheliegend ist es, den M-T CMA weiter zu
vereinfachen und statt des Fehlerterms, der bei diesem Algorithmus ohnehin nur eine begrenzte
Anzahl an Werten annehmen kann, dessen Vorzeichen zur Berechnung heranzuziehen. Dieser
Algorithmus, der hier als Sign-Error (S-E) M-T CMA bezeichnet wird, ist in der Literatur noch
nicht beschrieben.
Eine weitere Möglichkeit der Vereinfachung besteht darin, vom Fehlerterm  lediglich das
Vorzeichen zu verwenden [19], [146], was als Sign-Error (S-E) CMA bezeichnet wird. Prinzi-
piell kann auch beim CMA eine Vereinfachung angegeben werden, bei der das Vorzeichen der
Regressorsignale verwendet wird, anhand von Simulationen lässt sich allerdings zeigen, dass
dieser vereinfachte Algorithmus ein relativ schlechtes Systemverhalten aufweist. Daher wird
diese Vereinfachung hier, ebenso wie in der bestehenden Literatur, nicht weiter verfolgt.
Ein Vergleich des Implementierungsaufwandes der verschiedenen Algorithmen findet sich in
Tabelle 7.2. Die Quantisierung des Eingangssignals durch eine Mid-Rise, bzw. Mid-Tread
Kennlinie wurde hier mit Q abgekürzt. Zu erkennen ist, dass diese Quantisierung alleine den
erforderlichen Implementierungsaufwand noch nicht entscheidend reduziert. Wie erwähnt führt
sie jedoch zu einer Reduzierung des kritischen Pfades. Eine erhebliche Reduzierung des Auf-
wandes ist durch den S-E CMA und insbesondere durch einen S-E Q CMA möglich.
Nachteil des S-E CMA ist, dass dieser Algorithmen, aufgrund des Quantisierungsrauschens das
sowohl farbig, als auch mit den Eingangsdaten korreliert ist, ein anderes Verhalten aufweisen
als der originale CMA. Dies tritt zwar prinzipiell auch bei den Vorzeichen-basierten Vereinfa-
chungen des LMS Algorithmus auf, jedoch sind hier aufgrund der Gaussverteilung des Fehler-
terms Auswirkungen einer Quantisierung nicht so gravierend wie beim CMA. Daher soll im
nächsten Abschnitt eine Technik erläutert werden, durch die das Verhalten des quantisierten
CMA dem des originalen ähnlich wird.

3 2 10( )⁄ ℜ y n( ){ } 5 2 10( )⁄<<

Entzerrerausgang y
−1 −0.5 0 0.5 1

−1

−0.5

0

0.5

1

Bild 7.4:  Erwartungswert des Fehlers als Funktion des Entzerrerausgangs

E
(e

C
M

A
)

Standard CMA
S-E CMA
Mid Tread

e n( )



160 7. Aufwandsarme Implementierung

In Bild 7.5 sind Ergebnisse eines simulativen Vergleichs der verschiedenen Algorithmen ge-
zeigt. Die Simulationsumgebung ist identisch zu der, die in Bild 7.3 für den Vergleich der ver-
schiedenen LMS Algorithmen herangezogen wurde. Die Schrittweite wurde hier so gewählt,
dass das Produkt aus  und dem jeweiligen Erwartungswert des Absolutwertes des Fehlerterms
bei allen Algorithmen identisch ist. Beim Standard CMA wird  gewählt. Man er-
kennt, dass die Quantisierung mit einer Mid-Rise Kennlinie hier zu deutlich schlechteren Er-
gebnissen als beim Standard CMA führt. Bei Quantisierung mit einer Mid-Tread Kennlinie ist
das MSE im eingeschwungenen Zustand hingegen geringer als beim Standard CMA, was auf
die beschriebene Ähnlichkeit mit einem entscheidungsgestützten Algorithmus zurückzuführen
ist. Die weitere Quantisierung dieses Algorithmus, bei der statt des Fehlerterms nur dessen Vor-
zeichen zur weiteren Berechnung herangezogen wird, hat kaum einen Einfluss auf das Adapti-
onsverhalten, da bei diesem Algorithmus der Fehlerterm ohnehin nur wenige verschiedene
Werte annehmen kann. Zusätzlich sind in Bild 7.5 Kennlinien gezeigt, die bei Verwendung ei-
nes zusätzlichen Rauschterms resultieren. Diese werden im folgenden Abschnitt diskutiert.

Algorithmus
Korrekturterm für

Koeffizient

Implementierungsaufwand
(# Mul/ # Add/ # Shift/ # Tbl Look-up)

reell komplex

CMA +3 / +1 /  / +4 / +1 / /0

S-E CMA  / +1 /  /  / +1 /  / 0

Q CMA  /  /  /  /  /  / 2

S-E Q CMA  /  /  /  /  /  / 2

Tabelle 7.2: Vergleich verschiedener CM Algorithmen bezüglich Korrekturterm und
Implementierungsaufwand für reell- und komplexwertige Signalverarbeitung
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7.1.1.2 Quantisierung mit zusätzlicher Addition eines Rauschterms

Wie bereits erwähnt, ist es durch zusätzliche Addition eines Rauschsignals vor der Quantisie-
rung möglich, die Annahme Bennetts zu erfüllen, also das Quantisierungsrauschen weiß und
unkorreliert vom Eingangssignal zu gestalten. Dieses zusätzliche Rauschsignal wird im Folgen-
den durch  bezeichnet, der Subscript  steht hier für „dither“. Man spricht in diesem Fall
von einem Dithered Quantizer. Allerdings ergibt sich durch die Addition vom  zwangs-
läufig eine größere Leistung des Quantisierungsrauschens. Wie sich im Folgenden zeigen wird,
ist diese Addition besonders beim vorzeichenbasierten CMA vorteilhaft, der durch dieses Vor-
gehen wesentlich robuster wird. Grundlegende Eigenschaften des Dithered Quantizers finden
sich in Appendix 3.
Vorgeschlagen wurde der sogenannte Dithered Sign-Error CMA in [19] und näher analysiert
etwa in [146]. In der in [146] gegeben Form ist er mit dem komplexwertigen Dither Term
gegeben durch

. (7.5)

Der Wert  ist hier eine Skalierungskonstante. In [146] wurden verschiedene, konstellations-
abhängige Werte für  angegeben, je nachdem für welchen Wertebereich des Eingangsfehlers
der vereinfachte Algorithmus das Verhalten des originalen CMA imitieren soll. Zusätzlich wur-
de das von  abhängige EMSE in [146] abgeschätzt. Solange das Verhalten des Algorithmus
ähnlich dem des CMA ist, ist allerdings der genaue Wert des EMSE nicht von entscheidender
Bedeutung. Die Erwartungswerte des Realteils der Fehlerterme des Dithered S-E CMA, sowie
des Standard CMA sind in Bild 7.4 gezeigt. Diese sind simulativ durch Mittelwertbildung er-
mittelt. Da sowohl der Realteil, als auch der Imaginärteil des CMA-Fehlerterms eine Funktion
der Inphase- und Quadraturkomponente von  ist, sind hier nur Werte für

 gezeigt. Als Skalierungskonstante  des Ditherterms ist
der in [146] vorgeschlagene Wert 0,5837 gewählt. Man erkennt, dass der mittlere Fehlerwert
des Dithered S-E CMA in einem weiten Bereich identisch zu dem des Standard CMA ist. Al-
lerdings kann der Real-, bzw. Imaginärteil des Fehlerterms betragsmäßig nicht größer als
werden.
Zu beachten ist, dass die Komplexität dieses Algorithmus etwas höher als die des normalen S-
E CMA ist. Wählt man  näherungsweise als Zweierpotenz, werden bei reellwertiger Signal-
verarbeitung im Vergleich zu den Werten in Tabelle 7.2 zusätzlich eine Addition und zwei Ver-
schiebeoperationen erforderlich. Diese Werte verdoppeln sich bei komplexwertiger
Signalverarbeitung. Zusätzlich muss noch das Rauschsignal erzeugt werden.
In Bild 7.5 sind zusätzlich zu den in Kapitel 7.1.1.1 diskutierten Lernkurven auch Ergebnisse
von Simulationen verschiedener Algorithmen mit zusätzlichem Rauschterm gezeigt. Bei den
Algorithmen mit Quantisierung des Eingangssignals  wurde dieser Wert vor der Quanti-
sierung mit dem Dither Signal beaufschlagt. Es zeigt sich, dass hierbei bei Verwendung einer
Mid Rise Quantisierung das Verhalten des Algorithmus durch den zusätzlichen Rauschterm
besser wird, bei Mid Tread Quantisierung hingegen schlechter. Beides ist anschaulich damit er-
klärbar, dass durch den zusätzlichen Rauschterm das Verhalten ähnlich zu dem des Standard
CMA wird, sich allerdings das EMSE erhöht. Zusätzlich findet sich in Bild 7.5 eine Lernkurve
des Dithered S-E CMA. Dieser Algorithmus imitiert den CMA, zeigt allerdings einen etwas
größeren EMSE. Im Vergleich zu dem - in Bild 7.5 aus Gründen der Übersichtlichkeit nicht ge-
zeigten - S-E CMA sind die mit dem Dithered S-E CMA erhaltenen Symbole am Entzerreraus-
gang erwartungstreu. Bei Verwendung des S-E CMA ist die erhaltene Signalraumkonstellation
am Ausgang des Entzerrers in diesem Fall hingegen skaliert.
Auch zur Implementierung eines durch Quantisierung vereinfachten LMS Algorithmus wurden
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Varianten mit zusätzlichem Rauschterm vorgeschlagen [154]. Im Speziellen wurden hierbei
Probleme behandelt, die sich ergeben können, dass durch Quantisierung der geschätzte Gradi-
ent nicht mehr verrauscht genug ist, so dass der Algorithmus seine Adaption einstellt. Durch
einen Dither Term kann der Quantisierungsprozess insgesamt linearisiert werden, so dass der
Algorithmus seinen Lernprozess fortsetzt. Durch spektrale Formung des zusätzlichen Rausch-
terms, so dass der Entzerrer dieses Rauschen wegfiltern kann, lässt sich, wie in [155] gezeigt,
auch das durch den Dither Term induzierte EMSE begrenzen. Ähnliche Effekte lassen sich je-
doch auch durch eine adaptive Schrittweite, sowie, wie in Kapitel 5.1.1.5 beschrieben, durch die
Verwendung eines Leckfaktors erreichen. Zur einfachen Implementierung wird hierbei ein
Leckfaktor günstigerweise in der Form  gewählt, wobei  eine ganze Zahl ist.

7.1.2 Vereinfachung des Entzerrers im laufenden Betrieb

In diesem Abschnitt werden Möglichkeiten zur Verlustleistungsminimierung besprochen, die
darauf basieren, dass Entzerrer üblicherweise für Worst-Case Szenarien entworfen werden und
daher in der überwiegenden Mehrzahl der Fälle überdimensioniert sind. Darüberhinaus diffe-
rieren die Anforderung an die Bitfehlerrate abhängig von der Applikation, so sind etwa bei
Sprache, je nach Art des Encoders, BER im Bereich 10-2-10-5 tolerierbar, bei Videotelephonie
etwa 10-7, bei HDTV hingegen nur von 10-13 [14]. Falls sich in einem Anwendungsszenario
eine deutlich geringere als die geforderte Bitfehlerrate ergibt, kann der Entzerrer daher gezielt
vereinfacht werden, etwa indem seine Länge verkürzt wird. Im Gegensatz zu den in Kapitel
7.1.1 besprochenen Maßnahmen, die auf Umformungen des Koeffizienteneinstellalgorithmus
basieren, ist die Anwendbarkeit der hier gezeigten Techniken also nicht immer gewährleistet.
Bei leitungsgebundener Kommunikation sind sie um so effektiver einsetzbar, je kürzer die Lei-
tung ist und je weniger Nebensprechen eingekoppelt wird. Wird von Power Back Off Gebrauch
gemacht, profitieren gerade die Transceiver am wenigsten von den gezeigten Maßnahmen, die
am weitesten von der Vermittlungsstelle entfernt sind und somit mit der größten Leistung sen-
den.
Zur Steuerung der einzelnen Techniken wird hier anstelle der BER der leichter zu bestimmende
gemittelte quadratische Fehler , der eine Näherung des MSE darstellt, am Entscheide-
reingang zugrundegelegt. Diese Größe wird im praktischen Betrieb, etwa zur Einstellung der
Schritteweiten der adaptiven Entzerrer, in der Regel ohnehin bestimmt.
Eine Möglichkeit zur Verlustleistungsminimierung besteht darin, nach erfolgter Konvergenz
des Entzerrers, die Häufigkeit der Koeffizientennachstellungen zu verringern, bzw. die Koeffi-
zientengewichte ganz einzufrieren, solange  unterhalb einer gewissen Schwelle liegt.
Eine weitere Maßnahme besteht darin, die Entzerrerlänge schrittweise zu verkürzen, solange

 im erwünschten Bereich bleibt. Dies ist deshalb möglich, weil die Koeffizienten am
Anfang und vor allem am Ende des Entzerrers in der Regel betragsmäßig sehr klein sind und
nur wenig Beitrag zum Ergebnis liefern. Eine dritte Möglichkeit besteht schließlich darin, die
Wortlänge der Koeffizientengewichte zu verringern. Dies kann erreicht werden, indem die
LSB-Bits einzeln abschaltbar gestaltet werden, eine einfacher zu realisierende Möglichkeit be-
steht allerdings darin, den Entzerrerausgang mit einer Konstante , die als Zweierpotenz ge-
wählt ist, zu multiplizieren. Solange nun der gemittelte Fehler im gewünschten Bereich liegt,
wird  verdoppelt, die Entzerrerkoeffizienten werden gleichzeitig halbiert, also nach rechts ge-
schoben und erhalten so an den MSB-Stellen nach und nach Nullen. Die Multiplikation des Ent-
zerrerausgangs mit  wird ebenfalls durch einen Shifter realisiert [8]. Die Steuerung der
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beschriebenen Techniken ist in Bild 7.6 gezeigt.

7.2 Verlustleistungsarme Implementie-
rung auf Hardwareebene

Sowohl die Verlustleistung adaptiver, als auch mit festen Koeffizientensätzen implementierter
Filter lässt sich auf Hardwareebene minimieren, indem man die Filter so realisiert, dass etwa
• Auftretende kritische Pfade kurz sind, so dass langsame und somit kleinere und verlustlei-

stungsärmere Addierer und Multiplizierer verwendet werden können.
• Register möglichst an Stellen plaziert werden, an denen die erforderlichen Wortbreiten

relativ gering sind.
• Die Anzahl an Registern insgesamt klein gehalten wird.
• Der Ausgang eines Registers an möglichst wenigen logischen Gattern anliegt, so dass die

Lastkapazitäten nicht zu groß werden.
• Die Schalthäufigkeit an den Registern möglichst minimiert wird.
Eine Reihe von Techniken zum Erreichen dieser Ziele sind etwa in [8] und [34] ausführlich be-
schrieben. In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Ideen angedeutet.
Zunächst sollen die zwei grundlegenden Architekturen zur Implementierung eines FIR Filters
beschrieben werden. Es sind dies die in Bild 7.7a gezeigte direkte Form und die in Bild 7.7b ge-
zeigte transponierte Form. Nachteil der direkten Form ist, dass der kritische Pfad durch einen
Multiplizierer und alle Addierer verläuft, so dass diese Implementierung sehr langsam ist, bzw.
schnelle Module benötigt. Dieser Nachteil ist in der äquivalenten transponierten Form dadurch
vermieden, dass die Register sich hier im Ausgangspfad befinden, so dass der kritische Pfad
jetzt nur noch einen Multiplizierer und einen Addierer umfasst. Dies wird allerdings mit den
Nachteilen großer Wortbreiten und damit breiter Register, sowie einer hohen Eingangskapazität
der Anordnung erkauft. Eine Möglichkeit zum Umgehen des zweiten Nachteils liegt in der zu-
sätzlichen Einführung einzelner Register im Eingangs- und Ausgangspfad, was aber ebenfalls
zu einer Erhöhung der Verlustleistung führt. Ein erfolgversprechender Kompromiss besteht
darin, eine sogenannte hybride Struktur zu implementieren, bei der einzelne Register sowohl im
Eingangs-, als auch im Ausgangspfad implementiert werden, ihre Anzahl insgesamt aber nicht
verändert wird. Ein derartiges FIR Filter ist in Bild 7.7c gezeigt. Die vorteilhafte hybride Struk-
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Bild 7.6: Steuerung der verschiedenen Maßnahmen zur gezielten Vereinfachung
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tur kann auch zur Implementierung adaptiver Filter verwendet werden, wenn man berücksich-
tigt, dass die Signale zum Nachführen der Koeffizienten, entsprechend zu den Registern im
Ausgangspfad, ebenfalls verzögert werden [8].
Nachdem fraktionale Entzerrer intern dezimieren und somit nur Ausgangssignale im Symbol-
takt berechnen, können hier die einzelnen Multiplizierer jeweils für nacheinander  Berech-
nungen verwendet werden. Die Eingangswerte können dann vorteilhaft aus einer FIFO gelesen
werden, so dass sie nur im Symboltakt um jeweils  Register verschoben werden. Insgesamt
verringert sich durch ein derartiges Vorgehen die Schalthäufigkeit. Eine auf dieser Idee basie-
rende Struktur ist sehr ausführlich in [34] beschrieben.

7.3 Verlustleistungsarme Implementie-
rung auf VLSI-Ebene

Auf VLSI-Ebene kann die Verlustleistung und benötigte Chip Fläche etwa durch die Auswahl
der Multiplizierer- und Addierer Architekturen reduziert werden. Eine häufig angewandte
Technik bei der Implementierung digitaler Filter besteht in der Verwendung von Booth Kodie-
rung und entsprechender Multiplizierer [8]. In 2003 wurde von Choo jedoch eine Technik [29]
veröffentlicht, mit der angewandt auf die Implementierung eines DFE, eine Reduzierung der
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Bild 7.7: Implementierung eines FIR Filters in (a) direkter,
(b) transponierter und (c) hybrider Form
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Verlustleistung um etwa 10% im Vergleich zu einer Implementierung mit Booth Multiplizie-
rern erreicht wurde. Diese Technik beruht auf einer verteilten Berechnung und kann etwa für
die Implementierung digitaler Filter erfolgversprechend eingesetzt werden. Sie soll in diesem
Kapitel kurz vorgestellt werden.
Die Grundidee besteht darin, dass in einem digitalen Filter jeder Eingangswert zu verschiede-
nen Zeitpunkten mit verschiedenen Koeffizienten multipliziert wird. Somit kann durch die Vor-
ausberechnung von Basisoperationen für die einzelnen Eingangswerte, die dann zwischen den
verschiedenen Multiplikationen aufgeteilt werden, insgesamt eine Reduzierung der Komplexi-
tät erreicht werden. Im Folgenden wird die Technik zunächst kurz für Vorzeichen/Betrag-ko-
dierte Zahlen vorgestellt. Anschließend werden Änderungen beschrieben, die bei Verwendung
der häufiger eingesetzten Zweierkomplementdartellung erforderlich sind.
Zur Berechnung von Basisoperationen wird ein Eingangswert des Filters  der Länge  Bit in
kleinere Bitsequenzen  der Länge  zerlegt. Man kann  aus diesen Sequenzen durch

 Additionen und Verschiebeoperationen berechnen, wobei davon ausgegangen
wird, dass  eine ganze Zahl ist:

. (7.6)

Soll die Wortbreite am Eingang  etwa 8 Bit betragen, und die Wortbreite der kleineren Se-
quenzen  4 Bit, so wird die Eingangsgröße in zwei Teile von je 4 Bit zerlegt und der MSB-
Anteil um 4 Stellen nach links geschoben. Die Multiplikation von  mit einem Filterkoeffizi-
enten  kann dann durch folgende Operation beschrieben werden:

. (7.7)

Werden die Produkte  für alle möglichen Werte von  im Vorraus berechnet, kann (7.7)
durch wenige Schiebeoperationen und Additionen dargestellt werden. Explizit müssen die Er-
gebnisse für  vorrausberechnet werden, die restlichen können durch Ver-
schiebeoperationen gewonnen werden. Für Vorzeichen/Betrag-kodierte Dualzahlen ist die
Architektur zur Multiplikation eines 8 Bit Eingangssignals  mit einem 8 Bit Koeffizienten in
Bild 7.8 dargestellt. Der Koeffizient sei hier 150, bzw. in dualer Darstellung 10010110. Der
MSB-Anteil  ist dual 1001, der LSB-Anteil  beträgt 0110. Der Anteil  wird als 0011
<< 1 dargestellt, wobei  <<  bedeutet, dass  dual um  Positionen nach links geschoben
wird. Die Berechnung der vorausberechneten Werte kann durch wenige Additions- und Ver-
schiebeoperationen geschehen, so wird etwa  als  << 3 +  dargestellt.
Wesentlich häufiger als die Vorzeichen/Betrag-Darstellung, wird die Kodierung im Zweier-
komplement verwendet. Hier ergibt sich das Vorzeichen der Zahl durch das MSB, wobei Null
einer positiven und Eins einer negativen Zahl entspricht. Null selbst wird als positiv aufgefasst.
Insgesamt entsteht so eine unsymmetrische Zahlendarstellung. Eine -Bit Zahl wird folgender-
maßen dargestellt:

. (7.8)

Eine negative Zahl -A wird durch Komplementbildung von A und anschließender Addition von
Eins erzeugt:

. (7.9)

Ein Vorteil der Zweierkomplementdarstellung besteht darin, dass positive und negative Zahlen
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direkt addiert werden können.
Durch Anwendung der Rechenregel (7.9) kann das -Bit lange Produkt zweier -Bit
Zahlen  durch die Summe positiver Bitprodukte dargestellt werden [13], [29]:

. (7.10)

Die Subtraktion von  entspricht nach (7.9) hierbei der Addition einer Eins an der MSB-
Stelle. Gleichung (7.10) wird als Baugh-Wooley-Algorithmus bezeichnet. Hiermit ist es mög-
lich, die besprochene Architektur, die auf dem Verschieben der Partialprodukte beruht, für im
Zweierkomplement kodierte Zahlen zu übernehmen. Für die Multiplikation von zwei 4-Bit
Zahlen ist der Baugh-Wooley-Algorithmus in Bild 7.9 gezeigt. Zur Implementierung der Archi-
tektur muss noch berücksichtigt werden, dass beim Verschieben zusätzliche Korrekturvektoren
addiert werden müssen, weil bei einer Verschiebung nach links um  Stellen die  LSB-Stellen
des Multiplikanden Null sind, so dass durch die NAND-Operation mit dem Vorzeichen des
Multiplikators Einsen erzeugt werden [29].
Die beschriebene Technik kann einfach auf andere Filterstrukturen angewandt werden, etwa auf
FSE, die Farrow-Struktur oder auf Lattice Filter. Vorraussetzung dafür, dass sie zu einer Redu-
zierung der Verlustleistung führt, ist allerdings, dass die Filterlängen genügend lang sind, so
dass gleiche Eingangswerte mit ausreichend vielen Koeffizienten multipliziert werden.
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7.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden Verfahren zur Minimierung der Verlustleistung auf verschiedenen
Ebenen des Entwurfs behandelt. Grundsätzlich lassen sich auf höheren Ebenen meist größere
Effekte erzielen, insgesamt ist ein Einsatz derartiger Methoden jedoch auf allen Entwurfebenen
sinnvoll [145]. Zunächst wurden verschiedene Methoden auf algorithmischer Ebene diskutiert.
Die erste gezeigte Technik vereinfacht die Berechnung zur Nachführung der Koeffizientenge-
wichte eines adaptiven Algorithmus durch Quantisierung der Eingangsgrößen. Für den LMS
Algorithmus erwies sich hier vor allem eine Quantisierung in Zweierpotenzen als sinnvoll.
Beim CMA erwies sich diese Art der Quantisierung als nicht praktikabel, da hier die Größe der
Fehlerwerte nicht gaußverteilt ist. Hier erwies sich eine Quantisierung der Fehlerterms mit zu-
sätzlichem Rauschterm als vorteilhaft, die zwar den EMSE erhöhen, das Verhalten des Algo-
rithmus jedoch weitgehend unverändert lassen. Zu beachten ist, dass beim CMA, wie in Kapitel
6.2.2.2 beschrieben, die Größe des EMSE nicht entscheidend ist. Bessere Eigenschaften als die-
ser sogenannte Dithered Sign-Error CMA zeigte jedoch ein auf sogenannter Mid-Tread Quan-
tisierung des Entzerrerausgangs beruhender Algorithmus. Diese Quantisierung hat zur Folge,
dass der Entzerralgorithmus sich zu Beginn der Adaption ähnlich zum CMA verhält, bei geöff-
netem Auge jedoch auch Verwandtschaft zum LMS zeigt. Bei dieser Art der Quantisierung kön-
nen Multiplikationen, die zur Berechnung des Fehlerwerts erforderlich sind, durch Table Look-
Up ersetzt werden. Ein weiterer Vorteil der beschriebenen Technik besteht darin, dass hier eine
Quantisierung des Fehlererterms durch Vorzeichenbildung fast keine Verluste mit sich bringt,
da dieser Term ohnehin nur quantisierte Amplitudenwerte annehmen kann. Insgesamt ist dieser
sogenannte Sign-Error Mid-Tread CMA daher der am aufwandsärmsten zu implementierende,
er weist andererseits aber mit die besten Eigenschaften auf.
Als weiteres wurden auf algorithmischer Ebene Techniken beschrieben, die auf einer gezielten
Vereinfachung des Entzerrers im eingeschwungenen Zustand basieren und anwendbar sind,
falls die erzielte BER geringer als gefordert ist. Somit kann die Anwendbarkeit derartiger Tech-
niken nicht garantiert werden. Sie ist darüberhinaus gerade bei Transceivern, die am Ende einer
langen Leitung liegen, und die daher eine hohe Sendeleistung aufweisen, kaum gegeben.
Auf Hardwareebene wurden verschiedene Implementierungsmethoden digitaler Filter aufge-
zeigt und verglichen. Für die Implementierung fraktionaler Entzerrer erweisen sich insbesonde-
re FIFO Strukturen für die Speicherung der Eingangssignale als vorteilhaft, da diese insgesamt
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Bild 7.9: Multiplikation zweier 4-Bit Zahlen im Zweierkomplement mit dem
Baugh-Wooley Algorithmus
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die Schalthäufigkeit verringern.
Schließlich wurde auf VLSI Ebene noch eine Technik zur Implementierung von Filterstruktu-
ren beschrieben, die darauf beruht, dass hier gleiche Eingangsgrößen nacheinander mit ver-
schiedenen Koeffizienten multipliziert werden, so dass bei Verwendung relativ langer Filter,
durch die Bereitstellung von zu den Eingangswerten korrespondierenden Basisoperationen der
Multiplikationen, insgesamt Verlustleistung eingespart werden kann.



8 Diskussion und Ausblick

Das Hauptaugenmerk dieser Arbeit liegt auf Empfängern für einzelträgerbasierte leitungsge-
bundene Übertragungssysteme, wobei schwerpunktmäßig eine Signalverarbeitung im Band-
passbereich betrachtet wurde. Näher betrachtet wurde die rein digitale Realisierung eines
Systems zur Abtastratenumsetzung, das insbesondere bei einer Bandpassverarbeitung Proble-
me bereitet, sowie die referenzdatenfreie Entzerrung. Darüberhinaus wurde der Start des ge-
samten Empfängers untersucht.

Bei der Entwicklung nachrichtentechnischer Systeme werden allgemein große Anstrengungen
unternommen, um einen möglichst großen Anteil der Funktionalität digital realisieren zu kön-
nen. Hauptgründe dieser Bestrebungen sind etwa eine bessere Kosteneffizienz, sowie geringere,
durch Alterung der Bauelemente hervorgerufene Probleme, die eine digitale Schaltung im Ver-
gleich zu einer analogen aufweist. Darüberhinaus kann eine digitale Schaltung wesentlich ein-
facher rekonfigurierbar gestaltet werden.
Eine wichtige Möglichkeit zur Reduktion des Anteils an analogen Bauelementen bietet die rein
digitale Realisierung eines Systems zur Abtastratenumsetzung, die es erlaubt, den A/D Wandler
mit einer ungesteuerten Abtastfrequenz zu betreiben. Die zur weiteren Verarbeitung erforderli-
chen im Verarbeitungstakt abgetasteten Empfangssignale werden aus den Abtastwerten dann
durch digitale Filterung gewonnen. Dieses Vorgehen erlaubt zum einen die rein digitale Reali-
sierung des Taktregelkreises und zum anderen die Verwendung einer beliebigen Verarbeitungs-
frequenz, so dass etwa die Symbolrate und damit die Übertragungsbandbreite frei wählbar
gestaltet werden kann.
Die Signalverarbeitung in einem digitalen Sender, bzw. Empfänger kann prinzipiell sowohl im
Bandpass-, als auch im Basisbandbereich erfolgen. Bei einer rein digitalen Abtastratenumset-
zung besteht ein Vorteil der Verarbeitung im Basisbandbereich darin, dass hier zwischen den
Abtastwerten liegende Signalwerte - zumindest bei einer reellwertigen Signalverarbeitung -
prinzipiell einfacher gewonnen werden können, da sich das zugrundeliegende zeitkontinierliche
Signal im Basisbandbereich weniger schnell verändert, als das entsprechende auf eine Träger-
frequenz modulierte Signal. Nachteilig ist, dass zum einen Operationen zur Erzeugung des Ba-
sisbandsignals erforderlich sind und dass zum anderen dadurch, dass das Basisbandsignal
allgemein komplexwertig ist, der Inphase- und Quadraturanteil dieses Signals getrennt auf die
neue Verarbeitungsrate umgesetzt werden muss. Ein allgemeiner Vergleich, welches Verfahren
insgesamt aufwandsärmer implementierbar ist, lässt sich allerdings nur bedingt treffen, da der
erforderliche Aufwand sehr stark von der Systemumgebung abhängig ist. Auch sind nahezu be-
liebig viele Möglichkeiten zur Konstruktion eines System zur Abtastratenumsetzung vorhan-
den. In dieser Arbeit wurde ein grober Implementierungsvergleich gegeben, der verschiedene
Systeme anhand der erforderlichen Additions- und Multiplikationsoperationen vergleicht. Wei-
tere Parameter, wie etwa der Speicherbedarf oder die verwendeten Wortbreiten, blieben bei die-
ser Abschätzung allerdings unberücksichtigt. Der durchgeführte Vergleich deutet an, dass man
durch Signalverarbeitung im Bandpassbereich unter gewissen Umständen zu einem Gesamtsy-
stem gelangen kann, das aufwandsärmer implementierbar ist als ein vergleichbares Basisband-
system. Wichtigste Vorraussetzung hierfür ist, dass das Übertragungsband im Vergleich zur
Abtastfrequenz des A/D Wandlers bei nicht zu hohen Frequenzen angesiedelt ist. Diese Bedin-
gung ist bei einem einzelträgerbasierten VDSL System nach ETSI [176], unter der Annahme,
dass alle Signalbänder mit der gleichen Frequenz abgetastet werden, zumindest für beide Up-
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stream Bänder sowie das untere Downstream Band gegeben. Unter Umständen kann die Ein-
haltung dieser Bedingung auch dadurch erzwungen werden, dass in einem ersten Schritt der
Abtastratenumsetzung die Abtastfrequenz erhöht wird. Insgesamt sind für das Treffen genaue-
rer Aussagen jedoch weitere Untersuchungen erforderlich, wobei sich spezielle Aussagen oh-
nehin nur anhand einer praktischen Realisierung treffen lassen.
In dieser Arbeit wurden drei verschiedene Methoden zum Entwurf digitaler Filter zur Abtastra-
tenumsetzung beschrieben, die die ideale, nicht realisierbare Filterübertragungsfunktion appro-
ximieren. Hierbei wurden neben den aus der Literatur bekannten Entwurfmethoden für Filter
die im Basisbandbereich operieren, auch Erweiterungen dieser Methoden für Bandpassfilter an-
gegeben. Als günstige Entwurfmethoden erwiesen sich die auf einer Approximation der Ziel-
funktion im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate, sowie im Chebychev Sinne beruhenden
Verfahren. Beide Techniken verwenden die Eckfrequenzen des Übertragungsbandes als Ent-
wurfsparameter und sind daher meist dem dritten untersuchten Verfahren überlegen, bei dem
die Zielfunktion lediglich bei einer speziellen Frequenz optimal angenähert wird.
Zur Implementierung wurden zwei verschiedene Techniken verglichen. Bei der ersten wird die
fein aufgelöste Impulsantwort des zugrundeliegenden zeitkontinuierlichen Filters gespeichert.
Als Parameter des digitalen Abtastratenumsetzfilters wird dann zu jedem Zeitschritt derjenige
Koeffizientensatz geladen, der zu einer Verzögerung führt, die die geringste Differenz zur ak-
tuell geforderten hat. Dieses Verfahren kann dadurch verbessert werden, dass der verwendete
Koeffizientensatz durch Interpolation aus mehreren benachbarten gespeicherten Koeffizienten-
sätzen gewonnen wird.
Eine zweite betrachtete Realisierung basiert auf einer abschnittsweise polynomischen Approxi-
mation der Filterimpulsantwort. Durch die sogenannte Farrow-Struktur ist eine günstige Imple-
mentierung dieses Verfahrens gegeben. Diese weist den Vorteil auf, dass im laufenden Betrieb
die Filterparameter konstant sind. Durch günstige Wahl der Basispolynome kann von Symme-
triebedingungen der Impulsantwort Gebrauch gemacht und so die erforderliche Anzahl an Mu-
liplikationsoperationen minimiert werden. Mit der ursprünglich angegebenen Farrow-Struktur
ist lediglich eine Anti-Image Filterung möglich, eine vor kurzem vorgeschlagene Modifikation
erlaubt jedoch auch die Realisierung einer Anti-Aliasing Filterung, wodurch sich diese Technik
sehr gut zur Implementierung eines Filters zur Abtastratenumsetzung eignet. In dieser Arbeit
wurden Methoden zur Generierung der Parameter einer Farrow-Struktur Realisierung der durch
die beschriebenen Entwurfsmethoden gewonnenen Filter hergeleitet. Beim Least Squares Ent-
wurf sowie beim maximal flachen Entwurf lassen sich die Koeffizienten prinzipiell in geschlos-
sener Form berechnen. Allgemein ist eine Approximation der gesuchten Parameter durch
Kurvenanpassung möglich, bei der zunächst zu verschiedenen Verzögerungen korrespondie-
rende Filter berechnet werden und aus diesen dann durch Minimierung des quadratischen Feh-
lers die Koeffizienten der polynomischen Approximation gewonnen werden.
Ein Vergleich der verschiedenen Filterentwurfsmethoden zeigte, dass auch bei einer Signalver-
arbeitung im Bandpassbereich bis zu relativ hohen Mittenfrequenzen verhältnismäßig auf-
wandsarm implementierbare Filter zur Erzielung einer adäquaten Performance ausreichend
sind, sofern von der Methode der Anti-Aliasing Filterung Gebrauch gemacht wird.

Nachdem etwa durch Anwendung eine der beschriebenen Techniken die Abtastwerte des Emp-
fangssignals in einem Vielfachen des Symboltaktes vorliegen, kann die weitere Verarbeitung
erfolgen. Entscheidend zur Minimierung der Bitfehlerrate ist, dass die Summe von Intersym-
bolinterferenzen und Rauschen minimiert wird. Somit können die Sendedaten mit hoher Wahr-
scheinlichkeit aus dem Empfangssignal zurückgewonnen werden. Neben der beschriebenen
rein auf Entzerrung beruhenden Technik gibt es eine Reihe anderer, die die Erzielung einer
niedrigeren Bitfehlerrate erlauben, wie etwa die in Kapitel 2.3 erwähnte MLSE, bzw. die soge-
nannte Turbo Entzerrung, bei der Entzerrer und Dekodierer auf sequentielle Art intrinsische In-
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formation austauschen. Diese Techniken sind jedoch in der Praxis derzeit kaum realisierbar.
Durch die Fortschritte der Mikroelektronik ist eine Einsetzbarkeit derartiger Verfahren in der
Zukunft jedoch absehbar.
Zunächst wurden für verschiedene Entzerrer Berechnungsvorschriften der Koeffizientenge-
wichte angegeben, die zu einer Minimierung des mittleren quadratischen Fehlers führen. Be-
trachtet wurden lineare, sowie entscheidungsrückgekoppelte Entzerrer, deren Eingangssignale
im Symboltakt, bzw. in einem Vielfachen davon abgetastet sind. Interessant ist hierbei, dass im
Grenzfall unendlicher langer Entzerrer, sowie bei weißem Rauschen, die optimalen Koeffizien-
tengewichte eines linearen IIR Entzerrers mit dem eines DFE übereinstimmen. In diesem Fall
erfolgt die Amplitudenentzerrerung durch das Rückkoppelfilter, während das Vorwärtsfilter die
Phase entzerrt. Bei dem Vorhandensein farbigen Rauschens lassen sich diese Ergebnisse erwei-
tern, indem ein weiteres Filter zur Rauschdekorrelation eingeführt wird, das Bestandteil des
Vorwärtsfilters ist.

Wird eine Trainingssequenz übertragen oder sind die Parameter des Entzerrer bereits nahe am
Optimum, kann die Adaption im entscheidungsgestützten Modus, etwa durch den LMS Algo-
rithmus erfolgen. Bei der Standardisierung einzelträgerbasierter Übertragungssysteme wird je-
doch in der Regel keine Trainingssequenz mehr vereinbart, so dass der Systemstart
referenzdatenfrei, bzw. blind erfolgen muss. Dies bringt eine Reihe von Vorteilen mit sich, so
wird etwa die Prozedur beim Systemstart insgesamt vereinfacht. In einem Punkt-zu-Multipunkt
Szenario erhöht sich auch die erzielbare Nettodatenrate. Dies ist auch bei VDSL gegeben, wenn
an einem Teilnehmeranschluss mehrere Transceiver betrieben werden. Bei DMT gestaltet sich
die Realisierung eines Systemstart ohne die Verwendung einer bekannten Symbolfolge wesent-
lich aufwändiger als bei einzelträgerbasierten Verfahren. Die Ermöglichung eines blinden Sy-
stemstarts war daher ein wichtiges Argument für die Wahl von QAM/CAP als
Modulationsverfahren, das im Rahmen der Standardisierung von VDSL von den entsprechen-
den Interessensgruppen ins Feld geführt wurde.
In dieser Arbeit wurde zunächst dasjenige Verfahren bestimmt, das für die blinde Entzerrung
eines Transversalentzerrers in der betrachteten Systemumgebung am vorteilhaftesten erscheint.
Die Wahl fiel hier auf den CMA, der zum einen nur eine geringfügig höhere Implementierungs-
komplexität als der LMS Algorithmus aufweist und zum anderen unter idealen Bedingungen
zum globalen Minimum der LMS Kostenfunktion konvergiert. Auch bei Verletzungen der idea-
len Bedingungen zeigt der CMA grundsätzlich ein gutes Systemverhalten. Der einzige Nachteil,
den dieser Algorithmus allerdings mit fast allen blinden Entzerralgorithmen teilt, liegt darin,
dass er kritisch auf die Wahl der Initialisierung reagiert, da diese implizit die Systemverzöge-
rungen bestimmt. Daher ist es sinnvoll, beim Systemstart den Entzerrer nacheinander so zu in-
itialisieren, dass die insgesamt günstigste Systemverzögerung gefunden werden kann. Hierfür
erweist sich eine Variante des CMA als vorteilhaft, bei der durch ein zusätzliches Filter zu-
nächst das Eingangssignal dekorreliert wird, da somit durch koeffizientenweises Verschieben
der Gewichte eines mit beliebiger Initialisierung adaptierten Entzerrers die zu einer gewünsch-
ter Systemverzögerung korrespondieren Koeffizientengewichte gewonnen werden können, die
als neue Startlösung dienen können.
Die beschriebene Dekorrelation kann etwa anhand eines rein rekursiven Prediktionsfilters er-
folgen, das als Amplitudenentzerrer interpretiert werden kann. Zu seiner Adaption wurden ver-
schiedene Algorithmen verglichen. Es erwies sich gerade der Algorithmus mit der geringsten
Komplexität, der sogenannte Feintuch Algorithmus, am vorteilhaftesten, da für diesen zum ei-
nen Stabilität garantiert werden kann und weil er zudem unabhängig von der Filterlänge gute
Konvergenzeigenschaften aufweist.

Soll der CMA in einem System mit hoher Symbolrate eingesetzt werden, sind meist Vereinfa-
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chungen der Berechnungsvorschrift erforderlich, da dieser Algorithmus einen sehr langen kri-
tischen Pfad aufweist.
Eine derartige Möglichkeit besteht darin, vom berechneten Fehlerterm nur das Vorzeichen zu
verwenden. In dieser Grundform ist das Verhalten des Algorithmus allerdings unter Umständen
sehr schlecht. Durch Addition eines zusätzlichen Rauschterms kann das Quantisierungsrau-
schen, das durch die Vorzeichenbildung hervorgerufen wird, jedoch weiß und unkorreliert zu
den Eingangssignalen des Algorithmus geformt werden. Somit weist der Algorithmus im Mittel
ein Systemverhalten auf das identisch zum originalen CMA ist, allerdings vergrößert sich der
EMSE. Dieser EMSE ist bei einem blinden Verfahren allerdings nicht von primärer Bedeutung,
wichtiger ist, dass die sich einstellenden Koeffizientengewichte nahe am theoretischen Opti-
mum liegen. Die Erzeugung des zusätzlichen Rauschens und der damit erforderliche Aufwand
wurde im Rahmen dieser Arbeit nicht beachtet.
Eine weitere Möglichkeit der Vereinfachung besteht in der Quantisierung des Entzerreraus-
gangssignals . Interessanterweise sind durch eine derartige Quantisierung Varianten des
CMA möglich, die ein besseres Systemverhalten aufweisen als die nicht quantisierte Version.
Dies wurde in Kapitel 7 derartig gedeutet, dass der Algorithmus sich beim Start der Adaption
ähnlich zum CMA verhält, später jedoch auch Eigenschaften eines entscheidungsgestützten Al-
gorithmus aufweist. Somit ist mit diesem Algorithmus ein sanfter Übergang von der Startphase
in den entscheidungsgestützten Modus möglich. Es soll hier allerdings betont werden, dass
nicht gezeigt wurde, dass dieser Algorithmus keine kostenabhängigen lokalen Minima auf-
weist. Plausibilitätsannahmen, sowie Simulationsergebnisse legen dies zwar nahe, trotzdem
sollte dieser Algorithmus theoretisch noch besser durchleuchtet werden. Durch eine weitere
Quantisierung des mit diesem Algorithmus erzeugten Fehlerterms verändert sich das Verhalten
des Algorithmus nur wenig, allerdings sinkt der Implementierungsaufwand ganz erheblich.

Die referenzdatenfreie Adaption eines DFE gestaltet sich im allgemeinen schwieriger als die ei-
nes linearen Entzerrers. Dies liegt darin begründet, dass, falls die Koeffizientengewichte weit
vom Optimum entfernt liegen, der im Rückkoppelzweig des Entzerrers befindliche Entscheider
in der Regel relativ viele Fehlentscheidungen produziert, wodurch die Konvergenz zu einer fal-
schen Konstellation führen kann. Durch die Verwendung von Soft-Entscheidungen kann die
Wahrscheinlichkeit dafür zwar minimiert werden, dies ist jedoch im allgemeinen nicht ausrei-
chend. Daher wurde zusätzlich die Generierung von Startkoeffizienten vorgeschlagen. Hierfür
wird ein linearer rekursiver Entzerrer angesetzt, bei dem im Rückführzweig keine Entscheidung
stattfindet. Wie bereits beschrieben, sind unter bestimmten Bedingungen die Koeffizienten ei-
nes rekursiven MMSE Entzerrers identisch zu denen des MMSE-DFE. Die erforderlichen Be-
dingungen sind, dass zum einen weißes Rauschen am Entzerrereingang anliegt und zum
anderen, dass das Vorwärtsfilter des Entzerrers beliebig lang ist. Beide Bedingungen sind in
praktisch realisierbaren Systemen in der Regel verletzt, so dass die gefundenen Startlösungen
nur näherungsweise den optimalen Koeffizientengewichten eines DFE entspricht. In der Arbeit
wurden zwei verschiedene Techniken zur Erzeugung eines Startkoeffizientensatzen untersucht.
Die erste verwendet als Startlösung direkt den Koeffizientensatz, der sich bei Adaption des
Prewhitened CMA ergibt. Vorraussetzung ist, dass die Dekorrelation anhand eines rein rekur-
siven Filters erfolgt, andernfalls muss der sich ergebende Parametersatz für die Verwendung als
DFE Initialisierungsvektor umgerechnet werden. Ein Nachteil dieses Verfahrens besteht darin,
dass bei einer Signalverarbeitung im Bandpassbereich die Aufteilung des Empfangssignals in
Inphase- und Quadraturkomponente hier explizit erfolgen muss, etwa indem ein Hilbert Trans-
formator vorgeschaltet wird. Theoretisch sind die Koeffizientensätze der beiden Zweige des
Vorwärtsfilters dann identisch, so dass unter Umständen nur eine Einheit zum Nachführen der
Koeffizienten erforderlich ist. Zumindest in der Startphase kann ein Einsatz dieser Technik er-
folgversprechend sein. Im normalen Betrieb des DFE kann der Vorwärtsfilter dann die Auftei-

y n( )



173

lung des Eingangssignals wieder implizit vornehmen, was etwa dadurch erreicht werden kann,
dass die Koeffizienten des Hilbert Filters allmählich zu Null gesetzt werden. Bei der zweiten
beschriebenen Technik wird zur Adaption des Start-Entzerrers ein IIR-CMA verwendet. Somit
werden beide Filter des IIR Entzerrers hier anhand des gleichen Kriteriums adaptiert. Wie beim
rekursiven LMS Algorithmus können auch hier Vereinfachungen basierend auf sogenannten
Feintuch Updates angegeben werden, die das Verhalten des Algorithmus kaum beeinflussen.
Da für diesen Algorithmus die Stabilität bis jetzt nicht bewiesen werden konnte, wurde in dieser
Arbeit eine Implementierung in Lattice Filter Struktur vorgeschlagen, die eine einfache Beob-
achtung der Filtereigenschaften zulässt. Da ein DFE hingegen grundsätzlich ein stabiles Ver-
halten zeigt, wurde noch eine Berechnungsvorschrift zur Umrechnung des Koeffizientensatzes
des Lattice Filters in den des entsprechenden direkten Filters angegeben. Anhand von Simula-
tionen zeigten beide beschriebenen Algorithmen sehr ähnliche Eigenschaften. Somit kann die
Wahl des eingesetzten Algorithmus etwa aufgrund der Systemparameter erfolgen. Ist das Über-
tragungsband nahe an der halben Nyquistfrequenz, so dass beim Systemstart die beschriebene
Low Power Methode angewandt werden kann, bzw. erfolgt die Signalverarbeitung im Basis-
band, wird vorgeschlagen vom sogenannten Whitening Approach Gebrauch zu machen. Ande-
rerseits wird vorgeschlagen, den IIR-CMA zu verwenden, der in Lattice Filter Implementierung
zwar etwas aufwändiger ist, dafür aber kein zusätzliches Hilbert Filter erfordert.

Die blinde Entscheidung des Modulationsverfahrens zwischen QAM und CAP wird in manchen
Standards gefordert, bzw. wird dies diskutiert. Bei einer Entzerrung im Bandpassbereich gestal-
tet sich dies sehr einfach, da sich beide Verfahren hier nur durch das Zuschalten, bzw. Weglas-
sen einer zusätzlichen Symboldrehung unterscheiden. Nachdem der CMA grundsätzlich
rotationsinvariant ist, und zudem die erforderliche Trägerphasenregelung ein sehr schnelles
Einschwingverhalten aufweist, kann bei einem Transversalentzerrer durch wiederholtes Zu-,
bzw. Abschalten des Symbolrotierers und gleichzeitiger Messung des sich ergebenden MSE
sehr einfach auf das im Sender eingesetzte Modulationsverfahren geschlossen werden. Doch
auch bei der blinden Adaption eines DFE ist diese Entscheidung relativ einfach. Bei Verwun-
dung des Whitening Approach wird das Rückkoppelfilter anhand einer Dekorrelation einge-
stellt, die lediglich anhand von Statistiken zweiter Ordnung erfolgt und somit keinerlei
Phaseninformation auswertet. Bei Verwendung des IIR-CMA wird wieder von der Rotations-
invarianz des CMA Gebrauch gemacht. Bei beiden Verfahren müssen allerdings die Koeffizi-
entengewichte des Rückkoppelfilter bei Umschalten in den DFE Modus umgerechnet werden,
falls das Modulationsverfahren QAM ist, da in diesem Fall die Symboldrehung vor der Ent-
scheidung erfolgt.

In dieser Arbeit wurde anhand von Simulationen gezeigt, dass anhand der beschriebenen Tech-
niken der Systemstart bei unbekanntem Kanal und nicht perfekter Takt- und Trägersynchroni-
sation referenzdatenfrei erfolgen kann. Als Taktregelkriterium wurde hier von einer Spectral
Line Methode Gebrauch gemacht, diese wurde jedoch nicht optimiert. Somit wurde hier auch
kein Vergleich zwischen Entzerrung im Basisband- und Bandpassbereich gegeben. Unter Um-
ständen kann mit der beschriebenen Technik auch bei Entzerrung im Basisbandbereich die Syn-
chronisation in der Startphase im Bandpassbereich erfolgen. Dies kann vor allem dann
vorteilhaft eingesetzt werden, wenn die Entzerrung im Symboltakt erfolgt, da keine Techniken
bekannt sind, die eine Taktsynchronisation anhand von nicht entschiedenen Signalen im -Ra-
ster durchführen können.

Aus verschiedenen Gründen gewinnt eine verlustleistungsarme Implementierung immer mehr
an Bedeutung. Zu diesen Gründen gehören etwa Probleme, die durch die Wärmeentwicklung
der Bauteile auftreten, sowie Begrenztheit der Kapazität bzw. Leistung der Stromversorgung

T
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bei portablen, bzw. ferngespeisten Geräten. In dieser Arbeit wurden verschiedene Techniken er-
läutert, die zu einer verlustleistungsarmen Implementierung beitragen. Wie beim CMA können
auch beim LMS Algorithmus algorithmischen Vereinfachungen durch Quantisierung der Ein-
gangssignale durchgeführt werden. Die Verschlechterungen die eine derartige Vereinfachung
mit sich bringt, können weitgehend durch die Verwendung einer variablen Schrittweite ausge-
glichen werden. Weitere Vereinfachungen können getroffen werden, falls die erreichte BER ge-
ringer als gefordert ist. In diesem Fall können etwa die verwendeten Entzerrer, bzw. die
Wortbreiten der implementierten Register verkleinert werden. Nachteilig an diesen Techniken
ist, dass deren Verwendbarkeit nicht garantiert werden kann. Kritisch angemerkt werden muss
vor allem, dass diese Verfahren gerade dann kaum anwendbar sind, wenn der Transceiver in ei-
ner relativ schlechten Systemumgebung betrieben wird und somit die erforderliche Sendelei-
stung relativ hoch ist. Dies ist jedoch genau dann der Fall, wenn eine Minimierung der
Verlustleistung dringend erforderlich scheint.

Weitere Maßnahmen zur Begrenzung der Leistungsaufnahme wurden auf Hardware- und
VLSI-Ebene vorgestellt. Auch auf Transistorebene kann, etwa durch die Absenkung der
Schwellspannung, Verlustleistung eingespart werden. Dies hat etwa Auswirkungen auf die Ge-
schwindigkeit der verwendeten Operationen. Somit besteht eine vielversprechende Technik
darin, Transistoren zu verwenden die verschiedene Schwellspannungen aufweisen und zeitlich
kritische Operationen aus Transistoren hoher Schwellspannung aufzubauen, unkritischere hin-
gegen mit geringerer Schwellspannung. Auf derartige Betrachtungen wurde in dieser Arbeit je-
doch nicht näher eingegangen, da dies stark von der verwendeten Technologie sowie den
vorhandenen Bauteil-Bibliotheken abhängt.

Betrachtungen zu analogen Komponenten fanden in dieser Arbeit nur am Rande statt. Zwar er-
lauben die Fortschritte der Mikroelektronik eine fortschreitende digitale Realisierung der Funk-
tionalität, jedoch bleibt immer noch ein wichtiger Anteil, der analog realisiert werden muss und
der in der Regel einen beträchtlichen Beitrag zur Verlustleistung liefert. Hierzu gehören neben
Verstärkern und Wandlern etwa analoge Empfangsfilter, die nicht nur zur Einhaltung des Abt-
asttheorems erforderlich sind, sondern deren Aufgabe auch darin besteht, die Leistung in Nach-
barkanälen zu reduzieren und somit zum einen eine geringere Auflösung des A/D Wandlers zu
ermöglichen und zum anderen die digitale Signalverarbeitung entscheidend zu vereinfachen.
Insgesamt gilt es, einen guten Abtausch zu finden zwischen dem Aufwand, der in analoge und
in digitale Komponenten investiert wird.



 Appendix

A. 1 Ableitung nach komplexwertigen Größen

Für analytische Funktionen , die den Cauchy-Riemann‘schen Differentialgleichungen genügen
[18] gelten folgende Bedingungen für die Ableitung nach einer komplexen Größe

, . (A.1)

Somit verschwindet die Ableitung von  nach . Diese Funktionen sind im Sinne der klassi-
schen Funktionentheorie differenzierbar. Die in dieser Dissertation häufig vorkommende Funk-
tion  genügt jedoch nicht den Cauchy-Riemann‘schen
Differentialgleichungen. Derartige Funktionen sind allerdings nach der allgemeinen Ablei-
tungsregel [72]

, bzw. (A.2)

differenzierbar. Identisch gilt für die Ableitung nach einem komplexwertigen Vektor
 der Länge  die allgemeingültige Formel [72]

, (A.3)

sowie nach dem konjugiert komplexen Vektor

. (A.4)

Der Operator (A.4) wird allgemein als Gradient bezüglich eines komplexwertigen Vektors
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bezeichnet und auch als , bzw. nur  geschrieben.
Speziell gilt für die Betragsfunktion

, (A.5)

sowie für den allgemeineren Fall der quadratischen Form , wobei  eine beliebige her-
mitische Matrix ist,

. (A.6)

A. 2 Ableitung des Betragsquadrates des Entzerreraus-
gangssignals nach den Entzerrerkoeffizienten

In diesem Abschnitt wird das Betragsquadrat des Ausgangssignals eines adaptiven Entzerrers
nach den Entzerrerkoeffizienten abgeleitet. Diese Ableitung wird etwa in Kapitel 6.2.2 zur Be-
rechnung des CMA für transversale Entzerrer und in Kapitel 6.2.3 für rekursive Entzerrer ver-
wendet. Nach den Regeln von Appendix 1 gilt mit für die Ableitung von  nach :

. (A.7)

Bei der Verwendung eines transversalen Entzerrers gilt , so dass sich (A.7)
hier zu

(A.8)

vereinfacht. Bei Verwendung eines rein rekursiven Entzerrers nach (6.21)

(A.9)

tritt - äquivalent zur Herleitung des rekursiven LMS in Kapitel 5.3 - das Problem auf, dass für
die Berechnung zum Zeitpunkt  die Gradienten mit den Filterwerten zum Zeitpunkt  be-
rechnet werden müssen.
Für komplexwertige Eingangssignale  des Entzerrers lässt sich (A.9) folgendermaßen in
Real- und Imaginärteil aufspalten:

, (A.10)

. (A.11)

Unter der Standardannahme, dass die Konvergenz langsam verläuft, kann man näherungsweise
setzen und . Damit lassen sich die jeweils -ten Komponenten
der Vektoren  -  in (A.7) für die Ableitung des Entzerrerausgangs nach
schreiben als
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, (A.12)

, (A.13)

, (A.14)

. (A.15)

Insgesamt gilt somit für

(A.16)

Gleichung (A.16) lässt sich folgendermaßen vereinfachen:

. (A.17)

Unter Definition einer Variablen , die gegeben ist durch

, (A.18)

lässt sich (A.17) schließlich schreiben als

. (A.19)

Die Größe  lässt sich hierbei als Ausgang eines rekursiven Filters mit dem Koeffizien-

tenvektor  und dem Eingangssignal  interpretieren. Analog kann für die Ablei-

tung von  nach der -ten Komponente von  hergeleitet werden

, (A.20)

wobei  definiert ist als
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(A.21)

und  definiert werden kann als Ausgang eines rekursiven Filters mit dem Koeffizienten-
vektor  und dem Eingangssignal .

A. 3 Eigenschaften eines Quantisierers mit zusätzlichem
Rauschterm

Bei der Analyse von Quantisierern wird zumeist auf das sogenannte lineare Modell zurückge-
griffen, welches das Quantisierungsrauschen als Sequenz von normalverteilten Zufallsvaria-
blen auffasst, die untereinander und mit dem Einganssignal unkorreliert sind. Bild A.1 zeigt das
resultierende additive Rauschmodell eines Quantisierers. Wie von Bennett [16] gezeigt wurde,
ist dieses einfache Modell dann gültig, wenn die Anzahl an Quantisierungsstufen K groß, der
Abstand zwischen den Quantisierungsstufen  klein und die Verteilungsdichtefunktion des
Eingangssignals glatt ist. Der sowohl einfach zu beschreibende als auch zu realisierende Quan-
tisierer ist deshalb in der Praxis erstaunlich schwierig analytisch beschreibbar, was in der Nicht-
linearität seiner Kennlinie begründet liegt [62].

Die Standardimplementierung eines Dithered Quantizers zeigt Bild A.2a. Bei der in Bild A.2b
gezeigten Variante wird das Rauschsignal nach der Quantisierung wieder abgezogen. Dies führt
zwar zu verbesserten statistischen Eigenschaften, wird aber aus verschiedenen Gründen nur re-
lativ selten eingesetzt [62]. Für die hier besprochene Anwendung ist sie unpraktikabel, weil der
Wertebereich des Ausgangssignals nicht mehr diskret ist.

Zwei Größen sind zur statistischen Beschreibung eines Quantisierers bedeutsam: Der Quanti-
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sierungsfehler , der die Differenz zwischen Ausgangs und Eingang des Quantisierers be-
zeichnet

, (A.22)

sowie das Quantisierungsrauschen , das den Gesamtfehler zwischen Ausgang und ur-
sprünglichem Eingang  bezeichnet und durch folgende Gleichung gegeben ist

. (A.23)

Die grundlegende statistische Eigenschaft eines dithered Quantizers wurde von Schuchman be-
wiesen [150]. Er zeigte, dass der Quantisierungsfehler  einheitlich in  ver-
teilt und unkorreliert mit dem Eingangssignal  ist, wenn folgende Bedingungen erfüllt
sind:
(B1) Der Quantisierer wird nicht übersteuert in dem Sinn, dass der Quantisierungsfehler

betragsmäßig größer als  werden kann. Dies bedeutet, dass der Eingang des Quanti-
sierers nicht größer als  werden kann, wobei  die Anzahl der Stufen repräsen-
tiert.

(B2)Die durch  gegebene charakteristische Funktion der PDF des zusätz-

lichen Rauschssignals hat Nullstellen bei Vielfachen von .
Die Schuchman-Bedingung ist beispielsweise erfüllt, wenn das additive Rauschsignal gleich-
verteilt in  ist. Die charakteristische Funktion hat dann die Form

. (A.24)

Allerdings folgt aus der Erfüllung der Schuchman-Bedingung nicht, dass auch das Quantisie-
rungsrauschen  unabhängig vom Eingangssignal, gleichverteilt und weiß ist. Diese stati-
stische Eigenschaft gilt nur für den Subtractive Dither aus Bild 1b. Außerdem soll hier noch
angemerkt werden, dass die strenge Erfüllung von (B1) den dynamischen Aussteuerbereich des
Quantisierers einschränkt, da die Summe aus Eingangssignal und zusätzlichen Rauschsignal be-
schränkt sein muss. In [62] wurde gezeigt, dass unter der weiteren Bedingung an das additive
Rauschsignal

(A.25)

das k-te konditionelle Moment des Quantisierungsrauschen unabhängig vom Eingangssignal
ist. Speziell gilt für , dass  und  unkorreliert sind und dass  selbst weiß ist
und für , dass die Leistung des Quantisierungsrauschens  die Summe aus der Lei-
stung des additiven Rauschterms  und der Leistung des Rauschens des Quantisierers
selbst ist. Dieser letzte Term ist für den gleichverteilten Quantisierer durch  gegeben.
Für das häufig verwendete gleichverteilte Rauschen ist die Bedingung (25) nur für  er-
füllt, d.h. die Rauschleistung ist dann nicht unabhängig vom Eingangssignal [62]. Dies kann er-
reicht werden, wenn man als Dither-Term die Summe zweier gleichverteilter Zufallszahlen
nimmt, die PDF des Dither-Signals hat dann eine Dreiecksverteilung. Die Leistung des Quan-
tisierungsrauschens berechnet sich dann zu

, (A.26)

d.h. sie ist die Summe der Leistungen des Dither-Signals und des Quantisierungsrauschens. All-
gemein gilt für den einheitlichen Quantisierer, dass die ersten  Momente des Quantisierungs-
rauschens unabhängig vom Eingangssignal sind, wenn der Rauschterm  die Summe aus
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unabhängigen gleichverteilten Zufallsgrößen ist. Allerdings muss diese Eigenschaft mit stei-
gendem Quantisierungsrauschen  erkauft werden. Das Quantisierungsrauschen ist für
diese Art des Dither-Signals durch folgende Formel gegeben:

. (A.27)

Ein weiterer Nachteil, mit dem diese größere statistische Unabhängigkeit erkauft werden muss,
besteht darin, dass der Aussteuerbereich des Quantisierers weiter sinkt, da der Wertebereich des
Dither-Signals proportional zu  ist.
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