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Kapitel 1. Einleitung 1

Kapitel 1

Einleitung

Eine in den Naturwissenschaften hiufig auftretende Aufgabe stellt sich folgender-
malfsen: Man mochte ein Problem in Raum und Zeit 16sen, das als physikalisches
Modell durch ein System partieller Differentialgleichungen beschrieben wird. Die
exakte Losung dieser Gleichungen ist in der Regel nicht bekannt und muf daher
numerisch berechnet werden.

Zur numerischen Losung werden die Differentialgleichungen auf einem Gitter dis-
kretisiert und in Gleichungssysteme iiberfiihrt, die auf einem Computer gelost
werden konnen. Diese Gleichungssysteme aber werden bei einer Verfeinerung des
Diskretisierungsgitters zur Erh6hung der Genauigkeit schnell sehr grof, wihrend
die zur Verfiigung stehende Rechenzeit und der Speicherplatz von Computern
beschriankt ist. Das motiviert dazu, nach effektiveren und schnelleren Verfahren
zu suchen, die den Aufwand zur Losung eines Problems substantiell reduzieren
oder die Losung desselben erst ermdoglichen.

Die auf der Idee der Diinnen Gitter [31] basierende Kombinationstechnik ist ein
solcher Ansatz: Nicht auf einem einzelnen, feinen Diskretisierungsgitter, dem Voll-
gitter, wird eine Probleml6sung berechnet sondern auf mehreren, gréberen Git-
tern mit unterschiedlichen Maschenweiten in den einzelnen Raumrichtungen. Eine
spezielle Linearkombination der Losungen auf diesen groben Gittern fiihrt auf die
Kombinationslésung. Die Genauigkeit der Kombinationslosung ist nahezu gleich
der Genauigkeit, die eine Losung auf dem Vollgitter besitzt. Die Summe der Git-
terpunkte aller groben Gitter ist dabei jedoch wesentlich kleiner als die Anzahl
der Gitterpunkte des Vollgitters. Somit steht mit der Kombinationstechnik ein
Verfahren zur Verfiigung, das den Rechenaufwand zur Losung eines Problems
wesentlich reduziert. Dariiber hinaus ist die Kombinationstechnik leicht imple-
mentierbar und parallelisierbar.

Bei der numerischen Simulation von Stromungen wird eine Ndherungslosung der
Navier-Stokes-Gleichungen berechnet. Diese stellen ein System partieller Differen-
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tialgleichungen dar und beschreiben das Geschwindigkeits- und Druckfeld einer
Stromung. Zur Losung dieser Gleichungen wird bei der Diskretisierung hiufig ein
versetztes Gitter verwendet, mit dem die Geschwindigkeitswerte an den Oberfla-
chen der einzelnen Kontrollvolumen berechnet werden.

Diese Arbeit reiht sich in den Themenkomplex der Anwendung der Kombinati-
onstechnik in der Stromungssimulation auf versetzten Gittern ein. Obwohl der
Einsatz der Kombinationstechnik in der Stromungssimulation einen grofen Ge-
winn verspricht, gibt es bisher nur wenige Arbeiten, in denen Untersuchungen
dazu durchgefithrt wurden. In [17] wird die Kombinationstechnik eingesetzt, um
die Ergebnisse aus [30] bei der Simulation einer turbulenten Rohrstromung mit
anniahrend gleicher Genauigkeit zu erhalten. Ebenso werden in [18| und [26] Kom-
binationsrechnungen fiir laminare Stromungen durchgefiihrt. In [13] wird die Par-
allelisierbarkeit beschrieben. Das Konvergenzverhalten der Kombinationstechnik
wurde untersucht in [14] und [23].

Beim praktischen Einsatz der Kombinationstechnik in der Stromungssimulation
auf versetzten Gittern tauchen die folgenden, bisher noch nicht geklarten Frage-
stellungen auf, die in dieser Arbeit untersucht werden sollen:

e Bei einer Kombinationsrechnung ist ein Transfer der Losungen, die auf
den einzelnen groben Gitter berechnet werden, untereinander nétig. Da-
bei miissen Geschwindigkeitswerte auf Gitterpunkte eines anderen Gitters
interpoliert werden. Welche Bedingungen sind an den Interpolanten fiir die
Geschwindigkeit gekniipft, damit die Divergenzfreiheit des interpolierten
Geschwindigkeitsfeldes nicht verletzt wird?

e Um eine Kombinationslosung mit einer Vollgitterlésung vergleichen zu kon-
nen, muf die Kombinationslésung auf dem Vollgitter gebildet werden. Wel-
che Ordnung und Abhéngigkeiten besitzt der dabei auftretende Interpola-
tionsfehler? Wie kann man seine Grofe berechnen? Wie grofs ist er konkret
fiir die (in der Praxis relevanten) Kombinationsrechnungen, bei denen man
mit relativ wenigen groben Gittern rechnet (< 50)? Wie verhélt sich dieser
Interpolationsfehler asymptotisch?

e Welchen Einflufs hat die fiir den Transfer der Geschwindigkeitswerte gewéhl-
te Interpolationsmethode auf die Genauigkeit der Kombinationslosung? Wel-
chen Einflufl hat sie beim Transfer zwischen den groben Gittern?

e Wie ist das asymptotische Verhalten des Interpolationsfehlers in der Kom-
binationslésung im Vergleich zum Diskretisierungsfehler?

e Tritt das vorhergesagte Verhalten in Anwendungsrechnungen tatséchlich
ein? Liefert die Kombinationsrechnung eine gute Losung? Ist also der Fehler,
der in der auf dem Vollgitter gebildeten Kombinationslosung auftritt, in
erster Linie durch den Interpolationsfehler bestimmt?
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Im folgenden wird ein kurzer Uberblick iiber den Aufbau der Arbeit gegeben: In
Kapitel 2 wird eine kurze Einfiihrung in die Theorie der Diinnen Gitter gege-
ben. Dabei wird die Effizienz der Darstellung von Funktionen auf einem Diinnen
Gitter im Vergleich zur Darstellung auf dem vollen Gitter deutlich. In Kapitel
3 werden die grundlegenden Formeln fiir die Kombinationstechnik vorgestellt.
Das Prinzip der Ausdiinnung des Vollgitters wird beschrieben und der Ausdiin-
nungsparameter eingefiihrt, der die in einer Kombinationsrechnung verwendeten
groben Gitter festlegt. In Kapitel 4 wird gezeigt, wie man bei der Interpola-
tion einer Kombinationslosung mit Hilfe von Interpolationssternen und Taylor-
reihenentwicklungen den Interpolationsfehler explizit bestimmen kann. Kapitel
5 beschreibt das Vorgehen beim Transfer von Losungen auf versetzten Gittern.
Die an die Interpolanten gekniipften Bedingungen werden angegeben und zwei
mogliche Interpolationsmethoden beschrieben. Fiir den Transfer einer Kombina-
tionslosung auf das Vollgitter wird die konkrete Berechnung des auftretenden
Interpolationsfehlers gezeigt. Abschliefiend werden in Kapitel 6 bei einfachen An-
wendungsrechnungen die theoretischen Vorhersagen fiir den Interpolationsfehler
bei den verschiedenen Interpolationsmethoden im zwei- und dreidimensionalen
Fall iiberpriift und diskutiert.

An dieser Stelle mochte ich mich bei allen bedanken, die zum Gelingen dieser
Arbeit beigetragen haben: Mein ganz besonderer Dank gilt meinem Doktorva-
ter Prof. Dr. Christoph Zenger fiir die engagierte Betreuung der vorliegenden
Arbeit, fiir die fruchtbaren Diskussionen, die guten Ratschlige und die zahlrei-
chen Ideen, die mir diese Untersuchungen erst ermoglicht haben. Mein weiterer
Dank gilt den Kollegen Stefan Achatz, Max Emans und Dr. Michael Bader fiir
die vielen fachkundigen Gespriche und die grofse Unterstiitzung, die sie mir je-
derzeit zuteil werden liefen. Ebenso mdchte ich mich fiir die sehr gute, kollegiale
Zusammenarbeit bei Markus Pogl, Frank Giinther, Michael Riss und Alexander
Mors bedanken, die — auch als Betreuer der Computersysteme — fiir alle meine
diesbeziiglichen Wiinsche immer grofses Verstindnis hatten und hilfreiches Ent-
gegenkommen zeigten.
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Kapitel 2

Dunne Gitter

Die grundlegende Idee der Kombinationstechnik geht hervor aus der Theorie der
Diinnen Gitter. Diese Theorie basiert auf der Darstellung von Funktionen mit
hierarchischen Basen. Dabei werden nicht konkrete Funktionswerte einer Funk-
tion an Gitterpunkten gespeichert sondern nur die sogenannten hierarchischen
Uberschiisse. Teilriume der hierarchischen Basis, die keinen entscheidenden Bei-
trag zum Interpolanten und somit zum Interpolationsfehler liefern, werden bei
der Darstellung der Funktion auf einem Diinnen Gitter weggelassen. Dadurch
erreicht man eine signifikante Abnahme der zur Funktionsdarstellung notwendi-
gen Freiheitsgrade bei einer nur unwesentlichen Vergréferung des auftretenden
Interpolationsfehlers.

In diesem Kapitel wird zunéchst eine Einfiihrung in die Funktionsdarstellung
mit, iiblichen Knotenbasen sowie mit hierarchischen Basen gegeben. Anschlie-
fsend wird die allgemeine Darstellung von Funktionen beliebiger Dimension mit
hierarchischen Basen beschrieben. Einige bekannte Eigenschaften des Diinngit-
terinterpolanten werden zusammengestellt, wobei die Effizienz des Diinngitterin-
terpolanten im Vergleich zum Vollgitterinterpolanten deutlich wird.

Diinne Gitter in zwei Dimensionen wurden vorgestellt in [31]. Eine Erweiterung
auf beliebige Dimensionen sowie die Beweise zu den Eigenschaften des Diinn-
gitterinterpolanten finden sich in [3]. An diese Arbeit ist die hier gebrauchte
Notation weitgehend angelehnt. In [4] werden weiterhin Diinne Gitter mit hierar-
chischen Basen polynomialer Ordnung untersucht. Diese Idee wird am Ende des
Kapitels im Hinblick auf einen Interpolanten mit quadratischen Basisfunktionen
beschrieben.



6 Kapitel 2. Diinne Gitter

2.1 Funktionsdarstellung

Wichtig fiir numerische Berechnungen von zahlreichen Problemstellungen ist der
Schritt, eine gesuchte kontinuierliche Funktion in einem Rechner darzustellen.
Dabei wird die Funktion in der Regel nur noch diskret, d.h. an endlich vielen
Punkten ihres Definitionsgebiets gespeichert. Diese diskrete Darstellung kann auf
unterschiedliche Weise geschehen. Zunéchst wird die verbreitete Darstellung einer
Funktion mit einer Knotenbasis beschrieben. Anschliefsend wird die im Prinzip
dquivalente, aber vom Denkansatz her unterschiedliche Darstellung einer Funk-
tion mit einer hierarchischen Basis gezeigt. Die beiden folgenden Unterkapitel
haben ausschlieflich einen in die Problematik einfiihrenden Charakter.

2.1.1 Interpolation mit einer Knotenbasis

Eindimensionaler Fall:

Sei 2 :=]0, 1] das offene und § := [0, 1] das abgeschlossene Einheitsintervall in den
reellen Zahlen. Eine kontinuierliche Funktion u : @ — IR soll in einem Rechner
dargestellt werden. Ublicherweise speichert man dazu nur einige Funktionswerte
u(z;) an diskreten Stiitzstellen x; € Q, 0 <4 < m. Fiir die Stiitzstellen gelte die
Ordnungsrelation z;_; < x;, 0 < i < m. Am Gebietsrand 0 gelte fiir die Stiitz-
stellen zy = 0 und z,, = 1. Der Abstand zwischen zwei benachbarten Stiitzstellen
muf nicht notwendigerweise gleich grof sein. Die Menge der Stiitzstellen bildet
ein eindimensionales Gitter Q,, = {z; € Q,i=0,..., m}. Eine ndherungsweise
Darstellung des kontinuierlichen Funktionsverlaufs u(z), die Rekonstruktion der
Funktion, geschieht durch Interpolation aus den an den Stiitzstellen gespeicherten
Funktionswerten u(z;). Ein Interpolant u! : 2 — IR interpoliert u(z) exakt an den
Stiitzstellen, d.h. es gilt u!(z;) = u(x;) =: u;, 0 < i < m. Der Funktionsverlauf
u’(x) zwischen den Stiitzstellen kann auf verschiedene Weise gebildet werden,
beispielsweise durch stiickweise konstante Funktionen, lineare Funktionen oder
durch Polynome hoherer Ordnung. Bei der Interpolation durch stiickweise linea-
re Funktionen definiert man dafiir etwa eine Basis aus Standard-Hutfunktionen

Yi:
% i <zx< z; AN 0<i<m
Yi(z) = ffﬁ Doxy Sr<xgpr A 0<i<m (2.1)
0 : sonst

Jede Funktion v; ist die zur Stiitzstelle x; gehorige Basisfunktion. Die Gesamtheit
dieser Basisfunktionen spannt den zugehorigen diskreten, endlich-dimensionalen
Vektorraum der beziiglich €2, stiickweise linearen Funktionen auf. Eine geeignete
Linearkombination der Basisfunktionen ergibt den stiickweise linearen Interpolan-
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u(x) u(x)

0 1 0)41*2*3*4%5)26*7*8)(

Abb. 2.1: Beliebige Funktion (links) und ihr linearer Interpolant (fiir m = 8)
mit den Knotenbasisfunktionen (rechts)

=
x

I

ten u' zur Funktion u:

u'(z) = iuz ¥i(z) (2.2)

Der einer Basisfunktion zugeordnete Koeffizient u; stellt dabei den Funktionswert
an der Stelle z; dar; eine solche Basis heifst Knotenbasis. In Abbildung 2.1 wird
die Interpolation mit einer Knotenbasis veranschaulicht.

Zweidimensionaler Fall:
Sei nun Q := [0, 1]? das abgeschlossene Einheitsquadrat im IR?. Eine kontinuierli-
che Funktion u : Q — IR soll wiederum im Rechner darstellt werden. Dazu wihlt
man Stiitzstellen (z;,y;), 0 < i < m,0 < j < n, die mit der Ordnungsrelation
Tio1 <, 0 < i <mund y;_; < y;, 0 <j < nund den Gebietsrandwerten
2o =0, r,, =1, yo =0, y, = 1 ein orthogonales, strukturiertes, zweidimensio-
nales Gitter ﬁm,n bilden. Zur Darstellung der Funktion v werden nur die Funkti-
onswerte an den Stiitzstellen u(z;,y;) =: u; ; gespeichert. Die Rekonstruktion der
Funktion u geschieht wieder mit Hilfe eines Interpolanten u’. Dieser Interpolant
kann beispielsweise, analog zum obigen eindimensionalen Fall, als Linearkom-
bination aus nun bilinearen Basisfunktionen einer Knotenbasis auf rechteckigen
Trégern gebildet werden. Die Basisfunktionen ¢);; konnen als Tensorprodukte
eindimensionaler Standard-Hutfunktionen dargestellt werden:

T—Ti;—1 . Y—Yj—1
Ti—Ti—-1 Yj—Yj-1

Tit1—T | Y~Yj—-1
Tit+1—Zi  Yj—Yj—-1

.. — T—Ti—1 Yi+1—Y . . .

z.y) = i1, Yj . . . .
big(T,y) o L <a<a (0<i<m) Ay Sy<yi (05 <)
Ti+1 =T | Yj+17Y
Tit1—Ti  Yj+1—Y;

0 : sonst

i1 <z<z; (0<i<m) A yj_1<y<y; (0<j<n)

2 <z <ziy1 (0<i<m) A yj_1<y<y; (0<j<n)

i<z <ziy1 (0<i<m) A y; <y<yj+1 (0<j<n)

\

In Abbildung 2.2 sind exemplarisch Basisfunktionen ; ;(x,y) von zwei unter-
schiedlichen Knotenbasen skizziert. Der bilineare Interpolant u! zur Funktion u
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Abb. 2.2: Basisfunktionen ; ;(z,y) mit 0 < i < m, 0 < j < n von zwei unter-
schiedlichen Knotenbasen mit dquidistanten Stiitzstellen fiir m = 4, n = 4 (links)
und m = 5,n = 2 (rechts)

ergibt sich wiederum als Linearkombination der Basisfunktionen:

m n

u(z,y) =D uiy Uig(z,y) (2.3)

i=0 j=0

Hoherdimensionaler Fall:

Im hoherdimensionalen Fall kann die Darstellung einer Funktion im Rechner
ganz analog zum ein- und zweidimensionalen Fall mit einem multilinearen In-
terpolanten geschehen. Die Stiitzstellen bilden ein orthogonales, strukturiertes,
d-dimensionales Gitter; der Interpolant wird gebildet als Linearkombination aus
Basisfunktionen einer Knotenbasis, die wiederum Tensorprodukte eindimensio-
naler Standard-Hutfunktionen sind.

2.1.2 Interpolation mit einer hierarchischen Basis

Eindimensionaler Fall:

Eine Alternative zur Funktionsdarstellung mit einer Knotenbasis ist die Darstel-
lung mit einer hierarchischen Basis. Die Basisfunktionen ¢; der hierarchischen
Basis kénnen analog zu den Basisfunktionen 1); der Knotenbasis wieder als stiick-
weise lineare Funktionen definiert werden, die ebenfalls jeweils einer Stiitzstelle
x; zugeordnet sind. Allerdings sind die Basisfunktionen ¢; nun hierarchisch ge-
schachtelt und die Trager der einzelnen ¢; sind je nach Hierarchieebene unter-
schiedlich grof. Exemplarisch wird dieses in Abbildung 2.3 fiir eine hierarchische
Basis mit Stiitzstellen z;, ¢ = 0,...,8 im Intervall [zg, xg] skizziert: ¢y und ¢
interpolieren die Funktionswerte an den Randpunkten zy und xg des Intervalls
und sind somit die hierarchisch héchsten Basisfunktionen. In der néchsten Hierar-
chieebene folgt die Basisfunktion ¢4, die ebenfalls den Tréger [z, z5] besitzt. Die
hierarchisch tieferen Basisfunktionen ¢s und ¢g besitzen nur halb so grofe Tra-
ger [xg,z4] bzw. [x4, 25]. Die tiefste Hierarchieebene bilden die Basisfunktionen

®1, @3, 5, o7 mit den Trigern [IO, 172]a [Iz,m], [$4,$6]a [%a 358]-



2.1. Funktionsdarstellung 9

@(x)
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Opo®y | 0,
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Abb. 2.3: Basisfunktionen ¢y, ..., ¢g einer eindimensionalen, stiickweise linearen
hierarchischen Basis mit Stiitzstellen x, ..., Tg

Der Interpolant u! zu einer Funktion u wird gebildet als Linearkombination der
hierarchischen Basisfunktionen ¢;:

ul (z) = ivi oi(z) (2.4)

Die Koeffizienten v; heiken hierarchische Uberschiisse. Diese sind jeweils die Diffe-
renz vom Funktionswert u(z;) und dem Wert des Interpolanten an der Stiitzstelle
x;, der als Linearkombination aller hierarchisch héheren Basisfunktionen gebildet
wird. In Abbildung 2.4 wird die Zusammensetzung der Linearkombinationen in
den Formeln (2.2) bzw. (2.4) veranschaulicht: Dort ist die Funktionsinterpolation
mit einer Knotenbasis der Interpolation mit einer hierarchischen Basis gegen-
iibergestellt. Die senkrechten Striche an den Stiitzstellen symbolisieren jeweils
die Grofe der Koeffizienten u; bzw. v; in den betreffenden Linearkombinations-
formeln.

Aus den Koeffizienten u; der Knotenbasis lassen sich leicht die Koeffizienten v; der
hierarchischen Basis berechnen. Im obigen Beispiel mit den Stiitzstellen xq, . .., zg
lautet die Transformation:

Vo =Up , Ug = Ug

. Ug + ug
U4 = Ug — 9
v = U ’LL0+U4 e = u U4+Ug

2 = Uz — 6 — Ug —

2 ’ 2

B Up + Uo _ U + Uy _ Ug + Ug B U + Ug

U1 = U1 — 5 , Ug = Uz — 9 , Us = Up — 9 , U7 = U7 — 5

Dabei handelt es sich um einen Basiswechsel von der Knotenbasis in die hierar-
chische Basis. Die Umkehrung der Transformation von der hierarchischen Basis
in die Knotenbasis ist natiirlich auch méoglich.
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x
x

0*1X2X3X4X5>‘6X7xsx 0*1*2

Abb. 2.4: Beliebige Funktion interpoliert mit einer Knotenbasis (links) und mit
einer hierarchischen Basis (rechts)

Ho6herdimensionaler Fall:

Die Funktionsinterpolation mit einer hierarchischen Basis im eindimensionalen
Fall 1afst sich auch auf den zwei- und allgemein hoherdimensionalen Fall aus-
weiten. Dabei kann man die hierarchische Basis wihlen, indem man ausgehend
von den Basisfunktionen des hierarchisch hochsten Levels hierarchisch tiefere Ba-
sisfunktionen mit immer kleiner werdenden Trégern definiert. Diese Verfeinerung
kann dabei unabhéngig in den verschiedenen Raumrichtungen vorgenommen wer-
den. Die hierarchischen Basisfunktionen werden analog zur Herleitung der héher-
dimensionalen Knotenbasis als Tensorprodukte aus eindimensionalen Basisfunk-
tionen gebildet. Diese hierarchischen Basen fiir beliebige Dimensionen werden im
folgenden Abschnitt als Grundlage der Diinnen Gitter ausfiihrlich beschrieben.

2.2 Theorie der Dunnen Gitter

2.2.1 Raumzerlegung mit einer Knotenbasis

Fiir die folgende Beschreibung der Funktionsinterpolation auf einem Diinnen Git-
ter betrachtet man das offene und geschlossene d-dimensionale Einheitsintervall
Q bzw. Q:

Q:=]0,1[* , Q=]0,1]¢

Die Menge der auf Q definierten Funktionen u, die stetige gemischte Ableitungen

bis zur Ordnung 2d besitzen, sei X (£2):

. _ 8k1+...+kdu .
X(Q) := {u A =>R, —/—— €eC’@Q), k; € {0,1,2}}

[T 00"
7=1
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Die Funktionen u € X (9), die auf dem Gebietsrand 9) verschwinden, bilden die

Menge X;(€2):

Xo(Q) =={u e X(@) : ulyz=0} (2.5)

Zunichst betrachtet man aus Griinden der Ubersichtlichkeit nur Funktionen
u € Xo(€2). In der spéteren Beschreibung der Diinngitterinterpolation und der
Kombinationstechnik werden aber auch die Funktionen hinzugenommen, die auf

dem Gebietsrand nicht verschwinden.

Mit dem Multiindex [ = (I1,...,l;) € IN{ it sich ein Gitter €; mit Maschen-
weiten by := (hy,...,h,) = (271,...,27") auf kompakte Weise schreiben. [;
gibt die Auflosung (den Level) des Gitters in der j-Richtung an; die zugehori-
ge Maschenweite ist iy, = 27%. In den verschiedenen Koordinatenrichtungen des
Gitters €, gibt es in der Regel unterschiedliche, aber in jeder einzelnen Koordi-
natenrichtung gleiche Maschenweiten. Die einzelnen Gitterpunkte von §2; werden
bezeichnet mit x; ;:

— s . —1; - 1
Tr; = (xll,ila - ’xld;id) v Ty =5 hlj =1 279 t; = 0,...,2% (26)

Fiir die inneren Gitterpunkte von € gilt (2.6) mit dem Unterschied, daf der Index
ij durch 7; = 1,...,2% —1 gegeben ist. Man definiert fiir die inneren Gitterpunkte
von €); d-dimensionale Basisfunktionen ¢;; als Tensorprodukte eindimensionaler
Standard-Hutfunktionen:

pri(z) = f[lqslj:ij (x]) (2.7)
j=
1 T; — il xj € [(Z'j_1)hl‘, (ij+1)hl.]
bu, i (x5) = hu, ] ey
0 : sonst
supp(dr, ) = [ @iy — huy s 2, + b, | (2.9)

Diese d-dimensionalen Basisfunktionen ¢;; spannen den Raum V; der beziiglich
der inneren Gitterpunkte von €; stiickweise multilinearen Funktionen auf:

V= span{ bui

i >0, ij:1,...,2la'—1,j:1,...,d} (2.10)

Die Ridume V; sind geschachtelt, d.h. V; CV} fiir [; <k;, j=1,...,d.

In Abbildung 2.5 wird die Anordnung der den Basisfunktionen ¢ zugeordneten
Stiitzstellen in den zweidimensionalen Raumen V; = V|;, ;,) dargestellt.
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Die diskrete L..-Norm angewandt auf den Multiindex [ ist wie folgt definiert:

too = max (I;)

Damit definiert man den Raum V() als Summe von V;-Riumen:

v = Yy (2.11)

n
oo <n

Der obere Index (o0o) verweist dabei auf die Definition iiber die diskrete Luo-

Norm. Es gilt offensichtlich V() c Vn(fl). Damit ist jedes u € X(€2) durch eine
nicht-eindeutige Linearkombination von Funktionen u{*) € V() beliebig genau
approximierbar:

[
1
V(lyl) V(2,1) V(3, 1
\/(112). \/('2'2; e | | eeeeeee |  |eseccccccccccee
Ve

'

Abb. 2.5: Stiitzstellen der Basisfunktionen ¢;; in den zweidimensionalen Rau-
men V(;, ;,). Die Basisfunktionen selbst werden gebildet als Tensorprodukte aus
den oben und links skizzierten Standard-Hutfunktionen.
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2.2.2 Hierarchische Teilraumzerlegung

Um zu einer hierarchischen Teilraumzerlegung von €2, zu gelangen, definiert man
die Multiindexmenge I ;:

lp:{@hHWM‘@:1,”25—LQu@ﬂMQj:L”wd}@l%

In Anlehnung an die Definition der Rdume V; in (2.10) werden mit der Index-
menge I; die Funktionenrdume W; definiert:

W= span{ bui

lj>0,ZEQ,j:1,”A} (2.13)

Fiir die Basisfunktionen ¢,;; gilt hierbei wieder die Definition in (2.7) bis (2.9).

Die Basisfunktionen der Rdume W, mit |l|o, < n bilden eine hierarchische Basis
von V() aus Formel (2.11). Diesen Raum kann man daher auch mit den Riumen
W, definieren:

Vi = P ow (2.14)

|loo<n

In jedem Funktionenraum Wj sind alle Trager der Basisfunktionen ¢ ;; paarweise
disjunkt, was fiir die Trager der einzelnen Basisfunktionen der V;-Rédume aufgrund
ihrer Definition nicht gilt.

In Abbildung 2.6 ist die Anordnung der Stiitzstellen sowie die Grofe der Tri-
ger der Basisfunktionen in den zweidimensionalen Raumen W; = W, ;,) darge-
stellt. Abbildung 2.7 zeigt exemplarisch Basisfunktionen von drei unterschiedli-
chen Raumen W, 1,).

Jedes u € X(£2) 14t sich nun eindeutig mit Hilfe dieser hierarchischen Teilraum-
zerlegung und v, € W, darstellen:

w(z) = Y wlz) , wlz)= Y v, d(z) (2.15)

! icl,

Die Koeffizienten v;; sind hierbei die hierarchischen Uberschiisse.

2.2.3 Eigenschaften der hierarchischen Teilraumzerlegung

Im folgenden werden einige grundlegende Eigenschaften der hierarchischen Teil-
riume, ihrer Basisfunktionen, der hierarchischen Uberschiisse und der Beitrige
der Teilrdume zum Interpolanten zusammengestellt. Die zugehorigen Beweise fin-
den sich in [3].
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(1)

w2y

2

Abb. 2.6: Stiitzstellen und Trager der Basisfunktionen ¢;; in den zweidimensio-
nalen Raumen W, ;,y. Die Basisfunktionen selbst werden gebildet als Tensorpro-
dukte aus den oben und links skizzierten Standard-Hutfunktionen.
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Abb. 2.7: Basisfunktionen der Rédume W(; 1y, W1 2) und W39

Benutzte Normen:

Eine Funktion u € X

nearen Interpolanten u,,

) soll durch den d-dimensionalen, stiickweise multili-
) e Vn(oo) approximiert werden. Der Interpolationsfehler

||lu — u{>|| kann dabei in unterschiedlichen Normen gemessen werden:

Lo-Norm:  ||u||s = mag‘u(i)‘
zEN
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1/2

|u(z)|*dz

&
2
]
=
=
=
|
Dl\

1/2

Energienorm: ||ul|g := /|Vu(g)|2dg
Q

Die diskrete L;-Norm angewandt auf den Multiindex [ ist wie folgt definiert:

Weiterhin definiert man fiir u € X,(Q2) und Xo(Q) gemif (2.5) mitz = (21,...,24) €
Q zwei Halbnormen:

|U| = ‘ 82%@) = max 82du(g)
[c I d - ke

I] 022 " =2 0a?

7j=1 7=1

2d 2d 2 1/2

luly = ‘ 3d u(z) = ( / 8d u(z) dz)

[T s 7 T or

Eigenschaften:

Die Dimension des Teilraums W ist gegeben durch die Anzahl seiner Basisfunk-
tionen:

dim (W) = 9ll=11

Fiir jede Basisfunktion ¢;; des Teilraums W gilt:

||¢Li||oo =1
d/2
onille = (%) . 9—ll1/2
1/2
d- d
bl = V3 () g (S g
22 3 . 1
J:

Fiir die hierarchischen Koeffizienten v;; gilt die Integraldarstellung:

_/ﬁ[ —li41 b, (x])) . 8zdu(£) iz

[1 Ox?

J

i=1
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Fiir den Betrag der hierarchischen Koeffizienten v;; gilt:

oa| < 27027 fuf (2.16)
|U | < 9. 2 v L9322, ‘ 2.17
Lil > 3 u|SUPp(¢L,g‘) 9 (2.17)

Sei u € X(2) in der hierarchischen Darstellung gegeben geméifs (2.15). Der Bei-
trag der Funktion u; € W, zum Interpolanten der Funktion u kann folgenderma-
fsen abgeschétzt werden:

lugllos < 2742720 - ) (2.18)
[y < 374272 |y (2.19)
1/2
d
||u || < ; o2l Z4lj . |u| (2 20)
LIE = 579 1)/2 2 o0 -
]:

Aus den Abschétzungen (2.16) bis (2.20) erkennt man die wichtige Eigenschaft,
dak mit groker werdendem |[|; die hierarchischen Koeffizienten und die Beitrige
zum Interpolanten exponentiell kleiner werden.

2.2.4 Vollgitterinterpolant

Eine Funktion u € X,(Q) werde nun durch den Interpolanten u(>) € V() ap-
proximiert, wobei fiir V() die Definition (2.14) gilt. Diesen Interpolanten nennt
man Vollgitterinterpolant.

Zum Vollgitterinterpolanten tragen alle Teilrdume W; bei, die im hierarchischen
Schema in ein ,quadratisches Fenster” passen. In Abbildung 2.8 (links) wird dieses
exemplarisch fiir den zweidimensionalen Raum V},(OO) veranschaulicht. Die Stiitz-
stellen der Basisfunktionen des Vollgitterinterpolanten bilden ein gewohnliches,
orthogonales, strukturiertes Gitter. Dieses Gitter nennt man auch wvolles Gitter
oder Vollgitter.

Anzahl der Freiheitsgrade von V,(*:

Die Anzahl der Freiheitsgrade von V(> ist die Anzahl der den Raum aufspannen-
den Basisfunktionen, also die Dimension des Raums. Diese ist gleich der Anzahl
der den Basisfunktionen zugeordneten Stiitzstellen im zugehorigen Gitter. Fiir
die Dimension des Raums V,(*) gilt mit h = 27"

dim(V(*)) = (2" — 1) = O(h™%) (2.21)
Interpolationsfehler des Interpolanten u(>):

Bei der Interpolation der Funktion u € Xo(Q) durch u{> tritt ein Interpolati-
onsfehler auf. Dieser Fehler ist bestimmt durch die Differenz |u — u{°| und kann
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I |
1 1
1) @1 Wig Wi
125 . . ole|e]e \/\(/1’2).
I 2 | 2
J -
g ~
....... 1
vy i v
g |eesiill 3

Abb. 2.8: Zusammensetzung der zweidimensionalen Rdume V3(°°) und ‘/3(1)

in den verschiedenen Normen abgeschétzt werden:

d
lo=uflloe < 527" Juls = O(h?) (2.22)
d
lu—uflls < g2 Jubs = 0(h?) (2.23)
- d3/2 .
lu=uPle < 5o gay 2" lue =0(h) (2.24)

2.2.5 Diinngitterinterpolant
Eine Funktion u € X(Q) kann auch durch einen Diinngitterinterpolanten appro-
ximiert werden. Dieser wird mit u{!) bezeichnet und folgendermaRen definiert:

ud eV wobei VM= H W, (2.25)

n
U1 <n+d—1

Der obere Index (1) bei V,(!) deutet dabei die Definition mit der diskreten L,-
Norm an. Der so definierte Raum V() wird (fiir n > 1) durch weniger Teilriiume
W, gebildet als der Raum V(). In Abbildung 2.8 (rechts) wird dies im zwei-
dimensionalen Fall veranschaulicht: Der Raum V(") wird zusammengesetzt aus
Teilrdumen W;, die in ein dreieckiges Schema passen. Die Stiitzstellen von Vn(l)
bilden nicht mehr ein gewthnliches strukturiertes Gitter sondern ein Dinnes Git-
ter.
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Anzahl der Freiheitsgrade von V():
Analog zur Dimension des Raums V(> in (2.21) kann man die Anzahl der Frei-
heitsgrade, also die Anzahl der Gitterpunkte im Diinnen Gitter angeben:

n—1 _ d—1

dim(V,(") = 3 2l = Sor (4 ) =on. (L ,+0(nd—2)>
U1 <ntd—1 i=0 (d—1)!

= 0@2"-n"Y = O™ |logh|*) (2.26)

Interpolationsfehler des Diinngitterinterpolanten u!:

Bei der Interpolation der Funktion u € X,(Q2) durch den Interpolanten u{!) € V(!
tritt wiederum ein Interpolationsfehler auf. Dieser Fehler ist bestimmt durch die
Differenz |u — u{l|. Mit der Festlegung

Aldn) =T (") = O(nt) = O(|log hl~!)

£=0 k

kann er folgendermafien in den verschiedenen Normen abgeschitzt werden:

2 B
|u—uld e < 3d 2 - uloo - A(d,n) = O(h?- [log h|*1) (2.27)
p
llu—ulDl, < @-2‘2"-|H|Q-A(d,n) = O(h* - [logh|™") (2.28)
d
lu—ul ||z < 27" Juls = O(h) (2:29)

2. 3(d—1)/2 . 4(d—1)

2.2.6 Effizienz der Diinngitterdarstellung

Die Anzahl der Basisfunktionen im Vollgitterraum V() ist gegeben durch (2.21),
die des Diinngitterraums V() durch (2.26). Damit erkennt man sofort, daf insbe-
sondere fiir hohere Dimensionen die Anzahl der Freiheitsgrade auf dem Diinnen
Gitter betrichtlich kleiner ist als die auf dem Vollgitter.

Der Interpolationsfehler in der Vollgitter- und Diinngitterdarstellung wurde in
(2.22)-(2.24) bzw. (2.27)-(2.29) in den verschiedenen Normen angegeben. Die
Ordnung des Interpolationsfehlers beim Vergleich der einzelnen Abschiatzungen
wird in der L.,- und Ly-Norm nur um einen Faktor |logh|?~! schlechter fiir den
Diinngitterinterpolanten, in der Energienorm bleibt die Ordnung gleich. Das be-
deutet, dalt die Diinngitterdarstellung eines Interpolanten, die erheblich weniger
Freiheitsgrade benotigt als die Vollgitterdarstellung, asymptotisch nur einen un-
wesentlich groferen Interpolationsfehler aufweist. Dieses ist der Grund, warum
der Gebrauch der Diinnen Gitter und der darauf basierenden Kombinationstech-
nik eine vielversprechende Verringerung des Rechenaufwands bei umfangreichen
Problemen darstellt.
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2.2.7 Hinzunahme der Randpunkte

Bisher wurden bei der Beschreibung der Eigenschaften des Diinngitterinterpolan-
ten nur Funktionen u € X(Q) betrachtet, die auf dem Gebietsrand 9 verschwin-
den. Eine Erweiterung auf Funktionen u € X () geschieht durch Hinzunah-
me von Basisfunktionen, die auf dem Gebietsrand ihr Maximum annehmen. Bei
Verwendung der Standard-Hutfunktionen sind dies Funktionen, deren Triger im
Prinzip iiber das Gebiet  hinausreichen, die aber nur im Gebiet Q definiert wer-
den. Die hierarchischen Teilrdume W, die mit (2.12) und (2.13) definiert wurden,
miissen erweitert werden durch Teilrdume, die diese Randfunktionen enthalten.

Zunichst definiert man die Multiindexmenge [ I

- , o 1,...,2% —1, i; ungerade :1; >0
I, := (7,1,...,7,d)‘zj:{ ! I L i=1,...,d
0,1 3lj:0

(2.30)

Die Funktionenraume I//I\/L sind eine Erweiterung der Raume W, weil sie auch
Randfunktionen enthalten konnen. Sie werden definiert durch:

W= span{ Gui

L>0,i€l,, j=1,...d} (2.31)

Die Basisfunktionen @,Z werden dhnlich wie die Funktionen ¢;; in (2.7) bis (2.9)
folgendermafen definiert:

~ d ~
dri(x) = I buy ()

j=1
Py (05) = hu, / [(J Yy, (35 +1) lj} N
0 : sonst
Supp($lj,ij) [l"l] i hl] s Xy iy + hlj ] ﬂ [¢)

s gilt W, = W, falls [; > 0 fiir alle j = 1,...,d.

Das Schema der hierarchischen Teilrdume (s. Abbildung 2.6 fiir den zweidimensio-
nalen Fall) wird durch ein erweitertes Schema der Teilrdume WL ersetzt. Analog
zur Definition des Raums V(> in (2.14) wird der Raum V,(>) definiert und analog
zur Definition des Raums V(! in (2.25) der Raum V,(1):

Ve = P W, v = P W (2.32)

llo<n 1 <n+d—1

In Abbildung 2.11 und 2.12 ist die Zusammensetzung dieser Funktionenrdume
exemplarisch fiir den zweidimensionalen Fall dargestellt. Dort sind die schwarzen
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S OSSO
0‘:::::“‘ 1

Abb. 2.9: Beispiele fiir Basisfunktionen am Gebietsrand:

~

®0,0),1,1) € Wio,0) » ®0,0),00,1) € W(o,o) ) ®(0,3),005) € I//I\/(0,3)

Punkte wiederum die Stiitzstellen der einzelnen hierarchischen Basisfunktionen.
Einige Beispiele fiir das Aussehen von Randbasisfunktionen in zwei Dimensionen
sind in Abbildung 2.9 gezeigt.

Die Stiitzstellen der Basisfunktionen des Raums ‘:/n(‘x’) bilden ein Vollgitter €,.
Die Stiitzstellen der Basisfunktionen des Raums V(Y bilden ein Diinnes Gitter
2¢. In Abbildung 2.10 sind einige Diinne Gitter im zweidimensionalen Raum

gezeichnet, wie sie durch das Schema in Abbildung 2.12 gebildet werden.

Abb. 2.10: Diinne Gitter €2¢ fiir : = 0,...,4 im zweidimensionalen Raum
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(0,0) (1,0) 2.0

0,1) (1,1) 2.1

0.2) 1.2) :
|2

7 ©0)

Abb. 2.11: Zusammensetzung des zweidimensionalen Raums ‘73(00)

Abb. 2.12: Zusammensetzung des zweidimensionalen Raums

(0,0) (1,0) (2,0
W W W
0,1) (1,1) 2.1
0.2) 1.2)
I2

\

(1)

Vv
3

‘73(1)
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2.2.8 Quadratische Basisfunktionen

Mit dem Multiindex L aus (2.30) lafst sich auch leicht eine hierarchische Basis mit
nicht mehr stiickweise linearen sondern quadratischen Basisfunktionen definieren.
Diese hierarchische Basis setzt sich zusammen aus den Teilrdumen W;:

WL = Span { al,i

ljZO,ZEL,jzl,...,d} (2.33)

Die Basisfunktionen $lz werden folgendermafen definiert:

o~ d ~
di(z) = I ¢y (x))
j=1

( 1 . :
_h_%j (ajj — (Zj — 1) hl].) (afj - (Zj + 1) hlj)

lj >0, T € [(ij—l)hlj, (Z]—Fl)hlj]

%z]-,z'j (z;) = xi—ihy Q
I— =7 =0, a5 €| (5= Dhy, (+Dhy | 0
L
\ 0 :  sonst
Supp(g)lj,ij) = I:xljaij - hlj » Tjiy + h’lﬂ' ] ﬂ Q

In Abbildung 2.13 sind die Stiitzstellen und die Grofe der Trager dieser Basis-
funktionen fiir den zweidimensionalen Fall skizziert. Die Basisfunktionen werden
gebildet (fiir I; > 0) als Tensorprodukte aus quadratischen eindimensionalen Ba-
sisfunktionen. Die quadratischen eindimensionalen Basisfunktionen nehmen am
Mittelpunkt ihres Triagers ihr Maximum 1 an, auf den beiden Randpunkten des
Tragers verschwinden sie. Durch diese drei Punkte sind die Basisfunktionen ein-
deutig festgelegt. Die eindimensionalen Basisfunktionen am Rand mit [; = 0
miissen lineare Funktionen sein, denn sie werden nur durch ihr Maximum an ih-
rer Stiitzstelle auf dem Rand sowie durch das Verschwinden am anderen Rand
des Trégers eindeutig bestimmt.

Die Abbildung 2.14 zeigt die Gestalt der quadratischen Basisfunktionen in ver-
schiedenen zweidimensionalen Rdumen ;. Die Randbasisfunktionen haben an
den Gebietsecken dieselbe Gestalt wie bei den stiickweise linearen Basisfunktio-
nen, ansonsten werden sie gebildet als Tensorprodukt einer linearen und einer
quadratischen eindimensionalen Basisfunktion (vgl. Abbildung 2.9).

Ein Diinngitterinterpolant, der aus den stiickweise linearen Basisfunktionen gebil-
det wird, besitzt in der L,,- und Ly-Norm einen Interpolationsfehler der Ordnung
O(h*-|log h|4=1), in der Energienorm einen Interpolationsfehler der Ordnung O(h)
(vgl. (2.27) bis (2.29)). In [4] wird gezeigt, dak ein Diinngitterinterpolant, der als
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Abb. 2.13: Stiitzstellen der Basisfunktionen 5;1 in den zweidimensionalen Réu-
men VT/(MQ). Die Basisfunktionen selbst werden gebildet als Tensorprodukte aus
den oben und links skizzierten quadratischen (bzw. fiir [; = 0 linearen) eindimen-
sionalen Basisfunktionen.
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Abb. 2.14: Quadratische Basisfunktionen der Raume W(l,l), W), Wiz

Linearkombination aus Basisfunktionen héherer Ordnung gebildet wird, in den
verschiedenen Normen ebenfalls einen Interpolationsfehler hoherer Ordnung be-
sitzt. Fiir die quadratischen Basisfunktionen hat der Interpolationsfehler in der
Leo- und Lo-Norm die Ordnung O(h? - [logh|¢!) und in der Energienorm die
Ordnung O(h?).
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Kapitel 3

Kombinationstechnik

Im vorherigen Kapitel wurden ausgehend vom Problem der Funktionsdarstellung
hierarchische Basen und Diinngitterriume beschrieben. Das Verhéltnis der An-
zahl der Freiheitsgrade zum Interpolationsfehler fiihrte auf die mit den Diinnen
Gittern verbundene Effizienzsteigerung.

Das Berechnen von N#herungslosungen fiir partielle Differentialgleichungen, wie
sie bei stromungsmechanischen Problemen in Form der Navier-Stokes-Gleichungen
auftreten, geschieht durch Diskretisierung der Gleichungen und durch Losen des
daraus resultierenden Gleichungssystems. Die Diskretisierung der Gleichungen
erfolgt dabei zumeist auf strukturierten Gittern, die als Vollgitter bezeichnet
werden. Um zu einer Problemlosung auf einem Diinnen Gitter zu gelangen, gibt
es prinzipiell zwei unterschiedliche Vorgehensmoglichkeiten:

e Man programmiert einen Losungsalgorithmus, der direkt auf den Diinngit-
terpunkten arbeitet. Eventuell schon vorhandene Programme, die eine Pro-
blemlosung auf einem Vollgitter berechnen, miissen somit umgeschrieben
bzw. vollig neu entworfen werden. Die fiir eine Diinngitterlosung notigen
Algorithmen sind in der Regel wesentlich komplizierter als die Algorithmen
zur Berechnung einer Vollgitterlosung.

e Eine andere Moglichkeit besteht darin, verschiedene Vollgitterlésungen in
einer geeigneten Linearkombination zu kombinieren und so eine Ndherungs-
16sung auf einem Diinnen Gitter zu erhalten. Dieser Ansatz wird Kombina-
tionstechnik genannt; die so erhaltene Losung heilkt Kombinationsldsung.

Die Kombinationslosung ist in der Regel nicht identisch mit der Losung, die di-
rekt auf dem Diinnen Gitter berechnet wird. Unter gewissen Voraussetzungen, die
man fiir die Losung der partiellen Differentialgleichung annehmen mufl, besitzt
der Fehler der Kombinationslosung aber dieselbe Ordnung wie der Diinngitterin-
terpolant [14].
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In diesem Kapitel werden die grundlegenden Formeln der Kombinationstechnik
zusammengestellt. Die Bildung eines Kombinationsgitters durch Ausdiinnung des
Vollgitters wird beschrieben, und die Kombinationsformeln fiir den Ausdiinnungs-
parameter umgeschrieben. Fiir stromungsmechanische Probleme besitzt der zwei-
und dreidimensionale Fall eine Bedeutung. Daher werden die Formeln insbesonde-
re fiir diese Dimensionen angegeben und einige interessierende Werte in Tabellen
zusammengefafst. Weil in den spéteren Anwendungen die Funktionen, die auf
Vollgittern oder Diinnen Gittern betrachtet werden, immer Naherungslosungen
von Differentialgleichungen sind, wird zumeist von Vollgitterlosungen bzw. Lo-
sungen auf dem Dinnen Gitter gesprochen, womit eine dort gegebene Funktion
gemeint ist.

3.1 Prinzip der Kombinationstechnik

Zunichst erfolgt eine Zusammenstellung der im weiteren benutzten Nomenklatur:

e Der Funktionenraum V(") wurde in (2.32) definiert. Die Stiitzstellen simt-
licher Basisfunktionen dieses Funktionenraums bilden ein Diinnes Gitter,
das man mit €2 bezeichnet. Fiir den zweidimensionalen Fall wurden in
Abbildung 2.10 einige Diinne Gitter dargestellt.

e Das Vollgitter auf dem Einheitsgebiet Q = [0, 1] mit Maschenweiten h; :=
(hyyoooyhyy) = (270, ...,27%) 1, € Ng, j = 1,...,d bezeichnet man mit
QL' Es gllt |£|1 = Z?:l lj

e Der Raum der beziiglich der Gitterpunkte von }; d-dimensionalen stiickwei-
se multilinearen Funktionen ist V;. Darin sind als Basisfunktionen auch die
Randfunktionen enthalten im Gegensatz zum Funktionenraum Vj in (2.10).

e Eine Funktion u; € ‘A/L ist eine auf dem Vollgitter €2; gegebene oder berech-
nete Funktion. Dabei kann es sich beispielsweise um eine Ndherungslosung
einer partiellen Differentialgleichung handeln.

e Das regelmdfige Vollgitter wird definiert durch €, := Q, . ,). Der zugeho-
rige Funktionenraum ist V;, := V, ). Eine auf dem Gitter €2, gegebene
Funktion ist u,, € ‘A/n

Das Prinzip der Kombinationstechnik ist, durch eine geeignete Linearkombination
verschiedener Vollgitterlosungen wu; eine Losung uf, auf dem Diinnen Gitter €2
zu berechnen. Die Losung uf, heifst Kombinationslosung. Die Kombinationsformel
zur Bildung der Linearkombination lautet:

u = jz:::(—lv(d‘.l) S w 3)

J |I1=n—j
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Abb. 3.1: Prinzip der Linearkombination zur Bildung der Kombinationslosung
u§ im zweidimensionalen Raum

Die Indizes der zweiten Summe in (3.1) laufen im Vergleich zu anderen Arbeiten
[14, 17, 23] iiber einen anderen Zahlenbereich, weil sich die in dieser Arbeit ver-
wendete Definition der Diinnen Gitter mit ihren zugehorigen Randpunkten von
den anderen Arbeiten unterscheidet.

Im zweidimensionalen Fall lautet die Kombinationsformel (3.1):

UWm) = Do Ulib) ™ D Uiyl (3.2)

l1+la=n l1+ls=n—1

Im dreidimensionalen Fall lautet sie:

u?n,n,n) - Z Ul l15) = 2 Z Uiyl lg) T Z U(lyl2,l3) (3.3)

li+la+l3=n l1+la+l3=n—1 l1+la+l3=n—2

Im folgenden wird man von der ,Kombination, Linearkombination oder Super-
position von Gittern* sprechen. Dies sind lediglich verkiirzende Ausdriicke, die
eigentlich bedeuten, dafs man aus auf den verschiedenen Gittern gegebenen oder
als Naherungslosung berechneten Funktionen eine Linearkombination bildet und
so eine Losungsfunktion auf einem Kombinationsgitter erhilt.

In Abbildung 3.1 ist schematisch die Superposition der verschiedenen vollen Git-
ter zur Bildung der zweidimensionalen Kombinationslosung u$ dargestellt. Mit
der Kombinationsformel (3.2) ergibt sich fiir u$:

uy = U(2,0) + U(1,1) + U0,2) — U(1,0) — U(0,1)

In Abbildung 3.2 wird veranschaulicht, wie die verschiedenen Diinnen Gitter ()¢
im zweidimensionalen Raum durch die Uberlagerung der vollen Gitter entstehen.
Das mehrfache Auftreten gewisser Gitterpunkte in der Linearkombination wird
durch die Gitter, die mit negativem Faktor eingehen, wieder ausgeglichen.
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Abb. 3.2: Prinzip der Kombinationstechnik im zweidimensionalen Raum
3.2 Kombination mit Ausdiinnung

Bei der Diinngitterinterpolation wird in ein Raumgebiet ) ein Diinnes Gitter Q¢
gelegt, das entscheidend weniger Gitterpunkte enthilt als ein Vollgitter €2,,, aber
durch das der auftretende Interpolationsfehler nur geringfiigig vergrofert wird.
Eine Vergroferung von n bedeutet bei der Notation fiir die Gitter immer eine
Verfeinerung, also eine Verkleinerung der Maschenweiten des Vollgitters bzw. des
Diinnen Gitters. Wird iiber ein Gebiet, wie es fiir eine Stromungssimulations-
rechnung typisch sein konnte, ein Diinnes Gitter Q¢ gelegt (vgl. beispielsweise
Abbildung 3.2 oben), so ist dieses in aller Regel zu grob, um das Geschwin-
digkeitsfeld der Strémung genau genug beschreiben zu kénnen. Daher wird hier
bei der Anwendung der Kombinationstechnik ein anderes Vorgehen notwendig:
Ausgangspunkt ist ein Vollgitter €2,,, das gewohnlich fiir die Problemberechnung
verwendet werden wiirde. Dieses Gitter habe zunéchst in jeder Raumrichtung
dieselbe Maschenanzahl. Man berechnet nun aber nicht die Losung auf dem Voll-
gitter, sondern bildet eine Linearkombination von Lésungen, die man auf ver-
schiedenen groberen Gittern berechnet hat. Diese groberen Gitter erhilt man
aus dem Vollgitter durch Weglassen von Gitterpunkten in den unterschiedlichen
Raumrichtungen, was im folgenden als Ausdinnung bezeichnet wird.

Formal 14ft sich dieses Vorgehen folgendermafen beschreiben: Das volle Gitter
sei 2, und u, € V,, eine darauf gegebene Funktion oder berechnete Naherungslo-
sung. Man definiert zur Dimension d die vom Ausdiinnungsparameter s abhiangige
Multiindexmenge I;:

15 = { (ki ko, k) | |kl = dn—(d—=1)s, n—s < k; <m, j=1,....d} (3.4)
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Abb. 3.3: Prinzip der Kombinationstechnik durch Ausdiinnung im zweidimen-
sionalen Raum

Mit dieser Multiindexmenge I;} 14t sich die Kombinationsformel zur Bildung der
Kombinationslésung u; schreiben:

0 = jié(—l)j(d‘.l) > ow (35

] o
kel

Das Gitter, auf dem die Losung u; als Linearkombination berechnet wird, ist
ein ausgedinntes volles Gitter, das mit €2} bezeichnet wird. Der Parameter s be-
schreibt dabei den Ausdinnungsgrad. Fir s < 0 ist die Indexmenge I in (3.4)
leer, so dafs dafiir die zweite Summe in der Kombinationsformel (3.5) verschwin-
det. Fiir s = 0 ergibt sich das volle Gitter €2,,, fiir s = n das normale Diinne Gitter
(2¢. Die Folge der entstehenden Kombinationsgitter ist fiir den zweidimensionalen
Raum mit n = 3 in Abbildung 3.3 schematisch dargestellt.

In Abbildung 3.4 wird der Zusammenhang zwischen den Kombinationsformeln
(3.1) und (3.5) wiederum fiir den zweidimensionalen Raum verdeutlicht: Das
Schema im Beispiel beinhaltet alle vollen Gitter €, ;,y mit 0 < [;,l; < 4. Die
normalen Diinnen Gitter Q¢ werden gebildet mit der Formel (3.1). Sie setzen
sich fiir n > 0 zusammen aus der Linearkombination von Gittern, die im Schema
auf jeweils zwei benachbarten Diagonalen liegen. Fiir grofer werdendes n wan-
dern diese Diagonalen vom Ursprung des [;-l5-Systems weiter nach aufen. Fiir
das Kombinationsgitter €25 sind exemplarisch die in die Linearkombination ein-
gehenden fiinf Gitter in der Abbildung durch zwei gestrichelte Linien eingegrenzt
(vgl. dazu Abbildung 3.1). Das vollste Gitter im Schema ist §2(4,4). Von diesem
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Abb. 3.4: Zusammenhang zwischen der Kombinationsformel (3.1) und der Kom-
bination durch Ausdiinnung (3.5) im zweidimensionalen Raum

ausgehend werden die ausgediinnten Gitter 2§ nach Formel (3.5) gebildet. Die
in die Linearkombination eingehenden Gitter liegen fiir s > 0 wiederum auf be-
nachbarten Diagonalen, die fiir groffer werdendes s auf den Ursprung des Systems
zuwandern. Fiir das Kombinationsgitter Q=2 sind exemplarisch die in die Line-
arkombination (3.5) eingehenden Gitter in der Abbildung durch zwei gestrichelte
Linien eingegrenzt. Eine Vereinfachung des Schemas aus Abbildung 3.4 wird in
Abbildung 3.5 dargestellt: Jedes Kombinationsgitter wird gebildet als Linearkom-
bination von verschiedenen anderen groben Gittern, die in dem quadratischen
Schema angeordnet sind. Jedes kleine Quadrat stellt ein einzelnes grobes Gitter
dar mit verschiedenem ([y,l5), beginnend bei (0,0) in der linken oberen Ecke. Die
Bildung der Linearkombination kann man somit kurz schreiben, indem man jedes
in ihr vorkommende grobe Gitter durch den jeweiligen Vorfaktor markiert.



3.3. (itter fiir Stromungsberechnungen 31

I

Abb. 3.5: Schema zur Bildung der Kombinationsgitter 25=° bis (5=*

Das volle Gitter sei nun ); mit unterschiedlichen Maschenweiten in den verschie-
denen Raumrichtungen, die durch [ festgelegt sind. Eine darauf gegebene Funk-
tion oder berechnete Naherungslosung sei u; € f@ Man definiert zur Dimension
d einen verallgemeinerten Multiindex ;'

L7 o= { (k1 koo k) [k = L = (d = 1)s, i —s <h; <1, j=1,....d}
(3.6)

Mit diesem Multiindex [} und dem d-Tupel 1 = (1,1,...,1) sowie j -1 =
(4,7, -.,7) 1kt sich die Kombinationsformel zur Berechnung der Kombinations-
l6sung uj auf dem Gitter ()] folgendermaken schreiben:

i =X)L w (3.7

N el

In Abbildung 3.6 ist ein Beispiel fiir diese Kombinationsformel im zweidimensio-
nalen Raum gezeigt. Beispielsweise folgt aus der Formel (3.7) fiir die Losung ufgzg)
auf dem Gitter Q{33

§=2

Uy = U(0) T U1) T U2) — UR0) — U(L)

—~

3.3 Gitter fiir Stromungsberechnungen

Bisher wurde stets das Berechnungsgebiet Q = [0,1]? mit einem Vollgitter ©,
bzw. ; und den Kombinationsgittern €2, €22 bzw. (2] betrachtet. Im folgenden
soll die Kombinationstechnik auf stromungsmechanische Probleme angewandt
werden. Dabei werden strukturierte, orthogonale, zwei- und dreidimensionale Git-
ter mit unterschiedlichen physikalischen Abmessungen und unterschiedlichen Ma-
schenweiten in den einzelnen Koordinatenrichtungen verwendet. Mit L; als der
physikalischen Léange des d-dimensionalen Berechnungsgebiets in der Raumrich-
tung j, j =1,...,d, und mit N; als der Anzahl der Maschen in dieser Richtung
ergibt sich die Maschenweite h; = L;/N; in j-Richtung.
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Abb. 3.6: Prinzip der Kombinationstechnik im zweidimensionalen Raum fiir ein
Vollgitter (39

Das prinzipielle Vorgehen zur Untersuchung der Anwendbarkeit der Kombinati-
onstechnik fiir Stromungsberechnungen ist, dafs eine mit der Kombinationstech-
nik erhaltene Losung mit einer auf einem Vollgitter erhaltenen Losung verglichen
wird. Berechnet werden dabei die stromungsmechanischen Grofen Geschwindig-
keit und Druck mit einem Programm zur Losung der entsprechenden Gleichun-
gen. Ein solches Programm wird im folgenden als Stromungsléser bezeichnet. Die
Diskretisierung auf dem Vollgitter muft dabei so fein sein, dafs alle physikalischen
Phénomene hinreichend gut aufgeldst werden. Um eine Kombinationslésung zu
erhalten, wird das Vollgitter in den verschiedenen Raumrichtungen geeignet aus-
gediinnt und anschliefend wird auf den groben Gittern gerechnet. Um die Aus-
diinnung des Vollgitters allerdings durchfithren zu kénnen, muf fiir die Anzahl
der Maschen N; in dem Vollgitter eine Zerlegung der folgenden Art gelten:

Nj = m;-2" wobei n festfiirallej und m;eN (3.8)

Ein solches Vollgitter kann in jeder Richtung um einen Faktor 2" ausgediinnt
werden. Die absolute Anzahl der Maschen des Gitters wird dabei in jeder Raum-
richtung durch den Vorfaktor m; variiert. Die Kombinationsformel (3.5) mit dem
Multiindex I* aus (3.4) und dem Ausdiinnungsparameter 0 < s < n ist fiir ein
solches Gitter anwendbar, wobei man nun die Multiindexkomponenten auf den
Exponenten des Faktors 2" in (3.8) beziehen muf.

3.4 Berechnung der Ausdiinnungsindizes

Man betrachtet ein Vollgitter, das die Bedingung (3.8) fiir die Anzahl der Ma-
schen in den verschiedenen Raumrichtungen erfiillt. Wie beschrieben ist die Kom-
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binationsformel (3.5) mit der Multiindexmenge I aus (3.4) anwendbar. Fiir die
folgenden Untersuchungen ist es sinnvoll, die in die Kombinationsformel einge-
henden gréberen Gitter als ausgediinnte Vollgitter zu betrachten Dies wird im
folgenden niher beschrieben.

In die Kombinationsformel (3.5) geht die Multiindexmenge I in der Form If;g
mit j =0,...,d — 1 ein. Ein d-Tupel k = (ky,...,kq) € I} wird in (3.4) durch
zwei Bedingungen festgelegt:

i k=3 ki=dn—j)-(d-1)(s—j)=dn—(d=1)s—j (3.9)

i=1
2: n—j)—(s—j)<k<(n—j) mit i=1,...,d (3.10)

Durch Umformung erhélt man hieraus folgende Bedingungen:

1: Zd:(n—ki):(d—l)Sij (3.11)

2: j<(n—k)<s mit i=1,...,d (3.12)

Die Groke a; := n — k; nennt man Ausdinnungstiefe in Raumrichtung 7. Maxi-
male Ausdiinnung in Richtung ¢ liegt vor fiir a; = n mit k; = 0, minimal ist sie
fiir a; = 0 mit k; = n. Das Tupel a = (ay, .. ., aq) beschreibt somit, durch welche
Potenzen von 2 die Maschenanzahlen der verschiedenen Raumrichtungen eines
Vollgitters dividiert werden, um ein grobes Gitter, also ein ausgediinntes Voll-
gitter zu erhalten. Daher heifit das Tupel im folgenden auch Ausdinnungsindex.
Die Gesamtausdiinnungist A := Y% | a;. Weil ausschlieflich der zwei- und dreidi-
mensionale Fall fiir die stromungsmechanischen Anwendungen von Interesse sind,
werden diese im folgenden genauer untersucht.

Dreidimensionaler Fall:
Fiir den dreidimensionalen Fall lautet die Kombinationsformel (3.5):

upi = > w =2 > w + Y (3.13)

kel R kel?

Der in (3.5) und damit in (3.9) bzw. (3.10) vorkommende Index j nimmt hier
in den einzelnen drei Summen die Werte 0,1 bzw. 2 an. Die Bedingungen (3.11)
und (3.12) lauten fiir drei Dimensionen:

1: A=a1+ay+az3=2s+7 (3.14)
2: j<ap,az, a3 <s (3.15)
Folgende Prozedur berechnet dann fiir einen gegebenen Ausdiinnungsparameter

s alle Ausdiinnungsindizes (a1, a9, a3) der in den drei Summen in der Kombi-
nationsformel (3.13) vorkommenden Gitter und gibt diese zusammen mit dem
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Linearkombinationskoeffizienten (+1 bzw. —2) aus:

input(s);

for ( j=0; j<=2; j+t+ ) {
if (j==1) { koeff = -2; } else { koeff = +1; }
A = 2xs+j;
for (al = s ; al >= A-2%s ; al- ) {

for (a2 = s ; a2 >= A-s-al ; a2- ) {
a3 = A-al-a2;
print (koeff,al,a2,a3);

}

}

Die Anzahl der in der Linearkombination vorkommenden Gitter kann man mit
der Gesamtausdiinnung A = A(s,j) = 2s + j in (3.14) in Anlehnung an die
Schleifen in der obigen Prozedur fiir den dreidimensionalen Fall folgendermafsen
berechnen:

D)= > > 1= 5 25—A+1+k)
k=A-2s |=A—s—k k=A-2s
= Bs—A+1) (25— A+1)+45)
3

= (Bs—A+1)(3s-34+1)
= L(s—Jj+1)(s—j+2)

In drei Dimensionen nimmt j bei IZ:;- fiir die drei einzelnen Summen in der
Kombinationsformel (3.13) die Werte 0, 1,2 an. Es folgt somit fiir die Anzahl der
in diese Summen eingehenden Gitter sowie fiir deren Gesamtanzahl:

LO(s5,0) = (s +1)(s+2), LB (s,1) = Ls(s + 1), LO)(5,2) = (s — 1)5 (3.16)
LO(s5,0) 4+ L) (5,1) + L®)(s5,2) = 3(s> +5) + 1 (3.17)

Das Vollgitter besitze N Gitterpunkte. Dann besitzt ein grobes Gitter, das in die
Linearkombination (3.13) eingeht, in etwa N/20110ztas = N/225%7 Gitterpunkte,
wenn man von einer Ungenauigkeit hervorgerufen durch die Gebietsrandpunk-
te absieht. j nimmt dabei wie oben in Abhéngigkeit der jeweiligen Summe in
der Kombinationsformel die Werte 0,1,2 an. Die feinsten aller vorkommenden
groben Gitter haben demnach N/2% Gitterpunkte. Die gesamte Anzahl Nggg’g(s)
aller in die Linearkombination eingehenden Gitterpunkte berechnet sich somit
folgendermafsen:

. N
Ng(s) = 30

Jj=0

1 /7 13
LB (s, 4) = N-—(— 2, = 1) 3.18
(s,7) \gs tgst (3.18)
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In Tabelle 3.1 wird dargestellt, wie sich in Abhéngigkeit vom Ausdiinnungspara-
meter s die Anzahlen der Gitterpunkte der groben Gitter bei einer Kombinati-
onsrechnung verhalten: Die Gesamtanzahl aller Gitter in der Linearkombination
(3.13) berechnet sich mit (3.17), die Gesamtanzahl aller Gitterpunkte der gro-
ben Gitter im Vergleich zum Vollgitter berechnet sich mit (3.18). Der Nutzen
der Kombinationstechnik wird in dieser Tabelle offensichtlich: Die Gesamtanzahl
aller Gitterpunkte in allen groben Gittern nimmt mit zunehmendem Ausdiin-
nungsparameter s sehr schnell ab. Das feinste der groben Gitter hat nur noch
einen Bruchteil der Gitterpunkte des Vollgitters. Der Speicherplatzbedarf und
Rechenzeitbedarf zur Losung der Einzelprobleme nimmt dementsprechend beim
Einsatz der Kombinationstechnik stark ab.

Wenn der Ausdiinnungsparameter von s auf s + 1 vergrofert wird, nimmt die
gesamte Anzahl aller in die Linearkombination eingehenden Gitterpunkte asym-
ptotisch fiir grofe s um einen Faktor I ab, weil mit (3.18) folgendes gilt:

N@(s+1) 1
Nyeals +1) ~ = fiir groke s (3.19)
N (s) 4

Die Tabelle 3.2 stellt zusammen, welche groben Gitter in die Linearkombination in
Abhéngigkeit vom Ausdiinnungsparameter s eingehen: Dort sind die Anzahl der
Gitter in den einzelnen Summen in (3.13), der Vorfaktor sowie die Ausdiinnungs-
indizes fiir das Vollgitter angegeben. Diese Tabelle stellt somit alle Informationen
zusammen, die fiir eine Kombinationsrechnung in der Praxis von Bedeutung sind.
Die Tabelle kann fiir s > 5 natiirlich fortgesetzt werden, indem man die oben an-
gegebene Prozedur zur Berechnung der Ausdiinnungsindizes in drei Dimensionen
fiir s > 5 aufruft.

Gesamtanzahl aller  Gitterpunktanzahl

Ausdiinnungs- Gesgmtan?al:il aller Gitterpunkte im des feinsten groben
parameter L 1t’lc{er IE' er Vergleich zum Gitters im Vergleich
s mearkombination Vollgitter zum Vollgitter
0 1 1 (100.0%) 1 (100.0%)
1 4 7/8 (87.5%) 1/4 (25.0%)
2 10 31/64 (48.4%) 1/16 (6.3%)
3 19 55/256 (21.5%) 1/64 (1.6%)
4 31 43/512 (8.4%) 1/256 (0.4%)
5 46 31/1024 (3.0%) 1/1024 (0.1%)

Tabelle 3.1: Speicherbedarf fiir die groben Gitter bei einer Kombinationsrech-
nung im Dreidimensionalen
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Tabelle 3.2: Ubersicht iiber die zum Ausdiinnungsparameter s gehrenden Gro-

fsen bei einer Kombinationsrechnung im Dreidimensionalen:

Anzahl der in die einzelnen Summen in (3.13) eingehenden Gitter, Linearkombi-

nationskoeffizient (+1 bzw. —2) und die zugehorigen Ausdiinnungsindizes
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Zweidimensionaler Fall:
Im zweidimensionalen Fall lautet die Kombinationsformel (3.5):

o= Y w - Y w (3.20)

kel kers!

Der in (3.9) bzw. (3.10) vorkommende Index j nimmt hier in den beiden Sum-
men die Werte 0 bzw. 1 an. Die Bedingungen (3.11) und (3.12) lauten fiir zwei
Dimensionen:

1: A=a1+ay=s5+] (3.21)
2: j<ai,ay<s (3.22)

Folgende einfache Prozedur berechnet dann fiir den Parameter s alle Ausdiin-
nungsindizes (a1, az) der in den beiden Summen in der Kombinationsformel (3.20)
vorkommenden Gitter und gibt diese mit dem Linearkombinationskoeffizienten
(+1 bzw. —1) aus:

input(s);
for ( j=0; j<=1; j++) {
if (j==1) { koeff = -1; } else { koeff = +1; }
A = s+j;
for (al = s ; al >= A-s ; a1l- ) {
a2 = A-al;
print (koeff,al,a2);
+

Wiederum kann man die Anzahl der in der Linearkombination vorkommenden
Gitter mit der Gesamtausdiinnung A = A(s,j) = s + j in Anlehnung an die
innere Schleife in der obigen Prozedur berechnen:

S

LO(s,5) = Y 1=2s—A+1=s5—j+1
k=A—s

In zwei Dimensionen nimmt j bei [sig- fiir die beiden einzelnen Summen in der
Kombinationsformel (3.20) die Werte 0 und 1 an. Es folgt somit fiir die Anzahl
der in diese Summen eingehenden Gitter sowie fiir deren Gesamtanzahl:

L®(5,0) =541, L®(s,1) =5 (3.23)

L®(5,0) + L@ (5,1) =25+ 1 (3.24)
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Das zweidimensionale Vollgitter besitze N Gitterpunkte. Dann besitzt ein grobes
Gitter, das in die Linearkombination (3.20) eingeht, in etwa N/2%702 = N/25tJ
Gitterpunkte, wenn man von einer Ungenauigkeit hervorgerufen durch die Ge-
bietsrandpunkte absieht. 7 nimmt dabei wie oben in Abhingigkeit der jeweiligen
Summe in der Kombinationsformel die Werte 0 bzw. 1 an. Die feinsten aller vor-
kommenden groben Gitter haben demnach N/2° Gitterpunkte. Die gesamte An-
zahl N(2)(s) aller in die Linearkombination eingehenden Gitterpunkte berechnet

ges
sich somit folgendermafien:

N3 (s) = 213 N L3 (s,5) = N-i(§s+1> (3.25)
" 0 2V ’ 25 \ 2 '

In Tabelle 3.3 wird dargestellt, wie sich in Abhingigkeit vom Ausdiinnungspara-
meter s die Anzahlen der Gitterpunkte der groben Gitter bei einer Kombinati-
onsrechnung verhalten: Die Gesamtanzahl aller Gitter in der Linearkombination
(3.20) berechnet sich nach (3.24), die Gesamtanzahl aller Gitterpunkte der gro-
ben Gitter im Vergleich zum Vollgitter berechnet sich mit (3.25). Die Tabelle
3.4 stellt analog zur Tabelle 3.2 alle wichtigen Grofsen zusammen, die fiir eine
Kombinationsrechnung im Zweidimensionalen wichtig sind.

Wird im Zweidimensionalen der Ausdiinnungsparameter von s auf s 4+ 1 vergro-
fsert, so nimmt die gesamte Anzahl aller in die Linearkombination eingehenden
Gitterpunkte asymptotisch fiir grofe s um einen Faktor % ab, weil mit (3.25)
folgendes gilt:

N@(s+1) 1
M S fiir grofse s (3.26)
Nézg(s) 2

Gesamtanzahl aller  Gitterpunktanzahl

Ausdiinnungs- Gesgmtan?al:il aller Gitterpunkte im des feinsten groben
parameter L 1t’lc{er IE' er Vergleich zum Gitters im Vergleich
s mearkombination Vollgitter zum Vollgitter
0 1 1 (100.0%) 1 (100.0%)
1 3 5/4 (125.0%) 1/2 (50.0%)
2 5 1 (100.0%) 1/4 (25.0%)
3 7 11/16 (68.8%) 1/8 (12.5%)
4 9 14/32 (43.8%) 1/16 (6.3%)
5 11 17/64 (26.6%) 1/32 (3.1%)

Tabelle 3.3: Speicherbedarf fiir die groben Gitter bei einer Kombinationsrech-
nung im Zweidimensionalen
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s=0
1 +1 1 (0, 0)
s=1
2 +1 | (1, 0), (0, 1)
1 -1 (1, 1)
s=2
3 +1 1 (2,0), (1, 1), (0, 2)
2 —-11(2,1),(1,2)
s=3
4 | +1](3,0),(21),(1,2),(0,3)
3 -11(3,1),(2,2), (1, 3)
s—4
5 +1 1 (4,0), (3, 1), (2,2), (1, 3), (0, 4)
4 —-114,1),(3,2), (2, 3), (1, 4)
s=5H
6 +1 1 (5,0), (4, 1), (3, 2), (2, 3), (1, 4), (0, 5)
5 -1 (5,1), (4,2), (3, 3), (2,4), (1, 5)

Tabelle 3.4: Ubersicht iiber die zum Ausdiinnungsparameter s gehérenden Gro-

fsen bei einer Kombinationsrechnung im Zweidimensionalen:

Anzahl der in die einzelnen Summen in (3.20) eingehenden Gitter, Linearkombi-

nationskoeffizient (+1 bzw. —1) und die zugehorigen Ausdiinnungsindizes
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Kapitel 4

Interpolationsfehler bei
Kombinationslosungen

Die Anwendbarkeit der Kombinationstechnik soll fiir stromungsmechanische Pro-
bleme untersucht werden. Dazu muf die Qualitdt von Kombinationslosungen be-
urteilt werden. Das kann entweder durch Vergleich mit den exakten Problemlo-
sungen geschehen, wenn man diese kennt, oder durch Vergleich mit Lésungen,
die auf den zugehorigen Vollgittern berechnet werden. In diesem Kapitel wird
zunachst zusammengestellt, welche Vorgehensweisen beim Vergleich von Losun-
gen auf unterschiedlichen Gittern mdoglich sind. Anschlieffend wird gezeigt, wie
man mit Hilfe von Taylorreihenentwicklungen und Interpolationssternen den In-
terpolationsfehler, der bei der Interpolation einer Kombinationslosung auf das
zugehorige Vollgitter auftritt, berechnen kann.

4.1 Losungsfehler

Bei der numerischen Berechnung von Stromungen sind die das System beschrei-
benden Grundgleichungen gekoppelte partielle Differentialgleichungen. Diese wer-
den im Raum und in der Zeit diskretisiert. Anschlieftend wird das algebraische
Gleichungssystem der diskretisierten Gleichungen gelost. Der auftretende Fehler
der berechneten Losung setzt sich zusammen aus einem Diskretisierungsfehler
und einem Fehler, der beim Losen des Gleichungssystems auftritt [10, 9]. Der
Diskretisierungsfehler ist die Differenz der exakten Losung des Differentialglei-
chungssystems und der exakten Losung des aus der Diskretisierung entstehenden
algebraischen Gleichungssystems. Er ist abhéngig von der gewihlten Diskretisie-
rungsmethode sowie von der Feinheit des numerischen Gitters. Der Fehler beim
Lésen des Gleichungssystems ist die Differenz der exakten Losung des algebrai-
schen Gleichungssystems und seiner berechneten numerischen Losung. Er setzt
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sich zusammen aus den Rundungsfehlern und den Abbruchkriterien bei den ein-
gesetzten iterativen Verfahren.

Eine Bestimmung des Losungsfehlers ist nur moglich, wenn man die exakte Lo-
sung des Differentialgleichungssystems kennt. Diese ist aber mit Ausnahme von
sehr einfachen stromungsmechanischen Problemen nicht bekannt. Daher wird im
folgenden die Kombinationslosung immer mit einer Vollgitterlésung verglichen,
die man als hinreichend genau annimmt.

Durch systematische Verfeinerung des numerischen Gitters und der Zeitschritt-
weite im Losungsalgorithmus kann der bei der Vollgitterlosung auftretende Lo-
sungsfehler geschitzt werden: Bei einem Verfahren 1. Ordnung ist der auftretende
Losungsfehler £ proportional zur Gittermaschenweite bzw. zur Zeitschrittweite,
bei einem Verfahren 2. Ordnung proportional zu deren Quadraten. Sei u die ex-
akte, aber nicht bekannte Losung des Problems. Dann erhélt man bei der Berech-
nung von Losungen auf Gittern mit Maschenweiten 2h, h und h/2 die Ndherungen
Uop = U+ Egp, U, = U+ Ep bZW. up/2 = u+ep/2. Der Losungsfehler €, kann damit
geschétzt werden:

1. Ordnung: ugp — up = €op — € = 2(en — €ny2) = 2(up — uny2)
und g5, & 95 — &
2. Ordnung:  ugp — up = gop — ep R 4(ep — eny2) = 4(up — Unj2) (4.1)

und &, & L(eon —en)

4.2 Vergleich von Vollgitterlosungen

Es werden spéter Losungen auf Vollgittern mit unterschiedlichen Maschenweiten
berechnet, um eine Abschétzung fiir den Diskretisierungsfehler zu erhalten. Eine
Vollgitterlosung uy, auf dem Gitter €2, mit Maschenweite h in jeder Raumrichtung
hat mehr Punkte, an denen eine Losung berechnet wird, als eine Losung usoy, auf
dem Gitter {255, mit Maschenweite 2h. Der Vergleich dieser zwei Vollgitterlosungen
kann auf unterschiedliche Weise geschehen:

e Man interpoliert die Losung ug, auf das feinere Gitter 2, mit einer ge-
eigneten Interpolationsmethode. Dann berechnet man die Abweichung der
Losungen auf den Gitterpunkten des feineren Gitters €2, in einer diskreten
Norm.

e Man berechnet die Abweichung der Losungen in einer diskreten Norm nur
auf den Gitterpunkten, die rdumlich betrachtet beide Vollgitter gemeinsam
besitzen. Dies sind die Gitterpunkte von §25,.
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U Usn Uy U

o 2

Abb. 4.1: Vorgehensweisen beim Vergleich von Vollgitterlésungen: die Vollgitter-
16sung usp, wird auf alle Punkte des Gitters von uy, interpoliert und dort verglichen
(links), oder die Vollgitterlosung u;, wird ausgediinnt und an allen Punkten des
Gitters von ug, mit dieser Losung verglichen (rechts)

Diese beiden unterschiedlichen Vorgehensweisen sind in Abbildung 4.1 fiir den
zweidimensionalen Fall skizziert. I, stelle den Operator dar, der eine auf einem
groberen Gitter gegebene Losung auf das Gitter €2, interpoliert bzw. eine auf
einem feineren Gitter gegebene Losung durch Weglassen von Gitterpunkten auf
das Gitter €2, iiberfiihrt. P, sei ein Laufindex iiber alle Gitterpunkte vom Gitter
Q, und #P, sei deren Gesamtanzahl. Dann kann man beispielsweise mit der
diskreten Ls-Norm einen Fehler ¢, den diskreten Lo-Fehler, berechnen:

1/2
en = (ﬁ %;(uh(Ph)—([hugh)(Ph))Z) (4.2)

Die zweite Vorgehensweise 14t sich analog schreiben:

1/2
Eop = (#]13% ; (UZh(PQh) — (f2huh)(P2h))2) (4.3)

4.3 Vergleich von Vollgitter- und Kombinations-
losung

Die Kombinationslosung uj, wird auf einem Diinnen Gitter {2 berechnet und be-
sitzt somit in Abhéngigkeit vom Ausdiinnungsparameter s weniger Gitterpunk-
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te als die entsprechende Vollgitterlosung u;, auf dem Gitter €2,. Daraus ergibt
sich dieselbe Problematik wie beim oben beschriebenen Vergleich zweier Voll-
gitterlosungen auf unterschiedlichen Gittern. Die mdgliche Vorgehensweise zur
Berechnung eines diskreten Ly-Fehlers kann auch auf die beiden oben beschrie-
benen Arten geschehen: Entweder man interpoliert die Kombinationslosung auf
das Vollgitter und berechnet die Lo-Norm der Differenz der Losungen auf allen
Vollgitterpunkten, oder man berechnet die Ly-Norm der Differenz der Losungen
nur auf den Gitterpunkten des Kombinationsgitters.

Formal kann man dies mit den Interpolationsoperatoren I, bzw. I entsprechend
den Formeln (4.2) und (4.3) schreiben:

1/2
1 2
En = (E %; (Uh(Ph) - (IhUZ)(Ph)) ) (4.4)
Den diskreten L,-Fehler fiir die Gitterpunkte des Kombinationsgitters berechnet
man analog:

1/2
& = ( #}ﬁ PZ (uh(P) — (Iguth;))Q) (45)

4.4 Bilineare und transfinite Interpolation

Fiir den Vergleich zweier Vollgitterlosungen oder den Vergleich von einer Vollgit-
terlosung mit einer Kombinationslosung wurden in den Abschnitten 4.2 bzw. 4.3
die Interpolationsoperatoren I, bzw. I; eingefiihrt. Die Funktion dieser Operato-
ren ist offensichtlich, wenn man beim Vergleich zweier Vollgitter nur die Gitter-
punkte nutzt, die beide Vollgitter bzw. das Vollgitter und das Kombinationsgitter
gemeinsam besitzen, wie es in der Formel (4.3) bzw. (4.5) geschieht.

Anders ist es, wenn man zunédchst von einem groberen Vollgitter auf ein feineres
Vollgitter oder von einem Kombinationsgitter auf ein Vollgitter interpolieren muf,
wie es in Formel (4.2) und (4.4) notig ist. Dazu kann man beispielsweise multi-
lineare Funktionen oder Polynome hoherer Ordnung einsetzen. Die Interpolation
und der bei der Interpolation auftretende Interpolationsfehler soll im folgenden
weiter untersucht werden. Dieses ist fiir eine spitere Schitzung wichtig, ob der
Fehler einer Kombinationslésung in erster Linie der Interpolationsfehler ist oder
andere Ursachen hat. Dazu betrachtet man zunéchst Funktionen, die auf einem
Vollgitter und einem Kombinationsgitter gegeben sind, und untersucht, welcher
Fehler sich bei der Interpolation der auf den Gitterpunkten gegebenen Werte auf
andere Punkte des Gebiets ergibt. Die Darstellung geschieht dabei aus Griin-
den der Ubersichtlichkeit fiir den zweidimensionalen Fall, wobei aber in hoheren
Dimensionen ganz analog vorgegangen werden kann.
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Y
X
(Xy%)

Y1
X X2

Abb. 4.2: Zur bilinearen Interpolation

Bilineare Interpolation:

Zunichst soll ein bilinearer Interpolant betrachtet werden. Auf einem Gitter sei
die Funktion u gegeben. Das bedeutet, daf ihre Funktionswerte an allen Gitter-
stiitzstellen bekannt sind. In Abbildung 4.2 ist ein kleiner Ausschnitt aus dem
Gitter skizziert, der die im folgenden gebrauchte Nomenklatur erklért.

An der Stelle (zg,yy) wird der Funktionswert w(zg, o) durch einen bilinearen
Interpolanten u; mit Hilfe der Funktionswerte an den benachbarten Stiitzstellen

u(x1,y1), w(wa, y1), u(x1,y2), u(xs,ys) interpoliert:

— To— X To— X
UI(IO,?JO) = o = P2 < s ZU(xlayl) + s 1U($2,?J1)>
Y1 — Y2 \T1 — T2 T2 — X1
(4.6)
— To— X To— X
+ Yo yl( 0 2U($1,y2)+ 0 lu(x27y2)>
Y2 — Y1 \T1 — T2 T2 — X1

Im folgenden wird stets vorausgesetzt, dak sich die betrachteten Funktionen durch
ihre Taylorreihen darstellen lassen [1, 7, 8]. Im Zweidimensionalen 14t sich mit
dieser Annahme eine Funktion u durch ihre Taylorreihe mit dem Entwicklungs-
punkt (xg, o) folgendermaken schreiben:

uuwyszﬁ({@—xag;uy—mh%}u)umm> (4.7)

Die Taylorreihenentwicklung kann man nutzen, um den Interpolationsfehler zu
bestimmen: Mit den Festlegungen

To— &
hm =Ty — X1,y Ve = % ) hy Y2 — Y1, 7y yoh U (48)
T Y

kann man die Formel (4.6) folgendermafen schreiben:
ur(zo,yo) = (1 — ) ( (1 =) u(®o — Yahe , Yo — Vyhy)

(
uf
(4.9)
+%(u—%mmovxmm+u—%m>
u(

o+ (1= ) he » yo+ (L —y)hy) )
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y2 y2

X X
(X3%) (X3%)

y1 yl
% X5 % X5

Abb. 4.3: Funktion v auf den Gitterlinien gegeben
Die Funktion u kann an den betreffenden Stellen in (4.9) durch Taylorreihen

geméf (4.7) mit dem Entwicklungspunkt (zo, yo) dargestellt werden. Damit erhélt
man direkt fiir den Interpolationsfehler die Formel:

1 0u 5 1 u 2
ur (o, Yo) — u(wo, yo) = 5%‘(1 N %)@ (zo,yo)h’l‘ + 5%’(1 B %’)8—@/2 (wo,y0) Y
3 3 212
+O(h3 + 3 + h2h2) (4.10)

Dieser Interpolationsfehler ist also von der Grékenordnung O(h2 + h?).

Transfinite Interpolation:

Nun wird angenommen, daf die Funktion « nicht nur wie oben auf den Gitter-
punkten sondern auf den gesamten Gitterlinien gegeben ist, die das Grundgebiet
[1, 23] X [y1, y2] umschlieken. Auf den Punkt (xg, yo) soll interpoliert werden. In
Abbildung 4.3 (links) ist dieses skizziert.

Ein Interpolant iiber dem Gebiet [z, o] X [y1, y2] kann als eine Verallgemeinerung
des bilinearen Interpolanten konstruiert werden. Dabei stimmt der Interpolant auf
den Gitterlinien mit der dort gegebenen Funktion u genau iiberein. Der transfinite
Interpolant u%(x,y) wird folgendermafen definiert [5]:

T — T9 r — I

t
y = , + )
ui(z,y) o — xQU(ﬂﬁ y) Ty — xlu(@ y)
+ L U(ZU,yl)—F v U(Jf,yg)
Y1 — Y2 Y2 — Y1
(4.11)
— T —T Tr—x
S A & < 2 u(xy,y1) + : U($2;y1)>
Y1 — Y2 \T1 — T2 T2 — X1
— Tr—T Tr—x
S A L < 2 u(xy,y2) + - U($2;y2)>
Y2 — Y1 \T1 — T2 T2 — X1

Die negativen Summanden in dieser Formel entsprechen den aus den Funktions-
werten an den Eckpunkten gebildeten bilinearen Interpolanten (4.6). Der transfi-
nite Interpolant besitzt die Eigenschaft, dak die vierte gemischte Ableitung ver-
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schwindet:

84

Eine weitere Eigenschaft 18t sich direkt aus der Formel (4.11) ablesen: Der In-
terpolant v} im Gebiet [z, 23] X [y1, 9] an der Stelle (z,yo) wird ausschliek-
lich durch diskrete Funktionswerte auf dem Rand u(xy, o), u(xe, yo), u(zo, y1),
u(zo, y2) und den vier Eckwerten u(xy, 1), u(z2, y1), u(z1, y2), u(za, y2) bestimmt.
In Abbildung 4.3 (rechts) sind diese Punkte markiert.

Zur Bestimmung des Interpolationsfehlers kann man mit den in (4.8) eingefiihr-
ten Grofen den Interpolanten (4.11) an der Stelle (xg, yo), also u%(xg, yo), analog
zu (4.9) umschreiben. Die Funktion v kann in dem so erhaltenen Ausdruck wie-
der durch die Taylorreihenentwicklung (4.7) mit dem Entwicklungspunkt (o, o)
dargestellt werden. Fiir den auftretenden Interpolationsfehler erhilt man so die
Formel:

1 0*u
t 2,2
ur(To, Yo) — w(wo, Yo) = _1%(1 = %) (1 = WW (zo,0) © Y
3,9 213 373
+O(hSK2 + h203 + B3R?) (4.13)

Dieser Interpolationsfehler ist somit von der Ordnung O(h2h) und proportional
zur vierten gemischten Ableitung.

Dieses Resultat besagt auch folgendes: Wenn man auf dem Gebietsrand von
[#1, 23] X [y1, yo] nur Funktionswerte an diskreten Stellen (x;, y1), (24, y2), (%1,y;),
(72,y;) und an den Eckpunkten gegeben hat, kann man durch diese an jeder Ge-
bietsseite beispielsweise ein Interpolationspolynom legen oder stiickweise linear
zwischen den Funktionswerten interpolieren. Dann kann mit diesen Randfunk-
tionen ein transfiniter Interpolant nach (4.11) konstruiert werden. Der Interpo-
lationsfehler dieses transfiniten Interpolanten ist somit fiir jeden inneren Punkt
(2i,y;) ebenfalls von der Ordnung O(h2h?). Dies ist in Abbildung 4.4 skizziert:
Die auf dem Gebietsrand gegebenen Funktionswerte sind durch offene Kreise sym-
bolisiert. An den Punkten, die durch Kreuze markiert sind, hat der transfinite
Interpolant die genannte Interpolationsfehlerordnung.

4.5 Berechnung des Interpolationsfehlers

4.5.1 Erwartete Ordnung des Interpolationsfehlers

Man betrachte nochmal Abbildung 3.4: Beispielsweise mochte man die Vollgit-
terlosung auf dem Gitter Q57" mit der Kombinationslésung auf dem Gitter 252
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Y
X X X
X X X
X X X
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X X5

Abb. 4.4: Funktionswerte an diskreten Stellen auf dem Gebietsrand gegeben
(runde Kreise)

vergleichen. Dieses Problem reduziert sich auf den Vergleich von einzelnen Git-
terausschnitten gleicher Gestalt, die in Abbildung 4.5 skizziert sind. Jeder solche
Gitterausschnitt der Kombinationslosung mufs zuvor interpoliert werden auf alle
Punkte des Gitterausschnitts des Vollgitters, um anschliefend etwa die Ly-Norm
der Differenz der Losungen auf allen Punkten berechnen zu kénnen. Jede be-
liebige, glatte Funktion, die in diesem Gebietsausschnitt oder auf dem Gitter
im Gebietsausschnitt gegeben ist, kann man zerlegen in eine Summe aus ihrem
transfiniten Interpolanten und einem Uberschuf. Gedanklich gehe man dabei wie-
der iiber in die hierarchische Darstellung einer Funktion und betrachte zunéchst
nur die Randpunkte des Gitterausschnitts in Abbildung 4.5. Der mit den Rand-
punkten des Ausschnitts berechnete transfinite Interpolant bringt auf den Voll-
gitterpunkten nach dem im Abschnitt 4.3 Gesagten einen Interpolationsfehler der
Ordnung O(h2hZ). Der transfinite Interpolant stimmt auf den Gebietsrandpunk-
ten mit der Funktion iiberein, der Uberschuf ist auf dem Gebietsrand identisch
null. Der Uberschuf setzt sich im Bild der hierarchischen Basis zusammen aus den
hierarchischen Basisfunktionen mit ihren Stiitzstellen im Gebietsinneren. Fiir die
Grofe der hierbei auftretenden hierarchischen Koeffizienten gilt nach der Diinn-
gittertheorie die Formel (2.16). Diese Formel besagt, daf alle Koeffizienten von
der Ordnung O(hih;) und proportional zur gemischten vierten Ableitung sind.
Der Interpolationsfehler, den man bei der bilinearen Interpolation der Kombina-
tionslosung auf die Vollgitterpunkte erhélt, ist also insgesamt proportional zur
gemischten vierten Ableitung und von der Ordnung O(hZh2).

Abb. 4.5: Gitterausschnitte der Gitter Q5=° und Q572 die verglichen werden
sollen, sowie die Punkte (offene Kreise), auf die die Kombinationslésung zuvor
interpoliert werden muf
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4.5.2 Berechnungsmoglichkeiten des Interpolationsfehlers

Die direkte Berechnung des Fehlers, der bei der Interpolation der Kombinationslo-
sung auf die Vollgitterpunkte entsteht (vgl. Abbildung 4.5), kann auf verschiedene
Arten geschehen:

e Man betrachtet die einzelnen Gitterausschnitte. Dort sei die Kombinations-
16sung gegeben in der Darstellung mit der hierarchischen Basis. Die Kom-
binationslosung unterscheidet sich von der Vollgitterlosung dadurch, daft
einzelne Teilrdume des Vollgitterinterpolanten weggelassen werden (vgl. Ab-
bildung 2.11 und 2.12). Mit der vorne beschriebenen Theorie der Diinnen
Gitter kann fiir jeden Teilraum eine Grofenabschétzung der hierarchischen
Koeffizienten (vgl. (2.16)) gemacht werden und damit der Interpolations-
fehler als Summe der weggelassenen Teilrdiume abgeschiitzt werden.

e Man betrachtet wiederum die einzelnen Gitterausschnitte. Die Kombinati-
onslosung definiert einen stiickweise bilinearen Interpolanten iiber dem Git-
terausschnittsgebiet. Jeder Funktionswert an den Gitterpunkten des Kom-
binationsgitters hat einen Einfluf auf diesen bilinearen Interpolanten. Soll
nun auf einen Vollgitterpunkt interpoliert werden, kann der Interpolant ge-
bildet werden mit Hilfe eines Interpolationssterns, der sich auf die Kombina-
tionsgitterpunkte bezieht. Eine Taylorreihenentwicklung mit Entwicklungs-
punkt an diesem Vollgitterpunkt und die Aufsummierung iiber die Kombi-
nationsgitterpunkte mit den Gewichten des Interpolationssterns fiihrt dann
direkt auf den Interpolationsfehler.

In dieser Arbeit wird die zweite der beschriebenen Vorgehensweisen zur Berech-
nung des Interpolationsfehlers verwendet. Damit 14#t sich sowohl fiir die multili-
neare Interpolation als auch fiir Interpolanten hoherer Ordnung der Interpolati-
onsfehler an den Vollgitterpunkten berechnen. Auch fiir die Bestimmung des In-
terpolationsfehlers mit anderer Anordnung der Datenpunkte, wie sie im spéteren
bei den versetzten Gittern in der Stromungssimulation zur Anwendung kommen,
hat dies Vorteile.

4.5.3 Bestimmung der Interpolationssterne

Die Bestimmung der Interpolationssterne fiir die Interpolation der Kombinations-
16sung auf die verschiedenen Vollgitterpunkte wird nun exemplarisch fiir das in
Abbildung 4.5 gegebene Problem dargestellt: Die Funktionswerte seien an den
Punkten des Kombinationsgitters gegeben. Die Losung auf dem Kombinations-
gitter kann als Linearkombination (vgl. Abbildung 3.1) der auf groben Gittern
gegebenen Funktionswerte gebildet werden. Die Funktionswerte an den Gitter-
punkten der einzelnen groben Gittern sind dabei dieselben wie die Werte auf den
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Abb. 4.6: Bilineare Interpolanten auf den groben Gitter und ihre Linearkombi-
nation zur Kombinationslosung (ganz rechts)
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entsprechenden Gitterpunkten der Kombinationslésung. In Abbildung 4.6 sind
exemplarisch die einzelnen bilinearen Interpolanten auf den groben Gittern sowie
die daraus gebildete Kombinationslosung dargestellt, die als Linearkombination
ebenfalls ein stiickweise stetiger, bilinearer Interpolant ist.

In Abbildung 4.5 wird deutlich, daf in dem konkreten Beispiel die Kombinati-
onslésung auf insgesamt acht Vollgitterpunkte interpoliert werden mufl, um die
Losungen auf beiden Gittern vergleichen zu konnen. Diese acht Punkte teilen sich
auf in zwei Klassen, die jeweils die Punkte umfassen, deren Lage in Bezug auf das
umgebende Gitter symmetrisch ist. In Abbildung 4.7 ist jeweils ein Reprasentant
jeder Klasse markiert. Aus Symmetriegriinden haben die anderen sechs Punkte
einen Interpolationsfehler, der jeweils einem dieser Reprisentanten entspricht.

Die Interpolation erfolgt mit den oben genannten Interpolationssternen. Diese
kann man leicht bilden, wenn man die Interpolanten auf den verschiedenen gro-
ben Gittern betrachtet: Fiir jedes einzelne grobe Gitter kann man die Gewichtung
der Funktionswerte an den Gitterpunkten auf den bilinear zu interpolierenden
Punkt direkt angeben. Die Linearkombination dieser Gewichte ergibt dann den
gesuchten Interpolationsstern. Dies ist in Abbildung 4.8 fiir die beiden Repra-
sentanten des Beispielproblems (vgl. Abbildung 4.7) dargestellt. Es sei nochmal
betont, daf die Gewichte sich hier auf die Funktionswerte an den Gitterpunkten
beziehen und nicht auf die Werte der hierarchischen Uberschiisse in der Darstel-
lung des Interpolanten mit einer hierarchischen Basis.

Den Interpolationsstern kann man auch iiber die Funktionsdarstellung in der
hierarchischen Basis erhalten: Man bestimmt die Beitrdge der hierarchischen Ba-

1 T

Abb. 4.7: Reprisentanten der Gitterpunkte, auf die interpoliert werden mufs
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Abb. 4.8: Berechnung der Interpolationssterne im Gitter mit Ausdiinnungspa-
rameter s = 2 fiir die beiden Représentanten der unterschiedlichen Punktklassen

sisfunktionen auf den zu interpolierenden Punkt. Eine Transformation der hier-
archischen Basisfunktionen auf die Knotenbasisfunktionen fiihrt dann direkt auf
die Gewichte des Interpolationssterns fiir die Funktionswerte an den Kombinati-
onsgitterpunkten.

Weitere Beispiele fiir die Interpolationssterne bei den Kombinationsgittern mit
Ausdiinnungsparametern s = 1 und s = 3 sind in den Abbildungen 4.9 bzw. 4.10
gegeben: Beim Ausdiinnungsparameter s = 1 gibt es in den Gitterausschnitten
nur eine Klasse von Vollgitterpunkten, auf die interpoliert werden mufs. Die Bil-
dung des einfachen Interpolationssterns ist in Abbildung 4.9 dargestellt. Beim
Ausdiinnungsparameter s = 3 gibt es schon acht verschiedene Klassen von Punk-
ten, die jeweils einen Interpolationsstern anderer Symmetrie haben. Diese Punkte
sowie das Aussehen eines dieser Interpolationssterne ist in Abbildung 4.10 exem-
plarisch dargestellt.
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+

1/2

Abb. 4.9: Berechnung des Interpolationssterns im Gitter mit Ausdiinnungspa-
rameter s =1

Abb. 4.10: Reprisentanten der Punkte verschiedener Klassen im Gitter mit Aus-
diinnungsparameter s = 3 (links) und ein Interpolationsstern fiir einen dieser
Punkte (rechts)

4.5.4 Fehlerberechnung mit Taylorreihenentwicklung

Jeden Vollgitterpunkt, auf den die Kombinationslésung interpoliert werden muf,
kann man als Entwicklungspunkt fiir eine zweidimensionale Taylorreihenentwick-
lung nehmen und die Taylorreihenentwicklungen an allen Kombinationsgitter-
punkten mit den Gewichten des zugehorigen Interpolationssterns aufsummieren.
Daraus folgt dann direkt der Interpolationsfehler, den man an diesem Vollgitter-
punkt macht.

Im folgenden schreibt man symbolisch T'(u, (x,y)) als Taylorreihenentwicklung
der Funktion v am Punkt (z,y) mit Entwicklungspunkt (0,0). Diese Taylorrei-
henentwicklung wird im Zweidimensionalen nach Formel (4.7) mit (xg, ) = (0, 0)
gebildet.

Die Berechnung des Interpolationsfehlers soll zunéchst exemplarisch fiir das Kom-
binationsgitter mit Ausdiinnungsparameter s = 1 erfolgen: Der Punkt, auf den
mit Hilfe des Interpolationssterns aus Abbildung 4.9 interpoliert werden soll, wird
Ursprung des benutzten Koordinatensystems und Entwicklungspunkt (0, 0) fiir
die Taylorreihen. Die Maschenweiten des Vollgitters seien in den beiden Raum-
richtungen h, bzw. h,. Damit ergibt sich der Interpolationsfehler mit Hilfe des
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Interpolationssterns direkt folgendermafsen:

%(T(u, (B ) + T (a1, (e 0)) + Tu, (0, hy)) + T, (0, hy))
_% (T(u, (he, hy)) + T(u, (=he, by)) + T (u, (he, —hy)) + T (u, (=hs, —hy)) )

—u(0,0)
1 9'u 272 372 213 313
— _ZW‘(O,O)hIhy + O(R3hZ + h2h3 + hih2)
(4.14)

Wie erwartet ist dieser Interpolationsfehler von der Ordnung O(hZh7) und pro-
portional zur vierten gemischten Ableitung am Entwicklungspunkt.

Nach demselben Schema lassen sich auch die Interpolationsfehler fiir Ausdiin-
nungsparameter s > 1 berechnen. Beispielsweise ergeben sich fiir die beiden Re-
prasentanten der Punkte, auf die beim Ausdiinnungsparameter s = 2 interpoliert
werden muf (vgl. Abbildung 4.7), mit den Interpolationssternen aus Abbildung
4.8 und unter Vernachlissigung der Summanden hoherer Ordnung in den Taylor-
reihen die Interpolationsfehler

0*u 5 0*u ‘
4 02 0y? 1(0,0)

2
0x20y? ‘(0,0) ¢

2712
22 baw.

; (4.15)

Bei hoheren Ausdiinnungsparametern gibt es immer mehr Vollgitterpunkte, auf
die die Kombinationslésung interpoliert werden mufs (vgl. beispielsweise Ab-
bildung 4.10 fiir den Ausdiinnungsparameter s = 3). Fiir die Beurteilung der
Qualitdt der Kombinationslosung wird deshalb im folgenden nicht mehr der In-
terpolationsfehler an jedem einzelnen Gitterpunkt sondern der sogenannte L-
Interpolationsfehler betrachtet. Der Lo-Interpolationsfehler ist die diskrete Lo-
Norm der in einem Gitter an den einzelnen Punkten auftretenden Interpolations-
fehler und wird entsprechend Formel (4.4) berechnet.

Im folgenden wird gezeigt, wie fiir ein Kombinationsgitter mit Ausdiinnungspara-
meter s = 1 und s = 2 der Lo-Interpolationsfehler berechnet wird: Eine Funktion
u sei auf einem Vollgitter und einem Kombinationsgitter mit dem Ausdiinnungs-
parameter s = 1 gegeben. Dann besitzt jeder Punkt, der vom Kombinationsgitter
auf das Vollgitter interpoliert wird, entweder keinen Interpolationsfehler, falls die
Punkte in beiden Gittern vorhanden sind, oder er besitzt einen Interpolationsfeh-
ler nach Formel (4.14), wenn er bilinear interpoliert wurde. Drei Viertel der Punk-
te sind in beiden Gittern vorhanden und ein Viertel der Punkte muf interpoliert
werden, wenn man von der Ungenauigkeit dieser Faktoren aufgrund der Rand-
punkte absieht. Wenn die Viirte gemischte Ableitung der Funktion im Gebiet un-
0

gefahr konstant ist, also ‘Wng‘Q‘ ~ c gilt, dann ist der Ls-Interpolationsfehler
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gegeben durch:

\/%.(0)2+i.(_ich§h§)2:%chih§

Fiir den Fehler auf einem Kombinationsgitter mit Ausdiinnungsparameter s = 2
ergibt sich analog mit den Fehlern in Formel (4.15):

\/%(O)ZJF%-(— ch§h§)2+%-(—Zchgf@f:@chihj

Fehlerberechnungen dieser Art werden spéter in abgewandelter Form bei den
versetzten Gittern, die in der Stromungssimulation eingesetzt werden, benutzt,
um Schétzungen fiir den Lo-Interpolationsfehler fiir die verschiedenen Kombi-
nationsgitter anzugeben. Die Annahme, dafs die vierte gemischte Ableitung im
Berechnungsgebiet konstant ist, wird dann ersetzt durch die Verwendung eines
auf geeignete Weise gemittelten Werts fiir die gemischten Ableitungen.

4.6 Interpolation hoherer Ordnung

Bisher wurde der Diinngitterinterpolant auf dem Kombinationsgitter immer als
Linearkombination von Tensorprodukten stiickweise linearer Basisfunktionen ge-
bildet. Aber auch Basisfunktionen hoherer Ordnung, wie beispielsweise die in
Kapitel 2.2.8 vorgestellten quadratischen Basisfunktionen, kénnen zur Bildung
des Diinngitterinterpolanten benutzt werden. Dies hat dann Auswirkungen auf
den Interpolationsfehler, was in diesem Abschnitt dargestellt wird.

Beispielsweise soll im Zweidimensionalen eine Vollgitterlosung auf dem Gitter
Q579 und eine Kombinationslosung auf dem Gitter Q5! verglichen werden (vgl.
Abbildung 3.4). Die Kombinationslosung mufs dazu wieder auf die fehlenden
Punkte im Vollgitter interpoliert werden. Abermals reduziert sich das Problem
auf den Vergleich einzelner Gitterausschnitte. Da fiir die eindeutige Bestimmung
eines quadratischen Interpolanten aber jeweils drei Punkte in jeder Raumrichtung
notig sind, werden diese Gitterausschnitte nun in jeder Raumrichtung doppelt so
grofs gewéhlt wie bei der Berechnung des Interpolationsfehlers mit linearer Inter-
polation. In Abbildung 4.11 werden dieser Gitterausschnitt sowie seine Zusam-
mensetzung aus den einzelnen groben Gittern dargestellt.

Sind auf einem orthogonalen, zweidimensionalen Gitter Funktionswerte u(z;, y;)
an den Gitterpunkten (z;, y;) mit 1 <, 5 < 3 gegeben, so lautet das quadratische
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+ + — —

Abb. 4.11: Zusammensetzung des Gitterausschnitts des Gitters Q5! fiir die
quadratische Interpolation auf die fehlenden Punkte des Vollgitters (offene Kreise)

Lagrange-Interpolationspolynom L(z,y):

’ - Y=Y
L(l'ay) = ZZU(l"i,yj) H R H — (4.16)
i=1j=1 k=1 <i ko= Y5 — Y
ki 1]

Es lassen sich analog zur Interpolation mit linearen Funktionen die Interpola-
tionssterne bestimmen: Die Gewichte der Funktionswerte an den Gitterpunkten
der einzelnen groben Gitter werden zundchst mit Hilfe der Formel (4.16) be-
rechnet. Dabei setzt sich der Interpolant auf den einzelnen groben Gittern aus
den quadratischen Basisfunktionen, die im Kapitel 2.2.8 beschrieben wurden, zu-
sammen. Die Linearkombination dieser Gewichte geméf der Kombinationsformel
fiihrt dann direkt auf den Interpolationsstern. Dieses ist in Abbildung 4.12 fiir
das obige Beispiel exemplarisch gezeigt.

Den Interpolationsfehler, der bei der quadratischen Interpolation an den interpo-
lierten Vollgitterpunkten auftritt, kann man ganz analog wie bei den stiickweise
linearen Basisfunktionen mit Hilfe der Taylorreihenentwicklung um den zu inter-
polierenden Punkt und Aufsummierung der Taylorreihen mit den Gewichten des
Interpolationssterns bestimmen. Die zu interpolierenden Punkte in Abbildung
4.12 haben alle einen symmetrischen Interpolationsstern. Mit diesem ergibt sich
fiir den Interpolationsfehler:

1_0u 3p3 473 374 414
_Z ax?)ay?) ‘(Uyo)hl'hy + O(hxhy + hxh}y + hxh}y)

Weil nun quadratisch interpoliert wurde, hat dieser Fehler die Ordnung O(h2h3).

Abb. 4.12: Berechnung des Interpolationssterns im Gitter mit s = 1 fiir die
quadratische Interpolation
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Die Interpolation mit quadratischer Ordnung wird spéter eingesetzt bei Kombi-
nationsrechnungen in der Stromungssimulation. Mit Hilfe der hier beschriebenen
Taylorreihenentwicklungen und Interpolationssterne lassen sich dann Schétzun-
gen des Lo-Interpolationsfehlers fiir Losungen auf den verschiedenen Kombinati-
onsgittern angeben.
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Kapitel 5

Stromungssimulation und
Kombinationstechnik mit versetzten
Gittern

5.1 Stromungsmechanische Grundgleichungen

In der Kontinuumsmechanik werden Grundgleichungen als Bilanzgesetze fiir Mas-
se und Impuls formuliert [27, 19, 25|. Diese Grundgleichungen lassen sich auf
Stromungen von Fluiden anwenden. Fluide unterscheiden sich durch ihre spe-
ziellen Materialeigenschaften, die durch zusitzliche Materialgleichungen ausge-
driickt werden. Fiir Newtonsche Fluide lafst sich eine direkte Beziehung fiir den in
den Grundgleichungen vorkommenden Spannungstensor zum Geschwindigkeits-
feld angeben. Die Bilanzgleichungen fiir Masse und Impuls ausgeschrieben fiir
Newtonsche Fluide ergeben die Navier-Stokes-Gleichungen. Fiir inkompressible
Newtonsche Fluide, die eine homogene Dichte und eine konstante dynamische
Viskositdt besitzen, lauten die Navier-Stokes-Gleichungen in koordinatenunab-
hiangiger Schreibweise:

oa L, o1 B
E—l—(u-V)u—i—;Vp =

Sl S

Vi =

Dabei beschreibt @ = (%, t) das gesuchte Geschwindigkeitsfeld der Stromung,
p = p(&,t) das gesuchte Druckfeld. p ist die Dichte und p die dynamische Visko-
sitdt des Fluids. g ist eine durch Volumenkrifte (z.B. Gravitationskraft) hervor-
gerufene Beschleunigung. Die aus der Impulsbilanz hervorgehenden Gleichungen
(5.1) heiken Impulsgleichungen, die aus der Massenbilanz hervorgehende Glei-
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chung (5.2) heikt Kontinuititsgleichung. Zusammen bilden sie ein nichtlineares
System gekoppelter partieller Differentialgleichungen.

Ein Gleichungssystem fiir dimensionslose Groéfen erhilt man durch Einfithrung
von skalaren Konstanten L, U, Poo, Poo- Die dimensionslosen Grofen £, t*, @*, p*
werden definiert durch die Beziehungen:

UOOt — % * P — P

T U
-, = —= = — = 5.3
L ) L ? (] uOo ) p pugo ( )

Mit Einfiihrung der Reynoldszahl Re und der dimensionslosen Volumenkraft g*,

oL L
Re = 2i=2 g = 29 (5.4)
I u?

kann man die Navier-Stokes-Gleichungen (5.1), (5.2) folgendermafen schreiben:

ou* 1
—‘*. * — % k %k — _A*—‘* —3% .
8t*+(u V) ua*+Vp e U+ g (5.5)

VEedt = 0 (5.6)

Die Operatoren V* und A* beziehen sich dabei auf die dimensionslosen Gro-
fen. Die Gleichungen (5.5) und (5.6) sind die Gleichungen, die mit dem spéter
eingesetzten Stromungsloser Nast++ gelost werden.

5.2 Diskretisierung

Die Diskretisierung beschreibt den Ubergang von einem kontinuierlichen zu ei-
nem an nur endlich vielen Punkten gegebenen Problem. Differentialgleichungen
oder auch Systeme gekoppelter Differentialgleichungen werden dabei in ein al-
gebraisches Gleichungssystem {iberfiithrt, das mit einem Rechner gelost werden
kann. Dieses Vorgehen wird auch fiir die numerische Losung der Navier-Stokes-
Gleichungen verwendet. Der Stromungsloser Nast++ diskretisiert mit dem Ver-
fahren der Finiten Differenzen. Dazu wird zunéchst iiber das Berechnungsgebiet
ein Gitter gelegt. Die kontinuierlichen Differentialoperatoren in den Gleichungen
werden in diskrete Differenzenoperatoren iiberfiihrt, die die Funktionswerte an
den diskreten Gitterpunkten miteinander verkniipfen. Dies kann durch zentrale
Differenzen oder einseitige upwind-Differenzen geschehen oder einer Mittelung
aus beiden, um Stabilitdtsprobleme zu vermeiden.

Die mit den Navier-Stokes-Gleichungen zu berechnenden Variablen @ und p miis-
sen auf dem Berechnungsgitter nicht alle an denselben Gitterpunkten liegen. Im
Stromungsloser Nast++ wird ein versetztes Gitter benutzt, das sich folgender-
malfen zusammensetzt: Das zweidimensionale rechteckige bzw. dreidimensionale
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Abb. 5.1: Gitter iiber dem Berechnungsgebiet (links) und Anordnung der Varia-
blen im Kontrollvolumen (7, j) des zweidimensionalen versetzten Gitters (rechts)

I ik ‘ L

Ji.K X

Abb. 5.2: Anordnung der Variablen im Kontrollvolumen (7, j, k) eines dreidi-
mensionalen versetzten Gitters

quaderformige Berechnungsgebiet wird mit einem orthogonalen Gitter iiberzogen.
Dadurch wird das gesamte Gebiet in einzelne Kontrollvolumen zerlegt. Bezeichnet
man die einzelnen Komponenten des Geschwindigkeitsvektors @ im Zweidimen-
sionalen mit w,v und im Dreidimensionalen mit u,v,w, so liegen die einzelnen
Geschwindigkeitswerte im versetzten Gitter in Abhéngigkeit von der Raumrich-
tung an den Mittelpunkten der Kontrollvolumenoberflichen und der Druck p
am Mittelpunkt des Kontrollvolumens. In Abbildung 5.1 ist die Anordnung der
Variablen in einem Kontrollvolumen eines zweidimensionalen versetzten Gitters
dargestellt: Die Geschwindigkeit u; j, die dem Kontrollvolumen (¢, j) zugeordnet
ist, ist ein diskreter Geschwindigkeitswert in z-Richtung, v;; der Geschwindig-
keitswert in y-Richtung. Abbildung (5.2) zeigt die Anordnung der Variablen in
einem Kontrollvolumen (i, j, k) eines dreidimensionalen versetzten Gitters. In
Abbildung 5.3 ist die rdumliche Lage und die Orientierung aller Geschwindig-
keiten im Berechnungsgebiet und auf dem Gebietsrand eines zweidimensionalen
versetzten Gitters dargestellt.

i ! I |
N O
N B S
N N S
(N B

i
[t
=
[t
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Abb. 5.3: Anordnung der Geschwindigkeiten im zweidimensionalen versetzten
Gitter
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5.3 Kombinationstechnik bei versetzten Gittern

Man kann leicht die Problematik erkennen, die auftritt, wenn mit versetzten Git-
tern eine Kombinationsrechnung durchgefiihrt wird: Das Gitter in Abbildung 5.3
sei das volle Gitter, auf dem eine Berechnung gemacht wird. Soll eine Kombinati-
onslosung mit Ausdiinnungsparameter s = 1 fiir dieses Gitter berechnet werden,
so ergibt sie sich als Linearkombination der Losungen auf ausgediinnten, groben
Gittern, wie sie in Abbildung 5.4 dargestellt sind.

t 1 t
t t t
I T N O S O C.+t -+ -+ [ _ | 1 t t
+ +
t 1 t

Abb. 5.4: Grobe Gitter zur Bildung einer Kombinationslésung

Es ist zu erkennen, dak die Lage der Datenwerte auf den groben Gittern bis auf
einige Ausnahmen nicht mit der Lage der Datenwerte auf dem Vollgitter iiber-
einstimmt. Mdchte man die Datenwerte auf ein Kombinationsgitter transferieren
und an einer Darstellung in Punkten festhalten, so ist nicht klar, an welchen
Punkten in einem Kombinationsgitter bei der Bildung einer Kombinationslosung
eigentlich die Datenwerte liegen sollen. Betrachtet man fiir das Beispiel in Abbil-
dung 5.4 wie in Abschnitt 4.5.1 wieder nur einen reprisentativen Gitterausschnitt
und nur die Geschwindigkeitskomponente in einer Raumrichtung, so sind in Ab-
bildung 5.5 denkbare Anordnungen der Variablen auf dem Kombinationsgitter
skizziert.

Fiir die Beurteilung der Qualitit einer Kombinationslosung ist der direkte Ver-
gleich mit einer Vollgitterlosung erforderlich. Es ist daher nicht notwendig, die
einzelnen Grobgitterlésungen zunéchst auf ein irgendwie definiertes Kombinati-
onsgitter zu transferieren und danach die gebildete Kombinationslésung auf das
Vollgitter zu interpolieren, um die Kombinationslosung mit der Vollgitterlosung
vergleichen zu konnen. Man kann direkt den Transfer der Datenwerte der ein-
zelnen Grobgitter auf die Datenpunkte des Vollgitters durchfithren und an den

|
|

|
|

!
!
D
!
!

!
!
!
!

Abb. 5.5: Mogliche Anordnungen der Variablen auf dem Kombinationsgitter
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Vollgitterpunkten die Linearkombination nach der Kombinationsformel bilden.
Fiir den Transfer der einzelnen Grobgitterldsungen auf die Vollgitterpunkte sind
spezielle Interpolationsmethoden notwendig, die spater erklart werden. Wenn im
folgenden von Gitterpunkten oder Datenpunkten im Zusammenhang mit versetz-
ten Gittern gesprochen wird, beziehen sich die Aussagen in Abhéngigkeit der je-
weiligen Variable auf die entsprechenden unterschiedlichen Punkte im versetzten
Gitter.

Ebenso ist eine Technik zum Transfer der Datenwerte von jedem groben Gitter
auf jedes andere grobe Gitter notwendig, wenn man eine Kombinationsrechnung
fiir zeitabhingige Probleme durchfiihrt. Im n#chsten Abschnitt wird daher zu-
nachst erlautert, wie die Kombinationstechnik bei zeitabhdngigen Problemen in
der Stromungssimulation eingesetzt werden kann. Anschlieflend werden geeignete
Interpolationsoperatoren fiir den Transfer von Daten zwischen den verschiedenen
versetzten Gittern beschrieben.

5.4 Zeitabhangige Kombinationsrechnungen

In der numerischen Stromungssimulation geht man héufig folgendermafen vor:
Man benutzt zur Losung der Navier-Stokes-Gleichungen ein fertiges Programm,
einen Stromungsliser. Ein Berechnungsgebiet wird mit einem geniigend feinen
Gitter {iberzogen und man legt die Randbedingungen fiir den Gebietsrand fest,
eine Startbelegung fiir die zu berechnenden Feldgréften sowie einige Parameter fiir
die folgende Rechnung. Mit der Startbelegung wird der Stréomungsloser gestar-
tet und anschliefsend rechnet dieser je nach Problemfall bis zu einer stationiren
Losung oder er produziert eine zeitabhingige Losung, die er fiir vorher festgelegte
Zeitpunkte ausgibt.

Die Vorgehensweise bei einer Kombinationsrechnung fiir ein zeitabhéngiges Pro-
blem ist folgendermafsen: Man legt nach dem oben beschriebenen Vorgehen fest,
wie man das Problem auf dem Vollgitter 16sen wiirde. Auch eine geeignete Start-
belegung fiir die Datenwerte bestimmt man dabei. Man wahlt den Ausdiinnungs-
parameter s fiir die folgende Kombinationsrechnung, der die Tiefe des Kombi-
nationsgitters angibt. Durch diesen Ausdiinnungsparameter werden alle groben
Gitter festgelegt, die in die Kombinationslosung eingehen (s. Kapitel 3). Die Start-
belegung fiir die Feldgrofen wird dann auf alle diese groben Gitter transferiert.
Anschliefsend werden fiir jedes einzelne Grobgitter mit dem Stromungsléser ein
oder mehrere Zeitschritte gerechnet und die Losungen ausgegeben. Im Kombi-
nationsschritt werden diese Losungen kombiniert, das bedeutet, dafs jede Grob-
gitterlosung auf jedes andere Grobgitter transferiert wird und dort an den je-
weiligen Gitterpunkten die Linearkombination der Funktionswerte gebildet wird.
Fiir einen Vergleich der Kombinationslosung mit einer Vollgitterlésung kénnen
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die Grobgitterlosungen auch auf die Datenpunkte des Vollgitters transferiert und
dort eine Kombinationslésung gebildet werden. Anschliefsend startet man fiir al-
le Grobgitter den Stromungsloser erneut, wobei nun die Kombinationslosungen
auf den Grobgittern als Startfelder verwendet werden. Nach einem oder mehre-
ren Zeitschritten wiederholt sich das beschriebene Vorgehen. In Abbildung 5.6
ist das Prinzip der zeitabhingigen Kombinationsrechnung dargestellt. Die in der
Graphik exemplarisch angegebenen Indizes entsprechen den Ausdiinnungsindizes,
die bei einer dreidimensionalen Kombinationsrechnung mit Ausdiinnungsparame-
ter s = 1 auftreten.

Die Losung fiir ein stationéres Problem wird im spéter eingesetzten Stromungslo-
ser Nast++ dadurch berechnet, dafs ausgehend von einem Startfeld eine zeitliche
Entwicklung der Stromung bis zum sich einstellenden stationdren Zustand be-
rechnet wird. Dabei ist die Kombinationstechnik auf dieselbe Weise einsetzbar
wie oben beschrieben. Die Haufigkeit der Kombinationen bis zum Erreichen des
stationdren Zustands hat dabei einen Einflul auf die berechnete Kombinations-
16sung.

Bei der Anwendung der Kombinationstechnik auf die oben beschriebene Wei-
se wird der Stromungsloser als Black Box verwendet. Es mufl weder ein neu-
es Loserprogramm fiir ein Diinnes Gitter entwickelt noch der vorhandene Lo&-
ser verdndert werden, weil die Programme fiir die Kombination der einzelnen
Gitterlosungen unabhéngig vom Stromungsléser arbeiten. Damit kann man die
Diinngittereffizienz auf relativ einfache Weise erhalten.

Die eine Kombinationslosung beeinflussenden Parameter sind zum einen der Aus-
diinnungsparameter s sowie die Anzahl der zwischen zwei Kombinationen ge-
rechneten Zeitschritte. Die Stromungsberechnungen fiir die verschiedenen groben
Gitter zwischen zwei Kombinationsschritten konnen prinzipiell parallel ausgefiihrt
werden. Allerdings sollte dabei ein Lastbalancierungsverfahren eingesetzt werden,
weil die einzelnen groben Gitter unterschiedlich viele Gitterpunkte besitzen. Da
mit groker werdendem Ausdiinnungsparameter s die Gesamtanzahl an Gitter-
punkten aller groben Gitter zusammengenommen schnell kleiner wird, kann auch
eine sequentielle Abarbeitung der Stromungsberechnungen fiir die verschiedenen

Startfeld
Loser Gitter (1,1,0
Loser Gitter (1,0,1
Loser Gitter (O,l,lV

Loser Gitter (1,1,1

Loser Gitter (1,1,0
‘ Loser Gitter (1,0,1P\
‘ Loser Gitter (0,1,17

Loser Gitter (1,1,1

Abb. 5.6: Prinzip der zeitabhidngigen Kombinationsrechnung
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groben Gitter im Vergleich zur Berechnung auf dem vollen Gitter eine deutliche
Laufzeitverkiirzung bringen.

5.5 Transfer von Gitterlosungen

Wenn der Stromungsloser Nast++ mit einem Startfeld gestartet wird, das nicht
divergenzfrei ist, also in einzelnen Kontrollvolumen die diskrete Kontinuitétsglei-
chung verletzt ist, so wird im ersten Zeitschritt vom Loser ein neues Geschwin-
digkeitsfeld berechnet, das divergenzfrei ist. Allerdings sind in diesem Fall in der
Regel sehr viele Iterationen im Loser notwendig, um ein Druckfeld iterativ zu
bestimmen, so daf das damit neu berechnete Geschwindigkeitsfeld die Diver-
genzfreiheit erfiillt. Daher ist es bei einer Kombinationsrechnung wichtig, daf in
jedem Kombinationsschritt beim Transfer der verschiedenen Grobgitterlésungen
aufeinander die kombinierten Losungen auf den verschiedenen Grobgittern di-
vergenzfrei bleiben. Um dies zu gewihrleisten, sind fiir den Transfer der Felder
gewisse Techniken notwendig, die im folgenden beschrieben werden.

Im Spezialfall inkompressibler Fluide homogener Dichte lautet die kontinuierliche
Kontinuitétsgleichung (5.2) V - @ = 0 . Das Stromungsfeld ist also punktweise
divergenzfrei. Der in dieser Arbeit benutzte Stromungsloser Nast++ bestimmt
fiir jeden neuen Zeitschritt ein Stromungsfeld, das die diskretisierte Kontinuitéts-
gleichung stets erfiillt. Mit der Wertebelegung nach Abbildung 5.7 bedeutet dies,
dak fiir jedes Kontrollvolumen (7, j) in jedem Zeitschritt n folgende Gleichung
il (n) (n) (n) (n)
Uity — Uiy ij+1 — Yig
5 + 5y =0 (5.7)

Direkt aus dieser Kontinuitédtsgleichung ergibt sich durch Multiplikation mit der
Dichte p und dem Faktor dx - dy eine Gleichung, in der als Summanden die
einzelnen Fliisse iiber die Kontrollvolumenseiten stehen:

pulty oy — pul sy + pul,, 6w — pul du =0 (5.8)
AVij+l
6y —— ——
Yij avijy | Yiegg

- ~ J
OX

Abb. 5.7: Diskrete Geschwindigkeiten im Kontrollvolumen (i, j)
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Bei Divergenzfreiheit verschwindet also der Gesamtflufs iiber die Kontrollvolu-
menseiten. Es ist offensichtlich, daf Fliisse und Geschwindigkeiten direkt inein-
ander umrechenbar sind und bei bekannter Gittergeometrie und Fluiddichte den-
selben Informationsgehalt besitzen.

Die Kontinuitéitsgleichung (5.2) mit einem Geschwindigkeitsfeld @ = (u,v) im
Zweidimensionalen bzw. @ = (u,v,w) im Dreidimensionalen lautet ausgeschrie-
ben fiir kartesische Koordinaten:

ou Ov Ju Ov Ow

%—f‘a—y—o bzw. %—Fa—y—F%—O (59)
Sollen in einem Kombinationsschritt Datenwerte von einem groben Gitter auf
Datenpunkte eines anderen groben Gitters transferiert werden, so muf man fiir
die einzelnen Geschwindigkeitskomponenten u, v, w geeignete Interpolationsfunk-
tionen wihlen. Dabei bieten sich beispielsweise multivariate Polynome an. Aus
der Kontinuitétsgleichung (5.9) erkennt man, daf sie nur durch Polynome erfiillt
wird, bei denen der Interpolant fiir die u-Geschwindigkeit in x einen Grad hoher
ist als die Interpolanten der Geschwindigkeiten v und w, der Interpolant fiir die
v-Geschwindigkeit in y einen Grad hoher ist als die Interpolanten der Geschwin-
digkeiten u und w, und der Interpolant fiir die w-Geschwindigkeit in 2 einen Grad
hoher ist als die Interpolanten der Geschwindigkeiten v und v.

Beim Transfer von Datenwerten von einem Gitter auf ein anderes Gitter muft man
mit einer Technik vorgehen, die die Divergenzfreiheit der kombinierten Losung
garantiert. Die in dieser Arbeit verwendete Technik wird im folgenden anhand ei-
nes zweidimensionalen Beispiels erldutert: Man betrachtet einen Gitterausschnitt
aus einem Vollgitter sowie zwei Ausschnitte der groben Gitter, die aus dem Voll-
gitter durch Ausdiinnung mit den Ausdiinnungsindizes (2,0) und (1, 2) entstehen.
Diese groben Gitter kommen in einer Kombinationsrechnung mit Ausdiinnungs-
parameter s = 2 vor (vgl. Tabelle 3.4). In Abbildung 5.8 sind die Gitterausschnitte
gezeigt, zwischen denen die Geschwindigkeitswerte transferiert werden sollen.

Um die u-Geschwindigkeitswerte vom (2, 0)-Gitter auf das (1, 2)-Gitter zu trans-
ferieren, werden in einem ersten Schritt die u-Geschwindigkeiten in y-Richtung ge-
mittelt. In dieser Richtung ist das (2, 0)-Gitter feiner als das (1, 2)-Gitter. Die Mit-
telung der Geschwindigkeiten entspricht der Aufsummierung der einzelnen Fliisse

y

.

Abb. 5.8: Ausschnitte eines Vollgitters (links) sowie der Grobgitter mit
Ausdiinnungsindizes (2,0) und (1,2) (rechts) und die Datenpunkte der u-
Geschwindigkeitskomponente
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Abb. 5.9: Transfer der u-Geschwindigkeitswerte vom (2, 0)-Gitter auf das (1, 2)-
Gitter (oben) und vom (1, 2)-Gitter auf das (2, 0)-Gitter (unten)

iber die verschiedenen Kontrollvolumenseiten und anschliefsender Riickrechnung
auf die Geschwindigkeit an der Kontrollvolumenseite des in dieser Raumrichtung
groberen Gitters. In einem zweiten Schritt werden diese gemittelten Geschwindig-
keiten auf die Datenpunkte des in z-Richtung feineren (1, 2)-Gitters interpoliert,
an denen nach der Mittelung noch kein Datenwert erhalten wurde. In Abbildung
5.9 (oben) ist dieser Transfer in den zwei Schritten schematisch dargestellt.

Der Transfer der u-Geschwindigkeitswerte vom (1, 2)-Gitter auf das (2, 0)-Gitter
erfolgt dhnlich: In einem ersten Schritt wird das (1, 2)-Gitter in der z-Richtung,
in der es feiner ist als das Gitter (2,0), vergrobert. Dies geschieht durch einfa-
ches Weglassen der entsprechenden Datenwerte. In einem zweiten Schritt werden
die Geschwindigkeiten an den Kontrollvolumenseiten des in y-Richtung feineren
(2, 0)-Gitters durch Interpolation aus den Datenwerten des (1, 2)-Gitters erhalten.
In Abbildung 5.9 (unten) ist dieser Transfer skizziert.

Der polynomiale Interpolant der u-Geschwindigkeit muf nach dem oben Gesagten
in z-Richtung eine Ordnung héher sein als in y-Richtung. Ein Interpolant, der in
z-Richtung linear und in y-Richtung konstant ist, oder ein Interpolant, der in z-
Richtung quadratisch und in y-Richtung linear ist, sind solche Funktionen. Diese
beiden Moglichkeiten fiir die Wahl des Interpolanten werden spéter genauer un-
tersucht. Dabei spricht man dann von linear-konstanter bzw. quadratisch-linearer
Interpolation.

Im obigen Beispiel des Transfers zwischen dem (2, 0)-Gitter und dem (1, 2)-Gitter
miissen im Fall der quadratisch-linearen Interpolation die Gitterausschnitte in je-
der Raumrichtung doppelt so grof gewihlt werden, um die u-Geschwindigkeit in
der z-Richtung quadratisch und in der y-Richtung linear interpolieren zu kon-
nen. Denn drei Punkte bestimmen eindeutig ein quadratisches Polynom und zwei
Punkte ein lineares Polynom. Analog zur Abbildung 5.9 sind diese grofseren Git-
terausschnitte sowie das Vorgehen beim Transfer der Datenwerte in Abbildung
5.10 skizziert.

Beim Transfer eines groben Gitters auf ein anderes Gitter ist es eventuell auch
notig, dak im Zweidimensionalen in zwei Raumrichtungen oder im Dreidimensio-
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Abb. 5.10: Transfer der u-Geschwindigkeitswerte vom (2,0)-Gitter auf das
(1,2)-Gitter (oben) und vom (1,2)-Gitter auf das (2,0)-Gitter (unten) fiir die
quadratisch-lineare Interpolation

nalen in drei Raumrichtungen interpoliert werden muf. Im obigen Beispiel ist dies
der Fall, wenn das (1, 2)-Gitter auf das Vollgitter (vgl. Abbildung 5.8) transferiert
wird. Die nétigen Schritte setzen sich dabei zusammen aus der Interpolation in
der einen und anschlieftend in der anderen Raumrichtung. Der andere Fall, daf
ein Transfer nur durch Weglassen und Mittelung von Datenwerten geschieht, ist
ebenso moglich. Im obigen Beispiel wire dies der Fall, wenn eine Losung auf dem
Vollgitter auf das (1,2)-Gitter transferiert werden sollte. In Abbildung 5.11 ist
fiir diese Fille die Vorgehensweise skizziert.

Linear-konstante Interpolation im Zweidimensionalen:

In Abbildung 5.12 wird ein Kontrollvolumen eines groberen Gitters mit den
Geschwindigkeitswerten uq, us, v1, vy dargestellt, die auf die Geschwindigkeits-
werte u}, uj, vq, vy eines Kontrollvolumens eines feineren Gitters mit der linear-
konstanten Interpolation transferiert werden sollen. Wenn die Geschwindigkeits-
werte uy, us, vy, vo auf dem groberen Gitter eine brechnete Strémungslésung sind,
erfiillen sie die diskrete Kontinuitétsgleichung (5.7). Diese schreibt sich folgen-
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Abb. 5.11: Transfer der u-Geschwindigkeitswerte vom (1, 2)-Gitter auf das Voll-
gitter (oben) und vom Vollgitter auf das (1,2)-Gitter (unten) fiir die linear-
konstante Interpolation
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dermafsen:
(ug — u1)(y2 — y1) + (v2 — v1) (22 — 1) = 0 (5.10)

Die linear-konstanten Interpolanten u!(x,y) und v!(z, y) fiir die beiden Geschwin-
digkeitskomponenten lauten:

2 2
u(z,y) = ———(@—21) +u = u; [ 7J (5.11)
J#i
v (:U, y) = _ (y - yl) +v = Zvi H — (5.12)
Y2 n i=1 j=1 Yi y]
J#i

Durch die gewihlten Interpolanten (5.11) und (5.12) wird sowohl die kontinu-
ierliche Kombinationsgleichung (5.9) als auch die diskrete Kontinuititsgleichung
fiir das Kontrollvolumen des feinen Gitters erfiillt. Dies sieht man mit (5.10)
folgendermafsen:

(uh — ) (g — wt) + (vh — v})(ah — 2}
= (ul (2, B522) — ul (2, 2522) ) (0 — o) + (01 (2522, ) — o! (2522, 91)) (ath — 1)

U — Uy, 4 ! ! '
= Ty —21)(Yy — Y1) +
L - a0y~ 0+

Vg — U1
(5 — y1) (25 — @)

! ! ! !
To— Ty Yg— Y
To —T1 Y2 — U1

= 0 (5.13)

- ((U2 —u1)(y2 — y1) + (v2 — vl)(zo — xl))

Damit ist gezeigt, daf mit der linear-konstanten Interpolation der Transfer von

Y, .
P V2
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Yi— . o
! U Vi u,
1
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1 | | \
XX )

Abb. 5.12: Zur linear-konstanten Interpolation der Geschwindigkeitswerte
uy, Uy, vy, ve eines groberen Gitters auf die Geschwindigkeitswerte u, uf, v], v
eines Kontrollvolumens eines feineren Gitters
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Geschwindigkeitswerten vom groberen auf ein feineres Gitter immer so geschieht,
dak die Divergenzfreiheit beibehalten wird.

Quadratisch-lineare Interpolation im Zweidimensionalen:

In Abbildung 5.13 ist ein Gitterausschnitt gezeigt, der bei der quadratisch-linearen
Interpolation zur Anwendung kommt, wenn man die Geschwindigkeitswerte von
einem groberen Gitter auf ein feineres Gitter interpoliert. Wenn die Geschwindig-
keitswerte u;;,v;; des groberen Gitters eine Stromungslosung sind, erfiillen sie
fiir jedes Kontrollvolumen die diskrete Kontinuitétsgleichung (5.7). Es gilt also:

(u2,1 - u1,1)(yz —y1) + (vi2 — Ul,l)(@ —11) =0
Unt — U —y1) + (v22 — v91)(x3 —x9) =0
(u3,1 22) (Y2 — 1) + (V22 — v2) (w3 — 22) (5.14)
(U2,2 - U1,2)(y3 - y2) + (UL?» - UI,Z)(xZ o xl) =0
(usp — u22)(ys — y2) + (v23 — v22) (%3 — 72) =0

Die Interpolationspolynome u! und v! fiir die beiden Geschwindigkeitskompo-

nenten sind bei der quadratisch-linearen Interpolation ein Produkt eines qua-
dratischen Polynoms in der einen und eines linearen Polynoms in der anderen
Raumrichtung. Die Interpolationspolynome lauten:

2 _ ity

I . r — T Y 5
ullay) = 3D uwiy ]I T — 1 11 VitVitl _ yityis (5.15)
i=1j=1 k=1 1 k=1 2 2
ki 14
A V1.3 A Vo3
Y
| | — ——
U o Wo Uz 5
T Vio ) Voo
y2 T V|
Yo u Sl
Yy, — —— | —— ——
1 U1 Vi U1 Us 4
) Via ) Voi
y. —
1 ’ ’ \ \
X X5 X X3

Abb. 5.13: Zur quadratisch-linearen Interpolation der Geschwindigkeitswerte
u; j,v;,; eines groberen Gitters auf die Geschwindigkeitswerte u), uf, v], v}, eines
Kontrollvolumens eines feineren Gitters
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2 Tp+Tr+1 3

r— Yy—u
UI("L', y) - Z Z Ui,j H Tit+Tig1 . 1'2k+xk'+1 H '_ (516)
i=1j=1 k=1 2 2 -1 Y5 — YU
k#i ]

Der durch (5.15) und (5.16) definierte quadratisch-lineare Interpolant des Ge-
schwindigkeitsfeldes erfiillt mit den Bedingungen (5.14) die kontinuierliche Kon-
tinuitétsgleichung (5.9). Ebenso erfiillt der quadratisch-lineare Interpolant auch
die diskrete Form der Kontinuitétsgleichung. Analog zu (5.13) kann man dies mit
der Notation geméf Abbildung 5.13 und den Bedingungen (5.14) zeigen:

(uh — ) (s — 1) + (v — v})(ah — %)
= (wf(ah, B5E) — ul (2, 252)) (vh — wh)

+ (01 (B, ) — o (B ) (2 — 2)) (5.17)

Linear-konstante Interpolation im Dreidimensionalen:

Im Dreidimensionalen miissen die Interpolationspolynome (5.11) und (5.12) fiir
die dritte Raumrichtung erweitert und noch das Interpolationspolynom fiir die
dritte Geschwindigkeitskomponente w angegeben werden:

; B 2 2 T —
i=1 j=1 7t J
J#i

vi(z,y,2) = Zvi H y.—yj‘ (5.19)

J#1
! T | 5.20
w'(z,y,2) = Y w [] — (5.20)
=1  j=1 “i %)
J#i

Es wird also jede der drei Geschwindigkeitskomponenten in jeweils einer Raum-
richtung linear und in den anderen beiden konstant interpoliert.

Ganz analog zum zweidimensionalen Fall kann man zeigen, dafs die so definierten
Interpolationspolynome bei der Interpolation von einem groberen Gitter auf ein
feineres Gitter sowohl die kontinuierliche als auch die diskrete Kontinuititsglei-
chung erfiillen.
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Quadratisch-lineare Interpolation im Dreidimensionalen:
Eine Erweiterung der Interpolationspolynome (5.15) und (5.16) fiir die dritte
Dimension ergibt:

3 2
ZUy, ZZZUZ,]IC )
k=1

i=1j=1
3 _ 2 ym+ym+l 2 _ Znt2Zn+1
= 1 o 1w L= (5.21)
YitYit1 ym+ym+1 Zp+2k+1  Znt2Zn+l
=1 m=1 2 n=1 2 2
[#i m#£j n#£k
2 3 2
(@,5,2) = D3> vijk
i=1j=1k=1
2 x2S 3 . 2 _ ZntZnt1
[ 2 I 22 1 o= (5.22)
Ti+Tiy1  TyH+Ti4q yi —y Zet2Zk41 _ ZntZnid :
=1 2 2 m=1 <J m p=1 2 2
2 3
(@,9,2) = D203 wigk
i=1j=1k=1
2 T H®4 2 _ YmtYm+1 3 .
I I s 1 — (5.23)
Ti+Tiy1  Ti+Ti4a YitYi+1  Ym+Ym+1 o — o
=1 2 2 m=1 2 2 n=1 k n
I#1 m#j n#k

Jede der drei Geschwindigkeitskomponenten wird in jeweils einer Raumrichtung
quadratisch und in den anderen beiden linear interpoliert. Analog zu oben kann
man zeigen, dak auch diese Interpolationspolynome bei der Interpolation von
einem groberen Gitter auf ein feineres Gitter sowohl die kontinuierliche als auch
die diskrete Kontinuititsgleichung erfiillen.

Zusammenfassung:

In diesem Abschnitt wurde gezeigt, wie man beim Transfer von Gitterlosungen
von einem Gitter auf ein anderes Gitter vorgeht: Zundchst werden gegebenen-
falls Kontrollvolumen zusammengefallt, wobei der Gesamtflufs iiber die Oberfla-
che der zusammengefaftten Kontrollvolumen erhalten bleibt. Mit Hilfe der linear-
konstanten oder quadratisch-linearen Interpolationspolynome werden gegebenen-
falls anschlieffend die Geschwindigkeiten von dem groberen Gitter auf das feinere
Gitter interpoliert. Das so erhaltene Geschwindigkeitsfeld ist divergenzfrei. Wenn
in einem Kombinationsschritt alle Losungen auf den groben Gittern auf alle ande-
ren groben Gitter geméf der linear-konstanten oder quadratisch-linearen Interpo-
lation transferiert werden und die transferierten Losungen als Linearkombination
kombiniert werden, bleiben die kombinierten diskreten Geschwindigkeitsfelder auf
allen Gittern divergenzfrei. Die Bildung der Kombinationsldsung auf dem Vollgit-
ter ist ganz analog moglich, indem die Losungen auf allen groben Gittern auf das
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Vollgitter transferiert werden und dort gemaf der Kombinationsformel als Line-
arkombination kombiniert werden. Diese Kombinationslosung auf dem Vollgitter
ist dann ebenfalls divergenzfrei.

Eine entsprechende Interpolation hoherer Ordnung als die quadratisch-lineare,
also beispielsweise eine kubisch-quadratische Interpolation, fiihrt beim Transfer
nach dem obigen Schema nicht mehr auf ein divergenzfreies Geschwindigkeitsfeld.
Dies kann man analog zur obigen Vorgehensweise ausrechnen.

5.6 Transfer von Flullwerten

Die linear-konstante bzw. quadratisch-lineare Interpolation erméglicht den Trans-
fer von diskreten Geschwindigkeitsfeldern zwischen verschiedenen versetzten Git-
tern, wobei die Divergenzfreiheit des Feldes beibehalten wird. Die Interpolanten
werden dabei in Abhingigkeit der jeweiligen Geschwindigkeitskomponente gebil-
det als Produkte von linearen und konstanten bzw. quadratischen und linearen
Polynomen. Bei einer konkreten Implementierung des Transfers ist es somit not-
wendig, den Interpolanten jeder Geschwindigkeitskomponente entsprechend der
Raumrichtung unterschiedlich zu behandeln.

Eine Vereinfachung fiir den Transfer ergibt sich, wenn man nicht mehr die Ge-
schwindigkeitswerte an ihren entsprechenden Datenpunkten im versetzten Gitter
nutzt sondern die aus den Geschwindigkeiten berechneten Fliisse. Dieses Vor-
gehen soll im folgenden genauer erklart werden: Zunédchst integriert man jede
Geschwindigkeitskomponente {iber die zu ihrer Raumorientierung orthogonal ste-
hende und durch die einzelnen Kontrollvolumenoberflichen gebildete Ebene im
Gitter. Die Kontrollvolumenoberflichen und Gitterebenen sind im Zweidimensio-
nalen einfache Linien, im Dreidimensionalen sind es zweidimensionale Flichen.
Im Zweidimensionalen entspricht die Integration des diskreten Geschwindigkeits-
feldes einer Multiplikation der einzelnen Geschwindigkeitswerte mit der Grofe der
jeweiligen Kontrollvolumenoberfldche sowie einer anschlieffenden Aufsummierung
von einem Gebietsrand zum anderen. Im Dreidimensionalen erfolgt die Integra-
tion iiber zwei Dimensionen: Zuerst werden ebenfalls die Geschwindigkeitswerte
mit der Grofe der jeweiligen Kontrollvolumenoberfliche multipliziert. Anschlie-
fsend werden die so gebildeten Gréfsen zunéchst in der einen, dann in der anderen
Raumrichtung aufsummiert. Die iiber die Flichen integrierten Geschwindigkeiten
werden im folgenden immer als Flisse bezeichnet, auch wenn die Multiplikation
mit der Fluiddichte unterlassen wurde. Dies ist moglich, weil die in dieser Ar-
beit betrachteten Probleme alle eine konstante Dichte besitzen, so dafs es sich bei
der Multiplikation mit der Dichte nur um einen konstanten Faktor handelt, der
bei einer spiteren Riickrechnung auf die interessierenden Geschwindigkeitswerte
wieder herausfillt.
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Abb. 5.14: Zweidimensionales Gitter mit imax X Jmax Kontrollvolumen sowie
Lage des u-Geschwindigkeitswerts und des U-Flukwerts im Kontrollvolumen (i, j)

Fiir den zwei- und dreidimensionalen Fall werden im folgenden die Rechnungen
fiir die Integration der Geschwindigkeitswerte explizit beschrieben: In Abbildung
5.14 ist die Anordnung der u-Geschwindigkeit und des U-Flufwerts in einem Kon-
trollvolumen (i,7) eines zweidimensionalen Gitters mit insgesamt imax X Jmax
Kontrollvolumen schematisch dargestellt. Auf dem Gitter existieren die diskreten
u-Geschwindigkeitswerte u; ; mit ¢ = 1,...,imax + 1, 7 =1,..., jmax. Die Fluk-
werte U ergeben sich als integrierte Geschwindigkeitswerte und berechnen sich
folgendermafsen:

Uio := 0 fiir  i=1,...,imax + 1
Uij = Uij1+uij (Yjr1 —Yj) (5.24)

J
= Zui,j,-(yj,_,_l—yj/) fiir izl,...,imax+1, j:]_,...,jmax
j'=1

Die Grobe U; j bezeichnet den Gesamtfluf durch die durch die Punkte (z;, y1) und
(wi,y;+1) begrenzte Fliache. Der Flufwert U; ; liegt rdumlich also am Gitterpunkt

(xi, yj+1)-

Die Berechnung der Geschwindigkeiten aus den Flukwerten geschieht durch Um-
kehrung der Integration:
Uij — Uij

U,Z,Jzi fuI' Zzl,,lmax+1, ]:1,,jmax (525)
Yi+1 = Yj

Im Dreidimensionalen berechnen sich die Flufswerte U mit der Anordnung der Va-
riablen geméf Abbildung 5.15 in einem Gitter mit iyax X Jmax X kmax Kontroll-
volumen durch Aufsummierung der einzelnen Fliisse durch die jeweiligen Kon-
trollvolumenoberflichen iiber zwei Dimensionen:

Ui,O,k = 0 fUI' izl,...,imax+1, k‘:]_,...,kmax
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Abb. 5.15: Ebene im dreidimensionalen Gitter mit imax X Jmax X Fmax Kon-
trollvolumen sowie Lage des u-Geschwindigkeitswerts und des U-Flufswerts im
Kontrollvolumen (3, j, k)

Ui,j70 = O fuI' izl,...,imax—i_l, jzl,...,jmax
koo
Uje = D 2 Uigrgr - Wyrar — Yjr) - (Zrrs1 — 2r1) (5.26)
k'=1j'=1

ﬁlI‘ izl,...,imax+1, jzl,...,jmax, kzl,...,kmax

Die Grofse U; ; 1, gibt somit den Gesamtfluk an der Koordinate x; durch die Fliche
mit den Eckpunkten (x;,y1, 1), (v, Yji+1, 21), (T, Y1, 2e41), (T4, Yj+1, Zk41) an. Der
Flukwert U; ; ; liegt rdumlich am Gitterpunkt (z;, y;41, 2k+1)-

Die Berechnung der Geschwindigkeiten aus den Flufwerten geschieht wiederum
durch Umkehrung der Integration:
Uijk = Uij1k — Uijh—1 + Uij161

- (Yj+1 — Y5) (Zet1 — 2k) (5.27)

Uik

fUI' izl,...,imaX_Fl, j:]_,...,jmax, k‘:]_,...,kmax

Ganz analog werden die v-Geschwindigkeiten iiber die z-z-Ebenen zu Flufwerten
V und die w-Geschwindigkeiten iiber die z-y-Ebenen zu Fluffwerten W integriert.
Alle Flufwerte liegen an den Knoten des Gitters und nicht an den Datenpunkten
der Geschwindigkeitswerte im versetzten Gitter. Dies ist in Abbildung 5.16 fiir
den zweidimensionalen Fall schematisch dargestellt.

Bei der von Nast++ verwendeten Numerierung der Variablen in den einzelnen
Kontrollvolumen (i,7) bzw. (i,j, k) geméf der Abbildungen 5.14 und 5.15 lie-
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Abb. 5.16: Anordnung der u-Geschwindigkeiten und der U-Flufwerte (links)
sowie der v-Geschwindigkeiten und der V-Flufwerte (rechts) in einem zweidi-
mensionalen Gitter

gen die Werte U;; und V;; im zweidimensionalen Gitter bzw. U, , V;,;r und
Wi jr im dreidimensionalen Gitter jeweils an unterschiedlichen Knoten des Git-
ters. Das mufl bei der Implementierung der Transferroutinen durch geeignete
Indexrechnung beachtet werden.

Ein Vorteil der Darstellung mit den Flufwerten besteht darin, daf beim Transfer
von Losungen, die auf verschiedenen Gittern gegeben sind, ein Teil der Fluftwerte
an raumlich gleichen Punkten liegen. Die Kombination dieser Flufswerte ist somit
wie im Kapitel 3 beschrieben méglich. In Abbildung 5.17 wird dies fiir einen Git-
terausschnitt bei einer Kombinationsrechnung mit Ausdiinnungsparameter s = 1
skizziert.

Ein weiterer Vorteil der Rechnung mit den Flufswerten besteht darin, dafs die
beim Transfer zwischen verschiedenen Gittern benutzte linear-konstante Interpo-
lation der Geschwindigkeitswerte zu einer rein multilinearen Interpolation der
Flufswerte sowie die quadratisch-lineare Interpolation zu einer rein multiqua-
dratischen Interpolation wird. Dafs dies so ist, wird zunichst an einem eindi-
mensionalen Beispiel genauer erldutert: Bei der linear-konstanten Interpolation
der u-Geschwindigkeitswerte werden diese in der y-Richtung konstant interpo-
liert. Diese konstante Interpolation kann auch durch eine lineare Interpolation
der U-Flufwerte und anschliefsender Differentiation, also der Riickrechnung der
Flulwerte auf die Geschwindigkeitswerte erreicht werden. Zur Veranschaulichung
dient Abbildung 5.18: An einer Seite eines Kontrollvolumens wird seine Ober-
fliche durch die Punkte y; und y;;; begrenzt. In der Mitte der Kontrollvolu-
menoberfliche liegt die u-Geschwindigkeit u;. Wird die u-Geschwindigkeit ent-

¥
¥

¥
¥

Abb. 5.17: Integration der u-Geschwindigkeiten auf die U-Flufwerte und Bil-
dung einer Kombinationslosung mit den Flufwerten
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Abb. 5.18: Konstante Interpolation der u-Geschwindigkeit durch lineare Inter-
polation der U-Flufwerte

lang der y-Richtung integriert, so wird am linken Rand des Kontrollvolumens
der Flufswert U;_; gespeichert, der den Gesamtfluf in z-Richtung zwischen dem
Gebietsrand an der Stelle y; und dem Punkt y; angibt. Der Flufwert U; am rech-
ten Kontrollvolumenrand ¥, ergibt sich durch die beschriebene Integration der
u-Geschwindigkeit:

Uj = Uj1+u; - (Y1 — )
Der lineare Interpolant U’ der U-FluRwerte lautet fiir das betreffende Kontroll-
volumen:
_Ui=Ujia
Y Y
Berechnet werden soll nun ein interpolierter Geschwindigkeitswert u’(y'), der im
Mittelpunkt eines Kontrollvolumens liegt, das in y-Richtung durch die Punkte y;
und y;,, begrenzt wird. Bei der linear-konstanten Interpolation der Geschwindig-
keitswerte wiirde dieser durch konstante Interpolation des Geschwindigkeitswerts
u; erhalten werden, also u’(y') = u;. Durch lineare Interpolation der Flufwerte
Uj-1 und U; auf die Punkte y;- und y; 41 sowie anschliefender Umkehrung der
Integration ergibt sich das gleiche Ergebnis:

T e

Y = Uj
Yir1— Y

U'(y) (¥ —y;) +Uj

u! (y')

In Abbildung 5.19 ist dasselbe Problem fiir die quadratisch-lineare Interpolation
skizziert: Aus den Geschwindigkeitswerten u; und u;;, sowie dem Fluiwert U;_,
berechnen sich die Flufwerte U; und Uj,;. Mit diesen lautet der quadratische
Interpolant U’ (y):

Ul(y) L Uy Y—=Yj+1 Y —Yjt2
Yi = Yj+1 Y5 — Yj+2
Yy—1y; Y —Yjt2
Yi+1 — Y5 Yj+1 — Yj42
Yy—1y; Y—Yj+
Yj+2 — Yj Yj+2 — Yj+1

+ U

+ Ujn
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u(y),u'(y)
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Abb. 5.19: Lineare Interpolation der u-Geschwindigkeit durch quadratische In-
terpolation der U-Flufswerte

Bei linearer Interpolation ergibt sich der interpolierte Geschwindigkeitswert u’ (1)
als linearer Interpolant aus den Geschwindigkeiten u; und w;:

o Yi+1tYi42 o YitYi4r
u'(y') = uy Y 2 + u; Y 2
J Yityi+1  Yi+1+Yi42 Il yivityive Yty

2 2 2 2

Den gleichen Wert u’(y') erhiilt man durch Berechnung des quadratischen Inter-
polanten U’ (y) an den Punkten y;- und y;- 41 sowie Umkehrung der Integration:

UM (y51) — U(y))
Yit1 — Y

u'(y') =

Die lineare Interpolation der u-Geschwindigkeitswerte kann somit durch die qua-
dratische Interpolation der U-Flukwerte ersetzt werden.

Was hier fiir die Interpolation in einer Dimension gezeigt wurde, lafst sich auch
auf den zwei- und dreidimensionalen Fall erweitern: Im Zweidimensionalen wird
die linear-konstante Interpolation der u-Geschwindigkeit in (5.11) zu einer multili-
nearen Interpolation der U-Flufswerte. Mit der Notation in Abbildung 5.20 (links)
und der obigen Festlegung, daf der Flufwert U; ; am Gitterpunkt (z;,y,41) liegt,
lautet das Interpolationspolynom fiir die U-Flufwerte in einem Gitterausschnitt:

I 2. Zor—w ¢ Y—U
Ulz,y) = ZZUi,j—l H P H — (5.28)
i=1j=1 k=1 Vi k=1 Y — U
k#i 1£§

Die quadratisch-lineare Interpolation der u-Geschwindigkeiten in (5.15) wird mit
der Notation in Abbildung 5.20 (rechts) zu einer multiquadratischen Interpolation
der Flulwerte:

3 3 3

U'le,y) = S5 Uy [ 2 f[ v U (5.29)

i=1j=1 =1 Yi T Tk 2] Y5 — U
ki I£]
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Abb. 5.20: Zur Interpolation der U-Flufwerte im Zweidimensionalen

Im Dreidimensionalen wird das Interpolationspolynom fiir die u-Geschwindigkeit
in (5.18) zu einem multilinearen Interpolationspolynom fiir die U-Flufwerte. Mit
der Notation in Abbildung 5.21 (links) und der obigen Festlegung, daf der Fluk-
wert U; j, am Gitterpunkt (z;,y,41, 2541) liegt, lautet dies:

Noy,2) =333 Uiy 1k1H — I H —" (5.30)

1=1j=1k=1 Ti xlmly]_ymnlzk_zn
l;éz m#j n#k

Die quadratisch-lineare Interpolation aus (5.21) wird mit der Notation in Abbil-
dung 5.21 (rechts) zu einer multiquadratischen Interpolation der U-Flufwerte:

N2,,2) =S 3% U, ]lklnf‘f’” [ L= H “ i (5.31)

1=1j=1k=1 Z 1y]_ymnlzk_zn
l#1 m;éj n#k

Die Interpolationspolynome fiir die V- und W-Flufwerte ergeben sich ganz ana-
log.

Man kann zeigen, dafs sich beim Transfer von einem groben Gitter auf ein feine-
res Gitter, wie im obigen, eindimensionalen Beispiel, die Geschwindigkeitswerte

237 Qf--=-)
Z- [, . Z-
\ Ly,
— y —
217 | | . yl y2 X 217 | | | B yl y2
X % X % X3

Abb. 5.21: Zur Interpolation der U-Flufswerte im Dreidimensionalen
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durch Berechnung des Interpolanten der Flukwerte an den Ecken des feineren
Kontrollvolumens sowie anschlieffender Umkehrung der Integration der Geschwin-
digkeitswerte geméf (5.25) bzw. (5.27) berechnen lassen.

Zusammenfassung:

In diesem Abschnitt wurde gezeigt, dalt beim Transfer von Geschwindigkeitsfel-
dern von einem gréberen auf ein feineres Gitter die direkte Interpolation der
Geschwindigkeitswerte gleichwertig ist mit der Integration der Geschwindigkeits-
werte zu Flulbwerten, Interpolation der Flulkwerte auf die Ecken des feineren
Kontrollvolumens sowie anschliefsender Differentiation der Flufiwerte. Die linear-
konstante Interpolation der Geschwindigkeitswerte wird durch eine multilineare
Interpolation der Flufswerte und die quadratisch-lineare durch eine multiquadra-
tische ersetzt.

Der sich ergebende Vorteil liegt in der Tatsache, dak die Flufwerte auf den ver-
schiedenen groben Gittern zum Teil an rdumlich gleichen Punkten liegen. Die
Interpolationspolynome fiir die U-, V- und W-Flukwerte haben dieselbe Gestalt,
so dals die Unterscheidung der jeweiligen Raumrichtungen fiir die einzelnen Ge-
schwindigkeitskomponenten bei der Implementierung der Transferroutinen nicht
notig ist.

5.7 Berechnung des Interpolationsfehlers bei ver-
setzten Gittern

5.7.1 Interpolationsfehler im Zweidimensionalen

In Abschnitt 4.5 wurden Berechnungsméglichkeiten fiir den Interpolationsfehler
gezeigt, der bei der Interpolation einer Kombinationslosung auf ein Vollgitter auf-
tritt. Die konkrete Berechnung des Interpolationsfehlers fiir versetzte Gitter mufs
in abgewandelter Form geschehen. Das Vorgehen wird zunéchst wieder exempla-
risch fiir ein zweidimensionales Kombinationsgitter mit Ausdiinnungsparameter
s = 1 erlautert: Auf einem Vollgitter sei die u-Geschwindigkeitskomponente an
den Punkten des versetzten Gitters gegeben. In Abbildung 5.22 ist ein Gitteraus-
schnitt mit den Variablenbenennungen schematisch dargestellt. Die Integration
der Geschwindigkeitswerte gemaf (5.24) fiithrt auf die U-Flukwerte:

Uipn=Uyp+uhy, Uog=Uig+uiphy, Uy =Ug+usihy,, ... (5.32)
Zur Berechnung des Interpolationsfehlers wird die Vollgitterlésung mit der Kom-

binationslosung verglichen, bei der die durch das Geschwindigkeitsfeld gegebenen
Fliisse im Vollgitter und im Kombinationsgitter identisch sind, die also dasselbe
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physikalische Problem beschreibt. An den Gitterpunkten der verschiedenen gro-
ben Gitter, aus denen sich das Kombinationsgitter zusammensetzt, liegen dem-
nach dieselben U-Flufswerte wie im Vollgitter. Die Interpolation der Kombinati-
onsgitterlosung auf das Vollgitter geschieht wie im vorherigen Abschnitt beschrie-
ben durch Integration der Geschwindigkeiten, Interpolation der Flukwerte sowie
anschliefender Differentiation. In Abbildung 5.23 ist das Vorgehen skizziert.

In diesem Beispiel ergibt sich der im Kombinationsgitter fehlende Flufwert U, ;
durch Interpolation mit dem Stern aus Abbildung 4.9 als interpolierter Fluftwert
Ul

1

1
Uzl,l = 5( Uso+Uis +Us s +Usp) 4(U1,0 +Uso+ U2+ Uss) (5.33)

Damit berechnen sich die Geschwindigkeiten u}, und uj, geméf (5.25):
U£,1 = (U2[,1 - U2,0 ) / hy ) Uég = (U2,2 - U2I,1 ) /hy ) (5-34)

Diese beiden Geschwindigkeiten besitzen einen Interpolationsfehler; die anderen
Geschwindigkeiten, die sich beim Transfer der Kombintionslosung auf das Vollgit-
ter ergeben, sind identisch mit denen auf dem Vollgitter. Den Interpolationsfeh-
ler kann man wieder mit Hilfe von Taylorreihenentwicklungen bestimmen: Der
Mittelpunkt des Gitterausschnitts sei wie in Abbildung 5.22 skizziert der Ent-
wicklungspunkt (0,0). Die diskreten Geschwindigkeitswerte u; 1, us1, ... werden
geschrieben als Taylorreihenentwicklungen einer Funktion v an den zugehoérigen
Datenpunkten. Mit der Notation aus Abschnitt 4.5.4 schreiben sich die Taylor-
reihenentwicklungen fiir die Geschwindigkeiten folgendermafien:

ury =T (u, (=hg, —hy/2)), w2y =T(u,(0,—h,/2)), ...

Damit lassen sich mit den Formeln (5.32), (5.33) und (5.34) die auftretenden

y
hy” Ul,2 U2,2 U3,2
_>U1 2 _>u2,2 _>U32
o Ul,l UZ,l U3,1
_>ul 1 _>u2,1 _>U31
_hy ! U1,0 UZ,O U3,O
~h 0 h

Abb. 5.22: Gitterausschnitt eines zweidimensionalen Gitters mit u-Geschwin-
digkeitswerten und U-Flufswerten
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U, Uz Us, U, Us, U, Us, U, Uz Us,
i iy
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Uio U Uso Upo Uso Uio U Uio Yo Uso

Abb. 5.23: Grobe Gitter, Kombinationsgitter und u-Geschwindigkeitswerte, die
im Vergleich zum Vollgitter einen Interpolationsfehler besitzen (rechts)

Interpolationsfehler berechnen:

1 Qu

I - - 2
Yo = a1 = 4 8x28y‘(0,0) oy
~ Lﬁ‘ 4o iﬂ‘ 23
48 0z40y 10,00 =Y 96 0x20y3 (0 * Y
+ O(hShy + hyhi + h2h3)
uhy =gy = — (uj, —ug)

Der Faktor i vor dem Fehlerterm niedrigster Ordnung ist vom konkreten Entwick-
lungspunkt der benutzten Taylorreihen unabhingig. Die auftretenden Faktoren
ﬁ, ... fiir die Fehlerterme hoherer Ordnung sowie die iiberhaupt auftretenden
gemischten Ableitungen hoherer Ordnung sind von der Lage des Entwicklungs-
punktes abhéingig. Unter Vernachlissigung aller Terme hoherer Ordnung kann
ein mittlerer Interpolationsfehler analog zu Abschnitt 4.5.4 berechnet werden.
Fiir das Kombinationsgitter mit Ausdiinnungsparameter s = 1 und der linear-
konstanten Interpolation ergibt sich mit der Annahme, daf die gemischte Ablei-

tung im Berechnungsgebiet ungefihr konstant ist, also (.ﬁggy ‘Q ‘ ~ c gilt, fiir den

Ly-Interpolationsfehler:

\/—-(0)2+—-(—ich§hy)2+i-(+ich§hy)2:§chihy (5.35)

Die Annahme, daf die gemischte Ableitung in einem Berechnungsgebiet unge-
fahr konstant ist, wird in der Regel in dem Geschwindigkeitsfeld einer Stro-
mung nicht erfiillt. Wenn die gemischte Ableitung aber geniigend glatt ist, al-
so in jedem einzelnen Gitterausschnitt, der kombiniert wird, ungefihr konstant
ist, dann kann ein mittlerer Lo-Interpolationsfehler, der sogenannte geschdtzte
Lo-Interpolationsfehler, angegeben werden. Das Ergebnis in (5.35) gilt dann fiir
jeden einzelnen Gitterausschnitt mit jeweils einem anderen Wert fiir ¢. Fiir den
geschétzten Lo-Interpolationsfehler fiir das gesamte Berechnungsgebiet gilt eben-
falls das Ergebnis in (5.35), wenn der dort auftretende Wert ¢ ersetzt wird durch
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Ausdiinnungs- Linear-konstante Quadratisch-lineare
parameter Interpolation Interpolation
s=1 % 2 ¢ h2h, é 2 Cghihz
5 =2 $V/42 ¢ hih, sV1T8 ¢ h3h2
s=3 §\/714 c1 h2h, §\/12306 Co hih;

s=4 £V/11594 ¢; hZh, £1/802834 ¢, hih;
s=5 $V/186186 ¢y h2h, §V/51628562 ¢y hih?
s=06 £V/2981706 ¢1 hZh, $ 3367577602 ¢, hih?
s=7T §VATT18218 ¢; h2h, §V/211788298770 ¢, hih;
Tabelle 5.1: Geschitzter Lo-Interpolationsfehler der u-Geschwindigkeits-

komponente auf Kombinationsgittern mit unterschiedlichen Ausdiinnungspara-
metern im Zweidimensionalen

einen Wert ¢, der als Wurzel der Mittelung des Quadrats der gemischten Ablei-
tung iiber das Berechnungsgebiet gebildet wird:

1 »u \°

Die Berechnung des geschétzten Lo-Interpolationsfehlers, wie er in (5.35) exem-
plarisch am Beispiel der s = 1 Ausdiinnung berechnet wurde, kann auf die gleiche
Art geschehen fiir Ausdiinnungsparameter s > 1. Ebenso ist eine Berechnung ana-
log moglich fiir die quadratisch-lineare Interpolation der Geschwindigkeiten, die
durch Integration der Geschwindigkeiten auf Flufswerte, quadratischer Interpo-
lation der Flufswerte sowie anschlieftender Differentiation geschieht. Analog zum
Wert ¢; in (5.36) tritt bei der quadratisch-linearen Interpolation ein Wert ¢, auf:

1 Fu '\’

In Tabelle 5.1 sind die nach dem obigen Vorgehen berechneten geschitzten Lo-
Interpolationsfehler zusammengestellt, den man macht bei der Interpolation eines
versetzten, zweidimensionalen Geschwindigkeitsfeldes von einem Kombinations-
gitter mit Ausdiinnungsparameter s auf das entsprechende Vollgitter. Die dort
auftretenden Werte ¢; und ¢, sind in (5.36) und (5.37) definiert. Wenn die Glatt-
heitsvoraussetzungen der in diese Konstanten eingehenden gemischten Ableitun-
gen geniigend gut erfiillt sind und die Gittermaschenweite so klein ist, dafs der
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Verhiltnisse Linear-konstante Quadratisch-lineare

des Fehlers Interpolation Interpolation
Fehler(s = 2) / Fehler(s = 1) 4.583 9.434
Fehler(s = 3) / Fehler(s = 2) 4.123 8.315
Fehler(s = 4) / Fehler(s = 3) 4.030 8.077
Fehler(s = 5) / Fehler(s = 4) 4.007 8.019
Fehler(s = 6) / Fehler(s = 5) 4.002 8.005
Fehler(s = 7) / Fehler(s = 6) 4.000 8.001

Tabelle 5.2: Verhéltnisse der geschitzten Lo-Interpolationsfehlers im Zweidi-
mensionalen

Fehlerterm der niedrigsten Ordnung den Interpolationsfehler dominiert, kann so-
mit mit den in Tabelle 5.1 angegebenen Ausdriicken eine gute Schitzung fiir den
Interpolationsfehler berechnet werden. Insbesondere kennt man seine Abhéngig-
keit von den Gittermaschenweiten h, und h,. Die Verhdltnisse des Fehlers, die
bei verschiedenen Ausdiinnungsparametern auftreten, sind in Tabelle 5.2 zusam-
mengestellt. Man erkennt, daf bei Vergroferung des Ausdiinnungsparameters um
1 der geschitzte Lo-Interpolationsfehler asymptotisch bei der linear-konstanten
Interpolation um einen Faktor 4 und bei der quadratisch-linearen Interpolation
um einen Faktor 8 grofer wird. Warum dies der Fall ist, wird in Abschnitt 5.10
erldutert.

Verschwinden die in die Werte ¢; bzw. ¢y eingehenden gemischten Ableitun-
gen, so verschwindet auch der Interpolationsfehler. Dies gilt zum Beispiel fiir
das parabelférmige Geschwindigkeitsprofil einer laminaren Kanalstromung oder
das Geschwindigkeitsfeld einer einfachen kreisférmigen Stromung. Derartige Ge-
schwindigkeitsfelder werden somit auf jedem Kombinationsgitter mit beliebigem
Ausdiinnungsparameter exakt dargestellt.

5.7.2 Interpolationsfehler im Dreidimensionalen

Ganz analog zum Zweidimensionalen ist es moglich, im Dreidimensionalen den
geschitzten Lo-Interpolationsfehler zu berechnen. Dabei wird wiederum eine Voll-
gitterlosung mit einer Kombinationslosung verglichen, wobei die auf den jewei-
ligen Gittern gegebenen Fliisse identisch sind. Exemplarisch wird dies abermals
fiir ein dreidimensionales Kombinationsgitter mit Ausdiinnungsparameter s = 1
beschrieben: In Abbildung 5.24 ist ein Gitterausschnitt, die Lage der u-Geschwin-
digkeitswerte sowie der U-Flukwerte, die geméfs (5.26) berechnet werden, skiz-
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Abb. 5.24: Gitterausschnitt sowie Lage der u-Geschwindigkeitswerte und U-
Fluftwerte im Dreidimensionalen
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Abb. 5.25: Grobe Gitter mit der Lage der u-Geschwindigkeitswerte (oben) sowie
die daraus erhaltenen Gitter mit der Lage der U-Flufwerte und das Kombinati-
onsgitter (unten) fiir eine Kombinationsrechnung mit s = 1 im Dreidimensionalen

ziert. In Abbildung 5.25 werden die in die Kombinationslésung mit Ausdiinnungs-
parameter s = 1 eingehenden Gitter mit der Lage der u-Geschwindigkeitswerte
sowie der daraus errechneten Flufswerte dargestellt. Die Flufwerte im Kombina-
tionsgitter werden daraus als Linearkombination berechnet. In Abbildung 5.26
ist skizziert, welche Flukwerte im Kombinationsgitter anschlieffend mit der mul-
tilinearen oder multiquadratischen Interpolation berechnet werden miissen. Bei
der multiquadratischen Interpolation muf dabei ein in jeder Raumrichtung dop-
pelt so grofer Gitterausschnitt wie in Abbildung 5.26 verwendet werden. Die
jeweiligen Interpolationssterne zur Berechnung der interpolierten Flufwerte im
Dreidimensionalen kann man ganz analog zu denen im Zweidimensionalen, wie es
in Abschnitt 4.5.3 beschrieben ist, bestimmen. Die Riickrechnung der im Kom-
binatonsgitter gegebenen und interpolierten Flufswerte auf die Geschwindigkeits-
werte gemafs (5.27) fithrt auf die Geschwindigkeiten der Kombinationslésung. Im
Gegensatz zum Zweidimensionalen erkennt man in Abbildung 5.26, daf alle so
berechneten Geschwindigkeiten im Gitterausschnitt einen Interpolationsfehler im
Vergleich zum Vollgitter besitzen, weil immer mindestens ein durch Interpolation
erhaltener Flufwert in die Berechnung eingeht.

Zur konkreten Berechnung des Interpolationsfehlers geht man ganz analog zum
Zweidimensionalen vor: Der Mittelpunkt des Gitterausschnitts sei wie in Abbil-
dung 5.27 skizziert der Entwicklungspunkt (0,0, 0) von Taylorreihen.
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Abb. 5.26: Lage der Flukwerte im Kombinationsgitter (links), zu interpolierende
Flufkwerte (Mitte, offene Kreise) sowie Lage der mit einem Interpolationsfehler
behafteten Geschwindigkeitswerte (rechts)

Die diskreten Geschwindigkeitswerte u; 11, u2;1,1 ... werden geschrieben als Tay-
lorreihenentwicklungen einer Funktion u an den zugehdrigen Datenpunkten:

ul,l,l - T(U, (_hl'? _hy/27 _h’z/2)) ) u?,l,l — T(U, (07 _hy/27 _h’z/2)) g e

Die Integration dieser Geschwindigkeitswerte zu Flufswerten, die anschliefsende In-
terpolation der so erhaltenen Flufswerte auf die im Kombinationsgitter fehlenden
Flulwerte mit Hilfe der jeweiligen Interpolationssterne sowie die Riickrechnung
auf die Geschwindigkeitswerte u{ | ,,u3, ,,... der Kombinationslosung fiihrt wie-
derum auf den an den einzelnen Datenpunkten auftretenden Interpolationsfehler:

1 0%*u 1 ou
I — = —_ - —
Ul T L =Ty ayaz‘m,on)h’yh‘z_F 4 axayaz‘mxunh”hyhz

+ O(h3h, + hyh? + hZhyh.)

1 0%u
I _ i
Y210~ U211 4 8y82‘(0,0,0) yh
1 83u ‘ 2 1 83u ‘
4 020y 100,0) * Y 4 922021(0,00)
+ O(h,zhz + hyh?)

2
x''Z2

Fiir die anderen Geschwindigkeitswerte erhédlt man dhnliche Ausdriicke. Ganz
analog zum zweidimensionalen Fall und zu Abschnitt 4.5.4 kann unter Vernach-
lassigung aller Terme hoherer Ordnung ein geschétzter Lo-Interpolationsfehler
berechnet werden. Die Mittelung erfolgt dabei fiir Gitterausschnitte wie in Ab-
bildung 5.26 bzw. 5.27 nur iiber die Fehler von 8 und nicht von 12 Geschwindig-
keitswerten, weil der mittlere Fehler des gesamten Gitters interessiert, das sich
aus derartigen Gitterausschnitten zusammensetzt, und die Fehler an den Beriih-
rungsebenen der Gitterausschnitte dabei nicht doppelt gezdhlt werden diirfen.



5.7.  Berechnung des Interpolationsfehlers bei versetzten Gittern 85

hZ T
—T0
Uy g
0 - 1. L z
—> —_>
T Yol Yoo Us o1
—h. - 177U 1 72 Ug 1 7 y
z X
—hy 0 hy

Abb. 5.27: Benennungen der u-Geschwindigkeitswerte im Gitterausschnitt

Mit der gemittelten Ableitung

1 02u \°

erhilt man als geschitzten Lo-Interpolationsfehler der u-Geschwindigkeit im Kom-
binationsgitter mit Ausdiinnungsparameter s = 1 den folgenden Wert:

1 1 :
\/g 8- (Zc;»,hth) = 5 s hyh. (5.39)

Fiir Ausdiinnungsparameter s > 1 sowie die quadratisch-lineare Interpolation
werden die geschétzten Lo-Interpolationsfehler analog berechnet. Bei der quadra-
tisch-linearen Interpolation tritt dabei die gemittelte Ableitung c4 auf:

1 u \

Die so berechneten geschétzten Lo-Interpolationsfehler sind in Tabelle 5.3 und die
Verhiltnisse der Fehler in Tabelle 5.4 angegeben. Bei Vergroferung des Ausdiin-
nungsparameters um 1 streben die Verhaltnisse asymptotisch gegen die Zahlen 2
bei der linear-konstanten Interpolation und 4 bei der quadratisch-linearen Inter-
polation. Dies wird genauer in Abschnitt 5.10 erlautert.

Fiir die konkrete Berechnung der Interpolationssterne, die Bildung und Aufsum-
mierung der Taylorreihenentwicklungen und die Berechnung der geschitzten Lo-
Interpolationsfehler fiir die verschiedenen Ausdiinnungsstufen wurde in dieser Ar-
beit das Computeralgebraprogramm Maple eingesetzt.
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Ausdiinnungs- Linear-konstante Quadratisch-lineare
parameter Interpolation Interpolation
s=1 T ¢ hyh, I h2h?
s=2 i 3 c3 hyh, i 41 ¢4 hth
s =3 V5T 3 hyh, TVI113 ¢4 hih?
s=4 i\/313 c3 hyh, i\/25433 4 hzhg
s=5 T 3VITT ¢3 hyh, 1V530521 ¢4 hih?
Tabelle 5.3: Geschitzte Lo-Interpolationsfehlers der w-Geschwindigkeits-

komponente auf Kombinationsgittern mit unterschiedlichen Ausdiinnungspara-
metern im Dreidimensionalen

Verhiltnisse Linear-konstante Quadratisch-lineare

des Fehlers Interpolation Interpolation
Fehler(s = 2) / Fehler(s = 1) 3.000 6.403
Fehler(s = 3) / Fehler(s = 2) 2.517 5.210
Fehler(s = 4) / Fehler(s = 3) 2.343 4.780
Fehler(s = 5) / Fehler(s = 4) 2.256 4.567

Tabelle 5.4: Verhiltnisse der geschitzten Lo-Interpolationsfehler im Dreidimen-

sionalen
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5.8 Numerische Tests

5.8.1 Tests im Zweidimensionalen

Beispiel 1:

Die in Tabelle 5.1 angegebenen Abschitzungen fiir den Interpolationsfehler wer-
den nun anhand von Beispielen iiberpriift. Als erstes Beispiel dient die Funktion
uy(z,y) auf dem Einheitsquadrat [0, 1]

uy (2, y) = (2% + y?)* (5.41)

Diese Funktion ist in Abbildung 5.28 dargestellt. Das Einheitsquadrat wird mit
einem Gitter, das die Maschenweiten h, = h, = 2% besitzt, iiberzogen. Dieses
Gitter wird im folgenden das 2562-Gitter genannt. Die Datenpunkte, an denen
im versetzten Gitter die u-Geschwindigkeitswerte liegen, werden nun mit den
Funktionswerten der Funktion u; belegt. So erhélt man die diskrete Funktions-
darstellung auf dem versetzten Gitter mit den einzelnen Funktionswerten:

ur((t—1) hey (j—3)hy,) fir i=1,...,257, j=1,...,256

Die auf dem 2562-Gitter gegebene Funktion wird mit der im Abschnitt 5.5 be-
schriebenen Technik auf die versetzten Datenpunkte der groberen Vollgitter 1282,
64%, 322, 162, 8% transferiert, die die Maschenweiten h, = h, = 277, h, =
h, = 275 ... besitzen. Die auf diesen Gittern erhaltenen Funktionswerte wer-
den anschliefend auf alle groben Gitter transferiert, die in die Linearkombina-
tionen zur Bildung von Kombinationslésungen mit den Ausdiinnungsparametern
s = 1, 2, ... eingehen. Schlieflich werden die auf diesen groben Gittern so er-
haltenen Funktionswerte nach der Kombinationsformel mit der linear-konstanten
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Abb. 5.28: Beispielfunktionen u;(x,y) (links) und uq(z,y) (rechts)
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bzw. quadratisch-linearen Interpolation kombiniert. Damit erhdlt man die ent-
sprechenden Kombinationslosungen auf dem Vollgitter und berechnet anschlie-
fsend die diskrete Lo-Norm der Differenz zur jeweiligen Vollgitterfunktion. Dies
ist der in den verschiedenen Kombinationslosungen auftretende Interpolations-
fehler.

Andererseits kann der Interpolationsfehler mit den in Tabelle 5.1 angegebenen
Ausdriicken geschitzt werden. Dazu miissen die Werte ¢; geméfs (5.36) bzw. ¢y
gemaf (5.37) bekannt sein. Die exakte numerische Integration mit Hilfe eines
Computeralgebraprogramms liefert:

et (1) = 2.5658 - 100, e (u,) = 8.3138 - 10} (5.42)

Néherungsweise lassen sich diese Werte auch berechnen, indem man in den For-
meln (5.36) und (5.37) die Integrale in diskrete Summen umwandelt und die
gemischten Ableitungen durch Differenzensterne ersetzt:

5 1 1 -2 1
U 1 1 1
_ _ - = 5.43
ooy k2 { b= L® on, | ° dhzhy | 00 0 (543
-1 -1 2 -1
Yy Yy
. 1 1 -3 3 -1
0°u 1 1
W ~r h_i { 1 -3 3 —1 L: X h_;‘j —2 = h;’;hz -2 6 —6 2 (5.44)
1 1 -3 3 -1
Yy zy

Diese Differenzensterne werden benutzt, um an allen inneren Datenpunkten im
2562-Gitter die Ableitungen der Funktion zu approximieren. So erhilt man fol-
gende Niaherungen fiir die Werte ¢; bzw. ¢:

P (uy) = 2549910, o™ (uy) = 8.2976 - 10° (5.45)

Offensichtlich stimmen die auf dem feinen 2562-Gitter diskret berechneten Werte
in 5.45 mit den exakten Werten in (5.42) bei dieser glatten Funktion u; gut
iiberein.

In Tabelle 5.5 sind die numerisch berechneten Interpolationsfehler und die mit
den Werten aus (5.42) gemaf Tabelle 5.1 geschétzten Interpolationsfehler fiir die
verschiedenen Gitter und die verschiedenen Ausdiinnungsparameter zusammen-
gestellt. Es zeigt sich, daf die Abschidtzungen des Interpolationsfehlers sehr gut
mit den numerisch berechneten Werten iibereinstimmen. Weil die Funktion u,
sehr glatt ist, gilt dies auch noch fiir Kombinationsgitter mit grofsen Ausdiin-
nungsparametern. Ebenso sieht man, daf die quadratisch-lineare Interpolation
einen deutlich kleineren Interpolationsfehler aufweist als die linear-konstante In-
terpolation.
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Gitter s=1 s=2 s=3 s=4 s=25
Linear-konstante Interpolation:
2562 2.703-1077 1.239-1076 | 5.107-107% | 2.057-107° | 8.228-107°
(2.704-1077) | (1.239-107%) | (5.108-1075) | (2.058-10~°) | (8.249-10°)
1282 || 2.162-107% | 9.908-107% | 4.083-107° | 1.642-10~* | 6.535-10~*
(2.163-107%) | (9.911-1075) | (4.087-1075) | (1.647-10"%){(6.599-10~%)
642 1.729-107° | 7.920-10~° | 3.259-10~* | 1.304-107
(1.730-107°) | (7.929-1075) | (3.269-10%)| (1.317-10~?)
322 1.382-107* 6.317-10~* | 2.584.1073
(1.384-107%) | (6.343-107%) | (2.615-107?)
162 1.099-1073 | 4.990-1073
(1.107-1073) | (5.075-1073)
82 8.602-1073
(8.859-1073)
Quadratisch-lineare Interpolation:
2562 1.337-107'" | 1.261-107'° | 1.048-107° | 8.457-107° | 6.753-1078
(1.337-1071) [ (1.261-1010) | (1.048-107%) | (8.469-10~°) | (6.791-10~)
1282 4.277-1071° | 4.034-107° | 3.350-107% | 2.695-10"7 | 2.124-1076
(4.277-1071°) | (4.035-107%) |(3.355-107%) | (2.710-10"7) [ (2.173-107)
642 1.368-10°8 1.289-10~7 | 1.068-1075 | 8.475-1076
(1.369-107%) | (1.291-107) | (1.074-107%) | (8.672-10~°)
322 4.372-1077 | 4.107-107% | 3.356-107°
(4.380-1077) | (4.132-107%) | (3.436-107?)
162 1.391-1075 1.290-107*
(1.402-107%) | (1.322-107%)
82 4.350-10~*
(4.485-107%)

Tabelle 5.5: Numerisch berechnete Werte des Interpolationsfehlers sowie Ab-
schdtzungen des Interpolationsfehlers (jeweils in Klammern darunter) in der Lo-
Norm fiir die Beispielfunktion u; im Zweidimensionalen



90 Kapitel 5. Strémungssimulation und Kombinationstechnik mit versetzten Gittern

Beispiel 2:
Als eine Beispielfunktion mit grofer Variation dient die Funktion wuy auf dem
Einheitsquadrat [0, 1]*:

z+0.3

uy(w,y) = sin <20 \/(x +0.3)2+ (y + 0.3)2> - COS (15 arctan (y+0'3)) (5.46)

In Abbildung 5.28 ist diese Funktion dargestellt. Nach exakt demselben Vor-
gehen wie oben beschrieben wird diese Funktion auf dem Einheitsquadrat auf
den Datenpunkten eines versetzten 2562-Gitters dargestellt und auf die anderen
Gitter transferiert. Anschliefsend werden Kombinationslosungen gebildet und die
genauen Werte der Interpolationsfehler berechnet.

Eine Abschétzung fiir die Interpolationsfehler liefern wieder die Ausdriicke in der
Tabelle 5.1, wobei die Werte ¢; bzw. ¢y fiir die Funktion us nun folgende, mit
einem Computeralgebraprogramm exakt berechneten Werte annehmen:

e (uy) = 1.5333-10% | e (uy) = 4.8223 - 10° (5.47)
Mit den Differenzensternen erhilt man fiir sie die Naherungen:

S (uy) = 1.5180-10° , 5™ (up) = 4.6400 - 10 (5.48)

In Tabelle 5.6 sind wiederum die numerisch berechneten Interpolationsfehler und
die mit den Werten aus (5.47) gemaf Tabelle 5.1 geschétzten Interpolationsfehler
fiir die verschiedenen Gitter zusammengestellt. Es zeigt sich, daf trotz der grofen
Variation der Funktion us die Abschitzungen fiir den Interpolationsfehler fiir die
feinen 2562- und 1282-Gitter auch bei groken Ausdiinnungsparametern noch eine
sinnvolle Grofe darstellen.
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Gitter s=1 5=2 s=3 s=4 5=09
Linear-konstante Interpolation:
2562 1.614-107° | 7.384-107° | 3.024-10~* | 1.189-1073 | 4.439-1073
(1.616-10°) [ (7.404-10°) [ (3.053-10%) [ (1.230-103) | (4.929-10 %)
1282 1.288-10°* | 5.858-107*1 | 2.355-10°3 | 8.837-10 3 | 2.513-10 2
(1.292:10°%) [(5.923-10 %) [ (2.442-10 ) | (9.841-102) [ (3.943-102)
642 1.019-1073 | 4.541-1073 | 1.740-1072 | 4.937-102
(1.034-107?) | (4.738-107?) [ (1.954-1072) | (7.873-1072)
322 7.816-1073 | 3.303-1072 | 9.392-102
(8.272:107) [(3.791-1072) | (1.563-1071)
162 5.549-1072 | 1.636-1071
(6.617-1072) [(3.033-1071)
82 1.948-107¢
(5.294-1071)
Quadratisch-lineare Interpolation:
2562 || 7.716-107% | 7.223-107 | 5.936-107% | 4.167-1075 | 2.451-10~*
(7.753-10 %) [(7.314-10"7) | (6.082-10°) | (4.912-10°) [(3.939-10~ %)
128% || 2.434-10°% | 2.263-107° | 1.621-10"* | 9.504-10~* | 4.481-1073
(2.481-107%) [(2.341-10°) [ (1.946-10 %) [ (1.572-10 ) | (1.261-102)
642 7.543-107° | 5.957-10°% | 3.563-10°3 | 1.617-102
(7.939-107°) [ (7.490-107%) | (6.228-1073) | (5.030-1072)
322 1.920-1073 | 1.210-1072 | 5.547-1072
(2.541-1073) [(2.397-1072) [ (1.993-1071)
162 3.532-1072 | 1.465-1071
(8.130-1072) [(7.670-1071)
82 2.174-107¢
(2.602-10°)

Tabelle 5.6: Numerisch berechnete Werte des Interpolationsfehlers sowie Ab-
schdtzungen des Interpolationsfehlers (jeweils in Klammern darunter) in der Lo-
Norm fiir die Beispielfunktion uy im Zweidimensionalen
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5.8.2 Tests im Dreidimensionalen

Die Abschitzungen fiir den Interpolationsfehler im Dreidimensionalen geméf Ta-
belle 5.3 kénnen ganz analog zum zweidimensionalen Fall anhand von Beispielen
iiberpriift werden. Als Gebiet wird der Einheitsquader [0, 1]*> benutzt. Die Punk-
te, an denen im versetzten Gitter die u-Geschwindigkeitswerte liegen, werden mit
den diskreten Funktionswerten der Beispielfunktionen u, belegt. Die diskrete
Funktionsdarstellung auf dem versetzten Gitter hat also die Funktionswerte:
Un((i =V hyy (=D by, (k=YY h,) fiir i=1,...,257, jk=1,...,256

2

Die in Tabelle 5.3 vorkommenden Werte ¢3 und ¢, geméf (5.38) bzw. (5.40) fiir die
gemittelten gemischten Ableitungen konnen fiir die Beispielfunktionen wiederum
entweder exakt mit einem Computeralgebraprogamm oder durch Ndherungen der
Integrale durch diskrete Summen und unter Benutzung von Differenzensternen
fiir die gemischten Ableitungen berechnet werden. Die Differenzensterne werden
dabei folgendermafien gewahlt:

) 1 -1 0 1
0°u 1 1
I = 5.49
ayoz "~ 2n, { Lo ]y® o, Do | 00 0| (549
-1 1 0 -1
z yz
| 1 1 -2 1
0*u 1 1
W ~> h_§ { 1 -2 1 ]y ® h—g 2 hghﬁ 2 4 =2 (5.50)
1 1 -2 1
z yz

Die Naherungen fiir die Werte ¢3 und ¢4 unter Benutzung der Differenzenster-
ne werden fiir die folgenden drei Beispielfunktionen immer auf dem 1283-Gitter
berechnet.

Beispiel 3:
Zunachst wird die Funktion us betrachtet:

us(w,y,2) = (2% +y* + 2°)° (5.51)

In Abbildung 5.29 ist diese in einem Schnitt an der Stelle 2 = 0.5 dargestellt. Fiir
die Werte ¢3 und ¢4 erhélt man:

cO (1) = 1.2843- 100, & (ug) = 6.4099 - 10" (5.52)

e (ug) = 1.2559- 10", S (ug) = 6.3449 - 107 (5.53)
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Gitter s=1 5=2 s=3 s=4 5=09
Linear-konstante Interpolation:
1283 1.955-107* | 5.864-107* | 1.476-107% | 3.459-107% | 7.811-1073
(1.960-10%) [ (5.879-10 %) [ (1.480-103) | (3.467-10 ) | (7.822-103)
643 7.799-10°% | 2.340-10°3 | 5.891-10°3 | 1.382-10°2 | 3.129-10 2
(7.839-10°%) [(2.352-10%) [ (5.918-102) | (1.387-10"2) [ (3.129-102)
323 3.104-1073 | 9.317-1073 | 2.348-107% | 5.526-102
(3.135-107?) [(9.406-107?) [ (2.367-1072) | (5.547-1072)
163 1.231-1072 | 3.698-1072 | 9.358-102
(1.254-1072) [(3.763-1072) | (9.469-1072)
83 4.847-1072 | 1.464-101
(5.017-1072) [ (1.505-1071)
43 1.893-107¢
(2.007-1071)
Quadratisch-lineare Interpolation:
128% || 5.960-107% | 3.816-10=7 | 1.986-107% | 9.473-107° | 4.294-1075
(5.970-10%) [(3.822:107) [ (1.992-10¢) [ (9.520-10°) | (4.348-10?)
643 9.519-10°7 | 6.088-10°¢ | 3.162-10°° | 1.498-10% | 6.645-10*
(9.551-10°7) [(6.116-10 %) [ (3.187-10°) | (1.523-10 %) [ (6.957-10" %)
323 1.516-10 75 | 9.662-10 5 | 4.972-10~* | 2.291-103
(1.528-107°) [ (9.786-107°) | (5.098-107%) | (2.437-1073)
163 2.391-10°% | 1.504-103 | 7.460-10°3
(2.445-107%) [ (1.566-1072) | (8.158-1073)
83 3.651-1073 | 2.174-1072
(3.912-1073) | (2.505-1072)
43 4.873-1072
(6.260-1072)

Tabelle 5.7: Numerisch berechnete Werte des Interpolationsfehlers sowie Ab-
schdtzungen des Interpolationsfehlers (jeweils in Klammern darunter) in der Lo-
Norm fiir die Beispielfunktion u3 im Dreidimensionalen
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In Tabelle 5.7 sind wieder die numerisch berechneten Werte des Interpolations-
fehlers sowie die Abschitzungen fiir den Interpolationsfehler, die geméf Tabelle
5.3 und den exakten Werten fiir ¢; und ¢4 nach (5.52) berechnet werden, zu-
sammengestellt. Wie im zweidimensionalen Fall erkennt man bei dieser glatten
Funktion eine sehr gute Ubereinstimmung, die erst bei den groben 4%- und 83-
Gittern grofere Abweichungen zeigt.

Beispiel 4:
Als weiteres Beispiel dient die Funktion wuy:

1
U4(l‘,y,2) = Zy222 (554)

Auch diese Funktion ist in Abbildung 5.29 in einem Schnitt an der Stelle z = 0.5
dargestellt. Fiir die Werte c3 und ¢4 erhélt man:

M) = 13 ) = 1 (5:55)
S (ug) = 3.3074-1070 ¢ (uy) = 1.0000 (5.56)

Bei der Funktion u,4 ist die gemischte vierte Ableitung zur Berechnung von ¢,
geméf (5.40) identisch 1 und somit das Integral iiber dem Einheitsquader eben-
falls identisch 1. Alle Terme hoherer Ordnung in den Taylorreihenentwicklungen
zur Berechnung der Abschitzung des Interpolationsfehlers verschwinden. Daher
stimmen die in Tabelle 5.8 zusammengestellten numerisch berechneten Werte des
Interpolationsfehlers und die Abschétzungen des Interpolationsfehlers, die geméf
Tabelle 5.3 und den exakten Werten fiir ¢3 und ¢4 nach (5.55) berechnet werden,
erwartungsgeméf exakt iiberein.

Abb. 5.29: Beispielfunktionen ug (links), uy (Mitte), us (rechts) in der Ebene
(x,y,0.5)
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Gitter s=1 5=2 s=3 s=4 §=09
Linear-konstante Interpolation:
1283 5.086-1075 | 1.526-107> | 3.839-107° | 8.988-10~° | 2.023-10~*
(5.086-10°) |(1.526-1075) | (3.840-1075)|(8.998-105) | (2.030-10~%)
643 2.034-107° | 6.100-107° | 1.534-10~* | 3.583-10~* | 8.004-10*
(2.034-10°) |(6.103-1075) | (1.536-10"%)|(3.599-10~%) | (8.120-10~%)
323 8.130-107° | 2.436-10~* | 6.106-10~* | 1.414-1073
(8.138-107°) |(2.441-10 %) [(6.144-10"*) | (1.440-10?)
163 || 3.242-10* | 9.676-10"* | 2.397-10°
(3.255-107%) |(9.766-107%) | (2.458-1073)
83 1.282-107% | 3.763-1073
(1.302-1073) |(3.906-1073)
43 4.883-1073
(5.208-1073)
Quadratisch-lineare Interpolation:
128% || 9.313-10710 | 5.963-107° | 3.107-1078 | 1.485-1077 | 6.783-10~7
(9.313-1019)|(5.963-10"%) | (3.107-108) | (1.485-10 ") | (6.783-10 ")
643 1.490-107% | 9.541-10°® | 4.971-10° 7 | 2.376-10 ¢ | 1.085-10°°
(1.490-10°%) |(9.541-107®) | (4.971-10"7)| (2.376-10 %) | (1.085-10°5)
323 2.384-10°7 | 1.527-10°6 | 7.954-10°6 | 3.802-10°°
(2.384-1077) |(1.527-107%) | (7.954-107%) | (3.802-1077)
163 3.815-107% | 2.443-10°° | 1.273-10*
(3.815-107°) |(2.443-107°) | (1.273-107%)
83 6.104-1075 | 3.908-10~*
(6.104-107°) |(3.908-107*)
43 9.766-10~1
(9.766-10*)

Tabelle 5.8: Numerisch berechnete Werte des Interpolationsfehlers sowie Ab-
schdtzungen des Interpolationsfehlers (jeweils in Klammern darunter) in der Lo-
Norm fiir die Beispielfunktion u4 im Dreidimensionalen
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Beispiel 5:
Als eine Beispielfunktion mit grofer Variation dient die Funktion wus:

us(z,y,2) = sin (20 \/(x +0.3)2+(y+0.3)2+ (2 + 0.3)2)

© COS (15 arctan (;182)) - oS (9 arctan (;ig?))

(5.57)

In Abbildung 5.29 ist die Funktion wus in einem Schnitt an der Stelle z = 0.5
dargestellt. Fiir die Werte ¢3 und ¢4 erhdlt man:

5N (ug) = 57302100, e (u) = 1.8357 - 10* (5.58)

3™ (ug) = 6.5731- 10", eSO (ug) = 2.9247 - 10° (5.59)

Bei diesen Werten zeigt sich eine grofse Diskrepanz zwischen den exakt integrier-
ten und den mit Hilfe der Differenzensterne berechneten Werten. Offensichtlich
ist die Auflssung der Funktion us auch auf dem 1283-Gitter noch zu grob, um
insbesondere die hoheren Ableitungen mit den Differenzensternen gut darzustel-
len.

In die Berechnung fiir die Abschitzung des Interpolationsfehlers gehen die auf
einem Gitter gegebenen diskreten Funktionswerte ein. Werden in diesem Beispiel
die mit den Differenzensternen aus den diskreten Funktionswerten berechneten
Werte in (5.59) fiir die Abschitzungen des Interpolationsfehlers genommen, so
ergibt sich fiir nicht zu grobe Gitter immer noch eine sehr gute Ubereinstimmung
zwischen den numerisch berechneten Interpolationsfehlern auf den Kombinati-
onsgittern und deren Abschitzungen geméafs Tabelle 5.3. In Tabelle 5.9 sind die
Werte zusammengestellt.

5.9 Interpolationsfehler auf groben Gittern

In Abschnitt 5.7.1 und 5.7.2 wurden fiir den zwei- und dreidimensionalen Fall
Interpolationsfehler fiir die Geschwindigkeitswerte berechnet, die im versetzten
Gitter beim Transfer der Kombinationslosung auf das Vollgitter auftreten. Da-
bei zeigte sich, daf sich durch die quadratisch-lineare Interpolation ein Interpo-
lationsfehler héherer Ordnung im Vergleich zur linear-konstanten Interpolation
ergab.

Das prinzipielle Vorgehen dabei wird fiir das bessere Verstindnis des folgen kurz
zusammengefafst: Man betrachtete eine Komponente des Geschwindigkeitsfeldes
auf dem Vollgitter. Aus den Geschwindigkeitswerten berechnete man die Fluf-
werte (vgl. Abbildung 5.22 fiir den zweidimensionalen bzw. Abbildung 5.24 fiir
den dreidimensionalen Fall). Dann nahm man an, daf diese Flukwerte nur noch
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Gitter s=1 5=2 s=3 s=4 5=09
Linear-konstante Interpolation:
1283 1.031-1073 | 3.120-1073 | 8.091-1073 | 2.178-1072 | 6.859-1072
(1.003-1073) | (3.009-1073) | (7.572-1073) | (1.774-1072) | (4.003-102)
643 4.204-1073 | 1.301-10"% | 3.658-1072 | 1.071-10! | 2.180-107!
(4.012-1073) |(1.204-1072) | (3.029-1072) | (7.098-1072) | (1.601-1071)
323 1.770-107% | 5.681-107% | 1.523-10°% | 2.650-10"*
(1.605-1072) | (4.814-107%) [ (1.212-107 1) | (2.839-1071)
163 7.275-107% | 1.977-1071 | 3.056-10*
(6.419-1072) [(1.926-107") | (4.846-1071)
83 1.939-107% | 2.935-107!
(2.568-1071) [(7.703-1071)
43 1.576-107¢
(1.027-10°)
Quadratisch-lineare Interpolation:
128% || 2.804-107° | 1.764-107* | 8.945-10=* | 5.960-1073 | 4.707-1072
(2.724-107°) [(1.744-10 %) [ (9.087-10 %) | (4.344-103) [ (1.984-102)
643 4.374-10* | 2.637-1073 | 1.611-1072 | 9.875-10"2 | 2.426-10"*
(4.358-10%) [(2.791-10 %) | (1.454-1072) | (6.950-102) [ (3.174-10" 1)
323 6.290-1073 | 3.691-1072 | 1.629-107! | 2.960-10*
(6.973-1073) | (4.465-1072) [ (2.326-107") | (1.112-10°)
163 6.364-1072 | 2.153-107! | 3.528-10!
(1.116-1071) [ (7.144-1071) | (3.722-10°)
83 2.123-107% | 3.257-107¢
(1.785-10%) | (1.143-10")
43 1.881-107¢
(2.856-10%)

Tabelle 5.9: Numerisch berechnete Werte des Interpolationsfehlers sowie Ab-
schdtzungen des Interpolationsfehlers (jeweils in Klammern darunter) in der Lo-
Norm fiir die Beispielfunktion us im Dreidimensionalen
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auf den Gitterpunkten eines Kombinationsgitters gegeben sind. So hatte man ei-
ne Darstellung auf dem Kombinationsgitter, die dasselbe physikalische Problem
beschrieb wie die Darstellung auf dem Vollgitter. Man interpolierte die auf dem
Kombinationsgitter gegebenen Flufwerte auf die Punkte, die das Kombinations-
gitter im Vergleich mit dem Vollgitter nicht enthélt (vgl. Abbildung 5.23 fiir den
zweidimensionalen bzw. Abbildung 5.26 fiir den dreidimensionalen Fall). Aus den
auf dem Kombinationsgitter gegebenen Flufwerten und den auf die Vollgitter-
punkte interpolierten Flukwerte rechnete man Geschwindigkeitswerte aus, die an
den versetzten Gitterpunkten im Vollgitter liegen. Die Differenz der so berech-
neten Werte mit den Geschwindigkeitswerten, die zuvor im Vollgitter an den
betreffenden versetzten Gitterpunkten lagen, ergab den Interpolationsfehler fiir
jeden einzelnen Geschwindigkeitswert.

Bei einer Kombinationsrechnung fiir ein zeitabhdngiges Problem miissen, wie in
Abschnitt 5.4 beschrieben, in jedem Kombinationsschritt die groben Gitter kom-
biniert werden. Das bedeutet, daf ein Transfer von jeder Losung auf den einzelnen
groben Gittern auf jedes andere grobe Gitter stattfindet und dort die Linearkom-
bination geméaf der Kombinationsformel gebildet wird. Die groben Gitter besitzen
aber alle eine andere Struktur (vgl. Abbildung 5.25), und daher miissen die Losun-
gen der groben Gitter aufeinander interpoliert werden. Man konnte annehmen,
dafs dabei auch ein Interpolationsfehler auftritt und dieser von der gewéhlten In-
terpolationsmethode abhingt. Dafs dies aber nicht so ist, wird im folgenden erldu-
tert: Um einen Interpolationsfehler zu ermitteln, mufs man zunéchst annehmen,
daf auf allen groben Gittern dieselbe Funktion gegeben ist. ,Dieselbe Funktion
bedeutet in der Stromungssimulation, daf jeweils die Summe der Fliisse durch die
Seiten der Kontrollvolumen an jeder Seite von jedem einzelnen Gitterausschnitt
in jedem groben Gitter dieselbe ist. Zur Verdeutlichung sei auf die groben Git-
ter in Abbildung 5.25 verwiesen: Der Gesamtflufs, der beispielsweise durch die
rechte Seite im grobsten der groben Gitter fliefst, ist fiir alle anderen groben Git-
ter derselbe an der rechten Seite, unabhingig davon, ob an dieser Seite ein oder
zwei Kontrollvolumen angrenzen, wie es bei den beiden linken groben Gittern in

Abbildung 5.25 der Fall ist.

Die Fliisse aber werden durch die Flulkwerte représentiert, deren Lage ebenfalls
in Abbildung 5.25 eingezeichnet ist. Demnach haben alle Flukwerte, die auf den
groben Gittern rdumlich an derselben Stelle liegen, jeweils denselben Flufswert.
Wird nun auf einem groben Gitter fiir die Flufkwerte die Linearkombination ge-
méafk der Kombinationsformel mit den Flufwerten aller anderen groben Gitter
gebildet, so hebt sich der hinzukommende Beitrag der anderen groben Gitter in
der Summe genau auf. Dies gilt unabhéngig davon, welche Interpolationsmetho-
de beim Transfer der anderen groben Gitter verwendet wurde: Die Flufswerte auf
dem groben Gitter bleiben unverédndert erhalten.

Ob in einer Kombinationsrechnung die quadratisch-lineare Interpolation fiir die
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Geschwindigkeitswerte, die der multiquadratischen Interpolation der Flulwerte
entspricht (s. Abschnitt 5.6), oder die linear-konstante Interpolation fiir die Ge-
schwindigkeitswerte, die der multilinearen Interpolation der Flufwerte entspricht,
verwendet wird, hat also auf die sich ergebenden Linearkombinationen auf den
groben Gittern keinen Einfluk. Die gewihlte Interpolationsmethode ist nur fiir
die Interpolation der Kombinationslosung auf das Vollgitter wichtig, weil sie dort
einen Interpolationsfehler verursacht, dessen Grofe sich fiir beide Methoden un-
terscheidet.

Im praktischen Einsatz der Kombinationstechnik in der Strémungssimulation
wird trotzdem ein geringer Unterschied in den Losungen auf den groben Git-
tern bei der Verwendung der unterschiedlichen Interpolationsmethoden auftreten:
Wenn Losungen fiir partielle Differentialgleichungen auf Gittern verschiedener
Maschenweiten berechnet werden, so tritt in der Losung immer der Losungsfehler
auf (s. Abschnitt 4.1). Die Grofke des Losungsfehlers kennt man gewohnlich nicht,
aber man nimmt in der Regel gewisse Gesetzméfigkeiten iiber seine Abhéingig-
keiten an. Zundchst geht man davon aus, daf man beim Losen des algebraischen
Gleichungssystems nur einen geringen Fehler macht, weil man gute numerische
Verfahren verwendet und Rundungsfehler vernachlissigen kann, und dafs daher
der Losungsfehler genau der Diskretisierungsfehler ist. Fiir den Diskretisierungs-
fehler macht man die Annahme, dafl er von der Maschenweiten des Diskretisie-
rungsgitters in den einzelnen Raumrichtungen abhingt und mit zunehmender
Maschenweite grofer wird. In der Kombinationstechnik werden die Losungen auf
den groben Gitter genau so miteinander kombiniert, daf die grofen Anteile am
Diskretisierungsfehler, die auf den groben Gittern mit grofser Maschenweite in der
betreffenden Raumrichtung auftreten, in der Linearkombination sich gegenseitig
aufheben. Abbildung 5.30 soll dies verdeutlichen: An den oberen Punkten der gro-
ben Gitter sind jeweils Anteile des Diskretisierungsfehlers ¢ bzw. § eingetragen,
die von der Maschenweite des Gitters in z-Richtung herriihren. Es gilt ¢ < 4, weil
das Gitter mit ¢ eine feinere Maschenweite in der z-Raumrichtung besitzt. Die

y
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Abb. 5.30: Ausloschung eines Anteils des Diskretisierungsfehlers in der Kombi-
nationslésung und auf den groben Gittern
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Kombination der groben Gitter auf das Kombinationsgitter 16scht den §-Anteil im
Diskretisierungsfehler aus. Dasselbe gilt fiir die Bildung der Linearkombination
auf den einzelnen groben Gittern.

Bei einer Rechnung in der Praxis gelten fiir die Zusammensetzung des Diskre-
tisierungsfehlers aber kompliziertere Abhéingigkeiten. Daher werden sich bei der
Bildung der Linearkombination nicht alle grofen Anteile im Diskretisierungsfehler
exakt ausloschen. Beim Transfer der Losungen der groben Gitter untereinander
tritt dann doch ein geringer Unterschied je nach Wahl der Interpolationsmethode
auf, weil die Differenz der sich nicht aufhebenden Diskretisierungsfehleranteile
gegebenenfalls interpoliert wird.

5.10 Interpolationsfehler fiir groffe Ausdiinnungs-
parameter

In den Tabellen 5.2 und 5.4 wurden die Verhiltnisse fiir die geschéitzten Lo-
Interpolationsfehler bei den verschiedenen Interpolationsmethoden fiir einige Aus-
diinnungsparameter angegeben. In Abschnitt 5.7.1 bzw. 5.7.2 wurde dazu gesagt,
dak diese Verhéltnisse asymptotisch gegen die Zahlen 4 und 8 im Zweidimensio-
nalen bzw. 2 und 4 im Dreidimensionalen streben. Der Grund dafiir soll in diesem
Abschitt erldutert werden:

Jedes grobe Gitter, das in die Linearkombination zur Bildung der Kombinati-
onslosung eingeht, liefert einen Beitrag zum Interpolationsfehler, wenn die Kom-
binationslosung auf dem Vollgitter gebildet wird. Der Anteil an diesem Inter-
polationsfehler, den jedes einzelne grobe Gitter beitrégt, ist abhingig von der
Interpolationsmethode und von den Maschenweiten der einzelnen groben Gitter
in den verschiedenen Raumrichtungen.

Betrachtet man zunéchst die Bildung der Kombinationslésung mit linear-kon-
stanter Interpolation im Zweidimensionalen: Die u-Geschwindigkeiten aller gro-
ben Gitter werden zur Bildung der Kombinationslosung auf dem Vollgitter in
x-Richtung linear und in y-Richtung konstant interpoliert. Jedes grobe Gitter
verursacht dabei also einen Interpolationsfehler der Ordnung O(H2 H,), wobei
H, und H, die Maschenweiten in diesem groben Gitter sind.

Vergrofert man bei einer Kombinationsrechnung den Ausdiinnungsparameter von
s auf s + 1, so kommen in der neuen Linearkombination die groben Gitter vor,
deren Maschenweiten im Vergleich zur Kombinationsrechnung mit Ausdiinnungs-
parameter s in jeweils einer der beiden Raumrichtungen doppelt so grofs geworden
sind (vgl. dazu Abbildung 3.4 und 3.5 oder Tabelle 3.4). Der Interpolationsfeh-
ler, den eines dieser groben Gitter beim Transfer auf das Vollgitter beitragt, wird
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nach dem oben gesagten mit der Ordnung O(HZ H,) groker, also entweder um
einen Faktor 4, wenn in x-Richtung die Maschenweite verdoppelt wurde, oder mit
einem Faktor 2, wenn in y-Richtung die Maschenweite verdoppelt wurde. Daher
wird fiir alle groben Gitter zusammen genommen der Interpolationsfehler bei
der Vergroferung des Ausdiinnungsparameters asymptotisch mit dem gréferen
Faktor 4 wachsen, weil dieser Anteil im Interpolationsfehler wesentlich schneller
wiachst.

Die gleichen Uberlegungen kann man fiir die quadratisch-lineare Interpolation im
Zweidimensionalen anstellen: Werden die Geschwindigkeitswerte von einem gro-
ben Gitter auf das Vollgitter in z-Richtung quadratisch und in y-Richtung linear
interpoliert, so verursacht dies einen Interpolationsfehler der Ordnung O(H; H}),
wobei H, und H, die Maschenweiten in diesem groben Gitter sind. Vergrofert
man wieder den Ausdiinnungsparameter von s auf s + 1, so werden die Beitréige
der neuen groben Gitter zum Interpolationsfehler entweder um einen Faktor 8§,
wenn in z-Richtung die Maschenweite verdoppelt wurde, oder um einem Faktor
4, wenn in y-Richtung die Maschenweite verdoppelt wurde, grofer. In der Summe
aller groben Gitter wichst der Interpolationsfehler also um einen Faktor 8.

Nun wird der Interpolationsfehler bei linear-konstanter Interpolation im Dreidi-
mensionalen untersucht: Die u-Geschwindigkeiten aller groben Gitter werden zur
Bildung der Kombinationslésung auf dem Vollgitter in z-Richtung linear und in
y- und z-Richtung konstant interpoliert. Seien H,, H, und H, die Maschenweiten
in einem der groben Gitter. Bei der Interpolation auf das Vollgitter tritt im In-
terpolationsfehler, den dieses grobe Gitter im Vollgitter verursacht, als fithrender
Term ein Term der Ordnung O(H, H,) auf. Wird nun der Ausdiinnungspara-
meter von s auf s + 1 erhoht, so kommen in der neuen Linearkombination die
groben Gitter vor, deren Maschenweiten im Vergleich zur Kombinationsrechnung
mit Ausdiinnungsparameter s in jeweils zwei der drei Raumrichtungen doppelt
so grofs geworden sind (vgl. Tabelle 3.2). Allerdings gibt es dabei in der Line-
arkombination nur drei Gitter, deren Maschenweite sich in y- und 2-Richtung
gleichzeitig verdoppelt hat, wihrend es proprotional zu s viele Gitter gibt, die
nur in der y- oder der z-Richtung die Maschenweite verdoppelt haben. Daher
vergrofert sich fiir alle groben Gitter zusammen genommen der Interpolations-
fehler bei der Vergréferung des Ausdiinnungsparameters asymptotisch nur mit
dem Faktor 2. Ganz analog folgert man fiir die quadratisch-lineare Interpolation
im Dreidimensionalen, dafs sich der Interpolationsfehler mit fiihrendem Term der
Ordnung O(H; H?) um einen Faktor aymptotisch um einen Faktor 4 vergrofert.

In Abbildung 5.31 sind die Faktoren fiir das asymptotische Verhalten des Inter-
polationsfehlers der Kombinationslosung auf dem Vollgitter fiir den zwei- und
dreidimensionalen Fall zusammengestellt, die bei Halbierung der Maschenweite h
in jeder Raumrichtung und bei Vergroferung des Ausdiinnungsparameters s um
1 auftreten.
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2D: linear—konstant 2D: quadratisch-linea
s.h |—=[ st1,h] sh | —=[ s+i,h
1/81 NZ 1/32l N4
3D: linear—konstant 3D: quadratisch-lineal
s.h | —2=[s+i,h) s.h | —*=[ sti,h]
1/4l NZ 1/16l N4

Abb. 5.31: Faktoren fiir das asymptotische Verhalten des Interpolationsfehlers
der Kombinationslosung auf dem Vollgitter

5.11 Verhiltnis von Interpolationsfehler zum Dis-
kretisierungsfehler

In Abschnitt 5.7 wurden Abschitzungen fiir den Interpolationsfehler berechnet,
der bei der Kombinationstechnik mit versetzten Gittern auftritt, und in Abschnitt
5.8 wurde anhand von numerischen Beispielen gezeigt, daf diese Abschiatzungen
gute Naherungen darstellen.

Der Interpolationsfehler einer Kombinationslosung ist also abhéngig vom Ausdiin-
nungsparameter, von den Gittermaschenweiten und von der verwendeten Interpo-
lationsmethode. Auch wenn in konkreten Anwendungen der Kombinationstechnik
in der Stromungssimulation bisher nur relativ kleine Ausdiinnungsparameter von
Bedeutung sind (etwa s < 10), so ist das asymptotische Verhalten des Interpola-
tionsfehlers auch von Interesse. Insbesondere interessiert dabei, wie sich der Inter-
polationsfehler der Kombinationslésung im Vergleich zum Diskretisierungsfehler
eines Verfahrens verhilt, mit dem eine Stromungssimulationsrechnung durchge-
fiihrt wird. Dieses soll im folgenden genauer untersucht werden.

Wird zur Berechnung einer Stromung ein Verfahren erster Ordnung verwendet,
so wird der Diskretisierungsfehler e, mit O(h) kleiner, wobei h die Maschenweite
des verwendeten Gitters in jeder Raumrichtung ist. Es gilt also ep o h. Im
Zweidimensionalen ist die Anzahl der Gitterpunkte im Vollgitter Ny, proportional
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2-dimensional 3-dimensional
Verfahren 1. Ordnung
Ny — 4Ny Ny — 8Ny
h — h/2
Ep — %6D Ep — %6D
— ¢ep X NV_I/2 — ¢ep X NV_1/3
Verfahren 2. Ordnung
Ny — 4Ny Ny — 8Ny
h — h/2
Ep — ié‘D Ep — ié‘D
— ¢ep o« Nyt — ¢ep X NV_2/3

Tabelle 5.10: Abhéingigkeit des Diskretisierungsfehlers €, von der Anzahl der
Gitterpunkte im Vollgitter Ny

zu h™2, also h N‘;I/Q. Somit gilt fiir den Diskretisierungsfehler e o N‘;I/Z. Im

Dreidimensionalen ist die Anzahl der Gitterpunkte im Vollgitter Ny proportional
zu h™=3, also h o N‘;l/g. Fiir den Diskretisierungsfehler gilt damit ep o N‘;l/?’.

Dieselben Uberlegungen kann man bei einem Verfahren zweiter Ordnung verwen-
den, dessen Diskretisierungsfehler £p mit O(h?) kleiner wird. Wenn Ny wieder
die Anzahl der Gitterpunkte im Vollgitter beschreibt, so erhélt man im Zweidi-
mensionalen die Beziehung ep oc Ny,' und im Dreidimensionalen &p o N‘;Z/g. In
der Tabelle 5.10 ist zusammengefafst, wie sich Gitterpunktanzahl und Diskreti-
sierungsfehler bei den unterschiedlichen Verfahren bei Halbierung der Maschen-
weiten verhalten und was damit fiir die Abhéngigkeit des Diskretisierungsfehlers
von der Gitterpunktanzahl gilt.

Bei einer Kombinationsrechnung tritt in der auf das Vollgitter interpolierten Kom-
binationslésung der Interpolationsfehler e auf. Dieser ist unter anderem abhéingig
von der Gittermaschenweite h. h steht hierbei fiir h,, hy, und h, im Vollgitter, auf
das die Kombinationslosung interpoliert wird. Bei Verkleinerung der Maschen-
weiten von h auf h/2 wird der Interpolationsfehler geméf Tabelle 5.1 und 5.3 bei
der linear-konstanten bzw. der quadratisch-linearen Interpolation um den Faktor
(1/2)3 bzw. (1/2)% im Zweidimensionalen sowie (1/2)% bzw. (1/2)* im Dreidimen-
sionalen kleiner.

Andererseits ist der Interpolationsfehler £; abhéngig vom Ausdiinnungsparameter
s der Kombinationsrechnung. In Tabelle 5.2 und 5.4 sind die Quotienten des In-
terpolationsfehlers angegeben, die bei Vergroferung des Ausdiinnungsparameters
von s auf s + 1 auftreten. Im Zweidimensionalen streben diese Werte fiir grofe
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2-dimensional 3-dimensional
lin.-konst. 1. quad.-lin. I. lin.-konst. I. quad.-lin. I.
h — h/2 . . ) )
er — gEI er — 35 €1 Er — 1EI Er — 16 €1
= €7 X N[;?’/Q = 7 X N[;5/2 = 7 X Ng2/3 = 7 X N[;4/3
s+1—s . . . .
er — TEI Er — i Er — 5 €I Er — €I
= cr x Ng?2 | = ey ox Ng° | = &5 x ngl/Q = g7 o« Nyt

Tabelle 5.11: Abhéingigkeit des Interpolationsfehlers e; zur Gesamtanzahl N

s gegen die Zahlen 4 bzw. 8, und im Dreidimensionalen gegen die Zahlen 2 bzw.
4. Wenn der Ausdiinnungsparameter von s+ 1 auf s verkleinert wird, wird dem-
zufolge der Interpolationsfehler um einen Faktor i bzw. L im Zweidimensionalen

)
und % bzw. i im Dreidimensionalen kleiner.

Ein Mafs fiir den Aufwand einer Kombinationsrechnung ist die Gesamtanzahl al-
ler in die Linearkombination zur Bildung einer Kombinationslésung eingehenden
Gitterpunkte Nk. Diese berechnet sich nach der Formel (3.25) im Zweidimen-
sionalen bzw. (3.18) im Dreidimensionalen, wobei Ng nun stellvertretend fiir die
dort auftretenden Benennungen N(2)(s) bzw. N{Z)(s) steht. Die Anzahl N ist
nach den Formeln proportional zur Anzahl der Gitterpunkte des zugehorigen
Vollgitters. Bei Halbierung der Maschenweiten h wird die Anzahl Nx daher um
einen Faktor 4 im Zweidimensionalen bzw. 8 im Dreidimensionalen grofer. Bei
der Vergroferung des Ausdiinnungsparameters s auf s + 1 wird N geméf den
Formeln (3.26) und (3.19) um einen Faktor 1/2 im Zweidimensionalen und um
einen Faktor 1/4 im Dreidimensionalen kleiner, und demnach bei Verkleinerung
des Ausdiinnungsparameters von s + 1 auf s um einen Faktor 2 im Zweidimen-
sionalen und um einen Faktor 4 im Dreidimensionalen grofser.

Alle diese bei einer Kombinationsrechnung auftretenden Verhéltnisse zwischen
der Anderung des Interpolationsfehlers ¢; und der Gesamtanzahl aller in die Line-
arkombination zur Bildung einer Kombinationslosung eingehenden Gitterpunkte
Ng sind in Tabelle 5.11 fiir zwei und drei Dimensionen und die linear-konstante
bzw. quadratrisch-lineare Interpolation zusammengestellt.

Betrachtet man den asymptotischen Fall, daf die Anzahl der Gitterpunkte Ny
bzw. N immer mehr vergrofert wird, so konnen aus den Tabellen 5.10 und 5.11
fiir das Verhalten des Diskretisierungsfehlers im Vergleich zum Interpolationsfeh-
ler folgende interessante Aussagen gewonnen werden:
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Wird bei einer Stromungssimulationsrechnung mit einem Verfahren erster Ord-
nung gerechnet, so nimmt der Interpolationsfehler £; in jedem Fall asymptotisch
schneller ab als der Diskretisierungsfehler £p. Dies gilt ganz allgemein fiir den
zwei- und dreidimensionalen Fall, fiir die beiden verschiedenen Interpolationsver-
fahren und fiir eine Anderung sowohl der Maschenweiten als auch des Ausdiin-
nungsparameters.

Ebenso gilt dies allgemein bei einer Stréomungssimulationsrechnung mit einem
Verfahren zweiter Ordnung im zweidimensionalen Fall. Wird allerdings ein Ver-
fahren zweiter Ordnung im dreidimensionalen Fall eingesetzt, so wird bei der
linear-konstanten Interpolation bei einer Anderung des Ausdiinnungsparameters
der Interpolationsfehler asymptotisch langsamer kleiner als der Diskretisierungs-
fehler. Das bedeutet, daft man im Dreidimensionalen bei einer Kombinationsrech-
nung erst durch den Einsatz der quadratisch-linearen Interpolation ein Verfahren
besitzt, das die zweite Ordnung, die man in der Stromungssimulationsrechnung
verwendet, nicht verschlechtert.
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Kapitel 6

Anwendungen mit dem
Stromungsloser Nast-+--

6.1 Der Stromungsloser Nast++

6.1.1 Allgemeines

Der Stromungsléser Nast++ wurde am Institut fiir Informatik V der TU Miin-
chen entwickelt. Das Programm dient zur Simulation zeitabhéngiger Stromungen
von laminaren, inkompressiblen Fluiden in zwei und drei Raumdimensionen. Das
mathematische Modell sind die Navier-Stokes-Gleichungen (5.1), (5.2). Die rdum-
liche Diskretisierung geschieht auf einem strukturierten, orthogonalen Gitter mit-
tels Finiter Differenzen, wobei die Freiheitsgrade, wie in Abschnitt 5.2 beschrie-
ben, auf einem versetzten Gitter angeordnet sind. Zur zeitlichen Diskretisierung
wird ein explizites Eulerverfahren verwendet. Die Geschwindigkeitswerte zu einem
neuen Zeitpunkt werden somit nur aus den Geschwindigkeitswerten des vorheri-
gen Zeitpunkts ermittelt. Um die Divergenzfreiheit des Geschwindigkeitsfeldes zu
gewihrleisten, wird mit Hilfe der Kontinuititsgleichung eine Poissongleichung fiir
den Druck aufgestellt, deren Losung ein Druckfeld ergibt, das ein divergenzfreies
Geschwindigkeitsfeld im neuen Zeitpunkt garantiert.

Eine praxisbezogene Beschreibung des in Nast++ verwendeten mathematischen
Modells sowie der Diskretisierung mittels Finiter Differenzen findet sich in [12].
Darin ist auch die Anleitung zu einer Implementierung in C' fiir den zweidimensio-
nalen Fall enthalten. Einen objektorientierten Ansatz dazu entwickelte Briick [2].
Die Erweiterung auf den dreidimensionalen Fall, eine Erweiterung der Geometrie-
beschreibung fiir komplizierte Rechengebiete sowie die konkrete Implementierung
in C++ und Parallelisierung mittels MPI machte Pogl [24]. Die Dissertation von
Mehl [21] umfafst eine Beschreibung von Nast++. Im folgenden werden daher nur
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die Aspekte des Programms beschrieben, die fiir die Implementierung der Kombi-
nationstechnik und fiir die Durchfiihrung von Kombinationsrechnungen von Be-
deutung sind. Die Programmschnittstellen, die verwendeten Rechnungsparameter
sowie einige der moglichen Randbedingungen, die in Nast++ Verwendung finden,
werden erldutert. Auf die Parallelisierung von Nast++ sowie die Behandlung von
komplizierten Geometrien wird nicht eingegangen.

Alle Rechnungen in dieser Arbeit erfolgen mit Nast++ fiir drei Dimensionen.
Zweidimensionale Kombinationsrechnungen sind damit auch moglich, wenn man
ein dreidimensionales Diskretisierungsgitter wihlt, das in der dritten Raumrich-
tung nur ein oder zwei Kontrollvolumen Tiefe besitzt, und an den zu dieser Rich-
tung normalen Gebietsoberflichen eine geeignete Randbedingung (Rutschbedin-
gunyg) setzt. Die Kombinationsprogramme wurden ebenfalls fiir drei Dimensionen
implementiert. Sie sind aber in unverdnderter Form fiir zweidimensionale Proble-
me einsetzbar, wenn man die Ausdiinnungen der verschiedenen zu kombinieren-
den groben Gitter geméaf einer zweidimensionalen Kombinationsrechnung wahlt
und keine Ausdiinnungen in der dritten Raumrichtung vornimmt.

6.1.2 Randbedingungen

An den duferen Randern des Berechnungsgebiets miissen Randbedingungen fiir
die Stromungsgeschwindigkeit bzw. fiir den Druck angegeben werden. In einer
der Eingabedateien von Nast++ wird daher fiir jedes einzelne Kontrollvolumen,
das mit mindestens einer Kontrollvolumenoberfliche am Gebietsrand liegt, in
Abhéngigkeit von der betreffenden Richtung die Randbedingung definiert. Die
Benennungen der dabei benutzten Richtungen sind in Abbildung 6.1 dargestellt.
In Nast++ sind verschiedene Randbedingungen fiir die Stromungsgeschwindig-
keit bzw. den Druck implementiert [21]. In dieser Arbeit werden nur folgende
Randbedingungen fiir die Strémungsgeschwindigkeit benutzt:

e Haftbedingung (NOSLIP): Die Geschwindigkeit am Rand ist null (7 = 0).

e Rutschbedingung (SLIP): Die zur Wand senkrechte Geschwindigkeitskom-
ponente verschwindet ebenso wie die Normalableitung der zur Wand par-

a—)
allelen Geschwindigkeitskomponente (i, = 0, % =0).
7l
e Einstrombedingung (INFLOW): Die Geschwindigkeit am Rand wird fest vor-
gegeben (4 = ;).

Intern sind in Nast++ die Randbedingungen so implementiert, dal um das ei-
gentliche Berechnungsgebiet herum noch eine Randschicht von Kontrollvolumen
gelegt wird. In Abbildung 6.2 ist dieses fiir den dreidimensionalen Fall skizziert.
An den versetzten Gitterpunkten in den Kontrollvolumen dieser Randschicht wer-
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Abb. 6.1: Kontrollvolumen und Benennung der Richtungen fiir die Angabe der
Randbedingungen

Abb. 6.2: Dreidimensionales Berechnungsgebiet mit Randschicht

den wihrend der Stromungsberechnung die jeweiligen Geschwindigkeitswerte so
gesetzt, dafs genau am Gebietsrand, gegebenenfalls mit linearer Interpolation, die
geforderten Randbedingungen erfiillt werden.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit soll dies an dem zweidimensionalen Gitter
in Abbildung 6.3 verdeutlicht werden: Dort sind alle Punkte eingezeichnet, an
denen im Berechnungsgebiet, auf dem Gebietsrand sowie in der Randschicht Ge-
schwindigkeitswerte bei der Stromungsberechnung entweder berechnet oder di-
rekt als Randbedingung gesetzt werden. Soll beispielsweise an der unteren Seite
des Berechnungsgebiets eine Haftbedingung vorliegen, so wird Nast++ in der
Eingabedatei fiir die Randwerte mitgeteilt, daf alle Kontrollvolumen (4, j) mit
t =1,...,%me und 7 = 1 an ihrer Siidseite die Randbedingung NOSLIP haben.
In Nast++ werden bei der Losung des Stromungsproblems fiir jeden Zeitschritt
wahrend der Rechnung fiir ¢ = 2,. .., 4,4, die Geschwindigkeitswerte u; := —u;
und fiir ¢ = 1,..., %y, die Geschwindigkeitswerte v;; := 0 gesetzt. Man sieht,
daf lineare Interpolation zwischen ;¢ und u;; genau auf dem Gebietsrand den
geforderten Wert 0 ergibt.

Bei der Simulation einer Nischenstromung bewegt sich beispielsweise der obere
Gebietsrand in der Geometrie aus Abbildung 6.3 mit einer vorgegebenen, kon-
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Abb. 6.3: Berechnungsgebiet mit Randzellen sowie alle Punkte, an denen Ge-
schwindigkeitswerte liegen

stanten Geschwindigkeit @ = (ug,0) von links nach rechts. Dieses wird in Nast++
dadurch erreicht, daf in der Eingabedatei fiir die Randwerte fiir alle Kontroll-
volumen (i,7) mit i = 1,...,imez und j = jpae an ihrer Nordseite die Randbe-
dingung INFLOW vorgeschrieben wird mit dem konkreten Geschwindigkeitswert
(1, 0). In Nast++ werden dann wihrend der Rechnung fiir i = 2,... i, die
Geschwindigkeitswerte u; ;... +1 = 2uy — Ujj,,,, und fir ¢ = 1,..., ip,, die Ge-
schwindigkeitswerte v;;,...+1 = 0 gesetzt. Lineare Interpolation zwischen den
Geschwindigkeitswerten w; ;... und wu; ;.. 11 fiihrt somit genau am Gebietsrand
auf den geforderten Wert ug. Wenn die Geschwindigkeit am Rand nicht kon-
stant sein soll, kann in der Eingabedatei fiir die Randwerte fiir jedes einzelne
Kontrollvolumen ein anderer Geschwindigkeitswert als Randbedingung angege-
ben werden.

Durch die lineare Interpolation der Geschwindigkeitswerte auf den Gebietsrand
ergibt sich ein Interpolationsfehler der Ordnung O(h?), wobei h die Maschenwei-
te des Gitters in z- bzw. y-Richtung ist. Diesen Diskretisierungsfehler am Rand
beobachtet man in den spiteren Rechnungen. Es wird dann auf Gittern ver-
schiedener Maschenweiten h jeweils dasselbe Problem berechnet, und man kann
beobachten, dafs fiir das berechnete Geschwindigkeitsfeld durch die lineare Inter-
polation der Geschwindigkeitswerte der beschriebene Diskretisierungsfehler am
Rand auftritt.
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6.1.3 Schnittstellen

Als duflere Schnittstellen von Nast+ + dienen im wesentlichen drei Dateien:

npa-Fingabedatei:

In dieser Datei werden alle fiir die Rechnung bendétigten Parameter festgelegt.
Die wichtigsten dabei sind:

e Riumliche Abmessungen des Berechnungsgebiets (L, L, L,) sowie Anzahl
der Kontrollvolumen in jeder Raumrichtung (imaez, jmazs kmaz)

e Zeitschrittweite (At) und Endzeitpunkt (Tgpge) der Simulation
e Zeitschrittweite fiir die Ausgabe der berechneten Felder (At gysgabe)

e Loser fiir die Druckgleichung (in dieser Arbeit immer SOR-Loser), maxima-
le Anzahl der dabei auszufiihrenden Iterationen (iter,,;), Genauigkeits-
schranke fiir den Abbruch der Druckiterationen (eps), Relaxationsfaktor
fiir die SOR-Iterationen (w)

e Reynoldszahl (Re)
e Volumenkrifte (g,, Gy, g:)

e Mittelungsfaktor fiir zentrale und upwind-Differenzen bei der rdumlichen
Diskretisierung (7): bei v = 0.0 wird rein mit zentralen Differenzen ge-
rechnet (Diskretisierungsordnung O(h?)), bei v = 1.0 rein mit upwind-
Differenzen (Diskretisierungsordnung O(h))

Fiir die Zeitschrittweite At sollte aus Stabilititsgriinden folgende Bedingung er-
fiillt sein [12]:

Re({1 1 1\ ' =n h h
At < min|— =+ — 4+ — z y 2 6.1
i ( 2 (hazu * hg * h'2> ’ |uma:v|, |Umax|, |wmax|> ( )

z

Dabei sind hy, hy, h, die Maschenweiten des Diskretisierungsgitters in den ein-
zelnen Raumrichtungen und 4,42, Umaz, Wmae die in diesen Raumrichtungen auf-
tretenden maximalen Geschwindigkeiten.

nbc-Fingabedatei:

In dieser Datei werden die Randbedingungen fiir die Geschwindigkeiten bzw. fiir
den Druck und gegebenenfalls fiir die Temperatur und Stoffkonzentrationen defi-
niert. Fiir jedes Kontrollvolumen, das mit mindestens einer Kontrollvolumenober-
flache auf dem Rand des Berechnungsgebiets liegt, ist hier ein Eintrag vorhanden.
Dieser Eintrag legt die fiir dieses Kontrollvolumen an dieser Oberfléche giiltigen
Randbedingungen fest.
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nfv-Ein- und Ausgabedatei:

Diese Datei enthélt im wesentlichen das Geschwindigkeits- und Druckfeld zu ei-
nem bestimmten Zeitpunkt. Bei Rechnungen mit komplizierten Geometrien ent-
hilt sie auch die Geometriebeschreibung; bei Rechnungen mit Temperatur oder
Stoftkonzentrationen sind auch diese Grofen in ihr gespeichert. Eine Datei in
diesem Formt dient als Eingabedatei, wenn Nast++ mit einer Vorbelegung an
Feldgrofen gestartet werden soll, und sie dient als Ausgabedatei, in die die be-
rechneten Werte geschrieben werden. Sollen wihrend einer Rechnung zu verschie-
denen Zeitpunkten die Feldgréfen gespeichert werden, so werden nacheinander
nfv-Dateien mit fortlaufender Numerierung herausgeschrieben. Weil das Format
der nfv-Datei sowohl fiir die Eingabe als auch fiir die Ausgabe dient, ist es leicht
moglich, Nast++ mit bereits berechneten und herausgeschriebenen Feldgrofen
neu zu starten. Die einzelnen Datenwerte in der nfv-Datei sind standardméfig
Dezimalzahlen in Exponentialschreibweise mit sieben signifikanten Stellen der
Mantisse.

6.2 Implementierung des Kombinationsprogramms

In Kapitel 5.4 wurde bereits der prinzipielle Ablauf von zeitabhingigen Kom-
binationsrechnungen beschrieben. Daran angelehnt ist die Implementierung des
Kombinationsprogramms: Der Stromungsloser Nast+ + fiir drei Dimensionen wird
bei den Kombinationsrechnungen als Black Box eingesetzt. Das Kombinationspro-
gramm arbeitet unabhéngig davon und ruft Nast++ fiir die Rechnungen zwischen
zwei Kombinationsschritten iiber die oben beschriebenen Schnittstellen auf.

Ausgangspunkt fiir eine Kombinationsrechnung ist ein sogenanntes Projekt. Dar-
unter versteht man alle Eingabedateien, die fiir eine normale Vollgitterrechnung
mit Nast++ notig sind. Das sind die oben beschriebene npa-Datei mit den Rech-
nungsparametern, die nfv-Datei mit einer Startbelegung der Feldgréfen und die
nbc-Datei mit der Festlegung der Randbedingungen.

Folgende Fragen stellen sich fiir eine Kombinationsrechnung:
e Mit welchem Ausdiinnungsparameter s soll gerechnet werden?

e Soll eine zwei- oder dreidimensionale Kombinationsrechnung mit den Aus-
diinnungsindizes der Tabellen 3.2 bzw. 3.4 durchgefiihrt werden?

e Zu welchen Zeitpunkten (At gompination) SOl ein Kombinationsschritt statt-
finden?

e Soll bei den Kombinationsschritten linear-konstant oder quadratisch-linear
interpoliert werden?



6.2. Implementierung des Kombinationsprogramms 113

In einer Eingabedatei fiir das Kombinationsprogramm, der Steuerdatei, werden
die gewiinschten Parameter fiir die Kombinationsrechnung festgelegt. Mit die-
ser Steuerdatei wird dann das Kombinationsprogramm gestartet, das folgendes
leistet: Die nfv-Datei mit der Startbelegung fiir die Vollgitterrechnung wird fiir
jedes grobe Gitter, das spéter fiir die Kombinationsrechnung gebraucht wird,
ausgedinnt. Das bedeutet, dat das Geschwindigkeitsfeld auf die groben Gitter
transferiert wird. Damit erhilt man nfv-Dateien mit den Startbelegungen fiir die
verschiedenen groben Gitter. Ebenso werden die nbc-Datei mit der Festlegung
der Randbedingungen sowie die npa-Datei, in der unter anderem die Anzahl der
Kontrollvolumen des benutzten Gitters gespeichert ist, fiir jedes grobe Gitter ge-
eignet angepaltt. Fiir jedes einzelne grobe Gitter wird anschliefend Nast++ mit
den jeweiligen Eingabedateien gestartet, und es werden soviele Zeitschritte mit
der Zeitschrittweite At berechnet, bis der in der Steuerdatei angegebene Zeit-
punkt Atfgompination €rreicht ist. Dann erfolgt der Kombinationsschritt, in dem
die Losungen aller groben Gitter auf alle anderen groben Gitter transferiert und
dort jeweils als Linearkombination kombiniert werden. Falls gewiinscht wird in
diesem Schritt auch eine Kombinationslosung auf dem Vollgitter gebildet. Die
Linearkombinationen auf den groben Gittern dienen dann als Startfelder fiir die
neuen Aufrufe von Nast++. In Abbildung 6.4 ist der Ablauf einer Kombinati-
onsrechnung schematisch dargestellt. Die dort angegebenen Ausdiinnungsindizes
entsprechen einer dreidimensionalen Kombiantionsrechnung mit dem Ausdiin-
nungsparameter s = 1.

Nast++ berechnet in jedem Zeitschritt ein Geschwindigkeitsfeld und ein Druck-
feld. Beim Kombinationsschritt werden auf den verschiedenen groben Gittern
aber nur Linearkombinationen der transferierten Geschwindigkeiten gebildet und
die Losung fiir das Druckfeld unverdndert iibernommen. Das geschieht, weil das
Druckfeld fiir den néchsten Zeitschritt im Losungsalgorithmus von Nast+ + vollig
neu aus der Poissongleichung berechnet wird und das Druckfeld vom alten Zeit-
schritt dabei nur als Startwert fiir das Iterationsverfahren verwendet wird. Es
zeigte sich bei den Kombinationsrechnungen, daf eine Kombination der Druck-
werte durch eine geeignete Mittelwertbildung in den einzelnen Gitterausschnitten
der zu kombinierenden Gitter die Konvergenz des SOR-Ldsers bei der Losung der
Poissongleichung sogar verschlechterte.

Das Kombinationsprogramm wurde in der Programmiersprache Perl implemen-
tiert. Diese Sprache wurde gewahlt, weil mit Perl einerseits die Manipulation von
Dateien recht leicht moglich ist, was beispielsweise beim Anlegen aller fiir eine
Kombinationsrechnung benétigten Dateien Vorteile bietet. Andererseits kann mit
Perl auf einfache Weise die Steuerung bzw. der Aufruf von anderen Programmen
geschehen. Dieses betrifft bei einer Kombinationsrechnung beispielsweise den Auf-
ruf von Nast++ fiir die verschiedenen groben Gitter mit jeweils anderen Einga-
bedaten oder von Programmen zur Auswertung von Daten direkt wihrend einer
Kombinationsrechnung.
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npa.Vollgitter
nbc.Vollgitter
nfv.Vollgitter

| npa.sl.1_1_0.duenn
——~| nbc.s1.1_1_0.duenn Nast++
—| nfv.s1.1_1 0.duenh nfv.s1.1_1 O.nast——

——| npa.sl.1_0_1.duenn
——| nbc.s1.1_0_1.duenn Nast+ +
—| nfv.s1.1_0_1.duenh nfv.s1.1_0_l.nast——

—{ npa.s1.0_1_1.duenn
——~| nbc.s1.0_1_1.duenn Nast++
——| nfv.s1.0_1_1.duenp nfv.s1.0_1_1.nast——

———~| npa.sl.1_1 1.duenn
—~| nbc.s1.1_1_1.duenn Nast++
| nfv.sl.1_1_1.duenp nfv.s1.1_1_l1.nast——

Kombination

;—\ nfv.Vollgitter.s1.conb|

npa.sl.1_1 0.duenn
nbc.s1.1_1_0.duenn Nast++
—| nfv.s1.1_1 0.comh nfv.s1.1_1 O.nast——

npa.sl.1_0_1l1.duenn
nbc.s1.1_0_1.duenn Nast++
——| nfv.s1.1_0_1.comh nfv.s1.1_0_1.nast——

npa.s1.0_1_1.duenn
nbc.s1.0_1_1.duenn Nast++
—— | nfv.s1.0_1 1.comh nfv.s1.0_1_1.nast——

npa.sl.1_1 1.duenn
nbc.s1.1_1_1.duenn Nast++
——| nfv.s1.1 1 1.comh nfv.s1.1_1 l.nast——

Kombination

!-\ nfv.Vollgitter.s1.conb|

npa.sl.1_1 0.duenn
nbc.s1.1_1_0.duenn Nast++
—| nfv.s1.1_1_0.comh nfv.s1.1_1_0.nast——

npa.sl.1_0_1.duenn
nbc.s1.1_0_1.duenn Nast++
——| nfv.s1.1_0_1.comh nfv.s1.1_0_l.nast——

npa.s1.0_1_1.duenn
nbc.s1.0_1_1.duenn Nast+ +
——| nfv.s1.0_1_1.comh nfv.s1.0_1 l.nast——

npa.sl.1_1 1.duenn
nbc.s1.1_1_1.duenn Nast++
———~| nfv.s1.1_1_1.comh nfv.s1.1_1_1.nast——

Abb. 6.4: Schematischer Ablauf einer Kombinationsrechnung
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6.3 Anwendung bei verschiedenen Stromungen

Es wird die zwei- und dreidimensionale Nischenstromung als Testfall verwendet,
um das Verhalten des Interpolationsfehlers der Kombinationslosung im Vergleich
mit den theoretisch erwarteten Fehlern und mit den Diskretisierungsfehlern auf
Vollgittern zu untersuchen. Zunéchst werden dazu drei Begriffe, die fiir die fol-
gende Diskussion von Bedeutung sind, festgelegt:

Der Lo-Kombinationsfehler ist die diskrete Lo-Norm der punktweisen Differenz
einer Kombinationslosung von der zugehorigen Vollgitterlosung. Fiir jede Ge-
schwindigkeitskomponente u, v bzw. u, v, w der Losungen wird er einzeln berech-
net. Fiir die u-Geschwindigkeitskomponente ist er folgendermafen definiert:

Ly-Kombinationsfehler (u) = (6.2)

1/2

1 2

<% Z ((UKombinationslasung)z‘ - (UVOHgitterlﬁsung)i) >
i

Dabei ist ¢ ein Laufindex iiber alle diskreten u-Geschwindigkeitswerte auf den

beiden Gittern und #: deren Gesamtanzahl. Fiir die v- und w-Geschwindigkeits-

komponente wird der Ly-Kombinationsfehler entsprechend gebildet.

Der Lo-Diskretisierungsfehler ist ein Fehler zwischen zwei Vollgitterlosungen, die
fiir das gleiche Problem auf Gittern unterschiedlicher Maschenweite berechnet
wurden. Auch er wird fiir jede Geschwindigkeitskomponente einzeln angegeben.
Die Losung auf dem Gitter mit der kleineren Maschenweite wird dafiir zunéchst
auf das Gitter mit groferer Maschenweite transferiert gemaft Abschnitt 5.5. An-
schliefsend wird die diskrete Lo-Norm der punktweisen Differenz dieser transfe-
rierten Losung mit der Losung auf dem Gitter groferer Maschenweite analog zu
(6.2) gebildet.

Der geschdtzte Lo-Interpolationsfehler ist der Fehler, den man im Zweidimensio-
nalen geméf der Tabelle 5.1 mit den Werten ¢; bzw. ¢y nach (5.36) bzw. (5.37)
und im Dreidimensionalen gemaf der Tabelle 5.3 mit den Werten c3 bzw. ¢4
nach (5.38) bzw. (5.40) berechnet. Auch dieser Fehler wird fiir jede Geschwin-
digkeitskomponente einzeln bestimmt. Die Ausdriicke in den Tabellen 5.1 und
5.3 und den Formeln (5.36), (5.37), (5.38) und (5.40) sind jeweils fiir die wu-
Geschwindigkeitskomponente angegeben. Um die Werte fiir die v- bzw. w-Ge-
schwindigkeitskomponente zu berechnen, miissen die Abhéngigkeiten von h, h,
und A, und die partiellen Ableitungen in diesen Ausdriicken entsprechend per-
mutiert werden.

In den folgenden Testrechnungen wird im wesentlichen der Zusammenhang die-
ser drei Fehler untersucht: Bei der Durchfiihrung einer Kombinationsrechnung
tritt in der Kombinationslésung der Ly-Kombinationsfehler auf. Liegt dieser Feh-
ler in der Grofe des geschitzten Lo-Interpolationsfehlers, so bedeutet dies, daf
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die Kombinationslosung eine gute Losung darstellt, weil der geschitzte Lo-In-
terpolationsfehler allein durch den Transfer der Losung vom Kombinationsgitter
auf das Vollgitter gemacht wird. Ist der Lo-Kombinationsfehler grofer als der
geschitzte Lo-Interpolationsfehler, so iiberwiegen andere Fehler in der Kombina-
tionsrechnung. Die Kombinationsrechnung fiihrt auf eine schlechtere Lésung als
eine Vollgitterrechnung. Der Fall, dafs der Ly-Kombinationsfehler kleiner wird als
der geschéitzte Lo-Interpolationsfehler, kann auch eintreten. Darauf wird in der
Diskussion der Testfille eingegangen.

Auch der Vergleich vom Ly-Kombinationsfehler und Lo-Diskretisierungsfehler ist
interessant. An ihm erkennt man, bis zu welchem Ausdiinnungsparameter eine
Kombinationsrechnung eine Lésung liefert, die dhnlich gut wie eine Vollgitterlo-
sung auf einem Gitter mit groferer Maschenweite ist.

6.3.1 Zweidimensionale Nischenstromung mit Re=10

Als Testfall dient eine zweidimensionale Nischenstromung auf dem Gebiet [0, 1]?,
wie sie in Abbildung 6.5 skizziert ist. Wie in Abschnitt 6.1.1 beschrieben, werden
die folgenden Rechnungen mit Nast++ fiir drei Dimensionen und dem Kombina-
tionsprogramm fiir drei Dimensionen durchgefiihrt. In der z-Richtung werden auf
allen Gittern nur zwei Kontrollvolumen mit der Maschenweite h, = 27> und an
den Gebietsseiten in z-Richtung Rutschbedingungen fiir die Geschwindigkeiten
verwendet. Das eigentliche Berechnungsgebiet besitzt also eine wie in Abbildung
6.2 skizzierte Gestalt. Durch die vorgegebenen Symmetrien wird somit das drei-
dimensionale Problem auf ein zweidimensionales reduziert, und daher wird in
der folgenden Diskussion nicht auf die z-Richtung eingegangen. Die fiir die zwei-
dimensionalen Kombinationsrechnungen benutzten Ausdiinnungsindizes werden
gemék Tabelle 3.4 gewihlt und beziehen sich auf die x- und y-Richtung.

Als Randbedingungen g fiir das Geschwindigkeitsfeld werden an drei Seiten

G :(16 % c§1—x)?)

R

ST
@ [ e

o W@ .

Abb. 6.5: Skizze zur zweidimensionalen Nischenstromung




6.3. Anwendung bei verschiedenen Strémungen 117

des Gebiets Haftbedingungen (dg = 0) vorgegeben. Am oberen Rand wird die
Einstrombedingung festgelegt durch (dg), = 16z*(1 — z)?, (u@r), = 0, durch die
die Stromung angetrieben wird. Der Fluf durch die Seiten des Gebiets ist somit
iiberall 0.

Zunichst wird mit Nast++ die Losung der dimensionslosen Navier-Stokes-Glei-
chungen (5.5), (5.6) fiir eine Reynoldszahl Re = 10 und ohne Volumenkriéfte, also
g = 0, berechnet. Die Berechnung erfolgt mit zentralen Differenzen in der raum-
lichen Diskretisierung, also mit v = 0 und der Approximationsordnung O(h?).
Zum Startzeitpunkt ist das Fluid in Ruhe.

Berechnet wird vom Startzeitpunkt 7§, = 0.0 bis zum Zeitpunkt Txnge = 1.0,
an dem sich das Stromungsfeld nur noch geringfiigig von Zeitschritt zu Zeit-
schritt dndert. In Abbildung 6.6 ist die zeitliche Entwicklung des Geschwindig-
keitsfeldes fiir vier verschiedene Zeitpunkte und in Abbildung 6.8 die u- und
v-Geschwindigkeitskomponente sowie das Druckfeld zum Zeitpunkt Tg,q. = 1.0
dargestellt.

Auf dem 1282-Gitter wird mit der konstanten Zeitschrittweite At = 2713, auf dem
642-, 322- und 162-Gitter mit der Zeitschrittweite At = 271! gerechnet. Diese Wer-
te erfiillen die Stabilititsbedingung (6.1). Nach Zeitintervallen Atkombination = 2
wird jeweils ein Kombinationsschritt gemacht. Es erfolgen jeweils Rechnungen auf
den vollen Gittern sowie zweidimensionale Kombinationsrechnungen mit linear-
konstanter und quadratisch-linearer Interpolation bis hin zum Ausdiinnungspa-
rameter s = 6.

In Abbildung 6.7 ist der Ly-Kombinationsfehler fiir das 1282-Gitter fiir Kom-
binationsrechnungen mit verschiedenen Ausdiinnungsparametern dargestellt, der
bei jedem Kombinationsschritt berechnet wurde. Die Abbildung zeigt somit die
zeitliche Anderung des Ly-Kombinationsfehlers. Wie unten gezeigt wird, ist bei
diesem Testfall der Ly-Kombinationsfehler fast genau gleich dem geschétzten Lo-
Interpolationsfehler. Dieser veréndert sich aber auch zeitabhéngig, weil er propor-
tional ist zur dritten bzw. fiinften gemischten Ableitung des Geschwindigkeitsfel-
des und sich dieses im Laufe der Rechnung zeitabhéngig verdndert.

Fiir den Zeitpunkt Tinqe = 1.0 sind in Tabelle 6.1 die Lo-Kombinationsfehler der
u- und v-Geschwindigkeitskomponente angegeben. Um zu iiberpriifen, ob der Lo-
Kombinationsfehler in der Grofe des geschitzten Lo-Interpolationsfehlers liegt,
bestimmt man Naherungswerte fiir ¢; und ¢, der gemittelten dritten bzw. fiinf-
ten gemischten Ableitungen in (5.36) und (5.37) mit Hilfe der Differenzensterne
(5.43) bzw. (5.44). Fiir die u- und v-Geschwindigkeitskomponente zum Zeitpunkt
Tinde = 1.0 erhilt man mit der 1282-Vollgitterlosung dafiir folgende Werte:

J(w) =1.907-10*
() =1.924-10"

A (w) =3.265-10"

(6.3)
A (v) =3.287-10"

(128
Co

(128
Co
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Gitter s=1 5 =2 s=3 s=4 5s=05 s=06
u-Geschwindigkeit: Linear-konstante Interpolation
1282 3.82-1076 | 1.75-107° | 6.20-107° | 2.24-10~* | 8.14-10~* | 1.86-1073
642 2.75-107° | 1.14-10~* | 4.38-107* | 1.62-1073 | 3.66-10~3
322 1.82-107% | 7.99-107* | 3.07-1073 | 6.53-1073
162 1.18-1073 | 5.03-1073 | 9.58-1073
u-Geschwindigkeit: Quadratisch-lineare Interpolation
128% || 1.32-107% | 8.45-107% | 3.03-107° | 7.37-107° | 1.63-10~* | 4.50-10*
642 1.32-107° | 5.38-107° | 1.29-10~* | 3.77-107* | 1.29-10*
322 5.64-107° | 1.90-107* | 9.57-10* | 3.60-10°3
162 2.60-107* | 2.28-1073 | 8.31-10°*
v-Geschwindigkeit: Linear-konstante Interpolation
128% || 3.84-107% | 1.80-107° | 6.74-107° | 2.43-10* | 8.58-10~* | 2.58-10
642 2.89-1075 | 1.25-107* | 4.72-107* | 1.70-1073 | 5.12-1073
322 1.97-107* | 8.51-107* | 3.23-107% | 9.67-1073
162 1.27-1073 | 5.39-1073 | 1.59-1072
v-Geschwindigkeit: Quadratisch-lineare Interpolation
1282 9.03-1077 | 5.74-107% | 1.89-1075 | 4.25-107> | 1.10-10~* | 3.89-10~*
642 8.76-1076 | 3.34-107° | 8.30-1075 | 2.94-10~* | 1.23-1073
322 4.07-107° | 1.46-10* | 8.02-10=* | 3.71-1073
162 2.38-107* | 2.04-1073 | 9.46-10*

Tabelle 6.1: L,-Kombinationsfehler der Geschwindigkeitskomponenten der zwei-
dimensionalen Nischenstromung mit Re = 10 zum Zeitpunkt Tgpge = 1.0
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Mit diesen Werten ergeben sich die geschitzten Lo-Interpolationsfehler geméf
Tabelle 5.1 fiir die Kombinationsrechnung mit Ausdiinnungsparameter s = 1:

3
u-Geschw., linear-konstante Int.: % 05128)(u) (ﬁ)g =2.75-107°
v-Geschw., linear-konstante Int.: % 05128)(1)) (ﬁ) =2.77-107° 6.4

isch-li V2 (128) 1)° -8 (6-4)
u-Geschw., quadratisch-lineare Int.: %= cy ™" (u) (ﬁ) =9.81-10

5
v-Geschw., quadratisch-lineare Int.: % 05128)(1)) (ﬁ) =9.90-10"8

Bei linear-konstanter Interpolation ist der geschétzte Lo-Interpolationsfehler fiir
beide Geschwindigkeitskomponenten etwas kleiner als der bei der Stromungsbe-
rechnung auftretende Lo-Kombinationsfehler (Tabelle 6.1), aber er liegt in dersel-
ben Grokenordnung. Bei quadratisch-linearer Interpolation hingegen ist der fiir
den Ausdiinnungsparameter s = 1 geschétzte Lo-Interpolationsfehler in 6.4 fiir
beide Geschwindigkeitskomponenten deutlich kleiner als der L,-Kombinations-
fehler. Der Grund fiir die Abweichung besteht darin, daf die Ein- und Ausgabe-
dateien von Nast++, wie in Abschnitt 6.1.3 beschrieben, nur eine siebenstellige
Genauigkeit in den Feldgrofen benutzen. Bei einer durch die Antriebsfunktion
am oberen Gebietsrand maximal erreichten Geschwindigkeit von v &~ 1 ist ein
Fehler unterhalb der GroRe 107® nicht mehr im Genauigkeitsbereich. Fiir gro-
fsere Ausdiinnungsparameter nimmt der geschétzte Lo-Interpolationsfehler aber
gemal den Faktoren in Tabelle 5.2 schnell zu und der Vergleich mit den Lo-
Kombinationsfehlern wird wieder sinnvoll.

In den Abbildungen 6.9 und 6.10 sind alle berechneten Werte der Ly-Kombina-
tionsfehler aus Tabelle 6.1 und die geschétzten Lo-Interpolationsfehler, die geméf
Tabelle 5.1 mit den Werten aus (6.3) berechnet werden, zusammengestellt fiir die
beiden Geschwindigkeitskomponenten, die verschiedenen Gitter und die linear-
konstante sowie die quadratisch-lineare Interpolation. Zur besseren Uberschau-
barkeit sind die einzelnen Punkte jeweils durch Linien verbunden. Im folgenden
werden die aus diesen Abbildungen zu entnehmenden Resultate vorgestellt.

Fiir die linear-konstante Interpolation liegen der Lo-Kombinationsfehler und der
geschitzte Lo-Interpolationsfehler bei allen Gittern sehr nahe beieinander. Das
bedeutet, daf die zwischen der Vollgitterlosung und der Kombinationslésung auf-
tretende Differenz der Losungen durch den Interpolationsfehler, der beim Trans-
fer der Kombinationslésung auf das Vollgitter auftritt, hervorgerufen wird. Somit
liefert die Kombinationsrechnung auch bei grofen Ausdiinnungsparametern eine
gute Losung.

Der L,-Kombinationsfehler ist bei der quadratisch-linearen Interpolation immer
kleiner als bei der linear-konstanten Interpolation. Die Kombinationsrechnung
mit quadratisch-linearer Interpolation liefert also einen kleineren Fehler und somit
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eine bessere Losung. Fiir kleine Ausdiinnungsparameter sind bei der quadratisch-
linearen Interpolation die Lo-Kombinationsfehler des 1282%- und 642-Gitters gro-
fser als die geschitzten Lo-Interpolationsfehler. Der Grund dafiir liegt in der oben
beschriebenen beschréinkten Genauigkeit der Zahldarstellung in den Ein- und
Ausgabedateien. Dieser Effekt hat aber bei den Fehlern der grofseren Ausdiin-
nungsparameter keinen Einfluf mehr. Fiir die groferen Ausdiinnungsparameter
wird der Lo-Kombinationsfehler bei der quadratisch-linearen Interpolation klei-
ner als der geschitzte Lo-Interpolationsfehler. Dieser Effekt tritt auf, wenn einige
Gebiete der Stromung in der Kombinationslosung bei h6herem Ausdiinnungspara-
meter nicht mehr fein aufgelost werden. Der geschétzte Lo-Interpolationsfehler ist
bei der quadratisch-linearen Interpolation proportional zu den gemischten fiinf-
ten Ableitungen. Werden nun die Gebiete, in denen die betreffenden Ableitungen
grofs werden, nicht mehr richtig in der Kombinationslosung dargestellt, so nimmt
bei Vergroferung des Ausdiinnungsparameters der Lo-Kombinationsfehler nicht
mehr so stark zu, wie man es beim geschétzten Ly-Interpolationsfehler erwar-
ten wiirde. Dasselbe Verhalten erkennt man auch in den Abbildungen zur linear-
konstanten Interpolation: Jeweils beim groften Ausdiinnungsparameter steigt der
Lo-Kombinationsfehler nicht mehr so stark an wie der geschétzte Lo-Interpola-
tionsfehler.

Auf dem 322- und 162-Gitter erkennt man bei der quadratisch-linearen Interpola-
tion einen grofen Unterschied in den L,-Kombinationsfehlern und den geschétz-
ten Ly-Interpolationsfehlern. Der Grund dafiir liegt ebenfalls darin, dafs einige
Gebiete mit grofer Variation des Geschwindigkeitsfeldes auf diesen Gittern nicht
mehr richtig aufgelost werden. Die in den Abbildungen eingezeichneten geschitz-
ten Lo-Interpolationsfehler wurden alle mit den Werten 05128) und 05128) aus (6.3)
berechnet, die auf dem 1282-Gitter bestimmt wurden. Bildet man ganz analog
auf dem 162-Gitter dieselben Werte der gemischten Ableitungen, so erhélt man

die Werte:
Ay =1875-100 , V) =1.044-10°

(6.5)
&) =2021-100 , &) =1.044-10°

Die Werte cglzs)(u) und i (v) sind etwa einen Faktor 20 grofer als die Wer-
te cgw)(u) und "% (v). Daher liegen auch der L,-Kombinationsfehler und der
geschiitzte Lo-Interpolationsfehler in Abbildung 6.10 fiir das 162-Gitter um et-
wa diesen Faktor auseinander. Das Geschwindigkeitsfeld der Nischenstromung
wird also erwartungsgeméif auf dem 162-Gitter nur grob aufgelost. Andererseits
ist sehr bemerkenswert, daf die Grofe des Lo-Kombinationsfehlers immer noch
recht klein ist, dal demnach immer noch die meisten Strukturen der Stromung

in der Kombinationslosung richig berechnet wurden.

Ein wichtiger Punkt in der Diskussion zum Einsatz der Kombinationstechnik ist
die Frage, wie sich der Fehler in der Kombinationslésung im Vergleich zum Dis-
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kretisierungsfehler auf dem Vollgitter verhélt. In Abschnitt 4.1 wurde beschrie-
ben, welche Anteile zum Fehler in einer berechneten Losung beitragen. Unter
der Annahme, daf die numerischen Fehler, also die Rundungsfehler und das Ab-
bruchkriterium bei der iterativen Losung, gegeniiber dem Diskretisierungsfehler
vernachléssighar sind, kann mit den Formeln (4.1) der Diskretisierungsfehler ge-
schitzt werden. Dazu wird, wie am Anfang von Abschnitt 6.3 beschrieben, der
Ly-Diskretisierungsfehler zwischen den Vollgitterlosungen zum Zeitpunkt Tgpqe
auf dem 1282- und 642-Gitter, dem 642- und 322-Gitter und dem 322- und 16%-
Gitter berechnet. Die folgende Tabelle fafst die sich fiir beide Geschwindigkeits-
komponenten ergebenden Werte zusammen:

Gitter u-Fehler v-Fehler
1282 ¢+ 642 || 2.09-107* | 1.82-107*
642 «» 322 | 8.18-107* | 7.11-107*
322 <+ 16% | 3.04-1073 | 2.57-1073

Tabelle 6.2: Ly-Diskretisierungsfehler der u- und v-Geschwindigkeit bei der
zweidimensionalen Nischenstromung mit Re = 10

An diesen Werten ist zu erkennen, dafs der Diskretisierungsfehler ein Fehler zwei-
ter Ordnung ist, denn er wird (ungefihr) mit einem Faktor 4 grofer. Dieses
Verhalten war auch zu erwarten, weil die Rechnungen mit zentralen Differen-
zen durchgefithrt wurden. In Abbildung 6.11 ist skizziert, wie sich die Gréfsen
der Lsy-Diskretisierungsfehler in Tabelle 6.2 im Vergleich mit den Groéfen der
Ly-Kombinationsfehler in Tabelle 6.1 verhalten. Dazu wird der (128% <+ 64?)-Lo-
Diskretisierungsfehler zwischen die Lo-Kombinationsfehler auf dem 128%-Gitter,
der (64% > 32%)-L,-Diskretisierungsfehler zwischen die Lo-Kombinationsfehler

128% 642 64%< 322 32 162 1282 642 64%< 322 32 16°
u \ u \" u \" u \" u \ u \"
=6 s=6
5 s=5
s=4 s=4
=3 =3
=2 s=2
=1 =1

Abb. 6.11: Einordnung der Grofse der Ly-Diskretisierungsfehler zwischen die Lo-
Kombinationsfehler bei linear-konstanter Interpolation (links) und quadratisch-
linearer Interpolation (rechts) fiir die zweidimensionale Nischenstromung bei
Reynoldszahl Re = 10
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auf dem 64%-Gitter (usw.) eingeordnet, jeweils fiir die linear-konstante und qua-
dratisch-lineare Interpolation und fiir beide Geschwindigkeitskomponenten. Die
Abbildung zeigt, dafs man beispielsweise bei der Kombinationsrechnung mit qua-
dratisch-linearer Interpolation auf dem 1282-Gitter bei einem Ausdiinnungspa-
ramter s = 5 einen kleineren, in der diskreten L,-Norm gemessenen Fehler erhélt
als bei einer Rechnung auf dem 642-Vollgitter. Dabei enthilt das feinste der in
die Kombinationslosung eingehenden groben Gitter nach Tabelle 3.3 beim Aus-
diinnungsparamter s = 5 nur 3% der Punkte des 1282-Gitters, also nur 12% der
Punkte des 642-Gitters. Aus Tabelle 3.3 kann man auch entnehmen, da® bei einer
Kombinationsrechnung mit Ausdiinnungsparameter s = 5 im Zweidimensionalen
die Gesamtanzahl aller in die zur Bildung der Kombinationslosung eingehenden
Gitterpunkte etwa ein Viertel der Punkte des zugehorigen Vollgitters betrigt. Ei-
ne Vollgitterrechnung auf dem 642-Gitter benétigt aber auch nur ein Viertel der
Punkte des 1282-Gitters. Somit fiihren in diesem Fall beide Berechnungsmoglich-
keiten derselben Komplexitéit auf etwa denselben Fehler in der diskreten Lo-Norm.
Ein tatsdchlicher Gewinn in der Komplexitit wird in diesem Rechnungsbeispiel

u-Di fferenz v-Di fferenz
_ - - il
Be-04 fe 04 7,
0e+00 2
TR - -
~8e-04 “ S "8e- 04
W
- 2e- 03 i -1e- 03

Abb. 6.12: Differenz der Losungen auf dem 1282- und 642-Gitter bei der zwei-
dimensionalen Nischenstréomung mit Re = 10
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:z;:::lllllllll
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Abb. 6.13: Differenz der Losungen auf dem 642- und 322-Gitter bei der zweidi-
mensionalen Nischenstromung mit Re = 10
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durch den Einsatz der Kombinationstechnik somit nicht erzielt.

Im folgenden soll auf die Bemerkung am Ende des Abschnitts 6.1.2 beziiglich des
Diskretisierungsfehlers am Rand eingegangen werden: Die lineare Interpolation
der Geschwindigkeitswerte zum Setzen der Randbedingungen in Nast++ bewirkt
einen Fehler der Ordnung O(h?). Bei der Nischenstromung ist diese lineare Inter-
polation insbesondere am oberen Gebietsrand keine gute Naherung. In Abbildung
6.12 ist die Differenz der Losung auf dem 1282-Gitter, die zuvor auf das 64%-Gitter
transferiert wurde, zur Losung auf dem 642-Gitter dargestellt, und in Abbildung
6.13 die Differenz der Losung auf dem 642-Gitter zur Losung auf dem 322-Gitter.
Man erkennt, dafs die grofte Differenz fiir die u-Geschwindigkeitskomponente am
oberen Gebietsrand liegt und fiir die v-Geschwindigkeitskomponente an den bei-
den angrenzenden Seiten. Ebenso zeigt der Vergleich beider Abbildungen, daf
dieser Fehler die Ordnung O(h?) besitzt.

Interessant ist an dieser Stelle der Vergleich dieser Fehler mit dem Fehler, der in
Kombinationslésungen auftritt: In Abbildung 6.14 ist jeweils die Differenz der 642-
Vollgitterlosung zur Kombinationslosung mit quadratisch-linearer Interpolation
zu den Ausdiinnungsparametern s = 3,4,5 fiir beide Geschwindigkeitskompo-
nenten dargestellt. Die Differenz der Kombinationslosungen zur Vollgitterlosung
hat eine oszillierende und vollig andere Gestalt als die Differenz zwischen zwei
Vollgitterlosungen. Im direkten Vergleich mit der Abbildung 6.13 zeigt sich, dafs
insbesondere am oberen Gebietsrand die Kombinationsrechnungen noch bis zum
Ausdiinnungsparameter s = 4 eine bessere Losung liefern als die Losung auf
dem 322-Gitter. Der Grund dafiir liegt darin, daR in die Linearkombination zur
Bildung der Kombinationslésung auch jeweils ein Gitter eingeht, das am oberen
Rand dieselbe feine Auflésung besitzt wie das zugehorige Vollgitter. Die Diskreti-
sierungsfehler am Rand, die auf den anderen in die Kombinationsldsung eingehen-
den groben Gittern auftreten, heben sich in der Linearkombination weitgehend
auf.
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s=3, u-Differenz s=3, v-Differenz
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Abb. 6.14: Differenz der 642-Vollgitterlosung von Kombinationslosungen mit
quadratisch-linearer Interpolation mit den Ausdiinnungsparametern s = 3,4,5
bei der zweidimensionalen Nischenstromung mit Re = 10



129

6.3. Anwendung bei verschiedenen Strémungen

Abschliefsend soll noch gezeigt werden, dak die quadratisch-lineare Interpolation
bei einer Kombinationsrechnung nur beim Transfer auf das Vollgitter einen kleine-
ren Interpolationsfehler aufweist als die linear-konstante Interpolation und somit
einen echten Gewinn darstellt (vgl. Abschnitt 5.9). Dazu wird die obige Rechnung
der Nischenstréomung auf den verschiedenen Gittern mit der Kombinationstechnik
mit linear-konstanter Interpolation fiir die verschiedenen Ausdiinnungsparameter
durchgefiihrt, und erst im letzten Kombinationsschritt wird eine Kombinations-
16sung auf dem Vollgitter mit quadratisch-linearer Interpolation gebildet. Von
dieser Kombinationslosung wird der Lo-Kombinationsfehler berechnet. Die so er-
haltenen Werte sind in Tabelle 6.3 angegeben. Sie stimmen fast genau mit den
Werten aus Tabelle 6.1 {iberein, die man bei einer Kombinationsrechnung erhélt,
bei der in jedem Kombinationsschritt zwischen den groben Gittern quadratisch-
linear interpoliert wird. Also ist in der Tat die linear-konstante Interpolation beim
Transfer der groben Gitter auf die anderen groben Gitter eine Technik mit aus-
reichender Genauigkeit. Aber beim Transfer der groben Gitter auf das Vollgitter
bringt die quadratisch-lineare Interpolation einen deutlichen Gewinn.

Gitter s=1 s=2 s=3 s=4 s=95 s=6

u-Geschwindigkeit

1282 1.30-1076 | 8.25-107¢ | 2.96-107° | 7.05-107° | 1.56-10"* | 4.52-10~*

642 1.30-107° | 5.27-107° | 1.20-10~* | 3.83-10~* | 1.32-10*

322 5.51-107% | 1.70-10°% | 9.98-10 % | 3.55-10°3

162 2.46-107* | 2.33-1073 | 7.54-10°
v-Geschwindigkeit

1282 8.77-10°7 | 5.53-10°% | 1.80-1075 | 3.84-10°° | 1.13-10"* | 4.43-10*

642 8.48-10°¢ | 3.19-10°° | 7.08-10°5 | 3.38-10"* | 1.37-10 3

322 | 3.90-107° | 1.24-10~* | 9.37-10~* | 3.86-107*

162 2.23-107% | 2.24-107% | 9.13-1073

Tabelle 6.3: L,-Kombinationsfehler der zweidimensionalen Nischenstromung
mit Re = 10 bei einer Kombinationsrechnung, in der linear-konstant und nur
im letzten Kombinationsschritt quadratisch-linear auf das Vollgitter interpoliert
wird
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6.3.2 Zweidimensionale Nischenstromung mit Re=1000

Genau der gleiche Testfall wie in Abschnitt 6.3.1 wird mit einer Reynoldszahl
Re = 1000 gerechnet. Alle anderen Parameter der Rechnung und die Randbedin-
gungen bleiben dieselben. Das Vorgehen bei der Auswertung und Interpretation
der Ergebnisse ist dasselbe wie im Abschnitt 6.3.1.

In Abbildung 6.15 ist die sich einstellende Stromung zu zwei Zeitpunkten darge-
stellt. Zum Endzeitpunkt der Rechnung Tgnqe = 1.0 ist die Stromung noch nicht
stationdr geworden; die Bildung des sich einstellenden Wirbels befindet sich noch
in einem frithen Stadium.

Fiir den Zeitpunkt Tgnge sind in Tabelle 6.4 die L,-Kombinationsfehler der u-
und v-Geschwindigkeitskomponente angegeben. Die Naherungswerte fiir ¢; und
¢y fiir die dritten bzw. fiinften gemischten Ableitungen werden wiederum mit
Hilfe der Differenzensterne (5.43) bzw. (5.44) fiir den Zeitpunkt Tguqe aus der
1282-Vollgitterlésung berechnet:
A w) =1165-102 , &P (w) =1.942-10°
(128) (128) (6.6)
ci (v) =1.264-10% ey (v) =1.941-10°

Daraus werden die geschitzten Lo-Interpolationsfehler geméf Tabelle 5.1 berech-
net. Fiir die Kombinationsrechnung mit Ausdiinnungsparameter s = 1 erhélt
man:

3
u-Geschw., linear-konstante Int.: % 05128)(u) (ﬁ)?) =9.82-107°
v-Geschw., linear-konstante Int.: g 05128)(1)) (ﬁ)5 =1.07-107° (6.7)
u-Geschw., quadratisch-lineare Int.: % 05128)(u) (ﬁ) =9.99-1077

5
v-Geschw., quadratisch-lineare Int.: %2 05128)(1)) (ﬁ) =9.99-10°7

Fiir die linear-konstante Interpolation stimmen die geschitzten Lo-Interpolations-
fehler wiederum mit den Lo-Kombinationsfehlern in Tabelle 6.4 gut iiberein. In
den Abbildungen 6.18 und 6.19 sind die Ls-Kombinationsfehler aus Tabelle 6.4
und die geschétzten Lo-Interpolationsfehler, die mit den Werten aus (6.6) berech-
net wurden, aufgetragen. Man erkennt, daf fiir die kleineren Ausdiinnungspara-
meter der geschétzte Lo-Interpolationsfehler wiederum eine sehr gute Naherung
darstellt. Insgesamt entspricht die Gestalt der Kurven wieder dem, was bei der
zweidimensionalen Nischenstrémung mit Reynoldszahl Re = 10 zu beobachten
war. Allerdings wird der Ls-Kombinationsfehler nun schon fiir kleinere Ausdiin-
nungsparameter kleiner als der geschétzte Lo-Interpolationsfehler. Das bedeutet,
dafs die Strukturen mit grofer Variation im Stromungsfeld in den Kombinations-
16sungen schon bei kleineren Ausdiinnungsparametern als in der Rechnung zuvor
verschwinden.



6.3. Anwendung bei verschiedenen Strémungen 131

In Abbildung 6.16 sind die Geschwindigkeitsfelder fiir die Kombinationslosun-
gen mit linear-konstanter Interpolation auf dem 322-Gitter zum Zeitpunkt Tinge
dargestellt. Im direkten Vergleich mit Abbildung 6.15 (rechts), in der die zu-
gehorige 322-Vollgitterlosung dargestellt ist, erkennt man, daR die Kombinati-
onslosungen das Geschwindigkeitsfeld gut wiedergeben. An diesem Testfall wird
ebenfalls deutlich, dafs selbst noch die Kombiantionslésung mit Ausdiinnungspa-
rameter s = 4 am oberen Gebietsrand eine feine Auflésung erreicht. Der Grund
dafiir liegt wiederum darin, daf in die Linearkombination zur Bildung der Kom-
binationslosung verschiedene grobe Gitter eingehen, von denen jeweils eines in
der Richtung normal zum oberen Rand dieselbe feine Auflésung besitzt wie das
zugehorige Vollgitter. Im Vergleich mit Abbildung 6.17, in der die Losung auf
dem 162-Vollgitter dargestellt ist, zeigt sich die deutlich bessere Auflésung der
Kombinationslosungen am oberen Gebietsrand.

Eine zu Abschnitt 6.3.1 analoge Berechnung fiihrt auf die Lo-Diskretisierungsfehler
in Tabelle 6.5. Die Einordnung dieser Werte zwischen die Ly-Kombinationsfehler
ist in Abbildung 6.20 dargestellt. Im Vergleich dieser Abbildung mit der Abbil-
dung 6.11, die das gleiche Schema fiir die Stromung mit der Reynoldszahl Re = 10
zeigt, erkennt man, daf bei der Stromung mit Reynoldszahl Re = 1000 der Ls-
Diskretisierungsfehler im Verhéltnis zum Ly-Kombinationsfehler grofer wird. Dies
liegt wiederum an der beschriebenen Eigenschaft der Kombinationslosung, daf
sie auch bei hohem Ausdiinnungsparameter insbesondere am Gebietsrand feinere
Strukturen auflésen kann als die Vollgitterrechnung auf einem groberen Gitter.

N b~ OO 00
N b~ OO 00

© o o o
© o o o

Abb. 6.15: Zweidimensionalen Nischenstromung mit Re = 1000 auf dem 322-
Gitter zu den Zeitpunkten ¢ = 0.5, 1.0
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Abb. 6.16: Kombinationslosungen mit linear-konstanter Interpolation auf dem
322-Gitter der zweidimensionalen Nischenstromung mit Re = 1000 fiir die ver-
schiedenen Ausdiinnungsparameter zum Zeitpunkt Tg,q = 1.0

s =1
l s
o8
o8|
oal
o2
o Lottt

0 0.20.40.60.8 1

Abb. 6.17: Vollgitterlosung des 16%-Gitters der zweidimensionalen Nischenstro-
mung mit Re = 1000 zum Zeitpunkt Tgpqe = 1.0



6.3. Anwendung bei verschiedenen Strémungen

133

Gitter s=1 s =2 s=3 s=4 s=95 s=6
u-Geschwindigkeit: Linear-konstante Interpolation
1282 1.40-107° | 6.91-1075 | 2.89-10=* | 1.09-1073 | 3.25-1073 | 8.47-1073
642 1.18-107* | 5.72-10=* | 2.07-107% | 6.13-1073 | 1.11-10~2
322 6.00-10=* | 2.58-1073 | 7.55-1073 | 1.74-1072
162 1.07-107% | 4.18-1072 | 8.30-103
u-Geschwindigkeit: Quadratisch-lineare Interpolation
1282 4.49-107% | 3.40-107° | 1.62-10~* | 6.55-10~* | 2.30-1073 | 6.22-103
642 8.06-107° | 4.76-107* | 1.51-10 | 5.17-1073 | 1.12-102
322 4.34-10* | 2.27-1073 | 6.24-107% | 1.63-102
162 7.01-107% | 3.25-10°3 | 1.07-102
v-Geschwindigkeit: Linear-konstante Interpolatio
1282 1.36-107° | 6.38-107> | 2.51-10~* | 8.23-107* | 2.12-1073 | 5.05-1073
642 9.93-107° | 4.53-10=* | 1.60-1073 | 4.55-1073 | 7.90-1073
322 5.70-107* | 2.51-1073 | 5.51-1073 | 1.11-1072
162 1.30-1073 | 3.54-107 | 6.84-1073
v-Geschwindigkeit: Quadratisch-lineare Interpolation
1282 3.17-1076 | 2.58-107% | 1.46-10=* | 5.21-107* | 1.84-1073 | 3.45-1073
642 4.61-107° | 3.27-107% | 1.19-1073 | 3.61-107% | 6.55-1073
322 3.27-107% | 2.00-10°3 | 4.72-103 | 8.09-10 3
162 6.41-10°* | 2.63-1073 | 5.82-10*

Tabelle 6.4: L,-Kombinationsfehler der Geschwindigkeitskomponenten der zwei-
dimensionalen Nischenstromung mit Re = 1000 zum Zeitpunkt Tgyge = 1.0

Gitter u-Fehler v-Fehler
1282 ¢+ 642 || 3.05-107% | 1.32-1073
642 <322 | 7.93-1073 | 4.46- 1073
322 <162 || 2.20-1072 | 1.16- 1072

Tabelle 6.5: Ly-Diskretisierungsfehler der u- und v-Geschwindigkeit bei der
zweidimensionalen Nischenstréomung mit Re = 1000
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Abb. 6.18: Ly,-Kombinationsfehler und geschétzte Ls-Interpolationsfehler der
zweidimensionalen Nischenstromung mit Re = 1000 fiir das 128%- und 64%-Gitter
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Abb. 6.19: Ly,-Kombinationsfehler und geschétzte Ls-Interpolationsfehler der
zweidimensionalen Nischenstromung mit Re = 1000 fiir das 32%- und 162-Gitter
in Abhéngigkeit vom Ausdiinnungsparameter s
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Abb. 6.20: Einordnung der Grofse der Ly-Diskretisierungsfehler zwischen die Lo-
Kombinationsfehler bei linear-konstanter Interpolation (links) und quadratisch-

linearer Interpolation (rechts) fiir die zweidimensionale Nischenstromung bei
Reynoldszahl Re = 1000
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6.3.3 Dreidimensionale Nischenstromung mit Re=10

Als dreidimensionaler Testfall dient eine dreidimensionale Nischenstromung, die
an die zweidimensionale Nischenstréomung aus Abschnitt 6.3.1 angelehnt ist. Der
Einheitsquader [0,1]* wird als Gebiet gewihlt. Als Randbedingungen fiir das
Geschwindigkeitsfeld werden an fiinf Seiten des Gebiets Haftbedingungen (iigr =
0) vorgegeben. An der oberen Seite wird die Einstrombedingung festgelegt durch
(ir), = 2562%(1 — 2)*y*(1 — y)?, (dr)y = 0, (¥r). = 0. In Abbildung 6.21 ist
die Stromungsgeometrie skizziert.

Gerechnet wird vom Startzeitpunkt Tsi.rt = 0.0 bis zum Zeitpunkt Tynge = 1.0.
Es werden Rechnungen auf dem 643-, 323- und 16>-Gitter mit der Zeitschrittweite
At = 2711 durchgefiihrt. In Zeitintervallen Atgombination = 2~ wird jeweils ein
Kombinationsschritt gemacht. Auch alle anderen Rechnungsparameter entspre-
chen denen der zweidimensionalen Nischenstromung aus Abschnitt 6.3.1. Es erfol-
gen wiederum jeweils Rechnungen auf den vollen Gittern sowie dreidimensionale
Kombinationsrechnungen mit linear-konstanter und quadratisch-linearer Interpo-
lation bis hin zum Ausdiinnungsparameter s = 5 mit den Ausdiinnungsindizes
gemif Tabelle 3.2. In Abbildung 6.22 ist das berechnete Geschwindigkeitsfeld
zum Zeitpunkt Tgnqe dargestellt.

Die Auswertung der Ergebnisse erfolgt analog zum zweidimensionalen Testfall.
Die Ly-Kombinationsfehler der verschiedenen Kombinationslésungen sind in Ta-
belle 6.6 zusammengefafst. Die geschéitzten Lo-Interpolationsfehler gemaft Tabelle
5.3 werden berechnet mit den Werten c; und ¢4 aus (5.38) und (5.40). Fiir die drei
Geschwindigkeitskomponenten erhélt man mit den Differenzensternen aus (5.49)

m ~ (256 X (1-x¥ ¢ (1—y§>
u,= 0
0

- /
N

) ,
—1 :y
0— —0 X

| |
0 1

Abb. 6.21: Skizze zur dreidimensionalen Nischenstromung
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bzw. (5.50) fiir die 64>-Vollgitterlosung zum Zeitpunkt Tgnqe folgende Werte:

) =2948-10° ,  ™(u) =2.506- 107
V) =4574-1070 () =2.101-10? (6:8)
V(w) =1116-10° ,  (w) =9.960- 10!

Die geschétzten Lo-Interpolationsfehler ergeben sich damit nach Tabelle 5.3. Fiir
den Ausdiinnungsparameter s = 1 erhilt man damit folgende Werte:

2
u-Geschw., linear-konstante Int.: ich)(u) (6—14) =1.80-10"*
. . 1 (64) 1 2 . -5
v-Geschw., linear-konstante Int.: 16 (v) (6—4) =2.79-10
: 1 (64) 1)? -5
w-Geschw., linear-konstante Int.: 13 (w) (6—4) =6.81-10 (6.9)
4 .
u-Geschw., quadratisch-lineare Int.: ic§64)(u) (6—14) =3.73-107°
4
v-Geschw., quadratisch-lineare Int.: icflm)(v) (é) =3.13-107°
w-Geschw., quadratisch-lineare Int.: ic§164)(w) (6%1) =1.48-10°°

Der Vergleich dieser Werte mit den Ls;-Kombinationsfehlern in Tabelle 6.6 zeigt
dasselbe wie im zweidimensionalen Fall: Fiir die linear-konstante Interpolation
stimmen die geschiatzten Lo-Interpolationsfehler wieder gut mit den Lo-Kombi-
nationsfehlern iiberein. Die Werte fiir die quadratisch-lineare Interpolation sind
wiederum zu klein.

In den Abbildungen 6.24, 6.25 und 6.26 sind die geschétzten Lo-Interpolations-
fehler und die L,-Kombinationsfehler aus Tabelle 6.6 fiir die verschiedenen Git-
ter, die drei Geschwindigkeitskomponenten sowie die linear-konstante als auch

Abb. 6.22: Geschwindigkeitsfeld der dreidimensionalen Nischenstromung mit
Re = 10 zum Zeitpunkt Tgnqe = 1.0
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quadratisch-lineare Interpolation dargestellt. Resultat ist wie im zweidimensio-
nalen Fall, daft die geschitzten Lo-Interpolationsfehler fiir die linear-konstante
Interpolation mit den Ly-Kombinationsfehlern gut iibereinstimmen. Das gleiche
gilt nun auch fiir die quadratisch-lineare Interpolation; insbesondere wird der
Lo>-Kombinationsfehler auch fiir die groferen Ausdiinnungsparameter nun nicht
mehr deutlich kleiner als der geschéitzte Lo-Interpolationsfehler.

Der Grund dafiir ist, dafs der Interpolationsfehler im Dreidimensionalen fiir die
Geschwindigkeitskomponenten eine andere Abhéngigkeit von den Ableitungen
der Geschwindigkeitskomponenten in den verschiedenen Raumrichtungen besitzt
als im Zweidimensionalen. Im Zweidimensionalen wurde das ,,Abknicken der
Kurven des Lo-Kombinationsfehlers fiir grofere Ausdiinnungsparameter damit
begriindet, daf fiir grofere Ausdiinnungsparameter gewisse Strukturen des Stro-
mungsfeldes in der Kombinationslosung nicht mehr dargestellt werden, und dem-
zufolge der Ls-Kombinationsfehler kleiner wird als der geschétzte Lo-Interpo-
lationsfehler. Im Dreidimensionalen wird der Interpolationsfehler fiir die u-Ge-
schwindigkeit aber bestimmt durch die Ableitungen des Geschwindigkeitsfeldes
in y- und z-Richtung. In diesen Raumrichtungen besitzt die u-Geschwindigkeit
bei der dreidimensionalen Nischenstromung keine groften Ableitungen. Daher
gibt es keine Strukturen im Stromungsfeld, die, wenn sie in der Kombinations-
16sung bei groferem Ausdiinnungsparameter nicht mehr aufgelost werden, den
Ly-Kombinationsfehler der u-Geschwindigkeit stark beeinflussen wiirden. Analo-
ge Uberlegungen sind auch fiir die v- und w-Geschwindigkeit moglich.

Der Vergleich der Ly-Kombinationsfehler und der Ls-Diskretisierungsfehler ist
wiederum interessant. Diese werden wie beim zweidimensionalen Fall fiir den
Zeitpunkt Tgpqe bestimmt und sind in Tabelle 6.7 angegeben. In Abbildung 6.23
sind die Ly-Diskretisierungsfehler in ein Schema eingeordnet, das ihre Grofse mit
den L,-Kombinationsfehlern bei den verschiedenen Ausdiinnungsparametern in

643 323 323~ 16° 643 32° 323~ 16°
u \ W u \Y W u \Y W u \) wW
s=5 s=5
s=4 s=4
=3 =3
s=2 s=2
=1 s=1

Abb. 6.23: Einordnung der Grofse der Ly-Diskretisierungsfehler zwischen die Lo-
Kombinationsfehler bei linear-konstanter Interpolation (links) und quadratisch-
linearer Interpolation (rechts) fiir die dreidimensionale Nischenstromung bei
Reynoldszahl Re = 10
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Gitter s=1 s =2 s=3 s=4 §=09
u-Geschwindigkeit: Linear-konstante Interpolation
643 1.98-107* | 5.94-10=* | 1.49-1073 | 3.55-107% | 7.80-1073
323 7.82-107% | 2.34-1073 | 5.97-107% | 1.30-1072
163 2.97-1073 | 8.86-1073 | 2.00-1072
u-Geschwindigkeit: Quadratisch-lineare Interpolation
643 1.26-107° | 5.36-107° | 1.78-10=* | 7.25-10~* | 2.43-1073
323 8.22-107° | 3.96-10~* | 1.73-1073 | 5.60-1073
163 5.62-107% | 2.87-1073 | 1.08-10 2
v-Geschwindigkeit: Linear-konstante Interpolation
643 4.22-107% | 1.23-107* | 2.80-10~* | 5.62-10"* | 1.57-1073
323 1.47-107* | 3.94-10* | 8.02-107* | 2.32-1073
163 3.88-107% | 8.79-10°% | 3.14-10°3
v-Geschwindigkeit: Quadratisch-lineare Interpolation
643 8.91-107% | 3.36-107° | 9.68-10° | 2.58-10~* | 1.14-1073
32 | 4.69-107° | 1.76-10~* | 5.28-10~* | 1.80-107*
163 2.34-107* | 8.42-107* | 2.43-1073
w-Geschwindigkeit: Linear-konstante Interpolation
643 8.07-107° | 2.52-10* | 6.79-10=* | 1.85-1073 | 5.24-1073
323 3.37-107* | 1.09-1073 | 3.18-1073 | 8.55-1073
163 1.43-1073 | 4.85-1073 | 1.23-1072
w-Geschwindigkeit: Quadratisch-lineare Interpolation
643 7.47-1075 | 3.15-107° | 1.04-10* | 4.04-10~* | 1.66-10~3
32 | 4.21-107° | 1.96-10* | 8.53-10~* | 4.39-10*
163 3.02:107% | 1.75-10°3 | 8.91-10°3

Tabelle 6.6: Ly-Kombinationsfehler der Geschwindigkeitskomponenten der drei-

dimensionalen Nischenstromung mit Re = 10 zum Zeitpunkt Tgnge = 1.0




141

6.3. Anwendung bei verschiedenen Strémungen

Bezug setzt. Es zeigt sich, daf die Kombinationsrechnung mit quadratisch-linearer
Interpolation beim Ausdiinnungsparameter s = 4 auf dem 643-Gitter etwa den-
selben Ly-Kombinationsfehler aufweist wie eine Vollgitterrechnung auf dem 323-
Gitter. Aus Tabelle 3.1 entnimmt man, dak der Speicherbedarf fiir die Punkte
aller in die Kombinationslosung eingehenden Gitter nur 8,4% von der Anzahl
der Punkte im Vollgitter betrigt, wihrend das 323-Gitter ein Achtel der Punkte
des 643-Gitters, also 12, 5%, benétigt. Das feinste der in die Kombinationslésung
eingehenden groben Gitter hat gerade einmal 0,4% der Punkte vom 643-Gitter,
das sind nur 3,2% der Punkte des 323-Gitters. Im Dreidimensionalen bringt der
Einsatz der Kombinationstechnik durch die Reduzierung der Komplexitit also
einen bemerkenswerten Vorteil.

Gitter u-Fehler v-Fehler w-Fehler
64% < 323 || 6.07-10"* | 1.84-107* | 5.22-10~*
323 «» 163 || 2.23-1073 | 5.85-107* | 1.85- 1073

Tabelle 6.7: Ly-Diskretisierungsfehler der u-, v- und w-Geschwindigkeit bei der
dreidimensionalen Nischenstromung mit Re = 10

Zum Abschlufs der Diskussion dieses Testfalls soll wiederum gezeigt werden, daf
die quadratisch-lineare Interpolation bei einer Kombinationsrechnung nur beim
Transfer auf das Vollgitter einen kleineren Interpolationsfehler aufweist als die
linear-konstante Interpolation. Es wird dazu analog zum zweidimensionalen Fall
die obige Rechnung der dreidimensionalen Nischenstromung auf den verschie-
denen Gittern mit der Kombinationstechnik mit linear-konstanter Interpolati-
on fiir die verschiedenen Ausdiinnungsparameter durchgefiihrt, und nur im letz-
ten Kombinationsschritt wird eine Kombinationslosung auf dem Vollgitter mit
quadratisch-linearer Interpolation gebildet. Von dieser Kombinationslésung wird
der Lo-Kombinationsfehler berechnet. Diese Werte sind fiir die verschiedenen Git-
ter in Tabelle 6.8 angegeben. Sie sind fast identisch mit den entsprechenden Wer-
ten aus Tabelle 6.6, die man bei einer Kombinationsrechnung erhélt, bei der in
jedem Kombinationsschritt zwischen den groben Gittern quadratisch-linear inter-
poliert wird. Auch hier ist die quadratisch-lineare Interpolation nur beim Transfer
auf das Vollgitter besser als die linear-konstante Interpolation, was gemaf Ab-
schnitt 5.9 auch erwartet wurde.
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Abb. 6.24: L,-Kombinationsfehler und geschitzte Ly-Interpolationsfehler der
dreidimensionalen Nischenstromung mit Re = 10 fiir das 643-Gitter in Abhin-
gigkeit vom Ausdiinnungsparameter s
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Abb. 6.25: L,-Kombinationsfehler und geschitzte Ly-Interpolationsfehler der
dreidimensionalen Nischenstréomung mit Re = 10 fiir das 323-Gitter in Abhéin-

gigkeit vom Ausdiinnungsparameter s
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Abb. 6.26: L,-Kombinationsfehler und geschitzte Ly-Interpolationsfehler der
dreidimensionalen Nischenstromung mit Re = 10 fiir das 163-Gitter in Abhin-

gigkeit vom Ausdiinnungsparameter s
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Gitter s=1 s=2 s=3 s=4 s=95
u-Geschwindigkeit
643 1.21-107° | 5.01-107° | 1.57-107* | 6.68-10"* | 2.41-10°?
323 7.85-107% | 3.74-10°% | 1.66-103 | 5.45-10°3
163 5.58:107% | 2.85-103 | 1.05-10 2
v-Geschwindigkeit
643 8.84-1076 | 3.32-107° | 9.52-107° | 2.44-10* | 1.12-1073
32 | 4.66-107° | 1.73-10~* | 4.87-10* | 1.80-107*
163 2.32-107* | 7.69-107* | 2.55-1073
w-Geschwindigkeit
643 7.13-107% | 2.82-107° | 7.96-107° | 3.18-10~* | 1.74-1073
323 3.75-107° | 1.57-107* | 8.08-107* | 4.29-1073
163 2.80-107* | 1.80-1073 | 8.50-1073

Tabelle 6.8: L,-Kombinationsfehler der dreidimensionalen Nischenstromung mit
Re = 10 bei einer Kombinationsrechnung, in der linear-konstant und nur im
letzten Kombinationsschritt quadratisch-linear auf das Vollgitter interpoliert wird
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6.3.4 Dreidimensionale Nischenstromung mit Re=1000

Als letzter Testfall wird analog zur dreidimensionalen Nischenstromung aus Ab-
schnitt 6.3.3 eine Rechnung durchgefiihrt, bei der nur die Reynoldszahl auf Re =
1000 erhoht wird. Alle anderen Parameter der Rechnung und die Randbedingun-
gen bleiben dieselben. Das Vorgehen bei der Auswertung ist ebenfalls dasselbe
wie im Abschnitt 6.3.3.

In Abbildung 6.27 ist das berechnete Geschwindigkeitsfeld fiir den Zeitpunkt
TEnge = 1.0 dargestellt. Der sich spéater einstellende Wirbel hat sich wie im Zwei-
dimensionalen noch gar nicht richtig ausgebildet. Ein Schnitt in der z-z-Ebene
bei y = 0.5 (fiir die Raumrichtungen vgl. Abbildung 6.21) zeigt fiir das Geschwin-
digkeitsfeld eine Gestalt wie in Abbildung 6.15 fiir den zweidimensionalen Fall.

Die fiir den Zeitpunkt Txnqe bestimmten Lo-Kombinationsfehler fiir die verschie-
denen Kombinationsrechnungen sind in Tabelle 6.9 zusammengefafst. Die ge-
schitzten Lo-Interpolationsfehler geméfs Tabelle 5.3 werden berechnet mit den
Werten c¢3 und ¢y, fiir die man mit den Differenzensternen aus (5.49) bzw. (5.50)
fiir die 643-Vollgitterldsung folgende Werte berechnet:

() =4206-10° ,  ™(u) =1.039-10°
) =6.752-107" ,  ™(v) =1.041-10° (6.10)
Vw) =5272-100 ,  f(w) =1.953-107

Die geschétzten Ly-Interpolationsfehler stellt Tabelle 6.9 zusammen. Fiir den
Ausdiinnungsparameter s = 1 erhélt man:

2
u-Geschw., linear-konstante Int.: icgm)(u) (é) =2.57-107*
2
v-Geschw., linear-konstante Int.: 505,64)(@) (é) =4.12-107°
2
w-Geschw., linear-konstante Int.: §c§64>(w) (é) =3.22-107° (6.11)
4 .
u-Geschw., quadratisch-lineare Int.: ic§64)(u) (é) =1.55-107°
) ) 1 (64) 1\4 -5
v-Geschw., quadratisch-lineare Int.: ¢y (v) (6—4) = 1.55-10
1
w-Geschw., quadratisch-lineare Int.: i05164)(w) (é =2.91-107°

In den Abbildungen 6.28, 6.29 und 6.30 sind die geschétzten Lo-Interpolations-
fehler und die Lo-Kombinationsfehler aus Tabelle 6.9 aufgetragen. Im Vergleich
zur Rechnung mit der kleineren Reynoldszahl kann man analog zum zweidimen-
sionalen Fall eine grofere Abweichung zwischen diesen beiden Fehlern erkennen.
Auch das ,Abknicken“ der Kurven bei der quadratisch-linearen Interpolation tritt
wieder fiir grofere Ausdiinnungsparameter auf; es ist wiederum dadurch bedingt,
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Gitter s=1 s =2 s=3 s=4 §=09
u-Geschwindigkeit: Linear-konstante Interpolation
64> | 3.74-107" | 1.08-107* | 2.63-107% | 6.23-107% | 1.42-102
323 1.25-1073 | 3.57-1073 | 8.54-1073 | 1.93-1072
163 2.60-107% | 6.59-1073 | 1.47-1072
u-Geschwindigkeit: Quadratisch-lineare Interpolation
643 4.76-107° | 2.79-10=* | 9.99-10~* | 3.29-1073 | 1.07-1072
323 2.70-107* | 1.50-1073 | 4.51-1073 | 1.48-1072
16 | 8.86-107* | 2.95-107% | 1.26-102
v-Geschwindigkeit: Linear-konstante Interpolation
643 7.97-107% | 2.19-10°* | 5.06-10"* | 1.35-10°3 | 3.29-10 3
323 1.60-10* | 5.87-107* | 1.60-10"3 | 3.78-10 3
163 2.59-1074 | 8.73-107* | 2.42-10°
v-Geschwindigkeit: Quadratisch-lineare Interpolation
643 2.86-107° | 1.26-107* | 4.19-107* | 1.14-1073 | 2.52-1073
323 9.59-107° | 4.74-10* | 1.18-1073 | 3.15-107*
163 1.43-107% | 5.19-10=* | 1.97-1073
w-Geschwindigkeit: Linear-konstante Interpolation
643 7.08-107° | 2.71-10=* | 9.11-107* | 2.64-1072 | 6.09-1073
323 3.46-107* | 1.44-1073 | 3.33-107® | 7.39-1073
163 8.81-107* | 2.34-1073 | 4.57-1073
w-Geschwindigkeit: Quadratisch-lineare Interpolation
643 2.19-107° | 1.48-107* | 5.53-107* | 1.69-1073 | 4.61-10~3
323 1.55-10°1 ] 9.79-10"* | 2.48-10°3 | 5.68-10 3
163 3.95-107% | 1.61-10°3 | 3.90-10°3

Tabelle 6.9: L,-Kombinationsfehler der Geschwindigkeitskomponenten der drei-

dimensionalen Nischenstromung mit Re = 1000 zum Zeitpunkt Tgnge = 1.0
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dak die Gebiete in der Stromung, die eine grofte Variation besitzen, in den Kom-
binationslésungen nicht mehr fein aufgelost werden.

Der L,-Diskretisierungsfehler beim Vergleich der verschiedenen Losungen auf den
Vollgittern ist in Tabelle 6.10 angegeben. Seine Einordnung zwischen die Gro-
fsen der Lo-Kombinationsfehler aus Tabelle 6.9 ist in Abbildung 6.31 dargestellt.
Im Vergleich zum Testfall mit der kleineren Reynoldszahl sieht man, dafs nun
bei Kombinationsrechnungen mit dem Ausdiinnungsparameter s = 4 der Lo-
Kombinationsfehler etwa gleich grof ist wie der Ls-Diskretisierungsfehler. Der
Grund dafiir liegt wiederum an der besseren Auflésung des Geschwindigkeitsfel-
des der Kombinationslosung am Gebietsrand.

Gitter u-Fehler v-Fehler w-Fehler
64% <+ 3231/ 4.69-1073 | 1.19-1073 | 2.28 - 103
323 <163 |/ 1.33-1072 | 2.72-1073 | 6.09- 103

Tabelle 6.10: Lo-Diskretisierungsfehler der u-, v- und w-Geschwindigkeit bei der
dreidimensionalen Nischenstrémung mit Re = 1000

Abb. 6.27: Geschwindigkeitsfeld der dreidimensionalen Nischenstromung mit
Re = 1000 zum Zeitpunkt Tguge = 1.0
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Abb. 6.28: L,-Kombinationsfehler und geschitzte Ly-Interpolationsfehler der
dreidimensionalen Nischenstromung mit Re = 1000 fiir das 643-Gitter in Abhin-

gigkeit vom Ausdiinnungsparameter s
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Abb. 6.29: L,-Kombinationsfehler und geschitzte Ly-Interpolationsfehler der
dreidimensionalen Nischenstromung mit Re = 1000 fiir das 323-Gitter in Abhén-
gigkeit vom Ausdiinnungsparameter s
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Abb. 6.30: L,-Kombinationsfehler und geschitzte Ly-Interpolationsfehler der
dreidimensionalen Nischenstromung mit Re = 1000 fiir das 163-Gitter in Abhin-

gigkeit vom Ausdiinnungsparameter s
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Abb. 6.31: Einordnung der Grofe der Ly-Diskretisierungsfehler zwischen die Lo-
Kombinationsfehler bei linear-konstanter Interpolation (links) und quadratisch-

linearer Interpolation (rechts) fiir die dreidimensionale Nischenstromung bei
Reynoldszahl Re = 1000
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Kapitel 7

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden Fragestellungen untersucht, die beim praktischen Einsatz
der Kombinationstechnik in der numerischen Stromungssimulation mit versetzten
Gittern auftreten. Die Untersuchungen wurden fiir strukturierte, orthogonale,
aquidistante Gitter fiir den zwei- und dreidimensionalen Fall durchgefiihrt. Im
folgenden werden die wesentlichen Ergebnisse der Arbeit aufgefiihrt:

Es wurde gezeigt, dafs beim Transfer von Geschwindigkeitswerten von einem Git-
ter auf ein anderes sowohl die linear-konstante als auch die quadratisch-lineare
Interpolation eingesetzt werden kann. Diese Interpolationsmethoden garantieren
die Divergenzfreiheit der transferierten Geschwindigkeitswerte und somit die Di-
vergenzfreiheit bei der Kombination dieser Losungen.

In Abhéngigkeit von der Interpolationsmethode tritt bei der Bildung der Kombi-
nationslosung auf dem Vollgitter ein unterschiedlich grofser Interpolationsfehler
auf. Dieser kann mit Hilfe von Taylorreihenentwicklungen und Interpolationsster-
nen konkret berechnet werden. Unter anderem kann so die Ordnung des Fehlers
bestimmt werden. Fiir einige Ausdiinnungsparameter wurden Schitzungen fiir die
Ly-Norm des Fehlers angegeben und deren asymptotisches Verhalten untersucht.
Numerische Tests mit Beispielfunktionen zeigten, daf diese Schitzungen fiir den
beobachteten Fehler gute Ndherungswerte darstellen.

Weiterhin wurde gezeigt, dafs bei einer Kombinationsrechnung bei der Bildung
der Linearkombination auf einem groben Gitter kein Unterschied zwischen der
linear-konstanten und quadratisch-lineraren Interpolation besteht, weil in der
Linearkombination alle Interpolationsfehler verschwinden. Bei der Bildung der
Kombinationslosung auf dem Vollgitter tritt hingegen ein Interpolationsfehler
auf, der je nach Interpolationsmethode unterschiedlich ist.

Das asymptotische Verhéltnis dieses Interpolationsfehlers zum Diskretisierungs-
fehler einer Vollgitterlosung gleicher Komplexitidt wurde untersucht. Dabei wur-
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de festgestellt, dafs, falls das Verfahren einen Diskretisierungsfehler zweiter Ord-
nung hat, man im Dreidimensionalen zur Bildung der Kombinationslosung die
quadratisch-lineare Interpolation verwenden mufs, wenn der Interpolationsfehler
schneller abklingen soll als der Diskretisierungsfehler.

Anwendungsrechnungen wurden fiir die Nischenstromung im zwei- und dreidi-
mensionalen Fall durchgefiihrt. Es zeigte sich, daf die in den Kombinationslésun-
gen auftretenden Fehler gut mit den Schitzungen fiir den Fehler iibereinstimm-
ten. Daraus laft sich schlieften, dafs der in der Kombinationslosung auftretende
Fehler im wesentlichen nur durch den Interpolationsfehler bestimmt wurde. Bei
Kombinationsrechnungen waren die Fehler beim Einsatz der quadratisch-linearen
Interpolation deutlich kleiner als die Fehler beim Einsatz der linear-konstanten
Interpolation. Bei Betrachtungen der Komplexitéit der Probleme zeigte ein Ver-
gleich des Diskretisierungsfehlers mit dem Fehler der Kombinationslosung die
Effizienz der Kombinationstechnik.
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