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Zusammenfassung:

Die Methode der Finiten Elemente (FEM) wird zur numerischen Lésung von par-
tiellen Differentialgleichungen bzw. Randwertproblemen vorwiegend im ingenieurs-
technischen Bereich verwendet. Die Entwicklung der FEM wurde stets angetrieben von
zwei Bestrebungen: Erstens, das Verhéltnis von erreichbarer Genauigkeit und dafiir zu
investierender Anzahl von Freiheitsgraden zu optimieren, und zweitens, die diskreten
Gleichungen moglichst effizient zu l6sen, bestenfalls mit konstantem Speicher- und
Rechenaufwand je Freiheitsgrad.

Diinne Gitter bzw. dariiber definierte Ansatzraume bedienen zunéchst den ersten
Bereich: Aus einer hierarchischen Tensorproduktbasis des Sobolevraums H*([0, 1]¢)
werden endliche Teilmengen gebildet, so dass die resultierenden diskreten Funktio-
nenrdume das angesprochene Kosten-Nutzen-Verhiltnis optimieren. In der H!'-Norm
liefern diinne Gitter Fehler von der Ordnung O(N ), wo traditionelle finite Elemente
Fehler der Ordnung O(N ~?/4) produzieren (N ist die Anzahl der Freiheitsgrade, p die
Ordnung des Ansatzraums, d die Dimension). Zu den wesentlichen Fortschritten inner-
halb des letzten Jahrzehnts gehoren die Erweiterung des Diinngitteransatzes auf Basen
hoherer Ordnung und lokal adaptive Gitter auf Basis von a-posteriori-Fehlerschatzun-
gen.

Bedingt durch den Tensorproduktansatz ist die Diinngittertechnik zunéchst nur fiir
einfache Gebiete (Rechtecke, Quader) und einfache Differentialoperatoren (Laplace-
operator) anwendbar. Ein erster Ansatz, fiir eine Erweiterung auf krummberandete
Gebiete und Differentialoperatoren mit variablen Koeffizienten stammt aus dem Jahr
1996 (Dornseifer) und ist auf lineare Ansatzfunktionen beschrénkt.

Die vorliegende Arbeit stellt erstmals ein Finite-Element-Verfahren vor, das es er-
laubt, elliptische Randwertprobleme zweiter Ordnung mit variablen Koeffizienten iiber
glattberandeten Gebieten mit Hilfe adaptiver diinner Gitter bzw. dariiber definierten
Ansatzraumen hoherer Ordnung zu losen. Die Konsistenz der hierfiir modifizierten
Bilinearform wird bewiesen, die Stabilitéit ausfithrlich diskutiert. An Hand einiger
Beispiele wird gezeigt, dass die numerische Losung qualitativ das gleiche Fehlerver-
halten aufweist, wie es fiir die Laplacegleichung iiber dem Quadrat (Wiirfel) bekannt
ist. Ein interessantes Ergebnis ist, dass Diinngitterelemente héherer Ordnung von ei-
ner lokalen Gitteradaption profitieren, selbst wenn es glatte Funktionen, also solche
ohne Singularitidten, zu approximieren gilt. Des weiteren wird ein Multilevelverfahren
vorgestellt, das als Vorkonditionierer fiir das BiCGstab-Verfahren eingesetzt wird und
fiir eine effiziente Losung des linearen Gleichungssystems sorgt.
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1 Einfiihrung

Die Methode der Finiten Elemente (FEM) ist eines der gebrduchlichsten Diskreti-
sierungsschemata fiir partielle Differentialgleichungen bzw. Randwertprobleme {iber
stiickweise glatt berandeten Gebieten. Urspriinglich fiir die numerische Analyse in
der Strukturmechanik entwickelt, findet sie heute praktisch in allen Bereichen des
Ingenieurwesens und der Physik Verwendung, deren Modelle auf partiellen Differenti-
algleichungen beruhen.

Die Anfinge der FEM gehen zuriick auf das Ende der 1950er Jahre, als Ingenieu-
re nach numerischen Verfahren suchten, um Strukturanalysen fiir den Flugzeugbau
durchzufiihren. Grundidee war, das Berechnungsgebiet in kleine, geometrisch einfache
Teilgebiete (Dreiecke oder Vierecke) zu zerlegen und die physikalischen Gleichungen
bestehend aus Energie- und Kréftebilanzen als Summe iiber diese sogenannten Ele-
mente zu formulieren. Die physikalischen Eigenschaften eines Elements wurden dabei
durch eine kleine Zahl von Freiheitsgraden modelliert. Die FEM war damit zunéchst
eher ein diskretes Modell fiir einen physikalischen Sachverhalt.

Der Weg zum Verstédndnis der FEM als eigenstdndiges, modellunabhéngiges Dis-
kretisierungswerkzeug fiir partielle Differentialgleichungen wurde in den 60er Jahre
beschritten, als die FEM in den Zusammenhang mit klassischen Variations- und Mini-
mierungsverfahren (Ritz-Galerkin-Verfahren) gebracht wurde. Das darauf gegriindete
mathematische Fundament verhalf der FEM zu einem raschen Aufstieg. Die in ihrer
Natur sehr allgemeinen Fehlerabschiatzungen waren richtungsweisend fiir die Entwick-
lung immer leistungsfahigerer FE-Verfahren. Die wesentliche Erkenntnis ist, dass die
globale Approximationsgiite allein durch die lokalen Approximationseigenschaften der
Elemente gegeben ist.

Prinzipiell gibt es zwei Moglichkeiten, die Genauigkeit einer Finite-Element-Diskre-
tisierung zu steuern: Zum einen iiber die Feinheit des Gitters (h-Methode), zum
anderen iiber den Grad der Polynome iiber den Elementen (p-Methode). Moderne
FE-Verfahren kombinieren beide Strategien und arbeiten zudem lokal adaptiv, d.h.
Maschenweite und Polynomgrad werden je nach lokaler Regularitét der Losung pas-
send gewihlt. Die Verfeinerung wird dabei von a-posteriori-Fehlerschétzern gesteuert.
Verfahren, die h-Adaptivitdt und hohere Ordnung miteinander verbinden, sind aller-
dings noch mit einigen Nachteilen oder Hindernissen behaftet: Die Implementierung ist
auf Grund der komplizierten Datenstrukturen und Algorithmen sehr aufwéndig. Die
Gitterverfeinerung gestaltet sich fiir die Viereckselemente, die bei Elementen héherer
Ordnung bevorzugt werden, schwierig. Ferner wird der Idealfall fiir die Konvergenz der
FE-Losung, ein in der Zahl der Freiheitsgrade exponentiell abfallender Fehler, nur er-
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reicht, wenn die Losung des kontinuierlichen Problems hohen Regularitétsanspriichen
geniigt, etwa wenn sie stiickweise analytisch ist. Schlieflich fehlen bislang effiziente
Loser fiir das diskrete Gleichungssystem.

Der Entwicklung von Losern wurde ab Ende der 70er Jahre besondere Aufmerksam-
keit geschenkt. Die Notwendigkeit hierzu entstand durch die sich rasch vergroflernden
Speicher und damit das Verlangen, immer gréflere Systeme zu 16sen. Aus der heutigen
Sicht ist die damals begonnene und heute stédrker denn je betriebene Suche nach effi-
zienten Losern bzw. Vorkonditionierern nicht nur sinnvoll, sondern vielmehr zwingend.
Effizient heifit dabei, dass die Rechenzeit (moglichst) linear in der Zahl der Unbekann-
ten skaliert. Die Notwendigkeit ergibt sich aus der Beobachtung, dass Rechenleistung
und Speicherkapazitdat ungefihr gleich schnell wachsen, sie verdoppeln sich etwa al-
le 18 Monate. Da man stets den gesamten verfiigharen Speicher ausreizen will, kann
nur durch eine O(N)-Komplexitit des Losers gewéahrleistet werden, dass die absoluten
Rechenzeiten zukiinftig nicht ansteigen.

Die Basis von O(N)-Losern bilden in der Regel Mehrgittermethoden, bei denen
das Problem auf einer Skala von verschieden feinen, ineinander eingebetteten Gittern
gelost wird. Anfangs waren Mehrgitterverfahren auf eine kleine Klasse von Modell-
problemen und auf strukturierte Gitter beschrinkt. Im Laufe der Zeit wurden An-
passungen an groflere Problemklassen — man spricht in diesem Zusammenhang von
robusten Mehrgitterverfahren —, unstrukturierte, insbesondere adaptive Gitter und
Diskretisierungen hoherer Ordnung entwickelt. Bislang ist es allerdings nicht gelun-
gen, alle Konzepte unter einen Hut zu bringen, also ein fiir relativ allgemeine Probleme
und Diskretisierungen gleichermaflen geeignetes Verfahren zu entwickeln. Ein Ansatz-
punkt sind hier die algebraischen Mehrgitterverfahren, die auf die Ausnutzung von
problemspezifischen und daher a-priori bekannten Zusammenhéngen verzichten und
Unterraum-Hierarchien allein auf Grund von algebraischen Eigenschaften des linearen
Gleichungssystems bestimmen.

Die Konstruktion von Mehrgitterverfahren erweist sich immer dann als schwierig,
wenn durch die Diskretisierung keine natiirliche Hierarchie von Teilrdumen gegeben
ist. Teilraumhierarchien sind automatisch gegeben, wenn hierarchische Basen an Stelle
der fiir klassische FE-Diskretisierungen typischen nodalen Basen eingesetzt werden.
Yserentant [54, 55] wihlt Mitte der 80er Jahre eine hierarchische Basis fiir lineare
Dreieckselemente und zeigt zunéchst, dass die Steifigkeitsmatrix beziiglich dieser Basis
eine Konditionszahl hat, die mit kleiner werdender Maschenweite nur unwesentlich
steigt. Bank [10, 9] benutzte diese hierarchische Basis fiir einen Mehrgitter-Loser in
seinem Programm PLTMG.

In die Zeit, als der Einsatz der hierarchischen Basis fiir Finite Elemente propagiert
wurde, féllt auch die Geburtsstunde der dinnen Gitter: Zenger [56] stellt 1991 ein ein-
faches Diskretisierungs- oder Interpolationsschema vor, basierend auf der (eindimen-
sionalen) hierarchischen Hutbasis und einem Tensorproduktansatz fiir héhere Dimen-
sion. Durch eine ,,diinne Tensorierung®, bei der von der Hutbasis iiber einem Gitter der
Maschenweite h nur bestimmte Basisfunktionen iibernommen werden, wird erreicht,
dass die Anzahl N der Freiheitsgrade nur O(h~! - (log h=1)471) an Stelle von O(h~%)
betriigt, wihrend der Interpolationsfehler in der L,.-Norm sich mit O(h?- (log h=1)3"1)



gegeniiber O(h?) fiir volle Gitter nur unwesentlich verschlechtert. Aquivalente Interpo-
lationsformeln wurden bereits 1963 von Smolyak [42] angegeben, wobei hier die nume-
rische Quadratur hochdimensionaler Funktionen als Anwendungsfeld im Vordergrund
stand. Tatséchlich ist es mit Hilfe diinner Gitter moglich, den Fluch der Dimensi-
on nahezu zu bannen: Anstelle der sonst beobachteten exponentiellen Abhéngigkeit
des Interpolationsfehlers von der Anzahl der investierten Gitterpunkte, geht hier die
Dimension nur schwach, d.h. als Exponent von logarithmischen Termen, oder sogar
iiberhaupt nicht ein [18, 52].

Innerhalb des vergangenen Jahrzehnts wurden diinne Gitter auf eine Reihe von Mo-
dellproblemen erfolgreich angewandt, hierunter die zwei- und dreidimensionale Pois-
songleichung [14], parabolische Gleichungen [5], die Helmholtzgleichung [6], die bi-
harmonische Gleichung [46], die Stokes-Gleichung [38], gemischte Probleme [25] und
elliptische Probleme mit stochastischen Eingabedaten [40], um nur einige Beispiele zu
nennen. Zu den wichtigsten Errungenschaften gehort die hierarchische Basis aus Poly-
nomen hoheren Grades, mit Hilfe derer Bungartz [17] finite Elemente hoherer Ordnung
itber diinnen Gittern konstruiert. In Abhéngigkeit von der Anzahl der investierten Frei-
heitsgrade bzw. Gitterpunkte ist hier der Fehler beziiglich der Energienorm von der
Ordnung O(NP). Zum Vergleich: Bei Vollgitter-Diskretisierungen ergeben sich Fehler
der Ordnung O(N~?/%), wobei d die Dimension ist.

Ein wesentlicher Bestandteil der Diinngittertechnik ist der Tensorproduktansatz.
Er erlaubt, dass die Auswertung der fiir die Umsetzung der FEM benétigten Integra-
le auf eindimensionale Integrale zuriickgefithrt werden kénnen. Dieses unidirektionale
Prinzip gewihrleistet, dass die FE-Operatoren angewandt auf Diinngitterfunktionen
mit konstantem Rechen- und Speicheraufwand je Freiheitsgrad ausgewertet werden
konnen. Allerdings ist das unidirektionale Prinzip nur fiir Differentialoperatoren mit
konstanten Koeffizienten verwendbar. Ein erster Ansatz fiir eine Erweiterung auf va-
riable Koeffizienten stammt von Dornseifer [22] und ist auf lineare Ansatzfunktionen
beschrénkt.

Eine weitere Folge des Tensorproduktansatzes ist, dass Diinngitter-Verfahren zu-
niichst nur fiir Probleme iiber dem d-dimensionalen Einheitsintervall [0, 1]¢ definiert
sind. Uber Abbildungstechniken koénnen Gebiete, die durch eine Transformation aus
dem Einheitsintervall hervorgehen, behandelt werden. Kompliziertere Gebiete lassen
sich meist durch Blockstrukturierung in Teilgebiete zerlegt werden, die sich dann auf
das Einheitsintervall abbilden lassen. Eine dazu gleichwertige Sichtweise besteht darin,
das Einheitsintervall bzw. die dariiber definierten Ansatzrdume als Referenzelement fiir
eine FE-Diskretisierung aufzufassen. Eine genaue Beschreibung dieses Finite-Element-
Verfahrens mit Dinngitterelementen ist Ziel dieser Arbeit, die wie folgt aufgebaut ist:

Kapitel 2 wiederholt die wichtigsten Konzepte, die der Methode der Finiten Ele-
mente zu Grunde liegen. Hierzu gehoren die theoretischen Grundlagen wie die schwa-
che Formulierung von Randwertproblemen und abstrakte Fehlerabschétzungen, die
Zusammensetzung von Ansatzraumen aus finiten Elementen, verschiedene Verfeine-
rungsstrategien und implementationstechnische Gesichtspunkte. Ferner wird im Ab-
schnitt 2.3 versucht, eine Briicke von den traditionellen Finiten Elementen hin zu den
hierarchischen Tensorproduktelementen zu schlagen.
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Kapitel 3 beschreibt die hierarchischen Tensorproduktelemente oder Diinngitter-
elemente. Aufbauend auf das Prinzip der hierarchischen Teilraumzerlegung wird das
Prinzip der diinnen Gitter als optimierte Zusammensetzung des Ansatzraums aus Teil-
rdumen erldutert. Die Darstellung folgt weitestgehend der Arbeit [17]. Allerdings wer-
den dort nur homogene Randdaten behandelt. In der vorliegenden Arbeit werden erst-
mals die entsprechenden Fehlerabschéatzungen fiir inhomogene Randdaten vorgestellt
und bewiesen. Die Standardalgorithmen fiir die Auswertung gewisser Integrale iiber
diinnen Gittern werden der Vollstdndigkeit halber wiederholt und um eine Bemerkung
iiber die Realisierung transponierter Operatoren ergénzt.

In Kapitel 4 wird beschrieben, wie mit Hilfe von Diinngitterelementen ein effizien-
tes Finite-Element-Verfahren gewonnen wird. Hauptziel und zentrales Thema dieser
Arbeit ist die Behandlung von Differentialoperatoren, die (eventuell erst nach der
Transformation auf das Einheitsgebiet) variable Koeffizienten besitzen. Es wird eine
modifizierte Version der Bilinearform in der schwachen Formulierung des Randwert-
problems angegeben, die eine Multiplikation mit der Steifigkeitsmatrix mit konstan-
tem Aufwand je Freiheitsgrad unter Verwendung von Standardalgorithmen erlaubt.
Anschlieflend wird die Konsistenz gezeigt, die Stabilitdt wird ausfiihrlich diskutiert.

Numerische Experimente sind der Inhalt von Kapitel 5. An Hand einer Reihe von
Randwertproblemen in 2D und 3D, fiir die die exakte Losung bekannt ist, wird die
Giite der vorgestellten Diskretisierung herausgearbeitet.

In Kapitel 6 wird ein Mehrgitter-Vorkonditionierer fiir lokal adaptive Diinngitter-
elemente hoherer Ordnung vorgestellt, der in Verbindung mit dem BiCGstab-Verfahren
bei den numerischen Beispielen fiir gute Konvergenzraten gesorgt hat. Im Gegensatz
zu fritheren Arbeiten werden hier der Ansatz- und Testraum gleich gewihlt.

Abschlielend werden in Kapitel 7 die wichtigsten Ergebnisse zusammengetragen
und ein Ausblick auf die zukiinftige Arbeit gegeben.

An dieser Stelle mochte ich mich bei allen bedanken, die mich bei der Erstellung
dieser Arbeit unterstiitzt haben. Mein ganz besonderer Dank gilt meinem Doktorvater,
Prof. Dr. Christoph Zenger. Seine unzédhligen Ideen und Ratschldge haben mafigeb-
lich zum Gelingen dieser Arbeit beigetragen. Nicht zuletzt durch seinen ungebremsten
Optimismus hat er mir viel Freude am Forschen vermittelt und sie auch in weni-
ger erfolgreichen Zeiten erhalten. Meinen Kollegen Dr. Christoph Kranz, Max Emans
und Dr. Michael Bader danke ich dafiir, dass sie meine Arbeit bzw. Teile davon mit
grofler Sorgfalt Korrektur gelesen haben. Den Kollegen von der Systemadministration,
Markus P6gl und Alexander Mors, moéchte ich fiir die rasche Hilfe bei technischen Pro-
blemen danken. Mein ehemaliger Kollege Dr. Stefan Schneider hat mir viele hilfreiche
Tipps in Sachen diinne Gitter und fiir die Implementierung der Algorithmen gege-
ben. Dafiir auch ihm ein herzliches Dankeschon! Wihrend meiner Zeit als Doktorand
war ich vollbeschéftigter Angestellter der Technischen Universitit Miinchen. Fiir die
mir dadurch zuteil gewordene finanzielle Unterstiitzung und technische Ausstattung
mochte ich mich bei den verantwortlichen Personen bedanken.



2 Die Methode der Finiten Elemente

Dieses Kapitel bietet einen Uberblick iiber die wesentlichen Konzepte der Methode der
Finiten Elemente (FEM). Fiir eine weitergehende Beschreibung sei auf die einschléigige
Literatur verwiesen [13, 20, 32, 47].

2.1 Grundlagen

Die Methode der Finiten Elemente basiert auf der schwachen Formulierung von Rand-
wertproblemen, die im Folgenden fiir den Fall reiner Dirichlet-Randwerte vorgestellt
wird. Ferner werden hinreichende Voraussetzungen fiir die Existenz einer schwachen
Losung angegeben. Im Anschluss wird auf den Galerkin-Ansatz als natiirliche Diskre-
tisierung der schwachen Gleichungen eingegangen und die Abschétzung des Fehlers
beziiglich der Energienorm mit dem Lemma von Céa angegeben.

2.1.1 Schwache Formulierung von Randwertaufgaben

Wir betrachten im Folgenden die lineare Randwertaufgabe zweiter Ordnung, gegeben
durch die partielle Differentialgleichung

d d
- Zaj<aijaiu) + Zbiaiu +cu = f in Q c RY, (2.1)
i=1

ij=1
und der Dirichlet- Randbedingung
u =g auf I':=00. (2.2)

Auf andere Randbedingungen, wie etwa die Neumann-Randbedingung, bei der die Nor-
malenableitung auf dem Rand vorgeschrieben wird, wird in dieser Arbeit nicht einge-
gangen. Die Koeffizienten a,j, b;, ¢, sowie die rechte Seite f seien Funktionen iiber €2,
g sei eine Funktion iiber I'. Die Differentialgleichung sei ferner vom elliptischen Typ,
das heifit, es gibt ein 3 > 0, so dass

d d
Y ay(@)eg > BY & firalle £ €RY z € Q. (2.3)
ij=1 i=1
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Aussagen iiber die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung u € C%(Q) N C(Q) lassen
sich nur unter starken Regularitdtsvoraussetzungen an die Koeffizienten und an das
Gebiet © angeben [24].

Grundlage fiir die diskrete Losung des Randwertproblems mit der Methode der
Finiten Elemente ist die schwache oder variationelle Formulierung von (2.1)—(2.2). Sie
lautet:

Finde u € V := {w € H'(Q) mit y(w) = g}, so dass fiir alle v € H}(Q) gilt
Alu,v) = 1(v), (2.4)

wobei

d d
Au,v) = /{Zalj Oiudjv + Zbi@uv + cuv}dm, (2.5)
i=1

ij=1

l(v) = Q/fvdw.

H'(Q) und H}(Q) sind die Sobolevrdume erster Ordnung von Funktionen mit inhomo-
genen bzw. homogenen Randwerten. v : H'(Q) — Ly(T) bezeichnet den Spuroperator.
Eine ausfiihrliche Darstellung der Sobolevraume findet sich in [1]. Mit der Bezeich-
nung ,,schwache Formulierung® wird zum Ausdruck gebracht, dass die Regularitéits-
voraussetzungen an die Losung u geringer sind als bei der klassischen Formulierung
(2.1)—(2.2). Zwar ist jede klassische Losung auch eine schwache Losung, geniigt al-
so der Gleichung (2.4). Andererseits ist eine schwache Losung nicht notwendig eine
Losung im klassischen Sinne. Schwache Losungen sind unter Umstédnden sogar nicht
einmal differenzierbar. Allerdings ist eine schwache Losung in C?(2) NC(€) auch eine
klassische Losung.

Existenz und Eindeutigkeit der schwachen L6sung

Die folgenden Voraussetzungen sind, sofern sie gleichzeitig erfiillt sind, hinreichend fiir
die Existenz einer eindeutigen Losung der schwachen Formulierung:

1. Q ist beschranktes Lipschitz-Gebiet,

2. g liegt im Bild des Spuroperators 7,

3. aij, b, S 0, ¢ € Loo(Q), f e Ly(Q) (1<4,j<d),
4. (2.3) gilt fast iiberall,

5. c— 320 9ib; > 0 fast iiberall in Q.

Der Beweis erfolgt mit Hilfe des Lemmas von Lax und Milgram, siehe hierzu Kapitel
3.2 in [32].



2.1 Grundlagen

Die zweite Forderung erlaubt es, das Problem auf ein &dquivalentes Problem mit
homogenen Randbedingungen zuriickzufiihren: Liegt g im Bild des Spuroperators, so
existiert eine Funktion g € H'(Q) mit g|lr = g. Die Funktion v’ := u — g € H}(Q)
geniigt der Gleichung

A, v) =1"(v) :=1(v) — A(g,v) fiir alle v € Hy(9).

Umgekehrt ist © = v’ + g Losung der urspriinglichen Aufgabe. Vorteil dieser Form ist,
dass damit die Asymmetrie in den Funktionenriaumen fiir Losung »’ und Testfunktio-
nen v behoben ist. Wir gehen deshalb im Folgenden von der symmetrischen Form aus,
setzen V := H}(€) und lassen die Apostrophe weg.

2.1.2 Galerkin-Diskretisierung

Der im letzten Abschnitt angesprochene Beweis fiir die Existenz und Eindeutigkeit
einer schwachen Losung ist abstrakter Natur. Er gibt die Losung nicht an. Diskrete
Losungen erhélt man, indem das Problem in einem endlich dimensionalen Teilraum
Vi, C V gelost wird. Das diskrete Problem lautet:

Bestimme uy, € V), so, dass fiir alle v € V}, gilt

Alup,v) = l(v). (2.6)

Diese Diskretisierung wird nach ihrem Begriinder Galerkin-Diskretisierung genannt.
Darauf aufbauende Verfahren heiflen Galerkin-Verfahren und unterscheiden sich nur
in der Gestaltung des Ansatzraums V}. Die Losung uy, heifit Galerkin-Approzimation
von u in Vj,.

Von zentraler Bedeutung fiir Galerkin-Verfahren ist eine einfache Abschéitzung des
Fehlers u — uy, in der Energienorm. Unter der Energienorm wird in dieser Arbeit stets
die H'-Seminorm verstanden, die iiber H} () eine Norm ist und gegeben ist durch

d 2 %
lull s = (Z L) . (2.7)

=1

2

lullz = / u()Pdz | (2.8)

ou
81‘1‘

Die Lo-Norm || - ||z, ist definiert durch

Die eben angesprochene Abschitzung des Fehlers in der Energienorm ist bekannt als
das Lemma von Céa. Es besagt, dass es eine von V} unabhéngige Konstante C' > 0
gibt, so dass
lu —uplle < C inf ||lu—v|g . (2.9)
veEV)
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Fiir einen Beweis siehe [20], Satz 13.1. Die Abschitzung weist die Galerkin-Approxima-
tion abgesehen von dem Faktor C' als Bestapproximation in V}, aus. Fiir die von der
Bilinearform A induzierten Norm zeigt man sogar die echte Bestapproximationseigen-
schaft. Dazu muss A allerdings symmetrisch sein. Die Ungleichung (2.9) gilt auch im
Falle einer nicht symmetrischen Bilinearform.

Eine konkrete Abschitzung des Fehlers bekommt man, wenn in (2.9) fir v der
Interpolant von u in V}, eingesetzt wird und a-priori-Abschétzungen fiir den Interpola-
tionsfehler bekannt sind. Daher wird bei der Konstruktion von Ansatzraume Vj, darauf
geachtet, dass die Interpolation in V},, moglichst kleine Fehler erzeugt.

2.2 Finite Elemente

Der letzte Abschnitt hat gezeigt, dass die Wahl des Ansatzraums V), ausschlaggebend
ist fiir die Giite der Galerkin-Approximation uj. Nach dem Lemma von Céa ist der
Fehler u—wy, umso kleiner, je umfangreicher oder feiner V}, ist. Im Folgenden sollen die
wesentlichen Prinzipien bei der Konstruktion von Ansatzraumen aufgezeigt werden,
wie sie bei der Methode der finiten Elemente zum Einsatz kommen.

2.2.1 Ansatzraume aus finiten Elementen

Die Sobolevraume erster Ordnung enthalten alle stetigen, stiickweise polynomialen
Funktionen. Finite-Elemente-Verfahren nutzen diese Tatsache fiir die Konstruktion
des Ansatzraums:

Das Berechnungsgebiet 2 wird in geometrische Einheiten K, die Elemente, zerlegt,

Q= [JKW. (2.10)

=1

Die K seien mit Ausnahme gemeinsamer Randpunkte paarweise disjunkt. In 2D sind
Zerlegungen in Dreiecke oder konvexe Vierecke die Regel (vergleiche Abbildung 2.1),
in 3D verwendet man entsprechend Tetraeder oder Hexaeder. Uber den Elementen
K@ werden Funktionenrdume P definiert. Meist handelt es sich dabei um Poly-
nomraume. Der Ansatzraum V}, ist dann gegeben durch

V., = {U € C(Q), U,|K(i) c P(i)}.

In jedem Element werden nt® = dim P paarweise verschiedene Punkte, die Kno-
ten, markiert. Jede Funktion u € Vj, wird dann durch Vorgabe ihrer Funktionswerte
an den Knoten eindeutig festgelegt. Einige der Knoten kommen auf dem Rand zu
liegen, so dass aneinander grenzende Elemente gemeinsame Knoten besitzen und die
dadurch gegebene Interpolationsbedingung die Stetigkeit der Ansatzfunktionen iiber
die Elementgrenzen hinweg garantiert. Damit wird gewihrleistet, dass der so erzeugte
Ansatzraum Vj, ein Teilraum von V = H'(Q) ist. Man spricht in diesem Zusammen-
hang von einer H!'-konformen Diskretisierung.
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/

Abbildung 2.1: Zerlegung eines polygonal berandeten Gebiets in Dreiecke (links) und in
Vierecke (rechts).

Ein Beispiel: Lineare Dreieckselemente

Standardbeispiel fiir die Diskretisierung mit finiten Elementen sind die linearen Drei-
eckselemente. Dazu wird ein polygonal berandetes Gebiet in Dreiecke K ) aufgeteilt,
wobei zwei Dreiecke hochstens eine gemeinsame Seite oder eine gemeinsame Ecke be-
sitzen. Die linke Seite von Abbildung 2.1 gibt ein Beispiel fiir eine solche Triangulie-
rung. Die lokalen Ansatzriume werden definiert durch P®) := {u : KO =R, u(x,y) =
a4+ bWz + Wy}, Um die Stetigkeit der dadurch definierten Funktionen iiber © zu
erzwingen, werden die n(¥ = 3 Knoten in die Ecken der Dreiecke gelegt, so dass je-
weils alle Dreiecke mit einer gemeinsamen Ecke diese als Knoten besitzen. Da die
Einschrénkung einer Funktion v € P® auf eine Dreiecksseite bereits durch die Werte
an den beiden Endpunkten der Seite festgelegt wird, ist der stetige Ubergang an den
Dreiecksseiten gewéhrleistet.

Das Referenzelement

Die Formulierung von Elementtypen geschieht meist iiber die Definition eines soge-
nannten Referenzelements K, auf das sich die Elemente K@ der Zerlegung (2.10)
durch Transformationen ¥ : K — K@ zuriickfithren lassen. Ein Referenzelement
wird festgelegt durch einen Definitionsbereich K C R?, das die geometrische Gestalt
festlegt, einen dariiber definierten Ansatzraum P und eine Menge von Knoten r; € K,
Jj =1,...,dim P. Die Elemente K @) mit ihren lokalen Ansatzriumen P® und den
Knoten ’I‘](Z) sind dann gegeben durch

W = pO(K),
© = {v: KO>R, voyp® € P},
O — @), j=1,...,dimP.

K
P

T

Die Funktionen ¢; € P mit

¢j(re) =

{ 1, falls j =k, (2.11)

0, sonst

bilden die Knotenbasis oder nodale Basis von P. Sie heiflen im Zusammenhang mit
finiten Elementen auch Formfunktionen.
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Die nodale Basis des Ansatzraums

Sei ry, 1o, ... eine Aufzdhlung aller Knoten der Finite-Element-Diskretisierung. Jedem
Knoten wird dann analog zu (2.11) eine Funktion ¢; : & — R zugeordnet, definiert

durch .
- 1, falls j =k,
#5(T) = { 0, sonst. (2.12)

Die ¢; bilden dann die nodale Basis des Ansatzraums V},. Die Koeffizienten beziiglich
dieser Basis sind gerade die Funktionswerte an den Knoten.

Ein wichtiges Merkmal dieser Basis sind die lokalen Tréger: Der Trager der Ba-
sisfunktion ¢; ist in der Vereinigung aller Elemente enthalten, die den Knoten r;
enthalten:

supp ¢; C U K® (2.13)

i, e K1)

Die Einschrankung von ¢; auf eines dieser Elemente ist dann bis auf die Transforma-
tion ® mit einer der Formfunktionen dieses Elements identisch.

Tensorproduktelemente

Im Folgenden soll eine einfache Klasse von finiten Elementen beschrieben werden, die
im Hinblick auf die spétere Darstellung von Interesse sind. Gemeint sind die Tensor-
produktelemente. Es handelt sich dabei um Rechteckselemente, genauer gesagt sind
sie fiir allgemeine Dimension d iiber dem d-dimensionalen Wiirfel K9 := [0, 1] defi-
niert. Die hoherdimensionalen Elemente gehen dabei aus dem eindimensionalen Ele-
ment durch Tensorproduktbildung hervor: Sei etwa iiber KM := [0,1] der Raum
PY = span{¢;,1 < i < n} gegeben, dann wird P(Y von den n? Tensorprodukten

Giy @R ¢iy,  1<i;<n (2.14)

aufgespannt. Das Tensorprodukt ist definiert durch

<® ¢ij> () = qul-j(a:j) fiir & = (21,...,24) € K9, (2.15)

Fiir die univariaten Basisfunktionen ¢; werden meist die Lagrange’schen Basispoly-

nome genommen, also
r — Tk
¢i(x) =
1<k<n
ki

mit den Knoten 0 =r; < ry < --- < r, = 1. Diese werden oft dquidistant gewéhlt. Die
Knoten des d-dimensionalen Elements sind dann durch das d-fache kartesische Produkt
{r1,...,ra}? gegeben. Ferner vergewissert man sich leicht, dass die Knoten auf dem
Rand die Funktion dort eindeutig festlegen: Die Randhyperflichen des d-dimensionalen
Elements sind jeweils zu einem (d—1)-dimensionalen Element dquivalent. Damit ist der

7”7;—7”197

10
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stetige Ubergang an den Elementrindern gesichert und die H'-Konformitiit gewiihr-
leistet.

Fiirn = 2,3, ... haben sich die Bezeichnungen multilineares, multiquadratisches, . ..
Element eingebiirgert. Abbildung 2.2 zeigt ein biquadratisches Element.

Abbildung 2.2: Das biquadratische Element und eine seiner Formfunktionen

2.2.2 h-, p- und hp-Version der FEM

Eine Finite-Element Berechnung erfolgt in der Regel auf einer Folge (V},) von sukzessiv
verfeinerten Ansatzriumen, die dann abgebrochen wird, wenn die Lésung hinreichend
genau ist. Diese Verfeinerung des Ansatzraums kann dabei auf verschiedene Weise ge-
schehen. Die hier angegebenen Aussagen iiber das Fehlerverhalten sind in [48] genauer
ausgefiihrt.

h-Version

Das klassische Vorgehen besteht darin, die geometrische Zerlegung weiter zu unter-
teilen, also die Maschenweite h zu verringern, wihrend der Elementtyp der gleiche
bleibt. Dies ist die sogenannte h-Version der FEM. Fiir glatte Losungen u ist bei
gleichméfiger Gitterverfeinerung das typische Konvergenzverhalten in der Anzahl N
der Freiheitsgrade gegeben durch

|u—upllp < C- NPT, (2.16)

Dabei ist p der Polynomgrad und d die Raumdimension. Enthélt « jedoch Singula-
ritdten, die auch bei glatten Daten entstehen konnen (etwa wenn der Gebietsrand
einspringende Ecken besitzt), bekommt man

|uw—upllz < C- N/ (2.17)

Hier ist § := min(p, A), wobei A von der Glattheit der Losung abhéngt. Die urspriing-
liche Konvergenzordnung (2.16) kann aber durch lokale Verfeinerung des Gitters um
die Singularitit wieder hergestellt werden. Die Verfeinerung findet dabei entweder
auf Grund von a-priori bekannten Informationen iiber die Losung statt (sogenannte
a-priori-Adaption, etwa bei Wurzelsingularitdten an einspringenden Ecken) oder auf

11
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Grund von Informationen, die an Hand der diskreten Losung auf gréoberen Gittern
gewonnen werden. Diese a-posteriori-Adaption ist in den letzten Jahren zu einem der
zentralen Forschungsgebiete geworden, da man sich durch die Entwicklung genauer
Fehlerschitzer und Adaptionskriterien zum einen eine Automatisierung der Gitterver-
feinerung, zum anderen durch die optimale Gittergestaltung eine wesentliche Effizienz-
steigerung erhofft [2, 3, 50]. Betrachten wir noch einmal die Abschéitzungen (2.16) und
(2.17). Charakteristisch fiir die h-Methode ist, dass das Konvergenzverhalten sich mit
zunehmender Dimension d wesentlich verschlechtert. Dieser Umstand wird gew6hnlich
als Fluch der Dimension bezeichnet.

p-Version

Die p-Version [39, 48] verfolgt die Strategie, die geometrische Zerlegung konstant zu
lassen und stattdessen den Polynomgrad zu erhéhen. Hier beobachtet man fiir den
Fehler ein asymptotisches Verhalten der Art

lu—up||lp < C-exp(—'le/“d) (2.18)

mit a; = 2, ag = 3, ag = 5 und einer Zahl v > 0, die von der Glattheit der Losung
abhéngt. Fiir glatte Funktionen ist v = O(1) und die p-Version ist auf Grund des
exponentiellen Abfallverhaltens des Fehlers im Vergleich zur h-Version mit seinem
polynomialen Verhalten das wesentlich effizientere Verfahren. Liegen jedoch Singula-
ritdten vor, ist v unter Umsténden sehr klein. Vielmehr beobachtet man dann wieder
ein polynomiales Fehlerverhalten in N wie in (2.17).

hp-Version

Das hervorragende Approximationsverhalten der p-Version fiir glatte Losungen u ldsst
sich auch fiir solche mit Singularititen erhalten, indem p- und h-Methode entspre-
chend kombiniert werden, also gleichzeitig der Polynomgrad erhoht und die Maschen-
weite lokal verringert wird. Tatséchlich kann dadurch die Konvergenzordnung (2.18)
mit v = O(1) wieder hergestellt werden. Allerdings gestaltet sich eine exakte, der
Theorie entsprechende Gitterverfeinerung bei Elementen hoherer Ordnung meist sehr
schwierig. In der Regel werden deshalb Gitter verwendet, deren Maschenweite mit ei-
nem bestimmten Faktor in Richtung von a-priori bekannten Singularitéten abfallen
(graded mesh). Insbesondere Rand- und Interfacesingularitdten konnen so erfolgreich
behandelt werden [39].

2.2.3 Das lineare Gleichungssystem und seine Lésung

Um die Galerkin-Approximation wu; in einem vorgegebenen Ansatzraum V}, zu berech-
nen, muss ein lineares Gleichungssystem geldst werden. Sei hierzu By, = {¢1,...,¢n, }
eine Basis von Vj,. Dann ist die schwache Formulierung (2.6) des diskreten Problems
dquivalent zu

Ah'u,h = bh (219)

12
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mit der Matrix A;, € RN und dem Vektor b, € R Sie sind gegeben durch die
Eintrage

Ah,ij = ‘A((pjﬂoi)a 1 S Za] S th
bh: = l(w), 1 <i < N

Die Matrix A, wird Systemmatriz oder Steifigkeitsmatriz, der Vektor b Lastvektor
genannt. Die Losung uy, ist dann gegeben durch

Np,
Up = § :uh,jgpj’
Jj=1

wobei die uy, ; die Koeffizienten des Vektors uy, sind.

Betrachten wir nun das lineare Gleichungssystem, das es zu l6sen gilt, wenn fini-
te Elemente fiir die Galerkin-Approximation verwendet werden. Traditionell wird das
Gleichungssystem explizit aufgestellt, d.h. Steifigkeitsmatrix A und Lastvektor b wer-
den berechnet und gespeichert. Seien 7, 1y, ... ry die Knoten der Diskretisierung und
01,2, ..., pn die zugeordneten nodalen Basisfunktionen, siehe Definitionsgleichung
(2.12). Folgender Algorithmus ist der Kern eines jeden Finite-Element Programms:

Algorithmus: assemble
Eingabe: vollstandige Information iiber
e die Finite-Element-Diskretisierung
e das Randwertproblem
Ausgabe: Steifigkeitsmatrix A und Lastvektor b

Initialisiere A =0,b=0
Fiir alle Elemente K®

Fiir alle Knoten rj, r, € K

‘ Ajr = Aji + Ak (0rl k), 951 o)
Fiir alle Knoten ; € K

| b == b + L (5] x0)

Dabei bedeutet A i) und ly), dass die Integrale nur iiber dem Element K (@) ausge-
wertet werden. Die Auswertung der Integrale erfolgt in der Regel mit Hilfe numerischer
Quadraturverfahren, etwa mit der Gaufs-Quadratur [20, 32]. Die Ordnung des Quadra-
turverfahrens ist dabei dem maximalen Polynomgrad p im Ansatzraum anzupassen.
Der damit verbundene Aufwand steigt mit dem Polynomgrad p rasch an. So ist die
Anzahl der Quadraturpunkte fiir den eindimensionalen Fall von der Ordnung O(p),
fiir den Fall beliebiger Dimension bei Verwendung von Tensorproduktformeln von der
Ordnung O(p?). Damit zu multiplizieren sind die Kosten fiir die einmalige Auswertung

13
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der Polynome ¢}, und ¢;, der Koeffizienten und der Transformationsfunktionen ¢ an
den Quadraturknoten, wodurch ein Faktor O(p) hinzukommt.

Die Matrix A und der Vektor b werden bei obigem Algorithmus elementweise auf-
gebaut: In A werden die Teilmatrizen, die von den einzelnen Elementen stammen,
sukzessive aufaddiert. Diese Teilmatrizen werden in diesem Zusammenhang auch FEle-
mentmatrizen genannt. Der Vorgang des schrittweisen Zusammensetzens der Gesamt-
matrix wird als Assemblierung bezeichnet.

Die Elementmatrizen sind im Allgemeinen voll besetzt. Die Anzahl der Spalten und
Reihen einer Elementmatrix stimmt mit der Anzahl der Freiheitsgrade des Elements
iiberein. Elementmatrizen zweier benachbarter Elemente iiberlappen sich in der Ge-
samtmatrix A dort, wo sie sich auf gemeinsame Knoten der Elemente beziehen.

Aus diesem elementweisen Aufbau folgt, dass die Steifigkeitsmatrix diinn besetzt
ist, wenn die Anzahl der Elemente grof3 ist gegeniiber der Anzahl der Knoten je Ele-
ment. Dies ist bei der h-Version der FEM der Fall. Die Anzahl der Nichtnulleintriage
in A ist dort O(N). Im Gegensatz hierzu steht die p-Version, bei der die Systemma-
trix entsprechend der Anzahl der Elemente aus wenigen grofien, vollbesetzten Blécken
besteht. Hier steigt die Anzahl der nichtverschwindenden Eintrige wie N?2. Dieser
Umstand ist bei einem Effizienzvergleich von h- und p-Methode von Bedeutung: FE-
Programme, die auf die p-Version setzen, verwenden nahezu die gesamte Rechenzeit
auf die Assemblierung der Steifigkeitsmatrix.

Neben den strukturellen Eigenschaften der Systemmatrix interessieren im Hinblick
auf die Wahl des Gleichungslosers auch die algebraischen Eigenschaften: So folgt aus
der Symmetrie und der Elliptizitdt der Bilinearform A(-, -) sofort, dass die Steifigkeits-
matrix symmetrisch und positiv definit ist.

Zur Losung des linearen Gleichungssystems kommen wegen der Groéfle der Syste-
me und ihrer tendenziell diinnen Besetzungsmuster in der Regel iterative Verfahren
zum Einsatz. Hier sind die Verfahren von Jacobi und Gauf$/Seidel sowie das SOR-
Verfahren zu nennen, im Falle von Symmetrie und Positiv-Definitheit das konjugierte
Gradienten-Verfahren (cg-Verfahren) [30]. Iterative Verfahren neigen zu einem um-
so schlechteren Konvergenzverhalten, je grofler die Konditionszahl der Systemmatrix
ist. Diese steigt jedoch in der Regel mit einer feiner werdenden Zerlegung rasch an,
typisch ist etwa ein Ansteigen der Ordnung O(h~2). Ahnlich verhilt es sich, wenn
der Polynomgrad erhéht wird. Damit miisste fiir eine hohere Genauigkeit eine un-
verhéltnisméaBig lingere Rechenzeit fiir die Losung des Gleichungssystems investiert
werden. Abhilfe schaffen geeignete Vorkonditionierer. Auf die Idee, das Problem auf
verschiedenen, hierarchisch geordneten Ebenen zu betrachten, bauen die Multilevel-
Verfahren [29, 49] auf. Multilevel- oder Mehrgitterverfahren zeigen im Idealfall von
der Problemgrofle unabhéngige Konvergenzraten, d.h. der Zeitaufwand fiir die Losung
des Gleichungssystems steigt linear in der Zahl der Freiheitsgrade.

14



2.3 Auf dem Weg zu Hierarchischen Tensorproduktelementen

2.3 Auf dem Weg zu Hierarchischen
Tensorproduktelementen

Bei einem Finite-Element-Verfahren entscheiden im Wesentlichen zwei Punkte iiber
den Erfolg. Zuerst sind die durch den Ansatzraum gegebenen Approximationseigen-
schaften von Bedeutung. Hier wird die erreichbare Genauigkeit der Anzahl der dafiir
bendtigten Freiheitsgrade gegeniibergestellt, die ein direktes Mafl fiir den Speicher-
aufwand ist. Der zweite Punkt betrifft das lineare Gleichungssystem, das sich sodann
aus der Galerkin-Diskretisierung eines Randwertproblems ergibt. Auch hier ist der
Aufwand zu betrachten, der sich aus dem Speicher- und dem Rechenaufwand fiir
das Aufstellen und Losen des Gleichungssystems zusammensetzt. Ziel muss es sein,
einen Gleichungsloser zu finden, der mit einem in der Zahl der Unbekannten linearen
Speicher- und Rechenaufwand zurecht kommt.

An dieser Stelle seien einige Beispiele gegeben, die die Optimierung des Ansatz-
raums betreffen und die gewisse Parallelen zu den im néchsten Kapitel vorgestellten
hierarchischen Tensorproduktelementen aufweisen.

Zunachst werfen wir einen Blick auf die Elemente der sogenannten Serendipity-
Klasse. Diese gehen aus den bekannten Tensorproduktelementen durch eine Redukti-
on von Freiheitsgraden hervor, die nur wenig zur Approximation beitragen. Bekann-
testes Beispiel ist das quadratische 8-Knoten-Element, das das biquadratische Ele-
ment beerbt (vergleiche Abbildung 2.2), aber ohne den Mittelpunktsknoten auskommt.
Zunéchst ist dieser Defekt von der technischen Seite zu betrachten: Die Entfernung des
Knotens erfordert fiir eine sinnvolle Interpolation eine Neudefinition der Formfunktio-
nen. Abbildung 2.3 zeigt das wesentliche Konstruktionsprinzip. Die Formfunktionen
zu Knoten, die auf dem Mittelpunkt der Seiten liegen, stimmen entlang der Seite mit
der quadratischen Basisfunktion {iberein, fallen zur gegeniiberliegenden Seite aber li-
near ab. Die Formfunktionen werden aus den Formfunktionen des bilinearen Elements
gewonnen, indem die eben definierten Randfunktionen mit dem Gewicht —1/2 addiert
werden. Dadurch wird erreicht, dass die so definierte Eckformfunktion an der Ecke
den Wert 1 besitzt, an den anderen sieben Knoten den Wert 0. Die Konstruktion
des kubischen Serendipity-Elements, das aus dem bikubischen Element erneut durch
Weglassen der Inneren Knoten entsteht, verlauft analog. Ab dem quartischen Element
miissen allerdings neben den Randknoten auch innere Freiheitsgrade mitgenommen
werden.

Um dies zu verstehen, sei kurz dargestellt, wie sich der Ansatzraum gegeniiber
den Tensorproduktelementen verindert. Dies wird am besten in der Standardbasis
{z'y’} der bivariaten Polynome klar. Wihrend die Tensorproduktelemente hier alle
Monome 1 < 7,5 < g umfassen, sparen die Serendipity-Elemente bestimmte davon
aus, genau genommen solche, fiir die die Summe i + 5 gréfer als ein festgesetzter Wert
ist. Dies steht gerade im Einklang damit, dass Monome z‘y’ bei der Interpolation
einer bivariaten Funktionen einen umso hoheren Beitrag liefern, je grofler ¢ + j ist.
Das heift, es ist sinnvoll nur solche z'y’ in den Ansatzraum aufzunehmen, fiir die
1+ j < q fiir ein festes ¢ € N ist. Da Randformfunktionen nach obiger Konstruktion
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P=7 4=

Abbildung 2.3: Zur Konstruktion der Formfunktionen des quadratischen Serendipity-
Elements

v OO0 v Il [ ]
vl ] vl [ ]
y B H B[] y HH H N
1 0N W 1 RN

3 3

1 oz 2* 1 o 2%z
Abbildung 2.4: Quadratisches (links) und kubisches (rechts) Serendipity-Element und der
zugeordnete Polynomraum beziiglich der Basis {x'y’}.

Polynome sind, die in der Variable senkrecht zum Rand linear sind, ist dieser Vorsatz
fiir hohere Grade nicht zu halten, ohne dass noch zusétzliche, an inneren Knoten
definierte Formfunktionen mit aufgenommen werden. Bei genauerer Betrachtung zeigt
sich, dass auch bei den vorgestellten Serendipity-Elementen dieses Prinzip nicht exakt
eingehalten wird, vergleiche Abbildung 2.4. So kann mit dem kubischen Element das
Monom z%y? nicht dargestellt werden. Dies ist zwar kein unumgéngliches Problem —
es wiirde reichen den Mittelknoten hinzuzunehmen und mit einer Formfunktion, die
das genannte Monom enthiélt, zu versehen —, allerdings miissten die Basisfunktionen
auf den Rdndern miihsam korrigiert werden, damit sie auch am Mittelpunkt den Wert
0 besitzen.

Viel einfacher gestaltet sich die Konstruktion effizienter Elemente, wenn das Prinzip
der nodalen Basis aufgegeben wird, also nicht weiter verlangt wird, dass die Koeffi-
zienten in der Darstellung einer Funktion mit den Funktionswerten an den Knoten
tibereinstimmen. Folgender Vorschlag stammt von Szabé und Babuska [48]. Sie defi-
nieren {iber dem Intervall K(!) := [~1, 1] die eindimensionalen Formfunktionen

bilx) = 50-2)

bola) = S0 +a),

bi(z) = ,/22_3/ ()t — 4@16@ () = Lis(t)), i=3.4, .
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2.3 Auf dem Weg zu Hierarchischen Tensorproduktelementen

d)l 1 ¢2

o5

% 105

Abbildung 2.5: Hierarchische Basisfunktionen fiir die polynomialen Elemente nach Szabd
und Babuska.

Dabei sind die L,, die bekannten Legendre Polynome, definiert durch

1 ar
2rn! dtn
Die Funktion ¢; ist die Formfunktion zum Randpunkt x = —1, ¢ zum Randpunkt
x = 1. Die Funktionen ¢;, ¢ > 3 lassen sich keinem Punkt sinnvoll zuordnen. Sie
erfiillen allerdings ¢;(—1) = ¢;(1) = 0 und werden deshalb als innere Formfunktionen
bezeichnet. ¢ und ¢, sind lineare Polynome, ¢;, ¢ > 3, ist vom Grad i—1. In Abbildung
2.5 sind die ersten ¢; dargestellt.

Die Formfunktionen fiir hoherdimensionale Elemente iiber K (¥ = [—1,1]¢ erge-
ben sich durch Tensorproduktbildung, vergleiche (2.14-2.15). Dort wird dann zwi-
schen Randformfunktionen und inneren Formfunktionen unterschieden. Erstere zeich-
nen sich dadurch aus, dass wenigstens einer der Faktoren im Tensorprodukt mit ¢,
oder ¢, iibereinstimmt. Die inneren Formfunktionen sind nur aus solchen ¢; mit ¢ > 3
zusammengesetzt.

Fiir konkrete Elemente ist nun eine Auswahl von Basisfunktionen zu treffen, die den
lokalen Ansatzraum aufspannen. Die Definition

L,(t) = t*—-1" te(=1,1), n=0,1,2,....

PYP = span{d;, X -+ X ¢5,,1 <y, ... iq <p+1}

fithrt auf ein Element, das mit dem Lagrange’schen Tensorproduktelement der Ord-
nung p gleichwertig ist (vergleiche Seite 10). Anders als beim Serendipity-Element ge-
staltet sich die Konstruktion reduzierter Ansatzriume hier wesentlich einfacher. Durch

die Wahl
d
Pt(iiﬁi = Span{(bil X X (bida Zmax(ij - 17 1) < p+ d— 1}
j=1

wird die Idee von einem Ansatzraum verwirklicht, der nur Polynome xf' -z mit
einem Gesamtgrad iy +---+i4y < p+d—1 enthélt. Der Raum P'%") wird deshalb auch

trunc

17



2 Die Methode der Finiten Elemente

trunc space genannt, was soviel wie ,gestutzter® Raum bedeutet. Der Kniff mit dem
Ausdruck ,,max(i; — 1,1)“ bezweckt lediglich, dass mit jeder Randformfunktion auch
ihre Entsprechung auf dem gegeniiberliegenden Rand vorhanden ist. Die Stetigkeit auf
den Grenzen zwischen zwei Elementen wird dadurch erreicht, dass die Koeffizienten
der sich jeweils entsprechenden Randformfunktionen identisch sind.

Szab6 und Babuska bezeichnen die ¢; als hierarchische Basisfunktionen, um damit
auszudriicken, dass die Basis des Elements der Ordnung p + 1 aus der Basis des Ele-
ments der Ordnung p hervorgeht, indem eine neue Basisfunktionen hinzugefiigt wird,
und nicht wie bei der nodalen Basis vollstdndig neu gebildet werden muss.

Auf Grund der Orthogonalitét der Legendrefunktionen beziiglich des Lo-Skalarpro-
dukts,

/ falls n =m

2
/ L)L ()dt = 4 20+ 1 (2.20)

-1 0, sonst,

hat man
1

[y _ g i
~1

Die Elementmatrix fiir die Poissongleichung im Eindimensionalen ist bis auf die die
Randformfunktionen betreffenden Eintrage die Identitdt. Die 1D-Massenmatrix be-
sitzt nur auf der Diagonalen und zwei Nebendiagonalen von null verschiedene Eintrége.
Da die Steifigkeitsmatrix im mehrdimensionalen Fall die Summe von Tensorproduk-
ten aus eindimensionalen Steifigkeits- und Massenmatrizen ist, ist sie ebenfalls diinn
besetzt, was sie gegeniiber den in der Regel vollbesetzten Elementmatrizen fiir die
nodale Basis gravierend unterscheidet. Dieser Vorteil der hierarchischen Basis ist aber
sofort zunichte gemacht, wenn statt des Laplaceoperators ein Differentialoperator mit
variablen Koeffizienten ins Spiel kommt. Hier ist im Allgemeinen wieder mit einer
vollbesetzten Elementmatrix zu rechnen.!

Ein Vorteil der hierarchischen Basis besteht darin, dass die Konditionszahl der Stei-
figkeitsmatrix mit der Problemgrofie essentiell langsamer steigt, als dies bei der nodalen
Basis der Fall ist. Bei Yserentant [54, 55] ist nachzulesen, wie sich durch den Einsatz
einer hierarchischen Basis fiir lineare Dreieckselemente mit dem cg-Verfahren optimale
Konvergenzraten erzielen lassen, wie sie sonst fiir Mehrgitterverfahren gelten.

Werfen wir noch kurz einen Blick auf die Zahl der Freiheitsgrade, die man einspart,
wenn statt des echten Produktraums der trunc-space verwendet wird. Der Produk-
traum besitzt eine Komplexitit von O(n?), wenn n die Anzahl der Basisfunktionen
des eindimensionalen Elements ist. Fiir den trunc-space vergewissert man sich leicht,
dass die Komplexitit hier von der Ordnung O(n?/d) und damit um den Faktor d

'Fiir Diinngitterelemente ergibt sich ein #hnliches Problem bei variablen Koeffizienten. In Abschnitt
4.2.3 wird eine modifizierte Bilinearform vorgestellt, fiir die die Multiplikation mit der Steifigkeits-
matrix auf Standardalgorithmen fiir den Laplace-Operator und Interpolationen zuriickgefiihrt
werden kann. Dies kénnte auch fiir die p-Elemente nach Szab6 und Babuska von Nutzen sein.

18



2.3 Auf dem Weg zu Hierarchischen Tensorproduktelementen

kleiner ist. Fiir die Elementmatrix bedeutet dies eine Reduktion der Eintrédge um den
Faktor d?, was sich fiir d = 3 sehr wohl auszahlt.

Der néchste Abschnitt wird zeigen, dass die Idee von einem ,,abgeschnittenen* Ten-
sorproduktraum zur Reduzierung der Freiheitsgrade bei gleich bleibender Approxima-
tionsgiite hier bei weitem noch nicht ausgereizt ist.
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3 Hierarchische
Tensorproduktelemente

Dieses Kapitel beschreibt die unter dem Namen Diinne Gitter bekannte Diskretisie-
rung von H'(K@), K4 =[0,1]?. Zunichst wird in Abschnitt 3.1 eine Zerlegung des
Sobolevraums in eine direkte Summe aus endlich dimensionalen, hierarchisch geord-
neten Teilrdumen vorgenommen. Dieses Prinzip wird im zweiten Abschnitt benutzt,
um Finite Elemente iiber dem Referenzelement K(® zu konstruieren, bei denen die
erzielte Approximationsgenauigkeit im Verhéltnis zur Anzahl der Knoten optimiert
ist. Diese Idee wird in den nachfolgenden Abschnitten weitergefiihrt: So werden po-
lynomiale Elemente hoherer Ordnung und lokal adaptive Elemente vorgestellt. Die
Darstellung folgt im Wesentlichen der von Bungartz [17], neu ist die Beriicksichtigung
inhomogener Randdaten, wie sie fiir die Einbettung der Diinngitter-Diskretisierung in
ein Finite-Element-Verfahren benotigt werden.

3.1 Hierarchische Teilraumzerlegung fiir das
Referenzelement

Dieser Abschnitt beschreibt die Zerlegung des Sobolevraums H'(K @) iiber dem Re-

ferenzelement K@ = [0, 1]? in eine direkte Summe von endlich dimensionalen, hierar-

chisch geordneten Teilrdumen.
Betrachten wir zunédchst den Fall d = 1. Die Mengen

Gy = {wg;=4i-27% i=0,1,...,2%

bilden fiir I € Ny eine Folge ineinander eingebetteter, dquidistanter Gitter der Ma-
schenweite hy = 27 iiber dem Intervall KV = [0, 1] . Mit Hilfe der iiber R gegebenen
Funktion ¢,

oz) = {1—|x|, falls x € [-1, 1],

0, sonst,

definieren wir die Funktionen ¢; : [0,1] =R (¢ € Ny, 0 < i < 2%) durch

bri(z) = ¢ (“" _hj’@”') .
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3 Hierarchische Tensorproduktelemente

1 ¢2,0 9252,1 9252,2 9252,3 ¢2,4 1 gb0,0 ¢2,1 ¢1,1 9252,3 gbO,l

0 0
0 1 L0 1

Abbildung 3.1: nodale (links) und hierarchische (rechts) Basis von V>

Die ¢y, sind die bekannten Hutfunktionen und bilden eine Knotenbasis oder nodale
Basis fiir den Raum V; der iiber G, stiickweise linearen Funktionen,

Vi, = span{ey,;, 0<i<2%}. (3.1)

Auf der linken Seite von Abbildung 3.1 ist die nodale Basis von V5 dargestellt.
Wie definieren nun die Indexmenge J, (¢ € Ny) durch

jo = {0,1},
Jo = {i €N, 0<i<2 iungerade}, i>1 (3.2)

und die Raume
Wy := span{¢y;, i € Iy}, ¢ € Nj.

Es ist
‘/0 - WO7
Vf = Vé—l SY Wf: £ 2 17 (33)
und damit
V= @
0<k<t
Ferner ist

Bf - {¢k,i7 ZEjk, OSI{}SK}

eine Basis von V}, die sogenannte hierarchische Basis. Die Basen B, bilden im Gegen-
satz zur Knotenbasis eine aufsteigende Folge von Mengen, das heifit, beim Wechsel
von V; nach V., wird die Basis nicht komplett ausgetauscht, es werden lediglich neue
Basisfunktionen hinzugefiigt. In Abbildung 3.1, rechte Seite, ist die hierarchische Basis
von V5, dargestellt.

Das eben fiir d = 1 Dargelegte ldasst sich durch einen Tensorproduktansatz auf
beliebige Dimension erweitern. Hierzu verwenden wir die Multiindizes £, € Ng und
definieren die multivariaten Funktionen

Gei = Guiy @ D Dy -
Das heifit, fiir & € K@ ist

d
pei(z) = [[ 60, (x)):
j=1
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0.5/

| AN AN
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¥ X

Abbildung 3.2: Die stiickweise bilinearen Basisfunktionen ¢ 1y 1,1y und ¢ 1)3,1) als Ten-
sorprodukt von univariaten Basisfunktionen.

Abbildung 3.2 zeigt ein einfaches Beispiel fiir d = 2.
Im Zusammenhang mit Multiindizes vereinbaren wir folgende Schreibweisen:

2t = (2h,...,2),

= (0,...,0),
1 = (1,...,1).
Ferner verwenden wir die Normen
d
el = Il
j=1
(oo = max |l],

sowie die Ordnungsrelation
L<Ek < [(j<kjfirallel <j<d.
Analog zu (3.1) definieren wir nun fiir £ € N4
Ve = span{¢,;,0 < i < 261,

Bei den Funktionen v € V, handelt es sich um stickweise multilineare Funktionen iiber
dem Rechtecksgitter G, = Gy, x --- x Gy, mit Maschenweite h; = 274 in Richtung j.
Die ¢, ; bilden eine nodale Basis von V.

Mit Hilfe der Indexmengen

Jg = ng XKoo ngd
gewinnt man entsprechend der Darstellung fiir d = 1 die hierarchischen Inkremente

We = span{¢e;, @ € Jp},
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3 Hierarchische Tensorproduktelemente

und damit die Teilraumzerlegung

Ve = P Wi (3.4)

0<k<e
Die hierarchische Basis By von V; ist gegeben durch
Be = {bk,:,1€3,0<k < £}

Von Bedeutung fiir die Galerkin-Diskretisierung ist nun, dass die stiickweise multi-
linearen Funktionen dicht in H'(K?) liegen:

HY(EY) = HWe.

LeNd

Damit haben wir eine hierarchische Teilraumzerlegung von H'(K@).

3.2 Interpolation mit hierarchischen Basen

Im Folgenden betrachten wir die Interpolation mit hierarchischen Basen. Zunéchst
zum Fall d = 1. Die Standardbasis fiir die Interpolation ist die Knotenbasis, die Koef-
fizienten stimmen mit den Funktionswerten an den Gitterpunkten iiberein:

9f

Li(u) = Zce,z"d)z,z, ci = u(Te;).

=0

Bei der Interpolation in der hierarchischen Basis hat man

¢
Ly(u) = szkz¢kz

k=0 icTy,
wobel nun

 u(ey), falls £ =0,

Vi = Opi(u) = { u(zy;) — %(u(iﬂez — he) +u(ze; + hz))’ falls £ > 1. (35)

Fir ¢ > 1 ist
v = w(xe;) — L—1(u)(wes),

das heifit, I,(u) korrigiert den "Interpolanten I,y an den Stellen x,;, @ € Jy. Deshalb
heiit vy; auch hierarchischer Uberschuss. Siehe hierzu Abbildung 3.3.
Ist u zweimal stetig differenzierbar, hat man

1
Ve R —§h?~u”(acg7i) (3.6)
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T

€21 €22 €23

€20

Abbildung 3.3: Interpolation mit nodaler (links) und hierarchischer Basis (rechts)

bzw. die Abschétzung
lves] < C-27%7 4] o (3.7)

mit einer von der Maschenweite unabhingigen Konstante C' > 0. Die Uberschiisse
fallen damit wie 47°.
Die multivariate Interpolation in Vj ist ganz analog zum eindimensionalen Fall ge-

geben durch
Ie(u) = Z Z Vki * Phyi-
0<k<e icJ;

Die hierarchischen Uberschiisse sind nun gegeben durch

Vei = Ogi(u) = (@5%) (w). (3.8)

Die Uberschiisse kann man wiederum mit Hilfe von Ableitungen von u abschiitzen.
Fiir die Uberschiisse an den inneren Knoten @ ;, £ > 1, hat man in Analogie zu (3.7)

0%y

vesl < 9 d.o=2leh |2 "
ve] < 927 - a2

: (3.9)
Bei der Abschiitzung von Uberschiissen, die Randpunkten xp;, £ € NI\ N zugeord-
net sind, muss man beachten, dass diese nach (3.5) und (3.8) auch nur von der Ein-
schrankung von u auf den Rand abhéngen. So hat man fiir £ = (¢1,...,04,0,...,0) €
N7 x Nd-4

0%y
ox? -+ 0x?

wobei das Supremum der Ableitung nur {iber dem Rand

lvgi| < 9—d' . 9=2¢ ’

: (3.10)

o0

]07 1[d,x{x5d/+17id/+1} XX {xéd,id}

zu suchen ist (siehe hierzu auch Abbildung 3.4). Insgesamt beobachtet man somit
einen Abfall der Uberschiisse im Innern und auf dem Rand von der Art

lves| = O(47 1), (3.11)
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Pu
u Ox? Uu
[ J [ J
0*u 'y d*u
Oy? 0x20y? Oy?
[ J [ J
U &*u U
ox?

Abbildung 3.4: Die Abschiitzung des hierarchischen Uberschusses bei der Interpolation von
u erfolgt iiber gemischte Ableitungen von u. Je nach Lage der Uberschiisse im Innern, am
Rand oder an den Ecken von K9 (hier d = 2) sind andere Ableitungen zu betrachten.

Geeignete Funktionen u : K@ — R fiir die Interpolation mit hierarchischen Tensor-
produktbasen besitzen beschrinkte gemischte Ableitungen

dlohy
Dy = ———-.
" oz - - 0xy*
Wir definieren dazu die Réume X7(K@), r € Ny, durch
X"(Q) = {u: Q—R: D € C*(Q),|ale <7}, (3.12)

sowie die Teilrdume

X0(Q) = {ue X"(Q),ulsgq = 0}.
Sie werden mit den Seminormen
= ||D%|z.,

ulaz = [|1D%ul|L,

[tt] e 0

versehen (a € N, |a| < 7). Fiir die multilineare Interpolation ist wegen (3.9) X (K (¥)
von Interesse.

3.3 Optimale Teilraume und Diinne Gitter

Der fiir die multilineare Interpolation betrachtete Raum V/ ist die direkte Summe aller
hierarchischen Inkremente W; mit 0 < k < £. Bei genauerer Betrachtung ergibt sich,
dass siamtliche Raume der Art

Ve = W, (3.13)
el

mit £ C N¢ zur Interpolation herangezogen werden kénnen, solange die Bedingung

Lel = kelfiralek<¥¢ (3.14)
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erfiillt ist. Sie garantiert, dass in V; die Abfolge der hierarchischen Inkremente W,
von den groben zu den feinen Leveln keine Unterbrechung erfdhrt und damit die Kor-
rekturwirkung der hierarchischen Basis, die ja nur von einem Level zum unmittelbar
darauffolgenden Level gegeben ist, gewéhrleistet ist. Insbesondere interpoliert

Ie(u) = > 0> vei- b (3.15)
el icT,
die Funktion © und stimmt mit ihr an den Punkten von
Ge = |JGe (3.16)
eeL

iiberein.

Der Gestaltungsfreiraum in der Zusammensetzung von V. wirft nun die Frage auf,
welche L besonders effiziente Ansatzraume Vp liefern. Fiir die Beurteilung der Effizienz
ist die bei der Interpolation in Vg zu erreichende Genauigkeit ins Verhéltnis zu dem
dazu notwendigen Speicheraufwand zu setzen. Ein Maf§ fiir den Speicheraufwand ist
die Anzahl N der Freiheitsgrade in Vg,

Ny = dimVy = Y dimW, = Y 2¢h (3.17)

e el

Der Interpolationsfehler wird wie folgt abgeschétzt:

lu—Ie(u)]| = Z Zve,i i — ZZUM - Qi

LeNG i€Je Lel i€l

DD D vei - dei

eeNd\L |60,

A

(3.18)

Die Abschétzungen (3.17)-(3.18) kénnen dazu benutzt werden, um fiir ein gegebenes
L € N¢ Aussagen iiber den Interpolationsfehler zu gewinnen, sie taugen jedoch kaum
dazu, effiziente Rdume V zu konstruieren. Eine Konstruktion von Vg muss darin
bestehen, ausgehend von Wy unter Beachtung von (3.14) sukzessiv weitere Inkremente
W hinzuzunehmen. Bungartz [17] schligt vor, alle £ € N¢ aufzunehmen, fiir die der
Quotient

2
cbr(g) = HZ“&X&};W”’H (3.19)

grofer oder gleich einem beliebigen, aber festen o > 0 ist. Er begriindet sein Vorgehen
mit einem Optimierungsansatz, auf den hier nicht néher eingegangen werden soll.

Der Ausdruck cbr(£) gibt im Wesentlichen das lokale Kosten-Nutzen-Verhdltnis fur
den Teilraum W, wieder, das den von W, stammenden Beitrag zum Interpolanten (ver-
gleiche mit (3.18)) ins Verhéltnis zu der aufzubringenden Anzahl von Freiheitsgraden
setzt.
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3 Hierarchische Tensorproduktelemente

Homogene Randwerte

Betrachten wir zunichst nur Funktionen u € X2(K@), also solche Funktionen, die
beschréankte (gemischte) Ableitungen bis zur Ordnung 2 haben und auf dem Rand 02
verschwinden. Man hat dann v,; = 0 fiir £ € Ng \ N?. Es geniigt somit, £ > 1 zu
betrachten. (3.9) eingesetzt in (3.19) ergibt

9—2d  9—4fl1 . ||D2U||oo B .
cbr(€) =~ S 5 = 274975l || D2y,

Als Beispiel fiir eine Ansatzraumoptimierung wird im Folgenden die Optimierung
beziiglich der L.,-Norm geschildert. Wegen ||¢g;|l.. = 1 ist

maxXieg, ’UK,i \2

cbr(€) = Sle-1ls

Legen wir das zu £, = (n,1,...,1), n € N, gehorende lokale Kosten-Nutzen-Verhélt-
nis als Schwellwert o, fest, also

O = Cbr(en) — 2—d . 2—5.(n+d—1) . ||D2u||007
so ist nach obiger Darstellung
L) = {LeNG e <n+d-1} (3.20)

die in Bezug auf das lokale Kosten-Nutzen-Verhéltnis optimierte Indexmenge. Der
Index (1) bezieht sich dabei auf die Norm |£|;, die in der Definition von Lg}l die
bestimmende Rolle iibernimmt.

Bungartz [17] zeigt weiter, dass eine Optimierung beziiglich der Lo-Norm,

lls, = ( / u(w)?dw) ,
K@)

ebenfalls auf die durch &glql gegebenen Raume VO(}@) := V) hinauslauft.
’ ’ 0,n

5\ 1/2
)
Lo

d
1 | 1 .
Lom = {feNd;wh—g-logz (24%) <(n+d—1)— ¢ logy(4 +4d—4)}.

J=1

Die Optimierung beziiglich der Energienorm,

lulle = (i:

j=1

ou

ax]’

ergibt als optimale Indexmenge

(3.21)
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Abbildung 3.5: Oben: Das volle Gitter G, das Ly-basierte diinne Gitter G) und das

0,n »

energiebasierte diinne Gitter G(()i) fiir n = 6 und d = 2. Unten: Die Indexmengen Lgﬁ), L(()}%
()
und L .

Vergleichen wir nun die durch L(()%T)l und Léi) gegebenen Réume VO(;) und Vo(f) mit

dem Raum VO(;O), gegeben durch die Indexmenge
L8 = {£ e N €] < n}. (3.22)

VO(ZO) ist abgesehen davon, dass er nur Funktionen enthélt, die auf dem Rand ver-
schwinden, identisch mit dem bereits bekannten Raum V,,.; multilinearer Funktionen
iiber dem dquidistanten Gitter der Maschenweite h,, = 27". Die Gitter G(()?L und G(()i)

der Rédume VO(;L) und Vo(f) sind durch (3.16) gegeben. Beispiele fiir d = 2 sind in Abbil-
dung 3.5 zu sehen. Der kleinste Abstand zweier Gitterpunkte in G[()T,)L und G((]i) betragt
wie im Gitter Ggg ) h, = 27"; dieser wird im Folgenden als die Maschenweite die-
ser Gitter bezeichnet. Auf Grund ihrer Struktur werden die Gitter G&% und Géi) als
diinne Gitter bezeichnet. In diesem Zusammenhang werden die G((fz) auch volle Gitter

genannt. Mit Bezug auf die der Optimierung zu Grunde liegenden Norm heiflen die

G[(f,)b Lo-basierte diinne Gitter, die Géi) entsprechend energiebasierte diinne Gitter.
Bei einem Vergleich von L,- und energiebasierten diinnen Gittern féllt auf, dass

G(()i) C G&}l. Insbesondere werden bei den energiebasierten Gittern solche Teilrdume
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W, zusétzlich weggelassen, deren Basisfunktionen einen Triager mit ausgeglichenem
Verhéltnis der Seitenldngen besitzen, also ¢; ~ --- &~ (4. Positiv formuliert bedeutet
das, dass Basisfunktionen mit langgestreckten Trégern bevorzugt in Vo(,f) aufgenom-
men werden. Dies steht im Einklang mit obiger Konstruktionsvorschrift fiir optimierte
Ansatzraume. Es ist ndmlich

9\ (@-1)/2 d 1/2
léeslle = V2- (g) pen ()
j=1

Das heift, unter Basisfunktionen mit |£|; = const liefern diejenigen einen grofieren
Beitrag zur ,Energie”, fiir die einige der ¢; hoch, die anderen niedrig sind.

Die Anzahl der Gitterpunkte in G( oo/1/E) ist durch (3.17) gegeben und besitzt fir
n — oo das folgende asymptotische Verhalten:

N$D = 024 = O(h,"),
NS = 0@ -0ty = O(hy" - |logy hal®Y), (3.23)
N = 0@ = O(h, V).

Die Anzahl der Gitterpunkte nimmt bei den vollen Gittern mit jeder Verfeinerung
n—mn + 1 um den Faktor 2¢ zu. Bei dreidimensionalen numerischen Simulationen,
die einer hohen rdumlichen Auflosung bediirfen, um iiberhaupt sinnvolle Ergebnisse
zu liefern — die direkte numerische Simulation (DNS) turbulenter Strémungen ist ein
Beispiel — ist dieser rasche Anstieg der Gitterpunktzahlen und der damit verbundene
Speicheraufwand das Hauptproblem und letztendlich der begrenzende Faktor fiir die
Berechenbarkeit bestimmter Probleme. Bei den diinnen Gittern verdoppelt sich die
Zahl der Gitterpunkte im Wesentlichen mit jeder Verfeinerung. Der Faktor n?! bei
den Ls-basierten Gittern fallt dabei kaum ins Gewicht. Siehe hierzu auch Tabelle 3.1.

Interessant ist nun, dass trotz dieser gravierenden Unterschiede in der Zahl der Git-
terpunkte fiir grofle n der Interpolationsfehler auf Vollen und diinnen Gittern nahezu
das gleiche asymptotische Verhalten aufweist: Mit ], é * € {00, 1, E'}, werde der Inter-

polationsoperator XZ(K(@) — V bezeichnet. Fiir den Interpolationsfehler beziiglich
der Lo,-Norm hat man

lu = IS (W) re < er(d) 272" fulgn = O(h2), 3:24)
lu— I @)l < cald) - 2727 0% fulam, = O(h2 - logy hal4Y),

fiir die Ly-Norm ist
lu = I8 (W) ln, < es(d) - 272 [ulzs = O(h2), 3.25)
lu— I8, < ea(d)-272 0" Julgs = O(h2 - |logy ha|*Y),

und in der Energienorm ist
lu— I (W)lle < es(d) -2 0
lu — IS ()l < co(d) 27 Julam = O(hy), (3.26)
lu— IR @)le < er(d) -2 0
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3.3 Optimale Teilrdume und Diinne Gitter

n dim V> dim V" dim V")
d=2
) 961 129 81
6 3969 321 177
10 1.05 - 106 9217 3841
11 4.19 - 10° 20481 7937
20 1.10 - 10* 1.99 - 107 4.72 -108
21 4.40 - 102 4.19 - 107 9.50 - 10°
d=3
) 29791 351 159
6 250047 1023 399
10 1.07-10° 47103 10495
11 8.58 - 10° 114687 22783
20 1.15-10'® 2.00 - 108 1.68 - 107
21 9.22-10'8 4.42-108 3.42 - 107
d=4
) 923521 769 432
6 15752961 2561 1088
10 1.10 - 10'2 178177 24321
11 1.76 - 10%3 471041 56065
20 1.21-10% 1.41-10° 5.27 - 107
21 1.93-10% 3.27 - 10° 1.09 - 108
Tabelle 3.1: Dimension von VO(ZO), Vo(jz) und Vo(,g) fiir verschiedene Werte von n und d.

Um die Gitter in Bezug auf Thre Effizienz gegeniiberzustellen, sei das asymptotische
Verhalten der Interpolationsfehler in Abhéngigkeit von der Anzahl N der Freiheits-

grade angegeben (u € X2(K@)):

lu — 15 (u)]| 1.

1
lu — I8 (u) o

lu = 150 ()| 1

1
lu — I§5 (W) 1,

lu— I (u)]| &
lu — IS)(u)||e

E
lu— 1§85 (u)]| &

O(N7"-[log, N|*™1)

O(N™1)




3 Hierarchische Tensorproduktelemente

Hier sieht man nun deutlich, was sich oben bereits abgezeichnet hat: Die Approxima-
tionseigenschaften der diinnen Gitter sind denen voller Gitter essentiell iiberlegen. Der
Vorsprung wichst mit steigender Raumdimension. Besondere Beachtung verdienen die
energiebasierten Diinngitter. Unabhéngig von der Dimension versprechen sie das glei-
che Approximationsverhalten O(N~!) in der Energienorm. Dies ist umso erfreulicher,
als die Energienorm im Zusammenhang mit Randwertaufgaben die natiirliche Norm
zur Fehlerbemessung darstellt.

Inhomogene Randwerte

Die vorgestellten Ergebnisse beziehen sich bislang auf Funktionen wu, die auf dem
Rand verschwinden. Dies ist ausreichend, wenn ein Randwertproblem mit homogenen
Dirichlet-Randbedingungen iiber 2 = K zu 16sen ist. Sobald andere Randbedingun-
gen gestellt sind oder das Gebiet mit mehreren Elementen zu diskretisieren ist, was
in der Praxis der Regelfall ist, sind die Randpunkte und die zugehorigen Basisfunk-
tionen in den Ansatzraum miteinzubeziehen. Betrachten wir deshalb im Folgenden
u € X2(KW),

Prinzipiell kann der Optimierungsansatz fiir die inneren Punkte (£ € N¢) auch auf
alle Punkte (£ € N?) angewandt werden. Die Abschétzung der Uberschiisse am Rand
héngt dabei nur von den gemischten zweiten Ableitungen auf diesem Rand ab. Anstelle
einer globalen Optimierung, die mit dem Maximum all dieser gemischten Ableitungen
arbeitet, empfiehlt sich eine getrennte Betrachtung von Innerem und Réndern.

Wir definieren

K;, ={0}, Ky =|0,1], Kg={1}

und haben mit

K9 =1p1'= |J K,x-xK,= |J K (3.28)

ve{L,M,R} ve{L,M,R}

eine disjunkte Zerlegung von K (¥ in Inneres und Rénder. Die K, sind dabei d,-
dimensionale Untermannigfaltigkeiten des R?, d,, = #{v; = M}. In Abbildung 3.4 auf
Seite 26 ist die Zerlegung fiir d = 2 bereits dargestellt worden.

Fiir ein u, gegeben durch
U = Z Vei - Deis

LeNd, i€,

definieren wir die Projektionen

Uy = Z vﬂ,i'¢£,’i7 VC {L7M7R}d'

:I:g,z'EKV

Nach Konstruktion verschwindet u, auf dem Rand von K,. Damit haben wir die
folgende Darstellung von u:
u = Z Uy . (3.29)

ve{L,M,R}¢
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3.3 Optimale Teilrdume und Diinne Gitter

Fiir den in (3.15) definierten Interpolanten I¢(u), £ € Nd, gilt analog

Ip(u) = I ow | = ) Ie(w) . (3.30)

ve{L,M,R}d ve{L,M,R}?

Ein Beispiel fiir die Zerlegung (3.29) einer bivariaten Funktion ist in Abbildung 3.6 zu
sehen.
Fiir den Fehler bekommt man nun mit (3.29) und (3.30) die Abschétzung

lu =L@ < Yl = Le(w)] - (3.31)

ve{L,M,R}d

Der Summand fiir v = (M, ..., M) fillt in die Kategorie homogener Randdaten und
kann nach (3.27) abgeschitzt werden. Fiir die restlichen Summanden gilt: u, bzw.
I (u,) ist Tensorprodukt aus der Funktion w,, |z bzw. I (u,)|%, die auf der Randhy-
perfliiche K,, lebt, und einer Level-0-Basisfunktion. Der nichttriviale Teil u, |z bzw.
Io(uy)| %, verschwindet nach obiger Konstruktion auf dem Rand seines Definitionsge-
biets K,. Damit haben wir die Interpolation bei inhomogenen Randbedingungen auf
die Interpolation mit homogenen Randbedingungen zuriickgefiihrt und kénnen obige
Ergebnisse wiederverwenden, um folgenden Satz zu beweisen:

Satz 3.1 Die Indexmengen L8 und L) seien definiert durch
IS {eeNd 3k e L mitegk},

(3.32)
- {EENg:EIk e L7 mit £ < k}
D und VAP seien die durch diese Indezmengen und (3.13) definierten Réaume stiick-

weise multilinearer Funktionen. Fiir die Interpolation einer Funktion u € X2([0,1]%)
in V&Y bzw. VP gilt dann

o H @, = 0@ )
Hu— (U)Hg - oe —)

lu—IP W) |z = O@2™ nd?) (3.33)
Ju— 1O W)l om)

Beweis: Zunéchst erd gezelgt dass die Einschrinkung des durch LY baw. L
deﬁmerten Gitters GY bzw. G auf den Rand K,, zu einem niedriger dimensionalen
Gitter GO,n kongruent ist bzw. ein niedriger dimensionales Gitter Géﬁfl enthélt, sofern
n grofl genug ist.

Zunéichst zu Le-basierten Gittern: Als Rand-Level betrachten wir 0.B.d.A. den Level
£=(ly,...,1p,0,...,0) € N&. Er gehort nach Definition (3.32) genau dann zu oty
wenn £ := (lhy .oy lg,1,...,1) zu Lé}% gehort, also die Ungleichung

d/
Ui+ (d—d) < ntd-1

j=1
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Abbildung 3.6: Zerlegung (3.29) einer Funktion u in ihre (Rand-) Projektionen u,,.
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3.3 Optimale Teilrdume und Diinne Gitter

erfiillt ist (vergleiche (3.20)). Fiir den d’-dimensionalen Level €' := ({1, ..., {y) ist dies
gleichbedeutend mit

|£l|1 S n + d/ — 1,
was aber gerade die Bestimmungsungleichung (3.20) fiir Lé}% im Fall von d' Raum-
dimensionen ist. Die Einschrinkung des d-dimensionalen Gitters GV auf den d'-
dimensionalen Rand ist also zu dem d’-dimensionalen Gitter G&T)L kongruent.

Betrachten wir nun energiebasierte Gitter. Die Multiindizes £, £ und £ seien wie
oben definiert. Der Level £ € N gehore zu Léi)fp d.h. nach Definition (3.21) ist

1
-1

£ - -

d/
1
0g5 (Z 4&') < (n—1+d-1)- R log, (4" +4d' — 4) .
j=1

Einfache Umformungen ergeben
, N <, N1 ST 45 4+ 4d — Ad
|£\1+(d—d)—glog2 214a+4d—4d + ¢ logy ST <
j= Jj=

1 1 A" +4d — 4
<(n—-1+d-1)- glog2(4” +4d —4) + glog2 <4n_11 v 4) . (3.39)

Die Ungleichung bleibt erfiillt, wenn man den zweiten Logarithmusterm in der ersten
Zeile streicht. Ferner ist

1
= log,

5

4m 4+ 4d — 4
41 4d — 4

2
) - fir n — oo (3.35)

Fiir n grofl genug hat man also

d/
1 1
|£'|1—|—(d—d')—glog2 (E 4 +4d—4d’> < (n—1+d—1)—glog2(4n+4d—4)+1.

Jj=1

Das ist die Bestimmungsungleichung fiir e P Die Einschrankung des d-dimensio-
nalen Gitters G auf den Rand enhilt also das d'-dimensionale Gitter Géi)qa falls n
grof} genug ist.

Da nun gezeigt ist, dass die Schnitte LB A K » zu niedriger dimensionalen Gittern
Gg/ E), n = O(n), oder Obermengen davon kongruent sind und ferner nach Voraus-
setzung u, | € XZ([0, 1)) gilt, ldsst sich fiir die Projektion des Interpolationsfehlers
eingeschrinkt auf den Rand das folgende asymptotische Verhalten angeben (vergleiche

(3.24)—(3.26)):

| — Ie(w)| 5 |, = O@272-nd™h),
‘|uu|7u - [L<uu)|K7,, ”Lz = 0(2—2n ' nd_1)7 (336)
lul i, — Ie(w)l %l = O@2™).
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Die Normen beziehen sich auf die d’-dimensionalen Mannigfaltigkeiten K.
Nun ist

Uy — Ie(w) = (wle — Ie(w)lg) x ¢ = e x ¢, (3.37)
wobei ¢ ein (d — d’)-dimensionales Produkt von Level-0-Basisfunktionen ist. Fiir das
Tensorprodukt gilt

lew X Flle < llewlloo - 16']]oc; (3.38)
lew X 'l = llewllz, - 91|z, (3-39)

und

d d
lew x ¢ = D N0l 1917, + Y lleli, 10017, (3.40)
=1

i=d'+1
< el 1917, + C - lleulli - 1615 (3.41)

Dabei wurde die Poincaré-Friedrichs-Ungleichung |lev||r, < C - |leu||g benutzt (e,
verschwindet auf 0K,!). Die Konstante C' hidngt nicht von e, ab. Da es sich bei
den ¢’ ausschliefllich um Level-0-Basisfunktionen handelt, sind die Normen ||¢'|,
* € {Leo, Lo, E'}, durch eine Konstante nach oben beschrankt. Verfolgen wir mit die-
sem Wissen die Abschitzungen (3.38)—(3.40) tiber (3.37) und (3.36) zuriick zu (3.31),

erhalten wir die im Satz aufgestellten Behauptungen. 0

Betrachten wir das Gitter GS/®, das zu der in (3.32) definierten Indexmenge LE)
gehort. Es stimmt im Innern von K@ mit dem Gitter G&T/LE) iiberein und besitzt
zusatzlich Randpunkte, die sich aus der Projektion der inneren Punkte auf die Rénder
ergeben. Diese Projektionen sind nach dem Beweis von Satz 3.1 in diinnen Gittern
gleicher oder néichst groflerer Tiefe, jedoch niedrigerer Dimension enthalten. In Abbil-
dung 3.7 ist dies fiir ein dreidimensionales, Lo-basiertes diinnes Gitter veranschaulicht.
Fiir die Anzahl der Gitterpunkte in GY® hat man mit (3.23)

NY = 0@ty +00@0 -0t 4. = 0@ ndh),

NP = 0@ 402" ... = 02"). (3.42)

Man beachte, dass die Anzahl der Summanden gemifl der Zerlegung (3.28) gleich 3¢
ist, also nicht von n abhéngt.

Das asymptotische Verhalten in n von sowohl Interpolationsfehler als auch Gitter-
punktzahl stimmt fiir die Gitter G(%E) und G4/ iiberein, vergleiche hierzu (3.24)-
(3.26) mit (3.33) und (3.23) mit (3.42). Damit bekommen wir fiir das asymptoti-
sche Verhalten des Interpolationsfehlers in der Anzahl der Gitterpunkte N (vergleiche
(3.27)):

lu — IV ()|, = O(N2+[log, NJ*1)
lu = LGl = O(N"2- |logy N"4-1) (3.43)
lu — IMV(W)||g = ONT'-|log, N

lu— IDW)|; = ONY
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3.4 Polynomiale Elemente héherer Ordnung

Abbildung 3.7: La-basiertes diinnes Gitter in 3D. Die Einschréinkung auf die (rechte) Seiten-
fldche ist ein zweidimensionales, Lo-basiertes diinnes Gitter.

3.4 Polynomiale Elemente héherer Ordnung

Die Idee der hierarchischen Teilraumzerlegung und der hierarchischen Basis wurde
in den vorangegangenen Abschnitten fiir den konkreten Fall der Approximation mit
stiickweise linearen Funktionen betrachtet. Sie lésst sich in gleicher Weise fiir die Ap-
proximation bzw. Interpolation mit Polynomen hoheren Grades formulieren. Betrach-
ten wir dazu das folgende allgemeine Konstruktionsschema.

Uber den dquidistanten Gittern G, der Maschenweite hy = 27¢ sei eine Folge von
Interpolationsformeln I, gegeben durch

24
L(u) = Zu<$£,i)’¢£,i
i=0
mit
1, fallsi =17,
(ﬁg,i(l’g,i/) = { (344)
0, sonst.

Die Interpolationen I, sollen ferner die Bedingung

LI = Iy Y>1 (3.45)

37



3 Hierarchische Tensorproduktelemente

erfiillen. Die Raume
Vi = bildI, = span{ey,;,0 <i <2}

bilden damit eine aufsteigende Folge von diskreten Funktionenrédumen.

Die weiteren Ausfithrungen zur hierarchischen Teilraumzerlegung verlaufen nun ana-
log zu der Darstellung in Abschnitt 3.1. Insbesondere sind die hierarchischen Inkre-
mente gegeben durch

W, = blld(]g — ]g_l) = span{qbg,i,i c Jg} .
Fiir die Definition von J; siche (3.2). Ferner hat man die hierarchische Basis

Die hierarchischen Uberschiisse, also die Koeffizienten v,; beziiglich der hierarchischen
Basis, korrigieren den Fehler der Interpolation I, (u) an der Stelle zy;:

v, = Lo(u)(@ei) — Li—a(u)(@es) = w(@es) — L—1(w) (@),

Polynominterpolation nach Lagrange

Der Lagrange-Interpolant einer Funktion u zu einer Menge von n (paarweise verschie-
denen) Knoten ist definiert als das Polynom vom Grad < n — 1, das an den Knoten
mit v {ibereinstimmt. Der maximale Grad des interpolierenden Polynoms iiber Gy ist
damit 2°.

Die Basisfunktionen ¢2;agr) sind gegeben durch

Lagr x-ﬂ?g,'
@) = [ — (3.47)
oo Tei T T
0<5<2
J#i

Die ersten nodalen bzw. hierarchischen Basisfunktionen, die sich aus (3.44) bzw. (3.46)
ergeben, sind in Abbildung 3.8 zu sehen.

Zwei Punkte sind anzusprechen: Erstens ist die Wahl dquidistanter Knoten fiir die
Polynominterpolation hoheren Grades ungeeignet. Sie lassen die Interpolation bei stei-
gendem Polynomgrad rasch instabil werden, was sich darin &uflert, dass der Werte-
bereich der Basisfunktionen, der optimalerweise zwischen 0 und 1 liegt, unbegrenzt
wéchst [45, 23]. Diese Schwéche kann durch die Wahl von Tschebyscheff-Knoten

Te; = —cos(i-2’l-7r), O§i§2£,

behoben werden [21]. Uber die resultierenden Diinngitter-Interpolationsverfahren wird
in [12, 36] berichtet.

Der zweite Punkt bleibt auch dann kritisch: Wéahrend der Tréger der stiickweise
linearen Basisfunktionen ¢,; auf das Intervall [xy; — hy, z¢; + he| der Breite 2h, be-
schriankt ist, hat man hier fiir alle Basisfunktionen

supp ¢2Lagr) = [0,1].

N3
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0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1

0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1

Abbildung 3.8: Nodale (links) und hierarchische (rechts) Basis fiir die Polynominterpolation
nach Lagrange fiir { =1,2,3

Vorausschauend auf die Galerkin-Diskretisierung wiirde dies eine volle Steifigkeitsma-
trix A bedeuten, da nun fiir alle Paare (¢, ') von Basisfunktionen der Matrixein-
trag A(¢,¢’) im Allgemeinen von Null verschieden ist. Fiir diinne Gitter kann die
Multiplikation A - w mit Hilfe von unidirektionalen Algorithmen (Abschnitt 3.6.1)
effizient realisiert werden. Voraussetzung hierfiir sind ebenfalls lokale Trager, d.h.
Supp ;i C (e — he, Tei + hal.

Hierarchische Polynominterpolation

Anstatt alle Punkte, die zu einem Level £ gehoren, als Knoten zu benutzen und den
Interpolanten global, also iiber dem ganzen Intervall [0, 1] zu definieren, schldgt Bun-
gartz [17] vor, den Interpolanten lokal {iber den Intervallen

Joi = [xei — he,x0i + he], 1 €7y,
zu bestimmen und dabei jeweils den Punkt x,; sowie bestimmte Punkte, die bereits

in Gittern der Level £ — 1,/ — 2, ... vorkommen, als Knoten zu benutzen. Wir wollen
dieses Vorgehen im Folgenden prézisieren.
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Y oo ooooo0obPboHodooodoooooooo0o0o0o0oooo d

Abbildung 3.9: Anordnung der Punkte von Gy, £ = 5, in einem Bindrbaum. Der Punkt
x59 und seine hierarchischen Vorfahren sind durch ausgefiillte Kreise gekennzeichnet. Fiir
sie sind ferner die Intervalle Jy; eingezeichnet. Mit ¢ sind die Knoten fiir die hierarchische
Interpolation markiert.

Zunichst werden die inneren Punkte von Gy, wie in Abbildung 3.9 gezeigt, in einem
Baum angeordnet. Die k-te Ebene des Baums, 1 < k£ < /, besteht dabei aus allen
Punkten x € Gy \ Gr—1 = {2k, € I }. Die Blétter des Baums sind die Punkte z,,
i € Jy. Die Kanten des Baums beschreiben lokale Hierarchien. So werden jedem Punkt
Zgi, © € Jp, durch

Sy(0i) == ((+1,2i—1),
So(0,i) = (0+1,2i+1) (3.48)

die Séhne xs, (o5 und ws,(;) zugeordnet. Umgekehrt ldsst sich jedem Punkt x,;, £ > 1,
ein Vaterknoten xv(; zuordnen. Die Punkte

T,y TV(V(L5))s -« -3 LVE=1(0,0)

heiflen dann hierarchische Vorfahren von xy,.
Fir/eN,ieJ,und 0 < j < /¢ —1 definieren wir

Ké’]l) = {:EM} U 0Jp; U aJv(M) u .- u 8ij(g7i),

wobei 0.Jy; aus den beiden Randpunkten des Intervalls J,; besteht. Aus Abbildung
3.9 leicht ersichtlich ist ‘
K| = 3+

Der hierarchische Lagrange-Interpolant ]ép) (u) tiber dem Gitter G wird nun stiick-
weise {iber den Blatt-Intervallen Jy;, ¢ € Jp, definiert: Er ist dort gegeben durch das
Polynom vom Grad < p, das an den Punkten in K 5?2) mit u iibereinstimmt. Zu be-
achten ist, dass sinnvolle Werte fiir den Grad p zwischen 2 und ¢+ 1 liegen. Das heif3t
umgekehrt, dass die Polynominterpolation mit Grad p erst ab Level £ = p — 1 moglich
ist. Insbesondere ist auf Level 0 mit der linearen Interpolation aus den Vorgéngerab-
schnitten zu starten, die in diesem Sinne die ,, Liicke” p = 1 schlief3t.
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Abbildung 3.10: Hierarchische Basisfunktionen fiir die hierarchische Lagrange-Interpolation. Fiir p = 2 (links), p = 3 (Mitte) und
p = 4 (rechts) sind die Basisfunktionen der ersten drei Level dargestellt. Zur besseren Unterscheidbarkeit ist jeweils eine Basisfunktion

dicker gezeichnet. Die Basisfunktionen sind in schwarz gezeichnet, in grau werden die Polynome iiber dem Intervall K é’;_Q) fortgesetzt.
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Man vergewissert sich leicht, dass (3.45) erfiillt ist. Nach Definition der hierarchi-

schen Interpolation I ép ) und wegen Eigenschaft (3.47) stimmt die Basisfunktion gzﬁg?,
© € Jy, iiber dem Intervall J,; mit dem Polynom vom Grad p iiberein, das am Punkt

x¢; den Wert eins besitzt und an den restlichen Punkten von K 272)

Auferhalb von Jy; ist gb((fi) null, das heifit

verschwindet.

supp o) = Jo.

Ferner kann gezeigt werden, dass der Wertebereich fiir alle hierarchischen Basisfunk-
tionen qb“, i € J; gleichméfig beschrénkt ist. Damit ist gewéhrleistet, dass bei be-
schriinkten Koeffizienten die zugehorige Funktion im gleichen Mafle beschrankt ist, die
Darstellung von Funktionen beziiglich dieser Basis also stabil ist. In Abbildung 3.10
sind einige Beispiele fiir Basisfunktionen zu sehen.

Die Verallgemeinerung der hierarchischen Polynominterpolation auf d Dimensionen
erfolgt analog zur stiickweise linearen Interpolation durch einen Tensorproduktansatz:
Tensorprodukte der univariaten Basisfunktionen spannen die Inkrementraume

Wép = span{qﬁu 1€ Jp}

auf. Der Multiindex p erlaubt dabei prinzipiell, den Polynomgrad fiir jede Raumrich-
tung individuell zu wihlen. Wir beschrinken uns auf die isotrope Wahl p = p-1 und
setzen W(p ) Wep Y Erneut kann die Konstruktlon von diskreten Funktionenrdumen
durch eine optimierte Auswahl von Teilrdumen We erfolgen.

Bungartz [17] gibt folgende Indexmengen an (vergleiche (3.20), (3.21) und (3.22))

L = i = {EENGf Sn+d -1}, (3.49)
E IOQZJ 14lj ogo (4™ _
L {EENd;“)'i %s(md—l)—lg%piﬁw}.

Die Indexmenge Lép ;Ll ist beziiglich des Interpolationsfehlers in der L.- und der Lo-
Norm optimiert. L)(p "~/ ist optimal, wenn der Fehler in der Energienorm gemessen wird.

Man beachte, dass L ) fiir den Spezialfall p = 1 mit LOn, der Energie-optimierten
Indexmenge fiir die stuckwelse lineare Interpolation, iibereinstimmt.

Fiir die Interpolation I®*) (u), x € {o0,1, B}, u € Xt (K@), in den durch

vt = 6wy

eec

definierten Rdumen bekommt man die folgenden Aussagen iiber das asymptotische
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Verhalten des Fehlers in Abhéngigkeit von der Zahl der Gitterpunkte [17]:

_ptl

lu— I (W), = O(N d>
||u—1<’”<u>|um — O(N~®*D . |log, N|@+2(-D)y
lu — I8 (w)]| O(N~"T)

— Lo —= d
lu — foﬁf (W, = ON-@V . |log, N|@+2 =Dy (3.50)
u— I W) = O(NH)
lu — f““ (Wl = O(NF-|logy NPD)
Hu—f(pE(u)HE = O(N7?)

Diese Ergebnisse beziehen sich zunéchst auf Funktionen, die auf dem Rand ver-
schwinden. Die Argumentation aus Abschnitt 3.3, wie sie dort fiir die multilineare
Interpolation von Funktionen mit nichtverschwindenden Randwerten gefiihrt wurde,
gilt analog fiir die hierarchische Interpolation mit Polynomen hoheren Grades. So be-
kommt man fiir die aus

L — {e eNY: 3k € LP mit £ < k:}
hervorgehenden Rdume V") und Interpolationsoperatoren I (u),, sofort das gleiche
asymptotische Verhalten (3.50).

Zusammenfassung

An dieser Stelle lohnt eine Zusammenfassung der Ergebnisse aus den vorangegangenen
Abschnitten. Mit Hilfe einer Zerlegung von H'(K?) in endlich dimensionale, hierar-
chisch geordnete Teilrdume wurde der Grundstein fiir die effiziente Gestaltung von
diskreten Ansatzriaumen iiber dem Referenzelement K (9 = [0,1]? gelegt. Durch die
Optimierung des Kosten-Nutzen-Verhéltnisses, also der Approximationsgiite in Rela-
tion zur Anzahl der Freiheitsgrade, konnten Rédume gefunden werden, deren Approxi-
mationseigenschaften denen entsprechender Vollgitter bei weitem iiberlegen sind. So
ergibt sich fiir den Interpolationsfehler, gemessen in der Energienorm, fiir feste Raum-
dimension d und festen Polynomgrad p ein asymptotisches Verhalten von O(N _2)
(Vollgitter) bzw. O(N~P) (energiebasiertes Diinngitter), wobei N die Anzahl der Frei-
heitsgrade ist. Abgesehen von dem sehr erstaunlichen Umstand, dass das Diinngit-
terverfahren fiir beliebiges d das gleiche asymptotische Fehlerverhalten an den Tag
legt, kann man es als Verfahren hoherer Ordnung interpretieren. So entspricht einem
Diinngitterverfahren der Ordnung p ein Vollgitterverfahren der Ordnung d - p.
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3.5 Lokal adaptive Elemente

Die bislang vorgestellten Ansatzriume sind direkte Summen der Inkremente Wép ),
Die Entscheidung, welche dieser Teilrdume in den Ansatzraum konkret aufgenommen
werden, wird dabei im Hinblick auf die Approximation einer Funktion u getroffen,
von der lediglich bekannt ist, dass gewisse ihrer gemischten partiellen Ableitungen
beschrénkt sind. Dieses Vorgehen ist sinnvoll, wenn keine weiteren Informationen iiber
die zu approximierende Funktion vorliegen. Man spricht in diesem Zusammenhang von
einer a-priori-Adaption des Ansatzraums.

Im Gegensatz hierzu steht die a-posteriori-Adaption, die aufbauend auf eine be-
reits gegebene Niherung u € V und der damit verfiighbaren Information iiber u einen
feineren Raum V' O V konstruiert. Insbesondere fiihren lokale Informationen zu ei-
ner lokalen Verfeinerung. Fiir unsere Zwecke bedeutet dies, dass nicht die Inkremente
Wép ) jeweils als Ganzes in den zu konstruierenden Raum aufgenommen werden, son-
dern die Entscheidung iiber die Aufnahme fiir jede Basisfunktion gbgj Z) im Einzelnen
getroffen wird. Wenn u Singularitéten enthélt, verschlechtert sich das asymptotische
Verhalten des Approximationsfehlers fiir regelméfiige Gitter wesentlich. Durch geziel-
tes Einfiigen von Knoten in der Umgebung der Singularititen kann aber ein dhnlich
gutes Approximationsverhalten in der Anzahl der Gitterpunkte erreicht werden, wie es
bei regelmifigen Gittern fiir glatte Funktionen der Fall ist. Dieser fiir die hp-Methode
der FEM bekannte Umstand [39, 48] trifft auch fir diinne Gitter zu [38].

Bevor ein einfacher Adaptionsalgorithmus fiir Diinngitterelemente vorgestellt wird,
soll eine kleine Auswahl von Arbeiten iiber lokal adaptive Diinngitter und ihre Anwen-
dung in verschiedenen Bereichen gegeben werden. Zum einen ist hier die numerische
Behandlung von partiellen Differentialgleichungen im Allgemeinen [5, 14, 46] zu nen-
nen. Fiir die Adaption in Kombination mit dualen Fehlerschétzern sind [19, 38] von
Interesse. Die Anwendung adaptiver Diinngitter bei der Stromungssimulation ist in
[27, 34, 38] beschrieben.

Im Folgenden wird das Prinzip der lokalen Adaption bei diinnen Gittern dargelegt
und ein einfacher Adaptionsalgorithmus vorgestellt. Wir definieren hierzu das lokale,
auf die Basisfunktion ¢, ; bezogene Kosten-Nutzen-Verhéltnis

2
cbr(e,i) = |lof] - ol = (o) - lof)I (3.51)

Im Vergleich zu (3.19) werden die Kosten hier konstant mit 1 bemessen, da es sich
um den Beitrag einer einzelnen Basisfunktion handelt. Die Konstruktion eines opti-
malen Ansatzraums besteht dann analog zu dem in Abschnitt 3.3 Gesagtem darin,
alle Basisfunktionen zu sammeln, die die Bedingung

chr(f,i) > o (3.52)

fiir einen vorgegebenen Schwellwert o > 0 erfiillen.
Dieses Ziel exakt zu erreichen wiirde allerdings die vollstdndige Information iiber
die zu approximierende Funktion erfordern. Vielmehr macht man sich die Eigenschaft

44



3.5 Lokal adaptive Elemente

W S

¢\
\< >/\

Abbildung 3.11: Links: Viter (grau) und Séhne (hellgrau) eines speziellen Punktes (schwarz).
Rechts: Hierarchische Vorfahren (grau) eines speziellen Punktes (schwarz). Sie ergeben zu-
sammen das minimale Gitter, das diesen Punkt enthélt.

zu Nutze, dass die Uberschiisse und damit auch die Beitriige cbr(#, 4) fiir hinreichend
glatte Funktionen exponentiell in |[£€|; fallen, vergleiche (3.11). Ein praktikabler Ad-
aptionsalgorithmus besteht somit darin, ausgehend von einem vorgegebenen Raum
schrittweise neue Basisfunktionen hoheren Levels hinzuzunehmen und dies solange zu
wiederholen, bis von den neuen Basisfunktion keine mehr einen Beitrag grofler als o
liefert.

Im Folgenden wollen wir den Algorithmus konkretisieren. Auf Seite 40 wurden die
Punkte des eindimensionalen Gitters in einem Bindrbaum angeordnet und dadurch
die Begriffe Sohn und Vater eines Knoten definiert. Im Mehrdimensionalen wollen
wir diese Begriffe weiter benutzen und nennen einen Knoten Sohn bzw. Vater eines
anderen Knotens, wenn die Relation entlang genau einer Raumrichtung gegeben ist.
Die Gesamtheit aller Viter, Grofviter, usw. ergeben dann die hierarchische Vorfahren.
Dies wird in Abbildung 3.11 veranschaulicht. Um die Darstellung einfach zu halten,
nehmen wir dabei die Randpunkte als Vorfahren des Punktes z1; = % in die Hierarchie
mit auf, etwa V(1,1) = (0,1) und V(0,1) = (0,0). Ferner wollen wir einen Knoten des
Gitters G als Blattknoten bezeichnen, wenn mindestens einer seiner Schne in G fehlt.

Mit Hilfe dieser Terminologie definieren wir nun den folgenden Algorithmus:
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Algorithmus: adap(G,u, o)

Eingabe: Gitter G,
Funktion u, gegeben durch die
hierarchischen Uberschiisse iiber G,
Schwellwert o

Ausgabe: verfeinertes Gitter G, u iiber G

wiederhole

Fiir alle Blattknoten x¢; von G
Berechne ¢ := cbr (¢, 1)
Falls ¢ > o

Fiige in G alle S6hne von z,; ein

Vervollstandige G
Stelle Funktion v auf GG dar
bis keine neuen Punkte eingefiigt worden sind

Um cbr(€, 2) nach (3.51) fiir die Blattknoten zu berechnen, benétigt man neben den
hierarchischen Uberschiissen die Normen der Basisfunktionen. In [17] werden hierfiir
folgende Abschéitzungen gegeben:

|22, = o
) LOO
|62 = cun-2en (3.53)
) LQ
1/2
orl], < cozen (0]

Die auftretenden Konstanten héngen nur von d ab, nicht aber von p und £, so dass
wir fiir den Beitrag cbr(£, ) folgende vereinfachte Formel verwenden kénnen:

( 2
(vg? ) fiir die Lo.-Norm,
2
cbr(€, 1) = (véf?) - 27Heh fiir die Ly-Norm, (3.54)
) 9— €1 4 AL fir die B .
| (vei) DI tir die Energienorm.

Die Zeile ,, Vervollstindige G “ nach dem Einfiigen der neuen Knoten bedarf noch
einer Erkldrung: Analog zur Bedingung (3.14), die es bei der Konstruktion von An-
satzrdumen aus den Inkrementen We(p ) einzuhalten galt, muss auch bei der lokalen
Erweiterung des Ansatzraums darauf geachtet werden, dass keine Unterbrechungen
in der Hierarchie auftreten. Das heifit, dass mit jedem Knoten eines Gitters G auch
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seine hierarchischen Vorfahren in G enthalten sein miissen. Werden einem hierarchisch
vollstéandigen Gitter neue Knoten hinzugefiigt, muss in der Regel im Anschluss dar-
an noch sicher gestellt werden, dass das so verfeinerte Gitter auch alle hierarchischen
Vorfahren der neuen Knoten enthalt.

Die Notwendigkeit zur Vervollstdndigung wirft an dieser Stelle die Frage auf, ob
die in (3.51) als konstant angesetzten Kosten pro neu hinzugefiigter Basisfunktion
gerechtfertigt ist. Die Anzahl aller hierarchischen Vorfahren von x,; ist gegeben durch

(vergleiche Abbildung 3.11)
d

[ +2).

j=1
Sie ist eine obere Schranke fiir die Zahl der zusétzlich aufzubringenden Gitterpunkte.
Bei unserem Algorithmus ist wenigstens einer der Véter bereits im Ausgangsgitter
vorhanden. Damit reduziert sich die obere Schranke auf

H (6] + 2)7

j=1,...,d
ik

wenn k die Richtung der Vater-Sohn-Beziehung ist. Da es im Allgemeinen schwierig
ist, die Zahl der zusétzlichen Knoten verniinftig abzuschétzen — gerade, wenn mehr als
nur ein Punkt auf einmal verfeinert wird und gemeinsame Vorfahren beriicksichtigt
werden miissten — bleiben wir dabei, die Kosten pro verfeinertem Punkt wie in (3.51)
als konstant anzusetzen.

Damit der Algorithmus terminiert, miissen die Beitréige cbr(£, ) abfallen. Ist u €
XPH(K@) (siehe (3.12)), so geniigen die hierarchischen Uberschiisse der Abschitzung

0| < € 27EFE Lyl o (3.55)

mit einer Konstanten C, die nur von p und d, aber nicht von £ oder u abhéngt [17].
Damit haben wir zuniichst eine globale Aussage iiber das Verhalten der Uberschiisse
Uéﬁ-), zumal in (3.55) das Supremum der gemischten Ableitungen iiber ganz € ein-
geht. Fiir die lokale Adaption benétigen wir allerdings eine lokale Aussage. Hierzu
erinnern wir uns, dass der hierarchische Uberschuss vg; mit dem Interpolationsfehler
w(zp;) — L—1(u)(xy,;) tibereinstimmt. In der Abschétzung (3.55) muss demnach das
Supremum nicht global genommen werden, sondern lediglich iiber dem kleinsten In-
tervall, das alle Stiitzstellen von I,_; enthilt. In der Notation von Abschnitt 3.4 ist
das das Intervall Jyp-1(¢;. Im d-dimensionalen Fall ist das Supremum entsprechend
iiber dem Quader
ng) = ‘]Vp’l(fl,il) X X JVp’l(fd,id)

zu bilden. Man hat dann

[of)] < €27 ‘U| »)

£,

(3.56)

Fiir jeden Sohn (£',4') von (£,1) ist offensichtlich

Qpy © Qi

47



3 Hierarchische Tensorproduktelemente

und damit

u .
|Q§I,’)i/ i l(p+r1)1
’ (p+1)1700 ’ p 100

Wegen |€'|; = |£] + 1 hat man dann mit (3.56)

R < 02, ~ ) (357)
, i |(p+1)-1,00 ’
Mit (3.54) bekommen wir
cbry_ (€, 1) 2
oo I 2 (p+1) 358
chry_ (€, ") ’ (3.:58)
cbrr, (£, 9) ~  92ptD)+1 (3.59)

CbI"L2/E(£/, Z/)

Mit dem Zeichen =~ wird dem Umstand Rechnung getragen, dass eine echte Ab-
schitzung eine zu (3.56) dhnliche Abschitzung nach unten erfordern wiirde. Streng
genommen ist (3.57) im asymptotischen Grenzfall [£|; — oo zu verstehen, eine Aussa-
ge fiir kleine €|, ldsst sich damit nicht ableiten. Fiir die Praxis bedeutet dies, dass es
letztendlich in der Verantwortung des Benutzers liegt, dem Adaptionsalgorithmus ein
bereits hinreichend feines Gitter vorzugeben, damit die Uberschiisse an den Blittern
und an deren hierarchischen Nachfahren das asymptotische Verhalten (3.57) wieder-
geben und der monotone Abfall der Beitréige cbr(€, 1) gewihrleistet ist.

Zur Steuerung des Schwellwerts o

Fiir eine feste Schranke ¢ bricht der Algorithmus auf Grund des exponentiellen Abfalls
der Beitrage cbr(£, ¢) nach einer endlichen Zahl von Verfeinerungsschritten ab. Um die
Approximation noch weiter zu fithren, kann der Algorithmus mit dem Ergebnis aus
dem ersten Durchlauf und einem niedrigeren Wert fiir ¢’ erneut gestartet werden. Nach
(3.58) und (3.59) empfiehlt es sich 0’ = o - 272+ bzw. ¢/ = o - 272P+D=1 7 wiihlen.
Dieses Vorgehen erzeugt in der Regel eine Folge von Gittern, bei der die Zahl der
Gitterpunkte nur langsam zunimmt, weil die Zahl von zu verfeinernden Blattknoten
von Schritt zu Schritt tendenziell abnimmt, solange o festgehalten wird. Da aber bei
jeder Verfeinerung die Approximation von u neu berechnet werden muss, ist man an
einer moglichst raschen Zunahme von Gitterpunkten interessiert. In der Praxis hat
es sich deshalb als giinstig erwiesen, o bereits bei jeder Verfeinerung neu zu wéhlen.
Ein sinnvoller Wert ist dabei der grofite Beitrag cbr(£, %) an den Blattknoten dividiert
durch 2201 bzw, 22D+

Abbildung 3.12 zeigt den durch die lokale Adaption erreichten Leistungsvorsprung
an Hand der Interpolation der Funktion

u(z,y) = Im(2%3), z=2(r+1iy) — 1. (3.60)

Durch die Adaption erreicht man ein Konvergenzverhalten beziiglich der Zahl der
Gitterpunkte, wie es sonst fiir glatte Funktionen gelten wiirde.
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Abbildung 3.12: Links oben: Funktion u mit Wurzelsingularitéit. Rechts oben: Interpolations-
fehler in Lo-Norm bei gleichméfiger und bei adaptiver (lokaler) Verfeinerung. Unten: Fehler
bei regelméBigem Diinngitter (1281 Gitterpunkte) und bei adaptivem Diinngitter (1114 Git-
terpunkte)
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3.6 Algorithmische Betrachtungen

In diesem Anschnitt sollen die wichtigsten Algorithmen beschrieben werden, die fiir die
Implementierung des im folgenden Kapitel beschriebenen Finite-Element-Verfahrens
von entscheidender Bedeutung sind. Dabei handelt es sich zunéchst um Algorithmen
zur Auswertung von Integralen, wie sie in der schwachen Formulierung eines Rand-
wertproblems vorkommen. Diese Algorithmen wurden unter dem Stichwort ,, Unidirek-
tionales Prinzip“ erstmals in [5, 6] beschrieben und spéter in [15, 17] weiterentwickelt.
Wegen der auflerordentlichen Bedeutung dieser Algorithmen fiir ein effizientes FE-
Verfahren werden sie in Abschnitt 3.6.1 eingehend beschrieben. Der Abschnitt 3.6.2
zeigt, wie diese Algorithmen fiir eine erweiterte Klasse von Funktionalen ausgebaut
werden konnen, bei denen noch ein zusétzlicher Faktor im Integral auftaucht. In den
Abschnitten 3.6.3 und 3.6.4 wird kurz erldutert, wie der Wechsel von der hierarchi-
schen in die dehierarchische Basis und umgekehrt sowie diskrete Ableitungsoperatoren
mit unidirektionalen Algorithmen realisiert werden. Schliellich wird in Abschnitt 3.6.5
dargestellt, wie die Algorithmen zu den transponierten Operatoren zu finden sind.

3.6.1 Auswertung bestimmter Integraloperatoren

Im Folgenden sei G ein diinnes Gitter iiber [0,1]? und V ein dariiber definierter dis-
kreter Funktionenraum. Zur Identifikation der Basisfunktionen benutzen wir der Ein-
fachheit halber den zugeordneten Gitterpunkt, setzen also ¢, := ¢g;, wenn r = x, ;.

Gesucht ist ein Algorithmus, der zu einer Funktion v € V., gegeben durch ihre
hierarchischen Uberschiisse u,, r € G, séimtliche Integrale

vy = D*u(z) DP¢,(z) de, red (3.61)

[0,1]¢

berechnet und dies mit einem Aufwand O(V) erreicht, wenn N die Anzahl der Git-
terpunkte ist.

Der eleganteste Ansatz fiir die Berechnung der v, basiert auf dem sogenannten
unidirektionalen Prinzip, bei dem das Integral in (3.61) unter Ausnutzung der Tensor-
produkteigenschaft der Basisfunktionen auf eindimensionale Integrale zuriickgefiihrt
wird. Diese eindimensionalen Integrale konnen ihrerseits mit jeweils zwei Durchlédufen
durch die Datenstruktur an allen Knoten ausgewertet werden. Auf den néchsten Seiten
wird dies préazisiert. Wir starten mit dem Spezialfall d = 1.

Der eindimensionale Fall

Sei u gegeben durch

u(z) = ZUT - o ().

reG

Die Knoten r seien dabei in einem Baum angeordnet mit den daraus resultierenden Be-
zeichnungen wie , Nachfahre® oder ,, Vorfahre* eines Knoten (vergleiche Abschnitt 3.4).
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~\ 0
seq,
s ist Nachfahre }

Uy von r = U,
u D Uy ¢7‘
D Z Us - Qbs = U
s€G,
s ist Vorfahre
® von 7
r
Abbildung 3.13: Zur Zerlegung von u|supp ¢, in die Anteile T, und u,
Zur Auswertung des Integrals
v = (u,¢p) = D%u(z) D’ ¢, () dx (3.62)

(0,1]

geniigt es, die Einschrankung von u auf das Intervall T, := supp ¢, zu betrachten. An
Hand von Abbildung 3.13 erkennt man sofort, dass fiir x € T} die Darstellung

u(z) = Z us - os(x) + up-o(x) + Z Us - Ps() (3.63)

seq, seq,
s ist Vorfahre s ist Nachfahre
von r von r
vV - ~ Vv
=: U, () =: u,(z)

gilt. Damit haben wir die folgende Zerlegung des Integralwerts v,.:

Uy = <ﬂra¢r> + <Qr7¢7“>

Der Anteil @, ldsst sich wihrend eines Baumdurchlaufs von oben nach unten (top-
down) an allen Knoten r im Gitter rekonstruieren. Dazu startet man fiir die Rand-

knoten r € {0,1} und fiir den Mittelknoten r = % mit dem linearen Polynom

ﬂr = Ug - ¢0 + ug- ¢1 (364)
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und nutzt beim weiteren Abstieg, dass fiir ein gegebenes u, die Funktionen g, ) und
Us,(y) fiir die S6hne von r durch die folgenden Beziehungen gegeben sind:

asl(T) - (UT _I_ ur'¢r) |T51(T)7

_ _ (3.65)
USQ(T) - (uT’ + u’l”.qbr) |T52(T>'

Die Funktionen %, sind Polynome iiber 7, und werden im Rechner durch die Koef-
fizienten beziiglich einer geeigneten Basis dargestellt,

u, = a'f, (3.66)

mit dem Koeffizientenvektor a, = (a% ...,a?)T € RPT! und dem Vektor
f=(f° ..., /)" aus p + 1 Basispolynomen f7 : T, —R. Hier ist p der Grad der
Polynome. Die triviale Basis {f7(z) = 27} ist zwar vom Knoten r unabhingig, hat
aber den Nachteil, dass die Darstellung der u, mit zunehmender Baumtiefe instabil

wird. Besser geeignet ist die Basis

Fi(z) = % (”’h_ry re(0,1) (3.67)

wobei h, die halbe Lénge des Intervalls 7, ist. An den Randpunkten r € {0,1} wird
die Basis vom Mittelknoten r = % itbernommen, also per Definition

fh==5h ="

gesetzt. Fiir verschiedene Knoten 7 unterscheiden sich die f7 im allgemeinen, jedoch
lassen sich je zwei Basispolynome fJ und fJ/ durch Translation und Streckung bzw.
Stauchung ineinander iiberfithren. Konkret hat man fiir die Einschréankung der Basis-
polynome in f, auf die den S6hnen von r zugeordneten Intervallen die Transformati-
onsregeln

fT’Tsl(r) = Ry fs,();
Felrs, oy = B2 Fsu(r),

mit Matrizen R;, R, € RP*DX(P+D) gegeben durch ihre Eintriige (0 < i,j < p)

R :{ =] 27" fallsi > j

0, sonst,
—= 27" fallsi >
_R i = (17])! ’ -
200 { 0, sonst.

Es handelt sich also um untere Dreiecksmatrizen.
Die Basisfunktionen ¢, lassen sich, sofern p > 2 ist, ebenfalls beziiglich f, darstellen,
also
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Hier zahlt sich die spezielle Definition der Basis f. nach (3.67) aus. Denn bei fes-
tem Polynomgrad p im Ansatzraum sind die Basisfunktionen ¢,, die auf einem Level
¢ > p — 1 sitzen, bis auf Translationen und Stauchungen Reproduktionen von Basis-
funktionen des Levels ¢ = p — 1, vergleiche hierzu Abbildung 3.10 auf Seite 41. Dies
hat zur Folge, dass die Koeffizienten b, beziiglich der Basis f;. ab ¢ > p— 1 die gleichen
wie fiir / = p — 1 sind und somit nur einmal tabelliert werden miissen. Dies gilt auch
fiir stiickweise lineare Basisfunktionen. Allerdings sind sie keine Polynome und haben
damit keine Darstellung der Art (3.68). Fiir sie muss entweder die Basis f, geeignet
erweitert werden, oder man denkt sich die Hiite aus linearen Polynomen iiber dem
linken und rechten Halbtréger zusammengesetzt.

Damit sind wir nun in der Lage die rekursive Rekonstruktion der @, mit Hilfe ih-
rer Koeffizienten a, zu formulieren, wie sie fiir die Implementierung des Algorithmus
benotigt wird. Wir starten fiir die Randknoten r € {0, 1} sowie fiir den Knoten r = %

2
mit
a, = (0.5 (ug+1u1),0.5 (u; —ug),0,...,0)%, (3.69)

was dem linearen Polynom (3.64) entspricht. Setzen wir (3.66) und (3.68) in (3.65)
ein, so erhalten wir

Us,(r) = aéﬁ(r)fsm) = a' Rifs,) + ur- b Rifs, (),
Usy(r) = gy = @ Rofsy,r) + tr- b Rofsyry,
und damit fiir die Koeffizienten die Rekursionsvorschriften
a’sl(’r‘) - R,{ : (a'T + Uy - b?")?
as,) = By (@ + u.-by).
Der zu berechnende Wert (,, ¢,) ergibt sich zu
<Er7¢r> = bngara
wobei M, € RP+D)x(P+1) gegeben ist durch
Mr,ij = < gaf;> (370)

Kommen wir nun zum Anteil, den u, zu v, beitriagt. Dieser lasst sich ebenfalls in
einem Baumdurchlauf an allen Knoten r auswerten, diesmal allerdings mit einem Da-
tentransfer von den Bléttern in Richtung Wurzel (bottom-up). Die Rekursionsvorschrift
lautet

Up - Pr, falls r keine Sohne besitzt,
B Uy - Oy + ug, () falls linker Sohn von r existiert, nicht aber rechter,
L Uy O + Ug, (r) falls rechter Sohn von r existiert, nicht aber linker,

Uy - Qr + Ug, ;) + Us, () falls beide S6hne von r existieren.

Mit Hilfe der Koeffizienten b, von ¢, hat man

(Up, &r) = tr - (Dry ) + (Us (), b, Fr) + (Usyr), b Fr), (3.71)
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wobei der zweite bzw. der dritte Summand wegfallen, wenn die entsprechenden Schne
von r nicht existieren. Diese Form ist fiir die Auswertung von (u,,®,) noch nicht
geeignet, weil die Faktoren in den beiden letzten Bilinearformen auf unterschiedlichen
Leveln leben. Statt der Rekursion (3.71) berechnet man an jedem Knoten zunéchst
den Vektor

Cr = <Qr7f7“>'

Man erhalt ihn aus der Rekursion

¢ = U (o fr) + <Q51(7”)’fr> + <Q52(r)7fr>
= U (O fr) + (us, )y Bafsi) (s, Bofsoim)
= (¢ fr) + Rics,) + Racsy
= u,- Myb, + Rics, vy + Racs,(.

Mit Hilfe von ¢, berechnet man dann den gesuchten Wert

Damit ist der Algorithmus zur Berechnung der v, aus den u, vollstdndig beschrie-
ben. Die beiden Teilalgorithmen TopDown und Bottom Up sind in Abbildung 3.14 noch
einmal schematisch dargestellt. Wir fassen zusammen: Die Berechnung erfolgt in zwei
Baumdurchlaufen, einmal mit Datentransport von oben nach unten, einmal mit Daten-
transport in der entgegengesetzten Richtung. Jeder Knoten wird also genau zweimal
besucht. Je Knoten und Durchlauf sind Matrixmultiplikationen mit M, und R; bzw.
R, auszufiihren. Da es sich bei diesen Elementarmatrizen um (p+1) x (p+1)- Matrizen
handelt, ist die Rechenzeit pro Knoten von der Ordnung p?. Insgesamt belduft sich
der Rechenaufwand fiir die Auswertung der Integrale an allen Punkten auf O(N - p?),
wenn N die Anzahl der Gitterpunkte ist. Im Hinblick auf den Speicheraufwand ist
folgendes festzustellen: Die Datenvektoren a, bzw. ¢, haben die Lange p+ 1 und wer-
den auf einem Stack gespeichert, dessen maximale Liénge mit der Tiefe des Baums
iibereinstimmt. Der Speicheraufwand fiir die Hilfsvariablen ist also mit O(p - log, V)
anzusetzen, wenn N die Anzahl der Knoten ist und der Baum hinreichend ausbalan-
ciert ist.
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Algorithmus: TopDown

Algorithmus: BottomUp

Eingabe: Gitter G, u, fiir aller € G
Ausgabe: U, = (U, ¢,) fur alle r € G
Fir r € {0,1}

Setze a, wie in (3.69)
Berechne v, = b M, a,

Falls 1 € G
Setze ay wie in (3.69)
Rufe Rekursion fir r = % mit Datenvektor a1 auf

Ende

Rekursion Start
Berechne 7, = bl M, a,
Falls linker Sohn 8;(r) existiert

Berechne ag, () = RT . (a, +u,-b,)
Rufe Rekursion fir Knoten 8;(r)
mit Datenvektor as, () auf

Falls rechter Sohn 85(r) existiert
Berechne ag, ) = R3 - (@, + u, - b,)

Rufe Rekursion fir Knoten 85(r)
mit Datenvektor as,(,) auf

Rekursion Ende

Eingabe: Gitter G, u, fir aller € G
Ausgabe: v, = (u,, ¢, fiir aller € G
Falls 1 € G

Rufe Rekursion fur r = % auf und
hole Datenvektor cL

Fiir r € {0,1}
Berechne v, = bTT c., wobei ¢y = ¢; = c1

Ende

¥

Rekursion Start
Setze ¢, = u, - M,.b,
Falls linker Sohn 8;(r) existiert

Rufe Rekursion fiir Knoten 8;(r) auf und
hole Datenvektor cg, )
Addiere R;cg, () zu ¢,

Falls rechter Sohn 8,(r) existiert

Rufe Rekursion fiir Knoten 82(r) auf und
hole Datenvektor cs,
Addiere Rycs, () zu ¢,

_ T
Berechne v, = b, ¢,
Rekursion Ende

Abbildung 3.14: Die Algorithmen ,, TopDown* und ,,BottomUp*
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Der Fall beliebiger Dimension
Um nun fiir beliebige Raumdimension d die Werte
Uy = D%u(x) DPo,(z) dz, red, (3.72)
[0,1]4
zu berechnen, wird die Tensorprodukteigenschaft der ¢, ausgenutzt. Damit haben wir

D g 0 (@) - 0 (wg) - O (@) - S0 (2g) dary - - - .

oy ¢

Durch Umsortieren erhalten wir

/2(/

s1€G1 22=0

( / D ua 00 (xa) - 95 (24) dag

82€G2 81 — sdGGd(S1 ..... Sd— 1)

) .¢g§zz)<$2) . ¢£§2)(x2) d@) -qbgcl”)(x ) gzb(ﬁl)(xl)dxl? (3.73)

wobei
G = {s1€[0,1]:3s €[0,1]*! mit (s,5") € G},
Ga(s1) = {sy€10,1]:3s" €[0,1]* 2 mit (s1, s9,5") € G},
Gd(sl,---,sd—l) = {Sd € [0,1] : (81,...,8(1,1,80{) € G}

Angesichts der Darstellung (3.73) liegt die Versuchung nahe, die Integrale von innen
nach auflen dadurch zu berechnen, dass man den fiir d = 1 formulierten Algorithmus
nacheinander entlang der Gitterlinien in den Richtungen x4, x4_1, ..., 1 anwendet.
Der 1D-Algorithmus war aber so ausgelegt, dass er die Werte v, genau an den Punk-
ten 7 liefert, wo auch hierarchische Uberschiisse u, vorhanden sind. In (3.73) wiirde
dies nicht ausreichen, da etwa 74 nicht notwendig in Gg4(sq,...,Sq4-1) liegt. Dieses
Problem kann behoben werden, indem man nicht wie in (3.73) nur nach Raumdimen-
sionen sortiert, sondern auch die hierarchische Relation zwischen den Knoten  und
s beriicksichtigt. Dies soll im Folgenden prézisiert werden.

Hierzu definieren wir fiir je zwei Knoten r, s € [0, 1]¢

s >r <= s ist Vorfahre von r,

s<pr <«= s =roder s ist Nachfahre von r.

Zur Erinnerung an die Begriffe ,, Vorfahre* und , Nachfahre* eines Knoten im Mehr-
dimensionalen sieche Abbildung 3.11 auf Seite 45. Man beachte, dass die Menge
{s:s>roder s <r}im Allgemeinen eine echte Teilmenge von G ist.
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Die Zerlegung (3.63) ldsst sich damit im Mehrdimensionalen analog formulieren.
Hier ist fir x € T,., r € G

= Y udi(z) + Y usdil(@). (3.74)

s>r s<r

Fiir unsere Zwecke besser geeignet ist eine Zerlegung, bei der nur nach Vor- und
Nachfahren entlang der ersten Raumkoordinate getrennt wird:

u(z) = u(x,2) = E E U(sy,s") Gs, (1) - o (")
51€[0,1], sEOI]d 1
(s1,7)€QG, (s1,s )EG
S1>T1 ¢/>¢/ oder s'<r!

+ Z Z U(sq,s") ¢51 (.1'1) : ¢8’ (x/) (375)

s'e[0,1]9-t,  s1€[0,1],

(r1,s )eG (s1,8")€q,

§'>r’ oder s'<r’ S1<T1
Zur Erlduterung siehe auch Abbildung 3.15. Man vergewissere sich, dass die Reihen-
folge der Summation in den Doppelsummen nicht vertauscht werden darf, also insbe-
sondere die Summation iiber s; > r; auflen, die Summation iiber s; < r; innen stehen

muss, da sonst nicht alle Knoten beriicksichtigt werden, die zu u beitragen.

Setzt man (3.75) in (3.72) ein, erhélt man fiir die erste Doppelsumme den Beitrag

1
/ > { / DRI R COREEAIC dx’} L@ (@) - 9 (1) vy,
= s1€[0,1], " s'elo,1
1=0 e @bt ol )]EG
S1>T1 s'>r! oder s'<r!

fiir die zweite Doppelsumme entsprechend

1
> { / D U 85 (@) - ¢ (1) dasl} ¢S (@) 0l (2!) da.
x'€[0,1]4-1 S(G[O 1)]:G » Nz1=0 (2176[()) 1€]G

s'>r" oder s'<r’ s1<r1
Betrachten wir zunéchst die Integrale in x;-Richtung. Diese sind nun von der Art,
wie sie mit dem fiir d = 1 beschriebenen Algorithmus ausgewertet werden konnen.
Das heifit insbesondere, dass nur Werte an Knoten r; zu berechnen sind, an denen
auch Uberschiisse (zweite Gleichung) bzw. vorberechnete Werte von Integralen in den
anderen d — 1 Raumrichtungen (erste Gleichung) sitzen. Was die (d —1)-dimensionalen
Integrale betrifft, so stellt man fest, dass diese die gleiche Form wie das urspriinglich
zu berechnende, d-dimensionale Integral haben. Um dies nachzuvollziehen, setze man
etwa (3.74) in (3.72) ein.

Damit ist das d-dimensionale Problem zerlegt in ein eindimensionales und ein (d—1)-
dimensionales Problem. Das eindimensionale Problem kann mit dem oben beschriebe-
nen Algorithmus behandelt werden. Das (d — 1)-dimensionale Problem hat die glei-
che Form, wie das d-dimensionale. Ein Algorithmus, der das d-dimensionale Problem
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Abbildung 3.15: Zur Zerlegung (3.75): Betrachtet wird ein fester Knoten r = (r1,7’). Im
Baum fiir die x1-Achse (oben) sind die Knoten s1 > r; mit ,+“ gekennzeichnet, die Knoten
s1 < r; mit ,—“. Im Baum fiir die x’-Achse sind die Knoten s', fiir die s’ > r’ oder s’ < r’
gilt, durch schwarz berandete Kreise ausgewiesen. Alle im Gitter gekennzeichneten Knoten
tragen zu u auf dem Tréiger von ¢, bei. Die erste Doppelsumme in (3.75) lduft iiber die mit
-+ ¢ gekennzeichneten Knoten, die zweite Doppelsumme iiber die mit ,—“ gekennzeichneten.

16sen soll, wird dies also iiber eine Rekursion in d tun, das Problem also sukzessive
auf das (d — 1)—, (d — 2)-, usw. -dimensionale Problem zuriickfithren, bis schlieflich
d = 1 erreicht ist, und der 1D-Algorithmus zum Zuge kommt. In Abbildung 3.16
ist dieser Algorithmus schematisch dargestellt. Das Vorgehen, ein mehrdimensionales
Problem auf eindimensionale Problem zuriickzufithren, wird als unidirektionales Prin-
zip bezeichnet und ist fiir das Finite-Elemente-Verfahren mit Diinngitterelementen von
grundlegender Bedeutung: Dadurch stehen Algorithmen fiir die Funktionalauswertung
zur Verfiigung, die zum einen einfach sind, weil sie im Grunde genommen nur fiir d = 1
formuliert werden miissen, und zum anderen duflerst effizient sind in dem Sinn, dass
die Rechenzeit je Gitterpunkt durch eine Konstante beschrankt ist. Insgesamt hat
man fiir die einmalige Auswertung der Integrale an allen Punkten des Gitters einen
Rechenaufwand O(d - N - p?) sowie einen Speicheraufwand O(d - N) fiir die d Kopien
und O(p - log, N) fiir den Stack.
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3.6 Algorithmische Betrachtungen

Algorithmus: Unidir

Eingabe: Gitter G, v = (uy)req,

a7 B?

aktuelle Integrationsrichtung ¢
Ausgabe: Werte v,., r € G, in Vektor u

Kopiere u nach o’
Fiir alle Gitterlinien in GG in Richtung ¢

Fiihre dort BottomUp mit w und den
Parametern «;, 3; durch

Falls i < d
Rufe Unidir iiber v mit Integrationsrichtung ¢ + 1 auf
Rufe Unidir iiber w’ mit Integrationsrichtung i + 1 auf

Fiir alle Gitterlinien in G in Richtung ¢

Fiithre dort TopDown mit u' und den
Parametern «;, ; durch

Setze u := u + u’

Abbildung 3.16: Der Algorithmus ,,Unidir“. Vom Hauptprogramm ist er mit Integrations-
richtung i = 1 zu starten, die Rekursion tiber die anderen Raumrichtungen wird vom Algo-
rithmus gesteuert.

3.6.2 Erweiterte Funktionale
Die Algorithmen aus dem vorangegangenen Abschnitt lassen sich auch fiir Funktionale
der Art
weo= Y / cap(®) - D*u(x) - DPoy () da. (3.76)
[0,1]

0<|ex|1,|B1 <1
formulieren, sofern die Funktionen cog Tensorprodukte univariater Funktionen sind,
also die Darstellung
cap(®) = Capi(®1) - - CapalTa)-

besitzen.
Hierzu ist es lediglich nétig, die eindimensionalen Funktionale

(06r) = [ coaala) - Dula) - Do) da
(0,1]
exakt auszuwerten, vergleiche (3.62). Hierfiir werden die elementaren Integrale

Moy = AR5} = [ canala) Dfi) - D)

[0,1]

benotigt, vergleiche (3.70). Sind diese nicht analytisch gegeben, so lassen sie sich nu-
merisch wie folgt approximieren: Man nutzt aus, dass das Produkt D fi(z) - D® fI(z)
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wiederum ein Polynom ist,
Do fi(x)- DPfl(z) = €'f,

wobei die Basis f, auf der rechten Seite nun Polynome bis zum Grad 2 - p enthélt. Hat
man fiir jedes r die Werte

d, = / capi() - frdx, (3.77)
[0,1]

bekommt man sofort M, ;; = ef d,. Nun hat das Funktional (3.77) die aus dem letzten
Abschnitt bekannte Form (3.62), wobei hier cog ) die Rolle von w tibernimmt, f, die
von ¢,. Die Zahlen d, lassen sich deshalb wie dort beschrieben durch einen TopDown-
und einen BottomUp-Durchlauf berechnen.

Insgesamt hat man also folgendermafien vorzugehen: In einer Setup-Phase sind ein-
malig die Elementarmatrizen M, fiir jeden Faktor cagr, 1 < k < d zu berechnen. Dies
geschieht auf einem eindimensionalen Gitter, das mindestens so fein ist wie die feinste
aller Gitterlinien im Gitter GG. Die Auswertung der Funktionale 3.76 erfolgt dann mit
den unidirektionalen Algorithmus aus dem letzten Abschnitt.

3.6.3 Basistransformation

Der Wechsel von der hierarchischen Basis in die dehierarchische Basis und umgekehrt
ist eine der grundlegenden Operationen. So liegen Eingabedaten in der Regel in de-
hierarchischer, nodaler Form vor und miissen fiir die bislang vorgestellten Algorithmen
hierarchisiert werden, also in der hierarchischen Basis dargestellt werden. Umgekehrt
sind fiir die Ausgabe einer Losungsfunktion nur die Funktionswerte und weniger die
hierarchischen Uberschiisse an den Knoten von Interesse. Hier muss also dehierarchi-
siert werden.

Betrachten wir zunéchst den Fall d = 1. Sei r ein Knoten des Gitters. Aus der
Zerlegung 3.63 bekommt man fiir z = r den Zusammenhang

u(r) = Z us - ps(z)  + uy,

s ist Vorfahre
von r

fiir den Funktionswert u(r) und den hierarchischen Uberschuss u,. Mit Hilfe eines
TopDown-Durchlaufs lassen sich damit die hierarchischen Uberschiisse in die noda-
len Werte bzw. die nodalen Werte in die Uberschiisse iiberfithren. Der BottomUp-
Durchlauf entfiallt wegen der fehlenden Abhéngigkeit von den hierarchischen Nachfah-
ren des Knotens.

Fiir den Fall beliebiger Dimension sind die TopDown-Durchldufe zunéchst entlang
aller Gitterlinien parallel zur z;-Achse zu absolvieren, dann entlang aller Gitterlinien
parallel zur z5-Achse usw. Dies entspricht dem Algorithmus Unidir (Abbildung 3.16),
wobei die BottomUp-Durchlédufe hier entfallen und aus diesem Grund der rekursive
Algorithmus zu einer einfachen Schleife iiber die Raumrichtungen entartet.
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3.6.4 Ein diskreter Differentialoperator

Die in diesem Kapitel eingefithrten Funktionen iiber diinnen Gittern sind von stiick-
weise polynomialer Gestalt. An den Gitterpunkten sind sie im Allgemeinen nicht dif-
ferenzierbar. Dort existieren allerdings die linksseitige bzw. rechtsseitige Ableitung.
Der folgende diskrete Differentialoperator ist daher fiir Funktionen w, die iiber diinnen
Gittern gegeben sind, wohldefiniert:

falls z; =0,
(Diu)(z) = a(l)u(w , falls z; = 1,
(0P u(z) + 0 u(x))/2, sonst.

Mit af’“’ und 82-(1) sind dabei die rechts- bzw. linksseitige partielle Ableitung in
Richtung i bezeichnet. D;u stimmt an den Punkten, wo u differenzierbar ist, mit der
Ableitung O;u iiberein. An den Gitterpunkten liefert D;u Approximationen fiir 0;u*,
wenn u* eine glatte Funktion ist und u ihr Diinngitterinterpolant.

Um fiir eine Diinngitterfunktion u an allen Gitterpunkten r den Wert (D;u)(r) zu
berechnen, ist wie folgt vorzugehen: Sei u beziiglich der hierarchischen Basis gegeben.
Im Fall d = 1 hat man analog zu (3.63) die Zerlegung

u'(r) = U(r) + u(r).

In einem TopDown-Durchlauf werden die Werte @,.(r) bestimmt, in einem BottomUp-
Durchlauf die Werte . (r). Im Falle hoherer Dimension ist zuerst entlang aller Gitter-
linien parallel zur x;-Achse der eindimensionale Algorithmus anzuwenden. Anschlie-
Bend muss entlang der Gitterlinien der verbleibenden Richtungen dehierarchisiert wer-
den. Diese Reihenfolge ist fiir die Korrektheit des Algorithmus entscheidend: Der
BottomUp-Durchlauf beim Differenzieren muss fiir den richtigen Informationsfluss im
Gitter vor den TopDown-Durchldufen des Dehierarchisierens stattfinden.

Der beschriebene Algorithmus liefert lediglich die Werte (D;u)(7) an den Punkten
des diinnen Gitters. Es gilt jedoch zu beachten, dass im Allgemeinen D;u # I (D;u)
ist. Fiir glattes u* wird jedoch I, (D;I;(u*)) eine gute Approximation von 0;u* sein.

3.6.5 Transponierte Operatoren

Manchmal ist es notig, vom transponierten Operator Gebrauch zu machen. Ist etwa
H die Matrix, die den Wechsel von der nodalen in die hierarchische Basis vermittelt,
und ist A die Steifigkeitsmatrix beziiglich der hierarchischen Basis, so ist

A = H' A -H

die Steifigkeitsmatrix beziiglich der nodalen Basis. Diese ist fiir die Formulierung von
Mehrgitterverfahren von Bedeutung, da fiir das nodale System gute Glatter bekannt
sind, siehe hierzu auch Kapitel 6. Ist man in der Lage, den Operator H” durch einen
Algorithmus zu realisieren, kann die Multiplikation mit A’ entsprechend der obigen
Darstellung durch drei Matrix-Vektor-Multiplikationen ersetzt werden.
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Die unidirektionalen Algorithmen erlauben unmittelbar die Angabe des Algorithmus
fiir den transponierten Operator: Bei den Baumdurchldaufen werden Datenvektoren
von der Wurzel zu den Blattern (TopDown) bzw. umgekehrt (BottomUp) transpor-
tiert. Diese Vektoren gehen dabei aus den Datenvektoren an den bereits besuchten
Knoten und aus den dort gespeicherten Koeffizienten der Eingabe-Funktion durch li-
neare Operationen hervor. Es handelt sich also um eine sukzessive Multiplikation mit
Elementarmatrizen, je eine pro besuchten Knoten. Fiir die transponierte Operation
muss nun — entsprechend der Rechenregeln fiir Matrizen — lediglich in umgekehrter
Reihenfolge mit den transponierten Elementarmatrizen multipliziert werden. Konkret
bedeutet dies, dass jeder TopDown-Durchlauf durch einen BottomUp-Durchlauf aus-
zutauschen ist und umgekehrt.

Fiir das mehrdimensionale unidirektionale Schema (Abbildung 3.16) muss die Re-
gel fiir das Transponieren eines Produkts von Matrizen erneut beachtet werden: Die
Rekursion in den Raumrichtungen ist hier umzukehren. Die Notwendigkeit hierfiir ist
zunéchst durch die besagte Rechenregel gegeben, entspricht aber auch dem Prinzip,
dass die TopDown-Durchlédufe fiir den richtigen Datenfluss stets nach den BottomUp-
Durchlaufen stattzufinden haben. Das heifit, die Umkehr in der Richtungsrekursion ist
bereits durch den Austausch von TopDown- und BottomUp-Durchldufen bedingt.

3.7 Datenstruktur

Datenstrukturen fiir diinne Gitter miissen zum einen so flexibel sein, dass lokal ad-
aptive Gitter gespeichert werden konnen. Zum anderen miissen sie die Information
iiber die hierarchischen Beziehungen unter den Knoten enthalten. Eine Mo6glichkeit
besteht darin, fiir jeden Knoten 2d Zeiger zu speichern, die auf die beiden Séhne je
Raumkoordinate verweisen [5]. Die Konstruktion von Gittern und die Gitterverfeine-
rung gestalten sich allerdings wegen der Mehrfachverkettung (ein Knoten kann Sohn
von mehreren Vitern sein) und der unidirektionalen Verkettung vom Vater zu den
Sohnen schwierig. Alternativ bietet sich an, die Koordinate & oder das Multiindex-Paar
(£, 7) mittels Hashtechniken eindeutig auf den zugehorigen Datenwert abzubilden. Dies
hat einige Vorteile: Das Lesen bzw. Schreiben eines Datenwerts zu einem gegebenen
Gitterpunkt kann (theoretisch) mit einem O(1)-Aufwand geschehen, unabhéngig von
der Grofle des Gitters. Voraussetzung ist allerdings eine effiziente hash-Funktion. Die
Vater-Sohn-Beziehungen werden iiber die Koordinaten der Gitterpunkte, also iiber den
hash-Schliissel, aufgelost. Dadurch sind insbesondere der Gitterauftbau und die Ver-
feinerung einfach zu realisieren. Hashtables sind ferner als Bestandteil von Standard-
Bibliotheken fiir viele Programmiersprachen implementiert (z.B. Standard Template
Library in C++ [31]). Zum Einsatz von Hash-Techniken im Zusammenhang mit ad-
aptiven Mehrgittermethoden und diinnen Gittern siehe [28].

Die beiden besprochenen Datenstrukturen haben den Nachteil, dass die Daten in
der Regel im Speicher verstreut sind und damit eine Cache-orientierte Bearbeitung
nicht moglich ist. Ein erster Schritt in Richtung Cache-orientierter Speicherung be-
steht darin, die Daten in der Reihenfolge abzulegen, wie sie bei einem depth-first
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Abbildung 3.17: Zur Speicherung eines Diinngitters mit dimensions-rekursiven linearisierten
Bindrbaumen.

Durchlauf eines Bindrbaums besucht werden. Das Gitter selbst kann dabei mit einem
Bit je Knoten kodiert werden (1=Knoten exisitiert, 0=Knoten existiert nicht). Mit
Hilfe dimensions-rekursiver linearisierter Bindrbéume wird dieses Konzept auf beliebi-
ge Dimension ausgeweitet [38]. In Abbildung 3.17 ist dies an einem einfachen Beispiel
veranschaulicht. Der Bit-Vektor enthélt die vollstdndige Information iiber das Gitter.
Die grau unterlegten Bits entsprechen den grau unterlegten Gitterlinien im diinnen
Gitter.

Allerdings kann man bei dieser Anordnung der Datenwerte nur beim unidirektiona-
len Durchlauf entlang der am dichtesten gespeicherten Linien von der Datenlokalitit
profitieren, beziiglich der anderen Richtungen sind die Daten im Speicher verstreut.
Um in Abbildung 3.17 die Datenstruktur in y-Richtung zu durchlaufen, miissen die
Gitterlinien mithsam aus dem linearisierten Bindrbaum extrahiert werden, siehe [38].
In dem Programm, mit dem die in Kapitel 5 vorgestellten numerischen Beispiel ge-
rechnet wurden, wurde daher folgende Alternative implementiert: Durchlaufe entlang
der linear gespeicherten Linien erfolgen wie gehabt. In den anderen Richtungen wird
auf einem Level nicht ein einzelner Gitterpunkt behandelt sondern jeweils alle Git-
terpunkte der Hyperebene, die senkrecht zur Durchlaufrichtung und linear, also dicht
im Speicher liegt, gleichzeitig. Im Beispiel von Abbildung 3.17 wéren dies die Linien
parallel zur z-Achse, die bei einem Durchlauf entlang der y-Achse gleichzeitig bear-
beitet werden. Dieses Vorgehen hat zwar den Nachteil, dass der Stack sich wesentlich
vergrofert, da nun der Datentransport fiir alle Punkte der Hyperebene gleichzeitig
stattfindet. Da sich die Anzahl der Punkte in der Hyperebene mit jedem Abstieg etwa
halbiert und die Stackgrofle je Gitterpunkt allenfalls linear im Level steigt, bleibt der
Speicherbedarf jedoch beschrénkt. Interessant ist dieses Vorgehen auch deshalb, weil
es die Vektorisierung der elementaren Operationen auf der Hyperebene erlaubt.
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4 FEM mit hierarchischen
Tensorproduktelementen

Dieses Kapitel erlautert, wie aufbauend auf die hierarchischen Tensorproduktelemente
ein effizientes Finite-Elemente-Verfahren definiert werden kann. Zunéchst wird auf die
Frage eingegangen, was bei der Zusammensetzung des Ansatzraums iiber einem hin-
reichend glatt berandeten Gebiet €2 aus Einzelelementen zu beachten ist. Bei néherer
Betrachtung des aus der Galerkin-Diskretisierung stammenden linearen Gleichungs-
systems stellt sich heraus, dass die klassische Trennung in Assemblierung und Lésung
des Gleichungssystems die Diinngitterkomplexitét zunichte machen wiirde. Fiir eine
einfache Klasse von Randwertproblemen wird ein effizienter Algorithmus fiir die Mul-
tiplikation der Steifigkeitsmatrix mit einem Vektor angegeben. Um diese Algorithmen
fiir das allgemeine Randwertproblem wiederverwenden zu konnen, wird ein modifizier-
tes Galerkin-Verfahren vorgeschlagen. Eine vollstindige Konvergenzanalyse mit Hilfe
des Lemmas von Strang konnte bisher leider nicht erfolgen. Stattdessen wird eine
Beweisskizze vorgestellt und der nicht bewiesene Teil durch numerische Tests unter-
mauert.

4.1 FE-Diskretisierung mit hierarchischen
Tensorproduktelementen

Durch die iiber K = [0, 1]¢ definierten hierarchischen Tensorproduktelemente ist eine
darauf aufbauende Finite-Element-Diskretisierung des Losungsraums Hj(£2) bereits
weitgehend festgelegt: Das Gebiet Q@ C R? wird in Rechtecks- (Quader-) Elemente

zerlegt,
Ng

0 = U K@, KO = ¢0(K),
i=1

wobei die Elemente K durch Transformationen 1 aus dem Referenzelement K
hervorgehen (vergleiche Abschnitt 2.2.1). Abbildung 4.1 zeigt ein einfaches Beispiel.

Zunéchst stehen zwei Moglichkeiten zur Verfiigung, die Approximationsgiite des
Ansatzraums zu steuern. Die eine besteht darin, den Elementtyp, d.h. den lokalen
Ansatzraum, festzulegen und die benotigte Genauigkeit durch eine entsprechend hohe
Anzahl Ng von Elementen zu erreichen. Dieses Vorgehen entspricht der h-Version der
Finiten Elemente (siche Abschnitt 2.2.2). Allerdings erweist es sich als wenig sinnvoll,
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4 FEM mit hierarchischen Tensorproduktelementen

=

Abbildung 4.1: FE-Diskretisierung mit Diinngitterelementen.

da die Diinngitterkomplexitét verloren geht. Schliellich erzeugt man eine Struktur, die
einem vollen Gitter dhnelt, d.h. die Anzahl der Freiheitsgrade steigt wie h~%. Die Stra-
tegie muss also wie bei der p-Version darin bestehen, ausgehend von einer Zerlegung in
wenige Elemente die Approximationsgiite iiber die Feinheit der lokalen Ansatzraume
zu regeln, also die Tiefe der diinnen Gitter iiber den Elementen hinreichend hoch zu
wéhlen.

Im Gegensatz zur p-Methode, die erst in Verbindung mit der h-Methode die nétige
Flexibilitat erhélt, um auch singuldre Funktionen durch die lokale Verfeinerung der
Zerlegung effizient zu approximieren, ist man bei den hierarchischen Tensorprodukt-
elementen von diesem Zwang entbunden. Die lokale Verfeinerung des Ansatzraums
findet hier innerhalb eines Elements statt.

Um mit wenigen Elementen auch krumm berandete Gebiete modellieren zu kénnen,
miissen relativ allgemeine Transformationen 1® zugelassen werden. Hier bietet es
sich an, die Idee der isoparametrischen Elemente aufzugreifen, bei denen die d Kom-
ponenten der Funktion ¢ durch Funktionen aus dem Ansatzraum des Referenzele-
ments interpoliert werden. Interessant sind in diesem Zusammenhang Transformatio-
nen, die aus transfiniter Interpolation hervorgehen. Dabei wird die Funktion ¢, die
zunéchst nur auf dem Rand von K gegeben ist und damit den Rand des Elements K )
vollstandig beschreibt, durch multilineare Interpolation im Innern von K fortgesetzt.
Dies ist in hierarchischer Darstellung besonders einfach, da sédmtliche hierarchischen
Uberschiisse im Innern von K null sind. In [22] werden weitere Gittergeneratoren fiir
transformierte Diinngitter diskutiert. Einen allgemeinen Uberblick iiber Gittergenera-
toren gibt [33].

Im Hinblick auf eine H!'-konforme Diskretisierung miissen bei der Verfeinerung je-
doch zwei Punkte beachtet werden:
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4.1 FE-Diskretisierung mit hierarchischen Tensorproduktelementen

e Der (maximale) Polynomgrad p muss fiir alle Elemente gleich sein, da sonst an
der gemeinsamen Grenzlinie (-fliche) unterschiedlich interpoliert werden wiirde,
also im Allgemeinen kein stetiger Ubergang gewéhrleistet ist.

e Die Elemente kénnen unterschiedlich feine Gitter besitzen. Allerdings entstehen

dadurch im Allgemeinen hdngende Knoten:
0O

O

Héngende Knoten sind aber in der hierarchischen Darstellung kein wirkliches
Problem: Indem der zugeordnete hierarchische Uberschuss auf 0 gesetzt wird,
ist der C%-Ubergang gesichert. Der Knoten ist damit kein echter Freiheitsgrad
mehr.

Damit ist das Finite-Element-Verfahren mit hierarchischen Tensorproduktelementen
eindeutig beschrieben. Seine praktische Bedeutung wird aber danach bemessen, mit
welchem Aufwand das aus der Diskretisierung der Randwertaufgabe hervorgehende
lineare Gleichungssystem gelost werden kann.

Hier sei kurz wiederholt, was bereits in Abschnitt 2.2.3 iiber die Struktur der
Steifigkeitsmatrix berichtet worden ist: Die Steifigkeitsmatrizen, wie sie bei der h-
Methode entstehen, zeichnen sich dadurch aus, dass sie sehr diinn besetzt sind. Die
Zahl der nichtverschwindenden Eintrége je Zeile ist durch eine Konstante beschrankt
unabhéngig von der Maschenweite des Gitters. Bei der p-Methode hingegen sind die
Teilmatrizen, die zu den einzelnen Elementen gehoren, die sogenannten Elementma-
trizen, in der Regel voll besetzt. Der Speicheraufwand wichst also quadratisch mit der
Zahl der Freiheitsgrade. Die in der Praxis verwendete Knotenzahl je Element ist aus
diesem Grund nie héher als 1000. Die p-Methode kann sich nur dadurch gegeniiber
der h-Methode behaupten, dass sie bei vorgeschriebener Genauigkeit mit essentiell
weniger Freiheitsgraden auskommt.

Der Besetztheitsgrad der Systemmatrix bei hierarchischen Tensorproduktelementen
ist zwischen den beiden geschilderten Extrema anzusetzen. Die durchschnittliche An-
zahl von Eintrdgen pro Zeile steigt mit der Tiefe des diinnen Gitters an und dies umso
schneller, je hoher die Raumdimension ist. In Tabelle 4.1 ist dies dokumentiert. Die
Anzahl der Nicht-Null-Eintrége steigt insbesondere schneller als linear mit der Anzahl
der Knoten im Element. Eine Assemblierung und damit explizite Speicherung der Sy-
stemmatrix wiirde also die Diinngitterkomplexitit zerstoren. Der néchste Abschnitt
wird jedoch zeigen, dass die Multiplikation der Systemmatrix mit einem Vektor — zu-
mindest fiir eine bestimmte Klasse von Differentialoperatoren — mit einem Zeit- und
Speicheraufwand bewerkstelligt werden kann, der linear in der Anzahl der Freiheits-
grade skaliert. Die (effiziente) Matrix-Vektor-Multiplikation ist fiir die Anwendung
iterativer Gleichungsloser ausreichend.
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1D 2D 3D

n|| #K | #NNE| p || #K | #NNE| p || #K | #NNE | p
1 1 1[100.0 1 1[100.0 1 1]100.0
2 3 7| 778 5 21 | 84.0 7 43| 39.7
3 7 27| 55.1| 17 185 | 64.0 | 31 667 | 26.1
4] 15 83| 36.9| 49| 1145| 47.7| 111| 6571 | 20.3
5| 31 227 | 236 | 120| 5807 | 354 351| 50107 | 16.8
6| 63 579 | 14.6 || 321 | 27337 | 26.5 | 1023 | 325147 | 14.1
7 127 1411 8.7 769 | 119049 | 20.1

8| 255| 3331 5.1 1793499465 | 15.5

ol 511| 7683 | 2.9

10 | 1023 | 17411 | 1.7

Tabelle 4.1: Anzahl der Nichtnulleintrige (NNE) der Element-Steifigkeitsmatrix fiir Lo-
basierte Diinngitterelemente der Tiefe n. Hier sind nur die Eintrédge zu Knoten im Innern
der Elemente berticksichtigt, in der Spalte #K ist die Anzahl dieser Knoten angegeben. p
ist der Anteil der Nichtnulleintrdge in der Matrix (Angabe in Prozent).

4.2 Berechnung des Matrix-Vektor-Produkts Au

Dieser Abschnitt zeigt, wie die Multiplikation eines Vektors mit der Steifigkeitsmatrix
mit konstantem Rechenaufwand je Freiheitsgrad geschehen kann, sofern das Rand-
wertproblem gewisse Voraussetzungen erfiillt.

Sei also ein Randwertproblem in seiner schwachen Formulierung

Alu,v) = 1(v),

gegeben mit den in (2.5) definierten Formen A und [. Sei ferner V}, ein Ansatzraum, der
aus einer FE-Diskretisierung iiber der Zerlegung {K®} hervorgeht. Ferner sei {¢;}
eine Basis von V}, und u eine beliebige Funktion in V}, gegeben durch

Die Multiplikation des Koeffizientenvektors 4 = (uy) mit der Systemmatrix ergibt
einen Vektor w = (w;), dessen Eintrége durch

w; = ‘A(uu ¢])

gegeben sind. Analog zum elementweisen Vorgehen bei der Assemblierung der Steifig-
keitsmatrix ist es bei der Berechnung von w sinnvoll, zunédchst mit w = 0 zu starten
und in einer Schleife iiber die Elemente K die von dort stammenden Beitréige in w
sukzessive aufzuaddieren. Im Folgenden wird dargestellt, wie diese Beitrége berechnet
werden.

Sei K ein beliebig herausgegriffenes Element der Zerlegung, K = [0,1]¢ das ihm
zugrunde liegende Referenzelement und ¢ : K — K die Transformation, vermége der
K aus K hervorgeht:
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4.2 Berechnung des Matrix-Vektor-Produkts Au

(&
e /\

Bei dem Referenzelement K handele es sich um ein hierarchisches Tensorproduktele-
ment. Sei G das Gitter iber K. Wir wollen im Folgenden die hierarchischen Basis-
funktionen iiber K durch die Knoten r € G identifizieren, das heifit ¢, = ¢y ;, falls

r = xp ;. Die Basisfunktionen iiber K sind dann gegeben durch
Or(E) = on(m), & =(z),
Sei nun @ eine Funktion aus dem lokalen Ansatzraum iiber K mit der Darstellung

U = Z Uy O

reG

Der Beitrag von 4 zum Vektor w ergibt sich dann zu
Wy = A(ﬂ,q&r) =

d d
= /{Zaijaiaajér + Zbiaﬂl(gr + cﬁd}r}dﬁg =

K i,j=1 i=1
d d
= / { Z C_Lij @u 8j¢r + Z El @u (br + (_EU(Z)T} dx (41)
K i,j=1 i=1
mit

u(m) = ﬁ(@) = Zur¢ra

reG
_ . Oxp O
ai(z) = Z ap () - 8; : (%l' - | det Jy|,
1<k,I<d i j
bi(m) = > bi(#)- Oz | det J,| (4.2)
' 0 ’
1<k<d
. ; o,
c(x) = c(&)-|det Jyl, Jy = (3%)”‘

Das auf das Referenzelement transformierte Funktional hat also die gleiche Form wie
das urspriingliche Funktional. Die iiber K definierten Koeffizienten a;j, b; und c trans-
formieren sich zunéchst wie Tensoren zweiter, erster bzw. nullter Stufe durch Multi-
plikation mit dem metrischen Tensor dxy/0%;, dessen Eintrdge in der Praxis aus der
Jacobimatrix Jy-1 = J, ! gewonnen werden. Die Determinante der Jacobimatrix Jy
ist fiir die Aquivalenz der Integrale [, dz und [ d& als zusétzlicher Faktor hinzuzu-
nehmen.

69



4 FEM mit hierarchischen Tensorproduktelementen

4.2.1 Affin-lineare Transformationen und Differentialoperatoren
mit konstanten Koeffizienten

Héngen die Koeflizienten a;;, b; und ¢ nicht vom Ort ab und sind die Transformationen
Y@ K — KO linear-affin, das heifit

Y(x) = Bz + V), B ¢ R4 0 e RY,

so sind J,») = B () und damit auch die transformierten Koeffizienten @;j, b; und ¢
konstant. Das Integral (4.1) hat also die Form

W, = Z Cap - D%u(x) DPo,(x) dx

d
0<ex],| Bl <1 [0.1]

mit Konstanten cqg.

Fiir eine effiziente Auswertung der Integrale bietet sich der in Abschnitt 3.6.1
beschriebene unidirektionale Algorithmus an. Der Rechenaufwand fiir eine Matrix-
Vektor-Multiplikation ist nach den dort beschriebenen Eigenschaften des Algorithmus
O(d- N -p?), wenn N die Anzahl der Gitterpunkte ist und p die Ordnung des Ansatz-
raums.

4.2.2 Erweiterung fiir Koeffizienten mit Tensorprodukteigenschaft

Sind die Koeffizienten zwar nicht linear, dafiir aber — wie die Basisfunktionen ¢, —
Tensorprodukte aus univariaten Funktionen, so hat (4.1) die Form

W, = Z / cap(®) - D*u(x) - DPo,. () dz.
0<laly,|Bli<1” 01
mit
Cap(®) = Capi(r1) - CapalTa).
Diese Integrale lassen sich mit Hilfe der erweiterten Algorithmen aus Abschnitt 3.6.2
effizient auswerten.

Der Fall von Koeffizienten mit Tensorproduktstruktur ist allerdings sehr speziell
und in der Praxis kaum von Bedeutung. Interessant in diesem Zusammenhang ist,
inwiefern glatte Funktionen durch eine endliche Summe von Tensorprodukten so genau
approximiert werden konnen, dass der Abbruchfehler von der gleichen Groflenordnung
ist, wie der durch die diinnen Gitter verursachte Diskretisierungsfehler. Die Anzahl der
dazu bendtigten Tensorprodukte darf allerdings nicht zu sehr steigen fiir h — 0. Die
triviale Entwicklung der cog in der hierarchischen Tensorprodukt-Basis wiirde genauso
viel Summanden wie Gitterpunkte erfordern, also zu einer Komplexitéit O(N?) fiihren.

Die Algorithmen wurden hier weniger in der Hoffnung auf ein allgemeines Verfahren
formuliert, sondern vielmehr fiir den Zweck, das im Folgenden vorgestellte, mit einer
modifizierten Bilinearform arbeitende Verfahren fiir eine Reihe von Testféllen mit dem

exakten Verfahren vergleichen zu kénnen, siehe die Beispiele in den Abschnitten 5.2.1
und 5.2.2.
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4.2.3 Variable Koeffizienten und krumm berandete Elemente

Wenden wir uns nun dem allgemeinen Fall zu, dass variable Koeffizienten vorliegen und
die Elemente in der Zerlegung von €2 krumm berandet sind, also durch nichttriviale
Transformationen aus dem Referenzelement K = [0, 1]¢ hervorgehen. Hier gilt es, die
Funktionale

we= 3 /[] Capl®) - D%u(z) - D6, () dz. (43)

0<|exl,|Bl1<1

auszuwerten, wobei die cog beliebige (glatte) Funktionen tiber K sind. Ziel muss es
wiederum sein, fiir ein gegebenes u alle w,, » € G, zu berechnen, und dabei mit
einem Rechen- und Speicheraufwand von O(N) auszukommen, wenn N die Anzahl
der Knoten r € G ist.

Zunéchst einmal miissen die Funktionen cog fiir eine numerische Behandlung in
irgendeiner Form diskretisiert werden. Bei herkémmlichen Finite-Element-Verfahren
geschieht dies etwa dadurch, dass die Integrale (4.3) mit Hilfe von Quadraturformeln
nidherungsweise berechnet werden. Fiir die cog bedeutet das, dass sie an den Knoten
der Quadraturformel und auch nur dort ausgewertet werden. Die Quadraturknoten
sind dabei fiir alle Basisfunktion ¢, () eines Elements die gleichen, was angesichts
der Tatsache, dass bei klassischen Finiten Elementen alle Basisfunktionen denselben
Trager — némlich das Element — besitzen, sinnvoll ist. Damit miissen auch die cop
nur einmal ausgewertet werden. Fiir die Diinngitterelemente mit ihren hierarchischen
Basisfunktionen und deren stark variierenden Trégern ist dieses Vorgehen wenig Erfolg
versprechend.

Pflaum [37] schldgt vor, die Koeffizienten durch ihre Interpolanten im Ansatzraum
Vi, zu diskretisieren. Damit wird zum einen erreicht, dass die Diinngitterkomplexitét,
zumindest was den Speicheraufwand betrifft, erhalten bleibt. Zum anderen ist die Kon-
vergenzanalyse einfach: Fiir glatte Koeffizienten geht der Interpolationsfehler mit der
bekannten Asymptotik in der Zahl der Gitterpunkte gegen null. Dies sichert im vorlie-
genden Fall Konsistenz und Stabilitét der diskreten Operatoren und damit die Konver-
genz des Verfahrens. Das grofle Problem bei dieser Diskretisierung ist, dass bis heute
die Frage nach einem effizienten Algorithmus fiir die Matrix-Vektor-Multiplikation
offen ist. Zwar erfiillt fiir d = 1 das in Abschnitt 4.2.2 erlauterte Verfahren seinen
Zweck — hier besitzen die univariaten Koeffizienten trivialerweise die Tensorprodukt-
eigenschaft — und auch fiir d = 2 lésst sich bei konsequenter Fortsetzung der beim
eindimensionalen Fall verwendeten Ideen ein effizienter Algorithmus auf Basis des uni-
direktionalen Prinzips angeben. Doch fiir d > 3 blieben bislang alle Anstrengungen
ohne Erfolg.

Modifikation der Bilinearform

Die im Folgenden beschriebene Diskretisierung nimmt sich zum Ziel, die bereits vor-
handenen unidirektionalen Algorithmen wiederzuverwenden. Hierzu seien die auf das
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Referenzelement transformierten Koeffizienten a;; und b; in Richtung i partiell diffe-
renzierbar. Dann ist

dij . &u = &,(EL” . U) — aZC_LU - u,

_ _ 4.4

Fiir die iiber dem Referenzelement gegebene Bilinearform

d d
Alu,v) = / {Zaijaiuﬁjv + Zl_)zﬁiuv + Euv}d:c =
K

ij=1 i=1
d

_ /K {Z(ai@ju)—aiaij-u)-ajv (4.5)

ig—1
d

+ Z (&»(@u) — ;b - u) ‘v 4 cu- v} dx
i—1

betrachten wir nun die folgende gitterabhingige Diskretisierung:

Ap(u,v) = /K{ Z (8ilh(aiju) — 1y (Osaj - u)) o
+ > (Oudn(bi) — In(9ibi - w)) - v (4.6)

i=1

+ I (cu) -v}da:

Dabei ist I, die Interpolation im Ansatzraum Vj,. Die Produkte (a;ju), (0;a;; - u), usw.
werden im Vergleich zur exakten Bilinearform durch ihre Interpolanten iiber dem Ele-
mentgitter ersetzt werden. An dieser Stelle gilt es zu bemerken, dass die modifizierte
Bilinearform Aj, fiir den Fall konstanter Koeffizienten a;;, b, und ¢ mit A iiberein-
stimmt.

Effiziente Auswertung der modifizierten Bilinearform

Bevor wir diskutieren, inwiefern A, eine geeignete Approximation von A ist, wollen
wir einen Blick auf die Auswertung der Integrale Aj(u, ¢,) werfen. Die Berechnung
erfolgt dabei in zwei Schritten. Zuerst sind die Interpolanten Iy (a;ju), Iy (0;a:; - u),
etc. zu bilden. Das algorithmische Vorgehen hierbei ist einfach: u wird zunéchst in
die nodale Darstellung {iberfiihrt, so dass an den Gitterpunkten nicht die hierarchi-
schen Uberschiisse sondern die Funktionswerte vorliegen. Danach wird an allen Knoten
mit den Funktionswerten von a;;, d;a,;, etc. multipliziert und das Ergebnis wieder in
die hierarchische Darstellung gebracht. Die Algorithmen fiir den Basiswechsel sind in
Abschnitt 3.6.3 beschrieben.
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Der zweite Schritt befasst sich sodann mit der eigentlichen Auswertung der Integrale.
Diese haben die Form

we = Ap(u,dp) = Y D%zq g(x) - DPo, () da.

d
<oy, Bl <1 7 [0:1]

Die zq g sind dabei die eben berechneten Interpolanten I (... ), also Funktionen aus
dem Raum Vj. Damit liegen die gleichen Voraussetzungen vor, wie wir sie in Ab-
schnitt 4.2.1 hatten. Die Werte w, konnen unmittelbar mit Hilfe von unidirektionalen
Algorithmen berechnet werden. Der Rechenaufwand sowohl fiir die Interpolation als
auch fiir die Integration steigt jeweils nicht stérker als linear in der Anzahl der Frei-
heitsgrade. Die Komplexitédt betreffend haben wir damit das Ziel fiir eine effiziente
Multiplikation mit der Steifigkeitsmatrix erreicht.

Diskrete Ableitungsoperatoren fiir die Koeffizienten

Um die Bilinearform A in der Form (4.6) verwenden zu konnen, miissen die Ko-
effizienten sowie einige ihrer partiellen Ableitungen an den Gitterpunkten vorliegen.
Diese Ableitungen sind in der Regel nicht explizit gegeben. Hier stellt sich zun#chst
die Frage, weshalb der Umweg iiber die Identitdten (4.4) gemacht worden ist, anstatt
die Produkte (a;;0;u) und (b;0;u) direkt zu interpolieren. Der Grund liegt darin, dass
die Ableitung 0;u wegen der stiickweisen polynomialen Darstellung von u gerade an
den Gitterpunkten nicht eindeutig bestimmt sind und die Interpolation damit nicht
wohldefiniert ist. Als sinnvolle Werte fiir die Ableitung bieten sich zwar die Mittel-
werte aus links- und rechtsseitiger Ableitung an. Doch hat dies zur Folge, dass der
resultierende Operator einen nicht trivialen Kern besitzt: Fiir die stiickweise lineare
Funktion, die an den Knoten abwechselnd die Werte 0 und 1 annimmt, verschwinden
die Mittelwerte der einseitigen Ableitungen.

Dornseifer [22] beschreibt eine Diskretisierung fiir stiickweise lineare Ansatzfunk-
tionen, die das eben geschilderte Problem dadurch umgeht, dass 0;u mit Hilfe einer
Basis aus stiickweise konstanten Funktionen dargestellt wird, siche Abbildung 4.2. Die
Multiplikation von 0;u mit den Koeffizienten erfolgt dann an den Mittelpunkten der
Intervalle, iiber denen 0;u konstant ist. Das Produkt wird wieder als stiickweise kon-
stante Funktion dargestellt. Die Integrale lassen sich dann mit einem unidirektionalen
Algorithmus auswerten. Folgende Eigenschaften sind fiir den Erfolg dieser Methode
entscheidend: Erstens wird 0;u mit Hilfe der stiickweise konstanten Basisfunktionen
exakt dargestellt. Zweitens gibt es fiir diese Basis sowohl eine hierarchische als auch
eine nodale Version, wobei sich hierarchische und dehierarchische Darstellung einer
Funktion dhnlich einfach ineinander iiberfiithren lassen, wie dies bei stiickweise linea-
ren Funktionen der Fall ist. Fiir Polynomgrad p > 2 ist die Angabe einer Basis fiir
den Raum {0Q;u : v € V}} mit den genannten Eigenschaften nicht moglich. Um nun
die Probleme bei der Behandlung von 0;u zu umgehen, wird die Ableitung von u mit
Hilfe der Produktregel (4.4) auf den Koeffizienten abgewilzt.

Bleibt zu kldaren, wie die Ableitungen der Koeffizienten bestimmt werden kénnen.
Hier bietet sich an, die Koeffizienten iiber dem Gitter zu interpolieren und die
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Abbildung 4.2: Nodale (links) und hierarchische (rechts) Basis fiir stiickweise konstante Funk-
tionen, wie sie bei der Differentiation von stiickweise linearen Funktionen entstehen.

gewiinschten Ableitungen durch die Ableitungen des Interpolanten zu approximieren.
Wegen der stiickweise polynomialen Gestalt sind die Ableitungen an den Gitterpunk-
ten nicht definiert. Allerdings existieren die einseitige Ableitungen. Wir definieren
daher den fiir stiickweise polynomiale Funktionen geeigneten Differentialoperator D;
durch

falls z; = 0,
) falls z; = 1, (4.7)
OV f(z)+ 0" f(x))/2, sonst.

Mit 81-(” und 81@ sind dabei die rechts- bzw. linksseitige Ableitung gemeint. Man be-
achte, dass fiir die Auswertung der Ableitungen an den Gitterpunkten ein Algorithmus
mit O(N)-Komplexitit existiert. Er ist in Abschnitt 3.6.4 beschrieben.

In der nach (4.6) definierten Bilinearform werden nun folgende Terme ersetzt:

(4.8)

Dabei ist I f(f ) die Diinngitter-Interpolation mit Polynomen vom Grad p, wobei p nicht
notwendigerweise mit der Ordnung p des Ansatzraums, iiber dem die Bilinearform
definiert ist, {ibereinstimmt. Hinweise fiir eine sinnvolle Wahl von p werden weiter
unten gegeben.

Der Ubersichtlichkeit halber sei die nach (4.6) modifizierte Bilinearform zusammen
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4.2 Berechnung des Matrix-Vektor-Produkts Au
mit den Ersetzungen (4.8) noch einmal angegeben:

An(u,v) = /K{ > (8Ih aiu) — In( D (@) - u)) e

7,j=1

+§d: (5‘fhbu — L( D) - )).U (4.9)

=1

.

+ In(cu)-v } dz

Krumm berandete Elemente

Bislang sind wir davon ausgegangen, dass die auf das Referenzelement transformierten
Koeffizienten a;;, b, und ¢ an den Punkten des Gitters vorliegen. Diese Werte sind
aus den in physikalischen Koordinaten gegebenen Koeffizienten a;;, b; und ¢ und der
Transformation 1 geméf} (4.2) zu berechnen. Hierzu werden die partiellen Ableitungen
von ¢ benétigt, die in der Praxis selten explizit gegeben sind. Fiir eine numerische
Approximation gehen wir folgendermaflen vor: Die Komponenten der vektorwertigen
Funktion ¢ werden geméf der Idee isoparametrischer Elemente durch Funktionen aus
dem Ansatzraum tiber dem Referenzelement dargestellt bzw. interpoliert [13, 47]. Die
Eintrdge der Jacobimatrix werden durch die partiellen Ableitungen des Interpolanten
approximiert:
O

Jd),ij = I = D]I}(lﬁ)(@/)z) = Jh,d),ij (410)
J

Dabei ist D; der durch (4.7) definierte Differentialoperator. Die Interpolation der
Transformationen ; findet hier mit Polynomen vom Grad p statt, wobei p in
Abhéngigkeit von der Ordnung p des Ansatzraums gewéhlt werden kann. Hinwei-
se, wie dies zu geschehen hat, finden sich weiter unten im Abschnitt Ordnung bei den
Interpolationen.

Die Werte der zu Jj , gehorenden, diskreten Jacobideterminante an den Knoten des
Gitters erhélt man nun unmittelbar aus den dort gegebenen Eintrédgen von Jj . Fiir
die Koeffizienten des metrischen Tensors haben wir

oxy, —1 ~ - el
0T; = Jy-1p = (Jw ki A (Jhw)’“' - 0y |,

Hier ist fiir jeden Gitterpunkt die (d x d)-Matrix Jj 4 zu invertieren. SchlieBlich wer-
den (an den Gitterpunkten) die bendtigten Produkte gebildet. In (4.2) werden damit
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4 FEM mit hierarchischen Tensorproduktelementen

folgende Ersetzungen vorgenommen:

3 Oxr, Oy Oz, Oy
R R e S - o

1<k,l<d 1<k,l1<d

- ﬁxk 8a:k

b = by, - - |det J by, - - |det J

g Z k Oz, | det Jy| - Z k {&ii}h | det Jhyl ,
1<k<d 1<k<d

c = c~]detJ¢| — c~|detJh,¢| .

(4.11)

Ordnung bei den Interpolationen

Im Zuge der vorgestellten Diskretisierung werden an drei Stellen Interpolationen
durchgefiihrt. In der Reihenfolge ihrer Auswertung betrifft dies die Transformation
¢ in (4.10), die (transformierten) Koeffizienten a,;, b; und ¢ in (4.8) und zuletzt die
Produkte der (transformierten) Koeffizienten mit der Ansatzfunktion u in (4.6). Die
ersten beiden Interpolationen waren notig, um an den Gitterpunkten Approximatio-
nen fiir die partiellen Ableitungen zu gewinnen. Da bei der Differentiation jeweils eine
Ordnung an Genauigkeit verloren geht, ist es sinnvoll, in Abhéngigkeit von der Ord-

nung p des Ansatzraums, die Interpolationen in (4.8) bzw. (4.10) mit Polynomen vom
Grad

p = +1 bzw.
p=" (4.12)

p = p+2
durchzufithren. An Hand der numerischen Beispiele in den Abschnitten 5.2.1 und 5.3.1
wird hierauf ndher eingegangen.

Man beachte, dass diese Ordnungserhéhung bei der Interpolation der Koeffizienten
und Transformationen nicht zu einer Ordnungserhéhung fiir das Verfahren fiihren.
Dieses Vorgehen hat etwa den gleichen Stellenwert wie die Wahl einer Quadraturformel
hoherer Ordnung fiir die Berechnung der Steifigkeitsmatrix bei herkémmlichen Finite-
Element-Verfahren. Ferner ist die Berechnung der Interpolanten bzw. ihrer partiellen
Ableitungen in (4.10) und (4.8) fiir ein gegebenes Gitter einmalig in einer Setup-Phase
auszufiihren.

Zusammenfassung

Bevor wir uns der Konvergenzanalyse zuwenden, sollen noch einmal die Punkte wie-
derholt werden, die bei der Formulierung der diskreten Bilinearform A;, eine wichtige
Rolle gespielt haben. Das Hauptziel war ein Algorithmus fiir die Multiplikation mit der
Steifigkeitsmatrix, dessen Rechenaufwand linear in der Problemgrofie skaliert. Da sol-
che Algorithmen fiir den Fall, dass der Differentialoperator nur konstante Koeffizienten
enthélt, existieren, lag die Idee nahe, diese Algorithmen nach Moglichkeit wiederzu-
verwenden. Die Voraussetzung hierfiir wurde dadurch geschaffen, dass Produkte von
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4.3 Konvergenzbetrachtungen

Koeffizienten und Ansatzfunktion durch Interpolation in eine einzelne Diinngitter-
Funktion verwandelt wurden und die resultierenden Integrale nunmehr die gleiche
Form hatten, wie sie sie bei konstanten Koeffizienten haben.

An dieser Stelle gilt es noch zu bemerken, dass die Diskretisierung in ihrer Formu-
lierung allgemein ist, das heifit, sie kann nicht nur fiir Diinngitterelemente verwendet
werden, sondern fiir alle bekannten Finite-Element- bzw. Galerkin-Verfahren. Dies
konnte iiberall dort von Interesse sein, wo die Steifigkeitsmatrix etwa fiir den Laplace-
Operator eine sehr einfache Struktur hat, aber bei variablen Koeffizienten beliebig
kompliziert wird. Dies trifft zum Beispiel bei Galerkin-Spektralverfahren und den Ele-
menten hoherer Ordnung nach Szabé und Babuska zu (vergleiche Abschnitt 2.3).

4.3 Konvergenzbetrachtungen

Das Lemma von Céa besagt, dass die Differenz von schwacher Lésung u € H*(2) und
Galerkin-Approximation u;, € Vj, C H*(2) der Abschitzung

— < C _
o= unlly < € inf flu=onlls

geniigt (vergleiche Abschnitt 2.1.2). Eine obere Schranke fiir das Infimum erhélt man,
indem man vy, := Ij,(u) setzt,

lu —wunlle < C-lu—Ih(uw)e-

Unter zusétzlichen Annahmen {iber die Regularitét von w erhélt man dann konkrete
Abschétzungen fiir den Interpolationsfehler.

Bei Finite-Element-Verfahren benutzt man die Zerlegung des Interpolationsfehlers
in eine Summe {iber die Beitrédge von den einzelnen Elementen. Fiir e), := u — I, (u)

ist
Ng
lenllz = Z”eh|K(i)
i=1

Eine Abschéitzung fiir die einzelnen Summanden erhélt man in der Regel durch Trans-
formation auf das Referenzelement und Ausnutzung von Approximationseigenschaften
des dort gegebenen Ansatzraums. Sei hierzu K das Referenzelement, K eines der Ele-
mente K@ und ¢ die Transformation, durch die & aus K hervorgeht. Dann ist

2
K@O.E °

lerlalice = [ Veh(@)Vaen(@) dz
‘ (4.13)
= /(J¢—1Vm€h(m))T(Jw_1Vzeh(;p)) - | det Jw(m)‘ de .

K

Da bei Verwendung von hierarchischen Tensorproduktelementen die Feinheit des An-
satzraums iiber die Tiefe der Elementgitter gesteuert wird, die anfangs gewéhlte Zer-
legung { K} aber nicht verdndert wird, sind die von v abhiéngigen Grofien in (4.13)
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4 FEM mit hierarchischen Tensorproduktelementen

konstant beziiglich des Diskretisierungsparameters h. Ist die Abbildung ¢ nun so be-
schaffen, dass fiir alle x € K

[Jp—1 ()| < Cu,
|det Jy(z)| < Co (4.14)

mit positiven Konstanten C; und Cy gilt, bekommt man sofort eine Aussage der Art
lenlgllz e < C-llencodlke -

Das heift, der Fehler e;, auf dem Element K lisst sich direkt durch den entsprechenden
Fehler e, 01 = uwot)— I}, (uot)) auf dem Referenzelement abschétzen. Fiir die Interpola-
tion iiber dem Referenzelement liegen nun a-priori Aussagen iiber das Fehlerverhalten
vor, sofern u o ¢ hinreichend glatt ist (vergleiche Kapitel 3). Diese iibertragen sich
nach der eben vorgefithrten Ableitung unverdndert auf den Gesamtfehler. Man darf
also erwarten:

|lu—upllz = O(NTP-|log, NP1 bzw. (4.15)
lu—up||lg = O(NP). (4.16)

Hier ist NV die Anzahl der Freiheitsgrade und p der maximale Polynomgrad im An-
satzraum. (4.15) gilt, wenn die Elemente mit Lo-basierten diinnen Gittern diskretisiert
werden, (4.16) bei energiebasierten Gittern.

Die auf das Céa-Lemma gestiitzten Aussagen setzen allerdings voraus, dass es sich
um ein ,echtes* Galerkin-Verfahren handelt, also die Bilinearform fiir die diskreten
Gleichungen die gleiche ist wie fiir das urspriingliche Randwertproblem. Die voran-
gegangenen Abschnitte haben jedoch gezeigt, dass diese Forderung im Allgemeinen
nicht aufrecht erhalten werden kann, wenn ein effizientes Verfahren fiir nichttriviale
Probleme gewiinscht wird. Deshalb wurde vorgeschlagen, statt der exakten Biline-
arform A in (4.5) die modifizierten, gitterabhédngigen Bilinearformen A in (4.6) zu
benutzen. Die Ansétze, bei denen die exakte Bilinearform gegen eine (leichter hand-
habbare) modifizierte Bilinearform ausgetauscht wird, werden in der angelséchsischen
Literatur unter dem Stichwort ,variational crimes“ gehandelt: So greifen im Prinzip
alle Finite-Element-Verfahren fiir Differentialgleichungen mit variablen Koeffizienten
auf Quadraturformeln zuriick, wenn es die Integrale der Bilinearform auszuwerten
gilt. Wichtigste Stiitze fiir Konvergenzaussagen ist hier das erste Lemma von Strang
[13, 47]:

Satz 4.1 (Erstes Lemma von Strang) Seiu € V die Lisung von
A(u,v) = l(v) fir allev e V.

Sei (Vi) eine Familie von Ansatzrdumen Vi, C V. Ay : Vi x Vi, = R sowie I, : Vi, = R
seien dariber definierte (Bi-)linearformen, wobei mit einer von h unabhdngigen Zahl
a > 0 gelte

An(v,v) > a-|vl|%. (4.17)
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4.3 Konvergenzbetrachtungen

Dann gibt es fiir jedes h genau ein u, € Vy, so dass
An(up,v) = l(v) fir allev €V,
und es qilt

lu—wlls < C-inf dfu—ovfm + sup L) = An(v )] (4.18)
veEV)

’LUEVh Hw”E

Fiir die Konvergenz ||u — uy||g — 0 geniigt es demnach, dass die Bilinearformen
Ap zwei Bedingungen erfiillen. Erstens ist die Elliptizitdt mit einer von A unabhéngi-
gen Elliptizitdtskonstante o vorauszusetzen. Man spricht in diesem Zusammenhang
auch von gleichmdfsiger Elliptizitit. Die zweite Bedingung betrifft die Konsistenz des
gestorten Problems. Fiir sie ist zu fordern, dass die Differenz von A und Ay, fiir h —0
in bestimmter Weise gegen null konvergiert. Besteht der Unterschied von exakter und
gestorter Bilinearform etwa darin, dass A}, zur Berechnung der Integrale eine Quadra-
turformel benutzt, so reicht es, dass diese Formel positive Gewichte besitzt und fiir
alle Polynome Oju - 0jv, u,v € V},, exakt ist, um mit dem Lemma von Strang fiir das
inexakte Verfahren die gleiche Konvergenzordnung in h nachzuweisen, wie sie fiir das
exakte Galerkin-Verfahren zu erwarten wire.

An dieser Stelle sei vorweggenommen, dass eine vollstindige Analyse fiir die in
Abschnitt 4.2.3 vorgestellte Bilinearform Aj, bislang noch nicht erreicht worden ist.
Im Folgenden wird fiir eine vereinfachte Version der Bilinearform A; die Konsistenz
gezeigt. Im Anschluss wird unter der Annahme, dass bestimmte Operatoren iiber
diinnen Gittern gleichméfig stetig sind, die gleichmé&fige Elliptizitdt nachgewiesen.
Die Annahme wird durch numerische Experimente gestiitzt.

Zur Konsistenz der modifizierten Bilinearform

Wir betrachten iiber 2 = [0, 1]? die Randwertaufgabe, die durch die Bilinearform

/Q Z aij () dyu(x) d;v(x) de (4.19)

und homogene Dirichletbedingungen auf dem Rand von €) gegeben sei. Die rechte
Seite wird nicht néher spezifiziert. Die a;; seien partiell differenzierbar. Als Ansatzréu-
me V}, werden die iiber diinnen Gittern definierten Rdume stiickweise polynomialer
Funktionen, die auf dem Rand verschwinden, herangezogen. A wird nun durch die
Bilinearform

/Q 8Ih (au)(z) — [h(aiaij-u)(cc)}-ajv(a:)dw (4.20)

1<i j<d

approximiert. Diese entspricht der diskreten Bilinearform (4.6). Die Gebietstransfor-
mation braucht wegen der speziellen Wahl von €2 nicht beriicksichtigt zu werden, €2
bzw. HJ(Q2) wird durch das Referenzelement diskretisiert. Unter diesen Grundvoraus-
setzungen lasst sich der folgende Satz beweisen:
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Satz 4.2 (Konsistenz von Ay) Ist u die Losung des kontinuierlichen Problems und
qgilt

lu = In(u)lle < p(h), laju — In(ai;u)le

lu = In(u)ll, < p(h), 105 - u = In(Dias; - )L,

mit einer nur von h abhdngenden, positiven Zahl p(h), so ist mit v := Ip(u)

A v, w) = An(v, w)|

lwllz

<
<

< C-p(h) (4.21)

fiir alle w € Vi,. Dabei ist C' eine von h unabhdngige, positive Zahl.

Beweis: Es gilt den Betrag der Differenz

An(uw),w) = Ap(Ip(u),w) = > { Oi(aiIn(u)) — Oai; - In(u)
o 1<ij<d
— Oidp(aIn(u)) + Ih(ﬁiaij~fh(u))} 9w dw
abzuschétzen. Da Ij,(u) mit u an den Gitterpunkten iibereinstimmt, ist

In(agIn(w)) = In(agu),
Ih(@-aij . ]h(u)) == Ih(ﬁiaij . U)

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung fiir Betrdge und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
fiir das Lo-Skalarprodukt bekommen wir

A(Lp(u), w) — Ap(Ip(u),w)] < Z | 9i(ain(w)) — day; - In(w)

— Oilp(ai;uw)  + In(0iay; - U)HL2 : HaijLQ

Die Abschitzung lédsst sich weiterfithren, indem man die triviale Ungleichung
|0;w||L, < ||w|lg und die Dreiecksungleichung fiir die Lo- und fiir die Energienorm
benutzt:

< 2 aahuw) — aifagu)],

i
+ ||0iai; - In(u) — fh(aiaz‘j'u>HL2} ]l

IN

Z{ |aijln(u) — In(agu)||, + [|Osai; - In(u) — ]h(aiaij'“)HLz}'HwHE

1]

IN

> { szt = agull, + Jlagu— In(azw]l,
1,7

-+ ||(91a” . [h(u) — aiaij : UHL2 + ||azal] CU = [h<aiaij ’ U)HLQ} ’ HwHE
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4.3 Konvergenzbetrachtungen

Die im Folgenden benutzten Konstanten werden der Einfachheit halber alle mit C'
bezeichnet, wenngleich der Wert jeweils ein anderer sein kann. Mit C(...) werden
Abhéngigkeiten der Konstante angedeutet. Fiir die Normen in der Klammer erhalten
wir unter den im Satz genannten Voraussetzungen die folgenden Abschétzungen:

llaij In(u) — aijullz < Clay) - |[In(u) —ullp < C-p(h),  (4.22)

lagu — In(agu)|le < p(h), (4.23)

[0iaj - In(u) — Oai; - ullL, < C(iay;) - [[In(w) —ull, < C-p(h), (4.24)
[0iaij - v — In(Oiai; - w)l|lL, < p(h). (4.25)

Bei der ersten und der dritten Abschéatzung wurde die Stetigkeit der Multiplikations-
operatoren iiber Hj () und Ly(f2) ausgenutzt. Insgesamt haben wir damit also

AUn(u), w) = An(In(u), w)] < C-p(h) - w] s,

was zu beweisen war. O

Die Abschétzung (4.21) ergibt zusammen mit dem Lemma von Strang die Aussage
lu—unllp < C-p(h)

fiir die Losung wy, des gestorten Problems, wobei p(h) im Wesentlichen eine obere
Schranke fiir den Fehler bei der Interpolation der Funktionen w, a;;u und 0;a;; ist.
Falls also u und die a;; hinreichend glatt sind und die gleichméBige Elliptizitét von Ay,
nachgewiesen werden kann, besitzt das Verfahren mit der modifizierten Bilinearform
das gleiche Approximationsverhalten wie das (exakte) Galerkin-Verfahren.

Zur gleichmaBigen Elliptizitat von A,

Um gleichméfige Elliptizitdt nachzuweisen, wird oft die Elliptizitdt der exakten Bi-
linearform und eine erweiterte Konsistenzabschétzung fiir die gestorte Bilinearform
herangezogen. Ist etwa

o A0 = A (0.0)

vevi vl

a(h) (4.26)

mit o(h) — 0 fiir h — 0, hat man sofort

Ap(v,v) > Av,v) — |A(v,v) — Ap(v,v)]
> -l = olh) - vllE

!
2Nl

v

fiir h klein genug. Hier ist v die Elliptizitatskonstante der exakten Bilinearform. Eine
Aussage der Art (4.26) fiir die Bilinearform (4.20) erhélt man, wenn es im Beweis von
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Abbildung 4.3: Die Basisfunktionen ¢y, ;, € Vo(i’l) fir n € {1,2,3}. Es handelt sich da-
bei um Basisfunktionen mit dem groftmdglichen Seitenverhéltnis des Trégers im jeweiligen
Funktionenraum. Sie sind Beispiel fiir eine Folge von Funktionen, fiir die der Quotient (4.29)

nicht gegen null konvergiert.

Satz 4.2 gelingt, die Teilabschétzungen (4.22)—(4.25) fiir beliebiges v € V}, an Stelle
von [j,(u) zu wiederholen derart, dass auf der rechten Seite der Faktor ||v||p auftritt.
Fiir die Ungleichungen (4.22) und (4.24) ist dabei nichts zu zeigen, da v = Ij,(v) gilt
und die Normen damit verschwinden. Fiir die gleichméfiige Stetigkeit der Aj, bliebe
also zu zeigen, dass

a(h) - |vlle, (4.27)
a(h) - |[vlle (4.28)

laijv — In(aiv)||e <
[0iaj - v = In(iai; - v)||lL, <
fir alle v € V}, gilt mit o(h) — 0 fiir h— 0. Setzt man (4.27) und (4.28) in die Be-
weisfithrung zu Satz 4.2 ein, erhélt man unmittelbar Aussage (4.26).

Fiir Funktionenrdume iiber diinnen Gittern trifft allerdings bereits die Abschétzung
(4.27) nicht zu. Fiir ein Gegenbeispiel geniigt es eine Folge von Funktionen v,, n =
1,2,..., anzugeben, die aus schrittweise verfeinerten Ansatzraumen V,, stammen und
fiir die die Folge der Quotienten

lavn — In(avn)||e
[on| 2

. n=1,2... (4.29)

nicht gegen null konvergiert. Betrachten wir beispielsweise die Folge der Rdume V,, :=
Vo(i’l) stiickweise quadratischer Funktionen iiber Lo-basierten diinnen Gittern, die auf
dem Rand verschwinden. Fiir die Funktion v, € V,, wéhlen wir die Basisfunktion ¢y, ;,
mit

£, = (n,1,...,1), i, = L.

Sie ist dadurch gekennzeichnet, dass ihr Trager in Richtung z; die Lange 2-27" besitzt,
in den anderen Richtungen die Lénge 1. Es handelt sich damit um eine der hierarchi-
schen Basisfunktionen von V,,, fiir die das Seitenverhéltnis des Triagers maximal wird
(siche Abbildung 4.3). Aus der Tatsache, dass im Innern des Trigers von v,, keine wei-
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teren Punkte des diinnen Gitters liegen, folgert man rasch, dass fiir die Interpolation
des Produkts av,, die einfache Beziehung
In(avy) = a(ze,,) - n

gilt. Das heifit, dass von den Funktionswerten a(x) iiber dem Tréger von v, bei der
Interpolation nur der Wert am Mittelpunkt des Trégers eingeht. Die folgende Tabelle
zeigt, wie sich dieser Informationsverlust bereits fiir die einfache Funktion a, gegeben
durch

d
a(x) = 1—|—in,
i=1

auswirkt. Sie gibt die Werte fiir den Quotienten (4.29) in Abh#ngigkeit von der Di-
mension d und der Gittertiefe n an.

n d=2 d=3
1 0.185714 0.221429
2 0.090357 0.137500
3 0.051392 0.092708
4 0.039789 0.077181
5 0.036743 0.072897
6| 0.035972 0.071798
7 0.035779 0.071521
8 0.035730 0.071452
9 0.035718 0.071434
10 0.035715 0.071430

Offensichtlich konvergiert die Folge der Quotienten nicht gegen null. Damit haben wir
ein einfaches Beispiel gefunden, das die Forderung (4.27) verletzt. Man {iberzeugt sich
leicht, dass dieses Ergebnis nicht auf der speziellen Wahl der Funktionenriume ‘/0%’1)
oder der Funktion a beruht, sondern durch die Gestalt des diinnen Gitters und der
dariiber definierten Basisfunktionen verursacht wird.

Der folgende Satz benutzt einen anderen Ansatz, um die gleichméflige Elliptizitat
der Bilinearformen Ay, wie sie in (4.20) definiert sind, zu zeigen:

Satz 4.3 (Gleichmiflige Elliptizitidt von Aj) Euxistiert eine Zerlequng der Koef-
fizienten a;; in einen konstanten Anteil k;; und einen variablen Anteil g;;, also

aij(®) = kij + gi5(x), (4.30)

und gibt es positive, nicht von h abhingende Zahlen B, C', D mit

| In(gijv)lle < B-l|lvl|g  fir alle v e Vp, (4.31)
110(0Gi5 - V)|, < C-||vllg  fir alle v € Vj, (4.32)
(B+O)d*> < D < Aum, (4.33)
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so sind die Bilinearformen Ay, gleichmdfig elliptisch. Ay, ist der kleinste Eigenwert
der Matriz K = (k;j).

Beweis: Mit Hilfe von Umformungen und Abschitzungen, wie sie bereits im Beweis
von Satz 4.2 benutzt wurden, zeigt man

An(v,v) = Z/kwﬁvﬁvdx + Z/E)v{@]h Gijv) — 1(0;g:; - v)} dx

,)= 1 1,]= 1
d
> i 01 = D N0wlL, - 10;10(giv) — In(0535 - )|,
Avjfl
> A ol — 3 Bols- (Mngigo)lls + 1@ o)z )
1,j=1
> (Amin = D) - vl - N

Nun ist nicht ohne weiteres klar, ob fiir gegebene Funktionen a;; die Voraussetzun-
gen von Satz 4.3 erfiillt sind. Fiir den Nachweis der gleichméBigen Elliptizitat wird
angenommen, dass von a;; ein konstanter Anteil k;; abgespalten werden kann, der
fiir sich genommen eine so grofie Elliptizitatskonstante (hier An;,) stiftet, dass die als
klein angenommene Abweichung g¢;; nicht mehr zu einem Verlust der Elliptizitat fithren
kann. Dies ist im Allgemeinen nicht der Fall, ldsst sich aber einfach dadurch erreichen,
dass man das Gebiet € in mehrere Elemente unterteilt und die Zerlegung (4.30) indi-
viduell fiir jedes Element vornimmt: Ist die Unterteilung von €2 hinreichend fein und
sind die a,; entsprechend glatt, so folgt, dass die g;; klein gegeniiber k;; gewéhlt werden
koénnen, siehe folgende Skizze:

L(3)

L k(2)

Zur gleichmaBigen Stetigkeit des Operators v — [;(gv)

Um Satz 4.3 anwenden zu konnen, muss noch sicher gestellt werden, dass die
Abschétzungen (4.31) und (4.32) mit gitterunabhéngigen Konstanten moglich sind.
Sie besagen im wesentlichen, dass die Abbildungen

Vi, - lle) = Va, I-1le), v = In(gyv),
Vs - le) — Vi - llen), v = Tn(gijv),
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4.3 Konvergenzbetrachtungen

gleichméBig stetig sind, die Operatornorm also nicht von h abhéngt. Es geniigt da-
bei, die erste der beiden Abschitzungen zu zeigen, da mit der Poincaré-Friedrichs-
Ungleichung die Beziehung

111(059:55 - V)llL, < e+ [ In(0j9i5 - V)&

gilt. Hier ist ¢ eine Konstante, die nur von €2 abhéngt.

Handelt es sich bei den V; um Vollgitterrdume oder Standard-Finite-Element-
Réume, so kann ein Nachweis der gleichméfligen Stetigkeit iiber lokale Abschiatzungen
geschehen: Seien die Zellen des Vollgitters bzw. der Finite-Element-Triangulierung mit
Ki,i=1,..., N, bezeichnet. Dann lisst sich fiir die Abschétzung von ||I;(gu)||% gegen
|lu||% folgendes Schema angeben:

N
[igwllz = Dol
1}1 2 2
< Z{O(gra’dg Ki)' HuKz Lo + D(Q Kz')' HU’ K; E}
i=1
< maxClgradglx,) - |[ull}, + maxD(glx) - [[ull

< C(gradyg, g) - H“HQE

Die Konstanten C(...) und D(...) hidngen dabei nur von g bzw. von seinen Ablei-
tungen ab, nicht aber von h. Natiirlich ist diese Abschétzung erst mit der konkreten
Angabe der Konstanten von Wert. Es sollte an dieser Stelle aber nur das Beweisprinzip
dargestellt werden.

Wenden wir uns nun den entsprechenden Operatoren iiber Diinngitterrdumen zu.
Leider ist ein Nachweis fiir die gleichméflige Stetigkeit dieser Operatoren bislang nicht
gelungen. Die im Folgenden beschriebenen numerischen Experimente legen jedoch na-
he, dass die Operatoren gleichméfig stetig sind. Hierzu werden die Rdume V,, := VO(;L’I)
betrachtet. Zur Erinnerung: Bei den Funktionen v € V,, handelt es sich um stiickwei-
se lineare Funktionen iiber Lo-basierten Gittern, die auf dem Rand von Q = [0, 1]¢
verschwinden.

Fiir eine vorgegebene Funktion g kann die Operatornorm der Abbildung v — I,,(gv),
v € V,, numerisch berechnet werden. Es ist ndmlich

1 1.(g0) | vT Av
_—— = == )\max’ 434
vy ol verimw o7Lv (4.34)

wobei A der grofite Eigenwert des verallgemeinerten Eigenwertproblems
Av = )\ Lv (4.35)

ist. Die Matrix L ist die Steifigkeitsmatrix des Laplace-Operators beziiglich der hier-
archischen Basis von V,,. Die Matrix A ist gegeben durch

A=H" D, H'-L-H-D,-H "
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4 FEM mit hierarchischen Tensorproduktelementen

Hier ist H die Matrix fiir den Wechsel von der nodalen in die hierarchische Basis. D,
ist die Diagonalmatrix, die auf der Diagonale die Funktionswerte von g trégt.
Tabelle 4.2 zeigt die numerisch berechneten Eigenwerte Ay« fiir die Funktionen

g(x) = gr(x) = sin(rkxy), ke {1,2,3}

und Dimension d € {1, 2, 3}. Man erkennt, dass Ay., mit wachsendem n zwar ansteigt.
Dennoch legen die Werte die Vermutung nahe, dass es eine obere Schranke fiir A,..
gibt und die diskreten Multiplikationsoperatoren damit gleichméafig stetig sind.

Die Funktionen g wurden iibrigens im Hinblick auf einen spéteren Beweis gewihlt:
Die Idee dabei ist, dass es geniigt, die gleichmé&fige Stetigkeit fiir alle Funktionen
sin(mkxq) und cos(mkzy), k € Ny, zu zeigen. Da die Koordinate x; nicht ausgezeichnet
ist, hat man damit sofort die gleichméfige Stetigkeit aller Fouriermoden, die jeweils
nur von x;, 1 < i < d, abhéngen. Hieraus folgt wiederum, dass auch die Multiplikation
mit den allgemeinen Fouriermoden

sp(x) = sin(mkyzy) - ... -sin(mtkqzy) ,

cr(x) = cos(mkyxy) - ... -sin(mkqzyq), k € N¢,

gleichméBig stetig ist. SchlieSlich ist

In(sgv) = I (sz’n(wk‘lxl) I (sin(wkgxz) 3 (sz’n(ﬂk‘dxd) -v) .. ))

als Produkt gleichméfig stetiger Operatoren selbst gleichméfig stetig. Um nun die
gleichméflige Stetigkeit fiir die Multiplikation mit einer beliebigen glatten Funktion
g nachzuweisen, geniigt es g als Fourierreihe darzustellen und nachzupriifen, dass die
Fourier-Koeffizienten hinreichend schnell abfallen.
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4.3 Konvergenzbetrachtungen

n | g(x) =sin(rzy) | g(x) = sin(2rzy) | g(x) = sin(37z)
1 1.00000000 0.00000000 1.00000000
2 1.07313218 1.41421356 2.07313218
3 1.08675631 1.54992329 2.08992243
4 1.09610415 1.59759765 2.21151681
d=115 1.09880737 1.61000697 2.24354988
6 1.09948788 1.61313237 2.25164768
7 1.09965828 1.61391514 2.25367755
8 1.09970090 1.61411092 2.25418536
9 1.09971155 1.61415987 2.25431233
1 1.00000000 0.00000000 1.00000000
2 1.02772224 1.15977171 1.51227642
3 1.03474197 1.22545831 1.56485718
d=2 |4 1.03864295 1.26086971 1.63469350
) 1.04114795 1.27264972 1.66893713
6 1.04204877 1.27690885 1.68107714
7 1.04233573 1.68494891
8 1.68621915
1 1.00000000 0.00000000 1.00000000
2 1.02129846 1.12306421 1.41881053
3 1.04129110 1.23821081 1.69170311
d=31]4 1.05227472 1.34598614 1.80471100
) 1.07021140 1.47580713 1.96063740
6 1.07352741 1.53247656 2.01504887

Tabelle 4.2: Eigenwerte Ayax nach (4.34)—(4.35) fiir die Normabschétzung bei den diskreten
Multiplikationsoperatoren v — I, (gv) auf V,,. Dabei ist V,, der Raum stiickweise linearer
Funktionen iiber dem Ls-basierten Gitter der Tiefe n mit homogenen Randwerten.

”"’i
PN N
AN ZS
/) /I/I/// l" U\ % RSN
\ NN
;/’I///ﬂ,;{ll,"o}:‘;* AN
;’I/I;;gl"'/'l"“‘\\\ v "I,‘“&‘}}}‘\x‘\\\\ﬁ\\
: N s NN
o I 1 N 1 S NS W ==
L '0’0.0.%‘;:3‘:‘:8:‘\\\\\\ 08 > ";ll;{," 00‘ 0“‘ “ \“‘“‘\ =
=>"02 02 LS 4

T
THITR
TN
JIIINN

oS TN
S
e

04

Abbildung 4.4: Eigenfunktionen zu den Eigenwerten aus Tabelle 4.2 (d = 2, n = 5) fiir

g(x) =sin(kmz), k=1,2,3
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4 FEM mit hierarchischen Tensorproduktelementen

4.4 Bemerkungen zur Symmetrisierung

Die vorgestellte modifizierte Bilinearform Aj hat einen bedeutenden Nachteil: Wenn
die urspriingliche Bilinearform A symmetrisch ist, ist die nach (4.6) modifizierte Ay,
im Allgemeinen nicht mehr symmetrisch. Dies hat weitreichende Folgen. Zum einen
kénnen Loser wie das cg-Verfahren, die Symmetrie voraussetzen, nicht benutzt wer-
den!. Zum anderen werden physikalische Eigenschaften oder Prinzipien, die auf der
Symmetrie beruhen, vom diskreten Modell unter Umstédnden nicht mehr exakt wie-
dergegeben.
Betrachten wir die Bilinearform

d

Alu,v) = /QZCL(IB) Oiu Ojv de, (4.36)

=1

wobei a(z) > C > 0 fiir alle £ € Q. Die nach (4.6) modifizierte Form ist gegeben
durch

An(u,v) = /QZ (0:In(au) — In(Bia - w)) - O de . (4.37)

Seien w und v die Koeffizientenvektoren von u bzw. v beziiglich der hierarchischen
Basis. Dann lautet (4.37) in Matrixschreibweise

d
Ap(u,v) = Y v"S; HD,H 'u — v" K, HDy H 'u .
=1

Dabei beschreibt die Matrix H den Wechsel von der nodalen in die hierarchische Ba-
sis, Dy ist die Diagonalmatrix, deren Eintrage aus den Funktionswerten von f : Q@ — R
an den Gitterpunkten bestehen. Die Matrizen S;; und K; reprisentieren die Bilinear-
formen

vTSZ-]-u = /&-u@jvdaz, v Kiu = /u&ivdw.
Q Q

Ein einfacher Ansatz, die Bilinearform A} in eine symmetrische Variante umzuge-
stalten, ist der folgende: Wegen der Positivitét von a lésst sich (4.36) schreiben als

d
Au,v) = /QZ Vaou - Vadde .
=1

Eine der Form A}, entsprechende, gitterabhéngige Modifikation, die nur die Werte von
va bzw. 9;y/a an den Gitterpunkten benétigt, lautet

A (4, 0) = /Q i(&Ih(\/au)—]h(&-\/&-u))-<8i]h(\/6v)—]h(8i\/&-v)> da . (4.38)

ITatséchlich zeigt sich das cg-Verfahren fiir die im néichsten Kapitel vorgestellten numerischen Bei-
spiele trotz der (algebraischen) Unsymmetrie konvergent, ein Hinweis dafiir, dass die Bilinearform
lediglich ,,schwach unsymmetrisch“ ist. Hier lohnt eventuell eine weitergehende Untersuchung.
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4.4 Bemerkungen zur Symmetrisierung

Die Bilinearform A;™ ist offensichtlich symmetrisch. In Matrixschreibweise ist

d
AT (u,) = ") { H "D, H" S; HD ;H'
i=1

=T T -1
- H'D,H" K, HD,, ;H

=T T T —1
- H'D,, ,H" K! HD ;H

+ H "D, H" M HD, ;H™' } ‘u.

Dabei ist M die Massenmatrix beziiglich der hierarchischen Basis. An der Matrix-
schreibweise ist abzulesen, wie die Matrix-Vektor-Multiplikation mit der Steifigkeits-
matrix als hintereinander auszufithrende Multiplikation mit den Matrizen H !, D g,
etc. zu realisieren ist. Neben den Algorithmen fiir das Hierarchisieren bzw. Dehierar-
chisieren aus Abschnitt 3.6.3 — hier durch die Matrizen H bzw. H ~! wiedergegeben —
und den Zwei-Term-Integralen, die bei der Multiplikation mit S;;, K; und M auszu-
werten sind (siehe Abschnitt 3.6.1), treten nun auch die transponierten Operatoren
H” bzw. H-T auf. Die Multiplikation mit diesen Operatoren lisst sich nach den
Erlduterungen in Abschnitt 3.6.5 ebenfalls mit einem O(NV)-Aufwand ausfiihren.

Die Effizienz der Matrix-Vektor-Multiplikation ist also gesichert. Allerdings stellt
sich heraus, dass sich die Approximationseigenschaften der mit A;"™ berechneten
Galerkin-Losung essentiell verschlechtern. Betrachten wir hierzu das folgende Rand-
wertproblem iiber Q = [0, 1], d € N:

d 2
v (1+in> Vel = f aufQ
u = 0 auf 0€). (4.39)

Die rechte Seite f wird so gewéhlt, dass die Losung gegeben ist durch

u(x) = Hsin(mcl-).

Im Folgenden wird mit uy, die Ndherungslosung des mit A;"™ diskretisierten Problems
bezeichnet.

Um einen moglichst umfassenden Uberblick iiber die Approximationsgiite von w,
zu bekommen, wurde das Beispiel fiir verschiedene Ordnung p € {1, 2, 3,4}, auf vollen
und diinnen Gittern, jeweils fiir d € {1,2,3} gerechnet. Die Abbildungen 4.5 und 4.6
zeigen den Fehler u — uj gemessen zum einen in der Energienorm, zum anderen in
der Lo-Norm. In Tabelle 4.3 ist das beobachtete Konvergenzverhalten dem erwarte-
ten Verhalten gegeniibergestellt. Mit dem erwarteten Verhalten ist dabei das fiir den
Interpolationsfehler a-priori bekannte, in (3.50) angegebene Approximationsverhalten
gemeint.
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Abbildung 4.5: Symmetrisierte Bilinearform: Energienorm (links) und Lo-Norm (rechts) des
Fehlers aufgetragen gegen die Anzahl der Gitterpunkte. Hier wurden volle Gitter verwendet.
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Abbildung 4.6: Symmetrisierte Bilinearform: Energienorm (links) und Lo-Norm (rechts) des
Fehlers aufgetragen gegen die Anzahl der Gitterpunkte. Hier wurden diinne Lo-basierte Git-
ter verwendet.
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4 FEM mit hierarchischen Tensorproduktelementen

Tabelle 4.3: Symmetrisierte Bilinearform: Abweichung der beobachteten Fehler von der er-
warteten Konvergenzordnung in der Anzahl N der Gitterpunkte. Die Diskrepanzen sind

Energienorm des Fehlers

Lo-Norm des Fehlers

beobachtet erwartet beobachtet erwartet
d=1
p=1 Nt N1 N2 N2
2 N2 N—2 N3 N3
3 N2 N3 ! N3 N !
4 N2 N ! N3 N5 !
d=2 Vollgitter
p= 1 N71/2 N71/2 N1 N1
2 Nt N1 N-3/2 N-3/2
3 Nt N—3/2 ! N—3/2 N2 !
4 N1 N—2 | N73/2 N75/2 !
d=3 Vollgitter
p= 1 N—1/3 N—1/3 N—2/3 N—2/3
2) N—2/3 N—2/3 N1 N1
3 ~ N—2/3 N1 | ~ N1 N—4/3 !
4| =~ N3 N4/ ! ~N~! N3 !
d=2 Diinngitter
p=1 ~ N1 N~11og N| ~ N~2|log N|? N—2|log N|?
2 ~ Nt N72[logN|?> ! | ~ N72%logNJ? N73log N|* !
3 ~ Nt N73logN]? ! | =~ N72%logN|J? N~ log N|> !
41 ~N-t N=*logN|* ! | ~ N72%logN|J? N7 log N|% !
d=3 Diinngitter
p=1| ~N-/3 N~ log N|? ! ~ N72/3 N72|log NS !
2| ~N-1/3 N72|log N|* ! ~ N72/3 N73|log N8 !
3| ~ N3 N=3|log N6 ! ~ N~2/3 N~*log N|** !
4| ~ N3 N~*log N8 ! ~ N~2/3 N~°|log N|*? !

mit ! gekennzeichnet.
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4.4 Bemerkungen zur Symmetrisierung

Folgendes ist festzuhalten: Fiir die Vollgitter-Ndherungen stimmt das asymptotische
Verhalten des Fehlers fiir p € {1,2} mit dem erwarteten Verhalten iiberein. Fiir An-
satzrdaume hoherer Ordnung p > 2 ergibt sich allerdings entgegen der Erwartung keine
weitere Erhohung der Konvergenzrate. Fiir diinne Gitter verschéarft sich diese Situa-
tion noch weiter: Hier ist nur fiir das zweidimensionale Problem und stiickweise li-
neare Ansatzfunktionen die erwartete Konvergenzrate zu beobachten, fiir die anderen
Testfille ist das Konvergenzverhalten meist sogar schlechter als bei der entsprechen-
den Vollgitter-Losung. Damit ist die hier vorgestellte, symmetrische Bilinearform A;™
leider wertlos.

Das erste Lemma von Strang (Satz 4.1, Abschnitt 4.3) gibt zwar keine untere Schran-
ke fiir den Fehler an, kann also das Versagen der Bilinearform A;"™ nicht begriinden.
Es gibt allerdings einen Hinweis: Kernstiick fiir die Abschétzung ist der Ausdruck

A —A
it sup ) = As(0.0)
el

Wiéhrend fiir die Ansatzfunktion (hier v) eine moglichst gutartige Funktion (in der
Regel der Interpolant der Losung) eingesetzt werden kann, um eine obere Schranke
zu bekommen, ist unter den Testfunktionen (hier w) diejenige zu beriicksichtigen, die
die grofite Differenz A(v, w) — Ap(v, w) erzeugt. Fiir die nach (4.6) definierte gitter-
abhéngige Bilinearform A, war dieser Umstand unproblematisch: Die Modifikation der
Bilinearform betrifft dort nur die Ansatzfunktion, nicht aber die Testfunktion (siehe
hierzu auch den Beweis von Satz 4.2). Fiir die symmetrisierte Form A;"™ hingegen gilt
es nun, die Differenzen der Art

Vaw — Iy(vaw) (4.40)

abzuschétzen. Fiir glatte Testfunktionen w ist die Differenz klein, fiir ,nicht-glatte® w

in der Regel grofl gegeniiber h. Bei diinnen Gitter ist dies z.B. fiir die Basisfunktionen
mit dem groBten Seitenverhiltnis des Triagers der Fall, wo Ij,(v/aw) = y/a(r) - w ist
(7 ist der Knoten der Basisfunktion w).
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5 Numerische Ergebnisse

Durch die Présentation einiger Testrechnungen soll in diesem Kapitel die Giite der vor-
gestellten Diskretisierung beleuchtet werden. Hauptkriterium ist dabei, ob der Fehler
der Galerkinlosung das gleiche asymptotische Verhalten aufweist wie die Differenz von
exakter Losung und ihrem Interpolanten. Zunéchst werden diskrete Fehlernormen ein-
gefithrt, die zwar nur Ndherungen fiir ihre kontinuierlichen Entsprechungen darstellen,
sich aber leicht numerisch berechnen lassen.

5.1 Diskrete Fehlernormen

Es bezeichne u die exakte Losung und w;, die diskrete Losung iiber dem Gitter Gj,.
Traditionell interessieren beim Fehler e;, = u — uy, die Normen

lerllz, llenllz, und |len| L., - (5.1)

Liegt die Losung w in geschlossener Form vor, kénnen diese Werte berechnet werden.
Aus Praktikabilitatsgriinden weichen wir jedoch auf diskrete Varianten dieser Normen
aus, die zum einen gute Naherungen fiir die tatséchlichen Fehler ergeben, zum anderen
mit den vorhandenen Algorithmen berechnet werden koénnen.

Zu diesem Zweck wird ey, ersetzt durch seinen Interpolanten auf dem néchst feineren
Gitter Gy, 2,

én = Inplen) = Inp(u) —up. (5.2)

Das Gitter Gp/o geht aus Gj dadurch hervor, dass zu allen Blattknoten sdmtliche
Sohnknoten eingefiigt werden, vergleiche hierzu Abschnitt 3.5. Dieses Vorgehen wird
durch den exponentiellen Abfall der Beitrige mit zunehmenden Level gerechtfertigt.
So ist zu erwarten, dass der Hauptanteil des Fehlers e, durch die Beitrdge an den
Punkten Gj/; \ Gy, erfasst wird.

Fiir die integralen Normen haben wir nun die Approximationen

. 1
lealls =~ llénlls = (e’ Le), (5.3)

. 1
lenll. = llénll. = (e"Me)z. (5.4)
Dabei ist e der Koeffizientenvektor von €, L ist die Steifigkeitsmatrix des Laplace-
operators und M die Massenmatrix, jeweils {iber dem Gitter Gy, /o. Fiir den Fall trans-

formierter Gitter ist noch zu beriicksichtigen, dass die exakten diskreten Operatoren
L bzw. M durch die modifizierten Operatoren aus Abschnitt 4.2.3 ersetzt werden.
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Eine geeignete Naherung fiir den Fehler in der L..-Norm bekommt man, indem
man anstelle des Supremums iiber alle Punkte € {2 nur Punkte des Gitters G,/2
betrachtet:

R~ e : 9.9
lenllew =~ max [en(2)] (5.5)

Wenn in der folgenden Darstellung Zahlenwerte genannt oder Diagramme mit Feh-
lern gezeigt werden, beziehen sich diese auf die hier beschriebenen, diskreten Varianten.

5.2 Variable Koeffizienten

Zunichst betrachten wir partielle Differentialgleichungen iiber [0, 1]¢ mit variablen Ko-
effizienten. Die folgenden Beispiele sollen dariiber Aufschluss geben, inwiefern die nach
(4.9) modifizierte, gitterabhingige Bilinearform ein brauchbarer Ersatz fiir die exak-
te Bilinearform ist. Die Beispiele sind so gewéhlt, dass eine Auswertung der exakten
Bilinearform mit dem Verfahren aus Abschnitt 4.2.2 geschehen kann und damit ein
Vergleich von exakt ausgewerteter und modifizierter Bilinearform moglich ist.

5.2.1 Ein 2D-Beispiel
Betrachten wir folgendes Randwertproblem:

Beispiel 5.1
~V(CVu) = f in Q= [0,1]?, (5.6)
uw(z,y) = sin(3z)sin(4y) + sin(bx) sin(6y)  auf 0Q , (5.7)
mit dem Diffusionskoeffizienten

Clony) = ( 1+ 1 cos(4x)cos(by) 5 cos(2x) cos(2y) ) |

Tcos(2z)cos(2y) 14 1 cos(4x) cos(5y)

Die rechte Seite f ist so gewdhlt, dass die Lésung u im Innern von €2 durch den
Ausdruck (5.7) gegeben ist.

Das Gebiet Q2 = [0,1]? bzw. der Raum H'(2) wird mit einem einzigen Diinngitter-
element diskretisiert. Grundlage fiir die numerischen Berechnungen sind regelméafige
diinne Gitter. Auf lokale Adaption wird wegen der Glattheit der Lésung verzichtet.

Berechnungen mit der modifizierten Bilinearform nach (4.9)

Die Abbildungen 5.1 und 5.2 zeigen die Abhéngigkeit des Fehlers u—wuy von der Anzahl
der Gitterpunkte. Die Fehler weisen fiir alle betrachteten Normen ein stabiles, asymp-
totisches Verhalten auf bis in den Bereich, in dem der Fehler von der Gréflenordnung
der Maschinengenauigkeit ~ 1071¢ ist. Der Genauigkeitsgewinn durch Erhéhung der
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5 Numerische Ergebnisse

Ordnung im Ansatzraum tritt deutlich hervor. Erstaunlich ist, dass der Fehler, ge-
messen in der Energienorm, fiir energiebasierte Gitter grofler ist als bei Lo-basierten
Gittern. Grund ist, dass die fiir energiebasierte Gitter ausgewiesene Asymptotik (3.50)
erst spat einsetzt, zu erkennen etwa an dem ,, Knick“ in der Fehlerkurve fiir p = 4 bei
N =~ 3-10* (Abbildung 5.2, rechts).

In Abbildung 5.4 wird aufgezeigt, inwiefern das nach (3.50) fiir den Interpolations-
fehler vorausgesagte asymptotische Verhalten mit dem Fehler bei der Galerkin-
Approximation iibereinstimmt. Fiir p = 1 oder p > 3 ist eine sehr gute Ubereinstim-
mung zu erkennen. Auffillig sind jedoch die mit p stark ansteigenden Konstanten,
die als Vorfaktor bei den Asymptotiken auftreten. Im Abschnitt ,, Vergleich FEM iiber
Rechtecksgitter,, weiter unten wird hierauf nédher eingegangen. Fiir p = 2 zeigt der
Fehler nicht das erwartete Verhalten. Grund ist, dass die hier gebrachten Ergebnisse
auf der nach (4.9) modifizierten Bilinearform beruhen, wobei die Interpolationen in
(4.8) entgegen der auf Seite 76 ausgesprochenen Empfehlung mit der Ordnung p = p,
also der Ordnung des Ansatzraums, durchgefiithrt werden. Erhéht man die Ordnung

fiir die Interpolation um eins, bekommt man wieder das gewiinschte asymptotische
Verhalten, siche Abbildung 5.3.
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Anzahl N der Gitterpunkte

10

Abbildung 5.3: Beispiel 5.1 — Asymptotisches Verhalten des Fehlers in der Ls-Norm mit
und ohne Ordnungserhéhung bei der Interpolation der Koeffizienten in der modifizierten
Bilinearform

Vergleich mit exakter Auswertung der Bilinearform

Da die Koeffizientenfunktionen jeweils Summe zweier Tensorprodukte aus univariaten
Funktionen sind, kann die Bilinearform A mit den in Abschnitt 4.2.2 erlduterten Al-
gorithmen exakt ausgewertet werden. Wir wollen diesen Umstand nutzen, um uns ein
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5.2 Variable Koeffizienten

p=2
10° 10°
—2
107 10
-4
z10* 510
5 5
B 10° " 07
+ L2—Fehler + ¥ 10 + L2—Feh|er
1078 * L_—Fehler + * L_-Fehler
— 10N “flog N|° 107t — 508 °flog N|*
107 ‘ ‘ ‘ : : : : : ‘
100 106 100 100 10 @ 10° 10" 10° 10° 10" 10° 10°
Anzahl N der Gitterpunkte Anzahl N der Gitterpunkte
p:3 p:4
10° | ¥ 10° *
10 10° i
-4
10—4 10 .
© 4 510
K T 10°®
10° t o
10
100 + L2—Fehler 1072 + L2—Fehler
10722 * Lw—FehIer ] * Lm—FehIer o
— 200°N “log N® 1077 — 510°m o NI°
-14 - - . . -16 - - . .
10 1 2 3 4 5 6 10 1 2 3 4 5 6
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
Anzahl N der Gitterpunkte Anzahl N der Gitterpunkte
p=5 p=6
10° | o N 10 | % *
i} ¥ i} E3
10° ¥ 10° ¥ x
10° 10°°
T B
8 10° 510°
10 + L2—Fehler 1077 + L2—Fehler
s * Lm—FehIer s * Lw—FehIer
101 — 2m0°n°ilog NI’ iA 1071 — 200" flog NI° i-
10" 10° 10° 10 10° 10° 10" 10° 10° 10 10° 10°

Anzahl N der Gitterpunkte Anzahl N der Gitterpunkte

Abbildung 5.4: Beispiel 5.1 — Asymptotisches Verhalten des Fehlers in La- und Leo-Norm im
Vergleich mit der a-priori bekannten Asymptotik (3.50) des Interpolationsfehlers
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5 Numerische Ergebnisse

Bild iiber den durch die Modifikation der Bilinearform verursachten Fehler zu machen.
Tabelle 5.1 stellt die Ergebnisse aus der Diskretisierung mit exakter und modifizierter
Bilinearform gegeniiber. Folgendes ist festzustellen: Fiir p > 2 liefern beide Diskreti-
sierungen verschiedene Ergebnisse, wobei die exakt ausgewertete Bilinearform jeweils
den kleineren Fehler ||u — up||r, produziert. Der Quotient

lu — wyet L,

(5.8)

= |

wéchst fiir kleiner werdende Maschenweite zunéchst, bleibt aber nach oben beschrankt
durch eine Konstante, die nur von p abhéngt und umso grofler ist, je grofler p ist. Das
asymptotische Verhalten des Fehlers ist damit fiir beide Verfahren das gleiche.

N | =™, | flu—uf™ e, | gn | v —up*, | v —ug= |z, | g
p=1 p=2
21 | 2.07 - 10° 2.07 - 10° 1.00 | 2.52 - 10 2.61-10° 0.96
49 | 1.09 - 10° 1.08 - 10° 1.01 | 6.87-1071 7.14-1071 0.96
113 | 5.30- 10! 5.17-107! 1.02 | 2.27- 1071 2.06-107! 1.10
257 | 2.57-107! 2.49.107! 1.03 | 6.52- 1072 5.18-1072 1.26
577 | 1.27-1071 1.22-1071 1.04 | 1.77-1072 1.31-1072 1.35
1281 | 6.34 - 1072 6.07 - 1072 1.04 | 4.56 - 1073 3.28-1073 1.39
2817 | 3.17-1072 3.03- 1072 1.05 | 1.15-1073 8.20- 1074 1.40
6145 | 1.59 - 1072 1.51-1072 1.05 | 2.89-10~* 2.05-107* 1.41
13313 | 7.93- 1073 7.56 1073 1.05 | 7.23-107° 5.13-107° 1.41
28673 | 3.97-1073 3.78-1073 1.05 | 1.81-107° 1.28 -107° 1.41
p=3 p=4
21 | 2.59 - 10° 2.67-10° 0.97 | 2.59 - 109 2.68 - 10° 0.98
49 1 6.91-1071 7.19-107! 0.96 | 6.90- 107" 7.19-107! 0.96
113 | 1.64-107! 1.38 - 1071 1.19 | 1.39- 1071 1.01- 1071 1.38
257 | 3.14-1072 1.80-1072 1.75 | 2.80 - 1072 1.01-1072 2.77
577 | 5.46 - 1073 2.22-1073 2.46 | 5.07-1073 8.31-10~* 6.10
1281 | 8.19-107* 2.71-107* 3.02 | 5.37-107* 5.08-107° 10.6
2817 | 1.12-1074 3.36-107° 3.34 | 4.15-107° 2.91-10°6 14.3
6145 | 1.45-107° 4.20-1076 3.46 | 2.87-107 1.77-1077 16.2
13313 | 1.84-1076 5.24-1077 3.51 | 1.87-107" 1.11-1078 17.0
28673 | 2.31-1077 6.55-1078 3.53

Tabelle 5.1: Beispiel 5.1 — Vergleich des Lo-Fehlers bei exakt ausgewerteter Bilinearform
und bei modifizierter Bilinearform. N ist die Anzahl der Gitterpunkte, qp ist der in (5.8)
definierte Quotient.
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5.2 Variable Koeffizienten

Vergleich mit FEM iiber Rechtecksgitter (2-Version)

Die obigen Testrechnungen reproduzieren fiir den Fehler gemessen in der Lo-Norm das
asymptotische Verhalten, wie es fiir den Interpolationsfehler in (3.50) vorhergesagt
wird. Damit ist das Diinngitterverfahren dem Vollgitterverfahren bzw. der klassischen
h-Version der FEM theoretisch iiberlegen: Fiir feste Ordnung p hat man fiir diinne
Gitter Fehler der Art O(N~®*+Y|log, N|*®4))  fiir volle Gitter O(N~®+Y/4) Damit
ist klar, dass ab einer bestimmten Zahl von Gitterpunkten das Diinngitterverfahren
den kleineren Fehler liefern muss. Fiir die praktische Bedeutung des Diinngitterver-
fahrens ist nun entscheidend, ab welcher Gitterpunktzahl dieser Effekt eintritt. Die
Notwendigkeit einer diesbeziiglichen Untersuchung ergibt sich aulerdem aus dem Um-
stand, dass die experimentell bestimmten Konstanten C in der asymptotischen Kurve
C - N~®+D . |log, N|* mit zunehmender Ordnung p sehr schnell ansteigen, vergleiche
Abbildung 5.4.

Zu diesem Zweck wurde das Randwertproblem aus Beispiel 5.1 iiber dquidistan-
ten Rechtecksgittern mit Lagrange-Tensorproduktelementen berechnet (vergleiche
Seite 10). Hierfiir kam die an der Universitit Heidelberg entwickelte Programm-
bibliothek deal.II zum Einsatz [7, 8]. Abbildung 5.5 zeigt die Ergebnisse dieser Be-
rechnungen im Vergleich mit den Ergebnissen fiir die Diinngitter-Diskretisierung. Der
genannte Vorsprung des Diinngitterverfahrens ab einer bestimmten Anzahl von Git-
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Abbildung 5.5: Beispiel 5.1 — Vergleich von Diinngitterelementen mit FE-Diskretisierung
iiber dquidistantem Rechtecksgitter (Lagrange-Tensorproduktelemente, h-Version der FEM).
Links: Fehler in Energienorm (energiebasierte Diinngitter), rechts: Fehler in Lo-Norm (La-
basierte Diinngitter)
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5 Numerische Ergebnisse

terpunkten lédsst sich an Hand der Grafiken ablesen. Der Schwellwert verschiebt sich
allerdings mit zunehmender Ordnung nach hinten, fiir p = 2 liegt er bei etwa 5 - 102
Gitterpunkten, fiir p = 4 bei ungefihr 10* Gitterpunkten.

Insgesamt ist es weniger angebracht, das Diinngitterverfahren einer bestimmten
Ordnung in Konkurrenz zum Vollgitterverfahren der gleichen Ordnung zu betrachten.
Vielmehr entspricht einem Diinngitterverfahren der Ordnung p ein Vollgitterverfah-
ren der Ordnung d - p, da beide beziiglich des Fehlers in der Energienorm das gleiche
asymptotische Verhalten aufweisen, siehe Gleichung (3.50) und den Kommentar in der
Zusammenfassung auf Seite 43. Dies ist an Hand der Fehlerkurven auf der linken Seite
von Abbildung 5.5 schén nachzuvollziehen: Man vergleiche etwa den Diinngitterfehler
zu p = 1 mit dem Vollgitterfehler fiir p = 2 oder den Diinngitterfehler bei p = 2 mit
dem Vollgitterfehler fiir p = 4.

5.2.2 Ein 3D-Beispiel
Wenden wir uns dem folgenden 3D-Beispiel zu:

Beispiel 5.2
~V(CVu) = f in Q= [0,1)?, (5.9)
u(z,y) = cos(bx)cos(y)cos(3z) + cos(3z) cos(by) cos(4z)  auf 092 (5.10)

mat dem Diffusionskoeffizienten

C(z,y,2) = E + l~S(Jr,‘,y,z),

W

sin(2z) sin(3y) sin(4z) sin(2z)sin(y) sin(5z)  sin(z) sin(2y) sin(2z)
S(z,y,z) = | sin(2z)sin(y)sin(5z) sin(3z)sin(2y)sin(3z) sin(4z) sin(3y) sin(2z)
sin(z) sin(2y) sin(2z)  sin(4z) sin(3y) sin(2z) sin(3z) sin(5y) sin(2z)

E ist die 3 x 3-Einheitsmatriz. Die rechte Seite f ist so gewdhlt, dass die Lésung u
im Innern von Q durch den Ausdruck (5.10) gegeben ist.

Das Gebiet Q = [0, 1]* bzw. der Raum H'(Q) wird mit einem Diinngitterelement
diskretisiert. Um die variablen Koeffizienten zu behandeln, wird die nach (4.9) modifi-
zierte Bilinearform benutzt. Die Interpolationen der Koeffizienten erfolgt mit Ordnung
p=p+ 1, wenn p die Ordnung des Ansatzraums ist.

Zur Verwendung kommen zunéchst regelméflige Lo-basierte Gitter. Auf der linken
Seite von Abbildung 5.6 ist der Lo-Fehler gegen die Anzahl der Gitterpunkte aufge-
tragen. Es fallt auf, dass ab Ordnung p > 4 keine wesentliche Verbesserung mehr
durch ein weiteres Erhohen des Polynomgrades erzielt werden kann. Erst der Einsatz
lokal adaptiver diinner Gitter bringt eine Differenzierung des Fehlerverhaltens fiir Ord-
nungen p > 4 (rechte Seite von Abbildung 5.6). Der Genauigkeitsgewinn, der durch
die lokale Gitterverfeinerungen fiir Ordnungen p > 3 erzielt wird, ist betréchtlich.
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5.2 Variable Koeffizienten

Dies ist umso bemerkenswerter, als es sich bei der Losung v um eine glatte Funkti-
on handelt und damit zunédchst kein Anlass fiir die Verwendung adaptiver Techniken
besteht. Offensichtlich reagieren Ansatzraume hoherer Ordnung empfindlicher auf klei-
ne Gitterkorrekturen. Abbildung 5.7 gibt einen Eindruck von den hier verwendeten,
a-posteriori erzeugten Gittern.

0

10 T T . . 10°
@ @
&
—2
10° ¢ i oo e 1 107 | ® o 1
& ° & f@ o
» o ,,, * o
O 44 = é&* o
=10 § o 1 210" #r  Oo ]
b " o 1200° & AN ©og 1200°
% -6 X o 3 6 ® A ++ © o
e 10 &+ 1 "é 10 D*é w Dk 1
= 7 + _
5 s 1.300 5 5?@] a T 111077
= -8
107 e AT 136D0:3 1M0° 5o 08,0 T 155107
- ¥ 3418 p= 00 '
+ p=2 A + p=2 A -10
Wl A p=3 | % 4700
L i 10 * a 10
10 o p=4 107 o p=4 o0 g
P_ p_ koo -
o p=5 & p=5 *0 g
| LX p=6 Y p=6
10 ‘ ‘ ‘ ; 10 ‘ ‘ ‘ ;
107 10° 10° 10° 10° 10° 10° 10* 10° 10°
Anzahl N der Gitterpunkte Anzahl N der Gitterpunkte

Abbildung 5.6: Beispiel 5.2 — Der Fehler u — uj, gemessen in der Lo-Norm fiir regelméfige
Lo-basierte diinne Gitter (links) und lokal adaptive Lo-basierte diinne Gitter (rechts)

Ldsung u

Abbildung 5.7: Beispiel 5.2 — Losung u, regelméfiges und adaptives Gitter, jeweils einge-
schrédnkt auf die Ebene z = 0.5

Vergleich mit exakt ausgewerteter Bilinearform

Dank der Tensorproduktstruktur der Diffusionskoeffizienten sind wir in der Lage, mit
Hilfe der Algorithmen aus Abschnitt 4.2.2 die Bilinearform exakt auszuwerten und
damit den durch die Modifikation der Bilinearform bedingten Fehler zu untersuchen.
In Tabelle 5.2 sind die Fehler in der Lo-Norm einmal fiir die modifizierte und einmal
fiir die exakt ausgewertete Bilinearform gegeniibergestellt. In beiden Féllen liegen re-
gelméfige Lo-basierte Gitter zu Grunde. Wie bereits in Beispiel 5.1 festgestellt, ergibt
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sich fiir die exakt ausgewertete Bilinearform erwartungsgeméf der kleinere Fehler,
wobei die Differenz zum modifizierten Verfahren umso deutlicher ist, je grofler die
Ordnung des Ansatzraums ist.

N | = upoin, | v —ug e, | g | llu—up°p, | [Ju—ug®s, | g
p=1 p=2
81 | 8.8691 - 102 8.8170-1072 [ 1.01 | 9.4896-10~2 [9.3042-10"2 | 1.02
225 | 3.8245 - 1072 3.7667 - 102 | 1.02 | 2.1033-1072 | 2.1783-10"2 | 0.97
593 | 1.4822-1072 1.5288-1072 | 0.97 | 3.9160- 102 | 4.4651-10~% | 0.88
1505 | 4.79655 - 1072 | 5.2205-10"% | 0.92 | 6.8828 - 10~* | 6.6507 - 10~* | 1.03
3713 | 1.41457-107% | 1.6152-10~2 | 0.88 | 1.2785-10"* | 9.2687-10° | 1.38
8961 | 4.05402-10~* | 4.8119-10~* | 0.84 [ 2.3192-10"° | 1.3145-107° | 1.76
21249 | 1.15877-10~* | 1.4147-10~* | 0.82 | 3.8662-10% | 1.8774-10¢ | 2.06
49665 | 3.32640 - 107° | 4.1355-10"> | 0.80 | 6.1044 - 10°7 | 2.6621-10"7 | 2.29
114689 | 9.58371-107% | 1.2035-10"> | 0.80 | 9.3156-10~% | 3.7463-107% | 2.49
p=3 p=4
81 [ 9.0834-1072 8.9056 - 1072 | 1.02 | 9.0830-10"2 | 8.9060 1072 | 1.02
225 | 1.6071-1072 1.7041-1072 | 0.94 | 1.6038-10"2 | 1.6949-10"% | 0.95
593 | 2.7044 - 1073 2.8133-107% | 0.96 | 2.5695- 1073 | 2.6696 - 10~ | 0.96
1505 | 4.7874 - 10~* 3.6952-10~* | 1.30 | 4.5205-10"* | 3.0134-10"* | 1.50
3713 | 8.0492 - 10~° 3.5894 - 1075 | 2.24 | 6.5904-107° | 2.5097-107° | 2.63
8961 | 1.1191 - 10~° 2.6856-1076 | 4.17 | 7.4458 -107% | 1.6002- 1075 | 4.65
21249 | 1.3111-107° 1.7328 -10~7 | 7.57 | 6.3876- 1077 | 8.1212-107% | 7.87
49665 | 1.2810 - 107 1.0475-107% | 12.2]3.9337-107% | 3.2549-102 | 12.1
114689 | 1.1014 - 108 6.1574-1071° | 17.9 | 2.0773-107° | 1.1586-10~'° | 17.9

Tabelle 5.2: Beispiel 5.2 — Vergleich des Lo-Fehlers bei exakt ausgewerteter Bilinearform
und bei modifizierter Bilinearform. N ist die Anzahl der Gitterpunkte, g ist der in (5.8)
definierte Quotient.

Vergleich mit FEM iiber Tetraedergitter (h-Version)

Wie bereits fiir das 2D-Beispiel durchgefiihrt, soll an dieser Stelle ein Vergleich der
Diinngittermethode mit einer klassischen Finite-Element-Diskretisierung angestellt
werden. Hierzu wurde das Programm FEMLAB benutzt!. Zur Verwendung kamen Tetra-
ederelemente vom Lagrange-Typ. Abbildung 5.8 zeigt die so erhaltenen Fehlerkurven
zusammen mit den Ergebnissen aus den Diinngitter-Rechnungen.

Der Vorteil der Diinngitterelemente gegeniiber den Tetraederelementen tritt sehr
deutlich hervor. Betrachten wir die Kurven zum Fehler in der Lo-Norm, so ist bei-
spielsweise die Diinngitterdiskretisierung der Ordnung p = 2 den Tetraederelementen

'FEMLAB® ist eine FE-Bibliothek fiir MATLAB® und wurde von COMSOL AB, Schweden, entwickelt.
Fiir weitere Informationen sei auf die Homepage http://www.femlab.com verwiesen.
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der Ordnung p = 4 bereits ab ca. 10* Gitterpunkten iiberlegen, eine nach heutigen
MafBstében sehr niedrige Gitterpunktzahl fiir 3D-Berechnungen.
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Abbildung 5.8: Beispiel 5.2 — Vergleich von Diinngitterelementen mit FE-Diskretisierung
iiber Tetraedergitter (Lagrange-Elemente, h-Version der FEM). Links: Fehler in Energienorm
(energiebasierte Diinngitter), rechts: Fehler in Lo-Norm (La-basierte Diinngitter)

5.2.3 Unstetige Koeffizienten

Voraussetzung fiir die Definition (4.9) der modifizierten Bilinearform A, war, dass die
Koeffizienten partiell differenzierbar sind. Tatséchlich geniigt es, wenn die Differenzier-
barkeit im Innern der Elemente gegeben ist und am Rand der Elemente die einseitigen
Ableitungen existieren. Somit kénnen Randwertprobleme mit unstetigen Koeffizienten
behandelt werden, wenn es gelingt, das Gebiet so in Elemente zu unterteilen, dass die
Unstetigkeiten auf den Elementgrenzen zu liegen kommen und die Koeffizienten im
Innern der Elemente glatt sind. Betrachten wir hierzu das folgende Beispiel:
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Beispiel 5.3 Die Funktion

u(z,y) = ui(w)us(y),

( 2sinh x 0<z<1
@ 21 sinh 2’ =T=
u(r =
21sinhz — 19sinh(2 — x) | <z <9
( 21 sinh 2 ! r=2
) .
2sing 0<y<1,
( ) 11sin2
U2\y) =
11siny — 9sin(2 —y)
1l<y<2
( 11sin 2 ’ y=

gentigt der partiellen Differentialgleichung
~V(D(z,y)Vu(z,y)) = 0, (2,y)€Q=[0,2],

wobei D der in Abbildung 5.9 skizzierte, stiickweise konstante Diffusionskoeffizient ist.
Fiir das Randwertproblem werden die exakten Werte von u auf dem Rand vorgegeben.

Entsprechend der Gestalt von D wird €2 in vier quadratische Elemente zerlegt. In
Abbildung 5.10 werden Ergebnisse aus der Berechnung iiber energiebasierten, adapti-
ven Gitter gezeigt. Das feinste Elementgitter wird bei der adaptiven Verfeinerung dort
erzeugt, wo die Kriimmung der Losung am grofiten ist, also dort, wo der Diffusions-
koeffizient am kleinsten ist.

2
D =20 D=1
1
D =200 | D=10
0
0 1 2

Abbildung 5.9: Beispiel 5.3 — Losung u (links) und stiickweise konstanter Diffusionskoeffizient
D (rechts).
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Abbildung 5.10: Beispiel 5.3 — Links: adaptives, energiebasiertes Gitter (3578 Gitterpunkte),
rechts: Fehlerkurven fiir stiickweise lineare und stiickweise quadratische Ansatzfunktionen

5.3 Krumm berandete Gebiete

Im Folgenden wenden wir uns Beispielen fiir Randwertprobleme iiber krumm beran-
deten Gebieten zu. Die folgenden Berechnungen stiitzen sich auf die durch (4.9) de-
finierte, modifizierte Bilinearform, wobei die auf das Referenzelement transformierten
Koeffizienten gemaf} (4.11) gebildet werden.

5.3.1 Potentialstromung um einen Kreiszylinder (2D)

Beispiel 5.4 Uber

1
Q = [-L1 n {(z,y) e R*: 2 +¢* > R*}, R:Z’
sei das folgende Randwertproblem definiert:
—Au = 0 i €D,
R%y
u(z,y) = y-— 21 auf Of). (5.11)

Die Liosung u(x,y) ist dann durch den Ausdruck (5.11) fir alle (z,y) € Q gegeben.

Dieses Beispiel entstammt einer Anwendung aus der Stromungsmechanik. Sta-
tiondre, inkompressible Stromungen, die zudem noch als reibungsfrei angenommen
werden, lassen sich durch eine harmonische Funktion ¢ : {1 — R beschreiben, d.h. ¢
geniigt der Laplace-Gleichung [44]. Das Geschwindigkeitsfeld der Stromung ist dann
durch den Gradienten von ¢ gegeben. Man bezeichnet ¢ deshalb als Potential der
Stromung und Stromungen, die sich so beschreiben lassen, als Potentialstromun-
gen. Obiges Beispiel beschreibt die Potentialstromung um einen Kreiszylinder mit
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Abbildung 5.11: Beispiel 5.4 — Potentialstromung um einen Kreiszylinder: Zerlegung von 2 in
vier Elemente (links), regelméfBige diinne Gitter iiber den Elementen (Mitte), Stromfunktion
u (rechts).

Radius R. Bei der Funktion v handelt es sich allerdings nicht um das eben erwihn-
te Potential, sondern um die sogenannte Stromfunktion, die in 2D ein &dquivalentes
Gegenstiick zum Potential darstellt und ebenfalls der Laplace-Gleichung geniigt. Der
Name riithrt daher, dass die Linien gleichen Funktionswerts parallel zur Strémung ver-
laufen. Dies gilt im Speziellen fiir die Begrenzungslinien der Stromung, an denen die
Geschwindigkeit konstant 0 ist. Man vergewissere sich, dass dies im obigen Beispiel
durch die Dirichlet-Randbedingung auf der Kreislinie 2% + 3> = R? erzwungen wird.
Die {iibrigen Randbedingungen wurden allerdings entsprechend der fiir freie Rénder
bekannten Losungsfunktion gesetzt, d.h. die Riinder des Quadrats [—1, 1]> haben hier
nicht die Bedeutung von die Strémung begrenzenden Wénden.

Fiir die numerische Losung des Randwertproblems wird €2 wie in Abbildung 5.11
gezeigt in vier Elemente zerlegt. Die Transformationen fiir die Abbildung des Refe-
renzelements auf die Elemente werden durch Vorgabe der Randparametrisierung und
transfiniter Interpolation im Innern erzeugt. Die Elemente selbst werden zunéchst mit
regelméfBigen, Lo-basierten diinnen Gittern versehen. Zur Verwendung kommt die nach
(4.9) und (4.11) modifizierte Bilinearform. Ist p die Ordnung des Ansatzraums, so wer-
den die Transformationen entsprechend der Empfehlung (4.12) mit Ordnung p = p+2
interpoliert, die transformierten Koeffizienten mit Ordnung p = p + 1.

In Abbildung 5.12 sind die Fehlerkurven fiir verschiedene Ordnungen p dokumen-
tiert. Deutlich zu erkennen ist das mit steigender Ordnung besser werdende Approxi-
mationsverhalten, wobei der Genauigkeitsgewinn beim Ubergang von p = 1 auf p = 2
wesentlich grofler ist als etwa von p = 4 auf p = 5. Fiir hohe Ordnungen wird das
asymptotische Verhalten offensichtlich erst nach einer betrichtlich langeren Vorlauf-
zeit angenommen, als dies bei niedrigen Ordnungen der Fall ist. Diese Beobachtung
haben wir bereits bei Beispiel 5.2 gemacht. Dort konnte die erwidhnte Vorlaufzeit durch
die Verwendung adaptiver Gitter erheblich verringert werden. Das gleiche gilt nun auch
fiir das vorliegende Beispiel. In Abbildung 5.13 sind die Fehlerkurven fiir regelméaflige
und adaptive Lo-basierte Gitter gegeniibergestellt. Fiir p = 1 produziert das adaptive
Gitter keine besseren Ergebnisse als das regelméflige Gitter. Bemerkenswert ist hinge-

108



5.3 Krumm berandete Gebiete

10 10°
€]
10 8 g o
ﬁ © (@) 1072 @ O
2 & o & o
10 ° .
5. % ) s o
010° 8 . %o 1 10 s °
-4 o
T A o jssw0* § §, o
T 107 ¢ o 1 5 8 g
A % L 10° " 1 -7
8 B @ a0 5,010
c 107 At o 8 \ o
o] + € + o
T 8 a 510° 8
510 ° + 183107 2 A X
4. N N Boa+ 7.210°1°
10 E ~10 |
24 S PO T B ga* 48101
8 +
10 o p=1 3 o p=1 N 5.20107%2
;P2 ad o {33m0°  gg|| + p=2 o | 160072
-9 p= o ] -9 A p=3
10 5 b o 1.0010 o hes o
¢ p=5 ¢ p=5
-10 -14
1o T s i i 10 : ‘ ‘ ‘ ‘
100 100 100 100 10 10 100 100 100 100 100 10°
Anzahl N der Gitterpunkte Anzahl N der Gitterpunkte

Abbildung 5.12: Beispiel 5.4 — Potentialstrémung um einen Kreiszylinder: Fehler gemessen
in der Energie-Norm (links) und in der Lo-Norm (rechts) fiir regelméfBige, Lo-basierte Diinn-
gitterrdume V,ﬁp Y. Die Interpolation der Transformationen fand mit Ordnung p = p + 2
statt, die der Koeffizienten mit p = p + 1.

gen der Vorsprung, der durch die Gitter-Adaption fiir Ordnungen p > 2 erreicht wird.
Fiir p = 4 etwa ist der Fehler auf dem adaptiven Gitter mit ca. 10° Gitterpunkten
knapp zwei Zehnerpotenzen kleiner als auf dem vergleichbaren regelméfligen Gitter.
Die Approximationsgiite diinner Gitter wird von der gemischten Ableitung (p 4 1)-ter
Ordnung beeinflusst. In der Nahe des Zylinders ist auf Grund der Koordinatentransfor-
mation die gemischte Ableitung beziiglich der Polarkoordinaten r und ¢ zu betrachten.
Es ist 8,?*18£+1u = O(r=®*2). Damit ist klar, dass das Gitter in der Umgebung der
Zylinderoberfliche umso stérker verfeinert werden muss, je gréfler die Ordnung p ist.
Einen Eindruck von den hier erzeugten lokal adaptiven Gittern gibt Abbildung 5.14.
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Abbildung 5.13: Beispiel 5.4 — Potentialstromung um einen Kreiszylinder: Vergleich von
regelméfigen und adaptierten Lo-basierten Diinngitterelementen.
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Abbildung 5.14: Beispiel 5.4 — Potentialstromung um einen Kreiszylinder: Oben: regelméfi-
ges (links) und adaptives (rechts) Lo-basiertes Diinngitter (p = 4) mit 10240 bzw. 6850
Gitterpunkten. Unten: Fehler iiber dem entsprechenden Gitter.
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Zur Wahl von p und p

Die Empfehlung, die Transformationen mit Ordnung p + 2 und die Koeffizienten mit
Ordnung p + 1 zu interpolieren, wenn p die Ordnung des Ansatzraums ist, basiert auf
der Uberlegung, dass der jeweilige Interpolant zwei- bzw. einmal differenziert wird, be-
vor er (an den Gitterpunkten) ausgewertet wird und dadurch in der Regel zwei bzw.
eine Ordnung an Genauigkeit verloren geht. Abbildung 5.15 zeigt an Hand des vorlie-
genden Beispiels, inwiefern sich verschiedene Kombinationen von p, p und p auf das
Konvergenzverhalten auswirken. Dargestellt ist jeweils der Fehler in der Energienorm
fiir verschiedene Tripel (p,p,p) und als Vergleichsmafistab der Interpolationsfehler,
gemessen auf dem jeweils néchstfeineren Gitter. Fiir p = 1 und p = 2 ist dabei deut-
lich zu erkennen, wie sich der erwdhnte Ordnungsverlust auf die Lésung niederschligt,
wenn p = p = p gesetzt wird. Die Erhohung von p und p gleicht diesen wieder aus, so
dass der Fehler das gleiche asymptotische Verhalten hat wie der Interpolationsfehler.
Fiir p > 3 scheint keine Ordnungserhohung notig zu sein. Fiir den Lo-Fehler (Abbil-
dung 5.16) ergibt sich aber auch hier die Notwendigkeit einer Ordnungserhthung, um
die gewiinschte Asymptotik zu erzielen. Man beachte, dass die Erhohung der Ord-
nung bei den Interpolationen keinen wesentlichen zusétzlichen Aufwand bedeutet: Die
erwahnten Interpolationen sind nur einmal pro Triangulierung auszuwerten.

Vergleich mit Standard Lagrange-Dreiecks-Elementen

An dieser Stelle soll ein Vergleich mit der h-Methode der Finiten Elemente gezo-
gen werden. Dafiir wurde das Problem 5.4 mit (isoparametrischen) Dreieckselemen-
ten vom Lagrange-Typ gerechnet. Zum Einsatz kam die FE-Bibliothek FEMLAB. Ab-
bildung 5.17 zeigt eine typische Triangulierung fiir das Gebiet ). Daneben sind die
Lo-Fehler fiir Lo-basierte Diinngitterelemente und fiir die Dreieckselemente gegeniiber-
gestellt. Der Komplexitatsvorsprung der diinnen Gitter tritt dabei deutlich hervor. So
liefert das Diinngitterverfahren fiir p = 2 im Vergleich zum Vollgitterverfahren fiir
p = 3 bereits ab N ~ 2 - 103 Gitterpunkte den kleineren Fehler. Das Diinngitter-
verfahren der Ordnung 1 weist in etwa das gleiche asymptotische Verhalten auf, wie
die Dreieckselemente dritter Ordnung: Fiir letztere sind die Fehler von der Ordnung
O(N~G+1/2) = O(N~2), fiir die Diinngitterelemente darf man nach (3.27) Fehler der
Ordnung O(N2|log N|*) &~ O(N~2) erwarten.
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Abbildung 5.15: Beispiel 5.4 — Potentialstromung um einen Kreiszylinder: Fehler gemessen
in der Energie-Norm fiir verschiedene Kombinationen von p, p und p. Zum Vergleich ist der

Interpolationsfehler ||u — I }(Zp )u|| &, gemessen auf dem néchstfeineren Gitter, eingetragen.
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Abbildung 5.16: Beispiel 5.4 — Potentialstrémung um einen Kreiszylinder: Fehler gemessen
in der Lo-Norm fiir verschiedene Kombinationen von p, p und p. Zum Vergleich ist der

Interpolationsfehler ||u — I ,Sp )uH Ly, gemessen auf dem néchstfeineren Gitter, eingetragen.
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Abbildung 5.17: Beispiel 5.4 — Potentialstromung um einen Kreiszylinder: Vergleich mit
Lagrange-Elementen iiber Dreiecksgitter.
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5.3.2 Ein 3D-Beispiel

Beispiel 5.5 Uber

1
Q = [-L1P n {(2,y,2) e R*: 2° +y* > R*}, RZZ’
sei das folgende Randwertproblem gegeben:
—Au = 0 in €,
1
u(z,y,z) = auf Of). (5.12)

Va2 +y? + 22
Die Liosung u(x,y,z) im Innern von  ist dann ebenfalls durch den Ausdruck (5.12)

bestimmdt.

Bei dem Gebiet € handelt es sich um einen Wiirfel, aus dem ein Zylinder ausge-
schnitten ist. Es wird entsprechend der folgenden Skizze in vier Teilgebiete zerlegt:

Z
II
AN
~ ~
/ U
/
y , 0] 1)
/ //\ N
-7 RS
X

Die Teilgebiete werden mit je einem Diinngitterelement diskretisiert. In Abbildung
5.18 sind die Ergebnisse aus den numerischen Berechnungen zusammengetragen. Er-
neut ist festzustellen, dass fiir Ordnungen p > 2 die adaptiven Diinngitter wesent-
lich bessere Ergebnisse liefern als die regelméfiigen Gitter mit gleicher Knotenanzahl.
Das vom Interpolationsfehler a-priori bekannte asymptotische Approximationsverhal-
ten der Art N~*+D|log N|*®9 wird allerdings auch von den adaptiven Gittern nicht
erreicht. So fallen die Lo-Fehler fiir p > 3 nur wie N 3. Trotzdem ist dieses Fehlerver-
halten gut: Um das gleiche Abfallverhalten von einem Vollgitterverfahren zu erhalten,
miisste dieses mit Elementen 8-ter Ordnung arbeiten (3% = 3). Zum Vergleich sind in
Abbildung 5.18 auch Berechnungen mit Tetraederelementen erster und zweiter Ord-
nung aufgenommen (gerechnet mit FEMLAB). Im Vergleich zu den Tetraederelementen
zweiter Ordnung liefern die regelméfligen Diinngitter erster Ordnung ab ca. 70.000
Punkten, die adaptiven Diinngitter erster Ordnung bereits ab ca. 15.000 Punkten den

kleineren Fehler.
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Abbildung 5.18: Beispiel 5.5 — Vergleich von Tetraederelementen, regelméfigen und adapti-
ven Ly-basierten Diinngitterelementen.
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6 Ein Mehrgitter-Vorkonditionierer

Mehrgitterverfahren [29, 30, 49] beruhen auf der Idee, das Gleichungssystem auf einer
Hierarchie von Unterrdumen naherungsweise zu 16sen. Zur Konstruktion solcher Hier-
archien ist die hierarchische Basis ein besonders geeignetes Instrument. Bereits der Ba-
siswechsel von der nodalen in die hierarchische Basis verringert die Konditionszahl der
Systemmatrix essentiell [55]. Vorkonditionierer auf der Grundlage von hierarchischen
Basen, die zu einer von der Gitterweite unabhingigen Konditionszahl fithren, werden
1986 von Yserentant [54] vorgestellt. Griebel und Oswald [26] geben 1994 einen ad-
ditiven Schwarz-Vorkonditionierer an, der fiir die Finite-Element-Approximation der
Poissongleichung iiber diinnen Gittern eine optimale, d.h. gitterweitenunabhéingige
Konvergenzrate aufweist. Fiir Diinngitterelemente hoherer Ordnung stellt Bungartz
in [16] einen Mehrgitter-Algorithmus vor. Allerdings werden dort die Testfunktionen
nach wie vor als stiickweise linear vorausgesetzt, es wird also ein Petrov-Galerkin-
Ansatz verfolgt. Dadurch vereinfacht sich zwar der Transport des Residuums zwischen
den verschiedenen Gittern, auf das theoretische Fundament der in Ansatz- und Test-
raum symmetrischen Ritz-Galerkin-Verfahren muss allerdings verzichtet werden.

Das auf den folgenden Seiten vorgestellte Mehrgitterverfahren ist in Ansatz- und
Testraum symmetrisch. Als Vorkonditionierer fiir das BiCGstab-Verfahren [11, 51] hat
es in den numerischen Beispielen fiir sehr gute Konvergenzraten gesorgt.

6.1 Unterraum-Korrektur-Verfahren
Das aus der FE-Diskretisierung hervorgehende Gleichungssystem
Au = b (6.1)

mit der Losung u € V wird auf Grund seiner Grofle in der Regel mit Hilfe iterativer
Verfahren gelost. Solche Loser bestimmen ausgehend von einer geschétzten Startlosung
uM eine Folge von Niherungen u®, u® ... die gegen die Losung u konvergiert.

Den abstrakten Rahmen fiir eine Reihe von iterativen Losern bilden die Unterraum-
Korrektur-Verfahren [53]: Ausgangspunkt ist eine Zerlegung von V' in eine nicht not-
wendigerweise direkte Summe

Vo=V (6.2)
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von Unterrdumen V; C V, j = 1,...,J, die durch Abbildungen P; : V; =V in V

eingebettet sind. Sei V}, j € {1,...,J}, ein beliebig herausgegriffener Unterraum.

Gesucht ist nun eine Korrektur cg-i) € Vj, so dass bestenfalls

u) = u(i)+ch§i) -

gilt, also . ‘ ’ .
AP; cy) = Au—Au? = f— A = O (6.3)

Das Residuum 7(® liegt im Allgemeinen jedoch nicht im Bild von AP;. Man fordert
deshalb lediglich, dass die Projektion von (6.3) auf V; erfiillt ist:

PrApP; Y = Py, (6.4)

Ist P].TAPJ- invertierbar, so ist die Korrektur cg»i) gegeben durch

) = (PFAR) ' PI v = By,

Es ist im Allgemeinen w1 2 u, doch man hat immerhin P71 = 0.

Bei der Kombination der Korrekturen aus den verschiedenen Unterrdumen V,
7 =1,...,J, unterscheidet man zwischen zwei Verfahren: Das additive Verfahren ist
gegeben durch

J
W) = W 4. 3 By
j=1

mit einem optionalen Dampfungsfaktor w € [0,1]. Es bearbeitet alle Gitter parallel,
d.h. die Korrekturen Bjr(i) werden unabhéngig von einander berechnet und anschlie-
Bend zu einer Gesamtkorrektur addiert. Das multiplikative Verfahren hingegen macht
fiir die (j + 1)-te Korrektur vom Ergebnis aus der j-ten Korrektur Gebrauch. Der
Schritt von u® auf u*+) zerfillt somit in J hintereinander auszufithrende Teilschrit-
te:

W) = ) 4 Bj?”(i-i-%), j=1...,J

Die Kunst in der Gestaltung effizienter Unterraum-Korrektur-Verfahren besteht
nun darin, Unterrdume V; und Einbettungen P; zu finden, so dass die Korrektu-
ren moglichst wirkungsvoll sind. Die auf den Unterrdumen gegebenen Gleichungen
(6.4) miissen leicht zu losen sein, bestenfalls mit einem Aufwand von der Ordnung
O(dim Vj). Falls dies nicht mdglich ist, muss wenigstens eine gute Néherung fiir die
Unterraum-Korrektur gefunden werden konnen.

Ein einfaches Beispiel fiir ein Unterraum-Korrektur-Verfahren ergibt die triviale
Aufspaltung von V in eine direkte Summe eindimensionaler Unterrdume V;. Sie fiihrt
auf das (gedampfte) Jacobi- Verfahren (additives Verfahren) bzw. auf das Gaujs-Seidel-
Verfahren (multiplikatives Verfahren) [30]. Wird das Berechnungsgebiet €2 in Teilge-
biete €2; zerlegt und der Unterraum V; als der lokale Ansatzraum iiber 2; festgelegt,
bekommt man die bekannten Gebietszerleqgungsverfahren [41].
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6.2 Unterraum-Zerlegung fiir Diinngitterelemente

Klassische Mehrgitterverfahren lassen sich ebenfalls als Unterraum-Korrektur-
Verfahren interpretieren. Hier ist V- = V; D V5 D --- D V;, d.h. die V; bilden ei-
ne Folge von ineinander geschachtelten Unterrdumen. Dies ist {ibrigens ein einfaches
Beispiel dafiir, dass die Summe der V; keine direkte Summe ist. Fiir solche rekursiven
Unterraum-Korrektur-Verfahren muss nur die Unterraumgleichung im grobsten Unter-
raum V; exakt gelost werden. Fiir die V; mit j < J geniigt es, jeweils nur Fehleranteile
in dem Quotientenraum V;/Vj;1 zu eliminieren, da ja die Fehleranteile in V1, von
der Korrektur auf dem Level j + 1 getilgt werden. Verfahren, die dieses leisten, heiflen
Gldtter.

6.2 Unterraum-Zerlegung fiir Diinngitterelemente

Wir betrachten zunichst nur das Referenzelement iiber = [0, 1]%. Gegeben sei ein
Funktionenraum V' iiber einem hierarchisch vollsténdigen Gitter G C 2. Hierarchisch
vollstandig bedeutet dabei, dass mit jedem Knoten auch seine hierarchischen Vorfahren
im Gitter enthalten sind, vergleiche hierzu Abschnitt 3.5. Als Teilrdume V; kommen
zunédchst alle Funktionenrdume iiber hierarchisch vollstdandigen Teilgittern G; C G
in Frage. Die Einbettungen P; : V; —V sind beziiglich der hierarchischen Basis be-
sonders einfach zu beschreiben: Die hierarchischen Uberschiisse von Pjv stimmen an
den Gitterpunkten r € G; mit denen von v iiberein, an den Punkten r € G\ G,
sind sie 0. Dann ist (Pjv)(z) = v(z) fiir alle € 2. Eine explizite Interpolation von
Funktionswerten, wie sie beim Gebrauch nodaler Basen fiir den Ubergang von einem
groben auf ein feineres Gitter notig ist, entfillt also.

Betrachten wir nun die Operatoren A; := P]TAP]- iiber den Teilrdumen V. Die Mul-
tiplikation von A; mit einem v € V; kann dadurch geschehen, dass v zunéchst via P;
auf das feine Gitter interpoliert wird, dort mit A multipliziert und das Ergebnis mittels
PjT auf V; zuriickprojeziert wird. Dieses naive Vorgehen ist allerdings nicht von prak-
tischem Nutzen, wiirde die Auswertung doch einen Rechenaufwand von O(dim V') an
Stelle der gewiinschten O(dim V;) erfordern. Der exakte Grobgitter-Operator A; wird
deshalb durch die Steifigkeitsmatrix flj ersetzt, die aus der Diskretisierung des Rand-
wertproblems iiber V; stammt. Mit obiger Forderung nach hierarchisch vollstdndigen
Teilgittern wird gewihrleistet, dass das Matrix-Vektor-Produkt fljv mit den Algo-
rithmen aus Abschnitt 3.6 bzw. Abschnitt 4.2 ausgewertet kann. Der Aufwand fiir
eine Auswertung ist O(dim V;). Fiir den Fall, dass bei der Diskretisierung mit der ex-
akten, d.h. insbesondere gitterunabhéngigen Bilinearform gearbeitet wird, gilt sogar
A; = A;. Fiir die nach (4.9) modifizierte Bilinearform kann man erwarten, dass A;
eine gute Naherung fiir A; darstellt, sofern die Koeffizienten der Differentialgleichung
hinreichend glatt sind.

Mehrgitterschema fiir regelmaBige diinne Gitter

Nachdem die Einbettungen P; und die Grobgitter-Operatoren flj fiir beliebige hier-
archisch vollsténdige Teilgitter G; C G beschrieben sind, stellt sich die Frage, welche
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Abbildung 6.1: Zur Unterraum-Korrektur fiir ein Diinngitterelement: Als Unterrdume werden
solche mit Vollgitterstruktur ausgewéhlt; die Pfeile geben die Einbettung der Unterrdume
und damit die Reihenfolge der Korrekturen an.

Teilgitter und welche Loser fiir die Teilraumprobleme zu einem effizienten Unterraum-
Korrektur-Verfahren fiithren. In Anlehnung an die Vorarbeiten [26, 16] verwenden wir
hier als G; alle in G' enthaltenen Teilgitter mit Vollgitterstruktur, vergleiche Abbil-
dung 6.1. Diese sind teilweise selbst ineinander eingebettet, d.h. es handelt sich hierbei
um ein Multi-Level-Splitting des Ansatzraums V. Fiir zwei ineinander eingebettete
Teilrdume V; D V), geniigt es nach der Bemerkung am Ende von Abschnitt 6.1,
bei der Losung der Gleichung iiber V; nur Fehleranteile in V;/V;i; zu eliminieren.
Fehleranteile in V;;; werden durch die dort berechnete Korrektur ausgeléscht. Da die
Unterrdume Vollgitterstruktur besitzen, kann auf dafiir bekannte Glétter zuriickge-
griffen werden.
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6.2 Unterraum-Zerlegung fiir Diinngitterelemente

Der Glatter

Ein fiir Vollgitterskalen wirkungsvoller und einfach zu implementierender Glatter ist
das gedampfte Jacobi-Verfahren. Hierzu muss die Systemmatrix beziiglich der nodalen,
also dehierarchischen Basis betrachtet werden. Ist

A-u =0»>

das Gleichungssystem beziiglich der hierarchischen Basis (in Matrixschreibweise), so
lautet das auf die dehierarchische Basis transformierte System

Ay =0
mit
A = HTAH,
v = H lu,
b = H"b.

Die Matrix H vollzieht dabei den Wechsel von der dehierarchischen in die hierarchi-
sche Basis. Die Matrix A’ wird nicht explizit gespeichert, die Multiplikation von A’
mit einem Vektor wird durch die Multiplikation mit H, A und H7 realisiert. Die
Algorithmen fiir die Multiplikation mit H, H ! und H” bené&tigen wie die Multipli-
kation mit der Steifigkeitsmatrix A O(NN) Rechenoperationen, wenn N die Anzahl der
Freiheitsgrade ist. Die Beschreibung der Algorithmen ist in den Abschnitten 3.6.3 und
3.6.5 zu finden. Das gedampfte Jacobi-Verfahren ist nun gegeben durch die Iterations-
vorschrift
u/(i+1) — u/(z’) + ow- D !. (b/ _A. u/(i))'

Hier ist D die Diagonalmatrix, die auf der Diagonalen mit A’ {ibereinstimmt. Der
Déampfungsfaktor wird auf w = 2/3 gesetzt [30]. Um die Eintridge der Diagonalmatrix
zu bestimmen, miissen Integrale der Art

/[0 » cap(x) - D¢ () - DPo,(z) de. (6.5)

berechnet werden, wobei ¢, die dem Punkt r zugeordnete nodale Basisfunktion ist.
Hierzu werden einige Vereinfachungen vorgenommen:

Zunichst ist festzustellen, dass die nodalen Basisfunktionen hoherer Ordnung auf
Grund der speziellen Konstruktion der hierarchischen Basis von komplizierterer Ge-
stalt sind als etwa fiir nodale Lagrange-Elemente, siche Abbildung 6.2. So besitzt der
Tréager hier eine Liange von bis zu 2P Maschenweiten im Gegensatz zu p Maschenwei-
ten beim herkommlichen Lagrange-Ansatz (p ist der Polynomgrad). AuBerhalb der
+h-Umgebung um den zugeordneten Gitterpunkt féllt die Basisfunktion allerdings
sehr schnell ab. Lokal betrachtet &hneln die Basisfunktionen fiir p > 2 denjenigen fiir
p = 2. Fiir eine Schitzung der Diagonaleintrige fiir Diinngitterelemente der Ordnung
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6 Ein Mehrgitter-Vorkonditionierer

12r 12-

Abbildung 6.2: Die nodalen Basisfunktionen zur hierarchischen Basis der Ordnung 2 (links
oben), 3 (rechts oben) und 4 (unten). Der Triger der zum Punkt x = 0 gehdérenden Basis-
funktion der Ordnung 3 (4) erstreckt sich iiber 8 (16) Maschenweiten.

124



6.3 Kosten fiir einen Mehrgitterzyklus

p > 2 werden die Integrale deshalb der Einfachheit halber mit den Basisfunktionen
zweiter Ordnung berechnet.

Der lokale Charakter der nodalen Basisfunktionen sowie die Annahme, dass die
Koeffizientenfunktionen cng hinreichend glatt sind, rechtfertigen des weiteren, das
Integral (6.5) durch den einfacher zu bestimmenden Ausdruck

Cap(T) - / D¢, (x) - DPo,(x) dx. (6.6)
(r£2h)x(r+2h)

zu ersetzen. Mit (r &+ 2h) x (r &+ 2h) ist die Umgebung von £2 Maschenweiten um
den Gitterpunkt r gemeint. Wegen der Tensorproduktstruktur der Basisfunktionen ¢,
lassen sich die Integrale als Produkt eindimensionaler Integrale leicht auswerten.

6.3 Kosten fiir einen Mehrgitterzyklus

Im Folgenden wird der Rechenaufwand fiir einen Mehrgitterzyklus abgeschétzt. Als
Referenzmafl wird der Aufwand fiir eine Multiplikation mit der Steifigkeitsmatrix iiber
dem feinsten Gitter, also dem Elementgitter G, angesetzt. Er wird mit WU (work
unit) bezeichnet. Ferner wird nur die Arbeit auf den Gittern selbst berticksichtigt, der
Datentransport zwischen den Gittern wird vernachléssigt.

Betrachten wir zunéchst die Teilgitter G;, 1 < j < J. Der Rechenaufwand setzt sich
dort aus den Glattungen und der Residuumsneuberechnung nach der Korrektur auf
dem jeweils néchstgroberen Gitter zusammen. Hierzu sind (v4+v5+1) Multiplikationen
mit dem Operator /Ij notig. Dabei ist v die Zahl der Glattungen vor dem Abstieg auf
das néchstgrobere Gitter, v, ist die Zahl der danach stattfindenden Glattungen. Da die
Multiplikation mit flj mit linearem Rechenaufwand in der Anzahl N; der Gitterpunkte
in G; bewdltigt wird, ergibt sich der Rechenaufwand iiber G; zu

AG) = +

Die N; ergeben in der Summe

> N; &~ 20N (6.8)

Dies ergibt sich aus dem Zusammenhang zwischen der Vollgitterzerlegung V7,
1 <j < J, und der hierarchischen Teilraumzerlegung (3.4) in Inkrementraume Wi,
0 < k < £. Dabei entspricht jedem Vollgitterraum V; genau ein Inkrementraum
Wy. Fiir die Zahl N; der Freiheitsgrade im Vollgitterraum gilt nun offensichtlich
N; = 2% . dim Wy. Aus >, dim W, = N folgt dann (6.8). Zusammen mit (6.7) er-
gibt sich damit fiir den Rechenaufwand summiert {iber alle Teilgitter G;

Y AG) = 2% (v v+ 1) WU (6.9)
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6 Ein Mehrgitter-Vorkonditionierer

Nun zum Rechenaufwand auf dem Gitter GG. Dort finden keine Glattungen statt.
Lediglich das Residuum ist nach der Korrektur auf den (jeweils feinsten) Teilgittern G
neu zu berechnen, was je einer WU entspricht. Ist ng die Anzahl dieser G, so ergibt
sich zusammen mit (6.9) schliefllich der Rechenaufwand fiir einen Mehrgitterzyklus zu

(2% (42 +1) + ng) WU. (6.10)
Handelt es sich bei G um ein regelméfliges Lo-basiertes Diinngitter der Tiefe n, so ist

1, falls d = 1,
ng = n, falls d = 2,
ntD) - falls d = 3.

2 Y

Fiir allgemeine Dimension d hat man

ne = O™ = O(]log N|*™).

6.4 Adaptive Elemente und mehrelementige
Diskretisierungen

Fiir regelméBige Diinngitter ist die Unterraumskala aus darin enthaltenen Vollgittern
in kanonischer Weise durch die hierarchische Teilraumzerlegung (3.4) gegeben. Fiir ad-
aptive Gitter kann man ebenfalls alle Teilgitter mit nunmehr lokaler Vollgitterstruktur
extrahieren: In Abbildung 6.3 ist das lokal um vier Punkte verfeinerte Gitter aus Ab-
bildung 6.1 zu sehen. Fiir die Unterraumkorrektur sind nun zusétzlich zwei Gitter mit
lokaler Vollgitterstruktur zu beriicksichtigen, die im Schema von Abbildung 6.1 vor
den Gittern V4 und V4 einzuordnen sind. Fiir die Implementierung ist es wichtig, dass
mit jedem Gitterpunkt auch seine hierarchischen Vorfahren im Gitter enthalten sind,
d.h. das lokale Vollgitter muss entsprechend erweitert werden. Beim Glétten diirfen
allerdings nur die (inneren) Punkte der Vollgitterstruktur korrigiert werden.
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[ J [ J L] [ J O (@] o (@] [ ] [ ] L] O
o000 0 [ ] [ ] o000 0® @) o [ o NON J (©] o
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Abbildung 6.3: Adaptives Gitter (links) und lokale Vollgitter. Die grauen Punkte miissen
als hierarchische Vorfahren anderer Gitterpunkte ebenfalls im Gitter enthalten sein, werden
aber nicht korrigiert.

Ebenfalls weiter gedacht werden muss fiir mehrelementige Diskretisierungen. Nach
der jetzigen Darstellung ist das grobste Gitter in der Teilraum-Hierarchie durch die
Eckpunkte der Elemente gegeben. Fiir einfache Gebiete, die in wenige Teilgebiete mit
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6.5 Konvergenzraten in der Praxis

Rechtecksgestalt zerfallen, mag dies vollig ausreichend sein. Ist etwa auf Grund der
Geometrie eine sehr feine Zerlegung in Elemente notwendig, miissen weitere Vergrobe-
rungsstrategien in Betracht gezogen werden, um die Optimalitét des Mehrgitter-Losers
zu gewéahrleisten. Im Folgenden werden zwei Ideen vorgestellt, die allerdings wegen des
hohen Implementierungsaufwands bislang nicht umgesetzt worden sind.

Die einfachste Moglichkeit fiir eine weitere Vergroberung besteht in der konsequen-
ten Verdopplung der Maschenweite, wie etwa in der folgenden Skizze angedeutet:

Allerdings ist man hier auf einfach zusammenhingende Zerlegungen in 2%t x - .. x 2k
Elemente angewiesen.

Alternativ kann das Elementnetz in einen Quadtree (Octtree) mit den Elementen
als Blattknoten eingebettet werden, siehe Abbildung 6.4. Fiir eine Unterraumzerle-
gung bietet sich das folgende Vorgehen an: Die Elemente bzw. ihr Inneres bilden eine
Gruppe von Unterrdumen, die durch das bereits beschriebene Verfahren unabhéngig
voneinander korrigiert werden konnen. Die Trennlinien bilden ihrerseits Unterrdume
niedriger dimensionaler Struktur, die iiber die Kantenrelationen des Quadtrees inein-
ander eingebettet sind. Locher im Elementnetz konnen hier einfach realisiert werden:
Nicht vorhandene Elemente bedeuten fiir die Unterraum-Korrektur, dass an dieser
Stelle nichts zu tun ist. Fiir die Beschreibung eines Mehrgitterverfahrens basierend
auf einer solchen rekursiven Substrukturierung siehe [4].

123456

Abbildung 6.4: Einbettung des Elementnetzes in einen Quadtree. Die dunkel schraffierten
Quadrate entsprechen Elementen und ergeben zusammen das Berechnungsgebiet. Die hellen
Quadrate zeigen Locher im Elementnetz an.

6.5 Konvergenzraten in der Praxis

In den numerischen Experimenten hat sich das eben vorgestellte Mehrgitterverfahren
nur fiir einfache Probleme als eigenstdndiger Loser behaupten kénnen, z.B. fiir Pro-
bleme mit konstanten Koeffizienten. Als Vorkonditionierer fiir das fiir unsymmetrische
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6 Ein Mehrgitter-Vorkonditionierer

Probleme geeignete BiCGstab-Verfahren [11, 51] hat es allerdings bei allen Beispielen
aus Kapitel 5 fiir sehr gute Konvergenzraten gesorgt, wie die nachfolgende Dokumen-
tation bestéatigt.

Parameter

Die Parameter sind fiir die im Folgenden angegebenen bzw. grafisch dargestellten
Konvergenzraten jeweils dieselben: Auf jedem Teilgitter wurden drei Vor- und drei
Nachglattungsschritte ausgefithrt. Fiir die Abschitzung des Rechenaufwands in (6.10)
ist also 1 = vp = 3. Der Dampfungsfaktor fiir das Jacobi-Verfahren mit der nach (6.6)
vereinfachten Diagonalmatrix ist w = 0.6.

Messung von Konvergenzrate und Rechenzeit

Bei den im Folgenden dokumentierten Konvergenzraten handelt es sich um Durch-
schnittswerte fiir die Reduktion des Residuums. Ist rg die euklidische Norm des Start-
residuums, r. das Residuum nach n Iterationsschritten, dann ist die durchschnittliche
Reduktionsrate gegeben durch
re\ "
()

Das Endresiduum r, ist bei den numerischen Experimenten jeweils das letzte, bevor
die Ndherungslosung akzeptiert worden ist. Fiir regelméflige Gitter war das meist nach
n = 3 bis 4 Schritten der Fall, fiir adaptive Gitter nach etwa n = 6 bis 8 Schritten.

Neben den Konvergenzraten interessieren auch die realen Rechenzeiten. Allerdings
ist die Anzahl der Iterationsschritte bis zur Akzeptierung der Naherungslosung von
Gitter zu Gitter im Allgemeinen unterschiedlich. Ferner unterliegen die Reduktions-
raten fiir das Residuum Schwankungen. Als ein verniinftiges Maf§ fiir die Rechenzeit
wurde daher die Zeit genommen, die im Schnitt fiir die Reduktion des Residuums auf
ein Zehntel seines Wertes verbraucht worden ist. Die Rechnungen, auf die sich die
angegebenen Zeiten beziehen, sind mit einem mit 800 MHz getakteten Pentium III
Prozessor durchgefiihrt worden.

Ergebnisse

In den Abbildungen 6.5-6.8 sind die Kennzahlen des Mehrgitter-vorkonditionierten
BiCGstab-Verfahrens fiir die meisten numerischen Beispiele aus Kapitel 5 grafisch
aufbereitet. Links ist jeweils die durchschnittliche Reduktionsrate gegen die Anzahl
der Gitterpunkte aufgetragen. Auf der rechten Seite ist die Zeit fiir die Reduktion des
Residuums auf ein Zehntel seiner Grofle dargestellt, ebenfalls in Abhéngigkeit von der
Anzahl der Gitterpunkte.

Insgesamt ist das Verfahren mit Reduktionsraten zwischen 0.01 in den besten Féllen
und etwa 0.3 im schlechtesten beobachteten Fall als sehr gut zu bewerten. Der beacht-
liche Unterschied gibt allerdings Anlass zu einer genaueren Untersuchung, von welchen
Faktoren die Reduktionsrate beeinflusst wird:
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Abbildung 6.5: Beispiel 5.1 (variable Koeffizienten, 2D) — Konvergenzeigenschaften des
BiCGstab- Verfahrens mit Mehrgitter- Vorkonditionierung fiir regelméfige Lo-basierte Diinn-
gitter

Niedriger /hoher Polynomgrad im Ansatzraum: Fiir Ansatzriume aus linea-
ren und quadratischen Polynomen sind die beobachteten Reduktionsraten im Allge-
meinen etwas besser und stabiler als fiir Ansatzrdume hoherer Ordnung. Mit stabil ist
damit gemeint, dass die Rate nur geringen Schwankungen von Gitter zu Gitter unter-
liegt. Mit zunehmender Ordnung > 3 zeichnet sich ein schwacher Trend zu schlechteren
Reduktionsraten ab. Insbesondere sind die Schwankungen zwischen den Gittern hier
wesentlich stédrker ausgebildet als fiir niedrige Ordnung.

Dimension: Die Reduktionsrate zeigt sich von der Dimension weitestgehend un-
abhéngig. Bei der Rechenzeit macht sie sich allerdings (leicht) bemerkbar. Nach Formel
(6.10) setzt sich der Rechenaufwand aus einem Anteil von den Teilgittern zusammen,
der linear in der Anzahl der Gitterpunkte ist, und einem Anteil vom Elementgitter, der
wie O(N - |log N|471) steigt. An Hand der Abbildungen 6.7 und 6.8, rechts oben, kann
man dies nachvollziehen: So iiberwiegt fiir grobe Gitter zunéchst der O(N)-Anteil, fiir
feinere Gitter dagegen der O(N - |log N|?~1)-Anteil.

Regelmiflige/adaptive Gitter: Die Reduktionsrate ist fiir adaptive Gitter
schlechter als fiir regelméflige Gitter und weist gréflere Schwankungen zwischen den
verschieden feinen Gittern auf. Dies ist auf die unregelméflige Unterraumhierarchie
zuriickzufiihren.

Fazit

An Hand der Beispiele ist klar geworden, dass das hier vorgestellte Mehrgitterver-
fahren einen duflerst effizienten Vorkonditionierer darstellt. Die Reduktionsrate bleibt
mit zunehmender Feinheit der Gitter nach oben beschrinkt. Allerdings muss zuge-
geben werden, dass es sich bei den Beispielen um gutartige Probleme handelt. Fiir
ein robustes Verfahren, also ein Verfahren, das mit einer gréfferen Problemklasse von
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6 Ein Mehrgitter-Vorkonditionierer

insbesondere singulér gestorten Problemen zurecht kommt, sind weitere Anpassungen
wie problemspezifische Grobgitter nétig. (Das ist ein generelles Problem, das auch bei
anderen FE-Diskretisierungen auftritt, also nicht an den diinnen Gittern liegt.) In der
hierarchischen Basis und der dadurch einfachen Gestaltung von Gitterskalen steckt
hierfiir ein grofles Potential.
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Abbildung 6.6: Beispiel 5.2 (variable Koeffizienten, 3D) — Konvergenzeigenschaften des
BiCGstab- Verfahrens mit Mehrgitter-Vorkonditionierung fiir regelméBige (oben) und adap-
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{ Zusammenfassung und Ausblick

7.1 Was wurde erreicht?

In der vorliegenden Arbeit wurde ein Finite-Element-Verfahren fiir elliptische Rand-
wertprobleme zweiter Ordnung mit variablen Koeffizienten vorgestellt, das als
Referenzelement isoparametrische, adaptive Diinngitterelemente hoherer Ordnung be-
nutzt. In den folgenden Punkten wird kurz zusammengefasst, welche Erweiterungen
der Diinngittertechnik, wie sie aus fritheren Arbeiten bekannt ist, im Rahmen der vor-
liegenden Arbeit vorgenommen wurden und welche Ergebnisse damit erzielt wurden:

e Algorithmische Probleme, die sich fiir die Multiplikation mit der Steifigkeitsma-
trix auf Grund von variablen Koeffizienten und Elementtransformationen erge-
ben, konnten durch eine gitterabhéngige Modifikation der Bilinearform in der
schwachen Formulierung des Randwertproblems umgangen werden. Mit Hilfe
von Standardalgorithmen iiber diinnen Gittern ist es moglich, die modifizierte
Bilinearform effizient auszuwerten: Die Matrix-Vektor-Multiplikation erfolgt mit
konstantem, gitterunabhéingigem Rechenaufwand je Freiheitsgrad.

e Die fiir die Analyse mit dem ersten Strang-Lemma bendétigte Konsistenz der mo-
difizierten Bilinearform wurde nachgewiesen. Die gleichméflige Elliptizitat wur-
de auf die gleichméflige Stetigkeit bestimmter Multiplikationsoperatoren iiber
diinnen Gittern zuriickgefiihrt. Fiir diese grundlegende Eigenschaft konnte zwar
kein Nachweis erfolgen, numerische Experimente untermauern allerdings die Hy-
pothese.

e Die numerischen Berechnungen mit der modifizierten Bilinearform zeigen ein
sehr gutes Konvergenzverhalten. In den meisten Fiéllen stimmt es mit dem
fiir den Interpolationsfehler bereits a-priori bekannten Verhalten {iberein, sie-
he hierzu auch den néchsten Punkt. Eines der interessantesten Ergebnisse ist,
dass durch Anwendung adaptiver Techniken der fiir hohe Ordnung meist lange
praasymptotische Bereich wesentlich abgekiirzt werden kann.

e Fiir den Fall eines echten Galerkin-Verfahrens, also bei Verwendung der origina-
len Bilinearform, kann der Approximationsfehler beziiglich der Energienorm mit
Hilfe des Lemmas von Céa durch den Interpolationsfehler abgeschétzt werden.
Dieser wird in der Regel nach einer Riicktransformation auf das Referenzelement
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abgeschétzt. Hierzu wurden die fiir Diinngitter-Referenzelemente und Funktio-
nen mit homogenen Randdaten bekannten Fehlerabschétzungen auf Funktionen
mit nicht verschwindenden Randdaten iibertragen.

e Ein Mehrgitterverfahren wurde konstruiert, das im Gegensatz zu fritheren Ar-
beiten symmetrisch in Ansatz- und Testraum ist. Als Vorkonditionierer fiir das
BiCGstab-Verfahren hat es fiir eine Reihe von (gutartigen) Problemen fiir gute
Konvergenzraten gesorgt.

7.2 Anregungen fiir weitere Arbeiten

Fir das theoretische Fundament des vorgestellten FE-Verfahrens muss noch die
gleichméfige Elliptizitat fiir die modifizierte Bilinearform nachgewiesen werden. Ein
Ansatz, der das Problem auf die — bislang nur experimentell — bestétigte gleichméafi-
ge Stetigkeit bestimmter Multiplikationsoperatoren zuriickfiihrt, wurde in der Arbeit
angegeben. Interessant sind in diesem Zusammenhang Wavelet-Basen, die bereits er-
folgreich {iber diinnen Gittern verwendet werden [35, 40, 43]. Hier gelten im Gegensatz
zur Polynom-Basis einfache Norméquivalenzen zwischen den dargestellten Funktionen
und den zugehérigen Koeffizientenvektoren, die einen leichteren Zugang zu Norm-
abschitzungen bieten.

Ein weiterer Nachteil der modifizierten Bilinearform ist der Verlust der Symme-
trie. Eine einfache Symmetrisierung der modifizierten Bilinearform hat nicht zum
gewiinschten Erfolg gefiihrt, das resultierende Verfahren zeigte fiir hohere Ordnung und
Dimension schlechtere Konvergenzeigenschaften als vergleichbare Vollgitterverfahren.
Dabei sollte die Notwendigkeit einer symmetrischen Bilinearform iiberdacht werden:
Die vorgestellte modifizierte Bilinearform ist nur ,,schwach unsymmetrisch®, fiir glatte
Funktionen bzw. Funktionen, die in groberen Teilrdumen enthalten sind, weicht die
Bilinearform nur im Rahmen des Diskretisierungsfehlers von der Transponierten ab.
Die Unsymmetrie tritt am stérksten fiir Basisfunktionen mit langgestrecktem Tréger
hervor. Als Hinweis dafiir, dass die Abweichung von der Symmetrie ,,gering* ist, kann
die Tatsache gewertet werden, dass das cg-Verfahren fiir die Probleme in Kapitel 5
trotzdem konvergiert.

Die adaptive Gitterverfeinerung betreffend ist folgendes festzuhalten: Da in der vor-
gestellten Diskretisierung die Koeffizienten und Transformationen iiber dem Element-
gitter interpoliert werden, muss sich die Adaption nicht nur an der (auf das Referenz-
element transformierten) Losung orientieren, sondern auch an den Koeffizienten und
den Transformationen. Dies ist bislang noch nicht beriicksichtigt worden. Die Probleme
in den numerischen Experimenten von Kapitel 5 sind alle gutartig, d.h. die Koeffizien-
ten der Differentialgleichung sind glatt, die Gebiete bzw. die Transformationen ebenso,
so dass hier kein Bedarf fiir die Adaption bestand.

Um C%-Ubergénge zwischen verschieden feinen Elementen zu erzeugen, wurde vorge-
schlagen, Freiheitsgrade auf der gemeinsamen Nahtstelle, die nicht zu allen angrenzen-
den Elementen gehoren, zu eliminieren (siche Abschnitt 4.1). Aus technischen Griinden
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werden also Freiheitsgrade unterschlagen, die fiir die Approximation eventuell wichtig
sind. Auf diesen Umstand lassen sich wahrscheinlich grofie Fehler in der Umgebung
der Elementgrenzen zuriickfithren, die bei einigen iiber die Beispiele von Kapitel 5
hinausgehenden Testrechnungen festgestellt wurden. Hier besteht also noch weiterer
Bedarf an Untersuchungen, um die Robustheit des Verfahrens zu gewéhrleisten.

Fiir eine grofere Flexibilitéit bei der Geometrie-Diskretisierung bieten sich simplizia-
le Diinngitterelemente in Form von degenerierten Rechteckselementen an, bei denen
eine Seite (Fléche) zu einem Punkt zusammengezogen wird. Erreicht werden kann dies
innerhalb des bereits vorgestellten isoparametrischen Ansatzes durch entsprechende
singuldre Transformationen. Die Freiheitsgrade auf der zu einem Punkt entarteten
Seite miissen dabei aneinander gekoppelt werden. Genau genommen sind nur die Eck-
punkte gekoppelt, die inneren Freiheitsgrade sind dank der hierarchischen Darstellung
lediglich auf null zu setzen, d.h. sie sind keine eigentlichen Freiheitsgrade mehr. Dorn-
seifer [22] hat dieses Vorgehen fiir einelementige Diskretisierungen bereits erfolgreich
angewandt.

Einer der Hauptvorteile der hierarchischen Basis ist, dass Unterraumhierarchien fiir
Mehrgitterverfahren nicht erst konstruiert werden miissen, sondern in natiirlicher Wei-
se gegeben sind. Dementsprechend einfach gestaltet sich das in Kapitel 6 vorgestellte
Verfahren. Die polynomiale hierarchische Basis nach Bungartz sorgt dafiir, dass die fiir
lineare Ansatzfunktionen geeigneten Gléatter nahezu unveréndert {ibernommen werden
konnen: Durch die spezielle Konstruktion ist jedem Gitterpunkte — wie im linearen
Fall — genau ein Freiheitsgrad zugeordnet, die zugehorigen nodalen Basisfunktionen
haben lokalen Charakter und unterscheiden sich fiir verschiedene Ordnung nicht we-
sentlich in ihrer Gestalt. Fiir Elementnetze, die aus vielen Diinngitterpatches bestehen,
muss noch ein iiber die Elementgrenzen hinausgehender Vergréberungsmechanismus
gefunden werden. Ein Versuch kénnte in einer rekursiven Substrukturierung bestehen,
wie sie am Ende von Abschnitt 6.4 kurz angesprochen wurde.
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