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fiir Julia Péter-Fuer

“Wege entstehen dadurch, dass man sie geht”

(Franz Kafka)



Vorwort

“You don’t find fish in lakes and rivers anymore. You have to catch them in cans.

Towns die. Oil spills. Money talks.” (Heller: “Something happened”*)

Um eine solche Situation abzuwenden werden Belebungsverfahren zur biologi-
schen Reinigung von Abwissern benutzt. Sie wurden in den Jahren zwischen
1913 und 1927 von englischen Ingenieuren entwickelt und gelten heute weltweit
als das am weitesten verbreitete Verfahren zur biologischen Abwasserreinigung. In
Belebtschlamm-Anlagen werden organische Abwasserinhaltsstoffe abgebaut (Ni-

trifikation und Denitrifikation) sowie Phosphate biologisch entfernt.

Die vielféltigen Prozesse, die in solchen Becken ablaufen, bediirfen der sorgfiltigen
Steuerung, um eine effiziente Reinigung zu garantieren; dabei ist insbesondere die

von auflen zugefiigte Konzentration an Sauerstoff von Bedeutung.

Um die Verhiltnisse in Belebtschlamm-Anlagen genauer zu beschreiben, wurde
im Jahr 1987 von einer Arbeitsgruppe der International Association on Water
Quality (IAWQ) ein mathematisches Dimensionierungsmodell entwickelt (Acti-
vated Sludge Model No. 1, [Hen87]). In diesem Modell werden die wichtigsten
Komponenten, die das Prozessgeschehen in Belebtschlamm-Anlagen bestimmen,
beriicksichtigt. Die Prozesse im Belebungsbecken werden in Form von Differenti-
algleichungen miteinander verkniipft und in Relation zu den jeweiligen baulichen
und betrieblichen Randbedingungen gesetzt. Das Modell erlaubt eine dynamische
Simulation der Vorgénge in einer Belebtschlammanlage, ist daher realitdtsnah,
beno6tigt aber zu Durchfithrung der Berechnungen eine Vielzahl an Detailinfor-

mationen, die es zu gewinnen oder abzuschitzen gilt.

Auch von Ingenieuren, die mit diesem System arbeiten, wird die Frage gestellt,

wie man bei der Vielzahl der Parameter noch einen Uberblick iiber das Verhalten

*Joseph Heller: “Something happened”, Paperback 1997



des Systems gewinnen kann. Das mathematisch und verfahrenstechnisch bedeut-
same Problem der Parameteridentifikation ist bei einem System dieser Gréfle im
allgemeinen nicht exakt l6sbar. Deshalb kann zur grundlegenden Klirung der
Beziehungen der Parameter untereinander und im Hinblick auf eine effiziente

Prozesssteuerung eine mathematische Analyse des Modells helfen.

In dieser Arbeit werden verschiedene Modelle fiir Verfahren zur biologischen Ab-
wasserreinigung vom mathematischen Standpunkt aus betrachtet und analysiert.
Dazu werden reduzierte Versionen des Originalsystems (ASM 1) untersucht, wo-
bei die wichtigsten Prozesse (Nitrifikation und Denitrifikation) beriicksichtigt wer-
den. Das dynamische Verhalten dieser reduzierten nichtlinearen Differentialglei-
chungssyteme wird analysiert und mit Hilfe der Theorie nichtlinearer dynamischer

Systeme und der Theorie der Chemostaten vollstindig bestimmt.

Exakte Bedingungen fiir das innere Gleichgewicht des Systems werden angege-
ben, wobei die Gleichgewichte parameterabhingig sind. Die Existenz und Stabi-
litdtsbedingungen zeigen den Einfluss von wichtigen Parametern (beispielsweise

Sauerstoffkonzentration) auf das Verhalten des Systems.
Die Ergebnisse lassen sich qualitativ auch auf das Originalsystem iibertragen.

Es wird weiter gezeigt, wie die Konzentration des Sauerstoffs gewihlt werden

muf}, um eine optimale Reinigung zu erzielen.

Die mathematische Analyse zeigt auf, dafi das vorliegende Modell (ASM 1) die
Koexistenz verschiedener Nitrifizierer oder verschiedener Denitrifizierer nicht zulaft;

dies stellt sich als inhirente Schwache des Modells heraus.
Aufbau der Arbeit

Die Arbeit gliedert sich in fiinf Kapitel. Im ersten Kapitel stelle ich grundlegende
Eigenschaften von Bioreaktoren sowie eine kurze Einfithrung in die Modellierung
von Belebtschlamm-Becken und die Reaktionskinetik dar. Auflerdem werden ver-

schiedene Arten von Chemostaten (bekannte und neue Variationen) aufgefiihrt



und analysiert.

Im Kapitel 2 wird das Activated Sludge Model No. 1 vorgestellt, das den Aus-
gangspunkt der Analyse in dieser Arbeit darstellt, und auf seine Anwendungen
in der Praxis eingegangen. In der Literatur vorhandene Erweiterungen und Vari-

anten, wie z. B das ASM 2 und ASM 3, werden kurz prisentiert.

Im dritten Kapitel werden die grundlegenden mathematischen Begriffe und Re-
sultate eingefiihrt, die fiir die Analyse des Modellsystems unerlifllich sind und

Resultate hergeleitet, die im Kapitel 4 zur Analyse des Modells (ASM 1) dienen.

Abschnitt 3.1 gibt eine Einfiihrung in die Theorie dynamischer Systeme. Es folgen
Definitionen und Aussagen iiber dynamische Systeme, invariante Mengen, iiber
Limesmengen, globale Attraktoren, alle Teil einer Theorie, die fiir die Analyse als

Werkzeug zur Verfiigung steht.

Chemostate sind wichtige Werkzeuge bei der Analyse groflerer Systeme, da sie
hiufig als Untersysteme auftreten. Der Chemostat mit einem Substrat und be-
liebig vielen Mikrobenspezies, wobei das Prinzip der kompetitiven Exklusions (es
kann hochstens eine Spezies iiberleben) herrscht wird in Abschnitt 3.2.1 behan-
delt. Dieses Modell wird in Abschnitt 3.2.2 auf verschiedenen Abbauraten erwei-
tert. Es wird gezeigt, daf sich die Ergebnisse beziiglich kompetitiver Ausschluss

iibertragen lassen.

Abschnitt 3.3 enthilt ein zentrales Ergebnis der vorliegenden Arbeit, das in Kapi-
tel 4 fiir Stabilitdtsaussagen verwendet wird: Satz 3.3.1 iiber Limesmengen liefert
Bedingungen fiir die Existenz eines globalen Attraktors und verallgemeinert u.a.
ein Resultat von Markus und Thieme ([Thi92]) iiber asymptotisch autonome Sy-

steme.

Kapitel 4 bildet den eigentlichen Kern dieser Arbeit. Es beinhaltet das vereinfach-
te Modell, das die wichtigsten Prozesse Nitrifikation und Denitrifikation enthélt.



Dieses System ist explizit nicht l6sbar. Jedoch 148 t sich das Langzeitverhalten der
Losungen, und seine globale Dynamik (Existenz ist leicht unter einigen Zusatz-
bedingungen zu zeigen) volstindig bestimmen. Dies geschieht durch Berechnung
der stationdre Punkte (Abschnitt 4.2.3) und die Untersuchung ihrer Stabilitit
(Abschnitt 4.2.4). Das allgemeine Modell wird im Abschnitt 4.3 anhand eines

Beispiels (die Aufnahmefunktionen haben Monod-Typ) illustriert.

In 4.4 wird gezeigt, dass das Modell die Koexistenz verschiedener Nitrifizierer und
Denitrifizierer nicht zulédfit, indem das Exklusionsprinzip fiir mehrere Nitrifizierer

und Denitrifizierer bewiesen wird (Satz 4.4.5).

Zum Schluss des Kapitels werden Effizienzfragen studiert (Abschnitt 4.5), die
beim Abbau des Substrats auftauchen: Wie sollte die Sauerstoffkonzentration
gewdhlt werden, um eine optimale Reinigung zu erreichen? Diese Ergebnisse fiir
den Gleichgewichtspunkt F; im Monod-Fall werden im Satz 4.5.4 zusammenge-

fasst.

Im Kapitel 5 werden allgemeiner Kaskaden von Reaktoren betrachtet, wobei zwei
oder mehrere Becken hintereinandergeschaltet werden (Abschnitt 5.1). Schlielich
wird eine 5-dimensionale Erweiterung des Nitrifikations-Denitrifikations-Systems
untersucht, bei der die Konzentration des leicht abbaubarem Substrats als die
fiinfte Variable hinzugefigt wird. Hier liegen Teilergebnisse zu Positividt, Be-

schrianktheit, Existenz von stationdren Punkten und ihre Stabilitédt vor.

Danksagung

Es ist mir ein besonderes Vergniigen, meinem Betreuer Prof. Dr. S. Walcher mei-
nen herzlichsten Dank fiir seine ausgezeichnete Betreuung und die vielen fach-
lichen Anregungen auszudriicken. Seine engagierte Unterstiitzung meine Arbeit
hat mich sehr angespornt. Mir hat die Arbeit mit ihm viel Einsicht und Freude
gebracht.

Weiterhin mochte ich mich herzlich bei Prof. J. Scheurle fiir seine Unterstiitzung



und fiir die Ubernahme des Gutachtens bedanken.

Fiir die finanzielle Unterstiitzung im Rahmen des Graduiertenkollegs “Angewand-
te Algorithmische Mathematik” bedanke ich mich herzlich bei der Deutschen For-

schungsgemeinschaft, bei Herrn Prof. Dr. P. Gritzmann sowie bei Dr. A. Brieden.

Grofler Dank geht an meine Kollegen im Graduiertenkolleg, an Franziska Berger
fiir detailliertes Korrekturlesen und an alle anderen fiir zahlreiche konstruktive
Diskussionen und freundliche Unterstiitzung bei Computerproblemen. Danken
mochte ich ebenso den Mitarbeitern des Instituts fiir Biomathematik und Bio-
metrie der GSF Neuherberg, besonders Herrn Prof. Dr. Eberl fiir seine wichtigen

Hinweise und Anmerkungen.

Ich bin meinem Mann Istvan sehr dankbar und verpflichtet fiir seine Ausdauer

und Unterstiitzung.

Allen meinen Freunden danke ich vor allem fiir die guten Diskussionen und Ge-
spriache. Mein besonderer Dank gilt Zoltdn fiir seine liebevolle Unterstiitzung in
manchen schwierigen personlichen Situationen und sein konstantes Vertrauen in

mich. Koszi!

Schliellich, aber nicht zuletzt, mochte ich mich bei meinen Eltern fiir die im-
merwahrende Liebe und moralische Unterstiitzung bedanken. Ohne Euch hétte

ich es nicht geschafft. Vielen Dank!

Hajnalka Fuer



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung

1.1 Bioreaktoren in der biologischen Abwasserreinigung . . . . . . . .

1.2 Reaktionskinetik . . . . . . . ...

1.2.1
1.2.2
1.2.3
1.2.4
1.2.5
1.2.6

Darstellung von Reaktionen (nach Bastin/Dochain) . . . .
System mit mehreren Reaktionen. . . . . . . . . ... ...
Transportphdnomene. . . . . . ... ... ... ......
Zur Gestalt der einzelnen Terme. . . . . . .. .. .. ...
Vergleich mit der chemischen Reaktionskinetik . . . . . . .

Grundsétzliche Fragen . . . . .. ... ..o

1.3  Verschiedene Arten von Chemostaten . . . . . . . . . . . .. ...

1.3.1

1.3.2
1.3.3
1.3.4
1.3.5

Der Chemostat mit einem Substrat und einer Mikroben-

SPEZIES . . . . e e e e
Der Chemostat mit zwei Mikrobenspezies. . . . . . . . ..
Der Chemostat mit Zufluss von Mikroben . . . . .. . ..
Der Chemostat mit verschiedenen Abtransportraten . . . .

Der Chemostat mit Zufluss von Mikroben und verschiede-

nen Abtransportraten . . . . . .. .. ... ... ... ..

2 Das ASM 1-Modell

2.1 Vorstellung des Modells . . . . .. ... ... ... ... ...

vii

o N O



2.1.1 Wichtige Prozesse im Modell . . . . . . ... ... ... .. 35

2.1.2  Annahmen und Einschrankungen im Modell . . . . . . .. 37
2.2 Verwendung des Modells in der Praxis . . .. ... ... ... .. 38
2.2.1 Biologische Abwasserreinigung . . . . . . . .. .. ... .. 39
2.2.2  Das Belebtschlammverfahren . . . . . . . .. ... ... .. 40
2.2.3 Nitrifikation und Denitrifikation . . . . . . . ... ... .. 41
2.3 Erweiterungen und Varianten . . . . ... .. ... ... ... .. 42
2.3.1 Das ASM 2-Modell . . . . . ... ... L. 42
2.3.2 Das ASM No. 2d-Modell . . . . .. .. ... ... .. ... 43
2.3.3 Das ASM No. 3-Modell . . . . .. ... ... ... .. .. 43
2.4 Die Notwendigkeit der Reduktion komplexer biologischer Abwas-
serreinigungsmodelle . . . . . ... L 44
2.4.1 Annahmen zur Modellvereinfachung . . . . . . . ... ... 45
2.5 Zielsetzung der vorliegenden Arbeit . . . . . . .. ... L. 46
Mathematische Grundlagen 49
3.1 Zusammenfassung bekannter Ergebnisse . . . . . ... ... ... 49
3.1.1 Aussagen iiber Losungen nichtlinearer autonomer Differen-
tialgleichungssysteme . . . . . . .. . ..o 50
3.1.2  Stabilitdt und Instabilitdat . . . . ... ... ... ... .. 53
3.1.3 Poincaré-Bendixson-Theorie im R®> . . . . .. .. ... .. o7
3.1.4 Ljapunov-Theorie . . . . . . . .. ... ... ... 58
3.2 Der allgemeine Chemostat . . . . .. .. ... ... ... ..... 60
3.2.1 Der Chemostat mit einem Substrat und n Mikrobenspezies 60
3.2.2  Der Chemostat mit verschiedenen Abbauraten . . . . . . . 64
3.3 Aussagen iiber Limesmengen . . . . . . .. .. ... 66



4 Ein vereinfachtes Modell fiir Nitrifikation und Denitrifikation 73

4.1 Vorstellung des Modells . . . . . ... ... .. ... 73
4.2 Das autonome System mit monotonen Aufnahmeraten . . . . .. 75
4.2.1 Positivitdt von Losungen . . . . . . . . ... ... 76
4.2.2  Beschrianktheit der positiven Losungen . . . . . . . .. .. 7
4.2.3 Stationdre Punkte . . . . . ... . o000 78
4.2.4  Stabilitit der stationdren Punkte . . . . . .. .. .. ... 83
4.3 Der Spezialfall mit Monod- Aufnahmefunktionen . . .. .. . .. 91
4.3.1 Station#dre Punkte . . . . . ... ... o000 92
4.4 Das Exklusionsprinzip . . . . . .. .. ... ... ... 95

4.4.1 Ein System mit mehreren Nitrifizierern und Denitrifizierern 95

4.4.2 Analyse des Systems . . . . . ... ... 98
4.4.3 Stabilitit der stationdren Punkte . . . .. .. .. ... .. 99
4.5 Effizienzfragen . . . . . . . ..o Lo 103

4.5.1 Eine Minimierungsaufgabe fiir die Sauerstoffkonzentration 103

4.5.1.1 Schalterfunktionen als Aufnahmefunktionen . . . 104

5 Erweiterungen des 4-dimensionalen Systems 109
5.1 Kaskaden mit zwei Becken . . . . . . . ... 110
5.1.1 Stabilitit der stationdren Punkte . . . . . . ... ... .. 113

5.2 Ein 5-dimensionales System . . . . . ... .. ... ... 116
5.2.1 Positivitdat und Beschréanktheit . . . . . . . .. .. ... .. 118

5.2.2  Stationdre Punkte . . . . . ... ... 119

5.2.3 Stabilitit der stationdren Punkte . . . . . . ... ... .. 123

Notation 127



Index 128



Kapitel 1

Einleitung

In diesem Kapitel werden wichtige Begriffe, die bei Abwasserreinigungsprozes-
sen auftreten, eingefiihrt und kurz erlidutert, wie z.B. Bioreaktoren, Chemostate.
Bemerkenswerte Eigenschaften wie Reaktionskinetik, Transportphdnomene und

Persistenz werden aufgefiihrt.

1.1 Bioreaktoren in der biologischen Abwasser-

reinigung

Bioreaktoren treten in vielen Bereichen auf, wie z.B (bei Chemostaten*) in der In-
dustrie oder Kldrschlammbecken in der biologischen Abwasserreinigung([HE95],

[Wei00]). Ein Bioreaktor ist ein Behiltnis, in dem Bakterienkulturen zu einem

spezifischen Zweck genutzt werden. Biologisch gesehen sind Bioreaktoren ab-
geschlossene Systeme, in denen die fiir den mikrobiologischen Sanierungspro-

zess wichtigen verfahrenstechnischen Parameter gut gesteuert werden konnen.

*Der Chemostat ist ein Laborgerit zur Ziichtung von Mikroorganismen. Fiir eine detaillierte

Einfiihrung in die Theorie des Chemostates siehe das Buch von Smith/Waltman [SW95].

1



2 1.2. REAKTIONSKINETIK

Im Bereich der Abwasserreinigung werden beispielsweise in Bioreaktoren Mikro-
organismen vermehrt, die zur Reinigung industrieller Wisser eingesetzt werden
konnen, insbesondere bei der biologischen Abwasserreinigung von z. B. Industrie-

abwissern.

Die Bauformen von Bioreaktoren richten sich nach dem Verfahren (aerob oder an-
aerob), nach der Einsatzintensitéit-z.B. Kldranlagen-und nach den zu bewéltigen-
den Volumina. Entsprechend reichen Bioreaktoren von einfachen Laboranlagen

iber groflere Becken bis zu komplexen, grofitechnischen Verfahrensanlagen.

Hier wird nur die rdumlich homogene Situation betrachtet; die Reaktoren wer-
den durch kontinuierliches Riihren, Verhindern von Wandanlagerung, etc. in ei-
nem Zustand gehalten, der homogene Verteilung aller beteiligten Chemikalien,
Substrate, Mikroben garantiert. Deshalb fiihren die Modelle auf gew6hnliche Dif-

ferentialgleichungen.

1.2 Reaktionskinetik

1.2.1 Darstellung von Reaktionen (nach Bastin/Dochain)

Grundlage fiir die Beschreibung von Reaktionen ist eine von Monod aufgestell-
te und spiter von Bastin/Dochain erweiterte Theorie (siehe [Bas80], Kapitel 1,

Abschnitt 1.4.1, Seite 19). Danach lduft eine Reaktion folgendermassen ab:

Xi+..4+X, 2V + ... 4+Y, (“4” ist keine Addition)

Hier sind X7, ..., X}, Y1, ..., Y; bestimmte “Komponenten” (Populationen von Mi-
kroorganismen, Enzyme, Substrate, etc.) im System.
X1, ..., X, heissen Reaktanten, Y7, ..., Y; sind Reaktionsprodukte.

Es kommt h&ufig vor, dass Reaktionen autokatalytisch sind, d.h., dass zur Pro-

duktion einer Komponente die Komponente selbst benotigt wird.



KAPITEL 1. EINLEITUNG 3

In Bastin/Dochain ([Bas80]) wird dies (falls Reaktion autokatalytisch beziiglich
Y1) mit

X+t X, 2V 4.4V,

symbolisiert.

Die Reaktionsrate ¢ ist eine positivwertige Funktion der Konzentration (Masse)
aller Komponenten, und u.U. weiterer Parameter (Temperatur, pH-Wert...). Die
zeitliche Anderung der Komponenten, die durch die gegebene Reaktion bewirkt

wird, ist je proportional zur Reaktionsrate:
%(Konzentmtion von Y;) = k;p, mit positiven Konstanten ;.
Falls X; nicht auch als Reaktionsprodukt auftritt, gilt:
%(Konzentmtion von X;) = —l;p, mit positiven Konstanten ;.
Die k; bzw. [; werden als Ertragskoeffizienten bezeichnet.

Bemerkung 1.2.1 Die Existenz der Konstanten k;, l; derart, dass die obigen
Gleichungen erfillt sind, ist eine sehr starke zusdtzliche Annahme (“Erhaltungs-
satz”) iber den Ablauf und das Ergebnis der Reaktion. Sie wird in dieser Arbeit

betbehalten.

1.2.2 System mit mehreren Reaktionen.

Gegeben seien nun n Komponenten X, ..., X,, (mit Konzentrationen z1, ..., x,),
und m Reaktionen.
Yor Vi X A Yo pii X1 < g < m mit 95, p;; € {0,1} und Reaktionsraten

v, =1,...,m.

Mit der Matrix K = (k;j) 1<i<n der Ertragskoeffizienten wird die durch die Reak-
i<

Lsjsm
tionen bewirkte zeitliche Anderung der Konzentrationen im System bezeichnet.
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(Hier gehen Temperatur, pH-Wert und die Konzentrationen in die ¢, ein.)
Vorzeichenregel fiir die k;; (Ertrag von Komponente ¢ bei Reaktion j):
Falls Komponente ¢ Reaktionsprodukt (auch Autokatalyst) von Reaktion j ist,

dann k;; > 0; falls Komponente ¢ Reaktant (aber nicht Autokatalyst) von Reak-

tion j ist, dann k;; < 0; in den verbleibenden Féllen ist £;; = 0.

1.2.3 Transportphinomene.

An Transportphinomenen (im weitesten Sinne) kénnen auftreten:

(i) Zufuhr (von Substrat oder Mikroben)
(ii) Abfluss (der Mischung von Substrat, Mikroben, Reaktionsprodukte)

(iii) Ausgasen (von Reaktionsprodukten)

Damit hat das vollstdndige Modell folgende Form:

1 O1(x1,y ey Ty Z (1)) fi(t) 1 q1(t, x)
=K | : +] —rt) | - (1.1)

Tn Om (X1 ooy Ty Z (1)) fn(t) Tn qn(t, x)

Hierbei steht Z(t) fiir physikalisch-chemische Parameter (Temperatur, pH-Wert),
die durch die Reaktion selbst nicht gedndert werden; die f;(t),q;(t,z) und r(t)
sind nichtnegative Funktionen.

Genauer: falls z; zugefiihrt wird, ist f; > 0. Falls abgefiihrt wird (Rate r(¢) > 0),
liefert der zweite Term einen nichttrivialen Beitrag. Falls eine Komponente ¢ auf

andere Weise den Reaktor verlidsst (durch Ausgasen), ist ¢; > 0.
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Beispiel 1.2.2 Chemostat mit einem Substrat und einer Mikrobenspezies

_ mSx
S=1-85-m%
&= z(2% - 1), (1.2)

5(0) > 0,z(0) > 0.

Beispiel 1.2.3 Chemostat mit einem Substrat und zwei Mikrobenspezies

To = T(k — $0) - a1§T0)$1 — —azsjo)xQ
.Zi?l = (—7" + al(l'()))i()l (13)

.Zi?g = (—7" + G/Q(x()))xQ

(Zufluss von Substrat mit Konzentration rk; Abfluss von Mischung; je Rate r.

Mikroben nehmen Substrat auf und vermehren sich dadurch.)

In Standardform erhalt man:

J.?() —1/’)/1 —1/’)/2 rk Zo
aq (LUU)l’l
i | =11 0 +1lo -7 = | (19
. 5] (ﬂUo)xl
i) 0 1 0 T

Hier finden zwei Reaktionen statt und zwar:
a1 (zo)z1

X0+X1 — X1
X + X, e x,

1.2.4 Zur Gestalt der einzelnen Terme.

e Standardannahmen: Die ¢j, f;, ¢;,r sind nichtnegativ und hinreichend oft dif-

ferenzierbar fiir 1 > 0, ...,z, > 0, > 0.
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e Sinnvolle Annahmen zur Gestalt der Reaktionsraten:

Ist ein Reaktant fiir eine Reaktion nicht vorhanden, so findet die Reaktion nicht

statt.

Hat man also die Reaktion j:
S 05X 5 Y i X

so ist im Fall 6;; = 1 stets ¢;(z1,...,21-1,0, Tj31, ..., Ty, %) = 0.
Die Voraussetzung hinreichender Differenzierbarkeit auch am Rande fiihrt dann
0 (1, .y Tp, Z) = xflj ...xi"j@(xl, ...y, Z) mit zumindest stetigem 3.

oZur Gestalt der Ausgasungsraten:

Typisch ist ¢; = [;x;, solange x; unterhalb der Sittigungskonstante liegt. Hier

héngt (; iiblicherweise von der Temperatur ab.

1.2.5 Vergleich mit der chemischen Reaktionskinetik

Es gibt formale Ahnlichkeiten, jedoch sollte angemerkt werden, dass chemische

Reaktionsgleichungen im Idealfall aus einem “exakten” Modell kommen:

e Eine Reaktionsgleichung
S diX; 2 Y e;Y; (mit dj, e; positiv und ganz)

beriicksichtigt die Massenbilanz; man erhélt also daraus Erhaltungsgrofien fiir die
Differentialgleichung, die die Kinetik beschreibt.

e Gilt das Massenwirkungsgesetz (Idealfall verdiinnter Gase oder Losungen), so
kann man ¢ = H:c;ii setzen. Die Massenerhaltung garantiert, dass

(zeitliche Anderung von Y; durch Reaktion)=k¢p,

(zeitliche Anderung von X; durch Reaktion)=-k¢, vorausgesetzt, die Messung

erfolgt in konsistenten Einheiten (z.B. mol) .
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e In einem abgeschlossenem System hat man das Prinzip der mikroskopischen Re-
versibilitdt (auch: Prinzip des detaillierten Gleichgewichts): Im Gleichgewichts-

zustand sind alle Einzelreaktionen im Gleichgewicht.

Beispiel 1.2.4 (Autokatalyse mit Massenwirkungsgesetz)

X1+X2‘:‘X3
X2+X3—>3X2

Das entsprechende System ist:

jﬁ'l = —k'll'll'g + kgl'g
jﬁ'g = —k'll'll'g + kgl'g + 2]€31‘2.’L’3 (15)
T3 = k17172 — kows — k3woxs

(Beachte: x1 + x9 + 2x3 ist die Erhaltungsgrisse). Generell sollte man bei Bio-

reaktoren wesentlich ungenauere Informationen erwarten. Es gibt dariber hinaus

nur selten eine Herleitung von kinetischen Gleichungen aus “ersten Prinzipien”.

1.2.6 Grundsitzliche Fragen

Fiir die folgende Gleichung:

Ty 1 il T q
: =K1 : + | —r| — | (1.6)

I Pm Jn Tn n
ist die Positivitit von Losungen mit positivem Anfangswert eingebaut (dank der
Gestalt von K). Grundlegende Fragen sind
e Permanenz: Uberleben die Mikroben? Wenn ja, welche?

e Beschranktheit von Lésungen.
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1.3 Verschiedene Arten von Chemostaten

In diesem Abschnitt werden einige, zum Teil bekannte Ergebnisse (aber auch neue
Resultate) tiber Chemostate aufgefiihrt. Verschiedene Varianten der Chemostate
mit und ohne Mikrobenzufluss bzw. mit verschiedenen Abflussraten lassen sich
auf dhnliche Weise behandeln und fiithren zu fast demselben Ergebnis, das intuitiv
wie folgt lautet: “Es kann hochstens eine Mikrobenspezies iiberleben und zwar

diejenige, die am besten hungern kann”.

Chemostaten spielen eine wichtige Rolle bei der Abwasserreinigung, siehe da-
zu auch Beispiele aus [Riv77]. Eine ausfiihrliche Zusammenfassung verschiedener
Chemostate befindet sich in dem Monograph von Smith und Waltman ([SW95]).
Der Chemostat ist ein einfaches Beispiel fiir dynamische Systeme die “kompetiti-
ven Ausschluss” modellieren, wobei mehrere Mikrobenspezies um dieselbe Nah-

rung konkurrieren.
1.3.1 Der Chemostat mit einem Substrat und einer Mi-

krobenspezies

Die Differentialgleichungen, die den Chemostat mit einem Substrat und einer
Mikrobenspezies beschreiben, sind nach entsprechenden Skalierungen folgende

(vgl. [SW95], Seite 6):

S=1-5-2%
&= z(2% - 1), (1.7)

S(0) > 0,2(0) > 0.

wo S(t) die Konzentration des Substrats zum Zeitpunkt ¢ bezeichnet und z(t)

die Konzentration der Mikroben ist. Hier wird der Term

mSzx
a+S
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als Nahrungsaufnahmeterm verwendet, wobei diese Form von Aufnahmefunkti-
on in der Literatur als “Monod-Kinetik” bekannt ist. Weiterhin wird mit m die
maximale Wachstumsrate der Organismen bezeichnet und a wird Halbséittigungs-

konstante genannt.

Fiir das obige System ist der positive Quadrant positiv invariant (siche [SW95]).
Falls das System also positive Anfangswerte hat, dann bleiben die zwei Kompo-
nenten der Losung positiv fiir alle positiven Zeiten. Dariiber hinaus gilt: falls man
die beiden Gleichungen addiert und ¥ = 1 — S — z definiert, dann erh&lt man

eine einzige Gleichung:
Y =-%, mit ¥(0)>0.

Es ergibt sich, dass lim;_,,, 3(¢) = 0 und dass die Konvergenz hier exponentiell ist.
Diese Tatsache liefert nicht nur Dissipativitéit, sondern das System lésst sich auch
vereinfachen durch Reduktion der Dimension. Aus lim; ,[S(¢) + z(¢)] = 1 kann
man schliessen, dass die Omega-Limesmenge des Systems in dieser Menge liegen
muss und die Trajektorien der Omega-Limesmenge folgende Gleichung erfiillen

miissen:

1 —
pea™T) o< <t (1.8)
l+a—=x
Da alle Trajektorien des Originalsystems sich asymptotisch ihrer Omega- Limes-
menge anndhern, geniigt es bei der Analyse der Gleichung (1.8), das asymptoti-

sche Verhalten des Originalsystems (1.7) zu studieren (siche [SW95], Seite 14).

Definiere, fiir m > 1,
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wobei A “Uberlebenskonzentration” heisst. Die Gleichung (1.8) besitzt zwei stati-
onédre Punkte z = 0 und z = 1 — A, und die Gleichung lisst sich folgendermassen

umformulieren:

t=a[{t ]l -A-z],0<z <1

Falls m < 1 oder m > 1 und A > 1, dann lim; ,,, 2(¢) = 0. Andererseits, falls

A < 1und m > 1, dann ist limy_,o z(t) = 1 — A (also limy_,o, S(t) = A).

Als Ergebnis lésst sich folgender Satz fiir das Verhalten der Mikroben in einem

Chemostat formulieren:

Satz 1.3.1 Betrachte das Chemostat-System (1.7) und setze voraus dass die ma-

zimale Wachstumsrate m > 1 ist. Folgende Fille sind zu unterscheiden:

(i) Falls die Uberlebenskonzentration 0 < X < 1, dann gilt fiir jede Losung des
Systems mit x(0) > 0, dass limy_,o, S(t) = A und limy_,o z(t) =1 — A

(ii) Falls die Uberlebenskonzentration N\ > 1, dann gilt fir jede Lisung des
Systems mit x(0) > 0, dass lim;_,o, S(t) = 1 und limy_, z(t) = 0, d.h. die

Mikroben sterben aus.
BEWEIS: siehe [SW95], Seiten 13 und 14.

Bemerkung 1.3.2 Wird der Monod-Aufnahmeterm durch eine beliebige mono-

tone Funktion ersetzt, so erhdlt man das selbe Resultat.

1.3.2 Der Chemostat mit zwei Mikrobenspezies

Die Konkurrenz zwischen zwei Mikrobenspezies in einem Chemostaten lésst sich

folgendermassen beschreiben:
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(.

1 _ _ miSz1 _ maSzo
S=1 S a1+S az+S

Zi?l = xl(g’f; — 1),

i’g = l‘z(ar;li% - ].)

S(0) > 0,21(0) > 0,25(0) > 0.

\

Solch ein System beschreibt den Wettbewerb zweier Populationen um dieselbe

Nahrung.

Man addiert hier auch die Gleichungen und definiert: > (t) =1 — S(t) — z1(t) —

x5(t). Danach formuliert man das System wie in [SW95] um:

==X

. mi(l—>) —x1—=x

b= (G - ),
\ P mz(l—z —1’1—:E2) 1
T2 = 2 (S ares 1)

>(0) < 1,21(0) > 0,22(0) > 0.

(1.10)

\

und bemerkt, dass lim;_,,, >_(t) = 0, wobei die Konvergenz exponentiell ist. Dies
wiederum zeigt, dass das System (1.9) dissipativ ist und dass die Trajektorien

auf der Menge > = 0 folgendes System erfiillen miissen:

. my(l—z1—r3)
T = xl( a1+1-z1 -2 1)’

Gy = mp(Tellmita) ) (1.11)

a2+1—x1—x2

21(0) > 0,22(0) > 0,21 + 22 < 1.

Satz 1.3.3 (Der Satz iiber kompetitiven Ausschluss) Sei m; > 1,i = 1,2
und seien die Uberlebenskonzentrationen der zwei Mikrobenspezies so, dass 0 <

A1 < Ay < 1. Dann gilt fir alle Lisungen des Systems (1.8) mit dem Anfangswert
x;(0) > 0 folgende globale Dynamik:

limy o0 S(t) = Ay, limy o 21 () = 1 — Ay, limy 00 22(t) = 0
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BEWEIS:

Fiir Beweis siehe [SW95], Seite 16, Theorem 5.1.

1.3.3 Der Chemostat mit Zufluss von Mikroben

Falls im Zufluss neben dem Substrat auch Mikroben auftreten (mit Rate ry), und
ein beliebiger monotoner Aufnahmeterm (a(x)) verwendet wird, dann dndert sich

das obige System wie folgt:

i‘l =T — (51’1 — a(l‘l)l'g (1 12)

Ty =719 + (a(r1) — ) xe

wobei 71,79,0 > 0 und die Funktion a(z) folgende Eigenschaften hat:

(i) a: R, — R, ist stetig differenzierbar,

(ili) a(x1) < a(xq) falls z1 < x4,

(iv) es gibt ein M > 0, so dass a(z) < M fiir alle z € R,..
Lemma 1.3.4 (Positivitit)
Der positive Orthant ist fir das System (1.12) invariant, d.h die Losungen die

thren Anfangswert in dem positiven Orthanten haben bleiben fir alle positiven

Zeiten positiv.

Lemma 1.3.5 (Beschrdnktheit)

Die Lisungen des Systems (1.12) im positiven Orthanten sind beschrinkt.

BEWEIS:



KAPITEL 1. EINLEITUNG 13

Wir addieren die beiden Gleichungen und erhalten:

xl—i—xQ :7"1+7“2—6($1+$2) (113)

Daraus gilt z(t) + z2(t) = 212 + Cie™, und mit der Positivitit folgt die

Beschrianktheit von Losungen.

Lemma 1.3.6 Die Gleichung ("2 — x,)(0 — a(x1)) = 1o hat im Intervall

(0, B32) genau eine Lisung.

BEWEIS:

Setze h(z;) = %{‘m)(é — a(zy)). Im Intervall (0, 22) gilt: h(z) ist streng
monoton fallend, solange h(z;) > 0, (also a(x;) < 0), und hat negative Werte,

falls h(x;) < 0.

Folgende Fiélle sind zu unterscheiden:

(i) Es ist a(z;) < § fiir alle 2y € (0,%5). Dann gilt h(0) = 7 + 7o >
ra, h(HE2) = 0 < ry) und h ist streng monoton fallend. Mit dem Zwischen-

wertsatz folgt die Existenz genau einer Losung x7 der Gleichung h(z,) = rs.

(ii) Es gibt ein 7 € (0, 242) mit a(4;) = . Die Monotonie der Funktion a
zeigt dass § — a(xy) > 0 fir x; < @3 und 0 — a(z;) < O fiir 27 > 7.
Daher existiert keine Losung der Gleichung h(z;) = 7 in [27, B52). Jetzt

verwende man das selbe Argument wie im 1. Fall fiir das Intervall [0, £1].

|

Lemma 1.3.7 Fulls ein stationdrer Punkt im ersten Quadranten existiert, dann
liegt er im Inneren des ersten Quadranten und es gilt x1 < % fiir seine erste

Komponente. Ausserdem ist a(zy) < 4 fir alle x, € (0,z7).
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BEWEIS:

Die stationdren Punkte werden von den Losungen des folgenden Gleichungssy-

stems geliefert:

_ _ ri+r
r = 61‘1 + a(l‘l)l'g N To = % — T (114)
ro + a(xy)xe = 0o xo[d — a(xy)] = ry
Da zy + x9 = ”;”"2, liegen die Losungen auf einer Geraden, und auflerdem muf

a(zy) < ¢ gelten fiir alle z; € (0, 2F2), damit eine positive Losung existiert.

— x1 in die zweite Gleichung ein und bekommt

Weiterhin setzt man zo = _7“146“"2

folgende Gleichung : [B42 — ][0 — a(x1)] = ro. Diese Gleichung ist dquivalent

zu:

ry = a(xy)(r + o) + 0z — x1a(xq)

Diese Gleichung hat, nach Lemma 1.3.6 im Intervall (0, %t2) genau eine Lisung,
die wir mit x| bezeichnen. Da x5, die zweite Komponente des stationiiren Punktes
r1+r2

auch positiv sein muss, es folgt, dass x; < =5, Daraus ergibt sich der Beweis

des Lemmas.

Satz 1.3.8 Fs gibt genau einen stationdren Punkt E, tm ersten Quadranten fiir

das System (1.12).

BEWEIS:

Aus Lemma 1.3.7 folgt, dass falls ein stationdrer Punkt im ersten Quadranten
existiert, dann liegt er im Inneren des ersten Quadranten, und es muss z < 532
gelten. Ausserdem wird die erste Komponente eines inneres Punktes von der

Losung folgender Gleichung geliefert:
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(572 —21)(0 — a(z1)) =7y

Aus Lemma 1.3.6 ist bekannt, dass die Gleichung

(8422 — 21)(6 — a(z1)) = ry im Intervall (0, 752 genau eine Losung besitzt, die
a(zy) < ¢ erfiillt.

Die zweite Komponente ist dann zy = % — T

|

Satz 1.3.9 Der einzige stationdre Punkt im ersten Quadranten ist lokal und glo-

bal asymptotisch stabil.

BEWEIS:

Die Funktionalmatrix ist:

Df() —0 —xod' (1) —alxy)

xoa' (z1) a(xy) — 6
Stabilitdt von Ejy:

—0 — 30" (21) 1 —a(@1)],
Df(a)le, | O T
Lo (x1)|z} a(zy) — 0

Da der Spur der Funktionalmatrix an dieser Stelle negativ ist (da a(z}) < ¢ und

=0 —zpa(ey)lyy —a(w)ly

—0 — aha(x1)],1 < 0) und det(Df) = > 0, haben

30(1)] ) a(r}) — o
alle Eigenwerte negativen Realteil.

(Tatsichlich erhiilt man die Eigenwerte: A} = —6 und A\ = a(x1) — 6 — zha(x]) <
0.)
Das bedeutet, dass der stationiire Punkt E\(z}], z)) lokal asymptotisch stabil ist.

Da FE; ein lokaler Attraktor ist, bleibt noch zu zeigen, dass dieser Punkt auch
global asymptotisch stabil ist. Das ldsst sich mit Hilfe des Satzes von Poincaré-

Bendixson zeigen (siehe dazu [Per91], Seiten 227-231).
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Man addiert die beiden Gleichungen und definiert > = 7 + x5 mit »_(0) > 0.

Man erhilt auf diese Weise eine einzige Differentialgleichung und zwar:

EI:T1+T2—(SE
5(0) > 0

(1.15)

Es gilt, dass limy ,oc Y, (t) = 542 und dass die Konvergenz exponentiell ist.
Genau wie im Fall des einfachen Chemostats erhilt man so die Dissipativitéit
und aus limy_,o[21(t) + 22(¢)] = “E2 kann man schliefen, dass die Omega-

Limesmenge des Systems in dieser Menge liegen mufl.

Alle Loésungen sind beschrankt, also ist ihre Omega-Limesmenge nicht leer. Der
einzige stationire Punkt, der das System besitzt, ist £, und dieser ist lokal asym-
ptotisch stabil. Die Gleichung limy,o (21 (t) + 22(t)) = B3 bedeutet, dass die
Limesmenge in einer Gerade enthalten ist, d.h., die Limesmenge kann kein ge-
schlossener Orbit sein. Nach dem Satz von Poincaré-Bendixson muss die Omega-
Limesmenge einer Trajektorie des Systems, die positive Anfangswerte hat, den
stationdren Punkt F; enthalten. Weil dieser lokal asymptotisch stabil ist, ist die

Limesmenge gleich E.

1.3.4 Der Chemostat mit verschiedenen Abtransportra-

ten

Eine wichtige Frage bei der Analyse verschiedener Chemostaten ist, ob alle ab-
transportierten Komponenten in der Abflussrate ¢ enthalten sind oder ob zusétz-

lich eine Sterberate o der Mikroben zugefiigt werden sollte?

Eine Frage, die sich natiirlicherweise daran anschlief3t ist, ob die Ergebnisse in

diesem Fall bestehen bleiben.
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Diese Frage wurde von Hsu (siehe [HSU78|) fiir den Chemostat mit Michaelis-
Menten-Dynamik und kiirzlich von Ellermeyer, Pilyugin und Redheffer (siehe
[SFERO1]) fiir allgemeine Aufnahme-Funktionen studiert.

Wenn man verschiedene Abtransportraten zuléft, dann hat das Chemostat-System

folgende Form:

S=p—0S—alSz
& =[a(S) — (6 + a)]z, (1.16)
S(0) > 0,2(0) > 0.
wobei a eine allgemeine Aufnahmefunktion ist (siche Abschnitt 1.1.2.3), und a >
0 die Sterberate der Mikroben ist.

Lemma 1.3.10 (Positivitit)
Der positive Orthant ist fir das System (1.16) invariant, d.h., die Lisungen die
thren Anfangswert in dem positiven Orthanten haben bleiben fiir alle positiven

Zeiten positiv.

Lemma 1.3.11 (Beschrdinktheit)
Die Lisungen des Systems (1.16) sind beschrankt.

BEWEIS:

Addition der Gleichungen liefert:

S;i—x:p—é(Squ)—ax (1.17)

Man hat folgende Differentialungleichungen:
Stz <p—06(S+x) = (S+)(t) <L+ (S(0)+x(0) — £)e® und T+ >
p—(0+a)(S+z)=(S+x)(t) > + (S(0) 4+ 2(0) — £ )e 0+t Es gilt also

P P
0+ 0+
fiir alle ¢ > 0 folgendes:
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22 (S(0) +2(0) — F£2)e™ T < S(1) + 2(t) < &+ (S(0) + 2(0) — e,

Diese Abschédtzung und Lemma 1.3.10 liefern die Beschrianktheit der Losungen.

O

Lemma 1.3.12 (Ezistenz von stationdren Punkten)

Betrachte das System (1.16). Folgende zwei Fille sind zu unterscheiden:

(i) Falls a := limg_,oc a(S) > (a4 0) und 0 < a™' (o + 0) < &, dann besitzt
dass System (1.16) im positiven Quadranten zwei stationdre Punkte: Ej

(auf dem Rand) und E; (innerer).

(ii) In allen anderen Fillen gibt es nur einen einzigen stationdren Punkt, nihm-

lich Eg.

BEWEIS:
Stationdre Punkte werden von den Losungen des folgenden Gleichungssystems

geliefert:

0S +a(S)r =
(S)w=» (1.18)
(a(S) = (6 +a))z=0
Als erstes bekommt man den “ausgearteten” stationdren Punkt Ej:
S=2
Ey b (1.19)
x =0

Weiterhin bekommt man einen inneren stationdren Punkt, falls a := limg_, a(S) >

(+0) und 0 < a™'(ar+0) < &, als die Losung von:

a(S) = (0 +a) S=a'6+ )
Eli ~
S+ (0 +a)r=p bat0+a)+ (0+a)z=p
S=a'(0+ )
also Ej : sa-l(s
x:%m>0, da p>da'(0+a)
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Lemma 1.3.13 (Stabilitit von E;) Falls der innere stationdre Punkt existiert,
d.h. a = limg_o0a(S) > (a+0) und a ' (a+6) < &, dann ist dieser Punkt lokal

asymptotisch stabil.

BEWEIS:

Die Funktionalmatrix des Systems ist:

—0—d(S)x —a(S)
a'(S)x [a(S) —d —qa]

Df .=

An der Stelle E; ist das charakteristische Polynom:

—0 — a'(S)|E1x1 — A —(CY + (S)
a'(S)|g,x1 -

Df|E'1 =

Somit ist:

N+ A0 +d(9)|pz1) + (a+8)d (S)|gxr =0

zu losen.

Da (6+d'(S)|m,x1) > 0und (a+06)a’(S)|g,x1 > 0 ergibt sich, aufgrund des Routh-
Hurwitz Kriteriums, dafldie Eigenwerte an dieser Stelle \; < 0 und Ay < 0, d.h.,

der innere stationdre Punkt lokal asymptotisch stabil ist.

Lemma 1.3.14 (Stabilitit von Ey) Falls a(§) < (a+0), dann ist der stationdre
Punkt Eqy lokal asymptotisch stabil.

BEWEIS:

Man berechnet die Funktionalmatrix bzw. das charakteristische Polynom an die-

ser Stelle und bekommt:
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Df|E0 =

Dies liefert die Eigenwerte:
AL = —5<0,)\2:a(§)— (Oé‘i‘(S)

Man sieht, dass Ay < 0, weil vorausgesetzt wurde, daf a(§) < (o + 6). Also ist

der stationdre Punkt F5, lokal asymptotisch stabil.

Bemerkung 1.3.15 Zusammengefasst kann man folgendes tber die Stabilitdt

sagen:

o Fulls a := limg_,c a(S) > (a+0) und a™'(a +0) < &, dann existiert F,
und ist lokal asymptotisch stabil. In diesem Fall ist der stationdre Punkt Ey

instabil.

o Fulls (a+0) > a(§), dann existiert Ey nicht, und der “ausgeartete” stati-

ondre Punkt Ey st lokal asymptotisch stabil.

o Der Grenzfall a(§) = o+ 6 wird in dieser Arbeit nicht betrachtet, da er
fiir reale Situationen wenig Relevanz besitzt. Aus dem selben Grund werden

Grenzfille auch in weiteren Kapiteln ausgeschlossen sein.

Satz 1.3.16 (Globale Dynamik) Betrachte das Chemostat-System (1.16) mit der

allgemeinen Aufnahmefunktion a. Folgende Fille sind zu unterscheiden:

(i) Falls a := limg_a(S) > o+ 6 und ™' (a4 0) < &, dann existiert der
innere stationdre Punkt E, und ist fiir den offenen Quadranten lokal und

global asymptotisch stabil. In diesem Fall ist der “ausgeartete” stationdre

Punkt Ey instabil.
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(i) Falls a(§) < o+ 0, dann existiert kein innerer stationdrer Punkt, sondern

der stationdre Punkt Ey und dieser ist lokal und global asymptotisch stabil.

BEWEIS:

Den Beweis wird nur fiir den ersten Fall (i) durchgefiihrt, der zweite Fall folgt

analog.

Man zeigt, dalder innere stationdre Punkt FE;, der nach Lemma 1.3.13 lokal
asymptotisch stabil ist, auch global asymptotisch stabil ist. Dazu verwendet man
das Dulac-Kriterium (siehe Kapitel 3, Satz 3.1.20 oder [Per91], Seite 246) um

auszuschlieBen, dass das System (1.16) geschlossene Bahnen in R? enthilt.

Fiir (z) = 1 berechnet man die Divergenz von 3 wie folgt:

=35 _, a(S)—d—a s
V(pf) = U574 dleboel — 8 /() < 0 fiir alle (S, ) € R.

Es ergibt sich nach dem Dulac-Kriterium, dass es keine geschlossene Bahn in R%
gibt. Auf dhnliche Weise ldsst sich zeigen, dass das System keinen sogenannten

“Graph” in Ri enthélt.

Das dynamische System (1.16) ist dissipativ, weil alle positiven Trajektorien
(Losungsbahnen) in eine kompakte Menge eintreten (sieche Lemma 1.3.11). Die
Dissipativitit stellt sicher, dass die Omega-Limesmenge eines Punktes y nicht

leer ist.

Aus dem Satz von Poincaré-Bendixson fiir planare Systeme ergibt sich, dass die
Omega-Limesmenge von y einen stationdren Punkt enthalten muss. Ey kommt
nicht in Frage, weil y nicht in der stabilen Mannigfaltigkeit von Ej liegt, aber nach
dem Satz von Butler/McGehee (vgl. [SW95], Seite 12) auch Teile der stabilen
und instabilen Mannigfaltigkeit von Ej in w(y) liegen miiiten. Dann wire w(y)
aber ein Graph, was dem Dulac-Kriterium widerspricht. Also E; € w(y), und

w(y) = {E1}, weil E; lokal asymptotisch stabil ist.
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Bemerkung 1.3.17 Der obige Satz lifit sich auch mit Hilfe eines Satzes aus
dem Artikel von [SFER01] “Persistence criteria for a chemostat with variable

nutrient input” (Theorem 4 (iii)) beweisen.

Bemerkung 1.3.18 (Der Monod-Fall)
Fiir den Fall von Monod-Aufnahmefunktionen war die globale asymptotische Sta-
bilitit eines der stationdren Punkte (Ey oder Ey) schon vorher bekannt. In [SW95]

wird folgendes System nach entsprechenden Skalierungen betrachtet:

§=1-5-m8y

& = z[25% —a, (1.20)

S(0) > 0,2(0) > 0.

Wenn A\ = —t&— die Uberlebenskonzentration der Mikroben ist und m > o bzw.

0 < X < 1 gilt, dann gilt fiir jede Lisung, dasslimy_,o S(t) = X und limy_, o 2(t) =
1=\

Beispiel 1.3.19 Die folgenden beiden Beispiele zeigen die zwei Fille, wo einmal

E\ global asymptotisch stabil ist und einmal Ey, abhingig von a='(§ + ).

Sei a(S) = ﬂ% vom Monod-Typ und p = 10,m = 4,a = 1,0 = 2, = 1. Dann

sieht das System (1.16) folgendermassen aus:

S=10-25— £

& =55 — (0 + o)z, (1.21)

S(0) =1,z(0) = 1.

Dalimga(S)=m=4>(a+6) =3 unda'(§+a) = 12 =3 < L =75,

ezistiert ein innerer stationdrer Punkt aufgrund der Lemma (1.3.13) und ist lokal

asymptotisch stabil. Zur Veranschaulichung liefert Mathematica die Abbildung
1.1.
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S, X

3.5&
3

2.5
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1.5
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Abbildung 1.1: Der Chemostat mit verschiedenen Abbauraten. F; stabil. S wird

als durchgezogene Linie und x als gestrichelte Linie dargestellt.

Falls p = 5, wird die Existenzbedingung fir Ey verletzt, somit existiert der innere
stationdre Punkt Eq nicht; stattdessen ist der stationdre Punkt Ey lokal asympto-

tisch stabil, sieche Abbildung 1.2.

2.5

1.5

0.5/ \

\

—

5 ~10 15 50 ¢

Abbildung 1.2: Der Chemostat mit verschiedenen Abbauraten, Ey stabil. S wird

hier mit der durchgezogene Linie und x mit der gestrichelte Linie dargestellt.
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1.3.5 Der Chemostat mit Zufluss von Mikroben und ver-

schiedenen Abtransportraten

Man stellt sich die Frage ob das System (1.12) (Chemostat mit Zufluss von Mi-
kroben) sich dhnlich verhélt, wenn man verschiedene Abtransportraten hat. Das

System (1.12) sieht dann folgendermassen aus:

S=r —06S—a(S)x
t=ry+z(a(S)—0—a), (1.22)
S(0) > 0,2(0) > 0.

wobei r1,7r9,0,cc > 0 und die Funktion a(S) dieselben Eigenschaften hat wie

friiher.

Lemma 1.3.20 (Positivitit)
Der positive Orthant ist fir das System (1.22) invariant, d.h., die Lisungen die
thren Anfangswert in dem positiven Orthanten haben, bleiben fiir alle positiven

Zeiten positiv.

Lemma 1.3.21 (Beschrdinktheit)
Die Lisungen des Systems (1.22) sind beschrdnkt.

BEWEIS:

Wir addieren die zwei Gleichungen und bekommen dadurch:

S;Lx:ﬁ+r2—6(5+x)—ax (1.23)

Man hat die folgenden Ungleichungen:

S+xz<ri+ry—9S+2)

und S¥x§r1+r2—(6+a)(5+x)
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Damit kann wie im Beweis von Lemma 1.3.11 die Beschranktheit bekommen.

O

Lemma 1.3.22 Die Gleichung (ry + 12 — 65)(d + a — a(S)) = r2(d + «) hat im

Intervall (0, 42) genau eine Lisung, und es gilt a(S) < o+ 0.

BEWEIS:

Man geht genauso vor wie beim Beweis von Lemma 1.3.6, nur hat man hier

h(S) = (r1 + 13— 8S)(0 + a — a(9)).

Lemma 1.3.23 Faulls ein stationdrer Punkt im ersten Quadranten existiert, dann
liegt er im Inneren des ersten Quadranten, und es gilt, dass S* € (0, %), bzw.

z!' € (0, —’gigf).

BEWEIS:

Die stationdren Punkte werden von den Losungen des folgenden Gleichungssy-

stems geliefert:

B Pt 5S rirra
r =08 + a(S)z o] TR T > 0 halls S<EE o
ra+a(S)z = (§ + a)z 0 +a—a(S)] =r

Es muf a(S) < 6 + « sein, damit eine positive Losung existiert. Weiterhin setzt

ri+ro—0S

man r = ita

in die zweite Gleichung ein und bekommt folgende Gleichung:

(=955 + a — a(S)] = 2.
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Diese Gleichung hat (nach Lemma 1.3.22) im Intervall (0, 232) genau eine Losung

. . . . . . _ 59t .
die wir mit S bezeichnen. Die andere Komponente z! ist: 2! = % sein,
wobei gt = itz gl 1t Darays ergibt sich der Beweis des Lemmas.

o+a o+a o+a

O

Satz 1.3.24 Es gibt genau einen stationdren Punkt im ersten Quadranten fir

das System (1.22), den wir mit Ey bezeichnen.

BEWEIS:

Aus Lemma 1.3.23 folgt, dass ein stationdrer Punkt im ersten Quadranten im In-
neren des ersten Quadranten liegen muf, und S* < =572 bzw. ' € (0, "E72). Au-
Berdem wird die erste Komponente eines inneren stationéren Punktes die Losung

folgender Gleichung sein:

7’"1;2;55(5 +a—a(S)) =re

Diese Gleichung hat nach Lemma 1.3.22 genau eine Losung im Intervall (0, %t72).

O

Satz 1.3.25 Der einzige stationdre Punkt im ersten Quadranten st lokal und

global asymptotisch stabil.

BEWEIS:

Die Funktionalmatrix an der Stelle E ist:

30’ (1) o3 a(ry) =0 —a

Dflp, = { =0 —xyd (21)];1 —a(z)]p }

Da die Spur der Funktionalmatrix an dieser Stelle negativ ist (da a(x]) < § + «

und —0 — w5a’(11)],1 < 0) und auBerdem
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=0 —w3a'(1)]yy —a(n1)]y

det(Df) = >0

30" (1) o} a(r) =6 —a

ist, haben alle Eigenwerte negativen Realteil. Das bedeutet, dass F; lokal asym-

ptotisch stabil ist.

Fiir die globale asymptotische Stabilitdt verwendet man das Dulac-Kriterium
(siehe Kapitel 3, Satz 3.1.20 oder [Per91], Seite 246) wie im Fall des Chemostaten

ohne Mikrobenzufluss. Fiir (z) = I berechne man die Divergenz von ff wie

folgt:
r1—4S r
V(Bf) = d lxds_a(s)) + d[%ﬂaf;)_é_aﬂ = -2 —d(S) — 3 <0 fiir alle
(S,z) e R%.

Weiterhin verwendet man dieselben Argumente wie im Satz 1.3.16.

t

0.5 1 1.5 2 2.5 3

Abbildung 1.3: Der Chemostat mit Zufluss von Mikroben und verschiedenen Ab-
bauraten E) stabil. S wird hier als durchgezogene Linie und z als gestrichelte

Linie dargestellt.

Beispiel 1.3.26 Wenn man r1 = 100m = 3,a = 1,0 = 2,a = 1,79 = 16 setzt

und Monod-Kinetik hat, dann weist das folgende Beispiel darauf hin, dass der
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einzige stationdre Punkt E; die das System besitzt global asymptotisch stabil ist

(siehe Abbildung 1.3).



Kapitel 2

Das ASM 1-Modell

2.1 Vorstellung des Modells

Die International Asscociation for Water Quality (IWA) hat im Jahr 1983 eine
Arbeitsgruppe gebildet, die praktische Modelle zur Auslegung und zum Betrieb
von biologischen Abwasserreinigungsanlagen entwickeln sollte. Deren bisherige
Resultate sind in drei Arbeitsberichten verdffentlicht worden: ”Das Activated
Sludge Model No. 17(1987) [Hen87] (behandelt den Abbau organischer Abwasse-
rinhaltsstoffe, Nitrifikation und Denitrifikation); das “Activated Sludge Model No.
27(1994) [Hen95](behandelt zusétzlich zu den Prozessen aus ASM 1 die biologi-
sche Phosphorelimination, gefolgt von einer Erweiterung, dem “ASM 2d-Modell”)
und schliellich das “Activated Sludge Model No.3”.

Den Kern dieser Modelle bildet jeweils eine sogenannte Modellmatrix (siehe auch
[Bas80]), in der sdmtliche Informationen zur Kinetik und Stéchiometrie in einer

ibersichtlichen Form zusammengefasst sind.

29
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Diese Modelle bilden die grundlegende Motivation fiir die vorliegende Arbeit.

Das urspriingliche ASM 1-Modell enthélt drei wichtige Prozesse: Kohlenstoffoxi-
dation, Nitrifikation und Denitrifikation. Es besteht aus 8 wichtigen Reaktionen
zwischen 13 Komponenten, die von zwei Arten von Mikroorganismen, der hete-
rotrophen und der autotrophen Biomasse durchgefiihrt werden. Die Gleichungen

fiir die Reaktionsterme allein sind:

Sr=0
Ss = —3-(Ri + Ro) + Ry
X]ZO

Xs=(1—fp)(Ry+ Rs) — Ry
XBH:R1+R2_R4

Xpa =R — Rs

¢ Xp = fp(Ri+ Rs) (2.1)
So = —I;ZH Ry — ’BI;AYA R3
Syo = —lﬁ;—}ijg + YLARg

SNH = —ixpRi —ixpRy — (ixp + Y%)R% + R
Xnp = (ixp — frixp)Rs+ (ixp — frixp)Rs — Rs

2 i 1-Y; ] ] 1 1
Sark = —BEI + (F — 5B+ (Z5F — )R + i

wobei die R; Reaktionsterme sind, deren Bedeutung spéter erldutert wird; die

restlichen Grossen sind positive Konstanten.

Dies kann mit der folgenden Matrix dargestellt werden:



KAPITEL 2. DAS ASM 1- MODELL 31
0 0 0 0 0 0 0 0
—7 —v 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1—fp 1—fp 0 -1 0

1 1 0 —1 0 0 0 0

0 0 1 0 -1 0 0 0

0 0 0 fp fp 0 0 0

— 5 0 —ita 0 0 0 0 0
0 — A 0 0 0 0 0
—ixn —ixB —(ixB + v7) 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 -1 0 1

0 0 0 ixp — frixp ixp—frixp 0 0 —1

Ausserdem gehen in die obigen Gleichungen noch Transportterme ein, wie z. B.
der Zufluss von Substrat (Zuflussrate r = Fliissigkeitsvolumen pro Zeiteinheit),

die Sterberate D der Mikroben und der Abfluss der Mischung.

Bemerkung 2.2.1 :

Unabhdngig von der genauen Bedeutung sind im ASM 1 alle Reaktionsterme aus

Monod-Kinetik-Termen —2£— oder Inhibitions- Termen der Form —<22st
xr+const x+const

Zusam-

mengesetzt.

Die Gestalt dieser Funktionen ist eine (Arbeits-) Hypothese, die die Arbeitsgruppe
der IWA als “Schalter-Funktionen” gewdhlt hat, um manche Prozesse abhdingig
von den Umweltsbedingungen (aerob* oder anaerob’) ein- bzw. abzuschalten. Zum

Beispiel konnen die Nitrifizierer nur unter aeroben Bedingungen wachsen. Ihre

*ein Zustand in dem geniigend gel6ster Sauerstoff vorhanden ist, so daaerobe Bakterien

lebensfihig sind.
tBezeichnung fiir die Organismen, die zum Leben keinen freien Sauerstoff benétigen, und

fiir eine chemische Reaktionsweise, die unter Ausschluss von Sauerstoff abliuft.
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Wachstumsrate geht rasch gegen Null, sobald die Konzentration von Sauerstoff

abnimmt-und das unabhdngig vom Substratangebot.

Weiterhin ist zu bemerken, dass die Wahl der Monod-Terme keine biologische
Grundlage hat, statt Monod kinnten auch andere monotone Funktionen (etwa

Sigmoide) auftreten.

Biologische und chemische Bedeutung der Terme:

e Sg—Konzentration des leicht abbaubaren Substrats

e X¢—Konzentration des langsam abbaubaren Substrats

e Xpy—Konzentration der heterotrophen Biomasse

e X p,—Konzentration der autotrophen Biomasse

e Spo—Sauerstoffkonzentration

o Syo—Nitrat- und Nitritkonzentration

o Syg—Ammoniumkonzentration

e Syp-Konzentration des l6slichen bioabbaubaren organischen Stickstoffs
e Xyp Konzentration des partikelférmigen bioabbaubaren Stickstoffs

e Sr—Konzentration des 16slichen inerten organischen Masse

e X;—Konzentration des partikelférmigen inerten organischen Masse.

e Xp—Konzentration der partikelformigen Abbauprodukte der Biomasse.
o Sk Konzentration von Alkalinitét.

Anmerkung zur Notation: Der Buchstabe S steht fiir “I6slich” und X steht fiir

partikelférmig.

Bemerkung 2.2.2 :

Die Konzentrationen S; und X verdndern sich wdihrend der Reaktionen nicht,

deshalb enthalten die entsprechenden Zeilen der Matrix keine stéchiometrischen
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Koeffizienten. Sie sind trotzdem wegen ihrer Rolle in der Ausfihrung des Pro-
zesses (S; bestimmt den ausfliefenden chemischen Sauerstoffbedarf, X ist der
Anteil der suspendierten abbaubaren Feststoffe im System) einbezogen. Die Kom-
ponenten Xp und Sapi treten nur als Produkte auf. Diese 13 Modellkomponen-
ten kinnen in einem Zustandsvektor zusammengefasst werden. Die Darstellung
in Vektor- und Matrizenschreibweise (wie im [Bas80]) ist sehr bersichtlich und

vereinfacht das Formulieren der mathematischen Gleichungen.

Im folgenden werden die einzelnen Komponenten nidher beschrieben:

Ss: Das leicht bioabbaubare Substrat wird von den Heterotrophen aufgenom-
men (entweder unter aeroben oder anoxischen Bedingungen) und wird durch die

Hydrolyse des partikelformigen organischen Materials produziert.

Xg: Das langsam abbaubare Substrat wird durch die Hydrolyse von partikelférmi-
gem organischen Material entfernt und bildet sich durch das Absterben der he-
terotrophen und autotrophen Biomasse. Anders gesagt: das Zellmaterial wandelt

sich in langsam bioabbaubares Substrat um.

So: Der gelste Sauerstoff wird von den Organismen als Elektronenakzeptor ver-

wendet und geht aus der Gasphase in Lésung.

Si: Die inerte 16sliche organische Biomasse verlédsst das System in der urspriing-

lichen Konzentration.

Snm: Das geloste Ammonium dient als Stickstoffzufuhr fiir die Synthese hetero-
tropher Biomasse und als Energiezufuhr fiir das Wachstum autotropher nitrifi-

zierender Biomasse.

Snp: Der losliche organische Stickstoff wird von der heterotrophen Biomasse in

Ammonium-Stickstoff umgewandelt.
Sno: Der andere Elektronenakzeptor ist Nitrat-Stickstoff, der sich durch das ae-

robe Wachstum autotropher Biomasse bildet und wiahrend des anoxischen Wachs-

tums der heterotrophen Biomasse abgefiihrt wird.
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Xpg: Es wird angenommen, dass die heterotrophen Organismen aerob und ano-
xisch (Denitrifikation) wachsen kénnen und auch im anaeroben Milieu noch aktiv
sind (Fermentation). Die heterotrophen Organismen sind fiir die Hydrolyse von
partikulirem Substrat (Xg) verantwortlich und kénnen alle gelosten Substrate

bei entsprechenden Milieubedingungen verwenden.

Xi1: Die partikelférmige inerte organische Masse wird mit dem Belebt-Schlamm

gemischt und verlédsst das System durch Schlammabgang.

Xa: Die autotrophen nitrifizierenden Organismen verwenden zum Aufbau ihrer
Biomasse Kohlendioxid als Kohlenstoffquelle. Die Energie fiir die Reduktion des
Kohlendioxids gewinnen sie aus der Oxidation von Ammoniak zu Nitrit bzw.
Nitrat. Nitrifizierende Organismen sind verantwortlich fiir die Nitrifikation. Es
wird angenommen, dass die nitrifizierenden Organismen das Ammonium (Sypg,)
direkt in Nitrat (Syo,) umwandeln. Zur Nitrifikation wird sehr viel Sauerstoff

benotigt.

Xnp: Der partikelférmige organische Stickstoff wandelt sich durch Hydrolyse in
16slichen organischen Stickstoff um, parallel zur Hydrolyse langsam bioabbauba-

rer organischer Biomasse.

Saw: Die Alkalinitdt des Abwassers trégt dazu bei, dass die Erhaltung elektrischer
Ladung in den biologischen Reaktionen approximiert werden kann. Da zu niedrige
pH-Werte manche biologische Prozesse hemmen konnen, wird die Alkalinitéit als

Signal eingefiihrt.
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2.1.1 Wichtige Prozesse im Modell

Die Bedeutung der Reaktionsterme

Im Modell treten vier grundlegende Prozesse auf: Wachstum der Biomasse, Ab-
sterben der Biomasse, Ammonifizierung organischen Stickstoffs und Hydrolyse

partikelférmiger Organismen.

_ S S,

® Ity = pm KS‘iSS KOHiSOXBH
Das aerobe Wachstum der heterotrophen Biomasse (die Wachstumsrate der
Organismen ist abhéingig vom Substratangebot, vgl. [KS85]). Das Wachs-
tum erfolgt auf Kosten des leicht abbaubaren Substrats Sg und es entsteht

dadurch heterotrophe Biomasse.

— Sg Kom Sno
° =
Ry = AR 3Y55 Ron + 50 Rno-swo o\ BH

Das anoxische Wachstum der heterotrophen Biomasse findet unter Verwen-

dung von Nitrat als Elektronenakzeptor statt.

— Snu So
* Iy = PARN i +Sna KOA+SOXBA

Bei dem aeroben Wachstum der autotrophen Biomasse dient gelostes Am-
monium als Energiequelle wobei autotrophe Zellmasse entsteht. Als End-
produkt entsteht Nitrat-Stickstoff. Die doppelte Schalterfunktion beschreibt
die Abhéingigkeit der autotrophen spezifischen Wachstumsrate von der Kon-
zentration des gelosten Ammoniums Syg und des Sauerstoffs Sp. Beide

Sattigungskonstanten Ky und Ko, sind relativ klein.

[ ] R4 = bHXBH

Das Absterben der heterotrophen Biomasse. Der verwendete Ansatz fiir die
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Modellierung des Absterbens der heterotrophen Biomasse ist grundsétz-
lich das Sterbe-Wiederentstehungs-Konzept von Dold et. al. (1980) (vgl
[DM80]). Der verwendete Raten-Ausdruck ist von erster Ordnung beziiglich

der Biomasse-Konzentration.

Rs =baXpa
Das Absterben der autotrophen Biomasse erfolgt auf die gleiche Weise wie

das Absterben der heterotrophen Biomasse.

RG = kaSNDXBH

Ammonifizierung 16slichen organischen Stickstoffs

Xs
_ XBH So Kon Sno
Ry = ther—XXS [KOH+SO +n Kou+5So KNO+SNO]XBH
BH

Hydrolyse eingeschlossener Organismen; viele hochmolekulare, gallertartige
oder partikelférmige organische Substrate konnen nicht direkt von Mikro-
organismen verwendet werden. Deswegen miissen solche Substrate durch
zellexterne enzymatische Reaktionen, die sogenannten hydrolytischen Pro-

zesse zur Verfiigung gestellt werden.

Ry = prXnp/Xs

Hydrolyse eingeschlossenen organischen Stickstoffs
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2.1.2 Annahmen und Einschrinkungen im Modell
(i) Das System arbeitet bei konstanter Temperatur.

(ii) Es wird angenommen, dass der pH-Wert konstant ist und sich im neutralen

Bereich befindet.

(iii) Die Koeffizienten in den entsprechenden Raten sind Konstante.

Weitere Annahmen sind im [Hen87] beschrieben.

Die verschiedenen Parameter sind in Tabellen 2.1 und 2.2 zusammengefasst; Ta-
belle 2.1 enthélt die Parameter die vorgegeben werden kénnen, wéihrend die Ta-

belle 2.2 beschreibt die Parameter aus ASM 1 die kalibriert werden miissen.

Zur grundlegenden Literatur iiber ASM und verwandte Modelle gehoren u.a.

[Hen87], [Hen95|, [Hen92], [SW95] und [Wei00].
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Tabelle 2.1: Parameter die vorgegeben werden kénnen

Parameter Bedeutung

Ya Ertragskoeffizient fiir die autotrophe Biomasse

ba Absterberate der autotrophen Biomasse

fp Teil der Biomasse, der zur Entstehung partikelférmiger
Produkte fiihrt

IxB Anteil der Masse des Stickstoffs an der Masse von
COD in der Biomasse

ixp Anteil der Masse des Stickstoffs an der Masse COD?
in Produkten der Biomasse

Kon Sauerstoff-Halbséttigungskonstante fiir die heterotrophe
Biomasse

Kno Nitrat-Halbséttigungskonstante fiir die denitrifizierende
heterotrophe Biomasse

Koa Sauerstoff-Halbséttigungskonstante fiir die autotrophe

Biomasse

2.2 Verwendung des Modells in der Praxis

Biotechnologische Prozesse sind durch ein stark nichtlineares dynamisches Ver-

halten gekennzeichnet. Aus diesem Grund erweist sich die Regelung und Fiihrung

solcher Prozesse als schwierig.

Dynamische Simulationsmodelle wie z.B. ASM 1, ASM 2 oder ASM 3 spielen eine

wichtige Rolle bei der Optimierung mancher Abwasserreinigungsprozesse.

Dynamische Modelle sind also ein Hilfsmittel, das geeignet ist, Kldranlagen zu

optimieren. Die Wirksamkeit der Kldranlage kann gepriift und verbessert werden.

Eine mathematische Analyse solcher Modelle kénnte letzlich der Kostenminimie-
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Tabelle 2.2: Parameter in ASM 1 die kalibriert werden miissen

Symbol Name

Sno Konzentration von loslichem Nitrat im Abwasser

SN Konzentration von loslichem Ammonium im Abwasser

St Konzentration von l6slicher inerter organischer Masse im Abwasser
Yy Ertragskoeffizient fiir die heterotrophe Biomasse

by Sterbekoeffizient fiir die heterotrophe Biomasse

A maximale Wachstumsrate der autotrophe Biomasse

[15% maximale Wachstumsrate der heterotrophe Biomasse

Kg Halbséttigungskonstante fiir die heterotrophe Biomasse

rung und der Erhohung der Zuverldssigkeit kldartechnischer Massnahmen dienen.

In [DVO01] Kapitel 1 (“Dynamical modelling”) findet man eine hilfreiche Zusam-
menfassung verschiedener mathematischer Modelle. Die Modelle werden nach
linear /nichtlinear, stochastisch/deterministisch, dynamisch/statisch usw. unter-

teilt.

Die entwickelten CSTR-Modelle (continuously stirred tank reactor) werden sténdig
nachgepriift, iiberarbeitet und verbessert, sobald neue Erkenntnisse iiber den Ab-

lauf der beteiligten Prozesse vorhanden sind.

2.2.1 Biologische Abwasserreinigung

Die biologische Abwasserreinigung ist ein Teil des Abwasserreinigungsprozesses,
bei der moderne biologische Abwasserreinigungsanlagen neben organischen Koh-
lenstoffverbindungen auch Stickstoffverbindungen und Phosphor aus dem Abwas-

ser beseitigen.

Organische Verbindungen werden durch Mikroorganismen wéhrend der biologi-

schen Abwasserreinigung abgebaut. Im Fall von aeroben Prozessen wird geloster
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Sauerstoff benotigt. Dabei entstehen anorganische Verbindungen und Biomasse.

Der Einfluss des Sauerstoffs ist meistens entscheidend bei biologischen Verfah-
ren, und abhéngig von seiner Présenz spricht man von aeroben, anoxischen oder

anaeroben Umweltbedingungen.

Neben dem Tropfkorperverfahren, Pflanzenkldranlage usw. ist das Belebtschlamm

verfahren das am h#ufigsten angewandte Verfahren der biologischen Abwasser-

reinigung.

2.2.2 Das Belebtschlammverfahren

Das aerobe Belebtschlammverfahren in einer Vielzahl von Variationen ist die
heute am weitesten verbreitete Technologie zur Behandlung kommunaler und in-

dustrieller Abwéisser.

Es wurde am Anfang des 19. Jahrhunderts in England erfunden, um die auf-
grund der dichten Bevdlkerung und fortgeschrittenen Industriealisierung auftre-

tende Wasserschmutzung zu bekdmpfen.

Das Hauptprinzip des Verfahrens liegt darin, dass der “belebte” Schlamm kon-
tinuierlich in einem Bioreaktor geriihrt und beliiftet wird. Dadurch werden die
Organismen im System gehalten, es fliefit ihnen stéindig Nahrung zu, und die

Aufenthaltszeit des Substrats ist geringer als die der Organismen.

Das durch die stindige Zufuhr verdréngte Reaktionsgemisch wird in ein Nach-
klarbecken gebracht und dort ruhen gelassen, so dass sich die Organismen abset-
zen konnen. Die verarmte Nahrfliissigkeit fliesst ab, die Organismen werden in
das Reaktionsbecken im erforderlichen Masse zuriickgefiihrt (sieche [Har89] “Bio-

logische Abwasserreinigung”).

Ausser lebendigen Organismen sind in den Schwebstoffen weitere organische und
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anorganische Teilchen enthalten, manche der organischen werden durch Hydrolyse

16slich, wihrend andere inert sind (vgl. [HE95] “Wastewater treatment”).

2.2.3 Nitrifikation und Denitrifikation

Kommunale Abwésser enthalten meistens 20-50 mg/1 Stickstoffkomponenten, da-

von auch hauptsichlich Ammonium (NH,  und N Hj).

Da die zahlreichen negativen Auswirkungen stickstoffhaltiger Wasserinhaltsstof-
fe bekannt sind (Intensivierung des Algenwachstums, akute toxische Wirkung,
Schwierigkeiten bei der Trinkwasseraufbereitung durch Ammonium, Nitrit und
Nitrat, usw. siehe [Har89]) ist es wiinschenswert, diese aus dem Abwasser zu
entfernen. Dieser Prozess heisst Nitrifikation.

Unter Nitrifikation versteht man die biologische Oxidation von Ammonium iiber
Nitrit zu Nitrat. Die Reaktion wird in zwei Schritten von zwei spezialisierten
Bakteriengruppen durchgefiihrt.

Nitrifikanten sind aerobe Bakterien, die reduzierte Stickstoffverbindungen oxidie-

ren konnen. Nitritbilder oxidieren dabei zundchst Ammoniak zu Nitrit.

1. Schritt: NH, + 1,50, — NO, + H50,
der dann von Nitratbilder zu Nitrat weiteroxidiert wird.
2. Schritt: NOy +1/202 — NO;..

Die Nitrifikation spielt in der biologischen Abwasserreinigung eine grosse Rolle,
weil sie die einzige Moglichkeit bietet, den aus dem Eiweisabbau stammenden
Ammoniak in eine fiir tierische Organismen ungiftige Form umzuwandeln. Es ist
eine Reaktion mit hohem Sauerstoffbedarf, der extern zugefiihrt werden muss, da

die dafiir zustéindigen Bakterien Sauerstoff als Elektronenakzeptor bendtigen.

Das bei der Nitrifikation gebildete NO; — N ist als Pflanzennéhrstoff wieder

direkt verwertbar. Auflerdem kann sich an die Nitrifikation eine Denitrifikation
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anschlieffen, wobei Denitrifikanten das Nitrat zu Stickstoff und Sauerstoff abbau-

e1l.

Denitrifikation erfolgt unter anoxischen (d.h., kein frei geloster Sauerstoff im Was-
ser vorhanden) Bedingungen durch eine Vielzahl von Bakterien, die in der Lage
sind, den Sauerstoff des Nitrats fiir ihren Stoffwechsel zu nutzen. Erforderlich ist

dazu lediglich eine Quelle an organischen Né&hrstoffen.

2.3 Erweiterungen und Varianten

Mit der Einfiihrung des ASM 1 wurde von der Arbeitsgruppe der IWA ein neues
mathematisches Modell fiir Belebtschlammkléranlagen entwickelt. Als das ASM
1 im Jahr 1987 zum ersten Mal eingefiihrt wurde, bildete es den Hauptloser
fiir viele wissenschaftliche und praktische Projekte. Heute sind mathematische
Modelle, die sich auf ASM 1 beziehen, in verschiedene Programme eingearbeitet,
so dass das Verhalten von Belebtschlamm bei der Behandlung von h&uslichem

Abwasser simuliert werden kann.

2.3.1 Das ASM 2-Modell

Nach zehnjahriger Erfahrung in der Anwendung von ASM 1 hat die Arbeits-
gruppe die Modelle ASM 2 und ASM 3 vorgeschlagen, die einige Schwéchen des
ASM 1 korrigieren, nicht unbedingt notwendige Teile weglassen, und neue Effekte
beriicksichtigen.

Das “Activated Sludge Model No. 2”7 ([Hen95]) beinhaltet zusétzlich zu den Pro-
zessen des ASM 1 die biologische Phosphorelimination. Es ist eine Erweiterung

des ASM 1 Modells, es ist komplexer und beinhaltet mehrere Komponente und

zusatzliche Prozesse.

Der wichtigste Unterschied zwischen ASM1 und ASM2 ist, dass im ASM 2 die

Biomasse eine innere Struktur besitzt, und aus diesem Grund lésst sich seine
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Konzentration nicht einfach mit einem Parameter Xz, bezeichnen.

Das ist eine Vorbedingung dafiir, dass die biologische Phosphor-Elimination in

dem Modell beriicksichtigt werden kann.

2.3.2 Das ASM No. 2d-Modell

Das Modell ASM 2d ist eine Erweiterung von ASM 2([Hen95]) und von ASM
1([Hen87]). Es beinhaltet zwei zusétzliche Prozesse, die dafiir stehen, dass Phosphor-
ansammelnde Organismen (PAOs-phosphorus accumulating organisms) Zellen-
innere organische Speicherprodukte fiir die Denitrifikation verwenden konnen.
Wihrend im ASM 2 angenommen wurde, dass Phosphor-ansammelnde Organis-

men nur unter aeroben Bedingungen wachsen konnen, werden im ASM 2d auch

denitrifizierende PAQOs betrachtet.

Im Jahr 1994, als das ASM 2 beendet wurde und die Rolle der Denitrifikation
im Zusammenhang mit der biologischen Phosphorelimination noch unklar war,

wurde entschieden, dieses Element nicht zu betrachten.

Spater, im Jahr 1999, wurden allerdings denitrifizierende PAOs fiir die Simulation
von mehreren Resultaten aus der Praxis verwendet. Deshalb wurde das ASM
2-Modell zum ASM 2d-Modell erweitert, in dem denitrifizierende PAOs auch

einbezogen sind.

2.3.3 Das ASM No. 3-Modell

Die iiber die Jahre hinweg entwickelten Abwasserreinigungsmodelle sind immer
komplexer geworden. Es fing mit ASM 1 an, das Stickstoffeliminationsprozesse
enthielt, gefolgt von ASM 2, das Phosphor-Eliminationsprozesse beriicksichtigt,
und schliesslich ASM 2d mit denitrifizierenden PAOs.

Im Jahr 1998 hat sich die Arbeitsgruppe entschieden, eine neue Modellierungs-
plattform zu entwickeln, ndmlich das ASM 3 -Modell. Das Activated Sludge Mo-
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del No.3 fasst alle neuen Erkenntnise iiber Belebt-Schlamm Prozesse zusammen.
Dazu zahlt auch die Moéglichkeit, innere Speicherprodukte zu beobachten, die eine

entscheidende Rolle wihrend des Metabolismus spielen.

Das ASM 3 [Gujer et. al 1998] bezieht sich auf die gleichen Phinomene wie das
ASM 1: Sauerstoffverbrauch, Schlammproduktion, Nitrifikation und Denitrifikati-
on in Belebtschlamm-Kliranlagen bei der Behandlung h&uslichen Abwassers. Die
biologische Phosphorelimination wird im ASM 2 und 2d ([Hen95]) behandelt,
aber im ASM 3 nicht mehr beriicksichtigt.

2.4 Die Notwendigkeit der Reduktion komple-
xer biologischer Abwasserreinigungsmodel-

le

Biologische Abwasserreinigungsmodelle enthalten eine Vielzahl von Prozessen,
die unterschiedliche Prozessraten haben. Biologisches Wachstum, Masseniiber-
gang, chemische Reaktionen, finden alle gleichzeitig statt und sind voneinander
abhéngig.

In welchem Mafle sich diese Prozesse entkoppeln lassen, ist eine wichtige Fra-
ge, die zur Modellvereinfachung beitragen kann. Simultan mit der zunehmenden
Komplexitét biologischer Abwasserreinigungsmodelle entsteht ein Bedarf an ana-
lytischen Methoden, die die Prozessdynamik und Kopplung kontrollieren kénnen

und dadurch die Modellreduktion ermdoglichen.

Dochain sagt in [Bas80], dass man abhiingig vom Modellierungsziel und der
verfiigharen Information ein systematisches Vorgehen entwickeln sollte um mathe-
matische Modelle zu vereinfachen (vgl. [DV01]). Ein “vollstindiges”, hochdimen-

sionales Modell ist nicht immer fiir alle Anwender und Anwendungen erforderlich.

Dementsprechend wiirde der bei der Parameteridentifikation, Abwasser-, Modell-
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bildung, Validierung und Simulation entstehende Aufwand wesentlich vermindert,

falls reduzierte, einfachere Modelle betrachtet wiirden.

Mit zunehmender Anzahl beno6tigter Prozesse, wird es schwieriger, die Losungen
zu erhalten oder zu analysieren. Je realitdtsnaher die Prozessraten werden, desto

komplizierter werden sie.

Ein Modellierer sollte nur diejenigen Prozesse beriicksichtigen, die essentiell fiir

eine realistische Losung sind.

Die Beipiele von ASM1, ASM2, ASM2d und ASM3 zeigen, dass ein Bioreaktor-
Modell sehr komplex sein kann und eine grosse Zahl von Differentialgleichungen
beinhaltet. Trotzdem gibt es viele praktische Anwendungen, wo ein einfaches,

reduziertes Modell aus technischer Sicht ausreicht (vgl. [DV01], Seite 81).

2.4.1 Annahmen zur Modellvereinfachung

Um das Modell ASM 1 zu vereinfachen, konnen Annahmen gemacht werden, die

folgendermassen zusammengefasst werden:

e Vereinfachung hinsichtlich der Komponentem

e COD-Komponenten:
1. Keine Hydrolyse, keine Unterscheidung zwischen l6slichem und parti-

kelformigem bioabbaubarem COD.

2. Inerte Produkte werden nicht als separate Komponente betrachtet (X

beinhaltet X))

3. Inerte Komponenten werden iiberhaupt nicht betrachtet (Sy, X7, Xp).
e Stickstoffhaltige Komponenten:

4. Es wird kein partikelférmiger organischer Stickstoff betrachtet

5. Keine Ammonium-Produktion aus organischem Stickstoff findet statt
o Alkalinitét:

6. Alkalinitat wird nicht betrachtet
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e Vereinfachung infolge von Trennung aerober und anoxischer Bedingungen.

Keine Denitrifikation unter aeroben Bedingungen.

2.5 Zielsetzung der vorliegenden Arbeit

In dieser Arbeit werden vereinfachte ASM-Modelle fiir Verfahren zur biologischen
Abwasserreinigung vom mathematischen Standpunkt aus betrachtet und analy-

siert.

Diese reduzierten Versionen des ASM-Systems bestehen aus nichtlinearen Diffe-
rentialgleichungen, in denen nur die wichtigsten Prozesse (Nitrifikation und De-

nitrifikation) beriicksichtigt werden.

Methoden aus der Theorie nichtlinearer dynamischer Systeme und der Theorie
von Chemostaten dienen zur Bestimmung des Langzeitverhaltens und der Stabi-

litdtseigenschaften der Systeme.

Obwohl das generelle Ziel der Abwasserreinigungsmodelle sich sehr einfach formu-
lieren ldsst: “maximale Reinigungseffizienz mit minimalen Kosten”, ist es deutlich
schwieriger, das Optimierungsproblem mathematisch und gleichzeitig realiitsnah

zu definieren.

Zum Beispiel werden in [DV01] verschiedene Kontrollziele angedeutet, davon wird
eine der relevantesten (die Gesamtmenge von Ammonium und Nitrat an der Stelle

des inneren Gleichgewichts minimal zu halten) auch hier betrachtet.

In der vorliegenden Arbeit war ein Ziel, exakte Bedingungen fiir das innere Gleich-
gewicht zu ermitteln und mathematische Aussagen beziiglich des Ablaufs der

Prozesse in einem Belebtschlammbecken zu formulieren und beweisen.

Mittels Modellrechnungen soll der Einfluss von wichtigen Parametern wie der



Sauerstoffkonzentration nachvollzogen werden. Ein Ergebnis sind erste Voraussa-
gen iiber das Verhalten der Anlage bei unterschiedlichen Betriebszustinden sowie

Optimierungskriterien.






Kapitel 3

Mathematische Grundlagen

In der vorliegenden Arbeit werden immer wieder nichtlineare, autonome Differen-
tialgleichungssysteme betrachtet und analysiert. Dabei werden Eigenschaften wie
Losbarkeit, Stabilitit, Langzeitverhalten, etc. der Losungen betrachtet. Diese Be-
griffe und Eigenschaften werden in diesem Kapitel definiert und die wichtigsten
Aussagen in sehr kompakter Form zusammengefasst, so dass sie als Werkzeug
zur Verfiigung stehen. (Zum Teil wurden diese Resultate bereits in Kapitel 1
verwendet.)

Es gibt viele Differentialgleichungen, fiir die es keine analytischen Losungsmetho-
den gibt. Trotzdem kann man ein qualitatives Verstdndnis des Verhaltens von
Losungen durch bestimmte Methoden gewinnen. Die Fragen, die man in diesem
Zusammenhang betrachtet, sind mit dem Begriff der Stabilitéit einer Losung ver-

bunden*.

3.1 Zusammenfassung bekannter Ergebnisse

In folgenden wird immer wieder folgendes autonomes’, nichtlineares Differential-

*Die qualitative Theorie der Differentialgleichungen wurde von Poincaré (1854-1912) in meh-

reren grofleren Veroffentlichungen zwischen 1880 und 1886 entwickelt.

49
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gleichungssystem betrachtet:

i = f(z) (3.1)

wobei f : U — R" eine C'-Funktion (insbesondere lokal Lipschitz) auf der offenen
Menge U C R", d.h., fiir alle xy € U gibt es eine Umgebung V' und eine reelle
Zahl L > 0, so dass: || f(z1) — f(x2) [|< L || 1 — 5 || fiir alle 21, x5 aus V. Diese
Bedingung an f stellt die Existenz der Lésung fiir einen Startwert xq € U, auf
einem maximalen Interval («, ) C R sicher. (Eine dquivalente Bedingung an f
wire die folgende: Zu jedem Kompaktum K C U gibt es ein L* > 0 derart, dass
||f(z) — f(2")|| < L*||x — 2'|| fiir alle Paare z, 2’ € K.)

3.1.1 Aussagen iiber Losungen nichtlinearer autonomer

Differentialgleichungssysteme

In diesem Abschnitt wird an bekannte Eigenschaften autonomer Differentialglei-
chungen errinert, wie z.B., dass die Losungen einer Differentialgleichung zu gege-

benem Anfangswert ein lokales dynamisches System erzeugen;

Proposition 3.1.1 Sei n(y,t) die Losung von & = f(x),x(0) = y. Dann ist
7 auf einer offenen Umgebung U x {0} C U x R definiert und erfillt folgende

Bedingungen.:

(i) ©(z,0) = x fir alle x € U

(i) m(x,t + s) = w(mw(x,t),s) fir alle v € U und alle s,t € R, fir die beide

Seiten definiert sind.

m wird auch ein lokales dynamisches System genannt.

tAutonom: tritt die Variable ¢ in der Differentialgleichung nicht explizit auf, so heifit die

Differentialgleichung autonom
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BEWEIS: fiir einen Beweis siehe [HS74] oder [Per91], Kapitel 2, Seite 95.

Man kann also voraussetzen, dass das System (3.1) ein lokales dynamisches Sy-

stem 7(z,t) auf der Menge U definiert.

Definition 3.1.2 (Trajektorien)

Fiir x € U, heifst die Menge {m(x,t),t > 0} positiver Orbit oder positive Trajekto-
rie (oder positive Bahn) durch den Punkt x und wird mit v*(x) bezeichnet. Falls
nur negative t betrachtet werden, heifit die Menge negativer Orbit oder negative
Trajektorie durch den Punkt x und wird mit v~ (x) bezeichnet. Die Vereinigung
von positivem und negativem Orbit wird einfach Orbit oder Trajektorie genannt

und mit y(x) bezeichnet.

Im Fall biologischer Systeme mochte man das Langzeitverhalten -die asymptoti-
schen Eigenschaften der Trajektorien fiir positive Zeiten-herausfinden. Biologische
Modelle verlangen, dass Trajektorien mit positiven Anfangswert positiv bleiben
(die Konzentrationen oder die Zahl der Individuen in Populationen sind positiv)

und dass die Trajektorien nicht ins Unendliche wachsen mit wachsender Zeit.

Definition 3.1.3 (Invariante Menge)

Eine Menge S heisst positiv invariante Menge, falls alle Trajektorien, die An-
fangswerte in S haben, auch in S bleiben fiir alle positive Zeiten. Im Fall dass
die Trajektorien auch fir alle negative Zeiten in S bleiben, heisst die Menge in-
variant.

Also kann die grundlegende Bedingung fiir Positivitdt von Losungen so formuliert
werden: “Der positive Orthant ist positiv invariant fir das dynamische System,

das durch (3.1) erzeugt wird”.
Ein sehr hilfreicher und spéter oft verwendeter Satz ist der folgende:

Satz 3.1.4 (Positivitit von Lisungen)
Gegeben sei das (3.1) im R™. Es sei die folgende Bedingung erfﬁt:
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Fiir z; =0 und x; > 0 fir alle j € I,n und j # i ist f;i(z1,22,...,0,...,2,) > 0.

Dann gilt fir jedes zy € R : Die Lisung der Differentialgleichung (3.1) mit
Anfangswert zy bei t = 0 bleibt fiir alle t > 0 in R} .

BEWEIS (Skizze):

Schritt 1: Man beweist die Aussage fiir die stirkere Voraussetzung:

(¢*) Fiirx; =0und z; > 0 fir alle j € 1,n und j # i ist fi(z1,z2,...,0,...,2,) >
0.

Schritt 2: Fiir ¢ > 0 betrachte f.(z) := f(x) + . Fiir ¢ > 0 erfiillt die Funktion
fe die Bedingung (i*).

Sei z(t) eine Losung mit Startwert z(o) = 29 € R}. Wir nehmen an, dass ein
t' > 0 existiert so dass: z(t') ¢ R

Dann folgt die Aussage mit dem Satz iiber stetige Abhéngigkeit (von rechter
Seite).

Definition 3.1.5 (Dissipativitit)

Das oben erwihnte dynamische System heisst dissipativ, falls es eine kompakte
Teilmenge von M gibt, in die schliesslich alle positiven Trajektorien eintreten.
Diese Bedingunyg, falls erfillt, stellt die globale Existenz der Lisungen von (3.1)

sicher (fir alle positive Zeiten,).

Definition 3.1.6 (Alpha und Omega Limes-Punkt)

Sei (tp)nen eine Folge reeller Zahlen so, dass t, — oo fiir n — oo. Falls P, =
w(x,t,) zu einem Punkt P konvergiert, d.h. lim, . 7(z,t,) = P, dann heisst
dieser Punkt P ein Omega-Limespunkt von x. Ahnlich lisst sich ein Alpha-
Limespunkt definieren: falls es eine Folge (tp)nen gibt mit t, — oo so dass
lim, oo (2, t,) = Q und der Punkt QQ € U, dann heisst der Punkt Q) Alpha-

Limespunkt von x.
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Definition 3.1.7 (Limesmenge)
Die Menge aller Alpha (Omega)-Limespunkte von x heisst Alpha (Omega)-Limesmenge

von = und wird mit o(z)(w(x)) bezeichnet.

Satz 3.1.8 Die a- und w-Limesmengen einer Trajektorie v sind abgeschlossene
Teilmengen von U. Falls v© in einer kompakten Teilmenge von R enthalten ist,
dann st die w-Limesmenge eine nichtleere, zusammenhdingende und kompakte
Teilmenge von U. Falls v~ in einer kompakten Teilmenge von R" enthalten ist,
dann ist die a-Limesmenge eine nichtleere, zusammenhdngende und kompakte

Teilmenge von U.

Definition 3.1.9 (Anziehende Menge/Attraktor)

Eine abgeschlossene invariante Menge A C U heisst anziehende Menge fir das
System (3.1), falls es eine Umgebung V' von A gibt so dass fir alle v € V:
m(z,t) € V fir allet > 0 und limy_oom(z,t) = A. Eine invariante Menge die die

Omega-Limesmenge einer eigenen Umgebunyg ist, heisst (lokaler) Attraktor.

Die Existenz periodischer Losungen des autonomen nichtlinearen Systems z =

f(z) wird im folgenden betrachtet.

Definition 3.1.10 (Periodische Lisung) Eine Lisung des Systems (3.1) heisst
periodisch mit Periode T > 0, falls x(t+T) = x(t) fiir alle t gilt. Die zugehérigen

Trajektorien sind geschlossene Kurven.

Periodische Losungen spielen bei physikalischen Problemstellungen oftmals eine

wichtige Rolle, da sie Phinomene beschreiben, die sich wiederholen.

3.1.2 Stabilitidt und Instabilitét

Ein iiblicher Startpunkt in der Analyse eines nichtlinearen Differentialgleichungs-

ystems
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& = f(z) (3.2)

ist es, die stationdren Punkte zu berechnen und das Verhalten des Systems in der
Néhe solcher Gleichgewichtslosungen zu bestimmen. Man weiss iiber nichtlineare
Differentialgleichungssysteme der Form (3.2), dass sie sich lokal in der N&he von

hyperbolischen stationdren Punkten &hnlich verhalten wie das lineare System

T = Az,

mit der Matrix A = D f(xg). Die lineare Funktion Ax = Df(x¢)z heifit “der

lineare Teil” von f an der Stelle z.

In diesem Abschnitt werden Stabilitéitseigenschaften der Gleichgewichtslésungen

des nichtlinearen Systems betrachtet.

Definition 3.1.11 (Kritische oder stationire Punkte)
Betrachte das autonome System (3.1). Die Punkte, an denen f(x) = 0 ist, heiffen

kritische oder stationdre Punkte dieses Systems.

An solchen Punkten gilt auch © = 0, daher sind die kritischen Punkte die Bah-
nen der konstanten Lésungen (oder Gleichgewichtslésungen) des Differentialglei-

chungssystems.

Man unterscheidet zwischen hyperbolischen und nichthyperbolischen stationdren
Punkten, wobei ein stationdrer Punkt dann hyperbolisch ist, wenn kein Figenwert

der Matrix D f(xy) Realteil Null besitzt.

Definition 3.1.12 (Stabiler und instabiler kritischer Punkt)

Ein kritischer Punkt x° des Systems @ = f(x) heisst stabil, wenn fiir jedes ¢ > 0
ein 0 > 0 ezistiert, so dass jede Liosung x = ¢(t) des Systems die mit t = 0
| 9(0) — 2% ||< & emistiert, und || ¢(t) — 2° ||< € erfiillt fir alle t > 0.
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Diese mathematische Aussage besagt letztlich, dass alle Losungen, die “ausrei-
chend nahe”(das heifit innerhalb einer Entfernung §) am z° beginnen, “nahe”
(innerhalb einer Entfernung €) bei 2° verbleiben. Ein kritischer Punkt, der nicht

stabil ist, heif3t instabil.

Definition 3.1.13 (Asymptotische Stabilitit)
Ein kritischer Punkt x° heisst asymptotisch stabil, wenn er stabil ist und wenn

ein 09 mit 0 < §y < § existiert, fir welches bei einer Lisung x = ®(t), die

| #(0) — 2° ||< & erfiillt, limy_,o ¢(t) = 2° gilt.

Dies bedeutet, dass Trajektorien, die geniigend nah bei 2° beginnen, nicht nur

nahe bei 2° verbleiben, sondern dass sie fiir ¢ — co sogar gegen x, konvergieren.

Die Stabilitéit eines hyperbolischen kritischen Punktes zy wird von den Vorzeichen

des Realteils der Eigenwerte A; der Matrix D f(x¢) bestimmt.

Ein hyperbolischer kritischer Punkt ist lokal asymptotisch stabil (oder eine Senke)
genau dann wenn Re(\;) < 0 fiir alle j = 1,...,n. Ein hyperbolischer kritischer
Punkt ist instabil genau dann wenn es mindestens ein j € {1,..,n} gibt so dass

Re(A;) > 0 (Quelle oder ein Sattelpunkt) ist.

Bemerkung 3.1.14 Zu beachten ist, dass asymptotische Stabilitit eine stdrkere
FEigenschaft als Stabilitit ist, da ein kritischer Punkt erst stabil sein muss, bevor
wir iber seine asymptotische Stabilitit sprechen kénnen. Die Grenzbedingung, die
ein wesentliches Merkmal asymptotischer Stabilitdt ist, impliziert fir sich alleine
nicht einmal gewdhnliche Stabilitdt. Es ist méglich, Beispiele zu konstruieren, in
denen alle Trajektorien fiir t — oo gegen xy konvergieren, fir die xy jedoch kein

stabiler kritischer Punkt ist.

Lemma 3.1.15 Enthdlt die Omega-Limesmenge eines Punktes x einen asym-

ptotisch stabilen kritischen Punkt xq, so ist diese Limesmenge gleich {xo}.
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Falls ein stationdrer Punkt Pk Eigenwerte mit positivem Realteil und (n — k)

Eigenwerte mit negativem Realteil besitzt, so definiert man zwei Mengen:

M*(P) = {z|limy_,o w(x,t) = P},

die sogenannte stabile Mannigfaltigkeit, und die sogenannte instabile Mannigfal-

tigkeit:

M~ (P) = {z|limy_,o 7(z,t) = P}.

Die Mengen M™(P) und M~ (P) sind lokale Mannigfaltigkeiten der Dimensionen
(n — k) bzw. k.

Bemerkung 3.1.16 (Globale asymptotische Stabilitit, Bereich der asymptoti-
schen Stabilitit oder Finzugsgebiet)

Fiir Problemstellungen in der Prazis ist es bei einem nichtlinearen System wichtig,
die Menge der Anfangswerte, fiir die ein gegebener kritischer Punkt asymptotisch
stabil ist, richtig einzuschdtzen. Die Menge dieser Anfangswerte wird als Bereich
der asymptotischen Stabilitdt oder als das Finzugsgebiet des kritischen Punktes

bezeichnet.

Ein wichtiger Satz in der Analyse mancher Systeme ist folgender:

Satz 3.1.17 (Butler-McGehee)

Sei P ein hyperbolischer Gleichgewichtspunkt des Systems (3.1), der in die Omega-
Limesmenge w(x) der Trajektorie y*(x) liegt, aber nicht die ganze Omega-Limesmenge
ist. Dann ist der Durchschnitt der w(x)-Menge mit der stabilen und instabilen

Mannigfaltigkeit von P nichttrivial (d.h. von P verschieden).

Zur grundlegenden Literatur gehoren hier: [SW95], [Wal99], [Per91] und [Wig90]
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3.1.3 Poincaré-Bendixson-Theorie im R?

Zweidimensionale Systeme lassen sich mit Hilfe der Poincare-Bendixson Theorie
oft gut meistern. Bei der Analyse solcher Systeme stellt sich meistens heraus
dass die Omega-Limesmenge entweder leer oder ein stationédrer Punkt, bzw. ein

periodischer Orbit, oder ein sogenannter Graph ist.

Satz 3.1.18 (Der Satz von Poincaré-Bendizson)(vgl. [Per91], Seite 227)
Sei f € C'(U) wobei U C R? offen. Das System (3.1) habe eine Trajektorie v+
die in einer kompakten Teilmenge F' von U liegt. Falls die Omega-Limesmenge

w(y) keine kritischen Punkte von (3.1) enthdlt, dann ist sie ein periodischer Orbit

von (3.1).

Weiterhin gilt ([SW95], Seite 9): Falls ein 2-dimensionales System einen peri-
odischen Orbit hat, dann muss es auch einen stationdren Punkt im Inneren des

Orbits haben.

Satz 3.1.19 (Bendizson’s Kriterium) Sei f € C'(E), wobei E ein einfach zu-
sammenhdngendes Gebiet aus R? ist. Falls die Divergenz V - f des Vektorfeldes
f ungleich Null ist und sein Vorzeichen in E nicht wechselt, dann besitzt das

System & = f(x) keine geschlossene Bahn, die ganz in E liegt.

Eine allgemeinere Version fiir das obige Kriterium ist das Dulac-Kriterium (siehe

[Per91])

Satz 3.1.20 (Dulac’s Kriterium) Sei f € C'(E), wobei E ein einfach zusam-
menhdingendes Gebiet aus R? ist. Falls es eine Funktion B € C'(E) gibt, so dass
V - (Bf) ungleich Null ist und sein Vorzeichen in E nicht wechselt, dann besitzt

das System & = f(x) keine geschlossene Bahn, die ganz in E liegt.
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3.1.4 Ljapunov-Theorie

Die Stabilitéit von nichthyperbolischen stationéiren Punkten ist wesentlich schwie-
riger zu bestimmen. Ein Beispiel fiir diese Situation ist das nichtlineare Pendel mit
ungedimpfter Schwingung. Eine Methode dafiir ist die Methode von Ljapunov®.

Dies ist eine sehr wirksame Methode, durch die man auch globale Informationen
erhiilt; wie z.B. eine Abschétzung iiber die Ausdehnung des Einzugsbereichs eines

asymptotisch stabilen kritischen Punktes.
Um die Methode verwenden zu kdnnen, muss man eine geeignete sogenannte

Ljapunov-Funktion suchen. Diese Funktion sollte entlang der Trajektorien des

Systems fallend sein.
Definition 3.1.21 (Ljapunov-Funktion)

Fine Funktion V' heisst Ljapunov-Funktion fir das System (3.1) auf einer Menge
G C U, falls sie folgende Bedingungen erfillt:

(i) V ist stetig differenzierbar auf G;
(ii) fiir alle T € G existiert lim,_,z V (x) entweder als eine reelle Zahl oder co.

(iii) V=VVf<0in G.

Satz 3.1.22 (LaSalle, vgl. [SW95], Seite 29)

Es sei V' eine Ljapunov-Funktion fir das System (3.1) auf G, und sei v© =
{z(t) : t > 0} ein Orbit von (3.1), dessen Abschluss in G liegt. Dann liegt die
Omega-Limes Menge von v© in M, wobei M die grisste invariante Menge des

Systems (3.1) auf die Menge E = {x €G:V(z) < oo und V(x)= 0} ist.

$Diese Methode wird als direkte Methode bezeichnet, weil sie die Kenntnis der Losung
des Differentialgleichungssystems nicht erfordert. Die Schlussfolgerungen iiber Stabilitét oder
Instabilitét eines kritischen Punktes ergeben sich durch die Konstruktion einer geeigneten Hilfs-

funktion.
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Bemerkung 3.1.23 Fulls z(t) eine Lisung des Systems (3.1) auf G ist, dann ist:

W) = TV (x(t)a' (1) = VV (2 () f(z(t)) <0

d.h. die Funktion V (x(t)) ist monoton fallend entlang den Ldsungen.
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3.2 Der allgemeine Chemostat

Im folgenden Abschnitt werden einige Ergebnisse {iber den Chemostat aufgefiihrt

aus dem Buch von Smith und Waltman (sieche [SW95]).

3.2.1 Der Chemostat mit einem Substrat und n Mikro-

benspezies

Der Chemostat mit einem Substrat S und n Mikrobenspezies 1 (t), x2(t), ..., (%),
die um dieses Substrat im Wettbewerb stehen, ist eine direkte Verallgemeinerung
des einfachen Chemostaten. Die folgende Darstellung basiert auf Smith und Walt-
man ([SW95], Kapitel 1, Seite 30). Man ersetzt die Michaelis-Menten-Funktionen
durch allgemeine monotone Funktionen f;(S) fiir die Spezies i,1 < ¢ < n (ge-
naue Annahmen an diese Funktionen werden unten aufgelistet) und man erhélt

folgendes Gleichungssystem:

$ =D(SY = 8) = XL, fil9)3!

i = 2:(fi(S) - D) (3.3)

i=1,2,..,n

mit S(0) > 0 und z;(0) > 0.
Eine skalierte Form des obigen Systems erhélt man, falls S und % als Vielfache

von SO gemessen werden, und man auch die Zeit skaliert (D — 1):

§=01-9 -3 fi(S)

i=1,2,..,n,
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Weiterhin nehmen wir an, dass die Funktionen f; von folgendem Typ sind:
(i) fi: RT = R*;
(i) fi(0) = 0;

(iii) fi(u) < fi(v) wenn u < v; und

(iv) f; ist stetig differenzierbar.

Diese Annahmen sind sehr schwach; die f; brauchen nur strikt monoton wachsend
und hinreichend oft differenzierbar zu sein. Sie brauchen nicht einmal beschrinkt

zu sein auf R*.

Sei \; die einzige Losung der Gleichung f;(S) = 1, falls sie existiert; sonst sei

)\i:OO.

Man nennt \; die Uberlebenskonzentration (break-even concentration) von Mi-
krobenspezies i. Fiir S > A; nimmt z; zu, fiir S < \; nimmt z; ab. Man nimmt

an, dass die Gleichungen in solcher Weise nummeriert sind, dass:
0< M <X<..< )y <00

Das heisst, dass das die Spezies x; den geringsten Bedarf fiir Wachstum hat.

Sei ¥ = S + Z?Zl x; — 1. Dann wird (3.4) in den Variablen ¥, xq, xs, ..., x, zum
folgenden:

Y=-%
o= wi(fi(l+ 2 =X 25) = 1),i=1,..,n

Offensichtlich gilt:
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und daraus ergibt sich, dass die Losungen von (3.3) und (3.4) existieren und

beschrankt sind fiir ¢ > 0.
Sowohl S(¢) als auch z;(¢) bleiben nichtnegativ, was sich aus der Form von (3.4)

ergibt. Man betrachtet das System (3.4) eingeschrinkt auf die invariante Hyper-

ebene Y =0, von der alle Losungen angezogen werden und erhélt:
g =i (fi(l =Y @) —1),i=1,2,...,n.
Das relevante Gebiet fiir (3.4) ist die Menge
Q={zeR}: ) <1}

Man sieht leicht, dass die Menge €2 positiv invariant ist fiir (3.4), weil das Vektor-

feld (3.4) in das Innere von Q zeigt, fiir alle Randpunkte von Q, wobei Y7

j=1%j =

1. Beachte, dass: falls z(0) ein solcher Punkt ist, dann:

=0 (Xj 7)) = =1 <0,

also Y7, w;(t) < 1 fiir ¢t > 0.

Ein Konkurrent x; mit einem entsprechenden A\; > 1 ist ein unzulénglicher Kon-
kurrent, da seine “break-even”-Konzentration grofler oder gleich der Reservoir-
Konzentration des Substrats ist. Folgende Proposition (vgl. [SW95], Prop 3.1,

Seite 32) erldutert diese Tatsache genauer.

Proposition 3.2.1 Falls \; > 1 fir ein i, dann ist lim;_, o, x;(t) = 0.

Im folgenden betrachten wir (3.4) im Fall, dass z; ein geeigneter Konkurrent
ist; d.h., man setzt voraus, dass 0 < \; < 1 ist. Sei F; = (A,1— \,0,0,...,0)
der stationdre Punkt, der dem Fall entpricht, dass nur die Spezies x; iiberlebt.

Das System (3.4) besitzt auch andere stationére Punkte auler Fy und E; in €,
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falls 0 < A; < 1 fiir ein j > 2, was aber fiir das folgende unerheblich ist. Als
Hauptresultat hier erhélt man, dass das Prinzip der kompetitiven Exklusion im

Chemostat mit n Spezies gilt, wenn jeder Konkurrent eine monotone Aufnahme-

funktion besitzt (fir den Beweis siche [SW95], Seite 32).

Satz 3.2.2 Sei x(t) eine Lisung von (3.4) in Q fir die x1(0) > 0 gilt. Dann ist

limy o x(t) = Ej.

Lemma 3.2.3 Die Eigenwerte des linearen Teils der rechten Seite von (3.3) am

stattondren Punkt E| haben negativen Realteil.

BEWEIS:

Man berechnet die Funktionalmatrix Df fiir das System (3.4) und erhélt:

—1 =2 @i —h(S)le L)z - o = a(9)e
(21 f1(5))] s (f1(S)]e — 1) 0 Lo 0
(22£3(5))] 0 (L()e -1 . . . 0
(@ fa(S))|z: 0 0 s (O)e - 1)

Das charakteristische Polynom an der Stelle F; berechnet man mit Hilfe der

obigen Matrix. Dabei beriicksichtigt man dass fi(S)|g, = 1, z} = 0 fiir alle

1=2,..,n.
—1 - (x%f{(SHEl) -A -1 _fQ(S)|E1 : : : _fn(S)|E1
(@1 f1(9)]E) —A 0 Lo 0

0 0 (folS)|m —1) =\ . . . 0

0 0 0 o ) =) = A
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Man erhalt:

1= (@ A(S)m) — A 1

(fn ()]s =1=2) (fa=1(S)=1=A)...(f2(S) |2, =1=4)
(21f1(5)e) —A

Die Eigenwerte sind die folgenden:
A= f(M) —1<0,da fr,(A\) < fu(Xp) =1

As = fac1(M) —1<0,da fromi (A1) < fooai(Ano1) =1
A1 = fo(M) =1 <0, da fo(M) < fo(Ae) =1

Man beachte, dass: f;(\1) < fi(\;) = 1 fiir alle i = 2,...,n (wir haben voraus-
gesetzt, dass A\ < Ay < ... < A, und die f; monoton wachsende Funktionen
sind).

Die restlichen beiden Eigenwerte ergeben sich als die Losung folgender quadrati-

scher Polynomgleichung:
N+ AL+ 21 fi(S)|e) + 21 f1(S)e, =0

Aufgrund des Routh-Hurwitz Kriteriums haben beide Eigenwerte Ay und A,

negativen Realteil (man beriicksichtigt hierbei dass f{(S)|g, > 0).

3.2.2 Der Chemostat mit verschiedenen Abbauraten

Im Fall des Chemostaten mit verschiedenen Abbauraten wird nur mit Monod-

Kinetik gearbeitet:

S=D(SO - g5) 3"  mu

i=1 a;+S
i = 2;(25 — D), (3.6)
i=1,2,..,n,

mit S(0) > 0 und z;(0) > 0.
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Die Skalierung mit D und S° fiihrt zu:

S=1-8§—y msn

i=1 a;+S
T; = %(% — D), (3.7)
1=1,2,...,n,

wobei D; = ﬁi/D. Die entsprechenden A-s sind gleich

wobei angenommen wird, dass m; > D;. Genau wie im vorherigen Abschnitt
kann man sagen, dass lim;_,, z;(t) = 0, falls m; < D; oder falls \; > 1; in diesem
Fall konvergiert das ganze System gegen ein reduziertes System, d.h ein System
mit weniger Konkurrenten. Diese Aussage liefert notwendige Bedingungen fiir
das Uberleben von Mikroben. Es geniigt nur Konkurrenten zu betrachten fiir die

m; > D; und \; < 1 erfiillt ist.

Man kann zeigen, dass das obige System dissipativ ist, und zwar:
limy o0 sup[S(¢) + >0 @i(t)] < d h

Satz 3.2.4 (iber kompetitive Exklusion, vgl. [SW95], Theorem 4.1) Angenom-
men dass 0 < A\; < Ao < A3 < ... < A, und Ny < 1, dann gilt limy_,o 1 (t) =
(1 —=X)/Dy und limy o x;(t) =0, i=2,3,...,n.

Also gilt auch hier das Exklusionsprinzip.

Bemerkung 3.2.5 Analog zu Lemma 3.2.3 kann man zeigen, dass die Eigen-
werte des linearen Teils der rechten Seite von (3.7) an der Stelle des stationdren
Punktes Ey (so wie das System (3.4) in Abschnitt (3.3.1)) negativen Realteil ha-

ben.
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3.3 Aussagen iiber Limesmengen

In diesem Abschnitt der Arbeit wird ein zentrales Ergebnis iiber das Grenzverhal-
ten gewisser nichtlinearer Differentialgleichungssysteme bewiesen. Diese werden
in Kapitel 4 Verwendung finden.

Satz 3.3.1 :

Sei & = f(x) gegeben auf der offenen Menge W C R™ und sei f € C'(W).
Folgende Bedingungen seien erfillt:

a) Es gibt eine positiv invariante, kompakte Menge K*, die von allen Ldsungen
von & = f(x) auf W betreten wird.

b) Es gibt eine invariante, abgeschlossene Menge G C W mit globalem, asym-
ptotisch stabilem Attraktor Z C G fir das System eingeschrinkt auf G, (¢ =
f(@)|g,z € G CW), und Z sei lokal asymptotisch stabil fiir das ganze System.
c¢) Die Menge G sei anziehend in dem Sinne, dass dist(S(t,y),G) — 0 firt — oo
fir alle y € W, wo S(t,y) eine Lisung des Originalsystems ist, mit S(ty) = y.

Dann ist Z ein globaler Attraktor fir das System auf W.

BEWEIS:

Wir zeigen: jede Losung S(t,y) des Systems & = f(x) mit z(ty) = y fiir y € W
beliebig, kommt in das Einzugsgebiet U von Z, d.h., fiir beliebiges y € W existiert
ein ¢ > 0 mit S(¢,y) € U. Sobald die Losung in U eintritt, wird sie von Z
angezogen, da Z lokal asymptotisch stabil ist, also limy_, dist(S(t,w),Z) = 0

fiir alle w € U.
Der Beweis wird strukturiert, in mehreren Schritten durchgefiihrt.

Aufgrund der Annahme a) werden alle Losungen in W die positiv invariante und

kompakte Menge K* C W betreten (an einem gewissen Zeitpunkt ¢t* > 0) und
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S

Abbildung 3.1: W: Ebene, K*: abgeschlossene Kreisscheibe, G: Kurve (invariant,
anziehend), Z: Punkt (lokal asymptotisch stabil), global asymptotisch stabil fiir
System auf G, U: lokales Einzugsgebiet von Z.

diese nicht mehr verlassen (positive Invarianz). Das bedeutet nicht nur, dass alle
Losungen fiir alle ¢ > 0 existieren, sondern dass die Losungen auch beschrinkt

sind. Ausserdem gilt: Z C K*.

Sei S(t,y) eine Losung des Originalsystems definiert auf W mit dem Anfangswert

(i) Tatséchlich existiert t* > ¢, > 0 so dass die Losung S(t*,y) € K* und
S(t,y) € K* fiir alle t > t* (siehe oben).

Aus der Annahme c) (Anziehungseigenschaft der Menge G) folgt, dass fiir
alle y € W und alle 0 > 0einv € K*NG = K und ein t; > t* > t5 >0
existiert so dass ||S(t1,y) — v|| < o (sieche Abbildung 3.1).
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Abbildung 3.2: Alle Punkte im §-Kreis um v haben Trajektorien, die in Ueintreten

(0 héngt von v ab). Trajektorien mit Startpunkt y kommen G'U K* beliebig nahe.

(ii) Aus der Anziehungseigenschaft des eingeschrinkten Systems folgt: fiir alle
v € K gibt es ein t, > 0 (abhingig von v), so dass S(t,v) € UNG
fiir alle ¢ > t,. Innerhalb von G ist Z global asymptotisch stabil, d.h.,
limy_sodist(S(t,v), Z) = 0 fiir alle v € G.

(iii) Aus dem Satz iiber stetige Abhingigkeit folgt, dass fiir alle v € G ein
0% = 0*(v) existiert so dass:

S(ts,w) € U fiir ein t3 > 0, falls ||w — v|| < §* = §*(v)
und folglich limy_, dist(S(t,w), Z) = 0, falls ||w — v|| < ¢* (siehe Abb.
3.2).

(iv) Fiir das beliebig gewéhlte y € W ist jetzt zu zeigen, dass es ein v € K und
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ein t* > 0 gibt, so dass: ||S(t*,y) — v|| < ¢*(v) (mit 6*(v) von oben).

Da K kompakt ist, konnen aus jeder offenen Uberdeckung B;er von K
endlich viele By, By, .., B, ausgewédhlt werden, die K iiberdecken. Es gibt
also endlich viele v; € K, deren §*(v;)-Umgebungen von

B; = {x € W: ||z —v| < 5*(v;)} eine offene Uberdeckung von K bilden.

Setze A* = U",B;. Dann ist A" eine offene Menge, und A = W — A*
abgeschlossen. Ausserdem ist AN K =, also folgt, dass K und A positiven
Abstand p haben, wo p = dist(A, K) :=inf{||lz —y|| : v € A,y € K}.

Jeder Punkt w € W mit dist(w, K) < p liegt also in einer Kugel B;. (Denn
sei w ¢ A*. Dann folgt, dass w € A=W — A*.

Aber ||lw—v|| <inf{||lz —y||: x € A,y € K} = p, also existiert ein v € K,
dessen Abstand zu w kleiner als p ist, also kann p nicht Infimum sein, im

Widerspruch zur Annahme.)

Insgesamt kommen alle Trajektorien mit Startpunkt y der kompakten Men-
ge GN K* = K beliebig nahe (genauer: alle Trajektorien mit Startpunkt y
erreichen eine 0*-Kugel, siehe Abbildung 3.2), d.h., fiir alle y € W gibt es
ein t* > 0, so dass dist(S(t*,y), K) < p. Also liegt S(t*,y) in einer Kugel
B;.

Sobald eine Trajektorie in U eingetreten ist, wird sie von Z angezogen
(sieche Abbildung 3.1), da Z lokal asymptotisch stabil ist. Also ist Z global
asymptotisch stabiler Attraktor.
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Korollar 3.3.2 FEs sei W C RP x R? offen (p,q € N*), und x € W werde in der

u
Form x = , mit u € RP, v € RY, dargestellt. Die Gleichung & = f(x) auf

v
W habe die spezielle Gestalt:

mit f € CY(W). Weiter gelte:

(i) Es gibt eine kompakte positiv invariante Teilmenge K* von W, welche von

allen Losungen fiir positive Zeiten betreten wird.

u
(ii) Es existiert ein lokal asymptotisch stabiler stationdrer Punkt xg = °
Yo

fir das System (3.8).

(iii) Fiir das eingeschrinkte System u = fi(u) sei ug global asymptotisch stabil.

u
(iv) Fir die Gleichung © = fo(ug,v) auf {(u,v) € W : u = up} seizg = °
Vo

global asymptotisch stabil.

u
Dann ist xy = ° fir @ = f(x) global asymptotisch stabil.
Vo

BEWEIS:
Fiir den Beweis verwendet man den Satz (3.3.1) indem man zeigt, dass alle An-

nahmen a)-c) erfiillt sind.

Tatsdchlich entspricht die Annahme (i) der Annahme (a) im Satz (3.3.1), in
diesem Fall ist die offene Menge W C R? x R? = R" und f € C''(WW). Das ergibt,

dass die Losungen des Systems existieren fiir alle £ > 0 und beschréinkt sind.
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Setze G := {(u,v) € RP x R?|u = ug}. G ist offenbar abgeschlossen und positiv

invariant.

Um die positive Invarianz zu zeigen, betrachtet man eine beliebige Losung S(¢,y) =
u(t)

v(t)

dass diese Losung fiir alle ¢ > 0 in G bleibt. Da {u,} stationédrer Punkt ist, d.h.

des Systems (3.8) mit Anfangswert in G, d.h., u(0) = ug. Wir zeigen,

u
konstante Losung des Systems, und ° mit w = fo(ug, w) offenbar auch
w(?)
eine Losung ist, ist also u(t) = wuy fiir alle ¢ nach dem Eindeutigkeitssatz. Also ist
G invariant.
Up

Weiterhin setze Z = {zo} = . Offensichtlich ist Z C G. Nach der
Yo

Annahme iv) ist Z globaler Attraktor fiir das eingeschrénkte System & = f(x)
auf G und auch lokaler Attraktor fiir das ganze System. Insgesamt: G ist eine
abgeschlossene, invariante Menge, die Bedingung b) aus dem Satz 3.4.1 ist also

auch erfiillt .

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Bedingung c) aus dem Satz 3.3.1 erfiillt ist.
. u(t) | . - .
Dafiir sei S(t,y) = eine beliebige Losung von (3.8) mit dem Anfangs-
v(?)
wert y = (Y1, y2). Man weiss (aus iii)), dass lim;_, o u(t) = ug, also dist(S(t,y), G) —
0 fiir t — oo.
u
Da alle Voraussetzungen des Satzes 3.4.1 erfiillt sind, ist Z = {zo} = ’
Vo
globaler Attraktor.

Bemerkung 3.3.3 Das Korollar (3.3.2) ldsst sich auch mit einem bekannten
Satz dber asymptotisch autonome Systeme beweisen (vgl. [Thi92]). Es lisst sich in
unserem Fall zeigen, dass fo(u(t), z2) — fo(uo, 22), wennt — oo lokal gleichmdssig

in zo € R, d.h. fiir zo € K, wobei K eine beliebige kompakte Teilmenge von RY
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stiert ein T'(6) > 0, s.d. ||u(t) — wol| < 0, fiir alle t > T(6). Um den Satz von
Thieme anwenden zu kinnen, mufs man folgendes zeigen: Ist K C RY kompakt,
so gibt es zu jedem £ > 0 ein Ty(e) > 0, so dass ||fo(u(t), 22) — fa(uo, 22)|| < €
fiir alle zo € K und alle t > T(g). Da f, € C'(R?) gibt es ein L > 0 so dass
|| fo(u(t), z2) — foluo, 20)|| < Ll||u(t) — ugl|| fiir alle zo € K. Sei ¢ von oben und

0 := £. Dann erhdlt man folgende Abschitzung:

|| f2(u(t), z2) — fa(uo, 22)|| < L||u(t) — uol| < L =e. fiir alle
t > Ti(e) = max {T(),To(e)}-

Beispiel 3.3.4 Das Korollar (3.3.2) illustriert nochmal die Tatsache beim Che-
mostaten mit n Mikrobenspezies aus dem Abschnitt (3.2), warum es ausreicht,

bei der Analyse des Systems lediglich die Hyperebene ¥ = 0 zu betrachten.



Kapitel 4

Ein vereinfachtes Modell fiir

Nitrifikation und Denitrifikation

4.1 Vorstellung des Modells

Aus dem ASM 1 Modellsystem wird in diesem Abschnitt ein reduziertes Mo-
dell entwickelt, welches die vollstdndige Beschreibung des Langzeitverhaltens der

Mikroorganismen in eine Kliaranlage erlaubt.

Weiter wird eine vollstéindige analytische Behandlung dieses vereinfachten Sy-
stems durchgefiihrt, das die wesentlichen Reaktionsschritte Nitrifikation-Denitrifi-
kation enthilt. Dazu gehort die Bestimmung stationdrer Punkte (Abschnitt 4.2.3)
und die Untersuchung des Stabilitdtsverhaltens (Abschnitte 4.2.4).

Da die Wahl von Monod-Termen als Nahrungsaufnahmefunktionen keine bio-

logische Grundlage hat ( %), wird auch eine verallgemeinerte Variante (statt
Monod-Funktionen wihle man allgemeine, monoton wachsende beschriankte Funk-
tionen) analysiert, fiir die im wesentlichen die gleichen Ergebnisse wie bei Monod-

Kinetik gezeigt werden konnen.
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Grundsitzliche Feststellung: Ist ein parameterabhéingiges Differentialgleichungs-
system wie im folgenden gegeben, so sind von praktischem Interesse nur Phinome-
ne, die bei kleinen Anderungen der Parameter bestehen bleiben (“Robustheit”),
da die Parameter in realen Systemen nicht beliebig genau bekannt sind. Deshalb

werden gewisse Grenzfiille im folgenden nicht betrachtet.

Das 4-dimensionale, reduzierte System hat nur vier Komponenten: autotrophe

und heterotrophe Biomasse, Nitrat und Ammonium. Es hat folgende Gestalt:

' S
Xpr = [111 (So) + 112 (S0) 77758 %vg — 4 — 0] Xn
Xpa = 3 (S0) gri— — a5 — 0] Xpa ()
Sno = —x1ti2 (S0) 7229%—Xpi + Xolis (S0) 72— X pa — 65x0
| Sni = —xettz (S0) g e Xpa — 0Snm +7

Bemerkung 4.1.1 (Bezug zum ASM 1) Das System ist eine vereinfachte Ver-
sion vom ASM 1. Es wird angenommen, dass ixp =0 (siehe ASM 1) und Rg=0
(Ammonifizieren loslichen organischen Stickstoffs findet nicht statt), und dass die
Konzentration von Sauerstoff und leicht abbaubarem Substrat von auffen konstant
gehalten wird (So=konst, Ss=konst). Es fliefit nur Ammonium mit konstanter
Rate (1) als Nahrung zu, wobei zwei wesentliche Prozesse stattfinden: die Autotro-
phen wandeln Ammonium wahrend der Nitrifikation in Nitrat um, was wiederum
fir die Heterotrophen als Nahrung dient, d.h., sie bauen das Nitrat zu Stickstoff
und Sauerstoff wihrend der Denitrifikation ab. Die Heterotrophen sterben mit ei-
ne Rate ay = by und die Autotrophen mit einer Rate as = by aus. Auflerdem

fliefit die Mischung mit konstanter Rate § aus.

Bezeichnungen:
Es sei XBH = T, XBA = 9, SNO = I3, SNH = T4, SO = p, Kg = KNO:

Ky = Kym, x1 = 15;—557 X2 = YLA (siche ASM 1).
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Damit erhalt man

e

i1 = [ () 4 12 () g — 0 — 0] my

Ty = [M?, (p) Ratzs X5 — 5] ) (4.2)

3 T4

i3 = —X1p2 (p) Tz 1 + Xotts (p) i ¥2 — 073

Die Schalter-Funktionen fiir den Sauerstoff p;(p), p2(p) und us(p) haben im

ASM1-Modell folgende Gestalt (aber man kann sie auch als allgemeine mono-

tone und beschrénkte Funktionen wéhlen): yu1(p) = o1 58—, 12(p) = 2 Kfo(gfjrp,

. S . .
ps(p) = agﬁm, wobel o = I s, G2 = ul)y und a3 = p4. Diese Funktio-

nen schalten aerobe bzw. anaerobe und anoxische Prozesse ein (aus).

4.2 Das autonome System mit monotonen Auf-

nahmeraten

Da die Monod-Typ-Funktionen (%) keine weitere biologische Grundlage haben,
stellt sich die Frage, welche Rolle die Gestalt der Aufnahmefunktionen spielt.
Deshalb versucht man zunéchst, mit mdoglichst allgemeinen Funktionen zu arbei-
ten. Hier wird nur stetige Differenzierbarkeit, Beschrinktheit und Monotonie der

Funktionen verlangt.

z3

Tiz, durch eine streng monotone und beschréankte C'-Funktion

Darum wird

T4
Ka+xa

o1(x3) ersetzt und ebenso durch oy(z4).

Also betrachtet man das System mit oy (z3) und o2(z4) als Aufnahmefunktionen,

wobei folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) o1(x3),09(z4) : RT — R*,
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(i) o1(0) = 0;02(0) =0,
(iii) o1(u) < o1(v), falls u < v und o9(u) < o2(v), falls u < v,

(iv) o1(z3) und o9(x4) sind stetig differenzierbare und beschrinkte Funktionen.

Dann ergibt sich das allgemeine System, das wir im folgenden analysieren :

1 = [ (p) + p2 (p) o1 (23) — (g + 0)] 71
Ty = [z (p) 02 (x1) — (a5 + 0)] 2 (4.3)

i3 = —x1p2 (p) 01 (x3) 21 + Xaptz (p) 02 (w4) 15 — O3

(
Ty = —Xopz (p) 02 (T4) B0 — Sy + 7

wobei z1 := Xpy, x9 := Xpga, 3 := Syo, T4 := Syu, p := So ist.

Abgekiirzt wird das System (4.3) als & = f(z) dargestellt.

4.2.1 Positivitit von Losungen

Wie schon friiher erwihnt, ist es wichtig, dass Losungen, die im positiven Bereich

anfangen, auch positiv bleiben (biologische Relevanz).

Lemma 4.2.1 Betrachte das 4-dimensionale System 4.3 mit den positiven An-
fangswerten x1(0) > 0,x5(0) > 0,23(0) > 0 und 24(0) > 0. Dann ist die Lisung
x(t) des Anfangwertproblems fir (4.3) positiv, d.h.: x(t) > 0 fir alle t > 0, fir

die eine Lésung existiert.

BEWEIS:

Nach dem Satz 3.1.4 aus Kapitel 3, Abschnitt 3.1.1, geniigt zu zeigen, dass

fi(x) > 0 wenn z; = 0 und x; > 0 fiir alle j # ¢, mit x = (2;);=1,.. 4. Tatséchlich ist

.....

f1((0:$2,$3,$4)) =0, f2((l"1, 0,333,334)) =0, f3(($1,$270,$4)) = X2M3(p)02($4)$2 >
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0, weil z > 0, und x4, > 0, demzufolge ist oy(x4) > 0, und auBerdem sind yo > 0
und f15(p) > 0.

4.2.2 Beschranktheit der positiven Losungen

Lemma 4.2.2 (Beschrdnktheit) Jede Losung des Systems 4.3 ist beschrinkt fir
alle positiven Zeiten, es existiert sogar ein (von Anfangswert abhdngiges) to > 0,
so dass z1(t) < %, xo(t) < ;{—’"2, z3(t) < 27” und x4(t) < %’" fiir alle t > to, wobei

v:=min{ (a4 +0) — u1(p),d0} > 0 ist.

BEWEIS:

Man bildet eine Linearkombination der Gleichungen in (4.3), indem man die
zweite Gleichung des Systems mit y, multipliziert und zu der vierten Gleichung

addiert:

7‘1("2@?“) =1 — x2(as + 0)xg — d24

Hieraus ergibt sich r — (a5 + ) (xoxs + 24) < W <r — §(xama + x4),

d.h., fiir alle € > 0 gibt es ein ¢’ > 0, so dass:

a5 — € S Xewa(t) +a(t) < 5 +¢ fiiralle t > 7.

Also sind z(t) und 4(t) beschrénkt und es gibt ein " > 0 mit xo(t) < (52)(—”2 und

z4(t) < 2 fiir alle ¢ > ¢".

Betrachte weiter eine andere Linearkombination aus den Gleichungen (1), (3) und

(4) des Systems (4.3) wie folgt:

Lzt + 3 + 24) = xalp(p) — (o + 6)]ay — dws — dxy + 7 = [pa(p) — (o +
x1m1 — dxg — dxg + 1 < —v[x121 + T3 + x4) + 1
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S 6, falls 1n(p) < o
wobei v := min{(ay+0)—pu1(p), 0} =
(g +6) — pa(p) >0, falls ay + 6 > pi(p) > au

Daraus ergibt sich: fiir alle € > 0 gibt es ein t* > 0, so dass
(x121(t) + x3(t) + 24(t)) < &+ const e < L + ¢ fiir alle t > ¢*.
Demzufolge existiert ein t** > 0 mit z3(¢) < 27” und x4 (t) < U% fiir alle ¢ > ¢**.

O

Satz 4.2.3 (Existenz und Eindeutigkeit der Losung) Betrachte das autonome
Differentialgleichungssystem 4.3 auf dem positiven Orthanten in Ri, das sich als
i = f(x) mit f € C', darstellen lisst. Dann exisitert fiir gegebenen Anfangswert

z(0) =y > 0 eine eindeutige Losung x(t) fir alle t > 0.

BEWEIS:

Da f € C! ist, gilt lokale Existenz und Eindeutigkeit der Losung fiir gegebenen
Anfangswert 2(0) = y. Aus Lemma 4.2.2 kann man schliessen, dass die obige
Losung sogar fiir alle ¢ > 0 existiert, d.h., das Existenzintervall I ldsst sich auf

+00 erweitern.

4.2.3 Stationire Punkte

Um die Dynamik des 4-dimensionalen Systems zu bestimmen, ist es nétig, die
stationdren Punkte (vgl. Kapitel 3, Abschnitt 3.1.2, Definition 3.1.11) zu berech-
nen. An solchen Punkten gilt auch & = 0, daher sind die stationéiren (kritischen)
Punkte mit konstanten oder Gleichgewichtslosungen des Differentialgleichungs-

systems verbunden.

Es interessieren nur positive stationidre Punkte, d.h., diejenigen, die positive Ko-

ordinaten besitzen. Andere stationidre Punkte sind biologisch irrelevant.
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Es stellt sich heraus, dass das autonome System (4.3) hochstens drei stationére

Punkte im positiven Orthanten besitzt, davon einen inneren Gleichgewichtspunkt

(Satz 4.2.7).

Zunichst werden Bedingungen fiir die Existenz innerer stationdrer Punkte ange-
geben. Dabei ist zu bemerken, dass die Gleichgewichtspunkte parameterabhingig
sind, und dementsprechend werden die Existenz- und Stabilitdtsbedingungen

abhéingig von diesen Parametern formuliert.

Lemma 4.2.4 (Eristenz eines inneren stationdren Punktes)
Betrachte das nichtlineare autonome Differentialgleichungssystem (4.3). Seip > 0
so gewdhlt, dass die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(i) @ = limg, o 0 (xg) > E5HD

(i) i (p) < (a +9);

(aa+6)—p1(p)

(111) b= limg, o 01(23) > )

fiv) o ({extiomlel) | oot (losit))

r
w2(p) w3(p) d

Dann existiert im positiven Orthanten genau ein innerer stationdrer Punkt des
obigen Systems (4.3), den wir mit Ey bezeichnen. Die Bedingungen (i)-(iv) sind

auch notwendig fir die Fxistenz von Ej.

BEWEIS:

Innere stationéire Punkte mit z; # 0,29 # 0,23 # 0,24 # 0, werden von den

Losungen des folgenden Gleichungssystems geliefert:

p(p) + pe(p)oi(z3) = (g +96)
_ (a5+0)
02(I4) T (4'4)

—X1#2(p)o1 (73)T1 + Xow2(as + ) — dx3 =0

—xa(as +d)xy —dzg +7 =0
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Aus der zweiten Gleichung bekommt man die vierte Koordinate eindeutig als

T =0y ((ZZ(J“?)) > 0, da die Funktion oy(z4) monoton steigend und beschréinkt

ist, und die Bedingung (i) erfiillt ist.

Durch Einsetzen von zj in die vierte Gleichung errechnet sich z% zu:

% r—ox; * r «
T3 = Grsosan > 0 dazy <%, dh o ((uiﬁ ) <r/d (siehe Annahme (iv)).

Nach Annahme (ii) (p1(p) < (a4 + 9)) und b = lim,, ,o 01(x3) existiert mit

b > W (Annahme (iii)), auch x5 # 0 als einzige Losung der Gleichung:

oy (z3) = LatDm) - Algo ist die dritte Koordinate
3 p2(p)

* —1((a+d)—p
s=or Cam

T (p))_

Weiterhin setzen wir die erhaltenen Koordinaten 3, 25 und z} in die dritte Glei-
x2(as+0)xs oz}
xip2(p)oi(zy)

s X2(r—6z3)

x2(as+0) x30

as+0 ag+0 as+0
D3 < r—boy ! (G e o (g 4 o (G2 <5

chung ein und bekommen, falls x} > x5, dass z] =

_ 6
x2(as+9)

Die Bedingung z3 > x5 ist zur Bedingung x3 < dquivalent, d.h.,

—1/(aa+6)—p1
o ( 4u2(ﬂ)

entsprechend zu Bedingung (iv). Also existiert ein innerer stationdrer Punkt fiir

das System (4.3), dessen Koordinaten explizit angegeben werden koénnen:

r _ st —1¢(ag+8)—py(p) —1/(a5+9)
N S I ALC I S DR
1 [§a4+5)—u1(p)]
o0y ' (5255)
Th = k). > ()
El R 2 X2(0‘5+5)

—1 a4+6 ul ) >0

NN
2

Oé5+6)

q

Beispiel 4.4.5 Ein Beispiel einer typischen Aufnahmefunktion befindet sich in
Abbildung 4.1.
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v

X
0 4 X

Abbildung 4.1: Beispiel einer Aufnahmefunktion oy (x4).

Bemerkung 4.4.6 (biologische Relevanz)

Der innere stationdre Punkt Fy ist biologisch sehr interessant, weil er fiir den
Gleichgewichtszustand des Systems steht, bei dem sowohl die Heterotrophen als
auch die Autotrophen tiberleben, d.h. im Abwasser anwesend sind und beide Pro-

zesse (Nitrifikation und Denitrifikation) stattfinden.

Man erhélt durch Einsetzen von x5 = 0 in den Gleichungen (4.4) weitere stati-

onédre Punkte. Diese liegen am Rand des positiven Quadranten.

Lemma 4.2.7 Die stationdren Punkte mit zweiter Komponente Null sind fol-

gende:
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x oxy
7= @i <0
x5 =20 ] a1 (p)
Es : 4 falls limg, o 0y (23) > HUTRUD g
% — ag+0)— ? p2(p)
7 = o7 () > 0 2
xy=r/d

\
m(p) < (as+9),
sowie E5 = (0,0,0,r/0).

Der stationdre Punkt Fs ist biologisch irrelevant, da er nicht positiv sein kann

(entweder ist z] < 0 oder x3 < 0).

Setzt man jetzt x; = 0 in den Gleichungen die die stationéire Punkte liefern, so
erhéilt man den stationdren Punkt F,, dessen Koordinaten das folgende Lemma,

angibt.

Lemma 4.2.8 Es gibt genau einen stationdren Punkt mit x7 = 0,25 # 0,25 #

0,z; # 0, genau dann, wenn gilt, dass a = limg, o, 09(24) > % und 02’1(% <

r/d. Seine Komponenten bestimmen sich zu:

;

;=0
It = Tﬁ(sg;l(ig(t;;)
E, : 2 x2(as+0)
75 =50 (i)
| 71 =02 (35

BEWEIS:

Um stationdre Punkte zu bekommen fiir die 27 = 0,25 # 0,25 # 0, und x} # 0

ist, muss man folgendes algebraisches Gleichungssystem l6sen:

;

7 =0 .
. x; =0
7270 _ (agtd)
o2(24) = 13 (p)
 Ha(p)oa(za) = (o5 +9) <

XQ(O[5 + 5)1‘2 = (51’3
Xott3(p)o2(T4) T2 = 613

| T3+ 74 = 5
—X2k3(p)o2(24)T2 — 614 +17 =0
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Hieraus berechnen wir die Koordinaten des stationdren Punktes unter einigen
(a5+9)

Zusatzbedingungen. Da lim,, o, 02(x4) > angenommen wurde, bekommen

13(p)
wir z} eindeutig und mit dessen Hilfe (weil 2} < /4§, d.h. 02_1((2‘:—(:(;) < r/§ nach
Annahme), x5 und zwar:

)
;=0
« _ r—ox,
B T ety
’ ¥ = (r—dz})
3 5
x _ _—1((a5+9)
\ T4 = 92 ( Mz(/)) )

Satz 4.2.9 (Existenzaussage tber stationdre Punkte):

Das autonome System (4.3) besitzt im positiven Orthanten hichstens einen in-
neren stationdren Punkt. (Wenn er ezistiert, wird er Ey genannt.) Am Rand
des positiven Orthanten gibt es stets den stationdren Punkt E3 = (0,0,0,r/0)
und hdchstens einen weiteren stationdren Punkt (wenn er ecistiert, wird er Ej

genannt).

BEWEIS:

Die Aussage folgt direkt aus Lemma 4.2.4, Lemma 4.2.5 und Lemma 4.2.6.

Bemerkung 4.2.10 (Die Rolle verschiedener Modellparameter)
Bei der obigen Berechnungen der Gleichgewichtspunkte haben wir gesehen, in wel-
cher Weise das Ergebnis von den Systemparametern p, u1(p), p2(p), ps(p) abhingt.

Das Stabilititsverhalten wird ebenfalls von diesen Parametern beeinfluft.

4.2.4 Stabilitdt der stationiren Punkte

Zur Analyse des Systems (4.3) ist die Stabilitét der stationdren Punkte zu be-

stimmen.
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Damit kann man bei einer Anfangsbedingung in der N#he einer Gleichgewichtslosung
feststellen, ob sich die resultierende Losungsbahn der Gleichgewichtslosung nihert
oder von ihr entfernt.

Die Stabilitdtsanalyse von Gleichgewichstlosungen ist von grofler praktischer Be-
deutung, weil sie Licht auf unterschiedliches Systemverhalten in Abhéngigkeit
von den Parametern (hier hauptséchlich der Sauerstoffkonzentration) wirft.

Mit Hilfe des Routh-Hurwitz Kriteriums(siehe [BD95], Seite 257) gelingt es in
unserem Fall, lokale asymptotische Stabilitéit zu erhalten, d.h., die Vorzeichen des
Realteils der Eigenwerte herauszufinden. Fiir die globale asymptotische Stabilitét
verwendet man die Sétze aus Kapitel 3, Abschnitt 3.4.1.

Lemma 4.2.11 (Lokale asymptotische Stabilitit des inneren stationdren Punk-

tes Ey) Der stationdire Punkt E; ist lokal asymptotisch stabil, falls er ezistiert.

BEWEIS:

Die Funktionalmatrix des Systems ist:

p1(p) + p2(p)or(zs) — (s +0) 0 p2(p)z107 (23) 0

0 n3(p)oz(za) — (as + 0) 0 13 (p)z20y(74)
—X112(p)o1(w3) x2u3(p)o2(za) —x1p2(p)ot (x3)x1 — 8 X2u3(p)oh(wa)z2

0 —xz2p3(p)o2(za) 0 —x2p3(p)20h(T4) — 0

An der Stelle F; berechnet man das charakteristische Polynom, indem man fol-

gende Determinante bestimmt:

=A 0 u2(p)riol (z3)| e, 0

0 -A 0 MS(P)$2‘72($4)‘E1

—xilea + 6 —pi(p)]  xe2(as+68)  —xipz(p)rioi(zs)|m, — 0~ A xous(p)zboh(za)|m,

0 —xz2(as +0) 0 —xzp3(p)ryoh(za)|p, — 0 —

Nach entsprechenden Berechnungen erhélt man:

-A 0 M3(P)$§U§($4)|E1

=AM xo(as +0)  —xape(p)riot(zs)|e, — 0 — A X2t3(p) w505 (%4) |, +
—xz(as +6) 0 —Xat3(p) 2504 (24)|B, — 6 — A
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0 -\ 113(p) 2505 (24) |,
t2(p) 101 (23) |y | xal(oa +0) — i (p)]  —xz(as +0) X3 () 305 (24) |,
0 —x2(as +6)  —xaus(p)zyoy(za)|m, — 0 — A

Wenn man dies Null setzt, folgt:

—A p3(p)x205(74)

A+ 0+ xape(p)rion (23)| 6,
[ 1 2( ) ! 1( 3)|E] —x2(a5 +0)  —xa2ps(p)r20y(zs) — 6 — A

+h2(p) 21071 (23) |2 X1 [(@a+0) = i ()] =0.

-A u3(p)z20(24)

—x2(as +0) —xap3(p)r20y(zs) — 0 — A

Das ist dquivalent zu der Bedingung:

-\ 113(p) 305 (1) |, 0

—xz(a5 +0) —xaps(p)ryoh(xa)|p, — 0 — A

beziehungsweise

(A2 + A6 + xapa(p)2iof (23) |,) + p2(p)ot (w3) e xa (e + 0 — pa (p))] = 0

=

A2+ A[6 4 Xopz(p)220%(24) |2, ] + Xo(as + 0) ps(p) w205 (4) |5, = 0 und

A2+ A0 4 x1pa(p) 10 (23) 5, ] + X1p2(p)or (23) |21 [—pa (p) + (s + 8)] = 0.

Da o/ (x3)|g, > 0 und o)(x4)|p, > 0 (beide Funktionen sind monoton wachsend),
sind die Koeffizienten beider quadratischen Polynomgleichungen positiv. Man
kann also, aufgrund des Routh-Hurwitz Kriteriums, dass A\ < 0, Ay < 0,3 < 0

und \; < 0 schlieflen.

Lemma 4.2.12 (Stabilitit von E3(0,0,0,7/0)): Falls ps(p) < ((IO;E’:;?) und py(p) <

(g +0), dann ist der stationdre Punkt E5 lokal asymptotisch stabil.
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BEWEIS:

Man berechnet die Funktionalmatrix an der Stelle F3 und dadurch erhilt man

das charakteristische Polynom als:

pi(p) — (@ +6)—A 0 0 0

0 p3(p)oa(5) — (as +6) — A 0 0 _0
0 x2m3(p)oz () —0-X 0

0 —x2#3(p)o2(5) 0 —0—A

& [(p) = (au +0) = Allps(p)o2(3) — (a5 +0) = AJ(A +0)* =0

Die Nullstellen sind:

M= =0 < 0,0 = =0 < 0,35 = p3(p)oa(}) — (a5 +6) <0, da ps(p) < L250

vorausgesetzt wurde, Ay = pi(p) — (au +0) < 0, da pi(p) < (s + 0) nach

Annahme.

((T‘;‘?;‘?), dann existieren FE, und E; nicht.

Bemerkung 4.2.13 : Falls ps3(p) <

Biologisch heifit das, dass die Frxistenz von Ey und E4 stark von der Sauerstoff-

konzentration beeinfluf$t wird.

Lemma 4.2.14 (Stabilitat von E,) Falls afl(%) + J{l(zga‘i) > %, ist

der stationdre Punkt E, lokal asymptotisch stabil, wenn er existiert.

BEWEIS:
Die Existenzbedingungen fiir F, seien erfiillt (siche Lemma 4.4.6).

Das charakteristische Polynom an dieser Stelle ist:

ni(p) + p2(p)or(zs) — (s +6) —A 0 0 0

0 -2 0 p3(p)zaoy(a)|m, _
—x12(p)or (x3) xz(as +6)  —6—X xops(p)r205(24)|Es -
0 —xz2(as +9) 0 —xeps(p)z20y(za)lE, —0 — A



87

=A 0 113(p)207%(4))
(11 (p)+12(p)or () —(aa+0)=A] | —xa(as +6) —6 — A Xat3(p) 2205 (24)
—x2(as +6) 0 —X2H3(p)T20%(74) — 6 — A

Hieraus erhilt man )\; als:

A1 = pi(p) + p2(p)or(zs) — (ag + ) < 0 (man setzt die Komponente x3|g, ein

(@a+0)—p(p)

200) ); die anderen Eigenwerte

und nach Annahme gilt, dass oy (z3)|g, <

erfiillen die folgende Gleichung:

(—\ —d) —A p3(p) a0y () _ 0

—X2(a5 +0) —xaps(p)re0oy(xg) — 6 — A

Also ergibt sich, dass Ay = —6 < 0.

Die letzten zwei Eigenwerte ergeben sich als Nullstellen des folgenden Polynoms:

A+ A0 + xops(p)r202(24) | 5] + X2(a5 + 0) 3(p) w202 (w4) |2, =0

Es gilt: A3 < 0 und Ay < 0 nach dem Hurwitz-Kriterium.

Bemerkung 4.2.15 :

Falls Ey lokal asymptotisch stabil ist, d.h., afl(W) + oyt (Bt > ¢

dann existiert Ey nicht (da Eristenzbedingung (iv) nicht erfillt ist).

Folgerung (Existenz der stationiren Punkte):
Das obige System besitzt insgesamt hochstens vier stationére Punkte (Ey, Fy, F3, Ey),
davon relevant sind nur die Punkte E;, E5, E,, der stationire Punkt E5 ist bio-

logisch irrelevant, da er negative Komponenten hat.
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Tabelle 4.1: Existenz und Stabilitat der stationdren Punkte

Existenz Stabilitédtsbedingungen

(a5+9).
ua(p)

1. a:=limg, o 09(x4) >

2. pi(p) < (s +9);

E: immer stabil, falls existent
3. b i=limg, o0 01 (1) > 2alo)
—1/(aa+0)— —1/(as+9d r
4oy 1(( 4+M2)(p§n(p)) L 1((u:(;))) <3

L pa(p) < (a4 +9)
2. p3p) < =)

FE5 . existiert immer

02(3
1 +9
g L@ iMese0x(za) > 0 (et o)y
4 (a5+6) ! 12(p)
2. us(p) > 5oir)

0_2—1(a5+6) >

Bemerkung 4.2.16 (Spezielle Eigenschaft des 4-dimensionalen Systems:

2-dimensionale Untersysteme als Chemostat)

Das Untersystem des /-dimensionalen Systems, gebildet von den Gleichungen
(2)+(4) ist ein Chemostat-System mit einem Substrat und einer Mikrobenspezies

(siehe dazu Kapitel 1, Abschnitt 1.5.4, System 1.16):

s = [p3(p)oa(wa) — (a5 + )] (4.5)

4 = —X3p3(p)o2(24) T2 — 6xa + 7

Die stationdren Punkte sind folgende:

2l = —1 (a5 +9)
2 7 Y2 ( )
E, - n3(p
1 1 r—6:1:5
Ty =

xa(as+9)



existier unter einigen Positivititsbedingungen (wenn a := limg, o 02(x4) > Z‘;Z;‘)S
—1 (a5+9) r
und oy 2 < 5) und

ZUIZO

To =1/0

Ezl

existiert stets.
Der innere stationdre Punkt ist global asymptotisch stabil, falls existent.

Wenn man die stationdren Punkte Ey oder Ey in das 4-dimensionale System (4.3)

einsetzt, erhdlt man wieder einen Chemostaten und zwar:

a1 = [ (p) + 2 (p) 01 (w3) — (s + 6)] 74 (4.6)

jl'g = —X1HM2 (p) g1 (£U3) T1 — 6373 +7r
mit v 1= xap3 (p) 02 (c3) 1, wobei (c1,c3) die Koordinaten des jeweiligen stati-

ondaren Punktes sind.

Satz 4.2.17 (Globale Dynamik)

Es sei z(t) € R eine beliebige Lisung des J-dimensionalen Systems (4.3) mit
Anfangswert im offenen positiven Orthanten. Weiterhin seien die Existenzbedin-
gungen fir den inneren stationdren Punkt erfillt, d.h., E| existiert. Dann ist der

innere stationdre Punkt auch global asymptotisch stabil.

BEWEIS:

Fiir den Beweis verwendet man das Korollar 3.3.2 aus Kapitel 3.

Man zeigt, dass die Bedingungen (i)-(iv) des Korollars 3.3.2 erfiillt sind. Zuerst
stellt man fest, dass die Schreibweise des Systems aus dem Korollar 3.4.2 in
diesem Fall zutrifft, das heifit, das Untersystem aus den Gleichungen (2) und (4)

unabhéngig von x; und x3 ist.
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Die kompakte Menge, die von allen Losungen fiir positive Zeiten betreten wird,
ist hier K* = {x e R |z < ﬁ,xz < %,1‘3 < U%,m < 25—’"} (aufgrund von
Lemma 4.2.2) , also ist Bedingung (i) erfiillt.

Weiterhin existiert ein innerer stationérer Punkt xo = F1(cy, ¢o, €3, ¢4), der nach

Lemma 4.2.11 lokal asymptotisch stabil ist, d.h., Bedingung (ii) ist ebenfalls
erfiillt.

Fiir das eingeschriankte System

By = [p3(p)oa(w4) — (a5 + 0)]a2 (4.7)

Ty = —X3p3(p)o2(xs)xe — dT4 + 7

) - s 46 r—ozl
ist up = (c2,¢4) = (0 1((”2(;)))’ X3(%+25)

kung 4.2.13).

) global asymptotisch stabil (siche Bemer-

Wenn man die Koordinaten (cg, ) in das Originalsystem (4.3) einsetzt, erhilt

man eine Gleichung der Form ¢ = f5(ug, v), d.h., das 2-dimensionale System:

i1 = [ (p) + pi2 (p) 01 (23) — (4 + 6)] 21 (4.8)

T3 = —X1t2 (p) o1 (w3) 11 — dxg + 7

definiert auf der invarianten Menge G = {x € ]Ri |zg = ¢, x4 = 04} - ]Ri, wobei
r = Xxap3 (p) 02 (c3) 1 > 0 ist.

Wie schon in Bemerkung (4.2.13) angedeutet wurde, ist das System, das aus
Gleichungen (1) und (3) gebildet wird, wieder ein Chemostat mit globalem At-
traktor (c1, c3), und demzufolge ist Ey = (c1, ¢3, 3, ¢4) global asymptotisch stabil
fiir 0 = fo(up,v), d.h., die Bedingung (iv) aus Korollar 3.4.2 ist auch erfiillt.

Da alle Bedingungen (i)-(iv) erfiillt sind, ist xy = E(c1, 2, c3,¢4) fiir das Origi-
nalsystem global asymptotisch stabil.
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Bemerkung 4.2.18 Auf analoge Weise lisst sich in allen anderen Fdillen (Ey
existiert nicht, dafiir Ey lokal asymptotisch stabil, usw.) die globale asymptotische

Stabilitit zeigen.

4.3 Der Spezialfall mit Monod- Aufnahmefunk-

tionen

Wir kehren jetzt zuriick zu den Systemen (4.1) bzw. (4.2) aus dem Abschnitt
4.1, wo die Aufnahmefunktionen die spezielle Gestalt der Monod-Kinetik haben.
Diesen Spezialfall kann man auch als ein Beispiel fiir die bisherigen Ergebnisse
betrachten. Es lassen sich die stationdren Punkte, ihre Existenzbedingungen und

Stabilitdtsbedingungen explizit berechnen.

Xpn = [Ml (p) + 12 (p) KiiVSONO — Qg — 5] XBr

| o= w10 ity o0 ] o m

Sno = —xutiz (p) 72— Xpn + Xopis (p) 72— Xpa — 0Sn0

Snu = =Xtz (p) 2 d—Xpa — 6w +7

Bemerkung 4.3.1 (Positivitit und Beschranktheit von Losungen) Die Lisun-

gen sind in diesem Fall auch positiv und beschrinkt, wie die Diskussion des all-

x4
Ta+Ky

gemeinen Falls zeigt (die Funktionen erfillen die Bedingungen (i)-(iv) aus

Abschnitt 4.2, d.h., sie sind monoton wachsend und beschrinkt).
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4.3.1 Stationiare Punkte

In diesem Abschnitt werden die allgemeinen Bedingungen aus Abschnitt 4.4.3 fiir

den Fall von Monod-Aufnahmefunktionen konkretisiert.

Zunichst werden explizite Bedingungen fiir die Existenz innerer stationdrer Punk-

te angegeben.

Lemma 4.3.2 (Eristenz eines inneren stationdren Punktes)
Betrachte das nichtlineare autonome Differentialgleichungssystem (4.9). Folgende

Bedingungen seien erfiillt:

(i) 1s(p) > (a5 + 6)(1 + 1),
(ii) i (p) < (caq +96);

(iii) p(p) + pa(p) > (o +6)

044+5 p1 (p)] Ka(as+9)
( w) e 7+ <

+#2 ( a+d ps(p)—(as5+0)] s

Dann ezistiert genau ein innerer stationdrer Punkt von (4.9), den wir mit E;

bezeichnen. Er hat die Koordinaten:

1 1 xo[rps(p)—(as+0)(r+6K4)] K3

T = 3 elasto-m s (0@ 1] — [T () —(@ita)] > O
2 rslo) (s 00Ky
By 2 7 xalas+0)[us(p)—(as+9)] (4.10)
1 Kslag+d—pa(p)]
T3 = o) 2 0)—(as 4] > 0
1 _ Ka(as+9)
l %4 = Ta()—(asto] > 0

BEWEIS:

Zum Beweis verwendet man Lemma 4.2.3, wobei die Funktionen oy, 05 von Monod-

T3
Kz+zs

T4
Ka+xa®

Typ sind: oy (z3) = und oy(z4) =
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Bemerkung 4.3.3 Die Bedingung (i) aus dem Lemma 4.3.2 stellt die Positivitdt

von xy und x} sicher, wihrend die Bedingungen (ii) und (i) fir die Positivitit

von x3 bendtigt werden.

_— xalris(p) (05 +0)(r+K )] si¢ il sei
Fiir oy > 0 muss o s intolissor—(as+0] ~ Gtorm(e)aara) > O erfillt sein.

Dies ist dquivalent zu:

[rus(p)—(a5+0)(r+6K4)] 0K3 IK3[(aa+d)—p1(p)] < [rus(p)—(as+6)(r+6K4)]
[aa+3—p1(p)][13(p)— (s +9)] (11 (p)+p2(p)—(ca+9)] p1(p)+p2(p)—(ca+9) 3 (p)—(as+0)
Ka[(as+0)—p1] _ _OK4(as+d) | . Ks[(aa+6)—p1(p)] Ka(as+0) r
S Tttt <" 7 (a9 | 0 ot (0] T Tak)(aste] < 5

was in (iv) angenommen wurde.

Bemerkung 4.3.4 (Ezistenzbedingungen an E; )
Die Existenzbedingungen an Ey lassen sich direkt als Bedingungen an die Sau-
erstoffkonzentration p formulieren, falls die Funktionen jiy, po, 3 Monod-Gestalt

haben:

(i) ps(p) > (a5 +0)(1+252) ist dquivalent zu folgenden Bedingungen an p und
Koa(os+0)(14+°54)

(a3 —(as+0)(1+ 254y

an aj: p > und oy > (a5 +6)(1 + 2£2).

it) Die Bedingung py(p) < (aq + 9) bedeutet, dass p < 7K*Of(a4+5) und folglich
a; —(ast9)
1

af > (o +9) sein muf.
(iii) pi(p) + p2(p) > (ag +9) < p > %; folglich muf o < (ay + 9)

sein.

i) Die letzte Bedingung (iv) sagt aus, dass die Komponenten zt und x} fol-
gung g 3 4

gende Ungleichung erfiillen miissen:

1 1 r
£U3+l'4<g

Diese Beziehung zwischen Nitrat und Nitritkonzentration i und x} spielt

auch bei Effizienzfragen (Abschnitt 4.5) eine Rolle.
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Insgesamt muss die Sauerstoffkonzentration p so sein, dass p € (%—
1
a‘{f(aoi = [Ia( Iof((;“:g)]) und p > iifgiiﬂ;&:gﬁ; erfillt sind, damit ein inne-

rer stationdrer Punkt E,| existiert.

Lemma 4.3.5 Das System (4.3) besitzt zwei weitere stationdre Punkte, die am
Rand des positiven Orthanten liegen und einen stationdren Punkt, der negative

Koordinaten besitzt. Diese sind:

E3(0,0,0,7/0), existiert stets,

1'1:0

ru3(p)—(r+Kq)(as+d
E, - T xa(as+0)(us(p)—(as+0)) (4,11)
xz2(rps(p)—(r+6Kq)(as+6))

L3 = 5 (ualp) (a5 +9))
T4 = K4(a5+6)
L 74 T uslp)—(as+9)

falls die Bedingung pi3(p) > (1 + 22) (s + 6) erfiillt ist (Dieser Gleichgewichts-

punkt entspricht dem Fall, dass nur die Nitrifizierer iberleben).

BEWEIS:
Den Beweis fiihrt man auf dhnliche Weise wie im allgemeinen Fall (siehe Satz
4.4.4 und Lemma 4.4.5).

O
Die Koordinaten des stationdren Punktes lassen sich jeweils explizit berechnen,

und auch die Existenzbedingungen koénnen im Monod-Fall konkret angegeben

werden.

Bemerkung 4.3.6 Der stationire Punkt E5(0,0,0,r/0) entspricht dem Fall,
dass alle Mikroben aussterben (autotrophe und heterotrophe Biomasse), dass dem-

zufolge kein Nitrat mehr produziert wird und nur noch Ammonium zufliefst.
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4.4 Das Exklusionsprinzip

In realen Abwasserreinigungsanlagen treten jeweils mehrere Mikrobenspezies als
Nitrifizierer und als Denitrifizierer auf. Da diese Tatsache im ASM1-Modell nicht

beriicksichtigt wird, ist das Modell in dieser Hinsicht unrealistisch.

Im vorliegenden Abschnitt der Arbeit werden in das 4-dimensionale System von
Abschnitt 4.2 mehrere verschiedene Nitrifizierer und Denitrifizierer eingebaut und
die Koexistenz bzw. das Langzeitverhalten des auf diese Weise erweiterten Sy-
stems analysiert. Es wird hier gezeigt (und dafiir wird wieder auf die Limesmen-
genaussage bzw. Korollar 3.3.2 aus Kapitel 3 zugegriffen), dass fiir die Erwei-
terung unseres Systems, d.h., fiir mehrere Nitrifizierer und Denitrifizierer jeweils
das Exklusionsprinzip gilt. Das Modell ldsst also die Koexistenz mehrerer Spezies

nicht zu.

4.4.1 Ein System mit mehreren Nitrifizierern und Deni-

trifizierern

Es wird an dieser Stelle der Arbeit wiederum an den Chemostaten mit mehreren
Mikrobenspezies (vgl. Kapitel 3, Abschnitt 3.2) erinnert, wobei anzumerken ist

dass nur Monod-Kinetik betrachtet wird.

Hauptséchlich soll dabei in Erinnerung gerufen werden, dass das Chemostat-
System mit einem Substrat und n Mikrobenspezies einen stationdren Punkt FE;
besitzt, der global asymptotisch stabil ist, und dass, wie in Abschnitt 3.2 gezeigt
wurde, die Funktionalmatrix an diesem Punkt Eigenwerte mit negativen Realteil

hat.

Man betrachtet nun ein erweitertes System mit n; Nitrifizierern, ny Denitrifi-
zierern und zwei Substraten, wobei nur das erste zufliesst, das zweite wird von

nitrifizierenden Organismen produziert und als Nahrung fiir die denitrifizierenden
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Mikrobenspezies zur Verfiigung gestellt. Dieses fiihrt auf das folgende n; +no 4 2-

dimensionale Differentialgleichungssystem:

Sy =r— Yorky akﬁxk — 05
Ty = [Xl,l%% — (1 + 9)]xy

Ty = [Xl,zCYZ% — (2 + 6)]zo

Tny = [Xl,nlamgnf—_}_sl - (:U’nl + 6)]$n1 (4 12)
Sz = 221:1 ’Ykakﬁxk - 27:21 afﬁyz — 0S5,
Y= [X2,1C¥T% — (1 +6)n

Yo = [X2,2a§% — (v2 +6)]y2

. Yny = [XZ,MCY:LQ ,3;;2542_52 - (Vm + 5)]yn2

Bezeichnungen:

Die Bezeichungen sind dieselben wie bei den Chemostaten mit n Mikrobenspezies
aus Kapitel 3, und zwar:

S; -die Konzentration des Substrats das von nitrifizierende Organismen aufge-
nommen wird (der Term — Y 7', oy ﬁxk steht fiir den “Verbrauch” von Sub-
strat Sy durch Nitrifizierer);

x;, t =1,...,n, -die Konzentrationen der Nitrifizierer;

r -Zuflussrate vom Substrat Si;

Wi, =1,...,ni-die Sterberaten der Nitrifizierer;

0 -Abflussrate;

y;, | =1,...,ny -die Konzentration der denitrifizierende Organismen;

S, -die Konzentration des zweiten Substrats, das von den Nitrifizierern produziert
wird (der Term » "}, vroy, ﬁxk verdeutlicht das) und durch die Denitrifizierer
y; verbraucht wird(— Y, Ozfﬁyl);

v, =1,...,ny -Sterberaten der Denitrifizierer.
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Bemerkung 4.5.1 Folgendes Untersystem ist unabhdingig von den anderen Va-

riablen:

Sy =r— Py 1O‘k5k+slxk —4S;
‘T [Xl 1001 5o~ ﬁ1+51 (Ml + 5)]1‘1
By = [X1,200 5.0 — (k2 + )] (4.13)

Tpy, = X1,n4 Otny By 151 +S — (ks + 0)]Tn,

Dies ist ein Chemostat-System mit einem Substrat und n,; Mikrobenspezies, die
um das gleiche Substrat konkurrieren und verschiedene Abflussraten haben. Die
Wachstumfunktionen sind vom Monod-Typ, also kann man die Theorie aus [SW95]
(Seite 34-35) anwenden (vgl. die Ergebnisse aus Kapitel 3): Die verschiedenen
Abflussraten sind hier gleich D; :== (p; + 0).

Das Untersystem (4.13) konvergiert also gegen einen stationéren Punkt, bei dem
hochstens eine Mikrobenkonzentration ungleich Null ist. Diesen stationédren Punkt
bezeichnet man mit E} (S5, 27,0, .., 0), wobei vorausgesetzt wurde, dass z; die be-

ste “Uberlebenskonzentration” hat (siche Kapitel 3, Abschnitt 3.2).

Setzt man jetzt in den zweiten Teil der Gleichungssystems (4.12) einen stationdren

Punkt des Untersystems (4.13) ein, so erhilt man wieder einen Chemostaten:

- S* * *

Sy =mong el — 22 o ﬁyl — 05,

Y = [Xz,la’fﬁ — (11 +0)]y

Yo = [Xm@ﬁ — (2 +0)]yr (4.14)

Uny = [X27n2a:7,2 5;«5_7_52 - (Vnz + 5)]ynz
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Sy = r* — lealﬁJrSyl 05,

(4.15)
i = Deioi gty — i+ Oy 1= Tn,

S;
wobei r* = Mg e +s*$1 ist.

4.4.2 Analyse des Systems

Lokale Existenz, Eindeutigkeit und Positivitéit folgen wie {iblich.

Lemma 4.4.2 (Beschranktheit der Lisungen,)
Das System (4.12) ist dissipativ, d.h., die Trajektorien treten fir positive Zeiten

in eine kompakte Menge K ein.

BEWEIS:

Ahnlich wie in dem Beweis der Beschriinktheit des 4-dimensionalen Systems
(4.3) betrachtet man geeignete Linearkombinationen der Gleichungen des Sy-

stems (4.12), in diesem Fall:

Sttt S+

X1,1 X2,no

Hieraus ergibt sich die Beschrinktheit der Losungen.

O
Die stationdren Punkte bekommt man, wenn man folgendes algebraische System

lost:

(551+Zk lakﬁ +Slxk:r
n1  YpepSiT; __ @, Szy]
k=1 =05y + Z

Bi+S1 j=1 ﬁ*+52 (4 16)
iS i+0) _ '
xi[ﬁc:-i-b{l o l;u ] =0i=Tm ™
Ak Sa  vitéy M
L yiles; BitS2  x2j ]=0j=1n,
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4.4.3 Stabilitit der stationiren Punkte

Lemma 4.4.3 (lokale asymptotische Stabilitit des stationdren Punktes Fy)
Betrachte das ny+ns+2-dimensionale System (4.12) mit Anfangswert im offenem
positiven Orthanten. Weiterhin seien die Uberlebenskonzentrationen der nitrifi-
zierenden und denitrifizierenden Organismen in den beiden Chemostaten (4.13)
und (4.14) so, dass nur die ersten Mikrobenspezies (jeweils x1 und y;) iberleben
(in allen anderen Fillen geht man dhnlich vor).

Dann ist der stationdre Punkt F(ST,27,0,..,0,55,91,0,..,0) lokal asymptotisch
stabil fir das System (4.12).

BEWEIS:
Um die Stabilitdt der stationiren Punkte von (4.12) zu berechnen untersucht
man die Funktionalmatrix des Systems. Dabei bemerkt man die sehr hilfreiche

Eigenschaft der Matrix, dass sich die Funktionalmatrix der rechten Seite von

(4.12) mit Hilfe von Blocken darstellen lisst und folgende Gestalt hat:

A0
Df = :
B C

wobei:

A eine ny x ni-Matrix ist, und B bzw. C' (ng + 1) X (ng + 1).

o ﬁ x S S
-0 =YL 1 Grtsn?  —MFrs e —amm
X1, 1&161.%1 Xl,lalsl
A= W (B1+S1) _('u’1+6) ... 0

X1,nq QnqS1

Xting Ony By Ty Ximy 0 81

(Bny +51)2 0 R (fin, + 0)
und
[ o By xS, e s -

-0 =22 Br+39)° M 5715, e vy

RERTIENY X21078>

o= | GiTsr Frrsy (it .. 0
X2,m5 Qo By Yny Xoimg ot Sa
W 0 ‘56227"'52_(’/”2+6)J
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dieselbe Form wie A hat, weil beide Funktionalmatrizen von Chemostaten sind.

Die Matrix B kann auch explizit angegeben werden, aber diese ist, was die Ei-
genwerte betrifft uninteressant, da bei ihrer Berechnung nur die Matrizen A und
C' auftauchen.

Diese letzten sind aber die Funktionalmatrixe des jeweiligen 2 Chemosatate, d.h.
die entsprechenden Eigenwerte negativen Realteil haben (siehe Kapitel 3, Ab-
schnitt 3.2). Also hat Df an der Stelle F; alle Eigenwerte mit negetivem Realteil.

O

Aus dem Abschnitt 3.2 ist folgendes bekannt:

Das Untersystem (4.13) hat genau einen lokal asymptotisch stabilen stationéren

Punkt E}. Setzt man diesen in (4.14) ein, so hat auch dieses System genau einen

lokal und global asymptotisch stabilen stationdren Punkt E7*.

Insgesamt ldsst sich folgendes sagen:

Lemma 4.4.4 Das Gesamtsystem (4.12) hat genau einen lokal asymptotisch sta-
bilen stationdren Punkt Ey = (EY, ET").

Satz 4.4.5 (Globale Dynamik-Ezklusionsprinzip)

Betrachte das ny + ng + 2-dimensionale System (4.12) mit Anfangswert im offe-
nem positiven Orthanten. Der stationdre Punkt E, sei lokal asymptotisch stabil.
Dann ist der stationdre Punkt Ey sogar global asymptotisch stabil, d.h., es tiber-
lebt héchstens ein Nitrifizierer und ein Denitrifizierer, und zwar jeweils derjenige,

der die geringsten Uberlebenskonzentrationen hat:

Falls z(t) eine Losung des Systems (4.12) fir gegebenen positiven Anfangswert
ist, dann gilt:

limy o x(t) = E4
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BEWEIS:

Man greift wieder auf das Korollar 3.3.2 aus Kapitel 3 zuriick. Das System (4.12)

lasst sich wieder auf die folgende Form bringen:

u = fi(u)
0 = fo(u,v)

indem man u = (Sy,21,..,2,,) € RY', v = (So, 41, ., Ynn) € R, fi(u) =,
fa(u,v) = definiert. Das Chemostat-Untersystem (4.12) steht hier fiir & = f;(u)

und die restlichen Gleichungen lassen sich mit © = fy(u, v) abkiirzen.
Man sieht leicht, dass alle Bedingungen des Korollars 3.4.2 erfiillt sind:

Die Losungen liegen in einer kompakten Menge K nach dem Lemma 4.4.2
das Untersystem @ = fi(u) hat als globalen Attraktor den stationdren Punkt
(St,77,0,0,...,0) € R} den wir mit ug bezeichnen.

Weiterhin ist der stationére Punkt E (S}, z7,0, .., 0, S5, 47,0, .., 0) = {ug, vo} nach
dem Lemma 4.4.3 lokal asymptotisch stabil, und die Eigenwerte der Funktional-

matrix haben negativen Realteil.

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Gleichung © = f5(ug, v) den stationéiren Punkt
{uop, vy} als globaler Attraktor hat. Wie oben erwéhnt, erhélt man durch Einsetzen
des stationdren Punktes des ersten Chemostaten in das System (4.12) wieder
ein Chemostat-System, dessen Losungen global gegen EY(S5,v7,0,..,0) = {vo}
konvergieren.

Insgesamt hat dann die Gleichung © = f5(uo, v) als Omega-Limesmenge den statio
niren Punkt Fy(ST,z7,0,..,0,55,47,0,..,0). Da alle Bedingungen des Korollars
3.4.2 erfiillt sind, folgt die Behauptung.

Bemerkung 4.4.6 (Biologische Interpretation)

Dieses Modell lifst eine Koexistenz verschiedener Nitrifizierer oder verschiedener
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Denitrifizierer nicht zu. In dieser Hinsicht hat also die mathematische Analyse
eine Schwache des Modells aufgedeckt. Das Exklusionsprinzip bzw. Persistenzana-

lyse mancher biologischen Systeme taucht in Literatur sehr oft auf (siehe dazu

[uRMGS80], [WIT91], [AHT7]).
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4.5 Effizienzfragen

4.5.1 Eine Minimierungsaufgabe fiir die Sauerstoffkonzen-

tration

Das Vorhandensein gelosten Sauerstoffs im Beliiftungsbecken ist sowohl fiir die
Steuerung der biochemischen Prozesse als auch fiir den wirtschaftlichen Betrieb

der Anlagen eine wichtige Voraussetzung.

Die notigen Sauerstoffkonzentrationen sind unterschiedlich, da Sauerstoff einige
Prozesse fordert und andere behindert. Weiter ist die Tolerierfahigkeit vieler Or-
ganismen wihrend sauerstoffreier Perioden verschieden, weswegen keine exakte
Grenzkonzentration dafiir angegeben werden kann. (Die notwendigen Sauerstoff-
konzentrationen im Beliiftungsbecken sind umstritten. In der Literatur werden

beispielsweise 2mg/lOy gefordert.)

Die Kosten der Beliiftung sind hoch, und die Annahme, dass die Sauerstoffkon-

zentration konstant ist, bedeutet Energie zu vergeuden (fiir eine Begriindung

sieche auch [Har89)).

Durch Regelung des Sauerstoffeintrages ldsst sich der Gesamtenergiebedarf fiir
eine Belebtschlammanlage wesentlich senken (siehe dazu [BM88] und [O0J94)).
Deshalb wird in diesem Abschnitt die Frage gestellt: wie soll die Konzentration
des Sauerstoffs p gew#hlt werden, damit im Gleichgewichtspunkt E; die Gesamt-
menge von Ammonium und Nitrat/Nitrit (x5 + z4) moglichst klein wird, d.h.,

damit eine effiziente Reinigung erreicht wird?

Die Koordinaten von E; sind im Monod-Fall:

l(p) _ _Ks[(ea+d)—pi(p)]

1 __ Ky(as+9)
ot -y wd zi(p) S

" us(p)—(as+0)”

Bemerkung 4.5.1 : Es gelten folgende Zusatzbedingungen, siehe Lemma 4.2./:
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(1) m(p) < (04 + )
(i) pa(p) + p2(p) > (4 +0)

(iii) pz(p) > (a5 + 6)(1+ 27)

(iv) X3K3g(a4+5)*u1 (] Ka(as+9) <

r
Xzl (p)+p2(p)—(aat8)] ' [us(p)—(as+0)] ~ &

Bemerkung 4.5.2 : Die obigen Zusatzbedingungen liefern einen zuldssigen Be-

reich fir p.

4.5.1.1 Schalterfunktionen als Aufnahmefunktionen

In der Praxis wird iiblicherweise Sauerstoff (aerobe Umweltbedingungen) durch
abwechselndes ein bzw. ausschalten zugefiihrt.

Es seien daher die Aufnahmefunktionen py(p), u2(p), ps(p) sogenannte Schalter-
funktionen, die stiickweise konstant sind und einen Sprung haben, wie in Abbil-

dung 4.2 und 4.3 dargestellt wird.

Explizit sehen die Funktionen p(p), pa(p), 13(p) folgendermassen aus:

0, falls 0 <p<py fy, falls 0 < p < [y
m(p) = p2(p) =
fin, falls p> B, 0, falls p> p
und
0, falls 0 < p< s
ps3(p) =

iy, falls p> .

Wir betrachten die Summe von Ammonium und Nitrat/Nitritkonzentration an

der Stelle Ey, (im Monod-Fall), die minimiert werden soll:

_ 1 1 _ _Ks[(aa+0)—pi(p)] K4(as+9)
S(p) = 23(p) +24(P) = L) (@i 19] T W) (as 9"

Hierbei sind die verschiedenen Beziehungen der drei Werte i, (2, f3, an denen

die Schalterfunktionen “umspringen”, zu untersuchen.
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u,(p)

v

B, N

Abbildung 4.2: Ein Beispiel fiir die Aufnahmefunktion i (p)

w.(p)

v

B, N
Abbildung 4.3: Ein Beispiel fiir die Aufnahmefunktion p3(p)
(1) B < Ba< Bz (id) Pz < pr1 < P2

) B < By < By (iv) Pa < B1 < B3
(v) By < By < By (vi) B3 < B2 < i

Bemerkung 4.5.3 Bei der Berechnung der Ezxistenzbedingungen fiir den stati-
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ondren Punkt E fir die Schalterfunktionen py(p), u2(p), ps(p), stellt sich heraus,
dass pa(p) > 0 (weil einerseits i (p) < aq + 6 und andererseits j11(p) + p2(p) >
oy + 6). Folglich muss 0 < p < By sein. Andererseits fordert die Bedingung an
ps(p) > (a5 + 0)(1 4 024), dass p > B3 und iz > (a5 + 6)(1 + 65£4). Insgesamt
muss also 0 < p < By und p > Ps in allen Fdillen beriicksichtigt werden. Dement-
sprechend werden die Fdlle (i), (iv), (v) nicht betrachtet, da die Bedingungen an
p und P3 > Py inkompatibel sind.

Satz 4.5.4 Betrachte das 4-dimensionale autonome Differentialgleichungssystem
(4.1) mit Monod-Kinetik. Es seien die Ezstenzbedingungen (i)-(iv) aus Lemma
(4.2.4) fir den inneren stationdren Punkt erfillt. Seien weiterhin die Funktionen
w1(p), pa(p), 3(p) als Schalterfunktionen gegeben. Dann ezistiert das Minimum
von S(p) in Ey und berechnet sich wie folgt:

(i) Falls B3 < 1 < B2 oder By < B3 < [, dann ist

min,epS(p) = gl 3J[r(gjf8:f§)] + HIZ“_((O‘;‘;%)), wobei D = (By, B2) im ersten Fall

und D = [Bs, B2) im zweiten Fall.

(ii) Falls 53 < fo < (1, dann ist

: aq+6 as+9 ..
M ye(s3,6,) S(p) = Elza_((;;:_d)) + ﬁii((j:_—,_g)) fiir p € B3, Ba).

BEWEIS:

e Der Fall 33 < 81 < [

Einsetzen von 1 (p), pa(p), us(p) in S(p) liefert:
Ks(ai+6) Ki(as+9)
S(p) — [EQB—(O:—HS)] + HBLI_(CZ_'_(;)) fa‘lls /83 S p < /81 < /82

K3[(a4+6)—74] K4(as5+9)
i —(ort) T (s 1218 By <P p <

Ks[(a+0)—714] Ka(as+0) Ks(as4+90) Ky(as+46)
A1ty —(oa+0) His—(a5+90) (B2 —(ca+9)] fis—(a5+0)?

Zu beachten ist, dass:

also ist das gesuchte Minimum in diesem Fall:



. K3[(aa+6)—p
mlnl)e(ﬂl,ﬂﬂs(p) - ﬁ13-|[-(H:—(0)é4—|l—Lt;)} +

K4(0¢5+5)
Tiz—(as+d

) <5
und die Bedingung an p ist 5 < p < [s.

Die Positivitédtsbedingungen in diesem Fall miissen erfiillt sein. Diese sind:
iy < (u+0), g > (a5 +06) (14 254), iy + 7, > (o +6) und 11, > (aq +9).

Der Fall p > (3, kann nicht auftreten, denn einerseits mufl 7, > (a4 + 9)

sein, andererseits aber 71; < (ay + 0).

Der Fall 8 < 83 < (3.

Der zuléssige Bereich fiir p ist das Intervall p € (s, £2).

Das Minimum betréigt:

. Ks[(as+90)—n Ki(as+d .
minpe(g, 5,) S(p) = ﬁng[r(ﬁ;f(o)qrg)] + ﬁ3i((ass+5)) fiir p € [Bs, Bs].

Der Fall 83 < B < (4.

Zuldssiger Bereich fiir p ist das Intervall p € (s, ().

Das Minimum ist in diesem Fall:

: aq+6 as+0 .
M ye(s3,6,) S(p) = ﬁlz(i((;;:_g) + ﬁii((j5j_,5)) fiir p € [B3, Ba).






Kapitel 5

Erweiterungen des

4-dimensionalen Systems

Nach dem erfolgreichen Abschluss der analytischen Behandlung des 4-dimensionalen
Systems stellt sich die Frage nach Erweiterungen dieses reduzierten Systems (et-
wa mit einem zusétzlichen Substrat aus dem ASM 1 als fiinfter Variable oder
unter Betrachtung zweier 4-dimensionaler Systeme als eine “Kaskade”). Diese

Fragestellung ist auch fiir das ASM 1-Modell wichtig.

Das dynamische Verhalten des 8-dimensionalen Systems, was Kaskaden mit zwei
Becken modelliert, 148t sich vollstindig bestimmen; fiir das 5-dimensionalen Sy-
stem (Abschnitt 5.2) liegen jeweils partielle Ergebnisse vor. Die algebraischen
Schwierigkeiten bei der Berechnung mancher stationidren Punkte (eine explizite
Darstellung ist kaum mdoglich) nehmen bei erhéhter Dimension deutlich zu. Al-
lerdings lassen sich Existenz und lokale asymptotische Stabilitéit eines inneren

stationdren Punktes zeigen.

109
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5.1 Kaskaden mit zwei Becken

Wihrend des Abwaflerreinigungsprozesses werden Abwisser in der Regel in meh-
reren nacheinandergeschalteten Becken, d.h., in Kaskaden gereinigt, wobei die
Becken miteinander in Verbindung stehen. Auf diese Weise kann man eine erhéhte

Reinigungseffizienz erreichen.

Dies wird hier modelliert, indem zwei 4-dimensionale Systeme zu einem 8-dimensionalen

System zusammengekoppelt werden.

i1 = [ (p) + p2 (p) o1 (23) — (a +0)] @
iy = [u3 (p) 02 (24) — (05 + 0)] 22
) o1 (23) T1 + Xapiz (p) 02 (T4) To — O3
= —x3H3 (p) 02 (T4) Tg — 04 + 71
=111 (p) + 13 (p) o1 (y3) — (€ +0)] y1 + b
Y2 = (15 (p) 02 (y1) — (a5 + 0)] y2 + 62
Us = —X1M5

= —X1H2 (P 01

(5.1)

p) o1 (ys) y1 + Xatts (p) 02 (Ya) Y2 — Sy + a3

(
Us = — X315 (p) 02 (Ya) y2 — Oya + 04

Bezeichnungen: Die Parameter, die nicht von der Sauerstoffkonzentration abhéngen,
bleiben unveréndert (vgl. System (4.3) in Kapitel 4), aber diejenigen, die von p

abhéngig sind, dndern sich. Beispielsweise wird j; zu p, pe zu ps und pg zu 3.

Der Abflufl (jeweils der Term —dx;) des ersten Beckens fliefit in das zweite Becken
und (taucht im System mit +0z; auf), Ammonium fliet nur in das erste Becken

mit konstante Rate r zu.

Das Untersystem aus x1, T2, T3, x4 ist unabhéngig von den anderen Variablen und

ist aus Kapitel 4 bekannt:
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i1 = [ (p) + w2 (p) o1 (x3) — (g + )] w1
2 = [p3 (p) 02 (24) — (a5 +0)] 22 (5.2)

T3 = —x12 (p) 01 (73) 21 + Xopt3 (p) 02 (74) T2 — 23

(
Ty = —X3p3 (p) 02 (T4) B0 — Sy + 7

Dieses System konvergiert unter den Voraussetzungen von Lemma 4.2.4 gegen

seinen einzigen inneren stationéren Punkt E} = (cq, 9, ¢3, ¢4).

Bemerkung 5.1.1 Bei der Analyse des Systems (5.1) lassen sich bekannte Ei-
genschaften wie: Existenz, Findeutigkeit, Positivitdt von Ldésungen wie in friher-
en Kapiteln zeigen. Die Beschrdnktheit von Losungen ldsst sich auf die Be-
schranktheit von Lésungen des 4-dimensionalen Systems 4.3 zurickfihren. Ins-

gesamt gilt: Das System (5.1) ist dissipativ.

Lemma 5.1.2 (Ezistenz eines inneren stationdren Punktes)

Gegeben sei das System (5.1) mit Anfangswert im offenem positiven Quadranten.
Wenn die Existenzbedingungen fiir einen inneren stationdren Punkt des Systems
(5.2) erfiillt sind (siehe dazu Lemma 4.2.4 aus Kapitel /), dann besitzt das System
(5.1) einen mit Fi(cy, o, c3,C4,Cs5,Co, Cr,C8) bezeichneten stationdren Punkt im

offenen positivem Orthanten.

BEWEIS:

Um die stationéren Punkte des Systems (5.1) zu berechnen, miissen wir folgendes

algebraisches Gleichungssystem l6sen:
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p2 (p) o1 (x3) — (g + )]z =0
(113 (p) 02 (24) — (5 + )] w2 = 0
x3) 21 + Xopz (p) 02 (v4) 12 — 023 =0

E}
S
_|_

p) oo (x4) Ty — 0xy +17 =0

[t (p) + 115 (p) 01 (y3) — (cu + )] y1 + 021 =0

(113 (p) 02 (y4) — (a5 +0)] yo + 0wy =0

p) o1 (ys) y1 + Xxa2p3 (p) 02 (Ya) Y2 — Oys + 23 =0
5(p) 02 (Ya) Y2 — 0ys + 02y =0

Das Untersystem (5.2) ist unabhingig von den anderen Variablen und besitzt
nach Annahme einen inneren stationiiren Punkt (cq, co, c3,¢4). Setzt man diesen

in das Originalsystem ein, so erhélt man folgendes Untersystem:

15 (p) o1 (y3) — (cu + 6)] y1 + by
(ya) — (a5 +0)] ya + ey
p) o1 (Y3) y1 + Xaps (p) 02 (Ya) y2 — 6ys + dcs

??
S
3+

Yz = —X1M§

~

Us = —x3185 (p) 02 (Ya) Yo — 0ys + 0c4

\
Wir bemerken, dass das von der zweiten und vierten Gleichung gebildete Un-
tersystem ein Chemostat mit Mikrobenzufluss (allgemeine Aufnahmefunktionen)

und verschiedenen Abflussraten ist:

Y2 = (3 (p) 02 (Y1) — (a5 +0)] y2 + dez

(5.5)
Uy = — X35 (p) 02 (Ya) Y2 — 0ys + ey

Dieser Chemostat ist aus Kapitel 1, Abschnitt 1.3.5 bekannt: jede Losung kon-
vergiert asymptotisch gegen einen inneren stationdren Punkt E* mit den Kom-

ponenten (cg, ¢g). Setzen wir diese in (5.4) ein, so erhalten wir wieder einen Che-

mostaten gleicher Art und zwar:
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v1 = [13 (p) + p3 (p) o1 (y3) — (aa +0)] y1 + 0cy
ys = —x15 () o1 (y3) y1 + xa145 (p) 02 (¢cs) c6 — Oys + dcs

(5.6)

Dieser Chemostat besitzt selbst einen inneren stationdren Punkt, den wir mit
E**(cs, ¢7) bezeichnen. Insgesamt folgt, dass das Originalsystem (5.1) einen in-
neren stationdren Punkt F; hat, dessen Komponenten aus den jeweiligen Koor-

dinaten (¢, ¢o, c3,¢4), (ca, cg) und (cs, ¢7) zZusammengesetzt sind.

5.1.1 Stabilitidt der stationiren Punkte

Lemma 5.1.3 (Lokale asymptotische Stabilitit des inneren stationdren Punktes)
Wenn die Ezxistenzbedingungen fiir einen inneren stationdren Punkt E, erfillt

sind, dann ist dieser Punkt lokal asymptotisch stabil.

BEWEIS:

Wir berechnen die Funktionalmatrix des Systems (5.1). Sie hat folgende Block-

Gestalt:
A Oy
B C
mit:
p1 + poor(xz) —ag —6 0 p2x101(z3) 0
Ao 0 psoa(zs) — (a5 + 9) 0 p3x205(2s)
—X1H201(z3) X21302(T4) —X1p27101(T3) — 0 X2p3720%(T4)

0 —X3H302(Z4) 0 —X3i3T205(z4) — 0
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6 0 0 O
06 0O
B =
00 6O
000§
pi+ psor(ys) —as—40 0 w107 (Y3) 0
0 w302 (ya) — (as +9) 0 p3T20% (Ya)
und C :=
—X11501(y3) X2#1302(Ya) —X1#2071 (y3)y1 — 0 X243Y205(Y4)
0 —X31502(Ys) 0 —X3M3Y205(Ys) — O

Man berechnet das charakteristische Polynom an der Stelle E;, wobei beriick-

sichtigt wird, dass an dieser Stelle folgendes gilt:

111(p) + p2(p)oi(zy) — (a +6) =0

wi(p) + m5(p)or (y3) — (u +6) <0 (5.7)
p3(p)oa(zi) — (a5 +96) =

13(p)o2(ys) — (a5 4 0) <0

Bei der Berechnung der Determinante der Jacobi-Matrix stellt man fest, dass nur

die Determinanten von A und C' eine Rolle spielen:
det Df|E1 = det A|E1 - det C’|E'1

Uber det Alp, wissen wir aus Kapitel 4, Lemma 4.2.11, dass die Eigenwerte
A1, A2, A3, Ay negativen Realteil haben. Weiterhin berechnet man det C|g,. Die
Matrix C' hat gleiche Gestalt wie A.

Es ergibt sich das folgende charakteristische Polynom:

1502 (ys) — (a5 +0) = X pbysos(ya) |k,
—X31450% (Ya) —X3M§y20,2 (Ya)|lg, =0 — A
{lp5 + 1301 (y3) — (a4 6) — A (=xaps0y (y3)ys — 6 — A) + x1(15) 201 (ys) oy (ys) }
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Wir erhalten folgende quadratische Polynomgleichung mit positive Koeffizienten,

d.h., die Eigenwerten besitzen negativen Realteil (man beachte, dass(ay + §) —

pi — p301(ys) > 0):

A2+ A[(u + 0) — 1 — w301 (ys) + xa150, (y2)v] + (xapsoy (y2)yr + 0)[(ca + 6) —
Wi — pso1(ys)] =0

Die restlichen Eigenwerte ergeben sich als die Losungen der Gleichung:

1303(ys) — (s +6) = X 139305 (ya) |, 0

—X3H502(Y4) — X352 (Ya) |5, — 6 — A

Der Spur der Matrix ist negativ (da ujo2(y;) — (s + ) < 0), und die Determi-
nante selbst ist positiv. Dementsprechend haben die beiden restlichen Eigenwerte

negativen Realteil.

Damit ist der stationdre Punkt £ lokal asymptotisch stabil.

Satz 5.1.4 (Globale Dynamik)
Gegeben sei das Kaskaden-System (5.1) mit Anfangswert im offenen positiven Or-
thanten. Die Ezxistenzbedingungen fiir den inneren stationdren Punkt seien erfillt.

Dann ist der innere stationdre Punkt Ey lokal und global asymptotisch stabil.

BEWEIS:

Das System (5.1) lésst sich folgendermassen umschreiben:

0 = fo(u,v)

mit u = ($1,$2,$3,$4), v = (ylay2ay3ay4)7
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(11 (p) + 12 (p) 01 (23) — (g + 8)] 11

fl (u) — fl (1'1,1'2,1‘3, IL‘4) _ [/1’3 (P) 09 (1'4) - (OZ5 + (S)] X9

—X1t2 (p) o1 (23) 1 + Xop3 (p) 02 (24) T2 — b3

(
—X3MU3 (P) 02 ($4) Tg —0xq + 71

und

+ w5 (p) o1 (y3) — (s +0)] y1 + 6y
09 (ya) — (a5 +0)] yo + o
p) o1 (ys) y1 + Xaps (p) 02 (Ya) Yo — dys + 0x3

113 (p)
founv) = (115 (pi
—X1H2

~~

—X3145 (p) 02 (Ya) y2 — Oys + 0y

Die Aussage folgt aus dem Korollar 3.3.2 (vgl. Kapitel 3).

Bemerkung 5.1.5 Das System (5.1) besitzt im allgemeinen aufler den inneren
stationdren Punkt weitere stationdre Punkte. Es wird auf eine detaillierte Analyse
verzichtet, weil man sich eher fiir innere stationdre Punkte interessiert, in denen
das System im Gleichgewicht ist. Die Analyse (Existenz und lokale Stabilitit)
verlauft jedoch dhnlich.

5.2 Ein 5-dimensionales System

Das 5-dimensionale System, welches in diesem Abschnitt behandelt wird, ist (wie
das 4-dimensionale) eine Vereinfachung von ASM 1, die aber etwas genauer das
Verhalten des leicht abbaubaren Substrats Sg behandelt. Es ist gleichzeitig eine
Erweiterung auf Dimension fiinf des 4-dimensionalen Systems, fiir das Ergebnisse

zu Positivitit, Beschrinktheit, stationdre Punkte und Stabilitdt vorliegen.

Hierbei wird die Konzentration des leicht abbaubaren Substrates als fiinfte Va-

riable einbezogen.
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Mit Monod-Kinetik hat das System die folgende Gestalt:

*

g0 = 1" = Xapor s P11 () + 13 (0) 7odzs] — 0o

Ty = [,U’T(p) Ks-i-évo + /1/2(p) st-i?:vo KNCZB-HEE, — Q4 — 5]«731

T2 = [3(p) ey — @5 — 022 (5.8)
= —x3(p )Ksm Rrorm U1 T XoH5(0) Ty U2 — 073
\ = —x213(p )KNH+x — Oz +r
Bezeichnungen:

xg := Sg-die Konzentration vom leicht abbaubarem Substrat;
x1 := Xpgpg-die Konzentration der heterotrophe Biomasse;

To := Xpa-die Konzentration autotropher Biomasse;

x3 := Syo-die Konzentration von Nitrat;

r4 = Syp-die Konzentration von Ammonium.

r,r* :-die Zuflussraten von leicht abbaubarem Substrat bzw. Ammonium.

1i(p) = prsrge, 15(p) = puny st und p3(p) = oo

Wahlt man allgemeine Aufnahmefunktionen wie im Kapitel 4 (52— =: 01(x3),
Tt =t 02(4) und % =: 03(x0)), so erhilt das obige System die folgende
Gestalt:
( .
g = 1" = x303(z0) 71 (17 (p) + p5(p)or (x3)] — 0z
i1 = [pi(p)os(zo) + p5(p)os(zo)or(2s) — cu — ]2y
T2 = [p5(p)oa(s) — as — O] (5.9)

T3 = —x115(p)os(wo)or(w3)xy + Xop5(p) 02 (24) T2 — O3

)
Ty = —xop5(p)oa(xs)re — dTg + 71

Die Analyse wird fiir diesen allgemeinen Fall durchgefiihrt.
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5.2.1 Positivitiat und Beschranktheit

Lemma 5.2.1 (Positivitit)

Betrachte das 5-dimensionale System (5.9) mit positiven Anfangswerten

21(0) > 0,29(0) > 0,23(0) > 0,24(0) > 0 und x5(0) > 0. Dann ist die Lisung
x(t) des Anfangwertproblems fiir alle positiven Zeiten positiv, d.h.,: x(t) > 0 fir
alle t > 0.

BEWEIS:

Nach dem Satz (3.1.4) aus Kapitel 3 sind folgende Funktionenwerte zu berechnen:
f1(0, 21, 29, w3, 24) = r* > 0, fo(wo, 0,79, 23,24) = 0 > 0, f3(x,21,0,23,24) =
0>0, fa(xo,x1,x2,0,24) = x2p5(p)o2(xs) > 0, f5(x0, 21,22, 23,0) =7 > 0.

Hieraus ergibt sich die Positivitit der Losungen.

Lemma 5.2.2 (Beschrdnktheit)
Jede Lisung des Systems (5.9) ist fir alle positiven Zeiten beschrdnkt.

BEWEIS: Sei x(t) = (x1(t), x2(t), 23(t), za(t), z5(t)) € R’ eine beliebige Losung
des Systems (5.9) mit positivem Anfangswert.

Wir bilden die folgende Linearkombination der Gleichungen des Systems (5.9):
X3do + &4 =7 — x3(as + d)xy — dxy

und
To + X3%1 =1 — 0xg — X3(ay + d)x1.

Wie in Lemma 4.2.2 erkennen wir die Beschrénktheit von xo(t), z1 (), z2(t), z4(t).

Die Beschrianktheit der Komponente x3(t) erhélt man direkt aus der Gleichung

fiir z3. Dabei beriicksichtigen wir, dass xzo(t), z1(t), x2(t), x4(t) beschréinkt sind:
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B3 = —x145(p)os(w0)or (w3) 21 + X3 (p)o2(24) T2 — 023 < —0x3 + M

wobei M eine Konstante ist.

Weiter geht analog zu Lemma 4.2.2 vor.

Bemerkung 5.2.3 Man merkt an dem System (5.9), dass das von den Gleichun-
gen (3) und (5) (Autotrophen und Ammonium) gebildete 2-dimensionale Unter-
system ein Chemostat mit Zufluss von Mikroben ist (vgl. Kapitel 1, Abschnitt
1.5.9):

i = [113(p)oa(w4) — 5 — Oy (5.10)

Ty = —x33(p)o2(24) Ty — 614 + 7

Insbesondere ergeben sich hieraus die zweite und vierte Koordinate eines stati-
ondren Punktes. Aus fritheren Ergebnissen wissen wir, dass die Lisung des obigen
Chemostates unter gewissen Voraussetzungen gegen den einzigen inneren stati-

ondren Punkt (cy,c4) konvergiert.

5.2.2 Stationidre Punkte

Lemma 5.2.4 (Ezistenz eines inneren stationdren Punktes) Das 5-dimensionale
System (5.9) besitzt einen einzigen inneren stationdren Punkt E, ganau dann,

wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

(Z) N3( ) as(—:(;)

(i) it s < o3(%5) mit ¢ == xa(r — 003 (22E2))
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BEWEIS:

Das System, das die stationdren Punkte liefert, ist:

r* = x303(w0)z1 [11(p) + p3(p)oi(zs)] — 0z =0
[1i(p)os(xo) + 15(p)os(wo)or(ws) — cu — ]y =0
(5 (p)oa(xs) — a5 — d]ae =0 (5.11)

—x115(p)os(wo) o (z3) Ty + X2pt3(p)o2(T4) T2 — 623 =0

)
—xsps(p)os(zy)re —dxg +7 =0

\

Fiir innere stationdre Punkte mit x; # 0 und x5 # 0 dividieren wir die zweite

und vierte Gleichung durch z; bzw. x5 und erhalten:

X303 (o)1 [11(p) + p3(p)or(s)] + 0z =1
11 (p)os(xo) + p3(p)os(zo)or(23) = s + 6
15(p)oa(z4) = a5 + 6 (5.12)
—X1143(p)o3 (o) o1 (w3) 1 + Xap3(p)o2(24) T2 — 613 =0
)

X35 (p)oa(xy)xe + 0xy =1

\

Wir ersetzen u3(p)og(xys) durch (o + 6) und erhalten das System (5.13) als:

X303 (z0) 2111 (p) + p3(p)o1(x3)] + oz = 1

11 (p)os(zo) + p3(p)os(zo)or (vs) = g + 6

\ 15(p)oa(rs) = a5 + 6 (5.13)
—x1p5(p)os(zo)or(x3)xr + xo(as + 0)xe — dz3 =0

Xs(as + 0)xg + dxg =7

\

Wir beriicksichtigen, dass das Untersystem (5.10) ein Chemostat ist und dieser

einen nichttrivialen stationdren Punkt (¢, ¢s) mit ¢o > 0,¢4 > 0 besitzt, genau

dann wenn pi(p) > (2‘25(?;) (siehe Annahme (i)). Die Koordinaten (cs,¢4) kann
é

man explizit angeben als:
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r—6x}l
x3(as+0)

. —lras+é
cs =0y (G

)=xi>0c = =z >0

Weiterhin geniigt es, das folgende 3-dimensionale System auf stationdre Punkte

zu untersuchen (System fiir xg, z1, x5 (bei x5 = ¢, 14 = ¢4):

Ty = 1" — x303(20) 2111 (p) + p3(p)or(x3)] — b0
@1 = [pi(p)os(wo) + p3(p)os(ze)or(v3) — aq — 0lay (5.14)
13 = —x1i5(p)os(xo)or (x3)T1 + ¢ — O3

mit ¢ = x2(r — dcq) > 0 (vgl. Annahme).

Es gilt:
To + x321 = 1% — dxg — (g + 0) X371

Fiir einen stationdren Punkt mit z; # 0 gilt also:

r* —0xg = (a4 + 0) X371
o3(wo)[1i(p) + p3(p)o1(x3)] = au + 6 (5.15)
—Xx1145(p)os(xo)or (x3) 71 + ¢ — 63 =0

Diese drei Gleichungen sind notwendig und hinreichend fiir die Koordinaten eines
inneren stationdren Punktes.
Die notwendigen Bedingungen fiir die Losbarkeit werden weiterhin betrachtet.

Die linke Seite der ersten Gleichung ist positiv, also ist

Dementsprechend miifite fiir die linke Seite der zweiten Gleichung von (5.15)

o3(5) (1 (p) + p3(p)or(w3)) Kleiner als o3(%5) (1i(p) + p3(p)or(w3)) gelten (da

zy < =). Also muf:
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o3(%) [ (p) + pi2(p) limyy o0 01 (3)] > (et + 6) (b)

erfiillt sein. Dies ist aber nach der Annahme (ii) erfiillt, da

a4+ a4+

as i)
prtusor T oprteso(§ ’

w3 (p)

7 < o3(%) mit ¢ := xo(r — doy (
wenn man beriicksichtigt, dass o, eine monoton wachsende Funktion ist.

Aus dem zweiten Gleichung des Systems (5.15) ergibt sich folgende strikt monoton
fallende Funktion:

oy + 4]
1i(p) + pz(p)oi(xs)

(5.16)

0'3(1'0) =

Die rechte Seite von (5.16) ist eine positive und monoton fallende Funktion in

. a4+5 . _ a4+5 . e PR L
x3, die von ) (bei 3 = 0) nach ) fiir x3 — oo fillt, wobei 7 :=

limmgﬁoo 01 (ZU:J,) .
Die Gleichung (5.16) ist fiir 3 > v3 > 0 losbar, wobei v3 durch die Bedingung (b)

eindeutig bestimmt ist (es ergibt sich nach entsprechenden Berechnungen, dass
(2482 5 ()]
o3( > )

#5(p)

o3(5 < a‘;—;“‘s und v3 = 0 sonst).

sein muss. Daher ist 13 = Ufl(w) > 0, falls

o1(@) > 7205 )n3)

Die Gleichung (5.16) kann wie folgt umformuliert werden:

oy + )
1i(p) + ps(p)oi(xs)

T = 03 ) fiir x3 > v (5.17)

Es ist leicht einzusehen, dass xy eine strikt monoton fallende Funktion in x5 ist.
Wir setzen jetzt zo in die erste Gleichung von (5.15) ein und erhalten:

* —1 ag+0
=005 (s (or@a))

X3y + 0)

T = =: p(x3) (5.18)

mit ¢ streng monoton wachsend.

Jetzt setzen wir xy und x; in die dritte Gleichung von (5.15) ein und erhalten:
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Xl(Oé4 + 5)%@(1’3) + 6373 =c

Es sei:

) wy(p)oi(ws)
1i(p) + pz(p)oi(xs)

f(z3) ist streng monoton wachsend (fiir z3 > v3), also gibt es hochstens eine

Losung fiir die Gleichung (5.19).

f(x3) = x1(aq + 6 o(x3) + dx3. (5.19)

Da limg, o f(73) = 400, existiert eine einzige Losung dann und nur dann, wenn
f(rs) <c.

Diese letzte Bedingung ist dquivalent zu:

s+ 6 —o3(5)1i)

o3 (%5 1135)

or ' (

) < (5.20)

¢

57

wo wir vorausgesetzt haben, dass o3(%) < “Z—J[‘s (vgl. Annahme (ii)). Die Bedin-
1

gung (5.20) ist dquivalent zu:

*

0_1(2) > (Oé4+5—0'3(%)/ﬁ)

; o2 () ), was aus der Annahme (ii) folgt.

Also gibt es fiir das 3-dimensionale System (und damit auch fiir das 5-dimensionale)
einen einizigen inneren stationiren Punkt.

O

Bemerkung 5.2.5 Das System (5.9) hat weitere stationdre Punkte wie z. B.
den ausgearteten stationdren Punkt EU(%,0,0,0,%) und Punkte am Rand des

positiven Orthanten.

5.2.3 Stabilitat der stationidren Punkte

Lemma 5.2.6 (Stabilitit des inneren stationdren Punktes) Wenn der innere sta-
tiondre Punkt existiert, d.h., die Existenzbedingungen (i)-(iv) aus Lemma (5.2.4)
erfillt sind, dann ist Ey lokal asymptotisch stabil.



124 STATIONARE PUNKTE

BEWEIS:

Die Funktionalmatrix des Systems an der Stelle £} ist:

a b 0 c O
d 00 e O
Df:=100 0 0 f
g h 1 7 k
I 00 1 0 m |
mit a = —x371 (11 (p) + p2(p)or(w3))o5(x0) — 8 < 0, b 1= —xz03(20) (1 (p) +

pa(p)ai(w3)) < 0, ¢ := —x303(w0)w112(p) (01) (23) < 0, d := (105 + pe0103)1 >
0, € := ps(p)os(zo)oy(x3)xy > 0, f = ps(p)oy(vg)as >0, g := —x 12012105 < 0,
h = —X1p20301 < 0,1 := xa(a5 +8) > 0, j 1= —x11203(x0)10, (23) — 6 < 0,
k= xousxo0y(24) > 0, 1 := —x3(a5 +6) < 0, m 1= —X3p30,(x4)75 — 6 < 0.

Das charakteristische Polynom fiir den inneren stationéiren Punkt berechnet sich

ZU.
a—AX b 0 c 0 a—\ b c 0 0
d -2 0 e 0 d A e 0 0
detDf:=| 0 0 -2 0 f =(-1)]o0 0 0 A f
g h i Jj—A k g h 7—=X 1 k
0 0 l 0 m— A 0 0 0 [ m— A
a—X b c 0 0
a—X b c 0
d -2 e 0 0
d -2 e 0
g h =X i k =(m-2) +
g h J—=A 1
0 0 0 -2 f
0 0 0 -
0 0 0 l m— A\
a—X b c 0
a—X b c
d -2 e 0
(=) =[(m = MN(=A) + (=Df]| d -\ e =
g h j—X k
g hj—=2A
0 0 0 f
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[A2—=mA—1f][-N+ ) %(a+7) — Aaj+ \(gc+db+ he) + (dhe+bge — dbj — hea)] = 0

Wegen m < 0,1 < 0und f > 0sind die Koeffizienten der quadratischen Gleichung

positiv, d.h., die Eigenwerte A\; und Ay haben negativen Realteil.

Weiterhin untersuchen wir die Eigenwerte des Polynoms:

N —X2(a+7)+ Naj — (9c+ db+ he)] + (—dhc — bge + dbj + hea) =0

Wir bezeichnen die Koeffizienten mit: —(a + j) =: ag, [aj — (9¢ + db+ he)] = ay,
und (—dhc — bge + dbj + hea) = ay.

Fiir das Hurwitz-Kriterium miissen folgende Bedingungen erfiillt sein:

az = —(a+7) >0 (was aus a,j < 0 folgt) und asa; — ap > 0. Dabei liisst sich die
letzte Bedingung explizit berechnen und zwar erhalten wir folgenden Ausdruck:
aza; —ag = —aj(a+j)+ age+ adb+ jgc+ hej + dhe + gbe = (a + j)(gc — aj) +
(adb + hej + dhc + gbe).

wobei (adb + hej + dhe + gbe) > 0 und ge — aj < 0, also ist schliesslich (a +
7)(gc — aj) > 0 und dann auch asa; — ay > 0.

Nach dem Routh-Hurwitz Kriterium sind die Realteile der Eigenwerte Az, A4, A5

auch negativ, also ist der innere stationdre Punkt lokal asymptotisch stabil.

Bemerkung 5.2.7 (Globale asymptotische Stabilitit)
Die Menge G = {x € ROy = ¢, 24 = ¢4} ist invariant fir das System (5.9) und
es gilt fir jede Losung z(t) des 5-dimensionalen Systems mit Anfangswert im

positiven Orthanten:

dist(z(t),G) — 0 fir t — oo.

Um das Korollar 3.3.2 hier auch verwenden zu konnen, mufs das folgende 3-

dimensionale System betrachtet werden:
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Zo = 1" — x303(0) w1 (11 (p) + p3(p)or(xs)) — dzo
i1 = (ui(p)os(xo) + 13(p)os(xo)or(z3) — aa — 6)a (5.21)

&3 = —X1/5(p)o3(x0)o1 (23)T1 + ¢ — d3

Fiir dieses Sytem sollte der innere stationdre Punkt Ey global asymptotisch stabil
sein. Damit reduziert sich die Frage der globalen Dynamik des 5-dimensionalen

Systems auf die Dynamik des obigen 3-dimensionalen Systems. Dies ist allerdings

offen.
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Notation

Y Ertragskoeffizient fiir die autotrophe Biomasse

ba Absterberate der autotrophen Biomasse

Kog Sauerstoff-Halbséttigungskonstante fiir die heterotrophe Biomasse

Kno Nitrat-Halbséittigungskonstante fiir die heterotrophe Biomasse

Koa Sauerstoff-Halbséttigungskonstante fiir di autotrophe Biomasse

Sno Konzentration von loéslichem Nitrat im Abwasser

Snm Konzentration von loslichem Ammonium im Abwasser

St Konzentration von l6slicher inerter organischer Masse im Abwasser
IxB Anteil der Stickstoffmasse an der COD-Masse in der Biomasse

ixp Anteil der Stickstoffmasse an der COD-Masse in Produkten der Bio-

masse
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