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1 Einleitung

Im 3-dimensionalen euklidischen Raum E? sind die einzigen geschlossenen
ebenen Raumkurven konstanter Kriimmung o > 0 die Kreise mit Radius
1/ko (siehe zum Beispiel [11], S.16: Nr. 1.12 a). Ihre Torsion 7 ist in jedem
Kurvenpunkt gleich 0.

Eine nichtebene regulire C?-Kurve konstanter Kriimmung kg > 0 ist im E3
nicht notwendig geschlossen, wie die Schraublinien zeigen, die Raumkurven
konstanter Kriimmung und zugleich konstanter Torsion 7 # 0, aber nicht
geschlossen sind.

In dieser Arbeit werden drei verschiedenartige Konstruktionsprinzipien fiir
nichtebene Kurven im E? mit vorgegebener konstanter Kriimmung kg > 0
entwickelt; diese Konstruktionsprinzipien werden in dieser Einleitung mit
(I), (II) und (III) bezeichnet. Hierbei gelangt man zu einer Vielzahl kon-
kreter Beispiele, insbesondere fiir geschlossene nichtebene Kurven konstanter
Kriimmung, sogenannte “Gewundene Kreise”. Fiir die letztgenannte Kur-
venklasse hat der Verfasser erste Ergebnisse bereits in [10] (als Koautor)
beziehungsweise in seiner Diplomarbeit [3] erzielt. Ausziige hiervon wurden,
eingeordnet in das Gesamtkonzept, in diese Arbeit iibernommen, und zwar
in den beiden Abschnitten 3.1 iiber Gewundene C?-Kreise aus Schraublini-
enbogen geméf [10] beziehungsweise 5.5 iiber Windschiefe und Gewundene
Kreise auf Drehzylindern geméa8 [3].

Das Konstruktionsprinzip (I) (siche Abschnitt 3) gibt eine — im Prinzip be-
liebige — auf der Einheitssphire S? verlaufende regulire C'-Kurve c¢* vor.
Mittels geeigneter Quadraturen erhélt man aus der Kurve ¢*, die als sphéri-
sches Tangentenbild aufgefasst wird, eine Parameterdarstellung einer Raum-
kurve ¢ konstanter Kriitmmung x, welche in der Literatur (zum Beispiel [13],
S. 163, 283) als “Windschiefer Kreis” bezeichnet wird. Ist ¢* eine geschlos-
sene regulire C'-Kurve und liegt der geometrische Schwerpunkt von ¢* im
Mittelpunkt von S?, dann (und nur dann) ist die zugehorige Raumkurve ¢
sogar eine geschlossene C*-Raumkurve konstanter Kriimmung, also ein Ge-
wundener Kreis. Ein diesbeziiglicher Lehrsatz wurde in [10] und [3] bewiesen.
Bei der Anwendung dieses Prinzips wird besonders die Vorgabe von solchen
“sphérischen Tangentenbildern” ¢* untersucht, die giinstige Symmetrieeigen-
schaften besitzen, welche die Inzidenz des geometrischen Schwerpunkts von
¢* mit dem Mittelpunkt der Trigersphire S? garantieren. Insbesondere lassen
sich zu gewissen sphérischen Tangentenbildern ¢* spezielle Klassen Gewun-
dener Kreise finden, die unter Verwendung elementarer Funktionen parame-



trisiert werden kénnen. Schliefllich wird eine besondere nichtebene sphérische
Kurve ¢* C S? betrachtet, deren Bogenlinge gleich ihrer beim Kurvendurch-
lauf fortschreitenden, lings des Aquators gemessenen geographischen Linge
ist. Diese Kurve ¢* wird dann als sphérisches Tangentenbild aufgefasst, und
die zugehorige — bis auf Ahnlichkeiten eindeutige — Raumkurve ¢ konstan-
ter Kriimmung wird bestimmt: diese nédhert sich asymptotisch einem Paar
translationsgleicher Kreise.

Beim Konstruktionsprinzip (II) (siche Abschnitt 4) wird gezeigt, dass — und
wie — ein beliebig vorgegebener C?-Kurvenbogen ¢ konstanter Kriimmung
ko mit Hilfe gewisser Ergénzungen seines sphérischen Tangentenbildes ¢* zu
einem Gewundenen C%-Kreis vervollstindigt werden kann.

Ohne Einbeziehung des sphérischen Tangentenbildes wird in Abschnitt 5
das Konstruktionsprinzip (III) fiir Raumkurven ¢ konstanter Kriimmung
beschrieben, die auf einer durch ihre Profilkurve ¢ vorgegebenen Zylinder-
fliche @ verlaufen. Ist insbesondere ® ein Kettenlinienzylinder (Abschnitt
5.4) oder ein Drehzylinder (Abschnitt 5.5), so finden sich — wie fiir den Dreh-
zylinder schon in [3] gezeigt wurde — sogar auf ® verlaufende geschlossene,
nichtebene Raumkurven ¢ konstanter Kriimmung der Differenzierbarkeits-
klasse C*. Schliellich wird in Abschnitt 5.6 eine Schar von Zylinderflichen ®
bestimmt, auf denen jeweils eine (nichtgeschlossene) Raumkurve ¢ konstan-
ter Kriitmmung r( derart verlduft, dass auch ihre geodétische Kriimmung &,
beziiglich ® konstant ist.



2 Windschiefe und Gewundene Kreise:
Definition, Eigenschaften

2.1 Windschiefe und Gewundene Kreise

In diesem Abschnitt werden die Begriffe Windschiefer Kreis und Gewundener
Kreis eingefithrt und ein Satz iiber die Geschlossenheit konstant gekriimmter
Raumkurven formuliert (siehe auch [10]). Dieser Satz liefert das Konstrukti-
onsprinzip (I) fiir konstant gekriimmte Raumkurven ¢ zu deren vorgegebenem
sphérischem Tangentenbild c*.

Definition 2.1 (Windschiefer Kreis)
Eine nichtebene, requlire C*-Kurve (k > 2) konstanter Kriimmung ko > 0
im 3-dimensionalen euklidischen Raum E? heifst ein Windschiefer C*-Kreis.

Definition 2.2 (Gewundener Kreis)
Ein geschlossener Windschiefer Kreis der Differenzierbarkeitsklasse C*

(k > 2) gemdf$ Definition 2.1 heifst ein Gewundener C*-Kreis.

In [10] wurden Gewundene Kreise der Differenzierbarkeitsklasse C? bestimmt
iiber das zu einer reguldren C'-Kurve c : r(s), s € I (ohne Einschrinkung sei
s Bogenliange von c) definierte sphdrische Tangentenbild

* * d /
& x(s)::d—iz:x(s), sel. (2.1)

Bei diesem methodischen Ansatz wird ein Konstruktionsprinzip benutzt (sie-
he [10]), welches in folgendem Satz begriindet ist:

Satz 2.1 Gegeben sei im 3-dimensionalen euklidischen Raum E?® eine ge-
schlossene, requlir parametrisierte C"~*-Kurve (r > 2)

cor(sY), stel:=]0,L7]

(ohne Einschrinkung sei s* Bogenlinge) auf der Einheitssphire S* (Mittel-
punkt 0*(0,0,0)) der Linge L* bei einmaliger Durchlaufung. Also gelte

7)

&) = 155000 = 1 wste I,
r(0) = (L), (2.2)
dsz* dk?*

— = L* =1,....r—1).

ds*k (0) ds*’f ( ) (k ) , T )

Unter den Voraussetzungen (2.2) gilt dann:
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(a) Fiir jedes reelle ko > 0 ist die mit r*(s*) gemafS (2.2) definierte Kurve

: x(s):—/x*(s*)ds*, sel=[0L], L=2 (23

Ro

eine requldre, auf ihre Bogenlinge s bezogene, C"-Kurve mit der Linge
L = L*/ky und der konstanten Krimmung k(s) = Kq.

(b) Eine durch (2.2) und (2.3) definierte Kurve ist genau dann geschlos-
sen, wenn der geometrische Schwerpunkt G* ihres sphdarischen Tan-
gentenbildes ¢ mit dem Mittelpunkt O* von S? zusammenfillt. Dies ist
gleichbedeutend mit der Bedingung

L*
L 0°G" = / *(s*)ds* = 0. (2.4)

0

(c) Eine geschlossene C"-Kurve (r > 2) ¢ konstanter Krimmung, defi-
niert durch (2.2), (2.83), (2.4) ist nichteben, damit also ein Gewundener
Kreis, genau dann, wenn thr (geschlossenes) spharisches Tangentenbild
c* nicht in einem Grofikreis der Sphire S? enthalten ist.

Der Beweis dieses Satzes kann in [10], Seite 19 nachgelesen werden; vergleiche
auch [13], S. 162-163: Satz 1 und Bemerkung 1.

Satz 2.1 liefert ein allgemeines Konstruktionsprinzip fiir Raumkurven ¢ € E3
konstanter Kriimmung ko > 0, deren regulédres und nicht in einem Grofikreis
der Sphire S? enthaltenes sphirisches Tangentenbild ¢* € C! vorgegeben
wird. Hat die sphérische Kurve ¢* zudem noch die Schwerpunktseigenschaft
(2.4) in Satz 2.1, zum Beispiel aufgrund gewisser Symmetrieeigenschaften, so
ist der mittels Integration geméf (2.3) erhaltene Windschiefe Kreis ¢ insbe-
sondere ein Gewundener Kreis (mit Kriimmung o). Hierbei kann man die
Kurve ¢* zum Beispiel — wie in [10] — als sphérische C'-Kurve, zusammen-
gesetzt aus Kreisbdgen der Trigersphire S?, vorgeben (vergleiche Abschnitt
3.1). Der geometrische Schwerpunkt G* von ¢* koinzidiert in [10] aufgrund
geeigneter Symmetrieeigenschaften von ¢* mit dem Mittelpunkt O* von S2.
Wie im Abschnitt 3.1 kurz vorgestellt wird (siehe auch [10] und [3]), setzen
sich die hieraus resultierenden Gewundenen Kreise ¢ aus Schraublinienbdgen
zusammen.



2.2 Sphirische Kurven konstanter Kriimmung

In diesem Abschnitt wird zunéchst eine elementare Beziehung zwischen der
Kriimmung «(s) und der Torsion 7(s) einer auf ihre Bogenlinge s € I be-
zogenen sphérischen Kurve ¢ mit Parameterdarstellung r(s) hergeleitet. Als
Resultat dessen lisst sich dann eine Aussage iiber die Existenz und Art kon-
stant gekriimmter sphérischer Kurven ableiten. Wir benutzen die Ableitungs-
gleichungen fiir das FRENETsche Dreibein einer reguliren, W-Punkt-freien
C"-Kurve (r > 3), das heifit x(s) # 0, mit Bogenldngenparameter s und
darauf bezogener Parameterdarstellung r(s), Kriimmung (s) € C"2 und
Torsion 7(s) € C".

Seien im Folgenden beziiglich der auf Bogenlidnge s bezogenen Parameterdar-
stellung x(s) der reguliren C3-Raumkurve c in Nicht-W-Punkten (x(s) # 0)

d
der Tangenteneinheitsvektor mit e;(s) = d_;’ der Hauptnormaleneinheits-
vektor mit e(s), der Binormaleneinheitsvektor mit e3(s) bezeichnet. Dieses
begleitende Dreibein {el(s), ea(s), eg(s)} der Kurve ¢ bildet im Kurvenpunkt

t(s) eine Orthonormalbasis des E3.

Bezeichnen wir abkiirzend die (einmalige) Differentiation nach s mit einem
oberen Strichindexr “’ 7, so lauten die Ableitungsregeln fiir das Begleitende
Dreibein nach FRENET

2,1 = Keg ,
2’2 = —Kep t+7Te3, (25)
e = —Tey .

Nun sei der Mittelpunkt der Sphére > mit Radius p > 0 ohne Einschréankung
der Nullpunkt O des 3-dimensionalen euklidischen Raumes E2. Dann erfiillt
die Parameterdarstellung r(s) einer Kurve ¢ C ¥ notwendig die Gleichung
|x(s) | = p, quivalent dazu

t(s)-z(s) = p*. (2.6)
Differentiation von (2.6) nach der Bogenlénge s liefert (unter Weglassen des
Funktionsarguments s) mit (2.5)

O=1x-¢ =71-¢. (2.7)

Nochmaliges Differenzieren ergibt



Voeg el =14+ k-(r-e) =0. (2.8)
Wegen (2.8) muss stets 0 # x(s) := [t"(s)], also

A(s) > 0 (2.9)

gelten. Somit verschwindet bei sphérischen Kurven ¢ die Kriimmung s in
keinem Kurvenpunkt, ¢ besitzt also keine W-Punkte. Man kann deshalb (2.8)
umformen zu

1
“8g = — — . 2.10
I-e - ( )
Differentiation von (2.10) ergibt

/

x,.e2_‘_x.e/ — i
2 HQ

Mit (2.5) folgt
KJ,
¢ €y + $'<—l€€1 + 7'63) = ?,
was wegen der Orthogonalitat der Vektoren ey, e und (2.7) zu
K;/
wird. Fiir Kurvenpunkte X von ¢ mit 7 # 0, also Nicht-Henkelpunkte, erhalt
man schliefllich

K}/

r-e3 = (2.12)

K2T
Mit (2.7), (2.10) und (2.12) haben wir in Nicht-Henkelpunkten (7 # 0) von
¢ die folgende Zerlegung von g(s):

KJ,

1
r = —E-e2+K2T~e3. (2.13)
Fiir Kurven ¢ ohne Henkelpunkte, also 7(s) # 0 fiir alle s € I, und konstante
1
Kriimmung k =: kg > —, also fiir £'(s) = 0, lautet die Zerlegung (2.13) von

r(s) im begleitenden FRENETschen Dreibein von ¢:

r=—-¢. (2.14)
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Wegen ¢, = — = Y ound k= ko = const bedeutet (2.14) umgeformt

e s
U+ Ker=o0. (2.15)

Die auf Bogenlidnge s bezogene Parameterdarstellung r(s) einer sphdrischen
Kurve ¢ mit konstanter Kriimmung s erfiillt also eine 3-dimensionale Schwin-
gungsgleichung der Form (2.15).

Leicht ist einzusehen, dass die Losung von (2.15) unter den notwendigen
Nebenbedingungen

Ws)?=p"  ud  (Y(s)’ =1
zu den damit vertriglichen Anfangsbedingungen

£(0) =xo mit [jxoll=p,

x/(O) = fo mit ||i0|| =1 und Yo '?0 =0
mit Definitionsbereich s € I := [0,L] C R, (L > 0) in einem Kreis ¢ der
Sphire X : 12 = p? enthalten, also eine ebene geschlossene Kurve konstanter
Kriimmung kg > — ist. Damit verschwindet — entgegen der Annahme — die

Torsion 7 der auf der Sphére ¥ (Radius p) verlaufenden Kurve ¢ konstan-
ter Kriimmung kg > 1/p in jedem Kurvenpunkt, ¢ ist also notwendig ein
ebener Schnitt von . Dies ist wiederum hinreichend fiir die Konstanz der
Kriimmung von c. Folglich gilt:

Satz 2.2 Fine auf einer Sphire ¥ verlaufende Kurve ¢ besitzt genau dann
konstante Kurvenkrimmung, wenn c ein ebener Schnitt von ¥ ist, das heifst
c liegt in einem Grof$- oder Kleinkreis der Sphdre Y.

Anmerkung: Die Aussage des Satzes 2.2 ist — ohne Beweis — in [11], S. 16 als
Aufgabe 1.12 b) formuliert.
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3 Windschiefe und Gewundene Kreise zu vor-
gegebenem sphirischem Tangentenbild

In diesem Abschnitt werden wir konstant gekriimmte Raumkurven ¢ zu spe-
ziell vorgegebenen sphérischen Tangentenbildern ¢* vorstellen. Hierbei sind
die endgiiltigen Parameterdarstellungen der Raumkurven nicht immer analy-
tisch geschlossen darstellbar. Deren in Abbildungen veranschaulichte Gestalt
zeigt aber die Vielfalt und Formschonheit der so gefundenen Windschiefen
und Gewundenen Kreise.

3.1 Aus Schraublinienb6gen zusammengesetzte Gewun-
dene Kreise

Wie schon in [10] ausfiihrlich behandelt und in [3] weitergefiihrt, werden
im Folgenden Gewundene Kreise ¢ (genau von) der Differenzierbarkeitsklas-
se C? vorgestellt, deren regulire sphirische Tangentenbilder ¢* € C!' aus
Kreisbogen der Sphire S? zusammengesetzt sind. Aufgrund geeignet gew#hl-
ter Symmetrieeigenschaften erfiillen diese sphérischen Kurven ¢* zudem die
Schwerpunktsbedingung (2.4) in Satz 2.1.

Die Formel (2.3) fiir die Parameterdarstellung der aus dem sphérischen Tan-
gentenbild ¢* resultierenden Raumkurve ¢ konstanter Kriimmung xg > 0
zeigt, dass jedem Kleinkreisbogen von c¢* ein Bogen einer Schraublinie und

jedem Groflkreisbogen von c¢* ein Kreishogen mit Radius — entspricht.
Ko

Die folgenden Abbildungen 3.1 bis 3.6, von denen Abbildung 3.4 aus [3]
und Abbildung 3.6 aus [10] entnommen ist, zeigen Beispiele Gewundener
C?-Kreise und teilweise auch die ihnen zugrundeliegenden sphérischen Tan-
gentenbilder, die aus Kreisbégen der Sphire S? zusammengesetzt sind:

12



Abbildung 3.1:  Konstruktion zweier Varianten des sphérischen Tangenten-
bildes ¢* eines Gewundenen C%-Kreises, der aus vier kongruenten Schraub-
linienbogen zusammengesetzt ist. Beim Kippen der Kleinkreistragerebenen
in gleichem Winkel zu einer festen Ebene bleibt die Koinzidenz des geome-
trischen Schwerpunkts von ¢* mit dem Mittelpunkt O* der Trigersphiire S?
erhalten.

AN

=rtana-sin/r

rtana

rw cot a

rw
27r

A

Abbildung 3.2:  Zwei aufeinanderfolgende Schraublinienbogen c¢;, ¢;11 eines
Windschiefen C%-Kreises und die Abwicklung des Trigerdrehzylinders samt
der Schraublinie ¢; und der Schnittkurve e;;; mit dem Trédgerdrehzylinder
des angrenzenden Schraublinienbogens c¢;1; in die Ebene.

13



Abbildung 3.3:  Gewundener C%-Kreis ¢, zusammengesetzt aus vier Schraub-
linienbogen, deren Achsenpolygon ein Quadrat, also eben ist, in zwei Nor-
malrissen samt sphérischem Tangentenbild c*.
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Abbildung 3.4:  Gewundene C?-Kreise ¢, zusammengesetzt aus vier Schraub-
linienbogen samt der Verschneidung ihrer jeweiligen Trégerdrehzylinder.
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Abbildung 3.5:  Gewundener C%-Kreis ¢, zusammengesetzt aus sechs Schraub-
linienbogen, deren Achsenpolygon eben ist, in zwei Normalrissen. ¢ besitzt
einen Selbstberiihrungspunkt X5 = X;.

Abbildung 3.6:  Gewundene C?-Kreise ¢, jeweils zusammengesetzt aus sechs
Schraublinienbogen, mit ebenem beziehungsweise aus Kanten eines Wiirfels
zusammengesetztem Achsenpolygon.
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3.2 Windschiefe und Gewundene Kreise zu einem sphéri-
schen Tangentenbild ¢*, dessen Grundriss vorgege-
ben ist

Wie im Abschnitt 3.1 diskutieren wir in den folgenden Abschnitten 3.2 und
3.3 Windschiefe und Gewundene Kreise ¢ C E? zu vorgegebenem sphéri-
schem Tangentenbild ¢*. In Abschnitt 3.2 werden spezielle Parameteransétze
fiir ¢* zu konkreten Beispielen — sogar auch der Differenzierbarkeitsklasse
C¥ — fithren. Den Ausgangspunkt der Betrachtungen in Abschnitt 3.3 bildet
eine spezielle sphérische Kurve ¢*, die interessante differentialgeometrische
Deutungen zulédsst und insbesondere die Konstruktion eines Windschiefen
Kreises ¢ mit asymptotischem Kreispaar ermdoglicht.

3.2.1 Parameterdarstellung des sphirischen Tangentenbildes ¢*

Im Folgenden wollen wir den Ansatz fiir ¢* formulieren: Wir setzen dazu die
Kurve ¢* durch ihren Grundriss ¢* beziiglich einer beliebigen Grofikreisebene
m (in einem kartesischen zyz-Koordinatensystem als xy-Ebene gewihlt) der
Sphéire S? (mit Mittelpunkt O(0,0,0)) an. Hierbei sei ¢* in Polarkoordina-
ten (7, ) beschrieben, also durch Vorgabe einer Radiusfunktion r = r(¢p) in
Abhéngigkeit von dem zur positiven x-Achse gemessenen Winkel ¢, mit der
Einschrankung | r(¢) | < 1. Diese Forderungen werden durch die Polarkoor-
dinatendarstellung

*

& or(p) =1 cosf(e), pelCR (3.1)

mit (vorerst) beliebiger, auf den Polarwinkel ¢ bezogener, C*-Funktion (k >

1)

f:IT—=R, o f(p)

realisiert. Als Kurve in der Ebene 7; : 2z = 0 lésst sich ¢* nun im zugehérigen
kartesischen zy-Koordinatensystem wie folgt parametrisieren:

v = (50) - (SR e ) ver o2

Hierbei liegt der Mittelpunkt der Trigersphire S? von ¢* im Koordinatenur-
sprung 0(0,0,0) € 7.

Nun erhalten wir die Kurve ¢* durch Orthogonalprojektion von ¢* aus der
“Aquatorebene” m : 2z = 0 heraus auf die Sphire S2. Im kartesischen
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xyz-Koordinatensystem setzen wir daher ausgehend von (3.2) die Parame-
terdarstellung r*(¢) = (2*(¢), y* (), 2*(¢)) der Kurve ¢* C 5% an als

cos f () cos
cos f(p)sing | ,pel (3.3)
9(®)

mit einer C*-Funktion (k > 1) g(¢), ¢ € I, welche der Bedingung

()

1 = 1" (¢)* = cos® f(p) + glp)? Vepel

gentigt.

Die Funktion g(¢) in (3.3) ist also durch f(y) — zunéchst zweideutig — be-
stimmt gemé&fl der Beziehung

g(p)? = 1 — cos® f(p) = sin® f(p)

also g(¢) = £sin f(p). Wir withlen hier g(¢) als die C*-Funktion (k > 1)

g(p) = sin f(p) . (3.4)

Eine Beispielklasse sphirischer C*-Kurven ¢* € S? (k > 1) mit Parameter-
darstellung (3.3) ist dann mit (3.4) gegeben durch

cos f(¢) - cos p
& (p) = | cosf(e)-sing |, pel. (3.5)
sin f(¢)

Wir nennen die C*-Funktion f: [(CR) — R, ¢ — f(¢) (k > 1) im Folgen-
den die “Basisfunktion” der sphérischen Kurve ¢* geméafl (3.5).

Fiir die weiteren Betrachtungen bestimmen wir im folgenden Teilabschnitt
den Tangentenvektor und die Bogenlénge von ¢* gemif (3.5).
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3.2.2 Regularitat und Bogenléinge von c*

Callfp von ¢* ergibt sich gemB (3.5) mit f(p) := %

Der Tangentenvektor t* :=

zu

() sin [(g) -cosp — cos f(g) -sinp
*(p) = —f(p) -sin f(p) -sinp + cos f(p)-cose | . (3.6)

f() - cos f()
Fiir die Bogenldnge s* der Kurve ¢* gilt geméaf (3.6)

ds*\* ) 2 ) 2
(d@) :(x) = f* + cos” f,

also

= 1E )] = VIR + (o). (3.7)

Damit ist ¢* genau dann eine regulire C'-Kurve, wenn o # t*, also gemif
(3.7) .
fl@)* + cos” f() > 0 (3.8)

zu gegebener Funktion f(¢) ist. Nun ist
[#(0) [P = f(#)® + cos® f(p) =0

genau dann, wenn fiir bestimmtes ¢ = ¢y € 1

f(go) = 0 und zugleich cos f(¢g) = 0 (3.9)
gilt, wobei die letzte Gleichung f(yg) € {g + WZ} bedeutet.

Mit (3.9) ist demnach die sphérische Kurve ¢* mit der Parameterdarstellung
(3.5) genau dann eine reguldre C*-Kurve (k > 1), wenn fiir alle ¢ € T

f(p) #0 oder (auch) f(p) ¢ {g + WZ} (3.10)

ist.
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3.2.3 Die Torsion der zu ¢* gehorigen Windschiefen Kreise

Als Néchstes werden wir die Torsion 7 einer Raumkurve ¢ konstanter Kriim-
mung ko > 0 berechnen, die durch ihr sphéarisches Tangentenbild ¢* in fol-
gendem Sinne gegeben ist:

Das sphérische Tangentenbild ¢* der Raumkurve ¢ sei in einer Parameter-
darstellung *(¢) € C* (k > 2) beziiglich eines allgemeinen Parameters
¢ € I C R gegeben, ¢ sei im Allgemeinen weder die Bogenldnge s von
¢, noch die Bogenlénge s* von ¢*. Wir berechnen nun aus *(¢) die Torsion 7
der Raumkurve ¢ mit dem durch p*(¢) gegebenen sphérischen Tangentenbild
c* von c.

Beziiglich der Bogenlédnge s berechnet sich die Torsion eines Windschiefen
Kreises ¢ nach [13], S. 156 mit k(s) = kg zu

det ,(S), ”(8), ”/(8)
T(s) = (zc zc2 i ) (3.11)

Ko

wobei kg > 0 die konstante Kurvenkriimmung von ¢ bezeichne. Geméafl der
Definition des sphérischen Tangentenbildes ist

W
ds
und damit
e de dp i
ds dp ds* ds’
also wegen
ds* . ds* dr* dx’
Colel wa Sk o)
insgesamt:
t' = ko - |§*| : (3.12)

Die Differentiation von (3.12) nach der Bogenlidnge s ergibt dann

" " dy" dp dst o, 1 d<i*)

T s T dp ds ds T M TE] de T

)
o | Lde \|#* ] | | ’
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Die Torsion 7 = det(x’,z”,")/k3 berechnet sich damit in Abhingigkeit vom
allgemeinen Kurvenparameter ¢ der Raumkurve ¢ und von der Parameter-
darstellung t* () des sphérischen Tangentenbildes ¢* von ¢ zu

1 K2 d 1 1
T((p) = — det (X*,HZ Tl Teel |i—< ) X + — *:|) .
K2 el 1] Lde \JF] & ]

Dies liefert schliellich die gesuchte Formel

B det (zc*(so),z’c*(so)>ié(s0)) 3.13
() = Ko (o) ]° ' o

Diese Formel (3.13) werden wir nun verwenden, um die Torsion einer konstant
gekriimmten Raumkurve ¢ zu speziell vorgegebenem sphérischem Tangenten-
bild ¢* geméf (3.5) zu bestimmen:

Fiir die mit einer allgemeinen C*-Funktion f(y) (k > 2) angesetzte Parame-
terdarstellung (3.5) der sphérischen Kurve ¢* erhélt man durch Differentia-
tion die Formel (3.6) und weiter

2sin @ - sin f - f—cosap cos f - f2—cos - (cos f +sin f - f)
(o) = —2cosp-sinf-f—sing-cosf- f2—s1ng0 (cos f +sin f - f)
—sinf-f24cosf-f
(3.14)

Durch Einsetzen von (3.5), (3.6), (3.7) und (3.14) in (3.13) folgt insgesamt
die Formel

ko Asin f(g) - fl@)? +cos () - [sin (2£ () +2f ()
T(p) = o - - . (3.15)

’ VF(9) + cos? ()

Alle Henkelpunkte von ¢, also genau die Punkte mit verschwindender Torsion
7(¢p), sind demnach bestimmt durch die Parameterwerte ¢, die

4sin () - f()? + cos f(p) - [sin (2f(p)) + 2f(<ﬁ)] =0 (3.16)
und die Regularititsbedingung (3.10) erfiillen.

Die Ermittlung der Henkelpunkte der Raumkurve ¢ aus (3.16) muss zu spe-
ziell vorgegebener Basisfunktion f(y) jeweils einzeln diskutiert werden. Im
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folgenden Abschnitt 3.2.4 wird uns zum Beispiel zu jeder der Funktionen
fle) =m - mit m € R\ {0} die Bestimmung aller Henkelpunkte der zu f
gehorenden Raumkurven ¢ konstanter Kriimmung kg gelingen (Satz 3.2).

3.2.4 Windschiefe und Gewundene Kreise
zu vorgegebenem sphirischem Tangentenbild
mit einer Basisfunktion f(¢) = me

In den folgenden Abschnitten 3.2.4 bis 3.2.6 werden wir als konkrete Bei-
spiele verschiedene Klassen von Windschiefen und Gewundenen Kreisen vor-
stellen, deren sphérisches Tangentenbild ¢* geméafl der Konstruktion in den
Abschnitten 3.2.1 und 3.2.2 angesetzt wird, wobei die Basisfunktion f(¢) in
der Parameterdarstellung (3.5) von ¢* in unterschiedlicher Weise — gemé8
(3.17) beziehungsweise (3.44) beziehungsweise (3.68) — gewéhlt wird. Wir
wahlen zunéchst, fiir den vorliegenden Abschnitt 3.2.4, in der allgemeinen
Darstellung aus Abschnitt 3.2.1 die spezielle Klasse von Basisfunktionen

flp) = me, (3.17)
mit ¢ € R und einer Konstante m € R\ {0}.

Bemerkt sei hierzu, dass in (3.17) die — hier ausgeschlossene — Wahl m = 0,
also f(p) = 0, geméB (3.5) den trivialen Fall liefert, dass das sphérische
Tangentenbild ¢ in einem Grofkreis, nimlich in dem Aquatorkreis von S?
enthalten ist. Der zugehorige Windschiefe Kreis ¢ ist damit in einem Kreis
enthalten.

Die Parameterdarstellung des sphérischen Tangentenbildes ¢* lautet dann
gemi$ (3.17) und (3.5)

cos(mep) - cos @
' (p) = [ cos(mp)-sinp | , pelCR. (3.18)
sin(mey)

Bemerkung: Die zu ¢* gemé$ (3.1) mit (3.17) gehorige Grundrisskurve ¢* in
der Aquatorebene z = 0 — mit der Polarkoordinatendarstellung r = r(y) :=
cos(mep), ¢ € R —ist nach [6], S. 336 fir jedes m € R\ {0} eine “Rosenkurve”
mit dem Umkreisradius 1.
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Geschlossene sphirische Tangentenbilder ¢ der Klasse C*

Wir untersuchen nun die Kurve ¢* mit der Parameterdarstellung (3.18) auf
Geschlossenheit und Zugehorigkeit zur Differenzierbarkeitsklasse C* in Ab-
héngigkeit von der Konstante m € R\ {0}:

Wir wihlen dazu in der Parameterdarstellung r*(¢) geméaf (3.18) den De-
finitionsbereich I = R. Nun ist ¢* eine geschlossene C*-Kurve, wenn ein
p € R\ {0} existiert mit

p+p) = r*(p) firallepel =R. (3.19)
Beziiglich (3.18) bedeutet (3.19), dass dann fiir alle ¢ € R
cos(mp +mp) = cosp und sin(me +mp) = sinyp (3.20)

sowie
cos(p+p) = cose und sin(p+p) = sing (3.21)

gilt. Da ja nach Voraussetzung mp # 0 gilt, ist (3.20) erfiillt, wenn mp von
der Gestalt

mp = 2qw, q€Z\{0} (3.22)
ist; (3.21) gilt, wenn p die Darstellung
p=2/m, ¢€Z\{0} (3.23)

hat. Die Gleichungen (3.22) und (3.23) gelten, wenn die Zahl m € R\ {0}

von der Gestalt
!

m :qg mit ¢,¢ € Z\ {0}, (3.24)

also m € Q\ {0} ist. Insgesamt ldsst sich mit (3.23) und (3.24) folgender
Satz formulieren:

Satz 3.1 Die sphirische Kurve ¢ C S% mit der Parameterdarstellung

cos(me) - cos @
(p) =1 | cos(mep)-sing | , p€R (3.25)
sin(my)
ist fir jedes m € Q\ {0} eine nichtebene, geschlossene C*-Kurve. Hat dann
m in gekiirzter Form die Darstellung
m=2 (g € Z\ {0}, ¢ € N; q,q¢ teilerfremd) , (3.26)
q
so gilt fir alle p € R
(o) =1 (o +2¢'7); (3.27)
das heif$t p := 2¢'m ist eine Periode von t*(p).
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Parameterdarstellung der zum sphérischen Tangentenbild ¢* gehori-
gen Windschiefen Kreise ¢

Fiir die Bogenlinge s* der sphérischen Kurve c¢* gemaf} (3.18) gilt wegen (3.7)
und (3.17) mit f(p) = m nun

ds*
de

Fassen wir nun die sphérische Kurve ¢* mit Darstellung (3.18) als sphérisches
Tangentenbild einer Raumkurve konstanter Kriimmung o > 0 auf, so folgt
aus Satz 2.1, Formel (2.3) oder auch mit (2.1), dass die Bogenlidnge s von
¢ zur Bogenlidnge s* des zugehorigen sphérischen Tangentenbildes ¢* in der
einfachen Beziehung

= /m2 + cos?(myp) . (3.28)

ds* dr* " B
s lasl T lt"(s)] = ko, (3.29)
also s
S
A Ko (3.30)

steht. Auflerdem ist dann

. dr dr dp dst dr (ds*)_l
—_ _  — . —_ . .K;O

T ds  dp ds* ds  dp \dy

und folglich

dr 1 ds*
. 31
dp Ko r dp’ (3.31)

was flir unsere Basisfunktion f(p) = mep mit (3.18) und (3.28) zu

d 1 cos(mep) - cos p
o = = cos(my) -sing | - v/m2 + cos2(mep) (3.32)
v fo sin(mey)

wird. Die Integration von (3.32) ergibt die folgende auf den Parameter ¢
(= Polarwinkel im Grundriss von ¢*) bezogene Parameterdarstellung r(y)
der zum sphérischen Tangentenbild ¢* gemaf (3.18) gehorigen Raumkurve ¢
konstanter Kriimmung ro > 0 zur Basisfunktion f(¢) = me:

Ty cos(mt) - cost
/ cos(mt) -sint | - \/m2+cos2(mt) dt,  (3.33)
0 sin(mt)
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mit Definitionsbereich ¢ € I C R.

Nun betrachten wir die Koordinatenfunktionen obiger Parameterdarstellung
(3.33) von ¢ im Hinblick auf geschlossene Integrierbarkeit:

Die vom Parameter m abhédngigen Integrale in den Koordinatenfunktionen
z(¢p) und y(p), jeweils in der unbestimmten Form

/cos(mt) -cost - \/m?2 4 cos?(mt) dt

beziehungsweise

/cos(mt) -sint - \/m2 + cos?(mt) dt

lassen sich fiir beliebigen Parameter m € R\ {0} nicht geschlossen mittels
elementarer Funktionen, etwa durch geschickte Substitution, darstellen. Zu-
mindest existieren fiir alle m € R die Integrale fiir die Koordinatenfunktionen
z(p) und y(p) aufgrund der stetigen Integranden und wegen

m? + cos*(mt) > 0
fiir alle t € R und alle m € R.

Die Koordinatenfunktion z(¢) in (3.33) lésst sich allerdings stets elementar
darstellen. Mittels der Substitution

u(t) := cos(mt)

erhélt man ndmlich fiir m # 0 zunéchst

1
/sin(mt) Vm? + cos?(mt) dt = —— / vm? 4+ u?du
m

1
= —— [uvm2+u2+

2m

Cu
+ m? arsinh—
m

Die Riicksubstitution u = cos(mt) liefert mit der Abkiirzung

T(p) == \/m?2 + cos?(mep) (3.34)
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fiir m # 0 die Beziehung

/sin(mt) T(t)dt = — QL [cos(mt) T(t) +m? alrsinh(i cos(mt)) } :

m m

An der Stelle ¢ = 0 nimmt die rechte Seite dieser Gleichung den Wert
1 , 1
C = —— |Vm?+ 1+ m-arsinh— (3.35)
2m m

an; die Koordinatenfunktion z(y) aus (3.33) ldsst sich demnach integralfrei
darstellen als

2(p) = — ! [cos(mcp) T() +m?* arsinh (% Cos(mgp)) ] _ ¢ . (3.36)

2Kom Ko

Unter Vernachlissigung der additiven Konstante —C'/kq in dieser Darstel-
lung von z(y), das heiBt bis auf Translation im R® erhalten wir damit
— bis auf Quadraturen in z(y) und y(¢) — folgende Parameterdarstellung
t(p) = (z(), y(p), 2(¢)), ¢ € R des Windschiefen Kreises ¢ mit Kriimmung
Ko > 0:

1

x(p) = o cos(mt) - cost - \/m?2 + cos?(mt) dt ,
0
ylp) = %0 cos(mt) - sint - \/m? 4 cos2(mt) dt , (3.37)
0
1 , (1
2(p) = TS ram {cos(mgo) T(p)+m arsmh(a cos(mgp))] ,

mit m € R\ {0} und T'(p) geméf (3.34).

Anmerkung: Fiir ¢ = 0 gehoren zu obiger Parameterdarstellung (3.37) des
Windschiefen Kreises ¢ nach (3.32) die “Anfangsbedingungen”

0
1
0 dx m? +1
0) = und —~0)=———-1 0],
£(0) ¢ d¢() p ’
Ro

mit Konstante C' geméf (3.35).
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Eine Symmetrieeigenschaft der Windschiefen Kreise c
Zur Diskussion etwaiger Symmetrieeigenschaften der zu verschiedenen Wer-
ten kg > 0 gehorigen Schar von Raumkurven ¢ mit Parameterdarstellung

(3.37) untersuchen wir nun die Koordinatenfunktionen von (3.37):

Wegen des geraden Integranden

cos(mt) cost y/m?2 + cos?(mt)

in z(p) und des ungeraden Integranden

cos(mt) sint \/m2 + cos?(mt)

in y(p) gilt fir alle p € R

o —p
/cos(mt) cost \/m? + cos?(mt) dt = — /cos(mt) cost /m?2 + cos?(mt) dt
0 0
beziehungsweise

o —p
/cos(mt) sint \/m?2 + cos?(mt) dt = /cos(mt) sint /m? + cos?(mt) dt
0 0

und damit fiir alle p € R

z(p) = —z(—¢) und  y(p) =y(—y). (3.38)

Die Koordinatenfunktion z(y) aus (3.37) mit (3.34) ist offenbar eine gerade
Funktion in ¢, also ist

2(p) = z(=¢) . (3.39)
fiir alle ¢ € R.
Ergebnis: Insgesamt bedeuten die drei Funktionalgleichungen in (3.38) und

(3.39), dass die Raumkurve ¢ mit der Parameterdarstellung (3.37) symme-
trisch zur Ebene x = 0, also zur yz-Ebene verlauft.
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Die Torsion der Windschiefen Kreise ¢

Die allgemeine Formel (3.15) werten wir nun fiir das spezielle sphérische Tan-
gentenbild ¢* der Parameterdarstellung (3.18) aus: Fiir f(¢) = m berechnet
sich geméf (3.15) die Torsion der Raumkurven ¢ mit Parameterdarstellung
(3.37) zu

| <2m2 + cos2(m<p)> - sin(mey)

(3.40)

3
\/m?2 + cos?(my)
Ist es nun noch moglich, die Torsion auf die Bogenldnge s der Raumkurve
¢ zu beziehen, das heifit die zweite natiirliche Gleichung des Windschiefen
Kreises ¢ zu ermitteln? Dazu betrachten wir die vorausgesetzten, aus der
Konstanz der Raumkurvenkriimmung s = k¢ resultierenden Beziehungen

ds* ds*
dfp = /m2 + cos?(my) und dss = Ko -
d ds ds*
Es ist allgemein d_s = dss* . é, was hier
¥
d 1
i = \V/m?2 + cos?(my) (3.41)

bedeutet. Die Differentialgleichung (3.41) fiir s(¢) ist aber im Fall m # 0
nicht elementar integrierbar, ihre allgemeine Losung s(p) wird dann durch
ein elliptisches Integral und eine additive Konstante dargestellt. Somit ist
© auch nicht lokal mittels elementarer Funktionen von s darstellbar, damit
auch nicht die Torsion 7 in (3.40). Die natiirliche Gleichung 7 = 7(s) der
konstant gekriimmten Raumkurve ¢ lésst sich somit nicht mittels elementa-
rer Funktionen angeben.

Die Henkelpunkte der Windschiefen Kreise ¢

Aus der Formel (3.40) fiir die Torsion 7 der Raumkurve ¢ konstanter Kriim-
mung ko geméf (3.37) ermitteln wir die Henkelpunkte von ¢, also die Kur-
venpunkte mit verschwindender Torsion: Da in (3.40) fiir alle ¢ € R und
m € R\ {0} stets

2m* +cos’(my) > 0 und  m* + cos*(my) > 0

gilt, verschwindet die Torsion 7(p) genau fiir solche Kurvenpunkte X (¢) € ¢,
fiir die
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sin(mgp) =0
ist. Wegen (3.18) bedeutet dies im zugehorigen sphérischen Tangentenbild ¢*

2*(p) = sin(mep) =0 . (3.42)

Die Bedingung (3.42) beschreibt genau diejenigen Punkte X* des sphéri-
schen Tangentenbildes ¢* C S?, die auf dem Aquatorkreis (in der zy-Ebene)
liegen. Diese Punkte X* entsprechen genau den Kurvenpunkten X € ¢ mit
— beziiglich unserem Koordinatensystem — horizontalen, also zur xy-Ebene
parallelen Tangenten.

Insgesamt lassen sich die Kurvenpunkte X € ¢ mit verschwindender Torsion,
also die Henkelpunkte von ¢, in folgendem Satz charakterisieren:

Satz 3.2 Die Henkelpunkte H der in einem kartesischen xyz-Koordinaten-
system des E® durch die Parameterdarstellung (3.37) gegebenen Raumkurve
¢ konstanter Kriimmung sind genau die Kurvenpunkte mit zur Fbene z = 0
parallelen Tangenten.

Demnach sind insbesondere die Punkte der Raumkurve ¢ mit vertikaler Tan-
gente (siehe dazu die folgenden Abbildungen!) keine Henkelpunkte. Somit
sind auch die in den folgenden Abbildungen 3.7, 3.9 und 3.13 augenscheinlich
auftretenden Selbstberiihrungspunkte von Kurven ¢ zu diversen Basisfunk-
tionen f(¢) = mep, mit m € Q \ {0}, keine Henkelpunkte.
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Die folgenden Abbildungen 3.7 bis 3.13 zeigen die Gestalt der zur Basis-
funktion f(¢) = my gehérenden Windschiefen Kreise ¢ geméf (3.33) bezie-
hungsweise (3.37) fiir spezielle Werte m € Q \ {0}, fiir die nach Satz 3.1
die zugehorigen (teilweise im Grundriss in die Aquatorebene z = 0 abgebil-
deten) sphérischen Tangentenbilder ¢* gemé$ (3.18) geschlossene nichtebene
C¥-Kurven der Sphiire S? sind. Nach [6], S. 336 sind die Grundrisskurven
der sphérischen Tangentenbilder ¢* gemaf (3.18) fiir jedes m € R\ {0} “Ro-
senkurven”. Experimentell wird die Vermutung nahegelegt, dass diese Wind-
schiefen Kreise ¢ fiir geeignete Definitionsbereiche I C R sogar Gewundene
Kreise sind, das heifit ihre nach Satz 3.5 geschlossenen sphérischen Tangen-
tenbilder ¢* € C* erfiillen jeweils auch die Schwerpunktsbedingung (2.4) aus
Satz 2.1.

Die Abbildungen 3.8 - 3.13 wurden jeweils durch numerische Integration von
(3.33) mittels des Computeralgebrapakets MATHEMATICA erzeugt, wel-
ches keine Sichtbarkeiten beriicksichtigt. Experimentell wird die Vermutung
nahegelegt, dass (3.33) unter Verwendung der vollstindig gekiirzten Darstel-
lung

m=— (q€Z\{0}, ¢ €N;q,q teilerfremd)

fiir den Definitionsbereich
I = [0,2¢'7]

genau eine Kurvendurchlaufung von ¢ beschreibt.
Fiir die Kriimmung kg der Raumkurven ¢ wurde jeweils kg = 1 gesetzt. An
dem im Koordinatenursprung O(0,0,0) eingezeichneten xyz-Koordinaten-

kreuz sind auf den Koordinatenachsen die Punkte (1,0, 0), (0,1,0) und (0,0, 1)
markiert.
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Abbildung 3.7a): Das sphérische Tangentenbild ¢* des Gewundenen Kreises
c geméf der Parameterdarstellung (3.33) fiir die Basisfunktion f(y) = 3¢
mit dem Definitionsbereich I = [0, 27] im Grundriss in die Aquatorebene

(zy-Ebene). ¢* wird im Grundriss doppelt durchlaufen.
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Abbildung 3.7b): Der Gewundene Kreis ¢ gemif} (3.33) fiir die
Basisfunktion f(y) = 3¢ und dem minimalen Definitionsbereich I = [0, 27].
¢ besitzt drei Selbstberithrungspunkte By = X (7/6) = X(77/6),

By = X(7/2) = X(37/2), Bs = X(57/6) = X(117/6) und 6 Henkelpunkte
H; =X(jn/3),j€{0,1,2,3,4,5}. Die Kurvendurchlaufung erfolgt vom
Startpunkt O = H; iiber den Bogen ¢; nach Bj, von dort iiber den Bogen
¢ zum Punkt By, dann weiter iiber c3 zu Bs, von dort iiber ¢4 zum Punkt
By, dann iiber ¢5 zu B,, weiter iiber c¢g nach C3 und iiber ¢; zuriick zum
Startpunkt H; = O.
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Abbildung 3.7¢): Der Gewundene Kreis ¢ geméfl der Parameterdarstellung
(3.33) fiir die Basisfunktion f(¢) = 3 ¢ mit dem Definitionsbereich
I = [0, 27] im Grundriss in die xy-Ebene.
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Abbildung 3.8a): Das sphirische Tangentenbild ¢* des Gewundenen Kreises
¢ geméf der Parameterdarstellung (3.33) fiir die Basisfunktion f(p) = 4¢
mit dem Definitionsbereich I = [0, 27] im Grundriss in die Aquatorebene

(zy-Ebene).
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Abbildung 3.8b): Der Gewundene Kreis ¢ geméfl der Parameterdarstellung
(3.33) fiir die Basisfunktion f(y) = 4¢ mit dem Definitionsbereich
I =[0,2n].
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Abbildung 3.8¢): Der Gewundene Kreis ¢ geméfl der Parameterdarstellung
(3.33) fiir die Basisfunktion f(¢) = 4 ¢ mit dem Definitionsbereich
I = [0, 27] im Grundriss in die xy-Ebene.
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Abbildung 3.9a): Das sphérische Tangentenbild ¢* des Gewundenen Kreises
c geméf der Parameterdarstellung (3.33) fiir die Basisfunktion f(y) = 5¢
mit dem Definitionsbereich I = [0, 27] im Grundriss in die Aquatorebene

(zy-Ebene). ¢* wird im Grundriss doppelt durchlaufen.
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Abbildung 3.9b): Der Gewundene Kreis ¢ geméfi der Parameterdarstellung
(3.33) fiir die Basisfunktion f(y) = 5p mit dem Definitionsbereich
I =[0,2n].
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Abbildung 3.9¢): Der Gewundene Kreis ¢ geméfl der Parameterdarstellung
(3.33) fiir die Basisfunktion f(¢) = 5 ¢ mit dem Definitionsbereich
I =10,27] im Grundriss in die zy-Ebene.
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Abbildung 3.10a): Das sphérische Tangentenbild ¢* des Gewundenen

Kreises ¢ geméf der Parameterdarstellung (3.33) fiir die Basisfunktion

f(¢) = 6p mit dem Definitionsbereich I = [0, 27] im Grundriss in die
Aquatorebene (zy-Ebene).

40



Abbildung 3.10b): Der Gewundene Kreis ¢ geméf der Parameterdarstellung
(3.33) fiir die Basisfunktion f(y) = 6 mit dem Definitionsbereich
I =0,2m]|.
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Abbildung 3.10c): Der Gewundene Kreis ¢ geméafy der Parameterdarstellung
(3.33) fiir die Basisfunktion f(¢) = 6 ¢ mit dem Definitionsbereich
I =10,27] im Grundriss in die zy-Ebene.
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Abbildung 3.11a): Der Gewundene Kreis ¢ geméfl der Parameterdarstellung
2
(3.33) fiir die Basisfunktion f(¢) = - mit dem Definitionsbereich
I =0, 14n].
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Abbildung 3.11b): Der Gewundene Kreis ¢ geméfl der Parameterdarstellung
2
(3.33) fiir die Basisfunktion f(p) = -9 mit dem Definitionsbereich

I = [0, 147] im Normalriss in die yz-Ebene (oben) und die zz-Ebene
(unten).
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Abbildung 3.12a): Der Gewundene Kreis ¢ geméfl der Parameterdarstellung
2
(3.33) fiir die Basisfunktion f(p) = ¥ mit dem Definitionsbereich
I =10,22n].
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Abbildung 3.12b): Der Gewundene Kreis ¢ gemifl der Parameterdarstellung

2
(3.33) fiir die Basisfunktion f(y) = % mit dem Definitionsbereich

I =10,227] im Normalriss in die yz-Ebene (links) und die zz-Ebene
(rechts).
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Abbildung 3.13a): Das sphérische Tangentenbild ¢* des Gewundenen
Kreises ¢ geméf der Parameterdarstellung (3.33) fiir die Basisfunktion

fle) = gcp mit dem Definitionsbereich I = [0, 67| im Grundriss in die
Aquatorebene (ry-Ebene).
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Abbildung 3.13b): Der Gewundene Kreis ¢ gemifl der Parameterdarstellung

(3.33) fiir die Basisfunktion f(¢) = ggo mit dem Definitionsbereich
I =[0,67].
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Abbildung 3.13¢): Der Gewundene Kreis ¢ geméfi der Parameterdarstellung

(3.33) fiir die Basisfunktion f(p) = ggo mit dem Definitionsbereich
I = [0,67] im Grundriss in die xy-Ebene.
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3.2.5 Durch elementare Funktionen parametrisierbare Gewunde-

2
_ % reN
ST

Wie schon erwahnt wurde, ist die Klasse der zur Basisfunktion

ne Kreise zu Basisfunktionen f(p)

fle)=meyp mit m € R

gehorigen Windschiefen Kreise mit Parameterdarstellung (3.37) fiir beliebige
Parameter m € R im allgemeinen nicht mittels elementarer Funktionen pa-
rametrisierbar, denn die Integrale fiir die z- und y-Koordinatenfunktion in
(3.37) sind im allgemeinen fiir m € R nicht elementar lésbar.

Setzt man jedoch spezielle Parameter m € R an, so zum Beispiel

1 .
m = o mit k€N, (3.43)

so lasst sich folgender Satz zeigen:

Satz 3.3 Die gemdfS der Parameterdarstellung (3.37) zu Basisfunktionen der
Gestalt

(o) = % mit k€N (3.44)

gehorige Klasse Windschiefer Kreise ist durch elementare Funktionen para-
metrisierbar.

1
Beweis: Nach (3.37), (3.34) ist mit m = o geméf (3.43):

z(p) = Tine

cos 2. 2 2. cos ¥ i - cos 2
[Qk CO8 5 \/(1 + 2k?) 4 2k2 - cos ? +arsmh(2k: cos 21{:)] :

GeméB (3.37) enthalten die Koordinatenfunktionen z(y) und y(¢) des zur
Basisfunktion f(p) = £ (¢ € N) gehorigen Windschiefen Kreises ¢ der Kriim-

mung kg die beiden Integrale der Form

©
t 1 t
I = kox(p) = /cos—~cost~\/—2+cos2—dt,
q q q
0
©
t . 1 t
I = kroylp) = [cos—-sint-y/— +cos?—dt.
) q q q

Die Substitution

(3.45)



und die Identitéit cos?u = 1 — sin® u bringen (3.45) auf die Gestalt

I, = /cos(qu) . \/1—|—q2 — ¢%sinu - cosudu |

I, = /sin(qu) v/ 14 ¢?cos?u - cosudu .

Wir betrachten nun die Terme cos(qu) und sin(qu) in (3.46) fiir geradzahlige
q =: 2k, k € N: Aus der Entwicklungsformel von MOIVRE und der Identitét
cos®u + sin?u = 1 erhélt man dann zunéchst:

(3.46)

cos(2ku) + i-sin(2ku) = (cosu + 4 sinu)?*

— i ( 2}9’“ ) - (cosu)™ 7P - i - (sinu)?

k
+i-sinu - Z < 2121{: ] ) < (cosu)?F 2 (=) (1 = cos®u)' !

=: Py(sinu) + i-sinu- Qg(cosu) .
(3.47)
Unter Verwendung des geraden Polynoms Py (A) vom Grad 2k und des unge-
raden Polynoms Q(x) vom Grad 2k — 1 geméf

k
Ay = S () ) a- e,
=0 (3.48)

Qu(p) = Z(_1>l—1 ( 2l2f : )M2k—2l+1(1 B Mz)l_l

=1

gilt dann also fiir alle u € R

cos(2ku) = Py(sinu), sin(2ku) = sinwu - Qx(cosu) . (3.49)
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Speziell fiir die Werte k& € {1,2,3} erhélt man (vergleiche auch [12], S.125,
Nr. 6) die Polynome

Pl()‘) = 1- 2)‘2 ) Ql(lu“) = 2:““ )
Py(A) = 1-8\+38\, Qo) = —Ap+8u*,
P3(\) = 1—18)\2+48\1 —32)\° | Q3(n) = 6p— 32u> + 32u° .

(3.50)
Setzt man nun in (3.46) mit ¢ = 2k die Substitutionen

A =sinu € [—1,1]

fiir das Integral I; und
p=cosu € [—1,1]

fiir das Integral I ein, erhélt man die Integrale I; und I, in der Gestalt

I = /Pk()\) 1+ @ — @N\d),

(3.51)
I, = —/M-Qk(u)-\/1+q2u2du, mit ¢ =2k,
die dann jeweils Linearkombinationen von Integralen der Gestalt
/t” -Va+bt2dt (t = X\ beziehungsweise t = p) (3.52)

mit Exponenten n € Ny und ganzzahligen Konstanten a > 0, b # 0 sind. Nun
gilt: In (3.52) existieren alle Integrale I; auf dem hier mageblichen Intervall
|A| < 1, sowie alle Integrale I, sogar fiir p € R; alle Integrale der Gestalt
(3.52) lassen sich elementar ermitteln (siehe [7], S. 81-82: Paragraph 2.26).
Damit sind also alle Windschiefen Kreise aus Satz 3.3 durch elementare Funk-
tionen parametrisierbar.

w.z.b.w.

Als Néchstes werden wir zeigen, dass die Klasse Windschiefer Kreise aus Satz
3.3 fiir geeignete Wahl des Definitionsbereichs I C R in der Parameterdar-
stellung (3.33) sogar Gewundene Kreise sind: Es gilt der
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Satz 3.4 Die fiir ko > 0 und k € N durch

. cos <§) -cost
1 t 1 t
N —_= e _ . q] . _ 2 P
IR 1(%) Ho/ cos (Qk) sin ¢ \/4k2 + cos (2k) dt |
0
in !
i <2k)

pel=[0,4kn]

(3.53)
parametrisierten Raumkurven konstanter Krimmung ko zu den Basisfunk-

tionen f(p) = % gemaf$ (3.44) sind Gewundene Kreise der Differentiati-

onsklasse C* und der Kurvenlinge

4k
_ _ 2 [ 2
L= \/4k2 + cos 2k> dt . (3.54)

Beweis:

Gemif (3.33) ist (3.53) die Parameterdarstellung eines Windschiefen Kreises
¢ der Kriimmung k¢ zum sphérischen Tangentenbild ¢* mit der Darstellung

1
(3.18) zu Werten m = o mit k& € N. Es gilt also

m:%EQ\{O}.

Nach Satz 3.1 ist damit das sphérische Tangentenbild ¢* C S? mit der Para-
meterdarstellung

cos ( <p) - COS
2k

& or(p) = COS(;{:)'SiHQO , p€l=[0,4kr]  (3.55)
sin ( d )
2k
eine geschlossene C¥-Kurve mit einmaliger Durchlaufung.

Wir untersuchen nun, ob der geometrische Schwerpunkt der Kurve ¢* in
(3.55) mit dem Mittelpunkt O(0,0,0) von S? zusammenfillt. GemiB (2.4),
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(3.53) und (3.55) ist dies genau dann der Fall, wenn fiir alle £ € N mit der

Abkiirzung
- 2
\/ 5 -+ cos ) (3.56)
gilt:
4k
0 = / ORUOLS (3.57)
0
Nun ist
4k 2km 4k
/ () W(p) dp = / ) W(e) dp + / P(o) W(e)dp  (3.58)
0 0 2k

und mittels der Substitution ¢ =: u + 2k7 erhélt man

/ () W(p) dp = / Plo+2km) Wip+2km) dp.  (359)

Wegen k € N gilt fiir alle p € R

1 @+ 2km
_ . 2
W(p + 2kn) \/4k2 + cos < 5% )
1 (%2 (
- _ 2 (F 3.60)
\/4k2 + cos (Qk +7r)
_ 1 ©\2
= \/4k2 + (— cosﬁ) = W(p)
sowie
cos(p + 2km) = cosp , sin(p + 2kw) =sinp (3.61)
und
2k
CoS <¢2k W) = oS (2()0]{: —l-k?ﬂ') = — Cos (;pk)
(3.62)
sin P+ 2T = sin<(p+k7r):—sm<(p)
2k 2k 2k

Die Gleichungen (3.61) und (3.62) bedeuten, dass die Vektorfunktion *(y)
gemédf (3.55) fiir alle ¢ € R und k € N (sogar fiir alle k € Z)

(o +2km) = —1"(p) (3.63)
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erfiillt. Mit (3.63) und (3.60) lautet dann die Gleichung (3.59)

4km 2km

/ o) W(e) dp = — / ) W(e) dp | (3.64)

2km 0

wodurch (3.58) die Schwerpunktsbedingung (3.57) liefert. Insgesamt ist damit
jede Raumkurve ¢ geméfl der Parameterdarstellung (3.53) ein Gewundener
Kreis der Differentiationsklasse C*. Die Gesamtldnge L von c¢ ergibt sich

dann mit (3.28) und (3.44) zu
2
\/4k2 + cos ) dy

einem elliptischen Integral.

w.z.b.w.
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Die folgenden Abbildungen 3.14 - 3.16 zeigen drei Beispiele von Gewunde-
nen Kreisen ¢ geméf Satz 3.4 mit der Parameterdarstellung (3.53), und zwar
fiir die Werte k € {1,2,3}. Die Abbildungen 3.14a), 3.15a), 3.16a) zeigen
jeweils den Grundriss der zugehorigen sphéirischen Tangentenbilder ¢* in die
xy-Ebene.

Die zugehorigen Parameterdarstellungen (3.65), (3.66) und (3.67) der Kurve
c gemaB (3.37) mit k € {1,2,3} sind nach Satz 3.3 integralfrei darstellbar.
Die integralfreien Darstellungen der in (3.65), (3.66) und (3.67) aufgefiihr-
ten Koordinatenfunktionen z(y) und y(¢) wurden jeweils ausgehend von
(3.37) mit dem Computeralgebrapaket MATHEMATICA ermittelt; iiber die
Integrationskonstanten in (3.65), (3.66) und (3.67) wurde — von (3.37) abwei-
chend — jeweils geeeignet verfiigt. Die Koordinatenfunktion z(y) in (3.65),
(3.66) und (3.67) erhélt man aus der Darstellung (3.37) durch Einsetzen des

jeweiligen Wertes m = —; vgl. auch die explizite Formel fiir z(¢) am Beginn

des Beweises zu Satz 3.3!

Die Abbildungen 3.14b-d), 3.15b-d), 3.16b-d) wurden durch numerische Inte-
gration von (3.33) mittels des Computeralgebrapakets MATHEMATICA er-
zeugt, welches keine Sichtbarkeiten beriicksichtigt. Hierbei wurde die Kriim-
mung der Kurven ¢ zu kg = 1 gesetzt. Die Abbildungen 3.14b-d), 3.15b-d),
3.16b-d) zeigen die zu den Parameterdarstellungen (3.65), (3.66) und (3.67)
gehorigen Gewundenen Kreise ¢ jeweils bis auf eine Translation; geméaf3 ihrer
tatsdchlichen Berechnung nach (3.33) enthalten die Kurven ¢ in den Ab-
bildungen 3.14b-d), 3.15b-d), 3.16b-d) nadmlich jeweils den Koordinatenur-
sprung O(0,0,0) mit der z-Achse als Tangente. An dem eingezeichneten
xyz-Koordinatenkreuz sind jeweils auf den Koordinatenachsen die Punkte
(1,0,0), (0,1,0) und (0,0, 1) markiert.
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Fall £ =1:
Fir f(¢) = 5
() = ( (), y(p), z(¢ )) der Gewundenen Kreise ¢ konstanter Kriimmung

—_

- ip lautet die Parameterdarstellung

N |

ko > 0 geméB (3.53), bis auf Integrationskonstanten bei y(¢) und z(y):

1 3
z(p) = [2\/3+2cosg0~ Tsin £ + 2sin 22
32 Ky 2 2
+ 15 arcsi (2 i ‘p)]
arcsin | — sin = | |,
NG

1 3
ylp) = [2 3+2cosp- | Tcos ? 4ocs? (3.65)
32 Ko 2 2

— arsinh (2 cos E) } ,
2
—1
2(p) = P [2 cos = \/3 +2cosp + arsmh<2 cos 5)] ,
Ko
mit dem Definitionsbereich ¢ € [0,4x]. Nach Satz 3.4 gilt fiir alle p € R

t(p) =t(p +4m),

das heifit 47 ist eine Periode von g(¢p).
Ferner gilt nach (3.65):

tlex2m) = —x(p) VeeR,

das heift: ¢ ist punktsymmetrisch zum (der Parameterdarstellung (3.65) als
Koordinatenursprung zugrundegelegten) Punkt O(0, 0, 0).
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Abbildung 3.14a): Das sphérische Tangentenbild ¢* des Gewundenen
Kreises ¢ geméf der Parameterdarstellung (3.33) zur Basisfunktion
1
f(¢) = = mit dem Definitionsbereich I = [0, 47| im Grundriss in die

2 ,
Aquatorebene (zy-Ebene).
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1
Abbildung 3.14b): Der Gewundene Kreis ¢ zur Basisfunktion f(p) = 3¢

mit dem Definitionsbereich I = [0, 4] und der Kriimmung o = 1 ist bis
auf eine Translation durch die Parameterdarstellung (3.65) gegeben und
hier im Schragriss abgebildet.
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1
Abbildung 3.14¢): Der Gewundene Kreis ¢ zur Basisfunktion f(¢) = 5

mit dem Definitionsbereich I = [0, 47| und der Kriimmung ko = 1 ist bis auf
eine Translation durch die Parameterdarstellung (3.65) gegeben und hier im
Normalriss in die yz-Ebene (oben) und die zz-Ebene (unten) abgebildet.
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1
Abbildung 3.14d): Der Gewundene Kreis ¢ zur Basisfunktion f(¢) = 3%

mit dem Definitionsbereich I = [0, 4] und der Kriimmung x, = 1 ist bis
auf eine Translation durch die Parameterdarstellung (3.65) gegeben und
hier im Grundriss in die zy-Ebene abgebildet.
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Fall £ = 2:
Fir f(¢) =
t(p) = ( (), y(p), z(¢ )) der Gewundenen Kreise ¢ konstanter Kriimmung

—_

- ip lautet die Parameterdarstellung

,.;;

ko > 0 geméB (3.53), bis auf Integrationskonstanten bei y(¢) und z(y):

1 3 5
©(0) = Gt [4 9+ 8cosg : (101 sing + 264 sin Z‘p + 128sin Z‘P)

. 4 %)
+ 51 arcsin [ — sin — } ,
(\/17 4)

~1 / 3 b}
ylp) = Tiinm, [4 9+ 8c0s§ . (101 cosg + 264 cos ISD + 128 cos f)

+ 51 arsinh<4 cos %) ] ,

—1
z(p) = v [4COSZ~/9+SCosg+arsmh<4 cos%)} ,

mit dem Definitionsbereich ¢ € [0, 87]. Nach Satz 3.4 gilt fiir alle p € R

(3.66)

r(p) = t(p +8m) ,

das heifit 87 ist eine Periode von r(y).
Ferner gilt nach (3.66):

tlotdr) = —x(p) VpeR,

das heifit: ¢ ist punktsymmetrisch zum (der Parameterdarstellung (3.66) als
Koordinatenursprung zugrundegelegten) Punkt O(0,0,0).
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Abbildung 3.15a): Das sphérische Tangentenbild ¢* des Gewundenen
Kreises ¢ geméf der Parameterdarstellung (3.33) fiir die Basisfunktion

1
fle) = 1% mit dem Definitionsbereich I = [0, 87| im Grundriss in die
Aquatorebene (zy-Ebene).



1
Abbildung 3.15b): Der Gewundene Kreis ¢ zur Basisfunktion f(¢) = 1%

mit dem Definitionsbereich I = [0, 87] und der Kriimmung o = 1 ist bis
auf eine Translation durch die Parameterdarstellung (3.66) gegeben und
hier im Schragriss abgebildet.
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1
Abbildung 3.15¢): Der Gewundene Kreis ¢ zur Basisfunktion f(y) = 1%

mit dem Definitionsbereich I = [0, 87| und der Kriimmung ko = 1 ist bis auf
eine Translation durch die Parameterdarstellung (3.66) gegeben und hier im
Normalriss in die yz-Ebene (links) und die zz-Ebene (rechts) abgebildet.
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1
Abbildung 3.15d): Der Gewundene Kreis ¢ zur Basisfunktion f(y) = 1%

mit dem Definitionsbereich I = [0, 87] und der Kriimmung o = 1 ist bis
auf eine Translation durch die Parameterdarstellung (3.66) gegeben und
hier im Grundriss in die zy-Ebene abgebildet.
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Fall k = 3:

Fir f(¢) = =
t(p) = ( (), y(p), z(¢ )) der Gewundenen Kreise ¢ konstanter Kriimmung

—_

- ip lautet die Parameterdarstellung

(=2

ko > 0 geméB (3.53), bis auf Integrationskonstanten bei y(¢) und z(y):

1 %) 2 P
= [6,/19+18cos 2~ (—2821 ® 4 3210sin 2
z(p) 11074 ng [ + 18 cos 3 sin 2 + sin

+19656 sin 5%0 + 11664 sin %p)

. 6 . @)
— 4181 arcsin | —= sin — ] ,
<\/ 37 6

—1 © 2 ¥
= —  16,/19+18cos 2" (-2821 2 1 3210cos =
y() 110740 g [ + 18 cos 3 cos = + cos 5

+19656 cos %p + 11664 cos %p)

— 4181 arsinh(6 coS g) } ,

—1
z2(p) = o |:6COS%1/19+ 18cos§ +arsinh<6 Cos g)] )

mit dem Definitionsbereich ¢ € [0, 127]. Nach Satz 3.4 gilt fiir alle ¢ € R

(3.67)

r(p) = (o +127),

das heifit 127 ist eine Periode von g(¢p).
Ferner gilt nach (3.67):

tle£6m) = —x(p) VpeR,

das heifit: ¢ ist punktsymmetrisch zum (der Parameterdarstellung (3.67) als
Koordinatenursprung zugrundegelegten) Punkt O(0,0,0).
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Abbildung 3.16a): Das sphérische Tangentenbild ¢* des Gewundenen
Kreises ¢ geméis der Parameterdarstellung (3.33) fiir die Basisfunktion

1
f(¢) = =¢ mit dem Definitionsbereich I = [0, 127] im Grundriss in die

6

Aquatorebene (ry-Ebene).
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1
Abbildung 3.16b): Der Gewundene Kreis ¢ zur Basisfunktion f(¢) = 6%

mit dem Definitionsbereich I = [0, 127] und der Kriimmung g = 1 ist bis
auf eine Translation durch die Parameterdarstellung (3.67) gegeben und
hier im Schragriss abgebildet.
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1
Abbildung 3.16¢): Der Gewundene Kreis ¢ zur Basisfunktion f(y) = h

mit dem Definitionsbereich I = [0, 127] und der Kriimmung o = 1 ist bis
auf eine Translation durch die Parameterdarstellung (3.67) gegeben und
hier im Normalriss in die yz-Ebene (links) und die zz-Ebene (rechts)
abgebildet.
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1
Abbildung 3.16d): Der Gewundene Kreis ¢ zur Basisfunktion f(y) = 6%

mit dem Definitionsbereich I = [0, 127] und der Kriimmung o = 1 ist bis
auf eine Translation durch die Parameterdarstellung (3.67) gegeben und
hier im Grundriss in die zy-Ebene abgebildet.
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3.2.6 Windschiefe und Gewundene Kreise
zu vorgegebenem sphirischem Tangentenbild
mit einer Basisfunktion f(¢) = Asin(mey)

Als Néchstes betrachten wir eine weitere Klasse von Windschiefen und Ge-
wundenen Kreisen, deren sphérisches Tangentenbild ¢* gemifl (3.5) gebildet
wird mit der speziellen Klasse von Basisfunktionen

f(e) = Asin(mep), (3.68)
mit den Parametern A € R\ {0} und m € R\ {0}.

Bemerkt sei hierzu, dass in (3.17) die Wahl A = 0 oder m = 0, also f(¢) =0,
gemif (3.5) genau den trivialen Fall liefert, dass das sphérische Tangenten-
bild ¢* in einem Grofkreis, insbesondere hier im Aquatorkreis von S? enthal-
ten ist. Der zugehorige Windschiefe Kreis ¢ ist damit in einem Kreis enthal-
ten.

Mit (3.68) lautet die Parameterdarstellung des sphérischen Tangentenbildes
c* geméf (3.5)
cos (A sin(mw)) oS
(@) = | cos <A sin(mgp)) sinp |, €l CR. (3.69)

sin (A sin(mw))

Geschlossene sphirische Tangentenbilder ¢* der Klasse C¥

Wir untersuchen zunéchst, fiir welche Wahl der beiden Parameter A,m €
R\ {0} die Kurve ¢* mit der Parameterdarstellung (3.69) eine geschlossene
reguldre C“-Kurve ist.

Wir wihlen dazu in der Parameterdarstellung 1*(¢) gemé$ (3.69) den Defi-
nitionsbereich I = R. Die Kurve ¢* ist geschlosssen und von der Differenzier-
barkeitsklasse C*, wenn ein p € R\ {0} existiert mit

f(p+p) =" (p) firallepel =R. (3.70)

Beziiglich (3.69) gilt (3.70) jedenfalls dann, wenn fiir alle ¢ € R die folgenden
(hinreichenden) Bedingungen

cos (A sin(mep + mp)) = oS (A sin(m80)>
(3.71)
und sin (A sin(mep + mp)) = sin (A sin(m@))
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sowie
cos(o+p) = cosp und sin(p +p) = sing (3.72)

erfiillt sind. Die Gleichung (3.72) gilt, wenn p die Darstellung
p =2¢r, ¢ e€Z\{0} (3.73)
hat. Als Nichstes wenden wir uns (3.71) zu: Unter Verwendung der Formel
sin(a + ) = sina - cos 3 + cos a - sin 3

lasst sich (3.71) schreiben wie folgt:
cos (A sin(me) - cos(mp) + A cos(mep) - sin(mp)) = oS (A sin(mey))

sin (A sin(mey) - cos(mp) + A cos(mep) - sin(mp)) = sin (A sin(me)) .
(3.74)
Nun gelten die Gleichungen (3.74) fiir alle ¢ € R, wenn

cos(mp) =1 und sin(mp) =0,
also — da nach Voraussetzung mp # 0 — fiir
mp = 2qn, q€Z\{0}. (3.75)

Die Gleichungen (3.75) und (3.73) gelten, wenn die Zahl m € R\ {0} von
der Gestalt
m=L mit qqez\{0} (3.76)

/!

ist, also m € Q \ {0}. Insgesamt ldsst sich mit (3.73) und (3.76) folgender
Satz formulieren:

Satz 3.5 Die sphirische Kurve ¢* C S* mit der Parameterdarstellung
cos (A sin(me) ) - cos @
() =8 | cos (A sin(me) ) -sinp | , ¢€R (3.77)
sin (A sin(mgp))

ist eine nichtebene, geschlossene C*-Kurve, wenn A € R\ {0} und m €
Q\ {0} gilt. Hat dann m in gekiirzter Form die Darstellung

m=21 (q € Z\ {0}, ¢ € N; q,q¢ teilerfremd) , (3.78)

so qilt fir alle p € R
r(p) =r(p+24¢'), (3.79)
das heif$t p := 2¢'m ist eine Periode von t*(p).
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Parameterdarstellung der zum sphérischen Tangentenbild ¢* gehori-
gen Windschiefen Kreise ¢

Aus (3.68) erhélt man

. d
Flo)i= G = Amcos(m)
damit gilt fiir die Bogenlénge s* von ¢* gemé8 (3.7)
ds* )
i = \/A2 m? cos?(my) + cos? (A sm(mgp)) =: U(p) . (3.80)

Ausgehend von (3.31) erhilt man mit (3.68), (3.69) und (3.80) die Parame-
terdarstellung r(¢) eines Windschiefen Kreises ¢ der Kriimmung kg > 0 zur
Basisfunktion f(y) = Asin(me):

o [ cos (A sin(mt)) -cost

1
() = —/ cos | A sin(mt) ) -sint | -U(t) dt, pel CR. (3.81)

" sin (A sin(mt))

Die folgenden Abbildungen 3.17 - 3.24 zeigen die Gestalt der zur Basisfunk-
tion f(p) = Asin(me) gehorenden Windschiefen Kreise ¢ gemaf (3.81) (teil-
weise mit zugehorigem sphérischem Tangentenbild ¢*) fiir spezielle Werte-
paare (A,m) € (R\ {0}) x (Q\ {0}), fur die nach Satz 3.5 die zugehorigen
sphérischen Tangentenbilder ¢* geméB (3.18) geschlossene nichtebene C“-
Kurven der Sphire S? sind. Experimentell wird die Vermutung nahegelegt,
dass diese Windschiefen Kreise c fiir geeignete Definitionsbereiche I C R so-
gar Gewundene Kreise sind, das heif§t ihre nach Satz 3.5 dann geschlossenen
sphérischen Tangentenbilder ¢* € C* erfiillen jeweils auch die Schwerpunkts-
bedingung (2.4) aus Satz 2.1.

Die Kurven ¢ in den Abbildungen 3.17 - 3.24 wurden jeweils durch numerische
Integration von (3.81) mittels des Computeralgebrapakets MATHEMATICA
erzeugt. Experimentell wird die Vermutung nahegelegt, dass (3.81) unter
Verwendung der vollsténdig gekiirzten Darstellung

m=1 (¢ € Z\ {0}, ¢ € N; q, ¢ teilerfremd)

fiir den Definitionsbereich
I = [0,2¢'7]
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genau eine Kurvendurchlaufung von ¢ beschreibt.

Fiir die Krimmung k¢ von ¢ wurde jeweils kg = 1 gesetzt. An dem im

Koordinatenursprung O(0,0,0) eingezeichneten xyz-Koordinatenkreuz sind

auf den Koordinatenachsen die Punkte (1,0, 0), (0,1,0) und (0, 0, 1) markiert.
y

Abbildung 3.17a): Das sphérische Tangentenbild ¢* des Gewundenen
Kreises ¢ geméf der Parameterdarstellung (3.81) fiir die Basisfunktion
f(¢) = msin ¢ mit dem Definitionsbereich I = [0, 27] im Grundriss in die
Aquatorebene (ry-Ebene). ¢* wird im Grundriss einfach durchlaufen.
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Abbildung 3.17b): Der Gewundene Kreis ¢ geméfl der Parameterdarstellung
(3.81) fiir die Basisfunktion f(p) = 7 - sin ¢ mit dem Definitionsbereich
I =0, 27] im Schrégriss. Die Kurve ¢ besitzt keine Selbstschnitte und ist
vom topologischen Typ des Kreises.
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Abbildung 3.17¢): Der Gewundene Kreis ¢ geméfl der Parameterdarstellung
(3.81) fiir die Basisfunktion f(p) = 7 - sin ¢ mit dem Definitionsbereich
I =10,27] im Normalriss in die yz-Ebene (links) und die zz-Ebene (rechts).
Die Kurve ¢ besitzt keine Selbstschnitte und ist vom topologischen Typ des
Kreises.
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Abbildung 3.18a): Das sphérische Tangentenbild ¢* des Gewundenen
Kreises ¢ geméf der Parameterdarstellung (3.81) fiir die Basisfunktion
f(¢) = 2w sin @ mit dem Definitionsbereich I = [0, 27] im Grundriss in die
Aquatorebene (ry-Ebene). ¢* wird im Grundriss einfach durchlaufen.
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Abbildung 3.18b): Der Gewundene Kreis ¢ geméfl der Parameterdarstellung
(3.81) fiir die Basisfunktion f(p) = 27 - sin ¢ mit dem Definitionsbereich
I = [0, 27| im Schrégriss.
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Abbildung 3.19a): Das sphérische Tangentenbild ¢* des Gewundenen
Kreises ¢ geméf der Parameterdarstellung (3.81) fiir die Basisfunktion
f(¢) = 3wsin @ mit dem Definitionsbereich I = [0, 27] im Grundriss in die
Aquatorebene (ry-Ebene). ¢* wird im Grundriss einfach durchlaufen.
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Abbildung 3.19b): Der Gewundene Kreis ¢ geméfl der Parameterdarstellung
(3.81) fiir die Basisfunktion f(p) = 37 - sin ¢ mit dem Definitionsbereich
I = [0, 27| im Schrégriss.
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Abbildung 3.20a): Das sphérische Tangentenbild ¢* des Gewundenen
Kreises ¢ geméf der Parameterdarstellung (3.81) fiir die Basisfunktion
f(¢) = 47 sin ¢ mit dem Definitionsbereich I = [0, 27] im Grundriss in die
Aquatorebene (zy-Ebene).
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Abbildung 3.20b): Der Gewundene Kreis ¢ geméfl der Parameterdarstellung
(3.81) fiir die Basisfunktion f(p) = 47 - sin ¢ mit dem Definitionsbereich
I = [0, 27| im Schrégriss.
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Abbildung 3.21a): Das sphérische Tangentenbild ¢* des Gewundenen
Kreises ¢ geméf der Parameterdarstellung (3.81) fiir die Basisfunktion
f(¢) = wsin(2¢) mit dem Definitionsbereich I = [0, 27] im Grundriss in die
Aquatorebene (zy-Ebene).
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Abbildung 3.21b): Der Gewundene Kreis ¢ geméfl der Parameterdarstellung
(3.81) fiir die Basisfunktion f(¢) = 7 -sin(2¢) mit dem Definitionsbereich
I = [0, 27] im Schrégriss.
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Abbildung 3.21¢c): Der Gewundene Kreis ¢ gemifl der Parameterdarstellung
(3.81) fiir die Basisfunktion f(¢) = 7 -sin(2¢) mit dem Definitionsbereich
I =10,27] im Grundriss in die zy-Ebene (oben) und in zwei Normalrissen

in die yz-Ebene (unten links) und die zz-Ebene (unten rechts).
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Abbildung 3.22a): Das sphérische Tangentenbild ¢* des Gewundenen
Kreises ¢ geméf der Parameterdarstellung (3.81) fiir die Basisfunktion
f(¢) = 27 sin(2¢) mit dem Definitionsbereich I = [0, 27] im Grundriss in
die Aquatorebene (zy-Ebene).
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Abbildung 3.22b): Der Gewundene Kreis ¢ geméfl der Parameterdarstellung
(3.81) fiir die Basisfunktion f(¢) = 27 - sin(2¢) mit dem Definitionsbereich
I = [0, 27] im Schrégriss.
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Abbildung 3.23a): Das sphérische Tangentenbild ¢* des Gewundenen
Kreises ¢ geméf der Parameterdarstellung (3.81) fiir die Basisfunktion
f(¢) = wsin(3¢) mit dem Definitionsbereich I = [0, 27] im Grundriss in die
Aquatorebene (zy-Ebene).
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Abbildung 3.23b): Der Gewundene Kreis ¢ geméfl der Parameterdarstellung
(3.81) fiir die Basisfunktion f(¢) = 7 -sin(3¢) mit dem Definitionsbereich
I = [0, 27] im Schrégriss.
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Abbildung 3.24a): Der Gewundene Kreis ¢ geméfl der Parameterdarstellung
(3.81) fiir die Basisfunktion f(y) = 67 - sin (%) mit dem Definitionsbereich

I =[0,67] im Schrégriss. Man beachte die beiden — offenbar kongruenten —
“wollknduelartigen” Teile der Raumkurve.
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Abbildung 3.24b): Der Gewundene Kreis ¢ geméf der Parameterdarstellung
(3.81) fiir die Basisfunktion f(y) = 67 - sin (g) mit dem Definitionsbereich

I =[0,67] im Normalriss in die yz-Ebene. In diesem Riss erscheint ¢
doppelt iiberdeckt.
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3.3 Eine Schar Windschiefer Kreise ¢ mit asymptoti-
schem Kreispaar

3.3.1 Eine spezielle sphirische Kurve c*

Im Folgenden wollen wir ein interessantes Detail, ausgehend von der Glei-
chung (3.7) fiir die Bogenldnge s* der sphérischen Kurve ¢*, gemifi dem
Ansatz (3.5) diskutieren. Laut der Koppelgleichung (3.7) ist ja

(fw ) = (0P + o flg) (3.82)

diese Gleichung beschreibt die differentielle Beziehung zwischen der Bogen-
lange s* der sphérischen Kurve ¢* und dem Polarwinkel ¢ der Grundrisskurve
c* von c*.

Wir suchen nun sphérische Kurven c¢*, deren Bogenlinge s* mit dem Kur-
venparameter ¢ in folgender Beziehung steht:
ds*
dip
mit konstantem a € R\ {0}.

= a fiuralle pel (3.83)

Beziiglich (3.83) suchen wir nun eine (wenn moglich geschlossen darstellbare)
Parameterform der zugehorigen sphérischen Kurve ¢*: Geméaf (3.82) ist (3.83)
gleichbedeutend mit

f(@)? + cos® f(y) = a®

oder mit f = ;l—f ohne Einschrankung, das heifit bis auf Spiegelung von ¢*
¥
an der zy-Ebene, mit
d
% = —\/a? —cos? f(ip) . (3.84)

Dies ist eine trennbare gewohnliche Differentialgleichung 1.0rdnung fiir ge-
suchte C''-Funktionen f. Sie besitzt fiir |a| < 1 auch konstante Losungen

f(p) = arccos(+a) ,

fiir die die zugehorige sphérische Kurve ¢* geméf (3.5) jeweils in einem Brei-
tenkreis der Sphire S? enthalten ist. Diese Losungen seien daher im Folgen-
den als trivial ausgeschlossen.

93



Mittels des Prinzips der Variablentrennung konnen wir (3.84) dann umschrei-
ben auf die differentielle Form

df

— = —dp.
a? — cos? f 4

Beidseitige partielle Integration liefert ohne Einschréinkung, das heifit bis auf
eine additive Integrationskonstante

1
——df = —p. 3.85
/\/CL2—COS2f d 4 (3.85)
In letzter Gleichung (3.85) versuchen wir nun, die linke Seite elementar zu in-
tegrieren, was leider im Allgemeinen, das heift fiir beliebige Konstante a € R,
nicht moglich ist, da das Integral in (3.85) von allgemeinem elliptischen Typ
ist.

Nun wollen wir die Konstante a so wihlen, dass (3.85) geschlossen integrier-
bar ist. Dies ist genau dann moglich, wenn man a = 1 setzt, also
ds*
de

fordert. Man erhilt dann wegen 1 — cos? f = sin® f im Einklang mit (3.84)
die Differentialgleichung

=1 firalle pel (3.86)

% = —sin f . (3.87)

Diese besitzt, entsprechend obiger Bemerkung, die konstanten Losungen

f(p) = const € 1Z .

Die zugehérige sphirische Kurve & liegt dann gemi8 (3.1) im Aquatorkreis
der Sphire S?, also dem Schnittkreis mit der Ebene z = 0. Die Kurve c¢*
besitzt dann — im Einklang mit (3.7) — die Bogenlidnge s* = .

Wir wollen jetzt die Existenz und Gestalt nichtkonstanter Losungen der Dif-
ferentialgleichung (3.87) untersuchen. Zu (3.85) #dquivalent ist dann die Dif-
ferentialgleichung

/ L= s, (3.89)

sin f

die sich geschlossen integrieren lésst in der Form
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lntang =—p+C, CelR.
Hieraus erhalten wir als allgemeine Losung von (3.87)

f(p) = 2arctane ™™, pecR (3.89)

mit maximalem zulédssigem Definitionsintervall I = R.

Zur Ermittlung geometrischer Eigenschaften der zur Funktion f aus (3.89)
gehorenden sphérischen Kurve ¢ gemé8 (3.5) diskutieren wir, indem ohne
Einschrankung C' = 0 gesetzt wird, die Funktion

flp) = 2 arctane ™, @€eR. (3.90)

Diese Funktion f ist analytisch auf R und bildet R surjektiv auf den Werte-
bereich W :=|0, 7 [ ab. Ferner ist leicht einzusehen, dass gilt:

lim f(p) = 2 lirf arctanu = 2~g = 7 und
o T (3.91)
lim f(p) = 2arctan0 = 0.
p—+00
Die 1. Ableitung von f berechnet sich geméfl (3.90) zu
. df 2e? 1
= - = — = — . 92
f(y) dy 1+e% cosh ¢ (3:92)

Da f(¢) < 0 fiir alle ¢ € R gilt, ist f streng monoton fallend und besitzt
demnach keine Extrempunkte, f(y) bildet damit R bijektiv auf W =] 0, = |
ab.

Die Ableitung f(¢) = —1/ cosh ¢ erfiillt die Funktionalgleichung

f(=¢) = flp) VpeR. (3.93)

Mit der Eigenschaft (3.93) der Ableitung f(p) lisst sich auch fiir deren
Stammfunktion f(p) eine Funktionalgleichung herleiten: Wir integrieren (3.93)

wie folgt:
f(=tydt = | f(t)dt.
[reon=]
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Mit der Substitution u := —t im Integral der linken Seite letzter Gleichung
erhalten wir

- / fuydu = f(g) — £(0)

und schliefilich

was dquivalent ist zu

flp) + f(=p) = 2f(0).

Nun ist f(0) = 2 arctane” = 2 - % = g, damit ergibt sich folgende Funktio-
nalgleichung fiir f(p):
flo) + fl=p) = . (3.94)

Damit ist der Graph von f punktsymmetrisch zum Zentrum

(0.50) = (0.3) -
Aus (3.92) ergibt sich aulerdem
lim f(e) = 0. (3.95)

p—+oo

.. 2
Fiir die 2. Ableitung [ := Z—]; ergibt die Differentiation von (3.92)
¥

sinh ¢

flp) = cosh? o (3.96)

Die Funktion f(p) verschwindet genau fiir ¢ = 0, wo auch ein Vorzeichen-
wechsel vorliegt. Demnach ist dort der einzige Wendepunkt von f(p). Zu-
sammenfassend zeigt die nachstehende Abbildung den Graphen von f(p) =
2arctane”?, ¢ € R: Auf der horizontalen Achse wird ¢, auf der vertikalen
Achse f(p) abgetragen.

/()
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Als Néchstes setzen wir f(¢) = 2arctane™ ¥ in die allgemeine Parameterdar-
stellung (3.5) ein und erhalten so eine Parameterdarstellung ¢*(¢) der auf der
Einheitssphire S? C E? verlaufenden Kurve c¢*, deren weitere geometrische

Eigenschaften wir im Folgenden erértern wollen: Es ist

coS (2 arctan e_“”) - COS (p

r"(p) = | cos(2arctane™®)-sing | , p€eR.

sin (2 arctan e_“”)

Zur Umformung von (3.97) verwenden wir, dass fiir alle v € R

sin(2u) = 2sinwu-cosu,
cos(2u) = 2cos’u—1
und
sin (arctan u) - 4 ,
Vit
1

CoS ( arctan u) =

gilt. Aus (3.98) und (3.99) folgt

sin (2 arctan u) = 2sin (arctan u) - COS (arctan u)
B U 1  2u
T Ve Vite 1+
cos (2 arctan u) = 2 cos? (arctan u) -1
2 1 —u?
Tl 14w

(3.97)

(3.98)

(3.99)

(3.100)

Mit (3.100) lassen sich die Terme cos (2 arctan e_S”) und sin (2 arctan e_S”)

in (3.97) schreiben als

2e7% 2 1

sin (2 arctan e_w) = = =

1+e % er +e% cosh ¢ ’

1—e 2 ¥ —e ¥

oS (2 arctan e‘“o) = = = tanhy .

14e 2 e +e ¥

Damit lasst sich die Parameterdarstellung (3.97) der sphérischen Kurve ¢*

schreiben als:
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tanh ¢ - cos ¢

. ok _ x*(<p) _ tanh ¢ - sin
) = | vle) | = , peR. (3101)
Z() 1
cosh ¢

Nachfolgend werden wir elementare differentialgeometrische Eigenschaften
und Groflen der sphérischen Kurve ¢ untersuchen.

3.3.2 Geometrische Eigenschaften von ¢*

Fiir die z-Koordinatenfunktion der Parameterform r*(¢) in (3.101) gilt fiir

alle p € R

0 < #(p) = —— < 1 (3.102)
7 cosh ¢

sowie

Fp)=1e=p=0, lm 2*(p)=0.

Damit verlduft ¢* auf der oberen Halbkugel, nidhert sich aber asymptotisch
dem Aquatorkreis der Triigersphiire S2.

Als auf der Einheitssphiire S? verlaufende Kurve hat ¢* gemi8 ihrer Kon-
struktion und ihrer Parameterdarstellung folgende weitere Eigenschaften:

Wegen (3.83) verhalten sich im zugrundegelegten Fall a = 1 die Bogenlénge
s* und der Kurvenparameter ¢ geméafl
ds*
de

es ist also ohne Einschrankung s* = ¢. Damit ist ¢* in der Darstellung (3.101)
bereits auf Bogenlinge s* = ¢ parametrisiert.

=1, (3.103)

Wir kénnen die Beziehung s* = ¢ auch anschaulich auf der Triigersphiire S2
deuten: Wir versehen dazu die Sphire S? mit einem Koordinatennetz aus
Langen- und Breitenkreisen. Da wir auf der Einheitssphére sind, ldsst sich
der Parameter ¢ gemif seiner Deutung als Polarwinkel in der Aquatorebene
auch als fortschreitende Geographische Lange deuten.
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Wir formulieren diese ausgezeichneten Eigenschaften der im vorherigen Ab-
schnitt bestimmten sphérischen Kurve ¢* in dem folgenden

Satz 3.6 Die auf der Einheitssphire S* verlaufende nichtebene Kurve c*,
deren laufende Bogenlinge s* mit der beim Kurvendurchlauf fortschreitenden
geographischen Linge o tbereinstimmt, hat als Grundriss & in die Aqua-
torebene die auf die geographische Linge ¢ und die Polarform r = r(p) zum
Mittelpunkt O* von S? bezogene Darstellung

*

& r(p) =tanhyp, @eR. (3.104)

Damit lautet die auf ihre Bogenlinge bezogene Parameterdarstellung von c*
in einem mit dem Mittelpunkt O* von S? als Koordinatenursprung gewdihlten
kartesischen Koordinatensystem:

sinh ¢ - cos

1
oy = cosh sinhp-sinp | , p€R. (3.105)

1

3.3.3 Kriimmung und Torsion von c*

Als Néchstes bestimmen wir die natirlichen Gleichungen, das heiffit Kriimmung
k*(v) und Torsion 7*(¢) der durch die Parameterdarstellung (3.101) gegebe-
nen sphérischen Kurve c*.

Da nach Satz 3.6 der Kurvenparameter ¢ schon Bogenléngenparameter von
c* ist, berechnen sich allgemein die Kriimmung «* und Torsion 7* aus den
bekannten Formeln (siehe [13], S. 149 und S. 156)

(g) = ["(¢)| und

det (zc*’(@), " (¢), zc*”’(so)) (3.106)
(+*(¢))* '

Ausgehend von der Parameterdarstellung (3.101) der Kurve ¢* erhélt man
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———— —tanh ¢ - sin
cosh? ¢ L
, sin ¢
* — + tanh ¢ - cos
S cosh? 2 v 1, (3.107)
sinh ¢
cosh? o
2
—cos p - tanh ¢ — s (sin ¢ 4 tanh ¢ - cos @)
cosh” ¢
: 2 :
*!! —sin g - tanh ¢ + m - (cos p — tanh ¢ - sin ) (3.108)
cosh(2¢) — 3
2 cosh® ¢
und
1
— [4 - (cosh(2¢p) — 11) - cos p + (26 sinh(2¢) + sinh(4¢)) - sin <p]
8 cosh™ ¢
1
= ——— [4 - (cosh(2p) — 11) - sin ¢ — (26 sinh(2¢) + sinh(4¢y)) - cos gp}
8 cosh™ ¢
sinh ¢ . o
———— (b —sinh
cosh? ¢ ( ' <p)
(3.109)
Da ¢ = s* Bogenlingenparameter von ¢* ist, gilt insbesondere [r*'| = 1 fiir

Cos

alle p € R. Mit (3.106) erhdlt man schlieBlich nach umfangreicher Rechnung
Kriimmung £*(¢) und Torsion 7*(¢) der sphérischen Kurve ¢*. Die natiirli-
chen Gleichungen der sphérischen Raumkurve ¢* gemé$ (3.105) lauten damit:

K*(p) = /b —4tanh2<p,

2sinh ¢
* = —— =s"€R.
(%) 5—|—sinh2g0 Y
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Folgende Abbildungen zeigen die Graphen von Kriimmung und Torsion:

Der Graph der Kriitmmung <*(¢):
K*(¢)

Die Diskussion der natiirlichen Gleichungen (3.110) zeigt:

lim £*(¢) =1 und lim 7%(¢) = 0.
p—00 p—=o00

Aus der Formel (3.110) fiir die Torsion von ¢* ersieht man ferner, dass der
einzige Henkelpunkt von ¢* der Kurvenpunkt zum Parameterwert ¢ = 0 ist,
also gemif der Parameterform (3.105) der Nordpol (0,0, 1) der Sphére S2.

Die folgende Abbildung 3.25 zeigt die sphirische Kurve ¢* C S? mit der
Parameterdarstellung (3.105):
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Abbildung 3.25: Die (bis auf Drehungen um die z-Achse) auf der Sphére S?
verlaufende und nicht in einem Groflkreis enthaltene Kurve ¢* geméfl
(3.105), deren beim Kurvendurchlauf fortschreitende Bogenliange gleich der
fortschreitenden geographischen Léange ist, samt ihrem Grundriss ¢ in die
xy-Ebene, im Schrigriss. Die Kurve ¢ ist symmetrisch zur yz-Ebene und
nihert sich (wie auch ¢) asymptotisch dem Aquatorkreis von S? in der
xy-Ebene.
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3.3.4 Die zu ¢* gehorigen Windschiefen Kreise c

Die in Satz 3.6 gefundene, auf Bogenlidnge ¢ = s* bezogene sphérische Kur-
ve ¢* der Parameterdarstellung (3.105) lasst sich als Tangentenbild konstant
gekriimmter Raumkurven ¢ auffassen. Wir ermitteln durch Integration von
(3.105) eine Parameterdarstellung dieser Kurven ¢ mit vorgegebener konstan-
ter Kriimmung ko > 0 :

Gemaf (3.105) ist ¢* in auf Bogenlidnge ¢ bezogener Parameterform gegeben
durch

tanh ¢ - cos
* . * _ z*((p) . tanhap-sinap
o) = | e | = , peR.  (3.111)
Z(¢) 1
cosh ¢

Nach Satz 2.1 ist die Parameterdarstellung r(s) = (z(s), y(s), z(s)) einer re-
guldren, auf ihre Bogenlinge s bezogenen (nicht notwendig geschlossenen)
Raumkurve ¢ konstanter Krimmung x¢ > 0, deren sphérisches Tangenten-
bild ¢* ist, bestimmt durch

o) = [r(o)de. (3.112)

Fiir die drei Koordinatenfunktionen von g(s) ergeben sich die Integrale

K0S KOS

1 1
x(s) = — /x*(cp)dgp = — /tanhgp-cosgodgo,
Ko Ko
0 0
1 K0S 1 KOS
yls) = — /y*(w)dso = — /tanhso-sinsodw (3.113)
Ko Ko
0 0
1 KOS 1 KOS 2 @
e
_= —_— * d — I d
2(s) p” /Z(so) b= /1+62¢ v,
0 0
2e¥

verwendet wurde.

obei in z(s) die Identitat =
wobei in 2(s) di ' coshyp 14 e

Fiir den Parameterwert s = 0 hat man damit die Anfangswerte

F(O) =0 und F/(O) = F*(O) = (07 0, l)T )



das heiit: im Koordinatenursprung O(0,0,0) € ¢ besitzt die Raumkurve ¢
mit der Parameterdarstellung (3.113) die z-Achse als Kurventangente.

Nun untersuchen wir die in (3.113) auftretenden Integrale auf elementare In-
tegrierbarkeit: Die Koordinatenfunktionen x(s) und y(s) sind nicht elementar
darstellbar. Die Koordinatenfunktion z(s) dagegen ldsst sich elementar inte-
grieren, denn es ist

t et

e? 1 et
—dp = S du = [arctanu]
1+ (e¥) / I1+u 1

0

T
= arctane' — arctan1 = arctane’ — —

4

und damit

1
2(s) = — (2 arctan e™® — z) :
Ko 2

Die Parameterdarstellung des Windschiefen Kreises ¢ lautet somit

KOS

/tanhgp -cosdp
0

K0S

Ko /tanhcp-singpdgp
0

, peR. (3.114)

T
2 arctan e™® — 3

1
Fiir die z-Koordinatenfunktion z(s) = — (2 arctan e™® — g) gilt

Ko
2/{0 Z(S) 2%0
und
lim 2(s) = 21% o lim 2(s) = —2%0 . (3.115)
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3.3.5 Symmetrieeigenschaften der Windschiefen Kreise ¢

Wir untersuchen die Koordinatenfunktionen z(s), y(s) und z(s) der Parame-
terdarstellung (3.114) des Windschiefen Kreises ¢ der konstanten Kriimmung
Ko > 0:

Wegen des ungeraden Integranden tanh ¢-cos ¢ und des geraden Integranden
tanh ¢ - sin @ gilt fiir alle t € R

t —1
/ tanh ¢ - cospdp = / tanh ¢ - cos p dp
0 0

beziehungsweise

t —t
/ tanh o - sinpdp = —/ tanh ¢ - sin p dp
0 0
und damit fiir alle s € R

x(s) = x(—s) und y(s) = —y(—s) . (3.116)

Weiter erfiillt wegen (3.90) und (3.94) die Funktion h(u) := 2arctane™ die
Funktionalgleichung
h(u) + h(—u) =7

fir alle v € R, und damit die Funktion h(—kgs) = 2 arctan e fiir alle s € R
die Gleichung

—KQoS$

2 arctan e + 2 arctan e™® = 7 ,

welche dquivalent ist zu
T T
2arctane” "% — 5 + 2arctane®® — 5 = 0.

Die Division der letzten Gleichung durch kg > 0 zeigt schliellich im Vergleich
mit (3.114), dass fiir alle s € R

2(—=s)+2(s) =0 also  z(—s)=—z2(s), (3.117)
gilt.
Ergebnis: Insgesamt bedeuten die drei Funktionalgleichungen in (3.116) und

(3.117), dass die Raumkurve ¢ geméf der Parameterdarstellung (3.114) ach-
sensymmetrisch zur z-Achse ist.
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3.3.6 Das asymptotische Verhalten der Windschiefen Kreise c

Nun untersuchen wir die Raumkurven ¢ gemé$ (3.114) auf ihr asymptotisches
Verhalten fiir s — fo00: Wir fithren dazu in der Parameterdarstellung (3.114)
von r(s) in der z- und y- Koordinatenfunktion jeweils partielle Integration
durch. Mit

u(p) :=tanhp und v'(p) =cosy beziechungsweise v'(p) = sinp

erhalten wir fiir z(s) die Darstellung

Ko § KOS
Ko - x(s) = [tanhap-simp]o - / - sin p dp
0

cosh? ¢
KOS 1
= tanh(kgs) - sin(kp s) — / ——5— -sinpdp .
o cosh”p
beziehungsweise fiir y(s) die Darstellung
K0S 1
Ko -y(s) = —tanh(kgs) - cos(kgs) + / ——5— - cospdyp
o cosh”p

und damit insgesamt eine Parameterdarstellung von ¢ der Gestalt

1
— - tanh(kg $) - sin(kg ) + T (s)

Ko
1
i(s) = —— - tanh(kg s) - cos(ko s) + Ym(S) (3.118)
Ko
i . (2 arctan e — E)
Ko 2
mit
1 KOS 1
Tm(s) = ——-/ T-sinapdgo,
K cos
o v (3.119)
1 KOS 1
Ym(s) = — ——5— - cospdyp .
ko Jo cosh®¢p

106



Anhand der Parameterdarstellung (3.118), (3.119) von ¢ koénnen wir das
asymptotische Verhalten der Raumkurve ¢ fiir Parameterwerte s — 400
und s — —oo ermitteln. Wir benotigen dazu folgende Grenzwerte und unei-
gentliche Integrale: Es ist

tlim tanht = +1, tlim tanht = —1, (3.120)
und geméf [7], S.505, Nr. 3.928
too 1
s—-cospdp = — ———— - cospdyp
o cosh”p o cosh”p (3.121)
™
= ———— =~ 0.682.
Ssinh(r/2) 008

Fiir das uneigentliche Integral

too 1
K = ———— -sinpdy = ———— -singpd 3.122
/0 cosh? v /0 cosh? P ( )

scheint in der Literatur kein Grenzwert angegeben zu sein, die Existenz eines
Grenzwertes ist aber gesichert durch die absolute Konvergenz des uneigent-

+00 1
lichen Integrals / 5— *sin p dp, denn es ist
o cosh”p
| sing < 1 0
——|dp < dp = [tanhgp} =1.
o |cosh” 0 cosh 0

Das Computeralgebrapaket MATHEMATICA liefert den Néherungswert

+oo —o0
K = / e o — / P o w0516 (3.123)
cosh® o cosh”p
Mit (3.121) und (3.123) erhélt man somit folgende Grenzwerte fiir (3.119):
K
li m = T
1 T
lim y,, = — o=
i (5) Ko 2sinh(7/2)
(3.124)
. K
lim z,(s) = ——,
S§——00 KJO
1 T
lim g(s) = —— —
Jm_ym(s) Ko 2sinh(m/2)
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Insgesamt ldsst sich nun mit (3.115), (3.120), (3.123), (3.124) in der Parame-
terdarstellung (3.118) das Grenzverhalten der Raumkurve ¢ fir Parameter-
werte s — £00 ermitteln:

Fiir s — 400 néhert sich r(s) aus (3.118) asymptotisch der Vektorfunktion

K
. Ko
(5) = ig;((ﬁo Z)) + - eR. (3.125)
s) i= — | —cos(k s . (3.
= Ko 0 0 2 kg sinh(mw/2) |’
m
2ro

Dies ist die Parameterdarstellung eines in der Ebene

™
E. = —
+ : 2:‘?0

1
gelegenen Kreises k£, mit Radius — und Kreismittelpunkt
Ko

(U E m o
* Ko = 2k sinh(7/2) 7 2rg )

Fiir s = —oo néhert sich r(s) aus (3.118) asymptotisch der Vektorfunktion

K
. Ko
(5) = — _::)2((20 Z)) +| - = seR. (3.126)
F-\8) = Ko 0 0 2 kg sinh(mw/2) |’ S
m
o

Dies ist die Parameterdarstellung eines in der Ebene

™
E_ = ——
: 2%0

1
gelegenen Kreises k_ mit Radius — und Kreismittelpunkt
Ko

Y L S— T
Ko 2 kg sinh(7/2) 2Ky
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Damit besitzt der Windschiefe Kreis ¢ ein asymptotisches Kreispaar k; und
k_. Die Kreise k; und k_ haben jeweils den Radius 1/k¢ und liegen in zwei
parallelen Ebenen E, und E_ mit Abstand 7/kq. Die Kreisachsen von k.
und k_ haben den Abstand

T 1364
sinh(7/2) ko Ko

Die folgende Abbildung 3.26 zeigt die konstant gekriimmte Raumkurve c
geméf der Parameterform (3.114).
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Abbildung 3.26: Die konstant gekriimmte Raumkurve ¢ geméafl der
Parameterdarstellung (3.114) im Schrigriss samt ihrer Grundrisskurve ¢ in
die zy-Ebene; ¢ ist achsensymmetrisch zur z-Achse und besitzt ein
translationsgleiches asymptotisches Kreispaar k., k_, das in zwei zur
xy-Ebene parallelen Ebenen liegt. Die Raumkurve ¢ besitzt im Punkt
0(0,0,0) = X(0) die z-Achse als Tangente und die zz-Ebene als
Schmiegebene. Die Grundrisskurve ¢ in der xy-Ebene besitzt im Punkt O
eine Spitze.
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4 Vervollstindigung eines Kurvenbogens
konstanter Kriimmung
zu einem Gewundenen C?-Kreis

Im vorangegangenen Abschnitt 3 wurden ausgehend von Satz 2.1 Gewun-
dene Kreise gewonnen durch die Vorgabe von speziellen Klassen sphérischer
Tangentenbilder ¢*, die aufgrund ihrer Symmetrieeigenschaften die Schwer-
punktsbedingung (2.4) fiir das Tangentenbild erfiillen. Die gemafl (2.3) zu-
gehorigen Windschiefen Kreise ¢ sind demnach Gewundene Kreise. In diesem
Abschnitt wird ein Prinzip vorgestellt, das einen vorgegebenen (nicht notwen-
dig geschlossenen) C?-Kurvenbogen ¢; C E3 konstanter Kriimmung ko > 0
iiber dessen zugehoriges sphérisches Tangentenbild ¢; vervollstandigt zu ei-
nem Gewundenen Kreis ¢ der Differentiationsklasse C2. Hierbei wird das
sphiirische Tangentenbild ¢} so zu einer geschlossenen regulidren C'-Kurve
c* C S?% vervollstindigt, dass die Kurve ¢* die Eigenschaft der Punktsymme-
trie zum Mittelpunkt O ihrer Trigersphiire S? besitzt und damit die Schwer-
punktsbedingung (2.4) erfiillt.

4.1 Vervollstindigung iiber das sphérische Tangenten-
bild

Im E? sei durch die Parameterdarstellung
c xl(S) , S€& [O,Ll] (41)

eine auf ihre Bogenlinge s bezogene, regulire (nicht notwendig geschlossene)
C?-Kurve ¢; mit der konstanten Kriimmung ko > 0 und der Kurvenlinge
Ly > 0 gegeben — ¢; ist damit geméfB der Definition 2.1 ein Windschiefer
C?-Kreis. Die Parameterdarstellung des zu c¢; gemif (4.1) gehorigen, ohne
Einschrénkung auf seine Bogenldnge s* bezogenen, sphérischen Tangenten-
bildes ¢} lautet dann wegen Satz 2.1(a):

S*

s =1 (/1_0> , s e|0,Ly], Li:==ko-Lq. (4.2)
Da die vorgegebene Kurve ¢; geméf (4.1) nicht notwendig eine geschlossene,
reguliire C?-Kurve konstanter Kriimmung — also nicht notwendig ein Gewun-
dener C%-Kreis — ist, erfiillt das zugehérige sphérische Tangentenbild ¢ C S?
geméB (4.2) nicht notwendig die Schwerpunktsbedingung (2.4). Damit ist
¢5 C S? nicht zwingend eine geschlossene, reguliire sphirische C''-Kurve, de-
ren geometrischer Schwerpunkt mit dem Mittelpunkt O ihrer Trégersphére
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S? zusammenfallt.

Im Folgenden werden wir ein allgemein giiltiges Prinzip formulieren, welches
das sphérische Tangentenbild ¢} ergénzt — wir sagen auch: vervollstindigt —
zu einer geschlossenen reguliren sphirischen C'-Kurve ¢* C S2, die auch die
Schwerpunktsbedingung (2.4) erfiillt. Der geometrische Schwerpunkt von c¢*
fiallt also mit dem Mittelpunkt O der Trigersphiire S? zusammen. Dann ist
die zu ¢* als sphérisches Tangentenbild gehorige, derart nach Satz 2.1 in der
Parameterdarstellung (2.3) gegebene Raumkurve ¢ — von der ¢; ein Teilbogen
ist — ein Gewundener Kreis. Man gehe hierbei geméf folgendem Algorithmus
I[-V vor:

Wir fithren hierbei folgende Bezeichnungen ein: Die Tangentenvektoren von
¢t geméf (4.2) in den Randpunkten

At = X7(0)  mit Ortsvektor a} :=r,(0) und

4.3
By := X7(L7) mit Ortsvektor by :=r1(L7) (43)
seien
.. dr oo

. Wir spiegeln die Kurve ¢j am Mittelpunkt O der Sphére S? und erhalten
eine ebenfalls auf S? verlaufende, zu ¢} kongruente Kurve ¢ mit der
auf ihre Bogenlédnge s* bezogenen Parameterdarstellung

¢ o w(sT) = —r(sT), st e [0, L7 (4.5)

Die Kurven ¢ und ¢} liegen also punktsymmetrisch zu O. Der geo-
metrische Schwerpunkt der Punktmenge ¢} U ¢} fallt deshalb mit dem
Mittelpunkt O der Sphire S? zusammen, ¢} Ucj braucht keine geschlos-
sene C''-Kurve auf S? zu sein.

Beziiglich der Darstellung (4.5) ergeben sich dann mit (4.3) in den
Randpunkten

A% = X3(0)  mit Ortsvektor a}:=p2(0) = —aj und
By = X3(L7) mit Ortsvektor b} :=ro(Ly) = —b7
die Tangentenvektoren zu
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IT.

III.

e drs
W= 22(0) = —uj  und  oji= o2

(LY) = —v7 . (4.7)

Wir ergédnzen nun — was immer moglich ist — wie folgt das Kurvenpaar
¢y U ¢ zu einer sphirischen C'-Kurve ¢*, deren geometrischer Schwer-
punkt mit dem Mittelpunkt O der Sphire S? koinzidiert:

Man verbinde die orientierten Linienelemente (B}, v%) und (A}, uj)
durch eine — sicher existierende — geeignete reguldre, auf der Sphére
S? verlaufende und auf Bogenlinge s* bezogene C'-Kurve

¢ oooora(s), s°€]0,M*] der Linge M* >0
derart, dass die Randbedingungen

15(0) =067, 13(M*)=a;=—aj,

X 4.
drs (4.8)

drs . .
. ds*(M ) =up =]

ds*

(0) = o7,

erfiillt sind.

Nun ergibt sich: die Kurve ¢ U ¢5 U ¢ ist eine regulére, aber im all-
gemeinen noch nicht geschlossene C''-Kurve der Sphire S?. Wir miissen
noch die “Liicke” zwischen den orientierten Linienelementen (Aj,u})
und (Bj, %) durch eine geeignete Kurve ¢ C S? schliefien, und zwar
so, dass die Kurve ¢* := ¢ U cs Uk U eine geschlossene C'-Kurve ist
und der Schwerpunkt von ¢* in den Mittelpunkt O der Sphére S? fillt.

Wir spiegeln nun die Kurve ¢§ am Punkt O und erhalten so eine auf
ihre Bogenlédnge s* bezogene, reguldre Kurve ¢j mit der Parameterdar-
stellung

¢ n(s) =-nst), st e[0,MT]. (4.9)

Wegen (4.7) und (4.8) verbindet ¢ die orientierten Linienelemente
(A7, u3) und (B3, 03) in der Art, dass
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IV.

1i(0) =b5 = —b7, i(M*)=a]
4.10)

dr} . oAy . (

dsi(o):t’zz_t’u dsi(M):ul

gilt. Die insgesamt erhaltene Kurve ¢* := ¢j U U c5 U ¢} ist nach Kon-
struktion eine geschlossene, regulire C'-Kurve auf der Sphire S? und
besitzt die Lange L* := 2L} + 2M*. Eine auf Bogenldnge s* bezogene,
tiber 17(s%), t5(s*), r5(s*) und rj(s*) stiickweise definierte Parameter-
darstellung von ¢* lautet:

(15(sY) fir 0<s* <Ly,

)2

*

s — L7) fir LY < s < L5+ M*,
~L

vi(s* — Lt — M*)  fiir Li+ M* < s <2LF+ M*

\ ri(s* — 205 — M*) fiir 205+ M* < s* < 2L* + 2M* .

1(
5
5(
i

Mit (4.5) und (4.9) bedeutet dies unter alleiniger Verwendung der Para-
meterdarstellungen der Ausgangskurve ¢} und der geméf (4.8) gewéhl-
ten “Verbindungskurve” cj:

(1) fix 0<s* <Ly,

o r3(s* — L) fir L* < s* < Lt + M*,

r(s*) = e = LE— M) fiir Lf 4 MY < st < 2LF + M*
[ —u5(s* — 207 — M*) fiir 203 + M* < s* < 2L} +2M* .

(4.11)

Man erkennt nun: Die Kurve ¢* ist wegen (4.11) zusammen mit (4.5),
(4.9) punktsymmetrisch zum Mittelpunkt O der Sphére S?. Damit ist
auch der geometrische Schwerpunkt von ¢* gleich O. Es gilt also

205 +2M*
/ (s*)ds* =o0. (4.12)
0

Mit (4.12) ist nach Satz 2.1 der zu ¢* gemifl (4.11) gehorige Wind-
schiefe Kreis ¢ mit Kriimmung ko und der auf Bogenldnge s bezogenen
Parameterdarstellung
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2L + 2M*
L} (4.13)

Ro

gemaf der Konstruktion seines sphérischen Tangentenbildes ¢* ein Ge-
2 * *
(LY + M™).

wundener C2-Kreis der Gesamtlinge L = —
Ko

Anmerkungen:

1)

Will man einen vorgegebenen Kurvenbogen c; konstanter Kriimmung
ko mittels des vorgestellten Algorithmus I-V zu einem Gewundenen
C?-Kreis ¢ vervollstindigen, so ist dies immer moglich, zum Beispiel
durch eine gewisse Anzahl von geeigneten Schraublinienbégen. Diese
Vervollstandigung durch Schraublinienbogen wird im zugehérigen Tan-
gentenbild dadurch erreicht, dass man die orientierten Linienelemente
(Bf,0%) und (A%, u%) in den Randpunkten A} € ¢ und B} € ¢ der
Kurvenbogen ¢j und ¢ unter der Randbedingung (4.7) verbindet durch
eine C''-Kurve ¢, die sich aus Kreisbégen der Sphére S? zusammen-
setzt. Dies ist — mit einer hinreichenden Anzahl von Kreisbogen der
Sphire S? — immer mdglich. Ein Beispiel hierzu wird im folgenden Ab-
schnitt 4.2 behandelt.

Auch die Vervollstindigung eines C*-Kurvenbogens ¢; (k > 2) konstan-
ter Kriimmung zu einem Gewundenen Kreis ¢ der Differentiationsklasse
C™ (2 < m < k) ist immer moglich, denn sphérische Kurven ¢, die
die Kurven ¢f und ¢4 zu einer Kurve der Differentiationsordnung C™!
verbinden, existieren stets.

Die Vervollstéandigung eines vorgegebenen C“-Kurvenbogens c¢; kon-
stanter Kriimmung x¢ zu einem Gewundenen C“-Kreis ist im Allge-
meinen nicht moglich, da die analytische Fortsetzung von ¢; durch die
jeweils vorgegebene Parameterdarstellung r;(s) beziehungsweise r3(s*)
des zugehorigen sphérischen Tangentenbildes ¢} eindeutig bestimmt ist.
Gibt man sich zum Beispiel einen nicht zu einem Kreisbogen entarte-
ten Schraublinienbogen ¢; vor, so ergeben alle moglichen analytischen
Fortsetzungen ¢ von ¢; wieder einen Schraublinienbogen (unbegrenzter
Linge), der bekanntlich im E? keine geschlossene C*-Kurve darstellt.
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4.2 Vervollstindigung eines C?-Kurvenbogens
konstanter Kriimmung zu einem
Gewundenen Kreis mittels Schraublinienbégen

Schraublinien entsprechen im sphiirischen Tangentenbild auf der Sphire S*
genau Kreisbogen von S? — hierbei entsprechen Kreisbogen c¢; genau den
Groflkreisbdgen ¢} auf S? beziehungsweise nichtebene Schraublinienbdgen ¢,
genau Kleinkreishégen ¢ auf S?. Damit entspricht die Vervollstindigung
einer konstant gekriimmten Raumkurve zu einem Gewundenen Kreis durch
Schraublinienbdgen im sphérischen Tangentenbild der Vervollstandigung durch
Kreisbigen der Sphire S?. Hinsichtlich unserer Notation im Abschnitt 4.1
sind dabei die beiden gerichteten Linienelemente (A3, us) und (B, v}) durch
eine (4.7) geniigende C'-Kurve ¢4 zu verbinden, die aus Kreishégen der
Sphiire S? zusammengesetzt ist.

Folgendes Beispiel zeigt die Anwendung des Prinzips der Vervollstdndigung
einer konstant gekriimmten Raumkurve zu einem Gewundenen Kreis:

Beispiel fiir die Vervollstindigung eines gegebenen Schraublinien-
bogens zu einem Gewundenen Kreis

Wir geben uns die Ausgangskurve ¢;, einen Schraublinienbogen konstanter
Kriimmung kg, durch ihr sphérisches Tangentenbild vor:

Wir withlen in einem kartesischen xyz-Koordinatensystem des E? als Mittel-
punkt der Einheitssphire S? den Koordinatenursprung O(0,0,0). Als sphiiri-
sches Tangentenbild ¢ C S? wihlen wir den folgenden, in einer zur yz-Ebene

im Abstand 7 parallelen Ebene verlaufenden Halbkreis(-bogen) mit der auf

Bogenlange s* bezogenen Parameterdarstellung

1
1 T
ri(sh) =—= | cos(v2s*) |, st €[0,—=]. (4.14)
V2 sin (\/§ s*) V2

Die Kurve ¢} gemifl der Parameterdarstellung (4.14) ist ein orientierter

s
Kleinkreisbogen vom Radius p* = — und damit von der Linge L} = —; der

geometrische Schwerpunkt von ¢ liegt nicht im Mittelpunkt O der Sphére S2.
Der zugehorige Windschiefe Kreis ¢; gemé$ (2.3) ist damit kein Gewundener
Kreis. Insbesondere ist zu vorgegebener konstanter Kriimmung sy die Kurve
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¢1, wie mit (2.3) leicht einzusehen ist, ein Schraublinienbogen der Ganghohe
L*

1, dem Radius — und der Linge Ly = — = L

Ko 2Kg Ko V2 Ko

Nun werden wir die Kurve ¢; mittels des in Abschnitt 4.1 vorgestellten Al-

gorithmus I-V durch geeignete Schraublinienbogen zu einem Gewundenen

C?-Kreis ¢ vervollstindigen:

Die folgende Abbildung zeigt das auf der Einheitssphéire verlaufende orien-
tierte sphérische Tangentenbild ¢} geméf der Parameterdarstellung (4.14):

Der Halbkreis ¢} hat gemifl der Parameterdarstellung (4.14) die in der zy-
Ebene liegenden Randpunkte A% := X7(0) und Bf := X7 (7/A/2) mit den
Ortsvektoren

@ = () = <%%0) und

br = ri(rNV2) = (%,—%,0)

mit den geméB (4.4) zugehorigen Tangentenvektoren

(4.15)

*

dr}

_ oo dw (T
(0) = (0,0,1) und by = o (ﬁ) =(0,0,-1) .

Nun fithren wir geméfl des Vervollstandigungsalgorithmus die Punktspiege-
lung von ¢} am Kugelmittelpunkt O durch. Wir erhalten dadurch den zu ¢}
kongruenten Halbkreisbogen ¢5 mit der Parameterdarstellung
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1
1 s
r5(s) = —1i(s) = ——= | cos(v2s*) | , s€|0,—=|, (416)
V2 sin (\/§ s*) { \/5]

und den Randpunkten A% = X3(0) und By = X2 (7 /A/2), deren Ortsvektoren
geméB (4.6)

1 1
a; = —Cq = <—7, ——,O) und
2" V2
1 1
b; = —-b] = |——,—=,0
p = ()
lauten. Die Tangentenvektoren an ¢§ in den Randpunkten A5 = X3(0) und
B; = X3(7/\/2) lauten dann
. _ 4
127 e

(4.17)

dys (™
0) =(0,0,—1 d vy =—|—=]=1(00,1).
() (>a ) un 2 dS*(\/i) (a>)
Folgende Abbildung zeigt die orientierten, zum Kugelmittelpunkt O punkt-
symmetrischen Kleinkreisbogen ¢} und c; geméf ihrer Parameterdarstellun-
gen (4.14) und (4.16):

Wir verbinden nun ¢ und c¢; zwischen den Kurvenpunkten B} € ¢] und
A3 € ¢ zu einer orientierten C'-Kurve auf S? durch eine orientierte sphéri-
sche C'-Kurve ¢4, die sich zusammensetzt aus zwei orientierten Kreishogen
k7 und [7, welche wir wihlen wie folgt:
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Der Kleinkreisbogen ki ergénze c¢j zu einem vollen Kleinkreis, wie in der
folgenden Abbildung dargestellt:

Als zweiten Kreisbogen [7 C ¢}, der schlielich die Punktmenge ¢ U k7 U ¢}
zwischen den Punkten Af und A% zu einer sphérischen C'-Kurve verbindet,
wahlen wir den halben Grofikreis durch die beiden antipodalen Punkte Af und
A}, der tiber den Punkt N(0,0,1) verlauft, wie in der folgenden Abbildung
dargestellt:

Offenbar erfiillt dann ¢ = k7 Ul} die Randbedingung (4.8) des Vervollstiandi-
gungsprinzips.
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SchlieBlich vervollstindigen wir die C*-Kurve ¢; U ¢3 U ¢§ gemiB des Ver-
vollstandigungsprinzips zu einer geschlossenen C'-Kurve ¢* durch Hinzunah-
me der am Mittelpunkt O von S? gespiegelten Kurve c3, die wir gemif3 des
Prinzips ¢} nennen. Der Kurvenbogen ¢ setzt sich zusammen aus dem rest-
lichen (halben) Kleinkreis k5 des Trégerkreises von ¢ und dem von A3 nach
Ay iiber den zu N(0,0, 1) antipodalen Punkt S(0,0, —1) verlaufenden, rest-
lichen (halben) Groflkreis 5 des Trégerkreises von [j. Die gesamte, geméif
ihrer Konstruktion, reguliire sphiirische C'-Kurve ¢* = ¢ Ui Ui U ¢} ist in
folgender Abbildung dargestellt, inklusive der Teilbégen k7, I7, k3 und 5 von
c5 und ¢ und des jeweiligen Durchlaufsinns aller Kurvenbogen:

z\

Zur richtigen Interpretation der letzten Abbildung sei noch kurz in Worten
der Durchlauf der Kurve ¢* beschrieben:

Die sphérische Kurve ¢* wird durchlaufen vom Punkt A} iiber den Kleinkreis-
bogen ¢ zum Punkt By, dann weiter iiber £} zuriick zum Punkt A7. Von Aj
geht der Kurvenverlauf weiter iiber den Grofikreisbogen (7 zum Punkt A3,
von dort iiber den Kleinkreisbogen ¢ zum Punkt B3 und weiter iiber k5 zum
Punkt A35. Von Aj gelangt man iiber den Groflkreisbogen [ zum Startpunkt
A7 zuriick. Insgesamt besteht die Punktmenge ¢* = cfUkTUlT Ucs Uk3 U5
aus drei Kreisen der Sphire S?, den beiden kongruenten, in parallelen Ebe-
nen verlaufenden Kleinkreisen ¢ U k7 und ¢ U k5 und dem Grofikreis {7 U [5.
Beim hier vorgeschriebenen Kurvendurchlauf werden die Kreise ¢} U k7 und
c5UkS in einem Zug durchlaufen, nicht so der Kreis [7 Ul3, welcher jeweils nur
zur Hélfte durchlaufen wird. Die Trégerebenen der beiden Kreise ¢j Uk} und

T
c5Uk3 schneiden die Kreisebene von [7 U5 jeweils unter einem Winkel von 1
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Im Grundriss in die xy-Ebene sind die Tragerebenen der drei Kreise ¢} U k7,
c5 U k3 und [} U [5 projizierend, die Kurve c* zeigt sich in dieser Ansicht
zusammengesetzt aus drei zweifach durchlaufenen Geradenstiicken:

Gemif ihrer Konstruktion erfiillt die geschlossene sphirische C'!'-Kurve ¢* =
s Uds U U e die Schwerpunktsbedingung (2.4), eine Integration iiber ¢*
geméf der Formel (2.3) liefert damit eine Parameterdarstellung eines Gewun-
denen C?-Kreises c¢. Die Raumkurve ¢ setzt sich zusammen aus den folgenden,
den einzelnen Teilkurvenbogen cj, k7, I3, ¢35, k3, I5 des sphérischen Tangen-
tenbildes ¢* vermoge (2.3) entsprechenden Kurvenbogen:

Zum Kleinkreis s7 := ¢j U k] gehort ein Schraublinienbogen mit konstanter

T
. Zum

1
Kriimmung kg, der Ganghohe 1, dem Radius P und der Lange
Ko Ko Ko
Kleinkreis s3 := ¢ U k3 gehort ein zu so gegensinnig kongruenter Schraub-

linienbogen. Die zu den Grofikreisbégen /7 und 5 gehorigen Kurvenbogen [,

1
und /5 konstanter Kriimmung kg sind jeweils Halbkreisbogen vom Radius —.
Ko

Den zum vervollstindigten Tangentenbild ¢* gehorigen Gewundenen Kreis
¢, dessen Parameterdarstellung (zu konstanter Kriimmung ¢ > 0) man aus
der allgemeinen Formel (2.3) erhilt, zeigt folgende Abbildung:
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Bezogen auf die letzte Abbildung seien noch geometrische Daten bemerkt,
die sich nach elementargeometrischen Uberlegungen ermitteln lassen und die
Gestalt des Gewundenen Kreises ¢ der Kriimmung ¢ > 0 beschreiben:

¢ besteht aus zwei gegensinnig kongruenten Schraublinienbogen s := ¢ U ky

und s, := co U ko mit Tragerdrehzylinderradius Y und parallelen Schraub-
Ko

achsen mit Abstand l. Die Schraublinien s; und sy beriihren einander im
Ko
Selbstberiihrungspunkt B von c. Die ebenen Anteile von ¢ sind die beiden in

zwei parallelen Ebenen verlaufenden Halbkreisbogen [; und [y, jeweils vom

1
Radius —. Der Abstand der Triagerebenen der Kreisbogen [; und I5 ist T
Ko \/§ Ko

und gleich dem Abstand der Kreisachsen der Trégerkreise von [y und [5.
Die Achsenrichtungen der Schraublinienbdgen s; = ¢; U ky und s = ¢ U ko

122



schlieBen mit der Richtung der Kreisachsen m; von [; beziehungsweise ms
T
von [ den Winkel 1 ein.

Hinsichtlich der in obigem Beispiel vorhandenen Selbstberiihrung im Punkt
B (siehe die letzte Abbildung) sei noch Folgendes bemerkt: Wihlt man fiir
das sphirische Tangentenbild als Ausgangskurve ¢ C 52 (siehe (4.14)) einen
Halbkreis vom Radius p mit

. 1

0<pr< 7 (4.18)
so lasst sich die Vervollstdndigung wie in letztem Beipiel durchfiihren, also
unter Hinzunahme des Groflkreises 7 U (3, des restlichen Halbkreisbogens
k7 des Trégerkreises von ¢} und des Spiegelbildes c; U k3 des Kleinkreises
c;UK} beziiglich des Kugelmittelpunkts O der Sphiire S?. Der zu vorgegebener
Kriimmung o > 0 gehorige Gewundene Kreis ¢ gemif (2.3) setzt sich dann
aus den beiden, im sphérischen Tangentenbild ¢* den Grofikreishalbbtgen [}
und /5 entsprechenden Halbkreisbégen [; und [y, jeweils mit Radius

und den beiden, den Kleinkreisen ¢f U [} und ¢ U [5 entsprechenden (ge-
gensinnig kongruenten) Schraublinienbogen s; := ¢; Uly und sy := ¢y U ly
zusammen, deren Tragerdrehzylinderradius geméf (2.3) gleich

p
pP=—
Ko

ist und die die beiden Halbkreisbégen I; und ly zu einer geschlossenen C?-

Kurve verbinden. Damit haben die Schraubachsen der Tragerdrehzylinder —
siehe dazu die letzte Abbildung — den Abstand

2 *2 1 — *2
d::2r—2p:——2-p—=2' P )
Ko Ko Ko
fiir den wegen (4.18)
1 2
—<d< —
Iav) Ko

gilt. Damit beriihren sich die beiden Tréagerdrehzylinder der Schraublini-
enbogen s; und s, nicht, die beiden Kurven s; und s, haben also sicher
keinen gemeinsamen Punkt. Damit ist mit (4.18) der Gewundene Kreis ¢
ohne Selbstberiihrungspunkte, damit vom topologischen Typ des Kreises.
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5 Windschiefe und Gewundene Kreise auf Zy-
linderflichen

Im diesem Abschnitt werden differentialgeometrische Ansétze zur Bestim-
mung Gewundener Kreise, die auf einer allgemeinen Zylinderfliche verlaufen,
hergeleitet.

Zuerst wahlen wir einen analytischen Ansatz fiir eine auf einem Zylinder ®
verlaufende Raumkurve ¢ gemiB folgenden Uberlegungen: Der Triigerzylinder
® der Kurve c¢ sei gegeben durch seine Profilkurve ¢ C ®; ¢ ist damit eine
Orthogonaltrajektorie der Erzeugenden von ®. Sei nun ¢ als regulire C?-
Kurve gegeben durch ihre natirliche Gleichung

F=rR5€eC, sel:=[5,%]CR, (5.1)

wobei 5 die Bogenldnge und & die Kriimmung von ¢ bezeichnet. In einem
kartesischen xyz-Koordinatensystem des E? lautet dann eine Parameterdar-
stellung von ¢ mit der Abkiirzung

a(s) == //{(u) du, 5€[5,5]. (5.2)

wie folgt:
z(5) 5 [ cosa(u)
i) = | 95 | = / sina(u) | du se[sn5:]  (5.3)
Z(3) 0 0

Die Profilkurve ¢ liegt dann in der xzy-Ebene. Die oben in (5.2) eingefiihr-
te GroBe a 14t sich hierbei als (orientierter) in der ry-Ebene gemessener

d,
Winkel zwischen der x-Achse und dem Tangentenvektor d_§ deuten. Die FEr-
5
zeugendenrichtung des Tragerzylinders & ist

e= 1[0 | . (5.4)

AuBlerdem kann die Kriimmung &, da die Kurve ¢ als ebene Kurve angesetzt
ist, sowohl positive als auch negative Werte, sowie den Wert £ = 0 annehmen.
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5.1 Parameterdarstellung der Kurven auf einer vorge-
gebenen Zylinderfliche ¢
Mit den obigen Vorbereitungen und eingefithrten Gréflen konnen wir nun

fiir unsere auf der Zylinderfliche ® verlaufende Raumkurve ¢ mit einer C?-
Funktion f(s) folgende Parameterdarstellung ansetzen:

x(5) (%)
(3 = ys | =1 965 |, sel[s,5];f5eC*. (55
%(5) f(3)

Als Néchstes bestimmen wir die Bogenlédnge s der Raumkurve ¢ geméfl (5.5)
in Abhéngigkeit von der Bogenldnge s von ¢: Dazu bilden wir die Ableitung

%, erhalten mit (5.3) und f := Z—é
‘ d C?S @
ii= 2 _ | sina | . (5.6)
ds ;
S
Somit ergibt sich fiir die Bogenlédnge s der Kurve ¢ die Bestimmungsgleichung
ds dy .
G~ |as| = Vit (5.7)

Fiihren wir nun als neuen Kurvenparameter den Winkel « zwischen der xy-
Ebene und dem Tangentenvektor ¢ von c ein, so gelangen wir aufgrund der
allgemeinen Anséitze (5.3), (5.4) und (5.7) zur Deutung

az%—l(e,i)zé(i,%). (5.8)

Mit (5.3) und (5.6) erhélt man dann die Bedingung

Ccos & Cos &0
sima | - | sina
_ 0 ]
cosa= +E N T A )
|?||?| /1_|_f2 ‘/1_|_f2
Damit lésst sich (5.7) schreiben als
s
d—i = cosa . (5.10)

125



Diese Gleichung wird in den folgenden Betrachtungen eine zentrale Rolle spie-
len, da die Koppelung zwischen der Bogenléinge s der auf dem Zylinder ®
verlaufenden Kurve ¢ und der Bogenldnge s ihrer Grundrisskurve ¢ in einer ¢
orthogonal schneidenden Ebene (in der Darstellung (5.5) die zy-Ebene) mit-
tels der geometrisch deutbaren Groéfle o beschrieben werden kann. Dies wird
in den spéteren Betrachtungen helfen, ein Verfahren zu formulieren, das zu
einer Parameterdarstellung von ¢, bezogen auf den Winkelparameter «, fiihrt.

5.2 Geoditische Kriimmung und Normalschnitt-

kriimmung der Kurven auf einer vorgegebenen
Zylinderfliche

Im Folgenden werden wir Bestimmungsgleichungen fiir die samt @ isome-
trisch in die Ebene abgewickelte Kurve ¢ durch folgende Uberlegungen (siehe
auch [3]) ermitteln:

Mittels der Groflen s, k, s und « lasst sich unter Verwendung des Satzes von
EULER iiber die Normalschnittkriimmung von Flachenkurven die orientierte
geoddtische Kriimmung , von ¢ auf ® bestimmen. Wir betrachten hierzu
das Krimmungslinien-Netz auf der Zylinderfliche ®, also (vergleiche [14], S.
72: Beispiel 5) die beiden Scharen der (geradlinigen) Erzeugenden und ih-
rer (ebenen) Orthogonaltrajektorien. Wir verwenden die Gréflen & und « aus
(5.2) und (5.8), sowie den Satz von EULER (siehe [11], S. 48: Satz 5.5 und [14],
S. 14, 62) zur Berechnung der Normalschnittkriimmung «, der Fldchenkur-
ve ¢ C ® im Kurvenpunkt X in Richtung ihres Tangentenvektors ¢’ := @

ds

gemifl der Parameterdarstellung (5.5): da die Normalschnittkriimmung in
Richtung der (geradlinigen) Erzeugenden von & verschwindet und in Rich-
tung von deren Orthogonaltrajektorien gleich & ist, erhalten wir mit (5.8)

kn(t') = R cos*a . (5.11)

Zwischen der Kriimmung x der Raumkurve ¢, der (orientierten) geodétischen
Kriimmung x, von ¢ auf ® und der Normalschnittkriimmung x,(x’) von ¢
(im Punkt X in der Richtung ¢’) auf ® gilt andererseits stets die Beziehung
(vergleiche [11], S. 28)

2 _ .2 2
K™ = Ky + Ky .

In unserem Fall ist, wie man anhand der Abwicklung des Zylinders ® in die

d
Ebene E? erkennt, k, = d_a =: o/. Mit (5.11) lésst sich letzte Gleichung
s
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umformen in
2 2

a? = k? —R*costa .
Setzt man nun fiir die Kriitmmung s der Raumkurve einen konstanten Wert
ko > 0 an, so erhalten wir aus letzter Gleichung die fiir die weiteren Betrach-
tungen in Abschnitt 5 grundlegende Schliisselgleichung

da\? 2 2 4
7. ) = mo— R costa. (5.12)

Ausgehend von (5.12) wihlen wir

i wta. 519

Diese Gleichung beschreibt die (orientierte) geodétische Kriimmung x, =
da/ds von ¢ auf @, beziehungsweise die Kriimmung # der durch Abwicklung
von @ in die Ebene verebneten Kurve ¢, die wir im Folgenden ¢ nennen.

Insbesondere setzen wir im Folgenden stets eine positive geodéatische Kriim-
mung k, der auf der Zylinderfliche ® verlaufenden Kurven c¢ konstanter
Kriimmung ko > 0 voraus, das heifit unter Verschirfung von (5.13) gelte
immer

_da

= = \/K§ — R?costa > 0. (5.14)

Eine Konsequenz der Forderung (5.14) ist, dass wir ausgehend von (5.13) nur
— sofern existierend — solche auf der Zylinderfliche ® verlaufenden Kurven
¢ konstanter Kriimmung kg ermitteln konnen, deren Verebnung ¢ keine W-
Punkte besitzt.

Kg

5.3 Abwicklung einer Zylinderfliche ¢ und ihrer Kur-
ven c konstanter Kriimmung

Zunéchst zur Bestimmung einer Parameterdarstellung der Abwicklung ¢ der
Kurve ¢ C ® bei Abwicklung des Triagerzylinders ® in die Ebene.
5.3.1 Parameterdarstellung einer verebneten Kurve ¢

Die Ebene E? sei mit einem kartesischen xy-Koordinatensystem versehen.
Die Erzeugenden s = const von ® werden auf zur y-Achse parallele Geraden,
die Orthogonaltrajektorien der Erzeugenden von ® in zur z-Achse parallele
Geraden abgebildet. Dann lasst sich zunéchst eine Parameterdarstellung £(3)
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der Abwicklung ¢ unter Verwendung der Bogenlénge 5 der Orthogonaltrajek-
torien der Erzeugenden von ® als Parameter ansetzen als

1(s) = <Q(§) ) : (5.15)

mit noch zu bestimmender Koordinatenfunktion ¢(5s).

Im Folgenden fiihren wir als neuen Kurvenparameter in (5.15) den, gegen den
Uhrzeigersinn gemessenen, Winkel « zwischen der positiven z-Achse und dem
Tangentenvektor ¢’ ein.

Die in (5.15) auftretende GroBe § soll nun als Funktion von a dargestellt
werden. Ausgehend von

ds _ds_ds _ds do
da  ds da  ds ds
erhilt man mit (5.10), (5.13) und (5.14) zunéchst

ds COoS o

da K2 — K2 cost a

Unter Verwendung der natiirlichen Gleichung & = £(S) der Profilkurve ¢
(sieche deren Darstellung (5.3)) des Trigerzylinders ¢ folgt dann:

ds cos o
da VK2 —R(5)2costa
Mit Hilfe dieser Gleichung ldsst sich nun die allgemeine Vorgehensweise zur

Bestimmung einer Parameterdarstellung von ¢ mit Kurvenparameter « for-
mulieren, wenn ein Tréagerzylinder ® vorgeben ist:

(5.16)

Zu gegebener Triagerzylinderflache ®, die durch die natiirliche Gleichung
Kk = K(8) ihrer Profilkurve bestimmt ist, 16se man die gewohnliche Diffe-
rentialgleichung 1. Ordnung (5.16), die im Allgemeinen nicht trennbar ist.

Sei § = S(«) eine Losungsfunktion.

Bemerkt sei, dass die Differentialgleichung (5.16) genau dann trennbar ist,
wenn die Kriimmungsfunktion £ konstant ist, das heif3t

1
R(S) = — = const., mit r>0.
r
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Dann ist ® ein Drehzylinder mit Radius r, auf dem — wie bereits in [3] gezeigt
wurde — Gewundene Kreise ¢ existieren.

Bei beliebiger Kriimmungsfunktion %(s) ist fiir das weitere Vorgehen zu ge-
gebenem &(S) eine lokal existierende Losung

s=S(a), aeJCR (5.17)

von (5.16) iiber einem Intervall J =: [y, aq ] vorauszusetzen.

Mit dieser Losungsfunktion 5 = S(a) kann man nun bis auf Quadraturen
die Parameterdarstellung t(a) der Abwicklung ¢ einer auf dem Zylinder @
verlaufenden Raumkurve ¢ aufstellen: Aufgrund der geometrischen Deutung

von « ist
o (@n) cx
ds Sin
Wegen
dx B dr da ds
ds doa ds ds

s
ergibt sich mit (5.13) und d—S = cosa aus (5.10)
s

dE ! < cosa ) . (5.18)

dov Vi2 —R(S(a))?costa \ sina
Damit erhélt man vermoge einmaliger Integration nach « iiber das Intervall
J = [ay, ay] der Losungsfunktion 5 = S(a) von (5.16) (zu gegebenem £(3))
die gesuchte Parameterdarstellung der (ebenen) Kurve ¢

o = (30)

B 1 cosu )
N VK2 — R(S(u))2costu \ sinu “
0

mit a € J. Nach (5.15) und (5.17) ist hierbei #() gleich der Losung S(a)
von (5.16).

(5.19)

Somit erhédlt man schlieflich bis auf Quadraturen als Parameterdarstellung
von ¢:
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o
>
Q
~—
I
7~ N
Sy
A~~~
23
N—

(5.20)

’ sin u
/ — du
VK2 — R(S(u))2 costu
mit S(a) gemiB (5.16) und (5.17).

5.3.2 Algorithmus zur Bestimmung einer Parameterdarstellung
einer verebneten Kurve ¢

Insgesamt kénnen wir nun einen Algorithmus formulieren, der uns zu einem
Zylinder @, der durch die natiirliche Gleichung & = &(S) seiner Profilkurve ¢
gegeben ist, gemaf (5.14) die Klasse, der auf ® mit konstanter Raumkurven-
kriitmmung kg verlaufenden Kurven c liefert, deren Verebnung ¢ (zusammen
mit @) stets positive Kriimmung besitzt:

Ist die Profilkurve ¢ der Zylinderfliche ® in einer auf ihre Bogenldnge § be-
zogenen Parameterdarstellung (5.3), kurz ¢ : Z(3), y(5); s € I gegeben, so
erhdlt man folgende Differentialgleichungen, die fiir alle auf der Zylinder-
flaiche ® mit konstanter Kriimmung kg verlaufenden Kurven c jeweils deren
Abwicklung ¢ (bei Verebnung von ®) in die Ebene als Losung bestimmen:

1. Zu gegebenem Startwert 5o = Sy € [ auf ¢ und Startwinkel aq der
Tangente der gesuchten Losungskurven ¢ gegeniiber der horizontalen
xy-Ebene ist das Anfangswertproblem

ds CcoS (v _
— = und 5(ag) = S, 5.21
do \//-4;3 — k(8)2 cos* (a0) 0 ( )
zu 10sen.
2. Existiert eine Losung 5§ = S(a), o € J = [a1, az] € R (wobei dann

auch ag € J) des Anfangswertproblems (5.21), so ist die Parameter-
darstellung (o) = (&(), g(a)) der Abwicklung é der konstant ge-
kriimmten Raumkurve ¢ C ® in die Ebene bis auf Quadratur gegeben
durch (5.20) mit « € J.
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Sei nun die (ebene) C?-Profilkurve ¢ des Zylinders ® nicht durch ihre natiirli-
che Gleichung gegeben, sondern im kartesischen xyz-Koordinatensystem des
E? durch eine allgemeine reguldre Parameterdarstellung

(t)
¢ ity = yt) | , teUCR. (5.22)
0
Fiir die Bogenlidnge 5 und die Kriimmung & der Kurve ¢ gilt dann (siehe [13],
S. 18 und 43)
&5 _ |
dt | dt

= i)+ (1?2, (5.23)

(5.24)

Mit (5.23) und (5.24) ldsst sich nun die Differentialgleichung (5.21) fiir den
allgemeinen Kurvenparameter ¢ von ¢ formulieren:

do da dt )
Wegen = = % T ist mit (5.16) und (5.23)
dt_ ds (@)_1 S , (5.25)
da  da \dt |T| /KE — R?costa

Existiert zu vorgegebenen Startwerten eine Losung t = T'(«) von (5.25), so
ist analog zu (5.18)

& _ 1 ( cosa ) . (5.26)

da VKE = R(T(a))2costa \ sina
Eine Losungskurve ¢ in Parameterdarstellung erhélt man schlieBlich durch
Integration der Gleichung (5.26).
Damit lisst sich der zuvor beziiglich des Bogenldngenparameters formulierte
Algorithmus fiir einen allgemeinen Kurvenparameter ¢ der Kurve ¢ formulie-
ren:

Ist die Profilkurve ¢ der Zylinderfliche ® in einer nicht notwendig auf Bo-
genlidnge bezogenen Parameterdarstellung (5.22) gegeben, so erhélt man fol-
gende Differentialgleichungen, die die Abwicklung aller auf der Zylinderflache
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® mit konstanter Raumkurvenkriimmung ko verlaufenden Raumkurven c
iiber deren Abwicklung ¢ in die Ebene als Losung bestimmen:

1. Zu gegebenem Startwert ¢t = Ty € U und Startwinkel oy der Tangente
der gesuchten Losungskurven ¢ gegeniiber der horizontalen xy-Ebene
ist das Anfangswertproblem

ﬁ B CcoS «
doc (1) | /K — R(t)? cost a

mit  t(ag) = Tp (5.27)

und den Bezeichnungen

56| = /20?2 + (62 und  m(1)? =

zu losen.

2. Existiert eine Losung ¢t = T'(v), o« € J := [y, ap] € R (wobei dann
auch o € J) des Anfangswertproblems (5.27), so ist die Parameterdar-
stellung ¥(a) = (Z(), g() ) der Abwicklung ¢ der konstant gekriimm-
ten, auf ® verlaufenden Raumkurve ¢ in die Ebene bis auf Quadratur
gegeben durch

i 5.28
e w, acs. %

[N
=
L
Il
S—
Q
=
oN
|
|

H(T(u))2 costu
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5.3.3 Parameterdarstellung einer konstant gekriimmten, auf einer
vorgegebenen Zylinderfliche verlaufenden Raumkurve

Die Parameterdarstellung der gesuchten (konstant gekriimmten Raum-)Kurve
¢, also der auf den Zylinder ® aufgewickelten ebenen Kurve ¢ geméfl obigem
Algorithmus, erhélt man aufgrund der Betrachtungen aus Abschnitt 5.3.2
wie folgt:

d
Der Tangentenvektor g € R? von c ist geméB der Konstruktion der Kurve

c als einer auf dem Zyliﬁder ® iiber dessen Profilkurve ¢ verlaufenden Kurve
unter Verwendung der in Abschnitt 5.1 eingefiihrten WinkelgréBe  und (5.6)
gegeben wie folgt: Mit vorgegebener Kriimmung #(S) der Profilkurve ¢ der
Trégerzylinderfliche @ ist

a(3) == /n(u) du 5€[51,35] (5.29)

und dann wegen der daraus resultierenden Losungsfunktion 5 = S(a) gemiB
des Algorithmus in Abschnitt 5.3.2

cos@(S(a)) - cos

% = | sin 54(5('04)) - cos
sin v
d dr d
Aus der Ableitungskettenregel a_a folgt
ds da ds

G _ds (da)
doo ds \ds '
Nun gilt hier fiir die geodétische Kriimmung x, = Z—a von ¢ auf der Fliache
s
® nach (5.13)

Z—j = \//{3 — R(S(a))2cos4a .

Damit lautet der Tangentenvektor von ¢

cos@(S(a)) - cosa
d ! sin @ (S(«)) - cos

da \/n% — R(g(a))zcos‘la sin o
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Die Integration der letzten Gleichung liefert schliefllich die Parameterdarstel-
lung r(a) der gesuchten Raumkurve ¢ konstanter Kritmmung xo:

cos@(S(u)) - cosu

sina(S(u)) -cosu | du (5.30)
[

4 .

zu geeignetem, gemifl dem Algorithmus aus Abschnitt 5.3.2 gewonnenem
Definitionsbereich J fiir den Kurvenparameter o.

Unter Beachtung von (5.18), (5.19), (5.20) lasst sich die Darstellung (5.30)
von ¢ mittels der Funktionen Z(«), g(a) gemé$ (5.19) auch wie folgt schrei-
ben:

( z(a)
z(a) / cos@(5)ds + zg ,
0

: &(a) 5.31
N oy = / sin@(3) ds + o , (5.31)
0

L 2(a) = gla)+20, a€

hierbei sind xg, 9, 20 € R Integrationskonstanten.

5.4 Windschiefe und Gewundene Kreise auf einem Ket-
tenlinienzylinder

Im Folgenden wenden wir den Algorithmus aus Abschnitt 5.3.2 an, um Ab-
bildungen der Verebnung ¢ von Windschiefen und Gewundenen Kreisen ¢ auf
einer speziellen Zylinderfliche — einem Kettenlinienzylinder — numerisch zu
bestimmen.

Ein Kettenlinienzylinder ® sei gegeben durch seine ebene Profilkurve ¢ C E?
mit der Parameterdarstellung

¢ - ;(t):(igg)z(cosh’;_l), teR. (5.32)

Eine Parameterdarstellung von ® lautet dann
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z(t) 0
d: ft,bw)y=1|gt) | +v-{ 0], tLv)ERxR. (5.33)
0 1

GeméB (5.32) besteht zwischen der Bogenldnge § und ¢ wegen

ds .
d—j — |#(t)| = cosht (5.34)

ohne Einschrankung, das heifit bis auf Integrationskonstanten, die Beziehung

5 =sinht beziehungsweise t = arsinh 5 . (5.35)

Damit léasst sich die Kurve ¢ auf ihre Bogenldnge § parametrisieren: Mit
(5.35) und (5.32) erhélt man

_ . arsinh 3 B

¢ ;(s):(m_l), seR. (5.36)
Nun bestimmen wir die Kriimmung < in Abhéngigkeit von der Bogenlénge
5. Allgemein gilt

_ det((1), ¥(1))
EOES

was hier gemif} (5.32) und (5.34) mit (5.35)

R(t)

o 1
= 1ie

liefert. Fiir 5 = 0, gemiB (5.35) und (5.32) also im Punkt X (¢t = 0) = 0(0,0),
hat ¢ die maximale Kriimmung &,,., = 1. Ferner gilt

seR (5.37)

lim R(5)=0.

S§—=+o00

Nun kénnen wir mit (5.21) und (5.20) ein Differentialgleichungssystem fiir
eine Parameterdarstellung t(a) = (Z(a),y(«)) der Verebnung ¢ von auf

dem Kettenlinienzylinder ® verlaufenden Kurven ¢ konstanter Kriimmung
Ko = Fomae = 1, formulieren:

Fiir k9 > 1 und « € [ap, a1] C R 16se man zuerst das Anfangswertproblem

di i
d—x - Colso‘ mit () = Sy €R (5.38)
o 2 1 4
\/KJO 0T ) cost v
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und dann unter Verwendung der Losung Z(«) von (5.38) das Anfangswert-
problem

dy sin o -
% = mit y(ag) = 0. (5.39)

2 1 4
\/no (1—0—:2’(04)2)2 cos* o

Die Losungen #(«) und g(«) des Differentialgleichungssystems (5.38), (5.39)
lassen sich nur numerisch bestimmen.

Die Losungskurve ¢: t(a) = (:%(oz), g)(oz)) von (5.38) und (5.39) liefert dann
mit (5.36), (5.33) und (5.35) die Parameterdarstellung r(«) des auf ® mit den

geméB (5.38) und (5.39) gewihlten Startwerten verlaufenden Windschiefen
Kreises ¢ mit Kriimmung kg > 1:

arsinh z(«)

c: rla) =] V1+@(e)?2-1 1], a€la,a]CR. (5.40)
§()
Die Anfangswerte ayg, Sy in (5.38) und (5.39) lassen sich geometrisch deuten:
Die Losungskurve ¢ geméaf (5.40) startet im Punkt

Xy = (arsinh(go), \VJ1+82 -1, 0) €d

mit dem Winkel /2 — ag zwischen Tangente an ¢ in X, und der Erzeugen-
denrichtung (0,0, 1)” von ®.

Mittels des Computeralgebrapakets MATHEMATICA wurden durch nume-
rische Integration von (5.38) und (5.39) zu gewissen Wertetripeln (kg, S, )
und zugehorigen Definitionsbereichen I := [ag, ;] C R experimentell die
folgenden Abbildungen A - D der Verebnung ¢ erzeugt:
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Abbildung A: Die Losungskurve ¢ von (5.38) und (5.39) zu der
Raumkurvenkriimmung ko = 1.001, den Anfangswerten o = 0, Sy = 0, also
dem Startpunkt X, = O(0,0), und dem Definitionsbereich I = [0, 2x] ist
eine geschlossene C“-Kurve; die zugehorige auf der Zylinderfliche @
verlaufende Raumkurve ¢ konstanter Kriimmung kg ist damit ein
Gewundener Kreis.

137

<>



-1

Abbildung B: Die Losungskurve ¢ von (5.38) und (5.39) zu der
Raumkurvenkriimmung xo = 1, den Anfangswerten ag = 0, Sy = 1, also
dem Startpunkt X,(1,0), und dem Definitionsbereich I = [0, 6] ist
offenbar keine geschlossene C*-Kurve; die zugehorige auf der Zylinderflache
® verlaufende Raumkurve ¢ konstanter Kriitmmung & ist damit kein
Gewundener Kreis.

D

y

>
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Abbildung C: Die Lésungskurve ¢ von (5.38) und (5.39) zu der
Raumkurvenkriimmung xo = 1, den Anfangswerten ag = 0, Sy = 1.5, also
dem Startpunkt X,(1.5,0), und dem Definitionsbereich I = [0, 6] ist
offenbar keine geschlossene C*-Kurve; die zugehorige auf der Zylinderflache
® verlaufende Raumkurve ¢ konstanter Kriitmmung rg ist damit kein

Gewundener Kreis.
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Abbildung D: Die Losungskurve ¢ von (5.38) und (5.39) zu der
Raumkurvenkriimmung kg = 1, den Anfangswerten ag = /4, Sy = 0, also
dem Startpunkt X, = O(0,0), und dem Definitionsbereich I = [0, 67] ist
offenbar keine geschlossene C“-Kurve; die zugehorige auf der Zylinderfliache
® verlaufende Raumkurve ¢ konstanter Kriitmmung & ist damit kein
Gewundener Kreis.
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5.5 Windschiefe und Gewundene Kreise auf einem
Drehzylinder

Die im Abschnitt 3.1 vorgestellten, aus Schraublinienbégen zusammengesetz-

ten Gewundenen (C?-)Kreise verlaufen auf einer Konfiguration aus meh-

rereren (kongruenten) Drehzylindern — den (jeweils eindeutig bestimmten)
Trégerdrehzylindern der jeweiligen Schraublinienbogen.

In diesem Abschnitt werden — unter Verwendung von Ergebnissen aus [3]
— Gewundene Kreise vorgestellt, die ganz auf einem Drehzylinder (Radius
r > 0) verlaufen und iiberdies eine C*-Parameterdarstellung erlauben.

5.5.1 Parameterdarstellung der Windschiefen und Gewundenen
Kreise auf einem Drehzylinder vom Radius r

Bereits in [3] hergeleitet wurde die Parameterdarstellung t(«) der samt ihrem
Tréagerdrehzylinder (Radius r) verebneten Raumkurve ¢ konstanter Kriim-

. A . ™
mung kg > —: Die verebnete Kurve ¢ ist — wenn man in [3] a durch 5 @
r

ersetzt — in einem kartesischen #¢-Koordinatensystem des E? gegeben durch

a
()= | (7 ) e
() r2Kg — costp \ S

—m/2

o>
>
—~

o
S~—

I

(5.41)

Der Kurvenparameter « in (5.41) ist — im Einklang mit der Definition des
Winkels o gemé$ (5.8) in Abschnitt 5.1 — der (im Gegenuhrzeigersinn orien-

d
tierte) Winkel zwischen der Z-Achse und dem Tangentenrichtungsvektor d—x
«

der Kurve ¢, wie in Abbildung 5.1 veranschaulicht.
Die Darstellung (5.41) von ¢ ergibt sich hier mittels des in Abschnitt 5.3.2

vorgestellten Algorithmus unmittelbar aus (5.18) fiir den Spezialfall, dass fiir
die Profilschnittkriimmung des Zylinders &

1
R(S8) = const. =: — >0 (5.42)
r

gilt. Mit (5.18) gilt dann namlich
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dr 1
- ( cosa ) , (5.43)
do 2_ 1 ostq \ Sina

woraus durch Integration (5.41) folgt.

Wegen kg > 1/r, also kg - r > 1, ist (5.41) eine reguldre C“-Parameter-
darstellung. Die Koordinatenfunktionen von (5.41) sind elliptische Integrale
(siehe [7]). Die Kurve ¢ C E? ist — wie bereits in [3], Abschnitt 4 gezeigt
wurde — eine (C¥-) Eilinie mit der Kurvenkriimmung

1
Rla) = — - y/r?kd — cos*a > 0.
r

Des weiteren gilt: ¢ besitzt zwei Symmetrieachsen, welche in dem fiir die
Parameterdarstellung (5.41) gewéhlten kartesischen Koordinatensystem des
E? die Geraden

g=0 und z=2(0) (5.44)

sind. AuBlerdem besitzt ¢ genau vier Scheitel (Punkte extremaler Kriimmung).
Diese sind beziiglich der Parameterdarstellung (5.41) die Punkte £(0) bezie-
hungsweise f(7) (jeweils mit Scheitelkriimmung & = /k3 — r—2) und §(£m/2)
(jeweils mit Scheitelkriimmung /& = k). Man betrachte dazu die Abbildun-
gen 5.1 und 5.2.

Die auf den Drehzylinder ® (mit Radius r) aufgewickelte Kurve ¢ ist eine

geschlossene, nichtebene C*-Kurve ¢ konstanter Kriimmung ¢ > —, also ein
r

Gewundener C*-Kreis, der die Parameterdarstellung

7‘008@
ci o) = | ,4n w , a€ [—g, 377?} (5.45)
()

gestattet, wobei Z(«) und g(«) die Koordinatenfunktionen der Abwicklung
(5.41) von ¢ in die Ebene sind. Die Achse des Triagerdrehzylinders ¢ von ¢
ist die z-Achse, und c besitzt wegen (5.44) die Symmetrieebenen

#(0) #(0)

z=0 und —zsin—= + ycos—= = 0.
r r

Anmerkung: Die Parameterdarstellung (5.45) von ¢ erhdlt man auch mit
dem im Abschnitt 5.3 bereitgestellten Kalkiil wie folgt: Mit £(s) = 1/r gemaf
(5.42) fiihrt (5.29) auf
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1
a(s) =--5+ ao (ap € R) .
r

Wihlt man nun @y = g sowie xg 1= r, yo = 2o := 0, so ergibt (5.31) un-
mittelbar die Darstellung (5.45) des Gewundenen Kreises ¢ der Kriimmung
1
ko > — auf dem Drehzylinder ® : 22 + 9% = r2.
r
Im Folgenden werden unter Verwendung von (5.41) zwei Grofien angegeben,
welche die rdumliche Ausdehnung der auf einem Drehzylinder ¢ (Radius 7)
verlaufenden Gewundenen Kreise ¢ geméf (5.45) kennzeichnen:

Der Grundriss von ¢ in eine zur Achse des Drehzylinders ® senkrechte Ebene
ist ein Kreisbogen, dessen Parameterdarstellung, ausgehend von (5.45), nicht
regulér ist. Dann ist wegen der Symmetrieeigenschaften von ¢ beziehungswei-
se ¢

w/2 /2
1 r./m ) T cos o do cos a dov
o LR ()] -
r 2 2 ) r?k% — costa J r2k3 — costa
—7/2

der Offnungswinkel des Grundriss-Kreisbogens von ¢. Mittels der Substitution
u := sin «v ergibt sich das elliptische Integral (vergleiche auch [7])

du

1
5:2/ |
9 \/(TK0+1—U2)(TH0—1—|—U2)

(5.46)

Beziiglich der Parameterdarstellung (5.45) des Gewundenen Kreises ¢ be-
rechnet sich (im zyz-Koordinatensystem) die maximale Ausdehnung von ¢
in z-Richtung (also ldngs der Erzeugenden gemessen) wie folgt:

™

sin o dov

=r )
V12KE — costa
0

Mittels der Substitution u := cos « erhélt man das elliptische Integral

M = g(m) —5(0) (5.47)

M =2 / du . (5.48)

0 \/(7%0 — u?) (rkg + u?)
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Die mit (5.46) und (5.48) eingefithrten Abmessungen M und ¢ eines, auf ei-
nem Drehzylinder ® vom Radius r verlaufenden, Gewundenen Kreises ¢ sind
in den Abbildungen 5.4 und 5.2 veranschaulicht.

Abbildung 5.1: Der Kurvenparameter « in der Parameterdarstellung (5.41)
von ¢ (hier zu ko r = 1.06) ist der im Gegenuhrzeigersinn orientierte Winkel
zwischen der orientierten Tangente an ¢ und der positiven z-Achse

Sucht man zu vorgegebenem Grundrissoffnungswinkel 6 = dy > 0 einen (bis
auf Bewegungen eindeutigen) auf dem Drehzylinder ® (Radius r) verlaufen-
den Gewundenen Kreis ¢ mit Kriimmung xo > 1/r, so ist gemé$ (5.46) das
Parameterintegral (5.46) nach ko aufzulésen, was nur numerisch, zum Bei-
spiel mit dem Computeralgebrapaket MATHEMATICA, gelingt. Die aus [3]
entnommene Abbildung 5.4 veranschaulicht allgemein die Groflen 6 und M
geméB (5.46) beziehungsweise (5.48) fiir einen Gewundenen Kreis ¢ mit der
Parameterdarstellung (5.45) Die vier Abbildungen 5.5, 5.6, 5.7, 5.8, die eben-
falls aus [3] entnommen sind, zeigen Gewundene C*-Kreise zu den Grundriss-
offnungswinkeln 6y € {7/2,, 27, 57 /2}.
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Abbildung 5.2: Wickelt man einen auf einem Drehzylinder vom Radius r
verlaufenden Gewundenen C“-Kreis ¢ mit der Kriimmung ko > % gemaf
(5.41) in die Ebene ab, so erhélt man eine Eilinie ¢ mit genau vier Scheiteln
und zwei Symmetrieachsen.
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Abbildung 5.3: Kurven ¢ geméf (5.41) zu verschiedenen Werten kor > 1,
sowie geméf (5.49) zu dem Grenzfall kor = 1, der gesondert in Abschnitt
5.5.2 vorgestellt wird.
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Abbildung 5.4: Ein auf einem Drehzylinder ® (Radius r) verlaufender Gewun-
dener Kreis ¢, samt Kennzeichnung seines Offnungswinkels § im Grundriss
in eine zur Achse von ® orthogonale Ebene und der maximalen Ausdehnung
M in Achsenrichtung von ®. Die Punkte Hy, H, P, und P, sind die einzigen
Henkelpunkte von c.
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Abbildung 5.5: Ein auf einem Drehzylinder ® (Radius r) verlaufender Gewun-
dener Kreis ¢ mit dem Grundrissoffnungswinkel § = 7/2 und der Kriimmung
Ko =~ 1.458/r. Die Punkte Hy, Hs, P; und P, sind die einzigen Henkelpunkte
von c.
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Abbildung 5.6: Ein auf einem Drehzylinder ® (Radius r) verlaufender Gewun-
dener Kreis ¢ mit dem Grundrisséffnungswinkel 6 = 7 und der Kriimmung
Ko =~ 1.0634/r. Die Punkte Hy, Hy, P; und P, sind die einzigen Henkelpunkte
von c.
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Abbildung 5.7: Ein sich selbst beriihrender, auf einem Drehzylinder ® (Ra-
dius r) verlaufender, Gewundener Kreis ¢ mit dem Grundrisséffnungswinkel
0 = 27 und der Kriimmung ko =~ 1.000764/r. Die Punkte P;, P, und der
Selbstberiihrungspunkt H von ¢ sind die einzigen Henkelpunkte der Raum-
kurve c.
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Abbildung 5.8: Ein sich selbst iiberschneidender, auf einem Drehzylinder &
(Radius r) verlaufender, Gewundener Kreis ¢ mit dem Grundrisséffnungs-
winkel 6 = 57/2 und der Kriimmung k¢ ~ 1.00000834/r. Die Punkte Hj,
Hy, P, und P, sind die einzigen Henkelpunkte von c.
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5.5.2 Der Grenzfall ko = 1/r

Der im Abschnitt 5.4.2 ausgeschlossene Fall einer auf einem Drehzylinder
® (Radius r) verlaufenden nichtebenen Kurve ¢ mit konstanter Kriimmung
ko = 1/r, also der Kriimmung eines (ebenen) Parallelkreises von ®, wird
(vergleiche auch [3]) im Folgenden vorgestellt.

Eine Parameterdarstellung dieser verebneten Kurve lautet dann (gemés (5.41))
mit maximal gewédhltem Definitionsbereich

o= (30) - [ () wamno
(5.49)

Diese Kurve ist nicht geschlossen und besitzt offenbar die Symmetrieachse
7 = 0 sowie die beiden zur z-Achse parallelen Asymptoten

0

1
sin t dt 1

h=Tr. — =47 | ——du~+1311r.

y=+ /\/1—cos4t 0/v1—u4

—7/2

Die Abbildung 5.3 zeigt die Gestalt von ¢ (Fall kor = 1).

Eine Parameterdarstellung des zugehorigen auf einem Drehzylinder ¢ (Ra-
dius 7) mit Kurvenkriimmung rg = — verlaufenden Windschiefen Kreises ¢

”
lautet dann mit Z(a), g(«) gemaf (5.49) — analog zu (5.45) —

&(a)

T COS T

c: rla) = () , a€l-m0]. (5.50)

Die Achse des Tragerdrehzylinders ® ist damit die z-Achse. Die Raumkurve
¢ besitzt ein Paar asymptotischer Parallelkreise ki, ks C ® (vergleiche Ab-
bildung 5.9).

In den folgenden Abbildungen 5.9 (aus [3]) und 5.10 sind die auf dem Drehzy-

linder ® verlaufende C¥-Kurve ¢ mit Kriimmung ko = 1/7, beziechungsweise
ihr sphérisches Tangentenbild ¢* dargestellt:
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Abbildung 5.9: Eine auf einem Drehzylinder ® (Radius r) verlaufende kon-
stant gekriimmte, nichtebene C“-Kurve ¢ mit Kriimmung ko = 1/r. Die
Kurve ¢ nédhert sich jeweils asymptotisch zwei Parallelkreisen &y und ko des
Drehzylinders; der Abstand der Trégerebenen von ky und ks ist der Wert des

1

1
elliptischen Integrals 2r ————du = 2.622r. Im Punkt H € c fallt die
b grals 2r |
Schmiegebene von ¢ mit der Tangentialebene von ® zusammen; H ist der
einzige Henkelpunkt von c.
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Abbildung 5.10: Das sphérische Tangentenbild ¢* der nichtebenen und nicht
geschlossenen, auf einem Drehzylinder ® (Radius r) verlaufenden Raumkurve
¢ konstanter Kriimmung ko = 1/r (siehe Abbildung 5.9) samt dessen Grund-
riss in die Aquatorebene z = 0. Die sphirische Kurve ¢* verliuft oberhalb
der Aquatorebene und nihert sich dem Aquatorkreis asymptotisch.
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5.6 Zylinderflichen ® mit einem geoditischen Kreis ¢
konstanter Kriimmung

Wir untersuchen in diesem Abschnitt folgende Fragestellung:

Gesucht sind die Zylinderflichen, auf denen eine Raumkurve mit konstan-
ter Raumkurvenkrimmung und zusdtzlich noch mit konstanter geoddtischer
Krimmung verlduft.

Unter Verwendung der Ergebnisse aus Abschnitt 5.1 werden wir solche Zy-
linder ® und den Verlauf der darauf mit konstanter Raumkurvenkriimmung
ko verlaufenden Kurven ¢ diskutieren. Insbesondere bestimmen wir die Pro-
filkurven ¢ der Zylinder ® und jeweils deren natiirliche Gleichung k = &(S).

5.6.1 Natiirliche Gleichung und Parameterdarstellung einer Pro-
filkurve ¢ der Zylinderfliche ¢

Seien die konstante Kriimmung der Raumkurve ¢ mit k = k¢ (> 0), die
konstante geoditische Kriimmung von ¢ auf ® mit x, =: 1/p, (ohne Ein-
schrankung p > 0) bezeichnet. Letztere Bezeichnung dient der Anschauung,
denn die Abwicklung ¢ von ¢ (samt dem Zylinder ®) in die Ebene ist dann
ein Kreisbogen mit Radius p; dies geht unmittelbar daraus hervor, dass die
geoditische Kriimmung einer Kurve ¢ C ® eine Grofle der inneren Geometrie
der Fliche @ ist (siehe [11], S. 36).

Wir verwenden auflerdem die in den Abschnitten 5.1, 5.2. und 5.3.1 eingefiihr-
ten Bezeichnungen und Groflen ¢, R, s, a und die mit diesen verbundenen
Beziehungen, die in diesem Fall wie folgt lauten:

Zwischen der Bogenldnge s der Profilkurve ¢ von ®, der Bogenldnge s der
Kurve ¢ auf ® und dem Winkel o (geméf seiner Definition in Abschnitt 5.2)
gilt nach (5.10) die Beziehung

ds
ds
Fiir die (konstante) geodétische Krimmung k, von ¢ beziiglich ¢ gilt

= cosa . (5.51)

do 1
= — = — .52
Kg 7 p (5.52)

und wegen (5.12) auch
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g

do\ 2
(d_a) = K2 = KX — R?costa . (5.53)
s

Ausgehend von (5.52) werden wir nun die Kriimmung & = £(5), das heifit
die natiirliche Gleichung einer Profilkurve ¢ des Zylinders ® bestimmen:

Die Integration von (5.52) ergibt

1
a=-s5s+q mt aeR. (5.54)
p

Einsetzen von a(s) aus (5.54) in (5.51) liefert

ds

1
— = —s + )
7 cos(ps Qo

was integriert
_ (1 _ L
5 = p-sm(—s + ao) 4+ 5 mit 5 €R.
p
liefert. Wegen (5.54) bedeutet dies
5§ = p-sina + 5, (5.55)

beziehungsweise

S — 5o
P

Mit der letzten Gleichung kénnen wir nun den Winkel « in (5.53) eliminieren:
Wegen (5.56) ist

sina =

(5.56)

2

cos’a = 1 — sin?

a=1-

Dies eingesetzt in (5.53) ergibt die Gleichung
1 5—50)27°
p

welche man nach £ = (§) auflésen kann. Setzen wir noch ohne Einschrénkung
die Integrationskonstante sy gleich 0, so erhalten wir die natirliche Gleichung
der Profilkurve ¢ der gesuchten Zylinderflache ®:
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F=-1—05— = K(@). (5.57)
1 -

Aus (5.57) folgt, dass die konstante Kritmmung k¢ > 0 der Raumkurve ¢ nur
unter der Bedingung

Y
SRR

Ko (5.58)

gewahlt werden darf.

Als Néchstes wollen wir die durch (5.57) gegebene Profilkurve ¢ des gesuch-
ten (offenbar existierenden) Zylinders ® diskutieren:

Zuerst betrachten wir in (5.57) den zulédssigen mazximalen Definitionsbereich
I C R: Wir ersehen aus (5.57), dass wir maximal

sel:=]—p,pl (5.59)
wéhlen konnen. GeméB (5.2) benotigen wir dann fiir die auf Bogenldnge §
bezogene Parameterdarstellung r(5) von ¢ die Funktion

a(s) ::/I_((u)du sel=]—-pp|, (5.60)

wobei wir im Folgenden fiir den Startwert sy € I ohne Einschrinkung 59 = 0
setzen. Hierbei ist & geméaf der Parameterdarstellung (5.3) von ¢ der (gegen
den Uhrzeigersinn orientierte) Winkel zwischen der positiven z-Achse und
dem Tangentenvektor ¥’ von ¢.

Fiir K gemif (5.57) ldsst sich (5.60) geschlossen integrieren, denn es ist
allgemein:

/ 1 du = In u+1:artanhu

1 —wu? 1—u

fir |u| < 1 und damit

1 h 1 S
a(s) = m%——z/ﬁdv = \/p? /<ag—1~al.rtaunhf (5.61)
\ P 1_(3) p
p
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fir |s| < p. Insgesamt erhalten wir so bis auf Quadraturen eine auf Bo-
genlinge § bezogene Parameterdarstellung ¥(s) = (#(5), y(s)) der ohne
Einschrankung in der Ebene z = 0 gelegenen Kurve ¢ mit der Abkiirzung

A(5) == y\/p? K3 — 1-artanh % (5.62)

in der Form

S CEN

Aus dieser Darstellung findet man die folgenden Eigenschaften der Kurve ¢:

<RI

8) - O/(Z?r?ﬁé:j)) ) du, s€] —pp[ (563

Es gilt gemif (5.57) fiir die Kriimmung & = K (5) der (ebenen) Kurve ¢

lim K(5) = +oo, (5.64)

5—=p

und geméf (5.61) fiir alle 55 €] — p, +p]

5

lim [ K(u)du = lim &(8) = +oo. (5.65)

5—*+p % 5—=+p

Die Kurve ¢ ist somit in den Randpunkten ihres Definitionsbereichs (al-
so bei § = %p) singulir, insbesondere existiert wegen (5.65) auch keine
Tangentengrenzlage fiir s — £p. Die Kurve ¢ besitzt , wie die Abbildun-
gen 5.12 - 5.21 zeigen, zwei asymptotische Punkte S; = lim X(5) und
B 5——p
Sy = _lirE X (5). Léngs ¢ gemaB (5.62),(5.63) gelangt man jeweils vom Start-
5—+p
punkt X (0) = (0,0) zu S, bezichungsweise Sy nach endlicher Weglénge p,
wobei dabei S7 beziehungsweise Sy von ¢ unendlich oft umlaufen werden.

157



5.6.2 Parameterdarstellung eines auf ¢ verlaufenden Windschie-
fen Kreises ¢ konstanter geoditischer Kriimmung

Eine Parameterdarstellung der auf dem Zylinder ® ber dessen Profilkurve
¢ verlaufenden Raumkurve ¢ C E3 ergibt sich gemifi den Gleichungen aus
Abschnitt 5.6.1 wie folgt:

Wihlen wir in (5.55) ohne Einschrankung §y = 0, so erhalten wir

5 = p-sina = S(a). (5.66)

Wegen (5.59) kann dann der Wertebereich fiir a maximal zu «a € }—g, 5[

oder o € } g, 3; {, ohne Einschrankung zu
N (5.67)
=155 )

gewahlt werden.

Nun ist die Gleichung (5.66) die Parameterdarstellung z(«) der z-Koordinate
der Abwicklung ¢ (samt @) in die Ebene E?. Da ¢ aufgrund der konstanten
geodétischen Kriimmung r, =: 1/p von ¢ auf ® ein Kreisbogen vom Radius
1/ky = p ist, lautet die Parameterdarstellung § = (&(a), §(a)) von ¢ wegen
(5.66) und der Intervallbeschrankung (5.67) fiir «

{ fo) Z o

=>

(5.68)

o

T 37

it J=|=,—=1

mit « € } 5 9 [

Der Tangenteneinheitsvektor dg/ds von ¢ ergibt sich aus (5.63) mit der Ab-
kiirzung A(S) geméf (5.62) zu

B (oAl

d,
und ist der normierte Grundrissanteil des Tangentenvektors d—x der auf den
s
Zylinder ® aufgewickelten Kurve ¢. Damit ist

d cos A(S) - cosa 3
7= sin A(5) - cos a mit  A(5) := y/p*k2 —1-artanh — . (5.69)
5 sin a p
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Setzt man nun die Abhingigkeit 5 = S(a) = p - sina aus (5.66) in A(3) ein,
so lasst sich die Grofie A nur als Funktion von « schreiben: es ist dann

A(a) == A(psina) = 1/p? K2 — 1-artanh (sina) . (5.70)

Damit wird aus (5.69)

d oS f;i(a) - COS (v 3
75 = | sin A(a) - cosa mit  A(a) := y/p?k3 —1-artanh(sina) .
° sin o
(5.71)
de  dr doa
Wegen s do ds und
da 1
T — k= - 5.72
dS K’g p ( )
d, d
ist é =p- d—i und somit
d oS {i(a) - COS (v
o =P sin A(a) -cosa | . (5.73)
sin «v

Diese nur noch vom Parameter o abhidngende Gleichung fithrt nach Inte-
gration schlieBlich zu der Parameterdarstellung g(«) der Raumkurve ¢ C &:
Mit A(a) gemiB (5.70) ist die auf dem Zylinder ® verlaufende Raumkur-
ve ¢ bis auf ihre Lage im E3 und bis auf Quadraturen gegeben durch die
Parameterdarstellung

- / cos A(u) - cosu du

cos A(u) - cosu 0

r(a) :P'/ sin A(u) - cosu | du=p-
0 sin u

/ sin A(u) - cos u du
0

1 —cosa
(5.74)

mitaEJ:}ﬂ 3—7T[

272
Wegen (5.72) ist der Kurvenparameter « ohne Einschrinkung proportional
zur Bogenlédnge s von ¢ geméaf

s =p-a, (5.75)
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und es gilt

d_de f(da) 1 de
ds da \ds) p do’

Damit lautet nach Integration iiber s mit (5.73), (5.75) und (5.67) die auf
Bogenlénge s bezogene Parameterdarstellung von c:

/ cos A <E) - cos 2 dv

0 P P

i(s) = / sin A (9) - cos > dv : (5.76)
0 P p

P <1 — COoS f)
p

T,
Py P

mit A(a) gemiB (5.70) und s € I :=
(5.67).

[ geméf (5.75) und

5.6.3 Kriimmungseigenschaften eines Windschiefen Kreises ¢ C ¢
konstanter geoditischer Kriimmung

Eine weitere Kriimmungseigenschaft der auf dem Zylinder ® mit der Pro-
filkurve ¢ verlaufenden konstant gekriimmten Raumkurve c, betrachtet als
Fliachenkurve ¢ C ®, ist folgende:

Die Normalschnittkriimmung k, von ¢ auf ® ist wegen der Konstanz der
Raumkurvenkriimmung s = ko und der geodétischen Kriimmung x, = 1/p
ebenfalls konstant: Aus der allgemeinen Beziehung x* = &7 4 7 (vergleiche
[11], S. 28) folgt ndmlich

— 2 —
= {/Kj— — = const.

c p

Mit Abschnitt 5.6.2 lassen sich die beiden folgenden Séatze iiber die auf einen
derartigen Zylinder & aufgewickelten Kreisbégen, deren Raumkurvenkriim-
mung konstant ist, formulieren:

Satz 5.1 a) Die Profilkurve ¢ einer nichtebenen Zylinderfliche ®, auf der
1

ein geoddtischer Kreisbogen c (das heifit k, =1 — = const, p > 0) verlduft,
p
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dessen (Raumkurven-)Krimmung den konstanten Wert k = ko > 1/p hat,
besitzt die natirliche Gleichung

1
lﬁg—?
R = K(5) = = wobei 5€| —p, p|
==
p

b) Eine Parameterdarstellung der Profilkurve ¢ lautet

u
cos | 1/ p?KkE —1-artanh —) du ,
/ ( " p
g 0 (5.77)

(

y(5) = [ sin <\/p2 k2 — 1 -artanh E) du
\ 0 P
wobei 5 € [ =] — p, p[ Bogenlinge von ¢ ist.
. . . m 3T
c) Eine auf die Bogenlinge s € | p- 5 P | vonc bezogene Parame-

terdarstellung der auf der Zylinderfliche ® mit Profilkurve ¢ gemdaf (5.77)
verlaufenden Raumkurve ¢ konstanter Kriimmung ko ist — bis auf Transla-
tionen in z-Richtung — gegeben durch (5.76).

Wegen k3 =  + w7, gilt auch noch der folgende Satz:

Satz 5.2 Fiir die in Satz 5.1 genannten, gemdfl der Parameterdarstellung
(5.76) auf der Zylinderfliche ® verlaufenden Kurven c ist neben der Raum-
kurven- und geoddtischen Krimmung auch die Normalschnittkrimmung lings
¢ (auf ®) konstant.

Im folgenden Abschnitt 5.6.4 bestimmen wir die Torsion der gem&f (5.74)
beziehungsweise (5.76) parametrisierten Raumkurve c.
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5.6.4 Torsion des Windschiefen Kreises ¢ C &

Wir werden nun, ausgehend von der Parameterdarstellung (5.76) der Raum-
kurve ¢, deren natiirliche Gleichungen x = k(s), 7 = 7(s) bestimmen. Nach
Konstruktion der Raumkurve ¢ im Abschnitt 5.6.2 ist deren Kriimmung

k(8) = Ko = const , (5.78)

1
wobei wegen (5.58) ko > — zu wihlen ist, also stets grofer als der oder gleich
p
1
dem Betrag der ebenfalls konstanten geodétischen Kriimmung x, =: —.

Wir bestimmen nun auch die Torsion 7 von ¢ als Funktion des Bogenléngen-
parameters s von ¢: Mit der Abkiirzung

v o= a/pPRE—1 (5.79)

erhalten wir aus (5.76) mit (5.70), wenn in (5.76) v/p =: u € R gesetzt wird,
folgende auf die Bogenldnge s bezogene Parameterdarstellung von c:

s/p [ cos (fy -artanh(sin u)) - COS U

x(s) = p- / sin (fy - artanh(sin u)) ccosu | du, (5.80)

sin u

itsel mo,.om
mit s = c=p—= .
Py p

Fiir die Komponente z(s) von g(s) gilt z(s) = p - (1 — cos f) und somit
p
1 s 1

z’s:sinf, 2"(s) =~ - cos—, 2"(s) = —— -sin > . 5.81
(s) p (s) 5o (s) P p (5.81)

Die Ableitungen der Komponenten x(s) und y(s) ergeben sich wegen

d tanh ¢ !

—— artarn = —

dt 11—’
d 1 1
qu M ) = T e =

mit den Abkiirzungen o := s/p sowie — gemafl (5.70), (5.79) —
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A(o) =~y - artanh (sino) zu

2/(s) = cosA(o)-coso,
1 ~ . .
(s) = ——- [cos A(o) - sino + ysin A(a)] ,
P i (5.82)
" R | 2 2 9 . A
2" (s) 2 coso [ — (1+29% + cos(20)) - cos A(o)
+ 27 -sin A(0) - sin a]
und
y'(s) = sinA(o)-coso,
1 Lo . b
y'(s) = —- [— sin A(o) - sino + ~y cos A(O’)] ,
Py i (5.83)
" _ . 2 Lo
y"(s) = 37 oo [(1 + 29° + cos(20)) - sin A(o)

+2v-cos A(o) - sin a] :

det(x/’ x/l’ xl/l)

K2

(5.81), (5.82), (5.83) sowie (5.79) zu

Die Torsion 7 = von ¢ berechnet sich dann geméf (3.11) mit

1 s
7(s) = /K3 — — -tan—, (5.84)

Cpr T
wobei nach Voraussetzung s € |pm/2,p-37/2[ zu wéhlen ist. Die Torsion
7(s) ist fir s = gp beziehungsweise s = g p nicht definiert, denn es gilt

offenbar

lim 7(s) = —oo und lim 7(s) = 4o00. (5.85)
s—p7 /240 s—p-3m/2—0

Als reguliire C*-Kurve (k > 3) aufgefasst kann die Raumkurve ¢ deshalb
nicht an der Grundebene gespiegelt auf ® verlaufend zu einem vollen, das
heilt geschlossenen geoditischen Kreis fortgesetzt werden. Einen Gewunde-
nen Kreis hat man zwar mit dieser Raumkurve ¢ nicht gefunden, wohl aber
eine interessante Raumkurve verlaufend auf einer Trégerzylinderfliche ® mit
den in den Sdtzen 5.1 und 5.2 aufgefiihrten Eigenschaften.
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Im Folgenden veranschaulichen die Abbildungen 5.11-5.21 die Profilkurve ¢
des Zylinders ® (dessen Erzeugenden stehen senkrecht auf der Zeichenebe-
ne!) geméf der Parameterdarstellung (5.63) zu fester Raumkurvenkriimmung

ko und verschiedenen (konstanten) geoditischen Kriimmungen x, = — €

]O, Ho].

Man beachte hierbei, dass die singuldren Rand-Strudel-Punkte der Profilkur-
ve ¢ — der Grundrisskurve von ¢ geméf (5.76) in die zy-Ebene — in den Abbil-
dungen 5.12 - 5.21 nicht ohne weiteres als solche erkennbar sind. Tatséchlich
windet sich die Profilkurve ¢ um diese Strudelpunkte unendlich oft, aber nach
endlicher Bogenlénge.

Die Abbildungen 5.22 - 5.31 zeigen zu vorgegebener Raumkurvenkriimmung
ko und geodétischer Kriimmung x, = — die auf dem jeweils zugehorigen Zy-

linder ® mit Profilkurve ¢ geméfl Satz 5.1 verlaufende Raumkurve ¢, deren
Abwicklung (samt ®) in die Ebene ein (Halb-)Kreisbogen ist. Diese Abbil-
dungen wurden mit dem Computeralgebrapaket MATHEMATICA erzeugt,
welches keine Sichtbarkeiten beriicksichtigt. Hierbei wurde ko = 1 gesetzt.
Auf den Koordinatenachsen sind die Punkte (1,0,0), (0,1,0) und (0,0,1)
markiert.
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0.5

Abbildung 5.11: k, = ko; Die Profilkurve ¢ ist eine (geradlinige) Strecke,
der Zylinder ® (dessen Erzeugenden orthogonal zur Bildebene sind) entartet
damit zu einer Ebene, ¢ C ® zu einem (ebenen) Kreisbogen.

o Y
1.5
1
0.5
Sl [ SZ
\ /
1 0.5 0.5 1 X

Abbildung 5.12: k4, = 0.99k; die Endpunkte von ¢ sind singuldre Punkte mit
(wenn auch in der Abbildung nur schwer zu vermutenden) unendlich grofier
Kurvenkriimmung.

y

1.5

ol

Abbildung 5.13: kg = 0.7ko.
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Abbildung 5.14: k, = 0.5k¢; ¢ windet sich fiir (betragsméBig) kleiner werden-
des K, im Gesamten stirker zusammen.

Abbildung 5.15: K, = 0.3k¢; die beiden zur y-Achse symmetrischen Teile von
¢ ndhern sich.

Abbildung 5.16: r, ~ 0.282k; ¢ besitzt offenbar einen Selbstberiihrungs-
punkt aud der y-Achse.
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Abbildung 5.17: k; = 0.25k¢; ¢ hat Selbstiiberschneidungen.
y

2

=
©
o
o
o
.

Abbildung 5.18: kK, = 0.2k¢; die Kurve ¢ rollt sich stérker zusammen.

y
2
1.5
0.5
C
1 -0.5 05 1 X

Abbildung 5.19: K, = 0.15k¢; der Rand der konvexen Hiille von ¢ scheint
gegen einen Kreis £ mit Radius 2 und Mittelpunkt (0, 1) zu konvergieren.
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Abbildung 5.20: k, = 0.1ko; die singuldren Randpunkte nidhern sich vermut-
lich dem Punkt (0,1). y

Abbildung 5.21: k4, = 0.05k.
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Abbildung 5.22: k, = ko; € ist eine (geradlinige) Strecke, ® entartet damit
zu einer Ebene, ¢ C ® zu einem Kreisbogen.

N

ol

Abbildung 5.23: K, = 0.99k0; ® und ¢ C ® sind ab jetzt nicht mehr eben; ¢
windet sich aus der xz-Ebene heraus. Die Randpunkte von ¢ sind Punkte von
¢ mit (wenn auch in der Abbildung nur schwer zu vermutenden) unendlich
grofler Torsion.
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Abbildung 5.24: kg = 0.7ko.

Abbildung 5.25: kg = 0.5k.

170



Abbildung 5.26: kg = 0.3ko.
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Abbildung 5.27: k, ~ 0.282ky; ¢ C ® und ¢ besitzen jeweils einen Selbst-
beriihrungspunkt in der yz-Ebene.
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Abbildung 5.28: £, = 0.25k¢; ¢ und c haben mehrere Selbstiiberschneidungen.
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Abbildung 5.29: k, = 0.2ry; die gemeinsamen singuldren Endpunkte von ¢
und c riicken immer mehr zueinander.
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Abbildung 5.30: k4 = 0.15k.
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Abbildung 5.31: k; = 0.1K¢; im Grenzfall K, — 0 wird die vertikale Ausdeh-
nung von c in z-Richtung unendlich grof.
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