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1 Einfiihrung

1.1 Das Gurson-Modell

Klassische elastoplastische Spannungs-Verzerrungsgesetze (Materialgesetze) beschrei-
ben den Zusammenhang zwischen dem zeitlichen Verlauf des Spannungstensors ¢ und
dem des Verzerrungstensors € an jedem Punkt eines materiellen Kontinuums. Dabei
setzt sich € aus seinem elastischen Anteil €® und seinem plastischen Anteil P zusam-
men, das heifit

e =¢e°+¢eb.

Anstelle von Verzerrung spricht man auch von Dehnung. Wir werden die beiden Be-
griffe im folgenden synonym verwenden.

Ein wichtiger Bestandteil eines solchen Materialgesetzes ist eine konvexe abgeschlos-
sene Menge K im Raum der Tensoren R?3, dem Raum der symmetrischen 3 x 3
Matrizen. Zu jedem Zeitpunkt ¢ befindet sich der Spannungstensor o(¢) in K. Solange
o im Inneren von K verlduft, spricht man von elastischem Verhalten, dass heift néhe-
rungsweise gibt es einen linearen Zusammenhang zwischen ¢ und €€, der zum Beispiel
iiber das Hookesche Gesetz vermittelt wird. Den Rand von K bildet die sogenannte
Flieifldche, die durch eine Gleichung

®(o,a) =0 (1.1)

beschrieben wird. Dabei ist ®(-, a) jeweils eine konvexe Funktion und a ein Parameter-
vektor von Systemvariablen, zu denen je nach Modell zum Beispiel die akkumulierte
plastische Dehnung, die Riickspannung oder der Hohlraumanteil gehéren kénnen. Die
zeitliche Anderung dieser Parameter dndert die FlieSfliche und damit die Menge K
im Spannungsraum.

Sobald ¢ die Fliefifldche erreicht, hélt das Material den auftretenden Spannungen nicht
mehr stand und geht in den Zustand des plastischen Flieflens iiber. Der Zusammenhang
zwischen der Spannung ¢ und der plastischen Verzerrung ? wird durch die sogenannte
FlieB3- oder Normalenregel

eP(t) € Nk (o(t)) fiir fast alle ¢ (1.2)
beschrieben. Dabei ist
Ni(x) := {n € R*? (n,z — 2) > 0 fiir alle z € K}

der Normalenkegel der konvexen Menge K im Punkt z und (-, -) ein Skalarprodukt auf
R3:3.

Bei einem gegebenen Materialgesetz ist die Frage nach der Wohlgestelltheit dieses Ge-
setzes grundlegend, das heiflt, ob sich einem vorgegebenen zeitlichen Verlauf der Ver-
zerrung iiberhaupt ein, den Bedingungen des Modells geniigender, zugehoriger Verlauf



1 Einfiihrung

der Spannung zuordnen lisst, ob diese Zuordnung eindeutig ist und ob kleine Ande-
rungen im Verzerrungspfad auch nur kleine Anderungen im Spannungspfad bewirken.
Der Gegenstand dieser Arbeit ist die Frage nach der Wohlgestelltheit eines bestimmten
Materialgesetzes, des Hohlraumwachstumsmodells von Gurson, siche [Gul] und [Gu2].
Das Gurson-Modell wurde im Lauf der Zeit ergénzt, erweitert und modifiziert. Wir
haben jedoch mit dem Modell in der urspriinglichen Fassung gearbeitet, siche etwa
[Tv], Seite 90, oder [Mii].

Im Gurson-Modell wird das Matrixmaterial als elastisch, ideal-plastisch vorausge-
setzt. Bei einem Material ohne Hohlrdume wird héufig die FlieSfliche nach von Mises
gewahlt. Indem man gleichméBig verteilte zylindrische oder kugelférmige Hohlrdume
im Material annimmt, kann man die von-Mises-Flie3fliche ndherungsweise umrechnen
in eine Fliefliche, die vom Hohlraumanteil f abhéngt. Zusammen mit der Norma-
lenregel (1.2) und einer Differentialgleichung, die die Anderung des Hohlraumanteils
durch den plastischen Anteil des Verzerrungstensors P beschreibt, erhdlt man Bezie-
hungen zwischen Spannungstensor und Verzerrungstensor. Eine genaue quantitative
Aufstellung des Modells erfolgt in Paragraph 4.1.

In der abstrakten mathematischen Fassung des Gurson-Modells fiihren die Beziehun-
gen auf eine Quasivariationsungleichung, beziehungsweise auf einen sogenannten im-
pliziten oder zustandsabhéngigen Sweeping-Prozess (sieche Bemerkung 4.3).

1.2 Der Sweeping-Prozess

Das Konzept des Sweeping-Prozesses wurde 1973 von Moreau eingefiihrt, siche [Mo].
Der zustandsabhéngige oder implizite Sweeping-Prozess beschreibt die Bewegung eines
Punktes, die an die Bewegung einer konvexen Menge in einem Hilbertraum gekoppelt
ist, und die ihrerseits wieder von der Bewegung des Punktes abhéngt, genauer:

Sei (X, (-,-)) ein Hilbertraum, 7" > 0. Fiir jedes (¢,£) € [0,7] x X sei C(t,&) eine
nichtleere, konvexe und abgeschlossene Teilmenge von X. Ferner sei £y € C(0,&p) ge-
geben. Gesucht ist dann eine absolutstetige Funktion ¢ : [0, 7] — X, die die folgenden
Bedingungen erfiillt.

(SP) (i) £(0) = &o,
(i) &(t) € C(t,&(t)) fiir jedes t € 0,77,
(iil) —¢&'(t) € Neeqy (&(t)) fiir fast alle ¢ € [0,77.

In [Mo] wird nur der Fall behandelt, dass C' ausschliellich von ¢ und nicht vom Zustand
¢ selbst abhéngt. Fiir diesen expliziten Sweeping-Prozess wird in [Mo] gezeigt, dass
das oben aufgestellte Problem eindeutig 16sbar ist, jedenfalls dann, wenn die Funktion
t — C(t) Lipschitz-stetig! beziiglich der Hausdorffmetrik dy auf den nichtleeren kom-
pakten Teilmengen von X ist.

!Tatséchlich sind die Voraussetzungen in [Mo] etwas schwiicher.



1.3 Wohlgestelltheit

Anschaulich bewegt sich beim Sweeping-Prozess die Menge C(t). Solange der Zustand
&(t) im Innern von C(t) liegt, besteht der Normalenkegel im Punkt £(¢) nur aus dem
Nullvektor, das heifit & bewegt sich nicht. Sobald £(¢) aber den Rand der konvexen
Menge C(t) erreicht, zeigt der Geschwindigkeitsvektor £’(t) wegen Bedingung (iii) nach
innen, das heifit der Punkt £(¢) wird gewissermaflen von der konvexen Menge C(t)
mitgezogen. Selbst wenn sich die Menge C(t) gleichmiBig in eine Richtung bewegt,
lasst sich € zu dem Zeitpunkt ¢, an dem es den Rand der Menge C(t) erreicht, im
allgemeinen nicht differenzieren. Daher kann man lediglich erwarten, Losungen zu
finden, die fast iiberall differenzierbar sind.

Einen Uberblick iiber den zustandsabhingigen Sweeping-Prozess findet man in [KM2].
Setzt man voraus, dass C' Lipschitz-stetig beziiglich der Hausdorffmetrik ist, das heif}t,
dass es Ly, Ly > 0 mit

di(C(s,x),C(t,y)) < Li|s — t| + La|z — y| (1.3)

fiir alle (s, ), (t,y) € [0,T] x X gibt, und stellt man an die Mengen C' eine Kompakt-
heitsbedingung, so wird in [KM1] gezeigt, dass Losungen von (SP) existieren, falls
Ly < 1 ist, wihrend fiir den Fall Ly > 1 in [KM2] Gegenbeispiele fiir die Existenz von
Losungen angegeben werden. Aber selbst wenn Lo beliebig klein ist, muss die Losung
nicht eindeutig sein, siehe etwa [Ba].

1.3 Wohigestelltheit

Um die Wohlgestelltheit des Gurson-Modells zu beweisen, kénnen wir die Existenzaus-
sage aus [KM1] nicht benutzen, da wir auch die Eindeutigkeit der Losung benétigen.
Stattdessen werden wir die Existenz und Eindeutigkeit der Losung fiir den aus dem
Gurson-Modell abgeleiteten zustandsabhéngigen Sweeping-Prozess mit dem Banach-
schen Fixpunktsatz beweisen. Die mengenwertige Funktion C7 ist im Gurson-Modell
von der Gestalt

C1(t, &) = u(t) + Z1(€) fiir alle (¢,€) € [0,T] x X. (1.4)

Dabei ist u € WH1(0,7; X) 2 vorgegeben und Zy(£) fiir jedes £ € X eine nicht lee-
re, konvexe und abgeschlossene Teilmenge von X. Im Gurson-Modell entspricht u der
Gesamtverzerrung ¢.

Da die Lipschitz-Stetigkeit beziiglich des Hausdorffabstands zwischen den konvexen
Mengen Z;(-) nicht ausreicht, um Eindeutigkeit zu zeigen, messen wir den Abstand
auch noch mit Hilfe der Ableitungen der den konvexen Mengen zugeordneten Minkow-
skifunktionale. Die Ableitungen der Minkowskifunktionale der Mengen Z;(-) sind fiir
diesen Zweck jedoch nicht reguldr genug. Indem wir die Eingabewerte v und £y auf

?Der Raum der absolutstetigen Funktionen auf [0, 7] mit Werten in X
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eine Teilmenge von W11(0,T; X) x X einschrinken, kénnen wir die konvexen Mengen
Z1(+) im Gurson-Modell aufierhalb einer Nullumgebung in konvexe Mengen Z(-) derart
abidndern, dass deren Minkowskifunktionale M(-) stirkere Eigenschaften als die der
urspriinglichen Mengen besitzen. Zum Beispiel wird sich M(-) als differenzierbar und
die Ableitung von M?2(-) als Lipschitz-stetig herausstellen.

Wir betrachten anschlieend den impliziten Sweeping-Prozess (SP) mit den Mengen

C(t,&) = ult) + Z(¢) fiir alle (t,€) € [0,T] x X. (1.5)

Um Losungen fiir diesen impliziten Sweeping-Prozess zu finden, definieren wir den
folgenden zustandsunabhéngigen Sweeping-Prozess:

Gegeben seien n € WH1(0,T; X) und & € C(0,7(0)). Gesucht ist & € WH1(0,T; X)
mit:

(i) £(0) = o,
(ii) &(t) € C(t,n(t)) fir jedes t € [0,T],
(iil) —¢&'(t) € Ny (1)) fiir fast alle ¢ € [0, T7.

Indem man die Eigenschaften der modifizierten Mengen Z(-) ausnutzt, folgt direkt
aus der Arbeit von Moreau [Mo], dass dieser zustandsunabhéngige Sweeping-Prozess
genau eine Losung £ = KC(n) besitzt. Indem wir erneut die stérkeren Eigenschaften der
Mengen Z(-) verwenden, zeigen wir, dass die Abbildung K2 : n — K?(n) eine Kontrak-
tion ist, sofern wir uns auf ein eventuell kleineres Zeitintervall [0, T] beschrénken. Der
eindeutig bestimmte Fixpunkt ist dann die eindeutige Losung des zustandsabhingigen
Sweeping-Prozesses (SP) zu den Mengen C' aus (1.5).

Die Modifikation der Mengen Z(-) ist gerade von der Art, dass fiir geeignet einge-
schréankte Eingabewerte diese Losung genau die Lésung des urspriinglichen Sweeping-
Prozesses mit den Mengen C; aus (1.4) ist.

In Abschnitt 10 wird schliellich noch gezeigt, dass die Losungen von (SP) mit den
modifizierten Mengen Z Lipschitz-stetig von den Eingabewerten abhéngen, sofern die
L'-Norm der Ableitungen der Eingabefunktionen u = ¢ gleichméBig beschrinkt ist.

Fiir das Gurson-Modell bedeutet das im wesentlichen, dass bei vorgegebener Gesamt-
verzerrung £(t), t € [0,T], deren Projektion auf einen gewissen eindimensionalen Teil-
raum beschriankt ist, bei einem vorgegebenen Startwert g, dessen Projektion auf den-
selben Teilraum auch beschrinkt ist, und bei einem Startwert fy des Hohlraumanteils,
der nicht zu grof sein darf, es auf einem eventuell kleineren Intervall [0, T ] genau einen,
den Bedingungen des Modells geniigenden Spannungsverlauf gibt. Das Gurson-Modell
ist also in einem gewissen Sinn wohlgestellt.

10



1.3 Wohlgestelltheit

In Abschnitt 11 berechnen wir fiir ein konkretes Experiment den Bereich der Ver-
zerrungen und der zugehdrigen Spannungen, fiir den wir die Existenz von Losungen
nachgewiesen haben.

Abschlieflend zeigen wir in Abschnitt 12, dass im Gurson-Modell bei einem vorgege-
benen Spannungsverlauf mehr als ein zugehoriger Verzerrungsverlauf moglich ist und
dass man den Spannungsverlauf auch so wéhlen kann, dass iiberhaupt kein zugehoriger
Verlauf der Verzerrung existiert.

11
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2 Konvexe Mengen und Funktionen

In diesem Abschnitt sei (X, (-, -)) ein reeller Hilbertraum mit zugehériger Norm
|z| := \/(z,x) fir alle z € X,
0 # Z C X sei konvex und f : Z — R eine Funktion.

Bemerkung 2.1. Sei f : [a,b] — R konvex und stetig differenzierbar. Dann gilt

)= 1@ = [ £16)is < - )0 1)
fiir alle t € [a,b], da f" monoton wachsend ist.
Definition 2.2. Sei f konvex und z € Z. Dann heifit die Menge
Of () :={y € X; f(2) — f(x) > (y,z — x) fir alle z € X} (2.2)
Subdifferential von f im Punkt z.

Der Zusammenhang zwischen dem Subdifferential und der Ableitung von differenzier-
baren konvexen Funktionen wird hergestellt durch

Satz 2.3. Sei f konvex und differenzierbar in x € int Z. Dann ist 0f (x) = {Df(x)}.
Im Endlichdimensionalen gilt auch die Umkehrung dieser Aussage.

Beweis. Theorem 25.1 in [Ro]. O
Definition 2.4. Sei z € Z. Dann heifit die Menge

Nz(z):={y e X; (y,z —=z) >0 fir alle z € Z} (2.3)
der Normalenkegel der konvexen Menge Z im Punkt x.

Lemma 2.5. Seix € Z, ¢ > 0. Dann gilt

Nz(x) = Nzak (o, (2)- (2.4)

Beweis. Die Inklusion von links nach rechts ist klar. Sei umgekehrt n € N (4 ¢)(7)
und z € Z\ K(z,¢). Dann ist

£ (z—x)+z= £ z—|—<1—L>x€ZﬂK(:p,5).

|z — x| |z — x| |z — x|

0< <n,a:— (ﬁ(z—m)+x>> = ﬁ(n,m—z).

Es folgt

13



2 Konvexe Mengen und Funktionen

Satz 2.6. Sei f konvex und differenzierbar in x¢ € int Z mit Df(xzg) # 0. Setzt man

K:={zxcZ; f(zx) < f(z0)},
50 ist Nk (xo) = {ADf(zo); A > 0}.
Vor dem Beweis halten wir noch fest:

Bemerkung 2.7. Sind x, y € X linear unabhdngig, so gibt es w € X mit (w,x) >0
und (w,y) < 0.

Beweis. Setze w := |z| 'z — |y|~'y. Mit der Cauchy — Schwarzschen Ungleichung folgt
die Behauptung. O

Beweis. (von Satz 2.6) Wegen D f(z¢) € 0f(xo) gilt

(Df(x0), 0 — 2) > f(z0) — f(2) 20

fir alle z € K, also ist Df(xg) € Ng(xo).
Sei umgekehrt u € Ng (z9). Angenommen u ¢ {ADf(z); A > 0}. Wir zeigen zunéchst:
Es gibt w € X mit

(w,u) >0 und (w,Df(zp)) < 0. (2.5)

Sind w und D f(zo) linear unabhéngig, so folgt die Existenz von w aus der vorausge-

schickten Bemerkung. Sind u und D f(z() linear abhéngig, so ist wegen der Annahme

u = puDf(xo) mit p < 0. Wir setzen dann w := —D f(z¢). Damit gilt (2.5). Es folgt
f(@o +ew) — f(xo)

0> (Df(xg),w) :iig(l) . .

Also existiert € > 0 mit xg 4+ cw € Z und f(xg+ecw) < f(zg), das heiit zo +ew € K.
Somit ist wegen u € Nk (z¢) und der Wahl von w

0> (u, (zo + ew) — xg) = e(w,u) > 0,
ein Widerspruch. O
Voraussetzung 2.8. Sei im folgenden Z zusétzlich abgeschlossen und 0 € Z.
Wir definieren nun das Minkowskifunktional einer konvexen Menge.
Definition 2.9. Die Abbildung

MZ:X—>[O,+oo],xr—>inf{s>O; EGZ} (2.6)
s

heifit das zu Z gehorende Minkowskifunktional. Wenn klar ist, welche konvexe Menge
gemeint ist, schreiben wir statt Mz auch kurz M.

14



Einige grundlegende Eigenschaften des Minkowskifunktionals fassen wir zusammen in

Satz 2.10. Sei M das Minkowskifunktional der konvexen Menge Z. Dann gilt:
(i) M ist ein sublineares, positiv homogenes Funktional, das heif$t

M(tx) =tM(z) und M(x+y) < M(z)+ M(y)
fiir alle z,y € X, t € R,
(ii) M ist eine konvere Funktion und
(i) Z = {x € X; M(z) <1}.
Beweis. Zu (i) siche Lemma II1.2.2 in [We]. (ii) ist eine direkte Folgerung aus (i).
Zu (iii). Sei z € X. Ist x € Z, so ist /1 = x € Z, also M(z) < 1. Sei umgekehrt
M(z) < 1. Ist M(z) = 0, so existiert s < 1/2 mit x/s € Z. Da x zwischen 0 und
x/s liegt, 0 € Z und Z konvex ist, folgt x € Z. Sei jetzt M (z) > 0. Wihle eine Folge
($n)nen In Ryg mit limy, o 8, = M(2) und z/s,, € Z fiir alle n € N. Dann ist

X
= lim — €Z
M(@)  nosos, <

da Z abgeschlossen ist. Wegen M (z) < 1 liegt = zwischen 0 und x/M (x). Wie oben
folgt x € Z. O

Wir beweisen noch eine niitzliche Charakterisierung des Randes einer konvexen Menge:

Lemma 2.11. Sei Z C X konvex, abgeschlossen und 0 € int Z. Dann besteht der
Rand 0Z von Z genau aus denjenigen Punkten x € X, fiir die M(x) =1 ist.

Beweis. Sei © € 90Z. Nach Proposition 3.2 aus [Kr| gibt es n € Nz(z) \ {0}. An-
genommen, M(x) < 1. Dann gibt es A € (0,1) mit A~z € Z. Wegen n € Nyz(x)
gilt:

(1 =N (n,z) = Xn, X"l —z) <0,
also (n,z) < 0. Andererseits ist (n,z) = (n,z—0) > 0, da 0 € Z ist. Also ist (n,z) = 0.
Da 0 im Inneren von Z liegt, existiert » > 0 mit nr € Z. Damit erreichen wir wegen

0< (n,z—rmn)=—rn/*<0

einen Widerspruch.

Sei umgekehrt € X mit M(z) = 1. Zu jedem n € N ist M((1 + 1/n)z) > 1, also
(1+1/n)x ¢ Z. Somit ist z = lim,, oo (1+1/n)z € X \ Z. Wegen M(x) =1ist x € Z
und folglich = € 0Z. O

Dass 0 € int Z ist, wurde nur fiir die Implikation von links nach rechts benétigt. Das
folgende Beispiel zeigt, dass man diese Bedingung nicht einfach fallen lassen kann:
X :=R?% Z:=10,1)% z:=(0,1/2) € Z. Dann ist M(x) = 1/2.

15



2 Konvexe Mengen und Funktionen

Definition 2.12. Sei A C X. Wir definieren
A" ={ye X; (y,z) <1 fiir alle z € A},
die Polare der Menge A.

Bemerkung 2.13. Fiir jede Teilmenge A C X ist A* konvex und abgeschlossen, und
es gilt 0 € A*.

Lemma 2.14. (i) Ist A C X konvex, abgeschlossen und 0 € A, so ist (A*)* = A.
(i1) Fiir jedes A C X und R > 0 gilt:

ACK(0,R) & K(0,1/R) C A™. (2.7)

Beweis. Zu (i) siche Theorem 14.5. in [Ro].
Zu (ii) siehe Lemma 3.4 in [Kr]. O

Lemma 2.15. FEs seien ¢,C > 0 so gegeben, dass

K(0,c) Cc Z C K(0,C) (2.8)
erfillt ist.
(i) Dann gilt:
K(0,1/C)c Zz* Cc K(0,1/c) (2.9)
und . .
a\xl < M(z) < E!x\ fir alle x € X. (2.10)

(ii) Sei M differenzierbar auf X \ {0}. Setze

‘ M(x)DM(z), falls x #0,
J'X—>X’$H{0, falls x =0.
Dann besitzt Z an jedem Randpunkt x € 0Z einen eindeutig bestimmten dufleren
Normaleneinheitsvektor n(x), und es gilt:

= (@) ur alle x
n(x) = 7] fir alle © € 0Z (2.11)
und
Mz« (J(x)) = M(z) fir alle z € X. (2.12)

16



Beweis. Zu (2.9). Die linke Inklusion steht in Lemma 2.14 (ii). Ferner gilt
Z*C K(0,1/c) & K(0,c)C(Z")"=Z

nach Lemma 2.14 (i) und (ii).

Zu (2.10). Sei z € X. Fiir z = 0 ist die Behauptung klar. Sei x # 0. Dann ist
|z/(c~Yz])| = ¢, also z/(c7t|x|) € Z und damit M (z) < ¢~ !|z|. Fiir jedes s > 0 ist
z/((C +s)7Lz|) ¢ Z, also M(x) > (C + s)~!|z| und folglich M (z) > C~Yx|.

Zu (ii). Da M positiv homogen ist, gilt
(I+h—-1)M(x)

(DM (2),) = Dy M(z) = lim Mz + h“;L) —M@) _ lim - — M(x)
(2.13)

fiir alle z € X. Sei x € 0Z. Dann ist (DM (x),x) = M(x) = 1 wegen Lemma 2.11 und
(2.13). Insbesondere ist DM (x) # 0. Weiter gilt

Z={yeX; M(y) <1} ={ye X; M(y) < M(z)}.

Somit besitzt Z nach Satz 2.6 einen eindeutig bestimmten, dufleren Normaleneinheits-
vektor in z, ndmlich

B DM (x) B
[DM ()| |
Sei nun z € X. Wegen J(0) = 0 und Mz+(0) =0
setzen. Mit Satz 2.3 und (2.13) gilt
(DM (z),y) — M(x) = (DM (z),y — ) < M(y) — M(x),

also (DM (x),y) < M(y) fir alle y € X. Insbesondere gilt (DM (z),y) < M(y) <1
fiir alle y € Z, das heifit DM (x) € Z* und damit Mz«(DM(x)) < 1.

Sei s < 1. Dann gilt
DM(z) =« 1
, =->1
s M(x) s
nach (2.13). Wegen z/M(z) € Z ist also DM (x)/s ¢ Z*. Nach Definition des Min-
kowskifunktionals ist dann Mz« (DM (z)) > 1. Somit ist Mz+(DM(z)) = 1, und die
Behauptung folgt. O

J(z)
J (@)

M (0) kénnen wir x # 0 voraus-

n(z)

Unter bestimmten Voraussetzungen ist das Minkowskifunktional Lipschitz-stetig:

Lemma 2.16. Es gebe ¢ > 0 so, dass K(0,c) C Z ist. Dann ist M = Mz Lipschitz-
stetig mit Lipschitzkonstante 1/c.

Beweis. Seien z,y € X. Mit Satz 2.10 (i) und (2.10) gilt
1
M(z) = M(y) < M(z —y) + M(y) = M(y) < —|e —yl.

Analog zeigt man M (y) — M(z) < |y — x|/¢, und die Behauptung folgt. O
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3 Die Ableitung des Minkowskifunktionals

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass das Minkowskifunktional auflerhalb des
Ursprungs differenzierbar ist, wenn die zugrundeliegende konvexe Menge Niveaumenge
einer konvexen differenzierbaren Funktion ist. Wie in Abschnitt 2 sei (X, (-,-)) ein
reeller Hilbertraum mit zugehoriger Norm | - |.

Lemma 3.1. Sei f : X — R konwvez, stetig, f(0) <0, Z := f~1((—00,0]) beschrinkt.
Sei M das Minkowskifunktional von Z. Dann gilt

x

M(z)#0 und f <W> =0 fir alle x € X \ {0}. (3.1)

Beweis. Es sei Z C K(0,C) mit C > 0. Dann ist C~ x| < M(z) fiir jedes x € X
nach Lemma 2.15 (i), also M(x) # 0, sofern x # 0 ist. Sei x # 0. Es gibt eine Folge
()‘n)nEN in

L:={\>0)\"'2ecZ}

mit limy, o0 Ay, = inf L = M (x). Wegen der Stetigkeit von f folgt:

(i) s {om )

Angenommen, es ist f(M(x)~'z) < 0. Wegen der Stetigkeit von f existiert dann eine
Umgebung U von M (z)~ 'z so, dass f|U < 0 ist. Sei A > 0 so gewihlt, dass \™'z € U
und A < M(z). Dann ist f(A"!z) < 0, also A € L und A < M(z) = inf L, ein
Widerspruch. O

Voraussetzung 3.2. Sei Y ein Banachraum, I C Y offen und H : I x X — R stetig
differenzierbar. Fiir jedes p € I sei H(p,-) konvex, H(p,0) < 0,

Z(o) =={z € X; H(o,z) <0}

beschriankt und M(p, ) das Minkowskifunktional von Z(p). Weiter gebe es ¢ > 0 so,
dass

K(0,¢) C Z(p) (3.2)

fiir alle o € I ist. Schliellich setzen wir noch voraus, dass

b.H (Q’ M(g,x>> Mloa) " " (3:3)

fir jedes (p,2) € I x (X \ {0}) ist.
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3 Die Ableitung des Minkowskifunktionals

Lemma 3.3. Es gelte 3.2. Dann ist M stetig differenzierbar auf I x (X \ {0}), und

es gilt:
M(Q7x) x
D) = e T e P () 0
1 x
DeM(e:2) = 35 g (e o) 2) (e 0) 1) 21 (9’ M(ws)) (3:5)

fir alle (o,z) € I x (X \ {0}).
Beweis. Sei x € X \ {0} und
G:IxRsg—R, (0,\) — H(o,\"'z).

Sei p € I. Nach Lemma 3.1 ist G(o, M(p,z)) = 0 (mit f = H(p,)). Da H differen-
zierbar ist, ist es auch G’ mit

D1G(0,A) = D1H (0, A '),
DyG(0,\) = DaH (0, A" a)(—\"2x).

Wegen (3.3) ist DaG(p,A) # 0 fiir jedes A > 0. Also ldsst sich G nach dem Satz
iiber implizite Funktionen in einer Umgebung U x V' C I x Rsg von (o, M(p,x))
eindeutig nach der zweiten Variablen auflésen, und die auflésende Funktion ist gerade
M(-,z): U — V. Auflerdem ist M (-,z) differenzierbar in p mit

DiM(g,x) = —DyG(o,M(g,2))" o D1G(0, M(0,))

M(o,z)

N DzH(Q,M(@,x)‘lx)(M(M)‘lw)DlH <Q’

>
14(97'%) .

Sei z € X \ {0}. Dann ist G(x, M(p,z)) = 0 nach Lemma 3.1. Da H differenzierbar
ist, ist es auch G mit

D1G(z,\) = DoH (o, \'z) o (A1 1dy),
DyG(z,\) = DoH (0, A\ '2) (=2 "21).

Wegen (3.3) ist DaG(x,\) # 0 fiir jedes A > 0. Also ldsst sich G nach dem Satz
iiber implizite Funktionen in einer Umgebung U x V' C X x Rsg von (x, M(p,x))
eindeutig nach der zweiten Variablen auflésen, und die auflésende Funktion ist gerade
M(o,-) : U — V. Aulerdem ist M(p, ) differenzierbar in x mit

D2M(Q7x) = —DQG(I',M(Q,I‘))_lOD1G($,M(Q,$))

1 x
~ DyH(o, M(Q,x)*lw)(M(Q,x)*lx)DQH (Q’ M(Q,w)> '

20



Sei x # 0. Da M(-,z) differenzierbar ist, ist M(-,x) stetig. Wegen (3.2) und Lem-
ma 2.16 ist M Lipschitz-stetig in der zweiten Variablen mit der von g unabhéngigen
Lipschitzkonstante 1/c. Also ist M insgesamt stetig auf I x (X \ {0}). Da H stetig
differenzierbar ist, sind D1 H und DyH stetig und damit wegen der Stetigkeit von M
auch D1 M und Dy M. Somit ist M stetig differenzierbar auf I x (X \ {0}). O
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4 Das Gurson-Modell

4.1 Aufstellung des Modells

Fin grundlegendes Modell in der Schédigungsmechanik ist das Hohlraumwachstums-
modell von Gurson, welches spiter unter anderem von Tveergaard und Needleman
erweitert worden ist. Wir werden das Modell nur in seiner urspriinglichen Form be-
handeln, siehe [Tv], [Mii].

Das Matrixmaterial wird als elastisch, ideal-plastisch mit zylindrischen oder kugel-
férmigen Hohlrdumen vorausgesetzt. In der einfachsten Form des Modells geht man
davon aus, dass der Hohlraumanteil f nur wachsen (Zugbelastung) oder schrumpfen
(Druckbelastung) kann, es aber nicht zum Zusammenwachsen von Hohlrdumen oder
zur Entstehung neuer Hohlrdume kommt.

Der Hohlraumanteil f geniigt der Differentialgleichung

3
fO) = (1= F(6) > B (1), (4.1)
k=1

wobei (Efjl) der plastische Anteil des mesoskopischen Verzerrungstensors ist. Die Ge-
samtverzerrung ist Summe des elastischen und plastischen Anteils:

E = E° 4+ EP., (4.2)

Die Spannung ¥ und der elastische Anteil E¢ der Verzerrung sind durch das Hookesche
Gesetz

Y = AE“ (4.3)

gekoppelt, wobei A eine lineare Abbildung ist. Die Flielfléiche ist durch die Gleichung
O (%, f) = 0 gegeben mit

33555 S 1 Sk
(Y, f)=—L2 + 2fcosh | ==L ) 1 — 2 4.4
(5.0) = 5+ 2f cosh | Zhr 7, (4.4
wobei (X;;) der mesoskopische Spannungstensor, (3;;) sein deviatorischer Anteil und
Ry die Fliefispannung des Matrixmaterials ist.

Fiir die plastischen Verzerrungsraten EP! gilt die Normalenregel:

0P

EPl = A=
o%.

, A>0. (4.5)

Das ist nur eine andere Formulierung dafiir, dass EP' im Normalenkegel der durch
® (%, f) = 0 begrenzten konvexen Menge im Punkt ¥ liegt.
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4 Das Gurson-Modell

4.2 Mathematische Formulierung

Wir werden jetzt die Bedingungen aus Abschnitt 4.1 als Gleichungen und Ungleichun-
gen aufschreiben und auflerdem genauer festlegen, aus welchen Funktionenriumen die
betrachteten Groflen stammen.

Sei T = {v € R3*3;v symmetrisch} der Raum der symmetrischen 3 x 3-Matrizen,
ausgestattet mit dem Skalarprodukt

3 3

v:w = tr(vw) = Z Zvijwij fir alle v = (vi5), w = (wy;) € T (4.6)
i=1 j=1

mit der dazugehérigen Norm ||v|| := (v : v)Y/? fiir alle v € T. Es sei A := (1/v/3)I5.
Dabei ist I3 die dreidimensionale Einheitsmatrix. Fiir jedes v € T definieren wir den
Deviator

Dv:=v—(v:A)A. (4.7)

Sei Fy : R>g — R>¢ konvex, unendlich oft differenzierbar und Fy(0) = Fj(0) = 0.
Speziell im Gurson-Modell ist

Fo(y) = 2(cosh(by) — 1) fiir alle y >0 (4.8)
mit einer positiven Konstante b. In T betrachten wir eine Familie konvexer Mengen
Zo(0) = {z € T;a|| D2|* + oFo(|2 : A]) < (1 - 0)%}, (4.9)

die von p € [0, 1] abhéingen. Dabei ist a > 0 eine weitere Konstante. Seien p > 0, A € R
Lamé-Konstanten (siche etwa [Ci], Seite 121) so, dass 2+ 3X > 0. Wir definieren eine
lineare Abbildung (das Hookesche Gesetz, siehe [Ci], Seite 286)

A:T—T,v— 2uDv+ (2p+ 30 (v : A)A. (4.10)
AuBerdem sei die Flieflspannung des Matrixmaterials o, := Rg > 0 gegeben. Setzen

wir b := V/3/2, a := 3/2, ¢ := E, P := EP!, ¢¢ := E° und o := X, so ergeben die
Bedingungen aus Paragraph 4.1 die folgende Situation:

GURSON 1. Gegeben seien die Funktionen
e, e, ¢, o e W0, T;T), » € WH(0,T3[0,1))

und die Anfangswerte rog € (0,1), 09 € 0/, Zp(19). Die Bedingungen des Gurson-Modells
lauten dann folgendermaBen: Fiir jedes t € [0, T gilt:

(1) e(t) = e°(t) + €P(¢), siehe (4.2)
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4.3 Transformation auf das abstrakte Modell

(ii) o(t) = Aec(t), siche (4.3)
(i) 22 € Zo(r(1)), siche (4.4)
(iv) °(t) : (‘;LQ - y) > 0 fast iiberall, fiir jedes y € Zo(r(t)), siche (4.5)
(v) #(t) = (1 —r(t))V3(éP(t) : A) fast iiberall, siehe (4.1)

(vi) 7(0) =rg, o(0) = o9.

e

Da wir nicht erwarten konnen, dass die Funktionen e, P, €, o und r differenzier-

bar sind (siehe Paragraph 1.2), ist es natiirlich, die Bedingungen in den R#umen
Whi(0,T;T), beziehungsweise WH1(0,T;[0,1]) aufzuschreiben.

Lemma 4.1. Die Differentialgleichung aus (v) besitzt fiir jeden Anfangswert ro € (0,1)
eine lokal eindeutige Losung, und zwar gibt es T* < T so, dass

r(t) =1— (1 —ro) exp(—V3(eP(t) — °(0)) : A) (4.11)
fir alle t € [0,T*] gilt.

Beweis. Seien e? € W10, T;T), ro € (0,1) gegeben. Man rechnet einfach nach, dass
die in (4.11) definierte Funktion eine Losung des Anfangswertproblems ist. Die rechte
Seite der Differentialgleichung (v) ist lokal Lipschitz-stetig in r(¢) und lokal integrierbar
in ¢. Mit Theorem 36 aus [So] folgt die Behauptung,. O

Im folgenden werden wir untersuchen, ob bei vorgegebener Gesamtverzerrung e, die
anderen Groflen in GURSON 1 so gefunden werden konnen, dass sie die Bedin-
gungen (i) bis (vi) erfiillen, und ob die Loésung durch € und die Angabe geeigneter
Anfangswerte jeweils eindeutig bestimmt ist.

Auf den spannungskontrollierten Fall gehen wir in Abschnitt 12 kurz ein.

Jetzt transformieren wir die Bedingungen aus GURSON 1 noch einmal, um die
Abbildung A und die Differentialgleichung (v) zu eliminieren.
4.3 Transformation auf das abstrakte Modell

Wir formulieren die Gleichungen (i) bis (vi) aus Abschnitt 4.2 jetzt in einem allgemei-
neren Rahmen:

Voraussetzung 4.2. Sei (X, (-,-)) ein separabler Hilbertraum mit zugehoriger Norm
|z| := \/(z,x) fiir alle z € X.

e IV C X sei ein abgeschlossener Teilraum und II : X — V die orthogonale Pro-
jektion auf V.
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4 Das Gurson-Modell

e Esseid: [0,1] — Rxg eine streng monoton fallende, zweimal stetig differenzier-
bare Funktion.

e I} : Ryg — R sei konvex und dreimal stetig differenzierbar, F| sei streng
monoton wachsend, und es sei F;(0) = F{(0) = 0.

e Fiir jedes o € [0, 1] sei

Z1(0) = {x € X; |(1d I + oFy (|Te]) < d(0)}-

e Esseig:[0,1] x V — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion.

GURSON ABSTRAKT. Fir T > 0, u, z, £ € WH(0,T; X), 7 € (0,1) und
xo € Z1(ro) betrachten wir die Bedingungen: Fiir jedes t € [0, 7] gilt:

(a) g(ro, TI(E(1) = £(0))) € [0,1],

(b) z(t) = u(t) = £(t) € Z1(g(ro, I(E() — £(0)))),

(c) z(0) = o,

(d) (£(t),2(t) — y) > 0 fast itberall, fiir jedes y € Z1(g(ro, IL(E(t) — £(0)))).

Bemerkung 4.3. Die Bedingungen (b) bis (d) in GURSON ABSTRAKT sind
dquivalent zu einem zustandsabhingigen Sweeping-Prozess (siehe (SP) in der Ein-
fiihrung).

Beweis. Wir definieren & := u(0) — 2o und
C(t,v) == u(t) — Z1(g(ro,TI(v — &))) fiir alle (£,0) € [0,T] x X.
Aus (c) folgt £(0) = u(0) — 2(0) = u(0) — z¢ = &. Mit (b) gilt
§(t) = u(t) — x(t) € C(t,€(1)).
SchlieBlich bedeutet, (d):
E@),2(t) —y) 20 & (=£(1),&(t) — (ult) —y)) >0
fiir fast alle £ € [0, 7] und fiir alle y € Zy(g(ro, TI(E(E) — &))), das heift

—&(t) € Neey (§(t))  fiir fast alle ¢ € [0,7].

Genauso leicht kann man (b) bis (d) aus den entsprechenden Bedingungen von (SP)
ableiten. 0
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4.3 Transformation auf das abstrakte Modell

In Satz 4.4 werden wir zeigen, dass bei geeigneter Wahl von (-,-), V., d, Fy, Z; und
g die Bedingungen (i) bis (vi) aus Abschnitt 4.2 und die Bedingungen (a) bis (d) in
diesem Abschnitt dquivalent sind.

Sei X := T. Wir definieren ein neues Skalarprodukt

ao. ao.
= —"(Dv): (D e tA tA
auf X zusammen mit dazugehoriger Norm |v| := (v,v)"/? fiir alle v,w € X. Wegen
. 1 1
A7 X - X, A lv=—Dv+ (v:A)A (4.12)
20 2p+ 3\
ist
(w,w) = aoy, (A1) : w) (4.13)
fiir alle v,w € X. Also sind die beiden Normen |- | und || - || 4quivalent. Wir setzen
2 <2 3\
Vi=(A), a=t =Tt (4.14)
Om aom,
Insbesondere ist (0. A)
v
II: X Iy = - A
ST
die orthogonale Projektion von X auf V. Ferner definieren wir
1 5 1—
Fi: Rsg — Rso, Fi(y) = - Fo <\/Xy) o d:[0,1] =R, d(o) = —2,  (4.15)
i v
Z1(0) = {# € Ty |(Id ~ID)2|* + oF (|IIz]) < d*()} fiir alle ¢ € [0,1]
und
3
g: 0,1l xV =R, g(r,v) =1— (1 —r)exp <_§<U,A>> . (4.16)

Satz 4.4. SeiT > 0. (1) Es mégenu, z, £ € WHH0,T; X), ro € (0,1) und xo € Z1(ro)
die Bedingungen (a) bis (d) erfiillen. Setzt man mit o, > 0

0= 0mx, €:=0nA  u, & =0, A7, € i=c—cP, r:=g(ro, () — £(0)))

und oo = oz, so sind o, €, eP, ¢ € WHY(0,T;T), r € WH1(0,T;[0,1]), und sie
geniigen den Bedingungen (i) bis (vi) aus dem vorherigen Paragraphen.

(2) Seien umgekehrt o, ¢, eP, e¢ € WLY0,T; X), r € WHY(0,T;[0,1]), om > 0,
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4 Das Gurson-Modell

ro € (0,1) und x¢ € Zy(ro) so gegeben, dass die Bedingungen (i) bis (vi) aus Paragraph
4.2 erfillt sind. Setzt man

o 1 1
xi=—, £:= —AP u:=—A¢, xo:=—,
Om Om Om Om

so sind u, x, & € WHY(0,T;X), und sie geniigen den Bedingungen (a) bis (d) aus
diesem Abschnitt.

Beweis. (1) Man verifiziert (i), (ii) und (vi) leicht durch Einsetzen.
(v) Fiir jedes v € X ist (Ilv, A) = (v, A). Es folgt

(I(E(t) = £(0)), A) = aom(ATH(E(t) = £(0))) - A = a(eP(t) — €P(0)) = A.

Somit ist 7 nach nach (4.16) und Lemma 4.1 Losung der Differentialgleichung (v).
(iii) Sei p € [0, 1]. Wir zeigen, dass Zy(0) = Zi(p) ist: Man rechnet nach, dass

1/2
aom a0 m,
|(Id —II)z|? = IHDZH2 und |IIz| = <2H n 3)\> |z + Al (4.17)

fiir alle z € X ist. Nach Definition von ji, A, d und Fy gilt dann

€ Z1(0) < |Ad—IDz|? + oF(|Tz|) < d2(o)

0)?

a 1 1-—
i i fi

(iv) Fiir fast jedes t € [0,7] und fir alle y € Z1(g(ro, I1(£(t) — £(0)))) = Zo(r(t)) gilt:

r(0): (2~ ) = gaom(A7E0) s (0 - ) = 1102 ) > 0.

Om

(2) Durch analoge Umformungen wie in (1) erhélt man aus (i) bis (vi) die Bedingungen

(a) bis (d). O
Fiir g aus (4.16) werden wir spéter noch die folgenden Abschétzungen brauchen:

Bemerkung 4.5. Zu jedem R > 0 gibt es v, Cy, C’g > 0 so, dass fir g aus (4.16)
gilt:
’DQQ(T7U)| <7 und ‘DQQ(Tvv) - DQg(va” < Cg‘v - w’: (4'18)

l9(r,v) = g(s,0)| < Cylr —s| und  |Dag(r,v) — Dag(s,v)] < Cylr —s|  (4.19)
fir alle r,s € [0,1], v,w € VNK(0,R).
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4.3 Transformation auf das abstrakte Modell

Beweis. Mit o := —/3/a gilt:
|Dyg(r,v)| = exp(a(v,A)) und Dag(r,v) = a(r — 1) exp(afv, A))A,

D1 Dyg(r,v) = aexp(a(v,A))A und D%g(r,v) = AaQ(r — 1) exp(afv, A))(A,-).

Man sieht, dass die Ableitungen auf beschrinkten Mengen beschrénkt sind. Somit
findet man zu R > 0 Konstanten v, Cy, Cy > 0, die (4.18) und (4.19) erfiillen. O
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5 Der dehnungskontrollierte Fall

Wir setzen voraus, dass der zeitliche Verlauf der Gesamtverzerrung e, das heifit der
Gesamtdehnung, gegeben ist und untersuchen die Frage, ob die iibrigen Gréfien o, €P,
€, r so gewahlt werden konnen, dass sie (i) bis (vi) aus Paragraph 4.2 erfiillen, und
ob o, eP, ¢, r durch diese Bedingungen eindeutig bestimmt sind.

Nach Satz 4.4 geniigt es, diese Frage in dem allgemeineren Rahmen aus Paragraph
4.3 zu untersuchen. Die Voraussetzungen seien im folgenden wie in Paragraph 4.3. Die
oben aufgeworfene Frage formulieren wir genauer in:

GURSON D. Gegeben seien T > 0, u € WH1(0,T; X), 79 € (0,1) und x¢ € Z1(rg).
Gesucht ist £ € W10, T; X) so, dass fiir alle t € [0, 7] gilt:

(a) g(ro, II(&(t) —£(0))) € [0, 1],
u(t) = &(t) € Z1(g(ro, TI(E(t) — £(0)))),

=
~—
8
—~
=
~—
Il

(d) (£(t),z(t) —y) > 0 fast iiberall, fiir alle y € Z1(g(ro, I(£(t) — £(0)))).

Dabei entspricht v der Gesamtverzerrung ¢, x der Spanunng ¢ und & dem plastischen
Anteil P des Verzerrungstensors. Ferner ist r¢ der Startwert des Hohlraumanteils und
g(ro, II({(t) — £(0))) der Hohlraumanteil zum Zeitpunkt ¢ € [0,7]. Die Lésung von
GURSON D wird durch mehrere Hindernisse erschwert:

Bedingung (a) spiegelt die Tatsache wider, dass der Hohlraumanteil nur Werte zwi-
schen 0 und 1 annehmen kann. Nach Satz 4.4 und Lemma 4.1 ist

900, TI(E(®) = €(0)) = 1 = (1 = ro) exp (—?@(t) - s<o>,A>> .

Damit ist g < 1 sicher erfiillt, aber g kann negative Werte annehmen: Es gilt

) s

> —(&(0) = £(1),A)

—To0 a

g(ro, TI(E() — £(0)) 2 0 < ln<

fiir jedes t € [0,t]. Wegen dieser Einschréinkung kann man nicht erwarten, globale,
das heifit im gesamten Zeitintervall [0, 7] bestehende Losungen zu finden, sondern wir
werden uns mit lokalen Losungen zufrieden geben miissen.

Eine weitere Schwierigkeit entsteht durch das Verhalten von Z1(p) fiir ¢ — 0 und
0 — 1. Fiir p € (0,1) ist Z1(p) stets beschrénkt und 0 € int Z;(p). Im Gegensatz dazu
ist Z1(0) ein unbeschriankter Zylinder, und Z;(1) = {0} enthélt keinen inneren Punkt
mehr (siche Abbildung 1 auf der néchsten Seite).
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5 Der dehnungskontrollierte Fall

Z1(0)

Zl(QO) f‘\%(gl)
K/ )

Abbildung 1: Die konvexen Mengen Z;(p) fiir 0 < g9 < 01 < 1.

Wir gehen jetzt folgendermafien vor: Zum einen beschrénken wir den Hohlraumanteil
auf ein Intervall [0, p1] mit o1 < 1 so, dass der Fall Z;(p) = {0} nicht mehr auftritt.
Das ist in gewisser Weise natiirlich, da auch in der Praxis Hohlraumanteile in der N&he
von 1 nicht vorkommen.

Zum anderen ersetzen wir die Familie (Z1(0))4e[0,0,] durch eine Familie abgeschlossener
konvexer Mengen (Z(0)),e0,0,], die gleichmiBig beschréinkt sind, das heifit Z(o) liegt
in einer von ¢ unabhéngigen beschrinkten Menge. Aulerdem stimmen Z(p) und Z1 (o)
in einem Bereich {z € X; |IIz| < p} {iberein.

l<A>J_

%;—_: Z1(0)
Z(e)
%

Abbildung 2: Die konvexen Mengen Z;(p) und Z(p).

p

Beschriankt man sich dann auf Losungen, die diesen Bereich nicht verlassen, so zeigt
sich, dass Losungen von GURSON D mit Z anstelle von Z; auch Losungen des
urspriinglichen Problems sind.
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6 Modifikation der Mengen Z;(p)

In diesem Abschnitt fithren wir, wie im vorigen Abschnitt angekiindigt, anstelle der
Mengen Z1(p), o € [0, 1], neue Mengen Z(p) ein. Die Voraussetzungen seien geméf 4.2
aus Paragraph 4.3 gegeben.

Wir wéhlen o7 € (0,1), m,p > 0 mit

d2
m = Fi(p) + pF{(p) < 2(91), (6.1)
01
und fiir ¢ € [0, 1] setzen wir
G(o) := d*(0) — 20m. (6.2)

Wir modifizieren Z7, indem wir die konvexe Funktion F; dndern. Dazu brauchen wir
noch die folgende

Definition 6.1. Sei 6
a:[p,0) = R, s —(s—p).
p
Falls By := p*F} (p) — 2m < 0 ist, sei
350
— —(s—p).
= (s —p)

Falls By > 0 ist, setzen wir 31 := fBy/m, B2 = Fl”(p)p*ﬁl und

B:p,00) = R, s— F{(p)

Ba(2p — 5)P1, falls s < 2p,

B:[p,oo)—>R,3b—>{0’ sonst.

Schliefllich definieren wir noch

¢ :[0,01] X [p,0) = R, ¢(0,y) = G(o)a(y) + 08(y). (6.3)

Zunéchst notieren wir die wichtigsten Eigenschaften von a und g.

Hilfssatz 6.2. (i) a und [ sind stetig.
(ii) Es gilt

2p

0@ =0. [ alEp-s)ds =1 allp.oo) € 0.20), (6.4)
2p

B(p) = FI'(p), / Bs)2p—s)ds=m B(p,oc) C[0,00).  (65)

(iii) Falls By > 0 ist, so fdllt 3 monoton.
(iv) ¢([0, 01] x [p,00)) C [0, 00).
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6 Modifikation der Mengen Z1(0)

Beweis. (i) und (iii) sind klar, und (ii) rechnet man einfach nach.
Zu (iv). Fiir (o,y) € [0, 01] X [p, 00) ist

20m < 201m < d*(01) < d*(p),

da d monoton fallend ist. Also ist G(¢) > 0. Da auch a und 3 nicht negativ sind, ist
v(0,y) = 0. O

Im folgenden werden wir bis auf eine Ausnahme die genaue Definition von o und f3
nicht mehr benétigen, sondern lediglich die Eigenschaften aus Hilfssatz 6.2.

Definition 6.3. Wir definieren F': [0, ;] x R>9 — R durch

QFl(y)v falls Yy € [Ovp]7

(@9) = { o(Fi(p) + (y = D)FL(p) + [ #(p,5)(y — s)ds, sonst. 00

Die wesentlichen Eigenschaften von F' fassen wir zusammen in

Lemma 6.4. F ist zweimal stetig differenzierbar auf [0, 01] X [0,00). Ferner ezistiert
D3F auf [0,01] x [0,p), und fiir jedes o0 € [0,01] ist F(o,-) konver, F(p,0) = 0,
DyF(0,0) =0 und F(p,-) monoton wachsend. Auflerdem gilt:

F(o,2p) = d*(0). (6.7)
Beweis. Sei (p,y) € [0, 01] X R>g. Dann gelten:

[ oFi(y), falls 0 <y <p,
DeFleoy) = { oF|(p) + [V oo, 5)ds, sonst, (6.8)

9 [ oF{(y), falls 0<y<np,
DaF(e.y) _{ ¢(0,y), sonst,

DiF(a,y) = Fi(y). falls 0 <y < p,
ROV R + (y = DF0) + [ Diwlo,5)(y — s)ds,  somst,
(6.9)
0 falls0 <y <p
2 _ ) ’
DiF(o,y) = { fpy D3¢(0,5)(y — s)ds, sonst, (6.10)

Fi(y), falls 0 <y <p,

D1DyF(0,y) = DaD1F(p,y) = { Fl(p) + f;/ Dyy(0,s)ds, sonst.
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Somit ist F' zweimal stetig partiell differenzierbar, also zweimal stetig differenzierbar.
Falls y < p ist, gilt
3
D3(0.y) = oF{" (). (6.11)

Da D3F(o,y) > 0 ist, ist F(p,-) konvex. Wegen der entsprechenden Eigenschaften von
Fy ist DoF(p,0) = 0 = F(p,0). Das impliziert zusammmen mit der Konvexitit von
F(o,-), dass F(p,-) monoton wéchst. Mit (6.1) — (6.5) gilt weiter:

F(o,2p) = o(Fi(p)+ pFi(p)) + /:p (p,s)(2p — s)ds
= om+ (d*(0) — 20m) - 1+ om = d*(0).
O
Mit Hilfe von F’ kénnen wir jetzt die modifizierten Mengen Z definieren:
Definition 6.5. Fiir ¢ € [0, 1] sei
Z(0) = {z € X; |(1d — Mz|* + F (o, |lz]) < d*(0)}- (6.12)

Auflerdem setzen wir

di:=d(01), do:=4d(0), C:=/d?+4p? c¢:=min <\/§2)d1,p> . (6.13)

Da d monoton fillt, gilt fiir alle o € [0, 01]:

Lemma 6.6. Fir alle o € [0, 01] gilt:

Z(o) N {z € X; |Iz| < p} = Zi(0) N{z € X; [Ilz| < p}, (6.15)
x| <2p fir alle x € Z(p), (6.16)
K(0,¢) C Z(p) C K(0,C). (6.17)

Beweis. Wegen F(p,y) = oF(y) fir alle y € [0,p] gilt (6.15).
Sei x € K(0,¢). Dann ist

. [ 3d?
(0@ -0+ 11 = [of? < min (L.57).

Nach Bemerkung 2.1 ist Fy(p) < pFj(p). Da F(p,-) monoton wichst, gilt mit (6.1)

a1d®(or) _ d?

(Fi(p) + pF{(p)) < Tor n

F(o,|z]) < F(o,p) = oF1(p) <

N
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6 Modifikation der Mengen Z1(0)

Es folgt
2 3di | df 2 o 2
[(Id —IT)(2)|” + F (e, lz|) < o 1" di < d*(o).
Sei x € Z(p). Dann gilt
|(Id ~IL)(2)[* + F (o, [Hz]) < d*(o).

Da F'(p,-) monoton wichst, folgt mit (6.7), dass |Ilz| < 2p ist. Weil F' nicht negativ
und d?(p) < d3 ist, gilt |(Id —II)(z)| < do. Es folgt

o] = VI @P + TP < \/df + 4 = .

O
Wir fithren hier noch eine Hilfsfunktion ein, die spéter bendtigt wird.
Definition 6.7. Sei
Dy F (o,
Vi 0.0 x (0.00) =R, () = 2222, (6.15)

Bemerkung 6.8. (i) Fiir jedes r > 0 ist 1) Lipschitz-stetig auf [0, 01] x (0,7].

(ii) Die Funktion 1 lafst sich stetig auf [0, 01] x [0,00) fortsetzen. Die Fortsetzung sei
weiterhin mit 1 bezeichnet. Insbesondere gilt

Yo := sup{¥(0,9); (0,y) € [0, 01] x [0,2p]} < o0 (6.19)

und
¥(0,0) = oFY'(0) fiir alle o € [0, 01]. (6.20)

Beweis. Zu (i). Sei 7 > 0 und (o, y) € (0,01) x (0,7], ¥y < p. Dann ist

_ DiDyF(o,y) — Fi(y)

Dﬂﬂ(@? y) - =
Yy Yy
Nach der Regel von L’Hospital gilt:
Fl F/l
tim F1E) i FTG) . (6.21)
z—0 Zz 2—0 1

Also ist Dyt auf (0, 01) x (0,7] beschrénkt. Ferner ist

D2F 0, _DFQ7
Dogp(0,y) = =2 : y)ny oI y).
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Wegen Do F'(p,0) = 0 gilt wieder nach der Regel von L’Hospital

- D3F(0,2)z — DyF (o, 2) - D3F(o,2) + D3F(g,2)z — D3F(p, 2)

li - = i

2—0 z z—0 2z
. D3F(0,z) 1 (3
= = =370

Also ist Dot auf (0, p1) x (0, 7] beschréankt. Folglich ist ¢ auf (0, g1) x (0, 7] Lipschitz-
stetig und ldsst sich eindeutig Lipschitz-stetig auf [0, 01] X [0, ] fortsetzen.

Zu (ii). Wegen (6.21) ist

. DyF(0,y) 1"
0,0)=  lim ———== = pF{(0
o0 = o0 ™ 1o
fiir alle p € [0, p1]. (6.19) folgt direkt aus (i). O
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7 Die Ableitung von M

Die Voraussetzungen seien gemif 4.2 aus Paragraph 4.3 gegeben. Sei g € [0, 01] (siehe
(6.1)). Nach (6.12) ist

Z(0) = {x € X; |(Id — M)z|* + F(o, [Mz]) < d*(0)}-

Fiir o € [0, 01] sei M(p,-) das Minkowskifunktional der konvexen Menge Z(p), das
heifit .
M(o,-) : X — Ry, mn—>inf{s>0; —GZ(Q)}. (7.1)
= s

Bemerkung 7.1. Wegen (6.17) gilt nach Lemma 2.15
1|35| < M(o,x) < 1|$| (7.2)
C ’ c '

fir alle (o,z) € [0, 01] x X und damit

| MLz

0<
M (o, x)

<C (7.3)

fir alle (0,x) € [0,01] X (X \{0}). Da F zweimal stetig differenzierbar ist, gibt es also
ay > 0 so, dass

ot o)

fiir alle (k,1) € {0,1,2} x {0,1,2} mit k+1 <2 und (g,z) € [0, 01] x (X \ {0}) gilt.

Wir wollen die Ableitung des Minkowski-Funktionals berechnen und fithren dazu eine
neue Groéfle ein:

Definition und Satz 7.2. Sei

. |(Id —IT)z|? |TLz| |TLz|
L:[0,01]x(X\{0}) = R, (0,2) — 2W+D2F <Q, M(g,x)) Mo0) (7.5)

Fiir alle (0,) € [0, 01] x (X \ {0}) gilt
Lo, ) > d*(0) > d*(1) = df. (7.6)
Beweis. Sei (0,7) € [0, 01] x (X \ {0}). Es ist Z(0) = f~((=00,0]) mit
f(2) = |(1d )z |* + F(o, |Mx|) — d* (o).

Dann gilt nach Lemma 3.1

(1 T ? ml N,
o) L <@’ M(g,m) = o)
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7 Die Ableitung von M

Da F(p,-) konvex und F'(p,0) = 0 ist, gilt mit Bemerkung 2.1

F(o,y) < yD2F(0,y)
fiir alle (0,y) € [0, 01] X R>0. Wegen (6.14), und da d monoton fillt, ist
L(o,x) > d*(0) > d*(1) = di.
U

Bemerkung 7.3. (i) Die orthogonale Projektion II : X — V st selbstadjungiert
beziiglich (-,-), womit auch 1d —1II selbstadjungiert ist.
(ii) Insbesondere gilt

(Ilz,y) = (IT%z,y) = (Uz,y) und (7.7)

((Id ~I)z,y) = (Id ~11)’z,y) = ((Id ~D)z, (Id ~I)y) (7.8)

fir alle x,y € X.

(111) Im folgenden werden wir ein Element aus X' nach Méglichkeit immer iiber den
kanonischen Isomorphismus X — X' x — (x,-) mit dem zugehiorigen Urbild aus X
identifizieren.

Wir wenden jetzt das Ergebnis aus Abschnitt 3 an, um die Ableitung von M zu
berechnen:

Lemma 7.4. M ist stetig differenzierbar auf (0,01) x (X \ {0}), und es gilt fir alle
(¢,2) € (0, 01) x (X \ {0}):

DuM(e.0) = L8 (DiF (o) - 2a(0) o) (7.9
uneingeschrankt,
_ e Mzl \ M(oa),
DaM0:1) = 7ty (000 Dor (o ) S 720
falls Tz # 0 ist, und
DoM(p,x) = 2(Id -1, (7.11)

Mo, x)L(0, )

falls Tlx = 0 ist.
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Beweis. Wir wenden Abschnitt 3 an mit I := (0, 01),
HIx X R, (0,2)  |(1d —T)af? + F(o, Tal) — d2(o).

Sei o € I. Dann ist H(p,-) konvex, H(0,0) < 0 und Z(p) nach (6.17) beschrinkt.
Ebenfalls nach (6.17) ist K(0,¢) C Z(p). Sei U := (0,01) x X Wir miissen noch
zeigen, dass H stetig differenzierbar auf U ist: Da

(0,2) = |(Id ~ID)z[* — d*(o)

offensichtlich stetig differenzierbar ist, geniigt es zu beweisen, dass
kE:U—R, (o,z) — F(p, |Ilz|)

stetig differenzierbar auf U ist. Sei (o,x) € U. Es ist

Dik(o, ) = D1F (o, [Iz|). (7.12)
Ist Ilx # 0, so gilt
Iz
M|
Sei Iz = 0 und h € X \ {0}. Wegen F(p,0) = 0 ist dann

Dsyk(o,x) = DaF(p, |Ilz|) (7.13)

1 F(o,[1Ih|) _ [IIh|D3F (o, |I1R[)
|h |h |h
< DQF(Qa |Hh‘)a

wobei die vorletzte Ungleichung nach Bemerkung 2.1 gilt. Wegen

lim Dy F(0,y) = D2F(e,0) = 0
y%

ist k im Punkt (g, ) nach der zweiten Variablen differenzierbar mit Dak(p,x) = 0.
Aus

I
lim  DyF(o,|lly|)— =0

(o) —(0:2) My —
folgt die Stetigkeit von Dsok. Da D1k ebenfalls stetig ist, ist £ und somit auch H stetig
differenzierbar mit

D1 H(g,x) = D1F (o, [I1z|) — 2d(0)d'(0), (7.14)

2(Id —)x + Do F(o, |Mz|)mZ  falls Mz # 0
DoH = ’ |1Lz]? ’ 7.15
2H(0,) { 2(Id — 1)z, falls Tz = 0, (7.15)

fiir alle (o,z) € U.
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7 Die Ableitung von M

Sei (o,x) € U, x # 0. Ist Ilz = 0, so ist

2ut (o505 ) it = 2000 (5) )

nach Bemerkung 7.3 (ii),(iii) und (7.15). Ist Ilz # 0, so gilt

x x L |@d-1)z)? |TLz| |TLz|
D2t <@’ M(g,m)M(g,x) = 2 ea) T (Q’ M(g,x>>M<g,x>
= L(p,x). (7.17)

Mit (7.6) ist in beiden Fillen

Pt (9’ M(Z,:w) oo "

Damit sind die Voraussetzungen von Lemma 3.3 erfiillt. Also ist M stetig differenzier-
bar auf (0, 01) x (X \ {0}), und mit (3.4), (3.5), (7.14) bis (7.17) gelten die Formeln
(7.9) bis (7.11). O

Folgerung 7.5. Es gibt m1, ms > 0 so, dass
|D1M (o, x)| < malz| und [D2M(g,x)| < mo, (7.18)

fiir alle (o,z) € (0,01) x (X \ {0}) ist.

Beweis. Sei (p,2) € (0,01) x (X \ {0}). Dann gilt mit (7.2), (7.4), (7.6), (7.9) und, da
d stetig differenzierbar ist,

|D1M (o, x)| < @ (al +2 max d(a)d'(a)) =: my|z|
dlc c€[0,01]

und zusétzlich mit (7.10) und (7.11)

|DaM (o, )| <

¢ 2|m|—+—ozm =m
[]d3 te )T

Jetzt kénnen wir die Ableitung von M? berechnen.
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Lemma 7.6. %MQ ist auf (0, 01) x X differenzierbar und fir alle (0,x) € (0,01) x X
gilt:

K(o,z) = Di(M?*/2)(0,z) (7.19)
; falls =0,

(
0
frd 2 T T
{ Won) (7 (o, 7025) — 2d(0)d () . falls x#0,

J(o,z) = Dy(M?/2)(p, ) (7.20)
0, falls x =0,
= 3 i (20d-Te + DoF (o, 4tk ) Mz ) . falls T #0,
L(; ) 2(Id —IN)z, sonst.

Beweis. Sei (o,z) € (0,01) x X. Ist  # 0, so ist %MQ nach der Kettenregel diffe-
renzierbar, und es gelten die behaupteten Formeln fiir J und K nach Lemma 7.4. Es
bleibt der Fall z = 0. Fiir (o,h) € (R x X) \ {(0,0)} mit o+ o € (0, 1) gilt mit (7.2)
M0+ 0, h) — M2(0,0) = 0- (0. h)] _ |M2(e+ o) _ |2 _|n)
ol + Jh] oI+ B = E(ol TR © &
Also ist M?2/2 differenzierbar in (g,0) mit D(M?2/2)(p,0) = 0. O

Bemerkung 7.7. K und J sind stetig.

Beweis. Da M stetig differenzierbar auf (0,01) x (X \ {0}) ist, sind K und J dort
stetig. Sei g € (0, 01). Die Funktion

s (P (e a1 ) 20 @)

ist in einer Umgebung von (p,0) beschrinkt, und es gilt M(p,z) — 0 fiir z — 0
unabhéingig von p. Folglich ist K stetig in (p,0). Ebenso sind 1/L und

(g,x)HD2F<Q’ | [l )M(Q’x)nm—zp(g, | [l >Hx

(0, 2) —

M(o,z)) [Hx| 7 M (o, x)
in einer Umgebung von (g, 0) beschréinkt, und es gilt (Id —II)z — 0, M (o, z) — 0 fiir
x — 0 unabhingig von p. Somit ist auch J in (p,0) stetig. O

Lemma 7.8. L ist differenzierbar auf U := (0,01) x {x € X; Ilz # 0}, und es gibt
Konstanten 11,13 > 0 so, dass

|D1L(o, x)| <l (7.21)
und ;
|D2L(g, )| < ?2| (7.22)

fir alle (o,z) € U ist.
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7 Die Ableitung von M

Beweis. Sei (p,z) € U. Dann gilt

2 DiM (o, ) |TLz| |TLz| D1 M (o, x)
e O ) B e

il oo o)
o)

DiL(o,x) = —4[(Id—T)z|

M?(o,z)
und
2 B 2 i
DyL(o0,x) = 22M (0,7)(Id —II)z (QQL()Id Mx|*J (o, x)
(ot o) T (o )Y
wobei

M (o, )z — [Hxz|>Dy M (o, x)
N =
(2:2) V(0 2)
die Ableitung der Funktion (g,z) — |IIz|/M(p,x) nach der zweiten Variablen ist.
Wegen (7.2) und (7.18) gilt

(7.23)

C m202 . a9

IN(o,2)| € —+—— =t - (7.24)
[ |z ]
Jetzt konnen wir DL und Dy L abschétzen: Mit (7.2), (7.4) und (7.18) gilt
]DlL(g,x)| < 4C3m1 + C(Ozl + almlCz) + a1m102 =:1,
und mit (7.2), (7.4) und (7.24) gilt
40% 403 l
IDyL(o,x)| < — + =2 4 B0+ 1) = 2
|| ] ] ]
O

Lemma 7.9. J und K sind fir jedes r > 0 Lipschitz-stetig auf (0, 01) x K(0,r).
Beweis. Sei (p,z) € U := (0,01) x {z € X; IIz # 0}. Dann ist
2K(Q7:E)L(an) - MQ(an)DlL(Q7x)

L%(o,x)

(o o) a0
M (o

|TLz| |TIz| Dy M (o, x)
— DyD,F
o <9’ M(g,x))  M2(g,x)

DlK(Q,.'E) =

—2(d'(0)* + d(e)d" (o))
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und

2L(Qa )‘]( ) Q(an)D2L(Q7 )

(oroals) o

* To DDF( ’Hx‘ > N(o,z).

DQK(an) =

Zur Definition von N siehe (7.23). Sei

ag = Es[lép ]max{|d(0)d/(a)|,d'(a)2, |d(o)d" (o)|} < . (7.25)

Unter Benutzung von (7.2), (7.4), (7.18), (7.21) schétzen wir ab:

2my|z)?  Iy|z)? ||

|D1K(Q,.’E)| < < Cd% + Czdil > (Oél +20¢3)

2d2 (o1 + a1miC? + das) =: ky|z|*

Mit (7.2), (7.4), (7.18), (7.22) und (7.24) erhalten wir

2molz| o] aroo|r|
’DQK(Q,$)| < < Cd% + % (041 + 20&3) + 2d2 ]CQ‘ ’ (7.26)

Wir berechnen D.J:

ot = s [ (o) ot o e

M (o, z)II I Dy M (o, )1
- Mo, ) x+D2F<Q’ [Tz | > 1M (o, @) x}
[z M (o, ) Tz |

D, L(o, z) Mz Uz| \ M(o,x)
AT [2(“ ez + D F (Q’ M(g,x>> | }

DyJ(0,x) = L(; ) {2(Id —1II) + D%F (Q, M'?:L)) N(Q,x)%

|TLz| 1
+ DZF <Qa
M(e,x) ) (x|

Iz, -)
. <]Hq;\(H:cD2M(g,a:)+M(Qam)H)_M@’x)nx ITLz] >]

DyL(0,x) Mz Uz \ M(e,2)
R (2(“ e+ DoF <9’ M(g,m) Tl )
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7 Die Ableitung von M

Mit (7.2), (7.4), (7.18), (7.21) schétzen wir ab:

a1]|

1
Do) <

l o1z .
+mranClal + aymfel ) + 5 (2l + X} = o,
1

di
Mit (6.16) und nach Bemerkung 6.8 (ii) ist

Tz | >M(@,x)
M(o,x)) |z

< 1o.

DZF <Qa

Also gilt mit (7.2), (7.4), (7.18), (7.22) und (7.24)

o102

|D2J(0,2)] < = <2+ + ai(ms +1/10+1/10)> Cll4 (2+ >::j2.

di
Aus diesen Abschitzungen fiir die Ableitungen von K und J kann man ablesen, dass K
und J fiir jedes r > 0 auf U N ([0, p1] x K(0,r)) beschrinkte Ableitungen haben, also
dort Lipschitz-stetig sind. Da [0, 01] x K(0,7) C U N([0,01] x K(0,7)) ist, besitzen
K und J Lipschitz-stetige Fortsetzungen auf [0, 1] x K(0,7) und diese stimmen auf
(0, 01) x K(0,r) wegen der Stetigkeit von K und J dort mit K und J iiberein. O

Definition 7.10. Wir bezeichnen die Lipschitz-stetigen Fortsetzungen von K und J
auf [0, 1] x K(0,C) weiterhin mit denselben Buchstaben. Es seien Cj,Cx > 0 die
zugehorigen Lipschitzkonstanten, das heifdt:

7 (0,2) — J(d",2")| < Cy(le — o + = —2'|), (7.27)
|K(0,2) — K(d',2")] < Ck(lo — o + |z — 2|) (7.28)
fiir alle (o, ), (¢/,2') € 0, 01] x K(0,C).
An dieser Stelle schitzen wir K selbst moglichst genau ab:

Lemma 7.11. Fir alle o € [0, 01], © € Z(p) gilt:

2 , L
0< K(p,z) < orer[l(?:;] (dQ(O') (m+d(o)|d (O’)D) =: Kj. (7.29)

Beweis. Sei ¢ € [0,01] und z € Z(p). Wegen K (p,0) = 0 kénnen wir x # 0 voraus-
setzen. Es ist /M (o,x) € Z(p). Mit (6.16) ist dann |y| < 2p fiir y := Iz /M (p, ).
Sei zunéchst y € [0,p). Wegen d'(9) < 0 und L(p,z) > d(p) ist K(o,z) > 0. Mit (6.1)
folgt

M? (o, )

L(o, ) (F1(y) — 2d(0)d'(0)) < Ko.

K(va) =
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Sei jetzt y € [p, 2p]. Wegen (6.2) und (6.9) gilt dann

k(o) = L 122 (aaeiao) 1- [ oo =sas) +rw) )

mit
r(z) :== Fi(p) + (2 — p)Fi(p) — 2m /z a(s)(z —s)ds + /Z B(s)(z — s)ds

fiir jedes z € [p,2p]. Mit Hilfssatz 6.2 ist r(p) = Fi(p), r(2p) = 0, r'(p) = F{(p) > 0
und r"(y) = B(y) — 2ma(y). Bei der Definition von  (siehe 6.1) wurden zwei Fille
unterschieden:

Falls By = p?F{'(p) — 2m < 0 ist, gilt

3
3

5 (y — p)(—Bo — 4m) + F{'(p).

r(y) =
Da —fy — 4m negativ ist, fillt r” monoton. Falls 8y > 0 ist, fillt 3 monoton nach
Hilfssatz 6.2. Da « offensichtlich monoton wéchst, ist insgesamt 7" auch in diesem Fall
eine monoton fallende Funktion.
Wir zeigen jetzt, dass 0 < r(y) < 2m fiir alle y € [p, 2p] gilt. Dann sind wir mit (7.30)
und wegen 0 < fpy a(s)(y — s)ds < 1 fertig.
Wegen «, > 0 und mit (6.5) folgt r(y) < Fi(p) + pF{(p) + m = 2m. Angenommen,
es gibt yo € (p,2p) mit r(yg) < 0. Wegen r(p), r'(p) > 0, r(2p) = 0 gibt es dann
y1,92 € (p,2p) mit y; < y2 und r’(y1) = 0 = '(y2). Also findet man y3 € (y1,y2) mit
r"(y3) = 0. Da " monoton fillt, ist " in [p,ys] nicht negativ, das heifit r’ ist dort
monoton wachsend, im Widerspruch zu r/(p) > 0, r’(y1) = 0. O

Definition 7.12. Wir definieren

S:[0,01] x {x € X; Tz # 0} — R, S(g,z) = DyF <Q, |Uz| ) M(o, )

1
L(o,x) M(o,z)) |l

Lemma 7.13. (i) S lisst sich stetig auf [0, 01] x (X \ {0}) fortsetzen.
(ii) S ist Lipschitz-stetig auf W := (0,01) x {z € X; Hz #0, ¢ < |z| < C}.

Beweis. (i) Nach Bemerkung 6.8 (ii) ist

(e,@) — L(gl, oY (Q’ JWH(I;L:))

die stetige Fortsetzung von S auf [0, o1] x (X \ {0}).

(ii) Wir werden zeigen, dass 1/L und SL Lipschitz-stetig auf W sind. Dann sind 1/L
und SL auf der beschrankten Menge W beschrinkt und somit S selbst als Produkt
von 1/L und SL Lipschitz-stetig auf W.
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7 Die Ableitung von M

Nach Lemma 7.8 ist die Ableitung von L auf der beschrinkten Menge W beschréinkt,
und wegen 1/L > d? ist die Ableitung von 1/L beschrinkt und damit 1/L Lipschitz-
stetig auf W. Jetzt zeigen wir, dass

|z |
M(o,x)

h:W =R, (g,z) — (7.31)

Lipschitz-stetig ist. Dann ist SL mit Bemerkung 6.8 (i) als Hintereinanderausfithrung
der Lipschitz-stetigen Funktionen (g, z) — (0, h(g,x)) und v Lipschitz-stetig auf W.
Sei (g,z) € W. Mit (7.2) und (7.18) gilt dann:

‘DlM(va)’
Dih = llz| ——7————

Also ist Dyh beschrankt auf W. Mit (7.23) und (7.24) gilt weiter

m102.

«
WM@wW=W@wHSﬁ-

Das bedeutet, dass auch Dyh auf W beschrankt ist, und damit auch Dh. Also ist h
Lipschitz-stetig auf W. O

Folgerung und Definition 7.14. Die stetige Fortsetzung von S auf [0, 1] x (X \{0})
sei weiterhin mit S bezeichnet. S ist Lipschitz-stetig auf [0, 01] x (K(0,C) \ B(0,¢))
nach Lemma 7.13. Es sei C's > 0 die Lipschitzkonstante, das heif3t, es gilt

1S(0,z) — S(o,y)| < Cs(lo— ol + [z —yl) (7.32)
fiir alle (o,2), (0,y) € [0, 01] x (K(0,C) \ B(0,c¢)).
Wir vermerken noch zwei Eigenschaften von S:

Bemerkung 7.15. Fir alle (o,x) € [0,01] x (X \ {0}) gilt

I1J(o,z) = S(o, )z (7.33)
und
0<S(p,z) < % (7.34)
1

(zur Definition von v siehe (6.19)).
Beweis. Sei (9, ) € [0, 01] x (X \ {0}) und zuniichst Iz # 0. Da II linear und IT? = II
ist, gilt

MJ(o,z) = II (% (2(Id —I)z + Dy F <g, [z > M(Q’x)nx»

0,7) M(o,z)) |z
_ 1 r — 22 1Lz | M(o,z) 2,
= T (20 -0+ 0ur (o it ) e )
= S(o,x)lx
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Ist Iz = 0, so gilt
IMJ(g,z) =0 = S(p, z)x.

Beweis von (7.34): Es ist DoF(o,y) > 0 fiir alle y > 0. Da L > 1/d? gilt, ist S > 0.
Mit (6.16), (7.6) und Bemerkung 6.8 (ii) folgt die rechte Ungleichung. O
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8 Das zustandsunabhangige Problem

Im gesamten Abschnitt setzen wir 4.2 aus Abschnitt 4.3 voraus. Seien v € W11(0,T; X),
r € WhH(0,T5[0, 01]) und ein Anfangswert zo € Z(r(0)) gegeben. Gesucht ist eine
Losung ¢ € WH1(0,T; X) des folgenden Problems:

(P) (i) z(t) :==u(t) —&(t) € Z(r(t)) fiir alle ¢t € [0,T],
(i) £(0) = u(0) — o,
(

(iii) (&(t),z(t) —y) > 0 fiir fast alle ¢ € [0,7] und fiir alle y € Z(r(¢)).

Bemerkung 8.1. Analog zu Bemerkung 4.3 aus Paragraph 4.3 ist Problem (P) dqui-
valent zu einem zustandsunabhingigen Sweeping-Prozess (SP) aus der Einfihrung
mit

C(t) :==u(t) — Z(r(t), & =u(0) - zo.
Satz 8.2. Das Problem (P) hat eine eindeutige Ldsung.

Beweis. Wegen (6.17), Definition 7.10 und (7.29) sind die Voraussetzungen von Lemma
5.1 aus [BKS] erfiillt, das heiit die Abbildung o — Z(p) ist Lipschitz-stetig beziiglich
der Hausdorfimetrik mit einer Lipschitzkonstante Lz > 0. Also gilt

dip(C(s),C(t)) < |u(s) —u(t)| + Lz|r(s) —r(t)| fir alle t € [0,T].

Da w und r absolutstetig sind, hat Problem (P) als zustandsunabhéngiger Sweeping-
Prozess nach Proposition 3¢ in [Mo] genau eine Losung. U

Generalvoraussetzung 8.3. In diesem Abschnitt seien r, s € W11(0,T; [0, 01]) mit
r([0,T]), s([0,T]) C (0,01); u, v € WH(0,T; X) und Anfangswerte zo € Z(r(0)),
yo € Z(s(0)) gegeben.

Ferner sei mit & € WH1(0,7T; X), bezichungsweise € WH1(0,7; X) immer die ein-
deutige Losung des Problems (P) zu r, u, xo, beziehungsweise s, v, yo bezeichnet, und
esseixz:=u—&und y:=v—r.

Das nun folgende Lemma wurde in [BKS] als Lemma 5.1 bewiesen:

Lemma 8.4. Fiir jedes t € (0,T) setzen wir, sofern die vorkommenden Ableitungen
existieren,

Afryu(t) = (J(r(1), 2(t)), £(¢)), (8.1)
Blr,ul(t) := 5 M*(r(t), (1)), (3.2)
Glr,ul(t) = (J(r (1), (), i(8)) + K (r(8), 2(2))i (1) (83)

Sei L C (0,T) die Menge der Punkte, fir die A, B und G definiert sind. Dann hat L
volles Maf in [0, T] und fiir alle t € L gilt entweder
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8 Das zustandsunabhéngige Problem

(i) £(t) =0, L B[r,u](t) = Glr,ul(t) oder

Blrul(t) = max Blrul(s) = 5,

und
B J(r(t),z(t)). (8.4)

Beweis. Als absolutstetige Funktionen sind u,r, & fast {iberall differenzierbar. Da M?
auf (0, 1) x X differenzierbar ist, ist auch M?o (r,u) fast iiberall differenzierbar. Da L
die Menge der Punkte ist, in denen u,r,& und B|r,u] differenzierbar sind, hat L volles
Ma$B in [0, 7. Sei t € L. Nach der Kettenregel gilt

%B[r ul(t) = (J(r(t), z(8)), 2 (X)) + K (r(t), z(t))7 ().

Sei zunéchst £(t) = 0. Wegen (t) = u(t) folgt die Behauptung.
Sei nun £(t) # 0. Dann ist z(t) € 9Z(r(t)) und deswegen

5 = M0 2(0) = max Blrul(s)

nach Lemma 2.11. Insbesondere ist & B[r, u](t) = 0 und damit

Glrul(t) = (J(r(t),z()),a(t)) + K(r(t),z()r ) = (J(rt), z(t)), u(t) — (1))
= Alr,ul(t).

Bezeichnet n(r(t), z(t)) den &uBeren Normaleneinheitsvektor an Z(r(t)) im Punkt x(t),
so gibt es wegen (iii) von (P) ein k£ > 0 mit

£(t) =k n(r(t), z(t).

_ AR r(t),z
‘\ﬂwmxwwj(w’“”

if).
L= M(r(t),=(t)) = MZ(r(t))*(J(T(t)vx(t))) < CLI(r(8), (1)l
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Definition 8.5. Ist f : [0,7] — X eine Funktion, so setzen wir fiir jede Teilmenge
AcC0,T):
1[4 = [1f[Allo- (8.5)

Falls f unbeschrankt auf [0, 7] ist, kann || f||4 = oo sein.

Lemma 8.6. Die Voraussetzungen seien gemdfl 8.3 gegeben, und es gebe T* € (0,T]
und R € (0,p] mit

R
[Hzo| + [[1L(u — w(0) o) < - (8.6)
Dann gilt
ITI(E = £ODo,r+) < (Mo + [T(w — w(0)[ljo,r+) und |[Mzllpr-) < R.  (8.7)

Beweis. Sei
to := max{s € [0,77]; [Ilz(¢t)| < R fiir alle t € [0, s]}.

Wir definieren  : [0,%9] — R durch

p(t) =9 |J(r(t),=(6)?

)

{ A g0 we), s €) £ 0,

sonst .

Sei t € LN[0,%0) und £(t) # 0. Wegen M (r(t), z(t)) = 1 gilt dann
Mz (t)| < R < pM(r(t), z(t)),

also nach Bemerkung 7.15 und Lemma 8.4

0 < p(t) < C— &) (8.8)

Damit ist u € L1(]0,¢p]; R). Wieder nach Bemerkung 7.15 gilt

_ Alr,u)(t)
|J(r(t), z(t))?

Ist 5(75) = 0, so gilt obige Gleichung nach Definition von p. Wegen x = u — & folgt

(1) ILI(r(t), 2(t)) = p(t)TLe(2). (8.9)

TIE(t) 4 p(t) (TE() — £(0)) = p(t)II(u(t) — £(0)) fiir fast alle ¢ € [0, o).
Nach Lemma 13.4 mit y := II(§ — £(0)), v :=II(u — £(0)) und yo = y(0) = 0 gilt

(€ = €(0D) 0,9 < [TI(w = £O0)) o, < [Mxo] + [TL(w — u(0))lljo,4 (8.10)
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8 Das zustandsunabhéngige Problem

fiir alle t € [0, tp]. Insbesondere haben wir dann

Izl < ITECE = €CO))l0g0) + ITECw = €(0) 00
< 2(| Mo + T — w(0)) |j0)) < .

Wegen der Stetigkeit von Iz muss also tg = 7™ sein, und wir haben [[Ilz||jg 7+ < R
gezeigt. Die erste Behauptung folgt wegen tg = T™ ebenfalls aus (8.10). O

Lemma 8.7. Die Voraussetzungen seien wie in Lemma 8.4. Dann gilt fir fast alle
tel0,T]:

|Glr, u](@)] < [a(E)][J(r (), z(t)] + Kol# ()], (8.11)
()] < [a(t)] + CKoli(t)]. (8.12)
Sind T* und R gemdjf$ Lemma 8.6 gewdhlt, so gilt fiir fast alle t € [0,T*]:
. RC .
()] < P (513)

Beweis. Die erste Ungleichung ist klar nach Definition von G und (7.29). Sei t € L
(siehe Lemma 8.4). Die zweite Ungleichung ist klar, wenn £(¢) = 0 ist. Falls £(¢) # 0
ist, gilt nach Lemma 8.4:
: |[Alr, u](?)] |Gr, u](t)] : :
@) = = < [a(t)] + CKolr(t)].
[J(r(&),z@)] [T (r(t), z(t))]

Sei t < T*. Ist £(t) = 0, so ist nichts zu zeigen. Sei £(t) # 0. Wie im vorigen Lemma,
gilt

TE(H)] < pu(t)[Ma(t)]-
Die Behauptung folgt nun aus (8.7), (8.8) und (8.9). O

Lemma 8.8. Seien die Voraussetzungen gemdfl 8.3 gegeben. Dann gilt fir fast alle
te0,T]:

|[Alr, ul(t) — Als, v](£)] + %\B[h ul(t) — Bls, o] (t)| < [G[r,ul(t) — Gls, vl(t)]  (8.14)

und

() =00 < Cla()] + CKol#(t)]) 1T (r(t), 2(t) — I (s(t), y (1))
+ C|A[r,u](t) — Als, v](t)]. (8.15)

Setzt man zusdtzlich voraus, dass es T* € (0,T], R € (0, p] mit

(8.16)

IS R=s

R
[Hzo| + [[1(u = w(0)lfor < 5 und  |Hyo| + |[LL{v — v(0))flfo,r) <
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gibt, so gilt fiir fast alle t € [0,T*]:

IE(E) — ()] < 25 I0) = (0] + CRE)(1re) = s(8) + [a(t) — w0, (817)
wobei
C = C(RCs + %(1 + RCCYy))
1
18t.

Beweis. Blr,u|, Bls,v] sind nach Lemma 8.4 absolutstetig, also ist |B[r,u] — B]s,v]|
nach Hilfssatz 13.1 absolutstetig. Sei L C [0,7] die Menge der Punkte, an denen r, s,
u, v, &, n, Blr,u], B[s,v] und |B[r,u] — Bls, v]| differenzierbar sind. Dann hat L volles
Lebesguemaf in [0,7]. Sei t € L.

1. Fall: £(t) = 0 = 7(t).

Zu (8.14). Es ist A[r,u](t) = 0 = A[s,v](t) nach Definition von A. Nach Hilfssatz 13.1
und Lemma 8.4 (i) gilt

%IB[T’ ul(t) = Bls,v](t)] < |G[r,u](t) — Gls, v](?)].

(8.15) und (8.17) sind klar.

2. Fall: £(t) # 0 # n(t).
Zu (8.14). Nach Hilfssatz 13.1 und Lemma 8.4 (ii) ist

%|B[r, u)(t) — Bls,v](t)] < %B[r, u)(t) — %B[s,v](t}' =0.
Wegen Alr,u](t) = Gr,ul(t), Als,v](t) = G[s,v](t) und Lemma 8.4 (ii) folgt die

Behauptung auch in diesem Fall.
Zu (8.15). Mit Lemma 8.4 (ii) und Hilfssatz 13.2 gilt

t),z(t)) J(s(t), y(t))

€)= ()] < \A[Tau](t)"|JJ((:((1¢),J;(75))|2
]

1
+ m]A[r,u (t) — Als, v](?)]

1
[ J(r (@), 2(0))[ | (s(), y (1))

1
G,y = Al

Nach Lemma 8.4 (ii) haben wir |J(r(t), z(t))],|J(s(t),y(t))| > C, und mit (8.11) folgt
die Behauptung.
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8 Das zustandsunabhéngige Problem

Zu (8.17). Sei t < T™*. Wegen z(t), y(t) € 0Z(r(t)) U0Z(s(t)) C K(0,C) \ B(0,c) ist
Folgerung 7.14 anwendbar. Mit Bemerkung 7.15 und der Linearitét von II gilt:

L Alr,u)(t) )
) ~ ] < e ())Prm(() (1)) — LI (s(t), y(t))]

,‘ U]() __Als,0](®)
[T (r(8),2(@)]> I (s(t), y(

(15(1), 2(1)) = S(s(0), <t>unx<>r
£t)

+ IS (s(0), y(e)] Mar(t) — TIy(1)]) - [7(r(t),z(1)]

Alr, u)(t) Als,
+1S(s(t), y(t))| [Ty (t)| ' T(r@),z®)2  [T(s(t),y())

+ [ILJ(s(t),

IN

IN

e |(Csh+ 58) (r) = s + 1ot — ()|

Yol
1
Mit |J(r(t), z(t))|, |J(s(t),y(t))] > C, der Definition von A, Hilfssatz 13.2 und Defini-
tion 7.10 erhalten wir:

T0r(e),2(0)). £0)  (I(s(1), 9(1)), £(1))
S TIC@amP 0. e 0)
(0. 00).E0) (). u(0), (1)
TGO aOE G0,y 0)P
)2) (s () L
< “u .2~ 0| T 7w,z o A0
1 : .
< Ol M 0-t) = 600+ 10 =)
< EW)] G20 (ir(t) — s(0)] + |at) — y(®)]) + CE) — (1))

Setzt man jetzt « in (8.18) ein, so ergibt sich (8.17).

3. Fall: £(t) # 0, 7(t) = 0.
Zu (8.14). Nach Lemma 8.4 ist |Alr,u(t) — A[s,v](t)| = A[r,u](t). Sei

b:[0,T"] = R, b(t) Br,u] — Bls,v].
Gilt B[s,v](t) = 1/2, so ist d/dtB[s,v](t) = 0 und b(t) = 0. Da |b| ein Minimum in ¢
hat, folgt
d d
Lib(o) = 0=~ Bls, )1

o6



Ist B[s,v](t) < 1/2, so ist b(t) > 0 und damit

d d d
7 b(t)] = Eb(t) =0- EB[S,U](t).
Mit Lemma 8.4 folgt
|Alr, u](t) — Als, v](£)] + %\B[Tv ul(t) = Bls,v](t)] = Alr,ul(t) — %B[S,U](t)

Zu (8.15). Nach (8.4) ist

E(t) —0(t)] = % < ClAlrul(t) — Als,o](8)].

(8.17) folgt aus (8.13).
4. Fall: £(t) = 0, 5(t) # 0. Beweis analog zum dritten Fall. O

Das folgende Lemma steht als Proposition 5.4 in [BKS] und ist zusammen mit dem
vorherigen Lemma das entscheidende Hilfsmittel, um die Existenz von Losungen im
dehnungskontrollierten Fall zu beweisen.

Lemma 8.9. Die Voraussetzungen seien wie in Lemma 8.4. Fir fast alle t € [0,T]
gilt dann:

[€(t) —i(t)] + C%\B[r, ul(t) = Bls, v](t)|
< CQC )] + (Cx + CCr ) B)]) (Ir(t) — s(@)] + (t) — y(B)])
+ %u(t) — ()] + CKo|(t) — 5(t)|. (8.19)

Beweis. Sei L C [0,T] wie im Beweis von Lemma 8.8, und sei ¢ € L. Dann gilt mit

(8.15) und (8.14):

€(t) —n(t)] + C%IB[T’ ul(t) = Bls,v](?)]

< C(la@)] + CKolr(0)]) [T(r(2), 2(t)) = J(s(t), y())| + C|G[r, u](t) — Gls, v](t)].

Nach Lemma 2.15 gilt

C’J(S(t%y(t))’ < MZ(s(t))* (J(S(t)ay(t))) = MZ(s(t))(y(t)) = M(S(t),y(t)) <1,
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8 Das zustandsunabhéngige Problem

da y(t) € Z(s(t)) ist. Mit Definition 7.10 und (7.29) erhalten wir dann:

IN
=

ﬁ ~
=

IN
<
g
~
4 s
Q
=
=
=

Setzt man diese Ungleichung in die erste Ungleichung des Beweises ein und benutzt

noch einmal die Lipschitz-stetigkeit von J, so erhélt man die Behauptung.

o8
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9 Existenz und Eindeutigkeit

In diesem Abschnitt werden wir beweisen, dass das in Abschnitt 5 aufgestellte Problem
mit Z anstelle von Z; lokal genau eine Losung besitzt. Damit konnen wir dann unter
eingeschrinkten Voraussetzungen die Existenz und Eindeutigkeit fiir den dehnungs-
kontrollierten Fall aus Abschnitt 5 zeigen.

Voraussetzung 9.1. (X, (-,)) sei ein separabler Hilbertraum, V ein abgeschlosse-
ner Teilraum, IT die orthogonale Projektion von X auf V und g : [0,1] x V — R
zweimal stetig differenzierbar nach der zweiten Variablen. Die Familie konvexer Men-
gen (Z(0))e(0,01] €l geméB (6.12) gegeben (o1 wurde in (6.1) gewihlt). Ferner seien
u € WhH(0,T; X), ro € (0,01), g(r0,0) =79 und zg € Z(rg).

Gesucht ist T' € (0,T) und eine Lésung & € Wh1(0,T; X) von:

(1) (i) g(ro, TL(E(E) —£(0))) € (0, 1) fir alle ¢ € [0, 77,
(i) «(t) := ( ) = &(1) € Z(9(ro, T(E() — €(0)))) fiir alle ¢ € [0, 7],
i) z(0) =
) (E(t), ( ) —y) > 0 fiir fast alle ¢ € [0,7] und fiir alle
y € Z(g(ro, TI(£(t) = £(0))))-

Wir stellen zunéchst Bedingungen an ¢g und die Konstanten aus Abschnitt 6, um (I)
16sen zu koénnen.

8 B
~

H

Voraussetzung 9.2. Es gebe v,y > 0 so, dass

|Dag(r,v)] <y und |Dag(r,v) — Dag(r,w)| < Cylv — w| (9.1)
fiir alle v,w € VNK(0,p) und r € [0, 01] gilt. Zu den Konstanten: g; und p siehe (6.1).
Voraussetzung 9.3. Sei R € (0, p] so gewéhlt, dass

_ YpoC KR

7 <1 und 0CKpy<1 (9.2)
1

ist. Zu den Konstanten: 1 siche (6.19); C, d; siehe (6.13); K siehe (7.29).
Fiir den Existenz— und Eindeutigkeitsbeweis benotigen wir noch

Voraussetzung 9.4. Es sei T* € (0,7 so gegeben, dass

R
[Hzo| + [[1(u = w(0) o) < 5 (9-3)

ist.

99



9 Existenz und Eindeutigkeit

Im folgenden setzen wir immer stillschweigend voraus, dass die Voraussetzungen 9.1
bis 9.4 erfiillt sind. Zunéchst leiten wir notwendige Bedingungen fiir Losungen des
Problems (I) ab:

Lemma 9.5. Sei T € (0,7*] und ¢ € WH'(0,T;X) eine Lisung von (I) zu den
FEingabedaten in Voraussetzung 9.1. Dann gilt:

(€ — £(0)) (u - u(0)) (9.4)
fir alle t € [0,T) und

) < —lalo)], (95)

mEn) < U i) (9.6)

fiir fast alle t € [0,T).

Beweis. Setze r: [0,T] — R, t — g(ro, II(&(t) —£(0))). Dann ist offenbar ¢ Lésung von
(P) aus Abschnitt 8 zu w, r und zg € Z(r(0)). Wegen (9.3) gilt nach Lemma 8.6 die
Ungleichung (9.4). Nach Voraussetzung 9.2, (8.12) und (8.13) gilt

FO] = [Daglro, TIER) — EODIED)] < ATIED)] < WORCE( f)
< T ito)] + R0 = T idr) + 817 )
fiir fast alle ¢ € [0, 7. Folglich ist
. ’)/T,Z)()RC
0l < TS )

Wieder mit (8.12) erhalten wir

()] < Jie)] + CRolF ()] < [a(t)] + T [ilt)] = ——li(@)]

und mit (8.13) folgt schlieBlich

T,ZJORC _YRC

& (1)) <
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Definition 9.6. Sei 7' € (0,T*]. Es sei Q,(T) ¢ Wh'(0,T; X) die Menge derjenigen
€ e WHH0,T; X), fiir die

£(0) = u(0) — o 9.7)
gilt, und die (9.4) bis (9.6) erfiillen. In diesem Abschnitt schreiben wir kurz Q(T)
anstelle von Q,(T"), falls klar ist, welches u gemeint ist.

Bemerkung 9.7. Fir T € (0,T*] ist Q(T) eine nicht leere und abgeschlossene Teil-
menge von WH1(0,T; X) beziiglich der Norm | - |1 1.

Beweis. Sei T' € (0,T*]. Die konstante Funktion u(0) — o liegt offensichtlich in Q(T'),
das heiBt Q(T) ist nicht leer. Sei (&,)nen eine gegen & € WH1(0,T; X) konvergente
Folge in (7). Dann konvergiert die Folge gleichmiiig auf [0, T gegen £, insbesondere
gelten (9.4) und (9.7) fiir £&. Nach dem Satz von Riesz-Fischer hat (&,),en eine punkt-
weise fast iiberall gegen { konvergente Teilfolge, so dass (9.5) und (9.6) auch fiir den
fast iiberall existierenden Grenzwert £(t) gelten. O

Fiir ein geeignetes 7' € (0, T*] definieren wir jetzt eine Abbildung auf Q(T).
Definition 9.8. Wihle 7' € (0,T*] so, dass

T3 / VwORC (t)] dt < min{rg, 01 —ro} (9.8)

erfiillt ist. Wir definieren eine Abbildung K : Q(T) — WH(0,T; X) auf folgende
Weise: Sei n € Q(T'). Setze

r:[0,7] — R, t = g(ro, TI(n(t) — n(0))).
Fiir fast alle ¢ € [0, 7] gilt

(0] < [Daglro. T ~ OO < 725 i) (9.9)

nach (9.1), (9.3) und (9.6). Nach (9.8) ist somit

T
/ #(0)] dt < min{ro, o1 — 1o}
0

also
r([0,7]) C (0, 01). (9.10)

Folglich existiert nach Satz 8.2 eine eindeutige Losung
K() = € € W0, 7 X)

von (P) zu u € Wh1(0,T; X), r € WH(0, T [0, 01]) und z € Z(r(0)).
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9 Existenz und Eindeutigkeit

Bemerkung 9.9. Ist T gemaf} (9.8) gewdhlt, so gilt K(Q(T)) € Q(T).

Beweis. Sei € Q(T), r wie in Definition 9.8 und & := K(n). Wegen (9.10) sind die
Voraussetzungen der Lemmata aus Abschnitt 8 erfiillt. Mit z := u — £ gilt

[Mzl[joy < B und L& = £(0))l[jo, < [Hzo| + [[TL(u — u(0))l[j0,4
fiir alle ¢ € [0, 7] nach Lemma 8.6. Fiir fast alle ¢ € [0,7] gilt wegen Lemma 8.7 und

(9.9)
5 1

(0)] < 1) + CERoli(0)] < [0 + ()] = i), (911)
und damit ebenfalls nach Lemma 8.7:
. Yo RC', - Yo RC | .
I ()] < p ()] < mwm.
Da £(0) = u(0) — z ist, gilt K(n) = € € Q(T). O

Die Abbildung K ist gerade so eingerichtet, dass wir die folgende Beobachtung machen
konnen.

Bemerkung 9.10. Die Fizpunkte von K sind genau die Ldsungen von (I).

Hilfssatz 9.11. Sei T gemdif (9.8) gewdihlt, seien 0y, ny € QT) und

ri [0, T] — R, 7;(t) = g(ro, L(n;(t) — 1:(0)))

fiir jedes i € {1,2}. Dann gilt:

ra(t) = r2(O)] < A () = ()| (9.12)

fiir jedes t € [0,T) und
71 (1)) < ()] (9.13)
[ (0) = a(0)] < AT (1) ~ Do (0)| + i) (1) — (1) (9.14)

fiir fast alle t € [0,T).

Beweis. Fiir fast alle t € [0, T] gilt

i1 (1)) < s la)|
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nach Voraussetzung 9.2 und (9.5). Wegen ||II(n; —7:(0))
71(0) = 12(0) gilt wieder mit Voraussetzung 9.2:
r1(t) = r2(0)] < y[T(n1(8) = 1 (0)) = (n2(t) — 12(0))] < M (t) — 12(2))]
fiir alle ¢ € [0, 7] und zusétzlich mit (9.5):
[71(2) = 72()]
= [Dag(ro, 1(n(t) — 11 (0))) (£) — Dag(ro, M(na2(t) — 12(0))) T2 (4)]

< A IMin (1)~ Tip()] + 12l (1) — mo(6)] i)

fiir fast alle ¢ € [0, 7. O

”[OT] < R/2 fiiri € {1,2} und

Um weitere Normen auf W11(0, T; X) zu erhalten, benstigen wir die folgende

Definition 9.12. Seien 7', ¢ > 0. Wir definieren

1 t
we 1 [0,T] — Rsg, we(t) =exp <_E/ [a(7)] d7'>
0
und
T
. = O]+ [ w0l @
fiir jedes n € WH(0,T; X).

Bemerkung 9.13. Seien T, ¢ > 0. Dann ist w. fast iberall differenzierbar, w.(t) < 0
fiir fast alle t € [0,T] und 0 < w.(t) < 1 fiir jedes t € [0,T]. Nach Satz 13.8 wird durch

T
Dl = [0(0)] + /O we (8) i ()] dt

fiir jedesmn € WHL(0,T; X) eine zu | - |11 dquivalente Norm auf WH(0,T; X) definiert.

Lemma 9.14. Seien T, ¢ > 0 und ¢ € WH1(0,T; X) mit p(0) = 0. Dann gilt
T

T
| weniliewra << [ i) (9.15)
Beweis. Mit (13.2) und partieller Integration gilt:
T T t
| il lewiar < - [ [lsmlind
0 0 0

T

= —¢ |w.(t) t|¢(f)ydr +e Twe(t)lsb@)\dt
0 [ 1] e |

IN

T
e /O we (1) (1)) dt.
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9 Existenz und Eindeutigkeit

Lemma 9.15. Sei T' gemdfs (9.8) gewdhlt, und seien ny,my € Q(T), & = K(n;) und
i := g(ro, I(n; —n:(0))) fir jedes i € {1,2}. Dann gilt

61(8) ~ &(0)| + O |Blra ul(t) — Blra, (1)
< CRoplTHin(e) - Win(t)| + Caa o)l (i (1) — ma(6)] + |2 (6) — () (9.16)

fiir fast alle t € [0, T, wobei

K
Csy1 = max{~, 1}C <20J + ﬁ(CK +CCyKy) + ?g_ §> (9.17)

unabhdngig von n1 und 1y ist.

Beweis. Setze x; = u — & fiir i € {1,2}. Mit Lemma 8.9 (man beachte, dass hier
»u = v ist), (9.13), (9.12), (9.14) und wegen x1 — x9 = &3 — & folgt

61(8) ~ Ex(0)| + O~ Blry, u(t) — Blr, ul(t)

< (20 + 250k + € ) WO (rat) = ra)] + hor(0) - )
+ CKy|r1(t) — r2(t)|
< (20 + 25(Ck+ €K ) D] (Gl () = )]+ 16 (6) — (o)
+ ORI (8) ~ T (0)] + CKoz = fa(t)] (1) ~ ma(1)
< Oyl (1) — Win(t)| + Csalaf®) (m(t) ~ m(8)] +62(8) ~ &)
fiir fast alle ¢ € [0, 7. O

Wir kommen zum Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir die modifizierte Menge Z.

Satz 9.16. Es mdgen die Voraussetzungen 9.1 bis 9.4 gelten. Dann gibt es T e (0, 7]
so, dass das Problem (I) eine eindeutige Losung & € Q(T) besitzt.

Beweis. Wihle T' € (0,T*] so, dass (9.8) erfiillt ist. K : Q(T) — Q(T') ist nach Bemer-
kung 9.9 eine Selbstabbildung. Wir werden zeigen, dass K? eine Kontraktion beziiglich
einer geeigneten Norm auf W11(0,7’; X) ist.

Seien 1, o € QUT) und 1; := K (i), & = K(m:), zi :=u — &, yi :=u —n;,
riy 52 [0,7] = (0, 01), it) == g(ro, T (t) = 0:(0))), si(t) := g(ro, TL(wi(t) — 14(0)))
fiir jedes 7 € {1,2}. Ferner seien

8 [O,T] — R, B(t) = C|B[r1,u|(t) — Blre, u|(t)]
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und

a:[0,7] = R, a(t) = C|Blsy, ul(t) — Blsz,ul(t)|.
Mit Lemma 9.15 gilt:

161() — &a(8)] + B(t) + d6u(1)
< CKoy[Hn(t) = M ()] + Csa|a(t)|(Jni () — m2(t)] + [£1(2) — &2()]) + da(t)
fiir fast alle ¢ € [0, 7], wobei Cs,1 unabhéngig von 7y und 7 ist. Wendet man jetzt

(8.17) auf |IIn;(t) — Ina2(t)| an, so folgt mit (9.5), (9.12), y1 — y2 = 12 — m1 und der
Wahl von ¢:

[€1() — Ea()] + B(E) + da ()

CKiy (‘”“Cgcmwt) o)) + Chlin ()11 (6) — s2(0)] + Iy (£) — y2<t>|>)

+ Csala(t)|(Ini(t) — n2(t)] + |&1(t) — &(1)]) + 66 (t)

Cs2|a(t)|(|m (t) — n2(t)] + [&1(t) — &E2(t)| + |1(t) — ha(t)])

8l () — iin(t)] + Sat) (9.18)

IN

IN

fiir fast alle ¢ € [0, 77, wobei

L1
Cs2 = Cs1 + max{y, l}C'K(wCRm

unabhéngig von 1 und 1o ist. Wieder mit Lemma 9.15, angewendet auf v; und
n; = K(¢;), und mit ||II]| <1 gilt:

in(e) = (o) + a()
< CKoylii(t) = da(t)] + Canla®l([¥1(8) = o) + I (8) = ma(8)]) (9:19)

fiir fast alle ¢ € [0,77]. Setzt man diese Ungleichung in (9.18) ein, so erhilt man

1) — at)] + B(t) + d6u(1)
< Coala®)l(Im (@) = (O] + 1&(8) = L) + [¥1(t) — ¥2(1)])
+ 6CKoy|r(t) — va(t)] (9.20)

fiir fast alle t € [O,T], wobei Cs 3 := Cs2 + 0Cs1 unabhéngig von v und 1) ist. Wir
wéhlen € > 0 so, dass
CKoy +eCsn

0<
1—-¢eCsy

<2CKyy

und
o 0C Koy + 80573(1 + QCK()’)/)

0<d*: <1
1—60573
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9 Existenz und Eindeutigkeit

ist. Die zweite Bedingung lésst sich wegen 0C Kgy < 1 erfiillen. Sei w,. wie in Definition
9.12 gewéhlt. Wegen s1(0) = rg = s2(0) ist «(0) = 0. AuBlerdem ist a« > 0. Mit
Bemerkung 9.13 und partieller Integration folgt

/ we(t)a(t) dt = [we(t)a ()] - / we(t)alt) dt > 0. (9.21)
0 0

Da 1(0) — 12(0) = 0 =11 (0) — 12(0) ist, liefert Lemma 9.14:

T
/O we (DA (91 () — a(t)] + [ (t) — na(t)]) di
T
< e /0 we &) (W (£) — ()] + i () — ia(0)]) . (9.22)

Indem wir die mit w, multiplizierte Ungleichung (9.19) integrieren, erhalten wir mit
(9.21) und (9.22):

T

T
/0 we®lin(t) — in()dt < (CKyy +£Cs1) /0 we (B (£) — (1) dt

T
4 <Oy / we (1) (£) — o (0)) i,
0
also

CKoy +eCs

T ) .
1—eCsy /0 we (t) Y1 (t) — b2 (t)] dt

T
/0 wo ()i (1) = i (t)] d

IN

T . .
20Ky /O wo(B) [ (£) — (1)) d. (9.23)

Indem wir die mit w. multiplizierte Ungleichung (9.20) integrieren, erhalten wir vollig
analog (mit  + da anstelle von a und |1 — 2| + |m1 — n2| + [£&1 — &2| anstelle von

W1 — | + |1 — m2)):
/0 we(£)]é () — &x(t)| dt

T
< <Cy /0 we(t) (11 () — i ()] + [é1(8) — Ex(8)] + [dha (£) — v (8)])

T . .
+ SCKyy /0 we(8)[1h1 () — (1) d.
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Setzen wir (9.23) in diese Ungleichung ein, so folgt

T

T . . . .
| wwlé® -l <5 [ waoline) - da)] e
0 0

Da 6* < 1, £(0) = £2(0) und v1(0) = 12(0) gilt, haben wir gezeigt, dass K2 beziiglich
der mit w. gewichteten Norm | - |, (siche Bemerkung 9.13) eine Kontraktion ist. Da
Q(T) nach Bemerkung 9.7 abgeschlossen beziiglich | - |11 ist, ist (7)) nach Satz 13.3
abgeschlossen beziiglich der Norm | - |, .

Weil Q(T) #£ () ist, hat K2 nach dem Banachschen Fixpunktsatz genau einen Fixpunkt
€ € Q(T). Nach Satz 13.6 ist & dann auch der einzige Fixpunkt von K und damit nach
Bemerkung 9.10 die eindeutig bestimmte Lésung von Problem (I). O

Unter den Voraussetzungen 9.1 bis 9.4 liegt nach Lemma 9.5 jede Losung von (I) in
Q(T). Also haben wir unter den Voraussetzungen 9.1 bis 9.4 die Existenz und Eindeu-
tigkeit fiir das Problem (I) gezeigt.

Jetzt konnen wir unter eingeschrénkten Voraussetzungen den Existenz- und Eindeu-

tigkeitssatz fiir den dehnungskontrollierten Fall aus Abschnitt 5 beweisen:

Satz 9.17. Sei T > 0, u € WH(0,T; X), ro € (0, 01) und 29 € Z1(ro). Sei R € (0, p)

so gewdhlt, dass

_ 1C?KoR
di

gilt. Sei auflerdem T* € (0,T) derart gegeben, dass

0: <1 wund 0CKyy<1 (9.24)

R
[Ho| + [[1(u = w(0) o) < 5 (9.25)

ist. Dann gibt es Ty € (0,T*] so, dass das Problem GURSON D aus Abschnitt 5 eine
eindeutige Losung in Q(Ty) besitzt.

Beweis. Im folgenden schreiben wir kurz GD anstelle von GURSON D. Nach Be-
merkung 4.5 erfiillt die Funktion g aus (4.16) die Voraussetzung 9.2. Auflerdem gilt
9(r0,0) = ro. In Abschnitt 6 hatten wir gezeigt, dass

Z(0) N{z € X; x| < p} = Z1(0) N{z € X; [TIz| < p}, (9.26)

fiir alle o € [0, 01] gilt. Wegen (9.25) ist |Ilzg| < R < p, also xg € Z(rg). Somit ist
Voraussetzung 9.1 erfiillt. Da auch die Voraussetzungen 9.3 und 9.4 gelten, gibt es nach
dem vorhergehenden Satz ein 7' € (0,7*] und eine Losung & € Q(T) von Problem ().
Wir zeigen zunéchst, dass £ eine Losung von GD ist: (a) und (c) sind klar. Sei wie
immer = :=u — &, r:= g(ro, I1(§ — £(0))). Nach Lemma 8.6 ist

Mzl 7y < B <p. (9.27)
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9 Existenz und Eindeutigkeit

Nach (9.26) gilt also fiir alle ¢ € [0, T7:
x(t) € Z(r(t)) N{z € X; [llz| < p} C Z1(r(t)),

womit (b) gezeigt ist. Bedingung (iv) bedeutet gerade, dass

£(t) € Nz (x(t)) (9.28)

fiir fast alle ¢ € [0,7)] gilt. Sei t € [0,77] so, dass (9.28) gilt. Wegen (9.27) gibt es ¢ > 0
so, dass |IIz| < p fiir alle z € K(z(t),e) =: A ist. Mit Lemma 2.5 und (9.26) folgt

£(t) € Nz (@(t) = Nzpeyna(z(t) = Nz, @)na(@(t) = Nz (v (#(t)).

Also gilt auch (d), und ¢ € Q(T) ist eine Losung von GD.

Sei umgekehrt 7' € (0, T] und & € Q(T) eine Losung von GD. Wie immer definieren
wir z 1= u — & und r = g(ro, (& — £1(0))). Wegen 7(0) = 9 € (0, 01) existiert
T) € (0,7 so, dass r([0,T1]) C (0, 1) ist. Da & € Q(T) gilt, ist &[0, T1] € QT1),
und mit (9.4) und Voraussetzung 9.4 folgt

L3y < [Tz + TEx — w(O) o) + ITI(E2 — & (0o < B < p.
Wie im ersten Teil des Beweises ist also
x(t) € Z1(r(t)) N{z € X; [[Iz] < p} C Z(r(t))

und
Nz (@(t) = Nz, ey (2(1))

fiir alle t € [0, 7). Damit ist &[0, T1] € Q(T31) Losung von (I). Da (I) nach Satz 9.16
auf Q(7T7) wegen T7 < T erst recht eine eindeutige Losung besitzt, stimmen &; und ¢
auf [0,T}] iiberein. O

Die Einschrankung der Voraussetzungen fiir die Existenz und Eindeutigkeit der Lsun-
gen wird im wesentlichen durch die Konstante R € (0, p] und damit durch p aus (6.1)
bewirkt. Falls CKyvy < 1 ist, kann man ¢ sehr nahe bei 1 wéhlen, so dass die Bedin-
gungen (9.5) und (9.6) entschérft werden. Gilt CKyy > 1, so bedeuten (9.5) und (9.6)
leider eine echte Restriktion.

Die Bedingung (9.25) schrinkt die Anfangswerte und moglichen Verzerrungsverldufe
ein. Dabei gilt aber: Ist |[Ilzg| < R/2, so findet man wegen der Stetigkeit von u immer
ein T mit

R
[Hzo| + [[H(u = u(0) o+ < 5
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Schliefilich besagt (9.4), dass wir nur in einem durch die Eingabefunktion u beschr&nk-
ten Bereich nach Lésungen suchen.

Im dehnungskontrollierten Fall existieren also im allgemeinen lokale Lésungen zu den
Anfangswerten 79 € (0,01) und zg € X mit |[IIzg| < R/2. Die Eindeutigkeit dieser
Losungen haben wir aber nur auf den jeweils kleineren Mengen Q(77) bewiesen.
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10 Lipschitz-stetige Abhangigkeit von den Anfangswerten

Lemma 10.1. Sei (X, (-,)) ein separabler Hilbertraum mit zugehdoriger Norm | - |.
Seten T >0, p, k:[0,T] — X, 5:]0,T] — R>¢ absolutstetige Funktionen, w > 0 und
a € LY([0,T],R>q). Es gebe Co,C1 > 0 so, dass

5]+ 5(0) < Co () ()] + KO + O] + KO) +w) + k@) (01)
fiir fast alle t € [0,T) und
B(0) < Cr(lp(O)] + K(0)| +) (102)
ist. Mit D := max{Cy + 1,Cy + 2} ist dann

/OT Ip(t)|dt < D exp (Co /OTa(t) dt> (\p(O)\ + |k(0)] +w+/OT\/%:(t)\dt>. (10.3)

Beweis. Setze .
w:[0,T] = R, t — exp (—Co/ a(s)> .
0

Es gilt 1 = w(0) > w(t) > w(T) > 0 fiir alle t € [0,T]. Fiir fast alle ¢t € [0, 7] haben
wir nach Voraussetzung und (13.2):

u (w(t> / t yp(s)yds> + w(t)5()

IN

() /O [p(s)]ds + Cow(®)[i(t)] + Cow()a(t) (Ip(®)] + kO] + [p(O)] + k(0)] + )

IN

Colk(®)] + Cou(t)a(t (\p<t>\ = 0]+ (O)] + 0+ - [ rp<s>rds>
< Coli(t)] + Coult)alt) <2rp<o>r k) +u+ [ ric(s)\ds)

= Colk(t)] — w(t) <2|p(0)y + 2|k(0)] +w+/0 |i<:(s)|ds> . (10.4)

Wenn wir den zweiten Summanden in der letzten Zeile von 0 bis 7" integrieren, erhalten
wir:

- [ 0 (2o + 200 40+ [ tv%:<s>rd82 @

= — |w(®) (2[p(0)] + 2|k(0)| + w + tyic(s)\ds + Tw(tw%(t)!dt
0 0

0

IN

T
2lp(0)| + 2|k(0)] 4+ w + /0 |k(t)] dt. (10.5)
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10 Lipschitz-stetige Abhéngigkeit von den Anfangswerten

Ferner gilt mit partieller Integration:

T ) T
/0 wBM)dt = wT)BT) - w(0)B(0) — /O DA dt
> —w(0)8(0) = ~Co(lp(0)] + k(O] +w).  (106)

Integriert man nun (10.4) von 0 bis T', so erhélt man mit (10.5) und (10.6):
T T T _
wm) [ pola < ¢ [l [ wia
0 0 0
T t
—/ w(t) <2|p(0)| +2|k(0)] +w + / |k:(s)|ds> dt
0 0

IN

T .
(o +1)/0 (1)) dt + 2[p(0)] + 20k (0)] + w
+ C1(Ip(0)] + [k(0)] + w).

Die Behauptung folgt. O

Wir zeigen jetzt, dass die Losungen von Problem (I) aus Abschnitt 9 Lipschitz-stetig
von den Anfangswerten abhéngen.

Voraussetzung 10.2. Sei R € (0, p] so gewihlt, dass

_ YpoC Ko R

d:
di

<1

ist. Es gelte Voraussetzung 9.2, und zusétzlich gebe es C'g > 0 so, dass
lg(r,v) — g(s,v)] < C'g|r —s| und |Dsg(r,v) — Dag(s,w)| < C'g|r — s (10.7)
fiir alle r,s € [0, 01] und v € VN K(0, R) gilt.

Bemerkung 10.3. Nach Bemerkung 4.5 erfillt g aus (4.16) die Bedingungen aus
(10.7).

Satz 10.4. Sei T' > 0. Dann gibt es Konstanten Do, D1 > 0 so, dass folgendes gilt:
Wiihlt man u, v € WH(0,T; X) derart, dass sie jeweils Bedingung (9.8) erfiillen, und
sind ro, so € (0,01), To € Z(r0), Yo € Z(s0) mit

R R
o] + [T = w(O)ll g1y < 5> Myol + [T — 0(O) gy < 5 (108)
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gegeben, und ist £ € Wl’l(O,T;X) Lésung von (I) zu u, ro, xg, und n € Wl’l(O,T;X)
Lésung von (I) zu v, so, yo, so gilt

T

T
|l -l < (mo—mw+mm>—wmw+vm—%w+/ muw—momQ
0 0

T
- Dy exp <D0/0 |a(t)|dt> . (10.9)

Beweis. Nach Lemma 9.5 gilt £ € Q,(T) und n € Q,(T). Wir setzen z := u — ¢,
y = v —n, v = glro, 1€ — £(0))), s := g(s0, TL(n — n(0))). Wie in (9.12) und (9.14)
beweist man, indem man zusétzlich (10.7) benutzt, dass es eine Konstante By > 0 gibt
mit
[7(t) = ()| < Bo(lro — so| + |£(t) = n(t)] +[£(0) = n(0)])
fiir alle ¢ € [0, 7] und
[7(t) = ()| < AIE(t) — T(t)| + Boli(t)|(lro — sol + [€(t) — n(t)] + £(0) — 1(0)])

fiir fast alle ¢ € [0, 7]. Analog zu Lemma 9.15 zeigt man mit Hilfe von Lemma 8.9 und
unter Benutzung dieser beiden Ungleichungen: Es gibt eine Konstante B (unabhingig
von u, v, Tg, Yo, To, So) SO, dass gilt:

€0 0] + (1) < CRoy|TIEE) - T0i(e)
+ By [[a®)] (Ig(®) = n®] + [u(t) = v(b)] + |E©0) = n(O)] + Iro — s0)

+ i) - o)
wobei wie immer
B8:[0,T] = R, B(t) = C|Br,ul(t) — B[s, v](t)|

gesetzt wird. Mit dieser Ungleichung und mit den beiden Ungleichungen dariiber zeigt
man wie beim Beweis von (9.18) ohne den Summanden da:

€)= 0] + B
< By[a] (In(®) = §O] + [ul®) = v(t)] + |£(0) = n(0)] + Iro = s0)

+la(t) - i)(t)l] +3l¢(t) — ()] (10.10)

fiir fast alle t € [O,T], wobei Bj eine von den Eingabedaten unabhéngige Konstante
ist. Der einzige Unterschied zur Abschétzung in Satz 9.16 besteht darin, dass die
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10 Lipschitz-stetige Abhéngigkeit von den Anfangswerten

Differenz von v und v, die Differenz der Ableitungen von u und v und die Differenz
der Anfangswerte ¢ und s vorkommt. Mit (6.17), (7.2) und (7.18) erhalten wir

50) = C|5M00.m0) = 5M00)
2
< C <mic|m0 —yo| + mlcC lro — 50|>
< By(0) ~ ) + u(0) ~o(0) + o —sol), (10,11

wobei Bg unabhéngig von den Eingabewerten ist. Die Behauptung folgt jetzt, indem
wir Lemma 10.1 mit

B
00:2—1_25, C1 := Bs, ﬁ::—1_5 p:=&—mn, k:=u—v, w:=]|rg—so|, a:=]|1u

auf (10.10) und (10.11) anwenden und beachten, dass
1€(0) = n(0)] < zo — yol + [u(0) — v(0)]
ist. O

Folgerung 10.5. FEs gelte 10.2, und die Voraussetzungen seien wie in Satz 10.4. Sei
B >0 und

T
U= {uecW"(0,T; X); / lu(t)| dt < B}.
0
Dann gibt es L > 0 so, dass
1€ =11 < L(|zo — yol + 1o — so| + [u—v]11)

fiir alle ro, so € (0,01), zo € Z(r0), Yo € Z(s0), u, v € U und die zugehdorigen
Lésungen & und n von Problem (I) gilt.
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11 Beispiel

Anhand konkreter Daten aus einem Experiment werden wir in diesem Abschnitt die

GroBe des durch den Parameter R (siehe (9.3)) bestimmten Bereichs

{z € T; |llz| < R}

der Spannungen bestimmen. Die Daten stammen aus der Arbeit [BKKS], Seite 20,

und zwar ist das Material Stahl S460N (StE 460 nach alter DIN).

Grofle Bedeutung Wert Zusammenhang
a Konstante im Gurson-Modell 1.5 —
b Konstante im Gurson-Modell V3/2 —
E Young-Modulus 210000 MPa —
v Poisson-Ratio 0.3 —
E
A Lamé-Konstante 121154 MPa v
(1+v)(1—2v)
E
I Lamé-Konstante 80769 MPa
2(1+v)
A 2 3\
- 760.9 pT
agm
i - 351.2 ol
Om
Om Flielspannung des Matrixmaterials | 460 MPa —
01 = fe kritischer Hohlraumanteil 0.021 —
ro = fo Startwert Hohlraumanteil 0.0025 —
Die Bedingungen an R ergeben sich zum einen aus (6.1):
d2
m = Fi(p) +pFi(p) < 2(511), (11.1)
denn es muss R < p sein, und zum anderen aus
C?’KyR
5= % <1 und 6CKyy <1, (11.2)
1
sieche (9.3). Dabei sind
1 1—op 1—01)?
=B+ 4P, dy=d(0) ==, d(g) = P G Y

Nach (7.29) ist
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11 Beispiel

v eine Schranke fiir Dog auf [0, 01] X K (0, R) und

Yo = max{®)(0,y); (0,¥) € [0,01] x [0,2p]}.

Wir schétzen die GroBen Ky, v und 1 ab: Nach (11.1) und (11.3) ist

21 ((1—91)2+1—9>< 1+ 0
2 T 01

Ky < max — - .
201/ fi (1-01)

~ 0€f0,01] (1 — 0)

Mit o7 = 0.021 aus der Tabelle oben ergibt sich

Ky < 49.662
—1
auf drei Stellen gerundet. Mit (4.12) bis (4.14) und wegen A : A =1 gilt |A| = Va

Mit (4.16) folgt
V3 ) V3
v < exp —RR —.
<aﬁ VA

Es fehlt noch eine Schranke fiir v). Wir stellen zunéchst fest:

Bemerkung 11.1. Fir alle z > 0 gilt © > sinh(z)/ cosh(x).
Beweis. Fiir x = 0 gilt Gleichheit. Wegen

d 1> 1 d sinh(z)
dz" cosh(z)  dzx cosh(x)

fiir alle z > 0 folgt die Behauptung.

Weiter gilt

falls p2F{'(p) — 2m < 0 ist, und
2p F 2)
/ ﬁ(s)ds _ 2]7 //1 (p)m S _m’
p P (p) —m ~ p
falls p2F{'(p) — 2m > 0 ist. (Zur Definition von a und 3 siehe 6.1.)
1

2~

Hilfssatz 11.2. Es gilt 1o <

=

p
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Beweis. Es gilt

DoF(o,y)

=22 87 falls 0,
V(0 y) = Yy y7

oF{(0), falls y =0,

fiir alle (0,y) € [0, 0] x [0,00). Sei Uy := [0, 01] x [0,p], Uz := [0, 01] X [p,2p]. Da 1
auf Uy bei festem y monoton wachsend in g ist, liegt das Maximum von v auf Uj in
{01} x [0,p]. Sei y € [0,p]. Nach (4.8) und (4.15) ist

Fi(y) = ai(cosh(azy) — 1)
mit aj,a2 > 0 und D2 F(0,y)/y = oF](y)/y nach (6.8), also

aia3 cosh(asy)y — aias sinh(asy)
5 :
Y

Dayp(o01,y) = 01

Somit gilt
sinh(azy)

D ,yY) >0 < > :
21(01,Y) a2y cosh(azy)

Letzteres gilt nach Bemerkung 11.1, falls y # 0 ist. Also ist D2t(p1, ) monoton wach-
send, und damit

Fi(p) _ o <d2(91) ) Lo
max ,Y) = <= - F < —=(d —oF ,
e V(oY) = o1 PRl Gy 1(p) ) < pg( (0) — oF1(p))
da d monoton fillt, und nach (11.1).

Fiir (o,y) € U gilt nach Definition von ¢ (siehe (6.3)), den oben berechneten Integra-
len iiber @ und 3 und (11.1):

boy) — @ﬂm+/%ﬂm—wm@¢+w@w)

IN

@ﬂ@ﬂ«ﬂm—%mg+£§)

ol (p) n %[dQ(Q) — o(Fy(p) + pF{(p))]

IN
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11 Beispiel

Aus (11.2) erhalten wir

d2
C?Ryhg < —+ = 5.495 - 107° =: cy. (11.4)
Ky
und
SCKoy < 1. (11.5)

Wir ersetzen jetzt auf der linken Seite der Ungleichung (11.4) R durch p, und v und
1o durch die oben berechneten Schranken, um eine obere Schranke fiir mogliche Werte
von R zu gewinnen. Somit muss p so gewéahlt werden, dass

1
h(p) := clg(d% + 4p?) exp(cap) — co < 0 (11.6)

ist, wobei

v3 und ¢ v3
= = 2 = =
a\/X/l a\/x

ist. Die numerische Bestimmung der beiden positiven Nullstellen von h ergibt

(11.7)

Cc1 .

p1 = 0.00655 und po = 0.108.

Zwischen p; und ps ist h negativ. Durch Einsetzen verifiziert man, dass ps auch Un-
gleichung (11.1) erfiillt. Da die linke Seite von (11.1) monoton in p wéchst, erhalten
wir als Bedingung an R:

R < (p17p2)7

wobei der zugehorige Parameter p jeweils in [R, p2) gewéhlt werden muss. Da
CKoy < (d3 + 4p3) - 49.662 - exp(capa)ca = 0.192 < 1

gilt, ist Bedingung (11.5) immer erfiillt, da ps so gewihlt wurde, dass § < 1 ist.

Nun kénnen wir den Bereich der moglichen Spannungen bestimmen. Zugleich werden
wir noch den Bereich der Triaxialitit nach oben abschitzen, das heifit eine obere

Schranke fiir
[tro(t)]

[1Da(t)]]

finden, wobei tr o die Spur von ¢ und Do den deviatorischen Anteil von o bezeichnet
(sieche Paragaph 4.2).

Die Voraussetzungen seien wie in Satz 9.17, insbesondere seien T > 0, r¢ € (0, 01),
u € WHY0,T; X)T > 0 und zg € Z1(rg) gegeben. Es sei 0 < 77 < T und & €
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WhH1(0,T1; X) die Losung von GURSON D aus Abschnitt 9. Wie immer sei x :

ul[0,T1] = § und r := g(ro, TI(§ — £(0))).

Wie im Beweis von Satz 9.17 ist £ auch eine Losung von Problem (I) am Beginn von
Abschnitt 9 in einem eventuell kleineren Intervall [0, T']. Sei R < po und t € [0, 7. Mit

(4.17) und (4.6) erhalten wir:
jx(t) : Al _ [tra(t)]
VA V3

Bedingung (9.25) aus Satz 9.17 liefert dann mit o = o,,2:

[T ()] =

. R ~
|tr og| = o |Hze|V 3A < Tm V 3\ < 1187 M Pa,

und mit Lemma 8.6 folgt

|tro(t)| = o Tz (t)|V 3X < 0, RV 3\ < 2374 M Pa

fiir alle ¢ € [0, 7).

Wenn wir zusétzlich annehmen, dass z(t) auf dem Rand 0Z;(r(t)) von Zi(r(t)) liegt,

so gilt

|(Id ~IDz(t)]* = d*(r(t)) — r(t) Fy(Hz(t)]) > d*(e1) — e1F1(p2).

Mit den oben angegebenen Daten ist
2 <
o1 Fi(p) = = <cosh <\/Xbp2> — 1) — 1.591-10~%,
il
und d?(p1) = 2.729 - 1073, also

|(Id —ID)x(t)|> > 2.628 - 1073,
Sei z € X. Wegen (z,A) = (z: A)/X und (A, A) = 1/X gilt

(Id—ID)z = 2 — <<Z,AA>>A =2—(2:A)A = Dz.
Nach (4.12) und (4.13) ist also
(1 —)a(t)|* = | Da(t)]* = ng—ﬂmllDw(t)HQ,
und damit
| Da(t)] > \/ A2 07 _ o792,

Da x(t) = o(t)/on, ist, folgt

tro()] _ || _ V3ip

_ < = 6.515.
Do) [|1Dz(#)] — 0.792
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12 Der spannungskontrollierte Fall

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass je nach Wahl des vorgegebenen Spannungsverlaufs
das GURSON-Modell sowohl mehrere Losungen (Verldufe der plastischen Verzerrung)
als auch gar keine Losung zulésst.

Die Bezeichnungen seien wie in Paragraph 4.2. Zusétzlich definieren wir

z: A
A A

II:T— (A), z— A= (z:A)A, (12.1)

die orthogonale Projektion auf den eindimensionalen von A erzeugten Teilraum. Dann
gilt
(Id-II)z =2z — (2 : A)A =Dz (12.2)

fiir jedes z € T. Somit haben wir fiir jedes g € [0, 1]:
Zo(e) = {z € T;allDz|* + oFp(bl2 : Al) < (1 - 0)*}
= {z € T;a|/(Id —II)z||* + 20 cosh(b||TIz||) < 1 + 0} (12.3)
nach (4.8).
Das GURSON-Modell bei vorgegebener Spannung fithrt dann auf das folgende

PROBLEM GS. Gegeben seien T' > 0, ro € (0,1), die Fliespannung des Matrix-
materials o,,, die Spannung ¢ € W1(0,T;T) und der Anfangswert der plastischen
Verzerrung e}).

Gesucht sind €, ¢, ¢ € WHH(0,T;T), r € WH(0,T;[0,1]) so, dass fiir alle ¢ € [0, 7]
gilt:

—~
—-
SN—
™
—
o~
N—
||

e(t) + (),
e (t),

t
(iv) €P(t) : <i) - y) > 0 fiir alle y € Zy(r(t)) und fiir fast alle t € [0, 7],
(v) 7#(t) = (1 —r(t))V3(eP(t) : A) fast iiberall,
(vi) 7(0) = 1o, eP(0) = &b.
Bemerkung 12.1. Offenbar gentigt es, € und v so zu finden, dass die Bedingungen

(iii) bis (vi) gelten. Mit (ii) ist ¢ .= A~'o eindeutig festgelegt, da A invertierbar ist,
und damit wegen (i) auch £ := € + P.
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12 Der spannungskontrollierte Fall

Satz 12.2. Seien rg € (0,1) und e € T.

(i) Es gibt ein T > 0 und o € WHL(0,T;T) derart, dass das Problem GS zwei Lésun-
gen besitzt.

(ii) Fiir jedes T > 0 gibt es 0 € WHL(0,T;T) so, dass das Problem GS auf keinem
Intervall [0,T] mit T € (0,T) eine Lisung besitzt.

Beweis. Anstelle von ¢ betrachten wir die dimensionslose Gréfie © := o/o,,. Wihle
p > 0 so, dass
1 1+ 7}
< - h
p < 4 arcos < 5 >

ist. Weiter wihlen wir w € (A)* \ {0} mit

1+ 7“8 — 2rq cosh(b||pAl])
a

ol

(die rechte Seite ist nach Wahl von p positiv) und setzen

To = w + pA.

Dann gilt

IIzg = pA und (Id-IT)xzg =w (12.4)
und

allw||* + 2rq cosh(b|| Mz ||) = 1 + 3 (12.5)
nach Wahl von xy und w.
Zu (i). Wir definieren

x:00,1] = T,t — xg + t(Ilzg — z9) = 29 — tw. (12.6)

Wir geben jetzt zu den Anfangswerten 7 € (0,1), €b € T und x € Wh1(0,1; T) zwei
verschiedene Losungen (r, & = £P) an.

1. Losung: Setze r(t) = ro, &(t) := & fiir alle ¢ € [0,1]. Dann gilt Zo(r(t)) = Zo(ro)
fiir alle t € [0,1], £(t) = O fiir alle ¢ € (0,1), das heifit (iv) gilt. Wegen 7 = 0 ist (v)
erfiillt. Mit Bemerkung 12.1 gelten (i) und (ii). Schliefllich haben wir fiir alle ¢ € [0, 1]:

x(t) € Zp(r(t)) < af(Id —H)x(t)”2 + 2rg cosh(b|| Iz (t)||) <1+ r%
& a(l —t)?|w|)® + 2ro cosh(b||Tzo]) < 1+ 72.

Nach (12.5) gilt fiir ¢ = 0 in der unteren Ungleichung Gleichheit. Da die linke Seite in
[0, 1] monoton fallend in ¢ ist, gilt die Ungleichung fiir alle ¢ € [0, 1]. Damit ist auch
(iii) erfiillt.
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Zum Zeitpunkt ¢t = 0 befindet sich x(t) auf dem Rand von Z((rp). Danach dndert sich
an Zy, r und £ = P nichts mehr, wihrend x sich auf der Verbindungslinie von xg
und Ilxg ins Innere von Zy bewegt und zum Zeitpunkt 1 den von A aufgespannten
Teilraum erreicht.

2. Losung: Mit der Abkiirzung c := cosh(b||Ilzg||) setzen wir

r:[0,1] = Rt c—/c—1+alw|2(1 —t)2

Es ist 7(0) die kleinere der beiden Nullstellen der in 79 quadratischen Gleichung (12.5).
Also ist r(0) = rp, da rg < 1 und die zweite Nullstelle wegen ¢ > 1 grofer als 1 ist. Da
r stetig und 7(0) € (0,1) ist, findet man T" € (0,1], 0 < &7 < d2 < 1 so, dass

T([O,T]) C [(51,52] (12.7)

ist. Mit den Abkiirzungen I := [0,77],

e m e (1= (1) _ i
B =Bl = s 0

definieren wir

£:1—T, tb—>/ dsw—i—/ﬁ + b,
HHM

Wegen
al|w|*(1 - t)

\/c — 1+ aljw|?(1 —t)?

fiir alle ¢ € I ist 7 stetig. Es sind o und (3 stetig und wegen (12.7) auch beschrénkt.
Also existieren die Integrale in der Definition von . Es ist £(0) = £f;, und es gilt:

F(t) =

H.TO

—0 (12.8)
[Tz ||

E(t) = ault)(zo — Twg) + B(t)

fiir alle t € I. Nach Wahl von r ist r(¢) fiir jedes ¢ € I die kleinere der beiden Lisungen
der quadratischen Gleichung

0 = r%(t) —2r(t)e+1 —allw|*(1 - t)?
= 72(t) — 2r(t) cosh(b|| Iz (t)||) + 1 — al|(Id —ID)z(t)||>.

Das bedeutet aber gerade, dass

x(t) € Zy(r(t))
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12 Der spannungskontrollierte Fall

fiir alle ¢ € I ist. Nach Satz 2.6 ist

Nzoway (@(t)) = {ADf(x(t)); A = 0} (12.9)

mit
f:X =R, 2z al/(Id—I)z||? + 2r(t) cosh(b||z||) — 1 — 72(t).

Wenn wir den Dualraum T’ von T mit T identifizieren, so ist

Df(x(t)) = 2 <a(Id —IT)a(t) + br(t) sinh(b||Iz(t)]|) HEiEg,)

_ 2(a(l—t)w+br(t)sinh(bHHx0||) 1z )

[Tz |
_ 2y/3b sinh(b||TIzo|)) (1 — r(t))r(t) . Iz
) (0 (et + sty
_2V3b smh(b||n$)\|)(1 —r()r(t) £

fiir alle t € I. Da 7 > 0 ist, ist der Vorfaktor vor ¢ positiv. Nach (12.9) ist also

§(t) € Nzy(r(ey) (2(1),
das heifit .
() : (2(t) —y) =0
firalle y € Zo(r(t)) und fiir alle t € I. Wegen A = Iz /||IIzg|| und (12.8) ist schlieBlich

(1 —r®)V3(E®) : A) = V3(1 = r(t)) (o + ﬁ) = 7 (t)

fiir alle t € I. Genauso wie in der ersten Losung definiert man jetzt € und €.
Wir haben gezeigt, dal (1, ) eine weitere, von der ersten Losung verschiedene Losung
des Problems ist.

Bei der zweiten Losung befindet sich x(t) die ganze Zeit auf dem Rand der Menge
Zo(r(t)), wihrend diese schrumpft. £(¢) ist zu jedem Zeitpunkt ¢ € I ein von Null
verschiedener Vektor aus dem Normalenkegel im Punkt z(t) von Zy(r(t)).

Zu (ii). Sei T' > 0. Wir definieren
z:0,T] = T, t — x0+ tw. (12.10)

Angenommen, es gibt 7' € (0,7] und & := e? € WH1(0,T;T), r € WH1(0,7%[0,1]) so,
dass die Bedingungen (i) bis (vi) in GS erfiillt sind.
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Sei ¢t € (0,7). Ist 2(t) im Inneren von Zo(r(t)), so ist £(t) = 0, sofern die Ableitung
existiert. Ist z(t) € 0Zp(r(t)), so gilt

al|(Id —H)a:(t)H2 + 2r(t) cosh(b||TIz(t)]|) = 1 + TZ(t).

Sei
f:X =R, 2z al/(Id—I)z||? + 2r(t) cosh(b||z||) — 1 — 72(t).

Fiir z € X mit IIz # 0 ist

Df(z)=2 (a(Id —I)z + br(t) sinh(b|Hz||)H11:[[—zH> .

Also ist Df(x(t)) # 0 wegen (Id —II)z(t) = (1 + t)w # 0 und Iz(t) = pA L w. Mit
Satz 2.6 folgt
Nyorey (@(t)) = {ADf(2(t)); A > 0},

das heift, es gibt A > 0 mit
. . pA
E(t) =X a(l+t)w+ br(t) smh(prAH)m .

Da pA/||pA|| = A und [|A|| =1 ist, gilt

(E(t),A) = X <<a(1 + t)w + br(t) sinh(b”pAH)ﬁ) ,A>
= Abr(t)sinh(b|[pAl|) > 0.
Es folgt .
#(t) = (1= r(t)V3(E(1),A) > 0
fiir fast alle ¢ € [0, T, das heiBt r wiichst monoton. Sei ¢ > 0. Mit (12.5) gilt dann
al|(1d ~ID)z (t)||* + 2r(t)(cosh (b Mz (t)[]) - 1)
a1 +)?||w]|* + 2ro(cosh(b|[Mzo||) — 1)
aljwl]|? 4 2rg(cosh(b||Tzo]|) — 1)
(1=r0)* > (1 —r(1)*

VoIV

Das bedeutet aber nach Definition von Zy (siehe (12.3)), dass z(t) fiir kein ¢ € (0,7
in Zy(r(t)) liegt. Also verletzen ¢ und r Bedingung (iii) aus GS, ein Widerspruch.

Anschaulich befindet sich x(t) zum Zeitpunkt ¢ = 0 gerade auf dem Rand von Zy(r(t)).
Dann bewegt sich x parallel zu (w) weg von (A). Wegen der Richtung des dufleren
Normalenvektors muss gleichzeitig r wachsen, was wiederum bedeutet, dass Zo(r(t))
schrumpft. Daraus ergibt sich schliefllich der Widerspruch. U
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13 Anhang

Im folgenden sei (X, (-,-)) immer ein reeller Hilbertraum mit zugehoriger Norm | - |.

Hilfssatz 13.1. Sei I ein Intervall in R, f : I — X absolutstetig. Dann ist |f|
absolutstetig, und fiir fast alle Punkte t € I gilt

d )
L1 <10, (13.1)
Auferdem ist
t .
O] = 1f()] < / )l (13.2)
fiir alle s,t € I.

Beweis. Da | -| Lipschitz-stetig ist, ist | f| als Hintereinanderausfiithrung einer absolut-
stetigen und einer Lipschitz-stetigen Funktion absolutstetig. Also sind f und |f| fast
iiberall in I differenzierbar.

Sei t € I, und f, |f]| seien differenzierbar in ¢. Gilt f(¢) = 0, so hat |f| ein Minimum
in ¢, das heifit

d )
S fOI=0=<[f)].
Ist f(t) # 0, so gilt nach der Kettenregel und der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung

a0 )
o= < o).

Seien s,t € I. Mit der gerade gezeigten Ungleichung gilt

101l = [ Tl < [ 1i@ar

U
Hilfssatz 13.2. Fir alle z,y € X \ {0} gilt:
T Y 1
2= — |z —y| (13.3)
>yl fal]yl
Beweis. Seien z,y € X \ {0}. Dann gilt
z y =z Y -2 -2 -2y, -2
e e, = T =2y )
<M2 Yl |z MP>
= [2[ly| 72 (2 + y* — 2(z, )
1
= —({x—y,z—vy).
(Il lyl)?
U
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13 Anhang

Satz 13.3. Seien a,b € R, a < b. Sei Wh(a,b; X) der Raum der absolutstetigen
Funktionen mit Werten in X. Dann ist W1 (a,b; X) mit der Norm

b
fulv1 = [u(0) +/ (b)|dt fiir alle w € W (a, b; X)
ein Banachraum. Ist w : [a,b] — Rsq stetig, so ist die durch
b
I +/ wb)a(®)|dt  fir alle w e W (a, b; X)

definierte Norm dquivalent zu der Norm |- |11. Insbesondere ist (W1t(a,b; X), | - |u)
auch ein Banachraum.

Lemma 13.4. Seien T > 0, p € LY([0,T];R>0), v € WHL(0,T; X) gegeben, und sei
y € WHY(0,T; X) eine Lésung der Differentialgleichung

y(t) + p)y(t) = pt)v(t) fir fast alle t € [0,T]
zum Anfangswert y(0) = yo € X. Dann gilt
[Ylloe < max([yol, [|v]loo)-
Beweis. Sei C':= max{|yo|, ||v]|s }. Angenommen, der Satz ist falsch. Dann gibt es ein
to € [0,7] mit |y(tp)] > C. Da |y(0)| = |yo| < C ist, findet man t; < to € [0,7] mit

ly(t1)] = C und |y(t)| > C fiir alle ¢t € (¢1,t2]. Sei s € [t1,t2] und y differenzierbar in
s. Dann gilt:

|
<
—~
w
SN—
o
|

(W(s),y(s)) = p(s) ({y(s), v(s)) — (y(s) y(s)))
< p(s) ly(s)(l[olloo = [y (s)])-

Mit dem Hauptsatz iiber absolutstetige Funktionen folgt

A

0 < 5(wtea) ~ o) = 5 [ lute)Pas < [ ulu(o) ol — (o)) <0

ein Widerspruch. O

Satz 13.5 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei M # (), (M,d) ein vollstindiger
metrischer Raum und k : M — M eine Kontraktion, das heifit Lipschitz-stetig mit
einer Lipschitzkonstante, die echt kleiner als 1 ist. Dann besitzt k genau einen Fizpunkt

auf M.
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Folgerung 13.6. Sei M # (), (M,d) ein vollstindiger metrischer Raum, n € N und
k: M — M eine Abbildung. Ist k™, die n-fache Hintereinanderausfiihrung von k, eine
Kontraktion, so besitzt k selbst genau einen Fixpunkt auf M.

Beweis. Sei ¢ < 1 die Lipschitzkonstante von k™ und x € M der Fixpunkt von k™.
Dann gilt

d(k(x), ) = d(k(E" (2)), k" (z)) = d(k" (k(2)), k" (z)) < cd(k(z), ).

Da ¢ < 1 ist, folgt k(x) = x. Da umgekehrt jeder Fixpunkt von k einer von k™ ist
und k" nach dem Banachschen Fixpunktsatz genau einen Fixpunkt besitzt, hat auch
k genau einen Fixpunkt. O
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Bezeichnungen

Bezeichnungen
[a,b], (a,b) abgeschlossenes, offenes Intervall
(a,b], [a,b) halboffene Intervalle
N, R, natiirliche, reelle Zahlen
T symmetrische 3 x 3-Matrizen
viw Skalarprodukt von v, w € T, Seite 21
K(z,r) abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt = und Radius r
B (x, T) offene Kugel mit Mittelpunkt x und Radius r
flU Finschrénkung der Funktion f auf U
(X, (-,")) Hilbertraum X mit Skalarprodukt (-, -)
(u) der von u € X erzeugte lineare Teilraum
Whl(a,b; X) Raum der absolutstetigen Funktionen
e Norm auf W' (a,b; X); [uli1 = |u(a)| + [ a(t)|dt
|+ |w Norm auf W 1(a,b,X) Satz 13.3
L(a,b; X) Raum der integrierbaren Funktionen
Df totale/Frechét-Ableitung von f
DF k-te partielle Ableitung von f nach der i-ten Variablen
D.f Richtungsableitung von f in Richtung z
dg (M, N) Hausdorffabstand der abgeschlossenen nichtleeren Mengen M, N
Nk (x) Normalenkegel der konvexen Menge K in x € K, Definition 2.3
oM Rand der Menge M
int M Inneres der Menge M
M Abschluss der Menge M
zZ* Polare der Menge Z, Definition 2.12
1I orthogonale Projektion auf einen Teilraum
Id Identische Abbildung = — =z
G(o) siehe (6.2)
Z(0) siche (6.12)
M(o,") Minkowskifunktional von Z(p), siche (7.1)
P siehe Definition 6.7
K D, (M/2), siehe (7.19)
J Dy (M /2) siehe (7.20)
S siehe Defintion 7.12
A, B, G siehe Lemma 8.4
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Bezeichnungen

Konstanten
m,p, 01
dl, dO, C, C
o
CJa CK
Ky
Cs
v, Cy
0
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siehe (6.1)

siehe (6.13)

siehe (6.19)

siehe Definition 7.10
siehe (7.29)

siehe (7.32)

siehe Voraussetzung 9.2
siehe Voraussetzung 9.3
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