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Kapitel 1

Einleitung

Wir sind umgeben von selbstorganisierten komplexen Strukturen. Ob man
unseren Planeten mit seinem vielgestaltigen Wettersystem betrachtet, Ge-
birgspro�le, Fjorde oder selbstreplizierende und anpassungsf�ahige biologische
Systeme, unter die letztendlich auch wir Menschen selber fallen. Diese Struk-
turen entstehen in der Regel in o�enen, getriebenen und dissipativen Syste-
men und haben unterschiedlich gro�e Stabilit�at. F�ur viele dieser Ph�anomene
existiert keine physikalische Beschreibung, die mit einiger Detailtreue die
Ausbildung der betre�enden Strukturen beschreibt. Es gibt viele Ansatz-
punkte, um derartige Beschreibungen zu modellieren. Um viele dieser An-
satzpunkte hat sich eine rege Forschungst�atigkeit entwickelt. Eine der auch
popul�arwissenschaftlich bekannten Angehensweisen ist die, die Formenviel-
falt von Fraktalen [1, 2, 3] zu nutzen, um die Formenvielfalt der Natur mittels
der mathematischen oder algorithmischen Modelle zu beschreiben, die Frak-
tale generieren. Obwohl sich mit den Generatoren der Fraktale in der Tat
derart bestechend realistische Bilder generieren lassen, dass diese Methoden
ein wichtiger Bestandteil von Computerprogrammen sind, die f�ur Filme oder
Simulationen realistische Landschaften erscha�en, ist die blo�e �Ahnlichkeit
der mathematisch-algorithmischen und der nat�urlichen

"
Endprodukte\ kein

zufriedenstellendes Modell, das im physikalischen Sinn die Entstehung der
Strukturen erkl�art, selbst dann nicht, wenn es unm�oglich ist, eine fraktal ge-
nerierte Landschaft von einer echten zu unterscheiden. Daher liegt es nahe,
gemeinsame Eigenschaften der Menge an unterschiedlichen Strukturen zu su-
chen und Modelle zu konstruieren und zu studieren, die diese Eigenschaften
reproduzieren k�onnen, um auf diese Weise mehr mechanistische Erkennt-
nisse zur Strukturbildung zu gewinnen. Recht breite Akzeptanz �ndet die
durch zahlreiche Beobachtungen untermauerte Forderung, dass eine dieser
gemeinsamen Eigenschaften von vielen komplexen selbstorganisierten Struk-
turen das h�au�ge Auftreten von Potenzgesetzen ist, durch die Me�gr�o�en
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dieser Strukturen beschrieben werden. Ein Beispiel f�ur durch Potenzgesetze
beschriebene Me�gr�o�en fraktaler Gebilde wie Fjordstrukturen ist die so-
genannte fraktale Dimension, die den durchschnittlichen Radius eines auf
einem Gitter quantisierten Fraktals durch ein Potenzgesetz mit der Anzahl
der Gitterpl�atze verkn�upft, die das Fraktal bilden. Beispiele f�ur in der Natur
realisierte fraktale Strukturen �nden sich in [1, 2, 3]. Das Leistungsspektrum
zeitabh�angiger Signale ist ein weiteres Beispiel f�ur eine Me�gr�o�e, die oft
durch ein Potenzgesetz beschrieben wird. Von der Lichtintensit�at von Qua-
saren, dem Ladungstransport durch Wiederst�ande bis zu Schwankungen am
B�orsenindex und dem Insulinbedarf eines Diabetikers treten Leistungsspek-
tren auf, die bei kleinen Frequenzen f durch Potenzgesetze der Form 1=f�

beschreiben werden, wobei � oft nahe bei eins liegt. Daher wird dieses Verhal-
ten 1=f Rauschen genannt. Weitere Beispiele f�ur Systeme mit 1=f Rauschen
�nden sich in [4, 5, 6]. Ein prominenter Vertreter einer durch ein Potenzge-
setz beschriebenen Me�gr�o�e ist die H�au�gkeitsverteilung von Erdbeben, die
durch das das Gutenberg-Richter Gesetz [7] beschrieben wird.

Die oben angesprochenen Modelle, die sich von selbst in einen Zustand
bringen, in dem wichtige Kenngr�o�en des Modells durch Potenzgesetze be-
schreiben werden, hei�en

"
selbstorganisiert kritische \ (SOC) Modelle [8, 9].

In der vorliegenden Arbeit werden diese Modelle und insbesondere das soge-
nannte Waldbrandmodell untersucht. 1987 wurden das Konzept der selbstor-
ganisierten Kritikalit�at durch Bak, Tang und Wiesenfeld [10, 11] am Besipiel
des wohl bekanntesten der SOC Modelle, dem Sandhaufenmodell, eingef�uhrt.
Beim diesem Modell wird die Entwicklung eines Sandhaufens modelliert, auf
den langsam Sand herabrieselt. Wenn die Steigung des Sandhaufens an einer
Stelle zu gro� wird, relaxiert das System mit dem Abgang einer Sandlawine.
Das System bringt sich von selbst in einen Zustand, der durch eine potenz-
gesetzartige Lawinenverteilung charakterisiert wird. Durch die Untersuchung
derartiger Modelle, die sich, wie nat�urlichen Ph�anomene auch, von selber in
einen Zustand bringen, der durch Potenzgesetze charakterisiert wird, (einen
sogenannten kritischen Zustand), kann man ho�en, mehr �uber den Mechanis-
mus der Strukturbildung zu erfahren. Das Waldbrandmodell ist ein SOC Mo-
dell, bei dem auf ein d dimensionalen Gitter B�aume

"
eingestreut\ werden, die

von Zeit zu Zeit von einem Blitz getro�en werden. Das so entstandene Feuer
kann �uber benachbarte B�aume weiterpropagieren und so ganze Baumcluster
abbrennen. Auch dieses Modell besitzt einen weiten Parameterbereich, in
dem es sich von selbst in einen kritischen Zustand bringt.

Diese Angehensweise zur Modellierung einer Theorie zur Strukturbildung
ist nicht unumstritten. Die Potenzgesetze und die fraktalen Strukturen sind
beispielsweise bei nat�urlichen Ph�anomenen nicht �uber beliebig viele Gr�o�en-
ordnungen beliebig genau realisiert. Da aber mit kritischen Modellen durch-
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aus applikationsbezogene und vielbeachtete Ergebnisse erzielt wurden wie
zum Beispiel bei den skalenfreinen Netzwerken [12, 13], erscheint es durch-
aus lohnenswert zu untersuchen, welches Spektrum an Eigenschaften SOC
Modelle beschreiben k�onnen.

In der vorliegenden Arbeit wird daher exemplarisch am Waldbrandmo-
dell untersucht, was

"
kritisches Verhalten\ bei SOC Modellen bedeutet, in-

wieweit dieses Verhalten mit der Ph�anomenologie gleichgewichtskritischer
Ph�anomene vergleichbar ist, und inwieweit Methoden aus der Gleichgewichts-
physik �ubernommen werden k�onnen zur Beschreibung von selbstorganisiert
kritischen Systemen. Dazu wird das Waldbrandmodell in bisher nicht un-
tersuchten Grenzbereichen simuliert und ausgewertet, und dieses Verhalten
analytisch erkl�art. Dadurch gelingt es eine Verletzung des konventionellen
�nite-size-Skalenverhaltens beim Waldbrandmodell nachzuweisen. Es wird
gezeigt, dass das ungew�ohnliche Skalenverhalten des Modells auf die Exi-
stenz zweier unterschiedlicher Feuer zur�uckzuf�uhren ist. Darauf aufbauend
wird eine neue Skalentheorie aufgestellt, die die Existenz dieser zwei Feu-
ertypen ber�ucksichtigt, und das asymptotische Skalenverhalten eines Feu-
ertyps wird analytisch hergeleitet. Um die Ergebnisse zu veri�zieren, und
das Skalenverhalten f�ur gro�e Korrelationsl�angen zu beschreiben wird ein
sogenanntes coarse-grained Waldbrandmodell konstruiert, dass erstmals si-
mulationstechnisch Einblicke in das Verhalten des Waldbrandmodells auf
gro�en L�angenskalen gew�ahrt. Schlie�lich wird in Renormierungsverfahren
entwickelt, dass die zwei Feuertypen und die 
eckenartige Struktur des Wald-
brandmodells ber�ucksichtigt und das Selbst�ahnlichkeitsproblem von Renor-
mierungsverfahren beim Waldbrandmodell l�ost. Dazu wird gezeigt und im
Renormierungsverfahren ausgenutzt, dass bei eine geeignete Superposition
von Perkolationssystemen wesentliche Details von Waldbrandsystemen repro-
duziert werden k�onnen ohne wesentliche Information bei der �Uberlagerung
zu verlieren. Schlie�lich wird die Selbstorganisation der Walddichteverteilung
in das Renormierungsschema eingebracht, und so ein Verfahren angeboten,
dass konzeptuelle M�angel fr�uherer Verfahren beseitigt, und die Resultate der
errechneten Exponenten wesentlich verbessert. Schlie�lich wird die fraktale
Struktur einiger Peaks in der Walddichteverteilung des Modells analytisch
erkl�art. Zur Durchf�uhrung und Auswertung der Simulationationenen wur-
den diverse rechengeschwindigkeitsverbessernde Modellmodi�kationenen ent-
wickelt, erprobt und verwendet und gegebenfalls Korrekturterme abgeleitet
(siehe zum Beispiel in Abschnitt 2.5.1). Es wurden umfangreiche Program-
me zur Simulation und Auswertung angefertigt. Alle Ergebnisse wurden mit
analytischen Methoden oder Plausibilit�ats�uberlegungen gegengetestet.

In Abschnitt 4.6 sind Referenzen zu den Punkten der folgenden Arbeit
aufgelistet, in denen wesentliche Schlu�folgerungen dieser Arbeit illustrierend
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zusammengefa�t sind.
Die inhaltliche Struktur dieser Arbeit wird im folgenden skizziert:

In diesem Kapitel wird das Waldbrandmodell und dessen Me�gr�o�en
zun�achst eingef�uhrt und einige aus der Literatur bekannten Eigenschaften
des Modells behandelt. In Kapitel 2 wird das �nite-size Skalenverhalten des
Waldbrandmodells untersucht und gezeigt, dass sich das System von einem
Zustand starker r�aumlicher Inhomogenit�aten und verschwindenden zeitlichen
Fluktuationen umordnet zu einem r�aumlich sehr homogenen Zustand, der
stark in der Zeit 
uktuiert. Diese Form der Restrukturierung unterschei-
det das Waldbrandmodell von gleichgewichtskritischen Ph�anomenen, durch
deren �nite-size Skalenverhalten die Werte von kritischen Exponenten aus-
gedehnter Systeme aus Me�daten kleiner Systeme ermittelt werden k�onnen.
Beim Waldbrandmodell ist das in dieser Form nicht m�oglich. In Kapitel 3
wird das Verhalten des Waldbrandmodells auf gro�en Skalen untersucht. Es
ergibt sich, dass das Modell durchaus durch Potenzgesetze charakterisiert
werden kann aber mehr als eine L�angenskala im kritischen Zustand vorliegt.
Daher wird die Beschreibung des Skalenverhaltens mancher Gr�o�en, wie der
Feuergr�o�enverteilung komplizierter. In Kapitel 4 wird schlie�lich das Renor-
mierungsverfahren vorgeschlagen und diskutiert, mit dem sich fundamentale
Eigenschaften des Modells beschreiben lassen.

Da computersimulationsorientierte Auswertungen in einem unendlich gros-
sen Parameterraum stets die Gefahr bergen, dass wesentliche E�ekte nicht er-
kannt werden, weil deren Berechnung au�erhalb der Rechenkraft verf�ugbarer
Anlagen stehen, oder weil sie in einem nicht untersuchten Teil des Parame-
terraums auftreten, wurde bei der Bearbeitung der angesprochenen Themen
Wert darauf gelegt, m�oglichst alle Ergebnisse durch mehrere m�oglichst un-
abh�angige Verfahren zu testen und alle auftretenden Ergebnisse und Simu-
lationartefakte plausibel zu verstehen.

Die folgenden Analysen zeigen, dass sehr einfache algorithmische Modelle
wie das Waldbrandmodell, eine erstaunliche F�ulle von Eigenschaften her-
vorbringen k�onnen. Es wird herausgearbeitet, dass das kritische Verhalten
komplexer als bisher angenommen ist. Dies macht es wesentlich schwieriger,
Konzepte der Gleichgewichtsphysik zur Beschreibung von SOC Modellen zu
verwenden. Es wird aber best�atigt, dass SOCModelle das Potential haben zur
Aufk�arung der Strukturbildungsmechanismen nat�urlicher Ph�anomene beizu-
tragen.

Bemerkungen zur Notation: Dezimalzahlen werden in dieser Arbeit in
amerikanischer Notation geschrieben: Das hei�t zum Besipiel 1=2 = 0:5 und
nicht 0; 5. Indizes bei Gr�o�en wurden im �ublichen amerikanischen Format
belassen und nicht eingedeutscht.
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1.1 De�nition des Modells

In diesem Abschnitt wird das selbstorganisiert kritische Waldbrandmodell
durch Angabe der Iterationsregeln de�niert. Es werden einige grundlegende
Eigenschaften des Modells dargestellt und es wird diskutiert, was in diesem
Fall unter

"
selbstorganisiert kritisch\ zu verstehen ist.

Als o�enes getriebenes System ist das selbstorganisiert kritische Wald-
brandmodell auf einem d-dimensionalen, meist hyperkubischen Gitter mit
d Raumdimensionen und Ld Gitterpl�atzen de�niert. Jeder Gitterplatz kann
sich in den Zust�anden

"
Baum\,

"
Feuer\ und

"
Leerstelle\ be�nden. Die Dy-

namik des Modells wird durch folgende Regeln de�niert, die iterativ durch-
gef�uhrt werden.

� Feuer werden zu Leerstellen.

� Jeder Baum wird mit der Wahrscheinlichkeit 1 � g zu einem Feuer,
wenn mindestens einer seiner n�achsten Nachbarn brennt.

� Pro Iterationsschritt wird jeder Gitterplatz mit der Wahrscheinlichkeit
f
"
von einem Blitz getro�en\. Ist der von einem Blitz getro�ene Git-

terplatz von einem Baum besetzt, so wird dieser Bau zu einem Feuer,
wenn nicht, so passiert nichts.

� Leerstellen werden mit der Wahrscheinlichkeit p zu B�aumen.

Als Anfangsztustand w�ahlt man �ublicherweise ein stochastische Belegung
des Gitters mit B�aumen. Die Randbedingungen sind meist pseudoperiodisch.
Die Wahrscheinlichkeit f wird als Blitzeinschlagsrate oder Blitzeinschlags-
wahrscheinlichkeit, die Wahrscheinlichkeit p als Baumwachstumsrate oder
Baumwachstumswahrscheinlichkeit interpretiert. Die Gr�o�e g kann man als
Immunit�at der B�aume ansehen. Es existiert ein kritischer Wert gc bei dem das
Feuer durch das System perkoliert, welches in diesem Fall in durch Potenzge-
setze mit den selben kritischen Exponenten beschrieben wird wie Systeme mit
gerichteter Perkolation in d+1 Dimensionen [14, 15]. Viele Aspekte des Mo-
dells lassen sich in Begri�en aus dem Gebiet der erregbaren Medien [16, 17]
fassen, was Anwendungsbgebiete von der Epidemiologie bis hin zur Chemie
er�o�net. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden nur F�alle betrachtet, in
denen die Immunit�at g verschwindet: g = 0. Gruppen von B�aumen, die als
n�achste Nachbarn miteinander verbunden sind, hei�en Cluster oder Wald-
cluster. Iteriert man man das System unter den gerade genannten Regen
hinreichend lange, stellt sich ein station�arer Zustand ein, der nicht von den
Anfangs- und Randbedingungen ab�angt, aber von der Wahl der Parameter
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f , p und g und, wie in dieser Arbeit diskutiert werden wird, in gewissen
Grenzen auch von der Systemgr�o�e L. Der station�are Zustand ist bei aus-
reichend gro�em L durch eine zeitliche Stabilit�at von Verteilungen wie der
Clustergr�o�enverteilung oder der Clusterradienverteilung und einer zeitlich
sehr konstanten mittleren Walddichte �� charakterisiert. Die Gr�o�e �� wird
durch r�aumlich und zeitliche1 Mittelung berechnet, wobei bei den oben dar-
gestellten Originalregeln des selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodells
die zeitlichen Fluktuationen der nur r�aumlich gemittelten Walddichte �(t)
verschwinden. Daher ist f�ur so gut wie alle Zeiten t �� gleich �(t). F�ur die
momentanen nur r�aumlich gemittelten Werte der Baumdichte �(t), der Feu-
erdichte �f (t) und der Leerstellendichte �e(t) gilt f�ur alle Zeiten t

�e(t) + �f (t) + �(t) = 1 : (1.1)

Im station�aren Zustand bleibt die Walddichte im Mittel konstant, daher
muss die Anzahl der nachwachsenden B�aume die Anzahl der abbrennenden
B�aume im Mittel ausgleichen. F�ur die r�aumlich und zeitlich gemittelte Leer-
stellendichte ��e und Feuerdichte ��f gilt daher:

��f = p��e (1.2)

Im Grenzfall kleiner Feuerdichten ��f k�onnen sich gro�r�aumige Struktu-
ren ausbilden, da die B�aume im Durchschnitt lange

"
�uberleben\. Im Grenz-

fall verschwindender Blitzeinschlagsrate f und nichtverschwindender Wachs-
tumsrate p reproduzieren die Regeln des selbstorganisiert kritischen Wald-
brandmodells die Zust�ande des von Bak, Chen und Tang [18] vorgeschlagenen
Waldbrandmodells, das nicht selbstorganisiert kritisch ist. In diesem Modell
bilden sich spiralf�ormige Strukturen aus und die r�aumlichen und zeitlichen
Korrelationen haben eine charakteristische L�ange von 1=p. Mit abnehmenden
p kristallisiert sich die Struktur dieser charakteristischen L�angenskala deut-
licher heraus [19, 20]. Dies bedeutet, dass das Modell in diesem Parameter-
bereich deterministisches und kein kritisches Verhalten zeigt. Spiral�ahnliche
Strukturen k�onnen in der Natur gefunden werden: Zum Beipiel bei epidemio-
logischen Ph�anomenen oder in der Biologie (Kontraktion des Herzmuskels).
Im folgenden wird der selbstorganisiert kritische Parameterbereich des Mo-
dells beschrieben.

Sei T (smax) die Zeit, die der gr�o�te, aus smax B�aumen bestehende Cluster
braucht, um abzubrennen. Wenn

p� T (smax) (1.3)

1Wobei zeitliche Mittelung hier hei�t, dass �uber hinreichend lange Intervalle gemittelt
wird.
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erf�ullt ist, brennen Waldcluster ab, bevor an deren R�andern neue B�aume
nachwachsen. In dieser Arbeit wird gezeigt, dass es zwei Typen von Wald-
clustern im zweidimensionalen selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodell
gibt, da sowohl fraktale als auch kompakte perkolationsartige [21] Wald-
cluster auftreten. Damit sich die durch Skalengesetzte beschriebenen per-
kolationsartigen Gr�o�enverteilungen der zwei Clustertypen durch eventu-
elle w�ahrend des Abbrands nachwachsende B�aume nicht gr�o�enabh�angig
verformt und so die Potenzverteilungen zerst�ort werden, muss die in Glei-
chung 1.3 angegebenen Relation erf�ullt werden. Wenn zus�atzlich die Bedin-
gung

f � p (1.4)

erf�ullt ist, k�onnen sich die f�ur das Potenzverhalten n�otigen gro�r�aumige
Strukturen ausbilden, weil f�ur das Wachstum viel Zeit bleibt, bevor wieder
mit einem Blitzeinschlag zu rechnen ist. Gleichung 1.3 und Gleichung 1.4
de�nieren den Teil des Parameterraumes, in dem das Modell selbstorganisiert
kritisch wird. Da derartige Skalentrennungen in der Natur oft vorkommen,
liegt kein �netunig eines Parameters vor. Daher ist das Waldbrandmodell in
diesem Bereich des Parameterraums selbstorganisiert kritisch.

1.2 Grundlegende Eigenschaften des Modells

1.2.1 Kritische Exponenten und Skalenrelationen

In diesem Abschnitt wird zuerst ein potenzgesetzverteite Gr�o�e des selbst-
organisiert kritischen Waldbrandmodells abgeleitet und damit die in Ab-
schnitt 1.1 plausibel begr�undete Skalentrennung als Bedingung f�ur Kriti-
kalit�at im Waldbrandmodell best�atigt. Anschlie�end werden Potenzgesetzte
und kritische Exponenten f�ur weitere Gr�o�en de�niert.

Die Anzahl der pro Iterationsschritte im Mittel nachwachsenden B�aume
ist durch p��e gegeben. Wenn der in Abschnitt 1.1 eingef�uhrte kritische Grenz-
fall f=p ! 0 vorliegt, dann brennen die vom Blitz getro�enen Waldcluster
ab und das Feuer erlischt danach vollst�andig und propagiert nicht weiter
durch das System. Daher ist 1=(f ��) die Anzahl der Iterationsschritte, die im
Durchschnitt zwischen zwei Blitzeinschl�agen vergehen, die zur Entz�undung
eines Baumes, und damit zur Vernichtung des mit diesem Baum verbunde-
nen Waldclusters f�uhren. Die mittlere Anzahl �s der zwischen zwei

"
erfolg-

reichen\ Blitzeinschl�agen nachwachsenden (und auch entfernten) B�aume ist
daher
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�s =
p��e
f ��

(1.5)

Da die Feuerdichte im betrachteten Grenzfall f=p ! 0 sehr klein und ��
im station�aren Zustand konstant ist, folgt:

�s =
p

f

1� ��

��
/
�
f

p

��1
(1.6)

Gleichung 1.6 stellt ein Beispiel f�ur eine durch ein Potenzgesetz beschrie-
bene Gr�o�e des selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodells dar und be-
st�atigt den in Abschnitt 1.1 eingef�uhrten Grenzfall f=p ! 0 als kritisches
Limit (Skalentrennung).

Falls das dem Waldbrandmodell zugrundeliegende Gitter eine Dimensi-
on d gr�o�er als 1 hat, lassen sich weitere Skalengesetze nicht ohne weiteres
analytisch ableiten. Die entsprechenden Beziehungen werden analog zu den
entsprechenden Gr�o�en der Perkolationstheorie [21] eingef�uhrt, nur dass die-
se Gr�o�en, inspiriert durch Gleichung 1.6, in der Regel Potenzgesetzte von
f=p sind, und nicht wie in der Perkolationstheorie von (�percc � �) abh�angen2.

Sei n(s) die durchschnittliche Anzahl der aus s B�aumen bestehenden
Waldcluster pro Einheitsvolumen. Es wurde bisher angenommen, dass n(s)
gem�a�

n(s) / s��C(s=smax) (1.7)

mit einem Exponenten � skaliert, wobei C eine Cuto� Funktion ist, die
f�ur Argumente kleiner als 1 konstant wird, und f�ur gr�o�ere Argumente sehr
schnell auf 0 abf�allt. smax ist die Anzahl der B�aume , die der gr�o�te Wald-
cluster des betrachteten Systems enth�alt. Diese Arbeit wird zeigen, dass im
zweidimensionalen Fall Gleichung 1.7 f�ur kleine Korrelationsl�angen durchaus
gut erf�ullt ist, aber bei gro�en Korrelationsl�angen die Verh�altnisse nicht aus-
reichend beschreibt. Viele unter Verwendung von Gleichung 1.7 abgeleitete
Skalenrelationen sind daher zumindest im zweidimensionalen Waldbrandmo-
dell nicht g�ultig.

Dagegen wird die G�ultigkeit der Gleichung

smax /
�
f

p

���
; (1.8)

2Hierbei ist � die Besetzungsdichte des Perkolationsgitters und �percc die kritische Be-
setzungsdichte von Perkolationssystemen.
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die das Skalenverhalten der Gr�o�e smax des gr�o�ten Waldclusters be-
schreibt, best�atigt. Die Korrelationsl�ange � ist de�niert als der mittlere Ra-
dius des gr�o�ten auftretenden Waldclusters und skaliert gem�a�

� /
�
f

p

���
: (1.9)

In dieser Arbeit wird ein Zusammenhang zwischen den kritischen Expo-
nenten � und � f�ur den zweidimensionalen Fall hergestellt werden. Es gilt als
gut best�atigt, dass der Begri�

"
mittlerer Radius\ unterschiedlich de�niert

werden kann, ohne den Exponenten � zu beein
ussen [22].
Die Ann�aherung an die kritische Walddichte �c (oder auch ��c) des Wald-

brandmodells bei Durchf�uhrung des kritischen Limes f=p! 0 wird durch

(�c � ��) /
�
f

p

��1=Æ
(1.10)

beschrieben. In der Perkolationstheorie erscheint die Einf�uhrung der frak-
talen Dimension �perc beziehungsweise � sinnvoll:

�perc / (Rperc(s))
�perc (1.11)

Hierbei ist Rperc(s) der durchschnittliche Radius eines Perkolationsclu-
sters. Gleichung 1.11 verkn�upft die Anzahl der zu einem Cluster geh�orenden
Gitterpl�atze, (also ein Ma� f�ur die Fl�ache des Clusters), mit dem mittleren
Radius des Clusters. Eine analoge De�nition f�ur das Waldbrandmodell:

�perc / (R(s))� (1.12)

mit R(s) als durchschnittlichem Radius eines Waldclusters des Wald-
brandmodells erscheint naheliegend. In dieser Arbeit wird aber gezeigt wer-
den, dass imWaldbrandmodell mehrere Typen von Clustern auftreten k�onnen,
was die Beschreibung komplizierter macht.

Man kann f�ur das Waldbrandmodell weitere r�aumliche aber auch zeitliche
Gr�o�en de�nieren, die Skaleneigenschaften zeigen, (siehe zum Beispiel [23]).

1.2.2 Dimensions- und detailabh�angige Eigenschaften

Das Verhalten des selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodells h�angt sehr
von der r�aumlichen Dimension d des Gitters ab, auf dem dieser zellul�are
Automat erkl�art ist. Deshalb wird in diesem Abschnitt die exakte L�osung des

15



eindimensionalen Falls sowie eine mean-�eld Theorie wiedergegeben, von der
angenommen wird, dass sie das Waldbrandmodell ab einer oberen kritischen
Dimension von dc = 6 beschreibt.

In [23, 24, 25] wurde das eindimensionale selbstorganisiert kritische Wald-
brandmodell exakt gel�ost und so bewiesen, dass nichtkonservative Modelle
in der Tat in einen kritischen Zustand kommen k�onnen. F�ur diesen Fall wird
nun analog zu [26, 19] eine intuitive Herleitung der Ergebnisse gegeben: Man
betrachtet eine Reihe von k � f=p zusammenh�angenden Gitterpl�atzen des
eindimensionalen Systems. Diese Gitterplatzreihe ist so kurz, dass pro Zeit-
schritt nicht mehr als ein Baum nachwachsen kann. Der Blitz tri�t die be-
trachtete Gruppe von Gitterpl�atzen nicht, bevor alle Pl�atze mit B�aumen be-
setzt sind. Da wir am Grenzfall f=p! 0 interessiert sind, tri�t diese und die
folgende Betrachtungsweise auch f�ur Reihen mit sehr vielen Gitterpl�atzen zu.
Die betrachtete Reihe von k zusammenh�angenden Gitterpl�atzen durchl�auft
folgende Stadien: Angefangen mit einer Reihe leerer Gitterpl�atze, werden die
Gitterpl�atze mit der Wahrscheinlichkeit p f�ur jeden Platz gef�ullt. Nach ei-
ner hinreichend langen Zeit wird die Reihe von Gitterpl�atzen vollst�andig mit
B�aumen besetzt sein und auch die Gitterpl�atze, die zu der betrachteten Rei-
he benachbart sind, werden dichter und dichter gef�ullt werden, bis schlie�lich
die betrachtete Reihe Teil eines gro�en Clusters ist, der eventuell gro� genug
ist, um vom Blitz getro�en zu werden. In diesem Fall wird auch die betrach-
tete Reihe von Gitterpl�atzen geleert und der beschrieben Zyklus beginnt von
neuem.

Mit Hilfe dieser Betrachtung kann man Ratengleichungen aufstellen, die
die Dynamik in der betrachteten Reihe beschreiben. Im station�aren Zustand
wird jede auftretende Baumkon�guration genauso oft erzeugt wie sie zerst�ort
wird. Sei Pk(m) die Wahrscheinlichkeit, dass die betrachtete Reihe von k zu-
sammenh�angenden Gitterpl�atzen mit m B�aumen besetzt ist. Jede Kon�gu-
ration mit der gleichen Anzahl von B�aumen tritt mit gleicher Wahrschein-
lichkeit auf, da die B�aume an zuf�allig ausgew�ahlten Positionen nachwachsen.
Eine Kon�guration von m B�aumen wird zerst�ort, wenn ein Baum auf einem
der leeren Gitterpl�atze nachw�achst, und wird erzeugt, wenn ein Baum in ei-
ner Reihe mit m� 1 B�aumen w�achst. Einen vollst�andig leere Reihe entsteht
beim Abbrand des Waldes. Die Entz�undung eines Baumes der betrachteten
Reihe f�uhrt zum Abbrand der gesamten Baumreihe, weil diese zu diesem
Zeitpunkt so gut wie immer vollst�andig besetzt ist. Die Entz�undung eines
Baumes wiederrum geschieht im station�aren Zustand mit der gleichen Wahr-
scheinlichkeit, mit der ein Baum nachw�achst: Mit der Wahrscheinlichkeit
p(1� ��) pro Zeitschritt. Damit folgen die Gleichungen
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pkPk(0) = p (1� �t); (1.13)

p(k �m)Pk(m) = p (k �m+ 1)Pk(m� 1) f�ur m 6= 0; k : (1.14)

daraus folgt

Pk(m) = (1� �t)=(k �m) f�ur m < k; (1.15)

Pk(k) = 1� (1� �t)
k�1X
m=0

1=(k �m) (1.16)

= 1� (1� �t)
kX

m=1

1=m: (1.17)

Die letzten beiden Gleichungen enthalten eine F�ulle von Informationen

�uber die Waldclustergr�o�enverteilungen, die L�ocherverteilungen, die Wachs-
tumsgeschwindigkeit, usw..

Ein Baumcluster der Gr�o�e s stellt eine Kon�guration mit s benachbarten
B�aumen mit einem leeren Gitterplatz an jedem Ende dar. Damit folgt die
Gr�o�enverteilung n(s) der Baumcluster im eindimensionalen Fall zu:

n(s) =
Ps+2(s)�

s+2
s

� =
1� �t

(s+ 1)(s+ 2)
' (1� �t)s

�2: (1.18)

Man erh�alt ein Potenzgesetz mit dem kritischen Exponenten � = 2. Dies
stimmt sehr gut mit den numerisch ermittelten Resultaten �uberein.

smax, ist die charakteristische L�ange (siehe Gleichung 1.7 �.) bei der das
Potenzgesetz aus Gleichung 1.18, n(s) / s�2, zusammenbricht. Man kann
smax berechnen, indem man fordert, dass eine zusammenh�angende Reihe von
k � smax Gitterpl�atzen nicht vom Blitz getro�en wird bis alle Gitterpl�atze
von B�aumen besetzt sind. Eine Reihe von k Gitterpl�atzen, die zur Zeit t = 0
leer ist wird, nach durchschnittlich

T (k) = (1=p)
kX

m=1

1=m ' ln(k)=p

Zeitschritten von von k B�aumen besetzt sein. Die Durchschnittliche An-
zahl von B�aumen nach t Zeitschritten ist

m(t) = k[1� exp(�pt)]:
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Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Baum eine Reihe von k Gitterpl�atzen
tri�t, bevor alle B�aumen gewachsen sind ist

f

T (k)X
t=1

m(t) ' (f=p)k(ln(k)� 1) ' (f=p)k ln(k):

Daraus folgt

smax ln(smax) / p=f f�ur gro�e p=f ;

was zu � = 1 f�uhrt. Aus den oben angef�uhrten Gleichungen l�a�t sich auch
die kritische Walddichte von �c = 1 f�ur das selbstorganisiert kritische Wald-
brandmodell in einer Dimension ableiten. Eine Ver�anderung von Regeldetails
wie die Einf�uhrung von

"
springenden\ Feuern, die einen leeren Gitterplatz

�uberspringen k�onnen, �andert an den oben abgeleiteten Skalengesetzten f�ur
den eindimensionalen Fall nichts, so dass dieses Verhalten des Waldbrand-
modells durchaus universellen Charakter hat.

Vernachl�assigt man alle im Waldbrandsystem auftretenden Korrelatio-
nen, so gelangt man zu einer sogenannten mean-�eld Theorie. Bei diesem
Ansatz wird der Zustand des Systems ausschlie�lich durch Dichten beschrie-
ben. Bei dieser Theorie ergibt sich der Exponent Æ, der die Ann�aherung der
Walddichte an die Walddichte �c des kritischen Punktes beschreibt, zu Æ = 1.
Die im Grenzfall f=p ! 0 eintretende Walddichte folgt aus der mean-�eld
Theorie unabh�angig vom verwendeten Gittertyp zu �c = 1=2d. Das bedeu-
tet, dass ein Feuer im Durchschnitt immer nur einen einzigen weiteren Baum
entz�undet. Diese Situation ist vergleichbar mit der der, die die mean-�eld
Theorie der Perkolationstheorie [21] beschreibt oder mit Perkolation auf dem
Cayley-Baum, bei dem sich Perkolation zu jedem n�achsten Nachbarn mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit fortsetzt, wobei sie sich durchschnittlich zu ei-
nem einzigen Nachbarn weiter fortsetzt. F�ur letzteres Problem [21] ist die
fraktale Dimension � und die Clustergr�o�enverteilung bekannt. Damit lassen
sich die Exponenten � = 4 und � = 2:5 in die mean-�eld Theorie des selbst-
organisiert kritischen Waldbrandmodells �ubertragen. In [27, 28, 29] wurden
Simulationsergebnisse ermittelt, die die Behauptung st�arken, dass das selbst-
organisiert kritische Waldbrandmodell wie Perkolationssysteme dc = 6 als
obere kritische Dimension haben.

Das SOC Waldbrandmodell zeigt damit o�enbar einfaches Skalenverhal-
ten auf eindimensionalen Gittern und auf Gittern, deren Dimension d gr�o�er
oder gleich dc = 6 ist. In dieser Arbeit wird gezeigt, dass das Skalenverhal-
ten im zweidimensionalen Fall durchaus noch durch Potenzgesetze beschrie-
ben wird, aber dass teilweise Superpositionen auftreten. Das Modell darf
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nicht analog zu gleichgewichstkritischen Ph�anomenen behandelt werden, weil
�nite-size Skalenverhalten und das Verhalten auf gro�en L�angenskalen nicht
direkt mit den Konzepten der Physik gleichgewichtskritischer Ph�anomene zu
behandeln ist. Dies schr�ankt das Potential der der Klasse der selbstorgani-
siert kritischen Ph�anomene jedoch nicht ein. Im Gegenteil: Es er�o�net die
Aussicht auf neue Ans�atze zur Beschreibung bisher unverstandene nat�urliche
Ph�anomene wenn es gelingt, die Mechanismen dieser Modelle zu studieren
und mathematisch zu erfassen.
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Kapitel 2

Finite-size E�ekte im

zweidimensionalen

selbstorganisiert kritischen

Waldbrandmodell

In diesem Kapitel wird das zweidimensionale selbstorganisiert kritische
Waldbrandmodell mit numerischen Mitteln untersucht. Betrachtet wird haupt-
s�achlich die durchschnittliche Walddichte und die Verteilung der Feuergr�o�en.
Die Ergebnisse zeigen, dass das zweidimensionale selbstorganisiert kritische
Waldbrandmodell ein �nite-size Skalenverhalten hat, das sich von dem kon-
ventioneller kritischer Gleichgewichtssysteme unterscheidet. Es wird gezeigt,
dass ein System des zweidimensionalen selbstorganisiert kritischen Wald-
brandmodells aus Regionen mit relativ homogener Walddichte zusammen-
gesetzt ist, die die Dynamik des Modells bestimmen und auch das �nite-size
Verhalten. Mit kleiner werdenden Systemgr�o�en L enthalten die betrachteten
Systeme immer weniger Regionen unterschiedlicher Walddichte, bis schlie�-
lich das System nur noch aus einer einzigen Region homogener Walddich-
te zusammengesetzt ist. Die Walddichte dieser einzigen Region 
uktuieren
stark mit der Zeit. Diese Restrukturierung des Waldbrandsystems mit klei-
ner werdenden Systemgr�o�en L bedeutet o�enbar, dass Walddichte- und
Feuerverteilungen von kleinen Waldbrandsystemen sich von entsprechend
kleinen Ausschnitten von gr�o�eren Waldbrandsystemen unterscheiden. Dies
ist ein wesentlicher Unterschied zum Verhalten von gleichgewichtskritischen
Ph�anomenen. Als Ursache dieses Verhaltens kann die Existenz zweier ver-
schiedener Typen von Feuern angesehen werden. Dieser Mechanismus wird
jedoch erst in Kapitel 3 genauer untersucht werden.
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2.1 Einf�uhrung

Die Analyse und Beschreibung von selbstorganisiert kritischen Modellen so-
wohl mit analytischen als auch mit numerischen Methoden beruht in der
Regel auf der Annahme, dass ihr kritisches Verhalten (Skalenverhalten) sich
�ahnlich beschreiben l�a�t wie das Verhalten von konventionellen, gleichge-
wichtskritischen Ph�anomenen. Diese Hypothese wurde in [30] von Sornette,
Johansen und Dornic auf eine systematische Grundlage gestellt. Die genann-
ten Autoren nahmen an, dass sich alle SOC Systeme auf gleichgewichtskriti-
sche Ph�anomene abbilden lassen, indem man geeignete Ordnungsparameter
w�ahlt und Kontrollparameter in die Regeln einf�uhrt. So l�a�t sich zum Bei-
spiel das Bak-Sneppen Modell auf ein depinning Problem abbilden [31, 32].
In [33] wurde jedoch gezeigt, dass die in [30] vorgeschlagene Abbildung beim
zweidimensionalen selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodell kein System
mit einem konventionellen kritischen Punkt erzeugt. Diese Abbildung besteht
darin, die Leerstellendichte des Modells festzuhalten und so einen Kontroll-
parameter einzuf�uhren. Zwingt man dem System nun diejenige Leerstellen-
dichte auf, die sich bei der selbstorganisiert kritischen Variante des Modells
von alleine einstellen w�urde, so erh�alt man in der Tat einen Zustand, dessen
kritische Exponenten denen der selbstorganisiert kritischen Version gleichen.
Aber am kritischen Punkt �ndet man Hysterese-E�ekte und eine Diskonti-
nuit�at, wenn man sich von der Seite hoher Leerstellendichten n�ahert. Diese
Diskontinuit�at tritt jedoch nicht auf, wenn man sich dem kritischen Punkt
von der anderen Seite n�ahert. Das Waldbrandmodell hat weitere unkonven-
tionelle Eigenschaften wie die Existenz von mehr als einer divergierenden
L�angenskala [34, 35], das Fehlen eines systemumspannenden Clusters unmit-
telbar jenseits des kritischen Punktes [34] und die Abh�angigkeit des Ver-
haltens des Modells auf gro�en L�angenskalen von den Details der Regeln,
welche dem Modell zugrundeliegen [36, 35]. Unkonventionelles Skalenverhal-
ten �ndet man auch bei anderen SOC Modellen, wie dem zweidimensio-
nalen abelschen Sandhaufenmodell, bei dem das �nite-size Skalenverhalten
verletzt ist [37, 38], und es zeichnet sich ab, das das Erdbebenmodell von
Olami Feder Christensen [39] kontinuierlich von seinen Parametern abh�angt.
Es gibt daher ein substantielles Interesse daran, das Skalenverhalten dieser
Modelle besser zu verstehen. Daher wird im Folgenden das unkonventionelle
�nite-size Skalenverhalten des zweidimensionalen selbstorganisiert kritischen
Waldbrandmodells n�aher betrachtet.
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2.2 Das verwendete Modell

F�ur die in diesem Kapitel beschriebenen Untersuchungen des �nite-size Ska-
lenverhaltens wurde eine Version des selbstorganisiert kritischen Waldbrand-
modells verwendet, deren Ergebnisse mit denen des Modells mit den ori-
ginal Regeln identisch ist, wenn die Systemgr�o�e L sehr viel gr�o�er ist als
die Korrelationsl�ange � des Systems. Die Abweichungen, die sich ergeben,
wenn die Systemgr�o�e L kleiner wird als die Korrelationsl�ange �, bewirken
eine ver�anderte durchschnittliche Walddichte �� und ver�andern den Wachs-
tumsproze� der B�aume. Diese Abweichung wird sp�ater genauer diskutiert
werden.

Die Dynamik des verwendeten Modells �ndet auf einem Quadratgitter
mit L2 Gitterpl�atzen statt1. Jeder Gitterplatz kann entweder (von einem
Baum) besetzt oder leer sein. In jedem Zeitschritt wird das System gem�a�
folgenden Regeln upgedated:

� Das Abbrennen: Ein Gitterplatz wird zuf�allig ausgew�ahlt (dies ent-
spricht einem Blitzeinschlag). Wenn der Gitterplatz von einem Baum
besetzt ist, wird der gesamte via n�achste Nachbarn mit diesem Baum
verbundene Waldcluster aus dem System entfernt (das hei�t der Wald-
cluster brennt ab). Dies bedeutet, dass die von den B�aumen dieses
Waldclusters besetzten Gitterpl�atze durch leere Gitterpl�atze ersetzt
werden.

� Das Wachstum: Es werden zuf�allig s0 � pL2 Gitterpl�atze ausgew�ahlt
und diejenigen die leer sind werden mit B�aumen besetzt. (Bei diesem
Vorgang k�onnen auch diejenigen Gitterpl�atze besetzt werden die nach
der oben erw�ahnten Abbrand-Regel m�oglicherweise gerade durch einen
abbrennenden Waldcluster freigegeben werden.) Diese zu besetzenden
Gitterpl�atze werden nacheinander ausgew�ahlt, so dass es m�oglich ist,
dass der selbe Gitterplatz in einemWachstumsschritt durch den Zufalls-
zahlengenerator mehrmals ausgew�ahlt wird. Daher kann der Parameter
s0 im Prinzip gr�o�er sein als die Gesamtzahl L2 der Gitterpl�atze des
Systems. In den folgenden Simulationen wurden jedoch in der Regel
nur Werte kleiner als s0 verwendet.

F�ur ein de�niertes s0 und ausreichend gro�e Systemgr�o�en L ist diese
Waldbrandmodellvariante identisch mit dem durch die original selbstorga-
nisiert kritischen Waldbrandregeln de�nierten Modell [40]. Hierbei ist die
Blitzeinschlagswahrscheinlichkeit pro Gitterplatz f des Originalmodells mit

1Hierbei werden in der Regel pseudoperiodische Randbedingungen verwendet.
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f = L�2 abzubilden und die Wachstumsrate pro Gitterplatz p ist bei beiden
Varianten identisch. Auf diese �Aquivalenz zwischen den beiden Modellvarian-
ten wurde zuerst von Grassberger [27] hingewiesen. Die meisten numerischen
Analysen werden daher mit den oben genannten Regeln implementiert, da die
Simulationen so schnell und eÆzient durchgef�uhrt werden k�onnen. Sogar die
zu untersuchenden �nite-size E�ekte lassen sich mit der hier beschriebenen

"
schnellen\ Variante des Waldbrandmodells analysieren, wie in [35] ange-
regt wurde, obwohl dazu Systeme untersucht werden m�ussen, deren Gr�o�e
L kleiner ist als die Korrelationsl�ange � des Systems. Man muss hierbei nur
ber�ucksichtigen, dass beim Originalmodell der Blitz jederzeit auch w�ahrend
des Wachstumsprozesses der B�aume einschlagen kann, also jederzeit zwischen
dem Nachp
anzen zweier beliebiger B�aume. Beim

"
schnellen\ Modell hinge-

gen kann der Blitz nur einschlagen, nachdem der Wachstumsschritt komplett
abgeschlossen ist und alle B�aume des momentanen Simulationszeitschritts
bereits nachgewachsen sind. Wie in Anhang A.1 dargestellt werden wird,
h�angen die zentralen Schlu�folgerungen allerdings nicht von den Details des
Modells ab.

2.3 Das Waldbrandmodell f�ur

kleine F�ullraten s0

In diesem Abschnitt werden die wesentlichen numerischen Ergebnisse f�ur den
Fall s0 � L2, wie sie ein der Literatur [29, 27, 41, 28] zu �nden sind, zu-
sammengefa�t und in die Terminologie dieser

"
schnellen\ Variante des Wald-

brandmodells abgebildet.

Im Grenzfall s0 � L2 wachsen jeden Zeitschritt nur sehr wenige B�aume,
verglichen mit der Anzahl der vorhandenen B�aume. Nach einer gewissen
�Ubergangszeit be�ndet sich das System in einem station�aren Zustand, in
dem man nur kleine Fluktuationen der Walddichte um einen Wert ��(s0) be-
obachten kann. Der Wert ��(s0) h�angt nicht von der Systemgr�o�e L ab. Im
weiteren Verlauf des Kapitels werden ausschlie�lich station�are Zust�ande be-
trachtet werden, w�ahrend der Einschwingvorgang nicht untersucht wird. Die
im folgenden benutzen

"
gestrichenen Walddichten\ wie ��, ��c, usw stellen

r�aumlich �uber das Waldbrandsystem und zeitlich �uber viel Zeitschritte ge-
mittelte Walddichtewerte dar.

Da im station�aren Zustand genausoviel B�aume nachgef�ullt werden m�ussen
wie verbrennen, folgt f�ur die durchschnittliche Anzahl �s von B�aumen die pro
Feuer verbrennen

�s = s0(1� ��)=��; (2.1)
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weil �� die Wahrscheinlichkeit ist, dass ein Blitz zu einem Feuer f�uhrt (weil
ein Baum getro�en wurde) und 1� �� die Wahrscheinlichkeit ist, das ein zum
Baumwachstum ausgew�ahlter Gitterplatz nicht von einem Baum besetzt ist.
Die f�uhrenden Korrekturen2 zu Gleichung 2.1 aufgrund von �nite-size E�ek-
ten sind von der Ordnung s0=L

2 und k�onnen im Fall s0 � L2 vernachl�assigt
werden. Wenn man s0 vergr�o�ert, vergr�o�ert sich nach 2.1 die durchschnitt-
liche Feuergr�o�e �s und man n�ahert sich dem kritischen Punkt des selbstorga-
nisiert kritischen Waldbrandmodells, weil s0 nach der oben erw�ahnten Abbil-
dung dem Quotienten p=f des Originalmodells entspricht, das im Grenzfall
f=p! 0 kritisch wird. Am kritischen Punkt stellt sich eine Walddichte von
��c � 0:41 ein. Die Korrelationsl�ange � de�niert als Radius des gr�o�ten Wald-
clusters und h�angt mit s0 via

� / s�0 (2.2)

zusammen. Hierbei wurde wieder die Abbildung s0  ! p=f sowie das ent-
sprechende Skalengesetz � / (f=p)�� der Korrelationsl�ange des Originalm-
odells benutzt. Wie im Originalmodell gilt � � 0:58 in d = 2 Dimensionen.

In den den Simulationen zug�anglichen Bereichen der Systemgr�o�e L gilt
das Potenzgesetz

n(s) ' s��C(s=smax) (2.3)

als gut best�atigte Beschreibung der Waldclustergr�o�enverteilung n(s). Der
Wert des Exponenten � wurde mit � � 2:14 gemessen f�ur den zweidimen-
sionalen Fall. C ist eine Cuto� Funktion, die exponentiell abf�allt wenn ihr
Argument gr�o�er als 1 ist. Ansonsten ist C konstant . Die Gr�o�e smax des
gr�o�ten Waldclusters kann demnach mit der der fraktalen Dimension � der
Waldcluster durch smax / �� ausgedr�uckt werden, weil � der Durchmesser
des gr�o�ten Clusters ist. Daraus ergibt sich mit Gleichung 2.2 smax / s��0 ,
was sich mit der De�nition � = �� umschreiben l�a�t in smax / s�0 . In [41]
wird der Wert von � mit 1.95 angegeben, in [29] mit 1.96. Damit folgt ein
Wert von � � 1:15.

2.4 Ungew�ohnliches Skalenverhalten imWald-

brandmodell

In diesem Abschnitt wird plausibel begr�undet, warum das Waldbrandmodell
kein gew�ohnliches Skalenverhalten hat. Hierzu wird dargestellt, wie sich das

2Die Korrekturen treten auf, weil die mittlere Walddichte des Systems beim Nachwach-
sen der B�aume nicht konstant ist, wenn das System sehr klein ist.
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Waldbrandmodell verhalten m�usste, wenn es sich analog zu gleichgewichts-
kritischen Systemen beschreiben lie�e, und es wird gezeigt, warum man der-
artiges Verhalten beim Waldbrandmodell nicht erwarten kann.

Die in Abschnitt 2.3 angegebenen Me�werte und Skalengesetze stimmen
gut mit Skalenannahmen �uberein, bei denen man von einer einzelnen diver-
gierenden L�angenskala ausgeht. Analytische Untersuchungen des selbstorga-
nisiert kritischen Waldbrandmodells wie mean-�eld Theorien [28, 42, 43] und
renormierungsgruppentheoretische Rechnungen [44, 45] basieren auch auf der
Annahme eines konventionellen Skalenverhaltens. Daher mag die im folgen-
den beschriebene Verletzung des �nite-size Skalenverhaltens �uberraschend
erscheinen. Man muss sich jedoch vor Augen halten, dass Simulationsdaten
f�ur Waldbrandsysteme nur in einen Bereich von nicht viel mehr als einer De-
kade, bezogen auf die Korrelationsl�ange �, verf�ugbar sind. Das beobachtete
Skalenverhalten gem�a� Gleichung 2.3 stellt genauso wie die gemessenen Ex-
ponenten nicht notwendigerweise eine exakte asymptotische Skalenform dar,
die �uber alle L�angenskalen hin g�ultig ist, sondern nur eine gute N�aherung
f�ur ein komplizierteres Skalenverhalten, die g�ultig f�ur den Parameterbereich
ist, der bisherigen Simulationen zug�anglich ist. In Kapitel 3 wird das Skalen-
verhalten auf gro�en L�angenskalen eingehen untersucht werden. Beim Sand-
haufenmodell ist ein �ahnliches Ph�anomen bekannt: In [46], [47] und �alteren
Arbeiten �ndet man �uberzeugende Skalenkollapse f�ur die Gr�o�enverteilungen
der Lawinen. In [37] und [38] wurde jedoch gezeigt, dass das �nite-size Ska-
lenverhalten verletzt ist und der einfache Skalenansatz, der verwendet wurde,
nicht richtig ist.

Um die Wachstums- und Abbranddynamik, die beim Waldbrandmodell
das Skalenverhalten beein
ussen, besser zu verstehen, ist es hilfreich, sich die
in Abbildung 2.1 dargestellte Momentaufnahme eines Waldbrandzustandes
n�aher zu betrachten. Man kann Regionen mit unterschiedlichen Walddich-
ten unterscheiden. Jede einzelne dieser Regionen f�ur sich ist sehr homogen
mit B�aumen bedeckt. Diese recht klar abgegrenzten Regionen, die in [48]

"
patches \(engl. f�ur

"
Flecken \) genannt wurden, entstehen o�enbar, wenn

ein Waldcluster hoher Dichte abbrennt. Nach einem derartigem Abbrand ist
die betro�enen Region nahezu baumleer und wird im laufe der Zeit wieder
aufgef�ullt gem�a� dem Wachstumgesetz

_�patch = p(1� �patch) (2.4)

mit der lokalen Walddichte �patch der betre�enden Region. Tri�t ein Blitz
w�ahrend der Phase, in der die lokale Walddichte �patch anw�achst, in eine
Region mit noch geringem �patch, so wird in de Regel nur ein kleiner Clu-
ster innerhalb der betro�enen Region abbrennen, aber der recht homogene
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Abbildung 2.1: Momentaufnahme eines Zustandes des selbstorganisiert kriti-
schen Waldbrandmodells mit einer mittleren Walddichte �� ' ��c ' 0.408 und
einer Systemgr�o�e L=4096. B�aume sind schwarz dargestellt und Leerstellen
wei�.

Wachstumsproze� der lokalen Walddichte wird selten gest�ort. Falls die loka-
le Walddichte der vom Blitz betro�enen Region jedoch schon oberhalb der
Perkolationsschwelle liegt, wird ein Waldcluster von der Gr�o�e der Region ab-
brennen. Es gibt also zwei Arten von Feuern: kleine Feuer, die Waldcluster
aus perkolationsartigen Gebieten mit einer Besetzungsdichte unterhalb der
Perkolationsschwelle abbrennen und regionumspannende Feuer, die Waldclu-
ster aus perkolationsartigen Gebieten mit einer Besetzungsdichte oberhalb
der Perkolationsschwelle abbrennen. Es wird im weiteren gezeigt werden,
dass diese zwei Feuertypen das ungew�ohnliche �nite-size Verhalten des zwei-
dimensionalen selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodells verursachen.

Betrachten wir nun den Fall, dass die Korrelationsl�ange � von der selben
Gr�o�enordnung wie die Systemgr�o�e L ist oder kleiner. Wenn s0=L

2 nicht zu
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klein ist, erh�oht sich die Walddichte des Systems um einen wahrnehmbaren
Betrag zwischen dem Einschlag zweier Blitze, was zu starken Walddichte-

uktuationen f�uhrt und zu Feuern, die das gesamte System und nicht nur
einzelne Regionen umspannen. Die Dynamik des Modells �andert sich also
qualitativ, wenn man zu kleineren Systemgr�o�en L geht.

Wie m�u�te sich nun das selbstorganisiert kritische Waldbrandmodell ver-
halten, wenn es konventionelles Skalenverhalten zeigen w�urde? Es g�abe dann
eine einzige divergierende L�angenskala, n�amlich die durch die Korrelations-
l�ange � festgelegte. Die Korrelationsl�ange � ist, wie oben erw�ahnt, mit p=f
oder der �aquivalenten Gr�o�e s0 durch � / s�0 verkn�upft. Aus Gleichung 2.3
folgt mit smax = ��, dass n(s) ' s��C(s=��) und als �nite-size Skalenform der
Waldclustergr�o�enverteilung ergibt sich f�ur konventionelles Skalenverhalten
bei Annahme der Existenz nur einer divergierenden L�angenskala:

n(s) ' s��C(s=L�) f�ur � > L (2.5)

Au�erdem m�u�ten auf L�angenskalen, die kleiner als L und � sind, alle
in einem entsprechend kleinen System gemessenen statistischen Werte gleich
denjenigen Werten sein, die man in einem gleichkleinen Ausschnitt eines un-
endlich gro�en kritischen Systems messen w�urde.

W�ahrend im folgenden Abschnitt anhand von Simulationsdaten belegt
werden wird, dass weder die in Skalenform aus Gleichung 2.5 noch die ge-
rade angesprochene Ununterscheidbarkeit von ein kleinem Waldbrandsystem
und dem gleichkleinen Ausschnitt eines gro�en Waldbrandsystems erf�ullt ist,
wurde schon in [35] gezeigt, dass die Annahme nur einer einzigen divergie-
renden L�angenskala falsch ist. Man kann sich anschaulich klarmachen dass
auch die zweite Annahme { die �Aquivalenz von kleinen Systemen und gleich-
kleinen Ausschnitten gro�er Systeme { falsch ist, wenn man zum Beispiel die
mittlere Zeit, die zwischen dem Auftreten zweier Feuer vergeht, betrachtet.
In einem kleinen Subsystem der Gr�o�e l ist diese Zeit durch den Ausdruck
(p(1� ��c))

�1 gegeben3, wenn die Korrelationsl�ange des gro�en Systems, des-
sen Teil das kleine Subsystem ist, die Bedingung � � l erf�ullt. Das Feuer
brennt in das Subsystem immer von au�en hinein, weil die Zeit, die zwi-
schen zwei Einschl�agen des Blitzes im kleinen Subsystem vergeht, mit L2=l2

divergiert, bei unendlich gro�em enthaltenden System4. Das hei�t, dass das
Subsystem kurz vor dem Auftreten des Feuers als perkolierenden Waldclu-
ster einen Teil eines sehr viel gr�o�eren Clusters enth�alt, der sich weit �uber die
Grenzen des Subsystems hinaus erstreckt, eine Dichte oberhalb der Perkola-

3siehe Abschnitt A.2
4L ist die divergierende Systemgr�o�e des Systems, welches das kleine Subsystem der

Gr�o�e l enth�alt.
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tionsschwelle hat und das Feuer in das Subsystem hineintr�agt. Im Gegensatz
dazu kann das Feuer in ein abgeschlossenes kleines System nie von au�en her
hineinpropagieren. Die Dichte eines kleinen abgeschlossenen Systems erh�oht
sich, bis ein Baum im System vom Blitz getro�en wird und dann in der Regel
nahezu alle B�aume des Systems vernichtet werden. W�ahlt man als Referenz-
Zeitskala den Takt, der durch zwei erfolgreiche Blitzeinschl�age vorgegeben ist,
so erkennt man, dass die Rhythmen, in denen Feuer in dem kleinen Subsy-
stem auftritt, inkompatibel ist zu dem Rhythmus des Feuers im gleichkleinen
abgeschlossenen System.

Die numerischen Ergebnisse des folgenden Abschnitts 2.5 belegen das un-
konventionelle Skalenverhalten des zweidimensionalen selbstorganisiert kriti-
schen Waldbrandmodells durch Computersimulationen.

2.5 Ergebnisse der Computersimulationen

In diesem Abschnitt werden die Simulationsergebnisse von circa 300 Durch-
l�aufen der in Abschnitt 2.2 beschrieben Modellvariante f�ur diverse Werte
von s0 und L dargestellt und erkl�art. Da viele Durchl�aufe mit jeweils an-
gepa�ten Parametereinstellungen gemacht werden mussten, wurden Work-
stations anstelle von Supercomputern verwendet. Das Spektrum der abge-
deckten Systemgr�o�en L reicht von 10 bis 2000. Aus den Simulationsdaten
kann man folgern, dass sich das Waldbrandsystemen unter dem Ein
u� von
�nite-size E�ekten qualitativ anders verh�alt als bei Abwesenheit von �nite-
size E�ekten. Diese zwei Formen der Waldbranddynamik werden im folgen-
den

"
kritisches Verhalten\ und

"
perkolationsartiges Verhalten\ genannt. Der

Bereich kritischen Verhaltens ist durch einen guten Skalenkollaps der Feu-
ergr�o�enverteilungen und gro�e r�aumliche Variationen bei der lokalen Wald-
dichteverteilung charakterisiert. Der Bereich des perkolationsartigen Verhal-
tens zeichnet sich durch gro�e zeitliche Fluktuationen der globalen Walddich-
te aus, die jedoch zu einem gegeben Zeitpunkt r�aumlich sehr homogen verteilt
ist. Momentaufnahmen von Waldbrandsystemen im Regime perkolationsar-
tigen Verhaltens stellen daher in sehr guter N�aherung Perkolationssysteme5

dar, bei denen jeder Gitterplatz mit der Wahrscheinlichkeit �(t) besetzt ist.
Hierbei ist �(t) die r�aumlich gemittelte Walddichte des Systems im Gegen-
satz zu der zeitlich und r�aumlich gemittelten Walddichte ��. In den folgenden
zwei Abschnitten wird dargestellt, wie sich der �Ubergang zwischen kritischem
und perkolationsartigemRegime in den Werten der mittlerenWalddichte, der
Feuergr�o�enverteilung und der Verteilung der Walddichte niederschl�agt.

5Eine Einf�uhrung in die Perkolationstheorie �ndet man zum Beispiel in [21].
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2.5.1 Linien konstanter Walddichte

In diesem Abschnitt wird hergeleitet, wie die Walddichte der hier verwen-
deten Waldbrandmodellvariante mit der des Originalmodells f�ur extreme
Parameterwerte zusammenh�angt. Anschlie�end werden die Walddichtedaten
der Waldbrandmodellvariante ausgewertet. Anhand eines Diagramms von
Kurven konstanter Walddichte wird ein �Uberblick �uber das Verhalten des
Waldbrandmodells vermittelt, das in den verschiedenen Parameterbereichen
durchaus sehr unterschiedlich ist.

Im Verlauf der Simulationen wurde die mittlere Walddichte

�� = (1=T )
TX
t=1

�(t) (2.6)

des Systems, gemittelt �uber T Iterationsschritte, f�ur diverse s0 und L Werte
ausgewertet. Hierbei wurde die Walddichte �(t) immer erst ermittelt nach-
dem der in Abschnitt 2.2 beschrieben Wachstumsschritt abgeschlossen war.
Verglichen mit einem Modell wie dem original selbstorganisiert kritischen
Waldbrandmodell, das eine kontinuierliche Baumwachstumsrate _� = p(1��)
hat, sind daher die in dieser Modellvariante ermittelten Walddichtewerte et-
was gr�o�er, wenn s0=L

2 nicht sehr klein ist. Wenn sich zum Beispiel die
Walddichte w�ahrend eines Wachstumsschrittes von � � �� auf � erh�oht,
tr�agt bei der hier verwendeten Modellvariante der Wert � zur Summe 2.6
bei. Im Gegensatz dazu w�urde eine Messung, die auf einem kontinuierli-
chem Baumwachstum beruht, einen anderen Beitrag zur Summe 2.6 liefern.
Dieser unterschiedliche Beitrag l�a�t sich ermitteln, indem man das aus der
Wachstumsgleichung des Originalmodells: _� = p(1��) zur Anfangsbedingung
�(t = 0) = ���� folgenende Waldwachstum �(t) = 1�(1�����) exp (�pt)
�uber den Wachstumszeitraum [0;TE] mittelt, wobei TE aus �(TE) = � zu
TE = 1=p� ln(1���=(1� �)) folgt. Die Mittelung

1

TE

Z TE

0

�(t)dt = 1� ��

ln(1 + ��
1��

)
(2.7)

liefert 1���= ln(1+��=(1� �)) als Beitrag des original Waldbrandmodells
zur Summe 2.6 anstelle des Beitrags � der hier verwendete Variante. Diese
Korrektur zwischen Originalmodell und der hier verwendeten Modellvariante
ist in der weiteren Auswertung ber�ucksichtigt worden.

Es ist nicht o�ensichtlich, wie die Parameter s0, L
2 und �� zusammenh�angen

m�u�ten, wenn die entsprechenden Beziehungen durch Analogschl�usse zu gleich-
gewichtskritischen Systemen hergeleitet werden sollen. Wie bereits erw�ahnt
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wurde nehmen die zeitlichen Fluktuationen von �(t) zu, wenn das der Quoti-
ent s0=L

2 gr�o�er wird. In �ahnlicher Weise nehmen die zeitlichen Fluktuatio-
nen auch in gleichgewichtskritischen Systemen zu, wenn die Systemegr�o�en
kleiner werden. Man k�onnte daher annehmen, dass ein Verkleinern der Sy-
stemgr�o�e L bei festgehaltenem s0 das System zum kritischen Punkt mit
�� = ��c � 0:41 zwingt. Da jedoch f�ur Grenzfall s0 � L2 die Walddichte
des Systems gegen 1 gehen muss, werden Waldbrandsyteme o�enbar nicht
in den kritischen Zustand gezwungen sondern eher in einen Zustand, der
dem eines geordneten Gleichgewichtssystems wie zum Beispiel einem Perko-
lationssystem mit Dichten oberhalb der Perkolationsschwelle entspricht. Das
Analogon zu der Anzahl der B�aume �s, die pro Feuer im Schnitt verbrennen,
w�are in einem Perkolationssystem die mittlere Gr�o�e eines Clusters, zu dem
ein gegebener besetzter Gitterplatz geh�ort. In Perkolationssystemen ist diese
Gr�o�e proportional zu L2 [21] wenn sich das System jenseits der Perkolations-
schwelle be�ndet. Aus den im folgenden dargestellten Me�daten folgt in der
Tat, dass die Feuergr�o�e der Feuer, die die meisten B�aume verbrennen, sich
proportional zu L2 verh�alt, wenn �nite-size E�ekte ma�geblichen Ein
u� auf
das Waldbrandsystem haben. Man muss jedoch ber�ucksichtigen, dass beim
Waldbrandsystem die gro�en Waldcluster, deren Gr�o�e unter dem Ein
u�
von �nite-size E�ekten mit L2 skaliert, nur sehr selten vorkommen, n�amlich
wenn die mittlere Walddichte des Gesamtsystems �(t) gerade oberhalb der
kritischen Walddichte ist, wohingegen ein Perkolationssystem oberhalb der
Perkolationsschwelle immer einen perkolierenden Cluster hat.

Abbildung 2.2 zeigt Kurven konstanter Walddichte in doppelt logarith-
mischer Darstellung mit den Achsen s0 und L2. Diese Abbildung illustriert
die beiden Regimes des Modells, das perkolationsartige und das kritische,
sowie einen �Ubergang zischen beiden. Zuerst wird er Fall s0 � L2 disku-
tiert. Hier treten keine �nite-size E�ekte auf. In diesem Parameterbereich
sind die auftretenden Cluster sehr viel kleiner als das Gesamtsystem und die
globalen Walddichte
uktuationen sind klein. Die mittlere Walddichte von
einem derartigem System ist typischerweise kleiner als ��c � 0:41. F�ur Sy-
steme mit kleinen Dichte
uktuationen ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein
gegebener leerer Gitterplatz w�ahrend eines Zeitschritts von einem Baum be-
setzt wird (Baumwachstumswahrscheinlichkeit) durch s0=L

2 gegeben, weil
die Wahrscheinlichkeit, das ein leerer Gitterplatz zweimal vom Zufallszah-
lengenerator ausgew�ahlt wird, bei kleinen s0 verschwindet. Die Wahrschein-
lichkeit, dass ein gegebener, mit einem Baum besetzter Gitterplatz durch eine
Feuer zu einem leeren Gitterplatz wird (Baumabbrandwahrscheinlichkeit) ist
s0(1 � ��)=(��L2), da s0(1 � ��) die Anzahl der B�aume ist, die pro Zeitschritt
nachwachsen, und im station�aren Zustand auch verbrennen und ��L2 die Ge-
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Abbildung 2.2: Kurven konstanter Walddichte in einem s0 - L2 Dia-
gramm. Die fett dargestellte Kurve stellt die Separatrix zwischen den kri-
tischem und perkolationsartigen Regimes des Waldbrandmodells dar. Die
restlichen Kurven stellen Kurven konstanter mittlerer Walddichte �� =
0:47; 0:455; 0:43; 0:42; 0:0403; 0:40; 0:35; 0:343dar (von oben nach unteren auf-
gelistet). Die Kurve f�ur �� = 0:40 wurde aus interpolierten Werten gewonnen.

samtzahl der B�aume im System ist. Da hiermit die Wahrscheinlichkeiten
sowohl f�ur Baumabbrand als auch f�ur Baumwachstum mit 1=L2 abnehmen-
den, wenn die Systemgr�o�e zunimmt, folgt, dass die Dynamik gro�er Systeme
langsamer ist als die von kleinen Systemen und zwar genau um den Faktor,
mit dem die pro Fl�ache in das System gesetzten B�aume weniger werden,
wenn s0 �xiert ist, n�amlich um: 1=L2. Da au�er der Zeitkonstante der Dy-
namik alle weiteren Systemcharakteristika wie Korrelationsfunktionen und
Clustergr�o�enverteilungen o�ensichtlich nicht von L abh�angen, erkl�art dies
die horizontalen Geraden f�ur L� s0 und �� < �c in Abbildung 2.2.

Die horizontalen Geraden knicken ab, wenn die Systemgr�o�e L so klein wie
die Korrelationsl�ange � / s�0 oder kleiner wird. Diese Abweichungen treten
in der �Ubergangsregion auf, in der �nite-size E�ekte f�ur das System sp�urbar
werden. Dadurch �andern sich die Systemcharakteristika, denn es treten nun
nicht nur Feuer auf, die die endliche Systemgr�o�e nicht

"
sp�uren\, sondern

auch es treten auch systemweite Feuer auf. Feuer dieser Gr�o�e zerst�oren die
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weiter oben angesprochene regional separierte ,
"
patchy\ Struktur und be-

wirken eine r�aumliche Homogenisierung der Walddichte in diesem Zustand.
Nun zu den Kurven des zweiten Regimes: Hier sind die Kurven Geraden
mit konstantem s0=L

2. Diese Eigenschaft ist darauf zur�uckzuf�uhren, dass in
diesem Parameterbereich s0 von der Gr�o�enordnung von L2 ist. Dies f�uhrt
dazu, dass die Systeme sehr stark mit B�aumen gef�ullt werden und daher
die Walddichte weit �uber ��c liegt. Deswegen enth�alt das System nach je-
dem Wachstumsschritt einen systemspannenden Waldcluster. Ein Abbrand
des systemspannenden Clusters leert einen Gro�teil des Systems, wohingegen
der vergleichsweise seltene Abbrand kleiner Cluster kaum Auswirkungen auf
den Zustand hat. Dies hat wiederum zur Folge, dass das System eine r�aumlich
sehr homogen verteilte Walddichte aufweist. Diese Waldbrandzust�ande ha-
ben daher gro�e �Ahnlichkeit mit Perkolationssystemen einer Dichte �(t). Es
ist bekannt [21] das bei Perkolationssystemen der Anteil der besetzen Gitter-
pl�atze, die zum systemspannenden Cluster geh�oren, nicht von der System-
gr�o�e L abh�angt. Dieser Cluster bestimmt hier die Dynamik und damit ��,
was bedeutet, dass bei �xierter Anzahl von B�aumen, die pro Fl�ache ins Sy-
stem gestreut werden �� nicht von L abh�angt. Da ein festgehaltenes s0=L

2 die
Anzahl von B�aumen, die pro Fl�ache ins System gestreut werden, �xiert, sind
in diesem Parameterbereich Kurven konstanter Walddichte in Abbildung 2.2
Kurven mit konstantem s0=L

2.
Da die die Kurve zur konstanten kritischen Walddichte ��c � 0:41 zwischen

den beiden Regimes unterschiedlicher Waldbranddynamik liegt6, kann man
schlie�lich aus der Bedingung

L � � � s�0; mit � ' 0:58 :

die Parametrisierung der Separatrix zwischen beiden Verhaltensweisen des
Waldbrandmodells ableiten, die in Abbildung 2.2 eingezeichnet ist.

2.5.2 Die Feuergr�o�enverteilung

In diesem Abschnitt wird anhand von Simulationsdaten gezeigt, dass beim
zweidimensionalen Waldbrandmodell nicht das Verhalten gefunden werden
kann, das { wie in Abschnitt 2.4 und Gleichung 2.5 beschrieben { vorlie-
gen m�u�te, wenn konventionelles �nite-size Skalenverhalten analog zu gleich-
gewichtskritischen Systemen vorl�age: Die �nite-size Skalenform aus Glei-
chung 2.5 ist nicht erf�ullt und auf L�angenskalen, die kleiner als L und �
sind, sind nicht alle in einem entsprechend kleinen System gemessenen sta-
tistischen Werte gleich denjenigen Werten, die man in einem gleichkleinen
Ausschnitt eines unendlich gro�en kritischen Systems messen w�urde.

6Das Potenzgesetz � / s�0 beschreibt nur kritische Zust�ande
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Abbildung 2.3: Skalenkollaps der Feuergr�o�enverteilung f�ur Systeme mit den
Parametern s0=L

2 = 0:001 und L = 1600, 800, 400, 200. Die auftretenden
Walddichten sind �� = 0:40, 0:395, 0:38, 0:36. C ist die Skalierungskonstante
s
��(�+1)
0 =nF (1).

Da alle B�aume gleichwahrscheinlich vom Blitz getro�en werden, h�angt
die Gr�o�enverteilung der Feuer nF (s) mit der Waldclustergr�o�enverteilung
n(s) via nF (s)=s = n(s) zusammen. Nach Gleichung 2.3 ergibt sich f�ur
L > � eine erwartete zumindest n�aherungsweise g�ultige Skalenform nF (s) �
s1��C(s=s��0 ). F�ur L < �, das hei�t unter dem Ein
u� von �nite size E�ekten
ergibt sich nach Gleichung 2.5: nF (s) � s1��C(s=L�). Unter Voraussetzung
konventionellen Skalenverhaltens w�urde man in beiden F�allen einen Skalen-
kollaps der Kurven der Feuergr�o�enverteilung f�ur unterschiedliche s0 oder L
erwarten.

In Abbildung 2.3 sind die Feuergr�o�enverteilungen f�ur den Fall L > �
dargestellt. Obwohl der Kollaps der Daten nicht perfekt ist, ist er dennoch
zu gut um ein Indiz daf�ur darzustellen, dass das konventionelle Skalenver-
halten verletzt ist. Der

"
Buckel \am Ende der Kurven weist darauf hin, dass

die Cuto�-Funktion C kurz vor dem exponentiellen Abfallen noch einmal an-
steigt. Es wird angenommen, dass der Buckel all diejenigen B�aume enth�alt,
die gr�o�er Waldcluster bilden w�urden, wenn sich das System exakt am kriti-
schen Punkt be�nden w�urde [27].
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Abbildung 2.4: Die Feuergr�o�enverteilung f�ur s0=L
2=0.15 und �� = 0:454, und

Systemgr�o�en L = 10; 100; 200; 400; 800 (Diese Aufz�ahlung gilt von links nach
rechts, wenn man die Peaks betrachtet). Die eingezeichneten kleinen Kreise
markieren diejenigen Punkte, die bei exaktem L2 Skalenverhalten vorliegen
w�urden, wenn man den Peak der zur Systemgr�o�e L = 800 geh�orenden Kurve
als Referenzpunkt nimmt.

Abbildung 2.4 zeigt die Feuergr�o�enverteilung f�ur eine Parameterkonstel-
lation, in der die Walddichte �� zehn Prozent �uber der kritischen Walddichte
��c liegt.

Wie im vorigen Abschnitt diskutiert wurde, treten systemspannende Feu-
er auf, deren Gr�o�en mit L2 skalieren. Die systemspannenden Feuer ver-
ursachen die Peaks in der Feuergr�o�enverteilung. In der geordneten Phase
von gleichgewichtskritischen Systemen, wie zum Beispiel bei der Cluster-
gr�o�enverteilung von Perkolationssystemen oberhalb der Perkolationsschwel-
le, kann man �ahnliche Peaks beobachten. In Perkolationssystemen bedeuten
diese Peaks jedoch, dass die Korrelationsl�ange gr�o�er ist als dies System-
gr�o�e ist, was bedeutet, das die gro�en und nicht nur die unendlichen Clu-
ster bereits durch die endliche Systemgr�o�e betro�en sind. Einen derartigen
exponentiellen Cuto� in der Gr�o�enverteilung der endlichen Cluster kann
man in dem hier beobachteten System jedoch nicht beobachten. Die Kurve
zur Systemgr�o�e L = 800 in Abbildung 2.4 scheint vielmehr zwischen einer
Feuergr�o�e von s = 100 bis zum Peak einem Potenzgesetz zu gehorchen.
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Abbildung 2.5: Darstellung der �Ubergangs von kritischem zu perkolations-
artigem Verhalten, wenn man die Systemgr�o�e L bei festgehaltenem s0=200
verringert. Die Systemgr�o�e L der Kurven von rechts nach links: L = 1300,
100, 63, 50, 40, 20. Die zugeh�origen gemessenen Walddichten sind �� = 0:385,
0:392, 0:402, 0:414, 0:432 und 0:577.

Dieses Verhalten scheint durch die gro�en zeitlichen Fluktuationen des Sy-
stem verursacht zu werden, denn die gro�en Feuer mit s � L2=2 brennenden
B�aumen kommen nur selten vor. Die Walddichte ist oft auch gering, so dass
sich Feuer aller Gr�o�en ausbilden k�onnen, die dann zu der weiten Verteilung
von verschiedenen kleineren Clustergr�o�en beitragen.

Der �Ubergang von kritischem Skalenverhalten zu dem eben beschriebenen
L2 Skalenverhalten wird in Abbildung 2.5 dargestellt. Man erkennt, dass sich
die Form der Kurven kontinuierlich mit der Systemgr�o�e L �andert. Durch die-
se Formver�anderung ist kein Kollaps der Kurven zu � < L mehr m�oglich und
daher ist eine Beschreibung des �nite-size Skalenverhaltens des zweidimen-
sionalen selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodells durch die Skalenform
sn(s) ' s1��C(s=L�) nicht m�oglich. Nicht einmal f�ur Kurven zu Systemen
mit Walddichten in der N�ahe des kritischen Punktes ist ein Skalenkollaps
m�oglich. Der Cuto� der Feuerverteilungen, der durch die endliche System-
gr�o�e hervorgerufen wird, skaliert au�erdem nicht mit L�, sondern mit L2, wie
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zuvor festgestellt wurde. Das �nite-size Skalenverhalten des zweidimensiona-
len selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodells unterscheidet sich daher
deutlich von dem Verhalten, das durch Analogschl�usse von gleichgewichts-
kritischen Systemen her zu erwarten w�are.

Der Buckel der Kurven in Abbildung 2.5 zu den Systemgr�o�en L = 1300
und L = 100 ver�andert sich zu einem Peak, wenn man zu kleineren Syste-
men �ubergeht. Die Kurven zu den kleineren Systemgr�o�en L � 63 in Abbil-
dung 2.5 zeigen diesen Peak. Nach [49] formieren sich diese Peaks aufgrund
der Ein
�usse von �nite size E�ekten. Es treten daher f�ur kleinere Systeme
schon unterhalb der kritischen Walddichte ��c systemspannende Waldcluster
und Feuer auf.

Wie oben erw�ahnt wurde, sind bei gleichgewichtskritischen Systemen auf
L�angenskalen, die kleiner als L und � sind, alle in einem entsprechend kleinen
System gemessenen statistischen Werte gleich denjenigen Werten, die man
in einem gleichkleinen Ausschnitt eines unendlich gro�en kritischen Systems
messen w�urde. Wie in Abschnitt 2.4 gezeigt wurde, kann dies beim Wald-
brandmodell nicht erf�ullt sein, da die Zeitintervalle zwischen dem Auftreten
zweier Feuer an einem betrachtetem Gitterplatz f�ur beide F�alle verschieden
sind. In Abbildung 2.6 und Abbildung 2.7 wird gezeigt, dass auch die Feuer-
gr�o�enverteilung f�ur beide F�alle unterschiedlich ist.

In Abbildung 2.6 werden die Feuerdichteverteilungen eines Ausschnitts
aus einem gro�en System und eines entsprechend kleinen abgeschlossenen Sy-
stems gezeigt. Die skalierenden Teile der Kurven und die Buckel nahe der Cu-
to�s unterscheiden sich deutlich voneinander. Die Feuergr�o�enverteilung des
Systemausschnitts ist etwas breiter. Dies liegt daran, dass diese Ausschnitte
eine Grenze zwischen 2 der Flecken enthalten k�onnen, die in Abbildung 2.1
dargestellt sind. Da die Feuer jeweils nur die dichten Regionen erfassen, ent-
steht eine breitere Gr�o�enverteilung als in Systemen, deren globale Wald-
dichte stark oszilliert. Abbildung 2.7 zeigt, wie sich die Feuergr�o�enverteilung
�andert, wenn kleiner werdende Ausschnitte eines gro�en Systems betrachtet
werden.

Vergleicht man die Kurven von Abbildung 2.7 mit denen in Abbildung 2.5
sieht man auch hier, dass die Feuergr�o�enverteilung von kleinen abgeschlosse-
nen Systemen sich von der Feuergr�o�enverteilung von Ausschnitten gr�o�erer
Systeme unterscheidet. Man sieht, das sich die Form der Kurven mit kleiner
werdender Ausschnittsgr�o�e kontinuierlich �andert. Die Cuto�s der Kurven
skalieren im Gegensatz zu konventionellem �nite-size Skalenverhalten mit l2.

Die hier dargestellten Ergebnisse der Feuergr�o�enverteilung best�atigen
einen qualitativen �Ubergang von einem Parameterbereich in dem �nite-size
E�ekte nur vernachl�assigbare Auswirkungen haben hin zu einem Bereich, in
dem die Dynamik des Systems durch die systemspannenden Feuer beschrie-
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Abbildung 2.6: Vergleich der Feuergr�o�enverteilung eines Ausschnitts der
Gr�o�e l =63 eines gr�o�eren Systems (L =600, s0 =1440) (durchgezogene Kur-
ve) mit der Feuergr�o�enverteilung eines kleinen Systems der Gr�o�e (L =63,
s0 =200) (gestrichelte Kurve). Beide Systeme haben eine Walddichte von
�� =0.401.

ben werden, wie in Abschnitt 2.5.1 gezeigt wurde.

2.6 Zusammenfassung der Ergebnisse: �nite-

size E�ekte des Waldbrandmodells

In diesem Kapitel wurde der Ein
u� von �nite-size E�ekten auf das zwei-
dimensionale selbstorganisiert kritische Waldbrandmodell untersucht. Unter
geringem Ein
u� von �nite-size E�ekten zeigt das System eine Struktur mit
ausgepr�agten Bereichen regional homogener Walddichte und verschwinden-
den globalen Walddichte
uktuationen in der Zeit. Wenn die Auswirkungen
der �nite-size E�ekte st�arker werden, bildet das Systeme eine homogene glo-
bale r�aumliche Walddichteverteilung mit starken zeitlichen Walddichte
uk-
tuationen aus. Diese Restrukturierung des Systems manifestiert sich in der
Feuergr�o�enverteilung, der mittleren Walddichte, und den zeitlichen Wald-
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Abbildung 2.7: Feuergr�o�enverteilungen f�ur Systeme der Gr�o�e L = 800
(gestrichelt-gepunktete Kurve) und f�ur und f�ur Subsysteme der Abmessun-
gen l =100 (durchgezogene Kurve) und l =20 dieses gro�en Systems. Es
wurde s0=L

2 = 0:001 verwendet und eine Walddichte �� � 0:40 ermittelt.

dichte
uktuationen, die im Anhang A.1 beschrieben werden. Betrachtet man
immer kleiner werdende Ausschnitte eines nicht von �nite-size E�ekten be-
tro�enen gro�en Waldbrandsystems, kann man qualitativ �ahnliche, E�ekte
beobachten, die sich jedoch quantitativ von denen kleiner abgeschlossener
Systeme unterscheiden. Aufgrund dieser Unterschiede liegt beim untersuch-
ten Waldbrandmodell kein �nite-size Skalenverhalten vor, das analog zu dem
Verhalten von gleichgewichtskritischen Systemen w�are. Die in diesem Kapi-
tels vorgenommene Analyse zeigt, dass man nur mit gro�er Vorsicht Konzep-
te von den gleichgewichtskritischen Ph�anomenen auf selbstorganisiert kriti-
schen Ph�anomene �ubertragen kann, da selbstorganisiert kritische Systeme
Eigenschaften haben, die im gleichgewichtskritischen Ph�anomenen nicht be-
obachtet werden k�onnen. Der Skalenansatz in Gleichung 2.3, der auf der
Annahme der Existenz von nur einer L�angenskala � / s�0 beruht, kann aber
nur n�aherungsweise korrekt sein. Das wirkliche Skalenverhalten des Modells
auf gro�en L�angenskalen wird in Kapitel 3 untersucht. Hier wird auch eine
Skalenansatz vorgeschlagen, der nicht in Kon
ikt zu den Beobachtungen die-
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ses Kapitels steht. Der Grund f�ur das komplexere Skalenverhalten des Wald-
brandmodells ist, wie in Kapitel 3 gezeigt werden wird, dass es zwei qualitativ
verschiedene Arten von Feuern gibt. Eine Sorte tritt auf, wenn ein Waldclu-
ster der perkolationsartigen Bereiche unterhalb der Perkolationsschwelle ge-
tro�en wird. Der zweite Feuertyp tritt auf, wenn der regionspannende Wald-
cluster einer perkolationsartigen Region oberhalb der Perkolationsschwelle
getro�en wird. Diese beiden abbrennenden Waldclustertypen haben unter-
schiedliche fraktale Dimensionen [21] daher kann man das Waldbrandmodell
nicht nur durch eine einzige L�angenskala charakterisieren.

In [33, 34] und [48] werden Modelle behandelt, die mit dem hier gezeig-
ten verwandt sind und in gewissen Bereichen auch Umstrukturierungen ihrer
Zust�ande zeigen. In All diesen Modellen wurde die Walddichte oder Leer-
stellendichte global erhalten, indem pro Zeitschritt genau so viele B�aume
wieder in das System zur�uckgef�ullt wurden wie verbrannt wurden. Durch
diese Regelmodi�kation f�uhrt man einen Kontrollparameter in das System
ein und kann dadurch das Verhalten des Modells jenseits des kritischen
Punktes untersuchen. Solange die Walddichte unterhalb des kritischen Wer-
tes ist, sind diese Modelle �aquivalent. Sie zeigen kritisches Verhalten, wenn
man sich der kritische Walddichte von kleinen Walddichten her n�ahert. Aber
wenn man den Kontrollparameter

"
Walddichte\�uber die kritischen Wald-

dichte hinaus erh�oht, kann man bei beiden Modellen systemumfassende Um-
strukturierungen beobachten. In [34, 48] werden die B�aume erst nach dem
Ende eines Feuers neu aufgef�ullt. In diesem Fall besteht die neue Struktur
aus 
�achenm�a�ig nahezu gleichgro�en Dom�anen unterschiedlicher Walddich-
te. In [33], wo jeder Baum unmittelbar nach seinem Abbrand wieder in das
System zur�uckgef�uhrt wird bildet sich ein Feuer aus, das fortw�ahrend brennt
und dem Waldbrandmodell ohne Blitzeinschlag gleicht, das von Bak, Chen
und Tang [18] eingef�uhrt wurde. Die Strukturen in diesem Parameterregime
sind spiralf�ormig [20, 50]. �Ahnlich wie die in diesem Kapitel dargestellte,
durch �nite-size Ein
�usse bewirkte Restrukturierung, wird also auch bei den
in [33, 34] und [48] untersuchten Modellen, die Dynamik durch gro�e Feuer
bestimmt, die gro�e Waldcluster niederbrennen, welche aus Systembereichen
stammen die perkolationsartig sind, und deren Walddichte oberhalb der Per-
kolationsschwelle liegt.

Abschlie�end soll noch bemerkt werden, dass unklar ist, wie sich das
selbstorganisiert kritische Waldbrandmodell in h�oheren Dimensionen verh�alt.
Mean-�eld Theorien [28, 42, 43], die alle r�aumlichen Korrelationen vernach-
l�assigen beschreiben das Waldbrandmodell nicht, solange eine Struktur mit
ausgepr�agten Regionen homogener Walddichte und zwei Feuertypen vorliegt.
Br�oker und Grassberger zeigten in [51], dass ungew�ohnliches Skalenverhalten
auch im 3 und 4 dimensionalen Waldbrandmodellen auftreten kann. Wenn 6
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die obere kritische Dimension des selbstorganisiert kritischen Waldbrandmo-
dells ist (dies wurde in [28, 42] und [29] vorgeschlagen), sollte das Modell
konventionelles Skalenverhalten zeigen bei Systemen oberhalb dieser Dimen-
sionalit�at.
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Kapitel 3

Das selbstorganisiert kritische

Waldbrandmodell auf gro�en

L�angenskalen

In diesem Kapitel wird Skalenverhalten des zweidimensionalen selbstor-
ganisiert kritischen Waldbrandmodells auf gro�en L�angenskalen untersucht.
Wie bereits in Kapitel 2 und [52] beschrieben wurde, zeigt das Waldbrandmo-
dell kein konventionelles kritisches Skalenverhalten. Die Dynamik des Wald-
brandmodells wird von zwei qualitativ unterschiedlichen Feuertypen bestim-
mt, deren Feuergr�o�enverteilungen sich zu der Verteilung �uberlagert, die ty-
pischerweise in Simulationen gemessen wird. Es wird gezeigt werden, dass
die Existenz der zwei Feuertypen nicht nur erkl�art, warum sich der Expo-
nent, der die Feuergr�o�enverteilung beschreibt, mit zunehmender Korrelati-
onsl�ange ver�andert, sondern auch einen Weg weist, den asymptotischen Wert
dieses Exponenten zu berechnen. Zur Unterst�utzung dieser Behauptung wer-
den Skalenargumente, die Simulationsergebnisse eines

"
coarse-grained\ Mo-

dells und die Analyse von k�unstlich �uberlagerten Feuerverteilungen herange-
zogen. Wie schon in Kapitel 2 angedeutet, muss man die Skalengesetze, mit
denen das Waldbrandmodell beschrieben wird, teilweise korrigieren. In die-
sem Kapitel wird diskutiert, welche Beschreibungen korrigiert werden m�ussen
und welche nicht, und es werden korrigierte Ans�atze vorgeschlagen.

3.1 Einf�uhrung

Wie bereits in Kapitel 2 dargestellt wurde, beruht die Analyse von selbstor-
ganisiert kritischen Modellsystemen in der Regel auf der Annahme, dass die
Gr�o�enverteilung von dissipativen Ereignissen wie Lawinen [10, 11, 3], Feu-
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ern [40, 41, 27, 29] und Erdbeben [39] ein Skalenverhalten zeigt, das analog
zu dem Verhalten von gleichgewichtskritischen Systemen

n(s) ' s��C(s=smax) ; (3.1)

ist, mit einer Anzahl n(s) von Ereignissen der Gr�o�e s und einer maximalen
Ereignisgr�o�e smax, ab der die Cuto� Funktion C(s=smax) die Gr�o�enverteilung
abschneidet. Die maximale Ereignisgr�o�e smax ist via smax = �� mit der Kor-
relationsl�ange verkn�upft, wobei � die fraktale Dimension der dissipativen Er-
eignisse ist, die den

"
Radius\ dieser Ereignisse mit deren

"

�achenm�a�igem\

Ausma� verkn�upft. Hierbei muss � durch die Systemgr�o�e L ersetzt werden,
wenn die Systemgr�o�e die maximale Ereignisgr�o�e smax bestimmt. Bei selbst-
organisiert kritischen Modellen wie dem Bak-Sneppen Modell [32, 31] ist die-
se Form der Analyse unter Verwendung von Gleichung 3.1 auch tats�achlich
durchf�uhrbar. Aber es ist seit einiger Zeit bekannt [53], dass man Glei-
chung 3.1 beim zweidimensionalen abelschen Sandhaufenmodell nicht vor-
aussetzen darf. Es wurde gezeigt, dass das einfache Skalenverhalten beim
Sandhaufenmodell verletzt ist, weil die

"
Haufen \in mehreren Wellen

"
um-

st�urzen\. In [37, 38] wurde einige Aspekte des wirklichen Skalenverhaltens
dieses Modells herausgearbeitet. Auch beim Erdbebenmodell wurde eine Ab-
weichung vom konventionellen Skalenverhalten gefunden [54].

BeimWaldbrandmodell �ndet man auch Indizien, die gegen ein konventio-
nelles Skalenverhalten sprechen, wie in Kapitel 2 gezeigt wurde. Beim Wald-
brandmodell liefert ein auf Gleichung 3.1 beruhender Skalenkollaps einen
guten �Uberlapp der Enden der Kurven bei gro�en Clustergr�o�en s. Jedoch
scheint sich im Bereich kleiner Clustergr�o�en s der Exponent, der den skalie-
renden Teil der Kurven beschreibt, mit gr�o�er werdender Korrelationsl�ange
zu vergr�o�ern. In diesem Clustergr�o�enbereich ist daher der �Uberlapp der
Kurven schlechter [27]. In Kapitel 2 wurde bereits erw�ahnt, dass man die-
se Eigenschaften des zweidimensionalen selbstorganisiert kritischen Wald-
brandmodells durch die Existenz zweier unterschiedlicher Arten von Feuern
erkl�aren kann. Kleinere Feuer, die in Bereichen (siehe Abbildung 2.1) mit re-
gionalen Walddichten unterhalb der Perkolationsschwelle auftreten und Feu-
er, die in Bereichen auftreten, deren regionale Dichte oberhalb der Perkolati-
onsschwelle liegt. Die durchschnittlich kleineren Feuertypen brennen fraktale
Perkolationscluster nieder, w�ahrend die gr�o�eren Feuer kompakt sind. Im
weiteren Verlauf dieses Kapitels wird zuerst eine Skalentheorie aufgestellt,
die diese zwei Feuertypen ber�ucksichtigt. Danach wird gezeigt, dass die zwei
Feuertypen tats�achlich zu den Kurvenformen �uberlagern, die in Simulationen
gemessen werden. Aber bei Systemen, deren Gr�o�e sich au�erhalb der simu-
lationsm�a�igen Zugri�s heutiger Rechner be�ndet, tritt eine Ver�anderung der
Cluster- und Feuergr�o�enverteilung auf. Diese Ergebnisse werden schlie�lich
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noch an einem
"
coarse-grained\ Waldbrandmodell �uberpr�uft, bei dem meh-

rere Gitterpl�atze zu einem zusammengefa�t werden und so gr�o�ere Systeme
als bisher

"
emuliert\ werden k�onnen. Das Kapitel wird mit einer Diskussion

der Ergebnisse abgeschlossen.

3.2 Skaleneingenschaften des Waldbrandmo-

dells

3.2.1 Zwei Feuertypen bestimmen die Dynamik des

Waldbrandmodells

In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Annahmen �uber die Dynamik
des Waldbrandmodells aufgef�uhrt und begr�undet, aus denen die weiteren
Ableitungen und Schlu�folgerungen dieses Kapitels aufbauen.

Die grundlegenden Eigenschaften des zweidimensionalen selbstorganisiert
kritischen Waldbrandmodells folgen im wesentlichen aus dessen in Abbil-
dung 2.1 dargestellten

"

eckigen\ Struktur, mit den recht scharf separier-

ten Regionen homogener lokaler Walddichte �patch, die, wie bereits erw�ahnt,
gem�a�

_�patch(t) = p(1� �patch(t)) (3.2)

w�achst. Diese
"
Flecken\ k�onnen lokale Walddichten �patch oberhalb der

Perkolationsschwelle ��c haben. Wenn ein derartiger Fleck abbrennt, dann
bleiben in der betro�enen Region kaum B�aume zur�uck. Dieses Verhalten
des zweidimensionalen Waldbrandmodells folgt recht plausibel direkt aus
den zum Beispiel in Abschnitt 2.2 dargestellten Regeln des Modells und es
gibt keine Indizien, dass sich an dem hier dargestellten Szenario auf gro�en
L�angenskalen grundlegendes �andert: Der clusterweise Abbrand scha�t 
ecken-
artige Strukturen und die betrachteten kleinen f=p Werte sorgen f�ur seltene
Feuer, und deshalb k�onnen hohe regionale Walddichten in den Patches oder
Flecken entstehen. Daher kann man annehmen, dass die Dynamik des Wald-
brandmodells durch folgende Grundannahmen determiniert wird:

� Die in Abbildung 2.1 dargestellten Regionen , also die
"
Patche\ oder

Flecken sind nahezu homogen mit Wald bedeckt, weil ein Feuer, das
einen kompletten Flecken niederbrennt, nur wenige B�aume verschont.
(In den Flecken eines Quadratgitters �ndet man typischerweise eine
Walddichte von �patch = 0:078 unmittelbar nach einem Feuer. Beim
zweidimensionalen Dreiecksgitter betr�agt dieser Wert �patch = 0:062.)
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Der durch die Regeln festgelegte, r�aumlich zuf�allige Wachstumsproze�
f�uhrt daher innerhalb der Regionen (oder Flecken) zu einer r�aumlich
gleichf�ormig verteilten Baumdichte. Die Gr�o�enverteilung von Wald-
clustern innerhalb dieser Regionen homogener Walddichte gleicht daher
die Gr�o�enverteilung von Clustern eines Perkolationssystems der glei-
chen Dichte wie �patch der betrachteten Region. In seltenen F�allen las-
sen Feuer in den Flecken auch gr�o�ere Waldcluster zur�uck. Durch die-
se Inhomogenit�aten k�onnen neue Flecken entstehen und

"
alte\ Flecken

vernichtet werden. Die Zeitskala dieses Entstehungs- und Vernichtungs-
prozesses von Flecken ist jedoch sehr viel langsamer als die der Wald-
dichteoszillationen der einzelnen Regionen, und wird daher im folgen-
den meist vernachl�assigt. Es wird jedoch diskutiert werden, wo diese
Entstehungs- und Vernichtungsprozesse eventuell merklichen Ein
u�
haben k�onnten.

� Man kann annehmen, dass die Verteilung der Fleckengr�o�en unabh�angig
von ihrer Walddichte ist, weil ein Abbrand die Fleckengr�o�e kaum ver-
�andert und daher Flecken sowohl im Stadium niedriger als auch im
Stadium hoher Walddichte die selbe Gr�o�e haben.

� Einige Flecken haben eine Walddichte oberhalb der Perkolationsschwel-
le. Diese Regionen enthalten nach der Perkolationstheorie einen 
eck-
spannenden Waldcluster, der kompakt ist. Das hei�t, er hat eine frak-
tale Dimension von 2. Wenn ein derartiger Waldcluster vom Blitz ge-
tro�en wird und abbrennt, tritt ein kompaktes Feuer auf. Wenn dage-
gen ein Cluster eines Flecks mit geringer Walddichte getro�en wird (
also mit einer Walddichte unterhalb der Perkolationsschwelle), brennt
nur ein fraktaler Cluster ab und f�uhrt daher zu einem fraktalen Feuer,
welches in der Regel auch nur einen kleinen Waldbereich erfa�t. F�ur
kleine f=p ist die mittlere Feuergr�o�e gro�, die meisten B�aume wer-
den w�ahrend der gro�en Feuer vernichtet und es bleiben die geringen
Dichten unmittelbar nach dem Feuer zur�uck, die eben erw�ahnt wurden.

� Da im Grenzfall f=p ! 0 nach Gleichung 2.1 und 3.3 die Gr�o�e des
gr�o�ten Flecken divergiert, kann man annehmen, dass das System eini-
ge Eigenschaften kritischer Systeme hat und durch Potenzgesetze be-
schrieben werden kann. Einige dieser Potenzgesetze werden in diesem
Kapitel behandelt.

� Da sich f�ur lange Zeiten die charakteristischen Verteilungen, die das
System beschreiben, stets stabilisieren, kann man davon ausgehen, dass
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Abbildung 3.1: (a) Kollaps der Gr�o�enverteilungen nF (s) der Feuer des
selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodells f�ur L = 1300 und f=p =
0:000118 (gestrichelte Kurve), 0:000169 (durchgezogene Kurve), 0:000236
(durchgezogene Kurve) und 0:000394 (gepunktete Kurve). Zur Erzeugung
des Kollapses der Kurven wurden die X-Werte mit (f=p)���

av

skaliert, wo-
bei der e�ektive Exponent � av = 1:14 verwendet wurde. � av kann als ein
Exponent betrachtet werden, der �uber einen gewissen Bereich von Feuer-
gr�o�en s gemittelt wurde. (b) Feuergr�o�enverteilung nF (s) f�ur L = 1300 und
f=p = 0:0001183 (obere Kurve) und f=p = 0:001183 (untere Kurve). Die obe-
re Kurve wurde um den Faktor C = 10 verschoben, um die unterschiedliche
Form beider Kurven besser sichtbar zu machen.

sich das System nach ausreichender Einschwingzeit in einen station�aren
Zustand be�ndet.

Diese zwei gerade erw�ahnten Feuersorten �uberlagern sich zu den Feuerver-
teilungen, die typischerweise in Computersimulationen des Modells gefunden
werden und erkl�aren das unkonventionelle Skalenverhalten des zweidimensio-
nalen selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodells. In Abbildung 3.1b ist
eine derartige �uberlagerte Feuergr�o�enverteilung dargestellt. Der linke Teil
der Kurven stammt haupts�achlich von Feuern, die fraktale Perkolationsclu-
ster verbrennen. Der rechte Teil der Kurven mit dem Cuto� r�uhrt von den
gro�en, kompakten Feuern her.
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Im Gegensatz dazu werden bei konventionellen gleichgewichtskritischen
Systemen sowohl der skalierende als auch der Cuto�-Teil der Kurven von
den selben kritischen Fluktuationen hervorgerufen. Die zwei �uberlagerten
Segmente der Feuergr�o�enverteilung beim Waldbrandmodell separieren nur
f�ur sehr gro�e Korrelationsl�angen �, wie im weiteren gezeigt werden wird.
Der asymptotische Exponent kann mit Simulationen des Modells, die heute
m�oglich sind, kaum gemessen werden.

3.2.2 Das Skalenverhalten

In diesem Abschnitt wird eine Skalentheorie f�ur das Waldbrandmodell ausge-
arbeitet, die auf den Annahmen von Abschnitt 3.2.1 beruht. Diese korrigierte
Skalentheorie l�ost die in Kapitel 2 und die oben aufgef�uhrten Unstimmigkei-
ten der bisherigen Beschreibung auf und erlaubt es, Vorhersagen �uber den
asymptotischen Exponenten der

"
wahren\ Feuerverteilung zu machen.

Da im station�aren Zustand des Modells genausoviele B�aume nachwachsen
m�ussen wie verbrennen, l�a�t sich f�ur die mittlere Zahl �s der B�aume, die zwi-
schen zwei zu Feuern f�uhrenden Blitzeinschl�agen verbrennen, die Beziehung

�s =
p(1� ��)

f ��
(3.3)

herleiten. Damit divergiert �s im Grenzfall f=p ! 0 mit einem Potenzge-
setz. Dies impliziert, dass die Gr�o�e smax der Gr�o�ten Feuer auch divergiert
und damit auch die Korrelationsl�ange �, die als Radius des gr�o�ten Clusters
de�niert ist. Man kann daher weiterhin

smax � (f=p)��; (3.4)

als Ansatz zur Beschreibung des von smax verwenden wie in [41, 27, 29].
� hat eine Wert von 1:1. Gleichung 3.4 f�uhrt auf

� � (f=p)��=2 ; (3.5)

da die fraktale Dimension gro�er Feuer 2 ist und � der
"
mittlere Radi-

us\ der gr�o�ten Feuer. Im Gegensatz hierzu ging man fr�uher davon aus, dass
gro�e und kleine Feuer die selbe fraktale Dimension haben. Diese gemeinsa-
me

"
mittlere\ fraktale Dimension � wurde mit � � 1:96 [29] gemessen, wobei

manche Autoren nicht ausschlossen, dass � = 2 sein k�onnte [41, 27].
Die Gr�o�e nF (s) ist wie bereits erw�ahnt die Anzahl der Feuer der Gr�o�e

s, wobei diese Gr�o�enverteilung durch
R
nF (s)ds = �� normiert wird. Die

Gr�o�enverteilung der Waldcluster ist proportional zu nF (s)=s, weil jeder
Baummit der selbenWahrscheinlichkeit vom Blitz getro�en wird. Gem�a� den
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Annahmen in Abschnitt 3.2.1 ist es naheliegend, die Feuergr�o�enverteilung
nF (s) als �Uberlagerung der Verteilungen der beiden Feuertypen anzusetzen:

nF (s) = n1(s) + n2(s): (3.6)

Hierbei ist n1(s) der Beitrag von den kleineren, fraktalen Feuern und
n2(s) der Beitrag von den kompakten Feuern, die einen kompletten Fleck
niederbrennen. Wenn es zwischen diesen beiden Feuertypen keinen Unter-
schied g�abe w�urde die aus Gleichung 3.1 auf Feuerverteilungen applizierte
Gleichung nF (s) ' s��

FC(s=smax), mit dem Exponent �F = � � 1 � 1:14 der
Feuergr�o�enverteilung gelten1. Mit �s =

R1
1
snF (s)ds=�� k�onnte man daher

unter Verwendung der Gleichungen 3.3 und 3.4 die Skalenrelation

� =
1

2� �F
; (3.7)

herleiten. Da hier aber zwei unterschiedliche Feuertypen vorliegen, kann man
nicht erwarten, dass die Skalenrelation 3.7 g�ultig ist. Wertet man Abbil-
dung 3.1 aus, sieht man, dass Gleichung 3.7 in der Tat verletzt ist. In Abbil-
dung 3.1b werden die Feuergr�o�enverteilungen f�ur Feuer mit verschiedenem
f=p dargestellt. Hierbei wurde die Systemgr�o�e L so gew�ahlt, dass keine
�nite-size E�ekte auftreten. Man kann erkennen, dass nF (s) mit kleiner wer-
dendem f=p steiler wird. Daher ist zu erwarten, dass die

"
Steigung\ der

Kurve bis zu einem Grenzwert weiter zunehmen wird. Die steilste in Abbil-
dung 3.1b gefundenen Steigungen liefern einen Wert von �F � 1:3, was eine
untere Grenze f�ur den asymptotischen Wert von �F darstellt. ( In der Litera-
tur wird der Wert mit � � 1:14 angegeben. Dieser Wert wurde durch Mitte-
lung �uber den Verlauf von nF (s) gewonnen und ist daher kleiner als der aus
der steilsten Stelle ermittelte Wert.) Bei dem in Abbildung 3.1a dargestellten
Skalenkollaps erkennt man, dass die Cuto�s der Kurven gut zusammenfallen
und die Ableitung eines Wertes von � � 1:1 erlauben. Dies stimmt jedoch
nicht mit dem Wert �uberein, der f�ur � folgen w�urde, wenn Gleichung 3.7
g�ultig w�are. Der Wert � � 1:1 wurde in [55] von Pastor-Satorras und Ves-
pignani best�atigt. Diese Autoren verwendeten eine Momentanalyse. In [55]
wurde damit auch untermauert, dass die in Abbildung 3.1a dargestellten
Cuto�s das in Gleichung 3.4 angenommene einfache Skalenverhalten zeigen.

Im Folgenden werden nun einige Eigenschaften von n1(s) diskutiert. Mit
abnehmenden f=p �andert sich der linke Teil der Feuergr�o�enverteilungen
nF (s) nicht mehr. Da zu diesem Teil der Kurve haupts�achlich die fraktalen,

1Da die Clustergr�o�enverteilung n(s) durch n(s) = snF (s) aus der Feuer-
gr�o�enverteilung folgt, ergibt sich der Exponent der Feuergr�o�enverteilung �F durch
�F = � � 1
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durch n1(s) beschriebenen Feuer beitragen, kann man davon ausgehen, dass
sich n1(s) f�ur f=p ! 0 einer asymptotischen Form n�1(s) n�ahert, mit einem
Cuto�, der von f=p abh�angt. Man kann daher

n1(s) = n�1(s)C1(s=smax;fractal) = n�1(s)C1(s(f=p)�1); (3.8)

schreiben, wobei die Cuto� Funktion C1(s=smax;fractal) f�ur die fraktalen Feu-
ertypen eingef�uhrt wurde unter der Annahme, dass die maximale Feuergr�o�e
smax;fractal der fraktalen Cluster mit dem Exponent �1 skaliert. F�ur ausrei-
chend gro�e Werte von s wird n�1(s) sich einen asymptotischen Potenzge-
setz ann�ahern mit dem

"
wahren\ Exponenten �F , der in folgender Weise

abgesch�atzt werden kann: Die gr�o�eren der fraktalen Feuer brennen Perko-
lationscluster aus Flecken nieder, deren regionale Walddichte �patch nahe der
Perkolationsschwelle �perc liegt. Die Wahrscheinlichkeit, einen Waldcluster
der Gr�o�e s zu �nden, ist proportional zu der Wahrscheinlichkeit, dass �patch
des betro�enen Fleckens gro� genug ist, dass Perkolationscluster der Gr�o�e s
in ihm existieren k�onnen mal die Wahrscheinlichkeit, einen Cluster der Gr�o�e
s in diesen Flecken geeigneter Mindestwalddichte zu �nden. Die Wahrschein-
lichkeit, das der Fleck von der Fl�ache her gro� genug ist um Cluster der
Gr�o�e s zu enthalten, ist nach Abschnitt 3.2.1 eine Konstante. Nach [21] ist
die Wahrscheinlichkeit, einen Cluster der Gr�o�e s in einem Perkolationssy-
stem zu �nden, durch den Ausdruck

nperc(s) ' s��percCperc(s=smax;perc) (3.9)

gegeben, wobei
smax;perc / (�perc � �)��perc (3.10)

mit der Besetzungsdichte � des betrachteten Perkolationssystems und �perc =
91=36 � 2:528 sowie �perc = 187=91 � 2:055. Hier werden Flecken betrachtet,
deren regionale Walddichte nahe der Perkolationsschwelle liegt. Daher kann
Gleichung 3.2 durch _�patch = p(1 � �perc) gen�ahert werden. Damit kann die
Wahrscheinlichkeit P , einen Fleck im Walddichtebereich [�; �perc] in der N�ahe
der Perkolationsschwelle �perc vorzu�nden als

P / �perc � � (3.11)

angegeben werden. Wegen Gleichung 3.10 muss ein Fleck mindestens die
regionale Dichte � = �perc � s�1=�perc haben um einen Cluster mit s �
smax;perc(�) B�aumen enthalten zu k�onnen. Damit folgt nach Gleichung 3.11:
P / s�1=�perc . Mit Gleichung 3.9 folgt die Wahrscheinlichkeit, einen Wald-
cluster der Gr�o�e s zu �nden, als proportional zu s�perc�1=�perc . Dieser Aus-
druck stellt das asymptotische Potenzgesetz der fraktalen Waldclustergr�o�en-
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verteilung dar. Mit einem Faktor s gelangt man von dieser Waldcluster-
gr�o�enverteilung zum gesuchten asymptotischen Potenzgesetz der fraktalen
Feuer

s1��perc�1=�perc ' s�1:45: (3.12)

Damit ist der
"
wahre\ Exponent �F :

�F � 1:45: (3.13)

Nun wird der Cuto� Exponent �1 abgesch�atzt. Gleichung 3.5 besagt,
dass die Korrelationsl�ange �, die de�niert ist als der Durchmesser des gr�o�ten
Flecks, proportional zu (f=p)��=2 ist. Da der gr�o�te fraktale Cluster entsteht,
wenn der gr�o�te Fleck eine lokale Walddichte knapp unterhalb der Perkolati-
onsschwelle hat und von einem Perkolationscluster der fraktalen Dimension
�perc � 1:56 bedeckt wird, ist die Gr�o�e dieses fraktalen Clusters proportional
zu (f=p)��perc�=2. Daher ist �1 ' 0:86. Feuer, die gr�o�er als die gr�o�ten frak-
talen Feuer sind, also mehr als smax;fractal / (f=p)��1 B�aume erfassen, sind
in der Regel kompakt. Die Gr�o�enverteilung dieser kompakten Feuer wird
durch die Gr�o�enverteilung der Flecken bestimmt. Da �1 < �

"
l�auft\ die

maximale Clustergr�o�e smax der maximalen fraktalen (kompakten) Cluster-
gr�o�e smax;fractal f�ur kleiner werdende (f=p)

"
davon\. Das hei�t, dass mit

kleiner werdendem (f=p), der
"
Buckel\ am Ende Feuergr�o�enverteilungen,

der sich haupts�achlich durch Beitr�age der kompakten Feuer zusammensetzt,
einen wachsenden Anteil aller auftretenden Feuer enthalten wird. Man kann
in Abbildung 3.1b erkennen, dass dies tats�achlich so ist, denn der Buckel
wird ausgepr�agter. Wenn man annimmt, dass die Verteilung der Flecken-
gr�o�en ebenfalls skaliert, kann man die Skalenform

npatch(s) ' sb�2maxs
�bC2(s=smax) (3.14)

f�ur die Fleckengr�o�enverteilung npatch(s) ansetzen. Hierbei ist s die An-
zahl der Gitterplatze in dem Fleck und smax / (f=p)�� ist die

"
Fl�ache\ des

gr�o�ten Flecken. (Das Skalengesetz folgt, weil die Flecken genauso wie die
gro�en Feuer kompakt sind.) Im folgenden Abschnitt wird anhand von Simu-
lationsdaten belegt, dass der Exponent b kleiner als 1 ist. Daher ist der Faktor
sb�2max notwendig, damit der Ausdruck

R
sn(s)patchds normierbar bleibt2. Die

in Gleichung 3.6 eingef�uhrte Gr�o�enverteilung kompakter Feuer n2(s) h�angt

2npatch(s) ist die Wahrscheinlichkeit, einen Flecken der Gr�o�e s im System vorzu�nden.
Damit ist snpatch(s) die Wahrscheinlichkeit, einen Gitterplatz in einem Flecken der Gr�o�e
s zu �nden und die Wahrscheinlichkeit, dass ein Gitterplatz in einem Fleck irgendeiner
Gr�o�e ist, ist durch

R
sn(s)patchds gegeben und muss gleich 1 sein.
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von der Fleckengr�o�enverteilung npatch(s) ab. Der Zusammenhang zwischen
beiden Gr�o�en ist aber nicht trivial. Wenn man annimmt, dass der Blitzein-
schlag einen dichten Fleck immer nur dann merklich abbrennt, wenn die loka-
le Walddichte des Flecks die maximale Walddichte erreicht hat, dann w�urde
n2(s) / snpatch(s) folgen. Aber in diesem Fall w�urden Flecken auch niemals
zerst�ort werden. Da die Flecken aber verschmelzen, wenn zwei unterschied-
lich dichte, benachbarte Flecken beide die Perkolationsschwelle �uberschreiten,
bevor der dichtere von beiden von einem Blitzeinschlag abgebrannt wird,
kann man einen station�aren Zustand nur erreichen, wenn Flecken manchmal
auch zerst�ort werden k�onnen. Diese Aufspaltung von einem Flecken kann
nur statt�nden, wenn ein Fleck, dessen lokale Walddichte gen�ugend nahe
an der Perkolationsschwelle ist, von einem Blitz getro�en wird, dessen Feu-
er nur ein ma�geblichen Bruchteil der Bedeckung des Fleckens abbrennt.
So entstehen aus einem gro�en Flecken zwei kleinere Flecken. Aber diese
Verschmelzungs- und Aufspaltungsprozesse verkomplizieren den Zusammen-
hang zwischen n2(s) und snpatch(s). In Abschnitt 3.3 wird gezeigt, dass der
Zusammenhang n2(s) / snpatch(s) in der Tat nicht gilt.

3.2.3 Der Exponent Æ

Das Skalenverhalten der Walddichte liefert einen weiteren Anhaltspunkt daf�ur,
dass die Feuergr�o�enverteilung aus der Beitr�agen zweier qualitativ unter-
schiedlicher Feuertypen zusammengesetzt ist.

Seit einiger Zeit ist bekannt, dass sich die Baumdichte ihrem kritischen
Wert gem�a�

(�c � ��) � (f=p)1=Æ; (3.15)

n�ahert. Hierbei ist 1=Æ � 0:5 [41, 27, 29], wobei in [55] mit 1=Æ � 0:47
wahrscheinlich der bisher genaueste Wert f�ur 1=Æ gemessen wurde. Wenn das
simple Skalenverhalten von Gleichung 3.1 gelten w�urde, dann w�urde man
erwarten, dass der Exponent Æ aus

�c � �� =

Z 1

smax

s��
F

ds (3.16)

folgen w�urde. Verwendet man Gleichung 3.4 und Gleichung 3.7 (letztere gilt,
wenn Die Relation 3.1 erf�ullt ist), so folgt

1=Æ =
�F � 1

2� �F
: (3.17)

Setzt man hier einen Wert �F � 1:14 ein, erh�alt man einen einen sehr viel
kleineren Wert f�ur 1=Æ als 1=Æ � 0:47. Verwendet man den asymptotischen
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Wert �F � 1:45, erh�alt man einen Wert, der sehr viel gr�o�er als 0.47 ist.
Pastor Satorras und Vespignani haben in [55] darauf hingewiesen, dass der
gemessene Wert von Æ Korrekturen zum Skalenverhalten von nF (s) notwen-
dig erscheinen l�a�t. Die genannten Autoren schlugen hierzu eine Korrektur
zu dem in Gleichung 3.1 angegebenen Skalenverhalten vor, die einen etwas
gr�o�eren Exponenten � hat, aber den selben Cuto� wie der in Gleichung 3.1
beschriebene Hauptteil der Verteilung. Weiterhin wurde angenommen, dass
diese Korrektur vernachl�assigbar wird f�ur gen�ugend kleine (f=p) und ausrei-
chend gro�e s.

Im Gegensatz zu Satorras und Vespignani wird in dieser Arbeit davon
ausgegangen, dass nicht nur eine Korrektur zu dem durch Gleichung 3.1 be-
schriebenen Skalenverhalten n�otig ist, sondern dass sich das Skalenverhalten
des zweidimensionalen Waldbrandmodells fundamental von diesem einfachen
Skalenverhalten unterscheidet. Ein Einzelner Exponent �F reicht nicht aus
um die komplette Feuergr�o�enverteilung zu beschreiben. Daher gibt es kei-
ne Relation mehr zwischen den Exponenten Æ und �F . Es ist bisher unklar
welche Beziehung zwischen Æ und den Verteilungen n1(s) und n2(s) besteht.

3.3 �Uberlagerung der unterschiedlichen Feu-

ertypen

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse beschrieben, die durch die k�unstli-
che �Uberlagerung der zwei Feuertypen ermittelt wurden. Diese �Uberlagerung
best�atigt die Ergebnisse aus Abschnitt 3.2

Die
"
k�unstliche �Uberlagerung\ der zwei Feuertypen wurde durchgef�uhrt,

indem die Clustergr�o�enverteilungen von zweidimensionalen Systemen, die
homogen mit B�aumen bedeckt waren3 superponiert wurden. Um Universa-
lit�atstests durchzuf�uhren wurden sowohl Dreiecksgitter als auch Quadrat-
gitter verwendet. Die Walddichten der verwendeten Systeme deckten das
Spektrum der in Tabelle 3.3 angegeben Dichten �nach dem Feuer bis �max f�ur die
jeweiligen Gittertypen ab.

Gittertyp �nach dem Feuer �max

2 0.078 0.625
4 0.062 0.534

Die Walddichte �nach dem Feuer wird unmittelbar nach dem Abbrennen eines
Flecks als lokale Walddichte dieses Flecks gemessen. und Die Walddichte �max

3Also von Perkolationssystemen.
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Abbildung 3.2: (a) Gr�o�enverteilung f�ur Baumcluster nF (s)=(snF (1)), ermit-
telt durch �Uberlagerung von Systemen bis zu einer Gr�o�e von lmax = 50. Die
Gr�o�en l sind gem�a� Gleichung 3.14 mit b = 0:6 verteilt. (Durchgezoge-
ne Kurve: Quadratgitter; gepunktete Kurve: Dreiecksgitter.) Zum Vergleich:
Potenzgesetz mit dem Exponenten �F + 1 = 2:14 (gestrichelte Kurve). (b)
Analog wie bei (a), nur dass Systeme bis zu einer Gr�o�e von lmax = 2000
�uberlagert wurden und mit dem Potenzgesetz zum Exponenten �F + 1 =
2:45 verglichen wird. Bei beiden Abbildungen wurden gem�a� Gleichung 3.2
verteilte Walddichten aus dem Intervall [0.078,0.625] f�ur das Quadratgitter
und aus dem Intervall [0.062,0.534] f�ur das Dreiecksgitter superponiert.

ist die maximale regionale Walddichte eines Flecks. Diese Gr�o�en wurden
zum Beispiel in [48] gemessen.

Gem�a� Gleichung 3.14 wurden zus�atzlich noch die Systemgr�o�en l der
der Messung zugrundeliegenden Systeme variiert, wobei lmax = � / psmax

gilt. Beim Dreiecksgitter beziehen sich die Angaben f�ur l auf das Quadrat-
gitter, welches dem Dreiecksgitter zugrundeliegt, weil das Dreiecksgitter im-
plementiert wurde, indem man bei einem Quadratgitter zus�atzlich noch zwei
�ubern�achste Nachbarn einer Diagonalen der Einheitszelle wie n�achste Nach-
barn behandelte. Die Systeme verschiedener Gr�o�en l und verschiedener
Walddichten, deren Clustergr�o�enverteilungen hier �uberlagert wurden, ent-
sprechen den Flecken mit unterschiedlicher Gr�o�e und unterschiedlicher Wald-
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dichte. Um den Wert des Exponenten b der in Gleichung 3.14 vorgeschlage-
nen Fleckengr�o�enverteilung zu ermitteln, wurden die �Uberlagerungen f�ur 20
verschiedene Werte von b zwischen 0.1 und 2 durchgef�uhrt. Solange b � 1
hingen die Ergebnisse nicht sehr von b ab. F�ur b > 1 lie�en sich die Cluster-
gr�o�enverteilungen fr�uherer Messungen dagegen nicht mehr reproduzieren.
Daher kann man den Wert von b wohl auf das Intervall [0; 1] einschr�anken,
aber innerhalb dieses Intervalls, zumindest mit dieser �Uberlagerungsmethode
nicht weiter eingrenzen. Die Ergebnisse sind nur reproduzierbar, wenn die
Statistik ausreichend gut ist. Es war daher n�otig jeweils mehr als 104 Syste-
me pro Durchlauf zu �uberlagern. In Abbildung 3.2a und Abbildung 3.2b sind
die Ergebnisse der �Uberlagerungsdurchl�aufe dargestellt. In den genannten
Abbildungen sind Clustergr�o�enverteilungen n(s) = nF (s)=s dargestellt und
nicht die Feuergr�o�enverteilung nF (s), daher unterscheiden sich die Expo-
nenten um 1 von den Exponenten, die in diesem Kapitel behandelt werden.
Die in Abbildung 3.2a dargestellten Ergebnisse best�atigen, dass der mittle-
re Exponent �F � 1:14, der bei Simulationen des zweidimensionalen Wald-
brandmodells typischerweise gefunden wird, durch die �Uberlagerung der zwei
Feuertypen reproduziert werden kann. Die �Uberlagerung reproduziert sogar
Details der Kurven wie den charakteristischen Buckel bei gro�en s und das
abnehmen der

"
Steigung\ der Kurven bei kleinen s-Werten (vergl. Abbil-

dung 3.1). Der Vergleich der Kurven f�ur das Quadrat- und das das Dreiecks-
gitter ergibt fast perfekte �Ubereinstimmung f�ur beide Gittertypen. Sowohl die
Kurvenform als auch der scheinbare Wert des Exponenten � = �F + 1 stim-
men �uberein. Dies erkl�art die fr�uher gefundene [29]

"
Universalit�at\ dieses

scheinbaren Exponenten � . (Bemerkung: Mit Ausnahme von Abbildung 3.2
zeigen alle Bilder dieses Kapitels nur Ergebnisse von Systemen, die auf Qua-
dratgittern simuliert wurden.) In Abbildung 3.2b kann man erkennen, dass
sich die Verteilungen der zwei Feuertypen f�ur gr�o�ere Korrelationsl�angen �
voneinander separieren. Man kann weiterhin erkennen, dass der zu den frak-
talen Feuern geh�orende Teil der Kurve sich dem Exponenten �F � 1:45
ann�ahert. Dieser Wert wurde in Abschnitt 3.2.2 berechnet. Ein �ahnliches
Verhalten wird im

"
coarse-grained\ Modell, das im Abschnitt 3.4 behan-

delt wird, gefunden. Man kann Abbildung 3.2 ebenfalls entnehmen, dass die
Gr�o�enverteilung n2(s) der kompakten Feuer in nichttrivialer Weise mit der
Gr�o�enverteilung npatch der Flecken zusammenh�angt, denn wenn alle gro�en
Feuer einen kompletten Flecken niederbrennen w�urden, m�u�te der Buckel
der Feuergr�o�enverteilung eine

"
Steigung\ von �b + 1 aufweisen, und die

Clustergr�o�enverteilung m�u�te daher einen Buckel der
"
Steigung\ �b auf-

weisen, was nicht der Fall ist. Deshalb m�ussen zu n(s) Waldcluster beitragen,
die gro� sind aber trotzdem keinen kompletten Flecken bedecken. Nimmtman
an, dass dies f�ur beliebig gro�e smax gilt, muss man erwarten, dass die Wald-
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dichte �max, die kurz vor dem Abbrennen eines dichten Fleckens vorliegt,
etwas absinkt mit gr�o�er werdendem smax, denn so bleibt stets ein nichtver-
schwindender Beitrag von Clustern zu nF (s), die keinen kompletten Patch
bedecken4, aber trotzdem gro� sind.

Man kann also o�enbar durch die in diesem Abschnitt dargestellte Su-
perposition wichtige Eigenschaften des zweidimensionalen selbstorganisiert
kritischen Waldbrandmodells reproduzieren. Dieses Verfahren ist daher eine
eÆziente Methode, um das Waldbrandmodell im Regime gro�er Korrelati-
onsl�angen eÆzient mit Computern zu simulieren.

3.4 Ein coarse-grained Modell

In diesem Abschnitt wird ein eÆzientes Modell eingef�uhrt, das es erlaubt, mit
der vorhandenen Computer Hardware das Waldbrandmodell n�aherungsweise
auf gro�en L�angenskalen zu simulieren. Dieses neue Modell wird zun�achst
eingef�uhrt. Anschlie�end werden die Ergebnisse der Simulationen, die mit
diesem neuen Modell durchgef�uhrt wurden, dargestellt und diskutiert und die
Relevanz der Ergebnisse f�ur das original zweidimensionale selbstorganisiert
kritische Waldbrandmodell untersucht. Auf diese Art werden die Folgerungen
von Abschnitt 3.2.2 nochmals best�atigt.

3.4.1 De�nition des Modells

Um mit der vorhandenen Computer Hardware gr�o�ere Systeme studieren
zu k�onnen, liegt es nahe, ein Modell einzuf�uhren, bei dem jeder Gitterplatz
f�ur eine ganze Gruppe von besetzten oder unbesetzten Gitterpl�atzen des ur-
spr�unglichen Modells steht. Hierzu geht man, wie beim urspr�unglichen Mo-
dell, von einem zweidimensionalen Quadratgitter aus. Man verkn�upft jeden
Gitterplatz des neuen Modells mit einer Variable �site, deren kontinuierli-
cher Wert aus dem Intervall [0; 1] die durchschnittliche Walddichte derjeni-
gen Gruppe von Gitterpl�atzen des urspr�unglichen Modells repr�asentiert, die
in diesem neuen Gitterplatz zusammengefa�t sind. Die Regeln dieses

"
ver-

gr�oberten\ oder
"
grobk�ornigen\ (engl. coarse-grained) Modells lauten wie

folgt: (i) In jedem Zeitschritt wird auf allen Gitterpl�atzen die Dichte um
einen kleinen Betrag ��site = p(1 � �site) erh�oht; (ii) der Blitz tri�t jeden
Gitterplatz pro Zeitschritt mit der Wahrscheinlichkeit f . Wenn die Dich-
te des getro�enen Gitterplatzes unter der Perkolationsschwelle �perc = 0:59
liegt, passiert nichts. Wenn die Dichte des getro�enen Gitterplatzes jedoch

4Diese Flecken haben dann eine lokale Walddichte knapp unterhalb der Perkolations-
schwelle und enthalten gro�e fraktale Cluster.
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oberhalb der Perkolationsschwelle liegt, so brennt der betro�ene Gitterplatz
ab und auch der gesamte Cluster von Gitterpl�atzen oberhalb der Perkola-
tionsschwelle, der �uber n�achste-Nachbar-Verbindungen mit dem vom Blitz
betro�enen Gitterplatz verbunden ist. Um kurzreichweitige Fluktuationen
der Walddichte zu ber�ucksichtigen muss man ein statistisches Element in
das Modell einbauen. Hierzu kann man einen Parameter r in das Modell
einf�uhren, der bewirkt, dass beim Abbrand eines Gitterplatzes die Wald-
dichte des betro�enen Gitterplatzes auf einen zuf�allig ausgew�ahlten Wert
aus dem Intervall [0; r] gesetzt wird. Je kleiner r ist, desto kleiner sind die
Fluktuationen des Systems. Ein kleinerer Wert von r bedeutet daher, dass
jeder Gitterplatz des coarse-grained Modells einer gr�o�eren Anzahl von Git-
terpl�atzen des Originalmodells entspricht. Man kann daher erwarten, dass
das coarse-grained Modell f�ur kleine r das Verhalten des original selbstorga-
nisiert kritischen Waldbrandmodells auf gro�en L�angenskalen (das hei�t f�ur
gro�e � ) reproduziert.

3.4.2 Eigenschaften des coarse-grained Modells

In diesem Abschnitt wird untersucht, inwieweit das coarse-grained Wald-
brandmodell mit dem originalen Waldbrandmodell verwandt ist und daher
Aussagen �uber das original selbstorganisiert kritische Waldbrandmodell auf
gro�en L�angenskalen zul�a�t. Die Simulationsdaten des coarse-grained Mo-
dells werden pr�asentiert. Diese Ergebnisse best�atigen die Aussagen des vor-
hergehenden Abschnitts.

Obwohl das coarse-grained Waldbrandmodell nicht exakt dem originalen
selbstorganisiert kritischem Waldbrandmodell entspricht, teilt es mit diesem
viele Eigenschaften. In Abbildung 3.3 ist eine Momentaufnahme des original
selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodells einer Momentaufnahme des
coarse-grained Waldbrandmodells mit r = 0:1 gegen�ubergestellt.

Beide Systeme haben die
"
patchy\ Struktur mit den Regionen recht ho-

mogener lokaler Walddichte, die bei beiden Systemen oft durch einige Stellen
anderer Dichte durchbrochen wird. Dies bedeutet, dass auch beim coarse-
grained Modell viele Blitze in die Flecken einschlagen, die kaum Waldab-
brand bewirken, bevor schlie�lich die Walddichten der meisten Gitterpl�atze
des Flecks die Perkolationsschwelle �uberschreiten, und so ein kompletter Ab-
brand des Fleckens m�oglich ist. Wenn ein Fleck sehr oft von Blitzen getro�en
wird bevor ein kompletter Abbrand des Flecks m�oglich ist, kann ein Fleck
in kleinere Flecken auseinanderbrechen. Diese Geburt und Zerst�orung von
Flecken �ndet auch beim original selbstorganisiert kritischen Waldbrandmo-
dell statt. (Wie weiter oben bemerkt wurde, muss, als Gegenst�uck zu Zersplit-
terung von Flecken auch eine Verschmelzungsprozess von mehreren kleinen
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Abbildung 3.3: Links: Momentaufnahme eines Zustandes des selbstorgani-
siert kritischen Waldbrandmodells mit einer mittleren Walddichte �� ' ��c '
0.408 und einer Systemgr�o�e L=4096. B�aume sind schwarz dargestellt und
Leerstellen wei�. Im Vergleich dazu eine Momentaufnahme des coarse-grained
Waldbrandmodells (rechts) mit den Parametern p = 0:01, r = 0:1, f =
0:0001 und L = 1000. Beim coarse-grained Waldbrandmodell wird die Wald-
dichte eines Gitterplatzes durch dessen Grauabstufung dargestellt, wobei
dunklere Gitterpl�atze eine h�ohere Walddichte haben. Hierbei ist die Wald-
dichte eines Gitterplatzes des coarse-grained Modells die durchschnittliche
Walddichte der Gruppe von Gitterpl�atzen des Originalmodells, die durch
diesen coarse-grained-Gitterplatz vertreten werden.

Flecken zu einem gro�en Flecken existieren, um einen station�aren Zustand
zu erlauben.)

Im Folgenden wird die Gr�o�enverteilung der Feuer im coarse-grained
Modell untersucht. In Abbildung 3.4a werden die Simulationsergebnisse f�ur
r = 0:1 und verschieden Werte von f=p dargestellt. Man kann gut erken-
nen, wie die

"
Steigung\ der Kurven mit abnehmendem f=p zunimmt und

eine Grenzsteigung zu erreichen scheint. In Abbildung 3.4b sind die
"
Stei-

gungen\ d log(n(s))=ds als Funktion von s aufgetragen. Man kann erkennen,
dass die vorhergesagte Grenzsteigung von 1.45 in der Tat gemessen wird.
Abbildung 3.4c zeigt einen Kollaps der Cuto�s der Feuergr�o�enverteilungen
des coarse-grained Modells. Es ergibt sich so ein Exponent � � 1:1, der dem
Wert des original Waldbrandmodells entspricht. Um den Wert � � 1:1 zu
best�atigen, wurde zus�atzlich noch eine Momentanalyse durchgef�uhrt, die das
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Abbildung 3.4: (a) Feuergr�o�enverteilung nF (s)=nF (1) des coarse-grained
Waldbrandmodells f�ur f=p = 0:0031 (gepunktete Kurve), 0:005, 0:01, 0:0125,
0:025 und 0:05 (gestrichelte Kurve), mit den Parametern r = 0:1 und
L = 1000. (b)

"
Steigungen\ der Kurven aus (a). (c) Skalenkollaps der Kur-

ven aus (a) hierbei ist C = 1=nF (1). Um den Kollaps zu erreichen, wurde
die vertikale Achse mit (f=p)���

av

skaliert, wobei ein e�ektiver Exponent
� av = 1:25 verwendet wurde. Dieser e�ektive Exponent, kann als eine Art
Mittelwert der beiden relevanten Exponenten �uber ein gewisses Spektrum
von s-Werten verstanden werden.

selbe Resultat lieferte.

Abbildung 3.5 zeigt die Feuergr�o�enverteilung nF (s) f�ur 3 verschiedene
r-Werte. Die Parameter f und p von allen Kurven von Abbildung 3.5 ha-
ben ein Verh�altnis von f=p = 0:001. Man kann erkennen, dass f�ur kleiner
werdende r, die

"
Steigung\ der Kurven zunimmt, und der Buckel deutlicher

hervortritt. Weil diese Ver�anderungen der Kurven beim original selbstor-
ganisiert kritischen Waldbrandmodell mit zunehmender Korrelationsl�ange �
auftritt, ist dies ein Hinweis darauf, dass das coarse-grained Modell das ori-
ginal Waldbrandmodell auf gro�en L�angenskalen emuliert. Wie oben erkl�art
wurde, entspricht ein kleiner werdendes r einer Erh�ohung der Anzahl der
Gitterpl�atze des Originalmodells, die einem Gitterplatz des coarse-grained
Modells entsprechen. Deshalb beobachtet man die Kurvenver�anderungen, die
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Abbildung 3.5: Feuergr�o�enverteilung nF (s) f�ur das coarse grained Wald-
brandmodell r = 0:1 (gestrichelte Kurve), r = 0:2 (durchgezogene Kur-
ve), und r = 0:5 (gepunktete Kurve). F�ur alle Systeme gilt L = 1000 und
f=p=0.01.

das Originalmodell bei einer Vergr�o�erung der L�angenskalen zeigt, hier bei
einer Verkleinerung von r.

Die Tatsache, dass mehrere Gitterpl�atze des Originalmodells einem Git-
terplatz des coarse-grained Modells entsprechen, bewirkt, dass die f Werte
beider Modelle nicht direkt vergleichbar sind. Im Folgenden soll anhand der
Simulationsergebnisse abgesch�atzt werden, wie gro� die Anzahl z(r) von Git-
terpl�atzen des Originalmodells ist, die einem Gitterplatz des coarse-grained
Modells entsprechen, abh�angig vom Parameter r. Aus Abbildung 3.1a kann
man einen Wert von A � 30 f�ur

smax = A(f=p)�� (3.18)

�nden. Analog dazu mi�t man im coarse-grained Modell

smax = B(r)(f=p)��: (3.19)

Aus Abbildung 3.4c kann man B(0:1) � 100 absch�atzen. Mit den Da-
ten aus Abbildung 3.5 erh�alt man B(0:2) � 66 und B(0:5) � 44. O�enbar
entsprechen smax Gitterplatze des coarse-grained Modells z(r)smax Gitter-
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pl�atzen des Originalmodells. Man muss aber auch noch die Blitzeinschlags-
wahrscheinlichkeit f des Originalmodells umrechnen, weil im coarse-grained
Modell nicht jeder Originalgitterplatz sondern nur Gruppen der Gr�o�e z(r)
von Originalgitterpl�atzen vom Blitz getro�en werden k�onnen. Daher ent-
spricht eine Blitzeinschlagswahrscheinlichkeit von f im coarse grained Mo-
dell einer Einschlagswahrscheinlichkeit von f=z(r) im Originalmodell, weil es
beim Originalmodell z(r) mehr Gitterplatze und somit auch mehr Blitzein-
schlagsversuche bei gegebenen f gibt. Es folgt daher

B(r)(f=p)�� = A(f=pz)��=z ; (3.20)

woraus man

z(r) = (B(r)=A)1=(��1) ' (B(r)=A)10 (3.21)

ableiten kann. Mit den oben gefundenen Werten f�ur A und B(r) folgt aus
Gleichung 3.21 z(0:5) ' 46, z(0:2) ' 2650, und z(0:1) ' 170000. Zieht man
die Quadratwurzel aus diesen Werten, so erh�alt man, dass die L�angenskalen
des Originalmodells ungef�ahr um die Faktoren 7, 50, und 400 f�ur die drei
Werte von r , verk�urzt sind, wenn man Originalmodell und coarse-grained
Modell vergleicht.

In Abbildung 3.6 sieht man einen direkten Vergleich der Feuergr�o�en-
verteilungen des Originalmodells und des coarse-grained Modells bei r =
0:5. Hierbei wurden Kurven zu solchen Parametern verwendet, dass das
Verh�altnis der f Werte und der smax Werte beider Kurven �ahnlich war. Da das
Verh�altnis beider Werte jeweils ungef�ahr 45 ist, best�atigen die Ergebnisse von
Abbildung 3.6 sehr gut die oben dargestellten Ergebnisse. Man kann aus Ab-
bildung 3.6 auch entnehmen, dass die Form der zwei Feuergr�o�enverteilungen
�ahnlich, aber nicht identisch ist. Im Hauptbereich der auftretenden Feuer-
gr�o�en s sind die Verteilungen identisch. Die Abweichung f�ur kleine Werte
von s liegt o�enbar daran, dass im coarse-grained Modell Inhomogenit�aten,
die im Originalmodell auf einer L�angenskala von z(r)0:5 auftreten, nicht
ber�ucksichtigt werden. Wahrscheinlich ist die Ursache der Abweichung auf
gro�en L�angenskalen, dass unterschiedliche Verhalten beider Modelle bei der
langsamen Zerst�orung von gro�en Flecken. Dieser Zerst�ohrungsproze� wird
durch Blitze herbeigef�uhrt, die den Flecken tre�en, wenn dessen lokale Wald-
dichte in der N�ahe der Perkolationsschwelle liegt. Das f�uhrt zu Inhomoge-
nit�aten der Walddichte innerhalb des Fleckens. Vergleicht man inhomogene
Flecken beider Modelle in Abbildung 3.3, so kann man erkennen, dass beim
Originalmodell kleine Waldcluster vorhanden sind , und beim coarse-grained
Modell einzelne Gitterpl�atze sehr unterschiedlicher Walddichte. Beides f�uhrt
in leicht abgewandelter Form zum Zerbrechen der gro�en Flecken.
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Abbildung 3.6: Vergleich der Feuergr�o�enverteilungen nF (s) des original
Waldbrandmodells mit den Parameterwerten f = 0:00000156, p = 0:01, und
L = 800 (gestrichelte Kurve, C = 41, A = 1), mit dem des coarse grained
Waldbrandmodells r = 0:5, f = 0:00005, p = 0:01, und L = 1000 (durchge-
zogene Kurve, C = 1, A = 44:9�1). Das Verh�altnis der beiden Cuto� Werte
A entspricht dem inversen Verh�altnis der jeweiligen Blitzeinschlagsraten f .

Zusammenfassend l�a�t sich sagen, dass das coarse-grained Modell auf
vielen Gebieten sehr viel �Ahnlichkeit mit dem Originalmodell hat, aber nicht
komplett identisch ist. Das coarse-grained Modell weist einige Eigenschaften
auf, die man vom Originalmodell auf gro�en L�angenskalen erwartet, wie den
asymptotischen Wert von �F � 1:45. Weiterhin wird durch dieses Modell die
Universalit�at des Exponenten � untermauert. Der Proze�, der zur Geburt und
zur Zerst�orung von Flecken f�uhrt, ist bei beiden Modellen nicht identisch und
f�uhrt zu Abweichungen bei der Feuergr�o�enverteilung im Bereich sehr gro�er
und sehr kleiner Feuergr�o�en s.

3.5 Diskussion der Ergebnisse

In diesem Kapitel wurde begr�undet, warum man davon ausgehen kann, dass
die Dynamik des zweidimensionalen selbstorganisiert kritischen Waldbrand-
modells durch die Wirkung der zwei unterschiedlichen Typen von Feuern
bestimmt wird. In dem durch Regionen konstanter Walddichte (Flecken) be-
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stimmten Systemzustand des Modells gibt es die kleineren Feuertypen, die
fraktale Cluster abbrennen und die gr�o�eren Feuertypen, die Flecken mit
einer lokalen Dichte oberhalb der Perkolationsschwelle und daher mit einer
kompakten (nicht fraktalen) Waldbedeckung, abbrennen. Die Ergebnisse die-
se Kapitels wurden mit folgenden Methoden erarbeitet:

� Mit einer direkten Skalenanalyse des Modells.

� Mit der
"
k�unstlichen\ �Uberlagerung der zwei Feuertypen und der Un-

tersuchung der so erzeugten Zust�ande.

� Mit der Analyse eines coarse-grained Modells, das das Originalmodell
auf gro�en L�angenskalen in vielen Eigenschaften emuliert.

Als eines der Hauptergebnisse ergab sich als asymptotischer Exponent �F

der Feuergr�o�enverteilung �F � 1:45, wobei dieser Exponent erst bei gro�en
Korrelationsl�angen � auftritt, die mit heutiger Hardware nicht simuliert wer-
den k�onnen. Bei kleineren Korrelationsl�angen � erscheint der Exponent �F

kleiner und unabh�angig von dem Gittertyp zu sein, der der Simulation zu-
grundeliegt. Der Exponent �, der das Verhalten der maximalen Waldcluster-
oder Feuergr�o�e smax beschreibt, stellte sich als universell dar, mit einemWert
� � 1:1, unabh�angig davon, ob � im Originalmodell oder im coarse-grained
Modell f�ur verschiedene Parameter gemessen wurde. Weitere Hinweise auf die
Robustheit dieses Exponenten wurden in [56] gefunden. In dieser Arbeit, in
der ein verallgemeinertes Waldbrandmodell mit immunen B�aume betrachtet
wurde, zeigte die Korrelationsl�ange =xi ein gutes Skalenverhalten.

Die genaue Form der Fleckengr�o�enverteilung konnte nicht bestimmt wer-
den, aber es wurden Hinweise darauf gefunden, dass diese Verteilung durch
ein Potenzgesetz mit einem Exponenten b aus dem Intervall [0; 1] beschrie-
ben wird. Die Fleckengr�o�enverteilung ist das Ergebnis eines komplizierten
Prozesses bei dem Flecken zerst�ort und geboren werden. Dieser komplizierte
Proze� bestimmt auch die Gr�o�enverteilung der Feuer, f�ur die kein analyti-
scher Ausdruck angegeben werden konnte.

Im Gegensatz zum Exponenten �F , der die Feuergr�o�enverteilung be-
schreibt, konnte der Exponent � nicht mit analytischen Mitteln berechnet
werden. Unsere Ergebnisse lassen es zu, das der wahre Wert des Exponenten
� = 1 ist, und die Korrektur auf � = 1 das Resultat von Auswirkungen
logarithmischer Korrekturen ist, die diese Exponenten etwas gr�o�er als 1 er-
scheinen lassen.

Es wurde gezeigt, dass einige Skalenrelationen, die aus der Theorie gleich-
gewichtskritischer Systeme und insbesondere aus der Perkolationstheorie be-
kannt sind, beim zweidimensionalen selbstorganisiert kritischen Waldbrand-
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modell nicht gelten. Das zweidimensionale selbstorganisiert kritische Wald-
brandmodell ist ein neuer Typ eines Nichtgleichgewichtssysstems, zu dem es
kein direktes Analogon aus der der Physik von Systemen im Gleichgewicht
gibt. Die Dynamik dieses Modells wird durch mehrere Ph�anomene bestimmt,
die sich auf unterschiedlichen L�angenskalen qualitativ unterschiedlich verhal-
ten. Der Zustand des Modells ist 
eckenartig strukturiert, was bedeutet, dass
benachbarte Gitterpl�atze dazu tendieren, durch gleichzeitigen Abbrand bei
gro�en Feuern synchronisiert zu werden.

Durch die Einf�uhrung des coarse-grained Modells konnte gezeigt werden,
dass es eine Klasse von Modellen gibt, die Eigenschaften wie die 
eckenartige
Struktur, die Existenz zweier verschiedener Feuertypen, den asymptotischen
Exponenten �F � 1:45 der Feuergr�o�enverteilung und den Cuto� Exponen-
ten � � 1:1 teilen, obwohl Details, wie die genaue Form des Cuto�s der Feu-
ergr�o�enverteilung oder der Mechanismus, der die Geburt und die Zerst�orung
von Flecken bestimmt, bei beiden Modellen unterschiedlich sind.

Die in diesem Kapitel dargestellten Ergebnisse zeigen, dass selbstorgani-
sierte Kritikalit�at in dissipativen Systemen durch Mechanismen bewirkt wer-
den kann, die sich fundamental von den Mechanismen unterscheiden, die das
Verhalten gleichgewichtskritischer Systeme bestimmen. Man kann erwarten,
dass andere dissipative selbstorganisiert kritische Systeme durch Mechanis-
men getrieben werden, die denen �ahneln, die hier f�ur das Waldbrandmodell
gefunden wurden. In [57] wurde gezeigt, dass das das Erdbebenmodell [39, 58]
eine 
eckenartige Struktur mit partieller Synchronisation von benachbarten
Gitterpl�atzen aufweist. In [54] wurde gezeigt, dass dieses Modell zwei unter-
schiedliche Typen von Lawinen aufweist. Es treten Lawinen innerhalb eines
Fleckens auf und es treten Lawinen auf, die in einen Flecken von au�en ein-
dringen und den ganzen Flecken erfassen. Wegen dieser �Ahnlichkeit mit den
hier beschriebenen Mechanismen des Waldbrandmodells, bietet sich das Erd-
bebenmodell als ein Modell an, das die angesprochenen Analogien mit den
fundamentalen Mechanismen des zweidimensionalen selbstorganisiert kriti-
schen Waldbrandmodells oder des coarse-grained Modells aufweist.
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Kapitel 4

Renormierung des

Waldbrandmodells

4.1 Einleitung

In diesem Kapitel werden einige Renormierungsverfahren zum selbstorgani-
siert kritischen Waldbrandmodell diskutiert. Da das Waldbrandmodell ein
Nichtgleichgewichtssystem ist, versagen die konventionellen renormierungs-
gruppentheoretischen Methoden, weil kein detailliertes Gleichgewicht vor-
liegt. Man kann daher den Kon�gurationen des Systems keine Boltzmann
Gewichte zuweisen. In den Kapiteln 2 und 3 sowie in [52] und [59] wurde
gezeigt, dass das zweidimensionale selbstorganisiert kritische Waldbrandmo-
dell auf gro�en und kleinen L�angenskalen ein Verhalten zeigt, dass sich nicht
durch Analogschl�usse von gleichgewichtskritischen Systemen erkl�aren l�a�t.
Es wurde gezeigt, dass kein konventionelles �nite-size Skalenverhalten vor-
liegt, und dass mehr als eine L�angenskala die Dynamik des Modells bestimmt.
Allerdings wurden Indizien daf�ur gefunden, dass beim untersuchten zweidi-
mensionalen Waldbrandmodell durchaus ein Skalenverhalten vorliegt. Dies
ist allerdings komplizierter als bei gleichgewichtskritischen Ph�anomenen. Es
scheint daher nicht prinzipiell unm�oglich zu sein, renormierungsgruppentheo-
retische Methoden zu verwenden, um das Waldbrandmodell zu beschreiben,
aber es ist naheliegend, dass die konventionellen, zur Beschreibung gleichge-
wichtskritischer Systeme ausgearbeiteten Renormierungstechniken deutlich
modi�ziert werden m�ussen, um auf das Waldbrandmodell angewendet wer-
den zu k�onnen.

In den Kapiteln 2 und 3 ist dargestellt worden, dass viele Erkenntnis-
se aus der Perkolationstheorie zu Beschreibung des des Waldbrandmodells
verwendet werden k�onnen. Es liegt daher nahe, die anschaulichen Ortsraum-
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renormierungstechniken aus der Perkolationstheorie [21] als anzupassenden
Ausgangspunkt einer renormierungsgruppentheoretischen Beschreibung des
Waldbrandmodells zu w�ahlen. In [60, 45, 61] wurde bereits ein solches Ver-
fahren vorgeschlagen, dessen Grundlagen in [62] und [63] erarbeitet wurden.
Diese Verfahren haben jedoch konzeptionelle M�angel und f�uhren zu Expo-
nenten, die nicht gegen die wirklichen Exponenten konvergieren.

4.2 Ein cell-to-site Verfahren und die Renor-

mierung der Gr�o�en f und p.

In diesem Abschnitt wird am Beispiel eines zweidimensionalen Dreiecksgitters
ein in [60] vorgeschlagenes

"
cell-to-site\ Verfahren illustriert. Damit wird ein

"
cell-to-site\ Verfahren aus der Perkolationstheorie �ubertragen um das Wald-
brandmodell zu beschreiben. Dieses Verfahren wird als Grundlage f�ur die
Renormierungstheorie verwendet, die im folgenden erarbeitet werden wird.
Das Verfahren wird hier etwas ausf�uhrlicher beschrieben, damit die in Ab-
schnitt 4.4 aufgef�uhrten allgemeinen Regeln einfacher nachzuvollziehen sind.

Bei einem cell-to-site Verfahren werden in jedem Iterationsschritt des Ver-
fahrens mehrere benachbarte Gitterplatze zu einem Gitterplatz eines neuen
Gitters zusammengefa�t. Hierbei k�onnen die Gitterpl�atze vor und nach dem
Iterationsschritt jeweils von einem Baum, einem Feuer oder einer Leerstelle
besetzt sein. Es h�angt von der Kon�guration der Gitterpl�atze ab, die zu ei-
nem

"
Super\-Gitterplatz zusammengefa�t werden, ob der Super-Gitterplatz

durch ein Feuer, einen Baum oder durch eine Leerstelle besetzt wird. Es exi-
stieren diverse Freiheiten bei der Implementierung dieses Verfahrens. Man
kann die Anzahl der zu einem Super-Gitterplatz zusammengefa�ten Gitter-
pl�atze variieren, und kann die Regeln ver�andern, die bestimmen, wie der Zu-
stand des Super-Gitterplatzes von den Zust�anden der Gitterpl�atze abh�angt,
die zu diesem Super-Gitterplatz zusammengefa�t wurden. In Abbildung 4.1
ist f�ur den Fall, dass auf einem zweidimensionalen Dreiecksgitter drei benach-
barte Gitterpl�atze zu einem Super-Gitterplatz zusammengefa�t werden, ein
Beispiel f�ur einen derartigen cell-to-site Iterationsregelsatz angegeben.

Es ist hierbei sinnvoll, einen Super-Gitterplatz dann als Baum zu betrach-
ten, wenn die Zelle der zusammengefa�ten Gitterpl�atze einen zellspannenden
Cluster von B�aumen enth�alt, weil diese Zelle dann, wie der baumbesetzte
Super-Gitterplatz auch, vom Feuer durchschritten werden kann. Wenn min-
destens ein Baum in einer solchen Zelle mit zellspannendem Baumcluster
brennt, wird der komplette zellspannende Cluster vom Feuer erfa�t werden,
und daher ist es sinnvoll, in diesem Fall den Super-Gitterplatz als brennend zu

64



A.)

B.)

C.)

, , ,

, , ,

Legende:

Alle Zellen aus B.) die mindestens

Super Gitterplätze

Baum

Feuer

Zellen

leerer Gitterplatz

einen brennenden Baum enthalten.

Abbildung 4.1: Beispiel f�ur cell-to-site Renormierungsschritte, f�ur das Wald-
brandmodell auf einem zweidimensionalen Dreiecksgitter. Es werden jeweils
Zellen mit 3 benachbarten Gitterpl�atzen zu einem Super-Gitterplatz zusam-
mengefa�t.

betrachten. Wenn die Zelle von zusammenzufassenden Gitterpl�atzen keinen
zellspannenden Waldcluster enth�alt, kann die Zelle nicht vom Feuer durch-
schritten werden und es ist plausibel, den zugeh�origen Super-Gitterplatz als
leer zu betrachten. Die gerade angef�uhrten Regeln lassen neben der Zellgr�o�e
aber immer noch einige Freiheiten bei der genauen Implementierung der in
Abbildung 4.1 beispielhaft angegebene Regeln, weil unterschiedlich de�niert
werden kann, was

"
zellspannend\ ist. Ein Renormierungsverfahren sollte von

diesen Details aber nicht abh�angen. Es ist weiterhin plausibel, dass eine Ver-
gr�o�erung der Anzahl der Gitterplatze, die zu einem Super-Gitterplatz zu-
sammengefa�t werden, zu einer Verbesserung des Verfahrens f�uhren m�u�te,
weil mehr m�ogliche Wege, die das Feuer nehmen kann, in das Verfahren ein-
gehen und so mehr Informationen �uber das tats�achliche Verhalten des Modell
ind das Schema ein
ie�t.

Betrachtet man die Blitzeinschlagswahrscheinlichkeit f und die Baum-
wachstumsrate p als kanonische Parameter des Waldbrandmodells, erscheint
es naheliegend, direkt diese Gr�o�en bei jedem der gerade dargestellten Itera-
tionsschritte umzuformen. Das hei�t: man berechnet, wie die Gr�o�en f(k+1)
und p(k+1) des cell-to-site Iterationsschritts k+1 mit den Gr�o�en f(k) und
p(k) des vorhergehen Iterationsschrittes k zusammenh�angen. Man geht da-
mit analog zu der Umrechnung des Parameters der Besetzungsdichte bei der
Ortsraumrenormierung von Perkolationssystemen vor .

In Abbildung 4.2 ist anhand eines Beispiels mit einer Zellengr�o�e von
3 Gitterpl�atzen schematisch dargestellt, wie man die Gr�o�en f(k + 1) und
p(k+1) aus f(k) und p(k) berechnet. Dazu zerlegt man die Prozesse

"
Baum-

wachstum\ und
"
Baumentz�undung\ der Super-Gitterpl�atze in die meist zahl-
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2

p(k+1)
3x 2x

p(k)(1−p(k))

3x 2x
f(k)(1−f(k))

1x 3x } f(k+1)

3x
p(k)p(k)

(erste Ordnung in f)f(k)(1−f(k))

(erste Ordnung in p)

Bespiel für eien Prozess höherer Ordnung in p

Abbildung 4.2: Beispiel f�ur die Zerlegung der Baumwachstumsprozesse und
der Baumentz�undungsprozesse der Super-Gitterpl�atze in die Prozesse der zu-
geh�origen Zellen. Diese Zerlegung dient dazu, die Werte f(k+1) und p(k+1)
des Renormierungsschrittes k + 1 auf die Werte f(k) und p(k) der vorher-
gehenden Renormierungsschrittes k zur�uckzuf�uhren. Die untere Zeile stellt
einen Proze� dar, der nur Beitrage zu h�oherer Ordnung in f und p liefert,
und daher vernachl�assigt wird.

reichen Prozesse der zugeordneten Zellen, die zu diesem einen
"
Super\ -

Proze� beitragen. Die in Abbildung 4.2 eingetragenen Faktoren 1x, 2x und
3x symbolisieren die Anzahl der jeweiligen Anfangs- und Endzust�ande, die
im Bild jeweils nur durch einen der m�oglichen Zust�ande repr�asentiert werden.
(Es werden hierdurch in Abbildung 4.2 mehrere Prozesse durch einen Proze�
dargestellt, es gibt also 3 � 2 = 6 Prozesse die in erster Ordnung in p zum
Baumwachstum der Super-Gitterpl�atze beitragen und 3�2+1�3 = 9 Prozes-
se die zur Entz�undung eines mit einem Baum besetzten Super-Gitterplatzes
beitragen). Durch die oben erw�ahnte Zerlegung der Super-Prozesse lassen
sich die gew�unschten Beziehungen f�ur f(k+1) und p(k+1) ableiten. Da die-
ser Proze� bei der Renormierung iterativ sehr oft durchgef�uhrt wird, ist nur
die erste Ordnung in f(k) und p(k) relevant, weil f(k) und p(k) immer kleiner
als 1 sind und deswegen h�oherere Ordnungen wegfallen. Nach Abbildung 4.2
folgt in erster Ordnung in p und f mit

p(k + 1) = 6
1p(k) (4.1)

f(k + 1) = (6W1 + 3W2)f(k) (4.2)

die gesuchte Abbildung zur Umrechnung der Werte p und f zwischen den ein-
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zelnen Iterationsschritten k und k+1. Hierbei ist 
1 die Wahrscheinlichkeit,
eine mit genau einem Baum und zwei Leerstellen besetzte Zelle in dem in
Abbildung 4.1A dargestellten Wahrscheinlichkeitsraum von Zellen zu �nden.
W1 ist die Wahrscheinlichkeit, eine mit genau 2 B�aumen und einer Leerstelle
besetzte Zelle auf dem in Abbildung 4.1B dargestellten Subraum von Zellen
zu �nden. W2 ist die Wahrscheinlichkeit, eine mit genau 3 B�aumen besetzte
Zelle auf dem in Abbildung 4.1B dargestellten Subraum von Zellen zu �nden.

4.3 Anforderungen an ein Renormierungssche-

ma zur Beschreibung des 2d SOC Wald-

brandmodells

In diesem Abschnitt werden Schwierigkeiten diskutiert, die bei der Implemen-
tierung des angestrebten Renormierungsschemas f�ur das Waldbrandmodell
auftreten.

O�enbar h�angen die in Abschnitt 4.2 eingef�uhrten Gr�o�en 
1, W1 und
W2 von der Walddichte ab, die gerade im renormierten Bereich vorliegt. Man
steht daher vor dem Problem, plausibel begr�undet zu entscheiden, welche
Walddichte verwendet werden soll. In [60] wurde eine �xe Dichte verwen-
det. Allerdings wurde bereits in [61] darauf hingewiesen, dass die Verwen-
dung von der in [60] verwendeten mean-�eld Walddichte von �� = 1=3 der im
Waldbrandmodell vorliegenden Walddichteverteilung genauso wenig gerecht
wird, wie jede andere �xe Walddichte: Betrachtet man die in Abbildung 2.1
erkennbare 
eckenartige Struktur des Waldbrandmodells, mit Regionen un-
terschiedlichster lokaler Walddichte, so erkennt man, dass Verfahren, die von
einer �xen Walddichte ausgehen, dem zweidimensionalen selbstorganisiert
kritischen Waldbrandmodell nicht gerecht werden, weil diese Verfahren dann
zwangsweise von einer Walddichte ausgehen, die im System so gut wie nie
vorliegt. Daher wurde in [61] vorgeschlagen, das in Abschnitt 4.2 anhand eines
Beispiels eingef�uhrte cell-to-site Verfahren jeweils nur auf einer bestimmten
Walddichte des vorkommenden Dichtespektrums auszuf�uhren und anschlie-
�end alle Ergebnisse zu �uberlagern. Die �Uberlagerung wurde aber in [61] f�ur
den Quotient f(k+1)=p(k+1) ausgef�uhrt und nicht f�ur die jeweiligen Gr�o�en
f(k+1) und p(k+1) einzeln. Die Verwendung dieses Quotienten f=p bei der
�Uberlagerung der Walddichten erscheint aber als eine Diskontinuit�at bei der
Durchf�uhrung des Renormierungsverfahrens: Man betrachtet f und p als ka-
nonische, zu renormierende Parameter des Systems. Als ein Renormierungs-
schritt dieser zwei Gr�o�en betrachtet man man den in Abschnitt 4.2 dar-
gestellten cell-to-site Renormierungsschritt, durchgef�uhrt f�ur alle im Modell
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vorkommenden Walddichten mit anschlie�ender Superposition der Ergebnis-
se f�ur alle diese Dichten. In diesem Sinne erscheint es �uberraschend, dass vor
der Superposition ein Quotient aus beiden Gr�o�en gebildet werden sollte. In
der Tat f�uhrt dieses Verfahren, das Quotienten vor der Superposition verwen-
det, auch zu Ergebnissen, die nicht gegen die gemessenen Werte konvergieren.
Daher wird im weiteren Verlauf dieses Kapitels davon ausgegangen, dass vor
dem �Uberlagerungsvorgang kein Quotient aus f und p gebildet wird.

Bemerkung: Als Argument gegen diesen L�osungsweg, bei dem die Er-
gebnisse zu den verschiedenen Walddichten �uberlagert werden, wird vorge-
bracht, dass bei dem oben beschriebenen Renormierungsschritt Die Wald-
dichte ver�andert wird. Damit arbeitet das cell-to-site Schema also nicht durch
alle Iterationsschritte mit der selben Walddichte. Das Verfahren springt zwi-
schen den einzelnen vorkommenden Walddichten. Als Gegenargument ge-
gen diesen Einwand kann man die Stabilit�at des Modells anf�uhren, die die
Walddichteverteilung bei St�orungen konstant h�alt im Gegensatz zu kritischen
Gleichgewichtssystemen, die durch St�orungen vom kritischen Punkt entfernt
werden k�onnen. Da das Waldbrandmodell selbstorganisiert kritisch ist,
w�urde ein reale St�orung oder eine in Form eines Renormierungsschrittes ge-
dachte St�orung dazu f�uhren, dass sich die typische Walddichteverteilung nach
der St�orung wieder von allein einstellt. Wenn man also, wie hier vorgeschla-
gen, nach jedem cell-to-site Schritt mit einer gleichbleibenden aufgezwun-
genen Walddichteverteilung die Ergebnisse f�ur f und p �uberlagert, so wird
gerade dieser stabilisierende E�ekt im Renormierungsverfahren wiedergespie-
gelt.

Um schlie�lich, analog zu Renormierungsschemata der Perkolationstheo-
rie [21] Exponenten berechnen zu k�onnen, liegt es nahe, den Ausdruck

� =
log(
p
Z)

log(d�(k+1)
d�(k)

)
(4.3)

zu verwenden, wobei Z die Anzahl der Gitterpl�atze pro Zelle darstellt. In
dem in Abschnitt 4.2 behandelten Beispiel ist Z = 3. Die Gr�o�e � ist durch
�(k) = f(k)=p(k) de�niert mit den Zusammenh�angen zwischen f(k + 1),
p(k + 1), f(k) und p(k), die nach obigem cell-to-site Renormierungsschema
mit �Uberlagerung ermittelt wurden. Gleichung 4.3 l�a�t sich analog zu der
in [21] beschriebenen Herleitung f�ur Ortsraumrenormierung bei Perkolations-
systemen ableiten. Es entsteht aber folgendes Problem bei der �Ubertragung
dieses Formalismus aus der Perkolationstheorie:

Wie in Abbildung 2.1 deutlich wird, besteht im Waldbrandmodell nicht
die zur Ableitung n�otige Selbst�ahnlichkeit, weil es nicht m�oglich ist, einen
Ausschnitt kleiner als die Korrelationsl�ange zu �nden, der charakteristisch
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f�ur das System ist. In den Kapiteln 2 und 3 wurde gezeigt, dass im zweidi-
mensionalen selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodell bei den fraktalen
Waldclustertypen innerhalb der Flecken perkolations�ahnliche Verh�altnisse
mit perkolations�ahnlicher Korrelationsl�ange und Selbst�ahnlichkeit vorliegen.
Die kompakten Cluster erzeugen bei ihrem Abbrand die Fleckenstruktur
mit einer weiteren Korrelationsl�ange, die dem mittleren Radius des gr�o�ten
Fleckens entspricht. Selbst�ahnlichkeit in dem Sinne, dass man einen charack-
teristischen Ausschnitt dieses Waldbrandsystems einer Skalentransformation
unterziehen kann und so ein statistisch �aquivalentes System erh�alt, das wei-
terhin charakteristisch f�ur das System ist, ist beim Waldbrandmodell nicht
vorhanden: Die zwei vorkommenden Clustertypen unterscheiden sich in we-
sentlichen Eigenschaften und k�onnen nicht einfach ineinander �ubergef�uhrt
werden. Es gibt auch keinen Systemausschnitt, der charakteristisch f�ur bei-
de Clustertypen gleichzeitig ist. Die nicht vorhandene Selbst�ahnlichkeit wird
durch die Integration �uber das Spektrum der auftretenden Walddichtewerte
umgangen. Hierdurch arbeitet man letztendlich auf einem r�aumlich homo-
genisierten und daher, analog zur Perkolationstheorie, selbst�ahnlichen Sy-
stem. Wenn man bei der �Uberlagerung wesentliche Einzelheiten des Wald-
brandmodells einzeln betrachtet, gehen durch diese Superposition nicht not-
wendigerweise wesentliche Informationen des Modells verloren, wie in Ab-
schnitt 3.3 gezeigt wurde, indem die Clustergr�o�enverteilungen verschieden
gro�er und verschieden dichter Systeme zur tats�achlichen Waldbrandcluster-
gr�o�enverteilung superponiert wurde. Bei der hier vorliegenden Superpositi-
on wird der cell-to-site Iterationsschritt auch f�ur jede Dichte separat durch-
gef�uhrt und anschlie�end wird erst superponiert, so dass die Information zu
jeder Walddichte einzeln in da Schema eingebracht wird, aber Gleichung 4.3
trotzdem die superponierten Gr�o�en

"
sieht\ .

Da in Kapitel 2 gezeigt wurde, dass die Fleckengr�o�enverteilung und die
Walddichteverteilung zusammen wesentliche Eigenschaften des Waldbrand-
systems bestimmen, liegt folgende Hypothese nahe: Man nimmt an, dass das
cell-to-site Iterationsverfahren die Fleckengr�o�enverteilung in das hier vorge-
schlagene Renormierungsschema einbringt und die Walddichteverteilung als
externe Information aufgezwungen wird. Indizien f�ur die Richtigkeit dieser
Annahme kann man �nden, indem Konsequenzen aus dieser Hypothese veri-
�ziert werden: Eine Superposition der im zweidimensionalen selbstorganisiert
kritischen Waldbrandmodell auftretenden Walddichten sollte den mittleren
Exponenten � liefern, der in Simulationen gefunden wird, wenn man �uber das
gesamte Spektrum der auftretenden Walddichten mittelt. Wenn man also die
Beitr�age aller auftretenden Walddichten im Renormierungsschema betrach-
tet, so sollte sich der Exponent � = 0:58 ergeben. Bringt man dagegen nur
eine �Uberlagerung der auftretenden lokalen Walddichten bis hin zur Perkola-
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tionsschwelle ein, so sollten nur die fraktalen Cluster beschrieben werden und
nicht die kompakten. Da in Kapitel 3 der Exponent �1 der fraktalen Cluster
zu �1 = 0:86 berechnet wurde, m�u�te man mit dem aus Gleichung 4.3 ge-
wonnenem1 Exponenten �p und der fraktalen Dimension �perc von fraktalen
Perkolationsclustern �1 durch �1 = �p�perc best�atigen k�onnen.

4.4 Die Renormierungsgleichungen f�ur belie-

bigen Zellengr�o�en

Das in obigen Abschnitten anhand eines Beispiels allgemein besprochene Re-
normierungsverfahren wird im folgenden auf beliebige Zellengr�o�en verall-
gemeinert. Die Gleichungen f�ur die Superposition der Ergebnisse der Itera-
tionsschritte f�ur die verschiedenen Walddichten werden explizit angegeben.
Die Gleichungen werden hierbei in eine derartige Form gebracht, dass sie
exakt durch Algorithmen gel�ost werden k�onnen. Dadurch kann man viele
Renormierungszellengr�o�en betrachten und Trends des Verfahrens bei der
folgenden Auswertung besser erkennen.

Betrachtet man das in Abschnitt 4.2 angegeben Beispiel, so erkennt man,
dass zur Ermittelung der cell-to-site Gleichungen, bei denen die Gr�o�en
f(k + 1) und p(k + 1) auf die Gr�o�en f(k) und p(k) des vorhergehenden
Iterationsschrittes zur�uckgef�uhrt werden, nur folgende Prozesse betrachtet
werden m�ussen:

A.) Prozesse, bei denen eine Zelle, die einem nicht besetzten Super-Gitter-
platz entspricht, durch hinzuf�ugen nur eines einzigen Baumes zu einer
Zelle wird, die einem mit einem Baum besetzen Super-Gitterplatz ent-
spricht. Diese Prozesse sind die einzigen, die zu dem Vorgang

"
Baum-

wachstum eines Super-Gitterplatzes\ in erster Ordnung in p beitragen,
weil f�ur jeden gewachsenen Baum in der Zelle ein Faktor p auftritt und
f�ur jeden leerbleibenden Gitterplatz der Zelle ein Faktor 1 � p auf-
tritt. Diese Prozesse entsprechen dem Proze�, der in Abbildung 4.2 als
oberste Zeile dargestellt wird bei dem in dieser Abbildung illustrierten
Beispiel.

B.) Prozesse, bei denen eine Zelle, die einem mit einem Baum besetzten
Super-Gitterplatz entspricht, durch entz�unden genau eines Baumes der
Zelle zu einer Zelle wird, die einem Super-Gitterplatz entspricht, die
mit einem Feuer besetzt ist. Da jeder entz�undete Baum der Zelle einen

1�p ist der Exponent, der gewonnen wird, wenn man nur Dichten bis zur Perkolations-
schwelle und nicht bis zur maximalen Walddichte hin �uberlagert.
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Faktor f liefert und jeder nicht entz�undete Baum der Zelle einen Faktor
1 � f , tragen nur diese Prozesse in erster Ordnung in f zum Proze�

"
Entz�undung eines Super-Gitterplatzes\ bei. Diese Prozesse entspre-
chen den Prozessen, die in Abbildung 4.2 als zweite und dritte Zeile
von oben dargestellt werden bei dem in dieser Abbildung illustrierten
Beispiel.

Im hier beschriebenen Schema werden keine kombinierten Entz�undungs-
und Wachstumsprozesse betrachtet, weil diese Prozesse nur zu Beitr�agen mit
Produkten aus p und f f�uhren und daher vernachl�assigt werden k�onnen.

Um die Gr�o�e p(k + 1) allgemein durch die Gr�o�e p(k) auszudr�ucken,
muss man alle Prozesse des oben genannten Typs A.) abz�ahlen und mit
Faktoren gewichten, die de�nieren wie wahrscheinlich das Auftreten der An-
fangskon�guration2 des Prozesses bei einer gegebenen Walddichte ist. Dabei
muss von der Menge aller Anfangskon�gurationen ausgegangen werden, die
f�ur den zu beschreibenden Super-Proze�:

"
Baumwachstum bei einem Super-

Gitterplatz\ in Frage kommen. Bei gegebener Walddichte � ist die Wahr-
scheinlichkeit, als Anfangskon�guration eine Zelle mit n B�aumen und Z � n
Leerstellen vorzu�nden, proportional zu �n(1� �)Z�n. Hierbei ist Z die An-
zahl der Gitterpl�atze in einer Zelle. Die R�uckf�uhrung der Gr�o�e f(k+1) auf
Gr�o�e f(k) geschieht analog durch die Abz�ahlung aller Prozesse des oben ge-
nannten TypsB.). Die Gewichtung dieser Prozesse geschieht ebenfalls analog.
Man zieht in dem Schema Anfangskon�gurationen, bei denen einzelne B�aume
in den Zellen nicht brennen, nicht in Betracht, da beim selbstorganisiert
kritischen Waldbrandmodell die durchschnittliche Feuerdichte verschwindet,
und damit auch die Wahrscheinlichkeit, als Anfangskon�guration eine Zel-
le mit einem brennenden Baum vorzu�nden. Weiterhin fallen kombinierte
Entz�undungs- und Wachstumprozesse sowieso aus dem Schema heraus, wie
oben erw�ahnt wurde.

Die Menge aller Ausgangskon�gurationen, die f�ur den Proze�
"
Baum-

wachstum eines Super-Gitterplatzes\ in Frage kommen, sind alle Zellen, die
keinem Super-Gitterplatz entsprechen, der leer ist. Das ist daher die Menge
der Zellen, die keinen perkolierenden Baumcluster (und nat�urlich auch kei-
ne Feuer) enthalten. Sei Bj die Anzahl der Zellen, die j B�aume und keinen
perkolierenden Waldcluster enthalten, so ist

Wi =
�i(1� �)Z�iPZ

j=0 �
i(1� �)Z�iBj

(4.4)

2Anfangskon�gurationen hei�en die Zellen, die vor den Wachstums- und
Entz�undungsprozessen vorliegen. In dem in Abbildung 4.2 dargestellten Beispiel
sind die Anfangskon�gurationen die in der linken Spalte dargestellten Zellen.
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die Wahrscheinlichkeit, als Anfangskon�guration f�ur den Proze�
"
Baum-

wachstum eines Super-Gitterplatzes\ eine Zelle mit i B�aumen vorzu�nden,
bei einer Zellgr�o�e von Z B�aumen. De�niert man Ci als Anzahl der Zellen, die
keinen perkolierenden Waldcluster und i B�aume enthalten (also einem leeren
Super-Gitterplatz entsprechen), aber durch Hinzuf�ugen eines einzigen Bau-
mes zu einer Zelle werden, die einen perkolierenden Cluster enthalten, und
somit dann einem mit einem Baum besetzten Super-Gitterplatz entsprechen,
so ergibt sich mit Gleichung 4.4

p(k + 1) = p(k)
ZX
j=0

CjWj (4.5)

als die gesuchte Beziehung zwischen p(k+1) und p(k), weil es Cj Prozesse
gibt, die als Ausgangskon�guration eine Zelle mit j B�aumen haben und in
erster Ordnung zum Proze�

"
Baumwachstum eines Super-Gitterplatzes\ bei-

tragen. Die Menge aller Ausgangskon�gurationen, die f�ur den Proze�
"
Ent-

z�undung eines (besetzten) Super-Gitterplatzes\ in Frage kommen, sind alle
Zellen, die einem Super-Gitterplatz entsprechen, der von einem Baum besetzt
ist. Das ist daher die Menge der Zellen, die einen perkolierenden Baumcluster
(und keine Feuer) enthalten. Sei Aj die Anzahl der Zellen, die j B�aume und
einen perkolierenden Waldcluster enthalten, so ist


i =
�i(1� �)Z�iPZ

j=0 �
i(1� �)Z�iAj

(4.6)

die Wahrscheinlichkeit, als Anfangskon�guration f�ur den Proze�
"
Ent-

z�undung eines (besetzten) Super-Gitterplatzes\ eine Zelle mit i B�aumen
vorzu�nden, bei einer Zellengr�o�e von Z B�aumen. De�niert man Di als An-
zahl der B�aume, die sich in den perkolierenden Cluster(n) einer Zelle mit i
B�aumen be�nden, so folgt

f(k + 1) = f(k)

ZX
j=0


jDj (4.7)

als die gesuchte Beziehung zwischen f(k+1) und f(k), weil es Dj Prozes-
se gibt, bei denen ein Baum der perkolierenden Cluster der Zellen entz�undet
wird und so aus einer Zelle, die einem baumbesetzten Super-Gitterplatz ent-
spricht, eine Zelle macht, die einem feuerbesetzten Super-Gitterplatz ent-
spricht. Gleichung 4.7 gilt, wenn man als Kriterien f�ur eine zu einem feuerbe-
setzten Super-Gitterplatz geh�orende Zelle fordert, dass die Zelle mindestens
einen perkolierenden Cluster, und mindestens ein Feuer innerhalb minde-
stens eines dieser perkolierenden Clusters hat. Wenn man dagegen erlaubt,
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dass sich das oder die Feuer irgendwo in der Zelle mit mindestens einem
perkolierendem Cluster be�nden d�urfen, so ver�andert sich Gleichung 4.7 zu

f(k + 1) = f(k)
ZX
j=0


jjAj: (4.8)

Die Gleichungen 4.5, 4.7 und 4.8 beschreiben die cell-to-site Iterations-
schritte f�ur ein de�niertes �, das in die Ausdr�ucke 
j und Wj eingeht. Um
die in den vorhergehenden Abschnitten angesprochene Superponierung der
cell-to-site Iterationsschritte f�ur die unterschiedlichen Walddichten durch-
zuf�uhren, muss man die Gleichungen 4.5, 4.7 und 4.8 noch mit der H�au�gkeit
des Vorkommens einer de�nierten Walddichte im zweidimensionalen selbst-
organisiert kritischen Waldbrandmodell gewichten und anschlie�end mit In-
tegralen �uberlagern. Ber�ucksichtigt man das durch Gleichung 3.2 beschrie-
bene Wachstum der lokalen Walddichte der Flecken, so folgt �(t) = 1 �
(1 � �min)e

�pt als Wachstumsverlauf dieser Dichte und Tmax = p�1ln((1 �
�min)=(1��max)) als Zyklusdauer der Walddichteoszillationen eines typischen
Fleckens, wenn �max die maximale, und �min die minimale lokale Walddichte
ist, die in einem derartigen Fleck auftritt. Substituiert man pt ! u, so fol-
gen aus den Gleichungen 4.5, 4.7 und 4.8 die Renormierungsgleichungen mit
Walddichtesuperposition zu

p(k + 1) =
1

M

Z M

0

p(k)
ZX
j=0

Wj(1� (1� �min)e
�u)Cj du (4.9)

(wobei M = pTmax ist), und

f(k + 1) =
1

M

Z M

0

f(k)
ZX
j=0


j(1� (1� �min)e
�u)Dj du (4.10)

beziehungsweise

f(k + 1) =
1

M

Z M

0

f(k)
ZX
j=0


j(1� (1� �min)e
�u)jAj du (4.11)

wenn man die in Gleichung 4.8 zugrundegelegte De�nition eines feuer-
besetzten Super-Gitterplatzes zugrundelegt. Aus diesen Gleichungen erh�alt
man mit Gleichung 4.3 den Exponent �. Verwendet man f�ur M = ln((1 �
�min)=(1 � �max)) anstelle der maximalen Fleckendichte �max die Dichte der
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Abbildung 4.3: Ergebnisse f�ur die in [61] vorgeschlagene Variante eines Re-
normierungsverfahrens. Die Ergebnisse f�ur den Exponenten � sind �uber die
Gr�o�e der Renormierungszellen l aufgetragen. Die Anzahl der Gitterpl�atze
pro Zelle ist Z = l(l + 1)=2. Die Ergebnisse des Verfahrens (durchgezogene
Kurve) konvergieren nicht gegen den gemessenen Wert (gestrichelte Gerade).
Die Ergebnisse wurden an einem Dreiecksgitter ermittelt.

Perkolationsschwelle, so kann man testen, inwieweit das hier beschriebenen
Renormierungsschema die in Kapitel 3 beschriebenen fraktalen Feuertypen
beschreibt und ob das cell-to-site Renormierungsverfahren die Fleckengr�o�en-
verteilung in das Renormierungsschema einbringt.

4.5 Die Auswertung der Renormierungsglei-

chungen

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse, die eine Auswertung der in Ab-
schnitt 4.4 ausgearbeiteten Renormierungsgleichungen ergab, dargestellt. Es
wird gezeigt, dass die Ergebnisse des hier vorgestellte Renormierungsverfah-
rens wesentlich besser gegen die gemessenen und berechneten Exponenten des
selbstorganisiert kritischen zweidimensionalen Waldbrandmodells konvergie-
ren, als die Ergebnisse anderer hier angesprochener Verfahren.
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Um die in den Gleichungen 4.9, 4.10 oder 4.11 verwendeten Gr�o�en zu
ermitteln, wurden die Kon�gurationen der zu analysierenden Zellen von ei-
nem Computerprogramm als bin�are Zahlen aufgefa�t3. Somit konnten f�ur
gegebene Zellengr�o�en alle m�oglichen Verteilungen der B�aume in den Zel-
len durchgegangen werden um die f�ur die Gleichungen 4.9, 4.10 und 4.11
ben�otigten Gr�o�en zu ermitteln. Um die Stabilit�at des Verfahrens zu testen,
wurden unterschiedliche Gitter zugrundegelegt und unterschiedliche Regeln
getestet�, die den Zellen die Baum-, leerstellen- und feuerbesetzten Super-
Gitterpl�atze zuordneten. Um die Konvergenz des hier vorgeschlagenen Ver-
fahrens mit der Konvergenz anderer Verfahren aussagekr�aftig zu vergleichen,
wurden Zellgr�o�en bis zu Z = 25 verwendet. �Uber Z = 25 werden die Re-
chenzeiten unertr�aglich lang. Es besteht im Prinzip die M�oglichkeit, Monte
Carlo Methoden zu verwenden, die eine statistisch ausgew�ahlte Untermenge
aller m�oglichen Kon�gurationen behandelt, um die Zellgr�o�en noch weiter zu
erh�ohen. Es ist jedoch schwierig die Aussagekraft der so erhaltenen Ergeb-
nisse abzusch�atzen, weil die Vernachl�assigung schon weniger Zellen durchaus
gro�en Ein
u� auf die Ergebnisse haben kann. In Abbildung 4.3 sind die
Ergebnisse f�ur das in [61] vorgeschlagene Verfahren dargestellt. Man sieht,
dass die Ergebnisse dieses Verfahrens nicht gegen den mit Simulationen er-
mittelten Durchschnittwert von � konvergiert. Die in Abbildung 4.3 dar-
gestellten Ergebnisse wurden mit einem Dreiecksgitter ermittelt. Bei einem
Quadratgitter liefert das Verfahren �ahnlich schlechte Ergebnisse. Es wur-
de die in Gleichung 4.10 zugrundegelegte Klassi�zierung von Feuern ver-
wendet, jedoch �andert sich das Ergebnis nicht wesentlich, wenn man von
der in 4.11 zugrundegelegten Klassi�zierung ausgeht. Diese Ergebnisse un-
termauern die in Abschnitt 4.2 aufgestellte Behauptung, dass die Gr�o�en
f und p als kanonische Gr�o�en des Modells aufgefa�t werden m�ussen und
das komplette Renormierungsverfahren inklusive der Walddichtesuperposi-
tion einzeln durchlaufen m�ussen. In Abbildung 4.4 werden die Ergebnisse
f�ur das in [45] vorgeschlagene Renormierungsverfahren dargestellt. In [45]
wurden die in Abschnitt 4.4 aufgestellten Renormierungsgleichungen ohne
Superposition (also die Gleichungen 4.5 und 4.7) f�ur beliebig gro�e Renor-
mierungszellen weder in algorithmisch l�osbarer Form aufgestellt noch durch-
gerechnet. Daher wurden in [45] nur Zellen mit maximal 9 Gitterpl�atzen
verwendet und eine Konvergenz gegen den gemessenen Wert von � erschien
m�oglich. Verwendet man jedoch die in Abschnitt 4.4 hergeleiteten Gleichun-
gen und behandelt gr�o�ere Renormierungszellen, so erkennt man, dass das
die Ergebnisse des in [45] vorgeschlagenen Verfahrens nicht konvergieren. Dies
untermauert die in [64] und [61] angebrachte Kritik, dass dieses Verfahren

3Das hei�t, dass B�aume durch eine 1 und Leerstellen durch eine 0 dargestellt wurden.
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Abbildung 4.4: Ergebnisse f�ur den Exponenten � f�ur die in [45] vorgeschla-
gene Variante eines Renormierungsverfahrens, aufgetragen �uber die Gr�o�e
der Renormierungszellen l. Die Anzahl der Gitterpl�atze pro Zelle ist Z = l2

f�ur die gestrichelt-gepunktete Kurve, sonst ist Z = l(l + 1)=2. Die Ergeb-
nisse des Verfahrens (durchgezogene, gepunktete und gestrichelt-gepunktete
Kurve) konvergieren nicht gegen den gemessenen Wert (gestrichelte Gerade).
Die gestrichelt-gepunktete Kurve entspricht dem in [45] angewendeten Ver-
fahren auf einem Quadratgitter und mit den in [45] verwendeten spanning-
conditions. Die restlichen Kurven wurden auf einem Dreiecksgitter mit un-
terschiedlichen Feuerbedingungen ermittelt.

wichtige Aspekte des selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodells au�er
acht l�a�t. In Abbildung 4.4 werden sowohl die in [45] verwendeten cell-to-site
Regeln (gestrichelt-gepunktete Kurve) als auch modi�zierte Regeln verwen-
det, mit dem gleichen, schlechten Ergebnis. Die gepunktet-gestrichelte Kur-
ve in Abbildung 4.4 wurde auf einem Quadratgitter ermittelt, wobei die in
Gleichung 4.7 zugrundegelegten Regel verwendet wurden um zu bestimmen,
wann ein Super-Gitterplatz als brennend klassi�ziert wird. Die eigenwilligen
in [45] verwendeten spanning-conditions wurden auch implementiert: Dem-
nach enth�alt eine Zelle dann einen perkolierenden Cluster, wenn sich ein
Cluster von der linken bis zu rechten Zellenwand erstreckt, nicht aber, wenn
sich der Cluster nur von der oberen Wand bis zur unteren Wand erstreckt.
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Abbildung 4.5: Ergebnisse f�ur die in diesem Kapitel vorgeschlagene Variante
eines Renormierungsverfahrens. Die Ergebnisse f�ur den Exponenten � sind
�uber die Gr�o�e der Renormierungszellen l aufgetragen. Die Anzahl der Git-
terpl�atze pro Zelle ist Z = l(l + 1)=2. Die Ergebnisse des Verfahrens (durch-
gezogene und gepunktete Kurve) konvergieren o�enbar gegen die gemessenen
Werte (gestrichelte Gerade). Die Ergebnisse wurden auf einem Dreiecksgitter
mit unterschiedlichen Feuerbedingungen ermittelt.

Die gepunktete und die durchgezogene Kurve wurde auf einem Dreiecksgitter
berechnet. Ein Cluster in den dreiecksf�ormigen Zellen wird als perkolierend
betrachtet, wenn er sich von einem Eck des Dreiecks bis zu der Wand der
Zelle erstreckt, die dem Eck gegen�uberliegt. Bei der durchgezogenen Kurve
wurde die in Gleichung 4.7 zugrundegelegte Regel verwendet, um zu bestim-
men, wann ein Super-Gitterplatz als brennend klassi�ziert wird. Bei der ge-
punkteten Kurve, wurden dagegen die f�ur Gleichung 4.8 verwendeten Regeln
zugrundegelegt. All diese Varianten zeigen f�ur das in [45] vorgeschlagene Re-
normierungsverfahren keine Konvergenz gegen den gemessenen Exponenten.
In Abbildung 4.5 sind die Ergebnisse des in diesem Kapitel vorgeschlagenen
Renormierungsverfahrens mit Superposition der Walddichten dargestellt. Die
den Kurven zugrundeliegenden Rechnungen wurden auf einem Dreiecksgitter
ausgef�uhrt, wobei f�ur die durchgezogene Kurve die f�ur Gleichung 4.8 verwen-
deten Regeln zugrundegelegt wurden und f�ur die gepunktete Kurve die in
Gleichung 4.7 verwendeten Regeln. Die Rechnungen wurden auch auf dem
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Abbildung 4.6: Ergebnisse f�ur die in diesem Kapitel vorgeschlagene Variante
eines Renormierungsverfahrens. Die Ergebnisse f�ur den Exponenten �1 der
fraktalen Cluster sind �uber die Gr�o�e der Renormierungszellen l aufgetra-
gen. Die Anzahl der Gitterpl�atze pro Zelle ist Z = l(l+1)=2. Die Ergebnisse
des Verfahrens (durchgezogene und gepunktete Kurve) konvergieren o�enbar
gegen den in Kapitel 3 berechneten Wert (gestrichelte Gerade). Die Ergebnis-
se wurden auf einem Dreiecksgitter mit unterschiedlichen Feuerbedingungen
ermittelt.

Quadratgitter mit mehreren plausiblen spanning-conditions durchgef�uhrt. In
allen F�allen ist das Ergebnis �ahnlich zu dem in 4.5 dargestellten: Die Re-
sultate unterschreiten f�ur keine berechnete Variante den gemessenen Wert
des durchschnittlichen Exponenten �. Eine Konvergenz gegen den gemesse-
nen Wert erscheint bei allen Varianten m�oglich, wobei die Konvergenz beim
Quadratgitter wesentlich langsamer ist als beim Dreiecksgitter. Dieses Ver-
halten erscheint plausibel, denn das Renormierungsverfahren arbeitet umso
n�aher am wirklichen Modell je mehr m�ogliche Pfade der Feuerpropagati-
on in das Verfahren eingehen. Beim Dreiecksgitter hat jeder Gitterplatz 6
n�achste Nachbarn, beim Quadratgitter nur 4. Daher bringt man bei ver-
gleichbaren Renormierungszellengr�o�en beim Dreiecksgitter wesentlich mehr
m�ogliche Wege des Feuers in das Verfahren ein und ist so bei vergleichba-
rer Renormierungszellengr�o�e genauer. In Abbildung 4.6 werden schlie�lich
die Ergebnisse dargestellt, die bei der Anwendung des in diesem Kapitel

78



vorgeschlagenen Renormierungsmodells auf die in den Kapiteln 2 und 3 be-
handelten fraktalen Feuertypen ermittelt wurden. in Abschnitt 4.3 wurde
dargestellt, dass man testen kann, ob das cell-to-site Verfahren die Flecken-
gr�o�enverteilung in das Renormierungsschema einbringt, indem man dem
Schema nur Walddichten zwischen der minimalen lokalen Walddichte �min

und der Perkolationsschwelle des jeweiligen Gittertyps aufzwingt. Aus dem
Exponenten �p des so abgewandelten Schemas sollte sich mit �1 = �p�perc
der in Kapitel 3 berechnete Wert �1 = 0:86 f�ur den Exponenten �1 der frak-
talen Clustertypen ergeben, falls das cell-to-site Verfahren die Information
�uber die Fleckengr�o�enverteilung in das Verfahren einbringt. Dies erscheint
prinzipiell m�oglich, da alle Information des cell-to-site Verfahrens vor der Su-
perposition der Walddichten ermittelt wird, wie man an den Gleichungen 4.5
bis 4.11 sieht. Die in Abbildung 4.6 dargestellte gute Konvergenz der Re-
sultate des Verfahrens gegen den berechneten Wert �1 = 0:86 untermauern
diese Vermutung.

4.6 Bewertung der Ergebnisse und der Me-

thodik des neuen Renormierungsschemas

In dem in diesen Kapitel vorgeschlagenen Renormierungsschema wurden neue
Methoden und Betrachtungsweisen eingef�uhrt die Inkonsistenzen der in [61]
und [60] angewandten und in [64, 65] diskutierten Methoden beseitigt. Das
Ergebnis wurde deutlich verbessert und es wurde die Stabilit�at des Verfahrens
gegen plausible Modi�kationen bei den cell-to-site Regeln demonstriert. Bis
zu den Grenzen heute realistisch verf�ugbarer Rechenleistung und Rechendau-
er scheint eine Konvergenz des Verfahrens gegen die gemessenen Ergebnisse
f�ur alle getesteten Variationen m�oglich. Allerdings haben diese Methoden,
die sich an die Ortsraumrenormierung von statischen Perkolationssystemen
anlehnen, den Nachteil, dass die eigentliche Dynamik des Waldbrandmodells
nur bedingt in das Schema eingeht, weil die Propagation des Feuers nicht
ber�ucksichtigt wird. Man kann daher gar nicht erwarten, dass man so ein
Verfahren konstruiert, das ohne das Aufzwingen weiterer �au�erer Informati-
on auskommt. Somit erscheint das Einbringen der aus dem Fleckenwachstum
ermittelten Walddichte in das Schema eher notwendig als unkonventionell.
Das Argument, dass man damit sowieso alle Information des Waldbrand-
modells aufzwingt ist nicht stichhaltig, weil wie in Kapitel 3 gezeigt wurde,
die Fleckengr�o�enverteilung neben der Walddichteverteilung zus�atzlich noch
n�otig ist, um die charakteristischen Eigenschaften des Modells zu beschrei-
ben. Allerdings haben Betrachtungsweisen wie die, dass das cell-to-site Ite-
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rationsschema die Fleckengr�o�enverteilung in das Renormierungsverfahren
einbringt, postulativen Charakter. Best�atigt werden k�onnten diese Aussagen
nur durch eine o�enbare Konvergenz der Ergebnisse des Verfahrens gegen die
gemessenen Ergebnisse. Allerdings bergen ergebnisorientierte Argumentati-
onsweisen grunds�atzlich das Risiko, dass man durch die Auswahl des Ver-
fahrens das Ergebnis anpa�t, und wenn, wie in diesem Fall, die Konvergenz
nicht mathematisch bewiesen wurde, besteht immer die M�oglichkeit, dass
sich sp�ater herausstellt, dass nur eine scheinbare Konvergenz vorliegt.

Man kann daher das vorgeschlagene Verfahren nicht als endg�ultige L�osung
zur Renormierung selbstorganisiert kritischer Systeme verstehen. Da bei an-
deren selbstorganisiert kritischen Systemen wie zum Beispiel beim Erdbeben-
modell [39] auch zwei Arten von Lawinen auftreten [54] und eine 
eckenartige
Struktur auftritt [57], besteht aber durchaus die M�oglichkeit, aufgrund der
hier vorgeschlagen Methoden ein verallgemeinertes Verfahren zu konstruie-
ren.
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Zusammenfassung

Speziell f�ur das Waldbrandmodell wurde in der vorliegenden Arbeit gezeigt,
dass im zweidimensionalen selbstorganisiert kritischen Modell die in Abbil-
dung 2.1 dargestellte 
eckenartige Struktur des Zustandes den Schl�ussel da-
zu liefert, die Dynamik des Modells zu verstehen. Die Ausbildung dieses
Zustands erscheint plausibel, weil die Regeln einen clusterweisen Abbrand
der B�aume nahelegen und das Auftreten von Dichten oberhalb der Perkola-
tionsschwelle angesichts der geringen Wahrscheinlichkeit f�ur einen Blitzein-
schlag plausibel ist. Die hohen Dichten der gro�en abbrennenden Cluster
erkl�aren wiederum die Homogenit�at der Walddichte der Flecken, weil nach
dem Fleckenabbrand nahezu keine B�aume �ubrig bleiben. Der so entstehende

eckenartige Zustand f�uhrt direkt zu der Existenz von zwei Typen von Feu-
ern, einerseits zu den fraktalen Feuern, die in Flecken mit lokaler Walddichte
unterhalb der Perkolationsschwelle brennen und nach der Perkolationstheo-
rie eine fraktale Dimension kleiner als 2 haben. Andererseits zu den kom-
pakten Feuern4, die beim Abbrand der am dichtesten bewachsenen Flecken
entstehen5. Diese zwei Feuertypen erkl�aren das unkonventionelle Skalenver-
halten des zweidimensionalen selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodells
(siehe Abschnitt 3.2.1): Auf kleinen L�angenskalen verhindern Sie ein �nite-
sitze Skalenverhalten analog zu gleichgewichtskritischen Ph�anomenen, weil
die Systeme sich von zeitlich global kaum 
uktuierenden Systemen mit star-
ken r�aumlichen Inhomogenit�aten in der Walddichte zu zeitlich stark oszil-
lierenden r�aumlich homogenen Systemen umformen, wenn die Systemgr�o�e
unter die charakteristische Fleckengr�o�e sinkt und nur noch einen Flecken
umfa�t. Die fraktalen Feuer ver�andern die Walddichte dann kaum, aber die
kompakten Feuer bewirken eine Vernichtung fast aller B�aume. Aufgrund die-
ser Ver�anderung bei kleinen Systemen kann man beim zweidimensionalen
selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodell das Verhalten von Exponen-
ten unendlich gro�er Systeme nicht aus dem Verhalten von kleinen Syste-
men mit den Methoden des �nite-size-Skalenverhaltens ermitteln: Die Feuer-

4Das hei�t, die Feuer haben eine fraktale Dimension von 2.
5Das hei�t, die Flecken haben eine Walddichte oberhalb der Perkolationsschwelle.
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gr�o�enverteilungen von kleiner werdenden Systemen, deren Abmessungen un-
terhalb der Korrelationsl�ange liegen, kollabieren nicht (siehe Abbildung 2.5).
Kleine Systeme verhalten sich anders als gleich kleine Ausschnitte von gro�en
Systemen (siehe Abbildung 2.6 und Abbildung 2.7). Damit folgt, da� kon-
ventionelles �nite-size Skalenverhalten (siehe Gleichung 2.5) nicht erf�ullt ist.

Auf gro�en L�angenskalen bewirken die zwei Feuertypen eine komplizier-
teres Skalenverhalten der Feuergr�o�enverteilung, die durch eine Superpositi-
on der in Gleichung 3.8 und Gleichung 3.14 beschriebenen Beitr�age erkl�art
wird6. Die beiden Beitr�age zur Superposition stammen jeweils von den frak-
talen beziehungsweise von den kompakten Feuertypen. F�ur kleine Korrelati-
onsl�angen superponieren beide Betr�age zu den aus der Literatur bekannten
Feuergr�o�enverteilungen. Jedoch separieren sich die Verteilungen mit zuneh-
mender Korrelationsl�ange: Die Korrelationsl�ange ist als der Durchmesser des
gr�o�ten Fleckens de�niert und damit divergiert auch die Gr�o�e der kompak-
ten Feuer, die jeweils eine kompletten Flecken abbrennen. Dahingegen bleibt
die Verteilung der fraktalen Feuer ab einer gewissen Mindestkorrelationsl�ange
unber�uhrt bei Korrelationsl�angenvergr�o�erungen, da sich an der Verteilung
der sich auf den Flecken perkolationsartig verhaltenden Waldcluster nichts
�andert. Somit separieren die Verteilungen der zwei Feuertypen. Die zwei
Feuervertielungen k�onnen mit einer neuen Skalentheorie beschrieben werden
(siehe Abschnitt 3.2.2). Der asymptotische Exponent der fraktalen Feuer-
gr�o�enverteilung konnte zu �F � 1:45 analytisch berechnet werden (siehe
Gleichung 3.9 bis Gleichung 3.12). Die Ergebnisse und der berechnete asym-
ptotische Exponent konnten durch eine

"
k�unstliche\ Superponierung der zwei

Feuertypen (siehe Abbildung 3.2) und ein coarse-graind Modell (sie Abbil-
dung 3.4) veri�ziert werden. In Abbildung 3.2 kann man gut erkennen, wie
sich die Betr�age beider Feuertypen zu den bisher in Simulationen gefundenen
pseudoskalierenden Verhalten �uberlagern. Bei gr�o�eren Korrelationsl�angen

ie�t die Verteilung auseinander und man kann den asymptotischen Expo-
nenten der fraktalen Verteilung ablesen. Das coarse-grained Modell nutzt die
lokale Synchronisation von Gitterpl�atzen im zweidimensionalen selbstorgani-
siert kritischen Waldbrandmodell und fa�t ganze Gruppen von Gitterpl�atzen
des originalen zweidimensionalen selbstorganisiert kritischen Waldbrandmo-
dells zu einem Gitterplatz zusammen. So kann das coarse-grained Modell
sehr gro�e Korrelationsl�angen auf heute verf�ugbarer Hardware emulieren,
ohne die wichtigen Eigenschaften des Waldbrandmodells zu verlieren. Das
coarse grained Modell best�atigt auch die angef�uhrten Ergebnisse.

Wenn Simulationen zur Best�atigung von Ergebnissen herangezogen wur-
den, wurden au�allende

"
Schmutze�ekte\ erkl�art, um das Verhalten der Si-

6Der tats�achliche Beitrag zur Superposition h�angt von Gleichung 3.14 ab.
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mulationen in allen Parameterbereichen des Modells plausibel zu erkl�aren.
Dabei wurde unter anderem das in Abschnitt A.1 beschriebene Peakspek-
trum in der Waldichteverteilung eines simulationstechnisch beschleunigten
Waldbrandmodells erkl�art, das allgemeine Verwendung �ndet.

Schlie�lich wurde in dieser Arbeit ein Renormierungsverfahren vorge-
schlagen, das sich an die cell-to-site Renormierungsverfahren anlehnt, die
zum Beispiel zur Ortsraumrenormierung von Perkolationssystemen verwen-
det werden. In Abbildung 4.1 sind Beispiele f�ur die Renormierung der Blitzein-
schlagswahrscheinlichkeit f und der Baumwachstumswahrscheinlichkeit p an-
gegeben. F�ur dieses Verfahren muss eine Walddichte � vorrausgesetzt wer-
den. Da jedoch aufgrund der 
eckenartigen Struktur des Systems keine �-
xe Walddichte vorliegt und die Information �uber die Propagation der Feuer
nicht in das Verfahren eingeht, wird dem Verfahren die gemessene Wald-
dichteverteilung des Waldbrandsystems aufgezwungen (siehe Gleichung 4.9
bis Gleichung 4.11). Durch die so erzeugte Homogenisierung erh�alt man
zugleich eine perkolationssystem-�ahnliche Selbst�ahnlichkeit der verschiede-
nen �uberlagerten Walddichten. Diese Selbst�ahnlichkeit ist notwendig, um die
Exponenten zu berechnen. Die entsprechenden Gleichungen wurden in eine
Form gebracht, dass sie f�ur Rechner, entsprechende Leistung vorrausgesetzt,
f�ur beliebige Renormierungszellengr�o�en exakt gel�ost werden k�onnen. Die in
Abbildung 4.5 dargestellten Ergebnisse dieses Verfahren konvergieren besser
als die in Abbildung 4.3 und Abbildung 4.4 dargestellten anderen Renor-
mierungsverfahren. Die errechneten Ergebnisse des Verfahrens konvergieren
o�ensichtlich gegen die gemessenen Werte. Man kann daher das vorgeschlage-
ne Verfahren nicht als endg�ultige L�osung zur Renormierung selbstorganisiert
kritischer Systeme verstehen. Da bei anderen selbstorganisiert kritischen Sy-
stemen wie zum Beispiel beim Erdbebenmodell [39] auch zwei Arten von
Lawinen [54] sowie eine 
eckenartige Struktur auftreten [57] besteht aber
durchaus die M�oglichkeit, aufgrund der hier vorgeschlagen Methoden ein ver-
allgemeinertes Verfahren zu konstruieren.

In dieser Arbeit wurde exemplarisch am selbstorganisiert kritischen Wald-
brandmodell untersucht, was unter

"
kritisches Verhalten\ bei selbstorgani-

siert kritischen Modellen zu verstehen ist. Es wurde gezeigt, dass sich Me-
thoden und Ergebnisse aus der Physik gleichgewichtskritischer Ph�anomene
am Phasen�ubergang auf selbstorganisiert kritische Ph�anomene nicht so leicht
�ubertragen lassen wie in fr�uhere Publikationen oft angenommen wurde. So-
wohl beim �nite-size Skalenverhalten als auch beim Aufbau von Renormie-
rungsschemata zeigten sich un�ubersehbare Unterschiede zwischen beiden Ge-
bieten. Es wurde gezeigt, dass das Verhalten des Modells nicht nur durch
einfache Potenzgesetze beschrieben werden kann, sondern das das Skalen-
verhalten teilweise komplizierter ist. Es wurden Bespiele daf�ur gezeigt, dass
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man sehr vorsichtig sein muss, wenn man aus Simulationsergebnissen allei-
ne Schlu�folgerungen auf das allgemeinen Verhalten eines Modells ziehen
will, weil in dem unendlich gro�em Parameterraum immer noch eine end-
lose Vielfalt von Strukturen verborgen sein kann, die auf den simulierbaren
L�angenskalen nicht gefunden werden kann. Daher erscheint es immer ange-
bracht, nach analytischen L�osungen zu suchen oder zumindest nach mehreren
m�oglichst unabh�angigen Ans�atzen, um Ergebnisse zumindest plausibel zu ve-
ri�zieren.

Angegebene Referenzen belegen, dass �ahnliche Resultate auch bei anderen
selbstorganisiert kritischen Modellen gefunden wurden, so dass die Ergebnisse
dieser Arbeit o�enbar nicht nur auf das Waldbrandmodell, sondern auch auf
andere selbstorganisiert kritische Modelle zutre�en.

Unter all diesen eher vorsichtig stimmenden Ergebnissen wurde jedoch
auch in dieser Arbeit best�atigt, dass vergleichsweise einfache Regeln wie
die des Waldbrandmodells eine gro�e Menge von Strukturen hervorbringen
k�onnen, die umso vielf�altiger zu werden scheinen, je genauer man das Modell
untersucht. Die durch das Modell reproduzierten Strukturen haben durchaus
oft �Ahnlichkeit mit nat�urlichen Ph�anomenen: Von der Struktur autokata-
lytischer Ober
�achenreaktionen [66] �uber das im Mittelpunkt der Untersu-
chungen stehende potenzgesetzartige Verhalten von Me�gr�o�en bis hin zur
Galaxienverteilung [67] oder dem Auftreten von soliton-�ahnlichen Formatio-
nen [68] �ndet man eine F�ulle von Strukturen im Waldbrandmodell wieder.
Die beobachteten Ergebnisse, h�angen von den Parametern, von Regeldetails,
von Beobachtungsl�angenskalen, von der Dimension des Modells, oder auch
von der Genauigkeit ab mit der man bereit ist zu messen. Dies alles sind Pa-
rameter, die auch bei der tats�achlichen Beobachtung nat�urlicher Ph�anomene
Ein
u� haben, so dass die Untersuchung von Computermodellen durchaus
als vielversprechende M�oglichkeit angesehen werden kann um Beschreibun-
gen bislang unverstandener Ph�anomene zu �nden, sei es durch Erkennen
von grundlegenden Mechanismen anhand dieser relativ einfach zu untersu-
chenden Modelle oder dadurch, dass die Simulation der Modelle selber Vor-
hersagen zu nat�urlichen Ph�anomenen erlauben. Das in [67] vorgeschlagene
l�angenskalenabh�angige Skalenverhalten ist ein Beispiel daf�ur, wie die Unter-
suchung von Computermodellen Impulse f�ur die Interpretation vom Me�wer-
ten liefern kann, in diesem Fall die Interpretation von Me�daten zur Gala-
xienverteilung. Das in der vorliegenden Arbeit gefundene komplizierte Ska-
lenverhalten der Feuergr�o�enverteilung, die bei kleinen Korrelationsl�angen
durch ein gew�ohnliches Potenzgesetz gut gen�ahert wird, jedoch bei gro�en
Korrelationsl�angen nur durch eine Superposition von zwei unterschiedlichen
Verteilungen beschrieben werden kann, motiviert durchaus die vielf�altigen bei
nat�urlichen Ph�anomenen gefundenen, n�aherungsweisen Potenzgesetze n�aher
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zu untersuchen.
Das Potential der Modelle, ein umfangreiches Repertoire an Strukturen

hervorzubringen, erscheint somit als Gefahr und Chance zugleich: Die viel-
f�altigen Erscheinungsformen erzeugen so viele Freiheiten, dass die Gefahr
besteht voreilig zu sehr zu verallgemeinern. Andererseits scheinen die Modelle
komplex genug, um ein Ansatz zu sein f�ur Modellierungsmechanismen der
komplexen nat�urlichen Ph�anomene.
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Anhang A

Anhang

A.1 Die Wahrscheinlichkeitsverteilung

der Walddichte

In diesem Abschnitt soll die temporalen Fluktuationen der Walddichte �(t)
der in Kapitel 2 analysierten Modellvariante1 untersucht werden. Es wird
gemessen, wie oft ein bestimmter Wert � in einer gen�ugend langen Zeitreihe
auftritt. Die Ergebnisse werden anschlie�end erkl�art. Weiterhin wird getestet,
wie gut die in Kapitel 2 verwendete Variante das original selbstorganisiert
kritische Waldbrandmodell emuliert, indem Simulationen mit 
uktuierendem
s0 durchgef�uhrt werden.

Im folgenden wird mit w(�)d� die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, die
Walddichte im Intervall [� ; �+d�] vorzu�nden. Die Gr�o�e w(�) ist daher die
Wahrscheinlichkeitsdichte f�ur die Walddichte �, wobei � immer nach dem in
Abschnitt 2.2 beschriebenen Wachstumsschritt gemessen wurde. Man kann
auch an dieser Gr�o�e den in Kapitel 2 erkl�arten �Ubergang von kritischem zu
perkolationsartigem Verhalten beobachten.

In Abbildung A.1, A.2, A.3 und A.4 wird die Wahrscheinlichkeitsdichte
w(�) f�ur verschiedene Werte von L und s0 gezeigt. Wenn s0=L

2 festgehalten
wird und gen�ugen gro� ist, vergr�o�ert sich die mittlere Walddichte mit der
Systemgr�o�e L solange, bis sie einen asymptotischen Wert oberhalb ��c an-
nimmt. Bei festgehaltenem L erh�oht sich die mittlere Walddichte mit gr�o�er
werdendem s0. Abgesehen von der Erh�ohung der mittleren Walddichte kann
man folgende Trends beobachten: (a) Wenn die mittlere Walddichte sich dem
Wert ��c ann�ahert, werden die Verteilungen f�ur w(�) breiter(A.1).

Dies liegt dran, dass die in Abbildung 2.1 sichtbaren Regionen homoge-

1Die Regeln dieser Variante sind in Abschnitt 2.2 beschrieben.
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Abbildung A.1: w(�) f�ur Systeme mit den Parametern s0=L
2=0.005 und L =

63, 100, 1600 (mit den Peaks von links nach rechts). Es wurden die mittleren
Walddichten �� = 0:345, 0:367, 0:407 gemessen.
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Abbildung A.2: w(�) f�ur Systeme mit den Parametern s0=L
2=0.20 und L =

100 (f�ur die durchgezogene Kurve), L = 1600 (f�ur die gestrichelte Kurve). Es
wurden die Walddichten �� = 0:474, und 0:473 gemessen.
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Abbildung A.3: w(�) f�ur Systeme mit den Parametern s0=L
2=0.05 und L =

63, 1600 (mit den Peaks von links nach rechts). Es wurden die Walddichten
�� = 0:402 und 0:423 gemessen. Der eingebundene Plot zeigt w(�) f�ur einen
Modelltest mit einer exponentiellen Wahrscheinlichkeitsverteilung f�ur s0. Die
Werte f�ur L, und der Mittelwert von s0 sind die selben wie die der Kurven
des Hauptplots. Es wurden die Walddichten �� = 0:39 und 0:408 gemessen.

ner Walddichte mit wachsender mittlerer Walddichte �� gr�o�er werden. Wenn
gro�e Regionen existieren, f�uhrt Ein Abbrand eines sich �uber diese Region
erstreckenden gro�en Clusters zu einer merklichen Verringerung der Wald-
dichte des Gesamtsystems. Daher vergr�o�ern sich durch das Wachstum der
Flecken die Fluktuationen der globalen Walddichte. (b) Die Form von w(�)
wird asymmetrisch, wenn man die mittlere Walddichte �uber den kritischen
Wert ��c hinaus erh�oht. Hierbei bewegt sich das Maximum der Verteilung
w(�) mit steigender Walddichte �� weg von ��c und hin zur Perkolationsschwel-
le �perc � 0:59, wie man in Abbildung A.3 sehen kann. Dieser Verhalten kann
man dadurch erkl�aren, dass f�ur mittlere Walddichten �� > ��c die

"

ecken-

artige\ Struktur ersetzt wird durch eine eher homogene perkolationsartige
Struktur, bei der die gr�o�ten Cluster systemspannend sind f�ur Dichten ober-
halb der Perkolationsschwelle.

Sobald die mittlere Walddichte des Systems oberhalb der Perkolations-
schwelle liegt, wird die Wahrscheinlichkeit, dass ein systemspannendes Feuer
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Abbildung A.4: w(�) f�ur Systeme mit den Parametern s0=L
2=0.15 und

L = 115 (f�ur die durchgezogene Kurve), L = 1600 (f�ur die gestrichelte Kur-
ve), L = 10 (f�ur die gestrichelt-gepunktete Kurve). Die Werte f�ur w(��) f�ur die
Systemgr�o�e L = 10 wurden mit dem Faktor 2 multipliziert. Es wurden die
Walddichten �� = 0:454, 0:455; 0:394 gemessen. Der eingebundene Plot zeigt
w(�) f�ur einen Modelltest mit einer exponentiellen Wahrscheinlichkeitsver-
teilung f�ur s0. Die Werte f�ur L, und der Mittelwert f�ur s0 sind die gleichen
wie die der durchgezogenen und der gestrichelten Kurve des Hauptplots. Es
wurden die Walddichten �� = 0:425 und 0:428 gemessen.

auftritt, sehr gro�. Daher ist es sehr unwahrscheinlich, dass sich Dichten �(t)
aufbauen k�onnen, die deutlich oberhalb der Perkolationsschwelle liegen. Dies
erkl�art den Abfall von w(�), sobald der Parameter � die Perkolationsschwelle
�uberschreitet. (c) Wenn man die Systemgr�o�e L bei festgehaltenem p = s0=L

2

vergr�o�ert, treten Peaks in der Verteilung auf, die mit gr�o�er werdendem L
sch�arfer und h�au�ger werden. Dieses Verhalten ist in Abbildung A.2 und Ab-
bildung A.4 dargestellt. Das Verhalten kann erkl�art werden, wenn man sich
verdeutlicht, dass der Unterschied zwischen systemspannenden Feuern und
endlichen Feuern sehr viel deutlicher wird, wenn die Systeme gro� werden.

Im Grenzfall L !1 beein
ussen endliche Feuer die globale Walddichte
�uberhaupt nicht mehr, wohingegen systemspannende Feuer Ein
u� auf die
globale Walddichte haben. Gem�a� dem Wachstumsgesetz _�(t) = p(1� �(t))
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f�ullen die aufeinanderfolgenden Wachstumsereignisse die Dichte auf die Wer-
te 1�exp(�p), 1�exp(�2p), 1�exp(�3p), usw an. Diese Wachstumsschritte
f�ullen die Dichte �(t) nahezu ungest�ort bis hin zu Perkolationsschwelle �perc
auf. Von dieser Dichte an wird es dann sehr wahrscheinlich, dass weitere syste-
mumspannende Feuer auftreten, die ein fast waldleeres System zur�ucklassen.
Diese systemumspannende Feuer treten nicht notwendigerweise sofort auf,
wenn �(t) die Perkolationsschwelle erreicht, denn Blitze k�onnten auf unbe-
setzte Gitterpl�atze tre�en. Weiterhin h�angt die Dichte unmittelbar nach ei-
nem systemspannenden Feuer schwach von der Walddichte unmittelbar vor
diesem Feuer ab. Daher wird der jeweilige neue Wachstumszyklus mit Wald-
dichten �(t) aus der Serie 1 � exp(�p), 1 � exp(�2p), 1 � exp(�3p), usw,
immer wieder leicht verschoben, je nachdem, welche Dichte unmittelbar vor
dem systemspannenden Feuer vorlag. Auf diese Weise entstehen immer wie-
der neue leicht gegeneinander verschobene Serien von Peaks, die im Grenzfall
sehr gro�er Systeme und langer Zeitreihen �(t) fraktalen Charakter ausbilden.
Wenn L kleiner wird, werden die Peaks breiter, bis sie schlie�lich miteinander
verschmelzen.

Die Peaks in der der Dichteverteilung w(�) treten auf, weil der Blitz
gem�a� den in Abschnitt 2.2 de�nierten Regeln nur zwischen zwei Wachs-
tumsschritten mit s0 Wachstumsversuchen auftreten kann. W�aren die Si-
mulationen aber stattdessen mit den Originalregeln unter Verwendung einer
Wachstumswahrscheinlichkeit p und einer Blitzeinschlagswahrscheinlichkeit
f durchgef�uhrt worden, k�onnte der Blitz das System zwischen dem Wachs-
tum von zwei beliebigen B�aumen tre�en. Diese Art von Simulation ist aber
{ wie bereits erw�ahnt { sehr langsam und wurde daher nicht verwendet. Um
sicherzustellen, dass die verwendete, eÆzient simulierbare Version des Mo-
dells keine weiteren Ein
u� auf die Ergebnisse hat als die Erzeugung der
Peaks in w(�), wurden die Ergebnisse mit einer Variante getestet, in der s0
nicht fest ist, sondern gem�a�

P (s0) = (L2p)�1 exp(�s0=(L2p)) (A.1)

verteilt ist. Diese Verteilung gew�ahrleistet, das im Mittel s0 Baumwachs-
tumsversuche gemacht werden und emuliert gleichzeig das Nachf�ullverhalten
eines Systems, das nach den Originalregeln des Selbstorganisiert kritischen
Waldbrandmodells arbeitet. Die Anzahl der B�aume, die zwischen zwei Blitzein-
schl�agen nachwachsen, ist in der Testvariante mit statistisch verteiltem s0
erwartungsgem�a� nur geringf�ugig kleiner als in der Variante mit festem s0,
weil hier meistens weniger als pL2 Baumwachstumsversuche gemacht wer-
den und bei gro�en Wachstumsereignissen die meisten Gitterpl�atze, die zum
nachwachsen ausgew�ahlt werden, schon besetzt sind. Wertet man die mitt-
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lere Walddichte gem�a� Gleichung 2.6 aus, erh�alt man f�ur die Variante mit
statistisch verteiltem s0 geringf�ugig kleinere Werte. Die Wahrscheinlichkeits-
dichte w(�) f�ur diesen modi�zierten Algorithmus mit statistisch verteiltem
s0 sind in den eingebundenen Grafen von Abbildung A.2 und Abbildung A.4
dargestellt. Wie erwartet verschwinden die Peaks, wohingegen die H�ullkurve
unver�andert bleibt mit der Tendenz, dass sich ihr Maximum durch zuneh-
mende �nite-size E�ekte von ��c zu �perc verschiebt.

A.2 Herleitung des Zeitintervalls

zwischen zwei Feuern

In diesem Abschnitt soll der in Abschnitt 2.4 verwendete Ausdruck (p(1 �
��c))

�1 hergeleitet werden f�ur die Zeit, die zwischen dem Auftreten zweier
Feuer vergeht, wenn man einen bestimmten Gitterplatz betrachtet.

Dabei werden die in Abschnitt 2.2 beschriebenen Regeln vorausgesetzt,
wo pro Zeitschritt s0 B�aume zuf�allig auf Gitterpl�atze des Systems verteilt
werden2. Pro Zeitschritt wird ein Gitterplatz zuf�allig ausgew�ahlt und { falls
der Platz mit einem Baum besetzt ist { der Waldcluster, der mit diesem
Gitterplatz verbunden ist aus dem System herausgenommen. Es werden also
s0(1���) = L2p(1���) B�aume pro Zeitschritt in ein System von der Walddichte
�� eingef�ullt, wenn man voraussetzt, das der Nachf�ullvorgang die Walddichte
nicht merklich �andert. Man kann die mittlere Anzahl �st von B�aumen, die
zwischen zwei Zeitticks verbrennen mit

�st = L2p(1� ��)

angeben3. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein gegebener Gitterplatz zwischen
zwei Zeitticks von einem Feuer betro�en ist, ist also mit �st=L

2 = p(1 � ��)
gegeben. Daraus folgt mit (p(1 � ��))�1 die Zeit in Zeitticks, die zwischen
zwei Feuern vergeht, wenn man einen bestimmten Gitterplatz betrachtet.
Geht man davon aus, dass sich das System am kritischen Punkt be�ndet,
so liegt ein Walddichte von ��c vor, und es ergibt sich die Zeit (p(1 � ��c))

�1

zwischen zwei Feuern.

2Es werden nacheinander s0 Gitterpl�atze zuf�allig ausgew�ahlt und mit B�aumen besetzt.
Wenn der Gitterplatz schon besetzt ist, verf�allt der Wachstumsversuch.

3Der Index t bei �st soll andeuten, dass hier nicht die �ubliche Baumanzahl �s gemeint
ist, die zwischen zwei Feuern entfernt wird, sondern die Anzahl von B�aumen, die pro
Zeitschritt entfernt werden.
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A.3 Renormierung in 1d

In diesem Abschnitt wird das in Kapitel 4 vorgeschlagene Renormierungs-
schema mit Superponierung der Walddichten auf das eindimensionale selbst-
organisiert kritische Waldbrandmodell angewendet. So wird gezeigt, dass das
exakte Ergebnis f�ur den Exponenten � des eindimensionalen Falles, das be-
reits das in [45] vorgeschlagene Verfahren liefert, durch die neue Methode
weiterhin reproduziert wird.

Die in Abschnitt 4.4 eingef�uhrten Gr�o�en Ai, Bi und Ci lassen sich im
eindimensionalen Fall geschlossen angeben zu:

AZ = 1; Ai = 0 f�ur i 6= Z (A.2)

Bi =

�
Z

i

�
f�ur i = 0; ::; Z � 1; BZ = 0 (A.3)

CZ�1 = Z ; Ci = 0 f�ur i 6= Z � 1 (A.4)

wobei

� Ai ist de�niert als die Anzahl der Zellen, die i B�aume und einen perko-
lierenden Cluster enth�alt. Im eindimensionalen Fall enth�alt eine Zelle
aus Z aneinandergereihten Gitterpl�atzen nur dann einen perkolieren-
den Cluster, wenn die Zelle vollst�andig mit B�aumen besetzt ist. (Also
ist AZ = 1 und sonst ist Ai = 0.)

� Bi ist de�niert als die Anzahl der Zellen, die i B�aume und keinen per-
kolierenden Cluster enthalten. Wenn die Zelle komplett gef�ullt ist (also
i = Z), perkoliert der Cluster. Alle anderen Kon�gurationen der ein-
dimensionalen Zelle f�uhren zu Zellen ohne perkolierenden Cluster. Die
Anzahl dieser Zellen ergibt sich f�ur i < Z kombinatorisch zu

Bi =

�
Z

i

�
:

� Ci ist de�niert als die Anzahl der Zellen, die i B�aume und keinen per-
kolierenden Cluster enthalten, sich aber durch Hinzuf�ugen eines ein-
zigen Baumes in Zellen mit einem perkolierenden Cluster verwandeln
lassen. Da nur vollaufgef�ullte Zellen mit Z B�aumen einen perkolieren-
den Cluster enthalten, k�onnen nur die Zellen mit Z � 1 B�aumen durch
hinzuf�ugen eines Baumes zu Zellen mit einem perkolierenden Cluster
werden. Es gibt Z Zellkon�gurationen mit Z � 1 B�aumen.
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Damit ergibt sich aus den Gleichungen 4.9 und 4.11 f�ur den eindimensio-
nalen Fall

p(k + 1) =
1

M

Z M

0

p(k)
�(u)Z�1(1� �(u))PZ�1

i=0

�
Z
i

�
�(u)i(1� �(u))Z�i

Z du (A.5)

und

f(k + 1) =
1

M

Z M

0

f(k)Z du (A.6)

wobei
�(u) = 1� (1� �min)e

�u (A.7)

Gleichung A.5 l�a�t sich zu

p(k + 1) =
1

M

Z M

0

p(k)
�(u)Z�1(1� �(u))

1� �(u)Z
Z du (A.8)

vereinfachen, weil
PZ

i=0

�
Z
i

�
�i(1� �)Z�i = 1. Die kleinste auftretende Wald-

dichte �min ist im eindimensionalen Fall 0, weil ein perkoliertendes System
komplett abbrennt. Die gr�o�te auftretende Walddichte �max geht gegen 1,
weil die kritische Walddichte �c im eindimensionalen Fall gegen 1 geht, wie
in [23] gezeigt wurde. In diesem Grenzfall divergiert das durch M = ln((1�
�min)=(1� �max)) de�nierte M !1. Berechnet man Gleichung A.8 f�ur den
Fall M !1, so ergibt sich mit Gleichung A.7 und �min = 0

p(k + 1)

= limM!1
�1
M

Z M

0

p(k)
�Z(1� e�u)Z�1e�u

1� (1� e�u)Z
du (A.9)

= limM!1
�1
M

p(k)ln
�
1� (1� e�M)Z

�
(A.10)

= limM!1
�1
M

p(k)ln

 
1�

ZX
i=0

�n
i

�
(�1)ie�Mi

!
(A.11)

= limM!1
�1
M

p(k)ln

 
e�M

ZX
i=1

�n
i

�
(�1)i�1e�M(i�1)

!
(A.12)

= limM!1p(k)

0
@1� ln

�PZ
i=1

�
n
i

�
(�1)i�1e�M(i�1)

�
M

1
A (A.13)

= p(k)
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wobei beim Schritt von Gleichung A.9 zu Gleichung A.10
R
f

0

(x)=f(x) =
lnjxj genutzt wurde und im Schritt zu Gleichung A.11 der Binomische Satz
verwendet wurde. Beim Schritt von Gleichung A.13 zum Endergebnis wurde
genutzt, dass in der Summe nur eine Konstante vorkommt und additive Ter-
me, die im Grenzfall M ! 1 verschwinden, so dass im Grenzfall M ! 1
bei Gleichung A.13 der Bruch, der die Summe und den Logarithmus enth�alt,
verschwindet. Mit dem gerade berechneten Ausdruck p(k + 1) = p(k) und
Gleichung A.6 folgt �(k + 1) := f(k + 1)=p(k + 1) = Zf(k)=p(k) = Z�(k).
Zusammen mit der f�ur den eindimensionalen Fall angepa�ten Gleichung 4.3

� =
log(Z)

log(d�(k+1)
d�(k)

)
(A.14)

folgt ein Exponent � = 1, der sich unabh�angig von der verwendeten Zellen-
gr�o�e Z ergibt und der dem in [23] ermittelten exakten Ergebnis entspricht.
Das hei�t, dass auch das in dieser Arbeit vorgeschlagene Renormierungs-
schema den kritische Exponenten � des eindimensionalen selbstorganisierten
Waldbrandmodells reproduziert. Dies alleine garantiert allerdings nicht, dass
das Verfahren auch f�ur h�ohere Dimensionen die richtigen Resultate liefert.
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A.4 Tabelle einiger kritischer Exponenten

In diesem Abschnitt werden die durch Simulationen in [29] ermittelten Wer-
ten von Exponenten des selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodells, die
in [23] ermittelten exakten Ergebnisse des eindimensionalen selbstorganisiert
kritischen Waldbrandmodells und die entsprechenden Werte von Perkolati-
onssystemen (siehe [21]) tabellarisch zusammengefa�t. Die Exponenten � der
Waldclustergr�o�enverteilungen und die fraktale Dimension � beziehen sich
immer auf die

"
�uberlagerten\ in heute realisierbaren Simulationen gemesse-

nen Exponenten.

d 1 2 3 4 5 6 7
L 220 16384 448 80 32 20 12
� 2 2.14(3) 2.23(3) 2.36(3) 2.45(3) 2.50(3) 2.50(3)
�perc 2 2.05 2.18 2.31 2.41 2.5 2.5
� 1� 1.15(3) 1.30(6) 1.56(8)y 1.82(10)y 2.01(12)y 2.01(12)y

1=Æ 0� 0.48(2) 0.55(12) - - - -
1=Æperc 1 0.42 0.56 0.69 0.85 1 1
��c 1 0.4081(7) 0.2190(6) 0.146(1) 0.111(1) 0.090(1) 0.076(1)
� 1 1.96(1) 2.51(3) 3.0 3.2(2) - -
�perc 1 1.90 2.53 3.06 3.54 4 4
� 1� 0.58 0.52(3)y 0.53(3)y 0.57(7)y - -

Tabelle A.1: Numerisch ermittelte Exponenten in 1- bis 7-dimensionalen Git-
tern. (Erk�arung der Symbole � = mit logarithmischer Korrektur, y = Bere-
chent aus Skalenrelationene). Die Exponenten mit dem Index

"
perc\ sind die

entsprechenden Exponenten der Perkolationstheorie.
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