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Einleitung

Atomkerne sind komplexe quantenmechanische Systeme. Sie bestehen aus einer endlichen
Anzahl von Teilchen, den Protonen und Neutronen, die gemeinsam Nukleonen genannt wer-
den. Die Nukleonen selbst besitzen durch die Quarks und Gluonen eine innere Struktur. Die
Dynamik dieser Nukleonenbausteine wird von der Quantenchromodynamik (QCD) bestimmt,
die sich in den letzten Jahren als die grundlegende Theorie der starken Wechselwirkung eta-
bliert hat. Es soll also im Prinzip moglich sein, von der QCD ausgehend die Nuklearstruktur
und —Dynamik zu beschreiben und die im Laufe der Jahre entwickelte, erfolgreiche Pha-
nomenologie abzuleiten. Jedoch erweist sich die QCD im relevanten Energiebereich in der
Praxis als nichtanwendbar. Eine Behandlung nach der Stérungstheorie ist wegen der starken
Kopplung nicht durchfiithrbar. So bleibt eine quantitative Beschreibung der Wechselwirkung
zwischen Nukleonen, und somit des Atomkerns als gebundenes System von Nukleonen, im
Rahmen der QCD ein langzeitiges Ziel der Kernphysik.

Als néchste Stufe in der Naherungsskala bietet sich die mikroskopische Betrachtung des
Atomkerns mit den Nukleonen als effektive Freiheitsgrade des Systems an. Dabei geht man
zunichst davon aus, dafs eine nichtrelativistische Behandlung des Problems ausreicht. Die
Zweinukleonenwechselwirkung ist aus Streuexperimenten sehr gut bekannt. Es gibt heut-
zutage mehrere theoretische Ansétze, die in der Lage sind, mit hoher Genauigkeit die in
Experimenten gemessenen Streuphasen zu reproduzieren. Bekannte Beispiele hierfiir sind
u.a. die Bonn— [MHES87]|, Paris— [Lac80] und Argonne—Potentiale [WSA84|. Alle diese Krifte
enthalten einen stark repulsiven ,Core”, einen attraktiven Anteil bei mittleren Abstinden
sowie ein langreichweitiges Ein—Pion—Austauschpotential.

Eine exakte Losung des Vielteilchenproblems anhand der Zweiteilchenwechselwirkungen ist
allerdings nur fiir sehr leichte Kerne moglich. Dabei stellt man zudem fest, daf Dreikorper-
kréfte nicht zu vernachléssigen sind.

Man benétigt also eine Naherungsmethode zur Losung des Vielteilchenproblems. Der Er-
folg des Schalenmodells 14t auf die Annahme schliefsen, daf sich die Nukleonen mehr oder
weniger unabhéngig voneinander in einem mittleren Potential bewegen. Versucht man aber
das nukleare Vielteilchensystem mit Hilfe der nackten Nukleon—Nukleon-Wechselwirkung im
Rahmen der nichtrelativistischen Hartree-Fock—Theorie zu beschreiben, scheitert man an



dem oben erwihnten stark repulsiven Charakter der Wechselwirkung bei kleinen Absténden.
Kenntnisse iiber die Wechselwirkung zweier freier Nukleonen kénnen somit nicht einfach auf
den Streuprozefs im Inneren des Kerns iibertragen werden. Der Einflufs der anderen Nukleo-
nen, insbesondere durch das Pauli—Prinzip, muft beriicksichtigt werden. Durch ihn besitzt
die effektive Nukleon-Nukleon—Wechselwirkung im Kern Eigenschaften, die von denen der
nackten Wechselwirkung grundlegend verschieden sind, z.B. in Hinsicht auf das Verhalten
bei kleinen Abstanden.

Mit der Brueckner—Theorie [RS80] ist es moglich, aus einer reinen Nukleon-Nukleon—Wechsel-
wirkung effektive Potentiale zu konstruieren, die zur Beschreibung von Grundzustandseigen-
schaften im Rahmen einer Hartree-Fock-Theorie verwendet werden konnen. Die effektive
Wechselwirkung, durch die sogenannte G-Matrix dargestellt, wird durch die Aufsummation
aller Leiterdiagramme unter Beriicksichtigung des Pauli-Prinzips bestimmt. Die G-Matrix
ist somit fiir zwei Nukleonen im Medium das Analogon der Streuungsmatrix fiir freie Nu-
kleonen. Praktische Anwendungen dieser Methode erwiesen sich jedoch nur bedingt als er-
folgreich. Es ist beispielsweise nicht gelungen, dadurch gleichzeitig Bindungsenergie und Séat-

tigungsdichte von Kernmaterie zu reproduzieren. Dies wurde als Coester-Band-Phidnomen
bekannt [CCD70).

Bessere Ergebnisse erzielt man durch relativistische Erweiterungen der Brueckner—Theorie.
Jedoch erfordert diese sogenannte Dirac-Brueckner-Hartree-Fock-Theorie zuséitzliche Na-
herungen. Zudem sind die Gleichungen derart komplex, dafs es bisher nicht moglich war,
damit endliche Kerne zu berechnen. Dennoch weist dieser partielle Erfolg darauf hin, dafs
relativistische Effekte bei der Beschreibung des nuklearen Vielteilchensystems ausschlagge-
bend sein konnen. Nukleonen im Atomkern bewegen sich mit Geschwindigkeiten von bis
zu einem Drittel der Lichtgeschwindigkeit. Da die meisten relevanten Grofen vom Quadrat
der Geschwindigkeit abhéngen, sind Effekte von etwa 10% zu erwarten, was den Aufwand
einer relativistischen Behandlung des Problems im Prinzip nicht rechtfertigt. Jedoch er-
geben sich viele Eigenschaften im Kern aus der Differenz zwei grofer Zahlen, sodafs auch
kleine Effekte eine entscheidende Rolle spielen konnen. In der Tat fiihrt eine Behandlung
der Nukleonen als Dirac—Teilchen zu einer natiirlichen Beschreibung des Spins und somit zu
einem besseren Verstindnis der Spin-Bahn-Kopplung. Insbesondere konnten relativistische
Streurechnungen experimentell ermittelte Spin—-Observablen wesentlich besser wiedergeben
als nichtrelativistische Modelle [SW86].

Dennoch muf man feststellen, dafl zur Zeit noch keine praktisch anwendbare mikroskopische
Theorie der effektiven Nuklearwechselwirkung existiert. Dies hat im Laufe der Zeit zu der
Verbreitung verschiedener, von vornherein phanomenologisch motivierter Wechselwirkungen
gefiihrt. Besonderes Merkmal solcher Ansétze sind freie Parameter, die an experimentelle Ei-
genschaften von Kernmaterie und endlichen Kernen angepalst werden. Dabei beriicksichtigt
man die wichtige Erkenntnis aus der Brueckner—Theorie, daf die effektive Nukleon—Nukleon—
Wechselwirkung dichteabhéngig ist. Analog zur Kohn-Sham-Theorie [KS65] wird die Ener-



gie des Systems als ein Funktional der Kerndichte ausgedriickt. Daraus ldft sich dann durch
Variationsrechnung ein effektives, selbstkonsistentes Einteilchenpotential fiir die beteiligten
Nukleonen ableiten. Dieses ergibt iiber die Losung der entsprechenden Bewegungsgleichungen
die Grundzustandsenergie und —dichte des Vielteilchensystems. Nichtrelativistische Ansétze
wie Skyrme [Sky59| oder Gogny [DG80| haben sich in vielen Anwendungen als sehr erfolg-
reich erwiesen. Anhand einiger weniger angepafter Parameter sind sie in der Lage, viele
experimentelle Ergebnisse {iber das ganze periodische System zu reproduzieren.

Fiir eine relativistische Beschreibung des Atomkerns benutzt man Mesonen als Vermittler
der Nuklearwechselwirkung. Der Ausgangspunkt solch einer relativistischen Dichtefunktio-
naltheorie ist eine Lagrangedichte, die den Atomkern als ein System von punktformigen,
durch Austausch von verschiedenen Mesonen miteinander wechselwirkenden Nukleonen be-
schreibt [SW86]. Die Kopplungen sind jedoch auch hier sehr stark, was eine Behandlung im
Rahmen der Storungstheorie unmoglich macht. In der Praxis wird die Lagrangedichte auf
klassischer Ebene behandelt, was vom Standpunkt einer Quantenfeldtheorie der Ersetzung
der Quantenfelder durch Erwartungswerte in geeigneten Zustinden entspricht. Analog zu den
Hartree-Fock-Rechnungen mit dichteabhingigen Skyrme— oder Gognykriften werden freie
Parameter der Theorie an experimentelle Daten angepaft. Dadurch werden vernachlassig-
te Vielteilchen— und Vakuumspolarisationseffekte sowie weitere kompliziertere Korrelationen
effektiv beriicksichtigt. Im Gegensatz zu ihren nichtrelativistischen Gegenstiicken bend&tigt
die Beschreibung des Kerns im Rahmen der Relativistischen Mittelfeldtheorie (RMFT) eine
geringere Anzahl von freien Parametern. Diese besitzen zudem eine offensichtliche physika-
lische Bedeutung. Somit stellt die RMFET eine sehr einfache und elegante Theorie dar, die
mit grokem Erfolg auf viele Probleme der Kernstruktur angewandt wurde [Rin96].

Bei der Beschreibung von Kernen mit offenen Schalen spielen Paarungskorrelationen eine
wichtige Rolle. Obwohl ihr Beitrag zur Bindungsenergie gering ist, verursachen sie eine
Streuung von Teilchenpaaren, und folglich eine partielle Besetzung der Niveaus, um die
Fermi-Kante. Dies beeinfluit viele kollektive Eigenschaften des Kerns, wie z.B. Radien oder
Tragheitsmomente. In den meisten Anwendungen der RMFT wird fiir die Beschreibung
von Paarungskorrelationen die BCS-Naherung verwendet. Dabei werden fiir die Berech-
nung der physikalischen Observablen Besetzungszahlfaktoren eingefiihrt, die mit Hilfe eines
an experimentelle Massendifferenzen angepaften Gap—Parameters ermittelt werden. Wah-
rend fiir Kerne nahe dem Stabilititstal dieses Schema erfolgreich angewandt wurde, ist diese
Methode fiir exotische oder superschwere Kerne nicht direkt geeignet. Zum einen sind ex-
perimentelle Grundzustandsmassen fiir viele dieser Kerne nicht verfiigbar. Zum anderen ist
die BCS—Néaherung nicht in der Lage, die Randbedingungen fiir die Zustédnde im Energiekon-
tinuum zu erfiillen. Eine grundlegendere Methode fiir die Beschreibung von Korrelationen
im Teilchen—Teilchen—Kanal ist aufgrund dessen notwendig. Dies ist im Rahmen einer klas-
sischen Behandlung der Mesonenfelder jedoch nicht moglich, denn der daraus resultierende
Hamiltonoperator stellt ein Einteilchenoperator dar.



Von einer quantisierten Version der Theorie ausgehend gelang es Kucharek und Ring [KR91]
mittels Green—Funktion—Techniken, die Grundlage zur mikroskopischen Beschreibung von
Paarungskorrelationen innerhalb einer relativistischen Quantenfeldtheorie zu entwickeln. Sie
haben Bewegungsgleichungen fiir die Nukleonen ableiten kénnen, die das relativistische Ge-
genstiick zu den klassischen Hartree-Fock-Bogoliubov-Gleichungen darstellen. Dieser For-
malismus erlaubt eine korrekte Beschreibung von Kontinuumszustanden.

Die heute vorhandenen RMFT-Parametersitze sind fiir eine einheitliche Beschreibung von
Mean—Field und Paarungskorrelationen jedoch nicht geeignet [Kuc89|. Das Verhalten dieser
Mesonenaustauschkrifte bei groferem Impulsiibertrag, wie er im Teilchen—Teilchen—Kanal
vorkommt, erwies sich bei Anwendungen in Kernmaterie als unzuldnglich. Als Folge des-
sen wurden bis dato nur Berechnungen mit phinomenologischen Kriften im Paarungskanal
durchgefithrt [GEL96|. Dieser Ansatz ist sehr erfolgreich bei der Beschreibung von Paa-
rungskorrelationen, obwohl sie im Rahmen dieses Modells nicht voll relativistisch beriicksich-
tigt werden. Dies kann dadurch erklart werden, dafs relativistische Effekte keine Rolle im
Teilchen—Teilchen—Kanal spielen [Ser01].

Eine wesentliche Eigenschaft der Mean—Field-Néherung ist die Verletzung bestimmter Sym-
metrien. Das bedeutet, daf die daraus resultierenden Wellenfunktionen die Symmetrien des
zugrundeliegenden Zweiteilchen—Hamiltonoperators nicht erfiillen. Dies ist im Prinzip eine
unerwiinschte Eigenschaft der Theorie. Sie erlaubt jedoch, komplizierte Korrelationen auf
eine einfache Weise zu beriicksichtigen und dadurch eine Ndherung zur exakten Losung des
Vielteilchenproblems zu erhalten. Meist wird die Wellenfunktion des Systems durch eine
Slater-Determinante angenihert, die im allgemeinen die Translations— und Rotationsinvari-
anz verletzt. Besonderes davon betroffen ist die Teilchenzahlsymmetrie bei der Beschreibung
von superfluiden Systemen mittels verallgemeinerter Slater-Determinanten.

In vielen Fillen kann man die Effekte dieser Symmetrieverletzungen vernachlissigen, in man-
chen spielen sie jedoch eine wesentliche Rolle, vor allem im Bereich von Phaseniibergingen.
Es ist ein Nachteil der Mean—Field-N&herung, daf sie zu scharfen Phaseniibergingen selbst
in Systemen fiihrt, bei denen die exakte Losung einen stetigen Ubergang zwischen den zwei
Phasen aufweist. Um eine bessere Beschreibung solcher Systeme im Bereich von Phaseniiber-
gingen zu erhalten, miissen die gebrochenen Symmetrien wiederhergestellt werden.

Dies kann durch eine Projektion auf die Eigenrdume der Symmetrieoperatoren bewerkstelligt
werden. Da die Mean—Field—Theorie eine Variationstheorie darstellt, stellt sich die Frage, ob
diese Projektion vor oder auch nach der Variation durchgefiihrt werden soll. Dabei hat sich
die Projektion vor der Variation als das geeignete Verfahren erwiesen, weil es das relevante
Variationsprinzip beriicksichtigt. Sie wurde jedoch wegen der Komplexitdt der zugehorigen
numerischen Aufgabe bisher hauptsichlich bei Untersuchungen in relativ kleinen Konfigu-
rationsrdumen angewandt. In den meisten Féllen hat man sich auf die BCS-Néherung be-
schrinkt [DMP64]. Bei realistischeren Anwendungen, die eine Teilchenzahlprojektion erfor-
dern, wird oft die Lipkin-Nogami-Niherung benutzt [MCD93, VER96|. Es stellt sich jedoch



heraus, dafs diese das Variationsprinzip verletzt [FO97]. Erst vor kurzem gelang es Anguiano
et al. [AERO1]| mit Hilfe der numerisch hochkomplizierten Gradientenmethode [RS80], voll
projizierte HFB-Rechnungen durchzufiihren, allerdings nur fiir den nichtrelativistischen Fall.

Sheikh und Ring haben kiirzlich unter Anwendung des von Onishi erweiterten Wickschen
Theorems erstmals projizierte HFB-Gleichungen ableiten konnen, die eine exakte Losung der
Variationsaufgabe nach der Projektion zulassen [SR00|. Diese Gleichungen haben dieselbe
formale Struktur wie die herkémmlichen unprojizierten HFB-Gleichungen, wobei lediglich
die Form der mittleren Potentiale elaborierter ist. Dies hat den Vorteil, dafl bereits exi-
stierende Computer—Codes, die bewidhrte numerische Techniken zur iterativen Losung der
HFB-Variationsaufgabe anwenden, mit relativ wenigen Anderungen auf Teilchenzahlprojek-
tion erweitert werden konnen. Weitere Untersuchungen mit einem exakt losbaren Modell
haben anschliefsend gezeigt, dafs die Losung solcher Gleichungen bei den heutigen Rechenlei-
stungen numerisch nicht wesentlich aufwendiger ist, als im unprojizierten Fall [SLRO1].

In der vorliegenden Arbeit werden erstmals projizierte relativistische HFB—Gleichungen fiir
endliche Kerne hergeleitet und gelost. Insbesondere wird dem Effekt der Teilchenzahlprojek-
tion auf die makroskopischen Eigenschaften des Kerns nachgegangen sowie der Frage, ob sie
zu einer (qualitativ) besseren Beschreibung des Vielteilchensystems verhilft.

In den letzten Jahren konnten durch die Fortschritte in der Beschleuniger-Technologie eine
immer wachsende Menge an Information erhalten werden, die schliefllich zu einem genauen
Aufschluf iiber die grundlegende Natur der Nukleon-Nukleon—Wechselwirkung im Inneren
des Kerns verhelfen soll. Dabei kann man verschiedene Forschungsgebiete erkennen, die sich
mit unterschiedlichen Aspekten der starken Wechselwirkung beschéftigen. Bei Zusammensto-
fsen schwerer Tonen in relativistischen Energiebereichen wird die Natur des Quark—Gluonen—
Plasmas und die Grundannahmen der QCD untersucht. Streuexperimente mit Elektronen
und Muonen erforschen die Quark—Gluon—Freiheitsgrade der Hadronen und des Atomkerns
generell. Schlieflich werden durch Experimente bei niedrigeren Energien die Struktur und
Dynamik des Atomkerns sowohl innerhalb als auch auferhalb des Stabilitidtstals untersucht.
Dabei fordern insbesondere die Untersuchungen der sogenannten ezxotischen Kerne, d.h. Ker-
ne weitab vom Tal der f—Stabilitit, mit ,Radioactive Nuclear Beams“ Techniken [NuP00|
neue Aspekte der effektiven Nuklearwechselwirkung zu Tage. Die Studie der Kernmaterie
unter extremen Bedingungen wie z.B. hohen Temperaturen, schnell rotierende Kerne, Su-
perdeformation, Neutronen— bzw. Protonenreiche Kerne u.a. soll Fragen beantworten, die
nicht nur in sich interessant sind. Sie sind auch von wesentlicher Bedeutung fiir ein besseres
Verstdndnis der Nukleosynthese und somit der Entstehung des Universums.

Sehr nahe an der Neutronenabbruchkante kann die schwache Bindung dazu fiihren, daf Va-
lenzneutronen Orbitale besetzen, die sich aufgrund ihrer geringeren Zentrifugalbarriere {iber
die eigentlichen Kerngrenzen hinaus ausdehnen. Bei leichten Kernen kann dies zur Bildung
von Neutronen—Halos fiihren, bei schwereren Kernen konnen Neutronenhiute entstehen. Da



diese Phinomene unter Umstinden nur bei ganz bestimmten Teilchenzahlen auftreten, eig-
nen sich Kernsysteme mit einem {iberméfigen Neutroneniiberschufs besonders gut als Objekt
der vorliegenden Untersuchung.

In Kapitel 1 wird die Grundlage fiir diese Untersuchungen, ndmlich die Relativistische Mean—
Field—Theorie, dargestellt. Thre Lagrangedichte wird vorgestellt und die zugehorigen Bewe-
gungsgleichungen werden abgeleitet. Hier wird die RMFT auf dem Niveau einer klassischen
Feldtheorie behandelt.

In Kapitel 2 werden die Feldoperatoren durch die Einfiihrung kanonischer Vertauschungsre-
lationen quantisiert. Dies ermoglicht die Beriicksichtigung von Paarungskorrelationen. Es
wird auf die Verletzung der Teilchenzahlsymmetrie hingewiesen, die zur Ableitung der rela-
tivistischen HFB—Gleichungen notwendig ist.

Nach einer kurzen Einleitung in die Grundlagen der HFB-Theorie befalt sich das Kapitel 3
mit einer Methode, die eine Wiederherstellung der verletzten Symmetrien, und insbesondere
der Teilchenzahlsymmetrie, erlauben. Unter Anwendung von Techniken der Dichtefunktio-
naltheorie werden hier teilchenzahlprojizierte Hartree-Fock-Bogoliubov—Gleichungen herge-
leitet.

Kapitel 4 verkniipft den in den zwei vorigen Kapiteln entwickelten Formalismus mit der
Relativistischen Mean—Field—Theorie.

Kapitel 5 gibt einen Uberblick iiber die praktische Losung der Gleichungen. Insbesondere
werden die teilchenzahlprojizierten relativistischen HB-Gleichungen fiir sphérische Kerne
vorgestellt und ihr Losungsansatz diskutiert.

In Kapitel 6 werden Ergebnisse fiir drei exotische Isotopenketten dargestellt und diskutiert.
Dabei wird untersucht, inwiefern die Teilchenzahlprojektion Phinomene wie Neutronenhaut
und Neutronenhalo beeinfluft.

Es folgt eine abschlieffende Zusammenfassung mit einer kurzen Diskussion der Ergebnisse
sowie einem Ausblick auf mogliche weitere Untersuchungen fiir die Zukunft.



1 Die Relativistische
Mean—Field—T heorie

Im folgenden wird die Relativistische Mean—Field-Theorie (RMFT), die fiir die Beschreibung
des Atomkerns als Vielteilchensystem verwendet wird, vorgestellt. Zunéchst wird die Lagran-
gedichte prasentiert. Anschliefend werden die zugehorigen Bewegungsgleichungen abgeleitet
und angenommene Niherungen diskutiert.

1.1 Die Lagrangedichte

Grundlage der RMFT ist eine lokale lorentzinvariante klassische Lagrangedichte, die den
Atomkern als ein System von punktférmigen, durch Austausch von Mesonen miteinander
wechselwirkenden Nukleonen beschreibt, [SW86]:

L= L+ Lag + Lins - (1.1)

Der erste Term stellt A freie Nukleonen dar:
A —
Lx =Yt (i9,0" — M) by (1.2)
i=1

wobei 1); ein Dirac—Spinor und M die Nukleonenmasse ist.

Der Term Ly enthilt den freien Mesonenanteil. In dieser Arbeit werden folgende Mesonen
beriicksichtigt, die durch ihre Quantenzahlen Spin .J, Paritit 7 und Isospin T' gekennzeichnet
werden:

e Das skalare c—Meson (J™ = 0%, T = 0) fiihrt zu einer starken Attraktion bei mittleren
Absténden.

e Das isoskalare Vektormeson w (17, 0) ist fiir den abstofenden Anteil der Kernkraft bei
kleinen Absténden verantwortlich.



e Das isovektorielle Vektormeson p (17, 1) sorgt fiir die Isospin—Abhéngigkeit der Wech-
selwirkung.

e Und schlieflich das Photon (17,0), das die elektromagnetische (Coulomb) Wechselwir-
kung zwischen den Protonen vermittelt.

Das frei existierende Meson 7 (07,1) wird hier trotz seiner Bedeutung als Vermittler der
langreichweitigen Attraktion zwischen den Nukleonen nicht explizit beriicksichtigt, da das
entsprechende mittlere Feld die Paritét verletzt. Experimentell wird jedoch festgestellt, daf
die Paritit in sehr guter Naherung erhalten ist, was in einer Mittelfeldbeschreibung reprodu-
ziert werden mufl. Der Austausch eines c—Mesons kann jedoch als Austausch zwei korrelierter
Pionen verstanden werden [Ser92|, welcher nichts an der Paritét des Kerns dndert. So wer-
den durch die Beriicksichtigung des fiktiven c—Mesons kompliziertere Prozesse simuliert, die
zur phinomenologischen Beschreibung des starken attraktiven Teils der Nukleon—Nukleon—
Wechselwirkung notwendig sind.

Der freie Mesonenteil der Lagrangedichte, bestehend aus kinetischen und Massenbeitragen
lautet also:

1 1
L = 5@08“0 - §m302
1 1
— ZQWQW + imiw”w”
T (1.3)
— ZR“VR + Mol
1 14
_ ZFWFM /
mit den Feldtensoren
QY = olw” — "W, (1.4a)
RM = 9rpY — " ™, (1.4b)
FH = gAY — 0"AF. (1.4¢)

Der dritte Term in der Lagrangedichte (1.1) stellt die Wechselwirkung zwischen Nukleonen
und Mesonen dar:

e Das 0—Meson koppelt minimal an die Fermionenmassen:

A
L = =95 ZJ%%‘U - (1.5a)
i=1



e Die Kopplung des w—Mesons erfolgt minimal an die aus den Fermionenfeldern konstru-
ierbare Vektorgrofe, den Baryonenstrom:

A
L‘i‘;m = —Guw ZT/_)HW”T/% . (15b)
=1

e Das p—Meson wird minimal an den isovektoriellen Fermionenstrom angekoppelt:

A
L =—9p ZQ/;i’YuFﬁui/)i . (1.5¢)
i=1

e Das Photon koppelt linear an den Protonenstrom:

A
- 11—
i = =€) iy At (1.5d)
i=1

Dabei stellen g,, g, und g, Kopplungskonstanten des Modells dar, 7 den aus Spinmatrizen
bestehenden Isovektor.

Wie oben vorgestellt, enthilt die Lagrangedichte des Modells nur lineare Kopplungsterme.
Es hat sich jedoch herausgestellt, daf wesentliche Eigenschaften sowohl von Kernmaterie,
wie z.B. Kompressibilitit, als auch von endlichen Kernen, insbesondere Oberflicheneigen-
schaften, in diesem einfachen Modell nicht reproduziert werden kénnen. Boguta und Bod-
mer [BB77] haben daraufhin den o—Massenterm in der Gleichung (1.3) durch ein Polynom
vierter Ordnung

1 1 1
Ulo) = §m§02 + 59203 + 19304 (1.6)

erganzt. Die Parameter g und g3 sind zusétzlich anzupassen. Da das o—Feld stark abhingig
von der Kerndichte ist, entspricht diese Selbstkopplung der o—Felder in gewisser Weise einer
Dichteabhingigkeit der o—Masse, die auch aus grundlegenderen Argumenten zu erwarten
ist [BT92]. Die Selbstkopplung des c—Mesons ist jedoch nur eine Moglichkeit zur Einfithrung
von Nichtlinearitdt. In der letzten Zeit wird es auch mit Nichtlinearitit in den w- und
p-Feldern experimentiert [Bod91, ST94, SAF00].



Zusammenfassend erhilt man also folgende Lagrangedichte fiir die RMFT:

A
Z hi(i7,0" — M)y

1 1 1 1 -
+50u00%0 — §m(2f‘72 — =020° — —g30" — g, Y thithio

3 4
1 v 1 2 Iz - 7y Iz
- ZQ;LVQ + §mwwuw — Gu Z %‘%W T/)z (17)
i=1
nv 1
R;WR + 2mppu —Y9p Z %’Y;ﬁp %

— T A,

- —F Fﬂ”—eZwm

Gleichung (1.7) stellt die Lagrangedichte einer relativistischen Feldtheorie dar, die nun quan-
tisiert und nach den Methoden der Quantenfeldtheorie behandeln werden konnte [[Z80]. Die
Kopplungen sind jedoch sehr stark, was eine Behandlung im Rahmen einer Storungstheorie
verhindert. In der Praxis wird stattdessen die Lagrangedichte (1.7) auf klassischer Ebene
behandelt, was vom Standpunkt einer Quantenfeldtheorie der Ersetzung der Quantenfelder
durch Erwartungswerte in geeigneten Zustinden entspricht.

1.2 Bewegungsgleichungen und Naherungen

Im Rahmen einer klassischen Feldtheorie wird die Dynamik des Systems durch das Hamil-
tonsche Variationsprinzip bestimmt. Fiir jede generalisierte Koordinate ¢; = ;, o, wH, p*,
A* mufs die totale Variation der Wirkung verschwinden:

55 = 5/d4xL(qi, d,ai) = 0. (1.8)

Dies fiihrt zu den Euler-Lagrange—Gleichungen

oL oL
i = 1.9
% =% 0] )
aus der sich fiir die Nukleonen die Diracgleichung
. ol 1—
[fy“ <7,8M — JuWpu — GpTPy — eTSAu> - (M + gga)} =0, (1.10)
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fiir das 0-Meson die Klein—-Gordon—Gleichung

A
(3”3u - m?,) 0="Ys ZT/;ﬂ/)z — 920" — g30°, (1.11)
i=1

fiir das w— und p~Meson die Proca—Gleichungen

A
0, + miwh = g, Y Uiy (1.12)
=1
A
Oy R +mip" =g, Z ViyFTY; (1.13)
=1

und fiir das elektromagnetische Feld die Maxwellgleichung

A
-1
Vi _ A (1 — .
0, F _6;1 Y5 (1 = ) (1.14)

ergeben.

Aus der Diracgleichung 14t sich folgende Kontinuitatsgleichung ableiten, aus der die Erhal-
tung der Baryonenstromdichte folgt:

A
i =0, mit j* =3 Gy (1.15)
=1

Damit lassen sich die Proca—Gleichungen zu Klein—-Gordon—Gleichungen fiir die einzelnen
Komponenten der Vektorfelder vereinfachen:

A
(8,,8” + mi) wh =g, Z iy s (1.16)

i=1

A —

(0,0" +m2) 5" =g, > "7 . (1.17)

i=1

In der Lorentzeichung

0,A" =0 (1.18)

ergibt sich fiir das Photonenfeld

A
-1
VAR _ A1 .
0,0" A e ;:1 viy 2(1 73)1; - (1.19)

11



Da die Lagrangedichte (1.7) nicht explizit von den Koordinaten z* abhéngt, erfiillt der
Energie-Impuls—Tensor

_ Z 55 8L gL (1.20)

die Kontinuitatsgleichung
0,T" =0, (1.21)

aus der die Erhaltung von Gesamtenergie und Gesamtimpuls des Systems

P = /d3xT0“ (1.22)
folgt.

Um obige Bewegungsgleichungen weiterhin zu vereinfachen, beriicksichtigt man physikalische
Symmetrien des zu betrachtenden Systems: Erstens beschrinkt man sich auf stationére
Losungen der Bewegungsgleichungen. Bei der sogenannten Stationdren Niherung wird die
Zeitabhéngigkeit der Losungen fiir die Spinoren ; durch den Faktor exp(ie;t/%) beschrieben,
wobei ¢; die Einteilchenenergie des entsprechenden Spinors darstellt. Zweitens erlegt man
dem System Zeitumkehrinvarianz auf. Somit verschwinden die rdumlichen Komponenten
der Vierervektoren w”, p* und A*. Ferner gilt die Ladungserhaltung. Dadurch wird nur die
dritte Komponente des Isovektors 5* bendtigt, von dem nun lediglich p§ iibrigbleibt.

Nach diesen Vereinfachungen nimmt die Diracgleichung fiir die Nukleonen folgende Form an:
{=iaV+V(r)+ 5 [M+5(r)]} ¢ilr) = eihi(r), (1.23)
wobei 3 =17 und o' = 71" (i =1,2,3).
Zwei Potentiale treten in der Diracgleichung auf: das vektorielle Potential
V(r) = 0u"(x) + g,msn0) + 5 (1 73) 4°(r) (1.24)
und das skalare Potential
S(r) = gyo(r) . (1.25)
Letzteres tragt zu einer effektiven, nichtkonstanten Nukleonenmasse bei:
M*(x) =M + S(r) . (1.26)
Die Klein—-Gordon—-Gleichungen fiir die Mesonenfelder lauten nun

(A +mg)o(r =—gaps(r) — g20°(r) — g30°(r) .

(=A+m2)w’(r whv (L), 1.27b
(—A+m2) p3(r 9pp3(r) , 1.27c
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mit den zugehdrigen Quellen:

A
Ps = Z Dithi (Skalare Dichte) , (1.28a)
A
=> Wy (Vektorielle Dichte) (1.28h)
i=1
A
p3 = Z Vi T3, (Isovektorielle Dichte) , (1.28¢)
Z 1,/) 1 +73)1; (Protonendichte) . (1.28d)

Durch die Mean—Field-Ndherung ergibt sich, daf die Nukleonen ausschliefslich durch die
Mesonenfelder miteinander wechselwirken und sich somit frei in einem mittleren Potential
bewegen. Dieses wird wiederum selbstkonsistent durch die Nukleonenverteilungen bestimmt,
die als Quelle in den Klein-Gordon-Gleichungen auftreten.

Das Spektrum der Diracgleichung (1.23) enthélt nicht nur Losungen positiver Energie, son-
dern gleichermafsen die Antiteilchenzustdnde des Diracsees. Im Prinzip sollen in einer vollen
relativistischen Beschreibung alle Losungen beriicksichtigt werden, in der Praxis fiihrt dies
zu Divergenzen in der Energie und anderen Observablen. Im Fall von endlichen Kernen ist
eine exakte Renormierung extrem kompliziert, da die zugehorigen Gleichungen nur nume-
risch zu 16sen sind und die Struktur der divergierenden Terme sich folglich nicht analytisch
erkennen ldfst. Um dies zu umgehen, werden in der sogenannten No-Sea—Ndherung die im
Grundzustand besetzten Zustidnde negativer Energie und somit die Vakuumspolarisation ver-
nachléssigt.

Die RMFT ist also als effektive Feldtheorie im Rahmen der Mean—Field— und No-Sea—Nahe-
rungen zu betrachten. In diesem Zusammenhang wird angenommen, dafs die Anpassung der
freien Parameter der Theorie an experimentelle Daten die in diesen Ndherungen vernachlés-
sigten Vielteilchen— und Vakuumspolarisationseffekte effektiv beriicksichtigt.
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2 Relativistische Theorie der

Paarungskorrelationen

In der Relativistischen Mean—-Field-Theorie werden die Mesonen als klassische Felder behan-
delt (siehe Kapitel 1). Als Konsequenz stellt der RMFT-Hamiltonoperator einen Einteilchen-
operator dar, der nur Terme der Struktur )"+ enthélt. Paarungskorrelationen erforderliche
Cooperpaare vom Typ "¢+ kommen im Rahmen dieser Naherung nicht vor. Es stellt sich
im folgenden heraus, daf durch die Quantisierung der Theorie Zweiteilchenwechselwirkungen
hervorgehen und somit die Beriicksichtigung von Paarungskorrelationen ermdéglichen.

2.1 Quantisierung der Theorie und
Bewegungsgleichungen

Die Quantisierung der Theorie erfolgt durch die Einfiihrung kanonischer Vertauschungsrela-
tionen. Fiir die Nukleonenfelder sind diese die Antikommutatoren zu gleichen Zeiten:

{wa(n t), 1/);(1‘1, t)} = dap o(r — rl) ) (2.1a)
{tha(r, 1), 95(r" 1)} = {05 (r, 1), 95 (', 1)} =0, (2.1b)

wobei o und [ die Dirac—Indizes an den Fermionenfeldern darstellen.
Fiir die Mesonenfelder gelten die Kommutatoren

[@,(x, ¢), 1L} (', 8)] =8, 0(r — 1), (2.2a)
[@,(x, 1), @, (x', )] = [IL] (xr, £), 11} (r', )] =0, (2.2b)

wobei @, eines der Mesonenfelder o, w#, p*, A* und II,, den entsprechenden Impuls darstellt.
Bei den Vektorfeldern sind x4 und v Lorentzindizes.

Die explizite Form des konjugierten Impulses lautet:
oL

T = o (2.3)
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mit
Gi = 00qi - (2.4)

Der Hamiltonoperator des Systems ergibt sich als Legendre-Transformierte der Lagrange-
dichte:

H(m;, q;) :/dgr [Zﬂ'(rat) Gi(r,t) — L(di, @) | (2.5)

Analog zur Lagrangedichte (1.7) weist der Hamiltonoperator des Systems folgende Struktur
auf:

H = Hx + Hy + Hyy; (2.6)

Fiir den freien Nukleonen— bzw. Mesonenanteil ergibt sich

X

= /d37" VT (—iaV + M), (2.7)

1 1
(IL,I, + Vo - Vo +m2 o) + 59203 + 19304

— — ("1, + Vw* - Vw, +m?2 whw
w w

wrtWw

(H;HW + V-V, + m? ﬁ“ﬁ#)

I Y R R
—
[\
[0S
N

(T4, + VA" VA#)] .

Die Wechselwirkung zwischen Nukleonen und Mesonen wird durch den Operator

H,, = / 07 (e, 1) T 5 (. 1) B (r, ) (2.9)
beschrieben mit folgenden Vertexfunktionen fiir die einzelnen Mesonen:
Lag = 9o0ap fiir das o—Meson, (2.10a)
Ths = 9uVhs fiir das w—Meson, (2.10Db)
f’;ﬁ = 9pVhsT fiir das p-Meson, (2.10¢)
und schlieflich
1
Ty = 67555(1 + 73) fiir das Photon. (2.10d)
Die Feldoperatoren nehmen in der Heisenbergischen Darstellung die Form
b(r, 1) = e (r, 0)e (2.11a)
®(r,t) = P (r,0)e " (2.11b)
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an und erfiillen die Bewegungsgleichung

[H, 4] = —it) (2.12a)
bzw.

[H, ®] = —id . (2.12b)

Der Ubersicht halber werden im folgenden die riumlichen und zeitlichen Koordinaten sowie
die Dirac—Indizes zu einem einheitlichen Index a = («, r) zusammengefalt, sodaf

g = ha(r,t) usw. (2.13)
Man fiihrt nun die Zweipunkt—Green—Funktion
Gap = —i(A| T thathp| A) (2.14)

ein, wobei |A) der exakte Grundzustand des aus A-Nukleonen bestehenden Kernsystems und
T der Zeitordnungsoperator ist.

Durch Differentiation nach der Zeit ergibt sich unter Beriicksichtigung von Gleichung (2.12a)
folgende Bewegungsgleichung fiir die Grofen G g:

> (p— M)aGey =60 — i Y _ Tt (A| Tth Dk | A) (2.15)
mit

Zusatzlich werden zur Beschreibung von Paarungskorrelationen die sogenannten anomalen
Green—Funktionen eingefiihrt [Gor58|:

Fop = —i(A + 2| Tihath|A), (2.17a)

Fupy = —i(A| Thp| A+ 2) . (2.17b)
Die Bewegungsgleichung fiir die Grofen Fyy ist
Y (= M)acFu=—i y T (A+2| ThPpmihy|A), (2.18)
mit der Definition

P =(—i0) — ap) . (2.19)
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2.2 Eliminierung der bosonischen Freiheitsgrade

Gleichung (2.12b) fiihrt zu den Klein-Gordon—Gleichungen fiir das Meson p in Operatorform:
(0,0 +my) @™ =F> da T thy, (2.20)
ab

mit den lokalen Vertexfunktionen
rm = Fgﬁ 8(ra — 1) 0(ra — ) - (2.21)

Das obere Vorzeichen in (2.20) gilt fiir skalare, das untere fiir vektorielle Mesonen. Die o—
Selbstkopplungterme wurden dabei vorerst weggelassen. Dieser Punkt wird im Kapitel 4
noch einmal diskutiert.

Als Losung der obigen Gleichung erhélt man die Feldoperatoren

O™ =F > D™ Tl (2.22)
abm/
wobei D™ den Mesonenpropagator darstellt [IZ80]:
, 1 efik(rfr’)
D" = ——— [ dk b 2.23
(2%)4/ k2 —m2 4 ie ™ (223)
Fiir vektorielle Mesonen ist d,,, durch den metrischen Tensor g 7u ersetzen.

Mit Hilfe von Gleichung (2.22) lassen sich die bosonischen Freiheitsgrade eliminieren und man
erhélt Gleichungen fiir die Green—Funktionen, die nur fermionische Operatoren enthalten:

Z(p - M)achb = 6ab Fu Z FTcDmm’F(Tir:g, <A‘ Tz/)ez/;dz/)cz/;b‘A> ) (224&)
c cdemm/’

S (p—M)acFoy=Fi Y TiDpow i (A+2| Tdhetbatheth|A) . (2.24D)
c cdemm/’

2.3 Die Gor'kov—Faktorisierung

Das Gleichungssystem (2.24) ist zwar exakt aber aufgrund der unbekannten Vierpunkt—
Green—Funktionen in der rechten Seite nicht geschlossen. Dieses Problem wird durch An-
wendung der Gor’kov-Faktorisierung [Gor58| beseitigt, die die Vierpunkt—Green—Funktion
durch das Produkt von Zweipunkt—Green—Funktionen annéhert:

(A| T ebatbeth|A) = (A| Trhetha| A)(A| T iy |A)
= (A[ T ¢epa| AY(A| T ety | A)
— (A] T etfe| A + 2)(A + 2| T Pathy | A)
= —GegGep + GeaGey + FocFyy .

(2.25)
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Der erste Term in der Summe stellt den direkten oder Hartree—Term dar, der zweite Term
den Austausch— oder Fock—Term. Der dritte Term ist fiir die Beschreibung von Paarungskor-
relationen verantwortlich und wird Gor’kov—Term genannt. Die Vernachlassigung der beiden
letzten Terme fiihrt zur Mean—Field—Naherung, die im vorigen Kapitel diskutiert wurde.

In analoger Weise erhilt man

(A+2| Tetpgbehy|A) & =GeaFup + GecFay + FyeGep - (2.26)

Genauergenommen sollte in der obigen Gleichung statt GG, die normale Green—Funktion des
(A + 2)-Teilchen—Systems stehen. Die Vernachlédssigung dieses Unterschiedes fiihrt zu der
aus der BCS—Theorie wohlbekannten Verletzung der Teilchenzahlsymmetrie.

Mit der Konvention, dafs iiber gleiche Indizes summiert wird, 1aft sich das Gleichungssy-
stem (2.24) nun schreiben:

(p — M)acGep = Sap £ TR D Tt GegGly
F il Dy T Goa G (2.27a)
F il D T FogFoy |
(B — M)eaFep = iU D Ut Gea oy
F il Dy T Gog o (2.27b)
£ i Dy T Fgo Gl -

2.4 Vernachlassigung der Retardierung

Im néchsten Schritt wird die Zeitabhéngigkeit der Mesonenpropagatoren vernachléssigt. Dies
wird als instantane Ndiherung bezeichnet und entspricht im Mesonenpropagator

i
(k)2 — k2 — m?

1

(2.28)

der Vernachlissigung der Energie k° gegen die groke Masse der beteiligten Mesonen. Somit
werden nur stationdre Mesonenfelder beriicksichtigt, die mit der nukleonischen Struktur des
Kernsystems stets im Gleichgewicht sind.

Mit dieser Ndherung wird die Wechselwirkung lokal in der Zeit, sodaf bei gleichen Zeiten gilt
F =~F°, (2.29)

Das Gleichungssystem (2.27) ist nun geschlossen.
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2.5 Die Dirac—Hartree—Fock—Bogoliubov—Gleichungen

Mit Einfiihrung der Einteilchendichte

pus = (Al 6] A) (2.30a)
und der anomalen Dichte (Paarungstensor)
Rap = <A|’¢)b’¢)a|A> (230b)

nimmt das Gleichungssystem fiir die Green—Funktionen unter Beriicksichtigt von (2.29) in
Matrixform folgende Gestalt an:

(260 —ap — ﬁz)ac _Aac Gcb . 5ab
( AZa (_iaﬂ —ap — B2)0a> (Fcb> B ( 0 ) . (2.31)

Dabei ist
Ea,c = 6acM + Faca (232&)
Fac = VadcePed — Vadecped ) (232b)
Aac = VaedeRde - (232C)

Hierbei wurde folgendes zeitunabhingiges Zweiteilchenpotential definiert

Vabea = F7° Tt D™ 2Ty . (2.33)

Noch zu beriicksichtigen ist die Zeitabhingigkeit der Funktionen G und F in der Glei-

chung (2.31). Wegen der zeitlichen Translationsinvarianz hingt G, lediglich von der Dif-

—2iAtq

ferenz t, — t, ab. Bei I}, kommt zusitzlich der Faktor e hinzu, dessen Ursprung von

der quantenmechanischen Formel fiir die zeitliche Ableitung eines beliebigen Operators O(t)
herriihrt:

B (AJO(1)|A +2) = i(Ex — Eays)(AlO(t)|A + 2). (2.34)

Die Differenz zwischen den Grundzustandsenergien E 4.5 und E4 betrigt 2), wobei A\ = 9F/an
das chemische Potential darstellt.

Durch eine Fourier—Transformation

Gap(w) — W)t Ga(t)
(Fab(w)> = /dt (Fab(t)> (2.35)

wird die Zeitabhédngigkeit anschlieffend eliminiert und man erhilt fiir das Gleichungssy-
stem (2.31)
G(w) 1
— K = 2.36
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wobei

(h=-Xx A
9{=(_N _h*ﬂ) 231)

die relativistische Form der Hartree-Fock—Bogoliubov—Matrix darstellt, die in [KR91] Dirac—
Hartree-Fock-Bogoliubov—Matrix genannt wurde, weil A den Dirac-Hamiltonoperator dar-
stellt:

h=ap+ (Y. (2.38)

Mit Hilfe einer Spektralzerlegung erhéilt man:

U, U V*Vy
Gop(w) = § ( v by av " bV 2.39
(@) - w—e,,+i77+w—|—e,,+i77’ (2.392)
V., U: U* Vi
Fy(w)=)_ AR AL (2.39b)

—~w—e,—i w+te,—in

Die Pole der Green—Funktionen G(w) und F'(w) sind die Quasiteilchenenergien und die Am-
plituden

Uny = (Alth] A + 1,0) (2.40a)
Var = (AlYF|A—1,v) (2.40D)

die HFB—Koeffizienten.

Somit wurde das relativistische Gegenstiick zu den klassischen Hartree-Fock-Bogoliubov—
Gleichungen hergeleitet, die sogenannten Dirac-Hartree-Fock-Bogoliubov-Gleichungen:

h—X A U, U,
(—A* —h* 4 A) (V) - (v) ' (2.41)

Die Losungen U, und V, stellen jeweils einen Dirac-Spinor dar:

U, FU
(V>: | (2.42)

wobei G fiir die ,,grofe” und F' fiir die ,kleine“ Komponente des Diracspinors steht. Daraus
werden relativistische Dichten

GGy Gy Ff GGl G, FJ
p=VVi="V"V "V V| und k=VU =V U VU (2.43)
(Fvct Py Fyf F.G] FyF

berechnet, die wiederum die Potentiale (2.32) bestimmen. Die Losung des Systems hat somit
selbstkonsistent, zu erfolgen.
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3 Symmetrie—Projizierte
HFB—-Gleichungen

Im letzten Kapitel wurde auf die Verletzung der Teilchenzahlsymmetrie hingewiesen, die
bei der Ableitung der Dirac-Hartree—-Fock—Bogoliubov—Gleichungen entsteht. In diesem Ka-
pitel wird eine Projektionsmethode entwickelt, die es erlaubt, verletzte Symmetrien, und
insbesondere die Teilchenzahlsymmetrie, wiederherzustellen. Das Ergebnis sind projizier-
te HFB-Gleichungen, die dieselbe algebraische Struktur ihrer unprojizierten Kontrahenten
aufweisen und sich somit durch dieselben bew#hrten numerischen Techniken behandeln las-
sen. Lediglich die Ausdriicke fiir das Hartree-Fock—Potential und Paarungsfeld sind dabei
aufwendiger.

Zunichst werden Grundlagen der HFB-Theorie vorgestellt. Die projizierte Energie wird dann
eingefithrt und durch Norm- und Hamiltonoperatorsiiberldppe ausgedriickt. Anschliefsend
wird es gezeigt, dak diese sich wiederum durch die HFB-Dichten p und x ausdriicken lassen.
Es folgt eine Ableitung der HFB—Gleichungen unter der Annahme, daf das Energiefunktional
sich vollstdndig durch p und x ausdriicken lafst. Schlieklich werden teilchenzahlprojizierte
HFEFB-Gleichungen hergeleitet.

3.1 Grundlagen der HFB—Theorie

Ausgangspunkt ist ein Hamiltonoperator, der im allgemeinen einen Einteilchenanteil und
eine Zweiteilchenwechselwirkung beinhaltet:

1 _
H — Z eTLlTLQw;lT/)nz + Z Z UTL17L27L3TL41/)7<7|;1 Jan4wn3 . (31)

nin2 nin2nang

Die Feldoperatoren ¢ und 1, (n = 1,..., M) stellen Erzeugungs— bzw. Vernichtungsope-
ratoren dar. Die Vernichtungsoperatoren erfiillen

(" |_> =0 (3'2)
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fiir alle n, wobei |—) das Fermionenvakuum darstellt. Das antisymmetrisierte Zweiteilchen-
matrixelement wird definiert durch

Uninanang = (Mane|V|nans — nang) . (3.3)

Man fiihrt nun einen Satz von Quasiteilchenoperatoren ein, die durch eine lineare Transfor-
mation der Feldoperatoren entstehen:

Qp = Z (U:kl/)n + VJmI) ) (3.4a)

n

n

Das Quasiteilchenvakuum |®) ist eine verallgemeinerte Slater—Determinante und wird so
definiert, dafs

oy, |®) =0 (3.5)

fiir alle £ erfiillt wird. Im Zusammenhang einer Mittelfeldtheorie stellt |®) eine Néherung fiir
den Grundzustand des Systems dar. Da die Quasiteilchentransformation Erzeugungs— und
Vernichtungsoperatoren vermischt, entspricht |®) keinem Zustand mit scharfer Teilchenzahl.

In Matrixform nimmt die Quasiteilchentransformation (3.4) folgende Gestalt an:

(2) = (2 7) (2) = () o

Da die Quasiteilchenoperatoren dieselben Vertauschungsrelationen erfiillen miissen, wie die
urspriinglichen Operatoren, mufl die Transformationsmatrix W unitér sein:

WW = WWH = 1. (3.7)
Dies fiihrt zu folgenden Relationen zwischen den Koeffizienten U, und V,;:
Utu+Vv+tv =1, UUr+VVT =T, (3.8a)

U'V+VvViu=0, UVI+VU'=0. (3.8b)

Die im Kapitel 2 eingefiihrten Dichten lassen sich durch die Transformationskoeffizienten in
folgender Form ausdriicken:

p=VVT (3.9a)
k=VUT=-UVT (3.9b)
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Daraus wird ersichtlich, dal p hermitesch und s antisymmetrisch ist:

pt=p,

K = —K.

Weiterhin folgt aus den Unitaritétsrelationen:

Valatin|Val61| definiert die verallgemeinerte Dichtenmatrix

fRE(p & ):W(O 0)W+.
—Kk* 1—=p* 01

Mit Hilfe von (3.11a) folgt

R?=R.

(3.10a)
(3.10b)

(3.11a)
(3.11b)

(3.12)

(3.13)

Es stellt sich heraus, daf die Matrix R den HFB—Zustand |®) eindeutig definiert. Desweiteren

wird sie durch die Quasiteilchentransformation W diagonalisiert [RS80].

Ein wichtiges Konzept der HFB-Theorie stellt die sogenannte kanonische Basis dar. In der

kanonischen Basis ist die Dichtenmatrix p diagonal und ihre Eigenwerte sind die Besetzungs-

wahrscheinlichkeiten v des Zustandes k. Der Paarungstensor x nimmt in dieser Basis die

kanonische Form an:

0 U101 0
— U171 0

O 0 ULV
—UkVk 0

(3.14)

Die HFB—Wellenfunktionen weisen in der kanonischen Basis dieselbe Struktur wie BCS—

Wellenfunktionen auf.

3.2 Die projizierte Energie

Man definiert einen allgemeinen Projektionsoperator

. / dgd' (9)R(g) .

(3.15)
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wobei R(g) einen Symmetrieoperator darstellt und das Integral iiber alle Elemente g der
Symmetriegruppe lauft.

Unter der Annahme, daf der Hamiltonoperator H mit dem Symmetrieoperator I%(g) kom-
mutiert, ist die projizierte Energie gegeben durch:

(@[HP'|®) _ [dgd'(g)(P|HE(g)|P)

El = = (3.16)
(@IP|2) [ dgd!(g)(@|R(g)|®)
Es werden nun ,gedrehte” Slater—Determinanten definiert
R(g) |® :
lg) = ﬁ, mit |0) = |P), (3.17)
(®|R(g)|®)
und die Koeffizienten
w(g) = d'(9)(®|R(g)|®) (3.18a)
und
o) = D sodab [ dgy(o) =1, (3.18b)
Jdgx(g)
eingefiihrt.
Letztere erfiillen
z(—g) ="(g), (3.19a)
y(—=9) =y"(9), (3.19b)
wobei ein negativer ,Winkel“ die inverse Umdrehung bedeutet:
R(~g) = B*(g) . (3.20)
Damit 148t sich die projizierte Energie (3.16) schreiben
_ Jdga(g OIH l9) /
E! dg 0|Hl|g) . 3.21
e y(g)0lo) (321)

3.3 Die Uberlapp—Integrale

Um die Uberlapp-Funktionen (®|R(g)|®) und (0|H|g) zu berechnen, bedient man sich des
von Onishi erweiterten Wickschen Theorems [RS80], das erméglicht, diese Uberlippe durch
die HFB-Koeffizienten der Slater-Determinanten |0) = |®) und |g) o< R(g) |®) auszudriicken.
Die HFB-Koeffizienten des Zustandes |g) sind gegeben durch

U,=D,U, (3.22a)
V,=D:V, (3.22b)
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wobei die Matrix D, den Symmetrieoperator R(g) in der Basis der Einteilchenzustinde |n) =
al |—) darstellt:

{Dy} = (n|R(g)I). (3.23)
Aus (3.22) folgt

W, = D,W, (3.24)

D, 0
D=7 .| (3.25)
g ( 0 Dg>

Mit Hilfe des Thouless-Theorems kann man das Quasiteilchenvakuum |®) im Fall gerader

wobei

Teilchenzahl durch die Feldoperatoren ausdriicken:

@) = Ne? |-) (3.26)
mit
2= Zuwtbi1) (3.27)
n<n'
wobei die Matrix Z durch
Z=VU"=—pr! (3.28)

gegeben wird und N ein Normierungsfaktor ist:
N = /| DetU| = Det(1 — Z* 7). (3.29)

Somit 14t sich schreiben:
(®|R(g)|®) = | Det U] (—|e” e |), (3.30)
mit
Zy =V U (3.31)
Man fiihrt nun die Funktion
G,(\) = (—|eZ e | -) (3.32)
ein. Sie erfillt
Gy(N) = %Gg()\) Trin(l — A\Z*Z,) . (3.33)
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Die Integration obiger Differentialgleichung ergibt

Gy(N) = M AE4) = 4 [Det(1 — AZ+7,)

Setzt man nun den Ausdruck fiir G,(1) in (3.30) ein, so folgt

Det(1 — Z*Z,)

(D|R(g)|®) = i\/ Dol 77) +4/Det D,\/Det N, ,

wobei die Matrix NN, definiert wurde durch

Ny =UTU;s + VTV =U'D;U* + VD V* .

Fiir den Hamiltonoperatorsiiberlapp ergibt die Onishi-Formel [RS80)]

(0|H|g) = H(g) = Hsp(9) + Hpn(g) + Hpp(9),

mit
Hyp(9) = nunapuon (9) = Trlep(g)]
ning
1 _
Hyn(g) = 2 Z UninangnaPrgny (9)Prans (9)
ninen3ng
1
=5 Tr[C(g)r(g)]
und

1 — — %
pr(g) = Z Z UTL1’rL2TL3TL4K/n1n2 (g)HTL?ﬂM (g)

nin2n3ng

1 1

= —5 Tr[A(g)w" (9)] = —5 Tr [A"(g)s(9)] -

2
Dabei wurden folgende Felder eingefiihrt:

Lning(9) = Z Unynangna Prans (9)

nang

1 _
An1n2 (g) = 5 Z UninangnaFngng (g) )

n3ng

A * 1 — % —
Amnz (g) = 5 Z Fnang (g)vn?)nwmz )

n3ng

_ 1 B B
Aniny(9) = 2 Z UninongnaFngna (9) -

nan4
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(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38a)

(3.38D)

(3.38¢)

(3.39a)
(3.39b)
(3.39¢)

(3.39d)



Die oben auftretenden generalisierten Dichten sind gegeben durch

pun (9) = (Otbalg) = {V, NSV} (3.40a)
’inn’(g) = <0|1/)n"¢}n|g> = {V;NQ_IUT}WL, , (340b)
—Fpr (9) = (0| |g) = {U; N, VT (3.40¢)

Um die projizierte Energie als Funktional der Dichten (3.9) zu schreiben, werden die Uber-
lappe nun ebenfalls durch diese ausgedriickt:

- Det D
(P|R(g)|®) =+ — (3.41)
\/Det pDet Cy
mit

0;1 = ppg — KKy, (3.42)

wobei die ,,gedrehten” Dichten eingefiihrt wurden:
Pg = Dng;“ ) P-g = D;PDQ ) (3.43a)
kg =DyD],  k_g=DJKD;, (3.43D)
Zy=D,ZD,, Z_,=D]ZD}. (3.43¢)

Auch die Hamiltonoperatorsiiberldppe (3.38) konnen durch die HFB-Dichten mittels folgen-
der Relationen ausgedriickt werden:

p(9) = pyCyp (3.44a)
k(g) = pyCyk, (3.44b)
K (g) = kyCyp - (3.44c)

3.4 Die Variationsgleichungen

Im letzten Abschnitt wurde die projizierte Energie als Funktional der HFB-Dichten p und
k ausgedriickt. Diese sollte nun nach den unabhingigen Variablen p,,, Re pum, Im ppp,,
Re Ky, und Im Ky, fiir n < n/ unter der Zwangsbedingung R? = R variiert werden. Dies ist
dquivalent mit einer Variation nach den unabhéngigen Parametern pp,, ppn, 05 Ko und
kr.,, ebenfalls fiir n < n' und unter derselben Zwangsbedingung.

Der Variationsansatz lautet

§{E(p,r) — Tr [A(R* —=R)]} =0, (3.45)

wobei A, Lagrangemultiplikatoren darstellen.
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Die Variation der projizierten Energie l4ft sich schreiben als:

OF OF OF ) )
E= = i ——— 0K, — 5pum, (3.4
0 ( 6pn n a * 5pn 'n a/’fn’n 5571 n + a’i;kyn 6Hn n) + zn: apnn 6p (3 6)

[ — Do firn <n', (3.47a)
OF
Apw = "o fir n <n'. (3.47b)
Da das Funktional E reell ist, gilt
E
pe, = 98 (3.482)
apn’n
OF
AY = — . 3.48b
= (3.450)
Desweiteren folgt aus den Gleichungen (3.10)
. (3.49a)
App = —Apry . (349b)

Somit 1akt sich die Variation der projizierten Energie in folgende Form umschreiben:

oF oF o))
(Z apn n Pr a * pn n a/’in’n K a * Ii )

(Z Pt O prim + Wi Ops — AL By — Annfémji,n>

T2\ % (3.50)
1
=3 [Tr(hop) + Tr(h*dp*) — Tr(A*0k) — Tr(Adk™)]
1 h A 0p 0K
= _T .
9 (—A* —h*) (—M —@*)]
Mit Einfiihrung der Matrix
h A
= bl
()
entspricht dies
1
OF = 3 Tr(HOR) (3.52)
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und der Variationsansatz lautet nun
5 {E(p,r) — Tt [A(R —R)]} = % Te[(H—AR—RA+A)GR| = 0.  (3.53)
Da 0R eine beliebige Variation darstellt, bedeutet dies
H-AR-RA+A=0, (3.54)
oder anders ausgedriickt
[H, R =0, (3.55)

wobei die Relation R? = R verwendet wurde.
Dies ist aquivalent mit den HFB-Gleichungen

(—hA* —Ah,> @ = (5) 7 (3.56)

die hier lediglich unter der Annahme abgeleitet worden sind, dafs sich das Energiefunktional
durch die Dichten p und x ausdriicken léfst. Dies ist der Fall fiir die projizierte Energie, wie in
den vorherigen Abschnitten dieses Kapitels gezeigt wurde, und man erhilt somit projizierte
Gleichungen derselben Struktur.

3.5 Teilchenzahlprojektion

In dieser Arbeit beschrinkt man sich auf die Wiederherstellung der Teilchenzahlsymmetrie,
die durch die Einfiihrung von Paarungskorrelationen verletzt wird. Im Fall der Teilchenzahl-
projektion stellt die Matrix D, ein Vielfaches der Einheitsmatrix dar, was die Variationsglei-
chungen erheblich vereinfacht.

Der auf die Teilchenzahl N projizierende Operator lautet

1 2T

pY dep 9NN (3.57)

=5 0
Die Drehung im Eichraum ist definiert als

Dy =¢e" . (3.58)
Somit sind die ,gedrehten“ Dichten (3.43) gegeben durch

Ps =P, (3.59)
Ky = %K . (3.59Db)

31



Fiir die generalisierten Dichten (3.44) erhélt man:

p(¢) =C(9)p, p(=¢) =CT(d)p=p"(9),
k() =C(p)e=rCT(¢),  k(—¢)=CT(¢)r=rC*(9),
B () = e *°C(P)r, RE (=) = P C* (),

wobei die Matrix
C() = p'Cy = 2 [1 4 p (2% — 1)] "

definiert wurde, mit der Eigenschaft

(3.60a)
(3.60b)
(3.60¢)

(3.61)

(3.62)

Aus (3.58) folgt Det Dy = e™? wobei M die Grofe des Konfigurationsraums darstellt.

Damit ergibt sich fiir den Normiiberlapp

I Det D 1 eiM=N)
2(§) = 5V =~

27 /DetpDet Cy 27 \/Det C(¢)

Die projizierte Energie lafst sich schreiben als

BY = / " 06 y(9) [Hap(9) + Hyn(6) + Hop(0)]

mit
Hop(9) = Trlep()]
Hyn(6) = 5 T (0)0(0)]
Hyp(6) = 3 T [AG)F*(6)] = —3 Tr [A*(9)(0)]
Die Felder
Trins () = > TnunangnaPans () 1
I EED ST )
sowie -
Ria(@) = 5 3 Bty (D) brgnanin
geniigen o
[(~¢) =T"(9),

A(=¢) = e **A(9)
A*(—¢) = A% (9) .
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(3.64)

(3.65a)
(3.65b)

(3.65¢)

(3.66a)

(3.66b)

(3.66¢)

(3.67a)
(3.67D)
(3.67¢)



3.5.1 Variation der Norm

Bei Teilchenzahlprojektion laft sich der Normiiberlapp mittels Gleichung (3.11) durch die
Einteilchendichte p ausdriicken.
Man fiihrt zunéchst durch die Gleichungen

0z (¢)

Do = 2(0) Xy (0) (3.68a)
dy(p)
. Y(0)Yon (9) - (3.68b)

die Matrizen X (¢) und Y'(¢) ein.
Durch Differentiation erhialt man dann

or(¢) 1 0

S0 Jal) T |C(0)5 - ¢ @)
= 59(6) (1= € 2%) Co(0) 09
= (@)ie % 5in 6 o (9)
Daraus folgt:
X(¢) =ie sing C(e), (3.70a)
Vo) =i #sn6C0) i [ dd' ) sind ) (3.70b)

3.5.2 Das projizierte Hartree—Fock—Feld

Das Hartree-Fock—Feld in den projizierten Hartree-Fock—Bogoliubov—Gleichungen ergibt sich
als die Ableitung der teilchenzahlprojizierten Energie nach der Einteilchendichte:

_OEN 7" OH (¢) . ,
hY = Do —/0 do y(o) {Ynn/(d))H(qﬁ) + m] , firn <n'. (3.71)
Es setzt sich aus drei Beitrigen zusammen:
Y =V 4+ TV 4+ AV, (3.72)
Sie lauten
N 2w r a
= [T douo) [y @) + 5 a0 (3.734)
2w r 8
0 = [ dou(o) [y i) + i (0)] (3.730)
2w r 8
N = [T 0300 V(O Hin(o) + 5 ()] (3.73¢)
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Fiir eine beliebige Matrix A gilt

0
apn’ n

Tr {A C(¢>)] = —2ie"?sing {C(p)AC(9)},,, (3.74)

und damit erh&lt man unter Beriicksichtigung der Hermitezitét

Nl /0 " 46 y(6) I (9) Te[ep(d)] + [1 — 2ie™ % sin ¢p(6)] e C(d)} +he.  (3.75a)

2
vy = % /0 ’ do y(op) {Y(qﬁ)% Tr [D(¢)p()] + [1 — 2ie™" sin ¢p(¢)] T'(#) C(¢)} + h.c.
(3.75b)
W =3 [ douo) {y @3 TrIA@R 0] - 2ie “sin o COMR () | + he
(3.75¢)

3.5.3 Das projizierte Paarungsfeld

Das Paarungsfeld ist die Variation der projizierten Energie nach der anomalen Dichte «:

OEN 2 OH (¢)
N _ —_ _ . i
Ay = P /0 do y(o) ot fir n <n'. (3.76)

Analog zum Hartree-Fock-Feld erhilt man fiir das Paarungsfeld in den projizierten HFB—
Gleichungen:

1

AY =3 [ doe o) c@)ae) - (7 (3.77)
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4 Teilchenzahlprojektion in Rahmen
einer relativistischen
Dichtefunktionaltheorie

Im folgenden wird der in den zwei vorigen Kapiteln entwickelte Formalismus auf die Rela-
tivistische Mean—Field—Theorie angewandt. Aus einem Energiefunktional werden durch ein
Variationsprinzip die Bewegungsgleichungen der RMFT sowohl im unprojizierten als auch
im projizierten Fall abgeleitet.

Es stellt sich heraus, daf der Einsatz einer mesonischen Wechselwirkung im Paarungskanal bei
realistischen Anwendungen nicht moglich ist. Man bedient sich deswegen zur Beschreibung
von Korrelationen im Teilchen—Teilchen-Kanal der phanomenologischen Gogny—Kraft, die
hier kurz vorgestellt wird.

4.1 Das Energiefunktional der RMFT

Das Energiefunktional der RMFT ist gegeben durch

Bure(pro) = [ de {(@]u0) (o + 521) ()] @)
+(@¢* (r)go o (r)(r \<I>>+<<I>\¢+ r)g.w’ (r)¥(r)|®)
+<<1>\@/}+ r)g,5730°(r) ) \‘P>
+5 <¢W ef(1 +73)A°(r)y(r)|@)
1 1

+5 {[Va(r)] +mio’(r)} + 59203(1') + 193‘74(1')

{7 ) 2 )7} = S { (@] 2 [P 0]
-5 vaw)

(4.1)
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wobei ¢*(r) einen Feldoperator darstellt, der ein Nukleon am Orte r erzeugt, und ¢ einem
der Mesonenfelder o, w und p entspricht. Die Abhéingigkeit des Energiefunktionals von der
Dichte p ist implizit in der Slater-Determinante |®), die aus den selbstkonsistenten Einteil-
chenlésungen aufgebaut wird und hier als Kernwellenfunktion dient.

Im obigen Ausdruck sind schon alle Ndherungen beriicksichtigt, die im Abschnitt 1.2 vor-
gestellt wurden. Insbesondere werden Einteilchenzustinde negativer Energie vernachlassigt
(No—Sea—Néherung). In der instantanen N&herung vom Abschnitt 2.4 fallen die freien kine-
tischen Terme II,II, ~ ¢? fiir das Bosonenfeld ¢ im Hamiltonoperator (2.6) weg. Weil die
Mesonenfelder klassisch behandelt werden, treten Fock-Terme in Gleichung (4.1) nicht auf.

Beriicksichtigt man explizit die Abhéngigkeit von der Dichte p erhélt man folgenden Ausdruck
fiir das Energiefunktional der RMFT:

Erur(p, ) =Tr (h°p) + g5 Tr (Bop) + g, Tr (w°p)
+ g, Tr (B730°p) + %eTr (B(1 + 73)A%)

# [ e {5 T + 1202w} + 300) + Ja0' ()

1

-5 { [Vwo(r)]z +m? [wo(r)]2} —

~ 5 [vaw)

(4.2)
wobei die Spur hier auch die Integration iiber die Koordinate r enthélt.
Der Einteilchen-Hamiltonoperator in (4.2) ist definiert durch
h’ = ap + M . (4.3)

Im Rahmen der Mean—Field-Nédherung enthélt das Energiefunktional der RMFT, wie oben
dargestellt, nur Terme der Struktur ¢*+). Um Paarungskorrelationen beschreiben zu kénnen,
sind Cooperpaare vom Typ "¢+ erforderlich. Diese gehen durch eine Quantisierung der
Theorie nach der im Kapitel 2 dargestellten Prozedur hervor. Der Einsatz einer mesonischen
Wechselwirkung im Teilchen—Teilchen-Kanal ist in der Praxis jedoch bisher nicht realisierbar.
Zum einen kann die Eliminierung der bosonischen Freiheitsgrade des Abschnitts 2.2 nur fiir
einen Hamiltonoperator analytisch durchgefiihrt werden, der quadratisch in den zu eliminie-
renden Feldern ist. Man kann jedoch bei realistischen Anwendungen der RMFT nicht auf die
nichtlinearen Terme der o—Selbstkopplung verzichten (siche Kapitel 1). Ferner sind die heute
vorhandenen RMFT-Parametersétze fiir eine einheitliche Beschreibung von Mean-Field und
Paarungskorrelationen nicht geeignet [Kuc89|. Das Verhalten dieser Mesonenaustauschkrifte
bei grokerem Impulsiibertrag, wie er im Teilchen—Teilchen—Kanal vorkommt, erwies sich bei
Anwendungen in Kernmaterie als unzulénglich.
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In dieser Arbeit werden die Paarungskorrelationen aus den oben diskutierten Griinden durch
den Einsatz einer phanomenologischen Wechselwirkung beriicksichtigt, wie in [GEL96| vor-
geschlagen wurde. Thr Beitrag zum Energiefunktional lautet

Euplpn) == [ [ drdra(@]u ()0 () o7 ma) viete @), (49

wobei die Kernwellenfunktion |®) nunmehr einem HFB-Zustand entspricht.

Das phidnomenologische Zweiteilchenpotential vPP in (4.4) ist ausschlieflich fiir die Teilchen—
Teilchen—Korrelationen zusténdig. Demzufolge wird mit Hilfe des Wickschen Theorems nur
der entsprechende Anteil aus dem obigen Matrixelement beriicksichtigt. Die Anwendung
einer phanomenologischen Kraft anstelle einer aus den Mesonenaustauschpotentialen abge-
leiteten Wechselwirkung verletzt in keiner Weise das Variationsprinzip. Durch Abziehen eines
Terms der Form

1 *
Eoe) = £ 3 kil e (19
abed

vom Energiefunktional (4.1) wiirde man unter Anwendung von Variationstechniken dieselben
Gleichungen erhalten, wie es sich weiterunten herausstellt.

Desweiteren birgt der nichtrelativistische Charakter der phinomenologischen Paarwechsel-
wirkung in sich keinen Nachteil, da relativistische Effekte keine Rolle im Teilchen—Teilchen—
Kanal spielen. Serra hat unter Verwendung eines vollrelativistischen Potentials im Paarungs-
kanal gezeigt, dal die Beitrdge aus den kleinen Komponenten zum Paarungstensor um einen
Faktor 10 kleiner sind als die sich aus den grofen Komponenten ergebenden [Ser01].

Zusammenfassend wird in dieser Arbeit folgendes Energiefunktional verwendet:

E(p, k, p) = Ermr(p, ) + Epp(k) (4.6)

Die Variation dieses Energiefunktionals nach p und «* fiihrt zu den Dirac-Hartree-Bogoliu-
bov-Gleichungen, wie bereits im Kapitel 3 beschrieben:

(5 3)(0)-=()

Dabei wurden folgende Felder eingefiihrt:

OF 1
h= % =1’ + gy B0 + g’ + g,0673p" + 781+ 73) A" — X, (4.8a)
o E)IER)AP‘ 1
A= T3 > ok (4.8b)

w
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Das chemische Potential A wird so bestimmt, daf sich die richtige Teilchenzahl ergibt.
Aus den Losungen U und V' werden die relativistischen Dichten

p=VVT und k=VUT (4.9)
wie in Kapitel 2 berechnet.

Die Variation des Energiefunktionals nach den Mesonenfeldern o, w, p und A ergibt die
Klein—-Gordon—Gleichungen, wie sie bereits im Kapitel 1 vorgestellt wurden.

4.2 Die teilchenzahlprojizierte RMFT—Energie

Die Berechnung der teilchenzahlprojizierten RMFT-Energie erfolgt analog zum Vorgehen
des letzten Abschnittes. Dabei enthalten die Erwartungswerte in der Gleichung (4.1) nun
den Projektionsoperator PY. Bei der relativistischen Beschreibung von Kernsystemen wird
allerdings die Baryonenzahl und nicht, wie im nichtrelativistischen Fall, die Teilchenzahl er-
halten. Dem zufolge stellt die Matrix Dy nicht mehr ein Vielfaches der Einheitsmatrix wie
in (3.58) dar. Es stellt sich jedoch heraus, daf dieser Unterschied keine wesentliche Auswir-
kung auf die Ergebnisse hat und somit vernachléissigt werden kann. Die Unschéirfe in der
Teilchenzahl entsteht durch die Einfiihrung von Paarungskorrelationen. Die Paarwechselwir-
kung ist an der Fermi-Kante konzentriert. Diese Uberlegungen fithren zur Kenntnis, daf
Antiteilchen, die energetisch 1000 MeV unter der Fermi—Kante liegen, keine Auswirkung auf
den Projektionsprozefs haben konnen.

Die Erwartungswerte in der Gleichung (4.1) weisen im projizierten Fall folgende Struktur
auf:

(®|PNO PN|®) B (®|0 PN|®)
@GPPIy (B[P (4.10)

Dabei stellt O einen der in den Matrixelementen der Gleichung (4.1) auftretenden Operatoren
dar. Es wird angenommen, daf der Operator O mit dem Teilchenzahloperator vertauscht.
Dies trifft fiir alle hier in Frage kommenden Operatoren zu. Durch die Gleichung (3.21) kann

fiir jeden Term geschrieben werden:
(|0 PN|®) / .

wobei |@) eine ,gedrehte* Slater-Determinante geméfs der Gleichung (3.17) darstellt. Insbe-
sondere wird |0) = |®) definiert.

Mit Hilfe des Onishi-Theorems lassen sich die Uberlippe auf der rechten Seite in (4.11) durch
die generalisierten Dichten (3.60) ausdriicken. Fiir die Einteilchenoperatoren erhélt man

(010]g) = Tr[0p(9)] , (4.12a)
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wobei O die dem Operator O gehorige Matrix darstellt.
Fiir die Zweiteilchenwechselwirkung ergibt sich

(O]t vPP Y| g) = — Try [R*(¢)v*Pk(9)] (4.12b)

Definiert man nun die projizierte Einteilchendichte

P = [ doylorpto), (4.13)
wird folgender Ausdruck fiir die teilchenzahlprojizierte Energie des Systems erhalten:
EY(p,,9) =Tr (h°p™) + g, Tr (B0p™) + g Tr (w°p")
1
+ 9, Tr (Brsp”p") + e Tr (B(1 + 75)A%")
1 *
= / 46 91(6) T [5°(6)07s(6)]
1 1,

+ { >+ m2o? )}+§gga )+ 1950 (r)

(r
{ O + 2 [0} = 5 { (V0] 2 (0]}

[]}

Durch die Gleichungen (3.60) stellt obiger Ausdruck letztendlich ein Funktional der un-
projizierten HFB-Dichten p und « dar. Im folgenden werden teilchenzahlprojizierte DHB—

l\DIl—‘l\DI

(4.14)

Gleichungen durch Variation nach diesen Grofen abgeleitet.

4.3 Teilchenzahlprojizierte RMFT—-Gleichungen

In dem Funktional (4.14) sind die Mesonenfelder nur klassisch beriicksichtigt. Nur im
Teilchen—Teilchen—Kanal werden die Paarungskorrelationen durch eine Zweiteilchenwechsel-
wirkung beschrieben. In dieser Niherung treten in der Gleichung (3.72) nur die Terme &V
und AV, nicht aber der Teilchen—Loch-Beitrag I'V auf. Da die Verletzung der Teilchenzahl-
symmetrie durch die Einfiihrung von Paarungskorrelationen hervorgerufen wird, ist dies ein
konsistentes Vorgehen.

Die Variation des projizierten Energiefunktionals (4.14) nach p und « fiihrt zu den teilchen-
zahlprojizierten Dirac-Hartree-Bogoliubov—Gleichungen:

N AN\ (U v (U
(5200 e
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Das Hartree— und das Paarungsfeld sind durch folgende Ausdriicke definiert:

oOEN oOEN
N_ZZ2 AN _ ) 4.1

Gemék der Gleichung (3.72) erhilt das Hartree—Feld im projizierten Fall einen Beitrag vom
Teilchen—Teilchen—Kanal:

Y =N 4+ AN (4.17)

Die Felder ¥ und AY sind durch die Gleichungen (3.75a) und (3.75¢) gegeben. Der Term &
enthilt, wie in der unprojizierten HFB-Theorie, die Einteilchenenergiebeitriige. Das Feld AN
entsteht durch die implizite Abhéngigkeit der projizierten Paarungsenergie von der Dichte

p und ist gleich Null im unprojizierten Fall. Das projizierte Paarungsfeld AY wird durch
(3.77) berechnet.

Die Variation des Energiefunktionals nach den Mesonenfeldern o, w und p ergibt, wie im
unprojizierten Fall, die Klein-Gordon—-Gleichungen:

(=A+m3)o(r) =—gopy (r) — g20%(r) — gso°(r), (4.18a)

(A +m2)(r) = gupy (r), (4.18b)
(—A +my) pi(r) = gpp5 (), (4.18¢)
—AA(r) = ep(r) . (4.18d)

Jedoch treten nun projizierte Dichten als Quellenterme in den Mesonengleichungen auf.

4.4 Die Paarwechselwirkung

Als Zweiteilchenwechselwirkung im Teilchen—Teilchen—Kanal findet in dieser Arbeit die
Gogny-Kraft [DG80] Verwendung:

vPP(ry,rp) = Y €™ (Wi BiP? — HiP" — M;P’P") (4.19)
i=1,2
wobei u;, Wi, B;, H; und M; (i = 1,2) Parameter der Wechselwirkung darstellen. Die
Operatoren P? und P7 tauschen die Spin— bzw. die Isospinkoordinaten in einem Zweiteil-
chenzustand.
Wegen der nichtrelativistischen Natur der Paarungskraft [Ser01] werden Paarungskorrelatio-
nenbeitrage aus den kleinen Komponenten vernachlissigt.

Die Gogny-Kraft wurde sehr erfolgreich angewandt zur Beschreibung von Paarungskorre-
lationen sowohl in relativistischen [LVR98, PVL97| als auch in nichtrelativistischen Model-
len [DG80, ER93, GDB94|.
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5 Durchfithrung der Rechnungen

Dieses Kapitel gibt einen Uberblick iiber die praktische Losung der RMFT-Gleichungen.
Insbesondere werden die teilchenzahlprojizierten relativistischen HB-Gleichungen fiir spha-
rische Kerne vorgestellt und ihr Losungsansatz diskutiert.

Es wird auf die Schwierigkeiten bei der Beschreibung von Kernen mit exotischen Dichtever-
teilungen durch Entwicklung in einer Oszillatorbasis eingagen und eine Moglichkeit, diese
Problematik zu umgehen, dargestellt.

Es folgen weitere Details zur numerischen Ausfiihrung der Rechnungen, sowie eine Diskussion
iiber die Verwendung von Ortsraummethoden zur Losung der DHB—-Gleichungen.

5.1 Die RMFT-Gleichungen fiir spharische Kerne

Die unprojizierten Dirac-Hartree-Bogoliubov-Gleichungen wurden im Kapitel 2 hergeleitet:

h—X A U, U,
(1 I

Hier ist h der Dirac-Hamiltonoperator, A das chemische Potential, A das Paarungsfeld und
(U, V,,)T der Eigenvektor mit Eigenwert E,. Dabei stellen U, und V, jeweils einen Dirac—
Spinor dar:

GU
U, FY
= e 5.2
()= o i
FV
In dieser Arbeit werden ausschliefslich Kerne mit Kugelsymmetrie beschrieben. Geeignete
Koordinaten in diesem Fall sind folglich die Kugelkoordinaten r, # und ¢ sowie die Spinkoor-

dinate s. Die Quantenzahlen der Eigenzustinde eines solchen Systems sind der Drehimpuls
J, seine magnetische Quantenzahl m;, die Paritdt = und der Isospin ¢. Bei Beriicksichtigung
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der Kugelsymmetrie separieren die Losungen in Raum—, Winkel- und Isospinanteil:
Ggyv(ra S, t) = guU’V(r) Qlu,ju,mj (97 2 S)XTU (t) ) (53&)
FVV(r,s,t) =if"V(r) Qiu,j,,,mj 0, ¢, 5)xx,(t) . (5.3b)

Die Phasen der Spinoren wurden so gewihlt, dak reelle Eigenwertgleichungen entstehen.
Die Bahndrehimpulsindizes [ und [ hingen mit der Drehimpulsquantenzahl j und der Paritét
des Zustandes zusammen:

fiir 7 = (—)7E2 . (5.4)

NN

1 .
l=7+=, l=7y

J=E5 JF

Die Funktion €2 ;. ist ein j—Spinor, der durch die Spin-Bahn-Kopplung entsteht:

s | g
i 0.9:5) = 32 €1 1 T 510, 0, 9) (5.5)
my,ms § J

Der Isospinanteil ist in der Isospin—Funktion y, enthalten.
Somit ist der Winkelanteil des Problems analytisch gelost und lediglich die Gleichungen fiir
die Radialamplituden ¢%" und fYV verbleiben:

~ ~

M*+V — )\ 6,n—’$7_1 Agg AW qY qv
—0, — =L M4V -\ Agy Agy 1Y Y
— 51/
Agg Agq M*+V + A 9, — 51 9, 9
Agy Ay —0, =" M+ VA S f
(5.6)
Die Zustdnde in dem Zentralpotential sind nun durch die Quantenzahl
o1 . 1
K=+ ]—1-5 fur;zliFi (5.7)

charakterisiert, die die Werte k = —1,1,—2,2, —3,3,... annimmt.

Bei der Paarwechselwirkung werden wegen der sphirischen Symmetrie nur Beitrage zu den
Paarungsmatrixelementen beriicksichtigt, die von zu gesamtem Drehimpuls J = 0 gekoppel-
ten Paaren entstehen. Desweiteren werden Paarungskorrelationenbeitrdge aus den kleinen
Komponenten vernachlassigt, wie in Kapitel 4 diskutiert wurde:

Agr=Apg=A;=0. (5.8)

Im projizierten Fall werden das Hartree— und Paarungsfeld durch ihre projizierten Kontra-

W AN (U, v (U,
5= e

henten ersetzt:

42



Die Felder h¥ = &V + AN und AY werden gemiR den Gleichungen (3.75a), (3.75¢) und (3.77)
berechnet.

Bei den Klein—-Gordon-Gleichungen ist der Radialanteil des Laplaceoperators in Kugelkoor-
dinaten zu verwenden. Sie lauten:

(_3_2_ 3§+m2> B,(r) = S, (r) (5.10)

Dabei stellt S,(r) die entsprechende Quelle fiir das Meson f, eines von o,w, p, A, dar. Diese
wird dann im projizierten Fall aus den projizierten Dichten berechnet:

Posp = / dpy(P)ps,v3,0(0) (5.11)

wobei die generalisierten Dichten pgy 3,(¢) geméf (3.60) bestimmt werden.

5.2 Losungsprinzip fiir die RMFT—-Gleichungen

Die Dirac-Hartree-Bogoliubov— und Klein—Gordon—Gleichungen in der RMFT stellen ein
gekoppeltes Differentialgleichungssystem dar: Zum einen bewegen sich die Nukleonen in
einem von Mesonen gebildeten mittleren Potential, zum anderen treten die Nukleonendichten
als Quelle in den Mesonengleichungen auf. Dies erfordert eine selbstkonsistente Losung, die
iterativ erfolgen muf:

1. Angefangen wird mit einer vorgegebenen Einteilchendichte p und einem Paarungstensor
k aus einem BCS—Ansatz sowie Mesonenfeldern, die einem Woods—Saxon—Potential
entsprechen. Die Projektionsgrofen C(¢), z(¢), y(¢), X(¢) und Y (¢) aus Kapitel 3
werden aus den HFB—Dichten bestimmt. Daraus lassen sich die generalisierten Dichten
p(¢) und x(¢) aus den Gleichungen (3.60) berechnen.

2. Die Potentiale fiir die Dirac-Hartree-Bogoliubov-Gleichungen werden bestimmt: Aus
dem Zweiteilchenpaarungspotential vPP, Gleichung (4.19), und den generalisierten Dich-
N AN

ten ergibt sich das Paarungsfeld A(¢) und schlieflich die projizierten Felder & und

AN, Das vektorielle und skalare Potential werden aus den Mesonenfeldern berechnet.

3. Die Dirac-Hartree-Bogoliubov—Gleichungen fiir die Nukleonen werden geldst. Daraus
ergeben sich Dirac-Spinoren und Einteilchenenergien. Dabei wird das chemische Po-
tential so bestimmt, dafs sich die richtige Teilchenzahl fiir Protonen und Neutronen
ergibt. Dies ist auf Grund der Teilchenzahlprojektion im Prinzip nicht erforderlich,
stellt dennoch sicher, daf die Losungen der DHB-Gleichungen eine starke Komponente
mit der zu projizierenden Teilchenzahl besitzt.
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4. Neue Nukleonendichten, Projektionsgrofen und generalisierte Dichten werden wie im
Schritt 1 berechnet.

5. Mittels (5.11) werden teilchenzahlprojizierte Dichten erhalten, mit denen man nun die
Klein—-Gordon—-Gleichungen fiir die Mesonenfelder 16st.

Schritte 2 bis 5 werden solange wiederholt, bis die Differenz zwischen den Mesonenfeldern
aus zwei aufeinanderfolgenden Iterationsschritten eine vorher gewéhlte Toleranz nicht iiber-
schreitet.

5.3 Losung der RMFT—-Gleichungen durch Entwicklung

Eine Moglichkeit, die RMFT-Gleichungen zu 16sen, ist die Entwicklung sowohl der Fermio-
nenwellenfunktion als auch der Bosonenfelder in einer geeigneten Basis. Damit reduzieren
sich die Dirac-Hartree-Bogoliubov-Gleichungen auf eine Matrixgleichung fiir die Koeffizi-
enten dieser Entwicklung. Die Klein—Gordon—-Gleichungen werden inhomogene lineare Glei-
chungssysteme. Dies hat den Vorteil, daf man nun, anstatt gekoppelte Differentialgleichungs-
systeme integrieren zu miissen, ein reell-symmetrisches Matrixalgebraproblem hat, bei dem
es sich meist robustere Behandlungsméglichkeiten anbieten.

Als Basis bietet sich der Raum der Eigenfunktionen des Hamiltonoperators eines sphéri-
schen harmonischen Oszillators an [GRT90|. Die Losungen der Schrédingergleichung fiir das
Potential

1
V(r) = §Mw2r2 (5.12)
sind die Radialfunktionen
Rp = Ny b 2ol L2 e (5.13)
mit der Oszillatorlinge
h
b=/ — 5.14
—, (514)
der dimensionslosen Koordinate
-
= _ 5.15
=7 (515)
und dem Normierungsfaktor
2(n — 1)!
Ny = |2 )1 (5.16)
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it "1*(2?) ist n die Radial- und [ die Bahndrehimpulsquanten-

Bei den Laguerrepolynomen L,
zahl.

Die Entwicklung der Spinorkomponenten erfolgt dann geméf

Z gt Ry (r) (5.17a)
FoV(r) Z PV Ry (r) (5.17b)

wobei Nyax = 2(Nmax — 1) + [ die Anzahl der Hauptoszillatorschalen darstellt, die bei der
Entwicklung beriicksichtigt werden. Da der Impulsoperator im Dirac—Hamiltonoperator die
groke Komponente des Basiszustandes mit Radialquantenzahl n mit der kleinen Komponente
des Basiszustandes mit Radialquantenzahlen n+ 1 koppelt, muf die Entwicklung der kleinen

Komponenten mit N} . > Npax + 1 durchgefithrt werden [GRT90].

max

Die Mesonenfelder, mit Ausnahme des Photonenfeldes, werden auf analoge Weise entwickelt.
Die Gleichung fiir das sehr langreichweitige Coulombfeld wird mittels Green—Funktion—Tech-
niken gelost.

5.4 Lokal-Skalierte Oszillatorbasis

Beabsichtigt man Halo—Kerne zu beschreiben, ist die Entwicklung in einer Oszillatorbasis
als Losungsmethode fiir die RMFT-Gleichungen ungeeignet. Diese Kerne weisen wegen der
schwachen Bindung der Valenznukleonen eine zum Teil extrem ausgedehnte Dichte auf. Die
Wellenfunktionen des harmonischen Oszillators konnen aufgrund ihres gaufischen Abfalls das
Verhalten der Dichte nahe der Kernoberfliche und iiber sie hinaus generell nicht beschreiben.
Eine Kombination mehrerer Basiszustéinde ist notwendig. Weil die Wellenfunktionen des
harmonischen Oszillators jedoch stark lokalisiert sind, wird eine sehr grofte Basis benétigt,
was den Einsatz dieser Methode nicht praktikabel macht.

Es ist dennoch mdglich, auch im Falle schwachabfallender Nukleonenverteilungen im Oszil-
latorraum zu arbeiten. Dafiir miissen die Basisfunktionen so modifiziert werden, daf sie nun
das gewiinschte asymptotische Verhalten aufweisen. Dies wird durch die lokale Skalierungs-
transformation (LST) von Stoitsov et al. [SNP98| erreicht. Dabei wird die Koordinate r
durch eine neue Koordinate 7 = f(r) ersetzt, wobei f(r) zum einen eine monoton steigende
Funktion von 7 sein und zum anderen f(0) = 0 erfiillen muf.

Die transformierten Radialfunktionen sind definiert durch [SNP98|

2(p r)]"?
Rutr) = |EPED) Rt 00 (5.15)
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Obige Transformation ist unitir, sodafl die Normierung der Basisfunktionen erhalten bleibt,
unabhéngig von der Wahl der LST-Funktion f(r). Insbesondere verhalten sich die Matrix-
elemente eines beliebigen Operators V (r) folgendemafen unter obiger Transformation:

/ dr R (r) V(1) R (r) —> / dr Ron(r) V(£ (1)) B (1), (5.19)

sodafs die mit dieser Transformation verbundenen Anderungen zu bereits existierenden Re-
chenprogrammen minimal sind.

Die Parametrisierung

flr) =

r fiir r < R,
(5.20)

R [87/R—8R/r+ R?/r* — 12In(r/R)]" fiir r > R,

wurde in [SRV98| fiir Anwendungen mit leichten Kernen hergeleitet, motiviert durch das ge-
wiinschte asymptotische Verhalten der Nukleonendichten. Fiir grofe Werte von r dominiert
der lineare Term in der Entwicklung (5.20), sodak f(r — oo) ~ r"2. Da die Radialfunk-
tionen proportional zu e /2 sind (siehe Gleichung (5.13)), fallen sie nun exponentiell ab.
Aufserdem gewihrleistet diese bestimmte Form der LST-Funktion, daf ihre Ableitungen am
Verbindungspunkt » = R bis zur vierten Ordnung stetig ist. Sie erwies sich als sehr erfolgreich
in der Beschreibung von Neon—Isotopen und wird daher auch in dieser Arbeit verwendet. Der
Wert des freien Parameters R liegt im Bereich 0.5-1 fm.

In der Abbildung 5.1 wird e /*(®) fiir verschiedene Werte des Parameters R dargestellt, wobei
R = 0o dem untransformierten Fall f(x) = x entspricht. Daraus ist ersichtlich, daf die trans-
formierten Radialfunktionen im asymptotischen Bereich exponentiell, statt gaufisch, abfal-
len, was bei der Beschreibung schwachabfallender Nukleonenverteilungen von Halo—Kernen
von grofsem Vorteil ist.

5.5 Numerische Ausfithrung der Rechnungen

Bei den durchgefiihrten Untersuchungen wurden fiir die Entwicklung sowohl der Wellenfunk-
tionen der Nukleonen als auch der Mesonenfelder 20 Oszillatorhauptschalen verwendet.

Fiir die Lagrangedichte werden die in Tabelle 5.1 dargestellten Parameterséitze verwendet. Sie
wurden durch Anpassung an Grundzustandeigenschaften von endlichen Kernen und Kernma-
terie gewonnen, wobei der Parametersatz NL2 in der Literatur speziell fiir leichte Kerne ent-
wickelt wurde [Lee86] und hier fiir die Berechnung von Lithium-Isotopen benutzt wird. Fiir
die schwereren Neon— und Zinn-Isotopen wird der Parametersatz NL3 verwendet [LKR97|.

Fiir die im Paarungskanal eingesetzte Gogny—Kraft wird der Parametersatz D1S aus [BBD95|
benutzt. Dieser wird in Tabelle 5.2 dargestellt. Die resultierende Paarungskraftstirke wurde
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Abbildung 5.1: Verhalten der skalierten Radialfunktionen fiir verschiedene Werte des Parameters R.

wie in [GEL96] mit einem Faktor 1.15 skaliert, um die geringere Niveaudichte bei RMFT-
Berechnungen zu kompensieren.

Die Berechnung der Matrixelemente in der Oszillatorbasis erfolgte durch ein Gauf-Quadra-
tur—Verfahren, bei dem 64 Punkte benutzt wurden.

Die Integralen der Teilchenzahlprojektion wurden mittels der Fomenko-Entwicklung [Fom70]
durch eine Summe ersetzt:

L
1 s LS i
pyv_ L / dg TNy 2§ gitnN-N), (5.21)
2m L 1

wobei ¢; = £(I —1/2) und L die Anzahl der Punkte in dieser Entwicklung darstellt. Hierbei
erwiesen sich 12 Punkte als hinreichend. Aus Symmetriegriinden kann man die Summe auf
das Intervall [0, 7] beschréinken. Dabei heben sich die imagindren Anteile gegenseitig auf.
Die Konvergenz der Summen wurde sténdig iiberpriift, indem man die Rechnungen mit einer
héheren Anzahl von Punkten wiederholte.

Die Werte der Basis—Parameter, ndmlich der Oszillatorlinge b und des LST-Radius R, sind
fiir jeden Kern anzupassen und werden im n#chsten Kapitel zusammen mit dem jeweiligen
Ergebnis genannt.
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NL2 [Lee86] NL3 [LKR97|

M [MeV] 938.0 939.0
my [MeV] 504.89 508.194
my, [MeV] 780.0 782.501
m, [MeV] 763.0 763.0
9o 9.111 10.217
o 11.493 12.868
9, 5.507 4.474
gs [fm™"] —2.304 —10.431
s 13.783 —28.885

Tabelle 5.1: Parametersitze fiir die effektive Lagrangedichte der RMFT.

DS1 [BBD95]

12 |fm] 0.7 1.2
Wia [MeV] —1720.30 103.639
Bis [MeV]  1300.00 —163.483
Hy, [MeV] —1813.53 162.812
M5 [MeV]  1397.60 —223.934

Tabelle 5.2: Gogny—Parametersatz D1S.

5.6 Zur Losung der DHFB—-Gleichungen im Ortsraum

Die RMFT-Gleichungen wurden in dieser Arbeit mittels Entwicklung in einer Oszillatorbasis
gelost. Eine weitere Losungsmethode fiir diese Gleichungen ist die Losung im Ortsraum.
Vielversprechend ist der Einsatz dieser Methode besonders fiir Halo-Kerne oder Kerne, die
eine exotische Dichteverteilung aufweisen, wie z.B. Bubblekerne [DP97|. Fiir die Losung
der HFB-Gleichungen im Ortsraum gibt es im Grunde zwei Moglichkeiten, wobei beide
gemeinsam haben, dafs der Raum diskretisiert wird.

Die erste Moglichkeit ist die Anwendung eines Schieffverfahrens auf der Basis eines Runge—
Kutta—Algorithmus [PFT86]: Ausgehend von durch Randbedingungen festgelegten asympto-
tischen Werten der Losungen wird von innen nach auften und umgekehrt fiir einen bestimmten
Wert der Energie integriert. Die Losungen miissen dann an einem vorher gewéhlten Verbin-
dungspunkt stetig und differenzierbar ineinander {ibergehen, was nur bei diskreten Werten
der Energie moglich ist. Ist dies nicht der Fall, wird der angesetzte Wert fiir die Eigenener-
gie verdndert und das Verfahren wiederholt, bis der Anschlufs innerhalb einer vorgegebenen
Genauigkeit erfolgt ist. Bei den komplizierten DHEFB-Integrodifferentialgleichungen stoft
allerdings diese bewihrte Methode an ihre Grenzen und wurde bisher nur im Spezialfall
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einer lokalen Paarungskraft, wie z.B. die Delta—Kraft, angewendet. Bei Paarungskriften
mit endlicher Reichweite ist es bisher nicht gelungen, das Schiefsverfahren ohne erheblichen
numerischen Aufwand zuverldssig anzuwenden.

Weiterhin bietet sich fiir die Losung der DHFB-Gleichungen im Ortsraum die in den In-
genieurswissenschaften weit verbreite Finite-Element-Methode (FEM) an [PVRI7|. Bei der
FEM wird der Ortsraum diskretisiert und in sogenannte Elemente aufgeteilt. Jedem Element
wird ein Satz polynomartiger Funktionen zugeordnet, die nur in dessen Teilgebiet von Null
verschieden sind. Durch Entwicklung in einer ,,Ortsraumbasis®, die sich aus all diesen lokalen
Funktionen zusammensetzt, werden die zu l6senden Differentialgleichungen in ein Eigenwert-
problem umgewandelt. Wegen der lokalen Natur der Basis sind die resultiereden Matrizen
schwach besetzt und kénnen trotz ihrer Grofse mittels spezieller Methoden behandelt werden.

Die spezielle Basis bietet den Vorteil, dafs jede Funktionsform sich darstellen lafst; Dies ist
z.B. bei Schwingungsproblemen von grofem Nutzen, 1dft jedoch bei physikalischen Proble-
men wichtige Informationen iiber das asymptotische Verhalten der Losungen unbeachtet.
Zudem fiihrt die grofe Freiheit in der Gestaltung der Losungen zum Auftreten von spuriosen
Zustédnden: Dies sind numerisch legitime Losungen, die wegen ihres stark oszillierenden Ver-
haltens physikalisch nicht annehmbar sind. Solche Zustinde sind meist leicht zu erkennen
und herauszufiltern, konnen sich in manchen Féllen jedoch durch eine Energie-Entartung mit
physikalischen Zustdnden mischen und diese unnutzbar machen. Dieses Phanomen tritt zwar
selten auf, ist dennoch wegen des iterativen Losungsverfahrens nicht akzeptabel. Es wurde
festgestellt, dafs die Verwendung von Polynomen héheren Grades oder gar von B-Splines
als Basisfunktionen die Anzahl der spuriosen Zustidnde reduziert. Dies hat den zusitzlichen
Vorteil, daf gleiche Genauigkeit mit wenigen Stiitzstellen erzielt werden kann, erh6ht jedoch
die Bandbreite der Matrizen und damit den Rechen— und Speicheraufwand des Diagonaliza-
tionsproblems.

Es ist zudem zu erwarten, daf der Einsatz von teilchenzahlprojizierten Potentialen selbst im
Fall einer lokalen Paarungskraft zu vollbesetzten Matrizen fiihrt, was die Verwendung der
Finite-Element-Methode fiir die Losung der projizierten DHFB-Gleichungen nicht prakti-
kabel macht.
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6 Beschreibung Exotischer Kerne

Mit den in den vorigen Kapiteln entwickelten Werkzeugen wurden exotische Kerne unter-
sucht. Insbesondere wurden Kernsysteme in der Ndhe der Neutronenabbruchkante unter-
sucht, bei denen aufgrund eines {iberméfigen Neutroneniiberschufses Neutronen—Halos oder
Neutronenhédute entstehen konnen.

So wurden projizierte DHB-Rechnungen fiir Lithium—, Neon— und Zinn-Atomkerne durch-
gefiihrt. Im Mittelpunkt dieser Untersuchungen stand die Frage nach dem Effekt der Teil-
chenzahlprojektion auf die makroskopischen Eigenschaften exotischer Kerne bzw. ob sie zu
einer physikalisch besseren Beschreibung solcher Systeme verhilft.

6.1 Ergebnisse zu den Zinn—Isotopen

Untersucht wurden zunéchst die Zinn—Isotope mit gerader Neutronenzahl von °°Sn bis 132Sn.
Dabei wurde der RMFT-Parametersatz NL3 benutzt. Unprojizierte relativistische Untersu-
chungen zu diesen Kernen wurden bereits in [LVRI8| veréffentlicht.

In Abbildung 6.1 werden die Neutronenpaarungsenergie Fy,;, = —% Tr Ax*, gegebenenfalls
der entsprechende projizierte Ausdruck (3.65¢), die Bindungsenergie pro Nukleon und der
Radius aus projizierten und unprojizierten RMFT-Berechnungen mit den vorhandenen ex-
perimentellen Daten verglichen. Die Paarungsenergie kann experimentell nicht gemessen
werden, ist dennoch ein wichtiges Mak fiir die Grofse der Paarungskorrelationen im Rahmen
des verwendeten Modells.

Zusatzlich wurden Berechnungen durchgefiihrt, bei denen die Teilchenzahlprojektion erst
nach Konvergenz der Hartree-Bogoliubov-Iteration erfolgte. Die Ergebnisse dieser soge-
nannten Projektion nach der Variation (Projection after Variation, PAV) werden auch in
der Abbildung dargestellt. Beide Projektionsmethoden liefern grofere Werte fiir die Bin-
dungsenergie als unprojizierte Rechnungen, was auf eine physikalisch bessere Beschreibung
der Kernsysteme durch die Teilchenzahlprojektion schliefsen 1aft. Man stellt generell eine
gute Ubereinstimmung der theoretischen Ergebnisse mit den experimentellen Werten fest.
Jedoch ergibt sich bei den HB-Rechnungen eine Uberbindung der Zinn-Isotope. Bei °°Sn
und '°2Sn ist diese am groften. Allerdings wird bei solchen Kernen mit N = 7 erwartet,

ol



m—m Projektion vor der Variation
o—a Projektion nach der Variation
o—0 Unprojiziert
* Experimente

Paarungsenergie [MeV]
AN
o
I

Bindungsenergie/ A [MeV]

5.0
4.9
4.8
4.7
4.6
4.5
4.4

2] i P R T R R
100 104 108 112 116 120 124 128 132

Neutronen

RMS-Radius [fm]

Protonen

A

Abbildung 6.1: Neutronenpaarungsenergie, Bindungsenergie pro Nukleon und Radius fiir Zinn—
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Isotope verglichen mit experimentellen Daten aus [AW95, VJV87, Kra99, Trz01].
Bei den Radien ist der Effekt der Teilchenzahlprojektion jedoch so gering, daf sich
die Ergebnisse der verschiedenen Methoden kaum unterscheiden.



daf Paarungskorrelationen zwischen Neutronen und Protonen, die hier nicht beriicksichtigt
werden, eine wichtige Rolle spielen und die Massen beeinflussen kénnen [TWH98, WS01].
Fiir die Paarungsenergie ergibt die Projektion nach der Variation systematisch im Betrag
niedrigere Werte als unprojizierte Rechnungen. Dies ist zwar ein unerwartetes Ergebnis,
widerspricht aber auf keine Weise dem Variationsprinzip, fiir das lediglich eine grofere Bin-
dungsenergie wesentlich ist. Die Paarungsenergie der Projektion vor der Variation liegt iiber
den ganzen Neutronenzahlbereich deutlich tiefer als die Ergebnisse der beiden anderen Pro-
zeduren. Dies ist durch zusétzliche, durch die Teilchenzahlprojektion hervorgehende Korre-
lationen bedingt [DMP64|. Die Radien werden im untersten Teil des Bildes dargestellt. Die
berechneten Werte sind in relativ guter Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten, be-
sonders wenn man den teilweise grofsen Mefsfehler der Neutronenradien beriicksichtigt. Dabei
ist keine Anderung durch die Teilchenzahlprojektion zu beobachten. Der Neutronenradius
steigt mit der Massenzahl viel steiler als der Protonenradius. Dieses Verhalten spiegelt sich
in den Einteilchendichten wider, wie man in Abbildung 6.2 sehen kann. Die Protonendichte
andert sich kaum, wihrend die Neutronendichte sich mit steigender Massenzahl immer weiter
ausdehnt. Dadurch entsteht eine Zone aus beinahe reiner Neutronenmaterie, eine sogenann-
te Neutronenhaut. Auch hier kann man keinen durch die Teilchenzahlprojektion bedingten
Effekt feststellen.

10 IIIIIIIIIIIIII IIIIIIIIIIIIII IIIIIIIIIIIIII
104,
102 Sn
4 Neutronen Neutronen
10

Protonen

Protonen

p(r) [fm™]

130
Sn

Neutronen Neutronen Neutronen

Protonen

Protonen

0 5 10 150 5 10 150 5 10 15
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Abbildung 6.2: Einteilchendichte fiir Zinn—Isotope als Funktion des Radius. Die gestrichelten Kur-
ven bezeichnen unprojizierte Ergebnisse, projizierte sind durch durchgezogene Kur-
ven gekennzeichnet. Der Effekt der Teilchenzahlprojektion ist hier jedoch so gering,
daf die Ergebnisse beider Methoden iibereinander liegen und nicht zu unterscheiden
sind.
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Abbildung 6.3: Diagonaler Anteil des Neutronenpaarungstensors, Gleichungen (6.1), fiir Zinn—
Isotope als Funktion des Radius. Die gestrichelten Kurven bezeichnen unprojizierte
Ergebnisse, projizierte sind durch durchgezogene Kurven gekennzeichnet.

In Abbildung 6.3 wird der diagonale Anteil des Neutronenpaarungstensors

w(r) = S 0V (gl (r) — 1Y (1) 10 ()] (6.1a)
bzw.
K (r) = / 46 y(6)C(8)s(r) (6.1b)

fiir die Kerne der Abbildung 6.2 dargestellt. Bei niedriger Besetzung der Hauptschale wer-
den hauptsichlich Niveaus positiver Paritdt aufgefiillt. Gegen A = 122 sind diese Niveaus
fast vollstandig besetzt und folglich sinkt ihr Beitrag zur Paarungsenergie ab. Ab diesem
Punkt tragen die Niveaus negativer Paritdt am stiarksten zur Paarungsenergie bei. Weil der
Paarungstensor je nach Paritdt des Niveaus unterschiedliche Phasen aufweist, entsteht das
Vorzeichenwechseln mit steigender Neutronenzahl, das im Bild sowohl im unprojizierten als
auch im projizierten Fall zu erkennen ist.
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6.2 Ergebnisse zu den Neon—Isotopen

Bei dem Element Neon wurden die Isotope mit gerader Neutronenzahl zwischen **Ne und
40Ne untersucht. Wie schon bei den Zinn-Isotopen fand hier der RMFT-Parametersatz NL3
Verwendung.

Bei fritheren unprojizierten Untersuchungen im Ortsraum wurde die Bildung von Neutronen—
Halos ab A = 32 festgestellt [PVLI7]. Dabei wurde, wie in der vorliegenden Arbeit, die
Gogny-Kraft als Wechselwirkung im Paarungskanal eingesetzt. Fiir die Losung der relativi-
stischen HB—Gleichungen bediente man sich der Finite-Element—Methode. Die Anwendung
dieser Methode bei projizierten Berechnungen ist jedoch zunéchst, wie im Kapitel 5 disku-
tiert, nicht praktikabel. Aus diesem Grund griff man hier auf die Methode der Entwicklung in
einer Oszillatorbasis zuriick. Um schwachabfallende Dichte, wie sie bei Halo-Kernen vorkom-
men, trotzdem beschreiben zu konnen, wurde die im Abschnitt 5.4 eingefiihrte lokal-skalierte
Basis verwendet. Der Basisparameter b wird dabei, wie gewthnlich, durch die Formel

h
MWO,

b= mit fiwy = 41 A7, (6.2)
bestimmt. Der zusitzliche Parameter R wird durch mehrere Berechnungen im Isotop *°Ne
bestimmt. Es wird ein Wert genommen, bei dem es sich ein exponentieller Abfall der Dichte
ergibt. Da bei dem Kern 3°Ne kein Halo zu erwarten ist, verursacht die Skalierung, abge-
sehen von dem besseren asymptotischen Verhalten, auch keine wesentliche Anderung in der
Einteilchendichte. Dies ist in Abbildung 6.4 ersichtlich, in der die Neutroneneinteilchendichte
fiir 3Ne als Funktion des Radius fiir verschiedene Werte des LST-Parameters R dargestellt
wird. Man stellt dabei fest, dafs die Dichte vom genauen Wert des Parameters R im Be-
reich 1.0-1.2fm kaum abhéingt. Ausgewihlt fiir die weiteren Untersuchungen wurde der
Wert R = 1.1fm. Dieser Werte wird dann fiir die Berechnungen aller anderen Neon-Isotope
verwendet,.

In Abbildung 6.5 werden die Neutronenpaarungsenergie, die Bindungsenergie pro Nukleon
und der Radius aus projizierten und unprojizierten Berechnungen verglichen. Experimen-
telle Werte fiir diese Kerne sind zu diesem Zeitpunkt nicht vorhanden. Wie schon bei den
Zinn-Kernen zu beobachten war, ergeben projizierte Rechnungen fiir alle Isotope eine tiefere
Paarungsenergie als im unprojizierten Fall. Wie bei den Zinn—Isotopen mit abgeschlossener
Schale, bricht bei **Ne ohne Teilchenzahlprojektion ebenfalls die Paarung zusammen. Dieses
Ergebnis ist typisch fiir HFB-Berechnungen. Im projizierten Fall hingegen ergibt sich fiir
diesen Kern eine von Null verschiedene Paarungsenergie. Die projizierten Gesamtbindungs-
energien sind fiir alle Isotope in Ubereinstimmung mit dem Variationsprinzip um einige MeV
niedriger als die unprojizierten. Die Radien werden im untersten Teil des Bildes dargestellt.
Zum Vergleich ist eine N'/*~Kurve eingezeichnet, die an den Neutronenradius von *Ne an-
gepaft wurde. Bei A = 30 ist ein Knick im Verlauf der Neutronenkurve zu beobachten. Fiir
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Abbildung 6.4: Neutroneneinteilchendichte fiir **Ne als Funktion des Radius fiir verschiedene Werte
des LST-Parameters R, in fm. Die mit R = oo bezeichnete Kurve entspricht dem

untransformierten Fall.

grokere Neutronenzahlen liegt der Neutronenradius, sowohl in den projizierten als auch in den
unprojizierten Ergebnissen, deutlich iiber der N'/*~Kurve. Ahnlich wie bei den Zinn-Kernen
bleibt der Protonenradius praktisch konstant mit der Massenzahl. Durch die Teilchenzahl-
projektion bleibt dieses Bild im wesentlichen unverdndert, abgesehen von einer geringfiigigen
Reduzierung des Neutronenradius bei einigen [sotopen.

Abbildung 6.6 stellt die Einteilchendichte fiir die hier untersuchten Neon—Isotope dar. Wie
in den Referenzen [PVL97, SRV9S8]| ist im unprojizierten Fall ein starkes Ansteigen der Neu-
tronendichte fiir A > 32 gegeniiber A = 30 festzustellen. Die Neutronendichte dehnt sich
weit iiber die eigentlichen Grenzen des Kerns hinaus aus. Dies ist ein typisches Kennzeichen
fiir das Halo-Phinomen. Nach der Teilchenzahlprojektion ist bei *?Ne ein deutliches Absen-
ken der Neutronendichte zu beobachten. Die Teilchenzahlprojektion fiihrt somit zu einem
stetigeren Ubergang zwischen dem Nicht-Halo— und dem Halo-Regime.

Um die Rolle der Paarungskorrelationen fiir die Halo-Bildung zu verdeutlichen, wird in Ab-
bildung 6.7 der diagonale Anteil des Neutronenpaarungstensors fiir die hier untersuchten
Neon—Kerne dargestellt. Die Paarwechselwirkung ist an der Kernoberfliche konzentriert und
ihre Stéirke steigt kontinuierlich mit der Neutronenzahl. Fiir alle Halo-Isotope erstreckt sich
der Paarungstensor iiber die Kerngrenze hinaus. Auch das durch die Teilchenzahlprojektion
bedingte Erhaltenbleiben der Paarung bei **Ne wird hier sichtbar. Mit Ausnahme von diesem

56



oFE [ [ [ [ ]
g 5 m—a Projiziert —
Y - o—0o Unprojiziert e
S -10 _
o i i
5 s ]
C - -
-
§ 20 —
"2 | | | | | L]
ssl | | | | | | |
3k i
Z 60} —
< i i
o -65F —
g = .
s 70} —
gl B .
= 715 —
£ - -
@ 80 —
__ 40} —
E
=, | i
=
® 35+ |
e
h B i
2
30} —
[ | | | | | L

Abbildung 6.5: Neutronenpaarungsenergie, Bindungsenergie pro Nukleon und Radius fiir Neon—
Isotope. Die gestrichelte Linie im untersten Teil des Bildes stellt eine N'/*~Kurve dar,
die an den Neutronenradius von ?8Ne angepaft wurde. Bei den Radien ist der Effekt
der Teilchenzahlprojektion jedoch so gering, dafs sich die Ergebnisse projizierter und

unprojizierter Berechnungen, insbesondere fiir die Protonen, nicht unterscheiden.
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Abbildung 6.8: Beitrige der verschiedenen Spin-Paritdt-Kanéle zum Neutronenanteil des Kernradi-
us sowie Besetzungswahrscheinlichkeiten der entsprechenden Einteilchenniveaus bei
den Neon—Isotopen.

Kern fiihrt die Teilchenzahlprojektion bei allen Isotopen zu einem Absenken des Diagonal-
wertes des Paarungstensors. Dies steht im Gegensatz zu dem oben diskutierten Verhalten der
Paarungsenergie. Die Erklarung hierfiir liegt im nichtlokalen Charakter der Gogny-Kraft,
wodurch auch auferdiagonale Elemente des Paarungstensors zur Paarungsenergie beitragen.

In Abbildung 6.8 werden die Beitrdge der verschiedenen Spin—Paritdt—Kanédle zum Neutro-
nenanteil des Kernradius dargestellt. Die Einteilchenniveaus 2pi/,, 2ps, und 1f7, sind direkt
an der Halo—Bildung beteiligt. Die entsprechenden Besetzungswahrscheinlichkeiten werden
im oberen Teil des Bildes dargestellt. Dies sind, wie im Kapitel 3 erklart, die Eigenwerte der
Dichtenmatrix in der kanonischen Basis. Im unprojizierten Fall ndhern sich diese Niveaus
bei A = 32 der Fermi-Kante und werden besetzt. An den Besetzungswahrscheinlichkeiten
ist es zudem zu erkennen, daf diese Niveaus energetisch relativ nahe beieinander sind. Die
Paarwechselwirkung streut Neutronenpaare von dem 1 f7,—Orbital in die 2p-Niveaus, die
dank ihrer geringeren Zentrifugalbarriere zur Halo—Bildung fiihren. Durch die Teilchenzahl-
projektion dndert sich das mittlere Potential und die obengenannten Niveaus, insbesondere
1f7,, werden bereits ab A = 30 besetzt. Das Absenken der Neutronendichte bei *Ne nach
der Teilchenzahlprojektion, deutlich sichtbar in Abbildung 6.6, ist in diesem Bild nicht zu
erkennen. Diese Anderung in der Dichte hat in der Tat eine sehr kleine Auswirkung auf den
Radius, wie man beim Betrachten der Abbildung 6.5 feststellen kann.
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6.3 Ergebnisse zu den Lithium—Isotopen

Es wurden die Lithium-Isotope "Li, °Li und *'Li untersucht. Dafiir bediente man sich des Pa-
rametersatzes NL2, der speziell fiir die Berechnung leichter Kerne entwickelt wurde [Lee86].
Ahnlich wie bei den Neon-Untersuchungen wird der LST-Parameter R durch mehrere Be-
rechnungen in “Li bestimmt. Daraus ergab sich der Wert R = 0.5 fm. Der Oszillatorbasis—
Parameter b wurde weiterhin durch (6.2) bestimmt.

Erste Berechnungen ergaben, daf die Fermi—Kante bei dem Kern ''Li im Kontinuum liegt.
Dieser Kern ist nach diesen Ergebnissen trotz negativer Gesamtenergie somit ungebunden.
Da eine gewisse Willkiir bei der Wahl des Skalierungsfaktors der Paarungskraft (sieche Ab-
schnitt 5.5) bestand, wurde zunéchst der Einflull dieses Parameters auf die Ergebnisse un-
tersucht. Das Resultat dieser Untersuchung wird in Abbildung 6.9 dargestellt.

Im oberen Teil des Bildes wird die Energie in der kanonischen Basis fiir die Neutronenein-
teilchenniveaus nahe an der Fermi—Kante dargestellt. Das Fermi—Niveau wird dabei durch
die gestrichelte Kurve bezeichnet. Ab einem Skalierungsfaktor fp.i. ~ 1.4 ist die Fermi-
Kante negativ und der Kern gebunden. Die Neutroneneinteilchenenergien &ndern sich sehr
wenig mit dem Paarkraft-Faktor. Bei den Beitrigen zum Neutronenradius (mittlerer Teil
des Bildes) ist ein starker Anstieg beim si,-Kanal begleitet von einem stetigen Absenken
im pi,—Kanal ab fu.ir = 1.1 zu beobachten. Dies ist dadurch zu verstehen, dak die Paa-
rungskraft ab diesem Punkt stark genug ist, um Neutronenpaare vom Zustand 1p., in das
Niveau 1s1/, zu streuen. Dies fiihrt zu einem dhnlich starken Anstieg des Gesamtradius, der
im unteren Teil des Bildes dargestellt wird.

Durch den héheren Skalierungsfaktor 1.4 statt des bisher verwendeten Wertes 1.15 senkt die
Bindungsenergie von —44.43 MeV auf —45.88 MeV und stimmt somit besser mit dem expe-
rimentellen Wert —45.64 MeV iiberein. Auch der Kernradius liegt mit 3.19 fm bei starkerer
Paarung gegeniiber 3.01 fm bei den Berechnungen mit fp,;; = 1.15 ndher dem experimentellen
Wert 3.12fm. Die Paarungsenergie beider Konfigurationen unterscheiden sich dabei durch
einen Faktor 6. Sie ist allerdings keine experimentell meftbare Groéfe. Der Einsatz einer
stirkeren Paarung mit dem Ziel, einen gebundenen Grundzustand bei 'Li zu erhalten, fiihrt
zugleich zu Ergebnissen, die im sehr guter Ubereinstimmung mit den gemessenen Werten
sind.

Die Ergebnisse fiir die Neutronenpaarungsenergie, die Bindungsenergie und den Gesamtra-
dius werden in Abbildung 6.10 dargestellt und mit den experimentellen Daten der gesamten
Lithium-Isotopenkette verglichen. Die unprojizierten Resultaten stimmen gut mit den vor-
handenen experimentellen Daten {iberein. Wie schon bei den Untersuchungen der anderen
Isotopenketten festgestellt wurde, werden sowohl die Neutronenpaarungsenergie als auch die
Bindungsenergie durch die Teilchenzahlprojektion abgesenkt. Die Radien bleiben bei "Li und
9Li durch die Teilchenzahlprojektion, abgesehen von einer leichten Verkleinerung, im wesent-
lichen unversindert. Bei ''Li fiihrt sie jedoch zu einem deutlichen Absenken des Kernradius,
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Abbildung 6.9: Energie in der kanonischen Basis fiir die Neutroneneinteilchenniveaus nahe an der
Fermi—Kante (oberer Teil), Beitrag der entsprechenden Spin—Paritit—Kanéle zum
Neutronenradius (mittlerer Teil) sowie Gesamtradius fiir 1'Li (unterer Teil) als Funk-
tion des Skalierungsfaktors der Paarungskraft. Die Fermi—Kante ist im oberen Teil
des Bildes durch die gestrichelte Kurve bezeichnet.
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Abbildung 6.10: Neutronenpaarungsenergie, Bindungsenergie pro Nukleon und Radius fiir Lithium—
Isotope verglichen mit experimentellen Werten aus [AW95, Tan85, Sag92, Tan88].
Die gestrichelte Linie im untersten Teil des Bildes stellt eine A7*~Kurve dar, die
an den Gesamtradius von ’Li angepaft wurde.
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Abbildung 6.11: Neutronendichte als Funktion des Radius fiir Lithium-Isotope. Die gestrichelten
Kurven bezeichnen unprojizierte Ergebnisse, projizierte sind durch durchgezogene

Kurven gekennzeichnet.

wobei die sehr gute Ubereinstimmung mit dem experimentellen Wert verlorengeht. Dennoch
liegt das Ergebnis fiir diesen Kern, sowohl im projizierten als auch im unprojizierten Fall,
deutlich iiber der in der Abbildung eingezeichneten AY*~Kurve, die an den Gesamtradius

von “Li angepaft wurde.

In Abbildung 6.11 wird die Neutronendichte fiir die Lithium—Isotope dargestellt. Im Kern
Li ist bei den unprojizierten Ergebnissen die Bildung eines Halo festzustellen, allerdings
nicht so ausgepriagt wie bei den Ortsraumberechnungen in [MR96|. Bei dieser Untersuchung
wurde eine 0—Kraft im Paarungskanal, deren Stirke durch Anpassung an die Paarungsener-
gie von 7Li bestimmt wurde, verwendet. Wie schon bei den Ergebnissen fiir die Radien,
verursacht die Teilchenzahlprojektion bei “Li und °Li nur eine leichte Verkleinerung der Ein-
teilchendichte, withrend sich bei 'Li ein drastisches Absenken der Neutronendichte ergibt.
Bei diesen teilchenzahlprojizierten Berechnungen ergibt sich dem zufolge kein Halo fiir ' Li.

In Abbildung 6.12 wird die Gesamtdichte fiir ''Li mit der experimentellen Dichtverteilung
aus [Sag92| verglichen. Die Bildung eines Halo bei den unprojizierten Berechnungen ist
darin nochmals deutlich zu erkennen. Quantitativ ist die Beschreibung des Halo jedoch
nicht vollkommen, obwohl der Wert fiir den Radius in sehr guter Ubereinstimmung mit dem
Experiment steht. Bei dem projizierten Ergebnis ist kein Halo zu erkennen.
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Abbildung 6.12: Gesamtdichte fiir ''Li als Funktion des Radius verglichen mit der experimentellen
Dichtverteilung aus [Sag92|. Die gestrichelte Kurve bezeichnet das unprojizierte
Ergebnis, das projizierte ist durch die durchgezogene Kurve gekennzeichnet. Der
graue Bereich bezeichnet die experimentell ermittelte Dichte mit Fehlerbalken.

Der diagonale Anteil des Neutronenpaarungstensors fiir die Lithium—Isotope wird in Abbil-
dung 6.13 dargestellt. Hier fiihrt die Teilchenzahlprojektion, aufer bei “Li, zu einem Anstieg
des Diagonalwertes des Paarungstensors. Ahnlich wie bei den Neon-Kernen konzentriert
sich auch hier die Paarwechselwirkung an der Kernoberfliche. Ferner ist zu beobachten, wie
sich der Paarungstensor bei 'Li im unprojizierten Fall weit iiber den eigentlichen Kernradi-
us hinaus streckt. Dies weist auf die entscheidende Rolle der Paarungskorrelationen in der
Halo—Bildung hin.

Bei der Entstehung des Halo im Kern "Li sind die Einteilchenniveaus 1pi,, 1ps, und be-
sonders 2s1/, beteiligt [MR96]. In Abbildung 6.14 werden die Beitrége der entsprechenden
Spin—Paritdt—Kanile zum Neutronenradius sowie die Besetzungswahrscheinlichkeiten dieser
Orbitale als Funktion der Massenzahl fiir die Lithium-Isotope dargestellt. Sowohl im unproji-
zierten als auch im projizierten Fall steigt der Beitrag der pi/,— und ps;,—Kanéle kontinuierlich
mit der Massenzahl. Trotzt schwacher Besetzung des Orbitals 251, tragen bei *Li die Kanéle
si, und pi, in beiden Féllen praktisch gleichermassen zum Kernradius bei. Am Ubergang
von ?Li zu " Li néhert sich das Niveau 2s1/, der Fermi-Kante und wird stirker besetzt. Infolge
seiner geringeren Zentrifugalbarriere steigt der Beitrag vom si,—Kanal zum Kernradius. Im
unprojizierten Fall fithrt dies zur Bildung eines Halo, wie in Abbildung 6.11 festzustellen ist.
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Abbildung 6.13: Diagonaler Anteil des Neutronenpaarungstensors als Funktion des Radius fiir
Lithium-Isotope. Die Legenden sind diegleichen, wie sie in der Abbildung6.12

verwendet wurden.

Nach der Teilchenzahlprojektion fithren die Anderungen im Mittelfeld dazu, daf die Energie
des Zustandes 2s., leicht nach oben verschoben wird. Trotz erhohter Paarung kann dieses
Niveau im projizierten Fall nicht stark genug besetzt werden. Dadurch senkt sein Beitrag
zum Kernradius und somit der Gesamtradius von !Li.

Die Abhéngigkeit von der exakten Position des 2s./,~Zustandes im Energiespektrum macht
den Mechanismus der Halo-Bildung im Kern ''Li besonderes anfillig gegen kleine Verschie-
bungen der Einteilchenniveaus. Dies trifft nicht nur im Fall einer Teilchenzahlprojektion
zu, sondern auch bei der Verwendung anderer RMFT—Parametersitze. Aus diesem Grund
soll dem Zusammenbruch des Halo nach der Teilchenzahlprojektion keine grofe physikali-
sche Bedeutung beigemessen werden. Bei den Neon-Isotopen ist hingegen die Entartung der
Orbitale nahe an der Fermi-Kante entscheidend fiir die Halo-Bildung. Dieser Mechanismus
ist folglich stabiler gegen kleine Anderungen im Potential, wie man an den Ergebnissen zu
diesen Isotopen feststellen konnte.

6.4 Das Divergenzproblem bei der
Teilchenzahlprojektion

Im Abschnitt 3.3 wurde das erweiterte Wicksche Theorem benutzt, um Zweiteilchenmatrix-
elemente durch die generalisierten Dichten auszudriicken und somit den Ausdruck (3.37)
fiir den Hamiltonoperatorsiiberlapp abzuleiten. Daraus ergab sich Gleichung (3.64) fiir die
projizierte Energie.

In der kanonischen Basis, hier durch die Operatoren ;! und a, gekennzeichnet, sind die

65



lj

<r>.[fm]

1.0

0.8

0.4

0.2

0.0

P32 1 Ps —
s1/2 — S]jz —
Py, T P2 7]
Unprojiziet | Projiziert |
l l l l l l
7 9 11 7 9 11

A

Abbildung 6.14: Beitrége der verschiedenen Spin-Paritit-Kanédle zum Neutronenanteil des Kernra-

dius bei den Lithium-Isotopen.

generalisierten Dichten gegeben durch:

_ (@laja,c?N|0)

(D|a ane®N | D)

nn' - - , .3b

Knnt () (<I>|e’¢N|<I>} (6.3b)
. B <<I>‘a:,a;{ei¢’N‘<I>>

Obige Matrixelemente lassen sich leicht berechnen und man erhilt folgende Ausdriicke fiir
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die generalisierten Dichten [AERO1]:

v2 e
pnn’(¢) = U2 + U2 €2i¢ 6nn’ ) (648,)
Up Uy, €210
K (@) = W2 2 B (6.4b)
x UnpUn
—Fpn(0) = (6.4c)

2 | 2 p2i0
u2 + v2 e?i®

Aus den obigen Gleichungen ist es ersichtlich, dafs die generalisierten Dichten divergieren,
wenn u, = v, und ¢ = /2. Insbesondere ist die projizierte Paarungsenergie gegeben durch

1
E[])\;ir = Z/d¢y(¢) Z R;mz(‘ﬁ)@nlnznsm“nam(‘ﬁ)
=1 [ 4656 Y BB (8) + To O (0)
nn'/>0

— [ 465(0) 3 Tua i) (6)
nn’>0
Fiir n # n' beseitigt y(¢) ~ ([N |®) = [0 (u2 + v2e*?) die Nullstellen im Nenner von
k(¢) und 7*(¢). Fiir n = n' ist dagegen nur eine Nullstelle durch einen dhnlichen Faktor in
y(¢) zu beseitigen. Der Beitrag dieses Terms zur Paarungsenergie lautet in diesem Fall

2,2 2i¢p
N ~ ulvie
pair| , = /d¢ y(¢) Z,U”ﬁ”ﬁ 2 g n2 2ip)2
(uf + v} e29)
n>0
w22 e2id , ) (6.6)
< f 53t T1 i)
n>0 n n m>0,m#n

und divergiert fiir u,, = v, und ¢ = 7/2.

Fiir schwerere Kerne ist der Beitrag des Bereiches ¢ ~ 7/2 zur Paarungsenergie aufgrund des
Faktors e Y in der Gleichung (3.63) sehr gering, sodaf sich eventuelle Divergenzen nicht
bemerkbar machen. Dies ist in Abbildung 6.15 ersichtlich, in der der Betrag der Funktion
z(¢p) (siehe Gleichung (3.63)) fiir drei in dieser Arbeit untersuchte Kernsysteme dargestellt
wird. Wie ausgeprigt der Abfall dieser Funktion im Bereich ¢ ~ 7/2 ist, hangt zudem von der
Starke der Paarungskorrelationen ab. Insbesondere hingt die starke Absenkung der Kurve
in keiner Weise mit Divergenzen zusammen. Nur in seltenem Fall, dall der Pol mit grofser
numerischer Genauigkeit getroffen wird, konnen also die Singularitdten zu Problemen fiih-
ren, wie man spater sehen wird. In Abbildung 6.16 wird die Paarungsenergie fiir dieselben
Kerne der Abbildung 6.15 als Funktion der oberen Grenze des Integrationswinkels ¢ in Glei-
chung (6.5) getragen. Wihrend fiir die schwereren Neon— und Zinn-Kerne der Bereich ab

67



(@)l

o
|

/4 /2 3r/4

Abbildung 6.15: Betrag der Funktion z(¢) als Funktion des Eichwinkels ¢ aus PAV-Rechnungen fiir
drei hier untersuchte Kernsysteme.

-16
-14

3 12
2

-4 11,

Li

0 /4 /2

¢

Abbildung 6.16: Projizierte Paarungsenergie als Funktion der oberen Grenze des Integrationswin-
kels ¢. Da diese Funktion symmetrisch um 7/2 ist, wird lediglich der Bereich [0, /2]
dargestellt.
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llLi 38Ne 116Sn

fe z(7/2) B fe z(vf2) Bl fe z(v2)  El
GO 1. 1.88-1072 —2.46 1. 7.78-10"%  —17.43 1. —2.83-1075 —17.12
G3 0.987 —2.08-10~4 —8.76 0.991 8.26-10"11  —16.21 0.994 —3.70-10"7  —18.99
G6 0.987110 1.49 -10-7 6781.50 0.990767 5.04-1072% —16.18 0.993566 1.05-1071  —19.29

G8 0.98710992 —2.22-1079 —454687.78 0.99076679 2.33-10731 —16.18 0.99356603 —3.63-1072% —19.29

Tabelle 6.1: Projizierte Paarungsenergie (in MeV) in der Néhe eines Pols fiir drei verschiedene Kern-
systeme.

¢ = /4 kaum zur Paarungsenergie beitriigt, ist die Kurve bei dem Lithium-Kern hingegen
stets ansteigend.

Um ihren Effekt besser zu untersuchen, kann man explizit nach solchen Polen suchen. Durch
Multiplikation des o—Feldes mit einem Faktor f, kann das mittlere Potential beliebig ver-
schoben werden, bis ein bestimmtes Niveau k eine Besetzungswahrscheinlichkeit v = 0.5
aufweist und somit u, = vy erfiillt. Bei einer selbstkonsistenten Losung des Problems kénnen
jedoch die Divergenzen im Verlauf der Iterationen durch andere Effekte aufgehoben werden.
Um die Auswirkung der Pole eindeutig zu isolieren, werden aus diesem Grund die Unter-
suchungen bei PAV-Berechnungen durchgefiihrt. Dabei erfolgt die Teilchenzahlprojektion
erst nach Konvergenz der Hartree-Bogoliubov-Iteration. In Abbildung 6.17 wird der Betrag
der Uberlappfunktion x(¢) fiir drei hier untersuchte Kerne dargestellt, jeweils fiir drei Werte
von f,, die den Pol mit steigender Genauigkeit darstellen. Die entsprechenden Zahlen sowie
die Paarungsenergie dieser Konfigurationen sind in Tabelle 6.1 gefaft. Erwartungsgemé&fs
divergiert die Paarungsenergie fiir "' Li, wihrend die Variationen bei den schwereren Kernen
eher auf die Verschiebung des o—Potentials zuriickzufiihren sind. Abbildung 6.18 zeigt das
Verhalten der Paarungsenergie fiir 'Li in der Nihe des Pols. Man sieht deutlich, dak es sich
dabei um einen extrem schmalen Pol handelt.

In praktischen Berechnungen kann der Effekt des Pols auch fiir leichtere Kerne vermieden
werden, indem eine gerade Anzahl von Punkten in der Fomenko-Entwicklung (5.21) genom-
men und somit der Punkt ¢ = 7/2 vermieden wird. Allerdings 16st dieses einfache Rezept
das Problem nicht vollstdndig, denn bei einer héheren Anzahl von Stiitzstellen liegen die
mittleren Integrationspunkte sehr nahe an kritischem Punkt ¢ = 7/2 und kénnen dennoch zu
Divergenzen in der Paarungsenergie fiihren. Eine Uberpriifung der Konvergenz der Fomenko—
Entwicklung beziiglich der Anzahl der Stiitzstellen ist besonderes fiir leichte Kerne notwendig.

Anguiano et al. [AERO1| haben das Divergenzproblem im Rahmen teilchenzahlprojizierter
Cranking-HFB-Rechnungen mit der endlich reichweitigen Gogny-Kraft eingehend unter-
sucht. Sie stellen fest, daf solche Divergenzen durch die Vernachlidssigung von Austauschter-
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Abbildung 6.17: Betrag der Funktion z(¢) fiir ''Li, 3¥Ne und 1°Sn in der Nihe eines Pols. Hier
entsprechen G0, G3 und G8 Werte von f,, die mit 0, 3 und 8 Nachkommastellen
bestimmt wurden und somit den Pol mit steigender Genauigkeit darstellen.
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Abbildung 6.18: Neutronenpaarungsenergie fiir ''Li als Funktion des Parameters f, in der Nihe
eines Pols. Die obere Skala zeigt die entsprechende Verschiebung des o—Potentials
in MeV.

men hervorgerufen werden. Somit miifsten im Prinzip alle Terme der Wechselwirkung in der
Teilchenzahlprojektion beriicksichtigt werden. Dies ist allerdings bei RMFT-Rechnungen,
bei denen eine unterschiedliche Wechselwirkung im Teilchen—Teilchen-Kanal verwendet wird
(siche Kapitel 4), nicht moglich.

Interessanterweise stofsen die Autoren von Referenz [AERO1] auch bei schwereren Kernen wie
Chrom und Erbium auf Divergenzprobleme bei der Teilchenzahlprojektion. Dies widerspricht
den hier dargestellten Ergebnissen. Eine Erklarung hierfiir wére ein moglicher zusétzlicher
Effekt, der aus dem Zusammenspiel zwischen Rotation und Paarung resultiert. Desweiteren
wird bei [AERO1] das HFB-Problem durch direkte Minimierung der projizierten Energie
gelost. Bei der sogenannten Gradientenmethode [RS80| wird die Energieoberfliche in die
Richtung des am stirksten abfallenden Gradienten abgesucht, bis ein Minimum erreicht ist.
Im Fall eines Pols konnte diese Methode direkt zu einer divergierenden Losung fithren. In der
vorliegenden Arbeit wird stattdessen die dquivalente Diagonalizationsaufgabe gelost, wobei
das Treffen eines Pols nur aus zufélligen Umsténden resultieren kann.
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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden zum ersten Mal teilchenzahlprojizierte relativistische Hartree-Bogo-
liubov—Gleichungen fiir endliche Kerne hergeleitet und gelost. Ausgangpunkt hierfiir war
die Relativistische Mean—Field-Theorie (RMFT). Sie basiert auf einer lokalen, Lorentz—
invarianten Lagrangedichte, die die Wechselwirkung von punktférmigen Dirac-Nukleonen
durch den Austausch verschiedener Mesonen sowie des Photons beschreibt. Man schreibt
die Energie des Systems als ein Funktional der Kerndichte, die Losungen werden mittels
Variation erhalten. Eine solche Dichtefunktionaltheorie war zuvor schon in der Festkorper-
physik erfolgreich als Kohn-Sham-Theorie angewandt worden [KS65]. In der Kernphysik
sind die nichtrelativistischen Skyrme— [Sky59] und Gognykréfte [DG80| weitere bekannte
Beispiele. Durch den Euler-Lagrange—Formalismus ergeben sich als Bewegungsgleichungen
die Diracgleichung fiir die Nukleonen und die Klein—-Gordon—Gleichung fiir die Bosonen.
Diese Gleichungen stellen ein gekoppeltes, nichtlineares Gleichungssystem dar. In der Mean—
Field-Nédherung werden die Bosonen durch klassische Felder beschrieben. Als Folge dessen
ergibt sich, daft die Nukleonen ausschlieflich durch die Mesonenfelder wechselwirken und
sich somit frei in einem mittleren Potential bewegen. Als Dichtefunktionaltheorie enthélt die
Mean—Field—Theorie auf effektive Weise kompliziertere Korrelationen sowie Vielteilchen— und
Vakuumspolarisationseffekte, die durch Anpassung der freien Parameter an experimentelle
Daten auf phédnomenologischem Niveau beriicksichtigt werden.

Die RMFT wurde dann erweitert, um Paarungskorrelationen iiber den BCS-Formalismus
hinaus beriicksichtigen zu kénnen. Dafiir wurden die RMFT-Gleichungen zuerst durch die
Einfiihrung kanonischer Vertauschungsrelationen quantisiert. Nach Eliminierung der bo-
sonischen Freiheitsgrade ist mit Hilfe der Gor’kov-Faktorisierung das relativistische Gegen-
stiick zu den klassischen Hartree-Fock—Bogoliubov-Gleichungen entstanden, die sogenannten
Dirac-Hartree-Fock-Bogoliubov-Gleichungen. Da eine quantitative Beschreibung von Paa-
rungskorrelationen durch eine mesonische Wechselwirkung zur Zeit jedoch nicht moglich ist,
wird im Paarungskanal die phinomenologische Gogny—Wechselwirkung eingesetzt.

Im Anschluft wurde eine Projektionsmethode entwickelt, mit deren Hilfe verletzte Symme-
trien wiederhergestellt werden konnen. Insbesondere liegt das Interesse hier bei der Teil-
chenzahlsymmetrie, die bei der Ableitung der Dirac—Hartree—Fock—Bogoliubov—Gleichungen
verletzt wurde. Das Ergebnis sind projizierte HFB-Gleichungen, die dieselbe algebraische
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Struktur ihrer unprojizierten Kontrahenten aufweisen und sich somit durch dieselben be-
wahrten numerischen Techniken behandeln lassen. Lediglich die Ausdriicke fiir das Hartree—
Fock—Potential und das Paarungsfeld sind dabei aufwendiger.

Die RMFT-Gleichungen werden schlieflich durch Entwicklung in einer Oszillatorbasis selbst-
konsistent gelost. Beabsichtigt man allerdings Halo—Kerne zu untersuchen, stoft man bei
dieser Losungsmethode auf Konvergenzprobleme. Eine groffe Anzahl von Schalen mufl be-
riicksichtigt werden, um die schwachabfallenden Nukleonenverteilungen solcher Kerne be-
schreiben zu konnen. Um dieses Problem zu umgehen, wurden die Oszillatorbasisfunktionen
mittels einer lokalen Skalierungstransformation so modifiziert, dafs sie nun das gewiinschte
asymptotische Verhalten aufweisen.

Mit diesen Erweiterungen war es dann moglich, teilchenzahlprojizierte relativistische Unter-
suchungen exotischer Kerne im Rahmen der RMFT durchzufiihren. Bei allen untersuchten
Kernen fiihrt die Teilchenzahlprojektion zu einer stirkeren Bindung, was auf eine bessere Be-
schreibung dieser Kernsysteme schlieffen 1afst. Zusétzliche Korrelationen, die im Rahmen der
teilchenzahlprojizierten Wellenfunktionen erfakt werden, haben auferdem eine tiefere Paa-
rungsenergie zur Folge. Insbesondere ergaben teilchenzahlprojizierte Berechnungen auch fiir
Kerne mit abgeschlossener Hauptschale von Null verschiedene Paarungskorrelationen. Dies
steht im Gegensatz zu reinen HFB-Rechnungen, bei denen in solchen Féllen die Paarung
zusammenbricht.

Bei den neutronenreichen Zinn—Isotopen war die Bildung von Neutronenh&uten zu beobach-
ten. Dabei konnte keine durch die Teilchenzahlprojektion bedingte Anderung festgestellt
werden. Intuitiv ist es in der Tat zu erwarten, dak die Teilchenzahlprojektion bei der Be-
schreibung solcher schweren Systemen keine nennenswerte Rolle spielt.

Der Prozefs, der zur Halo-Bildung in leichten Kernen fiihrt, wurde mikroskopisch untersucht,
auch unter Beriicksichtigung der Teilchenzahlprojektion. Bei den Neon—Kernen entsteht der
Halo durch die nidherungsweise Entartung der Niveaus 2pi,, 2ps;, und 1fr, nahe an der
Fermi-Kante. Diese Lage blieb im ganzen nach Teilchenzahlprojektion unverandert. Bei
32Ne verursacht sie ein eindeutiges Absenken der Neutronendichte und fiihrt somit zu einem
stetigen Ubergang von dem kompakten Kern **Ne zu den Halo-Kernen 32~%°Ne.

Im Kern ''Li fiihren die unprojizierten Rechnungen zu dem Ergebnis, daR ein Halo auf-
tritt. Er ist allerdings nicht so ausgepréigt wie bei den Ortsraumberechnungen mit d—Kraft
in [MR96|. Der Halo in diesem Kern entsteht durch ein komplexes Zusammenspiel zwischen
Mittelfeld und Paarungskorrelationen, wobei das Niveau 2s1/, die entscheidende Rolle spielt.
Nach der Teilchenzahlprojektion fithren die Anderungen im Mittelfeld dazu, da die Energie
dieses Zustandes leicht nach oben verschoben wird. Trotz erh6hter Paarung kann das Niveau
251/, im projizierten Fall nicht stark genug besetzt werden. Als Folge dessen senkt sein Beitrag
zum Kernradius und somit der Gesamtradius von ''Li nach der Teilchenzahlprojektion.

Wihrend die Teilchenzahlprojektion qualitativ zu einer physikalisch besseren Beschreibung
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der hier untersuchten Kernsysteme fiihrt, sind ihre Ergebnisse generell, wenn von den un-
projizierten Werten unterschiedlich, nicht in guter Ubereinstimmung mit den Experimenten.
Dies hat seine Ursache darin, dafl die Anpassung der freien Parameter der Theorie an expe-
rimentelle Daten ausschlieflich mittels unprojizierten Rechnungen erfolgte. In praktischen
Anwendungen kann dieses Problem umgangen werden, indem durch die Teilchenzahlpro-
jektion hervorgebrachte Beitrige, die offensichtlich mit keinem neuen physikalischen Inhalt
zusammenhéngen, abgezogen werden. Dies kann beispielsweise durch Anpassung der Paa-
rungskraft bei projizierten Berechnungen bewerkstelligt werden.

Das Divergenzproblem bei der Teilchenzahlprojektion wurde diskutiert. Dies hat seine Ur-
sache in einer Singularitit der projizierten Zweiteilchenmatrixelemente bei einem Integra-
tionswinkel gleich /2. Solche Divergenzen treten immer auf, wenn zwei Einteilchenniveaus
gleichzeitig eine Besetzungswahrscheinlichkeit v? = 0.5 aufweisen. Dies kann erhebliche Fol-
gen zur teilchenzahlprojizierten Beschreibung von Halo—Kernen haben, denn die ndherungs-
weise Entartung zweier oder mehrerer Einteilchenniveaus nahe an der Fermi-Kante ist eine
wesentliche Voraussetzung fiir die Entstehung von Halos. Dieses Problem ist jedoch nur bei
sehr leichten Kernen von Bedeutung, da die divergierenden Terme exponentiell mit der Teil-
chenzahl absenken. Aber auch fiir leichte Kerne kann der Effekt des Pols stark vermindert
werden, indem man die Integrationsstiitzstellen geeignet wahlt.

Eine interessante zukiinftige Anwendung der in dieser Arbeit vorgestellten Projektionsmetho-
de wire ihr Einsatz bei der Beschreibung von rotierenden Kernen, insbesondere im Bereich des
durch den Paarungszusammenbruch bedingten Phaseniibergangs bei hohen Drehimpulsen.
Es ist seit langem bekannt, daf hier Teilchenzahlprojektion notwendig ist [ER82|. Es wird
aber meist die Lipkin—Nogami—-N&herung benutzt, die das Variationsprinzip verletzt [FO97|.
Desweiteren kann die Methode auch fiir die Drehimpulsprojektion, zunéchst fiir den Fall
axialer Symmetrie, angewandt werden.

Fiir vorhersagefihige realistische Untersuchungen von Halo-Kernen wire die Entwicklung
einer geeigneten numerischen Methode wichtig, die eine Losung des Hartree-Bogoliubov—
Problems auch unter Verwendung von teilchenzahlprojizierten Potentialen in der Praxis er-
laubt. Die in dieser Arbeit verwendete Methode der Entwicklung der Wellenfunktionen in
einer LST—Basis hat den Nachteil eines zusdtzlichen Parameters, der fiir jeden Kern neu
angepalst werden mufs. Dies vermindert die Vorhersagekraft der Berechnungen. Der Einsatz
einer in [NS02| vorgestellten Kamimura—Gauf—Basis birgt das gleiche Problem. Zur Losung
der DHB-Gleichungen im Ortsraum bietet sich die Methode der Finiten Elemente an. Der
Einsatz von teilchenzahlprojizierten Potentialen fiihrt jedoch zu vollbesetzten Steifigkeitsma-
trizen, was die Verwendung dieser Methode fiir die Losung des projizierten Problems nicht
praktikabel macht.

Ein weiterer bedeutender Punkt wire die Untersuchung realistischer Mesonenaustauschpo-
tentiale zur Beschreibung von Paarung im Rahmen einer relativistischen Theorie. Serra hat
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sich in [Ser01] mit diesem Thema beschiftigt und gute Ergebnisse fiir die Kernmaterie erhal-
ten konnen. Es wére sicherlich aufschlufireich zu untersuchen, inwiefern sich die gewonnenen
Kenntnisse iiber die Paarwechselwirkung in Kernmaterie auf endliche Kerne iibertragen las-
sen.
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