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Einleitung

Die Fortschritte, die in den letzten Jahren bei der Entwicklung von Kiihlungstechni-
ken gemacht wurden, erlauben es, Experimente mit Atomen bei sehr niedrigen Tem-
peraturen durchzufiihren. Streuprozele von Atomen, Molekiilen oder Bose-Einstein-
Kondensaten bei niedrigen Energien haben in letzter Zeit viel Aufmerksamkeit auf
sich gezogen [47, 56].

Ein Effekt, der bei diesen Temperaturen eine sehr wichtige Rolle spielt, ist die soge-
nannte Quantenreflexion, die bewirken kann, daf} ein Teilchen reflektiert wird, ohne
einen klassischen Umkehrpunkt zu erreichen. Quantenreflexion wird z. B. durch die
langreichweitigen Anteile der Atom-Atom- oder Atom-Oberflichen-Wechselwirkung
hervorgerufen und kann verhindern, daf§ die Atome nahe genug kommen, um die
kurzreichweitigen Kréfte zu spiiren. Daher besteht im Falle der Atom-Oberflichen-
Wechselwirkungen die Moglichkeit, dafl das Teilchen nicht an der Oberflidche haftet
(,sticking®) oder nicht inelastisch reflektiert wird [6].

Erste Experimente zur Quantenreflexion wurden anhand der Reflexion von Helium-
und Wasserstoffatomen an der Oberfléche von superfliissigem Helium [4, 15, 37, 59]
durchgefiihrt. Shimizu [50] benutzte diesen Effekt, um Retardierungseffekte beim
Casimir-van-der-Waals-Potential nachzuweisen. Auflerdem wurde von Shimizu und
Fujita [51] das erste atomoptische Bauelement vorgestellt, das auf dem Prinzip der
Quantenreflexion beruht. In mehreren Arbeiten [12, 16, 17, 18, 35] wurde bisher
das Niedrigenergieverhalten der Quantenreflexion fiir eine Vielzahl von Potentialen
untersucht. Friedrich et al. [20] haben kiirzlich fiir homogene Potentiale und das
Casimir-van-der-Waals-Potential einen Ausdruck fiir die Quantenreflexion bei ho-
hen Energien hergeleitet.

Bei all diesen Veroffentlichungen wurde zu Grunde gelegt, dal das Teilchen jeweils
wahrend des ganzen Prozefes in seinem urspriinglichen Zustand verbleibt. Bei Atom-
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2 EINLEITUNG

Atom- oder Atom-Oberfléchen-Wechselwirkungen kann es aber vorkommen, daf das
Teilchen in einen anderen Zustand iibergeht. Dies wird mit Hilfe der gekoppelten
Kanalgleichungen beschrieben, wobei wir in dieser Arbeit Systeme mit nur zwei
Zustanden betrachten wollen. Ziel dieser Arbeit soll es sein, zu sehen wie sich die
Eigenschaften der Quantenreflexion bei Vorhandensein eines zweiten Kanals verhal-
ten. Unter bestimmten Umstédnden besteht die Md6glichkeit, dafl sich die Potential-
kurven, die die beiden Zustinde des Teilchens beschreiben, kreuzen und es dabei zu
einem nichtdiabatischen Ubergang kommt. Diese Ubergangswahrscheinlichkeit wird
sehr hiufig mit Hilfe des Landau-Zener-Modells beschrieben. Wir wollen hier unter-
suchen, welchen EinfluB die Quantenreflexion auf die Ubergangswahrscheinlichkeit
hat und wie man die Formel von Landau und Zener modifizieren muf}, um das rich-
tige Niedrigenergieverhalten zu erhalten.

In Kapitel 1 stellen wir die Grundlagen fiir die vorliegende Arbeit vor. Da wir fiir die
Bestimmung der Reflexion und Transmission Bereiche benétigen, in denen es uni-
direktionale Losungen der Schrodinger-Gleichung gibt, beginnen wir mit der WKB-
Néherung, die uns die nétigen Informationen fiir die Berechnungen der Wahrschein-
lichkeiten liefert. In Abschnitt 1.2 fithren wir das Konzept der gekoppelten Kanal-
gleichungen ein und in Abschnitt 1.3 stellen wir die wichtigsten Eigenschaften der
Quantenreflexion in Einkanalsystemen vor. Den Abschlufl des Grundlagenteils bil-
det die Beschreibung der nichtdiabatischen Uberginge, wo wir auf das altbekannte
Landau-Zener-Modell und die neue Theorie von Zhu und Nakamura eingehen wer-
den.

Das zweite Kapitel soll Aufschluf} iiber allgemeine Eigenschaften von Zweikanalsy-
stemen geben.

Im dritten Abschnitt wollen wir gekoppelte Stufenpotentiale untersuchen, die den
Vorteil bieten, dafl man fiir alle Grélen analytische Ausdriicke angeben kann. Da-
bei werden wir, neben dem schwellennahen Bereich, in unseren Betrachtungen auch
hohere Energiebereiche berticksichtigen, v.a. dort, wo alle Kanéle offen sind.

Ziel des vierten Kapitels ist es, zu sehen, welche der vorherigen Ergebnisse auch bei
stetigen Potentialen giiltig sind. Dazu betrachten wir als erstes gekoppelte Woods-
Saxon-Potentiale, die im Limes verschwindender Diffusitit wiederum in Stufenpo-
tentiale {ibergehen. Danach richten wir unser Augenmerk auf eine von Marani et al.
[28] untersuchte experimentelle Situation. Dabei wurden zwei Zustéinde eines Atoms
iiber ein optisches Potential, das durch eine evaneszente Welle erzeugt wurde, mit-
einander gekoppelt. Hier hat dann auch das Kopplungspotential, im Gegensatz zu
den vorher untersuchten Systemen, eine andere Reichweite als die diagonalen Po-
tentiale V,, (x) und V,, ().



Im letzten Abschnitt zeigen wir anhand von Woods-Saxon- und homogenen Poten-
tialen, wie das Landau-Zener-Modell fiir niedrige Energien modifiziert werden muf3.
Auflerdem vergleichen wir fiir die homogenen Potentiale die Theorie von Zhu und
Nakamura mit der von Landau und Zener. Wir werden dort auch einen konstan-
ten Faktor  in den Exponenten der Landau-Zener-Formel einfiihren, der es uns
ermdéglicht, eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen der exakten quantenmechani-
schen Rechnung und dem Modell zu erhalten.



EINLEITUNG




KAPITEL 1

Theoretische Grundlagen

1.1 Die WKB-Niherung

Um ein mikroskopisches System quantenmechanisch exakt zu beschreiben, benutzt
man die von Schrodinger 1926 aufgestellte Wellengleichung:

H () = E ¢(7) (1.1)

mit dem Hamiltonoperator H = —%VQ + V(7).

Aus dieser ist es moglich, die Wellenfunktion (7*) des Teilchens und die Energieei-
genwerte F, falls es sich um gebundene Zustéinde handelt, zu bestimmen. Da man
eine komplizierte Eigenwertgleichung zu 16sen hat, versucht man oft, die Schrédinger-
Gleichung mit Ndherungsmethoden zu l6sen. Fiir eindimensionale Systeme benutzt
man die semiklassische Ndherung von Wentzel [57], Kramers [24] und Brillouin [8],
die WKB-Methode. Sie liefert eine Verbindung zwischen klassischer Mechanik und
Quantenmechanik, indem sie das Konzept der Wellenfunktion mit der Bewegung
entlang einer Bahn in Verbindung bringt.

1.1.1 Die WKB-Wellenfunktion

Zuerst wollen wir einen gendherten Ausdruck fiir die Wellenfunktion (x) finden.
Dazu schreiben wir nach [19] die Wellenfunktion eines Teilchens der Masse m, das
sich in einem Potential V' (x) befindet, als

Y(x) = explig(z)] , (1.2)

5



6 THEORETISCHE GRUNDLAGEN

wobei g(z) eine komplexe Funktion ist. Beriicksichtigen wir noch die Aufteilung der
klassischen Energie in einen kinetischen und einen potentiellen Anteil

p(x)?
2m

E=T+V() = B 1 v(),  pa) =y/2mE - V()] |

so kénnen wir die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung (1.1) schreiben als

v + By =0 (13)
Mit Ansatz (1.2) erhalten wir:
(@) =22 iz (1.4)

72
Somit ergibt sich dann fiir ¢'(z) folgende Gleichung durch Entwickeln der Wurzel:

g(z) = iz%\/ Lt i ()

p*(x)

_ ple) o
= iT{lizmg (x)+ 0O

(55 (g"(x>>)2” )

Die semiklassische Naherung entspricht nun dem Limes i — 0, da man A& als sehr
kleine Grofe im Vergleich zu ¢ p(z)dz betrachtet. Daraus folgt fiir ¢’(x) in fiihren-
der Ordnung in % ¢'(x) = £p(z)/h und ¢"(x) = £p'(x)/h. Damit reduziert sich
Gleichung (1.5) auf

, _opl@) | p(=)
g(xr) = iT + Z2p(l’) |
= g(x) = :I;%/m p(x')dx' + % Inp(z) + konst. . (1.6)

Setzt man nun dies in die WKB-Wellenfunktion (1.2) ein, so erhélt man:

Uiy e () X

exp [i% / ' p(x')dx'} | (1.7)

p(x)

wobei die untere Integrationsgrenze nur eine konstante Phase in der Wellenfunk-
tion (1.7) bewirkt, die durch die Anfangsbedingungen gegeben ist'. Das Integral

!Bei der Reflexion an einem attraktiven Potential, gibt es keinen Wendepunkt und somit auch
keinen natiirlichen Bezugspunkt, der sich als untere Integrationsgrenze anbietet.
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[Z p(a')dz" ist die klassische Wirkung S. Fiir die Anwendbarkeit der WKB-Funktion

(1.7) als Losung der Schrodinger-Gleichung (1.1) wird in der Literatur [12, 34, 50]

oft gefordert, dafi die lokale de-Broglie-Wellenléinge A = 27h/|p(x)| langsam genug
1

=S| <= - (1.8)

j_fv (%) p 2m

Diese Bedingung reicht in vielen Féllen aus, ist aber i. a. weder hinreichend noch

variiert, also
/

p

notwendig.

Ein Beispiel dafiir, daf§ die Erfiillung von (1.8) nicht notwendig ist, ist ein Potential,
das proportional zu 1/z* ist [20]. Fiir ein Teilchen mit Energie Null sind die WKB-
Wellenfunktionen fiir alle z-Werte exakte Losungen der Schrodinger-Gleichung, wo-
hingegen die linke Seite von (1.8) proportional zu x ist und somit fiir x — oo
unendlich wird.

Daf (1.8) nicht hinreichend ist, kann man am Fall eines Teilchens mit nicht allzu
grofler Energie sehen, das sich unter dem Einfluf§ eines schnell oszillierenden Po-
tentials mit kleiner Amplitude bewegt. Dieses Potential kénnte z. B. eine lokale
de-Broglie-Wellenléinge A = W,?v)\ = 1 +sin(qz)/q®/? erzeugen. Hier wiire die WKB-
Wellenfunktion (1.7) an keiner Stelle eine gute N&herung [20], wohingegen die linke
Seite von (1.8) gleich |cos(qx)|//q ist und fiir ¢ — oo beliebig klein wird.

1.1.2 Die Badlandsfunktion

Um nun zu einer besseren Abschétzung fiir die Giiltigkeit der WKB-Wellenfunktion
zu gelangen, bildet man die zweite Ableitung von (1.7) und erhélt
3 (pI)Q 1 pll

) e =0 .

2
w:/IVKB (l‘) + %¢WKB (‘T) o (

Diese stimmt nun mit der umgeschriebenen Schrédinger-Gleichung (1.3) bis auf ein

zusdtzliches Potential V|
2 3 1\ 2 1 1/
cm d:_(p) _ (1.10)
o 4 p? 2

iiberein. Somit sind die WKB-Wellenfunktionen nur dann gute N&herungen, wenn

fiir das zusétzliche Potential V., gilt:

p2
V — . 1.11
| ad| << 2m ( )

Es bietet sich nun an, eine ,Badlandsfunktion® B (siehe auch [12]) zu definieren

3 (pl)2 lpll

B(x) =h? |~

, (1.12)
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und zu fordern, dafl
Bk (1.13)

sein soll. Ist dies in einem bestimmten Wertebereich von z erfiillt, dann ist dies ein
WKB- Bereich. Trifft dies aber nicht zu, dann befindet man sich in den sogenannten
,Badlands“ und die WKB-Funktionen sind dort keine brauchbaren Losungen der
Schrodinger-Gleichung. Bedingung (1.13) ist im Gegensatz zu (1.8) hinreichend und
notwendig. Im Fall des zu 1/z* proportionalen Potentials aus vorigem Abschnitt ist

B = 0 fiir alle x und fiir das Potential mit der de-Broglie-Wellenléinge A\ = ‘p@)‘ =
1 + sin(qz)/q®/? wird B zu
lcos(qz) 1 1 .
B—_—2>2_ - . 1.14
i o 20 2 sin(gqr)\/q (1.14)

Der letzte Term bewirkt, dafl B fiir ¢ — oo divergiert. Somit zeigt sich, dafl die Bad-
landsfunktion (1.12) zuverlissigere Aussagen fiir die Giiltigkeit der WKB-Né#herung
erlaubt als die einfachere Bedingung (1.8).

1.2 Gekoppelte Kanalgleichungen - Coupled Channel Equa-
tions

Bei Atom-Atom-Stéfen oder bei der Wechselwirkung eines Atoms mit einer Ober-
fliche kann das Atom von seinem urspriinglichen Zustand in einen angeregten Zu-
stand iibergehen, da die Translations- (Relativ-) Bewegung des (der) Atoms (Atome)
im allgemeinen an die inneren Zustéinde des (der) Atoms (Atome) oder der Ober-
flichenmoden gekoppelt ist. Um dies zu beschreiben, greift man zu dem Konzept der
gekoppelten Kanalgleichungen (,,coupled channel equations*). Nachfolgend
werden wir diese Gleichungen nach [19] allgemein herleiten und erldutern.

Im folgenden soll ein physikalisches System betrachtet werden, das eine Wellenfunk-
tion W(X,Y) besitzt, die von zwei Mengen von Variablen X und Y abhéngt. Dann
beschreibt die Schrédinger-Gleichung

~

HYU(X,Y) = EV(X,Y) (1.15)

dieses System. Sei nun O eine Observable, die nur auf Funktionen der Variablen-
menge Y wirkt, d.h. fiir eine Produktwellenfunktion ¢ (X)¢(Y) gilt

OV(X)$(Y) = (X)OB(Y) . (1.16)
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Das zu O gehorige Eigenwertproblem
0p, =w, ¢, (1.17)

definiert eine vollsténdige Basis von Eigenfunktionen ¢, . Kommutiert nun O mit H
([0, H] = 0), dann kann das Problem, die vollstéindige Schrédinger-Gleichung (1.15)
zu 16sen, auf die Losung der Schrodinger-Gleichung fiir jeden Eigenwert w,_ von O
reduziert werden. Jeder Eigenwert w, definiert einen Kanal und die Dynamik des
reduzierten Problems in der Variablen X in einem gegebenen Kanal wird von der
Bewegung in den anderen nicht beeinflut. Wenn aber O nicht mit H kommutiert,
dann koppeln die Kanile aneinander. Da die ¢, eine vollstindige Basis aller Funk-
tionen im Y-Raum bilden, kann man jede Wellenfunktion W(X,Y’) in dieser Basis

entwicklen:

V(X,Y)=> ¢, (X)p,(Y) . (1.18)

Die Funktionen 1 (X) sind die Kanalwellenfunktionen, die durch die Lésung
der Schrodinger-Gleichung bestimmt werden miissen. Setzt man den Ansatz (1.18)
in die Schrédinger-Gleichung (1.15) ein, dann erhdlt man

Y HG(X)6,(Y)=EY 4. (X)6,(Y) . (1.19)

Multiplikation von links mit ¢* (Y") und Integration iiber Y liefert nun die gekop-
pelten Kanalgleichungen in der allgemeinsten Form:

H, 0, (X)+> H, . (X)=Ep, (X) (1.20)
n#m

mit H, =< ¢ |H|$, >, . Die diagonalen Hamiltonoperatoren H_  und die Kopp-
lungsoperatoren H (m # n) sind reduzierte Operatoren, die nur auf den Raum
der Wellenfunktionen (X ) wirken. Um uns dies zu veranschaulichen, wollen wir
ein etwas konkreteres System betrachten. Der Hamiltonoperator soll aus zwei Ope-
ratoren H, und H, bestehen, die nur auf Funktionen des X- bzw. des Y-Raumes
wirken und einem einfachen Kopplungspotential V' (X,Y):

A~

H=H, +H, +V(X,Y) (1.21)

Das konnte z.B. der Fall sein, wenn die X-Variablen den Abstand Atom-Oberfliche
bestimmen und die Y-Variablen die Eigenzustinde des Atoms beschreiben. Benutzt
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man nun die Eigenfunktionen ¢ von fly, um die Kanéle zu definieren, dann ergeben
sich fiir die diagonalen Hamiltonoperatoren:

H= Bt <6, |8,06, >, + [avie,PVELY)  (22)
und fiir die Kopplungsoperatoren:

A~

H, =V (X)= /dYqB:IV(X, Ve, , m#n . (1.23)

Die diagonalen Hamiltonoperatoren (1.22) bestehen aus einem Operator I:IX, der in
allen Kanélen identisch ist, und zusétzlich einem kanalabhéngigem Potential

mm

v (X):/dY|¢>m(Y)|2V(X,Y)+Em , (1.24)

wobei E/ =~ die konstante Energie

Em :< ¢m|ﬂ—Y|d)n >Y ) (]‘25)
in dem jeweiligen Kanal ist. Die gekoppelten Kanalgleichungen lassen sich nun schrei-
ben als

(B + Vi) 60 () + SV, 0, (X) = (B = B,) $,(X) . (1.26)
n#m

Fiir den Fall, dafl die Kopplungspotentiale asymptotisch verschwinden, ist es méglich,
offene und geschlossene Kanéle des Systems zu definieren. In geschlossenen Kanélen
gibt es gebundene Zustidnde und die Energie E des gesamten Systems ist kleiner als
die innere Energie F des Kanals (unter der Annahme, da8 V. — F_ asymptotisch
verschwindet). In offenen Kanilen ist £, < E und wir haben eine ungebundene
Bewegung. Die inneren Energien E = definieren die Kanalschwellen und die Konti-
nuumsschwelle des ganzen Systems ist identisch mit der niedrigsten Kanalschwelle.
Normalerweise werden, um die Rechnung zu vereinfachen, nicht alle Eigenfunktionen
¢, fiir die Entwicklung (1.18) benutzt, sondern nur die, die den wichtigsten Beitrag
liefern. Wir werden uns in dieser Arbeit auf Zweikanalprobleme konzentrieren und
die Schrédinger-Gleichung

e (o) (e )] () =2 (o) () e

betrachten.
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1.3 Quantenreflexion

Bewegt sich in der klassischen Physik ein Teilchen in einer Dimension mit einer
Energie E unter dem Einflu} eines Potentials V' (x), und es gilt V(z) < F fiir alle z,
dann behélt es seine Bewegungsrichtung bei und dndert hochstens den Betrag seiner
Geschwindigkeit. Gibt es nun aber einen Bereich in dem V' (z) > E (klassisch ver-
botener Bereich) gilt, dann darf sich das Teilchen dort nicht aufhalten und es wird
am Umkehrpunkt z, (hier gilt V(x,) = E) bzw. an dem Punkt, ab dem V(z) > E
ist (z. B. bei einem Stufenpotential), in den klassisch erlaubten Bereich reflektiert.
In der Quantenmechanik ist es einem Teilchen aber moglich, von einem klassisch
erlaubten Gebiet (V(z) < E) in ein anderes zu gelangen, obwohl beide durch ein
klassisch verbotenes Gebiet voneinander getrennt sind. Dieses Phinomen nennt man
Tunneln. Ein Teil des Wellenpaketes wird hierbei aber auch reflektiert.
Auflerdem kann es vorkommen, dafl ein Teilchen, das sich in einem klassisch er-
laubten Bereich bewegt, reflektiert wird, ohne einen klassischen Umkehrpunkt zu
erreichen. Diesen Effekt bezeichnet man als Quantenreflexion.

1.3.1 Quantenreflexion in einem Einkanalproblem

Damit man Amplitude und Wahrscheinlichkeit fiir die Transmission bzw. die Reflexion
in einem Gebiet definieren kann, benttigt man unidirektionale Losungen auf beiden
Seiten dieses Gebietes. Ist das Potential dort konstant, dann sind die ein- und aus-
laufenden Wellen durch ebene Wellen C, e (mit k = p/h) gegeben. Wenn dies
aber nicht der Fall ist, kann man die WKB-Wellen (1.7) benutzen, falls diese gute
Néaherungen fiir die Losung der Schrodinger-Gleichung sind.

Betrachtet man nun ein von 400 kommendes Teilchen, das an einem Gebiet G
reflektiert wird, dann kann man rechts von G die Lésung der Schrédinger-Gleichung,
falls (1.13) gilt, schreiben als

[ ] g ]

und links davon gilt dann fiir den nach —oo transmittierten Anteil

0

exp [—ﬁ / ' p(x')dx'] | (1.29)

und die WKB-Transmissionsamplitude T}, ,

1
T
WKB \/p(T)
Die WKB-Reflexionsamplitude R
stimmen mit den quantenmechanischen Amplituden R und T bis auf einen Phasen-
faktor [12, 16] iiberein. Wir betrachten in der gesamten Arbeit lediglich die Betrige

WKB
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obiger Groflen und fiir diese gilt

Bl = Ry sl
T = |Tyxsl

|R| wird in der Literatur als Reflektivitéit bezeichnet und das Quadrat der Reflektivitéit
ist die Reflexionswahrscheinlichkeit.

Auf Grund des Reziprozitatsprinzips ist die Wahrscheinlichkeit, am Gebiet G re-
flektiert zu werden, fiir ein von 400 kommendes Teilchens gleich der fiir ein von
—o00 kommendes Teilchens. Dies kann man sich fiir die numerische Berechnung der

Reflektivitit zu Nutze machen. Zur Bestimmung von R schlagen Coté et al.

WKB
[12] vor, eine Superposition von ein- und auslaufenden WKB-Wellen an eine exakte
oder sehr genaue Losung der Schrédinger-Gleichung anzupassen, um das Gebiet, in
dem WKB ungenau ist, zu iiberbriicken. Dazu 16st man numerisch die Schrédinger-
Gleichung von einem Punkt links von G, an dem (1.13) gilt, mit der Anfangsbedin-
gung, da8 die Wellenfunktion 1 (x) proportional zu (1.29) ist, bis zu einem Punkt
z,, an dem wieder (1.13) erfiillt ist. Dort muf} ¢)(x) die Form (1.28) haben. Durch
Anpassen der logarithmischen Ableitung der WKB-Wellenfunktion (1.28) an die

logarithmische Ableitung der numerischen Losung erhilt man

Y (xm) i P (Tm)
Ry = — B ~ 0 ) F iyt (1.30)
W KB Y (T + i (x )+ ' (Tm) .
Wam) WP \Im) T )

und kann daraus dann die quantenmechanische Reflexionswahrscheinlichkeit bestim-
men.

1.3.2 Niedrigenergieverhalten im Einkanalproblem

In mehreren Arbeiten von Eltschka et al. ([12, 17, 16] und [18]) wurde das Niedri-
genergieverhalten der Reflexionswahrscheinlichkeit untersucht. Fiir Potentiale, die
schneller als 1/2% abfallen, zeigt die Reflektivitit nahe der Schwelle ein lineares
Verhalten

R "1 — 2k | (1.31)

wobei b ein charakteristischer Lingenparamter? ist, der nur vom asymptotischen
Verhalten des Potentials abhéngt. Dieser bestimmt auch die schwellennahe Quanti-
sierungsregel und die Zustandsdichte nahe der Schwelle. Das lineare Verhalten (1.31)

?Der Parameter b kann aus der Losung der Schrédinger-Gleichung im asymptotischen Bereich
fiir E = 0 hergeleitet werden (siche Details in der Arbeit von Eltschka et al. [17]).
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der Reflektivitit kann, wie numerische Rechnungen von Moritz [35] zeigen, durch

eine Exponentialform
N

k

IR| "= exp (—2kb) (1.32)
ersetzt werden. Diese Form néhert |R| fiir einen wesentlich grofieren Energiebereich
als (1.31) sehr gut an, da sie noch Terme in hoherer Ordnung in k beriicksichtigt.
Fiir ein exponentielles Potential der Form

Vir) = —%(KO)Qexp (-%) (1.33)
ist
|R| = exp (=27kfB) (1.34)

also b = w3, womit der Ausdruck (1.32) in diesem Fall sogar dem exakten Ergebnis
entspricht. Interessanterweise hingt der Langenparameter nicht von der Potential-
stirke K, ab, sondern nur von f.

Ist das Potential stufenférmig, also

V(z) = —{
(1.35)

ist die Reflektivitat

VT, — k | 2
R =Yt mhkgry 5 1 ot (1.36)

NGETE N

und
b=1/\/1, - (1.37)
Fiir Potentiale der Form (1.35) stimmt die Entwicklung der Reflektivitéit (1.36) bis
in zweiter Ordnung in k& mit der Entwicklung der exponentiellen Niherung (1.32)
iiberein. Homogene Potentialschwinze
Co _ 1 (8)"
Vig)=—">= ————— 1.38
(@) =-2 =5 a (1.38)
tauchen in physikalischen Problemen hiufig auf, z. B. bei der Beschreibung der
Wechselwirkung zwischen Atomen oder bei der Reflexion von Atomen von Oberflachen.
Der in (1.38) eingefiihrte Langenparameter (3 steht iiber das Planck’sche Wirkungs-
quantum mit der Potentialstirke C'| in Verbindung und definiert die Skala, auf der
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Quanteneffekte zu erwarten sind. Fiir diese Potentiale haben Trost et al. [54, 55]
einen Ausdruck fiir b hergeleitet

1
a )@$a, (1.39)
1+ L)

mit dem das Schwellenverhalten fiir eine Vielzahl physikalischer Prozefle bestimmt

sin [/ (o — 2)] T (
(a— 2)2/@2) [ (

[}

b=p5,

[\

a—

werden kann. Nimmt « groe Werte an, dann wird der Lingenparameter b zu 7/cv.

1.3.3 Hochenergieverhalten im Einkanalproblem

Verschwindet der Potentialschwanz asymptotisch schneller 1/22, so entspricht der
Hochenergielimes dem semiklassischen Limes® [18] und die Reflexionsamplituden
verschwinden in diesem Limes. Im Gegensatz zum schwellennahen Bereich gibt es
keine allgemein giiltige Formel wie (1.31) oder (1.32) fiir das Hochenergieverhalten,
da dieses sehr stark von den Charakteristika des jeweiligen Potentials abhingt. Ist
nun z.B. eine Ableitung des Potentials an einer Stelle nicht stetig, dann dominiert
die niedrigste Ordnung n, bei der dies geschieht, die Reflektivitit, die nun wie A"
im semiklassischen Limes abfillt.

Im Falle einer Stufe (3.1) ist das Potential bereits unstetig und somit n = 0. Die
Reflektivitit (1.36) verhélt sich fiir groBe Energien wie

k:)Joo v, . V;)

(1.40)
und fillt somit ab wie /A°. Sind nun alle Ableitungen des Potentials stetig, dann
verschwindet die Reflektivitdt normalerweise exponentiell. Fiir grole Energien wird
die Badlandsfunktion (1.12) immer kleiner und ist stérker in dem Bereich lokalisiert,
wo die potentielle Energie ungefihr der kinetischen Energie entspricht (siehe [20]).
Basierend auf einer stérungstheoretischen Behandlung der Badlandsfunktion haben
Prokovskii et al. [45, 46] eine asymptotische Niherung fiir die Reflexionsamplitude
R hergeleitet:

R~ —i exp (2—75 / p(x)dx) | (1.41)

wobei x, der komplexe Wendepunkt mit dem kleinsten positiven Imaginérteil ist.
Ausgehend von Ausdruck (1.41) haben Friedrich et al. [20] fiir die homogenen Poten-
tiale (1.38) eine Formel fiir das Hochenergieverhalten der Reflektivitdt aufgestellt.

3Vom semiklassischen Limes spricht man, wenn 7 klein gegeniiber den im System auftretenden
Wirkungen ist.
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a 3 4 3 6 7 8
B, | 2.24050 | 1.69443 | 1.35149 | 1.12025 | 0.95450 | 0.83146

TABELLE 1.1: Die Koeffizienten B, , die durch Gleichung (1.44) gegeben sind und die im
Ausdruck (1.43) fiir das Hochenergieverhalten von R stehen. Aus [20].

Der komplexe Umkehrpunkt mit den kleinsten Imaginérteil ist in diesem Fall

T, = [cos (f) + i sin (z)] k(B M (1.42)
’ o «
Fiithrt man nun das Integral in Formel (1.41) entlang des Weges z = R(z, ) +
i€S(z, ), € =0— 1 aus*, dann erhiilt man fiir die Reflektivitéit
k—o00 “92a
R, | "X exp (=B, (kBa)' ) (1.43)

mit den Koeffizienten

B. = 2sin (g) %{/01 \/1 + <cos (g) 4 i€ sin (g))ﬂ dg} . (1.44)

Die Koeffizienten B werden in Tabelle 1.1 fiir die a-Werte 3,...,8 aufgefiihrt. Fiir
grofie Werte von a wird der Realteil des Integrals in Gleichung (1.44) Eins und damit
wird B, ~ 27 /c. Somit stimmt im Grenzfall hoher Potenzen o das Hochenergiever-

halten (1.43) mit dem Niedrigenergieverhalten (1.32) {iberein.
Betrachten wir nun das exponentielle Potential (1.33). Die komplexen Umkehrpunk-
te sind durch

K

0

2™ =3 {—2111 <£> + (2n + 1)m] . n=0,+1,+2 ... (1.45)

gegeben und n = 0 entspricht dem Umkehrpunkt mit dem kleinsten Imaginérteil.
Fiihrt man das Integral in Gleichung (1.41) entlang des Weges © = —21In [k/K |5 +
Cirf, £ =0 — 1 aus [20], dann liefert dies fiir den Reflexionskoeffizienten

R~ —iexp(=27kp) . (1.46)

Das stimmt mit dem exakten Ergebnis (1.34) fiir |R| {iberein, welches fiir alle Ener-
gien gilt.

4Ein Weg entlang der reellen Achse liefert nur reelle Beitriige und hat somit nur Auswirkungen
auf die Phase von R.
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1.4 Nichtadiabatische Uberginge

Das Konzept der adiabatischen Zusténde ist in vielen naturwissenschaftlichen Dis-
ziplinen weit verbreitet. Es beruht darauf, dafl es moglich ist, ein System mit Hilfe
von zwei Variablenmengen zu beschreiben, wobei das System zu jedem beliebigen
Wert der einen Variablenmenge, die sich langsam im Vergleich zur anderen Va-
riablenmenge verdndert, durch einen Eigenzustand wohldefiniert ist [36]. Die sich
langsam verdndernden Variablen nennt man die adiabatischen Variablen und die
Eigenzustinde sind die adiabatischen Zustinde®. Andern sich die Variablen hin-
gegen sehr schnell, dann nennt man die Variablen diabatisch. Ein Beispiel fiir die
Anwendung des Konzepts der adiabatischen Zustéinde ist die Born-Oppenheimer-
Néherung, die benutzt wird, um die molekularen Eigenzustinde zu berechnen. Hier
werden die Elektronen und Kerne getrennt voneinander behandelt, wobei der ge-
genseitige Einflufl ihrer Bewegungen bewahrt bleibt. Da die Elektronen iiber eine
viel kleinere Masse als die Kerne verfiigen, bewegen sie sich viel schneller als diese
und kénnen sehr schnell ihren Zustand an die langsamere Kernbewegung anpassen.
So sind die Elektronen zu jedem Zeitpunkt in einem n#herungsweise gebundenen
Zustand, so als ob sich die Kerne an festen klassischen Orten befinden wiirden. Das
ist die adiabatische Ndherung fiir die Elektronen, die Kerne hingegen werden durch
semiklassische Methoden beschrieben. Bei bestimmten Kernabstinden kénnen sich
nun aber zwei adiabatische Zustéinde sehr nahe kommen®, und ein geringer Ener-
giebeitrag aus der Kernbewegung kann dazu fiihren, dafl dort die Elektronen von
einem adiabatischen Zustand in den anderen iibergehen. Dies bezeichnet man als
nichtadiabatischen Ubergang [36]. Solche Ubergiinge tauchen auch in vielen ande-
ren Fillen auf, wie z. B. bei photochemischen Prozessen, organischen Reaktionen
[33, 49] oder in der Photosynthese [7].

1.4.1 Das Landau-Zener-Modell

Die ersten Versuche, solche nichtadiabatischen Uberginge zu beschreiben, wurden
1932 unabhéngig voneinander von Landau [25, 26] und Zener [60] unternommen.
Landau betrachtet das zeitunabhingige curve-crossing-Problem fiir einen Zweika-
nalfall (wie in Schrodinger-Gleichung (1.27) dargestellt; die V,,, 4,7 = 1,2 sind dort

5In unserem Beispiel aus Kapitel 1.2 wiren die Y-Variablen die adiabatischen Parameter des
Systems, falls das System in seinem Zustand verbleibt.

6 Adiabatische Zustéinde kdnnen sich im Gegensatz zu diabatischen nicht kreuzen. Schneiden sich
die zu den adiabatischen Zusténden gehotrigen diabatischen Potentiale, spricht man vom ,,curve
crossing*.
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die diabatischen Potentiale). Ausgangspunkt war die storungstheoretische Formel
fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit p zwischen zwei Zustinden 1, und ),

2

pe ‘ [o.@s@. il (1.47)

wobei f(z) die Kopplung zwischen den beiden Zusténden beschreibt. Mit dem nach
ihm benannten komplexen Umlaufintegralverfahren, der Landau-Methode [27], 16ste

er das obige Integral in der komplexen Ebene zusammen mit der Verwendung von
WKB-Funktionen fiir ¢, und 1, und erhielt fiir p den Ausdruck

P~ exp (—2% (/X VEk, — dex>> : (1.48)

R(X,)

mit k, = ,/2,1—’? (E - I/ij), Jj=1,2. W, < W, sind die adiabatischen Potentiale des
Systems. X, bezeichnet den komplexen Schnittpunkt der adiabatischen Potentiale:

Betrachtet man nun den Spezialfall, daf} die diabatischen Potentiale V,

und V,,
linear sind, die Kopplung V,, = V,, konstant ist und, daf} die Bewegung sich mit einer
konstanten Geschwindigkeit v vollzieht, dann erh&hlt man die bekannte Landau-

P, = €Xp _h’U|AF| ) ( . )

Zener-Formel:

dVll _ dVZ2

wobei AF = F, — F, = —. o
schen Potentiale V,, und V,, ist.

Zener hingegen hat in seiner Arbeit die zu (1.27) zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung

die Differenz der Steigungen der beiden diabati-

betrachtet. Um das Problem analytisch 16sen zu kénnen, wurden zwei Annahmen
gemacht. Erstens sollte die Kopplung V|, am Schnittpunkt x, der beiden diabati-
schen Potentiale sehr viel kleiner als die kinetische Energie des Systems sein, womit
die Ortskoordinate = eine bekannte Funktion der Zeit wére. Auflerdem soll die Regi-
on, in der der Ubergang stattfindet, so klein sein, da V,, — V,, als lineare Funktion
der Zeit angenommen werden kann, was fiir eine geniigend kleine Kopplung V,, am
Schnittpunkt erfiillt ist. Zudem ist in diesem Fall auch die Annahme, da§ V,,, ¢, und
v, dort zeitunabhiingig sind, gerechtfertigt. Da nur der Ubergangsbereich wichtig
sein sollte, wurden diese Annahmen fiir alle Zeiten ausgedehnt. Dies erlaubte nun
Zener, das Problem auf die Weber’schen Differentialgleichungen zuriickzufiihren und
somit analytisch 16sen zu konnen. Er erhielt damit das gleiche Ergebnis wie Landau.
Die von Zener geforderte Linearitit des Potentials in der Zeit ist sehr verschieden
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von der rdumlichen Linearitit im Modell von Landau [36]. In Landaus Betrachtung
entspricht die zeitabhéingige lineare Nidherung einer Bewegung, die mit konstanter
Geschwindigkeit entlang einer Bahn stattfindet, also x = vt. Deshalb entspricht die
Landau-Zener-Formel (LZ-Formel) (1.49) dem exakten zeitabhénigigen Modell von
Zener, aber im zeitunabhingigen linearen Modell, gilt dies nur fiir Energien, die
viel grofler sind als die potentielle Energie am Kreuzungspunkt. Zudem kann im
zeitabhéngigen linearen Modell der Einflul von Umkehrpunkten nicht beriicksich-
tigt werden. Dazu muf} die Zeit mindestens quadratisch beriicksichtigen werden.

1.4.2 Die Zhu-Nakamura-Theorie

Die Landau-Zener-Formel (1.49) erlaubt es, mit Hilfe der Eigenschaften der diabati-
schen Potentiale am Kreuzungspunkt x,, die Ubergangswahrscheinlichkeit von dem
einen Zustand in den anderen zu berechnen. Leider sind die diabatischen Zusténde
nicht immer bekannt und die Annahmen, die zur Herleitung gemacht wurden, sind
nicht immer gerechtfertigt. So kann man von einer konstanten Geschwindigkeit nur
bei hohen Stoflenergien ausgehen, zudem ist die lineare Ndherung am Kreuzungs-
punkt nicht in jedem Fall berechtigt. Deswegen gab es in den letzten Jahrzenten, seit
Entdeckung der Formel, sehr viele Versuche, diese zu verbessern und Schwachpunkte
zu beseitigen (siehe z.B. [14, 36, 39, 40] und die darin enthaltenen Referenzen.). Wir
wollen an dieser Stelle nur kurz die Grundziige der Arbeit von Nakamura und Zhu
vorstellen und ansonsten auf die Originalarbeiten verweisen, die in [36] zitiert wer-
den. Thre Idee besteht darin, die Stokes-Konstanten (siehe unten) fiir diesen Prozef3
zu bestimmen und daraus dann die Wahrscheinlichkeit fiir den nichtdiabatischen
Ubergang zu berechnen.
Der Startpunkt ihrer Analyse war die Streumatrix S, die es erlaubt, eine Bezie-
hung zwischen einem Anfangszustand U, eines Systems und seines Endzustandes
¥, herzuleiten:

v

=SU, . (1.50)

E

Somit kénnen die WKB-Losungen in den asymptotischen Bereichen entlang der re-
ellen Achse miteinander verbunden werden. Um diese Matrix zu bestimmen, wurde
das Problem in die komplexe Ebene verlagert, da die WKB-Funktionen auch dort
giiltig sind. Es ist aber durch keine Linearkombination von asymptotischen Losun-
gen, die nur einen einzigen Wert fiir den ganzen Wertebereich des Arguments (0 bis
27) haben, moglich, eine allgemeingiiltige Losung zu erhalten. Vielmehr miissen die
Linearkombinationen, je nachdem in welchem Wertebereich das Argument sich be-
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findet, ihren Wert sindern und diese Anderungen stehen in Zusammenhang mit den
Stokes-Linien”. Jeder Wechsel wird durch eine komplexe Konstante, der sogenann-
ten Stokes-Konstante, reprisentiert, die mit der jeweiligen Stokes-Linie verbunden
ist; dies wird auch als das Stokes-Phdnomen bezeichnet. Nakamura und Mitarbei-
tern gelang es so, fiir zwei lineare Potentiale, die iiber ein konstantes Potential
aneinander gekoppelt sind, eine exakte quantenmechanische Losung fiir die Uber-
gangswahrscheinlichkeit anzugeben. Dazu reduzierten sie die Schrodinger-Gleichung
fiir dieses Problem auf eine einzige Differentialgleichung 2. Ordnung mit einem Poly-
nom 4. Ordnung fiir die Koeffizienten. Aus der Analyse der Stokes-Linien, die ihren
Ursprung in den Nullstellen der Koeffizienten (den sogenannten Ubergangspunkten)
haben, gelang es ihnen, die sechs Stokes Konstanten zu bestimmen. Da es moglich
ist, zwischen diesen Beziehungen aufzustellen, konnte die Streumatrix durch nur eine

einzige Stokes Konstante U, ausgedriickt werden, die durch die Konstanten a? und
2

C
W2\ F(F, - F,)
2 )L "2 1.51
“ <2m> 8V3 (z,) (151)
F —F
2_(F — L "2 F=\/FF 1.52
¢ = (B Vo) g ¥ (1.52)

mittels einer konvergenten unendlichen Reihe gegeben ist®. Da dieser Ausdruck fiir
U, nicht sehr handlich ist, haben sie eine semiklassische Analyse durchgefiihrt und
das durch vier Ubergangspunkte definierte Problem durch ein Paar von zwei Uber-
gangspunkten ersetzt. Um dies zu bewerkstelligen, wurde das Verhalten der Uber-
gangspunkte und der Stokes-Linien im ganzen Wertebereich von a? und ¢? unter-
sucht. Weiterhin haben sie die semiklassischen Ausdriicke fiir U, so umgeschrieben,
dafB sie fiir allgemeine curve crossing Probleme angewandt werden koénnen?. Somit
ergibt sich fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit bei StoBenergien, die grofer sind als
die potentielle Energie am Kreuzungspunkt z,,

T 2 2
= —— | . 1.53
P eXp[ 4ac<1+m> ] (153

"Das bedeutet, daf die Koeffizienten der Linearkombination nicht iiber den ganzen Argumen-
tebereich hin konstant bleiben.
8Nakamura und Zhu bezeichnen den Parameter ¢? in ihrer Arbeit mit 2. Wir haben diese Um-

benennung durchgefiihrt, da wir eine Verwechslung mit dem Langenparameter b, der das Niedrig-
energieverhalten der Quantenreflexion charakterisiert, vermeiden wollten.

Die Grundlage fiir diese Formeln ist weiterhin die Linearisierung der Potentiale am
Kreuzungspunkt
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Zusétzlich geben die Autoren auch eine Formel mit empirischen Korrekturen an:

Pyzi = €XP { . ( ’ )1 . (1.54)

dac \1+ THc 1042 +0.7) ) |

Mit den verwendeten dimensionslosen Parametern a? und c? liest sich die urspriing-
liche Landau-Zener-Formel (1.49) wie

T
p,, = exp (—@) : (1.55)
Die Variable a? ist ein Maf fiir die Stiirke der diabatischen Kopplung und ¢ be-
schreibt die effektive Stoflenergie. Zhu und Nakamura geben in ihrer Arbeit noch
an, wie a® und ¢? aus den adiabatischen Potentialen gewonnen werden kénnen, die
im Normalfall, im Gegensatz zu den diabatischen Potentialen, bekannt sind.



KAPITEL 2

Augemeine Eigenschaften von
Zweil{analprololemen

Der Ausgangspunkt fiir unsere Untersuchungen soll die Zweikanal-Schréodinger-Glei-
chung (1.27)

h? d?

2mdz? \ 0 1 Vor(z) Vo () ¥y 0 1 ¥y
in der diabatischen Darstellung sein (siehe [30]). Eine Moglichkeit, diese gekoppelten
Kanalgleichungen zu 16sen, besteht darin, den Vektor der Kanalwellenfunktionen
von der diabatischen Basis in die adiabatische Basis zu transformieren, wobei die

Potentialmatrix V, die wir als hermitesch annehmen (V,,(z) = V,, (z)), diagonalisiert
wird. Dies wird durch die unitire Transformation U

@D = U<w1> , UVU '=W= ( Wi (z) 0 ) L (22)

(0 0 Was ()
erreicht und die diagonalisierten adiabatischen Potentiale sind

Wy (o) = OO L g ver s pner . es)
(@) = u@ *VH L L@ @ vep @)

Aus Gleichung (2.3) folgt, daB je stirker das Kopplungspotential |V,,(x)] ist, desto
attraktiver wird das niedrigere adiabatische Potential W, (z). Das hohere adiaba-

tische Potential W,, (x) hingegen wird mit zunehmenden |V,,(x)| immer weniger

21
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attraktiv oder sogar repulsiv. Wenn die Potentialmatrix nicht nur hermitesch, son-
dern auch reell und symmetrisch ist, dann wird die unitdre Matrix U durch einen
reellen Mischungswinkel o bestimmt:

U:( cos Sin“), a(x)zlarctan< 2Vis () ) (@23

—sina  cosa 2 Vi (z) — Voo (x)

Der durch Gleichung (2.5) definierte Winkel kann so gewéihlt werden, daf} er in einem
Intervall
0<a<n/2 (2.6)

liegt. Der Wert o« = 0 entspricht dem Fall, dafl es keine Kopplung gibt, womit
die adiabatischen Kanéle den diabatischen entsprechen. Die Mischung der Kanéle
ist fiir = 7/4 maximal und die adiabatischen Kanile enthalten die diabatischen
Komponenten zu gleichen Teilen. Ist o > 7/4, dann enthilt der adiabatische Kanal
1 den diabatischen Kanal 2 zu einem grofleren Anteil als den diabatischen Kanal
1 und umgekehrt. Fiir @« — 7/2 sind die Kanéle nicht wirklich gekoppelt, sondern
die unitidre Transformation (2.2) entspricht im wesentlichen einer Umbenennung
der Kanile. Setzt man nun ¥ = U~'® aus der Gleichung (2.2) in die gekoppelte
Kanalgleichung (2.1) ein und multipliziert von links mit U, dann erh&lt man folgende
neue Gleichungen:

V=W (z) 1+ E¢r — a®¢y — ¢y — 20/ ¢y =
by — Was () 2 + By — oy + a1 + 20'¢y = 0. (2.7)

Die adiabatischen Gleichungen (2.7) entkoppeln nur fiir den Fall, daf o gleich Null
ist, was der Fall ist, wenn die Potentiale konstant sind, oder wenn alle Potentiale
die gleiche Ortsabhéngigkeit haben:

‘/w(.’L’) = Cz'jf(fL’) , G = const. . (28)

Wir wollen nun untersuchen, ob fiir Potentiale, die obige Eigenschaften (2.8) nicht
besitzen, in bestimmten Bereichen die Gleichungen (2.7) dennoch entkoppeln. Als er-
stes betrachten wir eine Potentialmatrix, deren Eintrige aus homogenen Potentialen
besteht, mit unterschiedlichen Potenzen in den Diagonal- und Nichtdiagonalelemen-
ten

V(x)z( gél _I%%E()) . (2.9)

Der Mischungswinkel « ist dann

(2.10)

1 ( 2Dz ™ )
o= 5 arctan

A—B"—Eol‘n
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und seine erste Ableitung ergibt sich zu

(A - B)(n—m)— Eyma™

o/ = D"t > (2.11)
(A — B+ Eyz")” + 4D?x2n—m)
Im Limes grofer Absténde vereinfacht sich der Ausdruck (2.11) zu
) T00 Dm

Dieser Ausdruck geht fiir grole Werte von x gegen Null und somit entkoppeln die
Gleichungen (2.7) asymptotisch. Nahe dem Ursprung (z — 0) mufl man unter-
scheiden, welche Potentiale, die diagonalen oder die nichtdiagonalen, eine groflere
Reichweite haben:

2.13
T , n<m ( )

, =0 { DZ:%:E”_"L_I , n>m
i(

Der Ausdruck (2.13) geht fiir kleine Werte von z gegen Null, falls die Differenz

|m —n| # 1 und die adiabatischen Gleichungen (2.7) entkoppeln. Andernfalls geht

o/ gegen einen konstanten Wert und die Gleichungen bleiben gekoppelt.

Somit entkoppeln die Gleichungen (2.7) asymptotisch fiir beliebige Werte der Poten-

zen, wiahrend sie nahe dem Ursprung nur fiir den Fall entkoppeln, daf} die Differenz

der Potenzen ungleich Eins ist.

Ein anderer sehr interessanter Fall ist eine aus exponentiellen Funktionen bestehen-

de Potentialmatrix, welche Nikitin [40] als Verallgemeinerung fiir das Landau-Zener-

Modell vorgeschlagen hat. Wir wollen hier eine etwas allgemeinere Form als Nikitin

oder Nakamura und Mitarbeiter [41, 42, 43, 44] betrachtet haben, untersuchen:

Ul - ‘/—167727 Vlzeiﬁz
= . 2.14
V(x) < ‘/‘126—ﬁm U’2 _ ‘/'267733 ) 57 7 > O ( )
Der Mischungswinkel ist in diesem Fall
1 2V e P
= —arct = 2.15
. fRM(%—M+M—%W”> (215)

und fiir die Ableitung gilt

Vlz (67(7+ﬁ)z (Vl - ‘/;) (7 - B) - Beiﬁx (Uz - Ul))

(U2 = 01)* + (V; = V,) e 4+ 2(U, = U,) (V; = V,) 77 + 4V 220
(2.16)

/
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Fiir grofle positive Werte von x vereinfacht sich Gleichung (2.16) zu

y T00 6_(7+/B)x (‘/1 B ‘é) (7 - 5) - Be—,@x (UQ - Ul)
a = Vlz 2
(U2 - Ul)

(2.17)

Da dieser Ausdruck im Limes x — oo gegen Null geht, entkoppeln dort auch die
adiabatischen Gleichungen (2.7). Im Limes © — —oo wird (2.16) zu

) T3=00 Vi=V,)(y=5)
o = V, 5
vV, =V,) elB="z 4 4‘/1?26(7—5)’”

: (2.18)

was nur fiir den Fall Null wird, daf§ entweder beide diabatischen Potentiale die glei-
chen Exponenten v = 3 haben oder die Potentialstdrken V, und V, identisch sind.
Somit entkoppeln die adiabatischen Gleichungen immer bei +oo, wihrend sie bei
—oo im Normalfall gekoppelt sind.

In den Bereichen, in denen die Gleichungen (2.7) nicht miteinander gekoppelt sind,
konnen wieder die WKB-Wellenfunktionen (1.7) als Losung der entkoppelten adia-
batischen Schrédinger-Gleichungen angesetzt werden, falls die Bedingung (1.13) dort

ebenfalls erfiillt ist.



KAPITEL 3

Gel{oppelte Stufenpotentiale

Ziel dieses Abschnittes ist es, am Beispiel von gekoppelten Stufenpotentialen, den
Einfluff der Kanalkopplung auf die Quantenreflexion fiir Energien nahe der Schwelle
und dariiber hinaus zu untersuchen. Dazu betrachten wir eine Potentialmatrix' der

o —v,, <0 ,
Vij (l’) N % {5i6ija >0 . (31)

Dieses einfache Modell (siehe dazu die Illustration in Abbildung 3.1) enthélt nicht
nur alle wichtigen Eigenschaften der Quantenreflexion, sondern auch die der Ka-

Form

nalkopplung. Der obere Bereich der Stufen (z > 0) modelliert den asymptotischen
Bereich der einkommenden und auslaufenden Wellen und die andere Seite (z < 0)
steht fiir den inneren semiklassischen Bereich, in welche das Teilchen reflektiert
wird, wenn es nicht von der Quantenreflexion beeinflufit wird. Die Badlands re-
duzieren sich hier auf einen einzigen Punkt (z = 0), an dem die Potentiale nicht
stetig sind. Bei einer ersten Betrachtung wird man den Einwand bringen, daf ein
Stufenpotential, mit seiner Unstetigkeit, ein schlechtes Modell fiir die stetigen Po-
tentiale darstellt, welche die physikalischen Prozele bestimmen. So haben Poten-
tiale, die Atom-Atom oder Atom-Oberflichen Wechselwirkungen beschreiben, van-
der-Waals-Potentialschwiinze, die sich wie —1/2% und —1/2%, bzw. wie —1/27 und
—1/z* bei groBen Abstéinden verhalten, wenn man Retardierungseffekte berticksich-
tigt. Bei niedrigen Energien wird die Reflektivitdit vom dem Langenparameter b
(siehe (1.31) und (1.32)) bestimmt und nur bei relativ hohen Energien spielt die
Form des Potentials eine wichtige Rolle [20]. Wie wir aus Abschnitt 1.3.2 wissen,
ist fiir ein Stufenpotential (1.35) b = 1/,/v,. Aus der Formel (1.39) fiir homogene

'Der Potentialsprung wird bei allen Stufen an der gleichen Stelle angenommen, der oBdA als
x = 0 gewéhlt wird.

25
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V(%)

W I I .
0

VZZ

Vll

| /4Ty —

ABBILDUNG 3.1: Schematische Illustration der gekoppelten Stufenpotentiale. Die dia-
batischen Kandle mit konstanter potentieller Energie 1 = 0 und Ey = 5262/ (2m)
sind fiir x > 0 in dieser Region entkoppelt. Fiir x < 0 ist die diabatische Poten-
tialmatrix V,;, = —h?v,/(2m), und die diagonalisierten adiabatischen Potentiale sind
Wii = —h2wii/(2m). Aus [30].

Potentiale (1.38) erhalten wir fiir den Langenparameter fiir die Potenzen a = 4,
b = f4 und fiir « = 6, b = g [F (%) / (2\/§F (%))] ~ 0.4779 Bg. Abbildung 3.2
zeigt |R| als Funktion der Wellenzahl % fiir ein Stufenpotential und fiir homogene
Potentialschwinze mit den Potenzen o« = 4 und o = 6. Mit zunehmender Potenz «
wird die Energieabhéngigkeit der Reflektivitit durch das Stufenpotential fiir wesent-
lich héhere Energien immer besser wiedergegeben. Somit kann man erwarten, dafl
das relativ einfache Modell charakteristische Eigenschaften realistischerer Potentiale
wiedergibt.

3.1 Allgemeine Betrachtungen

Mit der geeigneten Eichung der Energie und Nummerierung der Kanéle kann man
fiir die Potentialmatrix (3.1) oBdA annehmen, dafl 5 > 1 = 0. Auflerdem wollen
wir fiir die Matrix V fordern, dafl sie hermitesch ist und fiir eine geeignete Wahl
der Kanalwellenfunktionen kénnen wir sie als reell und symmetrisch (ve; = vy9 > 0)
annehmen. Zudem sollen die diabatischen (diagonalen) Potentiale attraktiv fiir von
rechts kommende Teilchen sein, also v, > 0. Fiir x > 0 sind die Kanile in der
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1 \ \ \
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k

ABBILDUNG 3.2: Die Reflektivitit |R| als Funktion von k fiir homogene Potentialschwénze
V ~ —h2(Ba)*"2/(2mz®) mit « = 4 und o = 6 und fiir ein Stufenpotential der Tie-
fe h?vg/(2m). Die Potentialparameter der drei Potentiale wurden so gewéhlt, daB der
Léngenparameter b = 1/,/vg = B4 = 0.477906, der das Schwellenverhalten (1.31) be-
stimmt, gleich 1 in allen Féllen ist. Nach [30].

diabatischen Basis (3.1) entkoppelt und fiir z < 0 sind sie gekoppelt. Da die Poten-
tialmatrix in diesem Bereich konstant ist, ist der Mischungswinkel (2.5) unabhéingig
von :
1 2U12 >
af(r) '=a=-arctan | ——— |, =<0 , 3.2

(2) 1= 0 = garetan (22 (3:2)

und die adiabatischen Potentiale (2.3) und (2.4) sind dann:
h? h?

Wi = o wip, Wo = o wyp , <0 , (3.3)

mit den konstanten Potentialstirkeparametern

v, +v 1
Wiy 09 = % + 5\/(”11 - vgz + (2U12)2 . (3'4)

Wie man an Gleichung (3.4) sieht, ist w,, > w,, und somit hat der adiabatische
Kanal 1 immer das niedrigere Potential. Ist nun der diabatische Kanal 1 tiefer als
der diabatische Kanal 2 (v,, > v,,), dann variiert das Argument des Arcustangens
in Gleichung (3.2) mit zunehmender Stérke der Kopplung im Vergleich zur Differenz
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der diagonalen Potentiale von Null bis Unendlich. Der Mischungswinkel « variiert
dementsprechend von Null bis 7/4 und deckt damit den Bereich zwischen schwacher
und starker Kopplung (Mischung) ab. Ist aber v,, < v,,, dann wird das Argument
des Arcustangens in Gleichung (3.2) negativ und « bewegt sich zwischen den Wer-
ten m/4 und 7/2. Die Kopplung wird schwécher, wenn der Wert von « von /4
auf 7/2 ansteigt, aber die Transformation in die adiabatischen Kanéle fiihrt nun zu
einer Umbenennung der Kanéle. Der Grenzwert o = /2 steht fiir verschwindende
Kopplung und v,, < v,,. In diesem Fall ist dann ¢, = 1, und ¢, = —,.

Wir wollen fiir die weitere Betrachtung annehmen, dafl die Gesamtenergie £ =
hi’k*/(2m) nicht-negativ ist. Im Bereich x > 0 ist der ungekoppelte Kanal 1 im-
mer fiir elastische Reflexion offen, wihrend der Kanal 2 nur dann fiir inelastische
Reflexion offen ist, wenn k? > ¢, ist, ansonsten (0 < k* < ¢,) ist er geschlossen. Da
fiir x < 0 gilt, dal w,, > vy; > 0 ist, ist dort der untere adiabatische Kanal immer
offen fiir Transmission. Der obere adiabatische Kanal ist fiir k%+w,, > 0 offen fiir die
Transmission, withrend er fiir k% 4+ w,, < 0 geschlossen ist. Wenn die Kopplung stark
genug ist, ist w,, negativ und somit der obere adiabatische Kanal repulsiv, weshalb
in diesem Fall die Transmissionsschwelle —W,, bei positiven Gesamtenergien liegt.
Zuerst wollen wir den Fall betrachten in dem sowohl die beiden diabatischen Kanile
im Bereich x > 0, als auch die beiden adiabatischen Kanéle im Bereich x < 0 offen
sind, also k? > ¢,, —w,, gilt. Die (ungekoppelte) Zweikanalwellenfunktion, die ein
in Kanal 1 einlaufendes Teilchen beschreibt, lautet

)= () ()= ()
= . fir >0, mit = . (3.5
(d& RmeZka kz k2 — €, ( )

Im Bereich x < 0 erhélt man fiir die Wellenfunktion in der adiabatischen Darstellung

T —1q, T /k2_|_ "
(0) = (7o) s w0 mi <q>:<¢%> - 39)
2 126 2 q2 w22

und die entsprechende Wellenfunktion in der diabatischen (gekoppelten) Darstellung
v\ (T, e " cosa — T, e "% sin
Yv,)  \T, e ®sina+ T, e %% cos a

Durch Anpassen der Wellenfunktionen (3.5) und (3.7) und deren Ableitungen am
Punkt z = 0 kann man die Reflexionsamplituden R, und die Transmissionsampli-

lautet
) fir z<0 . (3.7)

tuden T}, j = 1,2 bestimmen:

Ru = - [(Q1 - kl)(qQ + k2) - (Q1 - Q2)(k1 + k2) Sin2 a] /No )
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R, = —2k(q, —q,) sina cosa/N,

T, = 2k/(q, +k,)cosa/N,,

T, = —2k/(q, +k,) sina/N,

N, = (q,+k)(q+k)+(q —q)k —k,)sin’a . (3.8)

Mit Hilfe der Stromdichten

= I (V) — (V) 0) (3.9)

 2mi
in den betreffenden Kandlen ist es moglich, die Wahrscheinlichkeiten P, fiir die
Reflexion zuriick in die diabatischen Kanile im Bereich x > 0 und Plt ) fiir die
Transmission in die adiabtischen Kanéile im Bereich z < 0 zu bestimmen:
k. A
Pr=|R,P, Pi=2IR., Pi=1T.P. Pi=2IT.P . (310

1 1

Fiir den Fall, daf die Kopplung verschwindet (v,, =0, o =0, ¢, = /(k,)*> +v,,),
erhalten wir die Resultate des Einkanalproblems (siche Gleichung (1.36)):

_ kl - q, 2k1 Pt — 4k1q1 R
kl +q1 Y 11

- ) ) 12 =T,
k, +q, b(k +q,)?

12

1 =0 . (3.11)
Nahe der Schwelle (k — 0) haben wir deshalb in diesem Fall auch das gleiche lineare
Verhalten wie im Einkanalfall

—R, "1 -2k, |R,PPFR1—abk, T, Rk, P R4k, (3.12)

1
VUi
Sind nun fir x > 0 und/oder x < 0 nicht alle Kanéle offen, dann miissen die

entsprechenden oszillierenden Wellen durch evaneszente Wellen ersetzt werden, die

und der Langenparameter b = ist identisch.

asymptotisch abfallen und nicht zur Reflexion oder Transmission beitragen. Die
dann giiltigen Reflexions- und Transmissionsamplituden, kénnen aus Gleichung (3.8)
mit den notigen Ersetzungen hergeleitet werden. Ist k* < ¢,, dann kann keine
Reflexion in den oberen diabatischen Kanal stattfinden und die diabatische Wel-
lenfunktion ist fiir x > 0

v\ (e T 4 Ryeti” i >0 it ki k
6~ O ir =« , mi o= )
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weshalb in Gleichung (3.8) k, durch ix ersetzt werden mufl. Wenn nun k? < —w,, ist,
dann kann in dem oberen adiabatischen Kanal keine Transmission mehr stattfinden
und die Wellenfunktion dort ist

(¢1> _ (Tme_iqlx> fir <0 , mit (‘h) :( v k2+w“2> . (3.14)

P, De? Vs —w,, — k

22

Um dem Rechnung zu tragen, wurde in Gleichung (3.8) ¢, durch iv, ersetzt. Wie
man an den vorherigen Formeln sieht, werden die physikalischen Eigenschaften des
Zweikanalsystems durch die vier reduzierten Energien v,,, v,,, v,, und ¢, sowie die
reduzierte Gesamtenergie k? eindeutig bestimmt. Die adiabatischen Energien w,,
und w,, wie auch der Mischungswinkel « sind durch die drei diabatischen Energien
v,, definiert und umgekehrt. Da das Potential keine Léngenskala besitzt, bleiben
durch eine uniforme Reskalierung der Energien die physikalischen Eigenschaften des
Systems unveridndert. Deshalb kénnen wir oBdA fiir den weiteren Verlauf eine der
Energien konstant lassen. So soll in allen quantitativen Beispielen, in denen die
Reflexionskanéle nicht entartet sind, €, gleich Eins sein.

3.2 Ein offener Reflexionskanal, k? < ¢,

In diesem Fall haben wir &k, = ix mit x aus Gleichung (3.13). Ist nun die diabatische
Kopplung so stark, daf w,, < 0 ist und, zugleich k? < —w,, ist, dann ist q, = iv,,
mit 7, aus Gleichung (3.14). Im Limes kleiner Energien, k, = k — 0, konnen die
Wellenzahlen k, ¢, und ¢, (oder +,) durch ihre Schwellenwerte ersetzt werden:

4, = \/w—ll » Gy = \/w—22 ( oder Va0 = Wy, , Wenn w,, < 0) und Ko = \/g
(3.15)

Der Fehler, der dadurch gemacht wird, ist von der Ordnung k2. Ob nun der obere
Transmissionskanal an der Schwelle (k = 0) offen ist oder nicht, hingt von der
Stiarke der Kopplung v,, (siehe Gleichung (3.4)) ab. Fiir v,, < /v,,v,, ist der
Kanal offen und fiir v,, > ,/v,,v,, geschlossen. Das schwellennahe Verhalten der
Reflexionsamplitude erhélt man aus Gleichung (3.8):
~R, "R1-2%0 | (3.16)

mit

q, sin® o+ ik, + q,, cos’a
q10q20 —"_ ZIL{';O (qlo 0082 @ + q20 Sln2 a)

0y Sin? a +i(k, + 7, cos? a)

Q = fir v, > /v,v,, . (3.17)

+ 2 . 2
—HgYao SINT Q14 (720 + Ky COS Oé)

fiir Uy < VUil
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Die Reflektivitat nahe der Schwelle verhilt sich somit wie
IR, | "= 11— 2kQ| = 1 — 2kR(Q) + O(K?) (3.18)

und entspricht somit dem Schwellenverhalten des Einkanalproblems (1.31). Der
Léngenparameter b, der das lineare Verhalten bestimmt, ist

b=R(Q) . (3.19)
Im Spezialfall v, = \/v,,v,,, gilt ¢,, = 7,, = 0 und die beiden Ausdriicke in Glei-
chung (3.17) sind identisch und somit ist
1 1 1
b=R(Q) = = 3.20
() q,, cos’a  cos?a v, +v,, (3:20)

was unabhéngig von der Schwelle ¢, fiir die inelastische Reflexion ist.

Das Niedrigenergieverhalten der Transmissionsamplituden in Gleichung (3.8) ist

k—0

T, "2kt

k—0

T, "< kt,, (3.21)

10
wobei die energieunabhéngigen Parameter ¢, und ¢,, durch

2(q,, + ik,) cos

t = : :
3 010950 + UK, (qlo cos? o + G sin? CY)
2 + ik, ) sin «
tog = — . (916 02) — fir v, <., v,v, , (3.22)
Q1005 + 16, (q,, COS% 0 + q,, Sin” )
und durch

2 + K,) Ccos
ty = . 2(720 o) fiir v, > /U0, (3.23)
—FyY20 SiN” @ +iq,, (Y20 + K, cOs? )

gegeben sind. Das schwellennahe Verhalten der dazugehérigen Transmissionswahr-
scheinlichkeiten (3.10) ist in fiihrender Ordnung

k—0 k—0
Plt ~ |t10|2q10ka P; ~ |t20|2q20k ) (3'24)

wobei der Ausdruck fiir P! nur dann giiltig ist, wenn v,, < ,/v;,7,,, also der obere
adiabatische Kanal an der Schwelle offen fiir Transmission ist. Da die Stromdichte er-
halten bleibt, miissen sich die Wahrscheinlichkeiten fiir Reflexion und Transmission
zu Eins addieren und somit gilt:

4%(9) = q10|t10|2 + q20|t20|2 fur v12 S V vllv22 Y
4R(Q) = qm|tw|2 fir v, > /v,,v,, - (3.25)
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Wenn v,, = /v,,7v,, ist, dann ist die Wellenzahl g, im oberen Transmissionskanal
gleich der einlaufenden Wellenlénge k, da w,, = 0 ist und die Transmissionswahr-
scheinlichkeit verhilt sich nun wie

PR |, PR (3.26)

im schwellennahen Bereich. Dies ist quadratisch in &, und in 1. Ordnung in k£ gilt:

4k

k—0 k—0
P70 ) P' N |t10|2q10k =
2 ! cos? o
4,

(3.27)
Obiges Ergebnis ist in Ubereinstimmung mit der Reflexionswahrscheinlichkeit |R,, |* =
1 — 4kb und dem Lingenparameter b aus Gleichung (3.20).

In Abbildung 3.3 zeigen wir den Léngenparameter b aus Gleichung (3.19) als Funk-
tion der Kopplungsstirke v,, fiir v;,, = 4.5 und zwei verschiedene Stufentiefen
v,, = 2.0 und v,, = 6.0. Anfangs fiihrt das Erhohen der Kopplungsstérke zu einem

12 —

- v22:2.0

ABBILDUNG 3.3: Der Lingenparameter b aus Gleichung (3.19), der das schwellennahe
Verhalten der Reflektivitdt nach Gleichung (3.18) bestimmt, als Funktion der Kopp-
lungsstirke v,, fiir den Wert v, = 4.5. Die gestrichelte Linie entspricht v,, = 2.0 und
die durchgezogene Linie va2 = 6.0. Die Schwelle fiir inelastische Reflexion ist €, = 1.0.
Aus [30].

ansteigenden b-Wert, was einer abnehmenden Reflexionswahrscheinlichkeit nahe der
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Schwelle entspricht. Der Grund hierfiir liegt darin, dal nun zusétzlich die Transmis-
sion in den zweiten adiabatischen Kanal méglich ist, da der Mischungswinkel o von
Null auf groflere Werte ansteigt, siehe Gleichung (3.2). Bei einem Wert der Kopp-
lungsstéirke nahe bei (aber nicht exakt bei) ,/v,,v,, erhilt man ein ausgeprégtes
Maximum von b. Steigt die Kopplungsstéirke weiterhin an, dann nimmt der b-Wert
sehr schnell ab. Der Fall v, = /v, ;v,, nimmt eine besondere Rolle ein, da bei die-
sem Wert das obere adiabatische Potential w,, exakt Null wird. Das bedeutet, daf
die Projektion der einlaufenden Welle auf diesen adiabatischen Kanal sich als freie
Welle dort ausbreitet. Ist nun v,, = ,/v,,0,,, dann verschwindet an der Schwelle
die Wahrscheinlichkeit, in den adiabatischen Kanal transmittiert zu werden nach
Gleichung (3.26) wie O(k?), und somit kann dieser Kanal keinen linearen Beitrag
zur Reflektivitit liefern. Das gleiche gilt fiir den Fall v,, > /v, ,,, wo P} fiir einen
endlichen Energiebereich oberhalb der Schwelle verschwindet. Nimmt v,, grossere
Werte als | /v,,v,, an, dann bleibt der obere adiabatische Kanal fiir die Transmission
an der Schwelle geschlossen und der untere Kanal wird eine immer tiefere Stufe, fiir
die der (Einkanal-)Léngenparameter b immer kleiner wird (siehe Gleichung (1.37)).
Dies trigt zum steilen Abfall von b bei.

Das ausgepréigte Maximum des Langenparameters b entspricht einem ausgepriagtem
Minimum der Reflektivitat in Schwellennéihe. Dies wird in Abbildung 3.4 deutlich.
Dort haben wir die Reflexionswahrscheinlichkeit als Funktion der Kopplungsstéirke
v,, bei einer reduzierten Energie k? = 0.3 und einem diabatischen Kanal v,, = 4.5 fiir

zwei verschiedene Werte von v,,, namlich v,, = 2.0 (gestrichelte Linie) und v,, = 6.0

(durchgezogene Linie), aufgetragen. Zusammenfassend kann man sagen, dafi auch
im Fall der Kanalkopplung das Verhalten der Reflektivitdt nahe der Schwelle linear
in k£ bleibt und die Wahrscheinlichkeit an der Schwelle den Wert eins hat. Der li-
neare Abfall wird durch die Anwesenheit eines zweiten offenen Transmissionskanals
verstérkt, sprich die Reflexionswahrscheinlichkeit an der Schwelle reduziert, aber der
lineare Abfall wird stark unterdriickt (also die Reflexionswahrscheinlichkeit erhoht),

wenn der zweite Transmissionskanal geschlossen ist.

3.3 Zwei offene Reflexionskanile, k% > ¢,

Kann nun das Teilchen auch in den oberen diabatischen Kanal inelastisch reflektiert
werden, dann konnen wir mit Hilfe von Gleichung (3.8) die Amplituden fiir die
Reflexion und Transmission bestimmen. Im Gegensatz zu vorher sind nun beide
Wellenzahlen &, und £, reell und positiv. Im Limes hoher Energien, k£, = k£ — o0,
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ABBILDUNG 3.4: Reflexionswahrscheinlichkeit |R,, | als Funktion der Kopplungsstérke v,,
fiir k* = 0.3, e, = 1, v,, = 4.5 und v,, = 2 (gestrichelte Linie) und v,, = 6 (durchgezogene
Linie). Aus [30].

werden die Wellenzahlen zu:

k—o00 € k—o0 w11,22
k2: k2_‘€2 < k_i » Gy = \/k2+w11,22 e k_W : (328)

Die eckige Klammer im Ausdruck fiir |R,,| in Gleichung (3.8) vereinfacht sich dann
zu

(¢, — k)(g, + k,) — (¢, — @) (k + k,) sin® (3.29)

k—o00 c 2
~ Wy — (wu - w22) s o

_ 2 .2

= w,, COs” a + w,, SIn”~ o

=, . (3.30)

Fiir hohe Energien wird somit die Reflexionsamplitude im elastischen Kanal zu

k—00 Ull
~

Rn _m

(3.31)

Dies entspricht dem Ergebnis fiir den Einkanalfall (1.40). Somit beeinflufit die Ka-
nalkopplung fiir hohe Energien nicht die Reflexion in den elastischen Kanal. Sie darf
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aber trotzdem dort nicht vernachlissigt werden, denn fiir die Reflexionsamplitude
in den oberen diabatischen Kanal gilt
ksoo (W, —w,,) sinacosa v,
R12 ~ = 412 - _4—I€2 y (332)
und diese ist somit von gleicher Ordnung wie R,,.
Die Reflektivitét eines Stufenpotentials ist im Einkanalfall eine monoton abfallende

Funktion der Wellenzahl k, die an der Schwelle den Wert Eins aufweist und dann
bei unendlichen Energien bis auf Null abfillt. Ist nun auf Grund der Kanalkopplung
ein zweiter Kanal vorhanden, dann ist die Reflektivitit |R,, | kleiner als im unge-
koppelten Fall, da es nun fiir das Teilchen zusédtzlich mdéglich ist, in den zweiten
adiabatischen Kanal transmittiert oder in den oberen diabatischen Kanal reflektiert
zu werden. Der Ausdruck fiir |R,, | ist, wie man an Gleichung (3.8) sieht, reell, wenn
k* > —w,, ist, da dann auch g, reell ist. Unter bestimmten Umsténden kann |R,, |
Null werden, was dazu fiihrt, dafl die Wahrscheinlichkeit, in den elastischen Ka-

nal reflektiert zu werden, verschwindet. Die Bedingung fiir eine Nullstelle von |R,, |

lautet:
(ql — k)(qz + kz)
(@ — @) (k+ k)
Nenner und Zihler in Gleichung (3.33) haben eine identische Struktur, nur, daf§ &
und g, vertauscht sind. Sei nun k? > —w,, und somit ¢, reell. Da die linke Seite von
Gleichung (3.33) nur Werte zwischen Null und Eins annimmt, muf der Nenner grofier

(3.33)

sin? o =

als der Zéhler sein. Somit mufl ¢, < k sein, was nur dann eintritt, wenn w,, < 0
ist, also der obere adiabatische Kanal repulsiv ist. Betrachten wir nun den Fall, dafl

w,, negativ und zudem w,, < e, ist. Im Limes grofler Energien verhilt sich die

rechteckige Klammer im Ausdruck fiir |R,, | in Gleichung (3.8) wie in Formel (3.30)
und ist damit immer gréfler als Null. Fiir Energien bis zur Schwelle ¢, fiir inelastische
Reflexion, an der k, = 0 gilt, bleibt R, reell. Wird nun die eckige Klammer in
Gleichung (3.8) negativ an dieser Schwelle, das bedeutet (q, —¢,)k sin® o > (g, —k)q,,

dann muf} R,, im Bereich k? > ¢, eine Nullstelle besitzen. Somit ist

\/62+w11_\/§ \/52+w22
\/82 + Wy — \/82 + W,, \/‘g

eine hinreichende Bedingung fiir diese Nullstelle . Da beide Quotienten auf der linken

< sin’a (3.34)

Seite von Ungleichung (3.34) kleiner als Eins sind, wenn w,, negativ ist, kann die
Bedingung fiir geniigend grofle Werte des Mischungswinkels « erfiillt werden. Néhert
sich die Transmissionsschwelle —w,, der inelastischen Reflexionsschwelle €, an, dann
verschwindet der zweite Quotient auf der linken Seite und die Bedingung (3.34) ist
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immer erfiillt. Ist —w,, grofer als €,, dann ist R,, nur fiir Energien bis —w,,, dort
gilt ¢, = 0, reell. Die eckige Klammer im Ausdruck fiir R, in Gleichung (3.8) wird

negativ fiir k£ = /—w,,, ¢, = 0, wenn

VW VU ¥ W0 Z VW g (3.35)

\/_w22 + \/_w22 — &2 —W,, + w,,

Wiederum sind die beiden Quotienten in Ungleichung (3.35) kleiner als Eins und
somit kann die Bedingung fiir geniigend grofle Werte des Mischungswinkels erfiillt

werden.
Die Abbildung 3.5 zeigt die Reflektivitdten |R,,| (durchgezogene Linie) und |R,, |

0.8 ‘ ‘

—|R

- 11| -
Ryl

R
/

Reflektivitat

ABBILDUNG 3.5: Die Reflektivititen |R,,| (durchgezogene Linie) und |R,,| (gestrichelte
Linie) als Funktionen der Kopplungsstirke v,, fiir v,, = 4.5 and v,, = 2.0 mit der Energie
k% = 4.0. Nach [30]

(gestrichelte Linie) als Funktionen der Kopplungsstirke v,, fiir v, = 4.5 und v,, =
2.0 mit der Energie k> = 4.0. R,, hat dabei eine Nullstelle bei v,, = 6.460. Die
Spitze von |R,,| und die abgerundete Spitze von |R,,| bei v,, = 7.14 sind Ausdruck
dafiir, daf} bei diesem Wert der Kopplungsstérke die Transmissionsschwelle —w,, die
Energie k% = 4.0 des Teilchens erreicht.

Das Auftreten von solchen Spitzen, bzw. abgerundeten Spitzen bei gewissen Schwel-



3.3 ZWEI OFFENE REFLEXIONSKANALE, k% > ¢, 37

lenenergien ist wohlbekannt aus der Streutheorie. Dort tauchen sie z.B. in elasti-
schen Streuamplituden und -querschnitten bei Energiewerten auf, die elastischen
Anregungsschwellen entsprechen [19, 38]. Der Ursprung dieser Spitzen liegt in der
Abhingigkeit der Amplituden von der Wurzel gewisser Gréflen, die bei den ent-
sprechenden Schwellen verschwinden. R, ist z.B. eine Funktion der Variablen ¢, =

V2 4 w,, (v,,,0,,,v,,). Wenn v,, den Wert v, annimmt, (unter den Vorraussetzun-
gen von Abbildung 3.5 ist v, = 7.14) verschwindet g,. Fiir Kopplungsstirken, die
etwas schwicher als v, sind, liefert eine Taylor-Entwicklung der Wurzel das Verhal-
ten in filhrender Ordnung in der N&he der Schwelle:

4, = vV a<(U0 o U12) und |R11| = |R11|q2:0 + A< VU0 =V, - (336)

Die Konstante A hingt vom Wert der Ableitung von R,, nach v,, ab. Ein &hnlicher
Ausdruck kann auch fiir Kopplungstédrken grofer als v, aufgestellt werden, wobei der
Ausgangspunkt dafiir v, = \/—k? — w,, (v,,,,,,v,,) ist. Man erhélt dann fiir die

Reflektivitit
|R11| = |R11 |72:0 + A> VUV =Y (337)

mit einer anderen Konstanten A-. Haben nun die beiden Konstanten A. und A_

das gleiche Vorzeichen, dann hat |R,,| bei dem Wert v, der Kopplungsstéirke ein
Maximum oder ein Minimum, das spitz ist, bei unterschiedlichen Vorzeichen der
Konstanten hat |R,, | aber eine abgerundete Spitze. Diese Spitzen und abgerundeten
Spitzen tauchen aber — #hnlich den Singularitéiten bei der Streuung — auch auf,
wenn wir die Amplituden oder Wahrscheinlichkeiten als Funktionen anderer Varia-
blen auftragen, z.B. der Wellenzahl k.

In Abbildung 3.6 haben wir die Reflektivitit |R,,| im elastischen Kanal als Funktion
der einkommenden Wellenzahl £ fiir verschiedene Werte der Kopplungsstérke v, auf-
getragen. Die Tiefen der diagonalen (diabatischen) Potentiale in dieser Abbildung
sind v,, = 4.5 und v,, = 2.0. Damit ist der Wert der Kopplungsstérke, bei der der
obere Transmissionskanal repulsiv wird und somit die Transmissionsschwelle positiv
wird, \/v,,v,, = 3. Fiir v, = 2.9 (gepunktete Linie) ist die Reflektivitit im wesentli-
chen eine monoton abnehmende Funktion, die eine kleine Spitze bei k = 1 aufweist,
die von der Schwelle fiir inelastische Reflexion herriihrt. Bei der Kopplungsstirke
v,, = 3.1 (strichgepunktete Linie) zeigt |R,,| zusitzlich noch eine abgerundete Spit-
ze bei der Transmissionsschwelle, die bei k? = —w,, = 0.0925 (k = 0.304) liegt. Fiir
v,, = 4.0 (gestrichelte Linie) ist die Transmissionsschwelle zum Wert 0.94 (k = 0.97)
hochgewandert, mit einer deutlichen Spitze der Reflektivitdt an dieser Stelle. Die
Schwelle fiir inelastische Reflexion (k = 1) erscheint schwach als abgerundete Spit-
ze und man findet jetzt eine Nullstelle der Reflektivitidt bei & = 1.033. Ist nun
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ABBILDUNG 3.6: Die Reflektivititen |R,,| im elastischen Kanal als Funktion der Wellen-
zahl k fiir verschiedene Werte der Kopplungsstérke v,,. Die Tiefen der diagonalen (diaba-

tischen) Potentiale sind v,, = 4.5, v,, = 2.0 und die Schwelle fiir die inelastische Reflexion
ist £, = 1.0. Aus [30].

v, = 5.0 (durchgezogene Linie), dann befindet sich die Transmissionsschwelle bei
—w,, = 1.90 (k = 1.38) und zeigt sich dort als abgerundete Spitze. Die inelastische
Reflexionsschwelle taucht als deutliche Spitze auf und die Nullstelle von |R,, | befin-
det sich nun bei k£ = 1.446.

Das Vorhandensein einer exakten Nullstelle von R, ist physikalisch sehr wichtig,
denn es bedeutet, daf3 die Reflexion ausschliefilich in den inelastischen Kanal er-
folgt. Somit kann, unter den geeigneten Randbedingungen, die Quantenreflexion
dazu fiithren, dafl es zu einem kompletten Transfer des inneren Freiheitsgrades des
Teilchens von seinem Grundzustand in den angeregten Zustand kommt. Die Re-
flexionswahrscheinlichkeit in den oberen (inelastischen) diabatischen Kanal P] =
(k,/k)|R,,|* verschwindet bei der Schwelle ¢,, wo k, = 0 ist. An dieser Schwelle
ist die reflektierte Welle eine Produktwellenfunktion aus der rdumlichen Bewegung
und dem inneren Freiheitsgrad in seinem Grundzustand. Bei der Nullstelle von R,
ist die reflektierte Welle eine Produktwellenfunktion mit dem inneren Freiheitsgrad
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im angeregten Zustand. Fiir Energien, die zwischen der Schwelle und der Nullstel-
le liegen, sind die rdumliche Bewegung und der innere Freiheitsgrad miteinander
verschrankt, wobei der Grad der Verschrinkung von der Energie des einlaufenden
Teilchens abhéingt. Somit kann man {iber die Quantenreflexion eine Verschriankung
von Zustidnden erzeugen und den Grad iiber die Energie des Teilchens steuern.

In Abbildung 3.7 zeigen wir die Reflexionswahrscheinlichkeiten P’ und P und die
Gesamtreflexionswahrscheinlichkeit PP+ P als Funktionen der Wellenzahl k£ des ein-
laufenden Teilchens. Die deutliche Spitze von P’ bei der inelastischen Schwelle (£ =
1) wird durch die schnell anwachsende inelastische Reflexionswahrscheinlichkeit mehr
als kompensiert, so daf3 die Gesamtreflexionswahrscheinlichkeit an dieser Stelle ei-
ne abgerundete Spitze aufweist. Die stufenartige Spitze bei £ = 1.38 kommt von
der Transmissionsschwelle —w,,. Die Nullstelle von |R,, |, die bei dem Graphen fiir
|R,,| zu einer Spitze fiihrt, liefert bei P* = |R,,|?, auf Grund des Quadrierens,
einen glatten Verlauf. Zudem macht die Nullstelle auch bei der Gesamtreflexions-
wahrscheinlichkeit nicht durch einen besonderen Kurvenverlauf auf sich aufmerk-
sam. Vergleicht man nun das Ergebnis mit dem Fall eines ungekoppelten Stufen-
potentials (siehe Abbildung 3.7 (b)), dann sieht man, dafl die Kanalkopplung die
Reflexionswahrscheinlichkeit im gesamten Bereich bis zu k£ = 1.5 erhdht. Sogar im
Bereich k£ < 1.0 ist die Wahrscheinlichkeit erhéht, obwohl fiir diesen Energiebereich
nur Reflexion in den elastischen Kanal mdglich ist. Das stimmt mit dem Ergebnis
aus Abschnitt 3.2 fiir das Niedrigenergieverhalten iiberein, wo wir herausgefunden
haben, dafl durch einen zweiten Kanal, der fiir die Transmission geschlossen ist, die
Reflexionswahrscheinlichkeit erh6ht wird.

3.4 Entartete Reflexionskanile

Ein besonderer Fall tritt ein, wenn die beiden diabatischen Kanéle entartet sind,
sprich die Reflexionschwellen identisch sind, also e, = ¢, = 0. Dann gilt k, = k, =k
und die Gleichung (3.8) vereinfacht sich zu:

o _ql —k 2k(q1 B qz) Sin2a
! ¢ +k (g +k)(g+k)
_ 2k(g, — ¢,) sina cosa
(¢, +k)(q, + k)
2k cosa 2k sin «v

Tn = N T12 =-——— fir k2 > Wy,
(@ +F) (4, + )

R

R12

(3.38)
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und zu
R — _(q1 B k) + 2k(Q1 - Z’-)/2) Sin2a
! (@, +k) (¢ +k)(v, +k)
R, — _ 2k(g, —17,) sina cosa T 2k cos « fir K < —w, (3.39)

(k+q,)(iv, + k) (¢, +F)

Nahe der Schwelle erhélt man fiir das Verhalten der Betrdge der Reflexions- und
Transmissionsamplituden in fiihrender Ordnung:

cosla  sin®a
|R11| kzo 1 -2k ( + > )

Q10 45
1 1
R, P20 9k sina cosa(———> )
q20 q10
2k 2%k si
T k=0 ﬂ, |T12|’“20 sina — 5.0
4, U
und
2k cos?
R,| R0 - 2Eeoda
qu
1 1
IR, "R 2k sina cosa<—+_> :
qu 720
2k
|T11| kzo ﬂ fiir k2<_w22 . (341)

qu

In obigen Gleichungen stehen ¢, = \/w,_, i = 1,2 (oder v,, = \/~w,,) fiir die
Schwellenwerte von ¢, und ¢, (oder 7,). Im Gegensatz zum nichtentarteten Fall
(siehe Gleichungen (3.16) und (3.17), die |R,,| im Grenzfall & — 0 bestimmen) ge-
ben nun die Niedrigenergieausdriicke fiir |R,,| und |R,,| in den Gleichungen (3.40)
und (3.41) kein sinnvolles Grenzverhalten fiir ¢,, — 0 oder ,, — 0 wieder. Ist die
Transmissionsschwelle —w,, nahe bei Null, dann nehmen ¢,, oder +,, kleine Werte
an und der mit ihnen verbundene Lingenparameter, der den linearen Abfall der
Reflektivitit nahe der Schwelle bestimmt, divergiert. Daher sind die Gleichungen
(3.40) und (3.41), die |R,,| und |R,,| fiir kleine Energien beschreiben, nur fiir einen
entsprechend kleinen Wertebereich von k giiltig.

Ist nun v,, = ,/v,,0,,, d.h. die Kopplung ist so eingestellt, daf} die Kopplung im obe-
ren adiabatischen Kanal verschwindet (w,, = 0), dann tritt eine besondere Situation
ein. Das schwellennahe Verhalten wird dann zu

k k
1R, | i~ (1 — 2—) cos® o, R, | i~ (1 - 2—) sin v cos a

10 10
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2%k
| R0 2 cosa, |T,|=sina . (3.42)
10

|T11

Um dieses Ergebnis zu verstehen, mufl man beriicksichtigen, dafl eine Mischung der
Kanile fiir x > 0 keine Kopplung in der Schrédinger-Gleichung bewirkt. Die Dia-
gonalisierung gem&f Gleichung (2.2) fiihrt zu zwei ungekoppelten Gleichungen, eine
fiir ¢, und eine fiir ¢,. Diese sind dann im ganzen Wertebereich —o0 < z < 400
entkoppelt und die Gleichung fiir ¢, entspricht der eines freien Teilchens, das gar
nicht reflektiert wird. Der einlaufende diabatische Kanal 1 kann in zwei adiabatische
aufgeteilt werden; einen niedrigeren mit dem Gewicht cos(a) und einen héheren mit
dem Gewicht sin(«), der unabhéngig von der Energie ungehindert transmittiert wird.
Der sich in Kanal 1 befindende Anteil hingegen unterliegt dem Einflufl der Quan-
tenreflexion. Nahe der Schwelle ist der reflektierte Anteil des einlaufenden Stromes
(1 — 4k/q,,) cos? o, und er wird mit dem Gewicht cos?(«) fiir den diabatischen Ka-
nal 1 und mit dem Gewicht sin?(«) fiir den Kanal 2 zwischen beiden aufgeteilt. Fiir
im Bereich x > 0 entartete Kanile fiihrt der spezielle Kopplungswert v,, = ,/v,,v,,
zu der einzigartigen und ungewdhnlichen Situation, dafl die Quantenreflexion an
der Schwelle nicht vollstindig ist, da ein endlicher Anteil (némlich sin?(«)) des ein-
laufenden Stromes frei in den oberen adiabatischen Kanal transmittiert wird, und
zwar unabhéingig von der Energie. Dieser Effekt ist nicht auf scharfe Potentialstufen
beschrénkt, sondern tritt auch in &hnlichen Situationen bei glatten Potentialen auf,
wenn alle Eintrédge der Potentialmatrix die gleiche Ortsabhéngigkeit haben, wie in
Gleichung (2.8).
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ABBILDUNG 3.7: Die Reflexionswahrscheinlichkeiten P* = |R, |? und P! = (k,/k)|R,,|?
(a) und die Gesamtreflexionswahrscheinlichkeit P4 P! (b) als Funktionen der Wellenzahl
k des einlaufenden Teilchens fiir v,, = 4.5, v,, = 2.0, v,, = 5.0 und ¢, = 1. Die gestri-
chelte Linie in Abbildung (b) zeigt zum Vergleich die Reflexionswahrscheinlichkeit fiir eine
einzelne ungekoppelte Stufe der Tiefe v,, = 4.5. Nach [30].



KAPITEL 4

Gel{oppelte weiche Potentiale

Im vorherigen Kapitel haben wir am Beispiel von gekoppelten Stufenpotentialen
den Einflul der Kanalkopplung auf die Quantenreflexion untersucht. Dabei haben
wir etliche interessante Ergebnisse gefunden. So zeigte sich, dal im Normalfall die
Reflektivitit, auch bei Vorhandensein eines zweiten Kanals, an der Schwelle den
Wert Eins annimmt und fiir niedrige Energien ein lineares Verhalten zeigt. Nur wenn
die diabatischen Kanéle entartet sind und die Kopplung gleich der Wurzel aus dem
Produkt der diabatischen Stufentiefen ist, findet an der Schwelle keine vollstindige
Reflexion statt. Zudem kann bei einer wohldefinierten Energie, Reflexion nur in den
inelastischen Kanal stattfinden.

In diesem Kapitel wollen wir anhand von weichen Potentialen untersuchen, ob sich
die vorherigen Ergebnisse qualitativ verdndern, wenn die diabatischen Potentiale ste-
tig sind und somit die Badlandsfunktion (1.12) nicht nur an einem Punkt lokalisiert
ist.

4.1 Woods-Saxon-Potentiale

Es bietet sich nun an, die Studie mit einem Modell zu beginnen, bei dem die Eintréige
der Potentialmatrix Woods-Saxon-Potentiale sind:

vV, (z) " ( Ui+55> : (4.1)

T om U 14T
Im Limes a,;, — oo geht V, () iiber in

“ij:f’o h? { —@ij + 5i5z‘j, r<0 , (4.2)

Vij (l‘) - % 6i5ij R x>0

43
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welches den Stufenpotentialen (3.1) aus Kapitel 3 mit v,, = 7,; + £;0;; entspricht.
Somit ist zu erwarten, dal mit groBer werdenden a,, auch die Eigenschaften der
Woods-Saxon-Potentiale mit denen der Stufenpotentiale iibereinstimmen werden.
Im Einkanalfall ist
Viz) = o (4.3)
2m 1 + e
Die Schrodinger-Gleichung fiir dieses Potential kann analytisch mit Hilfe von Hy-

pergeometrischen Reihen geldst werden, somit erhilt man fiir die Reflektivitit [27]

sinh (2 (/R + v, — k)

|R| = - , (4.4)
sinh (% (\/k2 + v, + k))
und der Lingenparamter, der das Niedrigenergieverhalten bestimmt, ist
1
_— (4.5)

- atanh (5/7)
Wie man leicht sehen kann, gehen die Gleichungen (4.4) und (4.5) fiir groe Werte
von a in die entsprechenden Ausdriicke (siehe Formeln (1.36) und (1.37)) fiir das
ungekoppelte Stufenpotential (1.35) iiber.

In Abbildung 4.1 vergleichen wir die Reflektivitit eines ungekoppelten Stufen-
potentials (1.35) mit der von Woods-Saxon-Potentialen (4.3) mit verschiedenen
Diffusititen 1/a. Wie erwartet néhert sich die Reflektivitéit der Woods-Saxon-Po-
tentiale mit kleiner werdender Diffusitét, also groflerem a, der des Stufenpotentials
an. Damit fiihrt eine Aufweichung der Stufe zu einem Abnehmen der Quanten-
reflexion.

Die gekoppelte Schrédinger-Gleichung (2.1) fiir eine Potentialmatrix wie Gleichung

(4.1) kann im allgemeinen nicht analytisch geldst werden. Um einen Vergleich mit
den Ergebnissen aus Kapitel 3 vornehmen zu konnen, konzentrieren wir uns auf
den Fall, daf} alle diabatischen Potentiale die gleiche Diffusitét besitzen, also a,; =
a,t,j=1,2. Zudem soll wie voher gelten:

0, >0 , g,>¢ =0 . (4.6)

ij =
Numerische Rechnungen zeigen, daf§ auch hier die Reflektivitit an der Schwelle ge-
gen Eins' geht und fiir niedrige Energien ein lineares bzw. exponentielles Verhalten
(siehe (1.31) bzw. (1.32)) aufweist. Somit kénnen wir auch hier einen Léingenpa-
rameter b definieren, der die Quantenreflexion nahe der Schwelle bestimmt. Wir

!Dies gilt natiirlich nicht fiir den Fall, daf} die Kanile entartet sind und v,, = \/0,,0,, ist. Im
entarteten Fall kann Gleichung (2.1) mit dem Potential (4.1) mit Hilfe von hypergeometrischen
Reihen analytisch gelost werden.
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ABBILDUNG 4.1: Die Reflektivititen eines Stufenpotentials (1.35) und von Woods-Saxon-
Potentialen (4.3) mit verschiedenen Diffusitdten 1/a als Funktion der Wellenzahl k fiir
v, = 4.5.

haben in Abbildung 4.2 fiir verschiedene Diffusitidten die b-Werte der gekoppelten
Woods-Saxon-Potentiale (4.1) als Funktion der Kopplungsstirke v,, = 9,, nume-
risch berechnet und mit dem eines gekoppelten Stufenpotentials (3.1) verglichen.
Die Parameter wurden so gewéhlt, dal sie mit denen in Abbildung 3.3 fiir die ge-
strichelte Linie verwendeten iibereinstimmen. Wenn die Diffusitit abnimmt, ndhert
sich der b-Wert fiir die Woods-Saxon-Potentiale dem des entsprechenden Stufenpo-
tentials an. Je diffuser das Potential ist, desto gréfler wird b. Das fiihrt dazu, dafl die
Quantenreflexion nahe der Schwelle geringer als beim Stufenpotential ist. Ebenso
wie bei den Stufenpotentialen gibt es auch hier wieder ein ausgeprigtes Maximum
von b. Im Einkanalfall haben wir ja schon anhand von Abbildung 4.1 gesehen, dafl
die Reflektivitit der Woods-Saxon-Potentiale geringer ist als die des dazugehdrigen
Stufenpotentials. Aus Abbildung 4.2 kénnen wir dies fiir R, im Niedrigenergiebe-
reich auch fiir den gekoppelten Fall sehen.

In den Abbildungen 4.3 (a-c) vergleichen wir die Reflektivitét |R,, | eines Stufenpo-
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- |— Stufenpotential R
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ABBILDUNG 4.2: Die Lidngenparameter b, die das Niedrigenergieverhalten der jeweili-
gen Reflektivititen bestimmen, eines gekoppelten Stufenpotentials (3.1) und von Woods-
Saxon-Potentialen (4.1) mit verschiedenen Diffusititen 1/a als Funktion der Kopp-
lungstéirke v,, = v,, fiirv,, =0, =4.5, v,, = 0,, + €&, = 2.0 und ¢, = 1.0.

tentials mit der von gekoppelten Woods-Saxon-Potentialen unterschiedlicher Diffu-
sitdt. Die Potentialparameter wurden so gew#hlt, dafl sie denen aus Abbildung 3.6
mit der Kopplungsstirke v,, = 4.0 entsprechen. Fiir den Energiebereich zwischen der
elastischen und inelastischen Reflexionsschwelle und fiir entsprechend grofie Ener-
gien ist die Reflexionswahrscheinlichkeit in den elastischen Kanal fiir die Woods-
Saxon-Potentiale geringer. In der N#he der Transmissionspitze (bei k = 0.97, siehe
dazu Abbildung4.3(c)) ist der Verlauf etwas verschieden und die Transmissionsspitze
ist noch stéirker ausgeprigt als bei den gekoppelten Stufenpotentialen .

Wie man an Abbildung 4.3(b) sieht, gibt es fiir R,, keine Nullstelle mehr, sondern
nur noch ein globales Minimum, dessen Wert umso kleiner ist, je kleiner die Dif-
fusitdt der Woods-Saxon-Potentiale ist. Auch wandert die Lage des Minimums mit
zunehmenden Werten von a zu gréfleren Wellenzahlen hin. Der Grund dafiir, daf}
es keine Nullstelle mehr gibt, liegt darin, dafl die Reflektivitéit jetzt kein rein reeller
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ABBILDUNG 4.3: Die Reflektivititen R,, eines gekoppelten Stufenpotentials (3.1) und
von Woods-Saxon-Potentialen (4.1) mit verschiedenen Diffusitdten 1/a als Funktion der
Wellenzahl k fiir v,, = v,, = 4.5, v,, = 0,, + €, =2.0, v,, =0,, =4.0 und ¢, = 1.0.
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Ausdruck mehr ist, da die Wellenzahl nun iiberall ortsabhéngig ist. Je diffuser die
Stufe ist, desto grofler ist auch der Imaginérteil von IR ,. Da die Nullstellen von Real-
und Imaginérteil normalerweise nicht {ibereinstimmen, hat der Betrag somit keine
Nullstelle.

4.2 Evaneszente Wellen

Nachdem wir in den vorhergegangenen Abschnitten den Einflufl der Kanalkopplung
auf die Quantenreflexion mit Hilfe von Modellpotentialen untersucht haben, wollen
wir fiir die Betrachtungen dieses Teils der Arbeit einen realistischen Fall zu Grunde
legen.

Ein Lichtstrahl der in einem Medium 1 unter einem Winkel «, (Einfallswinkel) auf
die Grenzfliche zu einem Medium 2 trifft, bewegt sich dort unter einem Winkel
«, (Brechungswinkel) fort (siehe dazu Abbildung 4.4), wobei fiir die Winkel die

Beziehung
sin (o) m,

(4.7)

sin (a,)  n,

gilt. Dabei sind n, und n, die Brechungsindizes der beiden Medien. Ist Medium 2 nun

Lot

Medium?2

n, ra\

Mediuml

n,

ABBILDUNG 4.4: Schematische Illustration des Brechungsgesetzes (4.7). n, und n, sind die
Brechungsindizes der jeweiligen Medien, «, ist der Einfalls- und «, der Brechungswinkel
des Lichtstrahls.
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optisch diinner als Medium 1, dann kann der Einfallswinkel o, einen Grenzwinkel a,
nicht iiberschreiten, da der Sinus des Brechungswinkels maximal Eins werden kann.
Féallt nun der Lichtstrahl unter einem grosserem Winkel als «, ein, dann tritt an
der Grenzfliche von Medium 1 zu Medium 2 Totalreflexion ein. In Medium 2 breitet
sich dann eine sogenannte evaneszente Welle aus, die exponentiell abféllt (siehe dazu
Abbildung 4.5). Fiir den Grenzwinkel gilt folgende Beziehung:

sin (o) = —= . (4.8)

Cook und Hill haben 1982 [11] basierend auf diesem Phinomen vorgeschlagen, einen

evaneszente Welle

diinneres Medium 2

dichteres Medium 1

n1< n2

Lot

ABBILDUNG 4.5: Schematische Illustration der Totalreflexion. n, und n, sind die Bre-
chungsindizes der jeweiligen Medien, «, ist der Einfalls- und «, der Brechungswinkel des
Lichtstrahls. Bei der Totalreflexion gilt: o, = o, > a,.

Spiegel fiir neutrale Atome zu bauen, dabei sollte der Ubergang von einem Dielek-
trikum zum Vakuum ausgenutzt werden. Wenn das einfallende Licht eine hohere
Frequenz als die entsprechende natiirliche Dipolfrequenz des Atoms hat, dann oszil-
liert der induzierte Dipol mit entgegengesetzter Phase zum Feld. Das Atom spiirt



50 (GEKOPPELTE WEICHE POTENTIALE

dann eine Kraft, die in Richtung des schwiicher werdenden Feldes gerichtet ist. So-
mit ist das resultierende Potential repulsiv?. Ist die Frequenz des Lichtes nun aber
niedriger, dann schwingt der induzierte Dipol in Phase und wird in Richtung des
stirker werdenden Feldes gezogen, was zu einem attraktiven Potential fiihrt.

So ein Spiegel aus evaneszenten Wellen wurde 1987 von Balykin et al. [1, 2] expe-
rimentell realisiert. Mittlerweile gibt es sehr viele theoretische und experimentelle
Arbeiten (siehe z.B. [3, 10, 13, 28, 48]), die sich mit diesem Thema beschiftigen
und auch experimentelle Anwendungen des evaneszenten Wellen-Spiegels wurden
entwickelt, wie z.B. der Einbau in ein atomares Interferometer durch Szriftgiser et
al. [53].

In diesem Abschnitt wollen wir unsere Aufmerksamkeit auf die von Marani et al.
[28] betrachtete experimentelle Situation fokusieren, die benutzt werden kann, um
anhand von 8" Rb und metastabilen He Atom-Oberflichen-Wechselwirkungen zu un-
tersuchen. Diese Atome haben eine Vielzahl von Grundzustandsunterniveaus, die un-
terschiedliche Potentiale im evaneszenten Feld spiiren. Um diese Potentiale auflosen
zu konnen, benodtigt man induzierte Ubergiinge innerhalb der evaneszenten Welle.
Dazu wird ein starker Laser, mit Frequenz w,, auf die Grenzfliche zwischen einem
Prisma, mit Dielektrizitdtskonstante €, und dem Vakuum gestrahlt. Der Laser ist
parallel zur Einfallsebene polarisiert (TM polarisiert) und bildet fiir Winkel, die
nicht zu nah am Grenzwinkel o, sind, eine evaneszente Welle, die bezogen auf die
y—Achse fast o~ -polarisiert ist. Die y—Achse ist dabei die Quantisierungsachse. Ein
zweiter, schwiécherer Laser mit einer Frequenz w, — Aw, ist senkrecht zur Einfall-
sebene polarisiert (TE polarisiert) und bildet eine evaneszente Welle, die bezogen
zur y—Achse m-polarisiert ist.

So wie elektrische Felder durch den Stark-Effekt und magnetische Felder durch den
Zeeman-Effekt Energieverschiebungen hervorrufen, so beeinflussen auch Strahlungs-
felder die atomare Niveaustruktur und erlauben es somit, einstellbare effektive Po-
tenziale zu erzeugen. Ein Atom, das sich nun vom Vakuum auf das Prisma entlang
der z-Achse zubewegt, spiirt nun einerseits das effektive optische Potential V,_, das
durch die evaneszenten Wellen erzeugt wird und andererseits das Potential V,, das
durch die Wechselwirkung des Atoms mit der Oberfliche des Prismas entsteht und
attraktiv ist.

Nehmen wir der Einfachheit halber an, dafl die o~ -polarisierte Welle viel stérker
als die m-polarisierte ist. Die o~ -polarisierte Komponente der evaneszenten Welle
hebt die magnetische Entartung der Grundzustandsunternieveaus auf und fiihrt da-
zu, daf} jedes Unterniveau ein unterschiedliches optisches Potential spiihrt. Durch

’Dieser Effekt wird fiir den Atomspiegel genutzt.
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die m-polarisierte Welle werden iiber einen Raman-Ubergang die atomaren Unter-
niveaus miteinander gekoppelt. Ist z.B. das Atom anfangs in einem magnetischen
Unterniveau m, und absorbiert ein o~ -polarisiertes Photon, dann endet es durch
stimulierte Emission eines 7- Photons in einem Unterniveau m, — 1. Dabei erhéht
das Atom seine innere Energie um 2Aw, . Der Ubergang ist resonant, wenn die Dif-
ferenz zwischen den magnetischen Niveaus AAw, ist.

Die optischen Potentiale, die durch die evaneszenten Wellen erzeugt werden, erhélt
man durch Losen der optischen Bloch-Gleichungen mit der elektrischen Dipolappro-
ximation (siehe z.B. [32]) als

\% :h—éln[qu

Opt 2

92/2 2Kz 2
| e e C 4.9
62 + 1—‘2/4:| mm ’ ( )
wobei § = w, — EL;T)—wO die Abweichung von der atomaren Resonanzfrequenz w, und
I’ die natiirliche Linienbreite eines Atoms mit Impuls p ist, das mit einem Photon

der Wellenzahl , und der Frequenz w, wechselwirkt. Fiir die Rabifrequenz 2 gilt:

VP ~Id (4.10)

dabei ist I die Intensitdt des Lasers und d ist das reduzierte Dipolmoment des
Atoms. Die €' sind ein Produkt aus den Clepsch-Gordon-Koeffizienten® und den
elektrischen Feldamplituden an der Oberfliche bei z = 0 [28]

mm

Co= >, EOE0)(J,m;lq|Jm,)(J,m,]|Jm;ld) . (4.11)

0,9 Mg T,

Die elektrischen Feldamplituden sind in der sphérischen Basis mit den Komponenten
E,, (¢ = —1,0,+1) angegeben, .J steht fiir den Gesamtdrehimpuls des Atoms, und
der Index g (a) bezeichnet den Grundzustand (angeregten Zustand). Die inverse
Eindringtiefe x ergibt sich aus dem Einfallswinkel © durch

1/2

k =k, [(nsin®)” —1] : (4.12)

L
mit dem Brechungsindex n des Prismas. Ist die Abweichung J, wie in unserem Fall,
grofy gegen die Rabifrequenz und die natiirliche Linienbreite, dann vereinfacht sich
(4.9) zu
hQ?
V. = ——e X C (4.13)

Opt 5

3Die Clepsch-Gordon-Koeffizienten tragen der Tatsache Rechnung, daf$ die optischen Potentia-
le verschiedene Zeeman-Niveaus miteinander koppeln, wenn das Laserfeld nicht in einem reinen
Polarisationszustand ist.



52 (GEKOPPELTE WEICHE POTENTIALE

Der Faktor e " triagt dem Gauf’schen Profil des Lasers Rechnung?.

Die Wechselwirkung zwischen dem Atom und der Oberfliche des Prismas beschreibt
das Casimir-van-der-Waals Potential V,, ,[9]. Kennt man die komplexe, frequenz-
abhingige Dipolpolarisierbarkeit a,(w) eines sphirisch-symmetrischen Grundzustands-

atoms, dann erhédlt man fiir das Potential zwischen diesem und einer perfekt leiten-
den Oberfliche im Abstand z

VO () = / "o, <£> % (262 426+ 1) dE (4.14)
0

dra,, 24 Q2

mit der Feinstrukturkonstante a,, = e?/(fic). Ist die Oberfliiche dielektrisch, dann
ist das Casimir-van-der-Waals Potential durch [28§]

—h 00 1 100 .
Vovaw (2) = S2 3 /0 dww’a, (W) < /0 dp + /0 dp) H(p, €) exp(—2ipwz/c)

(4.15)
mit
e—1+p>—p e—1+p?>—p
H(p) = — + (1 - 2p%) - : (4.16)
ve—1+p*+p ve—1+p*+p
gegeben. Fiir kleine Absténde verhilt sich (4.15) wie
0 €—1C
VCvdW(Z) ~ _6 + 1 Z_§ ? (417)
im Limes grofler Abstédnde gilt hingegen
100 €—1C
Die Potentialstéirken, die das asymptotische Verhalten bestimmen, sind [29]
1 [ 3 0
o (iw)do, € =% 1636, 0) (4.19)

P odrw J, 8T gy

Friedrich et al. [20] haben fiir den Einkanalfall die Quantenreflexion bei Casimir-van-
der-Waals Potentialen untersucht und gezeigt, unter welchen Bedingungen man den
Einflufl der Retardierungseffekte erkennen kann. Diese wollen wir nun fiir die fol-
genden Rechnungen vernachléssigen und beschreiben die Wechselwirkung zwischen
dem Atom und der Oberfliche durch das Van-der-Waals Potential

V() e—1C,
Z) = — —

vaw e+123

4Segev et al. [48] haben gezeigt, daf dieses Gauf’sche Profil wichtig fiir die Analyse der expe-

rimentellen Ergebnisse ist. Dies soll in unserer Betrachtung keine Rolle spielen, und so wollen wir
annehmen, daf p? = 0 ist.

(4.20)
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Parameter Wert

A 2046 a.u.

€ 3.49

n 1.87

© 53°
hAw 7.2567 x 10710 a.u.
C, 1.9092 a.u. [58]
C, —5x 10719 a.u.
C,, —15x 1071 a.u.
c, 1x 10719 a.u.

TABELLE 4.1: Werte fiir die Parameter, die fiir die Rechnungen fiir metastabiles Helium
benutzt wurden. Es gilt dabei die Annahme, daB die o*-Welle E., viel stirker als die
m-Welle E,, ist.

Somit ergibt sich fiir unsere Betrachtung folgende Potentialmatrix:

—2Kz e—1C4 —2K2
C e -S54 C e (4.21)
—2Kz —2K2 e—1C4 )
0126 0226 i 3 + hAw

Die Parameter fiir die Rechnung haben wir in Anlehnung an die von Marani et
al. [28] betrachtete Situation fiir metastabiles Helium gewé&hlt (siehe Tabelle 4.1).
Deren Augenmerk lag dabei darauf, Retardierungseffekte bei der Wechselwirkung
zwischen Atomen und einer Oberflache zu sehen. Dazu haben sie den Populations-
transfer vom Grundzustand in den angeregten Zustand betrachtet. Daher wéhlten
sie die Abweichung ¢ so, dafl das optische Potential repulsiv wird, und man somit
eine klassische Reflexion der Atome erhlt.

Da wir uns in dieser Arbeit auf die Quantenreflexion konzentrieren wollen, haben
wir ¢ so bestimmt, dafl das optische Potential attraktiv ist, weshalb auch eine o -
polarisierte Welle statt der o~ -polarisierte Welle benutzt werden mufl. Wie man
an Tabelle 4.1 sieht, ist das Kopplungspotential sehr schwach im Vergleich zu den
diagonalen Potentialen. Daher kann man keine groflen Effekte bei der Reflektivitit
auf Grund der Kanalkopplung erwarten. Fiir die Bestimmung der Transmissions-
koeffizienten und somit der Transmissionswahrscheinlichkeiten spielt die Kopplung
jedoch eine wichtige Rolle, da sie auch bei einem niedrigen Wert einen Ubergang
in den zweiten Kanal ermdglicht (siehe dazu Abbilkung 4.6), und sie darf deswegen
nicht bei den Rechnungen vernachlissigt werden.
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ABBILDUNG 4.6: Transmissionskoeffizienten |T,,| und |T,,| als Funktion der Wellenzahl k
fiir die Potentialmatrix (4.21).

In Abbildung 4.7 haben wir nun die Reflektivitéit |R,, | als Funktion der Wellenzahl
k fiir die Potentialmatrix (4.21) dargestellt. Fiir die Berechnung der gestrichelten Li-
nie haben wir in den diagonalen Potentialen die optischen Potentiale vernachlissigt,
wahrend wir sie in der Rechnung fiir die durchgezogene Linie beriicksichtigt haben.
Wie man sieht, miissen die optischen Potentiale in die Rechnung eingehen, obwohl
sie im Vergleich zum Van-der-Waals-Potential sehr schwach sind (Der Unterschied
in den Potentialstérken betrdgt 10 Grofenordnungen.), denn sonst erhélt man bei
niedrigen Energien (k£ < 0.002a.u.) deutlich niedrigere Reflektivitdten. Ein Grund
fiir ihre Wichtigkeit liegt darin, dafl es ohne sie zu keinem curve crossing der beiden
diagonalen Potentiale kommt. Auflerdem beriicksichtigt man den Beitrag der expo-
nentiellen Funktionen zur Reflektivitit nicht angemessen. Denn, wie wir aus den
Betrachtungen des Einkanalfalls wissen (siehe Gleichung 1.34), ist nicht die Stéirke
des Potentials hier von Bedeutung, sondern der Faktor im Exponenten. Weiterhin
kann man erkennen, dafl auch hier die Reflektivitéit sich nahe an der Schwelle wie

IR, | =1-—2bk (4.22)

verhilt, mit einem Wert von b = 3.61 x 107 a.u. bzw. b = 4.56 x 107 a.u. fiir den
Fall, da3 man die optischen Potentiale vernachlissigt. Somit bleibt auch in diesem
Beispiel das lineare Verhalten, wie wir es aus dem Einkanalfall und den vorherigen
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ABBILDUNG 4.7: Die Reflektivitit |R,,| als Funktion der Wellenzahl k fiir die Potential-
matrix (4.21). Die gestrichelte Linie ist das Ergebnis fiir den Fall, daB man die optischen
Potentiale in den diagonalen Eintriagen vernachléssigt.

Beispielen kennen, erhalten. Der Einfluf der Offnung des zweiten Reflexionskanals
kann hier nicht gesehen werden, da er erst bei h6heren Wellenzahlen auftaucht (k =
3.254 x 107 a.u), bei denen die Reflektivitiit bereits stark abgefallen ist.
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KAPITEL 5

Nichtadiabatische U]oergéinge

Nachdem wir in den vorherigen Abschnitten unser Augenmerk auf die Reflektivitét
gerichtet haben, werden wir in diesem Teil der Arbeit den Einflufl der Quanten-
reflexion auf die nichtadiabatischen Ubergangswahrscheinlichkeiten untersuchen. Da-
bei wollen wir unsere quantenmechanischen Resultate mit denen der Landau-Zener-
Formel (1.49) vergleichen und deren Giiltigkeit und Zuverlissigkeit bestimmen.

5.1 Woods-Saxon-Potentiale

Es bietet sich nun an, als erstes ein System zu betrachten, das aus zwei Woods-Saxon-
Potentialen besteht, die durch eine Gaufy’sche Glockenkurve miteinander gekoppelt
sind (siehe dazu Abbildung 5.1). Im Unterschied zum Problem aus Abschnitt 4.1
haben wir jetzt eine lokalisierte Kopplung, und auflerdem schneiden sich nun die
diabatischen Kanile im Gegensatz zu vorher. Somit hat unsere Potentialmatrix die

Eintrage:
1i? v,
V) = o (1) 51
1i? v
_ 22 9
Valw) = oo (-5 te) 52)
h2 2 2
‘/;2(.%') = %Umeiaw(mi%) ) (53)

dabei ist x, der Kreuzungspunkt der beiden diabatischen Kanile. Die dazugehorigen

adiabatischen Potentiale sind:

V() +V,
2

W, () = @ 0@ V@) + V@

o7
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ABBILDUNG 5.1: Illustration der Woods-Saxon-Potentiale (5.1) und (5.2) und des Kopp-
lungspotentials (5.3). Die gepunktete Linie repréisentiert die Badlandsfunktion (1.12) fiir
k = 0.2. Die Paramter sind v,, = 5.5, v,, = 26, €, =3, a,, = a,, = a,, =1 und v,, = 0.5.
Nach [31].

Vi
Wy, () =

(@) +Valo) | 1 2 :
Tl @) = Vi) + 20, 0)

Fiir grofle, positive Werte von z entspricht der adiabatische Kanal W, (z) dem dia-
batischen Kanal V,,(z) (Kanal 1) und fiir grole, negative Werte dem diabatischen
Kanal V,,(z) (Kanal 1’). Damit bewirkt die Kopplung ein Vertauschen der beiden
Kanile bei v = —o0.

Abbildung 5.2 zeigt die numerisch bestimmte Wahrscheinlichkeit P _ ,, daf} ein
Teilchen, das im diabatischen Kanal 1 einlduft, in den adiabatischen Kanal 1’ trans-
mittiert wird, als Funktion der Weite i des Kopplungspotentials. Es gilt als all-

gemein akzeptiert, daB der Ubergang von einer Kurve zur anderen in einem Gebiet
um den Kreuzungspunkt stattfindet, wo die Differenz zwischen den adiabatischen
Energien nicht viel grofler ist als die Kopplung. Diese wird durch die Beobachtung
bekriftigt, daf§ fir a,, — 0, P_,
von a,, unabhéngig ist, wenn diese nicht allzu grofle Werte annimmt. Fiir grofie

schnell gegen einen Maximalwert konvergiert und
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ABBILDUNG 5.2: Die numerisch bestimmte Transmissionswahrscheinlichkeit P fiir ver-

1—1/

schiedene Werte von a,, als eine Funktion der Wellenzahl k. Die Parameter sind v,; = 5.5,
v,, =26, €, =3, a,, =a,, =1 undv, =0.01. Aus [31].

a,, ist der Ubergangsbereich durch das schmale Kopplungspotential limitiert, was
die Transmissionswahrscheinlichkeit reduziert . Die Landau-Zener-Formel fiir diesen
Ubergang ist

21V, (,)?

(P_,),, =1—exp <_W> : (5.4)

Ihr liegt die Annahme zu Grunde, dafl die Potentiale linear in der Umgebung des
Kreuzungspunktes sind und die Kopplung konstant ist. Wenn wir die Potentialpa-
rameter so wihlen, dafl x, in dem Bereich liegt, wo V|, () beinahe konstant ist und
die Transmissionswahrscheinlichkeit unabhéngig von a,, ist, sollten die Vorausset-
zungen fiir die Anwendbarkeit der Landau-Zener-Formel gegeben sein, zumindest
was die Zielsetzungen dieses Abschnittes betrifft. In Abbildung 5.3 zeigen wir einen
Vergleich zwischen der exakten quantenmechanischen Losung fiir die Transmissi-
onswahrscheinlichkeit P, und dem Ergebnis aus Gleichung (5.4). Wie man sieht,
reproduziert die Landau-Zener-Formel (5.4) das schwellennahe Verhalten nicht kor-
rekt, da das Argument der Exponentialfunktion an der Schwelle nicht verschwindet.
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ABBILDUNG 5.3: Vergleich zwischen der quantenmechanisch bestimmten Transmissions-
wahrscheinlichkeit P,_, (durchgezogene Linie) und der Landau-Zener-Formel (5.4) (ge-

strichelte Linie) als Funktionen der Wellenzahl k. Die Parameter sind v,, = 5.5, v,, = 26,
e, =3,a, =a,, =1, a, =0.05 und v, =0.01. Aus [31].

Da die Landau-Zener-Formel eine semiklassische Theorie ist, beriicksichtigt sie nicht
den Einflufl der Quantenreflexion. Diese unterdriickt, wie wir aus den vorherigen Ab-
schnitten wissen, auch in Mehrkanalsystemen an der Schwelle die Transmission.

Die einfachste Verbesserung der Landau-Zener-Formel ist es, anzunehmen, daf} die
Wahrscheinlichkeit, in den Kanal 17 transmittiert zu werden, ein Produkt von un-
abhéngigen Wahrscheinlichkeiten ist. Einerseits mufl das Teilchen in den Bereich
transmittiert werden, wo sich die Kurven kreuzen. Die Wahrscheinlichkeit hierfiir
wird durch die Einkanal-Transmissionswahrscheinlichkeit P, = 1 — |R|? angenéhert
(fiir die Abhéngigkeit von P, von der Wellenzahl siehe Abbildung 5.4), da diese fiir
schwache Kopplungen sehr dhnlich der gekoppelten ist. Die Summe der Wahrschein-
lichkeiten (PHu) und (szf) ist, wie man an Abbildung 5.5 sieht, ungefdhr P,.
Andererseits mufl das Teilchen am Punkt =, in den Kanal 1’ {iberwechseln, was
durch die Landau-Zener-Formel (5.4) ausgedriickt werden soll. Somit ergibt sich als
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ABBILDUNG 5.4: Transmissionswahrscheinlichkeit P, als Funktionen der Wellenzahl k fiir
ein ungekoppeltes Woods-Saxon-Potential mit den Parametern v,, = 5.5 und a,, = 1. Aus

[31].

Ansatz fiir unsere modifizierte Landau-Zener-Formel

(Proi) = (Po),, P (55)

In Abbildung 5.6 zeigen wir einen Vergleich zwischen der quantenmechanisch be-

stimmten Transmissionswahrscheinlichkeit P _ , (durchgezogene Linie) und der mo-

Y
difizierten Landau-Zener-Formel (5.5) (gestrichelte Linie). Nun haben wir eine sehr
gute Ubereinstimmung zwischen der quantenmechanischen Rechnung und dem Landau-
Zener-Modell. Der Grund dafiir, daf} dieser einfache Produktansatz in diesem Fall
so gut funktioniert, liegt darin, dafl die Badlands, bei denen die Quantenreflexion
stattfindet (siehe die gepunktet Linie in Abbildung 5.1), und der Bereich, wo sich
die Potentiale kreuzen, voneinander getrennt sind. Die Diskrepanz zwischen bei-
den Kurven fiir Energien grosser als k& = 0.4 liegt an den Unzulénglichkeiten der
Landau-Zener-Formel und héngt nicht mit der Quantenreflexion zusammen, da die-
se in diesem Energiebereich keine wesentliche Rolle mehr spielt, wie man anhand

von Abbildung 5.5 sieht.
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ABBILDUNG 5.5: Vergleich der Reflexionswahrscheinlichkeit eines gekoppelten Woods-
Saxon-Potentials (durchgezogene Linie) und eines einzelnen Woods-Saxon-Potentials (ge-
strichelte Linie) das V|, (x) (5.1) entspricht. Die Parameter sind v,, = 5.5, v,, = 26, €, = 3,
a,, =a,, =1, a,, =0.05 und v,, = 0.01. Nach [31].
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ABBILDUNG 5.6: Vergleich zwischen der quantenmechanisch bestimmten Transmissi-
onswahrscheinlichkeit P, , (durchgezogene Linie) und der modifizierten Landau-Zener-
Formel (5.5) (gestrichelte Linie) als Funktionen der Wellenzahl k. Die Parameter sind

v, =5.5,v,, =26, €, =3, a,, =a,, =1, a, =0.05 und v, =0.01. Aus [31].
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Mit Formel (5.5) kann man durch Beriicksichtigung der Quantenreflexion das Landau-
Zener-Modell fiir diese Potentialtypen auch auf niedrige Energien erweitern.

5.2 Homogene Potentiale

Im vorherigen Abschnitt haben wir gezeigt, wie man fiir Woods-Saxon-Potentiale
die Landau-Zener-Formel (5.4) modifizieren muf}, um sie auch nahe der Schwelle
anwenden zu konnen. Nun wollen wir an Hand von sich kreuzenden homogenen
Potentialen untersuchen, inwieweit man diese Modifikation auch auf andere Fille
tibertragen kann. Dazu betrachten wir folgende diabatischen Potentiale (siehe auch
Abbildung 5.7):

Vi(z) = gy (5.6)
022

Valt) = ——5 +Eo (5.7)

Vo(r) = Che i)’ (5.8)

dabei ist z, der Kreuzungspunkt von V,, (x) und V,,(z). In den Abbildungen 5.8(a-c)
sehen wir einen Vergleich zwischen der quantenmechanisch bestimmten Transmis-
sionswahrscheinlichkeit P, (durchgezogene Linie) und der modifizierten Landau-
Zener-Formel (5.5) (gestrichelte Linie) fiir verschiedene Schwellenaufspaltungen E,.
Der Parameter C,, wurde jeweils so gewéhlt, dal der Schnittpunkt der diabatischen
Potentiale immer bei z, = 1 liegt. Die modifizierte Landau-Zener-Formel geht zwar
an der Schwelle gegen Null, aber man erhélt bei geringen Schwellenaufspaltungen
keine gute Ubereinstimmung mit der quantenmechanischen Rechnung. Diese wird
erst bei groferen Werten von E| erreicht (sieche Abbildungen 5.8(a) und 5.8(b)). Die
Ursache dafiir liegt nicht in der Quantenreflexion, da diese in dem Energiebereich,
wo die Differenz zwischen den beiden Kurven konstant ist, keine Rolle mehr spielt
(siehe dazu Abbildung 5.9) Da homogene Potentiale keinen Bereich haben, in dem
sie durch eine lineare Funktion genihert werden kénnen, liegt der Schlufl nahe, daf}
dies der Grund fiir die Diskrepanz zwischen den beiden Kurven ist. Um dies zu behe-
ben, haben wir die Theorie von Nakamura und Zhu auf dieses Problem angewandt.
Weil auch deren Ausdriicke nicht das Schwellenverhalten korrekt wiedergeben, ha-
ben wir sie mit der Transmissionswahrscheinlichkeit P, des ungekoppelten Problems

) P, (5.9)

s 2 2
P = 11— _
( 1‘>1,)NZM ( P [ dac (1 +v1+ C4>

multipliziert:
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ABBILDUNG 5.7: Illustration der homogenen Potentiale (5.6) und (5.7) und des Kopp-
lungspotentials (5.8). Die Paramter sind C,, = 30, C,, = 40, E, = 10, a,, = 10 und
C,, = 5. Nach [31].

und

T 2 :
(Pioi) v = | 105D {zm (1 +/I+c1(0.4a2 + 0.7)) } b (3.10)

Die Abbildung 5.10 zeigt die Formel von Nakamura und Zhu ohne empirische Kor-
rekturen (5.9) (Kreise) und den Ausdruck mit Korrekturen (5.10) (gepunktete und
gestrichelte Linie) im Vergleich mit der modifizierten Landau-Zener-Formel (5.5)
(gestrichelte Linie) und der quantenmechanischen Rechnung (durchgezogene Linie).
Wiéhrend der Ausdruck (5.9) mit Formel (5.5) {ibereinstimmt (aber auch nicht mit
der Quantenmechanik), liefert Gleichung (5.10) eine Verschlechterung des Er%eb—

nisses und ist somit fiir diesen Fall nicht verwendbar. Der Faktor (%) ® in
+V1te

der Exponentialfunktion, der in Gleichung (5.9) den Unterschied zur modifizierten

Landau-Zener-Formel (5.5) macht, kann hier vernachlissigt werden, da |c| hier sehr

grofle Werte annimmt (|¢| &~ 21) und somit dieser ungefihr Eins wird, was zur
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ABBILDUNG 5.8: Vergleich zwischen der quantenmechanisch bestimmten Transmissi-
onswahrscheinlichkeit P_ , (durchgezogene Linie) und der modifizierten Landau-Zener-
Formel (5.5) (gestrichelte Linie) fiir verschiedene Schwellenaufspaltungen E, als Funktio-
nen der Wellenzahl k. C.,, wurde jeweils so gewéhlt, daf} der Schnittpunkt der diabatischen
Potentiale immer bei x, = 1 liegt. Die Parameter sind C,, = 30 a,, = 0.05 und C, = 0.01
fiir alle Abbildungen. Abbildung (a) zeigt die Kurven fiir E, = 10, (b) fiir E, = 30 und
(c) fiir E, = 300.
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ABBILDUNG 5.9: Reflektivitit |R| als Funktionen der Wellenzahl k fiir ein ungekoppeltes
homogenes Potential mit dem Parameter C,, = 30.

Ubereinstimmung zwischen beiden Formeln fiihrt. Da die Formeln von Zhu und Na-
kamura auch auf einer Linearisierung der Potentiale beruhen, kénnen sie, wie man
sieht, auch nicht zu einer Verbesserung des Landau-Zener-Modells beitragen.

Da die Diskrepanz zwischen der quantenmechanischen Rechnung und der modifi-
zierten Landau-Zener-Formel iiber einen weiten Energiebereich konstant ist, bietet
es sich an, einen Faktor /3 in den Exponenten von Gleichung (5.5) einzufiihren, um
(5.5) an die quantenmechanische Rechnung anzupassen:

_ 21V, (7,)?
(Pl_’ll)LZMB = (1 — exp <—5W Pu . (511)
In Abbildung 5.11 haben wir den Faktor 5 als Funktion der Wellenzahl k fiir
eine Schwellenaufspaltung E, = 10 aufgetragen. Wie erwartet, ist 3 iiber einen

groflen Wertebereich hin konstant, und nur nahe der Schwelle steigt der Wert um
knapp 20%. Das liegt daran, dafi dort die Quantenreflexion eine Rolle spielt und es
doch einen geringen Unterschied zwischen der Reflektivitit des ungekoppelten und
der gekoppelten homogenen Potentiale gibt. Abbildung 5.12 zeigt nun die modifi-
zierte Landau-Zener-Formel (5.11) (gestrichelte Linie) mit einem Korrekturfaktor
f = 1.2124 und die quantenmechanische Rechnung (durchgezogene Linie). Beide
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ABBILDUNG 5.10: Vergleich zwischen der quantenmechanisch bestimmten Transmissions-
wahrscheinlichkeit P,
(5.5) (gestrichelte Linie), der Formel von Nakamura und Zhu ohne empirische Korrektu-
ren (5.9) (Kreise) und der mit Korrekturen (5.10) (gepunktete und gestrichelte Linie). Die

Parameter sind C|, = 30, C,, =40, a,, = 0.05, C,, = 0.01 und E, = 10.

(durchgezogene Linie), der modifizierten Landau-Zener-Formel

ABBILDUNG 5.11: Der Faktor 3 aus Gleichung (5.11), um die modifizierte Landau-Zener-
Formel (5.5) an die quantenmechanische Rechnung anzupassen. Die Parameter sind C,, =
30, €}, =40, a,, =0.05, C|, = 0.01 und E, = 10.
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ABBILDUNG 5.12: Vergleich zwischen der quantenmechanisch bestimmten Transmissi-
onswahrscheinlichkeit P, , (durchgezogene Linie) und der modifizierten Landau-Zener-
Formel (5.11) (gestrichelte Linie) mit einem Korrekturfaktor § = 1.2124. Die Parameter

sind C,, =30, C, =40, a,, = 0.05, C|, = 0.01 und E, = 10.

stimmen nun sehr gut {iberein, auch in Schwellennihe, obwohl dort ein anderer Wert
fiir § hétte benutzt werden miissen. Damit kénnen wir mit diesem Korrekturfak-
tor die quantenmechanische Transmissionswahrscheinlichkeit durch die modifizierte
Landau-Zener-Formel (5.5) sehr gut annéhern. Dazu reicht es, wie man an Abbildung
5.12 sieht,  nur fiir einen Energiewert zu bestimmen, moglichst in einem Bereich,
wo die Quantenreflexion keine Rolle spielt. Dieser kann dann fiir einen sehr gros-
sen Energiebereich benutzt werden, um mit der modifizierten Landau-Zener-Formel
(5.5) die Transmissionswahrscheinlichkeit sehr genau anzugeben.



Zusammenfassung

Fiir die Quantenreflexion in einem System von gekoppelten Kanilen konnten wir
zeigen, dafl die Reflektivitit |R,, | im allgemeinen, wie im ungekoppelten Einkanal-
fall, nahe der Schwelle ein lineares Verhalten aufzeigt und fiir Energie Null den
Wert Eins annimmt. Im Spezialfall, daf} die Schwellen der beiden Zustédnde entartet
sind und das Kopplungspotential V,, den Wert m hat, tritt die einzigartige
wie auch auflergewohnliche Situation ein, dafl die Quantenreflexion an der Schwelle
nicht vollstéindig ist, da ein Teil der Welle (sin?(a)) ungehindert im zweiten Kanal
transmittiert wird. Die Anwesenheit eines fiir die Transmission offenen zweiten Ka-
nals fiihrt normalerweise dazu, dafi die Reflektivitdt reduziert wird, wiahrend ein
fiir die Transmission geschlossener zweiter Kanal die Reflexionswahrscheinlichkeit
erhoht.

Im Falle der gekoppelten Stufenpotentiale im Kapitel 3 konnten wir zeigen, dafl bei
einer starken Kopplung, bei der der obere adiabatische Kanal repulsiv ist, man fiir
eine Energie, bei der alle Reflexions- und Transmissionskanile offen sind, fiir die
Reflektivitiat des elastischen Kanals eine exakte Nullstelle bekommt. In diesem Fall
erfolgt ein kompletter Transfer des inneren Freiheitsgrades vom Grundzustand in
den angeregten Zustand. Anhand der gekoppelten Woods-Saxon-Potentiale konn-
ten wir im Abschnitt 4 sehen, dafl diese exakte Nullstelle fiir endliche Diffusititen
nicht mehr existiert, sondern man erhélt stattdessen nur noch ein globales Mini-
mum der Reflektivitidt des elastischen Kanals. Der Grund hierfiir liegt darin, daf
die Reflektivitdt nun keine reelle Funktion mehr ist und es daher sehr unwahrschein-
lich ist, dafl Imaginir- und Realteil an der gleichen Stelle Null werden.

Im Abschnitt 4.2 haben wir ein System untersucht, bei dem das Kopplungspotential
eine andere Reichweite hat als die diagonalen Potentiale V, (z) und V,,(z). Dabei
haben wir uns an einer von von Marani et al. [28] betrachteten experimentellen

69
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Situation orientiert. Auch bei unterschiedlicher Reichweite der Potentiale zeigt die
Reflektivitit ein lineares Verhalten nahe der Schwelle und geht fiir Energie Null ge-
gen Eins. Fiir die Berechnung der Reflektivitit durften die optischen Potentiale in
den Diagonaleintrégen der Potentialmatrix nicht vernachléssigt werden (obwohl der
Unterschied der Potentialkonstanten 10 Gréflenordnungen betrigt), da man sonst
den Beitrag des exponentiellen Potentials zur Quantenreflexion nicht angemessen
beriicksichtigt. Denn, wie wir aus den Betrachtungen zum Einkanalfall wissen (siehe
Gleichung 1.34), hiingt die Reflektivitét des Exponentialpotentials nicht von der Po-
tentialstidrke ab, sondern vom Faktor im Exponenten. Zudem kreuzen sich die diaba-
tischen Potentiale erst bei Anwesenheit der optischen Potentiale in den Diagonalen.
Wie man an Abbildung 4.7 sieht, fiihrt die Vernachléssigung bei niedrigen Energien
(k < 0.002 a.u.) zu deutlich niedrigeren Reflektivitéiten. Im 5. Kapitel haben wir
gezeigt, dal man die Landau-Zener-Formel (5.4) fiir schwache Kopplungen mit der
Transmissionswahrscheinlichkeit des ungekoppelten Problems multiplizieren muf,
um das richtige asymptotische Verhalten an der Schwelle zu erhalten. Dies hat bei
den Woods-Saxon-Potentialen sehr gut funktioniert, aber bei homogenen Potentialen
wurde die Ubereinstimmung zwischen der modifizierten Landau-Zener-Formel (5.5)
und dem exakten quantenmechanischen Ergebnis erst bei d&uflerst grofien Schwellen-
aufspaltungen sehr gut. Ursache hierfiir ist nicht die Quantenreflexion, da die Diskre-
panz auch noch in Energiebereichen auftritt, wo diese vernachlissigt werden kann,
sondern die Tatsache, daf es auf Grund der Skalierbarkeit der homogenen Potentia-
le keinen Bereich gibt, in dem die lineare Ndherung, die der Landau-Zener-Theorie
zu Grunde liegt, gerechtfertigt ist. Da auch das Modell von Zhu und Nakamura
auf einer linearen Ndherung der Potentiale beruht, liefert es ebenfalls keine Verbes-
serung der Ergebnisse wie man an Abbildung 5.10 sieht. Durch Einfiihrung eines
konstanten Faktors /5 in die Landau-Zener-Formel (5.11) konnten wir eine sehr gute
Ubereinstimmung zwischen dieser und der quantenmechanischen Rechnung erhal-
ten (siehe Abbildung 5.12). Der Vorteil dieses Faktors liegt darin, daf er nur einmal
fiir eine einzige Energie (moglichst in einem Bereich, wo die Quantenreflexion keine
Rolle mehr spielt) bestimmt werden mufl und dann kann man mit seiner Hilfe {iber
einen sehr grofen Energiebereich (auch dort, wo die Quantenreflexion wichtig ist)
die Landau-Zener-Formel verbessern.

Dies legt nahe, in einer zukiinftigen Arbeit zu versuchen, einen analytischen Aus-
druck fiir # herzuleiten, ohne dabei aber die Potentiale durch lineare Kurven zu
nahern. Eine Weiterentwicklung der Arbeit von Zhu und Nakamura kénnte eventu-
ell der Schliissel zu diesem Vorhaben sein.

Das zur Zeit rege Interesse an Experimenten mit evaneszenten Wellen liefert sicher-
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lich noch einige interessante Fragen iiber die Quantenreflexion und ihren Einfluf}
auf die nichtadiabatischen Ubergiinge. Zudem wiire es auch wichtig, zu sehen, wel-
che genauen Auswirkungen die Struktur der Oberfliche auf die Quantenreflexion
bei Atom-Oberfldchen-Wechselwirkungen hat und wie man sich diese zu Nutze ma-
chen kann, um Quantenreflexion auch bei hohen Energien zu erhalten. Dabei soll
auf die Arbeit von Shimizu und Fujita [52] verwiesen werden, die mit Hilfe von pe-
riodisch strukturierten Oberflichen die Quantenreflexion im Hochenergielimes um
einige Zehnerpotenzen steigern konnten.
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