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Quantenreflexion von Wellenpaketen
an atomaren Potentialen

Alexander Jurisch



>Haben Sie jemals die Atom-Theorie entdeckt oder von ihr
gehort?« befragte er mich.

>Nein«, antwortete ich.

Er beugte seinen Mund vertraulich an mein Ohr.

>Wiirde es Sie in Erstaunen versetzen, wenn Sie erfiithren<,
sagte er dunkel, >dafl die Atom-Theorie in dieser Gemeinde am
Werk ist?«

>Das wiirde es allerdings.«

>Sie richtet namenlosen Schaden an«, fuhr er fort. >Die Halfte
der Bevolkerung ist davon befallen, und es ist schlimmer als die
schwarzen Blattern.«

Ich hielt es fiir besser, irgend etwas zu sagen.

>Waire es nicht ratsam«, sagte ich, >das Gesundheitsamt mit
diesem Fall zu betrauen, oder die Lehrer, oder finden Sie, es geht
eher die Haushaltungsvorstiande an?«

>Das Wesentliche, der springende Punkt und das, worauf es
ankommt«, sagte der Sergeant, >ist das Landratsamt.«

Er ging weiter und sah besorgt und zerstreut drein, so, als sei
das, was er in seinem Kopf bewegte, auf besonders verzwickte
Weise unerfreulich.

>Die Atom-Theorie«, versetzte ich, >ist mir iiberhaupt nicht
klar.<...

>Haben Sie denn als junger Bursch nie die Atomphysik studiert?«
fragte der Sergeant und betrachtete mich forschend und erstaunt.
>Nein«, antwortete ich. (Flann O’Brien: Der dritte Polizist.)
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Kapitel 1

Einleitung

Die Betrachtung von Bewegungen in der Quantenmechanik fiihrt auf zwei we-
sentliche Quantenphidnomene, die in der klassischen Mechanik iiber kein Ana-
logon verfiigen, das Quantentunneln und die Quantenreflexion. Das Quanten-
tunneln beschreibt den klassisch nicht méglichen Durchgang eines Teilchens
durch eine Potentialbarriere, wihrend die Quantenreflexion die Umkehr der
Bewegungsrichtung in einem Raumbereich beschreibt, in dem nach den Ge-
setzen und Vorstellungen der klassischen Mechanik ein Reflexionsvorgang
nicht stattfinden darf. Bereits kurz nach der theoretischen Formulierung der
Quantenmechanik konnte Gamow [19, 20, 21| im Jahre 1928 den a-Zerfall
von Atomkernen mit Hilfe des Quantentunnelns erkldren. Das Phénomen
der Quantenreflexion blieb hingegen lange unbeachtet. Mit der Entwicklung
der Quantenoptik, die es heute ermoglicht, einzelne Atome gezielt zu mani-
pulieren, insbesondere aber mit der bereits im Jahre 1924 vorausgesagten,
experimentellen Realisierung von Bose-Einstein-Kondensaten im Jahre 1995
erlebt die lange vernachlissigte, atomphysikalische Forschung eine Erneue-
rung. Eines ihrer Teilgebiete ist die Quantenreflexion.

Die Quantenreflexion untersucht das Verhalten eines Atoms — oder eines
atomaren Wellenpaketes — in einem von anderen Atomen erzeugten, attrak-
tiven Potentialschwanz der Form

ﬁa72
Mo

T»Oé

V(r)= ., oa>2 . (1.1)
Potentiale dieser Form treten bei direkter, interatomarer Wechselwirkung so-
wie bei, im Hinblick auf die Quantenoptik besonders interessanten, Wechsel-
wirkungen zwischen einem Atom und einer Oberfliche auf. Sie beschreiben
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das asymptotische Verhalten des Potentialverlaufs fiir groffe Entfernungen
zwischen einem Atom und dem das Potential erzeugenden Wechselwirkungs-
zentrum. Die besonderen Eigenschaften dieser Potentialschwénze stellen si-
cher, dafl der Vorgang der Quantenreflexion in einer Entfernung von einigen
tausend bis zehntausend atomaren Einheiten vom Wechselwirkungszentrum
erfolgt, in einem Raumbereich also, in dem der Potentialverlauf bereits seine
asymptotische Form angenommen hat. Das Quantenreflexionsverhalten von
Atomen an Potentialen dieses Typs im physikalisch &uflerst bedeutsamen
Niederenergiebereich, das sind Energien, die knapp oberhalb der Potential-
schwelle liegen, ist, wie gezeigt werden konnte [8], dem Verhalten eines kal-
ten Atoms im System eines scharfen Stufenpotentials analog. Daraus folgt in
Schwellenndhe unmittelbar, dafl die Reflexionswahrscheinlichkeit in der Um-
gebung von eins liegt und die Verschiebung des Schwerpunktes eines quanten-
reflektierten, atomaren Wellenpaketes die mittlere Streuldnge des atomaren
Potentials ist. Dies dndert sich erst fiir hohere als schwellennahe Energien.

Die Tatsache, dal der Vorgang der Quantenreflexion nur von der Energie
der einfallenden Atome abhingt, macht diesen Mechanismus zu einem ge-
gen duflere Einfliisse unempfindlichen Phanomen, das folglich fiir ungestorte
atomare Systeme nicht vernachléssigt werden kann. Insbesondere die aus der
Casimir-van der Waals-Theorie folgende Wechselwirkung von Atomen und
Oberflachen via Vakuummoden des Lichtfeldes ist immer prasent und spielt
eine wesentliche Rolle in vielen Bereichen der Quantenoptik, wo Atome in
Hohlrdumen gefangen werden, ebenso bei der Bose-Einstein-Kondensation.
Der Grund, warum der Effekt der Quantenreflexion in diesen Bereichen bis-
lang nur wenig Beachtung gefunden hat, mag darin liegen, dafl in diesen
Gebieten fiir gewohnlich starke externe Felder zum Einsatz kommen, um die
Atome in gewiinschter Weise zu manipulieren. Die externen Felder sind typi-
scherweise stérker als die natiirliche Casimir-van der Waals-Wechselwirkung
und verwischen daher deren Einfluf3.

In der Vergangenheit war hauptséachlich die Quantenreflexionswahrschein-
lichkeit Gegenstand ausgedehnter Untersuchungen, deren Ergebnisse in dem
Ubersichtsartikel von Friedrich und Trost [17] erschépfend dargestellt sind.
Die vorliegende Arbeit befafit sich zuerst mit der eingehenden Untersuchung
der Phase der Reflexionsamplitude, deren Verhalten Einblicke in die kine-
matischen Vorgiange der Quantenreflexion gewéahrt. Unsere Untersuchungen
beziehen sich dabei auf den senkrechten Einfall eines Atoms oder eines atoma-
ren Wellenpaketes auf das Zentrum der Wechselwirkung. Dieses wird in den
zur Einfallsrichtung senkrecht stehenden Richtungen als translationsinvari-



ant angenommen, damit reduziert sich das Problem auf die Losung einer ein-
dimensionalen Aufgabe. Diese faktische Eindimensionalitét ist insbesondere
fiir die Atom-Oberflichen-Wechselwirkung von Bedeutung. Aus der Casimir-
van der Waals-Theorie ist bekannt, dal die Wechselwirkung von Atomen mit
Oberflachen von den elektromagnetischen Eigenschaften des die Oberflache
konstituierenden Festkorpers abhéngt. Ist der Festkorper magnetisch nicht
permeabel, wird diese Abhéngigkeit einzig durch seine dielektrische Funkti-
on beschrieben. Die dielektrische Funktion eines Festkorpers ist, 148t man
Kristallsymmetrien aufler acht, im allgemeinen anisotrop. Da der Quanten-
reflexionsvorgang aber erst einige tausend bis zehntausend atomare Einhei-
ten von der Oberflache entfernt stattfindet, konnen auch diese mdoglichen
Anisotropien in bester Ndherung vernachléssigt werden. Damit entsteht die
benotigte Translationsinvarianz, um das Problem auf eine eindimensionale
Aufgabe zu reduzieren, die gleichzeitig ein realistisches Abbild der physikali-
schen Gegebenheiten und von hoher Allgemeinheit ist. Die vorangegangene
Argumentation findet im Experiment, beispielsweise [39, 9], Unterstiitzung.

Die vorliegende Arbeit untersucht zuerst das kinematische Verhalten von
quantenreflektierten Atomen an einfachen atomaren Potenzpotentialschwén-
zen. Die daraus gewonnenen Erkenntnisse werden nachfolgend auf Modelle
der Atom-Oberflachenwechselwirkung angewandt, die sich fiir beliebige Ato-
me in einem translationsinvarianten Atom-Oberflachenpotential als prakti-
kabel erwiesen haben. Als aulergewochnlichen Sonderfall dieses Wechselwir-
kungstyps untersuchen wir danach 2p-Wasserstoff. Wasserstoff verfiigt als
einziges Element iiber entartete Eigenzustidnde. Wir untersuchen, wie die-
se Niveauentartung die Wechselwirkung von Wasserstoffatomen mit Ober-
flichen modifiziert und wie sie sich auf die Kinematik des Quantenreflexions-
vorgangs auswirkt.

Die aus der Untersuchung der Kinematik der Quantenreflexion hervorge-
gangenen Ergebnisse und die der vorliegenden Arbeit vorausgegangenen Un-
tersuchungen iiber die Reflexionswahrscheinlichkeit benutzen wir im folgen-
den zur Konstruktion eines einfachen und realistischen Modells einer atomop-
tischen Anwendung, einer Quantenreflexionsfalle. Ein von der Kettelergruppe
am MIT durchgefiihrtes Experiment [35] zeigt bereits, dafl ein Bose-Einstein-
Kondensat durch die aus der Casimir-van der Waals-Theorie folgende Atom-
Oberflaichenwechselwirkung quantenreflektiert werden kann. Bei senkrechtem
Einfall wurden dabei Reflexionswahrscheinlichkeiten von mehr als fiinfzig
Prozent gemessen. Das darf als auflerordentlich gelten, insbesondere, weil al-
le vorausgegangenen Experimente zur Quantenreflexion immer nur den aus
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technischen Griinden einfach zu handhabenden, streifenden Einfall benutzt
haben. Mit dem Wissen um die Analogie zwischen Atom-Oberflichenpoten-
tialen und scharfem Stufenpotential im Niederenergiebereich entwerfen wir
das Modell einer Falle, die sich allein der Quantenreflexion bedient, um Ato-
me in einem beschriankten Raumbereich festzuhalten. Das Fallenpotential ist
dabei natiirlich das Atom-Oberflichenpotential, das von der Natur von selbst
zur Verfiigung gestellt wird. In unseren Betrachtungen haben wir uns auf die
Zeitentwicklung eines atomaren Wellenpaketes im ganzen beschrénkt. Fragen
nach interatomaren Wechselwirkungen innerhalb des Wellenpaketes, wie sie
durch die Gross-Pitajewski-Gleichung beschrieben wiirden, haben wir ver-
nachléssigt, wir betrachten ausschliellich Schréodingerdynamik und betrach-
ten Wellenpaket als einzelnes Atom oder bereits als Kondensat. atomares
Kondensat annehmen. Geometrieabhingig konnte mit diesen Rechnungen
eine durch das Fallenpotential bis um das Hundertfache erhdhte atomare
Dichte erreicht werden — im Vergleich zu einem frei zerflieBenden Wellenpa-
ket. Die Zeitskalen des durch das Fallenpotential verlangsamten Zerfalls des
Anfangszustandes sind dabei sogar makroskopisch und liegen im Zehntelse-
kundenbereich.
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Kapitel 2

Semiklassische Theorie

In diesem Kapitel wird die Theorie der semiklassischen Quantenmechanik
dargestellt. Die Darstellung beschréinkt sich auf all jene Tatsachen, die zur
Formulierung und Begriindung der Theorie der Quantenreflexion vonnéten
sind. Zuerst werden die WKB-Theorie [41, 27, 5] und ihr Giiltigkeitsbereich
diskutiert, danach folgen einige Bemerkungen zum klassischen und antiklas-
sischen Limes der Schrodingergleichung.

2.1 Die WKB-Theorie

Die Schrodingergleichung selbst eignet sich nicht zur Untersuchung des Grenz-
bereichs von Quantenmechanik und klassischer Mechanik, dazu mufl man sie
in die quantenmechanische Hamilton-Jacobi-Gleichung transformieren. Die
Schrodingergleichung

U (z) + U(z) =0, px)=+2m(E-Ux) , (2.1)

wobei p(z) der lokale, klassische Impuls ist, ist vermoge der Transformation

U(z) = exp {%S(x)} (2.2)

der quantenmechanischen Hamilton-Jacobi-Gleichung &dquivalent
(S"(x))* — ihS"(x) = p*(z) . (2.3)

11
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Die Funktion S(x) hat die Dimension einer Wirkung, daher ist die Bezeich-
nung quantenmechanische Hamilton-Jacobi-Gleichung gerechtfertigt. Setzt
man in ihr A = 0, so erhilt man die Hamilton-Jacobi-Gleichung der klassi-
schen Mechanik.

Ein quantenmechanisches System befindet sich in seinem semiklassischen
Limes, wenn die klassische Wirkung Sy(x) gro8 ist gegen h. Ist dies der Fall, so
kann man mit der Methode der sukzessiven Approximation eine ndherungs-
weise Losung fiir (2.3) erhalten, indem man die volle quantenmechanische
Wirkung nach Potenzen von A entwickelt,

S(z) = 2 (?)Vsy(x) . (2.4)

Setzt man dies in (2.3) ein und ordnet nach Potenzen von A, so entsteht eine
unendliche Hierarchie von Gleichungen, die sukzessive gelost werden miissen,

(So(x))? = p*(x) =0,
il (S!(2) + 25, (x) 8. (x)) =0, (2.5)
(87 (x) + 285;(x)Sh(x) + (Sy(x))?) =0,

Die nullte Ordnung fiithrt auf

S)(x) = p(z) = So(x) = + / p(z)de (2.6)

und entspricht dem rein klassischen Beitrag. Die quantenmechanische Kor-
rektur erster Ordnung ergibt
So (@) p'(x)

@) = —5er s = —h i, = Sia) = @] @)

Setzt man die so gewonnenen Ergebnisse in (2.2) ein, so erhilt man ei-
ne Wellenfunktion, die bis zur ersten Ordnung in A exakt ist, die WKB-
Wellenfunktion

Uwip(z) = (;(1:[:) exp {% /x : p(x')dx']
Cy

r 5 ]

_|_
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In einem klassisch erlaubten Raumbereich ist die WKB-Wellenfunktion eine
Superposition einer links- und einer rechtslaufenden Welle. Die untere In-
tegrationsgrenze g stellt einen Referenzpunkt fiir die Integration dar, der
immer genau spezifiziert werden mufl. Gewohnlich ist dieser Referenzpunkt
durch den klassischen Umkehrpunkt gegeben.

2.2 Der Giiltigkeitsbereich der WKB-Theorie

Die WKB-Wellenfunktion (2.8) divergiert an den klassischen Umkehrpunk-
ten des Systems, weil dort der klassische, lokale Impuls p(z) verschwindet.
Hingegen ist sie in einiger Entfernung von einem klassischen Umkehrpunkt
eine recht gute Ndherung zur exakten Losung der Schrodingergleichung. Die
Giite dieser Ndherung héangt aber keineswegs von der Ordnung der Néhe-
rung wird mit hoherer Ordnung, aber nicht asymptotisch besser, zeigen doch
die ausgedehnten Untersuchungen von Frémann und Fromann [18], daf die
Konvergenz der WKB-Reihe mit zunehmender Ordnung eher an Qualitit
verliert. Auch die immer noch in den Lehrbiichern zu findende Argumenta-
tion, dafl die de Broglie-Wellenlénge des Systems klein und von schwacher
Variation sein miisse, ist eher ein hinreichendes als ein notwendiges Kriterium
fiir die Giite der Néaherung. Der Giiltigkeitsbereich der WKB-Theorie kann
am besten durch die Einfithrung eines Quantenbereichs verstanden werden,
[3, 13, 17], an dem wir uns hier orientieren werden.

Um herauszufinden, wie gut die WKB-Wellenfunktion die Schrédinger-
gleichung erfiillt, setzt man (2.8) in (2.1) ein und erhélt

o P V) 3 _
Woae) + E50wiato) + (G5 - 05 ) oot =0 - 29

Der dritte Term auf der linken Seite entspricht einem zusétzlichen Poten-
tial. Ohne diesen Term wire die entstandene Differentialgleichung mit der
Schrodingergleichung identisch. Daraus kann gefolgert werden, dafl die WKB-
Wellenfunktion genau dann eine gute Nidherung zur exakten Losung der
Schrodingergleichung darstellt, wenn der zusétzliche Term klein ist im Ver-
gleich zu p?(x)/h?. Aus dieser Bedingung folgt die Definition der Quantalitit
eines Systems.

Q(SL’) — h2 p”(l‘) 3(pl(x))2 ) (2.1())

2pP(x)  ApH(z)
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Wenn die Bedingung O(z) << 1 erfiillt ist, dann verhélt sich das System
nahezu klassisch und die WKB-Wellenfunktion ist eine gute Approximation
zur exakten Losung der Schrodingergleichung. Ist die Quantalitdt nicht klein
gegen eins, so verhélt sich das System vollkommen quantenmechanisch, wie
beispielsweise an den klassischen Umkehrpunkten, und die WKB-Né&herung
bricht zusammen.

2.3 Klassischer und antiklassischer Limes der
Schrodingergleichung

Im Sprachgebrauch der Physik hat sich eingebiirgert, es konne zum klassi-
schen Limes eines Quantensystems iibergegangen werden, indem man das
Plancksche Wirkungsquantum A gegen Null streben 1é8t. Die Vorstellung ei-
nes solchen Grenzprozesses ist etwas ungliicklich, denn es handelt sich bei A
nicht um einen frei wahlbaren Parameter, sondern um eine Naturkonstante.
Eine befriedigendere Definition von klassischem und antiklassischem Grenz-
fall wurde in [17] gegeben. Ist die klassische Wirkung des Systems sehr viel
grofer als das Wirkungsquantum, Sy >> h, so befindet sich das System in
seinem klassischen Limes, ist hingegen die klassische Wirkung sehr viel klei-
ner als das Wirkungsquantum, Sy << h, so liegt der antiklassische Limes
Vor.

Diese sehr allgemein gefafite Definition kann genauer analysiert werden,
wenn man die potentielle Energie des betrachteten Systems genauer spe-
zifiziert. Fine grofle und physikalisch auflerordentlich wichtige Klasse von
Potentialen sind die homogenen Potentiale,

Uy(Az) = MUy(x) . (2.11)

Dabei gibt g den Grad der Homogenitéit an. Prominente Beispiele sind der
harmonische Oszillator fiir ¢ = 2 und die Coulombwechselwirkung fiir g =
—1.

Eine klassische Bewegung in einem homogenen Potential besitzt die Eigen-
schaft der mechanischen Ahnlichkeit [28]. Die mechanische Ahnlichkeit ist
eine Skalierungseigenschaft, die besagt, dafl zwei klassische Trajektorien fiir
zwei Energien F, F’ in einem homogenen Potential durch eine Skalentrans-
formation miteinander zusammenhéngen,

E' =0%E, |2’ =o0x . (2.12)
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Fiir die klassische Wirkung folgt daraus

So (09E) :\/%/dx'\/E’ —U,(2")

(2.13)
:a%“\/Qm/d:m/E —Uy(z) .
Eine Reskalierung mit e = ¢9 liefert schliellich
So(eE) = 279 Sy(E) . (2.14)

Dieses Skalengesetz besagt, dafl die klassische Wirkung dann und nur dann
mit der Energie wéchst, wenn, ¢ > 1,

1 1

§+§>0 = ¢g>0, oder g< -2 . (2.15)
Fiir Bewegungen in einem homogenen Potential vom Grad g > 0 wird der
semiklassische Limes Sy >> h erreicht, wenn die Energie |E| — oo strebt;
fiir || — 0 wird hingegen der antiklassische Limes erreicht. Gleiches gilt fiir
homogene Potentiale vom Grad g < —2. Potentiale dieses Typs,

U(r) = —C—z , (2.16)
r

treten bei interatomaren und Atom-Oberflichenwechselwirkungen auf. Die
Untersuchung ihres Verhaltens beziiglich der Quantenreflexion ist Thema der
vorliegenden Arbeit.
Ein Sonderfall stellt das Coulombpotential, ¢ = —1, dar. Ein Coulombsy-
stem, beispielsweise ein Wasserstoffatom, strebt gegen seinen klassischen Li-
mes fiir |F| — 0 und erreicht seinen antiklassischen Limes fiir |E| — oo, den
Bereich der relativistischen Quantenmechanik und der Quantenelektrodyna-
mik.
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Kapitel 3

Theorie der Atom-Oberflachen-
Wechselwirkung

Die durch die Vakuummoden des Lichtfeldes erzeugte Wechselwirkung eines
Atoms mit einer ideal leitenden oder dielektrischen Oberflache ist ein Spezi-
alfall der Casimir-van der Waals-Wechselwirkung, die generell zwischen pola-
risierbaren Medien durch das Vakuum des Lichtes erzeugt wird. Die Literatur
zur Casimir-van der Waals-Theorie ist so iiberaus mannigfaltig, dal es uns
angebracht scheint, expressis verbis nur die wichtigsten Meilensteine in der
theoretischen Beschreibung des Casimir-Effektes zu erwédhnen. Relativisti-
sche Korrekturen zur London-van der Waals-Wechselwirkung, der statischen
Dipolwechselwirkung zwischen polarisierbaren Medien, wurden zuerst von
Casimir und Polder [6] fiir den Fall eines Atoms in einem Halbraum mit Hilfe
der quantenmechanischen Stérungstheorie berechnet. Es folgte eine feldtheo-
retische Bearbeitung des Casimir-Effektes durch Lifschitz [29] und auf diesem
aufbauend, eine streng quantenfeldtheoretische Formulierung durch Dscha-
loschinsky, Lifschitz und Pitajewsky [10] auf der Basis des elektromagne-
tischen Vektorpotentials und seiner tensoriellen Greenschen Funktion. Eine
Theorie, die auf dem elektromagnetischen Feld selbst und seiner dyadischen
Greenschen Funktion aufbaut, wurde von Schwinger, de Raad und Milton
[38] formuliert. Unter neueren Arbeiten zur Herleitung der Casimir-van der
Waals-Theorie ist die besonders elegante Formulierung von Tikochinsky und
Spruch [40] erwéhnenswert, die allerdings nur fiir Atome im Grundzustand
gilt. Formulierungen, die auch angeregte Zusténde eines Atoms vor einer po-
larisierbaren Oberflache beriicksichtigen, stammen beispielswiese von Barton
[2] und Meschede, Jhe und Hinds [31], die zur Herleitung der Casimir-van der

17
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Waals-Wechselwirkung die Theorie des linearen Responses fruchtbar machen.

Die angesprochenen Arbeiten geben einen marginalen Einblick in die
iitbergrofe Breite und Reichhaltigkeit der Casimir-van der Waals-Wechsel-
wirkung, deren Darstellung dieses Kapitel gewidmet sein soll. Wir denken,
daB sich der Zugang von Barton [2] zur Darstellung der Atom-Oberflachen-
wechselwirkung am besten eignet, da er lediglich mit der quantenmechani-
schen Storungstheorie auskommt und keine feldtheoretischen Methoden ver-
wendet. Zudem ist die Bartonsche Formulierung etwas geschliffener als die
der urspriinglichen Arbeit von Casimir und Polder, der doch das eigentli-
che Recht, als Vorlage zu fungieren, zukédme. Zur Darstellung des Casimir-
Effektes selbst beziehen wir uns auf das Buch von Milton [32].

3.1 Der Casimir-Effekt — die Kraft aus dem
Nichts

Zur Herleitung des Casimir-Effektes betrachten wir zwei planparallele, ideal
leitende Platten von infinitesimaler Ausdehnung an den Orten z = 0 und
z = a. Im Raum zwischen den Platten herrscht Vakuum, somit sind nur
die Vakuummoden des elektromagnetischen Feldes dort anwesend. Die Null-
punktsenergie des elektromagnetischen Feldes folgt aus der Summation der
Energie der einzelnen Moden

S T Y < A o o L

wobei ¢, h = 1 gesetzt wurden und £k den transversalen Anteil des Impulses
darstellt. Da das zweidimensionale Integral {iber k divergiert, benutzt man
zu seiner Berechnung die dimensionale Regularisierung in Verbindung mit
der Schwingerschen Parametrisierung

S el C)
B 2d+27rd/2+1 ad1+1r {1 + ;Z] C(d+2)

wobei ¢ die Riemannsche Zetafunktion ist. Die rdumliche Dimension des
Systems ist im vorliegenden Fall d = 2. Setzt man dies ein, so folgt fiir

(3.2)
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die elektromagnetische Nullpunktsenergie zwischen den Platten

w2 1
E—-— = . .
1440 a3 (3.3)

Die Energie zwischen den beiden Platten ist attraktiv und geht mit der inver-
sen, dritten Potenz des Abstandes. Dieses Potenzgesetz erinnert an die Dipol-
Dipol-Wechselwirkung oder London-van der Waals-Wechselwirkung und hat
ihren Ursprung in der Polarisation der Platten durch die Vakuummoden des
Lichtfeldes. So entsteht eine anziehende Wechselwirkung. Tauscht man bei-
spielsweise die Platte am Punkt z = a gegen ein Atom, so bleibt die Geo-
metrie des Problems vollkommen erhalten, lediglich die innere Struktur des
Atoms fithrt auf eine etwas kompliziertere Berechnung der Vakuumenergie.

3.2 Herleitung der Atom-Oberflichen-Wech-
selwirkung

Zur Herleitung der Atom-Oberflichen-Wechselwirkung betrachten wir wieder
eine Oberfliche bei z = 0 und ein Atom am Ort z. Atom und Oberfliche
wechselwirken durch den Austausch von Photonen, die aus dem Lichtfeld
des Vakuums stammen. Die Gesamtenergie des Systems ist gegeben durch
seine Hamiltonfunktion

H :HAtom + Ustat + 7_{VVVV
Hww = — eA(r;) - pi/m + 2A(ry)?*/2m
h=1=c

= ¢ =qag, (= Feinstrukturkonstante)

(3.4)

Der Term Hatom ist die atomare Hamiltonfunktion, aus der die ungestorten
Eigenzustdnde ermittelt werden konnen. Der zweite Term Ug,, enthélt alle
elektrostatischen Wechselwirkungen des Atoms mit der Oberfliche, und der
letzte Term Hww enthélt die Wechselwirkung des Atoms mit dem transver-
salen elektromagnetischen Feld.

Das transversale elektromagnetische Feld ist in der Coulombeichung quanti-
siert, V- A = 0. Die transversal-elektrischen und transversal-magnetischen
Anteile konnen durch die Eigenmoden des Feldes als Fourierintegral wie folgt
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dargestellt werden

A(r)® _1! /oo dk, /OO %dl@lla k.) (e}H X e}) sin[k, z] explikp]

>~ d’k
Y dk/ Lo b

1€}, —— sin SR — e, k” COS Z|| eXp ik/) + h.k

Es ist r; die Koordinate eines Elektrons im Atom, p die Koordinate parallel

zur Oberfléche, w(k) = | /k{ + k2 die Dispersionsrelation. Die photonischen

Vernichtungsoperatoren a gehorchen der Kommutationsrelation
[ (R, k2)s af (ky, k2] = 036 (ky — K)o (k. — kL) (3.6)

Die nachfolgend dargestellte Wechselwirkung zwischen Atom und Photonen-
feld wird bis zur zweiten Ordnung Stoérungstheorie in e?, e die elektrische
Ladung, behandelt.

3.2.1 Die statische Dipol-Dipol-Wechselwirkung

Der statische Anteil der Dipol-Dipol-Wechselwirkung ist gegeben durch die
Hélfte der Energie, die notig ist, um einen Dipol aus der Unendlichkeit zur
Entfernung z von der Oberflache zu bringen. Die Hélfte der Energie, weil der
Spiegeldipol ja ebenfalls aus der entgegengesetzten Richtung aus der Unend-
lichkeit zum Punkt —z wandert. Im Abstand z von der Oberfliche ist die
statische Dipol-Dipol-Energie somit

~

d-d —3(2z¢. - d)(2z¢. - d)

1
Ustat(2) = ) (22)5 )

(3.7)

wobei d = ef der atomare Dipoloperator ist, © der Ortsoperator eines Elek-
trons und d’ sein Spiegelbild in der Oberfliche. Der Abstand ist mit 2z zu
nehmen, weil die beiden Dipole je einen Abstand |z| von der Oberfléche ha-
ben, also insgesamt 2|z|. Zerlegt man das Dipolmoment in seine orthogonale
z-Komponente d. und seine transversale Komponente dj, dann kann man



3.2. HERLEITUNG DER
ATOM-OBERFLACHEN-WECHSELWIRKUNG 21

den aus der Methode der Spiegelladungen ermittelten Zusammenhang zwi-
schen dem Dipol und seinem Spiegelbild angeben als

~

d.=d,, d;= —dh : (3.8)
Setzt man dies ein, dann folgt die statische Dipol-Dipol-Wechselwirkung zu

72, 1732

823

( )

Ustat(2) = — . (3.9)
Die statische Dipol-Dipol-Wechselwirkung wird auch London-van der Waals-
Wechselwirkung oder nur van der Waals-Wechselwirkung genannt. Sie beruht
auf dem instantanen Austausch von Photonen des Atoms mit der Oberflache
und ist daher nur im Nahbereich giiltig. Sie bricht zusammen, wenn die Ent-
fernung von der Oberfliche gréfler wird als eine photonische Wellenlénge,
weil dann die endliche Laufzeit des Lichtes vom Atom zur Oberfliche und
wieder zurriick wesentlich wird und zu Retardierungseffekten fiihrt.

3.2.2 Die universelle Selbstwechselwirkung des Photo-
nenfeldes

In diesem Abschnitt betrachten wir den Energiebeitrag
e? 9
AEy = o—(n |A%(r;)|n) | (3.10)

der schon in zweiter Ordnung von e ist.

Dieser Beitrag ist ein Selbstwechselwirkungsbeitrag des Photonenfeldes, weil
hier keine direkte Kopplung an das Atom stattfindet. Er ist universell, weil
er fiir jeden atomaren Zustand, ob Grundzustand oder angeregter Zustand,
dasselbe Ergebnis liefert. Sein Ursprung ist zudem rein quantenmechanischer
Natur und verfiigt in der klassischen Elektrodynamik iiber keine Entspre-
chung.

Eine langere Rechnung ergibt

62 0 0 ) k32
AE, = — dk, d*ky—=
! 2m7r2/0 /_OO ||w3(k:)

cos|2k,z] . (3.11)
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Das Ausfithren der Integrale liefert

62

AE, = — —/ dk .k, cos[2k, 2]
0

mim

101 o
= <101 lim dAsin[\e™*
C mr 40z 2 e—0 0

62

(3.12)

dmmz?

Die universelle Selbstwechselwirkung des elektromagnetischen Feldes liefert
einen positiven Energiebeitrag. Dieser Energiebeitrag modifiziert die Atom-
Oberflachen-Wechselwirkung im Nahbereich.

3.2.3 Die Kopplung zwischen Atom und Photonenfeld

Die durch die Kopplung von Atom und Photonenfeld erzeugte Energiever-
schiebung in zweiter Ordnung Storungstheorie lautet

PZ' |Ar’ g|m>| . (3.13)

Das Symbol P bezeichnet den Cauchyschen Hauptwert, der allerdings nur
bendtigt wird, wenn sich das Atom in einem angeregten Zustand befindet.
Eine langliche und extrem aufwendige Rechnung fiihrt auf

AB =23 (B - B (341 - ) 40

(3.14)
230 (B B (3 + ) Ualo) + falo)

Die Hilfsfunktionen f;(x) sind gegeben durch

_ B = Bl | En ; En (sin[x]Ci[:U] — cos[z]Si[z] — %w (1— cos[x]))

1 — coslz]

—0 [_ (Em - En)] ™ |Em - En| -5

(3.15)
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w|E, — E, . ‘ .
fo(z) = — % + (B, — E,) (sin[z]Ci[z] — cos[z]Si[z]) <§ — %)
1272 Sinfi]Cila] — cosfalSile]) — - + %Waa; <1 _ (;os[x]) |
(3.16)
fs(x) = 0[= (Em — E)] 7| B — E,| 66;2 (1 - ‘;Os[x]) . (317)

Dabei ist die Variable x = 2 |E,, — E,,| z. Die angegebenen Ausdriicke gelten
fiir den Grundzustand sowie fiir alle angeregten Zustédnde eines Atoms. Die
Teile der Formel, die die Stufenfunktion 6 [— (F,, — E,)] enthalten, tragen
nur fiir Energien F,, < F, bei. Ist daher E, der Grundzustand, entfallen
diese Terme ersatzlos.

3.2.4 Asymptotische Limiten der Energieverschiebung

Die im vorangegangenen hergeleiteten Ausdriicke fiir die atomare Energieve-
schiebung sind von sehr allgemeiner Form und in dieser schwer zu deuten.
Daher bietet sich eine Untersuchung der asymptotischen Limiten an, des
Nahbereichs |E,,, — Ey| 2 << 1 und des Fernbereichs |E,, — Ey| z >> 1. Die
daraus erhaltenen Grenzfille kénnen physikalisch gut gedeutet werden.

Verhalten im Nahbereich

Ein schon aus der klassischen Theorie bekannter Grenzfall ist der der stati-
schen Dipol-Dipol-Wechselwirkung. Die asymptotische Entwicklung im Nah-
bereich liefert diesen Term als Hauptbeitrag der Atom-Oberflichen-Wechsel-
wirkung:

o 1~
2 2

1 e? e? 1. .

AE X 823 <n n> * dmiz? * dm?z <n bpf ~ 7
(3.18)
Der zweite Term kommt von der universellen Selbstwechselwirkung des Pho-
tonenfeldes, und der dritte Term ist eine Anisotropiekorrektur zur kineti-
schen Energie, der verschwindet, wenn man einen sphérischen Zustand be-
trachtet. Im Limes z — 0 ist der erste Term, die statische Dipol-Dipol-
Wechselwirkung, wesentlich singuldrer als die beiden quantenmechanischen
Korrekturen, so dafl diese in guter Naherung vernachléssigt werden kénnen.
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Die Energie im Nahbereich ist somit gegeben als

Cs

1 A 1

n> . (3.19)

Verhalten im Fernbereich

Der asymptotische Energiebeitrag im Fernbereich lautet
_ 2a(0) + (0)

Szt

+3 0B — BB — Euf* ’<m ]aH] n>

AE ~

2

cos[x]  sin[z]  cos|z]
x r 12 g3 (3.20)
5 R 2
~S 0~ (B — )] |Ew — Bl )<m d. n>‘
sinfz]  cos|z]
8 ( 2 ) ’
dabei ist «;(0) die statische Dipolpolarisierbarkeit
. 2
(el
(0) =2 21
a:(0) zmj T (3:21)
Der fithrende Term ist das retardierte Casimir-Polder-Potential [6]
04 2a|| (0) + CYZ(O)
Uz)=—2—2. O = 22
(Z) Z4 9 4 S y (3 )

wie es fiir Atome im Grundzustand gilt. Der zweite Term wird durch die
Stufenfunktion in diesem Falle Null. Befindet sich das Atom aber in einem
angeregten Zustand, dann wird das Verhalten im Fernbereich von der Summe
in (3.20) dominiert, die asymptotisch wie 1/z abfillt, aber sonst stark von der
inneren Struktur des Atoms abhéngt und auflerdem stark oszillieren kann.
Im anwendungsbezogenen, zweiten Teil dieser Arbeit wird der Fall eines an-
geregten Atoms vor einer Oberflache fiir die Quantenreflexion am Beispiel
von metastabilem Wasserstoff diskutiert. Daran wird deutlich werden, wie
grundsétzlich verschieden das Verhalten von Atomen im Grundzustand und
in einem angeregten Zustand ist.
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3.2.5 Erweiterung auf Dielektrika

Ist die Oberfliche nicht ideal leitend, sondern dielektrisch, werden die Poten-
tialstirken als Funktion der Dielektrizitdtskonstanten e leicht modifiziert
[40, 43]. Bezeichnet C3(00), Cy(00) jeweils die van der Waals- respektive die
Casimir-Polder-Stéirke des Potentials fiir eine ideal leitende Oberflache, so
findet man im dielektrischen Fall

e—1 e—1

03(6) = et 103(00), 04(6) = et 1

O(€)Cy(00) (3.23)

wobei die charakteristische Funktion ®(e) gegeben ist als

1 < h 1
@(E)ZL/ dpM
20e—1) J, p+1
Ve—1+p*—p VeE—1+p?>—ep
Ve—1+p2+p Ve—1+p2+ep
2

Die charakteristische Funktion ®(e) wichst monoton vom Wert ®(1) = 23 fiir
Isolatoren zum Wert ®(oo) = 1 fiir ideal leitende Oberflachen an. Anhand von
(3.23) sieht man, dafl die Potentialstérken durch ein Dielektrikum verkleinert
werden. Im Falle eines Isolators verschwindet das Atom-Oberflichen-Poten-
tial, wie es sein muf.

9

(3.24)

h(p,¢€) + (1 — 2p2)
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Kapitel 4

Theorie der Quantenreflexion

In diesem Kapitel wird die Theorie der Quantenreflexion dargestellt. Die
Quantenreflexion ist ein reiner Quanteneffekt, bei dem ein Teilchen, das sich
durch einen klassisch erlaubten Raumbereich bewegt, reflektiert wird, ohne
einen klassischen Umkehrpunkt zu erreichen. Die asymptotisch freie Bewe-
gung des betrachteten Teilchens ist rein klassisch, wenn das Potential im
Unendlichen auf Null abgefallen ist, wird aber zunehmend quantenmechani-
scher in Raumbereichen, in denen das Potential nicht vernachléssigt werden
kann. Fiir Potentiale allerdings, die singulirer als —1/2% sind, wird die Be-
wegung des Teilchens fiir kleine Abstédnde wieder klassisch. Diese kleinen
Absténde sind typischerweise allerdings noch sehr grofl gegen einige atoma-
re Finheiten. Die innere, klassische Raumregion und die asymptotisch freie
Raumregion sind durch die bereits in Kapitel 1 diskutierte Quantenregion
(2.10) getrennt, in der die Bewegung des Teilchens extrem quantenmecha-
nisch ist. Die Quantenregion wirkt dabei wie ein zusétzlicher Potentialberg,
an dem das einfallende Teilchen quantenreflektiert wird. Sie liegt typischer-
weise einige tausend bis zehntausend atomare Einheiten vom klassischen In-
nenbereich entfernt. Es konnte gezeigt werden [14, 33|, dafl in diesem Bereich
eine verallgemeinerte Umkehrpunktsbedingung gilt

27.2
E:hk

=1V 4.1
= V()] (11)
bei der die kinetische Energie gleich dem Absolutbetrag des Potentials ist. In
der Umgebung des Punktes rg findet die Quantenreflexion statt. (Siehe dazu
Abbildung 4.1.) Im weiteren wird, bevor die Theorie der Quantenreflexion
allgemein diskutiert wird, das prototypische Beispiel der einfachen Poten-

27
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Quantenregion
l/ r
klassische” .
fnnere - 1 RN asymptotisch freie Region ->
Region, .
,

P T

0k=

attraktiver Potentialschwanz

Abbildung 4.1: Schematische Darstellung eines typischen atomaren Poten-
tialverlaufs und seiner Quantenregion.

tialstufe betrachtet. Es eignet sich am besten um ein Gefiihl zu entwickeln
fiir das, was vorgeht.

4.1 Die einfache Potentialstufe

Wir betrachten ein System mit dem Stufenpotential, wie es in jedem Lehr-
buch iiber Quantenmechanik zu finden ist,

U(x) = —;—ngﬁ[a —z| . (4.2)

Die Stufe selbst befindet sich am Ort # = a. Fallt nun von rechts ein Teilchen
ein, dann lautet die Wellenfunktion des Systems

U(x) =exp[—ikix] + R,.(k)explikiz] x> a

Uy (z) =T(k)exp[—iknx] :x <a (4.3)

ky =k, ky = /K2 + K2

Aus den logarithmischen AnschluBbedingungen im Punkt x = a folgt fiir die

Reflexionsamplitude

k’l — k’H . kH - kI
exp|—i2kial = e

kr + ke xpl—iZkal Y

R, (k) = pli (7 — 2kia)] . (4.4)
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Die Reflexionsamplitude ist, so auch hier, im allgemeinen komplex. Ihr Be-

2
% gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der das

einfallende Teilchen quantenreflektiert wird. Die Wahrscheinlichkeit quanten-
reflektiert zu werden, ist um so hoher, je ndher die Energie des einfallenden
Teilchens der Potentialschwelle liegt. Man findet folgendes Schwellengesetz

1
. 2 o1 2 E—
klgr_n)o |R,(k1)|" = 1 —4bki + O(k;), b K,

> =

tragsquadrat | R, (kp)

(4.5)

Im schwellennahen Bereich liegt die Reflexionswahrscheinlichkeit damit in
der Néhe von einhundert Prozent.
Der reflektierte Anteil der Wellenfunktion folgt zu

ki — ki . :
= k — 2k
- explikiz + i (7 1a)] (4.6)

=| R (k)| explikiz +i¢(kr)]

\I/LR(ZL‘)

mit der Phasenfunktion
gb(k’l) =T — QCLI{?I . (47)

Die Phase der Reflexionsamplitude gibt an, wie weit der reflektierte An-
teil der Wellenfunktion des Teilchens durch den Reflexionsvorgang raumlich
verschoben wurde. In Vorgriff auf die weiter unten gefiihrte, ausfiihrlichere
Herleitung kann man sagen, die Ortsverschiebung ist

_ 1 dg(ky)

=T (4.8)

was dem Ort der Potentialstufe entspricht.

4.2 Konstruktion der quantenreflektierten
Welle

Die physikalische Vorstellung, die der Quantenreflexion zugrunde liegt, ist,
daB ein Teilchen, aus dem klassischen Auflenbereich des Potentials kommend,
an der Quantenregion quantenreflektiert wird und in den klassischen Auflen-
bereich zuriicklduft.Man kann eine Reflexionsamplitude berechnen, indem
man die exakte Losung der Wellenfunktion mit einer WKB-Wellenfunktion
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vergleicht. Die aus dem Vergleich zwischen exakter Wellenfunktion und WKB-
Wellenfunktion berechenbare, [8], Reflexionsamplitude R; stammt allerdings
aus dem klassischen Innenbereich, der links von der Quantenregion liegt, sie-
he Abbildung (4.1). Fiir die Berechnung der Reflexionswahrscheinlichkeit ist
dies unerheblich, sagt doch das Reziprozititstheorem, dafl die Reflexionswahr-
scheinlichkeit links von einer Barriere gleich der Reflexionswahrscheinlichkeit
rechts derselben Barriere ist. Fiir die Phase der Reflexionsamplitude, die
uns in dieser Arbeit interessiert, gilt dies jedoch nicht, die Phase ist immer
richtungsabhéingig. Um also die korrekte Phase einer nach rechts auslaufen-
den Welle zu bestimmen, mufl aus der linksseitigen Reflexionsamplitude die
rechtsseitige Reflexionsamplitude bestimmt werden. Dazu benutzten wir, daf3
zu jeder WKB-Wellenfunktion im klassischen Innenbereich eine ebene Welle
im klassischen Auflenbereich gehort:

Clw(”(z) + C’gw(_)(z) — explikz]

1
V hk

: | (4.9)
T exp|—ikz] |

[ii [ p(2)d2 } . Die Wellenfunktionen im Innen-

Cro ) (2) + Gy (z) —

wobei ¢#)(2) = \/ﬁ exp
und Auflenbereich des Potentials werden nun so addiert, dafl im Auflenbereich
eine auslaufende, ebene Welle entsteht:

(G + B (00 6O ()4 (G + RIC)VIE)

— exp[—ikz]+ R, (k) explikz] '
Um eine resultierende auslaufende (rechtslaufende) Welle zu garantieren, muf3
zusétzlich folgende Bedingung erfiillt sein

(C5 + R.(k)C) ™) — LRT(/{:) explikz] |
vk (4.11)
Ci + Re(k)Cy = 0 = R,(k) = —=F

Der Reflexionskoeflizient der linkslaufenden Welle ist einfacher zu finden und
ist schlicht

Ry(k) = c,

(4.12)
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Eine Beziehung zwischen linkem und rechtem Reflexionskoeffizient kann her-
gestellt werden, wenn man die Wellenfunktion im Kopplungspunkt betrach-
tet. Es gilt

\I/(Zm) = Cl + CQ s (413)

und daraus folgen Ausdriicke fiir C und Cs

Ry (k)W (zm) V(zm)
O = em) o, o —em) 4.14
VUL R(k) P T+ Ri(k) (4.14)
Setzt man dies in den Ausdruck fiir R, (k) ein, so folgt
o 1+ Ri(k) U (2,)
R, (k) = ——— = —R;(k = 4.15
(£) Cy i )1+R;*(k) U (z) (4.15)

Der zweite Faktor tréagt das Verhéltnis von einlaufender und auslaufender
Wellenfunktion in Abhéngigkeit vom Kopplungspunkt. Dieses Verhéltnis macht
die Phase der Reflexionsamplitude unabhéngig vom Kopplungspunkt. Durch
Bildung des Absolutbetrages auf beiden Seiten weist man leicht nach, daf

R (k)] = [Ru(R)]* (4.16)

also das Reziprozitatstheorem erfiillt ist, wie es sein muf3. Mit dieser Methode
wurden die Phasen der Reflexionsamplitude einer nach rechts auslaufenden
Welle ¢, (k) = arg(R,(k)) im anwendungsbezogenen Teil berechnet.

4.2.1 Universelles Schwellenverhalten der Quantenre-
flexion

Die Quantenreflexion zeigt fiir Potentiale, die schneller als —1/2% abfallen,
und zu denen auch die von uns betrachteten atomaren Potentiale zéhlen, ein
universelles Verhalten an der Potentialschwelle.

Die Schrodingergleichung an der Schwelle verfiigt als Differentialgleichung
zweiter Ordnung iiber zwei linear unabhéngige Losungen, lim, ., 99 ~ 1 und
lim, . ¥ ~ z die, aufgrund alles vorher Gesagten, als WKB-Wellenfunktionen
geschrieben werden kénnen,

_ D cosl h 2 z’—@ —
Yu(z) = oG [h/ po(2')d 2}, p=01 . (4.17)
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Dabei ist po(z) der klassische Impuls an der Potentialschwelle, und die Re-
flexionsphase ¢,, stellt sicher, dafl sich die WKB-Wellenfunktion im gesam-
ten Raum wie die exakte Losung der Schrodingergleichung an der Poten-
tialschwelle verhélt. Aus diesen beiden linear unabhéingigen Losungen kann
nun eine von rechts einlaufende Welle konstruiert werden, indem man zuerst
nach den Sinus- und Kosinus-Anteilen auflost

sin [% /:opo(zl)dzl} :tan[qso/@n[dﬁl/?]

Yo(2)  ti(2)
X(Docos[gbo/Q] chos[¢1/2> ’

(4.18)

cos E / ) po(z')d'z'] " cot|eo /2]p—0(2t[¢1 /2]

x( Yo(z)  h(2) )
DO sm[gbo/Q] D1 sm[gbl/Q]

Eine von rechts einlaufende Welle kann somit geschrieben werden als

U(z) :@ (cos [%[:po(z')dz'} — isin {%/jpo(z')dz']) ,
:Dowo(fz) expligo/2] — D111 (2) expligy /2]
Dy Dy sin[(¢o — ¢1)/2]

Andererseits ist die asymptotische Form der Wellenfunktion an der Schwelle
gegeben durch

(4.19)

kl;ino\/% (explik] + R, (k) explikz]) w0
~1+ R.(k) —ikz(1 — R,(k))

Der Grenzwert ist dabei so zu verstehen, dafl der Wellenvektor k schneller

gegen Null strebt, als die Ortskoordinate z nach Unendlich. Die so erhaltene

asymptotische Losung an der Schwelle ist erster Ordnung in & und erfiillt

die Schrédingergleichung, weil diese erster Ordnung Energie, also zweiter

Ordnung im Wellenvektor ist. Ein Vergleich der beiden Schwellenlésungen

liefert , 4
lim R, (k) ~ — e P00 = 61)/ 2101/ Do
k—0 1+ ik exp[—i(¢po — ¢1)/2] D1/ Dy
das Schwellengesetz der Reflexionsamplitude, ausgedriickt mit Hilfe der WKB-
Parameter. Die analytischen Schwellengesetze der Quantenreflexion folgen

(4.21)
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daraus zu
: Dy . |do—
_ — _ 2 _ 0
;1913(1)|Rr(k)| 1 — 2bk = exp[—2bk] + O(k*), b Dy sin { 5 } :
b
lim arg(R,(k)) = lim ¢, (k) ~ m — 2a0k, a9 =
k—0 g(Fr(k)) kﬂo(b( ) 0 0 tan[(¢pg — ¢1)/2]

(4.22)
Die Schwellenparameter b, ay heiflen Schwellenlinge und mittlere Streuldnge.
Sie tragen die bendtigten Informationen iiber das Potential. Ein Vergleich
mit (4.5, 4.7) zeigt, dafl die analytischen Schwellengesetze mit denen des
Stufenpotentials {ibereinstimmen. Dieses Ergebnis ist von nicht zu unter-
schiatzender Wichtigkeit, sagt es doch, dafl sich der Niederenergiebereich von
glatten, atomaren Potentialschwénzen fiir die Quantenreflexion wie die einfa-
che Potentialstufe verhélt. Diese bemerkenswerte Analogie erlaubt es, gerade
im physikalisch hochinteressanten Niederenergiebereich Probleme mit kom-
plizierten Potentialverldufen auf das einfache Stufenpotential abzubilden.
Benutzt man die Analogie zur Potentialstufe, so erschlielen sich auch die
Namen der Schwellenparameter. Die Schwellenlénge b < 1/K, beschreibt
die fiir die Quantenreflexion wirksame Potentialstirke KZ. Diese ist auch
im Falle singulédrer, atomarer Potentiale endlich. Die mittlere Streuldnge a,
beschreibt im Mittel den Raumbereich, in dem das Potential wirksam ist.
Sie héngt nur vom langreichweitigen, attraktiven Potentialschwanz ab. Dies
ist fiir die Quantenreflexion wesentlich, weil diese ja in der Quantenregion
geschieht.

4.3 Kinematische Deutung der Phase

Die Phase der Reflexionsamplitude steht in Verbindung mit der Eisenbud-
Wigner-Zeitverschiebung [42], die ihre kinematische Bedeutung erklért. Dazu
betrachtet man statt einer monochromatischen Welle ein Wellenpaket, was
experimentellen Gegebenheiten am besten Rechnung tragt,

U(z,t) :/dEC(E){ exp [—i 2mEz —iw(E)t

h

(4.23)

A 2;"Ez — iw(E)t + i¢(E)

+|R-(E)| exp [z
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Dabei ist C'(E) die Gewichtsfunktion des Wellenpaketes und w(F) seine Di-
spersion. Unter der Annahme, die Gewichtsfunktion sei um einen Energiewert
Ey stark lokalisiert, kann der Einflufl von ¢(FE) auf den reflektierten Teil des
Wellenpaketes mit der Methode der stationdren Phase untersucht werden,
weil auler der Energie Ej selbst nurmehr kleine Abweichungen von dieser
Energie beitragen kénnen. Um das erfiillen zu konnen, mufl die Phase des
Wellenpaketes um FEj extremal sein. Fiir den reflektierten Anteil finden wir

: 0B 06(E)
Vo 8E E—E, 8E E—E, (4 24)
P s 4 00(E)
b=t = At =—h— =
E=Fy

Formel (4.24) besagt, dafl die Ableitung der Phase ¢(FE) am Punkt Fy genau
den Zeitunterschied mifit, um den sich die Bewegung in einem Potential von
der entsprechenden freien Bewegung mit der Geschwindigkeit vy unterschei-
det. Die Ortsverschiebung, die das Wellenpaket durch die Quantenreflexion
erfahrt, folgt daraus zu

A p22E) _2Ar _ m 9¢(k)
N OF E*th% N Vo N hk?o ok ek
~ oo - (4.25)
_ 10¢(k)
= Ar =— 5 ok
k=ko

Der Faktor 1/2 riithrt vom zweimaligen Durchlaufen des Weges Ar, wahrend
des Einfalls zum ersten Mal, nach der Reflexion zum zweiten Mal, her.
Die entsprechende, klassische Zeitverschiebung ist gegeben zu

Atkl =2 lim (i — L ) dZI

e o(7)

_Qm/ (ﬁk‘o pZ’))dz/

Sie mifit ebenfalls den Unterschied zwischen einer freien Bewegung und einer
Bewegung im Potential. Im zweiten Teil dieser Arbeit wird der Vergleich zwi-
schen beiden Zeitverschiebungen interessante Einblicke in die Unterschied-
lichkeit von quantenmechanischer und klassischer Bewegung liefern.

(4.26)
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Die Kinematik der
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Kapitel 5

Einfache atomare Potentiale

In diesem Kapitel untersuchen wir die Phase der Reflexionsamplitude fiir
einfache, atomare Potentialschwénze vom Typ

h2 ﬁa72

2m re

U(r) = a>2 . (5.1)
Potentiale dieses Typs findet man in der Natur als van der Waals-Poten-
tial (o = 3) zwischen einem polarisierbaren Teilchen und einer Wand; als
Casimir-Polder-Potential, den retardierten Anteil der Atom-Oberflichen-Wech-
selwirkung, oder als Wechselwirkung zwischen einem neutralen und einem
geladenen Teilchen (o = 4); als van der Waals-Potential zwischen zwei neu-
tralen, polarisierbaren Teilchen (o = 6); als Casimir-Polder-Potential zwi-
schen zwei neutralen, polarisierbaren Teilchen (o = 7).

Soweit nicht auf andere Literatur verwiesen wird, behandelt dieses Kapitel
die Ergebnisse von [15].

5.1 Verhalten von Wellenpaketen

Die Schrodingergleichung, die in diesem Kapitel betrachtet und gelost wird,

lautet
o2 2mE
T (r) + <k2 + ﬁj—a) V() =0, k= ,/mT . (5.2)

Wie in Kapitel 4 bereits gezeigt wurde, beschreibt diese Schrodingergleichung
das Verhalten eines Teilchens, das scharf um eine Energie Ey = %ké loka-
lisiert ist. Das Teilchen kann dabei als einzelnes Atom oder ein atomares

37
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Wellenpaket interpretiert werden.

Mit Hilfe der Skalierung = = r//3, konnen wir die Schrédingergleichung auf
Normalform transformieren und uns die Homogenitétseigenschaften der ein-
fachen, atomaren Potentiale zunutze machen. Wir finden

U (x) + ((kﬁa)2 + x—la) U(x)=0 . (5.3)

Die Schrodingergleichung in Normalform héngt nurmehr von dem Produkt
k = k3, ab, einer dimensionslosen Impulsskala, deren Benutzung die haupt-
séchlich numerischen Untersuchungen im folgenden sehr vereinfachen wird.

5.1.1 Phase, Orts- und Zeitverschiebung

Ein scharf lokalisiertes Wellenpaket wird durch die Quantenreflexion seine
Form nicht verdndern. Daher beschreibt die Phase der Reflexionamplitude
exakt die Kinematik der Quantenreflexion durch die aus der Phase berechen-
baren Orts- und Zeitverschiebungen. Bevor wir uns der allgemeinen, numeri-
schen Losung von (5.3) zuwenden, diskutieren wir die analytisch erhéltlichen
Schwellenlosungen. Um den Textflufl nicht zu unterbrechen, haben wir die ge-
naue Berechnung der analytischen Schwellengesetze in den Anhang gestellt.
Hier folgt lediglich die Darstellung der Ergebnisse. Die allgemeine Form des
Schwellengesetztes der Phase lautet

b
li k) ~m—2ak, a=-——F—= 5.4
klir(l)(b( ) 2ak, a tan [-Z5] (54
wobei b die Schwellenléinge des Potentials ist,
T 1 a2 T [1 - %2]
b= B si T :
ﬁasm{a—Q] (a—2) T[1+-5] (5:5)

Nach (5.4) ist die mittlere Streuldnge fiir &« = 3 nicht definiert, fiir o = 4
gleich Null und fiir alle héheren Potenzen von « endlich. Die Potenzen a =
(3,4) stellen also Sonderfille dar, die eine gesonderte Behandlung benétigen,
siehe Anhang. Fiir « = 3 findet man

lim (k) ~ 7 — 2(kfk) Infky] | (5.6)

k—0
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und daraus erhilt man die Orts- und Zeitverschiebung an der Schwelle zu

klgr_{lo Ar ~ B3nlkofSs] kloiTO At ~ ;—Zﬁg In[kofs] . (5.7)
Das logarithmische Verhalten macht die Ortsverschiebung fiir kleine kg stark
negativ und fithrt letztendlich darauf, daf keine mittlere Streuldnge definiert
werden kann, so wie es in der Literatur bereits bekannt ist. Die Zeitverschie-
bung wird an der Schwelle ebenfalls stark negativ. Das bedeutet, dal die
quantenmechanische Bewegung sehr viel langsamer verlauft als die dquiva-
lente, freie Bewegung.

Das Schwellengesetzt fiir o = 4 lautet

lim (k) ~ 7 — (kL) (5.8)

k—0

und Orts- und Zeitverschiebung folgen daraus zu

2 A mB?
lim Ar ~ %@(ko@l) O lim Ag~ AT (5.9)

ko—0 ko—0 3 h
Da die mittlere Streuléinge im Falle a = 4 gleich Null ist, geht das Schwellen-
gesetz quadratisch in k3,. Das Verschwinden der mittleren Streuldnge bedeu-
tet kinematisch, dafl die quantenmechanische Bewegung sich an der Schwelle
nicht von einer freien Bewegung unterscheidet. Die Zeitverschiebung an der
Schwelle ist positiv, es liegt also ein Zeitgewinn der quantenmechanischen
Bewegung im Vergleich zur freien Bewegung vor, und endlich. Diese Fiélle
a = (3,4) sind zugleich die interessantesten. Fiir alle hoheren Potenzen « er-
gibt sich immer eine endliche und positive mittlere Streuldnge, die dann eine
positive Zeitverschiebung bedeutet. Die Abbildungen (5.1) und (5.2) zeigen
die numerisch bestimmten Kurven fiir Phasen und Ortsverschiebung in gu-
tem Einklang mit den analytisch bestimmten Schwellengesetzen. Fiir a = 3
ist in Schwellennéhe deutlich ein Maximum zu erkennen, das wir van der
Waals-Maximum genannt haben, weil sich dieses Verhalten von den anderen
Potenzen so deutlich unterscheidet. Das Maximum gibt das logarithmische
Verhalten in Schwellennéhe wieder und fiihrt in der Ortsverschiebung zu ei-
ner stark negativen Tendenz. Fiir o = 4 sieht man deutlich das parabolische
Extremum der Phase und die damit einhergehende, verschwindende Ortsver-
schiebung. Alle hoheren Potenzen zeigen deutlich lineares Schwellenverhalten
und positive, endliche Ortsverschiebungen. Dafl die Orts- und Zeitverschie-
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2L

Abbildung 5.1: Numerisch berechnete Phasen der Reflexionsamplitude als
Funktion von kf,. Die Potenz « lduft von oben nach unten fiir o« = 3, 4, 5,

6 und 7.

bungen immer den Unterschied zwischen einer quantenmechanischen Bewe-
gung im Potential und einer freien Bewegung messen, ist insbesondere wich-
tig fiir Situationen, in denen ein Atom auf eine Oberflidche einfallt. Solange
das Atom-Oberflachen-Potential fiir alle Richtungen parallel zur Oberfliche
translationsinvariant ist, bleiben alle parallelen Impulskomponenten erhal-
ten. Die zur Oberfliche senkrechte Impulskomponente unterliegt zwar dem
Einflu} des Potentials, aber das Potential bewirkt lediglich eine Richtungs-
umkehr der senkrechten Impulskomponente nach der Reflexion am Ort Ar,
ihr Betrag bleibt erhalten. Die Ergebnisse sprechen dafiir, daf ein Atomstrahl
sich scheinbar auf geraden Trajektorien bewegt. Der Einflul des Potentials
beschankt sich auf die spekulare Quantenreflexion des Atomstrahls an ei-
ner Reflexionsebene, die um Ar von der tatséachlichen Oberfliche verschoben
ist. Es handelt sich dabei allerdings um eine scheinbare Reflexionsebene,
denn ein Atom oder ein Atomstrahl wird natiirlich an der Quantenregion
des Potentials reflektiert. In diesem Zusammenhang mochten wir an den
Goos-Hénchen-Effekt [22] erinnern, der #hnliche Vorhersagen fiir Lichtwel-
len macht und erst kiirzlich experimentell bestétigt wurde [7]. Der Goos-



5.1. VERHALTEN VON WELLENPAKETEN 41

ArlB,

Abbildung 5.2: Numerisch bestimmte Ortsverschiebung als Funktion von
kofs. Die Potenz « lduft von unten nach oben fiir « = 3, 4, 5, 6 und 7.

Hénchen-Effekt sagt fiir Lichtwellen, die in eine klassisch verbotene Region
eindringen, eine negative Zeitverschiebung, also eine Zeitverzogerung, voraus,
so dafl es scheint, als werde die Lichtwelle an einer Ebene hinter der Ober-
flache reflektiert. Diese Analogie zwischen Photonen und Atomen beschrénkt
sich allerdings auf ihr scheinbares Verhalten, denn ein Atom, das sich in ei-
nem singuliren atomaren Potential bewegt, kann nicht auf die andere Seite
der Singularitéit gelangen, wahrend das Licht im klassisch verbotenen Bereich
aufgrund des Brechungsindex des Materials eine gekriimmte Bahn beschreibt
und rdumlich verschoben wieder austritt.

5.1.2 Hochenergieverhalten

Um das Hochenergieverhalten der Phase der Reflexionsamplitude zu unter-
suchen, kénnen wir den storungstheoretischen Zugang von [36] anwenden.
Darin wurde folgender Ausdruck fiir die Reflexionsamplitude gefunden

lim Ru(k) ~ —i exp lz’z / rup(’r)dr] | (5.10)

k—o0

Dabei ist r, der komplexe, klassische Umkehrpunkt. Bringt man diesen
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Abbildung 5.3: Hochenergieasymptotik der Ortsverschiebung. Die Potenz «

lduft von unten nach oben fiir « = 3, 4, 5, 6 und 7.

Ausdruck auf skaleninvariante Form, so findet man

2 Yu 1
Jim R (k) ~ —iexp lﬂ(kﬁa)la/ J1+ y—ady] . (5.11)

Der komplexe, klassische Umkehrpunkt ist jetzt gegeben durch y,, = exp [zﬂ .
MafBgeblich zur Berechnung des Absolutbetrages ist der Punkt o = 1, der
der positiven, reellen Achse zunéchst liegt. Zur Bestimmung des Hochener-
gieverhaltens miifite nun (5.11) ausgewertet werden. Die Auswertung des
Absolutbetrages erfolgte bereits in [14],

Tim |y (k)| ~ exp [—Ba(k;ﬁa)l*%] . (5.12)
Die Zahlen B, werden dabei aus den imagindren Beitragen des Wirkungs-
integrals bestimmt, weil nur diese zum Absolutbetrag und damit zur Refle-
xionswahrscheinlichkeit beitragen. Der Integrationsweg verlduft demgeméfl
immer parallel zur imagindren Achse, ohne dal man auf der reellen Achse
den genauen Referenzpunkt wissen miiffite. Anders verhélt es sich mit dem
Realteil des Integrals (5.11), der die Phase bestimmt, denn zur Bestimmung
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«Q 3 4 5 6 7
¢, 1.273 1.69 1.87 1.94 1.98

Tabelle 5.1: Numerisch bestimmte Hochenergiekonstanten, Gln. (5.13, 5.14).

der korrekten Phase ist die Kenntnis des richtigen Referenzpunktes wesent-
lich. Dieser ist aber weder in [36] angegeben noch sonst bekannt. Wir behelfen
uns daher mit einem Schluf}, der aus Abbildung (5.3) folgt, ndmlich, dafl der
Verlauf der Ortsverschiebung als Funktion von (kﬂa)_% am Ursprung, der
in dieser Auftragung den Hochenergielimes markiert, linear verlauft. Daraus
kann geschlossen werden, siehe [17], dal die Phase sich verhalten sollte wie

lim ¢(k) ~ ¢ — ca(kBa)" " a (5.13)

k—o00

und somit die Ortsverschiebung sich verhélt wie

koﬂoo

lim Ar ~ %‘“ (1 - %) (koBa) o . (5.14)

Mit Hilfe dieser Vermutung kénnen die Konstanten ¢, nun mit ausreichender
Genauigkeit numerisch bestimmt werden. Sie sind in Tabelle (5.1.2) aufgeli-
stet. Ob die Zahlen ¢, fiir « — oo gegen einen bestimmten Wert konvergie-
ren, wie das fiir die Zahlen B, in Gleichung (5.12) der Fall ist [14], konnte
allerdings nicht ermittelt werden. Dazu wire eine analytische Behandlung
des Integrals in (5.11) vonnéten, die allerdings ohne die genaue Kenntnis des
Referenzpunktes nicht durchgefiihrt werden kann. Fiir & = 4 haben wir zum
Vergleich die quantenmechanische Ortsverschiebung und ihre Hochenergie-
asymptotik in Abbildung (5.4) aufgetragen. Man erkennt deutlich wie das
asymptotische Verhalten schon etwa fiir ko3, ~ 10 einsetzt, also fiir Energi-
en, die nicht allzu hoch iiber der Potentialschwellen liegen.

5.2 Klassische Orts- und Zeitverschiebung

Ein freies, klassisches Teilchen, das sich bis zum Ort r» = 0 und zuriick bewegt,
ist langsamer als ein klassisches Teilchen, das sich auf derselben Strecke in
einem attraktiven Potential bewegt und dadurch Beschleunigung erfahrt. Das
klassische Teilchen im attraktiven Potential verfiige dabei iiber die gleiche
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Abbildung 5.4: Vergleich zwischen quantenmechanischer Ortsverschiebung

(durchgezogen) und ihrer Hochenergieasymptotik (gestrichelt). Ahnliche
Graphen erhélt man fiir alle anderen Potenzen .

asymptotische Geschwindigkeit vy wie das freie Teilchen. Der Zeitgewinn des
beschleunigten Teilchens ist dabei gegeben durch (4.26)

"1 1
Aty =2 lim (— — ) dr’

r—00 vo  v(r')

_Qm/ <hk‘o pr’))dﬂ

Fiir homogene Potentiale (5.1) kann dieses Integral analytisch bestimmt wer-
den. Man findet

(5.15)

2m

Aty = ko —Ba (kﬁa) T(a) (5.16)
wobei die Funktion 7(«) nur von der Potenz des Potentials abhéngt
1 1 1 1
=—=I|-+—|T|1—-—| . 1
7() Nz [2 + a] [ oz] (5.17)

Daraus folgt die klassische Ortsverschiebung zu

Arg = Bo(kBs) a7(a) . (5.18)
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Die klassische Ortsverschiebung beschreibt analog zur quantenmechanischen
Ortsverschiebung eine scheinbare Reflexionsebene. Fiir schwellennahe Ener-
gien ist das Verhalten von Quantenmechanik und klassischer Physik sehr un-
terschiedlich, siehe Abbildung (5.5), wo das Verhalten fiir o = 4 dargestellt
ist. Die Ortsverschiebung des klassischen Teilchens ist positiv und tendiert
zur positiven Unendlichkeit fiir kg — 0, was natiirlich auch einen sehr groflen
Zeitgewinn bedeutet. Fiir hohe Energien allerdings zeigen klassische Physik
und Quantenmechanik dhnliches, sogar bis auf einen Koeffizienten gleiches
Verhalten. Es ist sogar so, dal ein klassisches Teilchen immer schneller ist
als ein quantenmechanisches. Ein klassisches Teilchen ist punktférmig und
kann daher auch noch bei sehr schwellennahen Energien vom Potential voll
beschleunigt werden, wiahrend ein quantenmechanisches Teilchen iiber eine
de Broglie-Wellenlédnge verfiigt, die bei schwellennahen Energien sehr grofl
wird. Die Wellenlénge gibt in gewisser Weise die Ausdehnung des Teilchens
wieder, und ein quantenmechanisches Teilchen mit schwellennaher Energie
ist daher sehr weit ausgedehnt. Diese Ausdehnung fiihrt dazu, dafl es nicht
mehr vollstdndig in das Potential hineinpafit und daher nicht derselben Be-
schleunigung ausgesetzt sein kann wie das dquivalente, klassische Teilchen.
Die Tatsache, dafl quantenmechanisches und klassisches Verhalten im Hoch-
energielimes bis auf einen Koeffizienten gleich sind, ist klar, denn fiir hohe
Energien wird fiir Potentiale (5.1) der klassische Grenzfall erreicht. Allerdings
strebt fiir hohe Energien auch die Quantenreflexionswahrscheinlichkeit gegen
Null.

Zum Vergleich betrachten wir noch ein klassisches Teilchen, das sich nicht
bis 7 = 0 bewegt, sondern schon an der Quantenregion reflektiert wird Dazu
berechnen wir

2m

"Edr _2
Aty :2m/0 m = h—k:oﬁaafﬁa) O‘0-<05> )

2 11 13 1
0(@)2( )2F1|: += -+ -1

2+ a 22 a’2 " a

(5.19)

woraus die Ortsverschiebung eines schon an der Quantenregion reflektierten,
klassischen Teilchens folgt zu

ArS = Bo(kBo) "= [r(a) + o(a)]. (5.20)

Von der Quantenmechanik ausgehend, wiirde man erwarten, daf§ eine vor-
zeitige Reflexion an der Quantenregion dem quantenmechanischen Verhalten
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Abbildung 5.5: Vergleich zwischen quantenmechanischer Ortsverschiebung
(durchgezogen) und klassisch beschleunigtem, bei r = 0 reflektiertem Teil-
chen (punkt-gestrichelt) und klassisch beschleunigtem, bei r = rp reflektier-
ten Teilchen (gestrichelt) fiir & = 4. Ahnliche Ergebnisse werden fiir alle
Potenzen « erhalten.

ndher kommt, weil das klassische Teilchen noch nicht vom singuléren Innen-
bereich des Potentials beeinfluit ist. Wie Abbildung (5.5) allerdings zeigt,
ist diese Annahme nicht korrekt, vielmehr fiihrt eine Verkiirzung des Weges
zu einer noch groferen Ortsverschiebung und also zu einem noch grofieren
Zeitgewinn. Daraus folgt, dafl das Verhalten eines quantenmechanischen Teil-
chens tatsédchlich nur durch seine Wellennatur erklart werden kann, die kein
Pendant in klassisch-mechanistischen Vorstellungen besitzt.



Kapitel 6

Atom-Oberflichen-Potentiale

In diesem Kapitel untersuchen wir das Quantenreflexionsverhalten von Ato-
men, die auf eine Oberflache einfallen. Soweit nicht auf andere Literaur ver-
wiesen wird, werden in diesem Kapitel die Ergebnisse aus [25] dargestellt.

Wie in Kapitel 3 bereits gezeigt, gehen die Casimir-van der Waals-Potentia-
le, die die Wechselwirkung zwischen Atom und Oberflache vermitteln, nur in
ihren asymptotischen Grenzféallen in homogene Potentialschwénze {iber und
werden ansonsten durch komplizierte Formeln dargestellt, zu deren Auswer-
tung das Eigenspektrum der jeweiligen Atomsorte bekannt sein mufl. Da die
Berechnung des Eigenspektrums bei Mehrelektronenatomen mit ganz erheb-
lichen Schwierigkeiten verbunden ist, ist die genaue Form eines Casimir-van
der Waals-Potentials nur in wenigen Ausnahmefillen bekannt. Um aber den-
noch Aussagen von allgemeinem Wert iiber Atom-Oberflachen-Systeme ma-
chen zu kénnen wurden in der Literatur eine Reihe von Modellpotentialen
entwickelt, anhand deren wir unsere Untersuchungen vornehmen werden.

6.1 Skalierung

Fiir homogene Potentiale (5.1) hiangt die Schrodingergleichung nicht einzeln
von der Energie E = h%k?/(2m) und der Potentialstirke 3, ab, sondern nur
von einer dimensionslosen Energieskala (k(,). Die Potentialstérke [, ist da-
bei die intrinsische Langenskala des physikalischen Systems. Nichthomogene
Potentiale verfiigen iiber mehrere intrinsische Léngenskalen, die durch geeig-
nete Skalierung zwar in dimensionslose Skalen {ibergefiihrt werden koénnen,
aber es findet keine Skalenreduktion mehr statt. Die im folgenden dargestellte

47
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Skalentheorie wurde in [11] fiir allgemeine nichthomogene Potentialschwénze
entwickelt und in [14] auf Casimir-van der Waals-Potentiale angewandt.
Die asymptotischen Limiten eines Casimir-van der Waals-Potentials sind ge-
geben zu

. C! h?
hchde('r’)N——; :__ﬁ_??: )
r—0 T 2mr (6.1)
. Cy w3 '
Jim Vovaw (r) ~ = T3 = =5 000

Die beiden quantenmechanischen Léangenskalen sind damit durch die Po-
tentialstarken s, 04 gegeben, die sich zu einer einzigen, intrinsischen Lénge
kombinieren lassen,

C 2
GO (6.2)
Cs s
Die intrinsische Léange [ erlaubt es nun, die Ortskoordinate und die Energie
dimensionslos zu schreiben, durch Einfiihrung der Variablen

bt
1

., k=kl . (6.3)
Die Skalentheorie nichthomogener Potentiale erlaubt es ebenfalls und ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit, {iber die intrinsische Lénge [ eine Poten-
tialstarke K zu definieren,

BES Gy Ci_ (B

om BT (G

(6.4)

Die allgemeine Gestalt eines Casimir-van der Waals-Potentials ist somit durch
eine Skalenform

Vovaw(r) =~ 58, (7) (6.5)

2m l

gegeben, wobei v ( l) eine Formfunktion ist. Es ist diese Formfunktion, die
durch die oben erwdhnten Modellpotentiale modelliert wird.

Mit der allgemeinen Skalenform des Potentials 148t sich nun die Schrodin-
gergleichung fiir die Wellenfunktion ¥ = W(z = r/I) auf Skalenform bringen

& + K2+ pgv(x)} U(r)=0 |,

da?
_ Bs _ v2m Cj
Ba h C,

(6.6)
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Der Parameter p ist der kritische Parameter des Systems. Wenn p < 1 ist,
dominiert der —1/r3-Anteil des Potentials die Quantenreflexion, und alle
Retardierungseffekte werden vernachléassigbar klein; wenn aber p > 1 ist,
dominiert der —1/r%-Anteil, und die reine van der Waals-Wechselwirkung
verliert an Einfluf}. Bei der im néchsten Abschnitt folgenden, numerischen
Auswertung wird gezeigt werden, wie gut diese einfachen Skalenargumente
das tatséchliche Verhalten fiir die Quantenreflexion wiedergeben.

Nun sei p(00) der kritische Parameter fiir ein Atom vor einer ideal leiten-
den Oberfliche. Unter Verwendung der Formeln (3.23, 3.24) kann man den
kritischen Parameter auf dielektrishe Oberflachen verallgemeinern

1 e—1

p(e) = p(oo) EARED

(6.7)

Eine dielektrische Oberflache verkiirzt die beiden relevanten Langenskalen
des Casimir-van der Waals-Potentials, Formel (3.23), und dies fiihrt natiirli-
cherweise auch zu einer Verkleinerung von p. Aus (6.7) folgen die beiden
Grenzfille

lim p(e) = p(oc). lmp(e) =0 . (6.8)

E— 0O

Der zweite Grenzwert besagt, dal jegliche Wechselwirkung verschwindet,
wenn die Oberflache zum Isolator wird, wie es sein mu#f.

6.2 Verhalten von Wellenpaketen

Bevor wir nun mit der numerischen Analyse des Quantenreflexionsverhaltens
fiir Casimir-van der Waals-Potentiale beginnen, verschaffen wir uns, versehen
mit den Ergebnissen fiir homogene Potentiale aus dem vorangegangenen Ka-
pitel, nochmals einen Uberblick iiber die Kinematik des Reflexionsvorgangs.
Dabei werden wir insbesondere auf die Unterschiede zwischen den beiden
zum Tragen kommenden Potenzen o = (3,4) eingehen.

Die Zeitentwicklung eines am Potential quantenreflektierten Wellenpake-
tes entspricht der Reflexion einer freien Welle am Punkt » = Ar. Der Punkt
Ar markiert die Lage der scheinbaren Reflexionsebene. Wenn Ar > 0 ist,
dann wird das Teilchen scheinbar vor dem Erreichen der Oberflache reflek-
tiert, was im Vergleich zum freien Teilchen zu einem Zeitgewinn fiihrt. Ist
aber Ar < 0, so scheint es, als ob das Teilchen erst hinter der Oberflache
reflektiert wiirde. Dies fithrt im Vergleich zum freien Teilchen, das nur bis
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Abbildung 6.1: Schematische Darstellung des Quantenreflexionsvorgangs. Ei-
ne vorzeitig reflektierte Welle (Zeitgewinn) erscheint als vor der Oberflache
reflektiert. Dagegen erscheint eine verzogert reflektierte Welle (Zeitverlust)
erst hinter der Oberflache reflektiert zu werden. Physikalisch findet die Re-
flexion in der Quantenregion statt.

—

r = 0, also zur Oberfliche und zuriick wandert, zu einem Zeitverlust. Die
Transversalbewegung des Teilchens ist frei, wenn, wie hier und im folgenden
immer angenommen, das Atom-Oberflachen-Potential translationsinvariant
in diesen Richtungen ist. Die Illustration in Abbildung (6.1) stellt schema-
tisch die extremen Unterschiede des Quantenreflexionsverhaltens zwischen
Ar < 0 (delayed reflected wave in 6.1) und Ar > 0 (advanced reflected
wave in 6.1) dar. Im weiteren wird nun untersucht, wie das Zusammenspiel
der unterschiedlichen Potenzen in einem Casimir-van der Waals-Potential die
Kinematik eines quantenreflektierten Teilchens veréndern.

6.2.1 Modellpotentiale

In unseren weiteren Untersuchungen benutzen wir drei Modellpotentiale. Wir
werden diese Potentiale im folgenden nur in skalierter Form angeben, da
die unskalierte Form keine weiteren Einsichten in ihr Verhalten erschlieflen
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wiirde.
Das von Shimizu [39] eingefiihrte Potential

1

Vs(x) = —PQW

, (6.9)

ist eine sehr einfache Verallgemeinerung der beiden Grenzfélle (6.1). Trotz
seiner Einfachheit reproduziert dieses Potential experimentell gemessene Re-
flexionswahrscheinlichkeiten sehr gut. Mit dem entsprechenden p-Wert konn-
ten in [39] die Ergebnisse fiir metastabiles Neon auf Silizium und Glas fiir
kleine Energien und in [9] fiir Helium auf Quarz fiir hohe Energien hervor-
ragend reproduziert werden. Ein weiterer Vorteil des Shimizupotentials ist
die analytische Losbarkeit der Schrodingergleichung an der Schwelle. Die ge-
naue Herleitung der Schwellengesetze ist wiederum im Anhang zu finden. Als
Schwellengesetze findet man, ausgedriickt durch Bessel- und Neumannfunk-

tionen
Jo(2p)J1(2p) + No(2p)N1(2p)
Ji(2p) + N7 (2p) ’
Jo(2p)J1(2p) + No(2p)N1(2p)
Ji(2p) + N7 (2p)

Die mittlere Streulédnge des Shimizupotentials ist negativ, aber endlich. Die-
ses Ergebnis ist sehr interessant und wird sich auch bei den anderen beiden
Modellpotentialen wiederfinden. Es weist sehr deutlich auf das Zusammen-
spiel des —1/r3-van der Waals-Anteils und des —1/r*-Casimir-Polder-Anteils
hin, das mehr ist als eine bloBe Uberlagerung von zwei Potenzpotentialen. Der
van der Waals-Anteil erzeugt eine negative Streuldnge, der Casimir-Polder-
Anteil macht diese endlich.

Obwohl das Shimizupotential experimentelle Melkurven der Reflexions-
wahrscheinlichkeit fiir verschiedene Systeme einwandfrei reproduzieren kann,
ist es vom theoretischen Standpunkt aus allerdings nicht ganz korrekt, weil es
das Verhalten im Fernbereich nicht richtig wiedergibt. Man findet die Asym-
ptotiken

lin% (k) ~T + 2Kp
(6.10)

a/l =—p

31613(1)1/3(:70) ~m st —;Jro(ﬁ) ; (6.11)
. 1 1 1 - ’
Q}LTOVS("E)N_FJFE_E+O(‘T ")

Das Verhalten im Nahbereich z — 0 stimmt mit dem Potenzverhalten von
Gleichung (3.18) iiberein, das Verhalten im Fernbereich, siche Gleichung
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(3.20), wird nicht korrekt reproduziert, dort mifite der zweite Term schon
mit der inversen sechsten Potenz gehen.

Das zweite Modellpotential kann als Verallgemeinerung des Shimizupoten-
tials aufgefaflt werden. Es wurde in [14] eingefiihrt und in [17] auf eine ver-
besserte Form gebracht,

1+<&x

_ 2
VRA("L‘) = —p .T3<1+I+£I2)’

¢ =0,31608 . (6.12)

Diese rationale Approximation wurde anhand des exakten Potentialverlaufs
von Wasserstoff vor einer leitenden Oberfliche bestimmt, wie er in [30] be-
rechnet worden ist, und gibt damit das exakte Atom-Oberflichen-Potential
fiir Wasserstoff wieder. Damit besteht Hoffnung, auch fiir die dem Wasser-
stoff elektronisch &hnlichen Alkalimetalle einen verlafilichen Potentialverlauf
gefunden zu haben. Die rationale Approximation versagt sich einer analy-
tischen Behandlung ihres Schwellenverhaltens. Sie produziert allerdings das
richtige, asymptotische Verhalten,

lim Vea(z) ~ = 5+ —= + ———+0(2) , 613
. 111 B (6.13)
s Vea(@) ~ = G+ g5 ~ @ 7O

Zuletzt verwenden wir das Feinberg-Sucher-Holstein-Potential (FSH) [12,
24]. Urspriinglich fiir die Wechselwirkung zwischen zwei Atomen aus quanten-
elektrodynamischen Rechnungen hergeleitet, wurde es in [14] fiir die Atom-
Oberflachen-Wechselwirkung adaptiert,

2 T
Vesu(z) = —pQ@ arctan [%} . (6.14)

Eine analytische Behandlung des Schwellenverhaltens ist hier ebenfalls nicht
moglich. Auch das Verhalten der Asymptotiken im Nah- und Fernbereich ist
beim FSH-Potential nicht ganz so gut wie bei der rationalen Approximation,

1 4

glgli% VFSH(SL’) ~ — ; + W + O(l‘) y (6 15)
) 1 2 _ '
i Vesn(w) ~ = 23 + g5 + 067
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Abbildung 6.2: Phase fiir p = 0.5. Shimizupotential (6.9) (voll), rationale
Approximation (6.12) (gestrichelt), FSH-Potential (6.14) (gepunktet).

6.2.2 Phase, Orts- und Zeitverscheibung

Die Phase der Reflexionsamplitude, die wir in diesem Abschnitt betrachten,
ist in Ubereinstimmung mit den Skalierungsregeln (6.3, 6.6) eine Funktion

ok, B, B1) = 6 (kz, g—) ~ 4(r. p)

Dies kann leicht gesehen werden, wenn man die Ortsverschiebung betrachtet

Ar__11do(h, s, Bh) __1do(s,p)
I 20 dk -T2 dk

(6.16)

K=KQ

(6.17)

Jeder einzelne Wert von p représentiert viele mogliche Kombinationen von
(3, B4, wobei in der Natur nur wenige dieser Kombinationen realisiert sind.
Wir haben die Phasen und Ortsverschiebungen fiir Werte von p = 0.5,1,3
berechnet. Dieser Parameterbereich beinhaltet die interessantesten Regio-
nen der Wechselwirkung, nimlich p < 1, wo der —1/r3-Anteil dominant ist,
p > 1, wo der —1/r*Anteil dominant ist, und p = 1, wo beide Anteile der
Wechselwirkung zu gleichen Teilen beitragen. Auch wenn im folgenden keine
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Abbildung 6.3: Ortsverschiebung fiir p = 0.5. Shimizupotential (6.9) (voll),
rationale Approximation (6.12) (gestrichelt), FSH-Potential (6.14) (gepunk-
tet).

Zeitverschiebungen aufgetragen werden, so werden diese doch immer disku-
tiert. Die Graphen der Zeitverschiebung divergieren am Ursprung immer nach
der negativen Unendlichkeit, so dal daran viel weniger gesehen werden kann
als bei den Ortsverschiebungen.

Die Abbildungen (6.2, 6.3) zeigen die Phasen und die Ortsverschiebungen
fiir den Parameterwert p = 0.5. Das Verhalten der Phasen dhnelt dem in
Abbildung (5.1, 5.2) fiir ein reines van der Waals-Potential. Deutlich ist das
charakteristische, fiir —1/r3-Potentiale typische Maximum zu erknennen, das
in Schwellennéhe die Dominanz des van der Waals-Wechselwirkung erkennen
1aBt. Die Ortsverschiebungen sind fiir kleine Energien bis etwa kg ~ 0.8
negativ, also erfahren quantenreflektierte Atome mit einem kg, das kleiner
als 0.8 ist, eine Verzogerung im Vergleich zu einem sich frei bewegenden
Atom. Fiir ein reines —1/r3-Potential verhélt sich die Ortsverschiebung an
der Schwelle logarithmisch divergent (5.7). Hier aber ist zu erkennen, daf
die Ortsverschiebung endlich bleibt, obwohl der van der Waals-Anteil fiir
p = 0.5 die Wechselwirkung dominiert. Hier zeigt sich der Einflufi des —1/r%-
Anteiles, der in der Asymptotik  — oo immer vorhanden ist. Wie oben
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p=3

Abbildung 6.4: Phase fiir p = 3. Shimizupotential (6.9) (voll), rationale Ap-
proximation (6.12) (gestrichelt), FSH-Potential (6.14) (gepunktet).

bereits einmal bemerkt, ist die Casimir-van der Waals-Wechselwirkung mehr
als eine einfache Uberlagerung von Potenzpotentialen.

Die Abbildungen (6.4, 6.5) zeigen Phasen und Ortsverschiebungen fiir
den Parameterwert p = 3. In diesem Bereich dominiert der —1/r*-Anteil
der Wechselwirkung iiber einen sehr groflen Energiebereich. Das charakte-
ristische van der Waals-Maximum im schwellennahen Bereich ist hier fast
ganzlich verschwunden. Die Region negativer Ortsverschiebungen findet sich
nurmehr fiir den sehr eingeschrinkten Bereich ky < 0.02. Fiir groflere Ener-
gien dhneln sowohl Phasen als auch Ortsverschiebungen in ihrer Form dem
Schwellenverhalten eines reinen —1/r%-Anteils (5.9). Die Dominanz dieses
Anteiles fithrt zu Zeitgewinnen des quantenreflektierten Atoms im Vergleich
zum freien Atom. Die Tendenz zum Zeitgewinn ist am grofiten in unmittel-
bar schwellennahem Bereich, 0.1 < kg < 1, wo die Ortsverschiebungen ihr
Maximum haben.

Die Abbildungen (6.6, 6.7) zeigen Phasen und Ortsverschiebungen fiir
p = 1. In diesem Parameterbereich haben beide Wechselwirkungsanteile dqui-
valenten Einflul auf das Quantenreflexionsverhalten. Wieder finden wir das
charakteristische van der Waals-Maximum in der Ndhe der Schwelle. Es ist
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Abbildung 6.5: Ortsverschiebung fiir p = 3. Shimizupotential (6.9) (voll),
rationale Approximation (6.12) (gestrichelt), FSH-Potential (6.14) (gepunk-
tet).

hier allerdings schon nicht mehr so dominant wie auf den Abbildungen (6.2,
6.3) fiir p = 0.5. Fiir grofere Werte von k fallen die Phasen wesentlich schnel-
ler ab als fiir p = 0.5 und haben damit ebenfalls schon mehr Ahnlichkeit mit
reinem —1/r4-Verhalten, was durch einen Vergleich mit Abbildung (5.1) gese-
hen werden kann. Betrachtet man die Ortsverschiebungen, so wird dies noch
deutlicher. Die Ortsverschiebung bleibt negativ fiir Werte ko < 0.1, und das
bedeutet, daB ein Atom nurmehr sehr nahe an der Schwelle zeitverzogert
quantenreflektiert wird. Hingegen liegt fiir kg > 0.1 bereits ein Zeitgewinn
im Vergleich zum freien Teilchen vor.

Die vorangegangene Diskussion der numerischen Ergebnisse hat nicht nur
das Zusammenspiel der beiden Potenzen o = 3,4 fiir den Quantenreflexi-
onsvorgang herausgearbeitet, sondern auch Indizien fiir die Annahme ge-
liefert, daf§ die genaue Kenntnis der Formfunktion des Potentials eine eher
untergeordnete Bedeutung haben konnte. Das qualitative Verhalten aller drei
Modellpotentiale zeigt in den betrachteten Energiebereichen keinerlei auffalli-
ge Abweichungen voneinander, es ist nahezu identisch. Als wichtig stellt sich
vielmehr der kritische Parameter p heraus, der ganz erheblichen Einflufl auf
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p=1

Abbildung 6.6: Phase fiir p = 1. Shimizupotential (6.9) (voll), rationale Ap-
proximation (6.12) (gestrichelt), FSH-Potential (6.14) (gepunktet).

die Kinematik des Reflexionsvorgangs besitzt. Der Zahlenwert von p ent-
scheidet, ob ein Reflexionsvorgang fiir ein Atom oder ein scharf lokalisiertes
atomares Wellenpaket mit einer bestimmten Energie kg einer Zeitverzogerung
unterliegt oder einen Zeitgewinn erfahrt.

Die ausgesprochene Vermutung gilt allerdings nur fiir endliche Werte von
k. Bei der unten folgenden Diskussion der mittleren Streuldnge als Funktion
von p und einem Vergleich mit dem Verhalten der Schwellenlénge als Funk-
tion von p wird deutlich werden, dafl akkurat an der Schwelle die Kinematik
der Quantenreflexion viel stiarker von der Form des Potentials abhéingt als
die Reflexionswahrscheinlichkeit.

6.2.3 Kilassische Orts- und Zeitverschiebung

Die klassische Orts- und Zeitverschiebung wird wie in Kapitel 5 mit der For-
mel (4.26) berechnet. Verwendet man die oben beschriebenen Skalierungsre-
geln (6.3, 6.6), so kann der Ausdruck fiir die klassische Zeitverschiebung in
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Abbildung 6.7: Ortsverschiebung fiir p = 1. Shimizupotential (6.9) (voll),
rationale Approximation (6.12) (gestrichelt), FSH-Potential (6.14) (gepunk-
tet).

folgende, angenehme Form gebracht werden

2m [ 1

Dieses Integral kann leider fiir keines der drei Modellpotentiale analytisch
bestimmt werden. Schreibt man das Integral als eine Funktion 7, dann erhélt
man klassische Zeit- und Ortsverschiebung zu

2m p
Aty =—I1 | —
i hk’o 7 (I‘io) ’ =

Az =Arg/l = 7 ( r ) (6.19)

Ko

Die klassische Ortsverschiebung in Einheiten der intrinsischen Lénge [ ist hier
eine Funktion des Verhéltnisses p/kg. Im Gegensatz dazu ist die klassische
Ortsverschiebung eines homogenen Potentials durch ein einfaches Potenzge-
setz gegeben, siche Gleichung (5.18). Aber die Casimir-van der Waals-Wech-
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Abbildung 6.8: Vergleich zwischen quantenmechanischer Ortsverschiebung
und klassischer Ortsverschiebung fiir das Shimizupotential (6.9).

selwirkung ist ja eine gewisse Art von Mischung der Potenzen o = (3,4), so
daf} die klassische Ortsverschiebung nicht durch ein Potenzgesetz beschrieben
werden konnte.

In Abbildung (6.8) sind die quantenmechanische und die klassische Orts-
verschiebung fiir das Shimizupotential mit einem Wert p = 1 dargestellt. Die
quantenmechanische Ortsverschiebung ist wiederum kleiner als die klassische
Ortsverschiebung. Letztere divergiert an der Schwelle nach der positiven Un-
endlichkeit. In Schwellennéhe erfihrt das klassische Teilchen wiederum grofie
Zeitgewinne, wiahrend das quantenmechanische Teilchen eine negative Orts-
verschiebung erfihrt, gleichbedeutend mit groflen Zeitverzégerungen. Da der
Bereich der Potentialschwelle auch in diesem Falle der antiklassische Limes
der Schrodingergleichung ist, erwarten wir in der Tat dort auch die gréfiten
Unterschiede im Verhalten. Im Gegensatz dazu wird das Verhalten der Quan-
tenmechanik fiir grole Wellenzahlen ky wiederum und bis auf eine Propor-
tionalitdtskonstante klassisch. Das gefundene Verhalten ist fiir die rationale
Approximation (6.12) und das FSH-Potential (6.14) qualitativ gleich.

Allgemein bestétigt der Vergleich zwischen quantenmechanischem und
klassischem Verhalten die Ergebnisse des vorangegangenen Kapitels, daf3
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Abbildung 6.9: Mittlere Streuldnge als Funktion von p. Shimizupotential
(6.9) (voll), rationale Approximation (6.12) (gestrichelt), FSH-Potential
(6.14) (gepunktet).

namlich die quantenmechanische Ortsverschiebung immer kleiner ist als die
klassische Ortsverschiebung, dafl also die quantenmechanische Bewegung im-
mer langsamer verlduft als die eines klassischen Teilchens.

6.2.4 Schwellenléinge und mittlere Streuléinge

Die mittlere Streuldnge ist eine sehr wichtige Grofle, weil sie das Schwel-
lenverhalten der Phase und der Ortsverschiebung bestimmt. In Abbildung
(6.9) ist a/l fiir unsere Modellpotentiale aufgetragen. Das Verhalten der
mittleren Streuléingen ist fiir kleine p qualitativ &hnlich und zeigt, dafl im
van der Waals-Limes der Wechselwirkung keine wesentlichen Unterschiede
zwischen den Potentialen bestehen. Vom rein theoretischen Standpunkt aus
wird dieses Ergebnis durch die Nahfeldentwicklungen der Potentiale (6.11,
6.13, 6.15) vorhergesagt. Unterschiede zeigen sich erst, wenn p ungefihr
eins wird oder noch gréfer ist. Die mittlere, mit [ skalierte Streuldnge des
Shimizupotentials konvergiert gegen den endlichen Wert —0.25, wahrend die
der rationalen Approximation und des FSH-Potentials tendenziell gegen Null
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Abbildung 6.10: Schwellenldnge als Funktion von p. Shimizupotential (6.9)
(voll), rationale Approximation (6.12) (gestrichelt), FSH-Potential (6.14) (ge-
punktet).

streben, wenn p iiber alle Grenzen wichst. Dieses Verhalten der mittleren
Streuldangen kann theoretisch ebenfalls durch die Fernfeldasymptotiken (6.11,
6.13, 6.15) verstanden werden, insbesondere das abweichende Verhalten des
Shimizupotentials, das die korrekte Fernfeldasymptotik nicht reproduzieren
kann. Es ist in diesem Zusammenhang sehr interessant, das Verhalten der
mittleren Streuldngen mit dem der Schwellenléngen b/1, Abbildung (6.10),
zu vergleichen. Die Schwellenldngen aller drei Modellpotentiale verhalten sich
allesamt qualitativ &hnlich iiber p. Die quantitativen Unterschiede sind eben-
falls nur sehr gering. Daraus folgt, dal das Schwellenverhalten der Phasen
und damit der Quantenreflexionskinematik wesentlich empfindlicher von der
Form des Potentials abhéngt, als die Schwellenlénge, und damit das Schwel-
lenverhalten der Reflexionswahrscheinlichkeit, dies tut.

In den Abbildungen (6.11, 6.12) ist die mittlere Streuldnge in Einheiten
von 3, B4 aufgetragen. Die Grofe a/ 33 strebt fiir p — 0 in die negative Un-
endlichkeit. Dies zeigt in diesem Parameterbereich die Dominanz des —1/r3-
Anteils der Wechselwirkung an. a/f; geht fiir p — oo sehr schnell gegen
Null und deutet damit fiir diesen Parameterbereich einen schnell zuriickge-
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Abbildung 6.11: Mittlere Streuldnge auf der (3-Skala. Shimizupotential (6.9)
(voll), rationale Approximation (6.12) (gestrichelt), FSH-Potential (6.14) (ge-
punktet).

henden Einflufl des van der Waals-Anteils an und ein wachsendes Gewicht
des —1/r*-Anteils. Wir weisen wiederum darauf hin, daf§ alle drei Model-
le auf der f3-Skala, der van der Waals-Skala, nur marginale Unterschiede
zeigen. Dies wird wiederum durch die korrekte Reproduktion der Nahfeldas-
ymptotik verstindlich. Im Gegensatz dazu zeigt die Auftragung von a/(3, die
Unterschiede der Modellpotentiale. Wir weisen darauf hin, daf rationale Ap-
proximation und FSH-Potentials im Verhalten zueinander dhnlicher sind als
zum Verhalten des Shimizupotentials. Die Gro a/fy geht nach Null wenn
p gegen Null strebt. In diesem Parameterbereich ist der —1/r%-Anteil der
Wechselwirkung venachléssigbar, was anhand der Relation

a_a
B By

leicht gesehen werden kann. Fiir wachsende p hingegen wéchst der Einflufl des
retardierten Casimir-Polder-Anteiles in dem Mafe, wie der Einflufl des van
der Waals-Anteils zuriickgeht. Erst nach Erreichen eines Minimums strebt
auch a/(3; gegen Null.

(6.20)
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Abbildung 6.12: Mittlere Streulidnge auf der (34-Skala. Shimizupotential (6.9)
(voll), rationale Approximation (6.12) (gestrichelt), FSH-Potential (6.14) (ge-
punktet).

Experimentelle [39, 9] und theoretische, z. B. [23], Arbeiten iiber Quan-
tenreflexionswahrscheinlichkeiten vertreten die Auffassung, der nichtretar-
dierte van der Waals-Anteil der Wechselwirkung sei nur im Hochenergielimes
von Bedeutung, weil nur in diesem Falle ein einfallendes Teilchen {iber genug
Energie verfiige, um nahe genug an die Oberfliche zu gelangen und mit der
Nahfeldasymptotik zu wechselwirken. Die vorangegangenen Untersuchungen
iiber das Schwellenverhalten zeigen aber, dafy die mittlere Streulénge fiir al-
le Werte von p negativ ist. Dies zeigt deutlich, dafl der —1/r3-Anteil auf
das Verhalten der Phase und der Ortsverschiebung auch bei schwellennahen
Energien einen nicht zu vernachlassigenden Einflufl ausiibt.
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Kapitel 7

Metastabiler Wasserstoft

Dieses Kapitel behandelt die Quantenreflexion von metastabilem 2s-Wasser-
stoff an einer leitenden Oberfliche. Solange auf keinerlei andere Referenzen
hingewiesen wird, handelt es sich um die Darstellung von [16].

Die Unterscheidung zwischen kleinen und grofien Anstédnden zwischen
einem Atom und einer Oberfliche bezeichnet immer den Atom-Oberflachen-
Abstand z im Vergleich mit der Wellenlénge des elektrischen Dipoliibergangs
A,

- Anm he

Am = o Ba—E)] (7.1)
Der 2s-Zustand von Wasserstoff ist einzigartig in seiner Entartung mit dem
2p-Zustand, so daB die Wellenlinge des entsprechenden Ubergangs zwischen
diesen zwei Zustinden prinzipiell unendlich ist. Natiirlich hebt die Spin-
Bahn-Kopplung und die Lamb-Verschiebung diese Entartung auf und spal-
tet den 2p-Zustand in 2p3/; und 2p;/ auf und fithrt demgeméf zu endlichen
Ubergangswellenlingen. Der 2p1/2-Zustand liegt dann 0.16 x 107 a.u. un-
terhalb von 2s, und der 2ps/»-Zustand liegt 1.51 x 107% a.u. oberhalb von
2s. Dies fithrt auf Ubergangswellenléingen von Az ~ 10? a.u. (= 5 cm) und
Ao &~ 10% au. (= 0.5 cm). In bezug auf die Atom-Oberflichen-Wechsel-
wirkung ist dieser Abstand so grof, daf3 der Einfluf} der relativistischen und
quantenelektrodynamischen Korrekturen in guter Naherung vernachléssigt
werden kann.

Die unendliche Ubergangswellenléinge zwischen den entarteten Zustinden
2s und 2p wirkt sich im Fernbereich der Atom-Oberflichen-Wechselwirkung
durch eine Modifikation des Potenzverhaltens aus, weil die auf instantanem
Photonenaustausch beruhende van der Waals-Wechselwirkung gerade durch

65



66 KAPITEL 7. METASTABILER WASSERSTOFF

die unendliche Ubergangswellenléinge immer noch moglich ist und damit auch
im Fernbereich das —1/z3-Verhalten erhalten bleibt. Lediglich der van der
Waals-Koeffizient (5 ist in diesem Bereich ein anderer.

7.1 Eigenschaften von Wasserstoff

Fiir ein Wasserstoffatom in den sphérisch symmetrischen Zustdnden 1s und
2s vor einer idealleitenden Oberflache ist der van der Waals-Koeffizient Cy
gegeben durch Gleichung (3.19) und [4]

C5(1s) :1—12 (0,0]r*/0,0) =0.25 a.u.,
; (7.2)
C3(2s) =75 (L0 1,0) =35 au,

Das Superskript (0) in der zweiten Zeile von Gleichung (7.2) gibt an, da8 die-
ser van der Waals-Koeffizient nur fiir kleine Absténde giiltig ist. Das Potential
im Fernbereich ist gegeben durch Gleichung (3.20)

ZILIgOV(z)z—%
mirin 2 COS|T sin|x COS|T (73)
I A L e

2z
>\nm :

mit r = Im Langwellenlimes A, — oo wird daraus

lim V() ~ —% =Y O0[—(En — Ey)] %w . (7.4)

und da wir aufgrund der obigen Uberlegungen wissen, dafl in diesem Grenzfall
nur noch der Ubergang zwischen dem 2s- und dem 2p-Zustand beitrigt,
erhélt man schliellich

Gy 1[{1,0r[1, 1)

2—00 2,’4 12 23
C Cx(2

1
C5°(25) =15 (1, 0[r[ 1, 1> =225 au.
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Das Superskript oo in der dritten Zeile von (7.5) gibt an, daf} dieser van der
Waals-Koeffizient nur im Fernbereich gilt. Gleichung (7.5) zeigt allgemein,
wie die Entartung zwischen 2s- und 2p-Zustand das Potenzverhalten des
Atom-Oberflichen-Potentials verdndert. Die van der Waals-Wechselwirkung
bleibt in fithrender Ordnung erhalten, wahrend der retardierte Casimir-Pol-
der-Anteil nahezu bedeutungslos wird. Bedenkt man, dafi die Casimir-Polder-
Wechselwirkung ein Resultat zweiter Ordnung Stérungstheorie ist, so wird
klar, warum das so sein mufl: das Vakuumlichtfeld induziert eine Stark-
Verschiebung in den atomaren Niveaus, und im Falle der Entartung dominiert
die lineare Stark-Verschiebung {iber die quadratische Stark-Verschiebung.

7.2 Konstruktion des Potentials

Um ein Potential zu konstruieren, das die im vorangegangenen Abschnitt
hergeleiteten Grenzfille richtig reproduziert, orientieren wir uns an der ra-
tionalen Approximation (6.12) aus dem vorangegangenen Kapitel und [14]
und setzen ebenfalls eine rationale Approximation an

_C§(28) 1+ fz
23 1+gz

Vas(z) = (7.6)

Aus der Bedingung, daf8 (7.6) die in Gleichung (3.18) beschriebene Nahfeld-
asymptotik

C9(2 .
3( 5)+ A,

lim Vog(2) ~ — 7.7
Zli% 2 (’Z) 23 A2 ( )
korrekt wiedergeben muf, erhélt man folgende Beziehungen
Fod O 0.0002986 an
T 54mwC9(2s) T T
14 s
O ~0.0004646 au. | (7.8)

I =5 49 (2s)
foCp2s) 225 9

g C92s) 35 14

Die nédchsthohere Ordnung im Fernbereich wird durch die Casimir-Polder-
Stérke Cy(2s) beschrieben. Diese folgt aus der Dipolpolarisierbarkeit (3.21)
aq(2s) = 174 a.u., woraus mit (3.22) Cy(2s) = 2846 a.u. folgt. Dieser Wert
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wird durch die rationale Approximation fiir Wasserstoff (7.6) mit einer Ge-
nauigkeit von 5% wiedergegeben

1 1
Cy(2s) = C5°(2s) (— + —) ~ 2692 a.u. . (7.9)
fog
Da der retardierte Anteil der Wechselwirkung hier fiir grofe Entfernungen
nur einen verschwindend kleinen Beitrag liefert, liegt der Fehler von 5% im

Bereich ertréglicher Toleranz.

7.3 Das Verhalten der Quantenreflexion

Die Authebung der Niveauentartung durch die Lamb-Verschiebung bei Atom-
Oberflichen-Abstinden von z > 10® a.u. schrinkt den Energiebereich ein, in
dem das Potentialmodell (7.6) fiir die Quantenreflexion anwendbar ist. Aus
der verallgemeinerten Umkehrpunktbedingung (4.1) finden wir

RE2 C0(2s)

-~ —24
7 > e N 2x 107 (7.10)

Mit der Masse des Wasserstoffatoms m = 1837 a.u. findet man k > 1071°
a.u., erst fiir kleinere Wellenzahlen werden relativistische Korrekturen wirk-
sam. Die von uns betrachteten Wellenzahlen liegen im Bereich 10~* — 1073
a.u., was bereits Temperaturen im Mikrokelvinbereich entspricht. Der Wert
k = 10~* a.u. entspricht dabei einer Geschwindigkeit von 5.4 x 1078 a.u., was
12cm/s entspricht. Wellenzahlen von k ~ 1071° a.u. entsprechen Tempera-
turen, die experimentell noch gar nicht zugénglich sind. In Abbildung (7.1)
haben wir die mit unserem Potential (7.6) berechneten Reflektivitaten loga-
rithmisch aufgetragen, nebst der Reflektivitdt des durch die rationale Appro-
ximation (6.12) gegebenen, exakten Wasserstoff-Oberflachen-Potentials. Wie
zu erwarten gewesen, zeigen die Ergebnisse fiir kleine Wellenzahlen einen
starken Einflul des langreichweitigen Anteils der Wechselwirkung, die vol-
le Kurve und die gepunktete Kurve liegen nahe beieinander. Erst fiir hohere
Energien erwarten wir, so wie es in [9] experimentell fiir die volle Casimir-van
der Waals-Wechselwirkung bereits auch bestétigt wurde, das Wirksamwer-
den der Nahfeldasymptotik. Im schwellennahen Bereich wird die Reflektivitét
universell durch Gleichung (4.22) beschrieben,

lim |R(k)| ~ 1 — 2bk + O(k?) = exp[—2bk] + O(k?) (7.11)

k—0
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Abbildung 7.1: Reflektivitdten von 2s-Wasserstoff im Vergleich mit 1s-
Wasserstoff. Die volle Linie zeigt das mit (7.6) erhaltene Ergebnis. Die ge-
strichelte und gepunktete Linie zeigen die Ergebnisse von homogenen —1/23-
Potentialen mit den entsprechenden Nahfeld- und Fernfeldstérken (7.2, 7.5).
Die strich-punktierte Linie zeigt den Wasserstoffgrundzustand an.

wobei die Schwellenléinge fiir homogene —1/z3-Potentiale gegeben ist durch
b=mpl3 = 25—7303. Der Zusammenhang von Schwellenléinge und Potentialstérke
erklart auch, warum die Reflektivitédt fiir den Wasserstoffgrundzustand um
so vieles grofer ist als fiir den 2s-Wasserstoff. Die Schwellenlédnge des Wasser-
stoffgrundzustandes ist b(1s) = 540 a.u., wihrend sie fiir den 2s-Wasserstoffs
b(2s) = 25600 a.u. ist. Das Atom-Oberflachen-Potential des Wasserstoff-
grundzustandes ist also wesentlich schwécher als das des im 2s-Zustand an-
geregten Wasserstoffs und je schwicher ein Potential, desto hoher die von
ihm erzeugte Reflektivitit.

Die ungewohnlichen Eigenschaften des 2s-Wasserstoff-Oberfliachen-Poten-
tials zeigen sich noch eindrucksvoller in der Phase der Reflexionsamplitude.
Die Abbildungen (7.2, 7.3) zeigen die Phasen der Reflexionsamplitude und
die scheinbare Ortsverschiebung, die das Wasserstoffatom wéhrend des Re-
flexionsvorgangs erfahrt. Wieder zeigt es sich, dafl im schwellennahen Bereich
das Gesamtverhalten mit dem Fernfeldverhalten iibereinstimmt, wiahrend be-
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Abbildung 7.2: Phase der Reflexionsamplitude. Die volle Kurve zeigt wieder-
um (7.6), wihrend die gestrichelte und gepunkete Kurve jeweils die —1/23-
Asymptotiken zeigen.

reits fiir Wellenzahlen k& ~ 0.0005 a.u. in der Phase die Nahfeldasymptotik
dominiert. Ein Vergleich mit Abbildung (7.1) zeigt, dafl die Reflektivitéit we-
sentlich lénger braucht, um in ihre Nahfeldasymptotik zu miinden. Deutlich
ist im Verhalten der Phasen auch das Schwellenverhalten (5.6, 5.7) fiir Poten-
tiale, die sich wie —1/z3 verhalten zu erkennen.

lim ¢ (k) ~ 7 — 2(kf3) In[k ] ) im, Ar ~ B3 In[koSs] . (7.12)
Die scheinbare Ortsverschiebung von 2s-Wasserstoff, dargestellt in Abbil-
dung (7.3), ist ein exemplarisches Beispiel fiir —1/23-Verhalten in der Natur.
Fiir Wellenzahlen & < 107 a.u. wird die Ortsverschiebung noch wesentlich
kleiner als die in der Abbildung dargestellten —3000 a.u. und erreicht das di-
vergente Verhalten eines reinen, homogenen —1/z3-Potentialschwanzes mit
fs = 2,09°(2s) ~ 8300 a.u. Diese stark negative Ortsverschiebung fiihrt zu
groflen Zeitverzogerungen, weil die durch die Ortsverschiebung bezeichnete
scheinbare Reflexionsebene sehr weit hinter die wahre Oberfliche zuriick-
weicht. Erst fiir Wellenzahlen, die im Bereich & = 107! a.u. liegen und
einer Entfernung 2z ~ 10% a.u. von der Oberfliiche entsprechen, dndert sich
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Abbildung 7.3: Scheinbare Ortsverschiebung. Die volle Kurve zeigt wieder-
um (7.6), wihrend die gestrichelte und gepunktete Kurve jeweils die —1/23-
Asymptotiken zeigen.

dieses Verhalten durch den EinfluB der Spin-Bahn-Kopplung und der Lamb-
Verschiebung, die zu Retardierungseffekten fithren. Eine mittlere Streulénge
ist damit, anders als in einem reinen —1/23-Fall, der allerdings in Rein-
form in der Natur nicht realisiert ist, wenn auch stark negativ, sehr wohl
definiert. Zum Vergleich haben wir auch die Ortsverschiebung fiir den Was-
serstoffgrundzustand aufgetragen, Abbildung (7.4), mit dem fiir diesen Fall
exakten Potential (6.12) fiir p = 1.77 [14]. Die Ortsverschiebung ist in die-
sem Falle negativ, aber endlich an der Schwelle und fiihrt auf eine mittlere
Streuléinge von @ = —52 a.u. Im Lichte der Ergebnisse des vorangegange-
nen Kapitels ist klar, welche Mechanismen fiir dieses Ergebnis verantwort-
lich sind. Im schwellennahen Bereich liefert der retardierte —1/z%-Anteil des
Potentials den Hauptbeitrag zur Quantenreflexion, aber dieser Beitrag zur
Ortsverschiebung ist aufgrund des Zusammenspiels beider Asymptotiken, des
—1/23-Anteils und des —1/z*-Anteils negativ, aber endlich. Der balancieren-
de Einflufl der Retardierung fehlt zwar auch im Falle von 2s-Wasserstoff nicht
vollkommen, aber er tritt nicht, siehe (7.5), in fithrender Ordnung auf und ist
somit nur von untergeordnetem bis kaum merklichem Einflufl. Der fiir grofie
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Abbildung 7.4: Scheinbare Ortsverschiebung fiir 1s-Wasserstoff, berechnet
mit (6.12).

z noch vorhandene —1/z3-Anteil fiihrt schlieBlich zu dem hier diskutierten,
fiir Atom-Oberflichen-Phénomene einzigartigen Verhalten.



Kapitel 8

Ein realistisches Modell fiir
eine Quantenreflexionsfalle

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir die Kinematik der Quantenre-
flexion analysiert und uns dabei hauptséchlich auf die Atom-Oberflichen-
Wechselwirkung konzentriert. Eine genaue Untersuchung der Quantenrefle-
xionswahrscheinlichkeit wurde bereits in [14] durchgefiihrt. In der Model-
lierung einer Quantenreflexionsfalle flielen diese Ergebnisse zusammen. Die
Darstellung in diesem Kapitel ist im wesentlichen durch [26] gegeben.

Die Quantenreflexion ist ein gegen duflere Einfliisse sehr unempfindlicher
Mechanismus, denn sie héngt einzig und allein von der Energie der beteilig-
ten Teilchen und der Stérke des Potentials ab. Die Idee, man koénne sich die
Quantenreflexion zunutze machen, um damit eine Falle fiir kalte Atome zu
konstruieren, scheint in diesem Zusammenhange eine nur zwingende Folge-
rung zu sein, denn die benotigten Zutaten, hohe Reflexionswahrscheinlich-
keiten fiir niederenergetische Atome an der Quantenregion eines Atom-Ober-
flachen-Potentials, werden von der Natur frei Haus zur Verfiigung gestellt.
Eine kiinstliche Erzeugung des Fallenpotentials, wie es bei der vielseitig ver-
wandten harmonischen Falle vonnoten ist, kann bei der Nutzbarmachung der
Atom-Oberflachen-Wechselwirkung also entfallen.

Experimentell konnte eine Quantenreflexion eines Bose-Einstein-Konden-
sates an einer Siliziumoberfliche bereits nachgewiesen werden [35]. Das be-
sondere an diesem Experiment ist, dafl die Quantenreflexion bei senkrechtem
Einfall beobachtet werden konnte; alle anderen Experimente zur Quantenre-
flexion benutzten lediglich einen streifenden Einfall der Teilchen. Es wurden
dabei Reflexionswahrscheinlichkeiten von 50% und mehr gemessen.
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Die Ergebnisse dieses Experiments warfen die interessante Frage auf, ob
und inwieweit es moglich sei, Atome in einem Hohlraum allein durch den
Effekt der Quantenreflexion zu fangen. Dazu entwickeln wir im weiteren ein
einfaches, aber sehr realistisches Modell einer Quantenreflexionsfalle. Thre
Modellierung fufit auf der oben erwiéhnten Analogie zwischen Potenzpoten-
tialschwénzen und Stufenpotential im Limes kleiner Energien. Diese Analogie
ist zur Konstruktion einer Falle mafigeschneidert, vereinfacht sie doch gerade
im physikalisch interessanten Niederenergiebereich die Gegebenheiten ganz
erheblich.

8.1 Realistische Modellierung der Falle

Zur Modellierung einer Quantenreflexionsfalle betrachten wir zwei planparal-
lele Wénde an den Orten z = L und z = —L. Die durch die Wénde erzeugte
Atom-Oberflichen-Wechselwirkung wird hauptséchlich durch das retardierte
Casimir-Polder-Potential beschrieben. Dies folgt aus allen vorangegangenen
Untersuchungen zum Verhalten der Quantenreflexion bei Atom-Oberfléchen-
Wechselwirkung. Insbesondere auf [14] sei verwiesen, wo numerische Werte
fiir den kritischen Parameter p fiir Alkaliatome und Wasserstoff aufgelistet
sind. Diese Werte von p sind alle gréfer als 1, und somit stellt der retardierte
Anteil der Wechselwirkung den Hauptbeitrag. Im weiteren vernachléssigen
wir den van der Waals-Anteil vollkommen. Dies ist, wie wir sehen werden,
gerechtfertigt, weil wir annehmen, daf§ die im allgemeinen endliche mittle-
re Streulinge a sehr klein ist gegeniiber den Abmessungen der Falle, also
a << L. Dariiber hinaus nehmen wir an, dafl die Wande des Hohlraumes
einen ausreichend grofien Abstand voneinander haben, so daf§ das Lichtfeld
des Vakuums dazwischen iiber kontinuierliche Moden verfiigt.

Das Potential zwischen den beiden Wénden kann damit angenommen

werden zu
h2 53 1 1
U(z):_Qm ((L—z)4+(L+z)4) : (8.1)

Die Wénde der Falle konnen dabei entweder ideal leitend oder dielektrisch
sein, die Materialeigenschaften der Wénde beeinflussen nicht die Form des
Potentials, sondern nur die Potentialstérke ;. Die Niederenergieeigenschaften
der Quantenreflexion werden allein durch zwei Parameter bestimmt, b die
Schwellenldnge und @ die mittlere Streuldnge. Fiir ein Casimir-Polder-Poten-
tial haben diese die Werte b = (3, und a = 0. Da die Quantenreflexion
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Abbildung 8.1: Schematische Darstellung einer planparallelen Quantenrefle-
xionsfalle im Vergleich zu unserer Modellierung durch ein Stufenpotential.
Physikalisch werden die Atome in der Falle an den Quantenregionen des
Atom-Oberflachen-Potentials reflektiert, die sich in einigem Abstand vor je-
der der Wénde befinden. In Schwellennéhe zeigt die Reflexionsamplitude ein
Verhalten wie fiir ein Stufenpotential mit der Lange 2L.

hauptséchlich bei niedrigen Energien von Relevanz ist, kann man sich die
im Niederenergiebereich existierende Analogie zwischen einem Potenzpoten-
tialschwanz und dem Stufenpotential zunutze machen, um das Fallenpoten-
tial (8.1) so zu modellieren, dafl das Modell zwar fiir kleine Energien iiber
dieselben Eigenschaften wie (8.1) verfiigt, aber rechnerisch einfacher zu hand-
haben ist. Wir setzen daher ein Stufenpotential als Modell an

R 0|z — L]

U(Z) = —% b2

(8.2)

Ein Vergleich zwischen (8.1), (8.2) ist in Abbildung (8.1) dargestellt. Im
Modellpotential (8.2) représentieren die Kanten der Stufe die Quantenregion,
in der die Quantenreflexion geschieht. Alle Teilchen, die iiber die Kanten der
Stufen hinweg transmittiert werden, entsprechen den Teilchen, die nicht an
der Quantenregion reflektiert werden. Diese transmittierten Teilchen sind fiir
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das Fallensystem verloren, sie kommen nahe genug an die Wénde der Falle
heran, um aus dem Verkehr gezogen zu werden, durch inelastische Streuung
mit den Oberflachenatomen oder Adsorption.

8.2 Beschreibung der Zeitentwicklung

In diesem Abschnitt geben wir eine theoretische Beschreibung der Zeitent-
wicklung von Wellenpaketen in unserem Modellpotential (8.2). Die Zeitent-
wicklung wird durch die zeitabhéingige Schrédingergleichung gesteuert

9 e 0] -1

mit der Randbedingung, dafl U(z,t = 0) = A(2)0[L — |z|] ein atomarer, auf
den Raumbereich der Falle eingeschrinkter Anfangszustand zum Zeitpunkt
t = 0 ist. Die Formfunktion A(z) wird erst weiter unten genauer spezifiziert
werden.

8.2.1 Quantenmechanische Zeitentwicklung
Mit der Einfiihrung der natiirlichen Skalierung x = z/L folgt die Schrodin-

gergleichung zu

i%\l’(xﬂ') = (—a—; — 0?0 [|x| - 1]) U(z, 1) |, (8.4)

wobei die skalierte Potentialstérke und die skalierte Zeit gegeben sind durch

L t y 2mL?
g = — T = — —=
b’ to ° 7

(8.5)

Die zeitabhéngige Schrodingergleichung (8.4) wird durch eine Fourierentwick-
lung gelost

drA(K)p,(z) exp[—ik*T] |

-/ 1 (8.6)
/ .
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Geht man mit (8.6) in (8.4) ein, so findet man die stationdre Schrodinger-
gleichung fiir die gestauchten Basisfunktionen ¢, ()

92
[@ + (k* + %0 [|z| - 1])] ou(x) =0, K=kL | (8.7)
deren Losung Eigenzustinde von gerader Paritét,
2 [ ¢ (k) cos|kz] 1 k2 >0
g — ¢ . <

Pr(T) - { (k) cosh]|k|z] k2 <0 [ lz[ <1 (8.8)

und ungerader Paritét,
>

o) = 2 { cs<(/{) sin[kz] c k2 >0 } o<1, (8.9)

7 | (k) sinh[|k|x] :Kk? <0

sind. Im AuBenbereich, also jenseits der Potentialstufe, ist die Losung von

(8.7) gleich

ou(x) = \/gsin [\/mx+5c>7;<(/£)} N P S (8.10)

Durch Benutzung der logarithmischen Kopplungsbedingung im Punkt |z| = 1
erhélt man die Koeffizientenfunktionen

K2 +0-2 K2 +0-2
el (k) = , co(r) = ;
o (k) \/,‘42 + 02 cos?[k| (%) \/;-@2 + 02 cosh?[k]

I{Q +0-2 I{Q +0-2
o (k) = . S (k) =
< (%) \/HQ + 02 sin?[k] - (%) \//{2 + 02 sinh?[k]

Die Struktur des Modells fithrt nicht nur auf Basisfunktionen unterschied-
licher Symmertrie, sondern unterscheidet auch in Basisfunktionen oberhalb
und unterhalb der Stufe. Um die Notation moglichst einfach zu halten, fiithren
wir folgende Abkiirzung ein

(8.11)

[ st ente) = / T dnf7 (e, )2 (1) + / Tkt )es(@) . (812)

Diese Abkiirzung bedeutet, daf} ein ohne Grenzen geschriebenes Impulsraum-
integral im folgenden immer die Aufspaltung des Integranden in Anteile ober-
halb und unterhalb der Stufe meint.
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Man kann zeigen, dafl die gefundene Basisentwicklung die Kausalitatsbe-
dingung erfiillt. Dies zeigt man anhand des Propagators. Der Propagator des
Problems ist gegeben durch

Gz, t—1t) = /d/@goﬁ(x)goﬁ(x') exp[—ir*(t —t')] . (8.13)
Die Kausalitatsbedingung verlangt nun, dafl gilt
}H? Glx, o't —t') = /d/@gpn(:c)go,i(:c') =0(z—2a') . (8.14)

Im Fall 0 = 0 (kein Potential) ist bekannt, daf§ die Basisfunktionen diese
Bedingung erfiillen, denn der Propagator eines freien Wellenpaketes ist ana-
lytisch zugénglich. Die Bedingung (8.14) fiir den Fall ¢ > 0 kann nicht mehr
analytisch bestimmt werden. Numerische Uberpriifungen aber zeigen, daf8 die
Aufspaltung der Basismoden in Bereiche oberhalb und innerhalb der Stufe
auf die Kausalitat keinerlei Einflufl hat, wie dies auch sein muf.

Um zu untersuchen, inwiefern sich die Anwesenheit des Fallenpotentials
auf den Zerfall des Anfangszustandes W(x,t = 0) auswirkt, betrachten wir
die iiberlebende Teilchendichte als Funktion der skalierten Zeit

p(T) = /1 p(z,7)dr = /1 U (2, )0 (z, 7)dx

/ dx / dr / dr' Ak 0 (2) 0w () exp|—i(k2 — K2)1]

Die numerische Berechnung des Dreifachintegrals in Gleichung (8.15) ist
sehr kompliziert und wird zudem erschwert, weil es sich beim Integranden
um stark oszillierende Funktionen handelt. Selbst mit einer Monte-Carlo-
Integration ist es schwer, eine ausreichende Genauigkeit zu erreichen. Wendet
man aber die Kontinuitéatsgleichung an

(8.15)

a ' $:1
G ==t
=1 6\1/(35 7_) =1 (816)
| N |
| —s{\If (@ 20D } o

so kann man die Ortsraumintegration sparen, und das Problem reduziert sich
auf die Berechnung zweier unabhéngiger Impulsraumintegrale, was numerisch
mit sehr guter Genauigkeit durchfithrbar ist. Die zeitintegrierte Stromdichte
ergibt dann die iiberlebende Teilchendichte in der Falle.
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8.2.2 Semiklassisches Modell der Zeitentwicklung

In diesem Abschnitt formulieren wir eine semiklassische Vorstellung fiir die
Quantenreflexionsfalle. Sie wird helfen, die quantenmechanischen Vorgénge
mit unserem von der klassischen Welt geprigten Anschauungsverstand in
Einklang zu bringen. Um die Quantenreflexionsfalle semiklassisch zu model-
lieren, gehen wir zuerst von einer )-funktionsartigen Phasenraumdichte aus
No [ 6(p—po) +(p+po) :|2| <L

p(z,p,t=0) = E{ 0 el > L (8.17)

Diese Phasenraumdichte enthélt genau Ny links- und rechtslaufende Teilchen.
An den Kanten |z| = L nehmen wir an, dal mit der Wahrscheinlichkeit P
eine Reflexion eintritt. Die Querungszeit Ty ist die Zeit, die ein Teilchen mit
einer Geschwindigkeit vy von einer Kante zur anderen benétigt,

2L 2Lm

O p— p—
Vo Do

Ein Bruchteil der Teilchen erreicht die Stufe nach der Zeit At. Da At in
Einheiten von T gemessen wird, folgt aus ihrem Verhiltnis ein Faktor, der
den Teilchenverlust beschreibt:

(8.18)

UQAt At
A = = —
XTOL T

Mit der angenommenen Reflexion an den Kanten kann man folgenden Ansatz
fiir den Teilchenverlust im Zeitintervall At machen:

AN At
S (1-P)Ay=(1-P)=
= 0-PM=(1-P)F

Dieser Ansatz besagt, daf§ der Faktor Ay, multipliziert mit der Wahrschein-

lichkeit (1 — P) den Anteil der Teilchen beschreibt, der tiber die Kanten

hinweg transmittiert wird und damit fiir das System verloren ist. Daher mufl

die rechte Seite gleich dem Verhéltnis von Teilchenzahldnderung AN und

Anfangsteilchenzahl Nj sein. Schreibt man (8.20) als Differentialgleichung
dN Ny

= 0=Pg (8.21)

dann erhélt man daraus die Teilchenzahlénderung fiir das Intervall 0 < t < T

(8.19)

(8.20)

N(t) = No (1 (- p)Ti) ~ N(Ty) = PN, . (8.22)
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Als Ergebnis haben wir erhalten, daf§ genau nach einer Querung die Teil-
chenzahl gegeben ist als N(7y) = PNy. Durch Rekursion finden wir nach n
Querungen fiir das Zeitintervall (n — 1)Ty < t < nTj

N(nTy) = P"N, . (8.23)

Aus Gleichung (8.22) folgt damit, dafl die im Raumbereich der Falle |z| < 1
verbleibende Teilchenzahl grofer ist als fiir P = 0, wie es auch sein sollte.

Als néchsten Schritt wéhlen wir eine stetige Impulsraumdichteverteilung
p(p,t = 0). Die Reflexionswahrscheinlichkeit ist dann ebenfalls eine stetige
Funktion des Impulses, P = P(p). Die Impulsraumverteilung ist auf die
Anfangsteilchenzahl normiert

Ny = /p(p,t =0)dp . (8.24)

Aus dieser Beziehung folgt, daf sich die zeitliche Anderung der Dichte ver-
halten muf} wie (8.23), also

p(p,n(p)T,) = P*P (p)p(p,t =0) | (8.25)

wobei n(p) =t/T, = (tp)/(2mL) die vom Teilchenimpuls abhéngige Anzahl
der Querungen ist und t die Zeit, die ein Bruchteil der verteilten Impulse
benotigt, um eine der Kanten zu erreichen. Da alle beteiligten Funktionen
stetig vom Impuls abhéngen, wird die Impulsraumdichte nach n(p) Querun-
gen eine stetige Funktion der Zeit

p(p,t) = Paz'(p)p(p,0) (8.26)

und wenn wir als Reflexionswahrscheinlichkeit den Ausdruck der Quantenre-
flexion (4.22) annehmen, dann haben wir schlielich

kbp
p(p,t) = exp [—4mt] p(p,0) =
k2t

ps(t) = /0 " dkexp {_42%} o(k.0) (8:27)

Das in Gleichung (8.27) gegebene Verhalten der zeitabhédngigen, iiberleben-
den Dichte ist semiklassisch, weil zu seiner Herleitung die Vorstellung klassi-
scher Trajektorien benutzt wurde. Eine quantenmechanische Beigabe ist die



8.2. BESCHREIBUNG DER ZEITENTWICKLUNG 81

Form der Reflexionswahrscheinlichkeit, wie sie aus der Theorie der Quanten-
reflexion folgt. Da das verwendete Exponentialgesetz nur im schwellennahen
Bereich korrekt ist, erwarten wir, daf§ unser semiklassisches Modell erst fiir
grofle Zeiten wirklich gute Ergebnisse liefert. Weiter unten werden wir aber
sehen, dafl es auch fiir kleinere Zeiten keine schlechten Ergebnisse produ-
ziert. Eine weitere quantenmechanische Beigabe ist die Impulsraumdichte-
verteilung p(k,0). In sie gehen nur die oberhalb der Potentialstufe liegenden
Zusténde ein, denn alle Zusténde innerhalb der Stufe haben kein klassisches
Gegenstiick. Die genaue Form der Impulsraumdichte mufl gewéhlt werden als

p(k,0) = [A(K)[* (8.28)

A(k) ist die Impulsraumtransformierte des Anfangszustandes ¥(z,0).

8.2.3 Quantenmechanische Asymptotik fiir grofle Zei-
ten

Wir leiten hier nun eine, rein von der Quantenmechanik ausgehende, Asym-
ptotik der iiberlebenden Dichte fiir grofle Zeiten her. Weiter unten, wenn
wir zur Diskussion der Ergebnisse kommen, werden wir sehen, dafl die rein
quantenmechanische Asymptotik mit der semiklassischen Néherung (8.27)
iibereinstimmt. Hier werden wir sehen, warum dies so sein muf}. Unser Aus-
gangspunkt ist die zeitliche Korrelationsfunktion der Basisfunktionen

C(r) = / " drexplin®r] (97 ()07 () + / " drexplin®t] (o2 (@) 0% (@)
_2 /OOO dr exp|—ir?7] | (r)|? (1 + sir;[i%])

T
2 [° inh[2
+—/ dr explir?t] |c= (k)| (1 + = [ K])

T Jo 2K

(8.29)
Die Korrelationsfunktion C(7) beschreibt, wie sich die zum Zeitpunkt 7 = 0
stationdren Zusténde zeitlich verédndern, sie beschreibt die Verdnderungen
zwischen dem Zeitpunkt 7 = 0 und einem spéteren Zeitpunkt. Die Funktio-
nen | (k)[?, | ()|, siehe Gleichung (8.11), beschreiben die Zustandsdich-
ten oberhalb und innerhalb der Stufe. Diese Zustandsdichten besitzen Reso-
nanzen fiir bestimmte Energiewerte x,. Die Resonanzen liefern die Haupt-
beitrage zur Zeitentwicklung, die Gebiete zwischen ihnen tragen hingegen
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nur verschwindend bei. Da also die Resonanzen immer durch Gebiete nied-
riger Zustandsdichte getrennt sind, kann man sie ndherungsweise als isoliert
betrachten und durch Breit-Wigner-Formen beschreiben

e = Y T (5.30)

T

Gehen wir damit in (8.29) ein, so finden wir

exp|—ik 7'] sin|[2k]

et (T
explik T] sinh[2k]
1 - - -

T Z/ (kr — k)2 + 312 ( * 2K

Der Bereich unterhalb der Stufe verfiigt nur iiber eine geddmpfte Zustands-
dichte. Sein Anteil kann daher ebenfalls vernachléssigt werden, so dafl ledig-
lich

(8.31)

2 .
exp|—ik’T] sin|[2k]
1 .32
Z/ (kr — K)? iFZ( + 2K (8.32)

verbleibt. Das Impulsraumintegral in (8.32) kann mit Hilfe des Residuensat-
zes berechnet werden, wenn man die reelle Impulsachse in eine imaginére
Impulsachse iiberfiihrt und die Singularititen bei Kk = K, — %Fr ausnutzt.
Man findet

T) ~ 42 exp [~ (F;:T_ i) 7] (1 - sin[QHT]) exp[—k, 7] . (8.33)

2K,

Als néchstes bestimmen wir die Gestalt der Resonanzbreiten I',. Dazu ver-
gleichen wir die exakte Zustandsdichte |¢>(x)|” und die Breit-Wigner-Form
(8.30) am Ort einer Resonanz x, und finden

2 _ 4&% + o2 cos|k,]
T K2+ 02

(8.34)

Ist das Potential ausreichend tief, so daf fiir die niedrigste Resonanzenergie
in guter Naherung gilt x1/0 << 1, dann folgt

2 2
r2 z4ﬁ—§ +4 (1 — H—) cos’[k1]
o

o2

2
T, QQE\/l + cos?[k1] (0—2 — 1)
o K3
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Diese Naherung ist gerechtfertigt, weil man fiir die unterste Energie schreiben

kann
K2 = (g + e(a)) . (8.36)

Dabei ist 7/2 der kleinste Impulseigenwert eines Kastens mit unendlich hohen
Potentialwinden und €(o) ein Korrekturterm, der eine Funktion von o ist und
die Endlichkeit der Potentialstufe beschreibt. Ist o grof§ genug, dann ist fiir
die niedrigste Resonanzenergie (o) ~ 0 hinreichend gut erfiillt.

Die niedrigste Resonanz tragt die grofite Zustandsdichte und ist im Limes
grofler Zeiten die einzige, die noch zur Zeitentwicklung beitragen kann, da
sie am langsamsten zerfallt. Wir konzentrieren uns daher auf sie und ver-
nachléssigen alle hoheren Resonanzen. Dann wird (8.33) zu

exp [—i (k1 — 11%) 7] L+ sin[2k;]
2/‘61

lim C(7) = Cy(1) =~ 4

T—00 Fl

) exp|—r1 7]
(8.37)

Die Wahrscheinlichkeit, mit der ein Zustand zur Zeit 7 noch vorhanden ist,
148t sich aus der Korrelationsfunktion berechnen

Cl (T)
C1(0)

2
= exp[—2r1 17| (8.38)

R -|

und unter Benutzung von (8.35) finden wir

i =om |- st (G -1)o| e

Mit kf = (5 + e(a))2 ~ 72/4 wird (8.39) niherungsweise zu

2
Pi(7) =~ exp {—4ﬁ7} : (8.40)
o

was genau dem durch semiklassische Uberlegungen hergeleiteten Zerfallsge-
setz (8.27) entspricht. Das exponentielle Zerfallsgesetz (8.40) erklért, warum
das semiklassische Modell im Limes grofler Zeiten mit dem exakt quantenme-
chanischen Ergebnis iibereinstimmt. Der Ansatz zur Beschreibung der iiber-
lebenden Dichte kann in allgemeiner Form gemacht werden,

ps(T) = /000 dip(k, 7 =0)P(k,T) = /000 de |A(K)|? P(k,T) . (8.41)
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Dieser Ansatz geht davon aus, man kénne den zeitlichen Zerfall der Impuls-
raumdichte p(k, 7 = 0) = |A(x)|?, die gleich der Zustandsdichte des Anfangs-
wellenpaketes entspricht, dadurch beschreiben, dafl man jedem Impulsanteil
zu einer bestimmten Zeit 7 eine Wahrscheinlichkeit P(k, 7) zuordnet, die an-
gibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit dieser Anteil noch nicht zerfallen ist.
Wie gut dieser Ansatz das quantenmechanisch exakte Ergebnis erfiillt, hingt
davon ab, wie gut P(k,7) bestimmt werden kann. Verwendet man nur das
exponentielle Zerfallsgesetz des niedrigsten Zustandes (8.40), dessen Impuls-
argument wieder als freie Variable x anzunehmen ist, dann ist klar, daf diese
Néherung erst dann gut werden kann, wenn alle Zustdnde hoherer Energien
schon zerfallen sind und der Zerfall sich hauptséchlich auf die Zustdnde der
niedrigsten Resonanz beschrankt. Dies ist aber genau im Limes grofler Zeiten
erfiillt, weil Zustdnde niedriger Energie am langlebigsten sind.

8.3 Das Verhalten der zeitabhéingigen Dichte

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Zeitentwicklung eines in der Falle
befindlichen Wellenpaketes. Als Anfangszustand haben wir gewé#hlt

U(z,t =0) = Nexp [—a )%H O[L —|z]] . (8.42)

Die Formwahl des Anfangszustandes ist in gewisser Weise arbitrar, weil sie
nur einen geringen Einflufl auf die tatséchliche, zeitliche Entwicklung ausiibt.
Ein Unterschied besteht lediglich fiir die Schérfe der Anfangsverteilung. Nicht
scharf lokalisierte Anfangsverteilungen, die schon zu Beginn fast uniform iiber
den Raum verteilt sind, zerfallen zu Anfang auch schneller, weil mehr Dich-
tekomponenten an den Réndern liegen, als wenn die Verteilung zu Anfang
gut lokalisiert ist. Fiir groflere Zeiten spielen diese Unterschiede allerdings
keine Rolle mehr.

Fiir alle nachfolgenden Rechnungen haben wir einen Parameterwert von
a = 5 gewahlt. Allgemein ist zwar auch die Wahl des Breitenparameters
arbitrar, aber mit der Wahl a = 5 lassen sich, wie weiter unten gezeigt wird,
realistische Bedingungen fiir Natrium beschreiben.

8.3.1 Die zeitabhingige Ortsraumdichte

Die Kanten des Modellpotentials (8.2) bilden die Quantenregion des Poten-
tialverlaufs, an dem die Quantenreflexion des Wellenpaketes erfolgt. DieQuan-
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tenreflexion verhindert das freie Zerfliefen des Anfangszustandes, sie verlang-
samt seinen Zerfall. Um die Wirkung der Quantenreflexion eingehender zu
studieren, betrachten wir zuerst die Dichte als Funktion von skaliertem Ort
und skalierter Zeit, p = p(z,7) zu verschiedenen, diskreten Zeitwerten 7.
Eine Reihe von solchen Schnappschiissen ist in Abbildung (8.2) dargestellt,
in der p(x,7) als Funktion von z zu jeweils festem 7 aufgetragen ist. Das
ausgewahlte Zeitintervall 0.4 < 7 < 0.54 entspricht dabei in etwa einer At-
mungsperiode! des Wellenpaketes.

Ein freies Wellenpaket wiirde ungehindert zerflieBen. Die Wirkung der
Quantenreflexion dampft dieses ZerflieBen und erzeugt durch fortgesetzte
Reflexion der einzelnen Komponenten des Wellenpaketes an den Kanten des
Stufenpotentials stehende Wellen, deren zeitabhingige Ortsraumdichte als
Funktion des Ortes dieses Verhalten sichtbar machen kann. Im ersten Zeit-
schritt, 7 = 0.4, liegt das Dichtemaximum im Ursprung. Durch den durch die
Quantenreflexion verlangsamten Teilchenstrom iiber die Stufenkanten hinweg
fallt in den weiteren Zeitschritten das zentrierte Maximum in sich zusammen
und verlagert mehr Dichte an die Rénder hin. Zur Zeit 7 = 0.44 ist das Ma-
ximum erheblich abgeflacht, und die Dichte an den Réndern ist wesentlich
hoher als zu Beginn des Zyklus. Die Tendenz des Wellenpaketes zu zerflielen
verdeutlicht sich in allen weiteren Zeitschritten noch mehr, denn die durch
sie in der Dichte erzeugte Drift zu den Réndern hin fithrt schliellich zur Aus-
bildung zweier, symmetrisch angeordneter Maxima und eines Minimums in
der Mitte der Falle. Ohne Quantenreflexion wiirde es gar nicht erst zur Aus-
bildung dieser symmetrischen Maxima kommen, weil die seitwérts driftenden
Dichteanteile ungehindert abflieBen konnten. Die durch die Kanten der Stufe
induzierte Quantenreflexion aber bewirkt hier quasi eine Stauung, die sich
in der Ausbildung der Maxima spiegelt. Zum Zeitpunkt 7 = 0.48 erfdhrt
das zentrale Minimum seine grofite Auspragung in diesem Zyklus, und die
Bewegung des Wellenpaketes kehrt sich um, indem die verbliebenen Dich-
teanteile von den Seiten zuriick in die Mitte strémen. Der Atmungszyklus
beginn damit von neuem.

Die Darstellungen in Abbildung (8.2) zeigen also anhand einer schnapp-
schuBartig aneinandergereihten Ortsraumdichte die Wirkung der Kanten des
Stufenpotentials auf das Wellenpaket. Der durch die Quantenreflexion indu-
zierte Riickstau von quantenreflektierten Dichteanteilen bildet sich mit ein-
wandfreier Deutung im Atmungsverhalten des Wellenpaketes ab. Fiir groflere

!Engl.: breathing mode.
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Abbildung 8.2: Ortsraumdichte p(z,7) als Funktion von z zur Potentialtiefe
o = 20 zu verschiedenen Zeiten 7. Angefangen oben links, 7 = 0.4, bis unten
rechts, 7 = 0.54, entspricht die Auftragung Ortsraumschnappschiissen im
Abstand von A7 = 0.01.
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Zeiten 7 > 1 allerdings wird die anféngliche, innere Struktur des Wellenpa-
ketes immer weniger wichtig. Dies fiithrt zu einer gleichméfligen, zentrierten
Verteilung der Restdichte iiber der Stufe, die durch die Quantenreflexion ver-
langsamt zerféllt. Die in Abbildung (8.2) dargestellten Atmungsvorgénge ha-
ben sich fiir groflere Zeiten weitgehend eingestellt, weil sich durch forgesetzte
Reflexion ldngst stehende Wellen ausgebildet haben. Die Atmung beschreibt
damit eigentlich die Formierung stehender Wellen. Sind diese ausgebildet,
kommt die Atmung zum Stillstand, und der Zerfall erfolgt gleichméafig.

8.3.2 Die iiberlebende zeitabhingige Dichte

Wir diskutieren nun die iiberlebende, zeitabhéngige Teilchendichte

1
ps(T) = / dxp(xz,T) . (8.43)
~1
Sie beschreibt den Anteil der anfénglichen Teilchendichte, der nach einer
Zeit 7 noch im Raumbereich —1 < x < 1 enthalten, also noch nicht zerfal-
len ist. Um den EinfluBl des Potentials (8.2) auf die zeitabhéngige Teilchen-
dichte zu untersuchen, berechnen wir sie fiir verschiedene Potentialtiefen o
und vergleichen sie mit der Dichte eines frei zerflieBenden Wellenpaketes im
Raumbereich —1 < x < 1, siehe Abbildung (8.3). Die in Abbildung (8.3)
dargestellten Teilchendichten zeigen eindeutig eine Verlangsamung des Zer-
falls in Abhéngigkeit von der Potentialstirke o. Je grofier o, je tiefer also
das Potential, desto grofler ist der Anteil der iiberlebenden Teilchendichte zu
gleichen Zeiten 7. Die unterste Kurve in Abbildung (8.3) zeigt zum Vergleich
die Dichtekurve fiir den Fall ¢ = 0, in dem der Zerfall des Wellenpaketes nicht
durch die Quantenreflexion verlangsamt wird. Die Plateaus in den Dichtekur-
ven stehen in Zusammenhang mit den im vorangegangenen Abschnitt bereits
diskutierten Atmungsvorgidngen des Wellenpaketes, die durch den Riickstau
von Teilchendichte an den Kanten des Potentials ausgelost werden.

Das semiklassische Modell (8.27), das dasselbe Verhalten wie die quan-
tenmechanische Asymptotik (8.40) besitzt, beschreibt fiir Zeiten 7 < 1 die
iiberlebende Dichte mit einer {iberraschend guten Genauigkeit, ist allerdings
nicht in der Lage die quantenmechanischen Oszillationen zu reproduzieren.

Abbildung (8.4) zeigt das Langzeitverhalten. Wir vergleichen das exak-
te quantenmechanische Ergebnis mit unserem semiklassischen Modell (8.27),
beide fiir eine skalierte Potentialtiefe ¢ = 20 und mit einem frei zerflieBen-
den Wellenpaket. Fiir grole Zeiten 7 ~ 10 ist der Zerfall bereits in seinen
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P<(T)
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Abbildung 8.3: Uberlebende Teilchendichte fiir verschiedene Potentialstéirken
o = 0,10, 20,30 von unten nach oben. Die gestrichelte Linie gibt das semi-
klassische Modell (8.27) wieder.

Langzeitlimes eingetreten, in dem sich, aufgrund der oben bestimmten, quan-
tenmechanischen Asymptotik, die exakt quantenmechanische Rechnung und
die semiklassische Rechnung nicht mehr unterscheiden. Wir beobachten, daf3
die Verlangsamung des Zerfalls durch die Quantenreflexion ungeféahr bis zur
Zeit T ~ 7 wirksam ist. Danach ist in Abbildung (8.4) deutlich ein Abknicken
der Dichtekurve zu beobachten. Dies erfolgt, wenn der Zerfall die niedrigste

Resonanzenergie erreicht hat. Die niedrigste Resonanzenergie liegt bei einem
Wert

Ky = (E + 6(0’))2 : (8.44)

Dabei ist (g)2 das unterste Energieniveau eines Kastens mit unendlich ho-
hen Wénden, wiahrend die Korrektur (o) die kleinen Verschiebungen die-
ses Wertes durch den EinfluBl endlicher Potentialtiefen beinhaltet. Aus dem
Zerfallsgesetz (8.40) berechnen wir damit die ungefahre Halbwertszeit der
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Abbildung 8.4: Langzeitverhalten der {iberlebenden Teilchendichte im Ver-
gleich: quantenmechanisch exaktes Ergebnis (voll), semiklassisches Modell
(8.27) (gestrichelt) fiir o = 20 und das frei zerflieBende Wellenpaket (ge-
punktet).

niedrigsten Resonanz 7

(% + 6(0))2 - - o o
~= 7 F=1 = T=—T"7"TT-q -~ — , (845)

4 5 5
o Gy T

weil die Korrektur €(o) klein ist. Fiir 0 = 20 findet man eine Halbwertszeit
von logo[7] &~ 0.3, was gut mit Abbildung (8.4) iibereinstimmt. Die Halb-
wertszeit der niedrigsten Resonanz markiert zum einen den Eintritt des Sy-
stems in seine Langzeitasymptotik, zum anderen den Beginn eines schnelleren
Zerfalls, weil die Zustandsdichte unterhalb der niedrigsten Resonanz schnell
gegen Null strebt und damit keine nennenswerten Teilchendichten enthalten
kann. Fiir andere Werte von ¢ findet man &hnlich gute Ubereinstimmungen.

Abschlielend haben wir noch iiberlebende Teilchendichten in verschie-
denen Geometrien betrachtet, Tabelle (8.1). Man erkennt deutlich, daf§ die
Erh6hung dimensionaler Freiheitsgrade die iiberlebende Teilchendichte im
Fallenpotential im Vergleich zum frei zerflieBenden Wellenpaket nochmals
deutlich erhoht. Die Dichte fiir den kubischen Hohlraum ist nicht exakt, sie
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o 0 10 | 20 | 30
ps(r=1) |0125] 026 | 041 | 05
p2(r=1) |0.002]0.0180.069 | 0.125

PP (- —1)70.005 | 0.023 | 0.11 | 0.2

Tabelle 8.1: Uberlebende Teilchendichten py(7 = 1) als Funktionen der ska-
lierten Potentialstéiirke o. p2(7 = 1) gibt eine Schitzung des iiberlebenden
Dichteanteils in einer kubischen Falle; p$Phirisch oiht das exakte, numerische
Ergebnis fiir eine kugelférmige Falle. Die Spalte 0 = 0 gibt die iiberlebenden
Dichten eines frei zerflieBenden Wellenpakets an.

ist eine Schatzung aus den Werten der eindimensionalen Rechnung. Eine ex-
akte Behandlung des kubischen Hohlraumes muf3 auch den Einflufl der Ecken
in die Betrachtungen einbeziehen. Es besteht aber Grund zu der Annahme,
daBl diese nicht wirklich einen hohen Einflufl auf die Dichte ausiiben. Beson-
ders vielversprechend sind die exakten Ergebnisse fiir einen sphérischen Hohl-
raum, wo man eine Verstiarkung der iiberlebenden Teilchendichte um nahezu
einen Faktor 100 erwarten kann. Dies exakten Ergebnisse fiir den sphérischen
Hohlraum bestétigen insgesamt die Erwartungen fiir den Wiirfel.

8.4 Ein Beispiel — Natrium

In [35] wurde das Quantenreflexionsverhalten eines Bose-Einstein-Kondensats
aus Natriumatomen untersucht. Fiir ¢ = 30 und a = 5 besitzt das Anfangs-
wellenpaket (8.42) eine Breite von L/a ~ 9 x 10%a.u., was einer Energie
von (E) = 1.5 x 107 a.u. und einer Temperatur von etwa T ~ 1nK ent-
spricht. Die Wahl von a entspricht also den experimentellen Bedingungen in
[35] bestimmt. Das Anfangswellenpaket hat somit eine sehr niedrige Energie,
dhnlich Bose-Einstein-Kondensaten. Unser Anfangswellenpaket kann daher
als Modell fiir einen s-wellenformigen Kondensatzustand verstanden werden,
dessen Zerfall unter Quantenreflexion untersucht wird. In Tabelle (8.2) fiithren
wir die Modellparameter fiir Natrium auf. Die Wahl der skalierten Potential-
starke o = 20 fithrt in Verbindung mit der unskalierten Potentialstérke des
Atom-Oberflichen-Potentials (3, auf einen Fallendurchmesser 2L von einigen
Mikrometern, was ein durchaus realistischer Wert ist. Besonders interessant
ist die Zeit, die ein Anfangszustand in der Falle lebt. Die Werte fiir ¢, ent-
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=20

Bala.u]

mla.u.]

Lla.u.]

tola.u.]

to [S]

Na

1.494x10*

4.22%x104

4.47x10°

1.68x101%

0.41

Tabelle 8.2: Modellparameter fiir Natriumatome fiir o = 30.

sprechen nach den Skalierungsregeln 7 = 1. Der Zerfall lduft eindeutig auf
einer makroskopischen Zeitskala von Zehntelsekunden ab und iibersteigt da-
mit herkommliche Fallenzeiten um Groflenordnungen. Die Fallenzeit kann
natiirlich noch vergtéfert werden, wenn man den Fallendurchmesser erhoht.
Wir haben damit klar gezeigt, dafl es moglich ist, unter realistischen Be-
dingungen allein mit Hilfe der Quantenreflexion Atome in einem Raumbe-
reich zu fangen. Die sich ergebenden Fallenzeiten liegen dabei sogar auf einer
makroskopischen Zeitskala.
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Kapitel 9

Nachwort

In der vorliegenden Arbeit haben wir die Quantenreflexion von atomaren
Wellenpaketen an atomaren Potenzpotentialschwinzen untersucht. Das Ziel
dieser Arbeit war die Untersuchung der Kinematik des Quantenreflexions-
vorgangs in solchen Potentialstrukturen. Die Atom-Oberflichen-Potentiale
bildeten dabei einen besonderen Gegenstand des Interesses. Mit den vorlie-
genden Untersuchungen zur Kinematik der Quantenreflexion, zusammen mit
den vorangegangenen Ergebnissen zur Reflexionsamplitude, hauptséchlich
[8, 11, 14], kann das Gebiet der Quantenreflexion im Falle translationsin-
varianter, und damit faktisch eindimensionaler Atom-Oberflichen-Systeme
als weitgehend erforscht angesehen werden.

Die theoretische Formulierung einer Atomfalle, die sich der Quantenrefle-
xion als einzigem Mechanismus bedient, geht iiber elementare Untersuchun-
gen hinaus und stellt eine Anwendungsmoglichkeit dar. Zwar ist das Modell
der Quantenreflexionsfalle — solange es sich um faktisch eindimensionale Sy-
steme handelt — in der vorliegenden Arbeit ebenfalls abgeschlossen behandelt
worden, aber es ergeben sich mannigfaltige Fragen daraus, die weiterer, de-
zidierter Erforschung bediirfen.

Ein wichtiges Ergebnis unserer Untersuchungen zur Quantenreflexions-
falle ist ihre Geometrieabhéngigkeit. Die Geometrieabhéngigkeit weist einen
ersten Weg fiir weitergehende Untersuchungen. Ein erster Schritt dazu wére
die Betrachtung zwei- und dreidimensionaler, rechteckiger Fallen, die den
Einflu8 der Ecken beriicksichtigt, und allgemeiner, parallelepipedischer Fal-
lenstrukturen, weil nur so gekliart werden kann, welchen Einflu die Ecken
auf den Fallenmechanismus ausiiben.

In diesem Zusammenhang spielt auch die feldtheoretische Erforschung
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von Casimir-van der Waals-Potentialen in komplizierten Geometrien eine
Rolle. Wie oben bereits bemerkt, ist das Gebiet der Casimir-van der Waals-
Potentiale ein riesiges Forschungsgebiet fiir sich allein, aber seine starke Ver-
bindung zum Gebiet der Quantenreflexion und damit der Konstruktion ei-
ner Quantenreflexionsfalle kann durchaus wegweisend fiir einen in Zukunft
stark wachsenden, interdisziplindren Forschungsbereich verstanden werden,
der rein feldtheoretische und materialwissenschaftliche Fragestellungen mit
elementaren Fragen der Quantenmechanik verkniipft, der Zeitentwicklung ei-
nes Wellenpaketes in rdumlich beschrinkten Strukturen.

Zum dritten gilt es natiirlich auch die Theorie der Bose-Einstein-Konden-
sation auf die Quantenreflexionsfalle anzuwenden. Oben haben wir darauf
hingewiesen, dafl wir ausschliellich Schrédingerdynamik betrachten haben,
deren natiirliche Erweiterung die Gross-Pitajewski-Dynamik ist. Erst durch
die Einbeziehung der interatomaren Wechselwirkung, ihrer Wirkung auf das
durch ein Molekularfeld beschriebene Kondensat in einer Quantenreflexions-
falle und einer weitergehenden Einbeziehung von Quantenfluktuationskorrek-
turen kann kléaren, welche Vorteile eine Quantenreflexionsfalle gegeniiber den
herkéommlichen, in der Literatur diskutierten und im Experiment verwandten
Fallenmechanismen wirklich bietet.

Mit dem Hinweis auf die drei oben genannten, sich praktisch von selbst
ergebenden, weiterfiihrenden Fagestellungen mochte ich diese Arbeit beenden
und abschliefend feststellen, dafl die Theorie der Quantenreflexion an Atom-
Oberflichen-Potentialen und ihre Anwendung ein Forschungsgebiet ist, das
mehr denn je unsere Phantasie und unseren Erkenntnisdrang anregen wird,
weil dieses unscheinbare und einfache Pdnomen die Kraft besitzt ganz unter-
schiedliche Wissensgebiete innerhalb der Physik zusammen zu bringen und
gegenseitig zu befruchten.



Anhang A

Analytisches
Schwellenverhalten

A.1 Schwellenverhalten fiir a = 3

Die Losung der Schrédingergleichung fiir £ = 0 kann durch eine Hankelfunk-

tion [37]
U(z) = %Hf” (2@) (A1)

ausgedriickt werden. Im Limes x — 0 nimmt diese Wellenfunktion die Gestalt
einer linkslaufenden WKB-Welle an:

lim W (z) ~ <%>3/4 exp [m\/%] . (A.2)

Damit erfiillt die Wellenfunktion das korrekte Grenzverhalten fiir kleine Wer-
te von x. Die Reflexionsamplitude wird durch das asymptotische Verhalten,x —
oo der Wellenfunktion bestimmt. Um dieses zu gewinnen, zerlegt man die
Hankelfunktion in eine Besselfunktion und eine Neumannfunktion

HY(2) = Ji(z) + iNy () (A.3)

und benutzt deren asymptotische Entwicklung [1]. Man findet

lim W(z) ~ 1+ (—3 +1n {@D Lio() (A.4)

rone T\ B L
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Die logarithmische Ableitung davon lautet
U'(x) 1 1

U(r) :Eé—l—ln[é] ’ )

wobel nur die fiir x+ — oo relevanten Terme beibehalten wurden. Aus der
logarithmischen AnschlufSbedingung folgt

_ 1 — R(k)
1+ R(k)
Atk
A —ik
Asymptotisch gilt (kz) — 0 und auerdem natiirlich £ — 0, woraus folgt

CAvikl ik <1+ikx+ikﬁgln [6—]) (1 — ikz)

A=ibltike (1 ik — ik ([ £]) (1 + ika)

exp[—2ikz] =
(A.6)
R(k) =

exp|—2tkx]

R(k) =

Ltk [ﬁ—] L0 (e (A7)
1—ikBsIn [6—}

~ — 1+ 2i(kf3s) In[kz] — 2i(kf5) In[k 5]

Der Grenzfall an der Schwelle wird bestimmt durch k33 — 0; gleichzeitig gilt
kx — 0, aber dieses Produkt geht langsamer gegen Null als k35, weil x — co.
Die fithrende Ordnung folgt damit zu

R(k) = — 14 i2(kBs) In[kfs),
¢(k) =m — 2(kf3s) In[k3) (A.8)

A.2 Schwellenverhalten fiir a =4

Dieser Fall ist in gewisser Weise ein Sonderfall, weil die Schrédingergleichung
im Fall a = 4 eine exakte analytische Losung besitzt. Sie wurde von O’Malley,
Spruch und Rosenberg [34] ausgearbeitet. Die Wellenfunktion kann im we-
sentlichen durch eine Mathieufunktion ausgedriickt werden

‘I’(SC) = Miu(@;k) (hl [l’\/%]) . (Ag)
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Weiterhin treten in der Theorie der Mathieufunktionen Parameterfunktionen
auf:

g(ﬁ4>+0(7€4) :
> v - 3] = S+ o (1)

Mit Hilfe dieser Parameterfunktionen haben O’Malley, Spruch und Rosenberg
gezeigt, daf} gilt

[\DI»—A

v(Buk) =
§(Bsk) =

(A.10)

| 3

. T o
ili% U(z) ~ G exp {z?] : (A.11)
was der WKB-Wellenfunktion entspricht. Interessant fiir die Herleitung asym-
ptotischen Schwellenverhaltens ist der asymptotische Grenzfall, fiir den eben-
falls eine Wellenfunktion konstruiert werden konnte:

lim W(z) :m {[A1 + Ba +i(Ay — By)] explikx]}
1

ooy (A~ B+l + Bexpl-ikal}

v =sinlo (G eosd(ui] (1= 5 )

Bk
sin®[0(4k)]
Bak ’

— sin®[6(Bsk)]

(A.12)
Ay = cos?[§(B4k)] —

_ cos”[6(fak)]
L Bk
BQ - — Al

Setzt man diese Wellenfunktion in die Formel fiir den Reflexionskoeflizienten
ein und entwickelt nach kleinen Argumenten 4k, so findet man

_ i(Bak — 1)
E(k)  2sin [Z(B4k)?] cos [E(B4k)?] + icos [B(Bak)?] (Buk + 1)
i(Bik — 1)
—2%(Bak)? +i(Bak + 1) (A.13)

H() =n — S(Bik)’
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Die Tatsche, dafl die Reflexionsphase an der Schwelle quadratischer Ordnung
ist, bedeutet, dafl dieses Potential eine mittlere Streuldnge von Null besitzt.

A.3 Schwellenverhalten fiir a > 4

Fiir arbitriare Potenzen o > 4 wird die Schrodingergleichung bei k£ = 0 durch
eine Hankelfunktion [37]
)|

gelost. Im Grenzfall kleiner x geht diese Wellenfunktion in die WKB-Form

itber, man findet
’) |
(A.15)

Um das asymptotische Verhalten x — oo herausarbeiten zu kénnen, bietet
sich eine Darstellung der Hankelfunktion durch Besselfunktionen an [1],

o
2

2

[_

g

€

a—2

U, (z) (A.14)

o—2

2
o — 2

e’

lim U, (z) = e

z—0

—1

?

HWY (z) = le™ ™ J,(x) — J_, ()] (A.16)

Y

sin[mv/]

deren asymptotische Entwicklung gegeben ist durch

g}Lf?}o‘I’a@):sm[;] _aexg[ ng (HO( % ))1
el T = <”O<<x)a )

(A.17)
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Aus der Verkniipfung mit asymptotisch ebenen Wellen folgt die Reflexions-
amplitude

R(k) = —

- s 1 T2111 ﬁ
1—zk‘5exp[—zﬁ} (E)Q -
r
r

1+ ikBexp [ ] (% “‘2

1 \e2 T[1- ]
R(k) =~ —1+1i2(kpB) exp [ ( 2) I[1+-5] - (A.18)

R(k) ~ — (1 — 2kb,

}
i [55] (Q_Q) fie=

a 2
D=1
[+ 5]
Die Reflexionsphase folgt damit zu
2kb,,
ok)=m— ———=7m—2ka , (A.19)
tan [oz 2]

wobei a der mittleren Streuldnge entspricht.

A.4 Schwellenverhalten des Shimizupotentials

Fiir das ShimizuPotential (6.9) wird die Schrodingergleichung bei k& = 0 von
einer Wellenfunktion [14, 37]

1
U(z) = /z(z+ 1)HY lzp,h + = (A.20)
x
gelost. Die Wellenfunktion nimmt asymptotisch die Gestalt
lim U(z) = pH" (2p) + 2H" (2p) (A.21)

an. Die AnschluBbedingung an die ebenen Wellen liefert die Reflexionsam-
plitude
oy 0 20
H"(2p) — irpH (2p)
H;" (2p)

H"(2p)

(A.22)
R(k)) =~ —1—1i2kp
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Nach Trennung von Real- und Imaginérteil und unter Ausnutzung der Wron-
skideterminante fiir Bessel- und Neumannfunktionen hat man

1

R =—1 )
(1) = = R N (20)

A.23
iryp2020) 1 (20) + No(2p) N1 (20) (A.23)
J(2p) + Nt (2p)
Die Reflexionsphase an der Schwelle folgt daraus zu
Jo(2p)J1(2p) + No(2p) N1 (2
G(k1) = T+ 261p 0(2p)J1(2p) + No(2p)N1(2p) A20)

J?(2p) + N7 (2p)

Damit folgt, dal die mittlere Streilinge des Casimir-van der Waals-Poten-
tials negativ ist. Dies entspricht dem Verhalten der Reflexionsphasen, die
insbesondere fiir kleine k stark attraktives Verhalten zeigen.
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