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Kapitel 1

Einleitung

Ziel der Elementarteilchenphysik ist die Beschreibung der grundlegenden Bausteine der Na-
tur und ihrer Wechselwirkungen. Das Standardmodell der Teilchenphysik [1-4] beschreibt
die elektroschwache und die starke Wechselwirkung im Rahmen einer relativistischen Quan-
tenfeldtheorie. Es steht im Einklang mit allen bisherigen Ergebnissen von Beschleuniger-
experimenten und beinhaltet neben den bisher direkt nachgewiesen Teilchen nur einen
weiteren Baustein, das sogenannte Higgs-Boson. So steht an zukiinftigen Beschleuniger-
experimenten die direkte Suche nach dem Higgs-Boson sowie nach neuen Teilchen, deren
Entdeckung ein Beweis fiir Physik jenseits des Standardmodells wire, im Vordergrund.

Ein weiteres wichtiges Werkzeug bei der Suche nach bisher unbekannten Teilchen stellt die
Analyse von Prézisionsobservablen dar. Die theoretischen Vorhersagen fiir diese Gréflen
hidngen iiber Quantenkorrekturen von allen Parametern der zugrundeliegenden Theorie
ab, insbesondere also auch von den bisher experimentell nicht direkt zugénglichen. Ein
Vergleich der theoretischen Vorhersagen mit den experimentellen Ergebnissen liefert somit
Einschrinkungen an die Masse des Higgs-Bosons sowie an die Eigenschaften von eventuell
vorhandenen weitereren Teilchen, wie sie typischerweise in Erweiterungen des Standard-
modells auftreten. Ein Beispiel fiir den Erfolg dieses Verfahrens war die Entdeckung des
top-Quarks [5], dessen Masse mit der indirekten Vorhersage aus Prézisionsobservablen
iibereinstimmt.

Der effektive leptonische Mischungswinkel sin? f¢, der eng mit der Physik der Z-Resonanz
verkniipft ist, stellt eine Schliisselobservable bei dieser indirekten Suche nach neuen Teil-
chen dar. An Elektron-Positron-Beschleunigern kann der Prozess der Lepton-Paarpro-
duktion auf der Z-Resonanz sehr gut durch das Konzept der effektiven Kopplungen be-
schrieben werden. Dabei bewirken die Quantenkorrekturen zu diesem Prozess eine Ande-
rung der Kopplungskonstanten des Vektor- und des Axialvektorstroms. Der effektive Mi-
schungswinkel wird iiber das Verhiltnis dieser Kopplungen definiert. Er kann experimentell
aus Messungen der Asymmetrien der Z-Resonanz bestimmt werden.
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Kapitel 1. Einleitung

Die theoretische Vorhersage des Standardmodells fiir sin? feg héngt sensitiv von der Masse
des Higgs-Bosons ab. Eine genauere theoretische Vorhersage fiir diese Grofie liefert also
bessere indirekte Schranken an die Higgs-Masse. Insbesondere an LEP1 wurde sin? o ex-
perimentell sehr genau bestimmt. Der aktuelle Wert betrigt sin? g = 0.231534:0.00016 [6].
Von zukiinftigen Beschleunigerexperimenten werden weitere Verbesserungen in der Prézi-
sion erwartet. So konnte am ILC im GigaZ-Modus eine Genauigkeit von 1.3 x 107" er-
reicht werden [7,8]. Fiir eine vergleichbare theoretische Genauigkeit werden mindestens die
vollsténdigen elektroschwachen Zweischleifen-Korrekturen benotigt.

Ziel dieser Arbeit ist die Berechnung dieser Korrekturen. In Kapitel 2 wird daher zunéchst
das elektroschwache Standardmodell vorgestellt, die Begriffe der Regularisierung und der
Renormierung erldutert sowie die in dieser Rechnung benotigten Renormierungskonstanten
auf Ein- und Zweischleifen-Niveau abgeleitet.

Da die Masse des W-Bosons in sin? f.g eingeht, wird in Kapitel 3 der Myonzerfall beschrie-
ben und daraus die W-Z-Massenrelation abgeleitet. Diese erlaubt es die W-Masse aus der
Fermikonstante und den Quantenkorrekturen zum Myonzerfall zu bestimmen.

In Kapitel 4 wird das Konzept der effektiven Kopplungen zur Beschreibung der Z-Resonanz
eingefithrt und der effektive Mischungswinkel definiert. Des Weiteren wird ein Uberblick
iber den experimentellen und theoretischen Status dieser Griéfle gegeben.

Die Kapitel 5, 6 und 7 werden die in dieser Arbeit verwendeten Rechenmethoden beschrie-
ben. Bei der Berechnung von sin? fe¢ tritt neben der Zweischleifen-Renormierung noch die
technische Schwierigkeit der Berechnung von Zweischleifen-Vertexfunktionen auf. In Kapi-
tel 5 werden die Methoden zur Berechnung der Renormierungskonstanten auf Zweischleifen-
Niveau erldutert, wihrend sich Kapitel 6 mit der Berechnung Infrarot-endlicher und Kapitel
7 mit der Berechnung Infrarot-divergenter Zweischleifen-Vertexfunktionen befasst.

In Kapitel 8 werden die mit diesen Methoden erhaltenen Ergebnisse fiir sin? o diskutiert.

Anhang A enthilt die in dieser Arbeit bené6tigten Zweischleifen-Feynmandiagramme und
Anhang B erklért die verwendete Terminologie fiir die Topologien von Zweischleifen-Vertices.



Kapitel 2

Das elektroschwache Standardmodell

2.1 Klassische Lagrangedichte

Das Standardmodell beschreibt die elektroschwache Wechselwirkung im Rahmen einer
spontan gebrochenen Eichsymmetrie. Hierbei werden die fermionischen Elementarteilchen
in der fundamentalen Darstellung der Gruppe SU(2) x U(1) angeordnet,

L L
() @) mow e (2.)

Der Familienindex i lduft von 1 bis 3. LF, QF, IE, uf und df bezeichnen die links- bzw.
rechtshindigen Leptonen und Quarks.

Die obigen Teilchen kénnen durch die Quantenzahlen des schwachen Isospins I und I3,
sowie der schwachen Hyperladung Y klassifiziert werden. Die Hyperladung wird so gewihlt,
dass sich fiir jedes Teilchen die korrekte elektrische Ladung () aus der Gell-Mann-Nishijima-
Relation,

Q = 13+§ (2.2)

ergibt.

Indem man SU(2) x U(1) als Gruppe der Eichtransformationen auffasst, unter der die La-
grangedichte invariant ist, kann diese Struktur in eine eichinvariante Feldtheorie eingebettet
werden. Um Massen fiir die Eichbosonen zu generieren, muss diese Symmetrie spontan ge-
brochen werden. Dies geschieht im Standardmodell durch den Higgs-Mechanismus [9]. Des
Weiteren werden Fermionmassen durch Kopplungen des Higgs-Feldes an die Fermionen,
den Yukawa-Kopplungen, erzeugt.



Kapitel 2. Das elektroschwache Standardmodell

Damit setzt sich die klassische Lagrangedichte aus dem Yang-Mills-, dem Fermion-, dem
Higgs- sowie dem Yukawaanteil zusammen,

Lxiass = Ly + Lrerm + Litiges + Lyukawa, (2.3)

die in den folgenden Abschnitten 2.1.1 - 2.1.4 beschrieben werden.

2.1.1 Eichfelder

Den Generatoren der SU(2), I', I? und I®, werden die Eichfelder W, W7 und W} zugeord-
net. Die SU(2)-Kopplungskonstante wird mit go, das Eichfeld und die Kopplungskonstante
der U(1) mit B, und g; bezeichnet.

Mit den Feldstarketensoren

B, = 0,B,—0,B,, (2.4)
We, = 0,We =0, Wi+ g e W)Wy, (2.5)

ergibt sich der Yang-Mills-Anteil der klassischen Lagrangedichte zu

1 a v,a 1 v
£YM = _ZWMU WHve ZBMV B*. (26)

2.1.2 Fermionen

Mit den fermionischen Quantenzahlen I* und Y aus (2.1) und (2.2) lautet die kovariante
Ableitung

Y
D# = (aﬂ —Z92 [a WS+291 EB”> s (27)
und der fermionische Teil der Lagrangedichte ergibt sich zu

»CFerm = ELZ"}/MDMLL + QLi’YMD”QL + l_RZ"}/uDulR + ﬂRZ"}/MD”UR + CZRZ"}/MDudR. (28)

Neben den kinetischen Termen der Fermionen enthélt er Wechselwirkungsterme zwischen
Fermionen und Eichbosonen.
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2.1. Klassische Lagrangedichte

2.1.3 Higgsfeld

Um Massen fiir das W- und das Z-Boson, aber nicht fiir das Photon zu generieren, muss
die SU(2) x U(1)-Symmetrie derart gebrochen werden, dass die elektromagnetische U(1)-
Untergruppe ungebrochen bleibt. Dazu wird im Standardmodell ein skalares SU(2)-Dublett
mit Hyperladung Y = 1 eingefiihrt,

¢" () )
O(z) = . 2.9
Im Higgs-Anteil der Lagrangedichte

Liiges = (D,®)(D"®) — V(®) (2.10)

wird die Higgs-Selbstwechselwirkung als
A
V(®) = —p2oid 4 1 (®T®)%, %A >0, (2.11)

gewithlt, wobei der Massenparameter p? und die Kopplungskonstante \ eingefiihrt werden.
Damit erhélt das Feld @ einen nichtverschwindenden Vakuumerwartungswert (VEW)

(®) = — ( ¥ ) mit  v= 27 (2.12)

Das Feld (2.9) kann folgendermassen parametrisiert werden,
_ ¢*(z) RN TR
0@ = (Lprmeringy ) P@=E@L e

so dass die Komponentenfelder ®*, H und y verschwindende VEW haben. H und Y sind
dabei reelle Felder. Die Felder ®* und y koénnen konnen durch eine Eichtransformation
beseitigt werden und sind damit unphysikalisch. Dagegen beschreibt das Feld H(z) ein
physikalisches, neutrales skalares Teilchen der Masse

My = V2pu. (2.14)

2.1.4 Yukawakopplungen

Die Massen der geladenen Fermionen werden durch Yukawa-Kopplungen des Higgs-Felds
an die Fermion-Felder erzeugt,

Cviaa = 3 (@LP1%0+0,QPuRd + QP d" +hk).  (21)

Familien
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Kapitel 2. Das elektroschwache Standardmodell

Hierbei bezeichnet & = ((®°)*, —CI>_)T das ladungskonjugierte Higgsdublett. ¢;, g, und g4
sind die Yukawa-Kopplungskonstanten fiir Leptonen, up-artige Quarks und down-artige
Quarks. Effekte der Quarkmischung, die durch die CKM-Matrix beschrieben werden, spie-
len in dieser Arbeit keine Rolle und wurden deshalb in (2.15) nicht beriicksichtigt.

Damit ergeben sich die Fermionmassen zu

m; = (2.16)

v
gy ﬁ

Die Kopplung zwischen Fermionen und Higgsfeld ist also proportional zur Teilchenmasse.

2.1.5 Elektroschwacher Mischungswinkel

Aus den Eichfeldern W¢ (a = 1,2,3) und B, erhilt man die folgenden Massen- und
Ladungseigenzusténde,

1 ,
W, = 7 W, FiW7, (2.17)
A, B cos By — sin By B,
( Z, ) - < sinfy  cosfy w2 ) (2.18)
Der elektroschwache Mischungswinkel 6y ist iiber die Relationen
cosby = cw= 92 = MW,
Vai+e Mz
M2
sin? By = sy =1- -2 (2.19)
M3

mit den Massen des Z- und des W-Bosons verkniipft. Letztere ist gegeben durch

My = %v. (2.20)

Die Kopplung des Z-Bosons an Fermionen in (2.8) lautet

T = 7" [9) =gl ] (2.21)
mit der Vektor- und der Axialvektorkopplung
3 2 3
o =T 2Qsw p— (2.22)
v 2 Sw Cw “ 2swew
Fiir Leptonen folgt aus (2.22) die Relation
1 gl
. 9 v
) = —|1—-= 2.23
sty = 1 (12, (2.23)



2.2. Lagrangedichte der Quantentheorie

iber die der elektroschwache Mischungswinkel auch in hoheren Ordnungen Stérungstheorie
definiert werden kann (siehe Kapitel 4).

Wihrend die Eichbosonen Wui und 7, massiv sind, bleibt das A, masselos und kann daher
mit dem Photon identifiziert werden, das iiber die elektrische Ladung e an das Elektron
koppelt. Daraus folgen die Relationen

e = ¢2Sw = g1 Cw, (2.24)

die es zusammen mit (2.12), (2.14), (2.16) und (2.20) erlauben, den urspriinglichen Satz
von Parametern gi, go, A, u? und g; durch den fiquivalenten Satz e, My, My, My und m;
zu ersetzten, wobei jede der letzteren Groflen prinzipiell direkt messbar ist. Anstelle der
W-Masse wird oft die Fermikonstante G, verwendet, die die effektive 4-Fermion-Kopplung
im Fermimodell [10] beschreibt und in niedrigster Ordnung Stérungstheorie durch die Kor-
relation

Gu _ ¢ (2.25)
_ < |
V2o s (1 )

mit My, und My verkniipft ist (siehe Kapitel 3).

2.2 Lagrangedichte der Quantentheorie

Die Invarianz der klassischen Lagrangedichte unter Eichtransformationen fiihrt zu unphy-
sikalischen Freiheitsgraden der Eichbosonen, die bei der Quantisierung der Theorie zu
Schwierigkeiten fiithren. Daher wird der Lagrangedichte ein Eichfixierungsterm hinzugefiigt.
Oft wihlt man die 't Hooft- oder Re-Eichung [11] , in der der Eichfixierungsterm folgende
Form hat,

Lrix = —%(F$+F§+2F+F) (2.26)
mit
1
Fy = —— ("W, FiMw &V oY),
VvEY g
F; = L(aﬂz — Mz &7 X)
Z - \/57 o Z X) >
E, = ——0' A, (2.27)

v

In dieser Arbeit wird ein Spezialfall der R¢-Eichung, die Feynmaneichung ¢4%7 = 1,
verwendet, in der die Propagatoren der Vektorboson proportional zur Minkowski-Metrik
g sind.
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Kapitel 2. Das elektroschwache Standardmodell

Um die unphysikalischen Beitrige aus den Eichfeldern in Lgj, zu kompensieren, muss zur
Lagrangedichte noch der Fadeev-Popov-Term [12]

Lyp = ﬂ“(:r)aa];b;g))ub(y) (2.28)

addiert werden. Dabei sind 7, u? und u® Geisterfelder sowie 88%((;)) die Anderungen der

Eichfixierungsterme (2.27) unter infinitesimalen Eichtransformationen.
Die gesamte Lagrangedichte der quantisierten Theorie lautet damit

L = Lxiass + Lrix + Lrp. (2.29)

2.3 Regularisierung

In héheren Ordnungen der Stérungstheorie treten Diagramme mit geschlossenen Schleifen
auf, die Integrale iiber die Schleifenimpulse enthalten. Diese Integrale sind im Allgemeinen
divergent fiir groBle Integrationsimpulse (UV-divergent). Daher benétigt man eine Vor-
schrift, die diese Integrale in endliche und mathematisch wohldefinierte iiberfiihrt. Eine
solche Vorschrift nennt man ein Regularisierungsschema. Bei Berechnungen innerhalb von
Eichtheorien benutzt man hiufig das Verfahren der dimensionale Regularisierung [13], das
gleichzeitig Lorentz- und eichinvariant ist. Die Idee besteht darin, dass man die Raum-Zeit-
Dimension 4 durch eine kleinere Dimension D ersetzt, in der die auftretenden Integrale

konvergent sind,
d'k N dPk
/(27r)4 - D/(Zﬂ)“' (2:30)

1 ist ein beliebiger Massenparameter, der bewirkt, dass die Massendimension des Integrals
erhalten bleibt. Nach der Regularisierung erhélt man das endliche Ergebnis fiir physikali-
sche Groflen durch den Grenziibergang D — 4.

Der D-dimensionale metrische Tensor hat die Eigenschaft

gy = Tr[l] =D, (2.31)
und die Dirac Algebra verallgemeinert sich in D-Dimensionen zu

(YWt = 29w L (2.32)
Die Definition von 75 in D-Dimensionen wird im folgenden Abschnitt 2.3.1 behandelt.

14



2.3. Regularisierung

2.3.1 Definition von 75 in dimensionaler Regularisierung

Die Algebra der ys-Matrix ist in vier Dimensionen definiert durch die Relationen

{75:704} :0: a = 17 :47 (233)
Tr[ys " " 4P v°] = 40", (2.34)

Diese beiden Relationen lassen sich nicht gleichzeitig konsistent auf beliebige Dimensionen
D verallgemeinern [13].

Falls eine Vorschrift zur Behandlung von 5 Symmetrien bricht, also die Slavnov-Taylor(ST)-
Identitdten der Theorie verletzt, kann diese eventuell durch die Einfiihrung von zusétzli-
chen Countertermen wiederhergestellt werden. Falls dies nicht mdoglich ist spricht man von
anomaler Symmetriebrechung und bezeichnet die Terme, die die Symmetrien brechen, als
Anomalien. Aber auch wenn die Symmetrie durch zusétzliche Counterterme restauriert
werden kann, konnen zwei verschiedenen Vorschriften nach dieser Prozedur unterschiedli-
che Ergebnisse liefern.

In Einschleifen-Rechnungen wird héiufig das naiv antikommutierende Schema angewendet,
das die Gleichung (2.33) auf D-Dimensionen verallgemeinert, aber (2.34) abéndert,

{75,7%} =0, a=1,...,D, (2.35)
Tr [y 9" 9" 7"°] = 0. (2.36)

Diese Vorgehen liefert zwar eindeutige Ergebnisse, reproduziert aber nicht den physikali-
schen Grenzfall D — 4.

Ein konsistentes Schema zur Behandlung von 75 wurde von 't Hooft und Veltmann [13] vor-
geschlagen und von Breitenlohner und Maison [14] formalisiert (HVBM-Schema). Die Idee
besteht in einer unterschiedlichen Behandlung der ersten vier Dimensionen der y-Matrizen
und der restlichen D — 4 Dimensionen. Das Standardmodell mit HVBM-Regularisierung
ist anomaliefrei und renormierbar [15].

Im sogenannten gemischten Schema werden die beiden widerspriichlichen Relationen (2.33)
und (2.34) simultan in D Dimensionen verwendet. Wegen der mathematischen Inkonsistenz
dieses Vorgehens sind Spuren iiber mindestens vier y-Matrizen und 75 in diesem Schema
nur bis auf Terme der Ordnung (D — 4) festgelegt.

Im Standardmodell tritt das 7s-Problem vor allem im Zusammenhang mit Dreiecksdia-
grammen (siche Abbildung 2.1a)) auf, die chirale Kopplungen enthalten. Die ST-Identitéten,
die Dreiecksdiagramme beinhalten, sind im HVBM-Schema verletzt. Dies erfordert die
Einfiihrung zusétzlicher Counterterme, und erschwert somit die Rechnung. Im naiv anti-
kommutierenden Schema sind zwar alle ST-Identitdten direkt erfiillt, jedoch unterscheidet
sich das Ergebnis von dem des HVBM-Schemas unter Beriicksichtigung der zusétzlichen
Counterterme um endliche Terme [16-18]. Das bedeutet, dass das naiv antikommutieren-
de Schema in diesem Fall nicht anwendbar ist. Im gemischten Schema sind ebenfalls alle

15



Kapitel 2. Das elektroschwache Standardmodell

a) b)

Abbildung 2.1: a) Dreiecksdiagramm b) Dreiecksdiagramm als Unterschleife

ST-Identitéiten direkt erfiillt, aber die Unterschiede zwischen diesem Schema und dem
HVBM-Schema sind von der Ordnung (D — 4),

LYY = T ™ +0(D —4), (2.37)

und verschwinden somit im Grenzfall D — 4. Diese Terme bezeichnet man deshalb als
schwindende Terme.

Bei der Berechnung des effektiven leptonischen Mischungswinkel auf Zweischleifen-Niveau
treten Dreiecksdiagramme als Unterschleifen in den generischen Diagrammen aus Ab-
bildung 2.1b) auf. Wiirde ein schwindender Term aus diesen Unterschleifen mit einem
1/(D—4)-Pol aus der Schleifenintegration multipliziert, wiirde dies zu unterschiedlichen Er-
gebnissen im HVBM- und im gemischten Schema fiihren. Es wurde jedoch gezeigt [16-18],
dass dies fiir die Diagramme 2.1b) nicht der Fall ist, so dass auch hier die Unterschiede
zwischen beiden Schemata von der Ordnung (D — 4) sind,

LYY = T ™ +0(D —4), (2.38)

und damit im physikalischen Grenzfall verschwinden. Damit ergibt sich die Mdoglichkeit
durch das Verwenden des gemischten Schemas mit erheblich geringerem Aufwand dasselbe
Ergebnis wie im HVBM-Schema zu erhalten.

2.3.2 Infrarot Divergenzen

Nach Kinoshita [19] gibt es zwei verschiedene Konfigurationen von Infrarot(IR)- oder
Massen-Singularititen. Kollineare Divergenzen treten demnach auf, wenn sich ein masselo-
ses dufleres Teilchen eines Schleifen-Diagramms in zwei masselose innere Teilchen aufspal-
tet, wihrend soft-Singularitéiten sich daraus ergeben, dass zwei duflere (On-Shell) Teilchen
ein masseloses Teilchen austauschen. Schliefllich kénnen soft- und kollineare Divergenzen
iiberlappen. In Abb. 2.2 findet sich zu diesen drei Fillen jeweils ein Einschleifen-Beispiel.

16



2.4. On-Shell-Renormierung des Standardmodells

Abbildung 2.2: a) kollineare, b) soft- und c¢) iiberlappende Divergenz

Wenn die Teilchen, wie z.B. das Elektron, nicht exakt masselos sind, so treten Logarithmen
dieser kleinen Massen auf. Somit kénnen I R-Divergenzen auch fiir exakt masselose Teilchen
dadurch regularisiert werden, dass man eine kiinstliche Masse fiir diese Teilchen einfiihrt.

2.4 On-Shell-Renormierung des Standardmodells

Die Lagrangedichte des Standardmodells enthélt eine gewisse Anzahl freier Parameter, die
nicht von der Theorie festgelegt sind. Die Definition dieser Parameter und ihre Relation zu
Messgrofien definieren ein Renormierungsschema. Sie kénnen aus experimentellen Ergeb-
nissen durch den Vergleich mit den theoretischen Vorhersagen bestimmt werden. Damit
kénnen dann theoretische Vorhersagen fiir weitere Messgroflen gemacht werden, die wie-
derum durch den Vergleich mit dem Experiment eine Verifikation oder Falsifikation der
Theorie ermdoglichen.

Die Relationen zwischen den freien Parametern der Theorie und den Mefigroflen unter-
scheiden sich in unterschiedlichen Ordnungen der Stérungstheorie. Da es in héheren Ord-
nungen, wie in Abschnitt 2.3 beschrieben, nétig ist, ein Regularisierungsverfahren, wie
z.B. dimensionale Regularisierung, einzufiihren, werden diese Relationen dariiber hinaus
cutoff-abhéngig. Daher haben die urspriinglichen (,,nackten®) Parameter der Lagrange-
dichte keine physikalische Bedeutung. Deshalb ersetzt man normalerweise diese nackten
Parameter, die im Folgenden mit einem Index ,,0“ bezeichnet werden, durch endliche re-
normierte Parameter.

In dieser Arbeit wird das On-Shell-Renormierungsschema [20] mit den Konventionen aus [21]
verwendet, das als Parametersatz die Grofien e, My, Mz, My und my verwendet. Die re-
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Kapitel 2. Das elektroschwache Standardmodell

normierten Parameter werden definiert iiber
My, = My, + My,
My, = M+ dMy,
My, = My +6Mp,
myo = my +omy,
ep = (1+de)e. (2.39)

Dariiber hinaus ist es niitzlich, Renormierungskonstanten fiir die physikalischen Felder zu
definieren, da dadurch die Wellenfunktionsrenormierung der externen Teilchen kompensiert
werden kann. Feldrenormierungen von inneren Teilchen entfallen zwar in Ergebnissen fiir
physikalische Observablen, sie erlauben es aber, endliche Bausteine der Amplitude, wie
zum Beispiel Selbstenergien, zu bilden.

Im Standardmodell definiert man die folgenden Feldrenormierungskonstanten fiir die phy-
sikalischen Felder,

Zo\ ([ VZZZE JZP N\ ([ Z\ ([ V140272 oZ% Z
Ag o N AN 2] A ) NIVAK V1+ 627 A )
Wi = VZVWE =\14+6ZVW*,

Hy = VZPH=+\/1+ 02" H,

L=zl it =\J1+06z] f*,

&= =14zl (2.40)

Auflerdem erweist es sich als giinstig auch fiir die unphysikalischen Felder Renormierungs-
konstanten einzufiihren. Im Geist-Sektor geschieht dies folgendermaflen,

() = (V2 7= ) G) - (i e ) ().
ug = VZVut = 1+62Vut,

(2.41)

wahrend man im Higgs-Sektor die folgenden Renormierungskonstanten einfiihrt,

of = VZ0t =\/1+629 6%,
Yo = VZxx=+v1+6Zxx. (2.42)

Die Aufteilung (2.39), (2.40) der nackten Parameter in einen endlichen und einen diver-
genten Anteil ist nicht eindeutig. Eine genaue Fixierung des Renormierungskonstanten legt
ein Renormierungsschema fest. Im On-Shell-Renormierungsschema werden die Renormie-
rungskonstanten durch die folgenden Forderungen bestimmt:
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2.4. On-Shell-Renormierung des Standardmodells

e Die Massen-Renormierungskonstanten werden durch die Bedingung festgelegt, dass
die Massen der Teilchen gleich den Realteilen der Pole der entsprechenden Propaga-
toren sein sollen.

e Je wird dadurch festgelegt, dass die Elektronladung mit der des Niederenergielimes
der klassischen Elektrodynamik (Thomson-Limit) iibereinstimmen soll.

e Die Wellenfunktions-Renormierungskonstanten werden durch die Forderungen fixiert,
dass die Realteile der Residuen der Propagatoren Eins sein sollen sowie dass die -
Z-Mischung bei 0 und M3 verschwinden soll.

Die Propagatoren D(k?) hiingen mit dem Inversen der renormierten einteilchen-irreduziblen
Zweipunkt-Funktionen (1PT) I'(k?) zusammen,

DY () =~ (FY (). D) = - (F7()
DZZ( D7 k2 2) Z’Y(kQ) -1
(61 ) = (4 )
DI(k?) = (rfus?)) =~ (pe L) 1 s TAE 4 M)
L£7s

nZZ
FT
vz
T

(k
(k*
Iy

Der Index T bezeichnet dabei den Transversalteil der Vektorpropagatoren bzw. Zweipunkt-
funktionen, der durch die Zerlegung

kuky\ oy Kk
I () = T2 <9W_ k) crphle 2w e

definiert ist. ['% bezeichnet den Longitudinalteil, der fiir die Ableitung der Renormie-
rungskonstanten nicht benétigt wird. Die 1PI bestehen wiederum aus einem Bornanteil
und einem Anteil der Schleifenkorrekturen in den Selbstenergien 3,

PP = =i (6 = M2ow + 32 (K), ab=7 2 W,
e = i (1+ 5] a06).
i) = i (-1+ 20

PR = —i ((k2 — M2+ 2H(k2)) . (2.45)
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Kapitel 2. Das elektroschwache Standardmodell

2.4.1

Einschleifen-Renormierung

Auf Einschleifen-Niveau werden die Renormierungskonstanten bis zur 1.Ordnung entwickelt.
Damit erhélt man fiir die renormierten Selbstenergien die folgenden Ausdriicke,

i%)(/&) = S (k) — 0My ) + 02 (K — My,)

S0 (R = SE0 (R — 6MZ(1) + 6Z(ZI)Z (k* — M3),
SHy (R = ST () + 0200 K,
. 1 1
Sy (R = 10 (k) + 562(21)7 (k* — M3) + i(szgjk?,
Sk = SE (k) — MGy + 0z (K - ME),
Eé(l)(kQ) = 22(1)(k2)+52£(1)
igu)(ﬁ) = Ef(1)(k2)+5z1{z(1)
SF ) = sho) = Lzl wezt ) - 0mu 2.46
sm(B) = Ty (k) = 5 (0714 + 025 my (2.46)

Y. bezeichnet die unrenormierten Selbstenergien und die Zahlen in Klammern geben die
Schleifenordnung an.

Mit den On-Shell-Renormierungsbedingungen aus Abschnitt 2.4 erhélt man damit fiir die
Einschleifen-Renormierungskonstanten

YZ
02

6Z£(1)

523;(1)

Re (S (M) (= (3)
Re (S27(M2)), 5777 = —Re (zZZ' (M2) )
S (M) 2 _ o 1 (0)

-2 Re (TT% s (SZ(I,)y =2 M% s
_E}’E;)(O)a
Re (S7(M3)) 670l = —Re (S{(M3)) .

my
LRe () (m3) + Shyy (md) + 25 (m3))
~Re (S (m3)) = m3 Re (B4, (m3) + S,y (m3) + 255, (m3))

~Re (zg(l) (m%)) — m}Re (2{(1)(m§) + 200 (m2) +2 zg(l)(mi)) . (2.47)

Y/ (k?) bezeichnet die Ableitung der unrenormierten Selbstenergie nach dem Impulsquadrat
k2. Fiir die Ladungsrenormierungskonstante findet man unter Beriicksichtigung einer Ward-

Identitét [21]

1 SW <7
- __ v ’Y
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2.4. On-Shell-Renormierung des Standardmodells

Der schwache Mischungswinkel ist keine unabhéngige Grofie, sondern iiber (2.19) mit der
W- und der Z-Masse verkniipft. Definiert man die Renormierungskonstante dsy, durch

Swo = Sw—|—5Sw, (249)
so gilt die Beziehung
5 _ Gy (M) My
Sway = sy \ M2 2 ) (2.50)

Des Weiteren enthilt das Higgspotential (2.11) den Tadpole-Term

A

tH(z) = v (;ﬂ — Zzﬂ) H(z), (2.51)

der auf Bornniveau identisch verschwindet. In héheren Ordnungen erhélt er jedoch nicht-
verschwindende Korrekturen. Diese kompensiert man durch einen Counterterm dt,

ty = t+0t, (2.52)
der so gewihlt wird, dass auch in héheren Ordnungen keine Tadpolebeitrige auftreten.
Bei der Berechnung von 6777,

_ 570

o (2.53)

07y = —T17(0), I (p%)

tritt das Problem auf, dass die Massen der leichten Quarks bei niedrigen Energien auf-
grund von QCD-Effekten nicht wohldefiniert sind. Zur Berechnung dieser Renormierungs-
konstante spaltet man den Beitrag der Photon-Vakuumpolarisation bei einer ausreichend
hohen Energie ab, so dass die Quarks dort als freie, masselose Teilchen betrachtet werden
konnen [22]. Fiir diese Energie wiihlt man oft p> = MZ%, da dies eine natiirliche Skala fiir
elektroschwache Prozesse darstellt,

I(0) = —Re(II"(M3)) +11"(0) + Re (I (M3)) (2.54)
= —Re (17(M2)) + Re (7 (M2)). (2.55)

Der Anteil Re (I177(M%)) kann pertubativ berechnet werden.

Der Realteil der renormierten Vakuumspolarisation,
Re (ﬂW(Mg)) = Re (II"(M2)) — II""(0), (2.56)
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Kapitel 2. Das elektroschwache Standardmodell

ldsst sich in einen bosonischen Anteil, einen leptonischen Anteil, einen Anteil der die leich-
ten Quarks und einen Anteil, der das top-Quark enthélt, aufspalten.

Re (I07(M2)) = Re (T(M3)) + Re (11 (212))
+ Re (M099(M3)) + Re (T (M3)) (2.57)

Der bosonische Anteil und der Anteil, der das top-Quark enthélt, konnen problemlos per-
tubativ berechnet werden. Die verbleibende Grofle

Aa = Adp + A = —Re (ﬂlept(Mg)) ~ Re (ﬂhad(Mg)) (2.58)
entspricht einer Verschiebung der elektromagnetischen Feinstrukturkonstante
a(M3) = a(l+Aa)+0(a?). (2.59)

Waihrend der leptonische Anteil direkt pertubativ berechnet werden kann, kann der hadro-
nische Anteil mittels einer Dispersionsrelation gewonnen werden,

« * R (¢
Aapg = —=— MZR ds’ 2.
had 3r 7 6([1%27 Ss'(s'—Mg—z'e)> (2.60)

mit
o (ete” — v* — Hadronen)
oete” =y — ptu)

R (5" (2.61)

Dabei werden die Beitrige bei hohen Energien im Rahmen der pertubativen QCD berech-

net, wihrend die Beitrdge bei niedrigen Energien aus experimentell gemessenen Wirkungs-
querschnitten bestimmt werden konnen [23].

2.4.2 Zweischleifen-Renormierung

In dieser Arbeit wird der Zweischleifen-Counterterm zum Z f f-Vertex benétigt. Die Feyn-
manregel zu diesem Vertex lautet allgemein

ZE1F = ey wy Ze Z}J; <(ng Gy — Zg, Ya) V727 Q\/Z’YZ>
+ devaw. 7,71 ((ng o + Z,, 9a) VZZZ — Q \/ZvZ) (2.62)

mit der Vektor- und der Axialvektorkopplung

; :I?’—QQS%V 7. g = I?—2Q (sw + dsw)?
Y 25W Cw ’ v I 2 (SW + 5Sw) (CW + 5CW),
I3 I3

Lo Qg = )
990 = 9 (s + dsw) (cw + dcw)

Ga = (263)

QSWcW,
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2.4. On-Shell-Renormierung des Standardmodells

Q bezeichnet die Ladung des Fermions in Einheiten der Elementarladung. dsy ist in (2.49)
definiert und dcyy ist gegeben durch

Cw

Entwickelt man in (2.62) die Renormierungskonstanten bis zur 2. Ordnung, ergibt sich in
Ubereinstimmung mit [18] der Zweischleifen-Counterterm

Zfr — ! ! _
6Z(2) = ey, <6gv(2) —756gA(2)) =

gv 9v — Ga
ey [gvéZ + 90074, EéZ(ZQ)Z + 5 521’;(2)

+

9o+ 9o o, f Q. vz | 9o zz v Z7\2

Gv 9o — YGa ¢, f 9o+ Ga ¢ f Q P
+6Ze(1) <5ng(1)gv + E(SZ(ZUZ + 5 6ZR(1) + 5 6ZL(1) _ 5527

(1)

+0Z5, (-%52_%(1) + 202, + P02 - %52&?)
+67] ) (%5Zga(1> + 20700 + 2 - 7 %szgjﬂ
—1eY,Ys [gaéZe + §a0Zy,( %62(22)2 + Ja g v 6Z}’;(2)

+ 8057+ %52%(1)525)2 - &35y

f Q.z  Ya 9a — Gv gv

a a Yv a+ v
+6Ze(1) <ga(SZga(1) + %(SZ(ZUZ —+ 9 5 9 621];(1) g g 6Zf )

f Q. vz | Ya 9o 9o+ Ga
+(SZL(1) (—Z(SZ&) + 552_%(1) + Eéng(l) + 1 6Z(Z1)Z>} . (2.65)

Hierbei bezeichnen dgy 2y und g4y den Vektor- und den Axialvektoranteil des Counter-
terms.

Der Counterterm (2.65) enthélt die Zweischleifen-Renormierungskonstanten 6 Z(z), 6257,
6Z(f2’f, 6Z(f2’)L, 6Z(7§, 0 Zg,(2) und 0Zy,(2). Die beiden letzteren berechnen sich via (2.63) und

(2.64) aus dsy(9) - Diese Renormierungskonstante ist wiederum durch die Massenrenormie-
rungskonstanten (5M§V(L2) und 5]\/[%(1’2) gegeben,

552 _ Mgv 5M§(2)_5MVQV(2) _MvgvéMé(l) ‘5M§(1)_‘5M5v(1)
we) M2\ M2 M2, M2 M2 M2 M2,

sty = (swo+0sw)” = sl + s (2.66)
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Kapitel 2. Das elektroschwache Standardmodell

Zur Berechnung des Counterterms fiir den effektiven leptonischen Mischungswinkels benotigt
man die Differenz (siehe Kapitel 4)

g 5"
§sinfg = — 9o v(2)  “JA@2)
4 g, 9o Ja

1
= 553‘,(2) + 5 Swew 6235 + sy (i — ciy) (5ZZL(2) — sy (siy — ciy) 5Z§(2)
+ Produkte von Einschleifen—Countertermen, (2.67)

die 6Z.(2) und 5Z(Z2)Z nicht mehr enthilt. Zur Berechnung der verbleibenden Zweischleifen-

Renormierungskonstanten werden die Zweischleifen-Selbstenergien zu den Ubergéngen
W —-W,Z— Z,v— Z und | — [ gebraucht (siehe auch [24]),

Sy (k%) = SWo (k) + 6203 (k* — Mj,) — 0My ) — 62010 My

kQ
ZZ(Z)(kQ) = SPG () + 0207 (K> — M) — 6Mj ) — 02576 M + —(0277)°,
4 (1)

1 1
Sip(®) = T35 () + (—6252? +—6Zﬁ?5Zﬁf) (k* = M)

(2)
Shigy(k?) = Sk (k) + 5ZlL(2)a Sy (k) = Sy (k?) + 6 Z5
2 my 2

2
(6240 + %)
B L(1) RL))  0my(a) . (2.68)

8 my

1 Z Z 2 7z 2
<2(SZ7 + 527 5ZW>/<; 52(1;5MZ(1)

~

2f9(2)(l‘72) = 259(2)(1‘32)_

Mit den Renormierungsbedingungen aus Abschnitt 2.4 ergeben sich die benétigten Renor-
mierungskonstanten in Ubereinstimmung mit [17] zu

SMiyay = Re (S (M) = 0716 M2 ) + Im (z(le)’(Mgv))Im(z(le)W(Mgv)),(2.69)
SMpy = Re(SHh(MR)) = 07026Mpy +Im (zﬁ)z’(Mg))Im(zﬁ)Z(Mg))

Tm (Z”Z)(M2)>2

M% vz 2 (1
+—Z (62(1)) + e , (2.70)
Re (272 (M2)> 2
vz T2\ z 275M | RN
07 = 2 7 HOZEE - RIZZ, (2.71)
0Zpp = —Re(She(mi)) —m] Re (ElL(z)(sz) + Elzlz(g)(m?) + 22@(2)("&)) (272
0Zhey = —Re (Shy (M) —mf Re (Sl (i) + Shesy (m) + 2y (mf)) . (2.73)
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2.4. On-Shell-Renormierung des Standardmodells

MVQV’Z ist dabei der Realteil des komplexen Pols M%V,Z des entsprechenden Propagators
My = My, — i My, z Tz, (2.74)

der allerdings im Gegensatz zum FEinschleifen-Niveau nicht direkt mit der physikalischen
Masse identifiziert werden kann, wie im folgenden Abschnitt 2.4.3 erklért wird.

Oft wird der Massenparameter auch als Pol des Realteils des Propagators angegeben [20,
21], der direkt mit der physikalischen Masse identifiziert werden kann. Die beiden Defini-
tionen unterscheiden sich jedoch in ihrer Eichabhéngigkeit [25]. In [26] wurde gezeigt, dass
die Definition als Realteil des komplexen Pols eine eichunanhéngige Definition der Masse
darstellt. Dies wurde in [16,17] explizit auf Zweischleifen-Niveau bestéitigt. Dagegen ergab
sich fiir die Definition der Masse als Pol des Realteils des Propagators ein eichabhéngiges
Ergebnis fiir den renormierten schwachen Mischungswinkel. Daher ist letztere Definition
der Masse physikalisch nicht sinnvoll.

2.4.3 Komplexe Polmasse und experimentell gemessene Masse

Experimentell bestimmt man die Masse M,,, und die Breite I'¢;, der Eichbosonen durch
den Fit einer Breit-Wigner-Funktion mit energieabhéingiger Breite an die Messdaten [27],

s
(s — M2, )%+

eTp

o(s) ~ T (2.75)
ST

exrp

Theoretisch berechnet man den Wirkungsquerschnitt fiir die Produktion einer Vektorboson-

Resonanz aus dem Betragsquadrat des einteilchen-reduziblen Propagators Dé}PR),

2

DY (s) (2.76)

o(s) ~ s

wobei der zusétzliche Faktor s aus der Phasenraumintegration stammt. Unter Ausnutzung
der Definition des komplexen Propagatorpols,

Pr(M?) = —i (M? ~ M2y iT(M2)> =0, (2.77)

und (2.74) findet man durch Entwicklung der renormierten Zweipunktfunktion um den
komplexen Propagatorpol,
iTr(s) = s— M?*+S7(s)

= 5= M2+ (M2 = M2+ Sp(M2)) + S5 (MP) (5 = MP) + O ((s = MP)?)

= (5= M2 +iMT) (1+ S (M?)

s s () o e

25



Kapitel 2. Das elektroschwache Standardmodell

Die Feldrenormierung 7 erfiillt die folgenden Gleichungen,
Z = 1+Re(Sh(M?), (2.78)
Im (2}(/\42)) — ZMT. (2.79)
Damit erhélt man fiir den Propagator

—iZ ' (1+iT M)

(1PR) ~
Dp ) — S p it

(2.80)

Daraus ergibt sich im Gegensatz zu (2.75) eine Breit-Wigner-Funktion mit konstanter
Breite,

S
o(s) ~ (5—M2)2+M2F2'

(2.81)

Die beiden Gleichungen (2.75) und (2.81) lassen sich jedoch durch die folgende Parameter-
transformation ineinander iiberfiihren [28],

rz, \ r,,\
M = M.y, (1 + —”) , [ =Ty <1 4+ 2P ) . (2.82)
M2, My

Aus den Gleichungen (2.82) kénnen damit die komplexe Polmasse und -breite direkt aus
den entsprechenden experimentellen Werten gewonnen werden.
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Kapitel 3

Myon-Zerfall und W-Masse

Myonen zerfallen fast ausschliefilich iiber den schwachen Prozess = — e~ #,v,. Dieser
wird im Fermi-Modell [10] durch einen lokalen Vierpunkt-Vertex der beteiligten Fermionen
beschrieben (siehe Abbildung 3.1a)). Das entsprechende Matrixelement lautet

e
Meermi = T; (ﬂuu YA W Uu) (ae 'YA W 'Uue) (31)

mit der Fermikonstante G, als effektiver Kopplungskonstante.
Daraus berechnet sich die Myon-Zerfallsbreite zu

G?mP m2
P, = e+ wp (M)A
" 102 73 <mg>( +Aq),

mit

F) = 1-81x—82"—2'—122%In(z). (3.2)

Ty

a)

Abbildung 3.1: Myon-Zerfall im a) Fermi-Modell und b) Standardmodell
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Kapitel 3. Myon-Zerfall und W-Masse

Aq enthilt die elektromagnetischen Strahlungskorrekturen zum Vierpunkt-Vertex im Fermi-
Modell. Diese sind auf Ein- [29] und Zweischleifen-Niveau [30] bekannt,

. o a \? 3
Ag = 18104 +(6.701 £ 0.002) ({-) +0(a"), (3.3)

™

Aus dem aktuellen Wert der Myon-Lebensdauer 7, = r_ = (2.19703 £ 0.00004) ps [31]
berechnet sich damit die Fermikonstante zu G, = (1.16637 & 0.00001) x 107° GeV 2.

Vernachléssigt man die Myon-Masse gegen die W-Masse, so wird der Myon-Zerfall im Stan-
dardmodell auf Born-Niveau durch das Diagramm 3.1b) beschrieben. Das entsprechende
Matrixelement lautet

62

Mgy = (T, 2 W= uy) (Te Y w_ vy, ) - (3.4)
2 (1- 5 ) 013,

Vergleicht man diesen Ausdruck mit (3.1) so erhélt man die W-Z-Massenrelation,

G, e’
Vo 8 (1-5) Mz 39

Wihrend die QED-Korrekturen zum Myon-Zerfall bereits in der Definition der Fermikon-
stante (3.2) enthalten sind, konnen die restlichen Quantenkorrekturen in die Grole Ar
absorbiert werden, die von allen Parametern des Standardmodells abhéngt,

G e?
7% = 8<1 M2 >M2 [1—|—A7‘(Mw,Mz,MH,mt,AOé,"')]. (36)

Neben den Einschleifen-Korrekturen sind zu Ar auch die QCD-Korrekturen der Ordnung
O (aay) [32] und O (aa?) [33], universelle Beitriige durch p- [34,35] und S-Parameter [36]
sowie die vollstindigen fermionischen [16, 37] und bosonischen elektroschwachen Zwei-
schleifen-Korrekturen [38] bekannt.

Fiir einen festen Satz von Eingabeparametern wird Gleichung (3.6) durch genau einen
Wert fiir die W-Masse gelost. Betrachtet man diese theoretische Vorhersage fiir My, als
Funktion der Higgs-Masse, so erhilt man durch Vergleich mit dem experimentellen Wert
strikte Schranken fiir M.
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Kapitel 4

Z-Resonanz und effektiver
leptonischer Mischungswinkel

Zur Beschreibung des Prozesses

ete” = (v, 7Z) = fFf, f#e, (4.1)

in der Nédhe der Z-Resonanz fiihrt man iiblicherweise das Konzept der effektiven Kopplun-
gen ein. Der effektive leptonische Mischungswinkel wird iiber diese effektiven Kopplungen
definiert.

4.1 Bornnidherung

Das Matrixelement zum Prozess (4.1) lautet in niedrigster Ordnung Stérungtheorie,

MP % [QeQrYa @7 + X (959170 @7 — 95970 © 775
—0e0i70Y OV + goglvas @ )] (4.2)
Hierbei wird die abkiirzende Schreibweise
A ® B* = [v, Ague] x [uy B®vy] (4.3)

verwendet. x bezeichnet den Z-Propagator,

S

X = iSFZ ’

4.4
T (4.4

und @7 ist die elektrische Ladung des Fermions in Einheiten der Elementarladung. g/ und
g/ sind in (2.22) definiert. Speziell fiir Leptonen [ gilt die Relation (2.23).
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4.2 7-Pol Approximation

Die QED-Korrekturen zum Prozess (4.1) bilden eine eichinvariante Teilmenge der elek-
troschwachen Korrekturen. Sie sind UV-endlich aber I R-divergent. Diese I R-Divergenzen
werden durch die Beitrdge der Photon-Bremsstrahlung kompensiert, die den Streuprozess
begleitet. Da diese Beitrage von der experimentellen Anordnung abhingen, werden sie
getrennt betrachtet. Die verbleibenden Beitréige sind die schwachen Korrekturen héherer
Ordnung.

Vernachléssigt man die Massen der dufleren Fermionen, so lassen sich die schwachen Kor-
rekturen in elektroschwache Formfaktoren fi’}f absorbieren,
eff 1 a ef a ef a
M ~ ;[a(s)f}/a@f}/ +X(',F’vaya®fy _',Fva’yoé®’7 Vs
—Fel Y01 ® 7 + Felvas ©7%75)] - (4.5)

Diese Formfaktoren hingen von den Mandelstamvariablen s und ¢ ab. Die ¢-Abhéngig-
keit stammt von Boxdiagrammen, die als nichtresonante Beitrige an der Z-Resonanz ver-
nachléssigbar sind. So tragen die Einschleifen-Boxdiagramme nur einen relativen Beitrag
von 10™* bei [39]. Vernachlissigt man auch alle anderen nicht resonanten Beitrige, wie bo-
sonische Einsetzungen in den Photonpropagator oder Photon-Fermion-Vertexkorrekturen,
so faktorisieren die Formfaktoren vollsténdig,

Fil(s) = Gi(s)G](s). (4.6)

Die Z-Pol Approximation besteht darin, dass man dariiberhinaus in den Formfaktoren
s = M% setzt.

4.3 Effektiver leptonischer Mischungswinkel

Mit den im letzten Abschnitt dargestellten Ndherungen erhélt man den Z-Anteil der Am-
plitude (4.5) aus dem der Bornamplitude (4.2), in dem man die Ersetzungen

o — gl (M3) (4.7)
durchfiihrt. Die effektiven Kopplungen Qfx,v sind definiert als

ghv = 6l, (M), (4.8)

und werden durch Indizes in Grofibuchstaben A und V' von den entsprechenden Borngréfien
Ja,» unterschieden.

30



4.4. Experimenteller und theoretischer Status

Auch das Matrixelement des Zerfallsprozesses Z — f f wird durch die effektiven Kopplun-
gen beschrieben,

M = v |9l = ghs] s e, (4.9)

wobei iy, vy und €% die Wellenfunktionen des Fermions f, des Antifermions f und des Z-
Bosons sind. Der effektive leptonische Mischungswinkel wird in Analogie zur Bornrelation
(2.23) iiber das Verhéltnis der effektiven Kopplungen definiert,

sin g = 1 (1 —Reglvj'pt) . (4.10)

Die Beitrige aus hoheren Ordnungen Stérungstheorie zu sin? f.¢ kénnen in der Grofie Ax
zusammengefasst werden, die folgendermaflen definiert ist,
Mg,

sin? g = Ksy = /-c< ——2>, k=14 Ak. (4.11)
My

4.4 Experimenteller und theoretischer Status

Die im letzten Abschnitt 4.3 definierte GroBe sin? f.¢ stellt eine Schliisselobservable bei
der indirekten Bestimmung der Higgsmasse aus Prézisionsobservablen dar. Zum Einen ist
sie sehr sensitiv auf die Higgsmasse, zum Anderen kann sie experimentell sehr genau aus
verschiedenen Asymmetrien der Z-Resonanz bestimmt werden. Der aktuelle experimentel-
le Wert betrigt sin?f,z = 0.23153 4 0.00016 [6] und weitere Verbesserungen werden von
zukiinftigen Beschleuniger-Experimenten erwartet. So konnte am ILC im GigaZ-Modus
eine Genauigkeit von 1.3 x 107" erreicht werden [7,8]. Daher wird eine sehr genaue theo-
retische Vorhersage fiir sin” f.¢ benétigt.

Neben den vollsténdigen Einschleifen-Korrekturen [40], sind auch die QCD-Korrekturen
der Ordnung O (aay) [32] und O (aa?) [33] sowie universelle Beitriige durch p- [34,35] und
S-Parameter [36] zu sin”f.g bekannt. Von den elektroschwachen Zweischleifen-Beitriige
zu sin? g kannte man zu Beginn dieser Arbeit nur die beiden fiihrenden Terme einer
Entwicklung in der top-Masse [41]. Da die verbleibende theoretische Unsicherheit aufgrund
der fehlenden Zweischleifen-Beitrige noch sehr grof ist, ist die vollstindige Berechnung
dieser Korrekturen notwendig.

4.5 Elektroschwache Zweischleifen-Beitrige

Entwickelt man die effektiven Kopplungen in Gleichung (4.10) in «,
gva = Gua (14 gvaq) + gviae) + ), (4.12)
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Kapitel 4. Z-Resonanz und effektiver leptonischer Mischungswinkel

so erhilt man fiir den elektroschwachen Mischungswinkel

1 v
sin® Qg = 1 {1 ~TiRe [1+ dgva) — dgaq)
+0gv(2) — 69a@) + 09401y (0940) — dgv))] } + O (o). (4.13)

dgv) — 6gaqn ist der Einschleifen-Beitrag zu sin? fe¢. Zum Zweischleifen-Ergebnis trigt
neben dem analogen Beitrag dgy(2) — dgac2) noch das Produkt aus Einschleifen-Beitrigen
dga(1) (6gA(1) — 6gv(1)) bei. Dieser Term kompensiert die I R-Divergenzen, die in

dgv(2) — 0ga(2) auftreten (siehe Abschnitte 5.2.3 und 8.2.2).

Die echten Zweischleifen-Diagramme, die zu sin? A beitragen, lassen sich in in vier Klassen
aufteilen (Abb. 4.1). Die Kreise symbolisieren renormierte Zwei- bzw. Dreipunktfunktionen,
in Abb. 4.1a) und 4.1b) auf Einschleifen- und in Abb. 4.1c¢) und 4.1d) auf Zweischleifen-
Niveau. Im On-Shell-Renormierungsschema (siehe Abschnitt 2.4) verschwindet der Realteil
des Diagramms in Abb. 4.1¢). Die reduziblen Diagramme Abb. 4.1a) und 4.1b) tragen nur
Produkte vom Imaginirteilen von Einschleifen-Funktionen bei und konnen leicht berechnet
werden. Die wesentliche Schwierigkeit auf Zweischleifen-Niveau besteht also in der Berech-
nung des irreduziblen ZII-Vertex Abb. 4.1d).

c) d)
Abbildung 4.1: Klassen von Zweischleifen-Diagrammen
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4.5. Elektroschwache Zweischleifen-Beitrige

Hierbei treten zwei Probleme auf:

e Die On-Shell-Renormierung des ZIl-Vertex.

e Die Berechnung irreduzibler Zweischleifen-Vertexkorrekturen bei &uflerem Impuls un-
gleich Null.

Diese beiden Aspekte lassen sich getrennt voneinander behandeln, wenn man die folgende
Aufteilung des renormierten Z[l-Vertex in zwei UV -endliche Anteile vornimmt,

P (M) = T (M7) + 078
= (v o) +oz8) + () (M3) -T2 (0) (4.14)

Der erste Teilbeitrag (F(ZQ[)Z (0) + (5Z(Z2§l) enthilt die gesamte On-Shell-Renormierung. Die
Methoden, die zu seiner Berechnung verwendet wurden, sind im folgenden Kapitel 5 erlau-
tert. Der zweite Teilbeitrag (F(Zggl (M2) — F(ZQZ)l (0)) enthiilt die Zweischleifen-Vertex-Kor-
rekturen bei duflerem Impuls ungleich Null. Als zusétzliche Schwierigkeit treten hierbei

I R-Singularititen auf. Die Methoden zur Berechnung von I R-endlichen Funktionen sind
in Kapitel 6, die zur Berechnung der [ R-divergenten Beitrige in Kapitel 7 dargestellt.
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Kapitel 5

Der renormierte Zl/-Vertex bei
verschwindendem aufleren Impuls

Zum effektiven leptonischen Mischungswinkel trigt von der ZlI-Vertexrenormierung nur
die Differenz aus vektoriellem Anteil und axialem Anteil (4.13) bei. Nach Gleichung (2.67)
werden somit die folgenden Zweischleifen-Renormierungskonstanten benotigt: 6Z(7§, 6ZlL(2),
6Z§2(2) und 63%[,’(2). 63%1,’(2) ist durch die Massenrenormierungskonstanten des W- und des
Z-Bosons 0 M, ) und 6M7 ., gegeben (siehe Gleichung (2.66)). Diese Renormierungskon-
stanten enthalten nach (2.69)-(2.73) hochstens Zweischleifen-Selbstenergien bei nichtver-
schwindendem #dufleren Impuls, aber keine Zweischleifen-Vertices.

Neben der Vertexrenormierung besteht der erste Teilbeitrag aus Gleichung (4.14) noch
aus dem Zll-Vertex bei duflerem Impuls Null. In Abwesenheit duferer Impulse reduzieren
sich die auftretenden Zweischleifen-Dreipunkt-Funktionen zu einfacheren Vakuumintegra-
len. Der erste Teilbeitrag zum effektiven leptonischen Mischungswinkel aus (4.14) enthélt
somit neben Einschleifen- und Vakuumintegralen ausschliefilich Zweischleifen-Zweipunkt-
Funktionen.

5.1 Rechenmethoden

Die Berechnung dieses Teilbeitrags kann somit in den folgende Schritte durchgefiihrt wer-
den:

e Erzeugung der Diagramme und Amplituden

Hierzu wurde das Programmpaket FeynArts [42, 43] verwendet, das nach Spezifi-
kation des Prozesses und der Schleifenordnung die entsprechenden Diagramme und
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Amplituden generiert. Die generischen Zweischleifen-Diagramme, die zu einer der Re-
normierungskonstanten (2.69)-(2.73) oder zum ZlI-Vertex beitragen, finden sich in
Anhang A.

e Extraktion der effektiven Kopplungen aus der Amplitude

Aus den von FeynArts erzeugten Amplituden wurden mittels des sogenannten Spur-
tricks die effektiven Kopplungen gewonnen. Dieser basiert darauf, dass bei nichtver-
schwindenden Impulsen p;, p; und P aus einem Matrixelement der Form (e® bezeich-
net einen Polarisationsvektor)

M = a(p2) Yalgy — garslv(pr) € (P) =11 (p2) Tav(p1) e (P), (5.1)

also insbesondere auch aus dem Matrixelement (4.9), die Koeffizienten gy und ga
mittels Spurbildung wie folgt herausprojiziert werden kénnen,

gv = —WT‘T{FA%%%}a (5.2)
1

g4 = mﬁ{rwl Vs P2} - (5.3)

Bei verschwindenden Impulsen, wie es in diesem Kapitel der Fall ist, konnen gy und
g4 folgendermaflen bestimmt werden,

1
gv = ETI‘{F/\'}/,\}, plzoa p2:0a PZO) (54)
1
g2 = —pT{Punl. p=0pm=0P=0. (5.5)

Hierbei ist D die Raum-Zeit-Dimension.

e Zuriickfithrung der auftretenden Schleifenintegrale auf Standardintegrale

Die auftretenden Zweischleifen-Zweipunkt-Funktionen wurden mit dem Programm-
paket TwoCalc [44], die Einschleifen-Funktionen aus den Countertermdiagrammen
mit dem Programmpaket OneCalc [44] auf skalare Standardintegrale zuriickgefiihrt.

e Numerische Auswertung

Die von OneCalc und TwoCalc erzeugten analytischen Ausdriicke wurden mit dem
Programmpaket S2L [45] numerisch ausgewertet. Dieses Paket verwendet analyti-
sche Ergebnisse fiir die auftretenden Einschleifen- [46] und Zweischleifen-Vakuum-
Integrale [47] sowie eindimensionale Intergaldarstellungen fiir die Zweischleifen-Selbst-
energien bei nichtverschwindendem &ufleren Impuls [45]. Dariiber hinaus wurden zur
Uberpriifung der Ergebnisse einige der Methoden aus [48] implementiert.
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5.2 Besonderheiten bei der Berechnung von f‘(ZQl)l (0)

Bei der Berechnungen der Zweischleifen-Renormierungskonstanten(2.69)-(2.73) sowie des
Zll-Vertex bei Impuls Null kénnen im Allgemeinen alle Fermionmassen bis auf die top-
Masse vernachléssigt werden. Zusétzliche Schwierigkeiten treten nur bei der Berechnung
der Lepton-Feldrenormierungskonstanten (siehe Abschnitt 5.2.1) sowie der Diagramme aus
Abbildung 5.1 (siehe Abschnitte 5.2.2 und 5.2.3) auf.

5.2.1 Lepton-Feldrenormierungskonstanten

Die Lepton-Feldrenormierungskonstanten ergeben sich nach Gleichung (2.72) und (2.73)
unter Vernachldssigung der Leptonmasse aus den entsprechenden Selbstenergien bei Im-
puls 0. Hierbei kann der duflere Impuls aber nicht von vorneherein auf Null gesetzt werden,
da ansonsten die Aufteilung in links-und rechtshindigen Anteil der Selbstenergie nicht
mehr eindeutig wire. Daher muss erst die Selbstenergie bei nichtverschwindendem Impuls
p berechnet, diese dann in links- und rechtshiandigen Anteil aufgeteilt und erst dann der
Grenziibergang p — 0 vollzogen werden. Hierbei konnen jedoch kiinstliche I R-Divergenzen
auftreten. Deshalb miissen zunichst die Fermionmassen beibehalten, sowie eine Photon-
masse als Regulator eingefiihrt werden. Nachdem man den Grenziibergang p — 0 durch-
gefiihrt hat, erhilt man die Feldrenormierungskonstanten, indem man die Teilchenmassen
entsprechend ihrer physikalischen Ordnung gegen Null gehen lésst (also zuerst die Photon-,
dann die Elektronmasse usw.).

5.2.2 Dreiecksdiagramm mit zwei Photonen

Auch bei der Berechnung der Beitrége von Diagramm aus Abb. 5.1a) im gemischten Schema
(sieche Abschnitt 2.3.1), kénnen kiinstliche I R-Divergenzen auftreten. Deshalb kann man
auch hier zunéchst die leichten Fermionmassen nicht vernachlissigen und muss zuséitzlich
eine Photonmasse einfiihren. Lésst man nach dem Grenziibergang D — 4 wiederum die
Teilchenmassen entsprechend ihrer physikalischen Ordnung gegen Null gehen, so stellt man
fest, dass der Beitrag dieses Diagramms zu f‘(ZQJ;f (0) nach Summation iiber alle inneren
Fermionen identisch verschwindet.

5.2.3 [R-divergente Diagramme

Die Diagramme aus Abb. 5.1b) sind I R-divergent. Gemeinsam mit dem Produkt aus Ein-
schleifen-Beitrégen g1 (6gA(1) — 6gv(1)) aus (4.13) ergeben sie jedoch einen I R-endlichen
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—~{[_ sl

g
g
)

a b)

Abbildung 5.1: problematische Zweischleifen-Diagramme

\N‘<@Z A/\/\<Z< «/\A<§Z+IR—endlich

Abbildung 5.2: Kompensation von I R-Divergenzen

Beitrag zu sin’ f,¢, was schematisch in Abb. 5.2 dargestellt ist. Dies wurde explizit iiber-
priift, indem der bosonische Anteil von dga1) (6gA(1) — 6gv(1)) ebenfalls geméf

59401y (09a01) — dgvn)) (P?) = dgaq) (69a¢1) — dgv1y) (0)
+{69401) (09401) — dgv1y) (P?) = 6g9a01) (09401) — dgvr)) (0)} (5.6)

aufgespalten wurde und anschliefflend die beiden Term aus (5.6) gemeinsam mit den entspre-
chenden Beitrdgen der Diagramme aus Abb. 5.1b) berechnet wurden. Auch hier mussten
wiederum Elektron- und Photonmasse vor dem Grenziibergang D — 4 eingefiihrt und
anschliefflend entsprechend ihrer physikalischen Ordnung auf Null gesetzt werden.
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Kapitel 6

I R-endliche Zweischleifen-Vertices

In diesem Kapitel werden Methoden zur Berechnung der I R-endlichen Zweischleifen-
Diagramme vorgestellt, die zur Differenz

ral (Mz) — T (0) (6.1)

aus Gleichung (4.14) beitragen. Mit den Bezeichnungen aus Anhang B lisst sich dieser
Beitrag als Summe von Tensorintegralen der Familien V141, V231 17222 7221 ypq /131
schreiben. Unsere Methode zur Berechnung der V'!*!-Diagramme findet sich im folgenden
Abschnitt 6.1, wiahrend die Berechnung der restlichen Diagramme im Abschnitt 6.2 be-
schrieben ist. Dariiber hinaus treten noch Diagramme wie in Abb. 6.1 auf. [hr Beitrag zu
sin @ ldsst sich als Produkte von Einschleifen-Funktionen schreiben, die leicht berechnet
werden kdnnen.

Im Folgenden wird die abkiirzende Schreibweise

1 1 1
0 0 0

verwendet.

Abbildung 6.1: V*%-Diagramm
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6.1 V!lDiagramme

e, v
W, Gw Z, W
v
Z, W
%% e,V
a) b)
e,V
e,V
zZ, W
e,v
c) d)

Abbildung 6.2: V*!'-Diagramme

Alle auftretenden I R-endlichen V'*'-Diagramme sind schematisch in Abb. 6.2 dargestellt.
Thr Beitrag zur Differenz T'Z"(M7) — 7" (0) kann mithilfe von Dispersionsrelationen be-
rechnet werden. Dieses Verfahren wird im Folgenden anhand des Beispiels Abb. 6.2b) mit
diagonaler Z-Selbstenergie erklért. Die anderen Diagramme kénnen analog behandelt wer-
den.

Das entsprechende Vertexdiagramm hat die Struktur

1 1 I
T,(P?) ~ /qu V(g0 — ga%)m V(9o — Ga5) s V7 (g — gm)ﬁ ,

P?=(p_+py)* (6.3)

Die renormierte Einschleifen-Selbstenergie kann in Transversal- und Longitudinalteil auf-
gespalten werden,

Spo@) = Sr(c?) <gp(, - q;g) + 3. (g% <%> . (6.4)
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Es kann leicht verifiziert werden, dass der Teil proportional zu ¢,q, fiir masselose dufere
Leptonen einen Term ergibt, der unabhingig von P? ist. Dieser Teil triigt somit nicht zur
Differenz T'Z"(M7)—T/"(0) bei und nur der transverale Anteil muss beriicksichtigt werden.

Dieser hat im On-Shell-Schema die folgende Form

Sr(¢?) = Sr(¢®) — ReSp(M3) — (¢* — M3) ReSp(My)
= Sr(¢®) — Sr(M3) — (¢ — My) S5.(M3)
+i ImSp(MZ) +i (¢° — M%) Im XL (M3) . (6.5)
Setzt man die Imaginérteile aus (6.5) in (6.3) ein, so erhélt man eine Konstante multipliziert

mit Einschleifen-Funktionen. Auf die erste Zeile aus (6.5) wird die folgende Dispersionsre-
lation angewendet,

So(g) = / " g Imels) (6.6)

T 5—q? — i€’
und es ergibt sich
2r(q®) = Sr(Mz) — (¢° = Mz) Sp(Mj)

_ (@M TImSr(s) 1
= T /0 d (s — MZ —ie)2 (q2 — s + i€) (6.7)

Setzt man dies in (6.3) ein, so kiirzt der Faktor (¢2 — M%) den entsprechenden Term im
Nenner, und man erhilt ein eindimensionales Integral iiber eine Einschleifen-Vertexfunktion
mit einer variablen Masse s, multipliziert mit einem Gewichtsfaktor ZmY (s) /(s — M%)2.
Dadurch, dass der entsprechende Beitrag bei P? = 0 subtrahiert wird, ist der Ausdruck
UV -endlich. Letztendlich verbleiben also Integrale der Form

/°° gs— 10 _ /M gs 1(8) =1 (M) = (s = M) (M)
0 (s — M? — ie) 0 (s — M? — ie)
AP (M) (s = M) (M?)
+/g s (s — M2 — ie)?

> f(s)
+/2M2 b L. (6.5)

Der zweite Term aus (6.8) kann analytisch berechnet werden. Die beiden anderen Terme in
(6.8) weisen keine Singularitéiten mehr auf und kénnen numerisch integriert werden. Hierzu
wurde die CUBA-Bibliothek [49] verwendet, die eine sehr schnelle und prézise Berechnung
der Integrale ermdglicht.
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Abbildung 6.3: Beispiel-Diagramme

6.2 V2L VL V?22. und V¥-Diagramme

In Abbildung 6.3 finden sich Beispieldiagramme der V??!(Abb. 6.3a))—, V23! (Abb. 6.3b))-,
V22(Abb. 6.3c))— und V3!(Abb. 6.3d))-Familie, die zu sin? f.g¢ beitragen. Zu ihrer Be-
rechnung wurden im Wesentlichen die auf numerischer Integration beruhenden Methoden
aus [48] iibernommen.

Zur Vereinfachung der Tensorstruktur werden Umformungen der Art

2qp 1 1 p? +m? — M?

(@ —m?)[(g+p)?—M2] ~  @—-m? (¢+p?—-M> (¢ —m?)[(qg+p)®— M

vorgenommen. Damit erhilt man eine Summe aus Tensorintegralen bis maximal dritter
Stufe der Familien V12!, V131 221 y231 gowie der Selbstenergiefamilien St S12t St31
und Produkte von Einschleifen-Funktionen.

Fiir all diese Tensorintergrale werden Feynmanparameter eingefiihrt. Nach der Integrati-
on {iber die Schleifenimpulse werden die Parameter-Integrale analytisch umgeformt, um
glatte Integranden zu erhalten, die numerisch integriert werden kénnen. Eine detailierte
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Diskussion finden sich in [48]. Diese Methoden sind fiir allgemeine dufiere Impulskonfigura-
tionen giiltig. Dariiber hinaus haben wir diese Methoden fiir masselose duflere Elektronen
(p? = 0 = p2) weiterentwickelt. Mit diesen Verbesserungen konnte oftmals die Laufzeit ver-
ringert und die numerische Prézision erhoht werden. Diese Neuerungen werden beispielhaft
anhand der Diagramme aus Abb. 6.3a)-c) in den Abschnitten 6.2.1, 6.2.2 und 6.2.3 erklart.
Die Tensorintegrale der V'3!-Familie kénnen aufilerdem idhnlich wie die V'*'-Diagramme
mittels Dispersionsrelationen berechnet werden. Diese Methode wird in Abschnitt 6.2.4 am
Beispiel des Diagramms 6.3d) erldutert.

6.2.1 Berechnung von /%2

Bei der Berechnung des Diagramms aus Abb. 6.3a) verbleiben nach der Reduktion aus dem
vorigen Abschnitt unter anderem Tensorintegrale bis zur 2. Stufe der V??!-Familie. Diese
Integrale sind UV-endlich um kénnen in 4 Dimensionen berechnet werden. Sie haben die
Form

Guw) _ L [ [ g (Ll 60)
i = = [ [ Soprpg o9

mit den Propagatoren

[]‘] :q%_Mfa [2] = (Q1+p1)2_M227 [3] = (Q1_q2)2_M§;
4] = (g2 +p1)> = M2, [B]=(qu+P)?>—-M2  ij=12

Das Diagramm 6.3a) hat die Massenkonfiguration
M1 :MW:M5, M2:0:M4, MgZMz. (610)

In einem ersten Schritt werden die Propagatoren [1] und [2] mit einem Feynmanparameter
z; und die Propagatoren [4] und [5] mit 2o kombiniert,

12] = (1 —2)[1]+ 2 [2],
[45] = (1 —2)[4] + 23] (6.11)

Danach fasst man die Propagatoren [12] und [3] mit einem Parameter x zusammen,
[123] = (1—2)[12]+2[3] = ¢f +2a1q1 + by
(al, b1) = (01, b1) (Zl,% My, My, M;, py, QQ) . (6-12)

Die ¢;-Abhéngigkeit von ‘/2(211) lautet damit

1—-x 11—z
v /& ~ _ 6.13
221 il 1237~ a2 — b, ( )
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Die ¢;-Integration liefert also den Term (a® —b), der quadratisch in ¢, ist und somit als ein
neuer Propagator [6] in ¢, aufgefasst werden kann. Dieser wird dann mit dem Propagator
[45] kombiniert,

[456] = (1—y)[45] +y[6] =: ¢5 + 2 asqs + bo. (6.14)

Die go-Integration kann analog zur ¢;-Integration durchgefiihrt werden und es ergibt sich
unter Ausnutzung von p? = 0 = p2

' 1-2)(1-y)
V! = / de dy dz, d (
21 0 T as A(P2 M’L:x yazl) Z9 — ( Q,Mi,x,y,Zj),
A(P?, My, 2,y,21) = A = 2(1—2)(1—y) (M42—M§+P2 (1—2 ),
B(P*,M;,z,y,z1) =B = Mjz(1—z)(1—y)+y[Mjz+ (1 —z) (M}(1—2)+ M;z)],
i=1,...,5. (6.15)

Die zo-Integration kann analytisch durchgefiihrt werden,

1 J— J—
v = /0 d dy dz x)f Yy, <1 - %) . (6.16)

Die drei verbleibenden Integration kann man numerisch auswerten, da die Nullstellen von
A durch den Logarithmus kompensiert werden. Fiir die numerische Integration wurde wie-
derum die CUBA-Bibliothek [49] verwendet.

In den Vektorintegralen treten folgende Ausdriicke auf,
K K
Vi)~ /d“qz- T~ (6.17)

Fiir i = 2 ergibt sich im Vergleich zu (6.13) der zusiitzliche Faktor a, der linear in 2,
ist. Somit erhélt man bei der Berechnung der Vektorintegrale aufler Ausdriicken der Form
(6.15) auch noch Integrale der Art

(L—2)(1—y)2
AZQ—

1
/ dx dy dz; dz (6.18)
0

Allgemein miissen in den Tensorintegrale V,/***) neben Integralen der Form (6.15) auch
noch folgende Integrale berechnet werden,

! 1—2)(1—y)zn
/d:c dy dz; dzg( Z)Z( By)22
0 2~
1 n—1
(1—2)(1—y)n A(L= )
= — [ dxdydzd In{1-———-- 1
/0 x dy dzy dz y B ) (6.19)

wobei partiell in z; integriert wurde. Auch hier werden die Nullstellen von A durch den
Logarithmus kompensiert und die vier Integrationen kénnen numerisch durchgefiihrt wer-
den.
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6.2.2 Berechnung von /3!

Das Diagramm 6.3b) triigt zu sin? f.g unter anderem die folgenden UV-endlichen Tensor-
integrale der V?'-Familie bei,

vy lq,qq,qq”q”
‘@(;{M’M wvp) ——/d4q1/d4 1 1 E][é”l]l) (6.20)

mit den Propagatoren
[1] —q1 Mi, 2= (a+P)P-M{, 3= (a - e) - M,
=g —M,  [Bl=(g+p), [6]=(2+P)° M.

Das Diagramm 6.3b) hat die Massenkonfiguration

M1 = mb(% 0), M3 = My, M= MW (621)

Zur Berechnung dieser Art von Integralen haben wir neben der Standardmethode aus [48]
noch eine Methode entwickelt, die stark an die Methode zur Berechnung I R-divergenter
V%! Integrale aus [50] angelehnt ist (vergleiche auch Abschnitt 7.2.2). Diese Methode wird

im Folgenden anhand des skalaren Integrals ‘/2(311) erklart.
Zunichst werden die Propagatoren [1]-[3] mit Feynmanparametern z; und xs kombiniert,
[123] = (1 — 21) [2] + (z1 — 22) [1] + 22 [3]. (6.22)

Aus der ¢;-Integration resultiert wie im vorherigen Abschnitt 6.2.1 ein zusétzlicher Propa-
gator [7], der folgendermafien mit den restlichen Propagatoren verkniipft wird,

[4567] = (1 — 1) [5] + (y1 — 2) [6] + (y2 — y3) [4] + y3 [7]. (6.23)

Nach der go-Integration ergibt sich

V231 = /dxl/ dl‘Q/ dy1/ dyz/ dy3 a U2, (6.24)
_x2)

wobei U quadratisch in ys ist,

U = a(y— Xy3)> +bys +c,

X = 1-— 1‘1,
1-— T
(a: ba C) = (a: ba C) (p27Mi;x1;x2aylay2) . (625)

Durch die Transformation yo — 92+ X y3 wird der Term proportional zu 32 in U eliminiert,
so dass die ys-Integration ausgefiihrt werden kann und man erhéilt

Vi = Co[0,0, P M2,0, M%) Co [M2, M2, P2, M2, M2, M2] + VD + VAP (6.26)
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wobei fiir die Cy-Funktion die Konvention

C [2 9 ( + )2 M2 M2 MQ] _ (QL)MD)/CZAI 1 (627)
0 |P1; P2, \ D1 p2), 19225 293 B 172 n [1] [2] [3] .

verwendet wird mit
=g M, [2l=(@a+p)° =M, [B=(@+p+p)* M. (6.28
1/'2(311'1) und 1/'2(3111’) sind gegeben durch

Vo o [ [ [ [
231 — —/0 501/0 SCQV/O yl/ﬂ yQ/O a1A+B’
1 z1 1 1 Y1 Y1 1
v —/ d / d —/ d / d / S 6.29
231 . x1 . xQV . Y1 . Ya X0 A+ B ( )

Hierbei sind

7 — 1_X, a1:£, a2:y1:y2,
X X
V = P2(1—$1) (:cg—:cl)+M12(1—x2)+M32:c2—Mng(l—:cg),
\%
= — B = M?*y, — P? — ). 6.30
T (1 _ x2) U1 Yo (yl yQ) ( )
Nach den Transformationen
‘/2(311(1) Y2 — Y1 Y2, X1 _>1‘1+$2, To —» ]_—,[EQ,
T <2 Ty, Ty — T X, Yo — T2 Y2,
‘/'2(;11)) C Yo = y1 (1 — ya), T — 1 —a, To — 1 — 29,
T <2 Ty, Ty — T X, Yo — T2 Y2, (6-31)
erhalt man schlie3lich
1 2
a 1_
‘/2(311) = V2(311b) = —/ dxy dzo dyy dys 1 ( xl)x2
0 Vi
" 1
—[P?xy (1 = 21) 2292 (1 — @oy2)] y1 + (M2 2y (1 — 1) + Vi)’
Vi = —P?miay(l—m)+ Miaxy+ M;(1—2) — M*(1—2y). (6.32)

Die y;-Integration kann analytisch durchgefiihrt werden und es ergibt sich
Vil = Co[0,0,P? M?,0,M?] Cy [M?, M?, P?, M}, M, M;]

1
x
+2/ dzy dzo d
! 1 AT ?JQVIPQyQ(l_nyQ)
(1 PP (=) ays (1= xa ) (6.33)
(M2 2y (1 — 1) + Viys) . |

Der Faktor 1/y, wird durch den Logarithmus kompensiert und das verbleibende dreifache
Parameterintegral kann numerisch berechnet werden.
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6.2.3 Berechnung von 1?22

Im Beitrag des nichtplanaren Diagramms 6.3c) zu sin® fg treten die folgenden UV -endlichen
Tensorintegrale der V??2-Familie auf,

T L 4 (¢F, qt'a})
L 7r4/ dql/ S NFRNEGh (6.34)

Die Propagatoren sind gegeben durch

M =q¢ - My, [2=(@n-p)? Bl=(a—-q@+m)’ - Mg,

A = (g — ¢ — p2)2 - M;a [5] = qS, 6] = (g2 — ,’01)2 - ng
Wie in [48] beschrieben, werden die Propagatoren [1] und [2] mit einem Feynman-Parameter
21, [3] und [4] mit 2z, und [5] und [6] mit 23 kombiniert. Danach fasst man die ¢; und
q1 — q2 Propagatoren mit einem Parameter x zusammen. Nach der ¢;-Integration werden

die verbleibenden Propagatoren mit einem Parameter y kombiniert und die ¢o-Integration
durchgefiihrt.

An dieser Stelle findet man fiir pf, = 0 wiederum einen deutlich einfacheren Ausdruck fiir
Va9 als fiir allgemeine Impulskonfigurationen, da ausschliefilich die Integrale

1
/ dr dy dz, dzo dzs 25 (a 21 23+ b 23+ ¢ 2 + d) 2 (6.35)
0

auftreten, mit n =0, 1, 2.

a,b,c und d sind Funktionen von P2, der inneren Massen und der Parameter z,y, 25, aber
unabhéngig von z; und z3. Fiir n = 0 kann analytisch in z; und z3 integriert werden,

! _2 1 ad—bce
/Udzld23(azlzg+b23+czl+d) = ad—bcln 1+m s (636)

wéhrend man fiir n = 1, 2 die z;-Integration und eine partielle Integration in z3 analytisch
durchfiihrt,

1
/ dzy dzg 25 (a2 23+ bz +c 2 +d)7> =
0

/OIsz nzy” ln(l—i—[( mlad =) ) 030

ad—bc a+b)zs+c+d (b+d)

In beiden Fillen erhilt man glatte Integranden, die sehr gut numerisch integriert werden
konnen.
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6.2.4 Berechnung von V13!

Bei der Berechnung des Diagramms aus Abb. 6.3d) treten unter anderem Tensorintegrale
bis zur 2. Stufe der V'3!-Familie auf,

s v Q:qq
VI(BML) — /d4q1/d4 1 1 [15)] (6.38)

mit den Propagatoren

Q% - M12: [2] = (QI - QQ)2 - M227
[3]:(]%_M??: [4]:((]2+p1)2_M4%7 [5]:((12+P)2—M§

Im Diagramm 6.3d) gilt

M1 - Mz, MQ = M3 = M5 = MV[/, M4 = 0 (639)

Diese Funktionen kénnen aufler mit dem Verfahren aus [48] auch noch mithilfe von Disper-
sionsrelationen &hnlich wie in Abschnitt 6.1 berechnet werden. Dieses Verfahren wird im
Folgenden anhand der skalaren Funktion Vl(gll) erkldrt. Die Tensorintegrale héherer Ordnung
kénnen analog behandelt werden.

V1(311) ist UV -divergent, aber die folgende Kombination ist endlich,
AV = Vi) = By [MZ, M2, MZ] Gy [0,0, P2, M2, M7, M2 . (6.40)

Unsere Konvention fiir die Cy-Funktion ist in (6.27) gegeben und die By-Funktion ist wie
iblich definiert,

By [P?, M2, M2] = M/&ql 1 (6.41)
B i’ [af — M?] [(¢F + P)* — M3]
Sie erfiillt die Dispersionrelation
> ImBy[s, M3, MZ]
B, [P?, M?, M? ::/d Akt S 6.42
0 [ y 2] 0 s T (S _ p2) ( )
Wendet man diese Relation auf die Propagatoren [1] und [2] aus (6.38) sowie auf
By [M2, My, My] an, so erhiilt man
> ImByl[s, M}, M3 [3] 1
AY W _/ p ols, My, M
o U w(s=Mi—ic) ¢ —s B
_ _/ L ImBo [s, M3, M) Co [0,0, P, s, M3, M) 6.43)
0 (s — M3 — ie) .
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Letztendlich verbleiben also Integrale der Form

/Ooods(A _ /02M2dsf(s)_f(M2)+/:M2ds( Q)

s — M? — ie) (s — M? — ie) s — M? — ie)
+/2M2 ds % (6.44)

Der zweite Term aus (6.44) kann analytisch berechnet werden. Die beiden anderen Terme
in (6.44) weisen keine Singularitdten mehr auf und kénnen numerisch integriert werden.
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Kapitel 7

I R-divergente Zweischleifen-Vertices

Wie in Abschnitt 2.3.2 ausgefiihrt konnen Schleifen-Integrale I R-divergent sein. In diesem
Kapitel werden die Methoden zur Behandlung dieser Divergenzen beschrieben. Hierbei
wird zwischen fermionischen (Abschnitt 7.1) und bosonischen (Abschnitt 7.2) Beitrdgen
unterschieden. Die fermionischen Beitrige umfassen alle Diagramme mit mindestens einer
geschlossenen Fermionschleife, die bosonischen alle Diagramme ohne geschlossene Fermi-
onschleifen.

Auch in diesem Kapitel wird wieder die abkiirzende Schreibweise

1 1 1
0 0 0

verwendet.

7.1 Fermionische Beitrige

Nach der Klassifikation aus Abschnitt 2.3.2 kénnen kollineare Divergenzen in den fermioni-
schen Diagrammen aus Abbildung 7.1 auftreten. Das V'*!-Diagramm 7.1a) ist fiir fermioni-
sche Einsetzungen in die vZ-Mischung jedoch endlich und kann mit Dispersionsrelationen,
ahnlich wie in Abschnitt 6.1 beschrieben, berechnet werden.

Die beiden Diagramme 7.1b) und 7.1¢) verschwinden identisch im naiv antikommutierenden
Schema fiir die Behandlung von ~s in D Dimensionen (vgl. Abschnitt 2.3.1). Im HVBM-
Schema gilt dies nur fiir eine Generation von Fermionen mit entarteten Massen, wéihrend
sich bei unterschiedlichen Fermionmassen ein von Null verschiedener Beitrag ergibt. Da
in unserer Rechnung die leichten Fermionmassen vernachlissigt werden, trigt also nur die
dritte Generation von Fermionen bei.
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Z

®
®

v,z

e

a) b) c)
Abbildung 7.1: fermionische Diagramme

Fiir exakt masselose duflere Elektronen wiirden die auftretenden kollinearen Divergenzen
zu einem endlichen Unterschied zwischen HVBM- und dem in dieser Arbeit verwendeten
gemischten Schema fiihren. Daher wurden in diesen Diagrammen die kollinearen Divergen-
zen durch die physikalische Elektronmasse regularisiert. Aus Konsistenzgriinden wurden
dariiber hinaus auch die physikalischen Massen des b-Quarks und des 7 in der Fermion-
schleife beibehalten.

Nach der in Abschnitt 6.2 beschriebenen Reduktion treten im Beitrag des Diagramms 7.1c)
zu sin® B, auch Integrale auf, die soft-Divergenzen aufweisen. Ein typisches Beispiel ist das
skalare Integral aus der V?3'-Familie, das die folgende Struktur besitzt,

= X 4+ endliche Terme.
VA VA A (7.2)

Das zweite Einschleifen-Diagramm auf der rechten Seite von Gleichung (7.2) ist soft-
divergent. Das gesamte Diagramm aus Abbildung 7.1c) ist jedoch endlich. Dies wur-
de iiberpriift indem in allen divergente Formfaktoren die soft-Divergenzen als divergen-
te Einschleifen-Funktionen abgespalten wurden. Anschliefend wurde analytisch verifiziert,
dass die Summe dieser divergente Funktionen Null ergibt. Die Methoden zur Extraktion
der soft-Divergenzen sind in [50] beschrieben und sind analog zum Verfahren aus Abschnitt
7.2.2.
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7.2 Bosonische Beitrige

In den bosonischen Beitréigen treten sowohl rein kollinear divergente Diagramme auf (Ab-
schnitt 7.2.1), als auch solche, in denen soft- und kollineare Divergenzen iiberlappen (Ab-
schnitt 7.2.2). Die soft-Divergenzen lassen sich als divergente Einschleifen-Vertices abspal-
ten. Hierfiir wurden die Methoden aus [50] iibernommen.

Die verbleibenden soft-endlichen Terme weisen aber immer noch kollineare Divergenzen auf,
die durch Beibehaltung der Elektronmasse regularisiert und als Logarithmen der Elektron-
masse extrahiert werden kénnen. Hierfiir wurden neue Methoden entwickelt, die in den
beiden folgenden Abschnitten 7.2.1 und 7.2.2 beschrieben sind.

7.2.1 Kollineare Divergenzen

Abbildung 7.2: bosonische Diagramme mit kollinearen Divergenzen

Beispiele fiir rein kollinear divergente Diagramme finden sich Abbildung 7.2. Bei der Be-
rechnung der nicht-planaren Diagramme 7.2b) und 7.2¢) miissen V??2-Integrale berechnet
werden. Die Methode fiir die I R-endlichen V??2-Integrale aus Abschnitt 6.2.3 kann dabei
nicht angewendet werden, da dort verwendet wurde, dass beide dufleren Elektronen masse-
los sind. Zur Regularisierung der kollinearen Divergenzen muss aber mindestens eines der
beiden Elektronen als massiv angenommen werden.

Zunéchst wird jedoch die allgemeine Methode zur Extraktion der kollinearen Divergenzen
anhand des relativ einfachen Beispiels der V??!-Integrale, die in der Tensorreduktion des
Diagramms 7.2a) auftreten, erklirt.

93



Kapitel 7. I R-divergente Zweischleifen-Vertices

V22 Integrale

Die V*?!Integrale, die in 7.2a) auftreten, lauten

v (]Z ; qz q
Vi) = /d4Q1/d4 EE))] (7.3)

mit den Propagatoren
=q, 2=(@+p)—m  [Bl=(n—o) M,
[4] = (g2 + p1)* — MY, [5] = (g2 + P)* — M2, i,j=1,2.

Wihrend weiterhin p3 = 0 gesetzt werden kann, wird p? = m? zur Regularisierung der
kollinearen Divergenz verwendet.

Mit der Parametrisierung aus Abschnitt 6.2.1 ergibt sich fiir das skalare Integral

! 1—y) (1-2)
FASO —/ dr dy dz d ( .
221 , e T m2 f ()

(7.4)

a und b sind Funktionen von M;, M,, M5, P? sowie der Feynmanparameter y, z; und z,.
ax + b und b sind jeweils linear in 25,

ar+b = agz+ P, b= a2+ b, (7.5)
und es gelten die Relationen

at+b = My, f0)=yz. (7.6)

Fiir m? = 0 ist 1/'2(211) divergent in z = 0. Allgemein kann aus einer Funktion

_ [ a(z)
flz) = /0 dxm, ek 1, (7.7)

das divergente Verhalten fiir ¢ — 0 wie folgt als In (€) extrahiert werden,

flx) = /01 dx ( (;(j:)ec( ) b(O)a(—l[-])ec(O)> +/01 dmﬁ

a(r) a(0)> a(0)

dx— ( + [In (b(0)) —In () —In (c(0))] + O (¢) . (7.8)
/0 b(x)  b(0)/  0(0)

Der erste Term ist endlich, da der Faktor 1/x durch die Nullstelle in z = 0 des Ausdrucks

in der Klammer kompensiert wird. Deshalb wurde dort € = 0 gesetzt. Im zweiten Term

wurde in x integriert.
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In den folgenden Beispielen treten dariiber hinaus noch Terme der Art

_ [ rya(z,y) .
g(z,y) = /U da dy CobEy) +ec@ ) <1 (7.9)

auf, die fiir ¢ = 0 divergent in zwei Punkten (in diesem Beispiel in z = 0 und y = 0) des
Integrationsbereichs sind. Hier kann die folgende Aufteilung vorgenommen werden,

_ [ rya(z,y) B 2y a(0,y)
o) = [ vy <<xyb<x,y>+ec(x,y>>2 (700, 4) + € (0, ))?
B zya(z,0) zya(0,0) )
(xyb(z,0) +ec(x,0))2  (xyb(0,0)+ ec(0,0))2
! 2y a(0,y) B 2y a(0,0)
+/U ey <<xyb<o,y>+ec(o,y>>2 (xyb<0,0>+ec<o,o>>2>
! zya(z,0) B zya(0,0)
+/o du dy <(xyb(:r:,0) +ec(z,0))?2  (zyb(0,0) +ec(0,0))2>
! zya(0,0)
A e (710

Der erste Term ist endlich und es kann hier € = 0 gesetzt werden. Der zweite Term ist fiir
€ = 0 nur noch divergent in x = 0. Diese Divergenz wird durch Integration in = extrahiert,

! zya(0,y) zya(0,0)
[t (i o e~ e o) e o) (71
- /0 e ;((Ooyy)l 10 (b(0, ) +In (y) — 1 — In (€) — In (c(0, )] (7.12)
a(0,0)

In (6(0,0)) +In (y) — 1 — In(¢) — In (c(0,0))]) +O(e). (7.13)

Der Faktor 1/y wird durch die Nullstelle in y = 0 des Ausdrucks in der Klammer kompen-
siert.

Der dritte Term wird vollig analog in y integriert. Der vierte Term enthilt die doppelte
Divergenz in x = 0 und y = 0. Dieses divergente Verhalten kann durch Integration in x
und y als Terme proportional zu In (¢) und In?(¢) abgespalten werden,

! zya(0,0)
/0 4@ dy T 00,0) + € c(0,0))2

(7.14)

a(0,0) _ b(0,0)
b(0.0)2 {ln (¢(0,0)) + In (¢) — In (b(0,0)) — Li ( 0.0)c + 0O (e). (7.15)
Entwickelt man den Dilogarithmus mit Hilfe der Relation
A 21
Liy <—_> - —% — 5[ (4) ~n (@ + 0 () (7.16)
€
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in €, so ergibt sich ein Term proportional zu In(¢)?.

Das Verfahren (7.8) kann nun auf ‘/2(211) angewendet werden,

VO -y <%(;f)+‘/2(211b)+v—2(211c))
1 T
_ dz dy dz; dzs (1 —
A T ady azy 22( y) |:<x(ax+b)+mgf(l‘)>

R <m>} (7.17)

Im Folgenden werden nicht mehr alle Integrationen explizit ausgeschrieben.

1/'2(211“) und VQ(Qllb) sind endlich und m, kann dort gleich Null gesetzt werden. Das gesam-

te divergente Verhalten ergibt sich aus VQ(Qlf). Die einzelnen Terme berechnen sich unter
Beriicksichtigung von (7.5) zu

! 1 1 a

viY = —/ dz 72——1n<1+—0>,

22 0 ? g 2 + Bo %) Bo

1

(1) _ J a _ In(a+b) —In (b)

Vo /0 b (az+b) b ’
1 In (b) — In (m?) — In (f (0))

o) = - = ¢ . 1

221 bx +m? f(0) b (7.18)

V" kann direkt numerisch integriert werden. Da nach (7.6) a + b und f(0) unabhéingig
von 29 sind, treten in V2(211b) und V2(21f) ausschlieBlich Integrale der folgenden Art auf,

1 1 1 1 In {1+ %
/ dZQ - = / dZQ = ( ﬂl) s
0 0

b aizo+ B o
b)) (o +B)° —In(B)°
/U ds o = o _ (7.19)

Auch diese Ausdriicke sind direkt zur numerischen Integration geeignet.

Der divergente Anteil von ‘/2(211) ergibt sich also zu

1 In{1+ %
V! = / dz dy In (m?) (uyM

+ endliche Anteile. (7.20)
0 ay

Bei der Berechnung der Vektor- und Tensorintegrale V") wie in Abschnitt 6.2.1 treten
neben Integralen der Art (7.4) auch noch folgende Ausdriicke auf,

" 2y
(ax +0b)+m?f(x)

1
/ dx dy dzy dz (7.21)
U J/‘
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Fiir n > 0 wird die Divergenz von dem zusétzlichen Faktor 2" kompensiert, so dass der
Term proportional zu m? im Nenner vernachlissigt werden kann. Partielle Integration in
29 ergibt

1 n ,m m—1 _.n—1 1 —
/d@& _ _MIHO_M), n>0. (7.22)
0 z(ax+0b) aq a + By

Fiir n = 0 kann wieder die gleiche Aufteilung wie in (7.17) vorgenommen werden und man
erhélt analog zu (7.19) die Integrale

1 m—1
m 4]__
/d@L _ _mln<1_u), =19,
0

o; 29 + [3i Q; a; + B
/1 iz 25" In (b) _ m zZy! [ln (a1 4+ B1)° = In(aq 20 + ﬁl)Q] | (7.23)
0 b 201

V222: 2 innere Fermionen

Der Beitrag des nichtplanaren Diagramms 7.2b) zu sin®f.q enthilt Integrale der V222
Familie,

VoL 1 1. 0% o I/, ©wov P
Vi M = / d'q / aig, L ]ql < ]ql ql[ %), (7.24)
Die Propagatoren sind gegeben durch
M=q, Rl=(@-p)*—-ml Bl=(@-e+pn) - My,
4= (g1 — g2 —p2)> = M2,  [5]=¢,  [6]=(g—p)*— M.

Zur Regularisierung der kollinearen Divergenzen wird p3 = m? verwendet, wihrend p? = 0
gesetzt werden kann.

Mit der Parametrisierung aus Abschnitt 6.2.3 ergibt sich damit fiir das skalare Integral

! 1— 1—
A / 0z dy iy do doy— Y =9 T (1L =)

. (7.25)
0 (x(az+b) + m2c(x))

a, b und ¢ (z) sind Funktionen von My, P? und der Feynman-Parameter y, z;, 2o und 23.
b ist linear in z; und zs,

b = aziz3+ P21 +7v23+6, (7.26)
und es gelten die Relationen
c(0) = (1—y)22 a+b=(1-y) [My — P?2 (1 - 2)]. (7.27)
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Im Folgenden werden erneut nicht mehr alle Integrationen explizit ausgeschrieben.

Aus (7.25) ist ersichtlich, dass VQ(QIQ) fiir m? = 0 divergent in z = 0 ist. Dieses divergente
Verhalten kann durch eine Aufteilung &hnlich wie in (7.8) wiederum als Term proportional
zu In (m?) extrahiert werden,

Vi = y-y) (Vi + Vi)
= y(1-y) [(m z(1 ~ 2) - & 2) + ° } (7.28)

az 4+ b) +m2c(z))®  (zb+ m2c(0)) (zb + m2c(0))

1/'2(212”) ist nicht mehr divergent, weshalb dort m? = 0 gesetzt werden kann.

1 1
0 _ [ gl (02 1 :_/ oL a  blatb)
= /o i <(ax+b)2 b? o D a:c+b+(a:r+b)2
1

= 5 n(a+b) —In () +1]. (7.29)

In 1/'2(2121’) kann die Divergenz durch Integration in x abgespalten werden,

Vise) = —— [In(m?) +1n(c(0)) —In(b) +1]. (7.30)

Unter Berticksichtigung von (7.26) und (7.27) verbleiben also mit d := «d — (v Integrale
der Art,

! 1 . ! d21d23 _]_ d
/o dzldz3b_2 B /0 (a,Z123+ﬁzl+723+6)2_Eln<1+(5+6)(7+5)>’
1
[t - () ()]
! Im()—1 1] d ‘ d
/o T T 3[L12<a(a+ﬁ+v+6)>_L12<a(ﬁ+6)>

i (a5 )+ (3)

d
—In(a+p+v+9d)n (1_a(a+ﬁ+7+6)>

+In(B+46)In <1—ﬁ>
+1n(y+0)ln <1— ﬁ) —In(6)In (1— %)} . (7.31)
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7.2. Bosonische Beitrige

Bei der Berechnung der Vektor- und Tensorintegrale V,4*"#**) treten dariiber hinaus noch

folgende Integrale auf (m > 0),

! 2 Lo oman! (1 —23)d
Aoy dogs = / dzg 23 <1+ & )
/U R o T d U T 0 (at )z + A+0)
! 28 1n (2) Lo ome! a+ 3 azz +
dzy dzg2—>2"2 = d S |Liy | — —Liy [ —
[t = [t [ (<55) - (<5255
! 28 (In (b) — 1) Lo oman? d
dzy dzg=——c—— = dz3—>— |Li
/U LT / 2T {12<a(04+5+7+5)>

he (a«aw)i +5+6>>
d d
he (a(vw)) L <awz3 T 6))

d
—In(a+B+7v+9d)In (1_a(a+ﬁ+7+5)>

+1In ((a+7)z3 + B+ 6) In <1— a((a+7)j3+ﬁ+5)>
+In(y+0)In (1— ﬁ)

—1In(yz3 +6) In <1 - L)} . (7.32)

a(yz3 + 0)

V222: 4 innere Fermionen

Auch der Beitrag des Diagramms 7.2¢) zu sin® fg beinhaltet Integrale der V2?2-Familie,

VL 1 (1 qu qu qu qu qu qp)
vy Lwprprp) - 2 [ /d4 @0 G G G 7 33
e N TSI CIC I (7.33)
W=q¢-M; P2=(@a-p)'-m; [Bl=(@-e+tp) —m
4=l —e—p)-m  [Bl=a,  [6]=(e-pn)—m

In dieser Konfiguration sind auch die inneren Elektronen, die an das Photon koppeln, fiir
gewisse Werte der Schleifenimpulse on-shell. Somit weisen die Integrale dieser Familie eine
doppelte kollineare Divergenz auf. Um dieses divergente Verhalten zu regularisieren, miissen
die Massen aller inneren Elektronen beibehalten und p? = m? = p3 verwendet werden. Tm
Weiteren wird das skalare Integral VQ(QIQ) betrachtet, die Berechnung der Vektorintegrale
erfolgt dhnlich wie in den beiden vorherigen Fillen der V?2!- und der V??-Integrale mit
zwei inneren Elektronen.
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Mit der Parametrisierung aus Abschnitt 6.2.3 und den zusétzlichen Parametertransforma-
tionen 293 — 1 — 253, 21 <+ 23 und y — 1 — y ergibt sich unter Verwendung von P? = M%

! 1— 1—
V) = / dr dy dz dzs dz r(l=2)y(1=y) o, (7.34)
0 M2z (21 A (29, %) + 22B (22, ) + m2f (x, 21, 22)]
Fiir m? = 0 divergiert ‘/'2(212) inz=0und in z; =0 = 2.
Der Term 2y A(2q,x) + 29 B(29, x) ist linear in x,
21 A(29,x) + 20 B(29,2) = aqx+ [,
21 A(0,2) + 2B (0,2) = asz+ [s. (7.35)
1 und [y sind wiederum linear in z; und 23,
B = —y(l-y)znzm+t(l-y)(A+yn)zan+21-y)yzs—y2n(l-y2n),
Bo = —y(l—yzzm+(1l—y)zi+201—-y)yz—y2 (7.36)
und es gelten die Relationen
ar+ B = —y(l—z)2, Qg + B2 = —Y 29,
f(0,21,20) = yz3=1(0,0,0),  A0,z)=(1-2)(1—y)(1-yz),
B(0,z) = —y(l—z3+z23(1—y)+yzs), A(0,0)+ B(0,0)=1—2y.(7.37)

Zur Berechnung von ‘/2(213 wird eine dhnliche Aufteilung wie in (7.10) vorgenommen,

1
Vs

la 1b lc 1d
m = V2(22) + V2(22) + V2(22) + V2(22)

_ ( z(l—2x)
(M7 x (21 A(2,2) + 20 B(22,2)) + m2 f (, 21, 22)]
(M7 x (21 A(22,0) + 23 B (22,0)) + m2 f (0, 21, 2))°
x(l—x)
(M2 (21 A(0,2) + 20 B(0,2)) +m2 f (,0,0)]

+[M§x (21 A(0,0) + 20 B(0,0)) +m2 f (0,0, 0)]2)

T
([M%a: (21 A (22,0) + 22 B (22,0)) + m2 f (0, 21, 22)]2

- [M%x (21 A(0,0) + 2B (0,0)) + m2 f (0,0, 0)]2>
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7.2. Bosonische Beitrige

N ( z(l—x)
(M2 (2, A(0,2) + 2 B(0,2)) +m2 f (,0,0))

- [M%x (21 A(0,0) + 23 B (0,0)) +m2 f (0,0, 0)]2)

+ ( - 2) . (7.38)
(M2 (21 A(0,0) + 25 B (0,0)) +m2 £ (0,0,0)]

V5o ist endlich, weshalb dort m, = 0 gesetzt werden kann. V.92 und Ve sind nur noch

(1d)

einfach divergent (in z = 0 bzw. 21 = 0 = 25). Vi, ist divergent in z = 0 und 2; = 0 = 25.

Unter Beriicksichtigung von (7.35), (7.36) und (7.37) berechnen sich die einzelnen Terme
Zu:

[ ]
b l1—=z 1 l-=z 1
MAVLE = / d — <7———7+—>
o o T\ +8) B (wat ) B
1 -1 1 -1 1 1
n(/Blg _ n(ﬂ2g _ n(alg—ﬁl) _|_ n(a22_|—/82). (739)
61 62 Bl 62
Die resultierenden Ausdriicke sind von der gleichen Form wie die Terme in (7.31) und
konnen wie dort angegeben in 2z; und z3 integriert werden.
[ ]
! x x
M) = [ o ;- ;
0 (MZapr+miyzz)  (Mzzfy+miy23)
In(f) =1 In(M3) —In(m2) ~ In(y) _ 2In(x)
Bt Gh i
In(B) =1 In(M7) —1In(mg) —In(y)  2In(z)
- 5 - 5 SR (7.40)
5 P B3

Auch diese Ausdriicke sind alle vom gleichen Typ wie die Terme in (7.31) und kénnen
entsprechend in z; und z3 integriert werden.
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1 1_
0 (MZx (21 A(0,2) + 29 B(0,2)) + m2 f (2,0,0)]

- [M% 2z (21 A(0,0) + 22 B(0,0)) +m2 f (0,0, U)]Q)
_ 1 ((1 —z) [In(A(0,2)+ B(0,z)) —In(A(0,2)) —In(B(0,z))]
x A(0,z) B(0,x)
In (A (0,0)+ B(0,0)) —In(A(0,0)) —In(B(0,0))
4(0,0) B(0,0)
(1 — =) [In(M3) +1n (z) —In (mg) — In (f (z,0,0))]
A(0,z) B(0,x)
+1n(M§)+ln( z) —In (m?) — 1n(f(0,0,0))>
4(0,0) B(0,0) '

(7.41)

Dieser Ausdruck kann direkt numerisch integriert werden, da der Faktor 1/x durch
die Nullstelle des Ausdrucks in der Klammer in z = 0 kompensiert wird und auch
die Terme 1 — 2z, y und 1 — g, die in A (0,2) und B (0, z) auftreten, durch die ent-
sprechenden Faktoren im Zihler kompensiert werden (siehe (7.41) und (7.38)).

[ ]
1y,01) e z
M,V = M / dr dz dz
7 ” Jo M ;:cz 00)+ng(0 0)) +m2 f (0,0,0))?
. Li 0,0) + B (0,0)
~4(0,0) 2 7(0,0,0)
. _B(0,0)
—Liy | — 7.42
< 2f000> < m? £(0,0,0) (742
Die Dilogarithmen kénnen nach (7.16) in m, entwickelt werden, und es ergibt sich
M4 (1d) —
Z ‘/222 A0 ( (0 0)
T 1 2
<——§ A(0,0) 4+ B(0,0)) — In (m?) —In(f(0,0,0))]
_|_

6
5 [In (4(0,0)) —In (m?) —In (7 (0.0,0))]
% [In (B (0,0)) — In (m2) — In(f (0,0, 0))]2> : (7.43)

Aufgrund der doppelten Singularitit tritt hier also ein Term proportional zu In*(m?)
auf. Alle Ausdriicke sind direkt zur numerischen Integration geeignet.
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7.2. Bosonische Beitrige

7.2.2 Uberlappende Divergenzen

Abbildung 7.3: bosonische Diagramme mit iiberlappenden Divergenzen

In Abbildung 7.3 sind einige Diagramme dargestellt, in deren Beitrag zu sin® fg Formfak-
toren auftreten, in denen soft- und kollineare Divergenzen iiberlappen.

Alle auftretenden soft-Divergenzen kénnen mit den Methoden aus [50] als divergente Ein-
schleifen-Vertices extrahiert werden. Die verbleibenden Ausdriicke sind im Allgemeinen
kollinear divergent. Diese kollinearen Divergenzen kénnen wieder durch Beibehaltung der
Elektronmasse regularisiert und als Terme proportional zu In(m?) bzw. In?(m?) abgespalten
werden. Dieses Verfahren wird im Folgenden exemplarisch anhand jeweils eines divergenten
Formfaktors aus den Diagrammen 7.3a)-d) erklért.

V13l Integrale

Im Beitrag des Diagramms 7.3a) zu sin? fqg tritt das Folgende soft-divergente Integral auf,

47T
vy = /L /d4Q1/d4QQ 4] B (7.44)

mit den Propagatoren

0 — My, [21= (g — @) — My,
Bl=a, [MW=(@+p) -m; [B]=(@-p)-m

Dieses Integral kann analog zur Methode aus Abschnitt 6.2.4 mithilfe der Dispersionsrela-
tion (6.42) berechnet werden und es ergibt sich

Vil = Bo(o,MSV,MQ)OO(m m?, P2, m2,0,m?)

—/ ds L ImB, (s, My, My,) Co (0,0, P%,0,s,0) . (7.45)
4

M2 ms
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Kapitel 7. I R-divergente Zweischleifen-Vertices

Die untere Integrationsgrenze 4 M2, ergibt sich aus der Tatsache, dass ZmB (s, M3, M%)
fiir s < 4M3, identisch verschwindet. Durch die Transformation s — 4M2,/z wird der
Integrationsbereich auf das Einheitsintervall abgebildet,

Vsl = By (0, M2, MZ) Co (m?,m?, P, m?0,m?) (7.46)

! 1 4 M2 4 M2
—/ d:c—ImBo( W M&V,M2> Co (O,U,PZ,O,—W,O) (7.47)
0 T T

™

Das gesamte divergente Verhalten von V3! ist dabei im Term mit der divergenten Ein-
schleifen-Vertex-Funktion Co(m?, m?, P2, m?2,0, m?) enthalten, wohingegen der Integralaus-
druck frei von Divergenzen ist und numerisch integriert werden kann.

V14l Integrale
Das Diagramm 7.3b) triigt zu sin® f.¢ das folgende soft-divergente Integral bei,

47T ,u
vy = / d* / d*
141 a1 q2 [ ] [5],

[1] = Q% Q1—Q2 MVQVa
8] =a; - 3, 4= (@2 +m)*,  [5] = (g + P)" —m;,

m
Auch hier kann eine divergente Einschleifen-Funktion abgespalten werden,

Vil = By (0,0,M2) Copnre (m2,m2, P, mZ,0,m2) + Vo, (7.48)

S

Co,um2 bezeichnet die Ableitung von Cy aus (6.27) nach M7

0

CO,MIQ (p%:pga (pl +p2)2; M12: MQQ: M:?) = WCO (p%p%a (pl +p2)27 M127 M227 M??) '(7'49)
1

Die GroBe V11! ist aber auch noch soft-divergent. Dieses divergente Verhalten kann mithilfe

der Dispersionsrelation (6.42) extrahiert werden,

W[ TmBy (5,0, M) | .
Vi = [ R O ()

w

= b S_M2 2 p2 2 2 2 p2 2 2
= —/M% ds —3 Y [Cy (0,m2, P?,5,0,m2) — Co (m2,mZ, P>, m2,0,m?)]

e M
= ——2/ dx (]_—ZE) CO <0,m3,P2,—W,0,m3>
My, Jo z

+WCO (mgamza PQamza Oamz) ) (750)
w
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7.2. Bosonische Beitrige

wobei die Relation

7 (s — M?)

ImBy (s,0,M?%) = -

O (s — M?) (7.51)

verwendet wurde. Die kollinear divergente Funktion Cj (0 m?, P? Miy 0,m ) berechnet

sich nach [51] zu
2 2 Miy 2 1 2 2
Co | 0,m;, P ,T,O,m = ;{[ln (MW—sx) —In(z) —In (me)]

ST
x [In (MF — s2) —In (MF)] ~ iz (575 ) } (7.52)
Damit liegt die kollineare Divergenz von V14 wiederum als Term proportional zu In(m?)
vor, wihrend das soft-divergente Verhalten als I R-divergente Einschleifen-Funktionen
Co (m?,m2, P>, mZ,0,m?) und Cyp> (mZ,mZ, P?,m?,0,m?) abgespalten wurde. Die ver-
bleibende Integration in x kann numerisch oder analytisch durchgefiihrt werden.

V231 1. Fall

Das Diagramm 7.3c) triigt zu sin? f.g unter anderem das folgende soft-divergente Integral
der V®!_Familie bei,

Vog1 = ——/d4Q1/d G2 P H Tl (7.53)
1] = q1 M, [2] (ql + PP =My, [B]=( — @)
[4] =g -ml,  [Bl=(p+p)?  [6]=(@p+P)-m

Fiihrt man die selben Schritte wie in Abschnitt 6.2.2 durch, so erhilt man analog zu (6.26),
Vit = Co[mZ m?, P m?,0,m2] Cy [M* M P, M, 0, M| + 2V (7.54)

VQ(;E weist keine soft-Divergenz mehr auf, ist aber kollinear divergent,

! 1—mx)x
V(a):—/dxdxdd U =a1)z ,
o R T T (U= a1) — By (1— o)) + Ay}
A = M} —sziao (1 — 29),
B = sxy(1—xy). (7.55)

VQ(;E kann umgeschrieben werden zu

(1 —21) 2090
[y (A— B (1 — zoy2) y1y3) + m2 (1 — x1) y1 y3)

1
Vi = _/0 dxy dzo dy, dys dys 5.(7.56)
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Dieser Ausdruck ist fir m?> = 0 divergent in y, = 0. Das divergente Verhalten kann

folgendermafen als In(m?) extrahiert werden,

Vil = V) + Vst
_ _( (1 —21) 270 _ (1= 1) w2y )
2 (A= B —zay)mus)®  [y2 (A= Byiys))

_ ( (1 —21) T2 00 )
[y2 (A = Byiys) +m2 (1 — 1) y1 ys)”
‘/2(;11) ist endlich, weswegen dort bereits m, = 0 gesetzt wurde.

Die beiden Terme berechnen sich zu

(al)  _ ' (1 —21)z2 90 _ (1 —21) 229
Vo = /0 Ay s <[y2 (A=B(1—=292) y3)]2 [y2 (A= By 3/3)]2>
_ ALS [In (B) — In (A)] [In(A - B) —In (A — B(1 - 22))]

Fn(A) —In(A—(1—x5)B)] In(1— )
+Li <1 - g) ~ Li, (1 . M) — Li (1 - AB_:E;) } , (7.57)

1
a 1—
pe) _/ d, ( 11?1):1?22 Y2 2
0 [y2 (A= Byrys) +mg (1 —z1) y1 ys]
In(A—Byiys) —1—In(m?) —In(1 —z;) —In(y1) — In (y3)
= —(1—-z1) 2 (7.58
( ) (A= Byiys)? ( )

(7.57) kann problemlos numerisch integriert werden. Die in (7.58) auftretenden Ausdriicke
sind von der Form (7.31) (mit 5 = 0 = ) und koénnen wie dort angegeben in y; und ys
integriert werden, wodurch sich Ausdriicke ergeben, die direkt zur numerischen Integration
geeignet sind.

V231 2, Fall

Der Beitrag des Diagramms 7.3d) zu sin? foq umfasst unter anderem auch den Formfaktor
VEY des Vektor-Integrals der V2?3 -Familie,

V2L§1 = V31 p1 31p = __/d4Q1 /d4QQ 1 4] 5] [6]’ (7.59)
[1]=q - 2] = (¢ + P)* M%, [3] (g1 — @2)* — m2,
[4] = 43, [5] =(@+p)*—mg,  [6]= (g2 —po)® —m.

66



7.2. Bosonische Beitrige

Die soft-Divergenz von V3 ldsst sich erneut wie in Abschnitt 6.2.2 beschrieben abspalten
und es ergibt sich

2 92 p2 . 2 2
Co (me,me,P ,me,O,me)

1
‘/—2;;311 = V21?311a + V31b + 532 9 M2

Tz [3+21n (mg) —21In (M3)] [(In(mf) —In(s)].  (7.60)

Der Co (mg, mz, r?, mz, 0, mg)-Term enthilt das gesamte soft-divergente Verhalten.
VE . hat die folgende Form,
miagys {1— a1 [1—(1—y) g}

P
(MQ T y2 (1 — 21 Y1 Y3) + m? xiylz/iB)

1
Vigia = / dzy dzy dy, dys dys (7.61)
0

Fiir m, = 0 ist dieser Ausdruck divergent in y» = 0. Diese Divergenz lésst sich durch
Integration in y, abspalten,

zy 3y (1 —y1)

1
+/ dyg

2 2 2

(M7 x5 y2 (1 — 2191 y3)] 0 [“féxzyz(l—xlylyg)—i—m? 1y1y3]

x (1 - 1‘1) x% Y2

P1
‘/23111

e 1y1

72 (1= ) a1 (1 =) [In (Mol Qo)) gy (m2)|

- 7.62
M3 (1 — 2y y1 y3)? (7.62)

und das Ergebnis kann problemlos numerisch oder analytisch integriert werden.

Vi besteht aus einem endlichen Anteil und einem Anteil, der eine doppelte kollineare
Divergenz aufweist,

Vng’)llb = V31b1 + V2p311b2
12y (1 —22) (1 —92) [1 — 21 (Y1 + 42 — y192)]
M3 (22 (1 — y2) — @1 y1 ys(22 + Y2 — 22 y2)]2
2t (1 =) (1= y1) y2 (1 — o)
{M2 [22 (1 = y2) — 21 y1 Y3 (T2 + Y2 — 22 y2)] + M f(22,y1,93) }
Vi, kann durch Integration in y; und partielle Integration in y; in einen Ausdruck trans-
formiert werden, der direkt numerisch integriert werden kann,
vn = /1 dyydygy 2 $i(1 —z) M=) [l —21 (1 +y2 —m y;)]
0 My [9 (1 = ya) — 21 Y1 y3(T2 + Y2 — T2 y2)]
_ /1d 21 (1= a5) [1— 21 (41 + y2 — 1 4o)]
0 M7 (2o (1 —y2) — z1 41 (T2 + 42 — 22 yg)]2

- (7.63)

! 1—372
= — d l—2)In{ze (1 —y2) =21 (22 +y2 —
|t i (0 =) Tl (= ) =1 (324 30 = )

—(1 = 21y2) [In (72) + In (1 — )]
+a1 (1 —y2) Infzy (1 —y2) — 21 y1 (B2 + Y2 — 2292)] } - (7.64)
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Vs divergiert fiir m, = 0 in 23 = 0 = y; und x5 = 0 = y3, wihrend die dritte Nullstelle
des Nenners x5 = 0 = yo durch den Faktor y, im Zahler kompensiert wird. Zur Berechnung
von Vi, wird die folgende Aufteilung vorgenommen,

V2p311b2 = V21?311b2a + ‘é%llm + VQIE’;llb2c + V2p311b2d
+x%y2(1 — y2) ( (1= 22){d = 91) 5
(M7 (22(1 = y2) — 2191y3(w2 + Yo — Taya)) + m2f (22, y1,y3)]
1
(M3 (22(1 — yo) — 2191yay2) + m2£(0,0,ys)]”
(1 —w1)

(M2 (25(1 — y2) — 21y1y3y2) + m2f(0,y1,0)]

1
+[M%(«T2(1 — Ya2) — T1y1Y3y2) +m2f(0,0, 0)]2)

1
+x2y2(1 — y2)
1 [M2(22(1 — y2) — 2131y3y2) +m2f(0,0,y3)]

1
 [M2(2(1 — ) — T191ysye) + m2f(0,0, 0)]2)

(1—uy1)
2 1 —
=) ([Mé(xg(l — y2) — T1y1ysy2) +m2f(0, 41, 0)]

1
 [M2(2(1 — ) — T191ysye) + m2f(0,0, 0)]2)

+27y2(1 — o) (

1 2). (7.65)
[M2(25(1 — y2) — z191y3y2) + m2f(0,0,0)]

Vasiaa it endlich und m, kann gleich Null gesetzt werden,

(1 — SEQ)
M7 (22 (1 — o) — 2141 Y3 (T2 + Yo — T yz)]2

_ ! ). (7.66)

M} [z (1 —y2) — 1 Y1 Y3 y2)]2

Ve = iy (1—12) (1 —u1) (

Dieser Ausdruck kann nach

A(1-B)

/Oldxgi( o 1 ) (1 EP) w4 7.67)

29 \Az, B—C Axy—C C AB
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in 25 integriert werden und man erhélt
Cr (L) (1 —w) In <1 (- 151%))
M3 (1= z191) v 2191 (1= 42)

3171(1 _yl) < (1—3/2)«751 n )
+——In(1+ . 7.68
M% W T1Y1Y2 — (1 - ?JQ) ( )

P1
‘/231b2a

Integriert man die beiden Terme in V33,,, mithilfe der Relation

dxdy(Aac—By—l—e)2 B AB (7.69)

/1 1 In(A—B)—1In(A4) —In(=B) +In(e) + O(e)

in x5 und yq, so ergibt sich mit

T —ys 2 1T —ys
f( ) ay3) 1 ) 1Y2 Y3, f( s Y1, ) 1 .

1
il L=y 2 I =y
VQZ;’:leb = /0 dy:sm [ln<1—$1+xly2y3>_ln<1—x1

1— 2
- gy (——( 1x1)yx1y2>. (7.71)
- Y2

— £(0,0,0), (7.70)

Vi oe kann nach (7.69) in x5 und y; integriert werden, und man erhélt unter Verwendung
von (7.70) den Ausdruck

T
Ve = —ﬁl [In (m?) —In (=M3) +1In (1 — yo — 219192) — In (2131021 — 21))] (7.72)
A

Integriert man schlieBlich V33),,, nach der folgenden Relation in x4, y; und ys,

! 1 Liz () — Lis (2) + O(e)
/0 dxdydz(Aa:—Byz—i—e)? = 1B , (7.73)

so ergibt sich unter Zuhilfenahme von (7.16)

2
p1 _ i) 1 1 _7‘{2 ] 9 1 Z1 Y2
‘/231b2d Mé {2 |:Il( Z) n(me) +1n (]_—IE1) (1_y2)

w2 X1 Y2
— + Li . 74
TR 12(1_y2)} (7.74)

Damit kénnen alle Teilbeitrige zu V&, numerisch integriert werden.
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Kapitel 8

Ergebnisse

Mit den in den Kapiteln 5, 6 und 7 beschriebenen Methoden konnen die elektroschwachen
Zweischleifen-Beitriige zum effektiven Mischungswinkel sin? 6. berechnet werden. Die ent-
sprechenden Feynman-Diagramme finden sich im Anhang A. Sie lassen sich in zwei eichin-
variante Unterklassen aufteilen. Die erste Klasse bilden alle Diagramme mit mindestens
einer geschlossenen Fermionschleife, die sogenannten fermionischen Korrekturen. Die rest-
lichen Diagramme, also alle ohne geschlossenen Fermionschleifen, bilden die Klasse der
bosonischen Korrekturen.

Die Ergebnisse zu den fermionischen Korrekturen sind im folgenden Abschnitt 8.1 darge-
stellt, wihrend die bosonischen Beitrige in Abschnitt 8.2 behandelt werden. Eine abschlie-
ende Diskussion findet sich in Abschnitt 8.3.

8.1 Fermionische Beitrige

In den fermionischen Korrekturen treten an Zweischleifen-Vertex-Diagrammen ausschlief3-
lich Diagramme aus der V'*'- (siehe Abbildung 8.1a) und 8.1b)) und der V?*'-Familie
(Abbildung 8.1¢c)) auf. Thr Beitrag zu sin? f kann mit den Methoden aus den Abschnitten
6.1, 6.2 und 7.1 berechnet werden. Wie in den Abschnitten 2.3.1 und 7.1 beschrieben ergibt
sich fiir die dritte Generation von Fermionen ein endlicher Unterschied durch die konsi-
stente Behandlung von 5 im HVBM-Schema im Vergleich zum naiv antikommutierenden
Schema. Dieser Beitrag wird im Folgenden durch den Index 75 gekennzeichnet.

Zur numerischen Auswertung wurde zunédchst der Eingabeparametersatz aus Tabelle 8.1
verwendet. Dieser ist in Ubereinstimmung mit der unabhingigen Rechnung aus [52] gewiihlt,
um einen direkten Vergleich mit dem dortigen Ergebnis zu ermdéglichen. My, und My sind
die experimentellen Werte der W- und Z-Boson Massen [53]. Wie in Abschnitt 2.4.3 be-
schrieben, miissen diese in die in der Rechnung verwendeten Werte im Polmassensche-
ma [16], My und M ;, umgerechnet werden. Diese Grofien sind iiber (2.82) miteinander
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W, Z,
W U

W, Gw Z, W,y

Abbildung 8.1: Fermionische Diagramme

verkniipft. Zur Umrechnung wurde fiir I'; der experimentelle Wert (Tab. 8.1) und fiir T'y
der theoretische Wert benutzt, der mit hinreichender Genauigkeit gegeben ist durch

Ty = 3 Gy My . (8.1)
Qg 2
(2v/2n) <1 + - (%W)>
Parameter Wert
My, 80.426 GeV
My, 91.1876 GeV
'y 2.4952 GeV
my 178.0 GeV
Ao (M%) 0.05907
B (M%) 0.117
G, 1.16637 x 10~°
ﬂw 80.3986 GeV
M, 91.1535 GeV

Tabelle 8.1: Eingabeparameter. My, und M sind experimentelle Werte fiir die W- und Z-Boson
Massen, wihrend My und M z berechnete Groflien im Polmassenschema sind.

Unsere Ergebnisse [54] fiir die Grole Ak aus (4.11) sind in Tabelle 8.2 und Tabelle 8.3
fiir verschiedene Werte der Higgs-Masse aufgefiihrt. Tabelle 8.2 enthilt zum Vergleich
den Einschleifen-Beitrag und das entsprechende Ergebnis aus [52]. In den Einschleifen-
Korrekturen wurde eine endliche Masse von my;, = 4.85 GeV fiir das b-Quark beibehalten.
Die Fehler (in Klammern) in unserem Zweischleifen-Resultat stammen von Unsicherhei-
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ten aus der numerischen Integration. Unser Ergebnis stimmt mit dem in [52] angegebenen
(letzte Spalte in Tab. 8.2) iiberein.

In Tab. 8.3 sind die verschiedenen Teile des Zweischleifen-Ergebnisses (in Feynman-Eichung)
gezeigt. Der Anteil mit zwei Fermionschleifen und derjenige mit einer Fermionschleife sind
bei unterschiedlichem Vorzeichen von der gleichen Groflenordnung, so dass eine starke
Kompensation zwischen diesen beiden Beitragen auftritt. Dariiberhinaus féllt auf, dass der
erste Term aus (4.14) (4. Spalte) abhéingig von My etwa 15-20 mal grofier ist als der zweite
(5. Spalte). Das gesamte Ergebnis fiir den renormierten ZII-Vertex bei P? = M2 kann also
gut durch das sehr viel einfachere Ergebnis bei P? = 0 approximiert werden. Auch der
vs-Anteil wird sehr gut durch seinen Wert bei P2 = 0 (0.280 x 10~*) genihert. Er enthilt
keine Terme proportional zu m; oder m?. Dies ist aus Abbildung 8.2 ersichtlich, wo der
vs-Anteil bei P? = 0 als Funktion der top-Masse gezeigt ist.

My [GeV] O (a) x 107 O (a?) x 107 O (a?) x 1071 [52]
100 438.937 -0.637(1) -0.63
200 419.599 12.165(1) 2.16
600 379.560 -5.012(1) -5.01
1000 358.619 -4.737(1) -4.73

Tabelle 8.2: Zweischleifen-Ergebnis fiir Ax im Vergleich mit dem Einschleifen-Ergebnis und dem
Resultat aus [52].

My 2 ferm. loops red. T (0) I (M%) —T(0) Vs
(GeV] %10~ 10~ 10~ %10~ 10~
100 13.758 -0.722 -14.903 0.963(1) 0.271
200 13.758 -0.688 -16.465 0.963(1) 0.271
600 13.758 -0.501 -19.499 0.963(1) 0.271
1000 13.758 -0.386 -19.339 0.963(1) 0.271

Tabelle 8.3: Verschiedene Anteil des Zweischleifen-Ergebnisses. Die 2. Spalte enthilt alle Bei-
trige mit zwei Fermionschleifen, alle anderen Spalten Beitrige mit einer Fermionschleife. Die
3. Spalte umfasst die reduziblen Beitrdge aus Abb. 4.1a) und Abb. 4.1b) und das Produkt aus
Einschleifenbeitriigen aus (4.13). T'(0) ist der erste Term aus (4.14), T (M%) — T (0) der zweite.
In der letzten Spalte ist der 75-Beitrag (siehe Text) angegeben.
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0.6

0.5

200 400 600 800 1000
m [GeV]

Abbildung 8.2: vs5-Beitriige bei P? = 0 als Funktion von my.

Fiir eine umfassendere Analyse der fermionischen Beitriige wurde My, zwischen 80.2 und
81.0 GeV, my; zwischen 167.5 und 177.5 GeV und My zwischen 90 und 1000 GeV variiert,
wahrend fiir die anderen Parameter weiterhin die Werte aus Tabelle 8.1 verwendet wur-
den. Um die Laufzeit zu reduzieren wurde der vs-Beitrag durch seinen Wert bei P? = 0
angendhert.

Die Ergebnisse fiir die fermionischen Korrekturen in dem genannten Parameterbereich
konnen durch die folgende Formel approximiert werden,

sin? 09 ™ — G4 b Ly + Ly +dLY +e(d — 1)+ fdi+gd>+hd, (di — 1)

e

+idw + jd% + kdw dy + Ldw (dg — 1). (8.2)
Hierbei sind
My My
dy = —— Ly=In|—2_
7= 100 GeV’ 1 n<100GeV>’
my 2 MW
dy=(——b—) —1 dy =[—2 -1 8.3
! <172.5Ge\/> ’ v (80.3766Ge\/ > (8:3)
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und die Koeffizienten in (8.2) bestimmen sich mit der Methode der kleinsten Quadrate zu

= $2.43436 x 1077, b= —3.05852 x 1077, ¢ = —2.35008 x 1077,
= +4.73284 x 1075, e=—1.95245 x 107, f=—5.45799 x 10 4,
= —4.42463 x 107*, h = —1.76628 x 1075, i = —4.98886 x 1073,
= —1.01287 x 10!, k= —1.76603 x 10 2, | = +4.56623 x 10°°. (8.4)

AT S S ST S

Die maximale und die mittlere Abweichung der Ergebnisse dieser Formel zum exakten
Ergebnis betragen 6.7 x 107% und 0.9 x 1075, Diese Abweichung ist also deutlich kleiner
als der aktuelle experimentelle Fehler von 1.6 x 107" [6] und liegt auch unterhalb von
1.3 x 1075, was als experimenteller Fehler an einem zukiinftigen Linearbeschleuniger mit
GigaZ-Modus erwartet wird [7,8].

Beschrinkt man den Bereich der Higgs-Masse auf 90 bis 150 GeV, so erhilt man mit den
Koeffizienten

= 42.42450 x 1075, b= —3.31179 x 107>, c=—8.13094 x 1075,
= +3.56531 x 10°°, e=—1.69249 x 10°°, f = —5.30203 x 104,
= —3.78335 x 104, h = —4.80069 x 1077, i =—4.93659 x 1072,
= —1.02092 x 107, k= —1.69374 x 1072, I = —6.96544 x 107% (8.5)

S o 2

im Vergleich zum exakten Ergebnis eine maximale Abweichung von 4.7 x 107% und eine
mittlere Abweichung von 0.2 x 1075,

Im Folgenden wird mit Hilfe von (8.2) die Abhéngigkeit der fermionischen Korrekturen
von Higgs-, top- und W-Masse analysiert. In den Abbildungen 8.3, 8.4 und 8.5 sind diese
Korrekturen als Funktion jeweils einer dieser Massen bei festen Werten der anderen beiden
Massen aufgetragen.

Abbildung 8.3 verdeutlicht die starke Higgs-Massen-Abhéngigkeit der fermionischen Bei-
trage. In allen vier gezeigten Fillen haben diese Beitrige einen positiven Wert fiir kleine
Higgs-Massen und fallen mit steigender Higgs-Masse stark ab bis zu einem minimalen Wert
bei My ~ 700 GeV und steigen anschliefend wieder an. Die Differenz zwischen maxima-
lem und minimalem Wert fiir diese Beitrige zu sin?f.z im betrachteten Intervall betrigt
ungefihr 9 x 1077,

Abbildung 8.4 zeigt die top-Massen-Abhéngigkeit der fermionischen Korrekturen. Im Ge-
gensatz zur Higgs-Massen-Abhéngigkeit fallen diese Beitrage mit steigender top-Masse mo-
noton ab, wobei sich in allen vier betrachteten Féllen ein Nulldurchgang ergibt. Die gesamte
Variation im betrachteten Intervall betriigt hier ca. 6 x 1075,

In Abbildung 8.5 ist die W-Massen-Abhéngigkeit der fermionischen Beitrige dargestellt.
Wie in der top-Massen-Abhéngigkeit fallen sie mit steigender W-Masse im betrachteten
Intervall monoton ab und es ergibt sich ein Nulldurchgang. Dabei betrigt die Variation im
betrachteten Intervall ca. 5.5 x 1075,
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Abbildung 8.3: Fermionische Beitréige zu sin? fe¢ als Funktion der Higgs-Masse. My =
80.3766 GeV oben und My = 80.3986 GeV unten, m; = 172.5 GeV auf der linken und

my = 175.0 GeV auf der rechten Seite.
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Abbildung 8.4: Fermionische Beitrige zu sin? @ als Funktion der top-Masse. My =
80.3766 GeV oben und My = 80.3986 GeV unten, My = 115 GeV auf der linken und
My = 150 GeV auf der rechten Seite.
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Abbildung 8.5: Fermionische Beitriige zu sin?f. als Funktion der W-Masse. My = 115
GeV oben und My = 150 GeV unten, m; = 172.5 GeV auf der linken und m; = 175.0
GeV auf der rechten Seite.
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8.2 Bosonische Beitrige

In einem ersten Schritt zu den vollstéindigen bosonischen Zweischleifen-Korrekturen wird
deren Higgs-Massen-Abhéngigkeit berechnet. Dazu wird die Grofie

AP = AR AR (MY 8.6

Kpos T Kpos ( ) I{bos ( H) ( : )

,sub

betrachtet, die die Higgs-Massen-Abhéangigkeit im Verglelch zu einem festen Wert parame-

trisiert, der als MY = 100 GeV gewiihlt wurde. A/{bos “sup 18t UV-endlich und Eichparameter-
unabhanglg Die Ergebnisse fiir diese Grofe s1nd im Abschnitt 8.2.1 aufgefiihrt. Die Er-

gebnisse fiir die verbleibende Konstante A/-cbos (MY,) finden sich im Abschnitt 8.2.2.

8.2.1 Higgs-Massen-Abhéngigkeit

Die Mpy-Abhéngigkeit der bosonischen Korrekturen resultiert ausschliellich aus Diagram-
men mit inneren Higgs-Boson-Propagatoren. Einige typische Beispiele sind in Abbildung 8.6
aufgefiihrt. Im Vergleich zu den fermionischen Beitréigen treten als einzig neuer Diagramm-
Typ die beiden nicht-planaren Diagramme 8.6¢) und d) auf. Sie kénnen mit der Methode
aus Abschnitt 6.2.3 berechnet werden.

Unsere Ergebnisse [55] fiir Ak fiir den Parametersatz aus Tabelle 8.1 und verschiede-
ne Werte der Higgs-Masse sind in Tabelle 8.4 aufgefiihrt. Die Unsicherheiten aufgrund
der numerischen Integration sind von der GréSenordnung 10~ und daher vernachlissig-
bar. Zum Vergleich sind in Tabelle 8.4 auch nochmal die Ergebnisse fiir die fermioni-
schen Korrekturen (sieche auch Tabelle 8.2) und die entsprechende subtrahierte Grofle

A/-.cferm ub = A/-cferm(MH) A/iferm(MO) angegeben. Unser Ergebnis wurde nachtriglich
in einer unabhéngigen Rechnung [56] bestétigt (siehe die 5. Spalte in 8.4).

MH [G@V] AK(fO;iZn X 1074 A/{'S%izn,sub X ]‘074 A'L{’I()(st,)sub x ]‘074 A"{gzi,)sub X 1074 [56]

100 -0.637(1) 0 0 0

200 -2.165(1) -1.528 0.265 0.266
600 -5.012(1) -4.375 0.914 0.914
1000 -4.737(1) ~4.100 1.849 1.849

Tabelle 8.4: Zweischleifen-Ergebnis fiir Ax im Vergleich mit den fermionischen Korrekturen und
dem Ergebnis aus [56]

Im betrachteten Bereich der Higgs-Boson-Masse haben die bosonischen Korrekturen ein
anderes Vorzeichen als die fermionischen Beitrige und kompensieren diese daher teilweise.
Dies wire von Bedeutung fiir die Prézision, die im GigaZ-Modus an einem Linear Collider
erwartet wird.
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Abbildung 8.6: Diagramme mit inneren Higgs-Bosonen

Anstelle der W-Masse nimmt man jedoch oft die sehr genau bekannte Fermikonstante als
Eingabeparameter und berechnet My, = My, (Mpg) wie in Kapitel 3 beschrieben iiber die
W-Z-Massenrelation (3.6).

Nach Gleichung (4.11), ergibt sich damit die gesamte My-Abhingigkeit von sin® f.g aus
k(M) und My (My). Die bosonischen Zweischleifen-Korrekturen zu My, (My) wurden
in [38] berechnet. Die beiden Beitrige, von x(Mpy) und My (Mpg), haben unterschiedliche
Vorzeichen und kompensieren sich in hohem Mafle, wie aus Tabelle 8.5 ersichtlich wird.
Eine genauere Analyse hierzu findet sich in Abschnitt 8.3.

0S

My [GeV]  AM,) [MeV][38]  sin® 05 (AMyy) x 1075 sin® 05 (Ak) x 1077

100 -1.0 0 0

200 -0.5 -0.97 0.59
600 -0.1 -1.74 2.03
1000 0.6 -3.10 4.11

Tabelle 8.5: Higgs-Massen-Abhingigkeit der bosonischen Korrekturen zu sin®f.q, die iiber
My (Mpr) (Spalte 3) eingeht, im Vergleich mit der Variation iiber Ax. Die zweite Spalte enthélt
die bosonischen Zweischleifen-Korrekturen zu My aus [38].
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8.2.2 Vollstindige bosonische Korrekturen

In dem verbleibenden Beitrag Amé?j) (MY) treten als zusétzliche Schwierigkeit I R-divergente
Diagramme auf. Sie kénnen mit den Methoden aus Kapitel 7 berechnet werden.

7
¥ ¥
v A
a) b) c) d)

Abbildung 8.7: bosonische Diagramme mit soft-Divergenzen

Soft-Divergenzen treten in den Diagrammen aus Abbildung 8.7 auf. Wie in Kapitel 7 be-
schrieben, lassen sich diese Divergenzen als [ R-divergente Einschleifen-Funktionen abspal-
ten. Anschliefend kann analytisch verifiziert werden, dass sich diese divergenten Anteile
zu Null addieren. Dabei kompensieren sich die Divergenzen aus den Diagrammen 8.7a)—
8.7c) gegenseitig, wihrend die Divergenzen aus 8.7d) von den soft-Divergenzen aus dem
Produkt von Einschleifen-Beitrigen in (4.13) kompensiert werden. Dies ist schematisch in
Abbildung 8.8 skizziert.

— % + endliche Terme.

Abbildung 8.8: Kompensation von soft-Divergenzen

Die auftretenden kollinearen Divergenzen kénnen mit dem Verfahren aus Kapitel 7 als Lo-
garithmen in der Elektronmasse abgespalten werden. Wiahrend analytisch iiberpriift wurde,
dass sich die Terme proportional zu log?(m?) wegheben, wurde dies fiir die Terme propor-
tional zu log(m?) numerisch verifiziert.
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Die Ergebnisse fiir die gesamten bosonischen Korrekturen zu Ak fiir den Parametersatz
8.1 sind in Tabelle 8.6 im Vergleich zu den fermionischen Beitrigen aufgefiihrt.

My [GeV] A& x10%  Agl) x 10!

100 -0.637(1) -0.741(2)
200 -2.165(1) -0.476(2)
600 -5.012(1) 0.173(2)
1000 -4.737(1) 1.108(2)

Tabelle 8.6: bosonische Zweischleifen-Korrekturen zu Ak im Vergleich zu den fermionischen
Korrekturen

Aus Tabelle 8.6 wird ersichtlich, dass die bosonischen Korrekturen von der gleichen Grofien-
ordnung wie die fermionischen Korrekturen sind, wenn man den experimentellen Wert fiir
My als Eingabeparameter verwendet. Nimmt man jedoch die Fermikonstante als Einga-
begréflie und setzt fiir My den berechneten Wert ein, so ergibt sich ein Kompensation
zwischen den bosonischen Zweischleifen-Korrekturen zu My und denen zu k. Dies wird im
folgenden Abschnitt 8.3 nidher ausgefiihrt.

8.3 Gesamtergebnis

Parameter Wert

My 80.404 GeV
M, 91.1876 GeV
I, 2.4952 GeV
my 172.5 GeV
Aa (M) 0.05907

o, (M2) 0.119

G, 1.16637 x 107°
My, 80.3766 GeV
My, 91.1535 GeV

Tabelle 8.7: Eingabeparameter. My und My sind experimentelle Werte fiir die W- und Z-Boson
Massen, wihrend My und M ; berechnete Grofien im Polmassenschema sind.

In Tabelle 8.8 finden sich unsere Ergebnisse fiir den im Vergleich zu Tabelle 8.1 aktuelleren
Parametersatz [53] aus Tabelle 8.7. Die letzten beiden Spalten in Tabelle 8.8 enthalten die
entsprechenden Ergebnisse aus [56], die mit unseren in Einklang stehen.

Wihrend sich die bosonischen Korrekturen durch die etwas kleinere W-Masse im Vergleich
zu Tabelle 8.6 nicht wesentlich verindert haben, tritt eine grofe Anderung in den fermio-
nischen Beitrdgen im Vergleich zu Tabelle 8.2 auf, die auf den deutlich kleineren Wert fiir
die top-Masse im Vergleich zum Parametersatz aus Tabelle 8.1 zuriickzufiihren ist.
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My[GeV]  Anfon x 107 Anjp) x 107 Awf), x 107 [56] Ay, x 10~ [56]

100 1.07 -0.74 1.07 -0.74
200 -0.33 -0.47 -0.32 -0.47
600 -2.89 0.18 -2.89 0.17
1000 -2.62 1.11 -2.61 1.11

Tabelle 8.8: bosonische Zweischleifen-Korrekturen zu Ak im Vergleich zu den fermionischen
Korrekturen und dem Ergebnis aus [56]

Auflerdem ist aus Tabelle 8.8 wiederum ersichtlich, dass die bosonischen Korrekturen von
der gleichen Groflenordnung wie die fermionischen Beitrigen sind, wenn die experimentelle
W-Masse als Eingabegréfie verwendet wird.

Bevorzugt verwendet man jedoch, wie in Kapitel 3 beschrieben, die experimentell sehr
genau bekannte Fermikonstante als Eingabeparameter und berechnet My, iiber die W-Z-
Massenrelation (3.6).

Entwickelt man nun { My, £} = { My, £} 4 { My, £} + O(a?), so erhilt man

sin® O = sin® 00 4 Asin? Oog (AME ) + A sin? g (AK)) (8.7)
(M2 |, My \ 1 0?) M3, :
= (13 bomta) o W A pp) (1 W) A0 4 0o,
( M3 My W M3

Der erste Term ist das Ergebnis fiir sin?f.s unter Beriicksichtigung der Einschleifen-
Korrekturen, wihrend die letzten beiden Terme die elektroschwachen Zweischleifen-Beitréige
sind, die zum Einen von AMI(,SZ) und zum Anderen von Ak herriihren. Wie aus Tabel-
le 8.9 ersichtlich wird, wird das Zweischleifen-Ergebnis von den fermionischen Korrekturen
zu My, dominiert, wihrend sich die bosonischen Korrekturen zu My, und x zum gréfiten
Teil kompensieren.

My Asin? 0o (AME) ) Asin® O (AKS))  Asin? g (AMY,) ) Asin? G (AkC))

ferm o0s bos
100 93.89 2.38 1.93 -1.65
200 98.51 -0.73 0.97 -1.05
600 106.89 -6.43 0.19 0.40
1000 105.36 -5.83 -1.16 2.47

Tabelle 8.9: Fermionische und bosonische Zweischleifen-Korrekturen zu sin? f.¢. My ist in
GeV angegeben und der Normierungsfaktor von A sin? fq ist 107°.

Diese Kompensation ist auch aus Tabelle 8.10 ersichtlich, in der das Gesamtergebnis fiir
sin? f.¢ gezeigt ist unter Beriicksichtigung der elektroschwachen Einschleifen-Korrekturen,
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der QCD-Korrekturen der Ordnung O(aa;,) und O(aa?) [33], der fiihrenden Dreischleifen-
Korrekturen der Ordnung O(a?aym;) und O(a?mf) [34] sowie der elektroschwachen Zwei-
schleifen-Beitrige einmal ohne Beriicksichtigung der bosonischen Beitrdge, sowohl zu s
als auch zu My, (ME™ und sin® 0%™) und einmal mit diesen Beitrigen (M{&™°% und

sinQ eif:ngrbos).
My [GeV] Miem [GeV] Myt [GeV]  sin? 0fm  sin? 5™ gin? g0es [1077]
100 80.3694 80.3684 0.231459 0.231461 0.02
200 80.3276 80.3270 0.231792 0.231792 0
600 80.2491 80.2490 0.232346 0.232352 0.06
1000 80.2134 80.2141 0.232587 0.232599 0.12

Tabelle 8.10: My und sin?feg ohne (ferm) und mit (ferm+bos) bosonischen Zweischleifen-
Korrekturen. sin? 6‘2%5 ist der rein bosonische Beitrag zu sin? fug.

Die Differenz aus diesen beiden Werten ergibt die gesamten bosonischen Zweischleifen-
Korrekturen, die in der letzten Spalte der Tabelle 8.10 dargestellt sind. Sie sind selbst
im Vergleich zur erwarteten GigaZ-Genauigkeit marginal und deutlich kleiner als die ent-
sprechenden Ergebnisse mit fester W-Masse als Eingabeparameter. So entspricht beispiels-
weise der Wert Ax = —0.74 x 107" (My = 100 GeV) aus Tabelle 8.8 einem Wert von
sin? B = —1.6 x 1077, also einem deutlich groferen Wert als dem in Tabelle 8.10 angege-
benen von sin? f.s = 0.2 x 1075.

0.23250 ‘ S——
0.232 e
£0.2315~ —
N /////,,
7 0231
— 1l oop
0.2305" _~— - +QCD+| ead. 3l oop
-------- +21 oop
200 400 600 800 1000
My [GeV]

Abbildung 8.9: Gesamtergebnis fiir sin® f.g mit My aus (3.6)
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8.3. Gesamtergebnis

Der Effekt der gesamten Zweischleifen-Beitrige wird aus Abbildung 8.9 ersichtlich. Dort ist
das Ergebnis fiir sin? f.¢ unter Einbeziehung der Einschleifen-(durchgezogene Linie), QCD
und fiihrenden Dreischleifen- (gestrichelte Linie) sowie der elektroschwachen Zweischleifen-
Korrekturen (gestrichelte/gepunktete Linie) als Funktion der Higgsmasse aufgetragen. Au-
Berdem ist der experimentelle Wert 0.23153 £ 0.00016 [6] eingezeichnet. Der grofie nume-
rische Einfluss der Zweischleifen-Beitrige ist klar erkennbar. Dariiberhinaus wird deutlich,
dass die Standardmodellvorhersage fiir sin? f¢ nur fiir ein leichtes Higgs-Boson im Einklang
mit dem experimentellen Ergebnis steht.
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Kapitel 9

Zusammenfassung

Im Rahmen der immer genaueren Tests, denen das Standardmodell unterworfen wird,
stellt der effektive leptonische Mischungswinkel sin® f,g eine Schliisselobservable dar. Auf-
grund der hohen experimentellen Genauigkeit mit der diese Grofle gemessen wurde und
der noch grofleren Genauigkeit, die von zukiinftigen Beschleunigerexperimenten erwartet
wird, ist eine sehr genaue theoretische Vorhersage fiir sin? 6. erforderlich. Hierfiir werden
die vollstdndigen elektroschwachen Zweischleifen-Korrekturen benotigt.

In der vorliegenden Arbeit wurden diese Korrekturen berechnet. Eine der wesentlichen
Schwierigkeiten hierbei war die Berechnung von Zweischleifen-Vertexfunktionen. Dafiir
wurden die Methoden aus [48,50] angewendet und weiterentwickelt. Einige Klassen von
Diagrammen konnten dariiber hinaus mithilfe von Dispersionsrelationen berechnet wer-
den. Eine ausfiihrliche Beschreibung zur Behandlung der auftretenden Infrarot-Divergenzen
wurde gegeben.

Unsere Rechnung stellt die erste physikalische Anwendung fiir diese Rechentechniken dar.
Damit konnen sie als Grundlage fiir weitere Rechnungen im Standardmodell dienen. Des
Weiteren sind auch Anwendungen jenseits des Standardmodells denkbar, da die Methoden
fiir eine beliebige Anzahl von Massenskalen anwendbar sind.

Nimmt man den experimentellen Wert der W-Masse als Eingabeparameter, so tritt in den
fermionischen Korrekturen eine grofle numerische Kompensation zwischen dem Ergebnis
fiir die Diagramme mit einer und den Diagrammen mit zwei geschlossenen Fermionschlei-
fen auf. Das resultierende Gesamtergebnis ist aber auf jeden Fall von Bedeutung fiir die
Prézision, die an einem zukiinftigen Linearbeschleuniger erwartet wird. Auflerdem wurde
mit dieser Rechnung die theoretische Unsicherheit in der Standardmodellvorhersage fiir
sin? B,z wesentlich verringert. Die bosonischen Korrekturen sind in diesem Fall von der
gleichen Groflenordnung wie die fermionischen.
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Kapitel 9. Zusammenfassung

Verwendet man die experimentell genauer bekannte Fermikonstante als Eingabeparame-
ter, so ergibt sich ein sehr grofler numerischer Effekt der elektroschwachen Zweischleifen-
Korrekturen, der von den fermionischen Beitrdgen zur W-Masse dominiert wird. Dahin-
gegen kompensieren sich die bosonischen Beitriige zu My, und x grofitenteils. Wiirde man
nur die bosonischen Korrekturen zu My, beriicksichtigen und nicht die in dieser Arbeit
berechneten zu k, erhielte man also einen zu grofien numerischen Effekt der bosonischen
Beitrige.

Alle unsere Ergebnisse stehen im Einklang mit einer unabhéngigen Rechnung [52,56].

Abschlieflend lésst sich festhalten, dass die Ergebnisse dieser Arbeit einen wichtigen Schritt
auf dem Weg zu immer genaueren Tests des Standardmodells bei zukiinftigen Hochenergie-
Collidern darstellen.

88



Anhang A

Zweischleifen-Diagramme

In den folgenden Abschnitten A.1 - A.3 sind die generischen Zweischleifen-Diagramme auf-
gefiithrt, die bei der Berechnung der Renormierungskonstanten (2.69)-(2.73) oder des irre-
duziblen Zée- Vertex auftreten. F', G, S und V bezeichnen dabei jeweils simtliche Fermio-
nen, Geister, Skalare und Vektorteilchen des Standardmodells. Einschleifen-Counterterm-
Einsetzungen werden durch ein Kreuz symbolisiert.

Die echten Zweischleifen-Diagramme sind in fermionische und bosonische Diagramme un-
terteilt. Fermionische Diagramme beinhalten mindestens eine, bosonische Diagramme keine
geschlossene Fermionschleife.

In den Diagrammen zur ee-Selbstenergie (Abschnitt A.2) und zum Zee-Vertex (Abschnitt
A.3) wurden alle Diagramme weggelassen, die eine Kopplung von Elektronen an ein skalares
Teilchen beinhalten. Diese Kopplungen sind im Standardmodell proportional zur Elektron-
masse, die in dieser Arbeit vernachlissigt wurde.
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Kapitel A. Zweischleifen-Diagramme

A.1 VV-Selbstenergie

fermionische Beitrige zur V-1 Selbstenergie
F FV F SV S FV F FV F VV V FV
v AN AN v AN Vo
F~"F F=S SF F"F F=S SF
S S S AT
% V‘ SV

F F F F F F
S, 1% 1% .S S, 1% 1% .S M 1% 1%
AN /AN VRN VA [ Ve Vv V.V VvV 1%
S S 1% 1% S 1%

F
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A.1. VV-Selbstenergie

bosonische Beitrige zur V-V Selbstenergie

S v v S S v
S el S VSl V ss S el s Vel V ss
TN T AN TN T NP T AN CA A N T
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Kapitel A. Zweischleifen-Diagramme

bosonische Beitrige zur V-V Selbstenergie

e < e e R
S eV V.,e.S V .S VeV, VeV, VeV
WWW?&V&WW
Sy Sy V'S 1% 1% Sy Vs

S U S v S S
S < xS S+ +S Us U V v xS Sn:,j v
TN VT v VU oy oy M Vo
S I3 U v 5
S U U U U
«NJ’ S'LV}S S'iﬁ__ﬁi 1% WVJ’I__'S U.s U
SMWVWW U gt Uy ot Vo
3 3 5 3 U
S S S S S S
SV VArS VAV  SArS SA MV VRS
s § o o F b AV o o ¥ b o b
v VoV v v v v Sy v Ty v Y
v v S v 3 3

‘[‘C/} U U U S S

S S S, oV Vs »8 vag’%iym \% ,: V S xV

e e e e R A
S Vv Vv S Vv \%

92



A.1. VV-Selbstenergie

bosonische Beitrige zur V-V Selbstenergie

s 4 4 U
w S{C} S S v v S Ve aV
M S RTINS T v
s 5 1%
v v v 5 v
S AV 1% S W N
vV Sy v Y sy LY S S VRV
1% 1%
S
OO0 vV Vv S VvV
A W W
1% Voprok ey A
1% vV v S Vv
S U v S S
M U SV /S
vV 1% vV 1% vV 1% Vv 1%
g S v %
vV VLS.
vV 1% vV 1% = S

93



Kapitel A. Zweischleifen-Diagramme

Einschleifen-Beitrige zur V-V Selbstenergie
mit Counterterm-Einsetzung

F s U v 5 S

o S x-"g Uox T v *f;m W\W

F S U v v ¢ g
A~ X Ane X~ AN
v Vo Vo v Vo VoV
F S v S

F S
AM‘/Q‘A/AN W\/)QA‘/M /”—\\\ V W\/){:j}m m
A~~X W\/\,fvvvx WV\,
R Vo S
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A.2. ee-Selbstenergie

A.2 ee-Selbstenergie

fermionische Beitrige zur e-e Selbstenergie

bosonische Beitrige zur e-e Selbstenergie
S V o F V eV V eV a
V eV & & & F F
e e & & & & &
F | F F F F
F V
F S u
F F V :j V | r::_:?j V
& & & S & & U &
V F F

Einschleifen-Beitriage zur e-¢ Selbstenergie mit Counterterm-Einsetzung

\% F V4 vV
e e e e e e
D At e U = U
F F \% \%4 F F
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Kapitel A. Zweischleifen-Diagramme

A.3 “Zée-Vertex

fermionische Beitrige zum Zée-Vertex

Vv e v e e 6 FV,e,
£ M/F ja 4

FIF - ja ja | F
7 p 73 Zv W““\ Z

Ve Fv'e Fvse e e

Einschleifen-Beitrige zum Zée-Vertex mit Counterterm-Einsetzung
V F V F V F
Z Z Z Z Z Z
F (& 4 (& F (& 4 (& F (& 4 (&
€ € € € € €
7 7 7 7 F Zg Zy
F (& |4 (& |4 (& F (& 4 (& 4 (&

op = Tho
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A.3. Zee-Vertex

N

B ~
<
or™ <o
N

= <
N
oy < Tio
N

B ~
o

= <o
N
%’<
VA
Qwﬁ%

bosonische Beitrige zum Zee-Vertex

F 45 V a5 V a5 F
F Sl U .«
V o ~ewl US| F o~ U|F
A F A S\“ A U A 174
F3 e e F
V .5 V .5 V .5 1%
S V S 1%
'?E\VF > 'S |F 7 VIF ZS\V
Ve Ve Ve
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Kapitel A. Zweischleifen-Diagramme

V p——

VA
UV e

1%

vV
e

SV
vy

bosonische Beitrige zum Zee-Vertex

V eV Fe
‘ v

WZV%ZF

VTR e

Z8%
S

e

e
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Anhang B

Vertex- und Selbstenergiefamilien

Im Folgenden sind die verschiedenen Topologien von Zweischleifen-Zweipunkt- (S%*) und
Dreipunktfunktionen (V%*) aufgefiihrt. Die Indizes i, j und k bezeichnen dabei die Zahl
der Propagatoren mit Schleifenimpuls ¢;, ¢o bzw. ¢; — ¢s.

Alle duBeren Impulse sind einlaufend und p = —P = —(p; + p2).

g1l g121 g131 g221
yl2t Do 3t Do y221 Do
b1 b1 b1
y41 Do V231 Do V222 Do
p 5 ) p p
p1 b1 b1
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