Technische Universitat Miinchen
Zentrum Mathematik

Optimale Steuerung redundanter Roboter
auf Mannigfaltigkeiten — Strukturanalyse
und numerische Realisierung

Sylvia Breun

Vollstandiger Abdruck der von der Fakultét fiir Mathematik der Technischen
Universitit Miinchen zur Erlangung des akademischen Grades eines

Doktors der Naturwissenschaften (Dr. rer. nat.)

genehmigten Dissertation.

Vorsitzender: Univ.-Prof. Dr. M. Brokate
Priifer der Dissertation: 1. Priv.-Doz. Dr. R. Callies
Univ.-Prof. Dr. P. Rentrop
Univ.-Prof. Dr. H. J. Oberle,
Universitdt Hamburg (schriftliche Beurteilung)

Die Dissertation wurde am 26.04.2007 bei der Technischen Universitiat eingereicht
und durch die Fakultét fiir Mathematik am 23.11.2007 angenommen.






Vorwort

An dieser Stelle mochte ich mich bei einigen Personen bedanken, die sehr zum Ge-
lingen der vorliegenden Arbeit beigetragen haben. Allen voran ist mein Betreuer
Herr Priv.-Doz. Dr. R. Callies zu nennen, der meiner Arbeit stets grofles Interesse
entgegen gebracht hat und mir viele wertvolle Hinweise geben konnte. Auch Herrn
Prof. Dr. P. Rentrop mochte ich fiir seine Unterstiitzung danken.

Des Weiteren mochte ich es nicht versdumen, meine Kollegen am Lehrstuhl fiir
Numerische Mathematik zu erwidhnen, mit denen ich viele anregende Diskussionen
gefithrt habe, und die mir nicht nur bei fachlichen Problemen mit Rat und Tat zur
Seite standen.

Besonders bedanken mochte ich mich bei meinem Bruder Peter und bei meinen
Freundinnen und Kletterpartnerinnen Daniela Calinski und Catherine Avak. Sie
haben mir vor allem in der Abschlussphase der Arbeit mit Korrekturen und Anmer-
kungen sehr geholfen. Martin Bockenfeld hat das Bild in Abb. 5.1 fiir mich erstellt.
Auch dafiir méchte ich mich herzlich bedanken.

Ganz wichtig war fiir mich auch der Riickhalt meiner Familie und meiner Freunde.
Deshalb mochte ich die Gelegenheit nutzen und den Menschen danken, die mich in
allen Hohen und Tiefen der letzten Jahre begleitet haben.

Garching, im April 2007 Sylvia Breun






Inhaltsverzeichnis

Einleitung

1 Mehrkorpersysteme
1.1 Bewegungsgleichungen aus der Starrkérperdynamik . . . . . . . . ..
1.2 Differential-algebraische Systeme . . . . . . . .. ... ... ... ..
1.3 Modellierung mehrgelenkiger Roboter . . . . . . . .. .. .. ... ..

2 Optimalsteuerung
2.1 Grundaufgabe mit Steuerbeschrankungen . . . . . . . . . .. ... ..
2.2 Bang-Bang- und singuldre Steuerung . . . . . ... ...
2.3 Zustandsbeschrankungen . . . . . . .. ..o
2.4 Numerische Losung von Optimalsteuerungsproblemen . . . . . . . . .

2.5 Optimale Steuerung differential-algebraischer Systeme . . . . . . . . .

3 Transformationstechniken fiir die optimale Robotersteuerung
3.1 Optimale Robotersteuerung in der Literatur . . . . . . . .. .. ...
3.2 Charakterisierung der Bewegungsgleichungen . . . . . . . . . .. . ..
3.3 Bewegungsgleichungen in Minimalform . . . .. ... ... ... ...

3.4 Neuformulierung der Optimalsteuerungsaufgabe . . . . . . . ... ..

4 Strukturanalyse optimaler Robotersteuerungen
4.1 Enmergiecoptimale Steuerung . . . . . . .. ...

4.2 Zeitoptimale Steuerung . . . . . ... oL

10

17
17
22
23
26
30

33
34
36
38
42



i Inhaltsverzeichnis

5 Numerische Ergebnisse 61
5.1 Optimalsteuerungsaufgabe mit redundantem 4-Achs-Roboter . . . . . 62
5.2  Transformation in Minimalkoordinaten . . . . . . . . ... ... ... 65
5.3 Zeitoptimale Losung . . . . .. ..o 66
5.4 Energieoptimale Losung . . . . . . .. ..o 72

A Abbildungen zum Beispiel aus Kapitel 5.3 75

B Abbildungen zum Beispiel aus Kapitel 5.4 77

Literaturverzeichnis 79



Einleitung

In vielen Bereichen der Industrie und Forschung sind Roboter heute unverzicht-
bar geworden. Mobile Roboter, die mit einer grolen Anzahl von Sensoren ausge-
stattet sind, erkunden fremde oder unzugéingliche Umgebungen und finden auch
im Dienstleisungssektor, z.B. als Serviceroboter, Anwendung. Zu den vielfaltigen
Einsatzmoglichkeiten von Industrierobotern (Bsp. s. Abb. 1) zéhlen unter anderem
Schweiflen, Lackieren und Montieren von Bauteilen in der Fertigung. Um die Kapa-
zitdten solcher Industrieroboter moglichst gut auszunutzen und eine hohe Produk-
tivitdt zu erreichen, werden die einzelnen Bewegungsabldufe optimiert. Dies fiihrt
auf Optimalsteuerungsprobleme, wobei in der Literatur zwischen Punkt-zu-Punkt-
Bewegungen und Bewegungen entlang einer vorgegebenen Bahn unterschieden wird.
Letztere erfordern die Behandlung differential-algebraischer Systeme mit differen-
tiellem Index 3.

In der vorliegenden Arbeit werden Bewegungsabldufe auf beliebigen Unterman-
nigfaltigkeiten des Gelenkraums eines Industrieroboters untersucht, was Bewegun-
gen entlang einer vorgegebenen Bahn und Punkt-zu-Punkt-Bewegungen einschlief3t.
Es wird ein neuer Ansatz zur Behandlung dieser
Optimalsteuerungsprobleme entwickelt, der auf der
Transformation in eine problemangepasste, lokale
Minimalform basiert (Kapitel 3). Er ermoglicht ei-
ne einheitliche theoretische und numerische Behand-
lung der genannten Robotersteuerungsaufgaben ein-
schlieBllich nicht-autonomer Probleme. Die Grundla-
ge fiir eine numerische Losung bildet eine genaue
Analyse der Losungsstruktur, die exemplarisch fiir
energie- und zeitoptimale Steuerungen durchgefiihrt
wird (Kapitel 4).

Mathematisch von besonderem Interesse sind da-
bei zeitoptimale Steuerungen redundanter Roboter.
Die Schwierigkeiten bei deren Berechnung resultie-
ren neben den auftretenden Bang-Bang-Strukturen
und moglichen singuléren Steuerungen auch aus dem
Vorhandensein mehrerer unabhéngiger Steuervaria- Abbildung 1: Industrieroboter
blen. Nach der Transformation in Minimalkoordina- (Bildquelle: [105]).




2 Einleitung

ten liegen fiir diese Variablen verkoppelte Beschrankungen vor, von denen zu jedem
Zeitpunkt mindestens eine aktiv ist. Daher konnen fiir die Steuervariablen keine un-
abhéngigen Steuergesetze formuliert werden, und die Schaltstruktur lédsst sich mit
den bekannten Techniken aus der Optimalsteuerungstheorie nicht ermitteln.

Bisher gelang die Berechnung der Steuerung in diesem Fall nur mit direkten Ver-
fahren, die durch Diskretisierung das unendlichdimensionale Optimalsteuerungspro-
blem auf ein grofles, endlichdimensionales Optimierungsproblem zuriickfithren. Cha-
rakter und Struktur des Optimalsteuerungsproblems gehen dabei weitgehend verlo-
ren. Vereinzelt werden Techniken der Variationsrechnung eingesetzt, allerdings nur,
um vorhandene Ndherungslosungen fiir die Steuerungen schrittweise zu verbessern.
Indirekte Verfahren, welche notwendige Bedingungen aus der Optimalsteuerungs-
theorie auswerten und anschliefend ein Mehrpunkt-Randwertproblem losen, konnen
Ergebnisse mit hoherer Genauigkeit liefern. Allerdings bedarf es dafiir einer genauen
Kenntnis der Schaltstruktur.

Durch die Darstellung der optimalen Steuerung als Losung eines linearen Optimie-
rungsproblems wird in der vorliegenden Arbeit die Berechnung zeitoptimaler Steue-
rungen fiir redundante Roboter auch mit indirekten Verfahren moglich gemacht.
Die Analyse der Losungsstruktur basiert hierbei auf der Kombination der Optimal-
steuerungstheorie mit der Theorie der linearen Optimierung und liefert detaillierte
Aussagen iiber die aktiven Beschrankungen zu jedem Zeitpunkt.

Am Beispiel eines vierachsigen Roboters wird die numerische Realisierung iiber einen
indirekten Ansatz fiir zeit- und energieminimale Trajektorien demonstriert (Kapi-
tel 5). Dabei werden fiir diese Problemklasse erstmals auch Zustandsbeschrankun-
gen exakt beriicksichtigt. Zur genauen und effizienten Auswertung der adjungier-
ten Differentialgleichungen werden rekursive Algorithmen eingesetzt. Die Losung
des zugehorigen Mehrpunkt-Randwertproblems erfolgt mit der Mehrzielmethode
JANUS [19].

In Kapitel 1 der vorliegenden Arbeit werden verschiedene Darstellungsformen der
Bewegungsgleichungen starrer Mehrkorpersysteme diskutiert, wobei besonders auf
deren differential-algebraischen Charakter eingegangen wird. Mehrgelenkige Indu-
strieroboter lassen sich als starre Mehrkorpersysteme mit Baumstruktur modellie-
ren. Fiir sie wird zur Herleitung und Auswertung der Bewegungsgleichungen ein
rekursiver Algorithmus vorgestellt.

Kapitel 2 gibt einen Uberblick iiber die Optimalsteuerungstheorie und numerische
Verfahren zum Losen von Optimalsteuerungsproblemen.

Fiir die angesprochene Klasse von Steuerungsaufgaben in der Robotik wird in Ka-
pitel 3 nach einer Untersuchung der Bewegungsgleichungen eine, auf einer Trans-
formation in Minimalkoordinaten basierende, einheitliche Formulierung erzielt.

Die Analyse der Losungsstruktur ist Inhalt von Kapitel 4. Bei energieoptimalen
Bahnen wird die Berechnung der Steuerung auf das Losen linearer Gleichungssyste-
me zuriickgefithrt. Im Falle zeitoptimaler Bahnen werden zunéchst Aussagen iiber
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die Anzahl aktiver Beschrénkungen bewiesen. Weitere Struktureigenschaften wer-
den aus der Darstellung der optimalen Steuerung als Losung eines linearen Mini-
mierungsproblems abgeleitet.

In Kapitel 5 werden fiir einen kinematisch redundanten 4-Achs-Roboter mit vor-
gegebener Bahn fiir den Endeffektor zeit- und energieoptimale Steuerungen iiber
einen indirekten Ansatz berechnet. Beim Aufstellen des zugehorigen Mehrpunkt-
Randwertproblems wird besonders auf die Ubergangsbedingungen an Schaltpunk-
ten und bei aktiven Zustandsbeschriankungen eingegangen. Daneben werden einige
Aspekte zur numerischen Realisierung angesprochen. Eine Diskussion der Ergebnis-
se, die alle theoretisch vorhergesagten Struktureigenschaften aufweisen, schliefit das
Kapitel ab.



Kapitel 1

Mehrkorpersysteme

Zur Beschreibung von mechanischen Systemen, wie z.B. Fahrzeugen oder Robotern,
wird haufig die Methode der Mehrkorpersysteme eingesetzt. Ein Mehrkorpersystem
besteht dabei aus endlich vielen massebehafteten Korpern, die starr oder elastisch
sein konnen, und untereinander durch als masselos angenommene Verbindungsele-
mente in Wechselwirkung stehen. Solche Verbindungselemente sind zum einen Kraft-
elemente, wie Federn oder Dampfer, zum anderen starre Kopplungen oder Gelenke,
welche die Anzahl der Freiheitsgrade reduzieren und Zwangskréifte hervorrufen.

Diese Arbeit befasst sich ausschliellich mit starren mechanischen Mehrkorpersyste-
men. Deren Bewegung wird, je nach Wahl der Koordinaten und der Struktur des Sy-
stems, durch gewohnliche Differentialgleichungen oder differential-algebraische Glei-
chungen beschrieben. Werden einzelne Koérper als elastisch angenommen, gelangt
man zur Klasse der flexiblen Mehrkorpersysteme. Zur Formulierung der Bewegungs-
gleichungen sei hierfiir beispielsweise auf [11] oder [88] verwiesen.

In diesem Kapitel werden die verschiedenen Darstellungsformen der Bewegungsglei-
chungen starrer Mehrkorpersysteme vorgestellt und diskutiert, wobei besonders auf
die Problematik der differential-algebraischen Gleichungen eingegangen wird. Um
die Bewegungsgleichungen aufzustellen, wird fiir mehrachsige serielle Roboter eine
rekursive Modellierung betrachtet, die vorteilhaft fiir die spdtere Behandlung mit
den Methoden der optimalen Steuerung ist.

1.1 Bewegungsgleichungen aus der Starrkorper-
dynamik

In der Regel unterliegt ein mechanisches Mehrkorpersystem Zwangsbedingungen, die
sich aus der Kopplung der einzelnen Teilkorper durch Gelenke oder andere Verbin-
dungselemente ergeben. Man unterscheidet dabei zwischen holonomen und nichtho-
lonomen sowie zwischen skleronomen und rheonomen Zwangsbedingungen. Holono-
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me Zwangsbedingungen hédngen nur von den Lagekoordinaten ab, wéahrend nichtho-
lonome Zwangsbedingungen auch von den Geschwindigkeiten abhédngen und nicht
durch elementare Integration in holonome Bindungen iiberfithrt werden koénnen.
AuBlerdem bezeichnet man Bindungsgleichungen als rheonom oder skleronom, je
nachdem ob die Zeit explizit darin vorkommt oder nicht.

Ein einzelner, im Raum frei beweglicher, starrer Korper hat sechs Bewegungsfrei-
heitsgrade: drei rotatorische und drei translatorische. Lage und Orientierung be-
ziiglich eines beliebigen Koordinatensystems werden durch die Angabe von sechs
Lagekoordinaten eindeutig festgelegt. Durch das Auftreten von Zwangsbedingun-
gen wird die Bewegungsfreiheit der Teilkorper eines Mehrkorpersystems jedoch ein-
geschrankt. Fiir die Anzahl der Bewegungsfreiheitsgrade n; eines Systems von N
starren Korpern gilt daher stets ny < 6N. Einen Satz von n; voneinander un-
abhéngigen Koordinaten, welche die Lage des Systems eindeutig beschreiben, nennt
man Minimalkoordinaten oder auch verallgemeinerte oder generalisierte Koordina-
ten. Sie stellen die kleinstmogliche Zahl von Koordinaten dar, mit denen man das
System vollstédndig beschreiben kann. Von ihnen werden die Zwangsbedingungen au-
tomatisch erfiillt und die Bewegung des Mehrkorpersystems wird durch ein System
gewdhnlicher Differentialgleichungen der folgenden Form beschrieben:

M(q)q = f(t,q.9) (1.1)

mit den von der Zeit ¢t abhéngigen verallgemeinerten Lagekoordinaten g(t) € R™f,
den Geschwindigkeiten ¢(t) € R™, den Beschleunigungen g(t) € R"/, der Mas-
senmatrix M (q) € R"*"f und dem Vektor der eingeprigten und dufleren Krifte

f(t,q,q) e R".

Die Beschreibung eines Systems kann auch mit n, > n; redundanten Koordina-
ten erfolgen. Noch nicht automatisch erfiillte Zwangsbedingungen miissen dann
in Form von zusétzlichen Nebenbedingungen beriicksichtigt werden. Aus holonom-
skleronomen Zwangsbedingungen ergeben sich algebraische Nebenbedingungen der
Form

g(p)=0€R™

mit den redundanten Lagekoordinaten p(t) € R und ny < n,. Damit bilden die Be-
wegungsgleichungen ein differential-algebraisches Gleichungssystem, in dem zusétz-
lich die Zwangsmatriz G(p) := 0g(p)/0p € R™*™ mittels Lagrangemultiplikatoren

A(t) € R™ angekoppelt wird:

M(p)p = f(t.p.p) — G"(p)A
0

a(p)

(1.2)

mit p(t), p(t), p(t) € R, M(p) € R»*™ und f(t,p,p) € R™. Die Zusatzglieder
G”(p)X reprisentieren dabei die infolge der holonom-skleronomen Zwangsbedin-
gungen g(p) = 0 entstehenden Zwangskréfte. Durch die Zwangsbedingungen selbst
wird eine Mannigfaltigkeit definiert, auf der sich das System frei bewegen kann. Fiir

die Anzahl der Freiheitsgrade gilt ny = n, — n,.
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Auf nichtholonome und rheonome Zwangsbedingungen soll in dieser Arbeit nicht
weiter eingegangen werden. Wie die Bewegungsgleichungen in diesen Féllen zu er-
weitern sind, wird beispielsweise in [81] beschrieben.

Die Herleitung der Bewegungsgleichungen erfolgt aus den Prinzipien der Mechanik.
Auf die hierfiir zur Verfiigung stehenden Formalismen wird in Kapitel 1.3 ndher
eingegangen. Sie fithren alle zu dquivalenten Ergebnissen mit der gleichen Grund-
struktur. Die Darstellung (1.2) bezeichnet man als Deskriptorform, die Darstellung
(1.1) als Minimal- oder Zustandsform der Bewegungsgleichungen.

In der Deskriptorform sind die n, Lagekoordinaten p redundant. Aufgrund der n,
Zwangsbedingungen besitzt das System nur noch ny = n, — ny Freiheitsgrade. Die
Zustandsform geht dagegen von einer Beschreibung des Systems in Minimalkoor-
dinaten aus, welche die Zwangsbedingungen bereits automatisch erfiillen. Sie birgt
weniger numerische Schwierigkeiten, da keine algebraischen Nebenbedingungen mehr
auftreten. Fiir komplizierte Systeme, inshesondere solche mit kinematisch geschlos-
senen Schleifen, ist es aber zum Teil dulerst schwierig und oft nur lokal moglich,
Minimalkoordinaten zu finden. Daher wird auch haufig die Deskriptorform verwen-
det. Vor allem fiir Simulationsprogramme, in denen die Bewegungsgleichungen au-
tomatisch generiert werden, ist sie von grofier Bedeutung.

1.2 Differential-algebraische Systeme

Die Bewegungsgleichungen in Deskriptorform (1.2) bilden ein differential-algebra-
isches Gleichungssystem. Sie unterscheiden sich in wesentlichen Eigenschaften von
den gewdhnlichen Differentialgleichungen der Zustandsform (1.1), sowohl was die
theoretische, als auch was die numerische Behandlung angeht.

Fiir einen Uberblick iiber den Stand der Forschung bei differential-algebraischen
Gleichungen siehe [12, 47, 48, 49, 65]. Als Beispiele fiir Arbeiten, die sich spezi-
ell mit der numerischen Integration mechanischer Mehrkorpersysteme befassen, sei-
en [38, 80, 91, 92] genannt. Im Folgenden soll anhand des Indexbegriffs die Proble-
matik differential-algebraischer Gleichungen in der Mehrkoérperdynamik dargestellt
werden.

1.2.1 Indexdefinitionen

Zur Klassifizierung von differential-algebraischen Gleichungen dient der Begriff des
Index. Er charakterisiert den Unterschied zu einer gewohnlichen Differentialglei-
chung und die damit verbundenen Schwierigkeiten bei der Losung. Je kleiner der
Index, desto dhnlicher ist die differential-algebraische Gleichung einer gewohnlichen
Differentialgleichung und desto unproblematischer ist die numerische Behandlung.
In der Literatur gibt es eine Vielzahl von verschiedenen Indexdefinitionen. Die der-
zeit am weitesten verbreiteten Konzepte, der differentielle Index [24, 42, 43] und
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der Storungsindez [48] werden im Folgenden vorgestellt. Dazu wird das allgemeine
Differentialgleichungssystem

F(t,z,2)=0, F:RxR"™xR™ —R"™, (1.3)

mit moglicherweise singuldrer Funktionalmatrix 0F' /0 betrachtet.

Definition 1.1 (Differentieller Index) Der differentielle Index k; des Systems
(1.3) ist die kleinste Zahl j, fir die das Gleichungssystem

F(t,x,&) = 0

dF L.

%(t,w,w,w) =0
dF A
W(t,m,ib,...,(lﬁ(]—i_l)) = O

eindeutig nach &(t, x) aufgeldst werden kann.

Der differentielle Index ist also die minimale Anzahl an Differentiationen, die be-
notigt werden, um (1.3) in ein gewthnliches Differentialgleichungssystem zu iiber-
fithren. Nach obiger Definition haben gewohnliche Differentialgleichungen den Index
kg = 0.

Bei einem semi-expliziten differential-algebraischen System

y:Fl(t,Z,y), FIZRXRT%XR”;}_)RTMJ?

(1.4)
0= Fyt,z,v), Fy R xR"™ x R"™ — R",

kann man zwischen algebraischen Variablen z, deren Ableitungen in (1.4) nicht auf-
treten, und differentiellen Variablen y trennen. Zur Indexbestimmung geniigt es
hier, den algebraischen Teil F5(t, z,y) zu differenzieren.

Einen alternativen Zugang bietet der Storungsindex, welcher die Empfindlichkeit
der Losungen von (1.3) gegeniiber kleinen Stérungen misst.

Definition 1.2 (Storungsindex) Das System (1.3) hat entlang einer Losung x(t)
im Intervall [to,t1] den Storungsindex ks > 1, falls ks die kleinste Zahl ist, fir die
jede Losung &(t) des gestirten Systems

F(t, & &)= 6(t)

eine Abschitzung der Form

|@@—w@“§00@mﬁ—ﬂmH+mwH&MHm”+mw

to<t<t to<t<t

5(k51)(g)H>
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erfillt, wann tmmer der Ausdruck auf der rechten Seite hinreichend klein ist. C ist
dabei eine Konstante, die unabhingig von der Storung 6(t) ist und nur von F und
der Linge des Intervalls abhdngt. Das System (1.3) hat den Storungsindex kg = 0,
falls folgende Abschdtzung gilt:

J(t) ~ 2(t)] <€ | (k) ~ a(ta)]| + max | [ 8()dr|

Die letzte Abschétzung charakterisiert das Verhalten gewohnlicher Differentialglei-
chungen unter kleinen Storungen. Bei differential-algebraischen Gleichungen von
hoherem Index gehen in die Abschéitzung auch Ableitungen der Storung ein. Das be-
deutet, dass kleine, vor allem hochfrequente Stérungen verstéirkt werden. Derartige
Storungen sind bei numerischen Rechnungen in Form von Rundungs- oder Diskreti-
sierungsfehlern unvermeidbar. Daher ergeben sich zum Teil erhebliche Schwierigkei-
ten bei der numerischen Behandlung differential-algebraischer Systeme vom Index
ks > 2. Diese Probleme sind schlecht gestellt.

Bemerkung: Bei einem semi-expliziten System (1.4) sind der differentielle Index
und der Stérungsindex gleich [42, 48].

1.2.2 Charakterisierung der Deskriptorform mechanischer
Mehrkorpersysteme

Nach Einfithrung der Geschwindigkeitsvariablen v(t) := p(t) und Transformation
in ein System erster Ordnung hat die Deskriptorform (1.2) eines mechanischen
Mehrkorpersystems folgende Gestalt:

p = (1.5)
M(p)o = f(t,p,v) -G (p)A (1.6
glp) = 0 (1.7

Dabei werde vorausgesetzt, dass

e die Massenmatrix M (p) regulir ist,

e die Matrix G(p) vollen Rang hat, d.h. nichtredundante Zwangsbedingungen
vorliegen.

Unter diesen Voraussetzungen ist (1.5)—(1.7) ein semi-explizites differential-algebra-
isches Gleichungssystem mit den algebraischen Variablen A und den differentiellen
Variablen p, v. Um den differentiellen Index zu bestimmen, wird der algebraische
Teil (1.7) nach der Zeit t abgeleitet. Dies fithrt auf die Geschwindigkeitsnebenbedin-

gungen ; 5
0= gy = 2Py _ Gy, (1.8)
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Erneutes Differenzieren liefert die Beschleunigungsnebenbedingungen

d? e
0=-39(p) = G(p)v + G(p,v)v
mit der Matrix G(p,v) = 4 G(p). Durch Einsetzen von o aus Gleichung (1.6)
erhélt man daraus Bedingungen fiir die Lagrangemultiplikatoren A:

0=G(p)M (p)f(t,p,v) - G()M ' (p)GT(p)A+ G(p,v)v.  (L9)

Da die Matrix G(p)M _l(p)GT(p) nach obigen Voraussetzungen reguldr ist, ldsst
sich (1.9) eindeutig nach A auflésen und eine weitere Differentiation liefert schliefi-
lich Differentialgleichungen fiir die algebraischen Variablen A. Die Deskriptorform
(1.5)—(1.7) wurde also mit drei Differentiationsschritten in ein gewohnliches Diffe-
rentialgleichungssystem {iiberfiihrt, d.h. sie hat den differentiellen Index 3.

Die Losungen des so gewonnenen Differentialgleichungssystems stimmen aber nicht
automatisch mit den Losungen des differential-algebraischen Systems (1.5)—(1.7)
tiberein. Um das zu garantieren, miissen Anfangswerte p, = p(to), vo := v(ty),
Ao := A(tg) zusitzlich zu den ny Lagenebenbedingungen (1.7) auch noch die 2n,
verborgenen Nebenbedingungen (1.8) und (1.9) erfiillen:

0 = g(po),
G(po)vo,
= G(po)M ' (po) F(to, Py, v0) — G(Py) M (py) G” (Po) X0 + G(py. v0)vo.

Man spricht in diesem Fall von konsistenten Anfangswerten. Von den 2n, + n, An-
fangswerten py, vo, Ao sind dann nur noch 2n, — 2n, frei wihlbar. Das entspricht
genau der Anzahl frei wiahlbarer Anfangswerte einer entsprechenden Zustandsform
mit den n, — n, Minimalkoordinaten g und den n, — n, Geschwindigkeiten q. Fiir
Aussagen zur Existenz und Eindeutigkeit von Losungen kann nun auf die Theorie
gewohnlicher Differentialgleichungen zuriickgegriffen werden.

Da es sich bei (1.5)-(1.7) um ein semi-explizites differential-algebraisches System
handelt, ist der Storungsindex gleich dem differentiellen Index. Mechanische Mehr-
korpersysteme in Deskriptorform haben also den Stérungsindex 3 und sind damit
schlecht gestellte Probleme. Nach [1] geht die zweite Ableitung einer Stérung nur in
die Abschitzungen fiir die Lagrangemultiplikatoren A ein. Das bedeutet, dass diese
besonders sensibel reagieren, wenn kleine, aber hochfrequente Stérungen auftreten.

Der hohe Index der Bewegungsgleichungen in Deskriptorform bereitet grofie Schwie-
rigkeiten bei der Anwendung numerischer Integrationsverfahren, wie auch bei der op-
timalen Steuerung derartiger Systeme. Sofern der Ubergang zu Minimalkoordinaten
moglich ist, konnen diese Schwierigkeiten durch eine Transformation in Zustands-
form reduziert werden. Der Preis dafiir ist oftmals das Zerstoren systemspezifischer
Strukturen und eine héhere Nichtlinearitét, durch die sich die Bewegungsgleichungen
in Zustandsform auszeichnen.
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1.3 Modellierung mehrgelenkiger Roboter

Das Aufstellen der Bewegungsgleichungen ist fiir groffe Systeme sehr aufwandig und
kaum noch von Hand durchzufithren. Inzwischen existiert jedoch eine grofie Vielfalt
von Rechenprogrammen zur Gleichungsgenerierung, welche die Herleitung entweder
symbolisch oder numerisch vollziehen. Beispiele dafiir finden sich in [83]. Die meis-
ten dieser Algorithmen basieren auf den Lagrangegleichungen oder dem Newton-
Euler-Formalismus. Beide Verfahren werden im Folgenden kurz vorgestellt, wobei
der Newton-Euler-Formalismus in einer auf mehrgelenkige, serielle Roboterstruktu-
ren zugeschnittenen, rekursiven Formulierung angegeben wird. Fiir eine ausfiihrli-
che Darstellung der Vorgehensweisen zur Gleichungsgenerierung sei beispielsweise
auf [52] oder [81] verwiesen. Methoden zur Modellbildung und Herleitung der Bewe-
gungsgleichungen speziell in der Robotik finden sich unter anderem in [29, 79, 94].

Vor dem Aufstellen der Bewegungsgleichungen steht noch die Wahl geeigneter Koor-
dinaten zur Beschreibung des Systems. Fiir Mehrkorpersysteme mit Baumstruktur
lasst sich stets ein globaler Satz von Minimalkoordinaten finden. Diese angeneh-
me Eigenschaft haben auch Standard-Industrieroboter. Hier verwendet man haufig
Relativ- oder Gelenkkoordinaten, die eine Formulierung der Bewegungsgleichungen
in Zustandsform ermdoglichen.

1.3.1 Relativkoordinaten

Ein Standard-Industrieroboter stellt ein starres mechanisches Mehrkoérpersystem mit
Baumstruktur dar. Er kann als eine offene, unverzweigte Kette von Roboterarmen
betrachtet werden, die durch Dreh- oder Schubgelenke miteinander verbunden sind.
Abb. 1.1 zeigt eine Beispielkonfiguration mit sechs rotatorischen Freiheitsgraden.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit habe ein Gelenk jeweils nur einen Bewegungs-
freiheitsgrad. Die Anzahl der Gelenke, die dann der Anzahl der beweglichen Arme
entspricht, sei N. Gelenke mit m; > 1 Freiheitsgraden konnen durch m; Gelenke
mit einem Freiheitsgrad, die durch Arme der Lange Null verbunden sind, modelliert
werden. Damit ist in der folgenden Diskussion auch die Behandlung mobiler Roboter
mit eingeschlossen.

Zunéchst werden die beweglichen Roboterarme, ebenso wie die Gelenke, ausgehend
von der Basis fortlaufend nummeriert und jedem Arm i wird ein korperfestes Ko-
ordinatensystem S; (i = 1,..., N) zugeordnet. Dieses ist so zu wihlen, dass der
Ursprung von S; im Gelenk i liegt und die 2-Achse mit der Gelenkachse zusam-
menféllt (vgl. Abb. 1.2). Sy bezeichne das raumfeste Inertialsystem und Sy das
Koordinatensystem des Endeffektors. Transformationen zwischen den einzelnen Ko-
ordinatensystemen lassen sich mit Hilfe von Rotationsmatrizen und Translations-
vektoren beschreiben. Eine Rotationsmatrix @R,y € R¥® (i = 0,...,N) gibt
dabei die Drehung des Koordinatensystems S;; relativ zum Koordinatensystem 5;
an, wahrend der Translationsvektor <i>t<i+1> € R (1 =0,...,N) der Vektor vom
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Abbildung 1.1: Beispiel eines Industrieroboters mit sechs Freiheitsgraden.

Ursprung von S; zum Ursprung von S, ist und somit die Verschiebung von S,
relativ zu S; angibt. Es gilt dann folgende Transformationsformel:

Op = O Ry e + O, (1.10)
wobei 7 und 1 denselben Vektor bezeichnen, mit dem Unterschied, dass 7 im
Koordinatensystem S; und Y im Koordinatensystem S, dargestellt wird. Der
obere Index (i) bezeichnet hier jeweils das Koordinatensystem, in dem der Vektor
dargestellt ist. Da es sich bei Rotationsmatrizen um orthogonale Matrizen handelt,
gilt auflerdem

(Z+1>R<i> _ <Z>R@—1H) _ <Z>R5+1>'

Nun werden den durch die Rotations- und Translationsbewegungen der Gelenke in
natiirlicher Weise vorgegebenen Freiheitsgraden Koordinaten ¢; (i = 1,..., N) zu-
geordnet. Im Falle eines Drehgelenks ist ¢; also der eingestellte Achswinkel und im
Falle eins Schubgelenks die ausgefahrene Distanz (Abb 1.2). Diese Gelenkkoordina-
ten repriasentieren einen minimalen Satz von Koordinaten, durch den die Lage des
Roboters eindeutig bestimmt ist. Mit ihnen kann die Bewegung eines Roboterarmes
i relativ zum Arm i — 1 beschrieben werden. Ist das Gelenk 7 ein Drehgelenk, so ist
die Rotationsmatrix =V R abhéngig von der Koordinate ¢;, wihrend der Trans-
lationsvektor <i*1>t<i> konstant bleibt. Dagegen ist bei einem Schubgelenk <i*1>R<Z->
konstant und “~V¢,) abhingig von ¢;.

Die Position des Endeffektors beziiglich des Inertialsystems Sy ergibt sich schliefilich
mit (1.10) in Abhiingigkeit von den Gelenkkoordinaten q := (qy,...,qn)T zu

’I"(q) = (0>R<1> ( .. (<N_1>R<N><N>t<N+1> + <N_1>t<N>) + .. ) + <0>t<1>. (1.11)
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Armi—1

Arm i+ 1

Abbildung 1.2: Wahl der Koordinatensysteme und der Gelenkkoordinaten.

Das Problem, die Position (und bei mehr als drei Achsen auch die Orientierung) des
Endeffektors in kartesischen Koordinaten in Abhéngigkeit von den einstellbaren Ge-
lenkkoordinaten zu bestimmen, wird auch als Vorwdrtskinematik, direkte Kinematik
oder Vorwdrtslosung bezeichnet. Das inverse Problem, die Bestimmung der Gelenk-
koordinaten zu einer gegebenen Position (und ggf. Orientierung) des Endeffektors,
nennt man inverse Kinematik oder Riickwdrtslosung.

Sofern r(q) nicht in geschlossener Form vorliegt, gewinnt man aus (1.11) eine Re-
kursionsformel zur numerischen Auswertung. In Kapitel 5 werden auch Ableitungen
von 7(q) nach den Variablen ¢; bendtigt. Deren Berechnung ist ebenfalls rekursiv
moglich und gestaltet sich sehr einfach, da jede Koordinate ¢; entweder nur in der
Rotationsmatrix @~V Ry, oder im Translationsvektor “~V#, vorkommt.

Bemerkung: Um die Ubergiinge zwischen den Koordinatensystemen zu beschrei-
ben, wird in der Roboterkinematik haufig die sogenannte Denavit-Hartenberg-No-
tation [30] eingesetzt. Sie erfasst Translation und Rotation zusammen und gibt die
Lage und Orientierung eines Roboterarmes relativ zu einem benachbarten Arm iiber
vier genau sperzifizierte Parameter an. Aus diesen Denavit-Hartenberg-Parametern
lasst sich ebenfalls ein Satz von Minimalkoordinaten extrahieren, der bei entspre-
chender Wahl der Koordinatensysteme mit den hier beschriebenen Gelenkkoordina-
ten iibereinstimmt.

1.3.2 Herleitung der Bewegungsgleichungen

Wird ein Mehrkorpersystem unter holonom-skleronomen Zwangsbedingungen mit
den redundanten Koordinaten p € R™ beschrieben, so kann die Bewegung mit den
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Lagrangegleichungen 1. Art angegeben werden:

i (5w - ko) =@ i) -N6w)

g(p) =0
mit den verallgemeinerten Kriften Q(¢,p,p) € R™ und der kinetischen Energie

K(p,p) € R des Gesamtsystems. Die Zwangsbedingungen werden durch algebrai-
sche Gleichungen g(p) = 0 € R™ ausgedriickt und die sich daraus ergebenden
Zwangskrifte werden durch Ankoppeln der Zwangsmatrix G(p) € R™*™ mittels
Lagrangemultiplikatoren A € R™ beriicksichtigt. Ausdifferenzieren und Transponie-
ren von (1.12) fithrt zu den Bewegungsgleichungen in Deskriptorform (1.2) mit der

symmetrischen Massenmatrix

und dem Vektor der eingeprigten und dufleren Krifte

. - ? 0 g
t,p,p) =Q(t,p,p) — K(p,p) | £ —K(p, 1 :
f(t,p.p) = Q(t,p P) (apap (p,p)) p+ (ap (p,p))
Liegt eine Beschreibung des Systems in Minimalkoordinaten ¢ € R™ vor, so erhélt
man entsprechend die Bewegungsgleichungen in Zustandsform (1.1) aus den Lagran-
gegleichungen 2. Art:

d (0 0

o (aq (q,q)> 9q (g.9) =Q (t.q,q)
mit den verallgemeinerten Kriften Q(t,q,q) € R"™ und der kinetischen Energie
K(q,q) € R.

Eine andere Moglichkeit, die Bewegungsgleichungen eines Mehrkorpersystems zu
generieren, liefert der Newton-Euler-Formalismus. Im Gegensatz zu den Lagrange-
gleichungen, in denen das Mehrkorpersystem als Ganzes behandelt wird, werden
beim Newton-Euler-Formalismus nacheinander Gleichungen fiir die Bewegung der
einzelnen Teilkorper aufgestellt. Verbindungen der Teilkorper mit Gelenken wer-
den jeweils durch Kopplungskrifte und -momente in den Gleichungen benachbar-
ter Teilkorper realisiert. Daraus ergibt sich direkt die Mdéglichkeit einer rekursiven
Auswertung. Zudem kann die im vorherigen Abschnitt beschriebene grundsétzliche
Struktur von Industrierobotern ausgenutzt werden, um einen fiir beliebige Roboter-
konfigurationen einheitlichen Algorithmus anzugeben. Dazu werden nachstehende
Bezeichnungen fiir ¢ = 1, ..., N eingefiihrt:

w;:  Winkelgeschwindigkeit von Arm 1,
w;:  Winkelbeschleunigung von Arm 1,
a;: lineare Beschleunigung des Gelenks ¢,

ac,: lineare Beschleunigung des Schwerpunkts von Arm i,
F,;: Vektor der Kréfte im Schwerpunkt von Arm 1,
N¢,: Vektor der Momente im Schwerpunkt von Arm 4,

F;: Vektor der Krifte im Gelenk 1,
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N;: Vektor der Momente im Gelenk 7,

m;:  Masse von Arm i,

te,:  Schwerpunkt von Arm ¢,

I,: Haupttragheitstensor von Arm 7, bezogen auf ein Koordinatensystem, des-
sen Ursprung im Schwerpunkt von Arm ¢ liegt und das die gleiche Orien-
tierung wie das Koordinatensystem S; hat,

T;:  Antriebsmoment im Gelenk 4, falls es sich um ein Drehgelenk handelt bzw.
Antriebskraft im Gelenk ¢, falls es sich um ein Schubgelenk handelt,

5. 5 — 1 fiir ein translatorisches Gelenk i,

o 0 fiir ein rotatorisches Gelenk i,

e.: e, := (001"

Diese Bezeichnungen werden ergénzt um wg, wy, ag, die die Winkelgeschwindigkeit,
Winkelbeschleunigung und lineare Beschleunigung der Roboterbasis bezeichnen, und
um die dufleren Kréfte und Momente F' 1, N yy1, die auf den Endeffektor wirken.
Des Weiteren gelten die Bezeichnungen und Konventionen aus Kapitel 1.3.1.

Der Algorithmus berechnet nun fiir einen N-gelenkigen Roboter in zwei Schritten die
Antriebskrifte bzw. -momente T := (T}, ..., Ty)T, die in den Gelenken aufgebracht
werden miissen, um eine bestimmte Bewegung q(t) zu bewirken. In Abhéngigkeit
von ¢;, ¢; und §; (1 =1,..., N) werden zuerst die Geschwindigkeiten und Beschleu-
nigungen der einzelnen Arme rekursiv von Arm 1 bis Arm N bestimmt und auf
jeden Arm die Newton-Euler-Gleichungen angewendet. In einer zweiten Rekursion
werden dann riickwérts von Arm N bis Arm 1 die Kopplungskréifte und -momente
sowie die Antriebskrifte bzw. -momente in den jeweiligen Gelenken ermittelt.

Rekursiver Newton-Euler-Algorithmus

1. Vorwartsrekursion:

Startwerte:  Qwq, Dw,, Qay
Rekursion: i:1— N
“w, DRy Nwig + (1 0:)die-
(o, = R, Vi +
(1-0,) (("Ry_y" Pw, 1) x gie. + Gie.)
Da, = DRy (Vg x g+
Dy x (Vg x g ) 4 Vg, ) +
0; (2 W, x gie. + Gie)
Dag, = D x Vg, + Day x (Pwy x D) + Va,
OFe = miaq,
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2. Rickwartsrekursion:
Startwerte: NtUFyN ., VTN

Rekursion: ¢: N — 1

“F; = YRy ""F, +YF,
ON, = <i>NCi + <i>R<i+1><i+1>NH1 + <i>tci % <i>FC’i +
Dty x VR )TV

T, = (1-6)el N, +6,elOF,

Die Bewegungsgleichungen des Roboters, die sich daraus ergeben, haben in kompak-
ter Schreibweise folgende Struktur:

M(q)g+k(q,q) =T (1.13)

mit der Massenmatrix M (q) € RV*Y  die in diesem Fall symmetrisch und positiv
definit ist, und dem Vektor k(q,q) € RY, der die von Zentrifugal-, Coriolis- und
Gravitationskraften herriithrenden Terme enthélt. Auf die Beriicksichtigung weiterer
externer Krifte und Momente wurde aus Griinden der Ubersichtlichkeit verzichtet.
Sie konnen durch wenige zusétzliche Terme problemlos in die Rekursion eingefiigt
werden [23]. Mit

ft,q.q) :=T(t) — k(q.q)
erhilt man aus (1.13) die Bewegungsgleichungen in Zustandsform (1.1).

Bemerkung: Die Wirkung der Schwerkraft kann am einfachsten beriicksichtigt wer-
den, indem zur Beschleunigung der Basis (¥’ a, der Gravitationsvektor (0,0, g)” mit
der Erdbeschleunigung g addiert wird. Eine Beschleunigung um ¢ nach oben erzeugt
néamlich fiir die Roboterarme den selben Effekt, wie es auch die Schwerkraft téte.

Ist man an Bewegungsgleichungen in geschlossener Form und dem funktionalen Zu-
sammenhang zwischen den Antriebsgréfen T' und den Gelenkkoordinaten g interes-
siert, so ist die Anwendung der Lagrangegleichungen empfehlenswert. Der Newton-
Euler-Algorithmus bietet sich an, hinsichtlich der Frage, welche Funktion T'(¢) eine
bestimmte Roboterbewegung q(t) erzeugt. Dieses entspricht genau der Problem-
stellung, die bei der optimalen Steuerung von Robotern verfolgt wird. Ein weiterer
Vorteil des Newton-Euler-Algorithmus fiir den Einsatz bei Optimalsteuerungsaufga-
ben zeigt sich beim Berechnen der Ableitungen 07;(q, q, q)/dq; und 07;(q, q, q)/04;
(1,7 = 1,...,N), welche bei der Anwendung indirekter Verfahren zur Losung des
Optimalsteuerungsproblems (vgl. Kapitel 2.4) sehr genau vorliegen miissen. Indem
man die Rekursionsgleichungen nach ¢; bzw. ¢; differenziert, gewinnt man jeweils
eine neue Rekursion fiir die entsprechende Ableitung von T' [3, 58, 71, 72, 93].
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Analog lassen sich auch hohere Ableitungen ermitteln [23]. Durch geschickte Kom-
bination der verschiedenen Rekursionen kénnen nun mit einem erweiterten Algo-
rithmus, unter Ausnutzung der Struktur der Gleichungen und Wiederverwendung
bereits berechneter Groflen, simultan zu den Antriebsgrofien T', auch deren Ablei-
tungen effizient und mit hoher Genauigkeit bestimmt werden. Der Aufwand dafiir
ist deutlich niedriger, als bei einer Berechnung der Ableitungen mittels numerischer
Differentiation, die zudem weniger genaue Ergebnisse liefert [23].



Kapitel 2

Optimalsteuerung

Das Bestimmen optimaler Bewegungsabldaufe von dynamischen Systemen, wie den
in Kapitel 1 beschriebenen mechanischen Mehrkérpersystemen, fithrt auf Optimal-
steuerungsprobleme. Ubliche Zielfunktionale in der Robotik sind unter anderem der
Energieverbrauch oder die Gesamtzeit der Bewegung, die es zu minimieren gilt. Die
Bewegungsgleichungen des Systems treten dabei als Nebenbedingungen auf. Zusétz-
lich sind Anfangs-, End- und Innere-Punkt-Bedingungen sowie in realistischen An-
wendungen auch Beschrankungen von Steuer- und Zustandsgrofien zu beriicksichti-
gen.

Der Schwerpunkt dieses Kapitels liegt auf der optimalen Steuerung von Systemen
gewohnlicher Differentialgleichungen. Hierfiir wird zunéchst ein allgemeines Opti-
malsteuerungsproblem formuliert und dessen theoretische Behandlung unter Einbe-
ziehung von Steuer- und Zustandsbeschrankungen erldautert. Anschlieend folgt ein
Uberblick iiber numerische Verfahren zum Lésen von Optimalsteuerungsaufgaben
und eine kurze Beschreibung der Mehrzielmethode, die auch fiir die Berechnungen
in Kapitel 5 eingesetzt wird. Zum Abschluss wird auf einige Aspekte zur optima-
len Steuerung differential-algebraischer Systeme eingegangen und der Zusammen-
hang mit Problemen, die bei der Behandlung von Zustandsbeschrankungen oder
singuldren Steuerungen auftreten, aufgezeigt.

2.1 Grundaufgabe mit Steuerbeschrinkungen

Ein wesentlicher Bestandteil der Theorie der optimalen Steuerung ist die Herleitung
von notwendigen Bedingungen fiir eine optimale Losung. In der Literatur finden sich
auch hinreichende Bedingungen, deren Anwendung in der Praxis aber oft schwierig
ist. Daher beschréankt sich diese Arbeit an der Stelle auf eine Zusammenstellung von
notwendigen Bedingungen fiir eine Losung eines allgemeinen Optimalsteuerungs-
problems. Zunéchst werden nur Steuerbeschriankungen bzw. gemischte Steuer- und
Zustandsbeschriankungen beriicksichtigt, reine Zustandsbeschrankungen kommen in

17
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Kapitel 2.3 hinzu. Eine ausfiihrliche Darstellung mit Beweisen der im Folgenden
zusammengefassten Ergebnisse findet man beispielsweise in [5, 16, 54].

Betrachtet werde das folgende Optimalsteuerungsproblem:
ty
Iw)i= ¢ (@t0).a(ty).t7) + [ L(a(t),u(t). ) de — min (2.1)
to

unter Beriicksichtigung der Differentialgleichungen

x(t) = f (x(t), u(t),1), (2:2)
der Randbedingungen
zi(to) = zi0, 1€ JoC T :={1,...,n},

zi(ty) = @iy, e Jr C J, (2:3)

der Ubergangsbedingungen an inneren Punkten t; €lto, tsl:
Y, (x(th),x(t;),t;) =0eR™  j=1,.. np, (2.4)

und der gemischten Steuer- und Zustandsbeschrinkungen
Op(x(t),u(t),t) <0, k=1,...,n. (2.5)
Darin sei © = (x1,...,1,)" der Vektor der Zustandsvariablen, u = (uy,...,uy)"

der Vektor der Steuervariablen, t, die Startzeit, t; die Endzeit des betrachteten
Zeitintervalls und ¢ty < t; < ... < t,, < ty. Die Funktion w : [tg,t;] — R™ sei
stiickweise stetig,  : [to,tf] = R, f : R"XR™ xR — R" und ¢, : R*xR™ xR — R
(k =1,...,n4) seien stiickweise stetig differenzierbar und ¢ : R* x R x R — R,
L:R"xR"xR—Rund 9, : R*" xR" x R — R™ (j =1,...,np) seien einmal
stetig differenzierbar. Der rechtsseitige Grenzwert der Funktion  am Punkt ¢; werde
abgekiirzt durch x(t; ), entsprechend bezeichne @(t;) den linksseitigen Grenzwert.
Fiir die Beschrankungen (2.5) gelte auBerdem die folgende Regularititsbedingung
entlang der optimalen Losung:

0
% d, - 0
Rang : R = Ng. (2.6)
d¢y,
e 0 e g,

Definition 2.1
o Fine Steuerbeschrinkung ¢, < 0 heifst aktiv, wenn ¢, = 0 gilt.

o Ein Intervall [t,, ty] C [to,ty], ta < tp, auf dem die Steuerbeschrinkung aktiv
ist, heifit Randstiick der Steuerbeschriankung.

o Fin Intervall, auf dem keine Steuerbeschrinkung aktiv ist, nennt man ein freies
Teilstiick.
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Die Regularitdtsbedingung bedeutet also, dass die Gradienten der aktiven Steu-
erbeschrankungen d¢,/0u (k € {1,...,n,}) linear unabhéngig sein miissen. Da-
durch wird auch sichergestellt, dass die Funktionen ¢, (k = 1,...,n,) explizit von
u abhéngen, es sich also um echte Steuerbeschrinkungen und nicht um reine Zu-
standsbeschrankungen handelt. Des Weiteren wird angenommen, dass die optimale
Losung nur endlich viele Randstiicke besitzt. Nach Einfiihrung der Hamiltonfunktion

H (2(t), u(t), A1), p(t), 1) ==
L(@(t), u(t),t) + XN () f (x(t), u(t), 1) + p' () (x(t),u(t), 1) (27)

mit stiickweise stetig differenzierbaren adjungierten Variablen X : [to,t;] — R™,
A = (Ar,..., A7, stiickweise stetigen Multiplikatorfunktionen p : [to,t;] — R",
Bo= (s o, )7 und dem Vektor der Steuerbeschriinkungen ¢ := (¢,,. .., o, )T
sowie U := ¢ + > "° o1 @ 1,b mit konstanten Lagrangemultiplikatoren g; € Rnwa
lauten die notwendigen Bedmgungen fiir eine optimale Losung wie folgt:

e adjungierte Differentialgleichungen:

A ()= ——— 2.8
t)=-0 (28)
e Optimalitdtsbedingung:
oOH
— =0" 2.9
T (2.9)
e Legendre-Clebsch-Bedingung im Fall inaktiver Beschrankungen:
o itiv semidefinit (2.10)
5z POSitiv semide .

o Vorzeichenbedingungungen:
=0, falls¢, <0

t ’ o k=1,...,n 2.11
““){zu falls ¢, = 0 ¢ (2.11)

o Ubergangsbedingungen an den inneren Punkten ti(j=1,...,np):

ov 0 ;
AT(t) = = ol —? 2.12
t5) ox(t;) @ om(t;) (2:12)
oV oY,
A(th) = — = —of 2.13
t5) ox(t]) Y om(t)) (2:13)
ov

—+ H|- — H|+=0 (2.14)
j J J
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e Transversalititsbedingungen:

Oy ) .
+Ai =0, €I\ 2.15
<8xi(t0) t=to Vo ( )

Oy ) .
-\ =0, e J\J, 2.16
(55 \J; 216)

e Bedingung, falls die Endzeit ¢; frei ist:
(a—“) + H) =0 (2.17)
oty t=ty

Die Startzeit ¢ sei stets fest vorgegeben. Aulerdem miissen die Nebenbedingungen
(2.2)—(2.5) von einer optimalen Losung erfiillt werden.

Die Bedingungen (2.9) und (2.10) sind notwendig fiir ein lokales Minimum der Ha-
miltonfunktion. Sie entsprechen dem Pontryaginschen Minimumprinzip, welches be-
sagt, dass die optimale Steuerung v* die Hamiltonfunktion minimiert:

’U,*(t) = arg minueU(:c*(t),t)HO (:c*(t), u, )\(t), t) s

wobei U(z,t) := {u € R"| ¢, (x,u,t) <0,k =1,...,n4s} die Menge der zuldssi-
gen Steuerungen und HO(x,wu, X, t) := L(x,u,t) + X' f(x,u,t) die unbeschrinkte
Hamiltonfunktion bezeichne.

Bemerkungen:

o Verallgemeinerung der Aufgabenstellung:
Die Aufgabenstellung lasst sich noch verallgemeinern, etwa durch beliebige
Rand- oder Innere-Punkt-Bedingungen

¥ ((to), x(ty), (t)), ..., x(t,,), x(t,} ), ®(ty), to, t1, ..., tup,ty) =0

oder der Abhéngigkeit des Zielfunktionals von Groflen an inneren Punkten,
d.h.

¢ — @ (x(to),(ty), @(t]), ..., x(t, ), 2t} ), x(tr) to, t1, ... tnpsty) -

Fiir diese Falle miissen die Bedingungen (2.12)—(2.17) entsprechend angepasst
werden, siehe z.B. [16].

e Autonome Steuerungsprobleme:
Ein autonomes Optimalsteuerungsproblem héngt nicht explizit von der Zeit
t ab. Insbesondere ist auch die Hamiltonfunktion H nicht explizit von t ab-
héngig. Somit muss sie konstant sein, denn es gilt:
OH o OH G OH 5 O H =-Xa&+a"A+¢"jn=0
ox \(Z'u,,_/ oA on ~— ~—~—

=0

=0 =0

= H = const.
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Ist die Endzeit ¢/ frei, so folgt aus (2.17):

%p

H| = —
|t:tf atf =t

= Cy,

also
H= Ct vVt € [to,tf]

fiir autonome Steuerungsprobleme. Diese Eigenschaft ist besonders bei der nu-
merischen Durchfithrung sehr niitzlich. Auf ihre Giiltigkeit ist bei dem gefun-
denen Ergebnis unbedingt zu achten. Dieser sogenannte Hamiltonfunktionstest
ist eine der wichtigsten Kontrollen, bevor eine Losung als solche akzeptiert wer-
den kann. Aus diesem Grund ist es sinnvoll, das Optimalsteuerungsproblem
vor den numerischen Berechnungen in ein autonomes Problem zu transformie-
ren. Dies ist stets moglich, indem eine neue Zustandsvariable x,,; und eine
neue unabhéngige Variable ( eingefiihrt werden:

Tpt1 = t?

’ d$n+1

:L‘n—H:d—C:l’

Zni1 (Co) =to, a1 (Cy) =

Durch diese Transformation wird das Optimalsteuerungsproblem um eine Zu-
standsvariable, und damit auch um eine adjungierte Variable, erweitert. Die
neue unabhéngige Variable ( tritt nun nicht mehr explizit auf.

e Transformation von freier Endzeit auf feste Endzeit:
Es empfielt sich, Probleme mit freier Endzeit in Probleme mit fester Endzeit
zu transformieren, da diese numerisch besser behandelt werden konnen. Am
einfachsten ist es, das Integrationsintervall [to, ;] auf das Intervall [0,1] zu
normieren. Dazu wird eine neue unabhéngige Variable £ eingefiihrt:

t—to

§ = Ha £€l0,1]
dt
= d_g = (tf—to).

Beim Ubergang von ¢ nach ¢ miissen die rechten Seiten der Differentialglei-
chungen mit dem Faktor (¢; — ¢;) multipliziert werden. Auflerdem wird zur Be-
rechnung von t; eine triviale Differentialgleichung mit der zugehérigen Rand-
bedingung (2.17) hinzugenommen:

Tpir i =1tf, Tpy1 = 0.
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2.2 Bang-Bang- und singulire Steuerung

Zu den kompliziertesten Optimalsteuerungsproblemen gehoren solche, in denen die
Steuerung sowohl im Zielfunktional als auch in den Bewegungsgleichungen nur line-
ar vorkommt. Die Schwierigkeiten werden dadurch hervorgerufen, dass fiir die Steu-
ervariablen sogenannte singuldre Fxtremalenbogen auftreten kénnen. Bei linearen
Optimalsteuerungsproblemen ist namlich insbesondere auch die Hamiltonfunktion
linear in der Steuerung w und die Matrix 9% H/du? somit singulér. Die Optimalitéits-
bedingung OH/0u = 07 lisst sich dann nicht nach der Steuerung w auflésen, da
der Gradient nicht mehr von w abhéngt. Zum Bestimmen der optimalen Steuerung
muss man in diesem Fall also einen anderen Weg beschreiten.

Die Behandlung singuldrer Optimalsteuerungsaufgaben wird unter anderem in [4, 16,
74] ausfiihrlich beschrieben. Um die Vorgehensweise zu erldutern wird im Folgenden
eine skalare Steuervariable u mit Beschréankungen der speziellen Form

Prnin (T (1), 1) S u(t) < Py (®(1), 1) (2.18)

betrachtet. Die Funktionen ¢,,,,., ®
renzierbar und es gelte

: R™ x R — R seien stiickweise stetig diffe-

max

—00 < ¢mzn (Zﬁ(t),t) < (bmax (w(t)vt) < o0 Vi € [t()atf]
Die Hamiltonfunktion sei linear in der Steuerung u und habe folgende Gestalt:

H (ax(t), w(t), A1), t) == fi (@(), A1), ) + fa (@(t), A(t), t) u(t).

Die Steuerbeschriankungen (2.18) werden nun nicht mittels Multiplikatorfunktionen
p an die Hamiltonfunktion angekoppelt. Stattdessen wird die beschriankte Steuer-
grofle uw in eine unbeschrinkte Steuergrofie o transformiert, beispielsweise durch

u = ¢m'm + (¢mam - ¢mzn) SiHQ(O{).

Aus dem Pontryaginschen Minimumprinzip (0H /0w = 0, 0*H /D> > 0) ergibt sich
dann fiir 0H /0u # 0 die optimale Steuerung zu

OH
Oin, falls > 0,
ult) = u
O falls G <0

Eine solche Steuerung heit Bang-Bang-Steuerung. Die Funktion S := 9H /Ou = f
nennt man auch Schaltfunktion. Gilt S = 0 an einem isolierten Punkt ¢; € [to, tf],
so ist dies ein Schaltpunkt der Steuerung zwischen ¢, .. und ¢

Gilt dagegen S = 0 auf einem ganzen Intervall [ty, 5] C ]to, ts[ mit ¢y < 3, so spricht
man von einer singuldren Steuerung. Wie bereits erwéhnt, kann v aus S = 0 nicht
bestimmt werden. Da aber S = 0Vt € [t;, 2], so muss auch gelten:

@ S=0 1,2 Vit € [t1,to]

—5 = r= o .

dtr ) ) 4y 1,02
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ar
dt”

o [d’
Bu (%S) 70,

so erhélt man w(t) fiir t € [t1,t5] aus

Bezeichne ' das kleinste r, fiir das < S die Steuervariable u explizit enthélt, also

d"’
— 5 =0.
dtr’

Man kann zeigen, dass r’ stets gerade ist, d.h. v’ = 2¢, ¢ € N, wobei ¢ als die Ordnung
der singuliren Steuerung definiert wird [61]. Zudem ist als weitere notwendige Be-
dingung fiir eine optimale Losung die verallgemeinerte Legendre-Clebsch-Bedingung

zu erfiillen [61]:
0 | d* (0H
e [ =) | >o.
(=1) ou [dt2q <8u>] 20

Bemerkung: Es gibt bisher keine allgemeinen Aussagen iiber Existenz und Anzahl
der auftretenden singuldren Extremalenbogen. Auch ist ¢ < oo nicht gesichert.

2.3 Zustandsbeschrinkungen

Betrachtet werde wieder das allgemeine Optimalsteuerungsproblem (2.1)—(2.5), nun
mit der zusétzlichen reinen Zustandsbeschrdankung

h(=z(t),t) <0,

wobei h : R xR — R stiickweise (p+ 1)-mal stetig differenzierbar sei (vgl. Def. 2.2).

Definition 2.2 (Ordnung einer Zustandsbeschrinkung) Die Funktionen h*,

k=1,...,p seien wie folgt rekursiv definiert:
h’ = h = h(x,t),
; Oh(x,t Oh(x,t
o= = M) g gy gy D)
; Oh!(x,t Ot (x,t
h? = ht = —8<a: )f(a:,u,t) + —ét ),
o ohP~ ! (x, ¢t ohP~ Y (x, t
hP = hPl = —8253 )f(a:,u,t) - —ag )
Ist .
oh Oh?
“=0" fir 0<k<p-1, — #07,
ou ou

dann hat die Zustandsbeschrankung h < 0 die Ordnung p.
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Definition 2.3
o Die Zustandsbeschrinkung h < 0 heifst aktiv, wenn h = 0 gilt.

o Ein Intervall [toys,ta) C lto, tr], taw < tas, auf dem die Zustandsbeschrinkung
aktiv ist, heifft Randstiick der Zustandsbeschréankung. Der Punkt tq,; heifst
Aufsprungpunkt, der Punkt t,, Absprungpunkt des Randstiicks [tauf, tap)-

o Ist die Zustandsbeschrinkung nur an einem isolierten Punkt ty, € |to,ty| aktiv,
so nennt man diesen Kontaktpunkt. Fin Kontaktpunkt heiffit Beriihrpunkt,
wenn dort zusdtzlich zu h = 0 auch h' = 0 gilt.

o Die Punkte toyf, tay und t, werden auch Verbindungspunkte genannt.

e Fin Intervall, auf dem die Zustandsbeschrdinkung nicht aktiv ist, heifst freies
Teilstiick.

Wie in der Definition bereits angedeutet, wird vorausgesetzt, dass die Zustandsbe-
schrankung nur im Inneren des Intervalls [to, ;] aktiv wird. AuBlerdem wird ange-
nommen, dass nur endlich viele Verbindungspunkte auftreten. Um auf eine uniiber-
sichtliche Indizierung verzichten zu konnnen, wird im Folgenden nur eine skalare
Zustandsbeschrankung der Ordnung eins betrachtet. Fiir die Behandlung mehre-
rer Zustandsbeschrankungen und Zustandsbeschriankungen hoherer Ordnung sei auf
den Ubersichtsartikel [51] verwiesen.

Mittels der Multiplikatorfunktion v : [to, tf] — R wird nun A" an die Hamiltonfunk-
tion angekoppelt:

H (x(t),w(t), (1), p(t), v(t),t) :==
H(xz(t),w(t), X(t), u(t), t) + v(t)h* (z(t), u(t),t).
Des Weiteren gelte entlang der optimalen Losung die verschdrfte Regularititsbedin-
qung:

9,
u o 000
Rang [ 06 | =ns+1 (2.19)
ng
ou 0 ¢"¢ 0
Oh! 1
w 0 0 0 A

Eine optimale Losung muss dann die folgenden notwendigen Bedingungen erfiillen
[15, 51, 64]:

e (2.8)(2.17) mit H statt H

e Vorzeichenbedingungen:

, falls h <0

(2.20)
, fallsh=0
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e an Aufsprungpunkten ¢,,:

oh

T (4— T
A (tauf) = A (t:uf) +7]auf 8_:13 o (221)
=lauf

3 - Ooh
Hlt:t;uf = H‘t:t:uf - 77a,uf E s (222)
nauf Z 0 (223)
Nawg =V (taup) (2.24)
iy, =0 (2.25)

e an Absprungpunkten t,:
A (ta) = AT (t) (2.26)
H|t:t;b - H‘t:tjb (2.:27)
e an Kontaktpunkten ¢j:

_ Oh

A(t) = AT () + e (2.28)
t=ty
i - Ooh
H’t:t; = H‘t:t; e By . (2.29)
=ty

N =0 (2.30)
hly—y, =0 (2.31)

An Aufsprung- oder Kontaktpunkten konnen die adjungierten Variablen und die
Hamiltonfunktion Spriinge aufweisen, wéihrend sie an Absprungpunkten stetig sind.
Dabei sind 7,,, bzw. 7, konstante Sprungparameter. Alternativ lassen sich auch
Sprungbedingungen an Absprungpunkten formulieren. Dann wird die Stetigkeit von
A und H an den Aufsprungpunkten gefordert [51]. Im autonomen Fall ist die Hamil-
tonfunktion an allen Verbindungspunkten stetig, auch wenn die adjungierten Varia-
blen dort springen diirfen. Die Eigenschaft, dass die Hamiltonfunktion fiir autonome
Steuerungsrobleme konstant ist, wird dadurch also nicht verletzt.

In [51] wird ausdriicklich darauf hingewiesen, dass die dort angegebenen notwendi-
gen Bedingungen fiir ein allgemeines Optimalsteuerungsproblem mit Steuer- und Zu-
standsbeschrankungen nicht vollstdndig bewiesen sind. Das betrifft insbesondere die
Giiltigkeit der Bedingungen (2.23), (2.24) bzw. (2.30), wenn gleichzeitig gemischte
Steuer- und Zustandsbeschrankungen aktiv werden, sowie die Existenz verschiedener
Multiplikatorfunktionen, einschlieBlich der von v(t), die nur angenommen wird, aber
nicht immer a priori begriindet werden kann. Tatséchlich gibt es Beispiele, in denen
die angesprochenen Fille eintreten und nicht alle der in diesem Abschnitt angege-
benen Bedingungen erfiillt werden koénnen, obwohl eine optimale Losung existiert
(siche auch Kapitel 2.5).
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Die hier beschriebene Methode, k' an die Hamiltonfunktion anzukoppeln, wird als
indirektes Ankoppeln bezeichnet. Es ist ebenfalls moglich, die Funktion h direkt
an die Hamiltonfunktion anzukoppeln, was als direktes Ankoppeln bezeichnet wird.
Auch dafiir lassen sich zu (2.20)—(2.31) dquivalente Bedingungen fiir eine optimale
Losung angeben [51, 57]. Die adjungierten Variablen, Multiplikatorfunktionen und
Sprungparameter aus den beiden Verfahren konnen ineinander umgerechnet werden
(57, 64].

Ein weiterer Ansatz zur Behandlung von Zustandsbeschrankungen, der auch auf
singulire Steuerungen iibertraghar ist, ist die abschnittsweise Transformation in
Minimalkoordinaten (21, 27, 28]. Entlang eines Randstiicks wird die Zustandsbe-
schrankung nach einer Zustandsvariable aufgelost und diese in den Differential-
gleichungen und evtl. Steuerbeschriankungen durch den so gewonnenen Ausdruck
ersetzt. Daraus ergibt sich dann ein neues, nicht zustandsbeschranktes Optimal-
steuerungsproblem mit abschnittsweise definierten Differentialgleichungen und ab-
schnittsweise unterschiedlicher Dimension des Zustandsvektors.

2.4 Numerische Lo6sung von Optimalsteuerungs-
problemen

Die notwendigen Bedingungen aus Kapitel 2.1 bis 2.3, denen eine Lésung eines Op-
timalsteuerungsproblems geniigen muss, fithren im Allgemeinen auf ein Mehrpunkt-
Randwertproblem fiir die Zustands- und adjungierten Variablen, welches zum Bei-
spiel mit der im Folgenden beschriebenen Mehrzielmethode numerisch gelost werden
kann. Bei den Anwendungsbeispielen in Kapitel 5 wird auf diese Weise vorgegangen.
Daneben gibt es aber noch weitere Ansétze zur numerischen Losung von Optimal-
steuerungsproblemen, von denen einige in diesem Abschnitt genannt werden sollen,

vgl. auch die Ubersichtsartikel [7, 8, 77, 82].

2.4.1 Uberblick iiber numerische Verfahren

Bei der Einteilung der numerischen Verfahren unterscheidet man im Wesentlichen
zwischen zwei Verfahrensklassen, den direkten und den indirekten Verfahren.

Bei direkten Verfahren wird das Optimalsteuerungsproblem durch Diskretisierung
der Steuervariablen (direkte Schieflverfahren) bzw. der Steuer- und der Zustandsva-
riablen (direkte Kollokationsverfahren) in ein grofies, endlich-dimensionales, nichtli-
neares Optimierungsproblem iiberfiihrt, welches mit Standardalgorithmen, wie Ver-
fahren der sequentiellen quadratischen Programmierung [46, 84, 85] oder Innere-
Punkt-Methoden [97, 101, 102], gelost wird. Die Bewegungsdifferentialgleichungen
werden bei direkten Schiefiverfahren durch numerische Integration erfiillt. Beispiele
dafiir sind [10, 17, 53, 63]. Direkte Kollokationsverfahren verwenden Kollokation,
um die Bewegungsdifferentialgleichungen zu erfiillen, wie etwa [7, 50, 98]. Die not-
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wendigen Bedingungen aus der Optimalsteuerungstheorie gehen in diese Verfahren
nicht explizit ein. Finige Algorithmen liefern jedoch zusétzlich Schatzungen der ad-
jungierten Variablen [17, 98].

Im Gegensatz zu direkten Verfahren greifen indirekte Verfahren explizit auf die
notwendigen Bedingungen aus der Theorie der Optimalsteuerung zuriick. Gradien-
tenverfahren berechnen die optimale Steuerung aus einem Minimierungsproblem der
Hamiltonfunktion unter den Nebenbedingungen eines Randwertproblems. Beispiele
fir diese Methoden finden sich bei [16, 70]. Eine andere Moglichkeit besteht da-
rin, die Steuervariablen und Multiplikatorfunktionen analytisch oder numerisch aus
der Optimalitédtsbedingung, den aktiven Steuer- und Zustandsbeschrinkungen oder
im Fall von linearen Steuerungsproblemen gemafl Kapitel 2.2 zu bestimmen und
anschlieend ein Mehrpunkt-Randwertproblem fiir die Zustands- und adjungierten
Variablen zu losen. Die verschiedenen Vorzeichenbedingungen werden a posteriori
iiberpriift und dienen der Elimination von nicht optimalen Losungen. Dieser Ansatz
soll, wie eingangs erwahnt, in dieser Arbeit Anwendung finden. Ein wichtiges Verfah-
ren zur Losung von Mehrpunkt-Randwertproblemen ist die Mehrzielmethode, auch
Mehrfachschieffuverfahren genannt. Sie wird im folgenden Abschnitt noch genauer
beschrieben. Auf ihr beruhen auch die zur Losung von Optimalsteuerungsaufga-
ben entwickelten Algorithmen BOUNDSOL und OPTSOL [18], DLOPTR [31, 32],
BOUNDSCO [74], VBDSCO [62], sowie MUMUS [55, 56] und seine Weiterentwick-
lung JANUS [19].

Indirekte Verfahren haben den Nachteil, dass fiir ihre Anwendung ein grofles Mafl
an Vorarbeit geleistet werden muss. Beispielsweise miissen die adjungierten Diffe-
rentialgleichungen vom Anwender bereitgestellt werden. Dazu ist Vorwissen iiber die
Optimalsteuerungstheorie erforderlich. Ebenso werden Kenntnisse iiber die Schalt-
struktur der Steuerung benotigt und es miissen gute Schétzwerte fiir die Zustands-
und die adjungierten Variablen vorliegen, um eine Konvergenz des Verfahrens zu
ermoglichen. Der Vorteil ist eine sehr hohe Genauigkeit der Ergebnisse, weswegen
diese héufig als Referenzlosungen dienen. Zudem konnen bei den letztgenannten
Problemen Homotopietechniken [18, 96] Abhilfe schaffen. Im Vergleich zu indirekten
Verfahren ist bei direkten Verfahren wesentlich weniger Vorarbeit zu leisten. Durch
die Diskretisierung der Steuer- und evtl. auch der Zustandsvariablen ist das Ergebnis
jedoch von geringerer Genauigkeit.

Sogenannte hybride Methoden [99] nutzen die Vorteile beider Verfahren. Das Op-
timalsteuerungsproblem wird dabei zundchst mit einem direkten Kollokationsver-
fahren gelost, welches zugleich eine Schatzung der adjungierten Variablen und der
Schaltstruktur liefert. AnschlieBend wird das Ergebnis mit Hilfe eines indirekten
Mehrzielalgorithmus verfeinert.
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2.4.2 Mehrzielmethode

Die Mehrzielmethode ist geeignet, um Mehrpunkt- Randwertprobleme der folgenden
Art zu losen:

B0 = fy).0 = £lp®.0 fir &5 ha, i=10-1 (232)

mit den Ubergangsbedingungen (Schalt- und Sprungbedingungen) an den Schalt-
punkten 7;:

w; (y(t)).y(t;),6:) =0, i=1,...7, (2.33)

und den Randbedingungen

w1 (Y(to), y(ty),tr) = 0. (2.34)

Eine genaue Beschreibung der Mehrzielmethode wird beispielsweise in [33, 96] an-
gegeben. Darin finden sich auch alternative Verfahren zum Lésen von Mehrpunkt-
Randwertproblemen. Um numerische Schwierigkeiten, die beim einfachen Schief3-
verfahren [33, 96] fiir grofle Intervalle [to, t;] auftreten, zu umgehen, unterteilt man
beim Mehrfachschieverfahren das Intervall durch geeignete Stiitzpunkte o;:

t0<0'1<...<0'p<tf.

An diesen muss die Losung y(t) stetig sein, und es sind die folgenden Ubergangsbe-
dingungen zu erfiillen:

)_y<01_): ) izl?"'apa
o, —o; =0, o} gegebene Stiitzpunkte.

Fasst man die Schaltpunkte, Stiitzpunkte und Randpunkte zu einer Menge von
verallgemeinerten Schaltpunkten zusammen:

{tl,...,tk} = {to,tf}U{fl,...,EA/}U{O’l,...,O'p},

to=1t1 <ty < .. <ty=t,
so fithrt dies zu einem erweiterten Mehrpunkt-Randwertproblem, welches dieselbe
Losung besitzt wie das urspriingliche Mehrpunkt-Randwertproblem (2.32)-(2.34):
)= fily(t),t) fir S¢S G, i=1,... k=1, (235
t7),t:) =0, i=2,... k-1, (2.36)
wi (y (t) v (t) . t) = 0. (2.37)
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YA

‘\ (b1, Ui ):

———
tha o=t

Abbildung 2.1: Lésungen der Anfangswertprobleme auf den Teilintervallen bei der
Mehrzielmethode (hier im eindimensionalen Fall y € R).

Der Anfangspunkt ¢; wird als fest angenommen. Die ibrigen Schaltpunkte to, .. ., t,
sowie die Werte y := y (t;r) (1 =1,...,k —1) der Losung an den Zwischenpunk-
ten, werden nun gleichzeitig iterativ berechnet, sodass (2.35)-(2.37) erfiillt sind.
Bezeichne dazu

v =y () =y (tuti,yiy) (2.38)
die Losung des Anfangswertproblems

y(t) = flyt),t), ytia) =y, (2.39)

am Punkt ¢; (1 =2,...,k), vgl. Abb. 2.1. Die Losung fiir den Vektor

T
z = (yi‘ra 7% y;—7 lo,. .. 7y]—:717 tk—l)

ergibt sich dann nach Einsetzen von (2.38) in (2.36) und (2.37) aus dem nichtlinearen
Gleichungssystem

wi (Y, y (i te—1, Y5_y) i)
Wiz | ¥ (y;,y (t2i 1, 91)  t2) o (2.40)
W1 (yﬁ_l, ] (tk—1§ lp—2, yli_—Q) atk—l)

Dieses kann nun mit dem Newton-Verfahren [34, 95] gelost werden, wozu eine Schét-
zung der Losungswerte als Startwert 29 der Iteration benétigt wird. Damit das
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Verfahren auch bei schlechten Startwerten noch konvergiert, verwendet man in der
Praxis ein modifiziertes Newton-Verfahren (vgl. [18, 31, 34, 95]) mit der Iterations-
vorschrift

LU+ — () _ ﬁDW(Z(j)>_1 W (z9), 9elol],

wobei die Wahl von ¢ auf unterschiedliche Weise erfolgen kann. In dem Programm
JANUS [19], welches fiir die numerischen Berechnungen in dieser Arbeit eingesetzt
wird, wird der Relaxationsfaktor ¥ nach einer Strategie aus [32] ermittelt. In je-
dem Iterationsschritt miissen die & — 1 Anfangswertprobleme (2.39) gelost wer-
den. Mit deren Ergebnissen kann anschliefend W(z(j)) geméf (2.40) ausgewer-
tet werden. Die Jacobimatrix DW(z(j)) ersetzt man durch eine Approximation
AW(z(j)) durch Differenzenquotienten. Unter bestimmten Voraussetzungen wird
im Programm JANUS auf die vollstdandige Neuberechnung der Matrix AW (z(j))
verzichtet und stattdessen ein strukturerhaltendes Broyden-Rang-1-Verfahren [86]
zum Anpassen der Matrix im n#chsten Iterationsschritt angewendet. Dies verrin-
gert die erforderliche Rechenzeit erheblich. Beim anschlieBenden Losen des linearen

Gleichungssystems
AW (29)) Az0) = —W (2))

kann ausgeniitzt werden, dass die Matrix AW (z(j)) nur diinn besetzt ist. Zuletzt
setzt man noch

LU+ — () 4 9AL0),

Details der Implementierung entnehme man [19, 56]. Die gesamte Losung y(¢) erhélt
man abschliefend durch numerische Integration der & — 1 Anfangswertprobleme
(2.39) und Verkniipfung der Teillésungen.

2.5 Optimale Steuerung differential-algebraischer
Systeme

Die optimale Steuerung allgemeiner differential-algebraischer Systeme ist derzeit
noch Gegenstand der Forschung. Index-1-Systeme kénnen bereits gut behandelt
werden, wihrend die theoretische und numerische Behandlung von Systemen mit
hoherem Index bisher nur begrenzt moglich ist. Es fehlen zum einen notwendige
Bedingungen in Form eines Minimumprinzips, zum anderen geeignete numerische
Verfahren. Zur Klassifizierung der Systeme wird sich in diesem Abschnitt stets auf
den differentiellen Index bezogen.

Notwendige Bedingungen fiir die Losung eines Optimalsteuerungsproblems mit dif-
ferential-algebraischen Nebenbedingungen vom Index eins in semi-expliziter Form
ohne Steuer- und Zustandsbeschrénkungen findet man in [36]. Implizite Steuerungs-
probleme werden in [35] behandelt. In [37] werden die Ergebnisse aus [36] erwei-
tert fiir den Fall, dass zusétzlich gemischte Steuer- und Zuststandsbeschrinkun-
gen auftreten. Die Regularititsbedingung (2.6) wird darin durch schwéchere Vo-
raussetzungen ersetzt, wodurch die Behandlung einiger Systeme von hoherem In-
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dex mit eingeschlossen wird. Weitere notwendige Bedingungen in Form eines loka-
len Minimumprinzips fiir die optimale Steuerung semi-expliziter Index-2-Systeme
werden in [45] angegeben. Daneben gibt es notwendige Bedingungen fiir Losun-
gen von Optimalsteuerungsproblemen mit spezieller Struktur, wie z.B. in [2], wo
ein quadratisches Zielfunktional und lineare differential-algebraische Nebenbedin-
gungen betrachtet werden. Aussagen zur optimalen Steuerung von Systemen mit
beliebigem Index und beliebiger Struktur fehlen aber bisher. Dadurch ist die An-
wendbarkeit indirekter Verfahren stark eingeschrankt. Sie wird auflerdem begrenzt
durch die Moglichkeiten der numerischen Verfahren zur Losung der differential-
algebraischen (Mehrpunkt-)Randwertprobleme, die sich aus den notwendigen Be-
dingungen ergeben. Fiir ihre Anwendbarkeit wird in der Regel ein maximaler Index
von zwei und/oder eine spezielle Struktur des Systems vorausgesetzt. Als Beispiele
seien [66, 87] genannt.

Es wurden auch direkte Verfahren zur optimalen Steuerung differential-algebraischer
Systeme entwickelt, wie beispielsweise [44, 76]. Doch fiir diese miissen ebenfalls die
zuletzt genannten Einschriankungen an Index und Struktur der behandelbaren Sys-
teme gemacht werden.

Ein anderer Ansatz fiir semi-explizite differential-algebraische Systeme ist die Inter-
pretation der algebraischen Gleichungen als aktive Steuer- oder Zustandsbeschran-
kungen. Durch Ankoppeln dieser Gleichungen mittels Lagrangemultiplikatoren an
die Hamiltonfunktion kann auf die bekannte Optimalsteuerungstheorie zuriickgegrif-
fen werden (vgl. Kapitel 2.3). Das setzt jedoch die (nicht immer gesicherte) Exis-
tenz entsprechender Lagrangemultiplikatoren voraus. In [20] werden Voraussetzun-
gen dafiir angegeben. Es wird ein Beispiel aus [2] aufgegriffen, in dem diese Voraus-
setzungen nicht erfiillt sind und zwar eine Losung existiert, aber keine zugehorigen
Lagrangemultiplikatoren. Der Ansatz iiber die erweiterte Hamiltonfunktion kann
also nicht immer einen Ausweg liefern.

Umgekehrt wird damit eine Problematik bei der Behandlung von Zustandsbeschran-
kungen verdeutlicht. Hier stellt sich dieselbe Frage nach der Existenz der Multi-
plikatorfunktionen und die Aussagen in [20] lassen sich iibertragen. Des Weiteren
darf der differential-algebraische Charakter eines Systems bei aktiven Zustandsbe-
schrankungen nicht unberiicksichtigt bleiben. Um dies zu erldutern, werde das fol-
gende gewohnliche Differentialgleichungssystem mit einer algebraischen Nebenbe-
dingung betrachtet:

&(t) = f(zb),ult),t), (2.41)
0 = g(a(t),ult)t). (2.42)

Die differentiellen Variablen x repriisentieren darin die Zustandsgrofien und die alge-
braische Variable u die Steuergréfie eines Optimalsteuerungsproblems. Die algebra-
ische Gleichung (2.42) kann als aktive Steuer- oder Zustandsbeschréinkung interpre-
tiert werden. Falls dg/0u # 0, so kann Gleichung (2.42) nach u aufgelost werden. In
(2.41) eingesetzt entspricht das einer Transformation in Minimalkoordinaten. Anders
ist die Situation, falls mit (2.42) eine reine Zustandsbeschrinkung der Ordnung p
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vorliegt. Dann kann (2.42) erst nach p-maliger Differentiation nach u aufgelost wer-
den, was eine Indexreduktion bewirkt. Ohne eine gleichzeitige Transformation der
ZustandsgroBen, die auch die Gleichung (2.42) und deren erste p — 1 Ableitungen
beriicksichtigt, kann dieses Vorgehen zu Problemen bei der anschlieBenden numeri-
schen Integration fithren. Analog liasst sich beim Auftreten singulédrer Steuerungen
argumentieren. In diesem Fall ist (2.42) durch S = 0 zu ersetzen (vgl. Kapitel 2.2).
Der Schwierigkeitsgrad des Problems erhoht sich zusétzlich, wenn mehrere Steuer-
variablen vorkommen. Detailliertere Aussagen dazu werden in [27] gemacht.

Abschlieflend lésst sich zusammenfassen, dass die Behandlung von singuléren Steue-
rungen und Zustandsbeschrankungen eng mit der Behandlung differential-algebra-
ischer Systeme verkniipft ist. Sowohl die Theorie als auch numerische Verfahren
fiir diese Klasse von Optimalsteuerungsproblemen sind noch in der Entwicklung
und derzeit nur auf spezielle Systeme, im Allgemeinen vom Index < 2, anwend-
bar. Sofern méglich, ist daher ein Ubergang zu Minimalkoordinaten, wie am Ende
von Kapitel 2.3 angesprochen, héufig der vielversprechendere Ansatz, insbesonde-
re dann, wenn die algebraischen Gleichungen auf dem gesamten Zeitinervall giiltig
sind und somit eine abschnittsweise Definition der Differentialgleichungen und die
Formulierung von Ubergangsbedingungen nicht erforderlich sind.



Kapitel 3

Transformationstechniken fiir die
optimale Robotersteuerung

In diesem Kapitel wird nun eine bestimmte Klasse von Optimalsteuerungsproblemen
betrachtet. Die zu steuernden Systeme sind Industrieroboter, deren freie Bewegung
auf eine Untermannigfaltigkeit des Gelenkraums eingeschriankt ist. Haufigstes Bei-
spiel in der Literatur ist eine im Arbeits- oder Gelenkraum vorgegebene Bahn fiir
den Endeffektor. Zusammen mit den Gleichungen, welche die Mannigfaltigkeit der
freien Bewegung definieren, ergeben die Bewegungsgleichungen des Roboters hierbei
ein differential-algebraisches System mit differentiellem Index 3.

Als kinematisch redundant werden Roboter bezeichnet, die mehr Freiheitsgrade be-
sitzen als das zu bearbeitende Objekt [26], oder als fiir die Ausfiihrung einer Aufgabe
notig wére [104]. Sie sind dadurch vielseitiger und kénnen noch zusétzliche Anfor-
derungen, wie etwa Kollisionsvermeidung, erfiillen. Mit zunehmender Zahl der Frei-
heitsgrade erhoht sich aber auch die Anzahl der unabhéngig voneinander wéhlbaren
Steuerungen. Diese ist, neben der Struktur der Steuer- und Zustandsbeschriankun-
gen, kennzeichnend fiir die Schwierigkeiten bei der optimalen Steuerung derartiger
Systeme.

Im Folgenden wird ein neuer Ansatz vorgestellt, mit dem eine einheitliche theoreti-
sche und numerische Behandlung von Optimalsteuerungsproblemen fiir (redundan-
te) Roboterbewegungen auf Mannigfaltigkeiten moglich wird. Den Kern bildet eine
strukturausnutzende Transformation des Problems in speziell gewahlte Minimalko-
ordinaten und die Definition neuer, unabhingiger Steuervariablen, mit dem Ziel, die
algebraischen Gleichungen zu eliminieren und die Struktur der Steuerung zu verein-
fachen. Auf diese Weise wird der Schwierigkeitsgrad einer numerischen Losung deut-
lich reduziert. Das Vorgehen ist eine Verallgemeinerung der Transformation in [9],
wobei die hier beschriebene Technik unabhéingig von der Anzahl und Art der Ge-
lenke, der Form und Dimension der Bewegungsmannigfaltigkeit, dem Zielfunktional
sowie der Anzahl und Struktur von Steuer- oder Zustandsbeschrankungen ist. Sie ist
damit fiir die in den néchsten Kapiteln behandelte Klasse von Optimalsteuerungs-

33
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problemen universell einsetzbar und insbesondere auch fiir kinematisch redundante
Roboter geeignet.

Es wird nun zuniichst ein Uberblick iiber den Stand der Literatur gegeben. An-
schlieBend werden die Bewegungsgleichungen des Roboters analysiert und in eine
Minimalform transformiert. Nach der Definition geeigneter Steuervariablen werden
auch die restlichen Gleichungen und Ungleichungen aus der Aufgabenstellung trans-
formiert und das Optimalsteuerungsproblem schliefllich neu formuliert.

3.1 Optimale Robotersteuerung in der Literatur

Als Beispiel fiir Roboterbewegungen auf Mannigfaltigkeiten wird in der Literatur
meist eine vorgegebene Bahn fiir den Endeffektor betrachtet. Diese kann sowohl
in kartesischen Koordinaten, als auch im Gelenkraum des Roboters definiert sein.
Des Weiteren wird bei dieser Aufgabenstellung zwischen redundanten und nicht-
redundanten Robotern unterschieden.

Bei nicht-redundanten Robotern ist das Problem der inversen Kinematik, d.h. das
Bestimmen der Gelenkkoordinaten zu einer in kartesischen Koordinaten gegebenen
Position (und ggf. Orientierung) des Endeffektors, auler bei singuldren Roboterkon-
figurationen lokal eindeutig losbar. Ist die Bahn fiir den Endeffektor vorgegeben,
besitzt das System nur noch einen Bewegungsfreiheitsgrad und kann mit einer un-
abhéngigen Steuervariable optimal gesteuert werden.

Fiir diesen Aufgabentyp werden in [9, 78, 90] Algorithmen zur Berechnung zeitop-
timaler Steuerungen entwickelt, welche auf a priori getroffenen Annahmen fiir die
Steuerungsstruktur basieren. Nach einer Transformation des Problems in Bahnko-
ordinaten, werden fiir dessen Losung Standard-Integrationsverfahren eingesetzt. Da
diese Methoden die Bereitstellung von Strukturinformation voraussetzen, ist ihre
Anwendung auf den Spezialfall zeitoptimaler Bahnen ohne komplizierte Zustands-
beschrankungen begrenzt.

Dieselbe Aufgabenstellung mit einem gemischten Zeit-Energie-Zielfunktional wird in
[89] untersucht. Auch hier wird das Problem in Bahnkoordinaten transformiert. Als
einzige Steuervariable dient die Beschleunigung entlang der vorgegebenen Bahn. Aus
den notwendigen Bedingungen fiir eine optimale Losung ergibt sich ein Zweipunkt-
Randwertproblem. Mit Hilfe des Pontryaginschen Minimumprinzips wird gezeigt,
dass die Steuerung stetig ist. Implementiert wird die Methode fiir einen ebenen
2-Achs-Roboter.

Ein &hnlicher Ansatz wird in [67, 68] fiir die Steuerung eines 3-Achs-Roboters ver-
folgt. Fiir ein autonomes Problem wird die L?-Norm der Steuergréfien minimiert.
Anders als in [89] bleiben dabei die urspriinglichen Steuervariablen unveréndert.
Wie in [9] werden die Bogenldnge der vorgegebenen Bahn und ihre erste zeitliche
Ableitung als neue Zustandsvariablen eingefiihrt. Die adjungierten Differentialglei-
chungen werden analytisch hergeleitet, wobei die partiellen Ableitungen darin durch



3.1. Optimale Robotersteuerung in der Literatur 35

finite Differenzen approximiert werden. Fiir das gleiche Problem werden auch zeit-
optimale Losungen mit einer Zustandsbeschriankung erster Ordnung berechnet. In
diesem Fall wird die Struktur der Steuerung dhnlich wie in [9] ermittelt, nur dass
hier die die urspriinglichen Steuervariablen beibehalten werden. Adjungierte Varia-
blen werden bei dieser Rechnung nicht mit einbezogen, sonder nur a posteriori fiir
Tests benutzt. Ohne Beweis wird die Losungsstrategie auf einfache nicht-autonome
Probleme erweitert. Die zugehorigen Mehrpunkt-Randwertprobleme werden mit der
Mehrzielmethode gelost.

In [14] werden zeitoptimale Trajektorien fiir einen 3-Achs-Roboter mit vorgegebe-
ner geometrischer Bahn untersucht. Die Berechnung der optimalen Steuerung er-
folgt hier aus den notwendigen Bedingungen fiir eine optimale Losung, wobei die
gesamte mathematische Information iiber das Problem, einschliefllich der adjun-
gierten Variabeln mit einbezogen wird. Daraus werden auch Aussagen iiber die
Struktureigenschaften der Steuerung abgeleitet. A priori zu treffende Annahmen
fiir die Steuerungsstruktur werden durch Homotopietechniken ersetzt. Neben den
Beschrinkungen, die sich aus der vorgegebenen Bahn fiir den Endeffektor erge-
ben, werden zusitzliche Zustandsbeschriankungen, wie maximal erlaubte Winkel-
geschwindigkeiten, beriicksichtigt.

Von deutlich héherem Schwierigkeitsgrad sind die oben beschriebenen Optimalsteue-
rungsprobleme bei redundante Robotern. Das Problem der inversen Kinematik hat
dann unendlich viele Losungen, und eine Variable ist zur Steuerung des Systems im
Allgemeinen nicht ausreichend. Falls mehrere unabhéingige Steuervariablen vorhan-
den sind, liegen fiir diese meist verkoppelte Beschrinkungen vor.

Autonome Optimalsteuerungsprobleme fiir kinematisch redundante Roboter werden
in [73] behandelt. Die Zielfunktionale sind Integrale iiber Linearkombinationen aus
den Quadraten der Steuervariablen und Funktionen der Zustandsvariablen. Speziel-
le Anwendungen sind das Umfahren von Hindernissen oder eine Bahnplanung, bei
der auf die Beweglichkeit des Roboters geachtet wird [103]. Es wird ein Projektions-
ansatz gewdhlt, bei dem neue, unbeschriankte Steuervariablen auf die urspriingli-
chen Steuerungen projiziert werden, um die Bewegung auf der Mannigfaltigkeit zu
garantieren. Steuerbeschriankungen werden nicht eingefiithrt. Die vorgestellten nu-
merischen Beispiele behandeln nur ein kinematisches Problem fiir einen 7-Achs-
Roboter, der eine kurze gerade Strecke mit konstanter Geschwindigkeit und fester
Orientierung des Endeffektors abfahren soll. Diese Spezifikationen reduzieren den
Schwierigkeitsgrad des tatsdchlich zu losenden Problems erheblich, da nur noch eine
unabhéngige Steuervariable zu betrachten ist.

Der Ansatz aus [73] wird in [104] um Gelenkwinkelbeschréankungen erweitert. In die-
sem Fall sind das Beschréankungen erster Ordnung, da nur das kinematische Modell
betrachtet wird. Zur Behandlung der Zustandsbeschrinkungen werden Bedingungen
hergeleitet, die &nhlich zu denen in [57] sind, wobei Sprung- und Schaltbedingungen
fehlen. Details zum numerischen Verfahren, mit dem das zugehorige Zweipunkt-
Randwertproblem geltst wird, werden nicht angegeben.
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Zeitoptimale Steuerungen redundanter Roboter werden in [41] untersucht. Neben
einem Beweis zur Struktur der Losung autonomer Probleme, wird ein Beispiel fiir
einen ebenen 3-Achs-Roboter préasentiert. Das eingesetzte Losungsverfahren basiert
auf der Variation des Zielfunktionals um eine vorhandene Nédherungslosung, die ite-
rativ verbessert wird [39, 40]. Steuer- und Zustandsbeschréinkungen werden diskre-
tisiert, was zu einer moderaten Genauigkeit der Ergebnisse fiihrt.

Im Folgenden wird ein neuer Ansatz vorgestellt, bei dem allgemeine Optimalsteue-
rungsprobleme fiir Roboterbewegungen auf Mannigfaltigkeiten zunéchst in Mini-
malkoordinaten transformiert werden. Damit wird die Losung dieser Probleme mit
einem indirekten Ansatz vorbereitet. Durch die Auswertung notwendiger Bedingun-
gen aus der Optimalsteuerungstheorie und das Losen des entstehenden Mehrpunkt-
Randwertproblems mit einem Mehrzielverfahren konnen anschlieBend Losungen mit
hoher Genauigkeit fiir verschiedene Zielfunktionale berechnet werden (siche Kapi-
tel 5). Der Ansatz umfasst die Behandlung redundanter und nicht-redundanter Ro-
boter und ist sowohl auf autonome, als auch auf nicht-autonome Probleme anwend-
bar. Punkt-zu-Punkt-Bewegungen sind ebenfalls mit eingeschlossen. Eine Ubersicht
tiber die Literatur dieser Problemklasse findet sich unter anderem in [22, 26].

3.2 Charakterisierung der Bewegungsgleichungen

Die Schwierigkeiten, die bei der Steuerung eines Roboters aufgrund der Einschran-
kung der Bewegungsmoglichkeiten auf eine Untermannigfaltigkeit des Gelenkraums
auftreten, zeigen sich bei einer Analyse der Bewegungsgleichungen. Diese setzen sich
aus den Differentialgleichungen der uneingeschréinkten Bewegung und den Gleichun-
gen, welche die Bewegungsmannigfaltigkeit definieren, zusammen und bilden somit
ein differential-algebraisches System, das im Folgenden untersucht wird.

Nach (1.13) lauten die Bewegungsgleichungen fiir einen N-gelenkigen Roboter ohne
weitere Zwangsbedingungen:

M(q)q+k(q,q)=T (3.1)

mit q, T, k(q,q) € RY und M(q) € R¥*Y. Die Massenmatrix M (q) ist symme-
trisch und positiv definit und damit invertierbar. Mit der Einfiihrung der Geschwin-
digkeitsvariablen v := ¢ erhélt man das folgende System erster Ordnung;:

q = v, (3.2)
M(q)v + k(q,v) = T.

Zustandsgrioffen dieses Systems sind g und v, als Steuergriffen dienen die Antriebs-
momente T'.

Soll die Bewegung des Roboters auf eine Untermannigfaltigkeit des Gelenkraums
eingeschrénkt werden, so miissen die Differentialgleichungen (3.2) und (3.3) um
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zusétzliche algebraische Gleichungen, welche die Mannigfaltigkeit der freien Bewe-
gung definieren, ergédnzt werden. Diese lassen sich in der folgenden allgemeinen Form
darstellen:

r(s,q) =0 € R™ (3.4)

mit Parametern s(t) = (s1(t),...,5,.(t))" € R*™ und 0 < ny, < n, < N. Die
Funktion 7 : D C R™ x RY — R" sei stiickweise dreimal stetig differenzierbar und
erfiille folgende Voraussetzung:

Voraussetzung 3.1 (Regularitit) Auf ganz D haben die beiden Jacobimatrizen
Js(s,q) := 07(s,q)/0s € R " und J,(s,q) := Or(s,q)/0q € RN jeweils
maximalen Rang, d.h.

Rang (Js(s,q)) =ns und Rang(J,(s,q)) =n, VY(s,q)€D.

Die Gleichungen (3.2)-(3.4) bilden nun ein differential-algebraisches System mit den
differentiellen Variablen q, v und den algebraischen Variablen s, T". Um den differen-
tiellen Index dieses Systems zu bestimmen, werden die algebraischen Gleichungen
(3.4) nach der Zeit t abgeleitet:

0= dr(dst’ q) - Js(sa q)S + JQ(87 Q)’U (35)

Wegen Rang (J(s, q)) = ns, konnen daraus ng Gleichungen extrahiert werden, die
sich eindeutig nach §(s, q,v) auflésen lassen. Um auch fiir T gewohnliche Differen-
tialgleichungen zu erhalten, sind weitere Differentiationen nétig. Mit Jy(s, 8, q,v) :=
%Js(s,q) und Jy(s, 8,q,v) = d%Jq(s,q) folgt aus (3.5):

&7 : _
0= —rcg: D s, 5.0.,0)+ J(s, )5 + Jy (5.5, 0)v + (.90, (3.

Nach Einsetzen von $§ aus (3.5) und ¥ aus (3.3) erhilt man Bedingungen fir die
Antriebsmomente T:

0 = J:s(s, 5(s,q,v),q,v)8(s,q,v) + Js(s,q)8 +
Jo(s,5(s,q,v),q,v)v + Jy(s,9) M~ (q)(T — k(gq,v))

& (Ju(s,9). Jy(s,q9) M (q)) ( ; ) = Jy(s,q)M ' (q)k(q,v)—

~

=:A(s,q

jq s,8(s,q,v),q,v)v — js(s, 5(s,q,v),q,v)8(s,q,v). (3.7)

=

Die Matrix A(s,q) hat nach Voraussetzung 3.1 den maximalen Rang n, und ih-
re ersten ng Spalten sind linear unabhéngig. Daher kann in (3.7) eindeutig nach §
und nach n, — ny Komponenten von T', insgesamt also nach n, Komponenten des
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Vektors (37, TT)T, aufgelost werden. Erneutes Ableiten liefert schlieflich Differen-
tialgleichungen fiir n, —n; Komponenten von T'. Die restlichen N —n,. +n, Antriebs-
momente sind die verbleibenden unabhéngigen Steuergrofien. Sind sie gegeben, so
sind durch die Bewegungsgleichungen (3.2)—(3.4) alle iibrigen Grofilen bestimmt. Da
dreimaliges Differenzieren notig war, um (3.2)—(3.4) in gewohnliche Differentialglei-
chungen zu iiberfithren, hat das System den differentiellen Index 3.

Der hohe Index ist aber nicht die einzige Schwierigkeit bei der optimalen Steuerung
dieses Systems. So lasst sich a priori nicht festlegen, welche Komponenten der Steue-
rung T' unabhéingig voneinander gewéhlt werden konnen, und es ist auch moglich,
dass diese innerhalb des Intervalls [to, ] wechseln. Hinzu kommen Steuer- und Zu-
standsbeschréankungen, was schliellich zu einer &uflerst komplizierten Schaltstruktur
der Steuerung fiihrt, die sich kaum vorhersagen lésst.

Um eine optimale Steuerung dennoch moglich zu machen, werden im folgenden
Abschnitt Minimalkoordinaten und neue Steuervariablen eingefiihrt, durch die die
Aufgabenstellung vereinfacht und eine klare Struktur erreicht wird.

3.3 Bewegungsgleichungen in Minimalform

Durch die Einschrinkung der Roboterbewegung mittels Gleichung (3.4) auf eine
(N —n, +ns)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Gelenkraums verbleiben dem
System nur noch N — n, + ny Bewegungsfreiheitsgrade, womit dessen Beschreibung
bereits mit N — n, + n, Koordinaten moglich ist. Im Allgemeinen ldsst sich fiir die-
se Aufgabenstellung kein globaler Satz von Minimalkoordinaten finden. Da stetige
Losungen fir q(t) gesucht werden und durch die Vorgabe von Anfangs- bzw. Rand-
werten der Ast der Mannigfaltigkeit, auf dem die Losung verlduft, festgelegt wird,
ist fiir die numerische Losung jedoch eine problemangepasste, lokale Minimalform
ausreichend.

Um aus s; (j = 1,...,ns) und ¢; (¢ = 1,...,N) N — n, + n, Minimalkoordina-
ten extrahieren zu konnen, die das System lokal eindeutig beschreiben, geniigt die
lokale Auflosbarkeit von (3.4) nach n, Variablen. Mit Voraussetzung 3.1 ist garan-
tiert, dass (3.4) auf ganz D nach irgendwelchen, aber nicht notwendigerweise iiberall
den gleichen n, Variablen aufgelost werden kann. Um auf weitere Koordinatentrans-
formationen verzichten und einheitliche Minimalkoordinaten verwenden zu kénnen,
wird daher fiir #(s, q) die folgende stirkere Voraussetzung gefordert:

Voraussetzung 3.2 (Verschirfte Regularitit) Die in Voraussetzung 3.1 defi-
nierte Jacobimatriz J,(s,q) € RN besitze eine Untermatriz Jo(s,q) € R ",
fur die gilt:

Rang (Js(s,q)) =n, ¥Y(s,q) € D.

Bemerkung: Fiir die Ziele, die mit der angestrebten Transformation in Minimalko-
ordinaten verfolgt werden, ist es ausreichend, die Regularitéit von Jg(s,q) in einer
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Umgebung der optimalen Losung zu fordern. Da diese a priori nicht bekannt ist,
sollte die Menge D, im Sinne einer praktischen Anwendbarkeit, aber so grof§ wie
moglich gewéhlt werden.

Es kann ohne Einschrinkung definiert werden:

or or
Jo(s,q) = —,...,— | e R, 3.8
ols.9) (391 aQnr) 38)
Eventuell ist dafiir eine Umnummerierung der Gelenkkoordinaten ¢; (1 = 1,..., N)

erforderlich. Aus Voraussetzung 3.2 und dem Satz iiber implizite Funktionen folgt
lokal auf D die Auflésbarkeit von (3.4) nach q;(s,qg), wobei g5 = (q1,-- -, qn, )"
und qp := (¢, 41, - - - qn). Somit wird das System durch die N — n,. + n, Variablen
s und gy lokal eindeutig beschrieben und die Bewegungsgleichungen lassen sich mit
ihnen in eine fiir die Aufgabenstellung geeignete Minimalform transformieren.

Um diese Minimalform zu erhalten, miissen in den Bewegungsgleichungen neben g
auch die Ableitungen g, und g, durch Ausdriicke in Abhéngigkeit von s, s, 5 und
qp,dp, qr ersetzt werden. Falls analytisch nicht moglich oder zu aufwindig, kann
q:(8,qp) aus (3.4) zu jedem Zeitpunkt numerisch, z.B. mit dem Newton-Verfahren,
sehr genau berechnet werden. Die Ausdriicke fiir ¢, und g, gewinnt man aus den
Ableitungen von (3.4) nach der Zeit t. Analog zu (3.8) wird definiert:

or or
In, 41" Oan

Jr(s,q) = (

Damit lasst sich (3.5) schreiben als

) c RTLTX(N*TLT)_

0= Js(87 q>3 + JG(S7 q)qG + JR(S7 q)qR

Da Jg (s, q) nach Voraussetzung 3.2 invertierbar ist, folg daraus:

QG(S7 drR, 'éa qR) = —Jél(s’ q) [JS(S7 q)S + JR(87 q)qR] ) (39)
wobei fiir q, in q jeweils q.(s,qp) einzusetzen ist. Entsprechend ergibt sich aus
(3.6):

0= js(37 SJ q, q)S + JS<S7 q)S + jq(S, S7 q, q)q + JG(S7 q>qG + JR(S7 q>QR7

und daraus:

qG(Sa dp; S, QR7 '§7 qR) =
—Jg'(s.) |Ju(s.5,4.0)8 + Ji(5,0)5 + Jy(s. 5, 4.4)q + Jn(s.9)dr| . (3.10)
wobei wieder q durch q4(s, qp), und ¢, durch (3.9) zu ersetzen ist.

Eine Darstellung der Bewegungsgleichungen mit den Minimalkoordinaten s und gqp
erhédlt man jetzt durch Einsetzen von (3.9), (3.10) und q4(s, gp) aus (3.4) in (3.1):

Bloan (

)+ elodn ) =T (3.11)
R
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mit
—Jg'J, ‘ —J; g e )
B(s, = M e RVXW=nrdns) (319
( qR) (q) O(anT)an 8(anr)><(anT) ( )
.. —JSN T+ Jog .
c(s,qg,3,qr) = M(Q)( Go((N_nr)Xl ) ) +k(q,q) €RY. (3.13)

Dabei bezeichne £ eine Einheitsmatrix und 0 eine Nullmatrix der angegebenen Di-
mension.

Die algebraischen Gleichungen (3.4) werden in (3.11) automatisch beriicksichtigt.
Allerdings ist das System in dieser Form iiberbestimmt. Es konnen nur N — n,. + n
Komponenten von T" unabhéngig voneinander gewahlt werden. Die restlichen n, —n
Komponenten sind so zu bestimmen, dass (3.11) eine Losung besitzt. Deshalb ist die
Steuerung des Systems mit den Antriebsmomenten T' unvorteilhaft. Besser geeignet
sind die Beschleunigungen

u = (87, qp)" e RV i (3.14)

als neue Steuervariablen, da sie alle unabhéngig voneinander sind und bei der opti-
malen Steuerung des Systems ein deutlich einfacheres Verhalten zeigen. Mit ihnen
ergeben sich fiir die neuen Zustandsvariablen

x = (7, )T e R2WV =49 it ) = (87, q5) T, @y = (57, ¢5)7T (3.15)
die Differentialgleichungen

Zi?l = X9, (316)

Durch die vorangegangenen Transformationen wurde das Index-3-System (3.2)—(3.4)
mit uniibersichtlicher Schaltstruktur in das klar und einfach strukturierte System
gewohnlicher Differentialgleichungen (3.16), (3.17) tiberfiihrt. Nach dessen Losung
erfolgt die Riicktransformation der Steuervariablen geméfl (3.11) durch

T = B(xz))u + c(x1, x2), (3.18)

und die urspriinglichen Zustandsvariablen ergeben sich aus «, (3.9) und als Losung
von (3.4).

Bemerkungen:

o Anwendungsbereich der Transformation:
Das beschriebene Vorgehen zur Wahl der Minimalkoordinaten und die an-
schlieBende Transformation der Bewegungsgleichungen sind unabhéngig da-
von, ob es sich um einen kinematisch redundanten Roboter handelt, oder nicht.
Es ist auBlerdem n, = N oder ng = 0 zugelassen. In diesen Féllen besteht der
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Vektor der Minimalkoordinaten x; ausschliellich aus den Parametern s oder
den unabhéngigen Gelenkkoordinaten qp. Gilt sowohl ny = 0 als auch n, = N,
so ist q(t) mit Voraussetzung 3.1 bereits aus den algebraischen Nebenbedin-
gungen (3.4) eindeutig bestimmt und kann nicht weiter optimiert werden.

o Punkt-zu- Punkt- Bewegungen.:

Gilt ng = n, und Voraussetzung 3.1, dann ist s(¢) durch (3.4) eindeutig be-
stimmt. Die algebraischen Nebenbedingungen sind damit von den gewdohnli-
chen Differentialgleichungen (3.1) entkoppelt und miissen bei der optimalen
Steuerung nicht betrachtet werden, was der Aufgabenstellung einer Punkt-zu-
Punkt-Bewegung entspricht. Diese ist in dem beschriebenen Formalismus mit
eingeschlossen, da sich (3.1) mit ¢; = q, 2 = ¢, u = q, B(x1) = M(q) und
c(xy,xy) = k(q, q) ebenfalls in die Form (3.16)—(3.18) transformieren l&sst.

e Nicht-autonome Bewegungsgleichungen:
Auch fiir nicht-autonome Bewegungsgleichungen

M(q,t)g +k(q,q,t) = T (3.19)
7(s,q,t) = 0 (3.20)

konnen s und g5 als Minimalkoordinaten gewéhlt werden, sofern die Voraus-
setzungen 3.1 und 3.2 erfiillt sind, wobei nun D C R™ x RY x R. Die Trans-
formation der Bewegungsgleichungen erfolgt analog zum autonomen Fall mit
q:(8,qp,t) aus (3.20) und

or(s, q,t)}

QG(8> qR, é? qu t) - —Jél(s’ q, t) |:J5(S, q, t)S + JR(87 q, t)QR + at

qG(S’qR737QR7'§7QR7t) = _Jél(saqvt) |:j5(87‘é?q7Q7t)'é +

Jo(s,a,1)3+ Jy(s,5,4,d, ) + Jr(s, q,0)dp +

0J,(s,q,t). 0J,(s,q,t). 0°r(s,q,t
(s,9.8), q(q)q+ (q)].

ot ot ot?

Es gelten dann (3.14)—(3.17) unverdndert und anstelle von (3.18) ergibt sich
die nicht-autonome Gleichung

T = B(xy,t)u + c(x1, T2, t)
mit B(x,t) analog zu (3.12) und

8J,

C(CU17.’,C2,t) = M<q’t) ( ’ o ((;(qN+nr(9)tX18 " ol i or +k(q7q7t)
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3.4 Neuformulierung der Optimalsteuerungs-
aufgabe

Mathematisch kann die Aufgabe, einen Roboter auf einer Mannigfaltigkeit unter
Steuer- und Zustandsbeschrankungen optimal zu steuern, mit den Steuergréfien T
und den Zustandsgréfen g, v in Anlehnung an die Optimalsteuerungsprobleme aus
Kapitel 2 wie folgt formuliert werden:

ty

[(T) == & (qlto), v(to), a(ty), v(ts). ty) +/L(q(t),v(t),T(t),t) dt — min (3.21)

to

unter Beriicksichtigung der Bewegungsgleichungen

q(t) = v(t), (3.22)
M(q(t))o(t) + k(q(t),v(t)) = T(1), (3.23)
r(s(t),q(t)) = O, (3.24)

der Randbedingungen

3.25
3.26
3.27
3.28

(to) = qio» 1€ Jn CJ =1{1,...,N},
vi(to) = vio, 1€ T2 C T,
a(ts) = qp, i€ JTn cJ,
vilty) =vip, i€JpCJ,

o~ o~ o~
~— ~— ~— ~—

der Ubergangsbedingungen an inneren Punkten t):

~

Y, (q(t]),v(t)).q(t;), v(t;), ;) =0 € R™3, j=1... np, (3.29)
der Steuerbeschriankungen
Gela(t),v(t), T(t),t) <0, k=1,...,n, (3.30)
der Zustandsbeschrénkungen
hi(q(t),v(t),t) <0, 1=1,... npy, (3.31)
und der Parameterbeschriankungen

Sl(t> Z S0, 1 E ‘70 g j = {1, e ,ns}, (332)

si(t) < sip, i€J;CJ. (3.33)

Die Existenz einer (physikalischen) Losung wird im Folgenden angenommen. Vor-
aussetzung dafiir ist eine ausreichende Dimensionierung des Roboters, sodass die
Steuer- und Zustandsbeschrankungen erfiillt werden konnen. Beispielsweise sind dem
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Gewicht und der Grofle der Roboterarme angepasste, hinreichend grofie maxima-
le Antriebsmomente erforderlich. Neben den dynamischen Beschrénkungen miissen
auch die geometrischen Bedingungen wohlgestellt sein. Das beinhaltet unter ande-
rem die Definition einer nicht leeren Bewegungsmannigfaltigkeit und die Konsistenz
der Rand- und Ubergangsbedingungen mit (3.24).

Nach Anwendung der Transformationen aus dem letzten Abschnitt auf das gesamte
Optimalsteuerungsproblem, d.h. Einsetzen von q.(s,qp) aus (3.4), (3.9) fir g,
und (3.10) fiir g, lasst sich die Aufgabe mit den Zustandsvariablen € R™ (n =
2(N —n, +ny)) aus (3.15) und den Steuervariablen w € R™ (m = N —n, + n,) aus
(3.14) neu formulieren:

ty

I(w) == o (2(te), (), t5) + / L (a(t), u(t),t) dt — min (3.34)

to

unter Beriicksichtigung der Differentialgleichungen

xo(t) = wul(t), (3.36)

der Randbedingungen
.Z'Z(to) = Tj0, 1 E % g j = {1, e ,n}, (337)
xi(tf):xifa iijgj, (338)

der Ubergangsbedingungen an inneren Punkten tj:

P, (x(th),x(t;),t;)) =0eR™,  j=1,. np, (3.39)

J
der Steuerbeschriankungen
op(x(t),u(t),t) <0, k=1,...,n, (3.40)

und der Zustandsbeschrankungen

h(xz(t),t) < 0, 1=1,... 0, (3.41)
sio—xi(t) < 0, i€, (3.42)
zi(t)— sy < 0, i€ Jy. (3.43)

Dieses zu (3.21)—(3.33) dquivalente Optimalsteuerungsproblem ist wohlgestellt und
weist eine klare Struktur auf. Die algebraischen Gleichungsnebenbedingungen wur-
den eliminiert, wodurch nun eine Behandlung mit den in Kapitel 2 vorgestellten
Methoden der Optimalsteuerung moglich ist. Allerdings ist zu bedenken, dass sich
die Vereinfachung der Aufgabenstellung nur auf die Struktur der Steuerung und
der Bewegungsgleichungen bezieht. Bei der Transformation des Zielfunktionals und
der Steuer- und Zustandsbeschrankungen kénnen hochst nichtlineare und aufwéndig
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auszuwertende Terme entstehen. Dennoch lohnt sich die Transformation, da durch
sie die optimale Steuerung des Systems mit den heute zur Verfiigung stehenden
Mitteln iiberhaupt erst moglich wird. Eine effiziente und hochgenaue numerische
Realisierung gelingt unter anderem durch den Einsatz rekursiver Formalismen. Die
Existenz zuldssiger Losungen, d.h. Funktionen «(¢) und w(t), die den Nebenbedin-
gungen (3.35)—(3.43) geniigen, ist bei realen Anwendungen im Allgemeinen gewéhr-
leistet. Fiir die theoretischen Uberlegungen im néchsten Kapitel werde sie voraus-
gesetzt:

Voraussetzung 3.3 (Existenz zuléssiger Steuerungen) Die Menge der zulds-
sigen Steuer- und Zustandsfunktionen

R = { (@7 (), u’ (1) € R”*m’ (3.95)-(3.43) sind ¥t € [to, t] erﬁjllt}

sei nicht leer.

Bevor sich nun das néchste Kapitel der Losung des Optimalsteuerungsroblems wid-
met, soll anhand der Beschrankungen

Ti,min <T; < Timax » 1= 17 SRR N7 (344)

mit den konstanten Schranken 7; min, Timaz (¢ = 1,..., N) veranschaulicht werden,
wie sich die Transformation auf Steuer- oder Zustandsbeschrankungen auswirkt.

Der Zusammenhang zwischen den Antriebsmomenten T und den neuen Steuer- und
Zustandsvariablen w und @ ist in (3.18) gegeben. Eingesetzt in (3.44) folgt daraus
T

mit Tmin = (Tl,min7 R >TN,min>T und Tmaz ~— (Tl,maxa < 77—N,mam) :
T min S B(w1>u + C(CUl, w2) S T max (345)

B(x)u < T — c(@1, 22), (3.46)
—B(x1)u < —Tpin + c(x1, T2),

wobei die Ungleichungen in (3.45) und (3.46) komponentenweise zu verstehen sind.
Wihrend die Antriebsmomente T nur durch Konstanten nach oben und unten be-
schriankt waren, miissen nach der Transformation die gemischten Steuer- und Zu-
standsbeschrankungen (3.46) erfiillt werden, die zwar nach wie vor linear in den
Steuerungen sind, aber héchst nichtlinear von den Zustandsgroflen abhéngen. Hin-
zu kommt, dass die Matrix B(a;) Nullzeilen enthalten kann. In einem solchen Fall
werden die entsprechenden Ungleichungen in (3.46) zu reinen Zustandsbeschrénkun-
gen. Dieses Beispiel zeigt, dass sich die Schwierigkeiten bei der optimalen Steuerung
durch die Transformation von den Bewegungsgleichungen zu den Steuer- und Zu-
standsbeschrankungen verlagern. Wie mit letzteren umgegangen werden kann, wird
im nédchsten Kapitel beschrieben.

Mit der Behandlung von (3.34)—(3.43) wird eine allgemeine Klasse von Steuerungs-
problemen in der Robotik abgedeckt. Die optimale Steuerung von Robotern auf
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beliebigen Untermannigfaltigkeiten des Gelenkraums, sowie Punkt-zu-Punkt-Bewe-
gungen sind darin enthalten und auch bei nicht-autonomen Bewegungsgleichungen
kann die Steuerungsaufgabe in die Form (3.34)—(3.43) transformiert werden. Die
Aussagen des néchsten Kapitels beziehen sich damit ebenfalls auf die gesamte an-
gesprochenen Klasse von Optimalsteuerungsproblemen.



Kapitel 4

Strukturanalyse optimaler
Robotersteuerungen

Nachdem im vorangegangenen Kapitel fiir eine grofie Klasse von Steuerungsaufga-
ben in der Robotik eine einheitliche Formulierung in Minimalkoordinaten erzielt
wurde, wird die Aufmerksamkeit nun auf die Losung dieser Optimalsteuerungspro-
bleme gerichtet. In Kapitel 5 erfolgt die numerische Realisierung mit einem indi-
rekten Mehrzielverfahren. Das Mehrpunkt-Randwertproblem fiir die Zustands- und
adjungierten Variablen & und X ergibt sich hierfiir aus (3.35)—(3.39) und den not-
wendigen Bedingungen (2.8) und (2.12)—(2.17), denen eine optimale Losung gentigen
muss. Bei der numerischen Losung dieses Mehrpunkt-Randwertproblems miissen die
Steuervariablen u sowie die Multiplikatorfunktionen g und v, mit denen die Steuer-
und Zustandsbeschriankungen an die Hamiltonfunktion angekoppelt werden, zu je-
dem Zeitpunkt analytisch oder numerisch in Abhédngigkeit von & und A bestimmt
werden. Damit befasst sich dieses Kapitel, wobei ein nichtlineares Auftreten der
Steuervariablen in den Beschrankungen ausgeschlossen wird.

Annahme 4.1 (Linearitit der Steuerbeschrinkungen) FEs gelte

dlx,u,t) = B(x,t)u — Py, t)

mit ®(x,t) € R"*™ und ¢y(x,t) € R", d.h. die Beschrinkungen ¢ (x,u,t) <0
(k=1,...,n4) sind linear in den Steuervariablen u; (j =1,...,m).

Diese Annahme ist bei der hier behandelten Problemklasse gerechtfertigt, da die
Steuerbeschrankungen (3.40) aus Beschrankungen der Antriebsmomente T; (i =
1,..., N) resultieren, die in der Regel unabhéngig voneinander und linear formuliert
werden konnen. Bei der Transformation bleibt die Linearitdt in den Steuergrofien
erhalten (vgl. (3.18)), weswegen dann auch in den Steuerbeschrankungen (3.40) die
Steuervariablen u; (j = 1,...,m) nur linear auftreten.

Das Vorgehen zur Berechnung der optimalen Steuerung im Fall eines nichtlinearen
Zielfunktionals wird im Folgenden anhand energieoptimaler Trajektorien demons-

46
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triert. Dabei wird gezeigt, dass unter den bisherigen Voraussetzungen und der An-
nahme linearer Steuerbeschréinkungen (die trotzdem nichtlinear von den Zustands-
variablen ahéngen diirfen) die Steuervariablen durch die notwendigen Bedingungen
fiir eine Losung stets eindeutig als Losung linearer Gleichungssysteme bestimmt
sind.

Als Beispiel fiir Zielfunktionale, in denen die Steuerung hochstens linear auftritt,
werden zeitoptimale Bahnen betrachtet. Das Bestimmen der optimalen Steuerung
ist hier aufgrund der auftretenden Bang-Bang-Strukturen und moglicher singulérer
Extremalenbogen deutlich schwieriger als im nichtlinearen Fall. Eine Analyse der
Losungsstruktur bildet die Basis fiir die Berechnung der Steuervariablen. Sie fiihrt
iiber die Darstellung der optimalen Steuerung als Losung eines beschriankten linea-
ren Optimierungsproblems und liefert detaillierte Aussagen iiber die aktiven Be-
schrinkungen zu jedem Zeitpunkt. Damit wird fiir diese Aufgabenstellung erstmals
auch die Behandlung von miteinander verkoppelten linearen Steuerbeschrénkungen
moglich.

4.1 Energieoptimale Steuerung

Ein mogliches Zielfunktional zur Berechnung energieoptimaler Bahnen ist

. 7 T'T
I(T) = dt
( ) / H"'mmH2 + H"'maLBH2
0

mit 75, und T4, Wie in (3.45). Einsetzen von 7 := || T ||* + | Tmaz]|* > 0 und
(3.18) ergibt das transformierte Zielfunktional

I(w) = / % " B (1) B(a)u + 2¢" (@1, @) B(@1 Jut

(@1, 2) (@1, x2)] dt. (4.1)

Lemma 4.1 Fir alle ©, € D := {331 e RN-—nrtns
triv BY (x,) B(x) positiv definit.

(s(x1),q(x1)) € D} ist die Ma-

Beweis: Mit der Matrix

—J- 1, —J '
¢ ‘ G R c ]RNX(N—n,--‘,-nS)

C(Cﬂl) =

O(anr)xns g(anr)X(anT)

folgt fiir &, € D aus (3.12):  B(z;) = M(q(z,))C(xy)

~ B"(21)B(a1) = C"(21)M" (q(21)) M (q(1))C (). (4.2)
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Die Massenmatrix des Roboters M (q) € R¥*¥ ist fiir alle ¢ € RY symmetrisch und
positiv definit (vgl. Kapitel 1.3). Daher existieren zu jedem q € RY eine orthogonale
Matrix S € RV*N und eine Diagonalmatrix A = diag(\y, ..., Ay) € R¥*N mit den
Eigenwerten \; > 0 (i = 1,...,N) von M(q), sodass M (q) = STAS.

T _ QT AT T QT A2
= M"(q)M(q) = S"A ss; AS = STA’S.

= Die Eigenwerte der symmetrischen Matrix M*(q)M (q) sind S\f >0

(i=1,...,N).
= M7"(q)M(q) ist fiir alle ¢ € R" positiv definit.
= y"MT(q(z)M(q(z1))y >0 Yz, € Dund y € RV \ {0}. (4.3)

Aus den Voraussetzungen 3.1 und 3.2 folgt:

Rang (C(x1)) = N —n, +ns Va; € D.
= C(x)z#0cRY, falls z #0 € RV "rHne,

& 210" (@)M (q(@)M(q(@))C(@1)z >0 Y2y € D und
= RN—nr—f—ns \{0}

= BT (x,)B(x,) ist fiir alle 2; € D positiv definit. O

N

Bleiben die Zustandsbeschrankungen (3.41)—(3.43) zunéchst unberticksichtigt, ergibt
sich nach (2.7) die Hamiltonfunktion fiir das transformierte Optimalsteuerungspro-
blem (4.1), (3.35)—(3.40) zu

H :; [uTBT(acl)B(acl)u + 2" (xy, x3) B(x))u + ’ (x1, 25)c(x1, mg)] +

A?ZL‘Q + Ag’u’ + l‘l’T¢(w7 u, t)a

wobei A = (AT, AD)T mit A; == (A,  A2) T, Ao == (Mjoit, .- A)T und n =
2(N —n,+mns). Bei der Berechnung der Steuerung ist nun noch zu unterscheiden, ob
Steuerbeschrankungen aktiv sind, oder nicht. Im Folgenden bezeichne my die An-
zahl aktiver Steuerbeschrinkungen und 7, := {k(1),...,k(mg)} C {1,...,n,} die
Indexmenge der aktiven Steuerbeschriankungen. Des Weiteren sei cﬁ(w, u,t) € R™
definiert durch gzgj(ac,u,t) = Op (@ u,t) (j = 1,...,my). Nach Annahme 4.1 ist
¢(x, u,t) linear in der Steuerung w. Somit ist auch ¢(x, u, t) linear in v und es gilt

$<m7 ’U,,t) = (i)(m7t)u _$O(m7t)
mit ®(z,t) € R™*™ und ¢y (x,t) € R™.

1. Fall: my = 0:
Hier gilt nach (2.11): y,, = 0 (k = 1,...,ny), und die Optimalitdtsbedingung (2.9)
lautet
OH 1 ror T T _ T
i [2u" B" (z1) B(%1) + 2¢" (21, @2) B(1)] + A3 =0".
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Aus Lemma 4.1 folgt die Invertierbarkeit von B” (z,)B(z;) und damit
- T
u=— [BT(azl)B(azl)} ! [BT(azl)c(:vl,azg) + 5)\2 :

Wegen 7 > 0 und Lemma 4.1 ist die Matrix

O’H 2

ou2 - ;BT(wl)B(wl)

fiir alle 1 € D positiv definit und die Legendre-Clebsch-Bedingung (2.10) somit
stets erfiillt.

2. Fall: 0 < my < m:
Hier gilt ¢, (z,u,t) =0 (k € J,) bzw.

oz, u,t) = ®(x, t)u —dy(x,t) =0 € R™. (4.4)

Daraus lassen sich, die Giiltigkeit der Regularitéitsbedingung (2.6) vorausgesetzt,
mg Komponenten der Steuerung w bestimmen. Die restlichen Komponenten von
u sowie die my Multiplikatorfunktionen p;, (k € J), zusammengefasst im Vektor
€ R™e sind aus der Optimalitéitsbedingung (2.9) zu ermitteln:

OH 1 T RT T T | ~T& T

Sa = - [2u" B" (z1)B(21) + 2¢" (@1, @2) B(x1)] + Ay + o' ®(x,t) = 0". (4.5)
Zum Beweis der eindeutigen Auflésbarkeit nach den gesuchten Groéflen betrachte
man die Matrix

OPH  0°H ) »
S | o oud -B'B| @
U b+ ~ ~ —

9o ¢ & | omexme

ou on

Fiir die Determinante dieser Matrix gilt:

2 ) -t
det(J, ) = det (jBTB) det (—cb (jBTB) <I>T> .
T T

Da 7 > 0, ist nach Lemma 4.1 die Matrix %BTB fiir alle &, € D positiv defi-

nit. Analog zum Beweis von Lemma 4.1 folgt mit der Regularitdtsbedingung (2.6)
entlang der optimalen Lisung auch die positive Definitheit von ® (%BTB)_1 3.

Damit gilt entlang der optimalen Losung
det(J,,,) # 0,

d.h. die Gleichungen (4.4) und (4.5) lassen sich nach dem Satz {iber implizite Funk-
tionen lokal eindeutig nach w und g auflésen, bzw. das lineare Gleichungssystem

T
(g_H) u —)\2 — %BTC
u =0 & Ju, i) -

p; ®o
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ist eindeutig losbar. Fiir die Multiplikatorfunktionen der inaktiven Steuerbeschrin-
kungen gilt nach (2.11):

e =0, ke {l,... ,ng}\ o

Die Vorzeichenbedingungen in (2.11) sind a posteriori zu priifen.

3. Fall: my = mu:

In diesem Fall sind alle Steuervariablen aus den aktiven Steuerbeschrinkungen be-
reits eindeutig bestimmt. Die Matrix d¢/du = @ ist quadratisch und wegen (2.6) in-
vertierbar. Die Multiplikatorfunktionen der aktiven Steuerbeschrankungen g € R™
erhiilt man dann eindeutig aus der Optimalitatsbedingung (2.9):

OH 1 x
0= [2u" B (@1)B(®1) 4 2¢" (z1, x2) B(w1)] + A] + " ®(x,t) = 0"

o ji=—& (@) % [2B7 (1) B(@)u + 2B" (@) c(a1, ©2)] + Ao -

Fiir die restlichen Multiplikatorfunktionen gilt nach (2.11):

=0, ke{l,...,n¢}\J¢.

Die Vorzeichenbedingungen in (2.11) sind a posteriori zu priifen.

In allen drei Féllen sind die Steuervariablen w und die Multiplikatorfunktionen w
eindeutig bestimmt und als Losung von linearen Gleichungssystemen zu berechnen.
Der Fall, dass mehr als m Steuerbeschrankungen gleichzeitig aktiv sind, wird durch
die Regularititsbedingung (2.6) ausgeschlossen. Die Schaltstruktur der Steuerung,
d.h. welche der Beschrankungen zu welchem Zeitpunkt jeweils aktiv sind, kann nu-
merisch wie folgt ermittelt werden: Ausgehend vom unbeschréankten Optimalsteue-
rungsproblem werden in mehreren Homotopieschritten die Beschrénkungen nach
und nach dazugenommen, bis schlieSlich alle erfiillt sind. Die Schaltstruktur ergibt
sich dabei automatisch. Beim Wechsel von aktiven Steuerbeschrinkungen ist an den
Schaltpunkten die Stetigkeit aller Zustands- und adjungierten Variablen sowie die
Stetigkeit der Hamiltonfunktion zu fordern.

Wird eine Zustandsbeschrankung h(x,t) < 0 der Ordnung p aktiv, so wird die
Gleichung h*(x,u,t) = 0 zur Berechnung der Steuerungen hinzugenommen und mit
der Multiplikatorfunktion » an die Hamiltonfunktion angekoppelt. Wegen

p—1 p—1 p—1
OhP~(x,t) oh (:c,t)u+8h (x,t)

d
W@ ut) = @ t) = =5 =w = ot

dt
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ist die Funktion hP(x,u,t) stets linear in den Steuervariablen. Wird entlang der
optimalen Losung die verschérfte Regularitdtsbedingung

% ¢, - 0 0
Rang [ 9g, | =mng+1 (4.6)
8u¢ 0 - ¢, 0
Oh?
o 0O --- 0 hP

gefordert (vgl. (2.19) fir p = 1), dann erfolgt die Berechnung von w, g und v
analog zur Berechnung von v und p im Fall inaktiver Zustandsbeschriankungen
unter zusétzlicher Beriicksichtigung der Vorzeichenbedingungen (2.20). Die Uber-
gangsbedingungen an Aufsprung-, Absprung- und Kontaktpunkten entnehme man
Kapitel 2.3 und der darin angegebenen Literatur. Zur Behandlung der Zustands-
beschrankung ist auch eine abschnittsweise Transformation in Minimalkoordinaten
moglich. Die Linearitét der verbleibenden Beschrankungen und der Bewegungsglei-
chungen beziiglich der Steuervariablen wird dadurch nicht zerstort und das Vorgehen
zur Berechnung der Steuerung bleibt unveréndert.

4.2 Zeitoptimale Steuerung

Das Zielfunktional zur Berechnung zeitoptimaler Bahnen kann folgendermaflen for-
muliert werden:

I(u) =I(T) =t; = ¢. (4.7)

Es gelten weiterhin die Bezeichnungen aus Kapitel 4.1. Die unbeschriankte Hamil-
tonfunktion fiir das Optimalsteuerungsproblem (4.7), (3.35)—(3.40) lautet dann (vgl.
(2.7)):

H® = X'zy + M.

Sie ist linear in der Steuerung u, weswegen diese nicht direkt aus der Optimalitéits-
bedingung (2.9) bestimmt werden kann. Bang-Bang- und singuldre Steuerungen sind
moglich. Das Vorhandensein von Steuerbeschriankungen ist hierbei entscheidend, um
unbeschrinkte Werte der Steuerung, d.h. Impulssteuerungen, auszuschlieien [16].

Voraussetzung 4.1 (Beschrinktheit zulissiger Steuerungen) FEs sei fir je-

des zulissige Paar (x”(t), 'u,T(t))T € R (vgl. Voraussetzung 3.3) die Steuerung w(t)
auf [to, ts] beschrankt.

Bemerkung: Bei der in diesem Kapitel betrachteten Klasse von Optimalsteuerungs-
problemen repréisentieren die Steuergréfien u Beschleunigungen. Deren Beschrankt-
heit ergibt sich daher direkt aus den natiirlichen Beschrankungen des Systems, wel-
che in die Aufgabenstellung eingehen.
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Im Folgenden wird zunéchst die Frage nach der Anzahl aktiver Beschrénkungen
entlang der zeitoptimalen Losung behandelt. Die zugehorigen Beweise sind fiir eine
grofle Klasse von Optimalsteuerungsaufgaben in der Robotik einschliefSlich nicht-
autonomer und zustandsbeschréankter Probleme giiltig und stellen eine Verallgemei-
nerung der Ergebnisse in [25, 41, 69] dar.

Da die Steuerung w nicht nur in der unbeschrinkten Hamiltonfunktion H°, sondern
mit Annahme 4.1 auch in den Steuerbeschrankungen nur linear auftritt, lasst sich die
Analyse der zeitoptimalen Steuerung nach dem Pontryaginschen Minimumprinzip
auf die Analyse eines linearen Optimierungsproblems zuriickfithren. Dieses lineare
Optimierungsproblem wird im Anschluss an eine Zusammenstellung von Definitio-
nen und Ergebnissen aus der linearen Optimierung betrachtet. Daraus werden wei-
tere Aussagen iiber die Losung des Optimalsteuerungsproblems (4.7), (3.35)—(3.40)
abgeleitet, die zugleich die Basis fiir eine numerische Berechnung der Steuerung
bilden.

4.2.1 Anzahl aktiver Beschrinkungen

In [25] wird bewiesen, dass bei zeitoptimalen Punkt-zu-Punkt-Bewegungen eines
N-achsigen Roboters mit Beschréinkungen der Form (3.44) immer mindestens eine
Beschrankung aktiv, d.h. eine Antriebsgrofle geséttigt ist. Eine dhnliche Aussage
liefert [69] fiir allgemeine Robotersysteme, deren Bahn im Gelenkraum vorgege-
ben ist, was der Bewegung auf einer eindimensionalen Untermannigfaltigkeit des
Gelenkraums entspricht. Das folgende Lemma verallgemeinert diese Ergebnisse fiir
Roboterbewegungen auf beliebigen Untermannigfaltigkeiten des Gelenkraums. Da
jede der Beschriankungen (3.40)—(3.43) zu einer der Beschrinkungen (3.30)-(3.33)
korrespondiert, wird sich direkt auf die transformierte Form der Optimalsteuerungs-
aufgabe (4.7), (3.35)—(3.40) bezogen. Dabei sind nicht nur Beschrankungen der Form
(3.44), sondern beliebige Steuer- und Zustandsbeschrankungen zugelassen. Der Be-
weis schlieft zudem den Fall nicht-autonomer Bewegungsgleichungen (3.19), (3.20)
ein.

Lemma 4.2 FEs gelte Voraussetzung 4.1 fir das Optimalsteuerungsproblem (4.7),
(3.35)-(3.40). Falls fir dieses Problem eine optimale Lisung mit t; < oo existiert,
dann ist entlang der optimalen Ldsung immer mindestens eine Steuer- oder Zu-
standsbeschrankung aktiv.

Beweis: Aus der Annahme inaktiver Beschrankungen auf einem Intervall [t, 5] C
]to,tf[, t1 < to, fOlgt

H=H"=X2y+ Xlu fiirt €[ty ts], (4.8)
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und aus den notwendigen Bedingungen (2.8) und (2.9) fiir eine optimale Losung von
(4.7), (3.35)—(3.40) ergibt sich

A=
)\2:—)\1

OH\"
‘“(%) =

Da w nach Voraussetzung 4.1 auf [ty, ;] nur beschrinkte Werte annimmt, ist wegen
(3.36) und t; < oo auch @ auf [tg, ;] beschriankt, und fiir die Hamiltonfunktion
(4.8) gilt mit (4.9):

= AM=X=0 Vte [tl,tg]. (49)

H=0 Vte[t,b). (4.10)

Die Hamiltonfunktion in (4.8) héngt nicht explizit von der Zeit ¢ ab. Folglich ist
sie auf [to,?s] konstant (vgl. Kapitel 2.1). Ihr Wert ergibt sich aus der notwendigen

Bedingung (2.17):
0
0= (i + H)
Oty t=ty

= H|t:t‘f =—1
= H=-1 Vteto,ty]

Dies steht aber im Widerspruch zu (4.10). Daher war die Annahme inaktiver Be-
schrankungen falsch. Entlang der optimalen Lésung muss also immer mindestens
eine Steuer- oder Zustandsbeschriankung aktiv sein. a

>|t:tf

Bemerkung: Die Aussage von Lemma 4.2 bezieht sich sowohl auf Steuer- als auch
auf Zustandsbeschrinkungen. Entlang der optimalen Losung muss nicht zwingend
immer mindestens eine Steuerbeschrinkung aus (3.44) aktiv sein. Im Falle aktiver
Zustandsbeschrankungen kann es auch Intervalle geben, in denen keine der Antriebs-
groflen gesittigt ist. Ein Beispiel dafiir findet sich in [14].

Korrolar zu Lemma 4.2: Gilt fir das Optimalsteuerungsproblem (4.7), (3.35)-
(3.40) Voraussetzung 4.1 und m = N —n,.+ngs = 1, dann tritt, sofern eine optimale
Lésung mit ty < oo ewistiert, entlang dieser keine singuldre Steuerung auf.

Bemerkung: Ein Beispiel fiir das Auftreten von singuléren Steuerungen bei m > 1
findet sich in [75].

Eine Aussage iiber die maximale Anzahl aktiver Beschrankungen liefert das folgende
Lemma:

Lemma 4.3 Erfillen die Beschrinkungen des Optimalsteuerungsproblems (4.7),
(3.835)-(3.40) die Regularititsbedingung (2.6) bzw. (4.6), dann sind entlang der op-
timalen Liosung zu jedem Zeitpunkt hochstens N — n, + ns von ithnen aktiv.

Beweis: Fiir die Anzahl m der Steuervariablen des transformierten Optimalsteue-
rungsproblems (4.7), (3.35)—(3.40) gilt m = N — n, + n,. Daraus folgt unmittelbar
die Aussage von Lemma 4.3. O
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In [41] werden N-gelenkige Roboter behandelt, fiir die eine Bahn im Arbeitsraum als
parametrisierte Kurve durch n, Gleichungen mit einem Bahnparameter festgelegt
ist und reguldre Beschrankungen der Form (3.44) vorliegen. Es wird bewiesen, dass
dann hochstens N — n, + 1 Beschrankungen aktiv bzw. Antriebsgroflen gesattigt
sind. Dieses Ergebnis ist konsistent mit Lemma 4.3. Die Aussage von Lemma 4.3
ist wie bei Lemma 4.2 fiir eine groflere Klasse von Optimalsteuerungsproblemen
giiltig, da sie sich auf die transformierte Form (4.7), (3.35)—(3.40) bezieht, in die
jede Steuerungsaufgabe (4.7), (3.22)—(3.33), auch mit nicht-autonomen Bewegungs-
gleichungen, iiberfiithrt werden kann.

4.2.2 Grundlagen der linearen Optimierung

In diesem Abschnitt werden einige fiir die Strukturanalyse zeitoptimaler Steuerun-
gen benotigte Definitionen und Sétze aus der linearen Optimierung zusammenge-
stellt. Einen Uberblick iiber Methoden der linearen Optimierung geben beispiels-
weise [6, 59, 60]. Darin finden sich auch die Beweise der im Folgenden angegebenen
Ergebnisse sowie Algorithmen zur numerischen Losung linearer Optimierungspro-
bleme, wie etwa die Simplexmethode.

Betrachtet werde das folgende lineare Optimierungsproblem in Standardform:
min{w’y|Ay < b} bzw. (4.11)
min{fw’ylaly <b;,j=1,...,n}, (4.12)

wobei y € R™ den Vektor der Variablen und w # 0 € R"¢ den Gradienten der Ziel-
funktion wTy bezeichnet. Die Ungleichung in (4.11) gilt komponentenweise. Darin
ist b= (b,...,mp)" € R und A = (ay,...,a,,)" € R®*", Die Ungleichung
afy < b; heiBit die j-te Nebenbedingung und a; ihr Gradient.

Definition 4.1 Die j-te Nebenbedingung heifst in y
e inaktiv, wenn aly < b,

: To —
e aktiv, wenn a;y = b;,

T
e verletzt, wenn aj;y > b;.

Das Polyeder
P = {y € R" Ay < b}

heifit die Menge der zuldssigen Lisungen oder zuldssiger Bereich von (4.11). Es ist
abgeschlossen und als Schnitt von Halbraumen konvez.

Definition 4.2 (Optimale Losung) Ein Punkt y, heifst opitmale Losung des li-
nearen Optimierungsproblems (4.11) bzw. (4.12) oder kurz optimal, wenn y, € P
und wly, < wly fir alley € P gilt.



4.2. Zeitoptimale Steuerung 55

Satz 4.1 Wenn das lineare Optimierungsproblem (4.11) eine optimale Losung be-
sitzt, tritt sie auf dem Rand des zuldssigen Bereichs P auf.

Beweis: Sei y, eine optimale Losung, die im Inneren des zuldssigen Bereichs P liegt.
Dann gibt es ein € > 0, sodass y :=y, —cw € P.

T T T T
= wy—w —scw w < w .
Y Yo — ¢ ) Yo

>0

Dies ist ein Widerspruch zur Optimalitdt von y,. Falls eine optimale Lsung exis-
tiert, muss diese also auf dem Rand von P liegen. a

Definition 4.3 (Ecke eines Polyeders) FEin Punkt y, € P heifst Ecke des Poly-
eders P, wenn dort ng Nebenbedingungen mit linear unabhdngigen Gradienten aktiv
sind. Eine Ecke heif$t nichtentartet, wenn in ihr genau ng Nebenbedingungen aktiv
sind. Sie heif$t entartet, wenn in ihr mehr als ng Nebenbedingungen aktiv sind.

Satz 4.2 Ist P # () beschrinkt, dann besitzt P Ecken.

Definition 4.4 (Extremalpunkt) FEin Punkt p € M heifit Extremalpunkt einer
konvexen Menge M, falls mit y,,y, € M und 0 < ¥ <1 aus p =y, + (1 — )y,

stets p =y, = Yy, folgt.

Anschaulich besagt die Definition eines Extremalpunktes p, dass p sich nicht als
echte Konvexkombination (mit 9 # 1 und ¥ # 0) verschiedener Punkte y, und y,
in M darstellen lésst.

Satz 4.3 Die FExtremalpunkte eines Polyeders sind genau dessen Ecken.

Definition 4.5 (Seitenfliche eines Polyeders) FEine Teilmenge F von P, die
sich als Schnitt von Hyperebenen H; := {y € R™|aly = b} (j € {1,...,m})
ergibt, heifit Seitenflache des Polyeders P.

Nach dieser Definition sind die O-dimensionalen Seitenflichen eines Polyeders gerade
seine Ecken. Die 1-dimensionalen Seitenflichen heiflen auch Kanten von P.

Definition 4.6 (Benachbarte Ecken) Zwei Ecken eines Polyeders P heiffen be-
nachbart, wenn sie durch eine Kante von P verbunden sind.

Definition 4.7 (Extremalmenge) Eine konveze Teilmenge KK C M einer konve-
zen Menge M heifst Extremalmenge von M, falls ausp € K, y,,y, € M, 0 <9 <1
und p = Yy, + (1 — 9)y, stets folgt y,,y, € K.
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Nach Definition 4.4 sind die Extremalpunkte von M gerade ihre 0-dimensionalen
Extremalmengen. M selbst ist Extremalmenge von M maximaler Dimension.

Satz 4.4 Die Extremalmengen des Polyeders P sind, neben P selbst, gerade seine
Seitenflichen.

Satz 4.5 Wenn das lineare Optimierungsproblem (4.11) optimale Losungen besitzt,
ist die Menge der optimalen Lisungen eine Extremalmenge des Polyeders P der
zuldssigen Losungen von (4.11).

Korrolar zu Satz 4.5: Besitzt das lineare Optimierungsproblem (4.11) optimale
Lésungen und hat der zulidssige Bereich P Ecken, dann ist mindestens eine davon ei-
ne optimale Losung. Besitzt das lineare Optimierungsproblem (4.11) eine eindeutige
optimale Liosung, dann ist diese eine Ecke des zulissigen Bereichs P.

Satz 4.6 (Existenz optimaler Losungen) FEine optimale Lisung fir (4.11) exis-
tiert genaw dann, wenn der zulissige Bereich P nicht leer und die Zielfunktion w'y
auf P nach unten beschrdinkt ist.

Satz 4.7 (Kuhn-Tucker-Bedingungen) Der Vektor y, € R™ ist eine optimale
Lésung von (4.11) genau dann, wenn ein Vektor zo € R™ ezistiert, der zusammen
mit y, die Kuhn-Tucker-Bedingungen erfiillt:

Ay, <b (primale Zuldssigkeit)

ATz = —w, 2 > 0 (duale Zulissigkeit)
2l (Ay, —b) =0 (Komplementaritdt)

Definition 4.8 (Strikte Komplementaritit) Der Punkt y, € R™ heifit strikt
komplementéar, wenn gilt:

a;ryozbj = (20); >0, j=1,...,m.

Satz 4.8 (Eindeutigkeit der optimalen Lésung) Der Punkty, € R" sei opti-
male Lisung des linearen Optimierungsproblems (4.11). Ferner sei y, nichtentartete
Ecke von P und strikt komplementdir. Dann ist y, einzige optimale Losung dieses
Problems.

4.2.3 Struktur der zeitoptimalen Losung

Aus Lemma 4.2 folgt, dass entlang der optimalen Losung des Optimalsteuerungs-
problems (4.7), (3.35)(3.43) bis auf endlich viele Punkte 0H°/0u = X] # 07 gilt.
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Die Punkte ¢, mit Ay(ts) = 0 gehoren zu den Schaltpunkten der Steuerung, an
denen die aktiven Beschrankungen wechseln. Ohne Beriicksichtigung von Zustands-
beschrankungen ist dann zu jedem Zeitpunkt ¢ € [tg,tf] \ {ts|A2(ts) = 0} durch

min{ Al u|®u < ¢} (4.13)

ein lineares Optimierungsproblem definiert, unter dessen Lésungen sich nach dem
Pontryaginschen Minimumprinzip notwendigerweise die optimale Losung von (4.7),
(3.35)—(3.40) befinden muss. Wird auf einem Intervall eine Zustandsbeschrankung
h(x,t) < 0 p-ter Ordnung aktiv, so gilt dort

OhP~Y(x,t)  OhP ! (x,t) OhP~ !z, 1)

hP(x,u,t) = ot + 0z, Ty + 9z, u =0,
—— by (2,t) —al ()

und (4.13) ist zu ersetzen durch
min{ Al u|®u < ¢y, alu = b,}. (4.14)

Das Vorgehen bei mehreren aktiven Zustandsbeschrénkungen ist analog. Im Fol-
genden wird aber der Ubersichtlichkeit halber hochstens eine aktive Zustandsbe-
schrankung betrachtet.

Die Kuhn-Tucker-Bedingungen (Satz 4.7) zum linearen Optimierungsproblem (4.13)
lauten

du < ¢y, (4.15)
STy =Xy, p>0, (4.16)
pt(®u — ¢) = 0. (4.17)

Mit Annahme 4.1 und der Hamiltonfunktion
H =X+ X u+p"(du— @)

entsprechen (4.15)-(4.17) genau den notwendigen Bedingungen (3.40), (2.9) und
(2.11) fiir eine optimale Losung von (4.7), (3.35)-(3.40). Aus Satz 4.7 folgt dann die
Aquivalenz von (3.40), (2.9) und (2.11) mit der Losung des linearen Optimierungs-
problems (4.13).

Im Falle einer aktiven Zustandsbeschrankung kann (4.14) in die Standardform (4.11)
gebracht werden, indem die Gleichung alw = b, durch die beiden Ungleichungen
alu < b, und —a]u < —by, ersetzt wird. Mit der Hamiltonfunktion

H =X+ X u+ p"(®u— ¢, +v(alu—by)

und Satz 4.7 folgt dann die Aquivalenz von (3.40)(3.43), (2.9) (2.11) mit der Lésung
des linearen Optimierungsproblems (4.14), wobei in Satz 4.7 A = (®7, an, —ay)”,
b= (dg,bn, —bn)", 1 = (20) (k=1,...,n4) und v = (20)n,+1 — (20)n,+2 2u setzen
sind. Lediglich die Vorzeichenbedingungen (2.20) sind noch a posteriori zu priifen.
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Das lineare Optimierungsproblem (4.13) bzw. (4.14) kann nun benutzt werden, um
weitere Aussagen iiber die Schaltstruktur der optimalen Steuerung von (4.7), (3.35)—
(3.43) und Vorgehensweisen fiir ihre Berechnung abzuleiten. Die Losung des linea-
ren Optimierungsproblems liefert ndmlich nicht nur zu jedem Zeitpunkt Kandidaten
fiir die optimale Steuerung, sondern auch die Information, welche Beschrénkungen
zu diesem Zeitpunkt aktiv sind. Diese Strukturinformation kann aus der alleinigen
Auswertung der notwendigen Bedingungen aus Kapitel 2 nicht gewonnen werden.
Da nach Lemma 4.2 eine zeitoptimale Losung ohne Beschrankungen nicht moglich
ist, kann die Schaltstruktur auch nicht wie bei energieoptimalen Losungen aus der
unbeschrankten Steuerung durch schrittweises Hinzunehmen der Beschrénkungen
ermittelt werden. Die Darstellung der notwendigen Bedingungen fiir eine optimale
Losung in Form eines linearen Optimierungsproblems stellt somit einen entscheiden-
den Schritt zum Bestimmen der Schaltstruktur und zur Berechnung der zeitoptima-
len Losung dar.

Wihrend der in Kapitel 2.2 beschriebene Ansatz zur Berechnung der Steuerung bei
linearer Hamiltonfunktion nur dann auf mehrere Steuervariablen iibertragbar ist,
falls entkoppelte Steuerbeschrankungen in der Form

gbi,min (w(t)7 t) S ul(t) S ¢i,max (w(t>7 t) ) L= ]'7 s,

vorliegen, ermdglicht die Darstellung der optimalen Steuerung als Lésung eines linea-
ren Optimierungsproblems auch die Behandlung miteinander verkoppelter linearer
Beschrinkungen, wie beispielsweise (3.46). Erst damit kann die Schaltstruktur fir
das transformierte Problem (4.7), (3.35)—(3.43) bestimmt und die Steuerung aus den
notwendigen Bedingungen der Optimalsteuerungstheorie berechnet werden.

Im Folgenden wird nun beschrieben, wie ausgehend von der Lésung des linearen Op-
timierungsproblems (4.13) bzw. (4.14) zu jedem Zeitpunkt die optimale Steuerung
fiir das Problem (4.7), (3.35)-(3.43) bestimmt werden kann. Die Existenz optimaler
Losungen von (4.13) bzw. (4.14) folgt mit Satz 4.6 aus den Voraussetzungen 3.3
und 4.1. Hier wird nochmals deutlich, dass dafiir die Existenz zuldssiger Losungen
alleine nicht ausreicht. Zusétzlich ist die Beschréanktheit des zulédssigen Bereichs er-
forderlich. Satz 4.1 bestéitigt die Aussage von Lemma 4.2: Optimale Losungen von
(4.13) bzw. (4.14) befinden sich stets auf dem Rand des zulissigen Bereichs, d.h. es
ist immer mindestens eine Beschrinkung aktiv.

Zunéchst wird davon ausgegangen, dass keine Zustandsbeschrankung aktiv ist, und
es wird das lineare Optimierungsproblem (4.13) betrachtet. Der zuldssige Bereich
von (4.13) werde mit P, bezeichnet. Verfahren wie die Simplexmethode berechnen
dann unter den genannten Voraussetzungen stets eine optimale Lésung wg, wobei
folgende Félle zu unterscheiden sind:

1. Fall: ug ist nichtentartete Ecke von Py und strikt komplementdr:

Nach Satz 4.8 ist ug in diesem Fall eindeutige Losung von (4.13) und damit bereits
die gesuchte optimale Steuerung. Da in wuy genau m linear unabhéngige Steuerbe-
schrankungen aktiv sind, sind die Multiplikatorfunktionen g € R aus (4.16) und
(4.17) ebenfalls eindeutig bestimmt.
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2. Fall: ug st nichtentartete Ecke von Py und nicht strikt komplementdr:

In diesem Fall ist u nicht die einzige optimale Losung von (4.13). Doch die zu-
gehorigen Multiplikatorfunktionen g sind wie im 1. Fall aus (4.16) und (4.17) ein-
deutig bestimmt. An ihnen lésst sich die Indexmenge der zwingend aktiven Steuer-
beschrankungen ablesen:

T ={i|p; >0}
Da wug nicht strikt komplementar ist, gilt dabei

| To| = mgy < m.
Jeder Punkt u der Seitenflache
}":{uGP¢|¢i:O,i€j¢}

des Polyeders P, ist dann optimale Losung von (4.13) und erfiillt zusammen mit
p die Kuhn-Tucker-Bedingungen (4.15)—(4.17). Um unter diesen Losungen die ge-
suchte optimale Steuerung fiir das Optimalsteuerungsproblem (4.7), (3.35)-(3.40)
zu bestimmen, sind weiter Uberlegungen erforderlich. Dafiir bezeichne wie in Ka-
pitel 4.1 q~5 = du —q?)o € R™¢ den Vektor der aktiven Steuerbeschréinkungen und
o € R™ den Vektor der zugehorigen Multiplikatorfunktionen. Dann ergibt sich aus
der Optimalitétsbedingung (2.9) bzw. aus (4.16):

Ao+ @ (2,t)fs = 0. (4.18)

Da es sich bei ug um eine nichtentartete Ecke von P, handelt, gibt es Untermatrizen
N - ~T
®y(x,t) € R™*™e und ®,(x,t) € RM™)*™ms yon & (x,t) € R™™s, sodass

®,(x,t) regulir ist und (4.18) dquivalent ist zu

A+ @y, ) = 0,
A+ @y(x,t)p = 0,

wobei A, € R™¢ und A; € R™ ™ aus den entsprechenden Komponenten von
A2 € R™ bestehen. Elimination von g ergibt schliellich

S@ A1) = A @, (a.1) (ol t))_l A = 0

mit S = (5,... 7Sm—m¢)T- Tritt dieser Fall an einem isolierten Punkt ¢, €|tg, |
auf, so ist ts ein Schaltpunkt der Steuerung von w(t;) nach w(t}). Gilt dagegen
S = 0 auf einem ganzen Intervall [t;,t5] C [to,ty[ mit t; < to, dann liegt eine
singuldre Steuerung im Sinne von Kapitel 2.2 vor. Zur Berechnung der optimalen
Steuerung werden die Gleichungen gz;j =0 (j =1,...,my) der aktiven Steuerbe-
schrinkungen um die Gleichungen d?4S;/dt*® = 0 (i = 1,...,m — my) erginzt.
Die eindeutige Auflosbarkeit dieser Gleichungen nach der Steuerung w und ¢ < oo
(t=1,...,m —myg) konnen dabei allerdings nicht garantiert werden. Auch chatte-
ring control, d.h. beliebig schnelles Hin- und Herschalten zwischen zwei Steuerungen,
ist moglich.
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3. Fall: ug ist entartete Ecke von Py, es gibt eine benachbarte optimale Ecke ug:
Ist wg nichtentartet, so trifft nach Satz 4.8 fiir uy der 2. Fall zu. Falls uy ebenfalls
eine entartete Ecke ist, betrachte man m—1 linear unabhéngige Beschriankungen, die
sowohl in ug, als auch in uy aktiv sind, ergédnzt um eine weitere, dazu unabhéngige,
in uy oder ug aktive Beschrinkung, und fahre dann wie im 2. Fall fort. Die restlichen
Beschrankungen sind dabei fiir eine optimale Losung nicht zwingend aktiv.

4. Fall: u, st entartete Ecke von Py; es gibt keine benachbarte optimale Ecke w:
In diesem Fall ist wuo eindeutige optimale Losung von (4.13). Denn P, ist nach
Voraussetzung 4.1 beschrankt. Gébe es noch weitere optimale Losungen, dann gébe
es folglich auch eine, ebenfalls optimale benachbarte Ecke von wug. Somit ist wg
die gesuchte optimale Steuerung. Allerdings wird dabei die Regularititsbedingung
(2.6) verletzt, deren Giiltigkeit in der Optimalsteuerungstheorie stets vorausgesetzt
wird. Dennoch kann der Fall in der Praxis auftreten, was an dieser Stelle aber nicht
allgemein ausgefiihrt wird. Fiir die Behandlung solcher Situationen in konkreten
Beispielen siehe etwa [14] und Kapitel 5.

5. Fall: ug ist keine Ecke von Py:

Da P4 nach Satz 4.2 mit den Voraussetzungen 3.3 und 4.1 Ecken besitzt, gibt es nach
dem Korrolar zu Satz 4.5 auch eine optimale Ecke uy von Py. Diese kann ausgehend
von ug in wenigen Schritten gefunden werden. Danach ist mit uy wie im 2. oder 3.
Fall fortzufahren.

Ausgehend von der nicht zustandsbeschriankten optimalen Lésung kénnen mittels
Homotopieverfahren anschlieend auch die Intervalle aktiver Zustandsbeschriankun-
gen ermittelt werden. Dort ist dann (4.13) durch (4.14) zu ersetzen. Die Gleichungs-
nebenbedingung alw = by, ist dquivalent zu den zwei Ungleichungsnebenbedingun-
gen aju < by, und —aju < —by, wobei nur eine von beiden beriicksichtigt werden
muss, da hier bereits bekannt ist, dass diese auch aktiv wird. Damit gelten die
obigen 5 Félle entsprechend auch bei aktiven Zustandsbeschrénkungen. Alternativ
konnen auf Randstiicken von Zustandsbeschrénkungen auch Minimalkoordinaten
verwendet und (4.13) fiir das transformierte Problem neu formuliert werden. Fiir
die Ubergangsbedingungen an den Schaltpunkten sei auf Kapitel 2 verwiesen.

Durch die Darstellung der zeitoptimalen Steuerung als Losung eines linearen Mi-
nimierungsproblems, ist deren Berechnung also auch dann moglich, wenn nicht nur
entkoppelte, sondern beliebige lineare Beschrankungen vorliegen. Fiir die Losung des
linearen Minimierungsproblems stehen etablierte numerische Verfahren, wie etwa
die Simplexmethode, zur Verfiigung. Dariiber hinaus liefert die Theorie der linearen
Optimierung eine Klassifizierung dieser Losung, die in Verbindung mit der Optimal-
steuerungstheorie die theoretische Grundlage fiir die numerische Berechnung der
zeitoptimalen Steuerung darstellt.
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Numerische Ergebnisse

Mit dem in Kapitel 3 und 4 entwickelten Ansatz ist es nun auch mit indirekten Ver-
fahren moglich, redundante Roboter zeitoptimal zu steuern. Als Beispiel dafiir wird
im Folgenden ein 4-achsiger Roboter (Abb. 5.1) mit einer im 3-dimensionalen Ar-
beitsraum vorgegebenen Bahn fiir den Endeffektor betrachtet [13]. Nach der Trans-
formation des Optimalsteuerungsproblems in Minimalkoordinaten verbleiben zwei
Steuervariablen, fiir die verkoppelte Beschrankungen vorliegen. Zusétzlich werden
Zustandsbeschrinkungen erster Ordnung beriicksichtigt. Die numerische Losung
des zugehorigen Mehrpunkt-Randwertproblems erfolgt mit der Mehrzielmethode
JANUS [19], wobei fiir die Auswertung der adjungierten Differentialgleichungen re-
kursive Algorithmen zum Einsatz kommen.

T (‘ 03 1a

Abbildung 5.1: Schematische Darstellung des betrachteten J-Achs-Roboters.

Die Ergebnisse der zeitoptimalen Steuerung werden anschlieBend noch um eine ener-
gieoptimale Losung mit vorgegebener Bewegungsdauer ergédnzt. Erst mit Kenntnis
der minimalen Bewegungsdauer ist dabei eine sinnvolle Vorgabe der Endzeit der Be-
wegung moglich. Sie wird in dem hier vorgestellten Beispiel um 15% hoher als die mi-
nimale Endzeit gewédhlt. An die Stelle eines gemischten Zeit-Energie-Zielfunktionals
tritt somit eine zweistufige Optimierung, mit der sich die Abweichung von der mi-
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nimalen Endzeit genau festlegen lédsst. Dieses Vorgehen wird beispielsweise auch
in [98, 100] zur Berechnung optimaler Punkt-zu-Punkt-Bewegungen durchgefiihrt.

5.1 Optimalsteuerungsaufgabe mit redundantem
4- Achs-Roboter

Fiir das folgende Beispiel wird ein 4-achsiger Roboter vom Typ wie in Abb. 5.1 be-
trachtet. Die geometrischen Abmessungen entnehme man Abb. 5.2 und Tabelle 5.1.
Zur Definition der Koordinatensysteme und der Gelenkkoordinaten siehe Abb. 5.1
und Abb. 5.2 (vgl. auch Kapitel 1.3). Die dynamischen Gréflen sind in Tabelle 5.2
aufgelistet. Dabei bezeichnen fiir den i-ten Roboterarm m; die Masse, tc, s, tc, .
tc.; die z-, y-, z-Koordinaten des Massenschwerpunkts beziiglich des armfesten
Koordinatensystems S; und I, Iy, I..; die Haupttrédgheitsmomente in z-, y-,
z-Richtung. Auflerdem fiihrt der Roboter eine 10kg schwere Nutzlast mit, deren
Massenschwerpunkt im Ursprung von S; angenommen wird. Die Haupttragheits-
momente der Nutzlast sind in Tabelle 5.3 angegeben.

€3

20 R
L, li2

Abbildung 5.2: Skizze der Dimensionen des 4-Achs-Roboters (Explosionsdarstellung)
und Definition der Koordinatensysteme.

log (m] Lo [m] oz [m] I34 [m] lys [m]

0.7 0.4 0.9 1.0 0.8

Tabelle 5.1: Dimensionen des 4-Achs-Roboters.
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7 my; [kg] th,i [m] tC’y,i [m] tCZ,i [m] Ia}x,i [kg mg] ]yy,i [kg mQ] Izz,z' [kg 1’I12]

1 40 0.15 0 0 0.3 2.5 2.5
2 40 0.45 0 0 0.15 3 3
3 40 0.5 0 0 0.15 3.5 3.5
4 30 0.4 0 0 0.12 2.8 2.8

Tabelle 5.2: Dynamische Gréflen der Roboterarme.

I [kg mg] I, kg m2] I.. [kg mg]

0.02 0.02 0.02

Tabelle 5.3: Haupttragheitsmomente der Nutzlast.

Der Roboter soll mit seinem Endeffektor eine bestimmte Bahn im Arbeitsraum
abfahren, die als parametrisierte Kurve 7(s) € R* mit dem Bahnparameter s € [0, 1]
gegeben ist. In diesem Beispiel ist die Bahn als Bézier- Kurve vom Grad 5 formuliert:

F() = D bibBl(s),

wobei B?(s) (i =0,...,5) die Bernsteinpolynome vom Grad 5 und b; (i = 0,...,5)
die Bézier-Punkte aus Tabelle 5.4 sind. Abb. 5.1 zeigt diese Bézier-Kurve, die hier
die Bahn fiir den Endeffektor beschreibt.

bQ b1 bQ b3 b4 b5
1.7 1.6 1.5 0.8 0.4 0.0
0.0 0.4 0.8 1.0 1.1 1.2
1.7 1.9 2.1 2.1 2.3 2.5

Tabelle 5.4: Bézier-Punkte der vorgegebenen Bézier-Kurve fiir den Endeffektor.

Mit der Position des Endeffekors 7(q) € R? aus (1.11) beziiglich des Inertialsystems
Sp ist dann die Mannigfaltigkeit der freien Bewegung im Gelenkraum definiert durch

7(s,q) = r(q) —7(s) =0 € R (5.1)
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Abbildung 5.3: Die vorgegebene Bahn fiir den Endeffektor.

Die Startkonfiguration des Roboters am Anfang der Bahn bei t, = 0 ist vorgegeben:
¢1(0) =0°,  ¢2(0) = —100,02°, ¢3(0) =126,94°, ¢4(0) = —72°. (5.2)

Die Werte ¢;(0) und ¢4(0) sind exakt angegeben, ¢2(0) und ¢3(0) sind gerundet. Sie
sind so festgelegt, dass sie zusammen mit s(0) = 0 Gleichung (5.1) erfiillen. Die
Roboterkonfiguration am Bahnende ist frei wihlbar, solange sie mit (5.1) konsistent
ist. Sie wird bei der optimalen Steuerung des Roboters optimal bestimmt.

Zu Beginn und am Ende der Bahn soll sich der Roboter in Ruhe befinden, d.h. alle
Geschwindigkeiten sind Null:

ql(O) :ql(tf):O"/s, ’lzl,,4 (53)

Die Antriebsmomente sind beschrankt durch

Timin < 1T < Timaz, 1=1,...,4, (5.4)
mit
Timaz = —Timin = 2000 Nm,
Tomaz = —T2min = 2000 Nm,
T3maz = —T3min = 1000 Nm,
Timaz = —Tamin = 000 Nm.

Fiir die Winkelgeschwindigkeiten liegen Beschriankungen der folgenden Form vor:
mit w; =265 °/s (i =1,...,4).
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5.2 Transformation in Minimalkoordinaten

Fiir die Aufgabenstellung aus Kapitel 5.1 konnen s und ¢4 als Minimalkoordinaten
gewahlt werden. Mit den Bezeichnungen aus Kapitel 3 gilt N = 4, n, = 3 und
ns = 1. Dann ist g5 = (q1, ¢2, q3)" und gr = q4. Die Regularitit der Matrix Jg wird
wahrend der Rechnung iiberpriift und ist fiir dieses Beispiel in einer Umgebung der
optimalen Losung gewéhrleistet. Wire dies nicht der Fall, konnte beispielsweise mit
Einfiihrung einer geeigneten Zustandsbeschrankung zweiter Ordnung die Redundanz
des Roboters dazu ausgenutzt werden, um singulidre Konfigurationen zu vermeiden.
Des Weiteren kann bereits bei der Bahnplanung beriicksichtigt werden, dass Bahn-
punkte, die sich auf dem Rand des Arbeitsraumes, z.B. mit g3 = ¢4 = 0, oder iiber
der Roboterbasis, d.h. o = yo = 0, befinden, zu singuléren Konfigurationen fithren.

Die gewihlte Bézier-Kurve 7(s) ist regulér parametrisiert, d.h. es gilt

dr(s)
ds

#£0 Vsel0,1].

Damit sind die Voraussetzungen 3.1 und 3.2 in diesem Beispiel erfiillt, und das
Optimalsteuerungsproblem ldsst sich mit € = (s,q4,$, )7 und w = (5,q4)7 wie
folgt formulieren:

Ii(u) = ty —min bzw. (5.6)
i Lo o T T :
L(u) = /; [u"B" (x) B(z)u + 2¢" (z) B(z)u + ¢’ (z)c(x)] dt — min (5.7

to

unter Beriicksichtigung von

jfl = I3, jfg = Ty, .i'g = Uy, .I.‘4 = U9, (58)
1‘1(0) = 0, l’Q(O) = —72, 1'3(0) = 0, $4(0) = 0, (59)
zi(ty) =1, x3(ty) =0, x4(ty) =0, (5.10)
B(x)u — Tpas +c(x) < 0, (5.11)

—B(z)u + T —c(x) < 0, (5.12)

qo(x) —wg < 0, (5.13)

—qo(x) —we < 0, (5.14)

Tyg — Wy S 0, (515)

—xry—wy <0, (5.16)

wobei die Beschrénkungen (5.11) und (5.12) wie in (3.44)—(3.46) durch Transforma-
tion von (5.4) entstehen. Sie geniigen der Annahme 4.1 und sind linear beziiglich
der Steuervariablen, allerdings iiber die Matrix B(x) miteinander verkoppelt. Die
Beschriinkungen (5.13)—(5.16) gehen mit g, () aus (3.9) und wg = (W, wa, w3z)?
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aus (5.5) hervor. Die Randbedingungen (5.9) und (5.10) sind lokal dquivalent zu
(5.2) und (5.3).

Bei zeitoptimaler Steuerung muss der Bereich der zuléssigen Steuerungen beschrénkt
sein, um Impulssteuerungen auszuschliefilen (Voraussetzung 4.1). Diese Vorausset-
zung ist hier erfiillt, da das durch (5.11), (5.12) definierte Polyeder beschrénkt ist.

Lemma 5.1 Das durch (5.11) und (5.12) definierte Polyeder
Pp(x) = {u € R?| B(x)u < Ty — c(x), —B(x)u < —Tpnin + () }

ist fiir alle zulidssigen © € R* beschrdnkt.

Beweis: Es werde angenommen, dass Pg(x) nicht beschriankt ist. Da Pg(x) konvex
ist, existieren dann Vektoren a,v € R? mit v # 0, so dass

w:=a+yv € Pg(x) Vy>0. (5.17)

Damit gilt:
B(xz)u + ¢(x) = B(x)a + yB(x)v + ¢(x).
Die Voraussetzungen 3.1 und 3.2 sind hier erfiillt. Daher hat die Matrix B(x) fir
alle zuliissigen & € R* den maximalen Rang N — n, + n, = 2. Zusammen mit v # 0
folgt daraus:
B(xz)v # 0.
Dann gibt es ein v* > 0, so dass fiir mindestens ein 7 € {1,...,4} gilt:
(B(x)u+c(x)), > Timae VvV (B@)u+c@)), < Timn V7>
= u ¢ Ppx) YVvy>~"

Dies ist ein Widerspruch zu (5.17). Die Annahme der Unbeschrénktheit von Pg(x)
war also falsch. O

Zur numerischen Berechnung der optimalen Steuerung wird in den folgenden Ab-
schnitten fiir die beiden Zielfunktionale I1(w) und Iy(w) die Theorie aus Kapitel 4
umgesetzt. Das Mehrpunkt-Randwertproblem fiir die Zustands- und adjungierten
Variablen wird aus den in Kapitel 2 angegebenen notwendigen Bedingungen herge-
leitet und dann mit der Mehrzielmethode gelost. Die Ergebnisse der zeitoptimalen
Bewegung finden sich in Kapitel 5.3 und Anhang A, die der energieoptimalen Be-
wegung in Kapitel 5.4 und Anhang B.

5.3 Zeitoptimale Losung

Fiir das transformierte Optimalsteuerungsproblem (5.6), (5.8)—(5.16) wird zunéchst
das Mehrpunkt-Randwertproblem der Zustands- und adjungierten Variablen aufge-
stellt, wobei besonders auf die Ubergangsbedingungen an Schaltpunkten der Steue-
rung und Kontaktpunkten von Zustandsbeschrénkungen mit verletzter Regularitéts-
bedingung eingegangen wird. Es folgen einige Bemerkungen zur numerischen Reali-
sierung und schlielich die Priasentation der Ergebnisse.
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5.3.1 Mehrpunkt-Randwertproblem

Bezeichne Bjj(x) das Element in der j-ten Zeile und k-ten Spalte der Matrix B(x)
und ¢;(x) die j-te Komponente des Vektors ¢(z). Dann lautet die Hamiltonfunktion
fiir das Optimalsteuerungsproblem (5.6), (5.8)—(5.16):

H1 = )\1{E3 + )\21'4 + /\3U1 + )\4U2 (518)
4
+ > 1y (Biy(@)us + Bjo (@)t — Tjma + ¢;()) (5.19)
j=1
4
— > iy (Bi(®)ur + Bjs(@)us — 7 nin + ¢;()) (5.20)
j=1
3 3
—+ ZV]' qj(.’L','U,) _lejJr:g dj(w,u)+u7u2 — Vg Us. (521)
i=1 j=1

Entlang der optimalen Losung tritt in diesem Beispiel fiir keine aktive Beschriankung
der Sonderfall Bji(x) = Bj2(x) =0 (j € {1,...,4}) ein. Mit (5.11), (5.12) liegen
also echte Steuerbeschrankungen vor. Auch der Sonderfall 9(d(¢;(x) —w;)/dt)/0u =
di;i(x,u)/Ou = 0T (i € {1,2,3}) muss hier nicht betrachtet werden. Damit sind
(5.13)—(5.16) jeweils Zustandsbeschriankungen erster Ordnung, die indirekt an die
Hamiltonfunktion angekoppelt werden (vgl. Kapitel 2.3).

Die Differentialgleichungen fiir die Zustandsvariablen & und die adjungierten Varia-
blen A ergeben sich aus (5.8) und (2.8) fir i = 1,2 zu

jﬁ'i = Tjy2, (522)
./I./‘i+2 = Uy, (523)
4 3 A
. 0B, 0B; oc; aq;
>\i = < 83;‘]-1 Uy + al‘j-Q Uy + a_xj) (Mj+4 - ,LL]) -+ Z aI‘J- (Vj+3 — Uj), (524)
jzl 1 (A 1 jzl (A
1 5, 3 i
\ _ J J
Aivz = —Ai+ ; &T—HQ(%’M — )+ ; I (Vj+s — vj). (5.25)
Die Randbedingungen setzen sich aus (5.9), (2.16) und (2.17) zusammen:
1’1(0) = O, l’1(tf) = 1, (526)
x3(0) = 0, z3(ty) =0, (5.28)
1‘4(0) = O, l’4(tf) = O, (529)
H1|t:tf = —1. (5.30)

An Schaltpunkten tg der Steuerung sind die folgenden Ubergangsbedingungen zu
erfiillen:

wi(ts) = z(th), i=1,...,4, (5.31)
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Hl|t:t§ = H1|t:t‘s" : (5'33)

In dem vorliegenden Beispiel sind an einigen Punkten gleichzeitig drei Steuerbe-
schrinkungen aktiv (siche auch Kapitel 5.3.2). Somit ist dort die Regularitidtsbe-
dingung (2.6) verletzt. Dies entspricht dem Fall 4 aus Kapitel 4.2.3. Das lineare
Optimierungsproblem zur Berechnung der optimalen Steuerung hat eine eindeutige
Losung in einer entarteten Ecke des zuléssigen Bereichs. Hier tritt dieser Fall aber
nur in isolierten Punkten ¢ ein, an denen zugleich die aktiven Steuerbeschriankungen
wechseln. Abb. 5.4 zeigt schematisch die Verdnderung des zulédssigen Steuerbereichs
und der optimalen Steuerung wug in einer Umgebung von t = ti. Dabei ist im Ge-
gensatz zu den restlichen Schaltpunkten die Steuerung ug stetig in t = tg. Trotzdem
konnen diese Punkte wie gewohnliche Schaltpunkte mit den Ubergangsbedingungen
(5.31)—(5.33) behandelt werden.

_________ ) g
y\ “/x Van
t<tpr t=1gr t>1tp

Abbildung 5.4: Schaltpunkt mit verletzter Regularitéitsbedingung.

Bei der Formulierung der Ubergangsbedingungen an Aufsprung-, Absprung- und
Kontaktpunkten von Zustandsbeschrinkungen wird sich auf die Punkte beschrénkt,
die in diesem Beispiel auftreten. Fiir die erste Zeile der Zustandsbeschriankung
(5.14) liegt ein Kontaktpunkt vor, (5.15) besitzt zwei Randstiicke (siehe auch Kapi-
tel 5.3.2). Die restlichen Zustandsbeschriankungen werden nicht aktiv.

Die Ubergangsbedingungen an Aufsprungpunkten ¢,,s von (5.15) lauten mit
h7($) =Ty — Wy S 0

nach Kapitel 2.3:

i(lyy) = @i(lhy), i=1,....4, (5.34)
Aj (t;uf) = A (t;_uf)7 J=123, (5.35)
M (tag) = A (thy) + oy (5.36)
Hilpope o = Hilg, (5.37)
Ty (tay) = wa (5.38)
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Folgende Ungleichungsnebenbedingungen fiir den Sprungparameter 7, sind a pos-
teriori zu verifizieren:

0, (5.39)
vr (th) - (5.40)

nauf

(AVARIYS

nauf

An Absprungpunkten von (5.15) miissen (5.31)—(5.33) erfiillt werden.

Fiir den Kontaktpunkt ¢x der Zustandsbeschrinkung
h4(:1:) = —ql (Q’J(tK)) — W1 S 0 (541)

konnen die Bedingungen aus Kapitel 2.3 nicht herangezogen werden, da in tx die
verschérfte Regularitdtsbedingung (2.19) verletzt ist. Neben (5.41) sind in ¢t = tx
noch zwei weitere Steuerbeschrankungen aktiv (siche Kapitel 5.3.2). Die aktive Zu-
standsbeschrinkung ldsst sich aber auch als Innere-Punkt-Bedingung der Form (2.4)
interpretieren. Dann ergeben sich mit

Y (x(th), ®(tx), t) = < _il(t(:)(t_f_f&t}(;‘” ) =0€cR’ (5.42)

aus (2.12)(2.14) weitere Ubergangsbedingungen:

H1|t:tK— - Hl|t:t} (543)

_ I (x(ty) .
)\i(tK):_&%—FQHI, 1=1,...,4
i\l

)\i(t}_():QiJrl? Z:17a4
A1 (x(ty))

= Niltx) = N(th) — o Ox;(th)

L i=1,....4 (5.44)
Mit dem Sprungparameter o, sind (5.42)—(5.44) die resultierenden Ubergangsbedin-
gungen bei t = tx. Sie entsprechen bis auf eine Vorzeichenbedingung fiir o, den
Bedingungen (2.28)—(2.31) fiir Kontaktpunkte von Zustandsbeschrankungen.

Die numerische Losung des Mehrpunkt-Randwertproblems (5.22)—(5.38) und (5.42)—
(5.44) erfolgt mit der Mehrzielmethode JANUS [19]. Hierftr wird das Integrations-
intervall [0,%/], wie in Kapitel 2.1 beschrieben, auf das Intervall [0, 1] normiert. Zur
Berechnung der Sprungparameter 7,,, und ¢; werden weitere triviale Differential-
gleichungen hinzugenommen.

Um die Steuerung v und die Multiplikatorfunktionen g und v zu jedem Zeitpunkt
zu bestimmen, wird, wie in Kapitel 4.2 beschrieben, vorgegangen. Zur Berechnung
der Winkel g, in Abhéngigkeit von s und ¢4 aus (5.1) wird ein geddmpftes Newton-
Verfahren eingesetzt. Die Massenmatrix M (q) und der Vektor k(q, g) aus den Be-
wegungsgleichungen sowie deren Ableitungen werden mit dem rekursiven Newton-
Euler-Algorithmus ausgewertet (vgl. Kapitel 1.3). Auch 7(q) und seine Ableitungen
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werden, wie in Kapitel 1.3 angedeutet, rekursiv berechnet. Zur effizienten und stabi-
len Auswertung der Bézier-Kurve (s) dient der Algorithmus von de Casteljau [34].
Darauf aufbauend steht nun eine rekursive Formulierung der rechten Seiten der
adjungierten Differentialgleichungen zur Verfiigung, in der insbesondere auch die
benotigten Ableitungen sehr genau und effizient berechnet werden kénnen. Siehe
hierzu auch [22, 23].

Die Mehrzielmethode liefert schliefilich die Losung des Mehrpunkt-Randwertpro-
blems an den Rand- und Schaltpunkten ; € [0, 1]. Weitere Zwischenwerte werden
durch Losen von Anfangswertproblemen auf den Intervallen [£;, €, [ mit einem ex-
pliziten Runge-Kutta- Verfahren [33, 96] berechnet. Die Ergebnisse zeigt der folgende
Abschnitt.

5.3.2 Ergebnisse

Fiir das transformierte Optimalsteuerungsproblem (5.6), (5.8)—(5.16) ergibt sich eine
minimale Endzeit der Bewegung von

t; = 0.60999s.

Die beiden Steuergréfien u; und wus repréisentieren die Beschleunigung des End-
effektors entlang der vorgegebenen Bahn und die Winkelbeschleunigung der vierten
Achse. Abb 5.5 zeigt ihren Verlauf iiber der normierten Zeit ¢ := t/ty € [0, 1]. Die
Schaltpunkte sind in Tabelle 5.5 aufgelistet.
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Abbildung 5.5: Verlauf der zeitoptimalen Steuergrofien.

Durch Riicktransformation der Steuer- und Zustandsgréfien ergeben sich die An-
triebsmomente 7; (i = 1,...,4) und die Winkelgeschwindigkeiten ¢; (i = 1,...,4)
in Abb. 5.6. Sie repréisentieren die gemischten Steuer- und Zustandsbeschréinkungen
(5.11) und (5.12), bzw. die reinen Zustandsbeschréinkungen (5.13)—(5.16). Abbildun-
gen weiterer Groflen aus der Optimalsteuerungsaufgabe finden sich in Anhang A.
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¢ = 0.058%4 & = 0.72137 & = 0.87156
£ = 0.32525 £ = 0.74642 £ = 0.90499
¢, = 0.58097 &, = 0.80963 &, = 091670
¢, = 0.67745 £ = 0.83547

Tabelle 5.5: Schaltpunkte der zeitoptimalen Steuerung.
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Abbildung 5.6: Zeitoptimale Antriebsmomente und Winkelgeschwindigkeiten.

&, ist ein Kontaktpunkt der Zustandsbeschrinkung (5.41). Gleichzeitig sind dort
zwei Antriebsmomente gesattigt, d.h. zusétzlich zwei gemischte Steuer- und Zu-
standsbeschriankungen aktiv. Dies ist eine Verletzung der verscharften Regularitéits-
bedingung (2.19). Fiir diesen Punkt wurden in Kaptitel 5.3.1 Ubergangsbedingun-
gen hergeleitet. Die Intervalle [¢;, £¢] und [£q, &) sind Randstiicke der Zustandsbe-
schrankung (5.15). Auf diesen Intervallen ist zusétzlich jeweils eine gemischte Steuer-
und Zustandsbeschrankung aus (5.11) oder (5.12) aktiv, was einem gesattigten An-
triebsmoment entspricht. Mit Ausnahme der Punkte &,, &5 und £;; sind ansonsten
immer genau zwei Antriebsmomente geséttigt. Dies bestétigt die Aussagen von Lem-
ma 4.2 und Lemma 4.3.

Des Weiteren lasst sich beobachten, dass ein Sprung in den Steuergrofien zu einem
Wechsel in den aktiven Steuerbeschriankungen korrespondiert. Das bedeutet, dass
sich die Losung des zugehorigen linearen Optimierungsproblems von einer Ecke zu
einer benachbarten Ecke des zulédssigen Bereichs fiir die Steuerungen bewegt. An den
Punkten &,, &; und &, tritt die in Abb. 5.4 dargestellte Situation ein. Die aktiven
Steuerbeschrinkungen wechseln dort mit einem stetigen Ubergang der Steuervaria-
blen.

Die Vorzeichenbedingungen (2.11), (2.20), (5.39) und (5.40) fiir die Multiplikator-
funktionen p und v sowie den Sprungparameter 7,,, sind erfiillt. Einen weiteren
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empfindlichen Test fiir die Korrektheit der Losung stellt die Hamiltonfunktion be-
reit. Sie muss konstant sein, da es sich hier um ein autonomes Problem handelt.
In diesem Beispiel ist das mit einer relativen Genauigkeit von TOL < 10719 erfiillt
(siche Abb. A.3 in Anhang A). Diese Toleranz ist zugleich eine ungefiahre Schitzung
fiir die relative Genauigkeit der gesamten Losung.

5.4 Energieoptimale Losung

Ergénzend zu der zeitoptimalen Losung wird noch eine energieoptimale Losung be-
rechnet. Die Endzeit der Bewegung wird dabei fest vorgegeben und in diesem Beispiel
um 15% hoher als die in Kapitel 5.3 berechnete minimale Endzeit gewéhlt. Sie ergibt
sich damit zu

ty =0.70149s.

Mit dem Zielfunktional I5(w) lautet die Hamiltonfunktion fiir das Optimalsteue-
rungsproblem (5.7)—(5.16):

H, = = [u"B" () B(z)u + 2¢” (z) B(x)u + ¢’ (z)c(z)] +H,

Z

J/

::L;(,a:,u)
wobei H; die Hamiltonfunktion aus (5.18)-(5.21) ist. Die Sonderfille Bj(x) =
Bjs(x) = 0 (j € {1,...,4}) und 9gi(z,u)/0u = 0" (i € {1,2,3}) treten auch
in diesem Beispiel nicht ein. Fiir die adjungierten Differentialgleichungen folgt dann
(i=1,2):

4

}\i = —aaij + Zl (aanilm + 88ii2u2 + g—z) (Nj+4 - Mj) +
3 4.
S wga =), (5.45)
Sa = P SO S Y (s
’ Oty = Oxipo T4 1 et Oxipy 770
Dazu kommen die Differentialgleichungen (i=1,2)
T; = Tipo, (5.47)
Tigo = U4 5.48)
mit den Randbedingungen
21(0) = 0, 2i(ty) =1, 5.49)
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£E3( ) = O, .Q?g(tf) = O, (551)
ty = 0.70149. (5.53)

In diesem Beispiel treten nur freie Teilstiicke und Randstiicke der Beschrankung

g7(x,u) := —Bs1(x)uy — Bsa(x)us — c3(x) < —T3min (5.54)
auf. Die Ubergangsbedingungen fiir Punkte t,, in denen (5.54) aktiv wird, lauten
ri(ty) = alty), i=1,...,4 (5.55)
N(t) = N@ED), i=1,...,4, (5.56)
g7|t:t; = 0. (557)

Fiir die Punkte #, in denen (5.54) wieder inaktiv wird, ergeben sich entsprechend
die folgenden Ubergangsbedingungen:

N(ty) = N, i=1,....4, (5.59)
gl = 0. (5.60)

Steuerung und Multiplikatorfunktionen werden, wie in Kapitel 4.1 beschrieben, be-
stimmt. Das Mehrpunkt-Randwertproblem (5.45)—(5.53), (5.55)—(5.60) wird mit der
Mehrzielmethode JANUS [19] gelost, woraus sich der in Abb. 5.7 dargestellte Ver-
lauf fiir die Steuervariablen ergibt. In Tabelle 5.6 sind die zugehorigen Schaltpunkte
zusammengefasst Die Riicktransformation liefert die Ergebnisse fiir die Antriebsmo-
mente 7; (i = 1,...,4) und die Winkelgeschwindigkeiten ¢; (i = 1,...,4) (Abb. 5.8).
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Abbildung 5.7: Verlauf der energieoptimalen Steuergréfien.

Diese Losung enthélt nun auch Intervalle, in denen keine Beschrankung aktiv ist,
was bei der zeitoptimalen Losung laut Lemma 4.2 nicht moglich gewesen wiére.
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¢, = 0.37100 & = 0.59262 & = 0.78866

Tabelle 5.6: Schaltpunkte der energieoptimalen Steuerung.
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Abbildung 5.8: Energieoptimale Antriebsmomente und Winkelgeschwindigkeiten.

Dariiberhinaus ist die Losung deutlich glatter als im zeitoptimalen Fall. In Anhang B
finden sich Abbildungen weiterer Gréflen aus der Optimalsteuerungsaufgabe. Die
Multiplikatorfunktionen sind bis auf p; alle identisch Null. Die Vorzeichenbedingung
fiir 1, muss a posteriori verifiziert werden. Sie ist hier erfiillt. Die Hamiltonfunktion
ist mit einer relativen Genauigkeit von TOL < 107! konstant (siche Abb. B.3 in
Anhang B), was die hohe Genauigkeit der gesamten Losung widerspiegelt.
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Abbildungen zum Beispiel aus
Kapitel 5.3

1 3
0.8f
0.67 —
— o
" had
0.4t "
0.2¢
OO 0.2 0.4 0.6 0.8 1 _0'50 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t/tf t/tf
150
100
o — 4
;r 50f —q,
™ 0 q3 |
% —q,
O
- -50r 1
O
-100 1
-150

t/tf

Abbildung A.1: Optimaler Verlauf des Bahnparameters s, der Bahngeschwindigkeit $
und der Achswinkel ¢; (i =1,...,4).
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Abbildung A.2: Optimaler Verlauf der adjungierten Variablen \; (i = 1,...,4).
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Abbildung A.3: Die Hamiltonfunktion H muss in diesem Beispiel konstant —1 sein.
Wegen der besseren Anschaulichkeit wird H + 1 dargestellt.
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Abbildungen zum Beispiel aus
Kapitel 5.4
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Abbildung B.1: Optimaler Verlauf des Bahnparameters s, der Bahngeschwindigkeit $
und der Achswinkel ¢; (i =1,...,4).
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Anhang B. Abbildungen zum Beispiel aus Kapitel 5.4
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Abbildung B.2: Optimaler Verlauf der adjungierten Variablen \; (i = 1,...,4).
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Abbildung B.3: Die Hamiltonfunktion H muss in diesem Beispiel konstant sein.
Wegen der besseren Anschaulichkeit wird H — H(0) dargestellt.
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