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1 Einleitung

1.1 Aktoren: Unverzichtbare Wirkelemente

Aktorik, Sensorik und Informationsverarbeitung bilden die Grundlage zur Überwa-
chung und Beeinflussung technischer und nicht-technischer Prozesse. Jeder lebende
Organismus nimmt seine Umwelt über Rezeptoren (Sensoren) war, deren Eindrücke
er im Nervensystem oder Gehirn verarbeitet. Elektrische Signale übertragen die Re-
aktionen in wenigen Millisekunden zu den Effektoren (Aktoren), seien das einzelne
Muskeln oder gesamte Extremitäten, die wiederum mit der Umwelt, dem umgeben-
den Prozess interagieren. Diese Vorgänge lassen sich in nahezu jedem technischen
System finden, das definierte Energie- oder Stoffflüsse mit Hilfe seiner Aktoren rea-
lisiert. Die Aktoren stellen dabei unverzichtbare Verbindungsglieder zwischen dem
informationsverarbeitenden Teil und dem zu beeinflussenden Prozess dar. Sie wer-
den im Idealfall leistungslos angesteuert und lassen sich funktional in Energiewandler
und Energiesteller unterteilen [56]. Neben dem Begriff Aktor haben sich im deutschen
Sprachgebrauch auch das aus dem Englischen entlehnte Aktuator und die Bezeich-
nung Stellglied etabliert.

Im Zuge der Technikgeschichte wurden unzählige Varianten an Aktoren entwickelt,
die sich aber auf einige überschaubare klassische und neue Prinzipe zurückführen
lassen. Als neue oder unkonventionelle Aktoren gelten piezoelektrische, magneto-
striktive und elektrostriktive Festkörper-Energiewandler, aber auch Formgedächt-
nismetall-Legierungen, elektro- und magnetorheologische Flüssigkeiten (ERF, MRF)
sowie elektrochemische oder chemomechanische Aktoren. Mit ihnen lassen sich deut-
lich verbesserte Dimensionen hinsichtlich ihrer Reaktionszeit und Präzision, ihres
Energiebedarfs und dem Bauvolumen erreichen [59]. Dennoch haben die klassischen
Aktorprinzipien nichts von ihrer Bedeutung eingebüßt. Im Gegenteil, auch in den ver-
meintlich „alten“ Branchen besteht im Globalisierungszeitalter ein enormer Druck
zur Innovation und Weiterentwicklung. Alte Anwendungsbereiche fallen weg und
neue entstehen, die allerdings speziell angepasste Aktorlösungen erfordern. Da es
den Universalaktor nicht gibt, müssen Ingenieure um die Eigenschaften, Chancen
und Grenzen der verschiedenen Aktorprinzipe wissen, um schließlich das am besten
geeignete auszuwählen und optimal zu gestalten. Tabelle 1.1 vergleicht die wichtigs-
ten klassischen Aktorikbereiche und den piezoelektrischen Effekt für die Anwendung
im Maschinenbau (vgl. auch [136,143]), der in Deutschland noch immer ein wichtiger
Wirtschaftsfaktor und Wohlstandsgarant ist.

Für industrielle Anwendungen sind die elektrischen Aktorprinzipe besonders inter-
essant, da sie tatsächliche Energiewandler darstellen. Demgegenüber gelten die fluid-
technischen Aktoren als Energiesteller, die immer auf Hilfsmedien, d.h. Druckluft
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Tabelle 1.1: Vergleich verschiedener Aktorprinzipe für Anwendungen im Maschinenbau

Aktor-
prinzip

piezo-
elektrisch

pneumatisch
hydraulisch

elektro-
dynamisch

elektro-
magnetisch

Funktion mechanische
Verformung durch
elektrisches Feld

Umwandlung von
in Druckluft/-öl ge-
speicherter Energie

Kraft auf strom-
durchflossenen

Leiter im
Magnetfeld

Kraft an
Permeabilitäts-
Grenzflächen

im Magnetfeld

Hub 0,1 % Dehnung > 1000 mm > 100 mm < 10 mm
Frequenzen kHz < 200 Hza kHz < 500 Hzb

Kraftdichte sehr hoch hoch gering hoch
Bauvolumen klein großc groß klein
Temperatur-
bereich

−100 ℃ —
+(150 . . . 320) ℃

−20 ℃ —
+(80 . . . 150) ℃

−250 ℃ —
+(150 . . .) ℃

−250 ℃ —
+(100 . . . 350) ℃

Lebensdauer sehr hoch mittel hoch hoch
Geräusche gering hoch gering gering
Sonstiges hohe

Spannungen
Hilfsmedien
erforderlich

Erwärmung,
Kühlung nötig

oft Regelung
erforderlich

a im Allgemeinen durch Servoventilbandbreite begrenzt
b im Allgemeinen durch Ummagnetisierungsprozesse begrenzt
c vor allem durch Peripherie (Pumpen, Leitungen, etc).

oder -öl angewiesen sind. Die Nutzung der Hilfsenergie gestattet immense Leistungs-
dichten, doch nicht immer sind die zusätzlichen Funktionselemente von Vorteil. Inte-
grierte mechatronische Produkte verlangen oft baulich kompakte Antriebslösungen,
die bei den klassischen Aktoren nur durch elektrisch betriebene Systeme realisierbar
sind. Der piezoelektrische Effekt bietet mit seinen hochfrequenten Volumenänderun-
gen und großen Stellkräften auf kleinem Bauraum die perfekten Voraussetzungen
für die Integration in Klein- und Kleinstsysteme. Allerdings sind seine geringen
Stellwege und die hohen notwendigen Spannungen oft auch einsatzbeschränkend.
Leistungsmäßig zwischen fluidtechnischen und piezoelektrischen Systemen sind nun
die elektrodynamischen und elektromagnetischen Aktoren positioniert, basierend auf
den Kraftwirkungen elektromagnetischer Felder. Im Folgenden sollen diese Antriebe
genauer beschrieben und insbesondere die elektromagnetischen Reluktanzaktoren
bezüglich ihrer Leistungsfähigkeit und Anwendung eingeordnet werden.

1.2 Klassifizierung magnetischer Reluktanzaktoren

Als elektromagnetische Aktoren im weiteren Sinne werden elektro-magneto-mechani-
sche Energiewandler bezeichnet, die elektromagnetische Feldwirkungen zur Krafter-
zeugung nutzen. Industriell bedeutsam sind zwei Arten elektromagnetischer Kräfte,
die in Abschnitt 2.1.3 ab Seite 22 eingehender betrachtet sind:

• Elektrodynamische Kräfte: Kräfte auf bewegte Ladungen bzw. stromführende
Leiter im Magnetfeld;

• Magnetische Reluktanzkräfte: Kräfte an Trennflächen verschiedener magneti-
scher Permeabilitäten im Magnetfeld (z.B. Eisen-Luft-Grenze).
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Die erste Gruppe der elektrodynamischen Kräfte oder Lorentz
1-Kräfte weist ei-

ne direkte Proportionalität zum Strom auf und ist industriell weit verbreitet. Jede
rotierende elektrische Maschine, d.h. Gleichstrom-, Synchron- oder Asynchronmo-
tor, aber auch ein entsprechender Generator, nutzt die Kräfte auf stromdurchflos-
sene Leiter im Magnetfeld. Die Einsatzgebiete sind dementsprechend vielfältig und
reichen von Kleinstantrieben in der Mikrotechnik (Medizintechnik, Robotik) über
Kleinmotoren in Haushaltsgeräten (Küchenmaschine, Mixer, Fön) bis zu Maschi-
nen mit mehreren Megawatt Leistung in großindustriellen Anlagen (Kraftwerksge-
nerator, Eisenbahnantrieb). Ebenfalls zu den elektrodynamischen Aktoren zählen
Tauchspulantriebe (Lautsprecher, elektrodynamische Shaker), Linearantriebe oder
Magnetschwebebahnen, die sich alle durch eine translatorische Bewegung hervorhe-
ben, die nur konstruktiv, aber nicht funktionell begrenzt ist.

Magnetische Reluktanzkräfte dagegen können nicht über unbegrenzte Strecken wir-
ken. Gleichwohl ist ihre Kraftdichte sehr hoch und erschließt damit sehr viele An-
wendungen in allen Bereichen der Technik. Elektromagnetische Reluktanzantriebe
sind aber seltener eigenständige Endprodukte, sondern häufig Bestandteil komple-
xer Funktionsgruppen, z.B. als Ventilmagnete in der Hydraulik und Pneumatik, als
Betätigungs- und Verriegelungsmagnete in Relais und Schützantrieben, als Schwing-
magnete in Pumpen oder als kraftschlüssige Übertragungselemente in Kupplungen
und Bremsen. Auch Magnetlager in radialer oder linearer Bauform nutzen haupt-
sächlich Reluktanzkraftwirkungen. Als Synonym für magnetische Reluktanzantriebe
wird oft der Begriff Elektromagnetischer Aktor (im engeren Sinne) oder kurz Elek-
tromagnet gebraucht, denn nach VDE und DIN Norm-Vorschriften versteht man
unter elektromagnetischen Aktoren solche, die als wesentliches Merkmal eine me-
chanische Kraft auf einen ferromagnetischen Körper durch die elektromagnetische
Feldwirkung ausüben [13]. Folglich sind elektrodynamische Systeme tatsächlich nur
elektromagnetische Aktoren im weiteren Sinne. Zusätzliche Definitionen zum Begriff
„Magnetaktor“ geben Bolton und Dutoit et al. [10, 30] an.

Die Geschichte elektromagnetischer Aktoren reicht bis in das 19. Jahrhundert2 zu-
rück, und man hat immer wieder versucht, die Vielfalt an Lösungen zu ordnen.
Wesentliches Kennzeichen der Elektromagnete sind begrenzte, translatorische oder
rotatorische wechselsinnige Bewegungen [62]. Reluktanzkräfte wirken im Gegensatz
zu den elektrodynamischen nur unidirektional und erfordern für die Bewegungsum-
kehr entweder mechanische Rückstellelemente oder einen zweiten Magnetaktor. Eine
Klassifizierung der mannigfaltigen Reluktanzantriebe ist nun in mehreren Formen
möglich [130], wobei hier nur Geräte mit Anker betrachtet werden:

• Art der Erregung: Gleichstrom-, Wechselstrom- und Impulserregung, gesteuer-
te und geregelte Erregung;

• Kraftwirkung, Bewegungsform: Zug-, Stoß-, Dreh-, Halte-, Führungs- und
Schwingmagnete;

• Magnetkreisform: U-, E- und Topfmagnete;

1 Hendrik A. Lorentz (1853-1928): Niederländischer Mathematiker und Physiker, nicht zu
verwechseln mit dem dänischen Physiker Ludvik V. Lorenz (Lorenz-Eichung [55]).

2 Erster Elektromagnet 1825 von William Sturgeon (Relaisantrieb), erste deutsche Arbeiten
um 1910 und erstes deutsches Buch im Jahre 1930 von Jasse [58].
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• Hublänge: Lang-, Mittel- und Kurzhub im Vergleich zum Ankerdurchmesser;
• Anwendung: Hydraulikmagnete, Schützantriebe, Schwingerreger/Rüttler,

Druckmagnete, Verriegelungsmagnete, Mikroaktoren, Pumpen- und Kompres-
sormagnete, Relaismagnete, etc.

Ungeachtet dieser verschiedenen Schemata, die natürlich nicht vollständig sein kön-
nen, lassen sich alle Magnetaktoren auf ihre mechatronische Grundstruktur reduzie-
ren. Diese in Bild 1.1 skizzierte gemeinsame Basis unterstützt die Systematisierung
ihrer Eigenschaften, die auch in dieser Arbeit angestrebt wird. Eine solche mecha-
tronisch induzierte Ordnung liefert dem Ingenieur schließlich Entwicklungsmetho-
den, die fächerübergreifend ein optimales Antriebsdesign gestatten. Der Begriff der
Mechatronik wurde von der japanischen Yaskawa Electric Cooperation ge-
prägt [147] und stand ursprünglich insbesondere in der Feinmechanik für die Ver-
knüpfung von Elektrotechnik und Maschinenbau. Heute versteht man Mechatronik
im Allgemeinen als interdisziplinäres Zusammenspiel verschiedener mechanischer,
elektronischer und informationstechnischer Systeme. Gerade die im Magnetaktor
kombinierten elektrischen, magnetischen und mechanischen Elemente gemeinsam
mit den informationstechnischen Lösungen zur Signalerfassung und Regelung ver-
deutlichen das vorteilhafte Ineinandergreifen der verschiedenen Domänen (Bild 1.1).
Im Zusammenhang mit einer stetig leistungsfähigeren Datenverarbeitung zeichnen
sich dabei immer intensivere Informationsflüsse innerhalb der mechatronischen Sys-
teme ab. Es entstehen intelligente elektromagnetische Antriebe, die durch moderne
Leistungs- und Mikroelektronik eine zunehmende Flexibilität, Kompatibilität und
Kompaktheit bei reduziertem Energieverbrauch aufweisen [62].

Der große Vorteil der elektromagnetischen Aktorstruktur ist ihr Aufbau ohne Über-
tragungselemente, d.h. die Kraftwirkung erfolgt direkt auf das anzutreibende Ele-
ment. Weiter hervorzuheben sind die einfache Integrationsmöglichkeit in hierarchisch
übergeordnete Baugruppen, die stromlose Funktionssicherheit durch Dauermagnete,
die hohen erreichbaren Genauigkeiten sowie die guten dynamischen Eigenschaften
der magnetischen Reluktanzantriebe. Demgegenüber stehen immer kundenspezifi-
schere Lösungen, die besonderen Anpassungsbedarf haben und ein gewisses Maß an
Know-How und Entwicklungserfahrung erfordern. Schließlich lässt sich das gesamte
Leistungspotenzial auch erst bei Verwendung geeigneter Steuerungs- oder Regel-
algorithmen ausnutzen. Um das Verständnis diesbezüglich zu erleichtern, möchte
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Bild 1.1: Das mechatronische System
Magnetaktor

EL . . . Elektromagnetische Leistungseinheit
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diese Arbeit speziell für die große Gruppe der translatorischen Reluktanzantriebe
einen Beitrag zu deren systematischer Entwicklung und Regelung leisten. Es sollen
Stellglieder betrachtet werden, die vorgegebene Bewegungen auch bei unbekannten
äußeren Einflüssen exakt reproduzieren und damit eine Regelung des Antriebsele-
ments benötigen. Für die Erzeugung kontinuierlich geregelter Magnetkräfte über
Stellwege von mehreren Millimetern waren bisher die elektrodynamischen Antriebe
maßgebend. Allerdings bieten Reluktanzaktoren prinzipbedingt höhere Kräfte auf
kleinerem Bauraum, wenn die räumlich im magnetischen Material verteilten Felder
entsprechend kontrolliert werden können. Gerade bei Hüben unter zehn Millimetern
bieten die Reluktanzantriebe im Zuge verbesserter Materialien eine gute Alternative
zu den elektrodynamischen Systemen. Zur Verdeutlichung der Möglichkeiten und zur
Wissensaufarbeitung werden im folgenden Abschnitt vorhandene Reluktanzaktoren
vorgestellt sowie der aktuelle Stand der Technik diskutiert.

1.3 Stand der Forschung

Die vorliegende Arbeit baut auf vorhandenen elektromagnetischen Stellgliedern auf,
die unter Ulbrich in Essen und München entwickelt wurden [98, 136, 144]. Diese
Reluktanzantriebe entstanden im Rahmen der Beeinflussung instabiler Rotorsyste-
me über aktive Fanglager, für die keine adäquat kompakten und leistungsfähigen
Aktoren mit elektrischer Energieaufnahme verfügbar waren. Über die Zeit wurde als
weiteres Anwendungsfeld die Schwingungsanregung von Systemen erschlossen (Le-
bensdauertests, Qualitätssicherung, etc.), das auch dieser Arbeit zu Grunde liegt.
Für die ersten Aktoren dieser Art galten folgende Anforderungen:

• Stellwege: 0,5 mm . . . 2 mm;
• Stellkraft: kN-Bereich;
• Stellfrequenz: ≥ 200 Hz;
• lineares Übertragungsverhalten: Stellkraft ↔ Stellweg (aktive lineare Feder);
• geringstmöglicher Bauraum;
• energieeffizient: hoher Wirkungsgrad, geringe Wärmeverluste, saubere Energie;
• reduzierter Aufwand an Sensorik und Leistungselektronik.

Viele dazu ähnliche Aspekte finden sich bei aktiven Magnetlagern [122], allerdings
mit weitaus geringeren Lageänderungen. Die hier behandelten Reluktanzaktoren
haben einen signifikant größeren und im Betrieb stark variierenden krafterzeugenden
Luftspalt, der für Entwicklung und Regelung neue Herausforderungen birgt. Der
Vorstellung der genannten Reluktanzaktoren schließt sich ein Resümee zum Stand
der internationalen Forschung bezüglich Magnetsystementwurf und Regelung an.

1.3.1 Fanglageraktoren: Erste Prinzipe SVM, PVMa & PVMk

Grundlegende Prinzipe für die oben beschriebenen Anforderungen und Einsatzgebie-
te beschreibt erstmalig Wang in [144]. Er behandelt fünf verschiedene Stellglieder
theoretisch und führt Experimente bezüglich ihrer statischen und dynamischen Ei-
genschaften durch. Bild 1.2 gibt einen Überblick über die untersuchten Systeme
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Bild 1.2: Konstruktiver Aufbau der von Wang untersuchten Magnetaktoren [144]

und deren Aufbau. Ausgehend von einem Referenzstellglied mit Strom-Vormagneti-
sierung erwiesen sich Aktoren mit dauermagnetischer Vorspannung bei Verwendung
weichmagnetischer Magnetkerne (Permenorm 5000 H3) als am leistungsfähigsten.
Nachteilig erschien beim PVMk-Prinzip die serielle Platzierung der Dauermagnete
(μr ≈ 1,05) im Spulenflusskreis und somit die Kraftreduzierung durch den erhöhten
magnetischen Widerstand im Magnetkern. Aus dem Kernmaterial St37 (Sättigung
≈ 2,1 T) resultierten beim PVMa zwar höhere Kräfte, jedoch sind die magnetischen
St37-Eigenschaften nicht gesichert. Ein weiterer PVMa-Nachteil ist die technologisch
anspruchsvolle Platzierung der Permanentmagnete im Anker, die im Betrieb über-
dies zur kritischen Stoßbeanspruchung der spröden Hartmagnete führen kann.

1.3.2 Fanglageraktoren: Verbesserter Typ PVM2s

Wangs Ergebnisse zeigen, dass das Magnetkreisdesign neben Vormagnetisierungsart
und Kernmaterial eine wesentliche Rolle für die Leistungsfähigkeit von Reluktanz-
aktoren spielt. Ausgehend von dieser Erkenntnis analysierte Oberbeck in [98] zwei
Aktoren aus [144] und entwickelte den dieser Arbeit zu Grunde liegenden Magne-
taktor PVM2s. Sein im linken Teil von Bild 1.3 dargestellter Aufbau zeichnet sich
insbesondere durch die Nichtbeeinflussung der Dauermagnete durch das Spulenma-
gnetfeld aus. Charakteristisch für den Typ PVM2s ist die Nutzung zweier anziehen-
der Reluktanzkräfte an räumlich durch den Magnetkern (2) getrennten Luftspalten
(7). Während die bisherigen Prinzipe eine zentrale Anzugscheibe (3) aufwiesen, be-
sitzt das PVM2s-Prinzip zwei äußere Anzugscheiben, die per Stellachse (1) starr
verbunden sind [99].3 Der aus dem weichmagnetischen Material Permenorm 5000

3 Der PVM2s-Magnetkreis wurde außer von Oberbeck und Ulbrich in [99] später auch von
Shang und Reuber als Patent [123] veröffentlicht.
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links: Schematischer Aufbau mit Nummerierung nach Bild 1.2
(Dauermagnetfluss [—], Spulenmagnetfluss [– –], Strom i > 0 → Stellkraft F > 0)

rechts: Magnetisches Ersatznetzwerk des optimierten Aktors PVM2s

H2 gefertigte Magnetkern enthält zum einen den radial magnetisierten Dauerma-
gnetring (5), bestehend aus nPM Quadermagneten. Weiterhin sind zwei in Reihe
geschaltete Spulen (4) über und unter dem permanentmagnetischen Ring angeord-
net. Zwei Plattenfedern (6) sichern die axial weiche und zugleich radial sehr steife
Lagerung des gesamten Ankers4. Zur Beschreibung des Aktorzustands werden aus-
gehend von Bild 1.3 folgende Symbole und Konventionen eingeführt:

• Elemente der oberen Aktorhälfte mit Index 1, untere Elemente mit Index 2;
• positiver Stromfluss i > 0 bewirkt positive Stellkraft F ;
• positive Stellkraft F bewirkt positive Stellbewegung in +x-Richtung

(Auslenkung nach oben);
• Ruheluftspalt x0 bei fehlender Auslenkung (x = 0).

Damit ergibt sich die Länge der beiden Luftspalte x1 und x2 aus (1.1), während die
Aktorstellkraft F nach (1.2) die Differenz der beiden magnetischen Reluktanzkräfte
Fm2 und Fm1 abzüglich der Plattenfederkraft Fc ist, d.h. der untere Luftspalt erzeugt
die Kraft nach oben und umgekehrt.

x1 = x0 + x ∧ x2 = x0 − x (1.1)
F = Fm2(x,i)− Fm1(x,i)− Fc(x) (1.2)

Im stromlosen Zustand der Spulen wirkt im Aktor nur die dauermagnetische Durch-
flutung ΘPM . Diese Grunddurchflutung erzeugt bei symmetrischer Lage der Anzug-
scheiben (x = 0) einen ebenfalls symmetrischen Magnetfluss gleicher Stärke durch
beide Luftspalte (durchgezogene Linie in Bild 1.3). Eine Auslenkung des Ankers
führt im sich verkleinernden Luftspalt zu einer Fluss- bzw. Kraftzunahme, welche
die Ankerposition weiter destabilisiert. Diese negative magnetische Steifigkeit cM(x)
wird auch durch die mechanische Plattenfeder cF (x) < |cM(x)| ∀x nicht vollends
kompensiert. Eine Durchflutung Θ durch die gleichsinnig bestromten Erregerspu-
len führt zur materialbedingt nichtlinearen Überlagerung von Dauermagnet- und

4 Anker: Bewegter Teil des Aktors, bestehend aus Stellachse, Anzugscheiben und Prüfling.
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Spulenfluss (gestrichelte Linie in Bild 1.3), so dass das Dauermagnetfeld in einer Ak-
torhälfte geschwächt und im anderen Teil des Kerns verstärkt wird. Die identische
Spulenbestromung hat den Vorteil, dass kein von ihr erzeugtes Magnetfeld durch
den Dauermagnetring dringt und diesen entmagnetisiert. Zugleich wird auch der
Spulenfluss nicht durch den hohen permanentmagnetischen Widerstand geschwächt
und die Anordnung erweist sich als außerordentlich energieeffizient.

In [98] wird die Modellierung der statischen Magnetkräfte mit magnetischen Er-
satznetzwerken durchgeführt (Bild 1.3 rechts). Zur Berücksichtigung von Streuung
und Materialsättigung werden ein empirisch bestimmter Streufaktor σ und nume-
risch ermittelte Sättigungsfaktoren kμ(i,x) auf Basis gescherter Magnetkennlinien
(Entmagnetisierungsfaktor N) benutzt. Aus den Netzwerken ergeben sich schließ-
lich der Kraft-Stromfaktor ki(i,x) und der Kraft-Weg-Faktor kx(x) als nichtlineare
Koeffizienten für die resultierenden Magnetkräfte. Auf Basis der empirisch ermittel-
ten Streufaktoren und Sättigungskurven zeigen sich dann gute Übereinstimmungen
zwischen simulierter und gemessener statischer Kraft. Die in [98] präsentierten dyna-
mischen Systemmodelle umfassen das Spulensystem als Verzögerungssystem erster
Ordnung (Lag, PT1-Glied) mit konstanter Induktivität L sowie die dynamischen
Magnetisierungsprozesse. Letzteren tragen ein PT1-Modell wegen der Hysteresever-
luste und ein Lag-Lead-Glied aufgrund der Wirbelströme Rechnung.

Beim Betrieb des PVM2s-Aktors kompensiert eine Feedback-Linearisierung die stati-
sche Kraft-Nichtlinearität, so dass aus regelungstechnischer Sicht ein proportionales
Strom-Kraft-Verhalten F = k∗i · i existiert. Auf die statisch linearisierte Strecke wird
dann ein PID-Lageregler für starre Massen angewendet. Die Positionsbestimmung
erfolgt über berührungslose Wirbelstromsensoren und das per Regelung generierte
Stellstromsignal setzt ein analoger Stromverstärker in den entsprechenden Spulen-
strom am PVM2s-Aktor um. Aktuell werden diese PVM2s-Aktoren in einem aktiven
Fanglager erfolgreich zur Minderung von Reibstößen zwischen einem flexiblen Rotor
und dem Lagerring eingesetzt [45].

1.3.3 Entwurf und Berechnung magnetischer Aktoren

Für den Entwurf, die Modellierung und Simulation magnetischer Systeme ist auf-
grund der langjährigen Geschichte ein reicher Erfahrungsschatz vorhanden. Es sollen
zuerst Grundlagen vermittelnde Werke empfohlen werden, die jedem Entwickler das
notwendige Rüstzeug zum Magnetkreis-Design mitgeben. Anschließend erfolgt ein
Auszug aus Veröffentlichungen der internationalen Fachwelt zum aktuellen Stand
der Technik für Modellierungsmethoden elektromagnetischer Aktoren.

Als Standardwerk für alle Anwender, Entwickler und Erforscher elektromagnetischer
Aktoren dient Kallenbach, E. et al.: Elektromagnete – Grundlagen, Berechnung,
Entwurf und Anwendung [62]. Bereits in der zweiten Auflage widmet sich dieses in
der Fachrichtung einzigartige Buch mit einer umfassenden Übersicht allen Themen
von Entwurf, Gestaltung, Ansteuerung oder Dynamik elektromagnetischer Aktoren
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mit dem Schwerpunkt auf einfach wirkenden Hubmagneten. Als ergänzender Über-
blick über elektrische Kleinantriebe sei auf Stoelting et al. [130] aus der gleichen
Schule verwiesen. Michalowsky und Schneider [90] führen sehr umfassend in
die Magnettechnik, d.h. die Hardware ein und behandeln schon in dritter Aufla-
ge Werkstoffgrundlagen und Materialeffekte sowie einfache Magnetkreisberechnung,
magnetische Messmethoden und Anwendungen. Eine sehr gute Darstellung der elek-
tromagnetischen Grundlagen, analytischer und numerischer Feldberechnungsverfah-
ren sowie möglicher Anwendungen elektromagnetischer Wandler und Sensoren in der
Mechatronik präsentieren Cassing et al. [13]. Für einen sehr anschaulichen Einstieg
in die numerische Berechnung elektromagnetischer Felder, beginnend mit eindimen-
sionalen Problemen bis zum räumlichen Fall, bieten sich Fetzer et al. [37] an. Es
wird natürlich die Finite-Elemente-Methode (FEM) vorgestellt, aber auch die Rand-
elementmethode (BEM: Boundary Element Method) und die Kopplung beider sind
beschrieben, die eine elementeffiziente Beschreibung von Systemen mit umgebender
Luft ermöglicht. Allerdings bleiben die Ausführungen auf die physikalischen Phäno-
mene beschränkt und enthalten keine Hinweise zur numerischen Umsetzung.

Von der breiten Anwendbarkeit der Netzwerkmethode kann man sich in Lenk et al.
[76] überzeugen, die neben den elektrischen Grundlagen nicht nur die Analogien
zur Magnetik, sondern auch zur Piezoelektrik, Mechanik, Hydraulik und Akustik
beschreiben. Erst in dieser Gesamtheit wird das Potential der analytischen Mul-
ti-Domänen-Beschreibung zur vollständigen Simulation mechatronischer Systeme
deutlich. Basierend auf magnetischen Ersatznetzwerken (MEN) entwickelt Ströh-

la [131] Methoden zur Modellierung und Simulation elektromagnetischer Systeme
(statisch und transient), die auch Hysterese, Sättigung, Wirbelströme und Streu-
ung beinhalten. In seiner Arbeit sind alle Feld- und Kraftauswertungen auf die
Magnetenergie zurückgeführt, wodurch beispielsweise zur Kraftberechnung die ma-
terialbedingten Nichtlinearitäten nicht mehr in den Gleichungen auftauchen. Die
Möglichkeiten der Netzwerkberechnung nach [131] nutzt Kallenbach, M. [64] zur
Erweiterung der Entwurfsmethodik für mechatronische Systeme nach der VDI-Richt-
linie 2206 für mikromechatronische Systeme [141]. Er untersucht und bewertet acht
verschiedene Magnetkreisgrundformen von neutralen und polarisierten Hub- und
Klappankermagneten. Der Beitrag weist vor allem auf die für den leistungsfähigen
Entwurf notwendige optimale Abstimmung von Gestaltung, Wärmeabführung und
Ansteuerung sowie die wichtige Volumen- und Funktionenintegration hin. Eine Ar-
beit mit ähnlichem Ziel liefert Joneit [60], der Methoden zur Modellierung und
Simulation elektromagnetischer Antriebe in der Feinwerktechnik zusammenstellt.

Roschke [110] konzentriert sich auf den systemtechnischen Entwurf, die Modellie-
rung und Regelung elektromagnetischer Schützantriebe, liefert zugleich aber auch
sehr viele praktische Informationen zu den Grundlagen und Materialien elektroma-
gnetischer Reluktanzaktoren. Sehr übersichtlich sind zudem die Varianten der Mo-
dellierung und Simulation beschrieben und bewertet, so dass dem Ingenieur auch
hier ein guter Einstieg in Thematik gelingt. Eine Auswahl translatorischer Magne-
taktoren und den Vergleich für die aktive Schwingungskompensation in Motoren
führt Hartwig [47] durch. Neben den hier in Abschnitt 1.2 erwähnten elektrodyna-
mischen und elektromagnetischen (Reluktanz-) Aktoren präsentiert er sog. magnet-
dynamische Aktoren mit konstantem Luftspalt. Diese ähneln elektrodynamischen
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Tauchspulenantrieben (voice coil), haben aber einen Dauermagnetanker mit zwei
Magnetisierungen und inertial feste Steuerspulen. Die Vorteile gegenüber elektro-
dynamischen Aktoren sind höhere Kraft, geringere Kosten und geringere Wärme-
verluste, allerdings bremsen höhere bewegte Massen und eine größere Induktivität
die Dynamik. Im Vergleich zu elektromagnetischen Reluktanzaktoren sind die Kräf-
te geringer5 und durch Sättigung wird auch die angestrebte Linearität nicht erreicht.

So vielfältig wie die Bereiche der Magnetaktorik sind auch die Arbeiten internatio-
naler Forschergruppen. Der folgende Exkurs durch aktuelle Veröffentlichungen soll
einen Eindruck der Themen vermitteln, kann aber nicht vollständig sein. Eine Ein-
teilung elektromagnetischer Aktoren bezüglich ihres Aufbaus und die Bewertung
hinsichtlich Aufwand, Energieverbrauch und Leistungsfähigkeit führt Bolton [10]
durch. Er hebt insbesondere hervor, dass Reluktanzaktoren robust, preiswert und
von hoher Kraftdichte geprägt sind, aber Nichtlinearitäten, Induktivität und der
begrenzte Stellweg die Leistungsfähigkeit beschränken. Es werden außerdem die
unvermeidbaren Design-Kompromisse bezüglich Materialauswahl und -gestaltung
benannt, die sich über Kraft2/Kupferverlust ∝ B2 oder Kraft/Gewicht ∝ 1/B aus-
drücken. Ähnliche Ausführungen macht Howe [53, 54], der außerdem mehrere Ma-
gnetaktor-Topologien mit gleicher Maximalkraft bezüglich ihrer Verluste, Einsatz-
bereiche und den typischen Anwendungsdaten gegenüberstellt. Zhu et al. [150] un-
tersuchen die serielle und parallele Polarisierung magnetischer Aktoren, wobei die
serielle Anordnung von Spule und Permanentmagnet eine maximale Kraftausbeute
ermöglicht. Gerth et al. [44] führen grundsätzliche Überlegungen zu elektromagne-
tischen Antrieben durch und weisen auf die hohe Kraftdichte zwischen Luft und
Eisen (circa 40 N/cm2 bei B = 1 T) hin.

Die breit gefächerte Anwendung bidirektionaler Magnete spiegelt sich in den zahlrei-
chen Designstudien wieder. Viele interessante Magnetkreise, insbesondere die wirt-
schaftlich wichtigen Schalt- und Hubmagnete, sind zudem auch oft auch in Patenten
publiziert, z.B. [7,74,111,123]. Lequesne und andere Forschungsgruppen [77,78,80]
untersuchen verschiedenste Varianten, die federgestützt sind oder Dauermagnete
im Anker bzw. zwischen den Spulen haben, um erstere nicht durch die Spule zu
entmagnetisieren. Zum Teil werden auch Abstoßungskräfte genutzt und über die
Geometrie von Dauermagneten diskutiert. Kurze Permanentmagnete bringen recht
wenig Energie in das System ein und erzeugen wenig stromlose Kraft. Zu lange Dau-
ermagnete allerdings behindern den Magnetfluss durch ihren großen magnetischen
Widerstand, d.h. man hat trotz hoher verfügbarer Energie wenig Kraft und muss
das Geometrieoptimum mit maximalem Energieprodukt finden. Diesem Problem
nähern sich Fitan et al. [38] durch einen inversen Ansatz zum Entwurf elektroma-
gnetischer Aktoren. Sie geben Leistungsdaten vor und erhalten eine Anordnung der
Magnetkreiselemente und ihrer Geometrie basierend auf magnetischen Netzwerken.
Allerdings ist oft keine eindeutige, gesicherte Lösung möglich und der Ansatz funk-
tioniert nur für bestimmte Klassen oder Teile von Magnetkreisen. Coutel et al. [18]
möchten analytisch mit impliziten Geometrieparametern beschriebe Magnetaktoren
optimieren. Sie vergleichen dazu gradientenbasierte Optimierungsverfahren für sehr

5 Kraftdichten: magnetdynamisch ≤ 5,5 N/cm2, elektromagnetisch ≈ 40 N/cm2 (bei 1 T) nach
Gleichung (2.10) auf Seite 23 und [44].
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einfache Magnetkreisgeometrien, z.B. einen seriell polarisierten U-Magneten. Eine
Übersicht zum typischen Computer-Aided Design (CAD) für mechatronische Syste-
me mit dem Grobentwurf durch MEN und der Feingestaltung durch die FEM liefern
Kallenbach, E. et al. [63]. Sie demonstrieren unter der Maßgabe fein definierter
Anforderungen die Anwendbarkeit ihrer Verfahren auf Klein- und Mikroantriebe,
betonen aber vor allem die notwendige Strukturierung der Entwurfsaufgabe. Nach
demselben Schema aus MEN-Grobdimensionierung und FEM-Feinabstimmung be-
schreiben Chillet und Voyant [16] einen Magnetaktor mit einem analytischen
Netzwerk unter Berücksichtigung von Streuung und Sättigung. Sie verwenden für
das Material nicht die übliche μr Fe(H)-Formulierung, sondern nutzen für das Durch-
flutungsgesetz die Feldstärke HFe(B) im Eisen, approximiert durch Polynome mit
Übergangsfunktionen. Die Feldraumdiskretisierung in Netzwerkelemente ist dabei
sehr fein, so dass die Ergebnisse dem Vergleich mit der FEM standhalten. Die Aus-
sagekraft der Berechnungsverfahren ist insbesondere für den Anwender von Ent-
wurfssoftware sehr wichtig. McFee, Lowther und Ren [89, 105] vergleichen sehr
detailliert lokale und globale Methoden der Kraftberechnung. Sie untersuchen da-
bei die numerische Robustheit des Maxwellschen Spannungstensors, der virtuellen
Arbeit und sog. äquivalenter Quellen (Magnetisierungsstromdichte, magnetische La-
dungsdichte, Oberflächenkraftdichte). Die Autoren weisen nach, dass nur die Metho-
de der virtuellen Arbeit in lokaler oder globaler Formulierung exakt ist, alle anderen
Verfahren aber numerisch fehlerbehaftet sind.

Eine potenzielle Anwendung hochdynamischer Magnetaktoren sind innovative Luft-
taktventile in Verbrennungsmotoren, in denen sie die mechanischen Ein- und Aus-
lassventile inklusive Nockenwelle und deren Antrieb ersetzen könnten. Dies erfordert
zum einen schnelles Schalten im Submillimeterbereich, aber vor allem betriebstech-
nische Robustheit, elektrische Redundanz sowie Temperaturbeständigkeit. Dingel-

stadt et al. [28,33] zeigen die modellbasierte Optimierung solcher Magnetantriebe
für Lufttaktventile in Bezug auf ihre Schnellwirkung. Sie betonen die Wichtigkeit des
zu Grunde liegenden Magnetkreises und des gesamten mechatronischen Konzepts. Ih-
re Methodenpublikation fordert für einen effektiven Entwurf die Formulierung voll-
ständiger und widerspruchsfreier Anforderungen, da diese gleichzeitig den Maßstab
für eine spätere Bewertung des Produkts bilden. Auch Clark et al. [17] widmen
sich dem Design von Ventilmagneten in E-Form für Motoren. Durch die spezielle
Polflächengestaltung nutzen sie sowohl die Tangential- als auch die Normalkompo-
nente der Magnetkraft. Wegen der fehlenden Symmetrie wird eine dreidimensionale
Modellierung durchgeführt, um Kanteneffekte richtig abzubilden. Außerdem setzen
die Autoren für eine gute Dynamik laminierte Kerne ein. Der intensiven Forschung
auf dem Gebiet der magnetischen Lufttaktventile sowie funktionsfähigen Prototypen
in Fahrzeugen ist jedoch noch keine Serienproduktion gefolgt, da neben sicherheits-
technischen Aspekten auch die Wirtschaftlichkeit noch nicht endgültig geklärt ist.

Zhu, Knospe und Maslen [148, 149] behandeln ein zentrales Problem aller eisen-
behafteten Magnetaktoren. Sie untersuchen die Wirbelströme in unlaminierten Ei-
senkernen, die durch Stromänderungen ein schwächendes Magnetfeld erzeugen, das
zu geringerer dynamischer Steifigkeit, kleinerer Bandbreite sowie phasen- und am-
plitudensenkendem Verhalten führt. Ihr Ziel ist die Beschreibung der Übertragungs-
funktion Strom zu Kraft ohne Hysterese, Sättigung, Streufluss, Kanteneffekte in
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linearen, isotropen Materialien. Frequenzvariable Netzwerkwiderstände mit Wirbel-
stromeinfluss bilden dabei die räumliche Änderung des Flusses durch eine räumliche
Änderung der Permeabilität ab. Die Modelle zeigen die erwartete Flussverdrängung
zur Eisenoberfläche bei höheren Frequenzen, wie durch FEM-Analysen bestätigt
wird. Allerdings ist der vorgeschlagene analytische Weg nur für einfache zylindri-
sche und C-förmige Geometrien gangbar. Eine sehr umfassende Einführung zu Wir-
belströmen, zu deren Problematik und auch zu potenziellen Anwendungen geben
Kriezis et al. [71]. Die Darstellung enthält dabei Grundlagen zu analytischen und
numerischen Berechnungsmethoden inklusive vielfältiger Lösungsansätze. Eine eben-
falls sehr umfangreiche Literaturrecherche über mögliche Frequenzmodellansätze für
Wirbelströme führen Feeley und Fukata [36,43] jeweils in ihrer Einleitung durch.
Demnach beschreibt eine

√
s oder

√
1 + τs, d.h. f 1/2-Abhängigkeit die Wirbelstrom-

effekte im Frequenzbereich recht gut. Der wirbelstromtypischen Magnetfeldträgheit
trägt eine sog. Wirbelstrominduktivität auf Basis von Netzwerkreluktanzen mit kom-
plexer Permeabilität Rechnung, allerdings sind die Flusskurzschlüsse im Eisenkern,
die ungleichmäßige Flussverteilung und lokale Sättigungseffekte bei höheren Fre-
quenzen schwierig abzubilden. Die bekannten negativen Einflüsse der Wirbelströme
auf die Aktordynamik beschreiben auch Klesen und Nordmann [66]. Sie demons-
trieren eine transiente FEM-Feldberechnung zur Wirbelstromanalyse, deuten aber
auf den nicht eindeutigen Kraft-Strom-Zusammenhang hin, da die Wirbelströme von
Material und Ankergeschwindigkeit abhängig sind. Nach FEM-Software-Hersteller-
angaben sind heute Berechnungen der Magnetkraft-Wirbelstrom-Bewegungs-Zusam-
menhänge möglich, da einige Elemente inzwischen über entsprechende Freiheitsgrade
und Eigenschaften verfügen. Im Beitrag [66] erfolgt außerdem eine Materialklassifi-
zierung anhand des Verhältnisses Leitfähigkeit zu Sättigung (Fe: 4,6 m/mm2�T, NiFe
45%6: 1,5 m/mm2�T; SiFe 6,5%: 0,65 m/mm2�T).

Die Nichtlinearitäten der weichmagnetischen Werkstoffe sind ebenfalls Gegenstand
umfangreicher Untersuchungen, z.B. gibt Springer [127] ein empirisches, nichtli-
neares Modell für die Magnetisierung eines ferromagnetischen Materials mit Sätti-
gung an. Er betrachtet dabei über Vorzeichen- und Exponentialfunktionen die per
Messung identifizierte Neukurve sowie die Hysterese über das Rayleigh-Gesetz.
Rukowski und Popp [116] approximieren das sättigungsbehaftete Eisenkernmate-
rial einer magnetgelagerten Werkzeugmaschine über ein strom- und lageabhängiges
Feldstärke-Polynom vierter Ordnung. Daraus wird analog zu Oberbeck [99] ein
invertiertes nichtlineares Kraftkennfeld zur Feedback-Linearisierung abgeleitet.

1.3.4 Regelung magnetischer Aktoren

Das Potenzial elektromagnetischer Antriebe lässt sich oft erst bei geeigneter Ansteue-
rung und Regelung ausschöpfen. Aufgrund der zahlreichen Anwendungen existieren
verschiedene Aufgaben der Regelung von Magnetaktoren. Neben dem primären Ziel
der Stabilität bestehen oft Fragestellungen der Trajektorienfolge und der Schwin-
gungsunterdrückung. Für die Berücksichtigung der nichtlinearen Magnetkrafteigen-
schaften sind häufig auch nichtlineare oder zeitvariante Regelkonzepte in der Dis-
kussion, obwohl in der industriellen Praxis vornehmlich lineare Regler anzutreffen

6 Entspricht dem in dieser Arbeit verwendeten Magnetkernmaterial Permenorm 5000 H2.
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sind. In den letzten zehn Jahren kann zudem eine Tendenz zur robusten Stabilitäts-
absicherung beobachtet werden. Um einen Zugang zur Methodenvielfalt zu erhalten,
sollen zuerst Grundlagenwerke vorgestellt werden, die schließlich um einen Abriss
aktueller, internationaler Forschungsarbeiten ergänzt werden.

Eine ausführliche systematische Einführung in die Grundlagen der linearen Frequenz-
bereichs- und Zustandsregelungen bietet das Standardwerk von Foellinger [39].
Ein ähnliches Spektrum behandelt Lunze [83, 84] mit vergleichbar guter Anschau-
lichkeit in seinen zwei Bänden zur Regelungstechnik. Zum tieferen Einblick in die li-
neare Regelungs- und Steuerungstheorie kann Reinschke [104] genannt werden, der
sehr umfassend auf die Systembeschreibung, verschiedene Stabilitätskriterien sowie
Regelbarkeit und Robustheit eingeht. Auf gehobenen Niveau sind viele Hintergrund-
informationen zu Reglerstrukturen und deren mathematischen Grundlagen dargebo-
ten. Eine didaktisch gute gegliederte Zusammenstellung zur Analyse und Synthese
von Rückführregelungen im Frequenzbereich, den Methoden des sog. Loop-Shaping
(Frequenzkennlinienbeeinflussung) und dem Verhalten von Regelkreisen mit Unsi-
cherheiten bieten Doyle et al. [29]. Vergleichbar dazu lesen sich Morari et al. [93]
mit dem Fokus auf robusten Prozessen. An [29] angelehnte Inhalte in deutscher Spra-
che liefert das Buch von Müller [91], das sehr anschaulich normoptimale und robus-
te Regelungen aufbereitet. Außerdem enthält es wertvolle Kapitel zu Zustandsrege-
lungen und Beobachtern. Die vielleicht praxisorientierteste Einführung in moderne
Rückführreglermethoden stellen Skogestad und Postlethwaite [125] zur Verfü-
gung. Sie geben in einer etwas eigenen Strukturierung viele einprägsame Hinweise zu
essentiellen Aspekten der Regelung „schwieriger“ Systeme, welche Beschränkungen
dabei existieren und warum. Es werden Analyse und Synthese vieler Regelkonzep-
te inklusive struktureller Überlegungen vorgestellt, seien es Internal Model Control
(IMC), normoptimale oder robuste Regler.

Die Anwendung normoptimaler und zustandsraumbasierter Regler zeigt Friedrich

[41] für seine sensorlose magnetische Lagerung eines Förderfahrzeug nach dem Prin-
zip des Transrapids. Die sensorlose modellbasierte Lagebestimmung aus der Strom-
messung ist ein forschungsintensives Thema, das durch die Funktionsintegration
Kosteneinsparungen zulässt. Allerdings sind rechenbasierte Methoden bei instabilen
Systemen kritisch, die daher redundante Informationen benötigen. Der von Fried-

rich applizierte H∞-Regler nutzt zur Lageerkennung Zustandsgrößenbeobachter
nach Luenberger- und Kalman-Art, berücksichtigt jedoch keine Unsicherheiten
im Entwurf. Ein reduzierter Beobachter erweist sich gegenüber den vollständigen
Varianten als schlechter und benötigt zudem mehr Rechenleistung. Außerdem wer-
den mögliche Zustandsrückführungen für robuste Stabilität diskutiert und dabei die
Beschleunigung dem Strom vorgezogen. Der Trajektorienfolgeregelung elektromecha-
nischer Systeme unter Ausnutzung ihrer im Allgemeinen gegebenen Eigenschaft der
Flachheit widmet sich von Löwis [85]. Einer konzeptionellen Einführung schließt
sich die flachheitsbasierte Feedback-Linearisierung eines Hubmagneten und eines
Magnetlagers an. Weiterhin sind eine offline- als auch online-Variante zur Trajekto-
rienberechnung sowie die Diskretisierung des Berechnungsverfahrens enthalten. Die
zu Grunde liegende Theorie der flachheitsbasierten Regelung stellt Rudolph [113]
sehr umfassend und mathematisch fundiert dar.
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Viele Regelungskonzepte für translatorische Magnetaktoren sind denen bei aktiven
Magnetlagern angelehnt. Letztere bieten aufgrund ihrer höherdimensionalen Proble-
matik, gerade bei flexiblen Rotoren, interessante Forschungsthemen der Regelungs-
technik. Beispielsweise vergleichen Ehmann et al. [32] PID-, LQ- und μ-Synthese-
Regler für einen magnetgelagerten flexiblen Rotor, wobei sich letzterer zur robus-
ten Unterdrückung der Eigenschwingungen besonders gut eignet. Die Vorteile der
dynamischen Regler gegenüber den statischen PID- und LQR-Konzepten zeigen
sich deutlich in der Schwingungs- und Störgrößenkompensation, wie auch Larson-

neur [75] bei der digitalen Reglerauslegung für Magnetlager feststellt. Mit einer
ähnlichen Zielstellung wenden Bonivento et al. [11] eine robuste Regelung zur
Störunterdrückung für Magnetlager mit Unsicherheiten an. Die Problematik liegt
dabei in der gegenseitigen Wahl der Spulenströme bei fehlender Vormagnetisierung,
da deren Komplementarität bei unsicheren Modellen nicht mehr ausreichend stabi-
lisierend ist. Als weiteres Beispiel der umfangreichen Magnetlagerthematik zeigen
Fujita et al. [42] eine robuste Regelung mit μ-Synthese unter Beachtung der nicht-
linearen Magnetkräfte und/oder der lageabhängigen Induktivität. Sie verwenden
unstrukturierte Unsicherheiten für Strom-, Lage-, Induktivitäts- und Widerstands-
fehler und erreichen robuste Stabilität und Regelgüte, die allerdings immer abhängig
von den gewählten Unsicherheitsschranken ist.

Suzuki et al. [132] präsentieren die gute Anwendbarkeit der robustenH∞-Regleraus-
legung für die Schwingungsisolierung einer Platte. Deren Zustand wird über drei
Beschleunigungssensoren und drei davon entfernte elektromagnetische Aktoren ge-
messen und beeinflusst (non-collocated control), wobei im Vergleich der normopti-
male Regler einem PID-Regler überlegen. Ebenfalls einen robusten Regler nutzen
Matsuda et al. [88] zur Schwingungsunterdrückung eines magnetgelagerten Tisches,
allerdings basiert der Entwurf auf gemessenen Daten im Zustandsraum. Eine weitere
Form der magnetischen Lagerung nutzen schwebende Schwungradspeicher (Energy
Storage Flywheel Systems), die nahezu verlustfrei kinetische Energie konservieren.
Nakamura et al. [96] stabilisieren ein solches lineares System ohne weichmagne-
tische Materialen mit einem robusten H∞-Regler zur Schwingungsunterdrückung.
Als Stellgröße für den Reglerentwurf werden die elektromagnetischen Kräfte ver-
wendet und modellbasiert auf die notwendigen Ströme zurückgerechnet. Dass ro-
buste Regler zum Teil auch für die Trajektorienfolge einsetzbar sind, demonstrieren
Uchiyama et al. [134], die einem elektrodynamischen Shaker mit schwingfähiger
Last gewisse Beschleunigungen vorgeben. Durch Einsatz eines Zwei-Freiheitsgrad-
Reglers (2DOF: two-degrees-of-freedom) können sie per μ-Synthese gute Dämpfung
und etwas Trajektorienfolge sichern. Eine zusätzliche Verbesserung der Folgequalität
wird über die iterative Referenzadaption aus gemessenen Frequenzgängen erreicht
(frequency sampling). Als Übersichtsartikel zu normoptimalen Methoden für Ein-
und Mehrgrößensysteme bieten sich Rieber und Allgöwer [106] mit kleinen Bei-
spielen und umfangreicher Literaturliste an.

Aus dem instabilen, nichtlinearen Charakter magnetischer Reluktanzkräfte sind viel-
fältige nichtlineare Ansätze entstanden, eine stabile, störunanfällige Regelung zu
entwickeln. Chen und Knospe [15] linearisieren die Regelstrecke um ein aktives
Magnetlager zur Werkzeugführung durch Invertierung des nichtlinearen Kraftkenn-
feldes F (x,i) ähnlich zu Oberbeck [98]. Sie nutzen dazu eine Mehrgrößen-Tay-
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lorreihenentwicklung 5. Grades, deren Linearisierungsströme für höhere Regeltak-
tung in einer zweidimensionalen Tabelle (Look-Up-Table) abgespeichert sind. Im
Gegensatz zu dieser statischen Linearisierung beschreiben sie die dynamische Li-
nearisierung als schwierig, verwenden aber digitale Lead-Filter zur Kompensation
der Sensor-, Wandler- und Aliasing-Filter-Dynamik. Der eingesetzte lineare Reg-
ler ist mit der μ-Synthese robust entworfen. In detaillierter Darstellung schildern
Hoffmann et al. [52] die Anwendung des Iterative Learning Control (ILC), um
das Flugverhalten bei schwingenden Ventilmagneten sicherzustellen. Die zyklische
Bewegung lässt Regelfehler gut erkennen und für minimalen Energieverbrauch passt
sich die Vorgabe durch L2-Norm-Optimierung der Stellspannung iterativ an. Einen
umfangreichen Beitrag zu iterativ lernenden Regelungen präsentieren auch Rockel

und Konigorski [107, 108], die das Prinzip ausführlich beschreiben und die robus-
te Regelung von Schwingungsprüfständen im Frequenzbereich mit Hilfe sich iterativ
anpassender Algorithmen demonstrieren. Die Kombination von Lerngesetz und un-
terlagerter Regelung ermöglicht ihnen durch Polvorgabe die Robustheit gegenüber
Unsicherheiten, während die Adaption die Folgequalität für zyklische Vorgänge si-
chert. Interessanterweise lässt sich die Grundstruktur der ILC äquivalent zu derje-
nigen eines zeitdiskreten LTI-Systems in Zustandsraumdarstellung mit konstanter
Ausgangsrückführung angeben. Eine lineare parametervariable Regelung zur defi-
nierten Flugbeeinflussung von Ventilmagneten zeigen Forrai et al. [40], insbeson-
dere um einen geringen Energieverbrauch und minimale Kontaktgeschwindigkeit in
den Randlagen zu erreichen. Sie verwenden das sog. Gain Scheduling, das arbeits-
punktabhängig verschiedene lineare Regler für eine nichtlineare Strecke bereitstellt.
Für dieses sehr intuitive Konzept wird aus der Modellidentifikation ein strom- und
lageabhängiger Scheduling-Parameter für einen robusten H∞-Mixed-Sensitivity Reg-
lerentwurf mit einer multiplikativen Unsicherheit bezüglich der Rückstellfederkräfte
abgeleitet. Aus den Schranken aller bekannten Streckenübertragungsfunktionen ent-
stehen schließlich zwei Regler, zwischen denen linear variiert wird.

Zur Überwindung der nichtlinearen Eigenschaften steuerbarer Systeme bietet sich
unter bestimmten Voraussetzungen die flachheitsbasierte Feedback-Linearisierung
oder Vorsteuerung an. Für Magnetaktoren zeigen dies Rudolph et al. [112,114,115]
in ihrer Einführung in die flachheitsbasierten Konzepte für nichtlineare Systeme,
die auch totzeitbehaftet sein können. Am Beispiel eines Magnetlagersystems weisen
sie auf den Vorteil der Flachheit hin, das vorhandene Wissen über ein System zur
Vorgabe gewünschter Zustandsverläufe zu nutzen. Die vielversprechende Parametrie-
rung der Systemtrajektorien durch Zustandssteuerung und Feedback-Linearisierung
nichtlinearer Systeme beschreiben auch Levine et al. [79] in ihrem Beitrag über
flachheitsbasierte Magnetlagerregelungen. Schließlich simulieren auch Nitsche und
Schwarzmann [97] das Verhalten einer elektrisch kommutierten Synchronmaschine
durch flachheitsbasierte Steuerung innerhalb einer IMC-Struktur.

Die hier präsentierten Veröffentlichungen und Bücher zu den Themen Magnetent-
wurf, Modellierung und Regelung lassen die unüberschaubare Menge an Literatur
erahnen. Für diese Arbeit stellen die Beiträge jedoch eine kleine Übersicht der wich-
tigsten zu behandelnden Bereiche dar, die sich schließlich auf den Begriff der Mecha-
tronik vom Anfang des Kapitels zurückführen lassen.
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1.4 Ziel und Aufbau der Arbeit

In Abschnitt 1.2 ist die mechatronische Struktur der magnetischen Reluktanzan-
triebe dargelegt worden. Sie ermöglicht die Übertragbarkeit einiger grundsätzlicher
Prinzipien und Erfahrungen auf viele mögliche Aktoranwendungen. Im Zuge immer
schärferer Kriterien bezüglich Dynamik, Kraft, Bauraum und Energieverbrauch in
Kombination mit hohen Zuverlässigkeitsansprüchen besteht die Lösung der Antriebs-
aufgabe nicht nur in der Entwicklung eines Aktors, sondern in der bestmöglichen
Nutzung aller Ressourcen im mechatronischen Kontext. Das Wissen um die Mittel
und Möglichkeiten, aber auch Konflikte ist daher essentiell, um im technischen und
wirtschaftlichen Wettbewerb zu bestehen.

Das Ziel der Arbeit ist die Bereitstellung von Methoden und Prinzipien, um leistungs-
fähige magnetische Reluktanzaktoren nach dem aktuellen Stand der Wissenschaft
entwickeln und betreiben zu können. Dies beinhaltet zum einen Informationen zum
konstruktiven Design von Magnetkreisen als auch deren Berechnung. Wegen der
mechatronischen Natur der Aktoren werden neben den magnetischen Eigenschaften
auch die verursachenden elektrischen Phänomene und die beeinflussten mechani-
schen Lastsysteme behandelt. Ausgehend von den physikalischen Grundgleichungen
sollen aussagekräftige statische und dynamische Modelle der einzelnen Domänen
entstehen, die durch geeignete Messverfahren und Experimente zu validieren und
verifizieren sind. Die Gesamtheit aller Modelle muss dann die gültige Basis für die
dynamische Simulation und den Entwurf robuster Regelungen sein. Die Regelungs-
technik spielt eine wesentliche Rolle, weil insbesondere dauermagnetisch polarisierte
Reluktanzaktoren oft ein instabiles Verhalten aufweisen und sich ihr Leistungsver-
mögen erst mit stabilisierenden Rückführreglern ausschöpfen lässt.

Ein zusätzlicher Anspruch der Arbeit ist die Wiedergabe praktischer Erkenntnisse
aus den einzelnen Etappen von Anforderungsanalyse über Entwurf und Modellierung
bis zu den realisierten Regelkonzepten. Das soll den Leser in die Lage versetzen, die
Ausführungen mit seinen persönlichen Erfahrungen abzugleichen und ihm ein Gefühl
für die Chancen und Herausforderungen in der Magnettechnik sowie ihren Anwen-
dungen vermitteln. Zum Zwecke der Übersicht wird die Vielfalt der zu behandelnden
Themen entsprechend den folgenden Punkte systematisch gegliedert.

Kapitel 2: Grundlagen magnetischer Aktoren

Als Basis für diese Arbeit sollen hier alle notwendigen Bereiche einführend behandelt
werden. Die elektromagnetischen Phänomene stehen wegen ihrer zentralen Rolle am
Beginn des Kapitels, das sich neben den physikalischen Grundgleichungen auch den
Werkstoffen und der Magnetkraftentstehung widmet. Mit diesen Kenntnissen sind
Berechnungsformeln magnetischer Kreise angebbar, auf die Ausführungen zu zeitver-
änderlichen Magnetfeldern folgen. Aktoren als Wirkelemente stehen unmittelbar in
Kontakt zu den mechanischen Systemen, die die Wirkung der Magnetkräfte erfahren.
Die Dynamik mechanischer Systeme wird daher in einem Abschnitt überblicksmäßig
präsentiert. Für die Beschreibung elektromagnetischer Aktoren werden Grundsätze
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der Modellbildung und -gültigkeit angesprochen sowie mögliche Vereinfachungen prä-
sentiert. Das Kapitel wird mit einem Streifzug durch die Regelungstechnik beendet,
in dem vor allem Stabilität, Reglersynthese und Überlegungen zur Regelqualität im
Blickpunkt stehen.

Kapitel 3: Systematischer Entwurf und Berechnung

Die Darstellung der Methoden zum Entwurf und der Modellierung der einzelnen
Domänen im Magnetaktor soll nicht abstrakt geschehen, sondern anhand einer prak-
tisch relevanten Anwendung in der Automobilindustrie. Für die Störgeräuschakus-
tik soll ein elektromagnetischer Aktor zur Schwingungsanregung (Shaker) entstehen,
dessen hohe Kraftdichte und Dynamik die Anforderungen der Anwendung erfüllen.
Das dritte Kapitel führt zuerst in den Einsatz von Shaker für Tests im KFZ-Bereich
ein und beschreibt die Anforderungen. Der methodische Teil beginnt mit generellen
Überlegungen zum Entwurf magnetischer Reluktanzaktoren, um für den anvisierten
Shaker die Ziele, Randbedingungen und Konflikte der Gestaltung zu bestimmen.
Diese Anforderungsanalyse ermöglicht den systematischen Entwurf eines ersten Ma-
gnetaktors, der anschließend verfeinert werden soll. Zu Beginn des Entwurfs sollen
Magnetkreisdesign und Werkstoffauswahl diskutiert werden, erst dann erfolgt die
Dimensionierung der Hauptabmessungen in einer strengen Abfolge von Überlegun-
gen, so dass der Entwurf möglichst eindeutig wird. Mit Hilfe statischer Modelle auf
Basis magnetischer Ersatznetzwerke und der Finiten-Elemente-Methode soll die ver-
besserte Nutzung des verfügbaren Bauraums geprüft und ausgeführt werden. Die
letztendlich leistungsfähigste Variante wird konstruktiv ausgestaltet und gebaut.

Für modellbasierte Regelkonzepte muss das realisierte System prinzipiell bekannt
sein. Ausgangsbasis dafür ist die systemtheoretische Strukturierung des Aktors, die
die spätere Regelstrecke erkennen lassen soll. Da Magnetaktoren typische Vertreter
mechatronischer Systeme sind, kommt auch hier die mechatronische Gliederung in
Betracht, die bedarfsweise in weitere Subsysteme aufzuschlüsseln ist. Jedes identifi-
zierte Übertragungsglied muss mit der gebotenen Tiefe analysiert und beschrieben
werden. Dabei helfen sowohl die Grundlagen aus Kapitel 2 als auch experimentelle
Untersuchungen. Alle Erkenntnisse sollen in einem einheitlich formulierten System-
Modell zusammengeführt werden, das als Fundament der regelungstechnischen Maß-
nahmen dient.

Kapitel 4: Methoden der Regelung

Bei nichtlinearen, instabilen Magnetaktoren lassen sich die Betriebseigenschaften
mit einer Regelung sichern. Das vierte Kapitel widmet sich der Frage nach geeigne-
ten Maßnahmen zur Befriedigung der dynamischen Anforderungen an magnetische
Reluktanzaktoren, speziell für die Anwendung als Qualitätssicherungs-Shaker in der
Automobilindustrie. Zweifelsohne sind die Kriterien bezüglich Folgeverhalten und
Stabilität aber derart, dass die Methoden auch in vielen anderen Einsatzgebieten
zum Tragen kommen können. Vor dem Entwurf der Regelung müssen die Anforde-
rungen an den Regelkreis formuliert werden. Weiterhin sind spezifische Analysen
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der Regelstrecke unabdingbar, denn sie gewähren Einblick in die Natur der Rege-
lungsaufgabe und erleichtern die Auswahl geeigneter Reglerkonzepte. Dies soll für
die vorliegenden Aktoren anhand des entwickelten Modells erfolgen und vor allem
Aspekte der Stabilisierbarkeit und Regelbarkeit umfassen. Zusätzlich sind Überle-
gungen zur Wirksamkeit der Regler von Interesse.

Im Verlauf des Kapitels werden anhand der Vorüberlegungen, der Literatur und der
Erfahrungen vier Regelungskonzepte am Shaker zum Einsatz gebracht. Die stabili-
sierenden Eigenschaften von Zustandsreglern mit Beobachtern lassen sich ausnutzen,
um Regler im Zeitbereich systematisch zu parametrieren. Nicht modellierte Unsicher-
heiten legen die Anwendung einer robusten Regelung nahe, die ihrerseits als Einstieg
auch normoptimale Regler umfasst. Rückführregelungen ermöglichen aufgrund der
fehlerabhängigen Stellsignale nur eine begrenzte Bandbreite, daher sollen Methoden
der Steuerung den stabilisierten Aktorsystemen zur nötigen Dynamik verhelfen. In
diesem Zusammenhang wird auch der simultane Einsatz von Steuerung und Rege-
lung im flachheitsbasierten Rahmen untersucht, da die Flachheit nach dem Stand der
Forschung für magnetische Reluktanzantriebe sehr geeignet erscheint. Abschließend
werden alle Regler, Experimente und Erkenntnisse zusammenfassend verglichen, um
dem Leser einen leichteren Überblick zu verschaffen.

Kapitel 5: Industrieller Einsatz der entwickelten Shaker

Während die vorherigen Kapitel ausschließlich Verfahrensweisen beinhalten, die ge-
nerell anwendbar sein sollen, bietet Kapitel 5 schließlich Einblick in die praktischen
Resultate der Entwurfsmethodik und Reglerkonzepte. Dem Einsatzzweck entspre-
chend werden die realisierten Magnetaktoren in der industriellen Qualitätssicherung
zur Komponenten- und Fahrzeuganregung benutzt. Der entstandene Reluktanzaktor
stellt seine Leistungsfähigkeit in der Störgeräuschakustik bei Automobilherstellern
unter Beweis. Für sehr schwere Geländewagen wird eine Änderung im Spulensystem
durchgeführt, die die Leistung des Aktors noch einmal eindrucksvoll vergrößert. Die
industrielle Einsatztauglichkeit wird durch praxisnahe Anregungsspektren und ge-
eignete Auswerteverfahren nachgewiesen, die bereits in Kapitel 2 eingeführt werden.

Kapitel 6: Zusammenfassung und Ausblick

Zum Schluss der Arbeit sind die Erkenntnisse zur systematischen Entwicklung und
Regelung von magnetischen Reluktanzaktoren übersichtlich zusammengefasst. Die
am gewählten Anwendungsbeispiel gesammelten Erfahrungen werden resümiert und
auf ihre generelle Anwendbarkeit geprüft. Da die vorliegende Arbeit natürlich kei-
nen Abschluss der Entwicklung von Reluktanzantrieben bedeuten kann, enthält ein
Ausblick zukünftige Fragestellungen genereller und spezifischer Natur, um das nun
vorliegende Shakersystem weiter zu verbessern.
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2 Grundlagen magnetischer Aktoren

Die Entwicklung, Berechnung und Regelung magnetischer Reluktanzaktoren erfor-
dert Grundlagenwissen in allen Bereichen der Mechatronik. Aus den einzelnen Do-
mänen werden daher wichtige physikalische Grundgleichungen und Zusammenhänge
für elektromagnetische Felder und Kräfte sowie für die daraus resultierenden me-
chanischen Bewegungen präsentiert. Dieses Kapitel umfasst zudem Methoden zur
Modellbildung statischer und dynamischer Eigenschaften von Magnetaktoren. Ei-
ne kurze Einführung in die Regelungstechnik zeigt wesentliche Möglichkeiten auf,
um technische Systeme systemtheoretisch zu beschreiben sowie ihre Dynamik mo-
dellbasiert zu kontrollieren. Abschließend werden einige Vorschläge zur Evaluation
erhaltener Regelergebnisse vorgestellt.

2.1 Elektromagnetische Phänomene

2.1.1 Grundgleichungen

Die Ursache des elektrischen Feldes ist die elektrische Ladung. Magnetfelder ent-
stehen durch bewegte elektrische Ladungen, d.h. durch die magnetischen Momente
der Elementarteilchen, durch Leitungs- und Konvektionsströme sowie den Verschie-
bungsstrom. Nur bei statischen und stationären Feldern treten elektrische und ma-
gnetische Felder unabhängig voneinander auf. Im allgemeinen Fall werden die makro-
skopischen elektromagnetischen Phänomene mit den Maxwellschen Gleichungen
(2.1)1 beschrieben. Sie beruhen auf empirischen Erkenntnissen (Axiome der klas-
sischen Elektrodynamik2 [102]) und bilden die Grundlage der elektromagnetischen
Feldtheorie.

∇×H = J + ∂D
∂ t

Durchflutungsgesetz (2.1a)

∇×E = −∂B
∂ t

Induktionsgesetz (2.1b)

∇ ·B = 0 Quellenfreiheit von B (2.1c)
∇ ·D = ρ Gaußsches Gesetz (2.1d)

Diese partiellen Differentialgleichungen (DGL) für die magnetische Feldstärke H ,
die elektrische Feldstärke E, die magnetische Flussdichte B und die elektrische
(Verschiebungs-)Flussdichte D können als Quellen und Wirbel der elektrischen und

1 1861-1864 entwickelt von James C. Maxwell (1831-1879): Schottischer Physiker, hier
für nichtrelativistisch bewegte Medien in differentieller Form mit Differentialoperator
∇ = (∂ /∂ x , ∂ /∂ y , ∂ /∂ z ) und DIN Bezeichnungen nach [24–26] angegeben.

2 vgl. Axiome der Mechanik in Abschnitt 2.4 ab Seite 32
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magnetischen Felder interpretiert werden [37]. Die Gleichungen (2.1) erlauben de-
taillierte Aussagen über einzelne Feldpunkte, ermöglichen die Interpretation elektro-
dynamischer Vorgänge und stellen die Basis für kompakte Potentialformulierungen
und Sekundärauswertungen dar, wie sie beispielsweise bei Finite-Elemente-Metho-
den (Abschnitt 2.2.2) notwendig werden. Die Integralform von (2.1) beinhaltet alle
elektrodynamischen Phänomene im Globalen und liefert die Grundlage zur analy-
tischen Magnetkreisberechnung mit der Netzwerkmethode (Abschnitt 2.2.1). Das
vollständige System der Maxwellschen Gleichungen umfasst außerdem die Mate-
rialgleichungen (2.2), die die Eigenschaften eines Mediums in den makroskopischen
Stoffparametern Permittivität ε = ε0 εr, Permeabilität μ = μ0 μr und Konduktivi-
tät κ berücksichtigen. Die Stoffzahlen sind im linearen, homogenen und isotropen
Medium konstante Skalare, aber im Allgemeinen Tensoren zweiter Stufe.

D = εE (2.2a)
B = μH (2.2b)
S = κE (2.2c)

Der Einfluss magnetischer Materialien auf das Feld gegenüber dem Vakuum wird
durch (2.3) in Abhängigkeit der magnetischen Polarisation3 J = μ0M sichtbar
(vgl. (2.2b)). Die MagnetisierungM = χH kennzeichnet dabei die Volumendichte
der magnetischen Momente auf Basis der Suszeptibilität χ. Gleichung (2.3) zufolge
ist aber für die Flussdichte B im Material neben der Magnetisierung M (Feld der
Elementarmagnete) vor allem auch das FremdfeldH (entmagnetisierendes Eigenfeld
im offenen Magnetkreis) bestimmend [68], wobei zugleichM =M (H) ist.

B = J + μ0H = μ0(M +H) = μ0(χ+ 1)H (2.3)

2.1.2 Magnetische Werkstoffe

Bezüglich ihrer magnetischen Eigenschaften werden alle Substanzen nach dem Maß
ihrer Polarisierbarkeit, d.h. ihrer Suszeptibilität χ in diamagnetisch (χ < 0), pa-
ramagnetisch (χ > 0) und ferro- bzw. ferrimagnetisch (χ � 1) unterschieden. Für
Magnetantriebe haben vor allem ferromagnetische Materialien aufgrund ihres hohen
magnetischen Dipolmoments Me eine große technische Bedeutung erlangt [119]. Sie
werden nach ihrer Koerzitivfeldstärke HcJ unterteilt in:

• weichmagnetische Werkstoffe HcJ = (0,1 . . . 500) A/m
→ Gute Leiter des magnetischen Flusses, z.B. Magnetkerne;

• hartmagnetische Werkstoffe HcJ = (10 . . . 1000) kA/m
→ Speicher des magnetischen Feldes, z.B. Dauer- bzw. Permanentmagnete.

Die früher technisch unbedeutenden magnetisch halbharten Stoffe werden in jüngs-
ter Zeit z.B. für bistabile Haftrelais eingesetzt. Die Eigenschaften ferromagnetischer
Werkstoffe basieren auf magnetischen Dipolen (magnetische Spin- und Bahnmomen-
te der Elektronen), deren Dichte die Magnetisierung M ist. Charakteristisch für
Ferromagnetika ist ihre Hysterese, deren Ursache das nichtlineare Verhalten der

3 Nach DIN 1324-1 bezeichnet das Symbol J die magnetische Polarisation und die elektrische
Stromdichte gleichermaßen [25].
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relativen Permeabilität μr(H) bei einem durchsetzenden Magnetfeld ist. Die magne-
tische Hysterese mit ihrer Grenzkurve B = f(H) ist gekennzeichnet durch:

• Permeabilität μ (Kurvenanstieg);
• Koerzitivfeldstärke HcB

(Entmagnetisierungsresistenz, oft gilt HcB 
= HcJ);
• Remanenz Br = Jr (feldfreie Restinduktion);
• Sättigung Js 
= Bs (bei μr(H) ≈ 1);
• Ummagnetisierungsverluste

(Wirbelströme, dynamische Schleifenaufweitung, diskrete Drehprozesse).

Einfluss auf die Hysterese haben Werkstoffeigenschaften wie Kristallaufbau, Legie-
rungsbestandteile, Gefüge- und Behandlungszustand oder Korngröße, aber auch me-
chanische Spannungen und die Temperaturbehandlung [110]. Alle ferromagnetischen
Stoffe werden oberhalb ihrer Curie-Temperatur4 paramagnetisch.

Bei hartmagnetischen Werkstoffen wird praktisch nur der 2. Quadrant der Hyste-
resekurve betrachtet, wo die relative Permeabilität quasi konstant und meist kaum
größer als eins ist. Die Leistungsfähigkeit von Dauermagneten wird anhand ihres
Energieproduktes (BH)max abgeschätzt, wobei hohe Dauerremanenz Br und hohe
Koerzitivfeldstärke HcJ im Widerspruch stehen. Stand der Technik sind hochenerge-
tische Selten-Erd-Metall-Legierungen (vor allem NdFeB und SmCo) mit einem theo-
retischen (BH)max = 485 kJ/m3, von dem aktuell (BH)max > 400 kJ/m3, Br > 1,4 T
undHcJ > 2500 kA/m erreicht werden [140]. In gesinterter Form sind hartmagnetische
Materialien ausgesprochen spröde. Dagegen sind kunststoffgebundene Dauermagne-
te mechanisch stabiler, aber magnetisch schwächer.

Weichmagnetische Werkstoffe weisen einen nichtlinearen, anisotropen und zeitva-
rianten B(H)-Zusammenhang auf. Daher unterscheidet man z.B. die differentielle
Permeabilität μdiff = 1

μ0
dB/dH , die Anfangspermeabilität μ4 oder die reversible

Permeabilität μrev. Es existiert anwendungsspezifisch eine Vielzahl weichmagneti-
scher Stoffe, wobei primär niedrige Koerzitivität (geringe Ummagnetisierungsverlus-
te), hohe Sättigungspolarisation und gute Dynamik erwünscht sind. Das höchste
magnetische Moment aller Elemente hat Eisen (Fe) mit MFe = 2,2 Me und einer
Sättigungspolarisation JS = 2,14 T5. Somit sind Fe-basierte Legierungen (NiFe, Co-
Fe) die bevorzugte Wahl bei hohen Flussdichten und Kräften, allerdings verschlech-
tert die hohe elektrische Leitfähigkeit durch Wirbelstrombildung die dynamischen
Eigenschaften. Keramikähnliche Ferrite (antiferromagnetische Metalloxide) haben
eine 106 . . . 1010-mal geringere elektrische Leitfähigkeit, aber auch nur Sättigungspo-
larisationen Js ≤ 0,5 T. Die sehr schmale Hystereseschleife weichmagnetischer Mate-
rialien (HcJ > 10 . . . 100 A/m) lässt die Vereinfachung als eineindeutige nichtlineare
sättigungsbehaftete Magnetisierungsfunktion zu. Unter Annahme eines isotropen
Materials werden dabei häufig die Neukurve (unmagnetisiertes Material) oder die
Kommutierungskurve (Ort aller Umkehrpunkte) verwendet. Aus dem Brechungsge-
setz des magnetischen Feldes und (2.2b) folgt an Trennflächen zwischen Luft und

4 Pierre Curie (1859-1906): Französischer Physiker und Nobelpreisträger (1903).
5 Ausnahme: CoFe mit MCoFe = 2,5Me
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ungesättigtem weichmagnetischen Material ein verschwindender tangentialer Ma-
gnetfluss in der Luft, d.h. die Feldlinien treten nahezu senkrecht aus dem ferroma-
gnetischen Material aus. Durch normale Grenzflächen tritt der Fluss stetig hindurch
und erzeugt eine anziehende Reluktanzkraft, die den Luftspalt verkleinern möchte.

Bei der Auswahl von weichmagnetischen Werkstoffen sind neben den statischen
Kenngrößen oft die Ummagnetisierungsverluste von großer Bedeutung. Ihre Ursa-
chen liegen im Wesentlichen in der Hysterese Ph, den Wirbelströmen Pw und sog.
anomalen Nachwirkungen Pa:

PFe = Ph + Pw + Pa = ch · B̂n · f + cw · f 2 · B̂p + ca · f 3/2 · B̂q (2.4)

In (2.4) sind ch, cw und ca Verlustbeiwerte, n, p und q Exponenten (1 . . . 2 . . . 3),
B̂ die Induktionsamplitude6 sowie f die Wechselfeldfrequenz [110, 139]. Ein Maß
für die Ummagnetisierungsarbeit im ferromagnetischen Material ist die von der B-
H-Kurve eingeschlossene Hysteresefläche, die bei höheren Frequenzen aufgrund der
Wirbelströme und durch Behinderungen der magnetischen Elementarvorgänge zeit-
variant sein kann [9].

2.1.3 Magnetische Kräfte

Das Arbeitsvermögen des elektromagnetischen Feldes beschreibt der Energieerhal-
tungssatz von Poynting

7 (2.5) basierend auf den Maxwellschen Gleichungen
(2.1). Unter Berücksichtigung der Änderung der elektromagnetischen Feldenergie-
dichte (2.6) kann die magnetische Volumenkraftdichte fm für ein Material der Dichte
ρ0 mit μ 
= f(H) abgeleitet werden [62,103,124]:

− ∂
∂ t

∫
V

(
1
2εE

2 + 1
2μH

2
)

dV Änderung der in V enthaltenen
elektromagnetischen Energie

=
∫
V

J

κ
dV

Joulesche
Verluste

−
∫
V

EeJ dV

Arbeit durch ein-
geprägte Feldstärke

+
∮
A

(E ×H) dA

Energie elektromagnetischer
Strahlung mit Poynting-
Vektor S = E ×H

(2.5)

dw = dwm + dwe =HdB +EdD (2.6)

fm = J ×B elektrodynamische Lorentz-
Kraftdichte

− 1
2H

2 ∇μ Kraftdichte durch räumliche
Permeabilitätsänderung

−H (∇× Jp)
Quellen-Kraftdichte an Grenz-
flächen magnetisierter Körper
(magn. Dipole, Dauermagnete)

(2.7)

+ 1
2∇ ·

(
H2ρ0

∂ μ

∂ ρ0

) Kraftdichte durch dichteabhän-
gige Permeabilitätsänderung
(Magnetostriktion)

6 In weichmagnetischen Stoffen gilt B̂ ≈ Ĵ , da das H-Feld im Material klein ist, siehe (2.3).
7 John H. Poynting (1852-1914): Englischer Physiker und Schüler von J. C. Maxwell.
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Im Bereich der Aktorik haben insbesondere die ersten beiden Terme von (2.7) techni-
sche Bedeutung erlangt. Der erste Teil beschreibt die elektrodynamische Kraft (2.8)
auf einen stromdurchflossenen Leiter (bzw. eine bewegte Ladung) im Magnetfeld
(Lorentz-Kraft). Daraus definiert sich die Klasse der elektrodynamischen Antriebe,
wobei der Begriff dynamisch den Stromfluss oder die bewegte Ladung im homogenen
Magnetfeld bezeichnet.

F ed = l (i×B) = Q(v ×B) (2.8)

Typische Anwendungen elektrodynamischer Kräfte sind die elektrischen Maschinen
(Motoren, Generatoren), Zyklotrone, Tauchspulantriebe (elektrodynamische Shaker,
Lautsprecher), Linearantriebe oder auch Magnetschwebebahnen (JR-Maglev) [57,
67]. Hervorzuheben ist die lineare Kraftentwicklung bezüglich Feld und Stromfluss
bzw. Geschwindigkeit sowie die Erzeugung von Anziehungs- und Abstoßungskräften.
Gleichwohl ist die relative Kraft-Bauvolumen-Dichte ohne Supraleitung gering.

Für die vorliegende Arbeit ist der zweite Term von (2.7) bedeutsam, d.h. die zwi-
schen Stoffen verschiedener Permeabilität entstehenden Kräfte. Bei sprunghafter
Änderung der Permeabilität μ an einer Grenzfläche im Magnetfeld bildet sich eine
senkrecht zur Fläche stehende Kraft fA (2.9)8 aus.

fA = 1
2

(μ1 − μ2)H1H2n12 = μ1 − μ2

2

(
B2
n

μ1μ2
+H2

t

)
n12 (2.9)

Die lotrechte Grenzflächenkraft wirkt unabhängig von der Feldrichtung immer vom
Gebiet größerer Permeabilität (Zugbeanspruchung) zum Gebiet kleinerer Permeabi-
lität (Druckbeanspruchung). Weil wenig permeable Materialien einen größeren ma-
gnetischen Widerstand (Reluktanz) aufweisen, streben die Kräfte nach (2.9) durch
Reluktanzverkleinerung ein Energieminimum an. Die flächig wirkenden Kräfte hei-
ßen in Analogie zur Mechanik auch Maxwellsche Spannungen. Technisch inter-
essant sind vor allem Trennflächen zwischen guten Magnetflussleitern (μ1 � μ0, z.B.
Eisen) und Luft (μ2 = μ0). Strömt ein homogenes senkrechtes Feld der Flussdich-
te B = B1 = B2 = Bn (Ht = 0) durch eine solche Trennfläche, dann lässt sich
die wirkende Reluktanzkraft Fre nach der Maxwellschen Zugkraftformel (2.10)9

berechnen.

F re = B
2A

2μ0
n12 = Φ2

2μ0A
n12 (2.10)

Bei der Kraftentwicklung erfolgt nach (2.6) die Umwandlung der elektromagneti-
schen Feldenergie in mechanische Energie. Zum Aufbau des elektromagnetischen
Feldes wird elektrische Energie zugeführt, die auch die ohmschen Verluste deckt.
Das Magnetfeld erzeugt dann einen magnetischen Verkettungsfluss Ψ(i), illustriert
durch das Ψ -i-Kennlinienfeld in Bild 2.1 mit der gespeicherten magnetischen Ener-
gie Wm =

∫ Ψ0
0 i dψ und der magnetischen Co-Energie W ∗m =

∫ I0
0 ψ di (2.11). Für

i = const. bedeutet eine Änderung von Wm auch die Änderung der magnetischen

8 Grenzflächennormalenvektor n12 von Gebiet 1 (μ1) zu Gebiet 2 (μ2)
9 Erste deutsche Ausarbeitungen über die Gültigkeit von (2.10) bereits 1913 in [61,118].
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iii I0I0I0

ΨΨΨ

ΔW ∗m
Ψ1Ψ1

Ψ2Ψ2

Wm1

Wm2

W ∗m1
W ∗m2

x1 x1

x2x2

Bild 2.1: Ψ -i-Kennlinienfeld eines nichtlinearen Magnetkreises und Änderung der ma-
gnetischen Energie Wm und Co-Energie W ∗m durch Verrichtung mechanischer
Arbeit im Luftspalt (x2 < x1)

Co-Energie W ∗m (2.12). Sind aber Hysterese, Wirbelströme und andere Magnetisie-
rungseffekte vernachlässigbar, dann muss diese Änderung von W ∗m aufgrund des
Energieerhaltungssatzes als mechanische Arbeit Wmech verrichtet werden (2.13).

i0 Ψ0 = Wm +W ∗m mit Wm 
=W ∗m (2.11)

i0ΔΨ0 = ΔWm +ΔW ∗m (2.12)

Wmech = ΔW ∗m =
x2∫
x1

F dx (2.13)

Im Gegensatz zu elektrodynamischen Kräften wirken Reluktanzkräfte zwischen fer-
romagnetischen Materialen immer anziehend und luftspaltverkleinernd. Durch ent-
sprechend große Eisenflächen lassen sich auch auf kleinem Raum bereits hohe ma-
gnetische Kräfte erzielen (nach (2.10) circa 40 N/cm2 bei B = 1 T), wofür elektrodyna-
mische Systeme deutlich mehr Bauraum (Windungszahl, Spulenradien) benötigen,
um genügend Lorentz-Kraft auf den Ladungskörpern im volumenmäßig kleinen
Spulendraht aufzubauen. Allerdings sind bei Reluktanzantrieben die ferromagneti-
sche Sättigung und andere Nichtlinearitäten zu kompensieren. Als Grundlage aller
magnetischen Reluktanzkraftwirkungen kann der einfache Magnetkreis in Bild 2.2
analysiert werden, der die nichtlinearen (2.14) und destabilisierenden Eigenschaf-
ten (2.15) von Reluktanzkräften offenbart. Insbesondere (2.15) zeigt die steigende
Anziehungskraft bei einer Luftspaltverkleinerung, wobei man diese die Auslenkung

l

A

w · i

Θ

R
F
e1

RFe2

R
F
e3

R
F
e4

RFe5

R
L
S

Fre

Fre

μrFe � 1

Φ

μrLS = 1

Bild 2.2: Einfacher Magnetkreis mit
Ersatznetzwerk

• Eisenquerschnitte konstant mit
A = AFe = ALS

• feldabhängige Eisenreluktanzen
RFe = f(H)

• lineare Luftreluktanz
RLS = l

μ0A
� RFe

• Reluktanzkraft Fre = 1
2μ0A

w2i2

l2
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begünstigende Kraft auch als negative Steifigkeit in Analogie zur mechanischen Feder
c = dF/dx > 0 (bei physikalisch richtigen Koordinaten) bezeichnet.

Fre = 1
2μ0Aw

2 i
2

l2
(2.14)

∂ Fre
∂ l
∝ − 1
l3
< 0 (2.15)

Typische Anwendungen mit Reluktanzkräften sind Elektromagnete und Aktoren
(Schalt-, Hub-, Haftmagnete, Proportionalmagnete, Spannplatten), aber auch Ma-
gnetkupplungen, Relais, Schrittmotoren, Ventil-Schaltstufen, Magnetschwebebahnen
(Transrapid [133]) und Shaker [76].

2.2 Berechnungsmethoden magnetischer Kreise

Eine geschlossene Anordnung zur Führung des magnetischen Flusses bezeichnet man
als magnetischen Kreis. Die Verfahren zur Berechnung magnetischer Systeme und
ihrer primären (Potential, Feldverlauf) und sekundären (Kräfte, Induktivitäten) Grö-
ßen unterscheiden sich hinsichtlich Komplexität, Rechenmethode und Anschaulich-
keit zum Teil erheblich. In dieser Arbeit werden zwei ingenieurtechnisch bedeutsame
Verfahren der Magnetkreisberechnung angewendet, die insbesondere in ihrer Kom-
bination für die Auslegung moderner Magnetsysteme sehr gut geeignet sind.

2.2.1 Magnetische Ersatznetzwerke

Schon in den Maxwellschen Gleichungen (2.1) wird die physikalische Analogie
zwischen den im Allgemeinen untrennbar verbundenen elektrischen und magneti-
schen Feldern sichtbar. Diese Analogie legt die Abbildung der räumlich verteilten
magnetischen Phänomene in Netzwerken mit konzentrierten Elementen nahe, wenn
folgende Annahmen zumindest ansatzweise gelten [110]:

• keine räumliche Überlagerung sich beeinflussender Felder;
• Energiekopplung räumlich konzentriert oder gleichverteilt;
• Pfade mit guter Leitfähigkeit zwischen Quelle und Senke;
• Unstetigkeiten in Geometrie und Material analytisch approximierbar.

Als konzentrierte Elemente lassen sich magnetische Ersatzwiderstände Rm und ma-
gnetische Spannungsquellen Θ (Durchflutung bzw. magnetomotorische Kraft MMK )
ableiten. Die Topologie eines magnetischen Ersatznetzwerks (MEN) ist systemspezi-
fisch abhängig von der auftretenden - oder zu erwartenden - Feldverteilung. Die ma-
gnetischen Widerstände orientieren sich an sog. Flussröhrenabschnitten, d.h. einem
Volumenabschnitt des magnetischen Kreises, durch dessen Stirnflächen die Feldlinien
möglichst senkrecht ein- und austreten. In der Analogie zum elektrischen Kreis lassen
sich Differenz- und Flussgröße definieren (2.16-2.17) und es gelten der Maschen- so-
wie Knotensatz (2.18-2.19). Im Gegensatz zu elektrischen Widerständen verkörpern
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magnetische Reluktanzen keine Verluste, sondern die in ihrem Feldgebiet gespeicher-
te Energie [62]. Daher lässt sich die Reluktanzkraft nach der Energiemethode auch
über die magnetischen Widerstände bestimmen.

Differenzgröße: Spannung u ⇔ Magn. Spannung Vm (2.16)
Flussgröße: Strom i ⇔ Magn. Fluss Φ (2.17)

Maschensatz:
∮
Hds = w · i = Θ =

∑
j

Vmj =
∑
j

(∫
Hjdsj

)
(2.18)

Knotensatz:
∮
BdA = 0 −→

∑
k

Φk = 0 (2.19)

Der magnetische Spannungsabfall Vmj =
∫
Hjdsj über einem Flussröhrenabschnitt

j treibt den magnetischen Fluss Φj =
∫
Aj
BdA abhängig vom magnetischen Wi-

derstand Rmj an. Dieser ergibt sich für den Abschnitt j in beliebigem Material
analog zum Ohmschen Gesetz aus dem Hopkinsonsches Gesetz (2.20) [103]. Für
lineare, isotrope Abschnitte der Länge l mit konstantem Querschnitt A, die von ei-
nem homogenen Feld senkrecht durchsetzt werden, lässt sich daraus der magnetische
Widerstand Rm bzw. der magnetische Leitwert Gm (2.21) vereinfacht angeben.

Rmj = Vmj
Φj

=
∫
(s)

1
μ(s)Aj(s)

ds (2.20)

Rm = 1
Gm

= l

μA
(2.21)

Zur Magnetkreismodellierung wird auf Basis von (2.18-2.21) das gesamte magneti-
sche Feldgebiet in homogene Bereiche geteilt, denen magnetische Spannungen und
Flüsse zugeordnet werden. Im Allgemeinen entsteht ein nichtlineares Widerstands-
netzwerk, das mit den bewährten Methoden der Netzwerktheorie lösbar ist [131].
Voraussetzung für die Netzwerkmethode ist die Kenntnis des Feldverlaufs aus an-
schaulichen Betrachtungen oder über FE-Verfahren (Abschnitt 2.2.2). Aufgrund der
Diskretisierung des räumlichen Feldes mit konzentrierten Elementen für die Haupt-
flusspfade aus weich- und hartmagnetischen Teilen sowie Luftspalt-Reluktanzen sind
die MEN vor allem zur Grobdimensionierung sehr gut geeignet. Die Vorteile liegen in
den kurzen Rechenzeiten durch effiziente Netzwerklöser und in den analytischen Geo-
metrie-Feld-Kraft-Relationen des Systems. Diese Eigenschaften machen die MEN
beim systematischen Magnetentwurf unverzichtbar. Für genauere Modelle müssen
aber die Streupfade des magnetischen Feldes, nichtlineare Werkstoffkennlinien und/-
oder Wirbelströme in elektrisch leitfähigen Materialien berücksichtigt werden. Dau-
ermagnete lassen sich in magnetischen Ersatznetzwerken als Durchflutungsquellen
(2.22) in Reihe mit einem Innenwiderstand (2.23) modellieren, wenn das Feld die
Fläche APM auf der Länge lPM durchsetzt.

ΘPM = HcB · lPM (2.22)

RPM = HcB · lPM
Br · APM = lPM

μPM · APM (2.23)
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Dagegen vernachlässigt man bei weichmagnetischen Abschnitten aufgrund der hohen
Permeabilität oft die Reluktanz. Die Entwicklung leistungsfähiger Antriebe gebietet
jedoch die Ausnutzung vorhandener Materialkapazitäten und somit die Beachtung
der Werkstoffsättigung im Entwurf. Dazu wird für die Elemente Rm(μ) eine hys-
teresefreie Magnetisierungskennlinie μ(H) zu Grunde gelegt und der Arbeitspunkt
des Magnetsystems iterativ oder grafisch bestimmt [103]. Die grafische Methode eig-
net sich nur für stationäre Magnetfelder, wogegen über nichtlineare Gleichungslöser
auch quasistationäre und transiente Simulationen möglich sind [131].

Die Netzwerkmethode ist hervorragend zur Modellierung drehender elektrischer Ma-
schinen geeignet, da diese einen konstanten Luftspalt und drehzahlabhängig eine
zumindest quasistationäre Feldverteilung aufweisen. Im Gegensatz dazu sind bei
translatorischen Reluktanzantrieben variable Luftspalte vorhanden, d.h. die Arbeits-
und Streufelder ändern sich mit der Stellbewegung. Diese Veränderung der Feldver-
teilung erschwert die korrekte Abbildung in den magnetischen Ersatznetzwerken.
Daher werden oft nur wenige Arbeitspunkte im Netzwerk berechnet und dazwischen
linear interpoliert. Neben der Magnetik existieren auch für Mechanik, Hydraulik,
Akustik und andere physikalische Domänen Analogien zum elektrischen Netzwerk.
Diese einheitliche Darstellung auf einer Modellierungsebene ermöglicht die analyti-
sche Behandlung sog. Multi-Domänen-Systeme, z.B. bei mechatronischen Antrieben.

Zusammengefasst sind MEN insbesondere bei magnetischen Aufgaben mit nur ge-
ringen Vorgaben oder bei der Beurteilung von Magnetkreisvarianten sehr vorteilhaft.
Des Weiteren ermöglichen die analytischen Lösungen ein gutes Systemverständ-
nis und gestatten häufig geschlossene Lösungen für Optimierungsaufgaben. Aller-
dings ist aufgrund der erforderlichen Näherungen die Modellgenauigkeit a priori
nur schwer einschätzbar. Diese Lücke können Finite-Elemente-Methoden schließen,
um das Netzwerkmodell iterativ zu verbessern [76].

2.2.2 Finite-Elemente-Methode

Obwohl unter den Begriff der Finite-Elemente Methoden mehrere numerische Dis-
kretisierungsverfahren (z.B. Finite-Differenzen, Randelementmethode) zusammenge-
fasst werden, wird mit dem Ausdruck FEM oft die klassische Finite-Elemente-Me-
thode assoziiert. Sie ist wie die MEN ein strukturorientiertes Verfahren und zerlegt
das zu untersuchende Feldgebiet in diskrete kleine Teilbereiche, die finiten Elemen-
te, die an ihren Eckpunkten (Knoten) verbunden sind. Jedem finiten Element wird
dann eine Näherungslösung zugeordnet, die nur in diesem Element ungleich Null ist.
Im Unterschied zur FDM definiert die FEM-Näherungslösung die gesuchte Funktion
in allen Punkten eines Elements und nicht nur an dessen Knotenpunkten.

Die Näherungslösung lässt sich mit Hilfe mehrerer linear unabhängiger Basisfunktio-
nen (Formfunktionen, Lagrange-Polynome) und den Knotenwerten als Stützstel-
len der Formfunktionen für das jeweilige Element darstellen [37]. Das Gesamtpro-
blem ergibt sich durch Überlagerung aller meist linearen Element-Ansatzfunktionen,
die ausreichend genau und einfach programmierbar sind. Mit den Randbedingungen
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entsteht ein Gleichungssystem zur Bestimmung der Funktionswerte an den Knoten,
welches direkt oder indirekt gelöst wird. Die FEM wird heute in vielen Bereichen der
Technik- und Naturwissenschaften eingesetzt, vor allem bei räumlich verteilten Phä-
nomenen, die durch elliptische partielle Differentialgleichungen (DGL) mit Randbe-
dingungen beschrieben werden. Typische Anwendungen sind die Berechnung mecha-
nischer Spannungen, thermodynamischer oder elektromagnetischer Felder. Hier erge-
ben sich basierend auf den Maxwellschen Gleichungen (2.1) für jedes Element Po-
tentialfunktionen (Poisson, Laplace), so dass je nach Diskretisierungsgrad große
Gleichungssysteme partieller DGLs entstehen. Für die Lösung dieser Randwertauf-
gabe wird der Variationsansatz (mit Rayleigh-Ritz-Methode) der Randwertfor-
mulierung (mit Galerkin-Methode) meist vorgezogen. Die feldbeschreibende Glei-
chung ist durch ihre approximierte Lösung dann mit minimalem Fehler erfüllt, wenn
das zur magnetischen Energie äquivalente Variationsintegral minimal wird. Für drei-
dimensionale elektromagnetische Randwertprobleme erfolgt die FEM-Formulierung
mit Hilfe des Vektorpotenzials10 A, wodurch sich eine große Zahl an Freiheitsgraden
ergibt. Die Lösung der großen, oft nichtlinearen Gleichungssysteme erfordert meist
aufwendige Verfahren und kostet viel Rechenzeit, jedoch existieren zahlreiche leis-
tungsfähige FEM-Programme, z.B. Maxwell (Ansoft), Flux (Cedrat), ANSYS
(Ansys Inc.) oder Opera (Vector Fields). Diese bieten zum Teil die Möglich-
keit einer adaptiven FEM, bei der sich die Diskretisierung während der Berechnung
an das zu lösende Feldproblem anpasst [62].

Zur numerischen Kraftberechnung werden virtuelle Verschiebungen und die Max-

wellschen Spannungen T eingesetzt [62], die beide numerisch abgeleitete Größen
verwenden (T = f(H) mit μH = B = ∇×A). Das Prinzip der virtuellen Arbeit ist
unabhängig von der Vernetzungsart und global optimal, da per Volumenintegral alle
Feldergebnisse zur Kraftermittlung herangezogen werden [89], d.h. die gesamte im
System gespeicherte Energie berücksichtigt wird. Bei Nutzung des flächenintegral-
basierten Maxwellschen Spannungstensors dagegen wird nur ein geringer Teil der
Feldergebnisse benutzt und es kann vernetzungsbedingte Berechnungsfehler geben.
Das ist gerade bei kleinen Luftspalten mit unzureichend feiner Diskretisierung und
bei Ecken der Fall, da die Maxwellschen Kräfte von der Hüllfläche abhängen und
zudem die Flächenintegrale an Ecken nicht definiert sind [8].

Mit der FEM sind nach [110] grundsätzlich stationäre und harmonisch angeregte
Probleme mit Wirbelströmen sowie transiente Berechnungen ohne Bewegung durch-
führbar. Eine dynamische Simulation unter Berücksichtigung der durch elektroma-
gnetische Kraftwirkungen initiierten mechanischen Bewegungen ist prinzipiell auch
möglich, aber deutlich aufwendiger11. Problematisch erscheint die Modellierung sehr
kleiner Luftspalte mit hohen magnetischen Feldstärken, da die erforderliche feine
Vernetzung nur schwer realisierbar ist. Vor Beginn einer FE-Rechnung sollte eine
Idealisierung des Problems durch das Ausblenden irrelevanter Details, die Nutzung
von Symmetrien sowie durch vereinfachende Annahmen mit Hinblick auf die Re-
cheneffizienz erfolgen. Nichtsdestotrotz ist die FEM konkurrenzlos, wenn Struktur
und Parameter der Aufgabe in hinreichend engen Grenzen bekannt sind [76].

10 Wegen ∇ ·B = 0 (2.1c) kann B = ∇×A mit ∇ ·A = 0 eingeführt werden.
11 Flux (Cedrat) und Opera (Vector Fields) bieten kinetische Add-Ons [14, 142], ANSYS

enthält das PLANE13 Element in Kombination mit TARGE169 und CONTA171.
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2.3 Zeitveränderliche elektromagnetische Felder

Für die meisten technischen Anwendungen sollen Reluktanzantriebe hohe Kräfte
und definierte Bewegungen nach vorgegebenen Mustern erzeugen. Typischerweise
erwartet man von leistungsfähigen Systemen auch rasche Stellbewegungen, die mit
zeitlich schnell veränderlichen Signalen und Energieströmen einhergehen. Daher ist
für den Entwurf und die Simulation hochdynamischer Aktoren auch die Berücksich-
tigung frequenzabhängiger Effekte notwendig.

2.3.1 Induktionsgesetz und Induktivität

Mit dem Satz von Stokes kann das Induktionsgesetz (2.1b) in seine Integralform
(2.24) von Faraday

12 überführt werden. Demnach wird jedes zeitlich veränderliche
Magnetfeld dΦ/d t 
= 0 von einem elektrischen Feld E umwirbelt und induziert in
einer umgebenden Leiterschleife eine elektrische Spannung eind (Umlaufspannung).
Diese Urspannung (elektromotorische Kraft, EMK) treibt im geschlossenen Strom-
kreis zugleich einen Strom i an, dessen eigenes Magnetfeld der Ursache seiner Ent-
stehung (Magnetfeldänderung) entgegen wirkt (Lenzsche Regel13).

eind =
∮
(s)

Eds = − d
d t

∫
(A)

BdA = −dΦ
d t (2.24)

R

A

w u

i

eind

Φ, Φ̇ > 0

Bild 2.3: Selbstinduktion einer
Spule eind = −w dΦ

d t bei
eingeprägter Spannung u

Die Umlaufspannung eind ist örtlich nicht lokali-
sierbar, sondern allgemein der Induktionsschleife
zugeordnet [100]. Der induzierende Magnetfluss
kann sowohl durch ein zeitlich veränderliches Ma-
gnetfeld Ḃ 
= 0 (Ruheinduktion) als auch durch
einen bewegten Leiterrahmen bei Ḃ = 0 (Be-
wegungsinduktion) entstehen. Durchsetzt der ver-
änderliche Fluss Φ die w Windungen einer idea-
len Spule, dann bestimmt der verkettete Indukti-
onsfluss Ψ (2.25) die induzierte Spannung. Die
Induktionsverkettung der Spule bestimmt sich
dabei durch den Spulenstrom (Selbstinduktion),
aber auch durch Fremdfelder etwaiger Dauerma-
gnete (Fremdinduktion14). Im Falle einer techni-
schen Spule mit dem ohmschen Widerstand R
gilt mit Bild 2.3 die Spannungsgleichung (2.26).

Ψ = w · Φ (2.25)

u = R · i− eind = R · i+ wdΦ
d t = R · i+ dΨ

d t (2.26)

Insbesondere bei translatorischen Reluktanzantrieben mit weichmagnetischen Mate-
rialien ist die Flussverkettung Ψ = f(x,i) lage- und stromabhängig. Gleichung (2.26)

12 Michael Faraday (1791-1867): Englischer Physiker und Chemiker.
13 Formuliert 1834 von Heinrich Lenz (1804-1865): Deutsch-baltischer Physiker.
14 Nicht zu verwechseln mit der Gegeninduktion bei Anwesenheit mehrerer Spulen.
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drückt zugleich die Verkopplung elektrischer und magnetischer Feldgrößen über die
Induktivität L (2.27) als Verhältnis des verketteten Magnetflusses zum Strom aus.
Der Integralparameter L hängt von der geometrischen Form und den Abmessungen
der Einrichtung sowie von der Permeabilität des durchsetzten Stoffes ab [103] und
ist im Allgemeinen nicht konstant. Mithin lässt sich (2.26) für eine Spule in die Form
(2.28) überführen, aber nur im linearen, zeitinvarianten Fall (L̇ = L̇0 = 0) ergibt
sich die bekannte Form (2.29).

L = Ψ(x,i)
i

= L(x,i) (2.27)

u = R · i+
(
L(x,i) + ∂ L(x,i)

∂ i

)
d i
d t + i ∂ L(x,i)

∂ x

dx
d t (2.28)

u = R · i+ L0
d i
d t mit L0 = const. (2.29)

Wegen ihrer Abhängigkeit von der Beschaffenheit des magnetischen Kreises kann
die Induktivität L auch in den Parametern des magnetischen Ersatznetzwerks ange-
geben werden. Beschreibt man einen linearen Magnetkreis bezüglich der Erregungs-
durchflutung Θ = w · i mit (2.30) durch eine Gesamtreluktanz RmΣ, dann ergibt
sich aus (2.27) unter Beachtung von Ψ = wΦ der Zusammenhang (2.31).

RmΣ = Θ
Φ

(2.30)

L = w2

RmΣ
(2.31)

Für die Dynamik und die Kräfte von Reluktanzaktoren spielt die Induktivität eine
wesentliche Rolle, da sie die mögliche Stromrate begrenzt. In Rechnungen wird daher
oft das zu Grunde liegende Ψ -I-Kennfeld15 verwendet (vgl. Bild 2.1), da dort das
statische Verhalten des Magnetsystems besser erkennbar ist [62].

2.3.2 Wirbelströme

In leitfähigen Materialien induziert ein zeitlich veränderliches Magnetfeld aufgrund
von (2.1b) bzw. (2.24) einen Stromfluss. Diese sog. Wirbelströme zirkulieren um
den erzeugenden magnetischen Fluss und wirken nach Lenz dem ursprünglichen
Feld entgegen. Die Berechnung der Wirbelströme kann nur für wenige einfache Geo-
metrien näherungsweise analytisch erfolgen, in komplizierteren Fällen sind numeri-
sche Feldberechnungsverfahren einzusetzen [62]. Bei sehr schnellen Wechselmagnet-
feldern sind die Rückwirkungen der Wirbelströme so stark, dass das ursprüngliche
Magnetfeld verdrängt wird (Feldverdrängung). Neben der Feldverdrängung kommt
es in stromführenden Leitern zu einer Stromverdrängung über den Leiterquerschnitt
(Skin-Effekt) und somit zu einer Widerstandserhöhung [62]. Dabei nimmt die Strom-
verteilung stark in Richtung der Flächen zu, durch welche die zur Deckung der
Verluste verbrauchte Energie in den Leiter strömt [102]. Bei Spulen in elektroma-
gnetischen Aktoren ist die Stromverdrängung meist vernachlässigbar, allerdings be-
einflussen die Wirbelströme in massiven Eisenteilen die Systemdynamik nachhaltig.

15 Zum Teil auch das Φ-Θ-Kennfeld.
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Die Wirbelströme verursachen eine zusätzliche Polarisation im ferromagnetischen
Werkstoff [110] und tragen als Ursache aller dynamischen Verluste beträchtlich zu
den Ummagnetisierungsverlusten bei (Wärmeverlustleistung, vgl. (2.4)). Zur Verrin-
gerung der Wirbelströme setzt man oft dünne Bleche längs der Feldrichtung ein, um
die senkrechten Wirbelstromkreise zu unterbrechen. Für diese Arbeit sind vor allem
die Verluste in massiven Materialien bei relativ niedrigen Frequenzen (f < 1 kHz) in-
teressant. Da aber massive Materialien ein nichtlineares Raumgebiet darstellen, sind
sie analytisch schwer zugänglich. Als Grundlage einer Abschätzung von Wirbelströ-
men stehen daher nur Formeln für dünne Bleche zur Verfügung. Für ein solches Blech
mit dem Volumen V und der Dicke d ergibt sich bei einem Feld der Amplitude B̂
und der Frequenz ω = 2πf die Wirbelstromverlustleistung Pw mit (2.32-2.34) [69].

Pw = 1
24 κ ω

2 d2 B̂2 V F (x) (2.32)

F (x) = 3
x

sinh x− sin x
cosh x− cos x mit x = βd (2.33)

β = 1
δ

=
√
πfκμ mit δ = Eindringmaß (2.34)

Oberhalb von x = 1 tritt durch Feldverdrängung eine Schwächung des Feldes auf.
Gilt x ≤ 1, d.h. F (x) ≈ 1, dann wachsen die Verluste bei niedrigen Frequenzen
proportional mit dem Quadrat der Blechdicke d und der Frequenz ω (vgl. Pw in
(2.4)). Für Eisen erfordert x ≤ 1 bei f = 10 Hz eine Blechdicke d < 1,1 mm
(μ = μ4μ0 = 2000μ0 ≈ 2,5·10−3 Vs/Am, κ ≈ 10·106 1/(�·m)). Bei einem gegebenen Blech
folgt die Grenzfrequenz bezüglich der Feldschwächung aus (2.34) zu fg = 1/(πκμd2).
Die Wirkung der Wirbelströme kann ausgehend von (2.32) auch in einer komplexen
Impedanz Zw mit Wechselstrominduktivität Lw und Wirbelstromwiderstand Rw ab-
gebildet werden, die beide auf der Gleichstrominduktivität L0 beruhen.

Lw = L0
1
x

sinh x+ sin x
cosh x+ cosx Rw = ωL0

1
x

sinh x− sin x
cosh x+ cosx (2.35)

Gleichung (2.35) beinhaltet den Anstieg von Rw mit der Frequenz und auch den Ab-
fall der Induktivität mit steigenden Frequenzen, basierend auf einer Verschlechterung
der ferromagnetischen Eigenschaften (Anstieg der Reluktanz). Gleichbedeutend da-
mit nimmt bei steigenden Frequenzen die Permeabilität des Materials ab, die zudem
als komplexe Größe dargestellt werden muss [9, 90].

Neben diesen analytischen Abschätzungen können auch messtechnisch basierte Mo-
delle angegeben werden. Weit verbreitet ist der Einsatz eines reellen Wirbelstrom-
widerstands Rw parallel zur Gleichstrominduktivität L. Das Ersatzschaltbild in
Bild 2.4 beruht auf dem klassischen Transformator, wobei der Wirbelstromkreis
im Eisenkern als kurzgeschlossene Sekundärseite agiert. Unter Vernachlässigung der
primären und sekundären Streuinduktivitäten ergibt sich ein messtechnisch gut be-

Bild 2.4: Ersatzschaltbild einer eisenbehafte-
ten Spule unter Berücksichtigung des
Wirbelstromeinflusses

i

U0

R
L

Rw
iw

iL
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schreibbares Modell [41, 62], für dessen Identifikation der Schaltkreis in Bild 2.4
zur Zeit t = t0 durch einen Spannungssprung erregt wird. Nach (2.36)-(2.38) lässt
sich beim Einschalten der Spannung der Einfluss der Wirbelströme und somit auch
Rw über den messbaren Stromimpuls Δi = i|t=0 bestimmen. Alternativ berechnen
FE-Programme die Wirbelströme und ihre Feldverteilung (Verdrängung und lokale
Sättigungen) stationär für eine Frequenz oder auch transient meist sehr genau.

U0 = R · i+ Ld iL
d t = R · i+Rw · iw (2.36)

i = iL + iw mit iL = 0|t=0 (2.37)

Rw = U0

i

∣∣∣∣
t=0
−R (2.38)

2.4 Dynamik mechanischer Systeme

Die Dynamik oder Kinetik ist die Lehre von der Bewegung mechanischer Systeme
und den Wechselwirkungen zwischen Körpern, an denen abstrahierte Kräfte und
Momente eine Bewegung verursachen. Es werden mechanische Mehrkörpersysteme
(MKS) aus starren Körpern mit Massenträgheit und Massenmittelpunkt betrachtet,
auf die an diskreten Punkten Einzelkräfte und -momente einwirken, die durch Stell-
glieder eingeprägt oder durch Bindungen erzwungen sind. Quasi analog zu elektroma-
gnetischen Phänomenen werden auch in der Starrkörpermechanik diskrete Systemei-
genschaften (Trägheit, Viskosität, Kraft) durch konzentrierte Elemente modelliert.

Die (Relativ-)Kinematik liefert Methoden zur Abbildung der Bewegungsgeometrie
mechanischer Systeme in zweckmäßigen Koordinatensystemen und zur Beschreibung
der Abhängigkeiten dieser, auch gegeneinander bewegten Koordinatensysteme [101].
Die freie Bewegung aller n Körper eines Systems wird durch Bindungen an den Kör-
pergrenzen eingeschränkt, so dass die 6n körperspezifischen Systemkoordinaten r
zur Beschreibung meist redundant sind. Für die Analyse der verbleibenden f Bewe-
gungsmöglichkeiten (Freiheitsgrade) eines Systems sind f unabhängige Minimalko-
ordinaten q (auch: generalisierte oder verallgemeinerte Koordinaten) ausreichend.

In der Kinetik interessiert der sowohl der Zustand eines mechanischen Systems, d.h.
Lage r und Geschwindigkeit v einer jeden Masse m (Impuls p = mv), als auch
seine Zustandsänderung. Ursache von Zustandsänderungen sind eingeprägte Kräfte
und Momente, so dass die Körper eine Beschleunigung a = v̇ = r̈ (Impulsänderung)
erfahren. Die Zusammenhänge zwischen Kräften und Bewegungen lassen sich in der
klassischen Mechanik ähnlich zur klassischen Elektrodynamik auf ein Fundament
unabhängiger Axiome zurückführen16. Zu den kinetischen Grundgleichungen zählen
neben dem Satz von der Erhaltung der Masse (2.39) sowohl der Impulssatz (2.40)
von Euler

17, der schon in den Newtonschen Axiomen18 (2.42) formuliert ist, als

16 vgl. Axiome der Elektrodynamik, Abschnitt 2.1.1 auf Seite 19
17 Leonhard Euler (1707-1783): Schweizer Mathematiker und Physiker.
18 Isaac Newton (1643-1727): Englischer Physiker, Mathematiker, Astronom und Philosoph.
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Tabelle 2.1: Wesentliche Prinzipien der Mechanik (aus den Axiomen der Mechanik
(2.39-2.41) ableitbar)

Name Bewegungsgleichung Erläuterung

Virtuelle
Arbeit

δW =
[
F Te

∂ r
∂ q +MTe

∂ γ
∂ q

]
δq = 0

statisches Gleichgewicht, wenn δW aller
eingeprägten Kräfte für beliebige virtuelle
δq verschwindet

Hamilton

t2∫
t1

δ(T − V ) dt =
t2∫
t1

δLdt = 0
Extremalprinzip aus δW = 0 über mini-
male potenzielle Energie auf konservative,
kinetische Systeme; Lagrange-Funktion
L = T − V

Lagrange

(2. Art)
d

d t

(
∂ T
∂ q̇

)
−
(
∂ T
∂ q

)
+
(
∂ V
∂ q

)
= QNK

vorzugsweise für holonome, konservative
Systeme mit wenigen FG; implizite Berück-
sichtigung der Zwangsbedingungen in Mini-
malkoordinaten u.U. schwierig

d’Alembert

∫
(S)

(r̈ dm− dF e)T δr = 0 Erweiterung der virtuellen Arbeit: Zwangs-
kräftea verrichten keine (virtuelle) Arbeit

Jourdain

∫
(S)

(r̈ dm− dF e)T δṙ = 0 Erweiterung von d’Alembert: Zwangs-
kräfte erbringen keine (virtuelle) Leistung

Newton-

Euler mit
Jourdain

JTT (ṗ− F e) + JTR(L̇−M e) = 0
Verknüpfung (2.40-2.41) mit Zwangsbedin-
gungen, Ausblendung Zwangskräfte per
Jacobi-Matrix J ; für große MKS sinnvoll

a Zwangskräfte F z (Mz): auch Schnittkräfte, Reaktionskräfte, verlorene oder passive Kräfte;
treten nach (2.42c) paarweise entgegengesetzt auf. Gegenstück: Eingeprägte (auch: aktive)
Kraft F e (M e); einmaliges Auftreten. Unterscheidung innere und äußere Kräfte von der
Systemgrenze (Schnittprinzip) abhängig und daher problematisch.

auch der ebenfalls von Euler formulierte Drallsatz (2.41) für massenkonstante Sys-
teme unter dem Einfluss eingeprägter Kräfte F e und Momente M e. Als weitere
Grundgleichung liefert der Energiesatz gegenüber Impuls- und Drallsatz zwar keine
neuen Erkenntnisse, ist aber insbesondere für konservative Systeme19 als erstes In-
tegral bei praktischen Auswertungen oft nützlich [117].

ṁ = 0 m > 0 (2.39)
p = ṙSm ṗ = F e (2.40)

L =
∫
K

r × (ṙdm) L̇ =M e (2.41)

ṙS dm = const.|∑ F e=0 Trägheitsgesetz (2.42a)
r̈S dm = F Bewegungsgesetz (2.42b)
F 12 = −F 21 Gegenwirkungsgesetz (2.42c)

Die Beziehungen für Impuls und Drall (2.40-2.41) sind zur Beschreibung der kineti-
schen Bewegung beliebiger freier mechanischer Systeme prinzipiell hinreichend [135].

19 Konservative Systeme dissipieren keine Energie, Kraftfelder als Potenzial darstellbar
F = −∇V T , vgl. Potenzial des elektrischen Feldes E = −∇ϕ
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Mit Hilfe des Schnittprinzips von Euler werden auch kinematisch gebundene Sys-
teme in freie Systeme überführt und die Newton-Euler-Gleichungen (2.40-2.41)
sind anwendbar. Die Elimination der Schnittkräfte kann jedoch bei großen Systemen
ein ineffizientes Prozedere werden und ist daher nur für kleinere Starrkörpersysteme
sinnvoll. Mit den wichtigsten Prinzipien der Mechanik in Tabelle 2.1 kann der Lö-
sungsaufwand für die Bewegungsgleichungen reduziert werden, denn sie eliminieren
die unbekannten Zwangskräfte und ermöglichen das Aufstellen der Bewegungsglei-
chungen nur in Abhängigkeit der eingeprägten Kräfte.

Die erhaltenen Bewegungsdifferentialgleichungen (BGL) können als mathematischer
Ersatz für das mechanische Modell angesehen werden. Somit können die obigen Prin-
zipien nicht mehr leisten, als bereits im Mechanik-Modell zu Grunde gelegt wurde.
Der geringstmögliche Umfang des mathematischen Modells wird durch die Minimal-
koordinaten bestimmt, während der Aufwand zur Bestimmung der BGL von der
Wahl des kinetischen Verfahrens abhängt (siehe Tabelle 2.1). Für eine detailliertere
Darstellung hierzu sei z.B. auf [12,101,117,137] verwiesen.

2.5 Modellierung elektromagnetischer Aktoren

Bereits Abschnitt 2.4 deutet an, dass die Aussagekraft mathematischer Modelle
durch Güte und Genauigkeit der Abstraktion der physikalischen Effekte limitiert
ist. Grundsätzlich muss ein Modell die als wesentlich erkannten Eigenschaften der
Realität wiedergeben. Die Definition wesentlicher Eigenschaften variiert mit dem
Modellzweck und ist daher sehr problemspezifisch. In jedem Fall sollte das Modell
aber so einfach wie möglich und nur so detailliert wie nötig aufgebaut sein. In diesem
Sinne ist das einfachste, aber gültige Modell auch das beste Modell [12]. Außer ein
paar Faustregeln existieren keine allgemeingültigen Vorschriften zur Modellbildung,
jedoch müssen alle Modelle folgenden Anforderungen genügen [12,109,110]:

Physikalische Transparenz: Die Modellelemente müssen klar definiert, eindeutig
beschreibbar und in sich widerspruchsfrei sein. Alle physikalischen Parameter
müssen eine phänomenologische Interpretation bezüglich der physikalischen
Größen erlauben.

Konsistenz: Die physikalischen Modelle müssen den Grundprinzipien der Physik
genügen. Alle Voraussetzungen, Annahmen, Vereinfachungen und Näherungen
müssen für das Gesamtsystem und alle seine Teilsysteme gleichermaßen gelten.

Modellgültigkeit: Alle logischen Folgerungen, die aus den Verknüpfungen der Mo-
dellelemente gezogen werden, müssen im Rahmen des Modellzwecks dem realen
Systemverhalten entsprechen.

Effizienz: Für den Fall der Möglichkeit verschiedener Darstellungen, die den ers-
ten Forderungen genügen, soll die einfachste ausgewählt werden, die mit der
geringsten Mühe zum Ziel führt.

Auch wenn alle Forderungen erfüllt werden, ist ein Modell als Abbild der Realität
weder vollständig noch von vornherein als fehlerfrei akzeptierbar. Die notwendige
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Tabelle 2.2: Modellvorstellungen zur Berechnung elektromagnetischer Felder [73]

Abbildung elektromagnetischer Felder

F1 Annahme stationärer Felder ( )� = 0 (Feldaufbau und Spannungsinduktion unabhängig)
F2 Annahme ebener Felder, abschnittsweise homogener Felder oder quasihomogener Feld-

verläufe (Vml(x) = H(x) · l(x), ∀x)
F3 Vernachlässigung von Feinheiten des Feldverlaufs
F4 idealisierte Randbedingungen bezüglich Feldverlauf und/oder Geometrie

(z.B. eindimensionale Ortsabhängigkeit)
F5 fiktive Zerlegung des gesamten Feldraumes in Teilfelder entsprechend dem Feldcharak-

ter (z.B. Nutz- und Streufeld im Luftspalt)
F6 Anwendung numerischer Methoden

Berücksichtigung weichmagnetischer Werkstoffe (abnehmende Komplexität und Genauigkeit)

W1 Näherungsansätze für Nichtlinearitäten, Hysterese und Wirbelströme
W2 Näherungsansätze für Nichtlinearitäten oder Hysterese oder Wirbelströme
W3 Annahme magnetisch linearer Kreis (μFe = const.) ohne Wirbelströme (κFe = 0)
W4 Annahme magnetisch idealer Verhältnisse (μFe =∞) ohne Wirbelströme (κFe = 0)
W5 Annahme quasihomogener Felder im Querschnitt der Ferromagnetika (B = const. in

AFe) und Vernachlässigung von Feldübergängen bei Geometrieänderungen
W6 bei W3 und W4 nachträgliche Approximation der Eiseneigenschaften

(z.B. zusätzliche Wirkreluktanzen für Ummagnetisierungsverluste)

Berücksichtigung hartmagnetischer Werkstoffe

H1 Annahme einer linearen Magnetisierungskurve mit μPM = Br/HcB
H2 Annahme einer homogenen MagnetisierungM = const. im Material
H3 Analogie zur stromdurchflossenen – langen – Spule (Strombeläge Jm = ∇ ×M auf

Seitenflächen des Dauermagneten als felderzeugende Ringströme)
H4 Annahme – fiktiver – magnetischer Ladungen im Dauermagneten [73]

(magnetische Raumladungsdichte ρPM = ∇ ·M = −∇ ·H, die sich als Flächenladungs-
dichte σPM =M · n = Br/μ0 an den Stirnseiten polarisiert)

Glaubwürdigkeitsprüfung erfolgt durch die Validierung unter der Fragestellung Ent-
wickle ich das richtige Modell? Die Validierung weist über eine korrekte verhaltens-
bestimmende Struktur die Modellgültigkeit für das spezielle Problem nach. Durch
die Verifizierung erfolgt die Richtigkeitsprüfung mit dem Ziel Entwickle ich das Mo-
dell richtig? Die Korrektheit des Modells in Bezug auf seine Vorgaben ist gegeben,
wenn seine realen Parameter richtig bestimmt sind (empirische Gültigkeit).

Elektromagnetische Aktoren sind häufig als offene, kontinuierliche, überwiegend de-
terministische, in der Regel dynamische und meist nichtlineare Systeme klassifizier-
bar [60]. Die Herausforderung besteht in der geeigneten Modellierung der räumlich
verteilten Magnetfelder, die selten analytisch und mit MEN nur näherungsweise be-
schreibbar sind. Dagegen lässt sich die mechanische und elektrische Aktordynamik
unterhalb ihrer Grenzfrequenzen durch konzentrierte Elemente bereits ausreichend
genau modellieren. Zielt die Modellierung in erster Linie auf mechanische Effekte ab,
dann lässt sich der elektrische Kreis in erster Näherung vernachlässigen, wenn dessen
Zeitkonstante mindestens eine Größenordnung kleiner ist als die der Mechanik.



36 2 Grundlagen magnetischer Aktoren

Die Problematik zur Bestimmung des magnetischen Felds und seiner Wirkungen er-
gibt sich aus dem zweifachen Beitrag zur elektromechanischen Energieumwandlung.
Die magnetischen Kraftwirkungen (2.9) auf Körper verursachen mechanische Be-
wegungen, die nach (2.28) durch Induktionsspannungen auf den elektrischen Kreis
zurückwirken können. Weitere Schwierigkeiten der Feldberechnung liegen in kom-
plizierten Randbedingungen durch spezielle Magnetkernformen und Luftspalträume
begründet, die sich oft mit der Stellbewegung ändern. Die realen Eigenschaften der
ferromagnetischen Stoffe sind zudem wegen der nichtlinearen, mehrdeutigen und von
der Vorgeschichte abhängigen Hystereseeigenschaften (Abschnitt 2.1.2) sowie schwer
erfassbarer Wirbelströme (Abschnitt 2.3.2) analytisch kaum geschlossen zu berück-
sichtigen.

Um elektromagnetische Felder trotzdem abschätzen zu können, zeigt Tabelle 2.2
mögliche Annahmen und Vereinfachungen. Dabei ergeben sich meist strukturtreue,
selten auch beschreibende Modelle [60]. Es ist jedoch wichtig, jede angewendete
Methode auf Richtigkeit und Gültigkeitsbereich zu prüfen. Die vereinfachenden An-
nahmen sind auch so zu wählen, dass zu untersuchende Eigenschaften gut erfasst
und nicht durch andere Annahmen überdeckt werden.

2.6 Regelungstechnik

Technische Systeme und Prozesse müssen zur Erfüllung ihrer Aufgaben definierte
Zustände und Zustandsänderungen erfahren. Der Vergleich und die Angleichung des
tatsächlichen an den gewünschten Systemzustand sowie dessen Beibehaltung gegen
den Einfluss von Störungen ist Aufgabe der Regelungstechnik. Um das gewünsch-
te dynamische Verhalten zu erreichen, bestimmt das Regelsystem aus Regelstrecke,
Regler20 und Stellglied aus den vorliegenden Modellen und/oder Messsignalen die
benötigten Steuersignale und greift während der Betriebszeit mit künstlich erzeug-
ten Signalen korrigierend in das reale System ein [81,120]. Alle Regelsysteme müssen
dabei einigen wenigen, aber essentiellen Forderungen gerecht werden:

1. Stabilität (Abschnitt 2.6.3);
2. Stationäre Genauigkeit = Folgeverhalten, d.h. Regelgröße = Führungsgröße

bzw. Ist = Soll;
3. Dynamische Genauigkeit = Schnelligkeit und Dämpfung (Abschnitt 2.6.5);
4. Robustheit, d.h. Kompensation von Modellunsicherheiten, Störungen, Parame-

terschwankungen und deren Auswirkungen.

Die Möglichkeiten zur Realisierung des geforderten Systemverhaltens sind abhängig
von der Rückführung der Messsignale (Abschnitt 2.6.1) und den beschreibenden
Systemmodellen (Abschnitt 2.6.2), müssen sich aber immer der Stabilitätsbedingung
(Abschnitt 2.6.3) unterwerfen. Da selbst unter gegebenen Randbedingungen meist
keine eindeutige Antwort für eine Regelaufgabe möglich ist (Abschnitt 2.6.4), sind
gewählte Reglerkonzepte bezüglich ihrer Güte zu untersuchen (Abschnitt 2.6.5).

20 auch: Kompensator oder Regulator
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2.6.1 Steuerung und Regelung technischer Systeme

In der industriellen Praxis sind Steuerung und Regelung als zustandsbeeinflussen-
de Verfahren gleichermaßen im Einsatz. Die Steuerung als Vorwärtsregelung (engl.:
feedforward control) transformiert Steuersignale in dem Maße in Eingangssignale
der Regelstrecke, so dass diese möglichst das gewünschte Ausgangsverhalten zeigt.
Demgegenüber werden bei der Regelung (engl.: feedback control) zusätzlich gemes-
sene Ausgangssignale der Regelstrecke verwendet, um den Streckeneingang zu be-
einflussen. Wesentliche Eigenschaften, Vor- und Nachteile beider Varianten sind
in Tabelle 2.3 gegenübergestellt. Wenn immer möglich, wird eine stabil arbeitende
Steuerung den Vorzug bekommen, da ihr ausschließlicher Einsatz bei stabilen Stre-
cken den Gesamtprozess nie aus dem Gleichgewicht bringen kann. Zugleich wirkt
sie unmittelbar auf die Strecke ein, wogegen Regelungen erst bei Abweichungen
von einem gewünschten Nullverhalten (Regelfehler, Auslenkung) Stelleingriffe ver-
anlassen. Moderne, leistungsfähige Systeme beruhen heute allerdings auf der Aus-
nutzung nichtlinearer Grenzbereiche, die zudem schwer beschreibbar sind. Mit der
Forderung nach robustem Betriebsverhalten wird schließlich die Notwendigkeit einer
Regelung deutlich, deren große Macht auch in der Dynamikbeeinflussung inklusive
Stabilisierung liegt. Um gerade bei digitalen Regelsystemen den destabilisierenden

Tabelle 2.3: Gegenüberstellung von Steuerung und Regelung [20,21,27,83,120,125]

Steuerung Regelung

Eigenschaften

• Kettenstruktur

w yu

z

GR

Steuerregler

GP

Prozess

GS

Stellglied

G0

Strecke

• unidirektionaler Wirkfluss
• aus Führungsgröße w folgt Stellgröße u

• Kreisstruktur
w yu

z

GR GP

Prozess

GS

Stellglied

G0

Strecke
e

Rückführ-
regler

GM

Messglied

• Rückkopplung Regelgröße y
• Vergleich von y mit Vorgabe w liefert u

Vorteile

+ stabil, wenn G0 und GR stabil
+ kein Stellverzug, daher gute Performance

bei hohen Frequenzen
+ bessere Anschaulichkeit
+ kein Messaufwand
+ oft einfachere Realisierung

+ Kompensation von Modellunsicherhei-
ten, Nichtlinearitäten und Störungen z
(Robustheit und Störkompensation)

+ Vorgabe der Systemdynamik möglich
+ Stabilisierung instabiler Strecken
+ stationärer Regelfehler verschwindet

Nachteile

− Leistungsfähigkeit modellabhängig
− störanfällig, keine Überwachung
− stationärer Regelfehler bleibt

− Instabilität durch schlecht parametrierte
Rückführung und Totzeiten möglich
− bei digital: mind. ein Takt Stellverzug
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Stellverzug zu minimieren, werden als sinnvolle Kombination für Bandbreite und
Störunterdrückung häufig Steuerung und Regelung zugleich eingesetzt.

2.6.2 Beschreibung von Regelsystemen

Zur mathematischen Beschreibung von zu regelnden Systemen ist ausgehend von den
Methoden der Modellbildung (Abstraktion, Abschnitt 2.5) vor allem die Systemtheo-
rie mit ihrer Klassifizierung in Problemgruppen hilfreich. Über verbale Streckenbe-
schreibungen und Blockschaltbilder lassen sich Gleichungen ableiten, die das System-
verhalten innerhalb definierter Abbildungsgrenzen im Zeitbereich oder im Frequenz-
bereich modellieren. Die im Allgemeinen nichtlinearen Systeme vereinfachen sich
unter den Voraussetzungen des Verstärkungs- und Superpositionsprinzips auf linea-
re Übertragungsglieder. Mathematisch wie regelungstechnisch elegant formalisier-
bar sind zeitinvariante Systeme, deren Übertragungseigenschaften und Parameter
unabhängig von der Zeit sind. Die am häufigsten in der Literatur behandelte Klas-
se von Regelungssystemen sind daher lineare zeitinvariante Systeme (LTI -Systeme,
engl.: linear-time-invariant), die erfahrungsgemäß auch einen Teil der nichtlinearen,
zeitvarianten Systeme gut abbilden. Außerdem ist eine Unterscheidung in Systeme
mit konzentrierten und verteilten Parametern möglich. Erstere sind finit-dimensio-
nal mit exklusiver Zeitabhängigkeit in gewöhnlichen Differentialgleichungen (DGL),
während sich bei infinit-dimensionalen Systemen in den partiellen DGL weitere ab-
hängige Größen finden.

Zur Systembeschreibung wird in dieser Arbeit nach [39,126] folgende Symbolik ver-
wendet: Zustände x ∈ IRn×1, Eingänge u ∈ IRp×1, Ausgänge y ∈ IRq×1, Führungs-
größen w ∈ IRq×1, Regelfehler e ∈ IRq×1, Störgrößen z ∈ IRm×1. Ein zeitinvariantes,
nicht notwendigerweise lineares System mit den Eingängen u und den Zuständen
x lässt sich im Zeitbereich in der Zustandsform (2.43) anschreiben. Ohne Eingangs-
größen heißt das zeitinvariante System autonom.

ẋ(t) = f [x(t),u(t)] mit x(t0) = x0 (2.43a)
y(t) = g [x(t),u(t)] (2.43b)

Lässt sich (2.43) in die Form (2.44) überführen, dann bezeichnet man das zu Grunde
liegende System der Ordnung n als linear und zeitinvariant (LTI) mit der System-
matrix A ∈ IRn×n, der Eingangsmatrix B ∈ IRn×p, der Ausgangsmatrix C ∈ IRq×n
und dem Durchgriff D ∈ IRq×p.

ẋ(t) = A · x(t) +B · u(t) mit x(t0) = x0 (2.44a)
y(t) = C · x(t) +D · u(t) (2.44b)

Die Zustandsdarstellung in (2.44) ist der Ausgangspunkt für viele Reglerentwurfs-
verfahren im Zeitbereich (Abschnitt 2.6.4), da die systembeschreibenden DGL ein-
heitlich formuliert sind. Für n-dimensionale Systeme lassen sich n unabhängige DGL
angeben, die bei LTI-Systemen im Gegensatz zu nichtlinearen, zeitvarianten Syste-
men direkt oder über Frequenzbereichstransformationen gelöst werden können.
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Für die Analyse des Systems im Zeitbereich ist die SystemmatrixA von herausragen-
der Bedeutung. Ihre Eigenwerte λi ∈ C (für SISO-Systeme: single-input-single-out-
put) oder ihre Singulärwerte σi ∈ IR (für MIMO-Systeme: multiple-input-multiple-
output) spielen eine zentrale Rolle bei Stabilitäts- und Dynamikuntersuchungen. Die
Eigenwerte werden meist in der Gaußschen21 Zahlenebene dargestellt und aus ihrer
Lage Systemeigenschaften wie Dämpfung und Schnelligkeit abgelesen und eingestellt
(Wurzelortskurve). Wichtige Darstellungsformen von (2.44) für Systemanalyse und
Reglersynthese sind die Regelungsnormalform (Eingangsgröße greift nur in eine DGL
ein), die Beobachtungsnormalform (Ausgang folgt direkt aus innerstem Zustand) so-
wie die Jordansche Normalform (Systementkopplung: λi auf A-Diagonale), die
jeweils mit einer minimalen Anzahl an Parametern auskommen.

Neben der Darstellung im Zeitbereich liefert die Analyse des frequenzabhängigen Sys-
temverhaltens oft hilfreiche physikalische Informationen für die Reglersynthese, z.B.
über das Resonanzverhalten. In diesem Zusammenhang lässt sich die große Klasse
der LTI-Systeme vor allem mit der Laplace

22-Transformation (einseitige Integral-
transformation [51]) sehr vorteilhaft untersuchen. Für das Übertragungsverhalten ei-
nes Übertragungsgliedes lässt sich aus seiner Impulsantwort (Gewichtsfunktion g(t))
oder der Ableitung seiner Sprungantwort (Übergangsverhalten h(t)) durch die La-

place-Transformation die Übertragungsfunktionsmatrix G(s) (2.45) mit s = σ+ jω
bestimmen [76]. Die Matrix G kann des Weiteren auch aus der Zustandsdarstellung
(2.44) mit (2.46) hergeleitet werden.

G(s) = Y (s)
U (s) =

∞∫
0

g(t) e−st dt = L{g(t)} (2.45)

G(s) = C (sE −A)−1B +D (2.46)

Im Laplace-Bildbereich werden Differentiation und Integration durch einfache al-
gebraische Operationen ersetzt sowie die im zeitlichen schwer überschaubare Faltung
als Multiplikation ausgeführt. Zur Verdeutlichung einer Übertragungsfunktionsma-
trix G(s) bzw. ihrer Übertragungsfunktionen G(s) (SISO) existieren eine Reihe von
Möglichkeiten, die alle auf dem Frequenzgang G(jω) = |G(jω)| · e∠G(jω) (ω ∈ IR)
als Abbildung der imaginären Achse s = jω in die G(s)-Ebene in Abhängigkeit der
Frequenz ω = 2πf beruhen [104].

• Ortskurve: G(jω) in Gaußscher Zahlenebene für 0 < ω <∞,
d.h. Im {G(jω)} (Ordinate) über Re {G(jω)} (Abszisse);

• Nyquist-Diagramm: G(jω) in Gaußscher Zahlenebene für −∞ < ω <∞;

• Nichols-Diagramm: Darstellung von Amplitudenmaß |G(jω)|dB = 20 lg |G(jω)|
(Ordinate) über Phasenmaß ∠G(jω) = ϕ(ω) (Abszisse);

• Bode23-Diagramm: Darstellung von Amplitudengang |G(jω)|dB und Phasen-
gang ∠G(jω) = ϕ(ω) als eigene Diagramme über ω.

21 Johann C.-F. Gauß (1777-1855): Deutscher Mathematiker, Astronom, Geodät und Physiker.
22 Pierre-Simon Laplace (1749-1827): Französischer Mathematiker und Astronom.
23 Hendrik W. Bode (1905-1982): US-amerikanischer Elektrotechniker.
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Übertragungsglieder mit einer eineindeutigen Beziehung zwischen Amplituden- und
Phasengang heißen minimalphasig, denn sie haben den kleinstmöglichen Phasen-
verzug für die vorgegebene Amplitude. Durch Nullstellen in Re{s} > 0 und Tot-
zeiten werden zusätzliche Phasendrehungen eingeführt, die auf nicht-minimalpha-
sige Systeme führen [125]. Das Nennerpolynom PN(s) einer Übertragungsfunktion
G(s) = PZ(s)/PN (s) beschreibt das Eigenverhalten des Systems als charakteristisches
Polynom des homogenen Teils der zu Grunde liegenden DGL. Die darin enthaltenen
rückgekoppelten Zustände des Systems sind ausschlaggebend für die Stabilität (Ab-
schnitt 2.6.3). Der inhomogene Teil der DGL drückt sich im Zählerpolynom PZ(s)
aus und beinhaltet abhängig von der gewählten Darstellung die Systemanregung
durch Eingangsgrößen u bzw. Störgrößen z.

Anhand des Standardregelkreises in Tabelle 2.3 oben rechts lassen sich wichtige Über-
tragungsfunktionen zur Beschreibung und Analyse von Regelsystemen angeben:

G0 = GSGP Regelstrecke (2.47)
Gfw = GRG0 Vorwärtsverstärkung (2.48)
Gfb = GM Rückwärtsverstärkung (2.49)
Gol = GfwGfb Offener Regelkreis (2.50)

Gcl =
X

W
= Gfw

1 +Gol
Geschlossener Regelkreis (2.51)

S = Y
Z

= E
W

= 1
1 +Gol

Sensitivitätsfunktion (2.52)

T = Y
W

= Gcl
(Gfb

!=1)
= 1− S Komplementäre Sensitivitätsfunktion (2.53)

Zwar sind im Frequenzbereich aufgrund der Eingangs-Ausgangs-Betrachtungsweise
innere Zustandsänderungen nicht mehr offensichtlich, jedoch stellen Übertragungs-
funktionen explizit die Pol- und Nullstellen in skalarer Form dar. Außerdem lassen
sich im Frequenzbereich die vorhandenen Unsicherheiten bezüglich der Robustheit
besser handhaben, da ähnliche Systeme auch ähnliche Frequenzgänge aufweisen, wo-
gegen kleinste Parameterunsicherheiten im Zustandsraum schon zu komplett ande-
ren Systemantworten führen können [125].

2.6.3 Stabilität, Steuerbarkeit, Beobachtbarkeit

Stabilität ist die wichtigste aller Anforderungen an ein Regelsystem, da Instabilitäten
hohe wirtschaftliche und menschliche Schäden verursachen können24. Es lassen sich
abhängig von der Art der äußeren Einflüsse auf ein System unterschiedlich scharfe
Stabilitätsdefinitionen angeben [29,39,94,125]:

(i) Eingangs-Ausgangs-Stabilität (BIBO, engl.: bounded input-bounded output):
Das Übertragungsglied reagiert auf eine beschränkte Eingangsgröße mit einem
beschränktem Ausgangssignal.

24 Die Atomreaktorkatastrophe in Tschernobyl am 25. April 1986 war Folge einer nicht be-
herrschten Instabilität bei niedriger Abgabeleistung des Reaktors [128].
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(ii) Nullzustandsstabilität: Stabilität im Sinne von Lyapunov
25. Der Systemzu-

stand kehrt vom Anfangszustand ‖x0‖ < δ in den stabilen Gleichgewichtszu-
stand ‖x(t)‖ < ε, ∀t > 0 zurück (asymptotisch stabil: lim

t→∞
‖x(t)‖ = 0).

(iii) Interne Stabilität: Das System enthält keine versteckten instabilen Moden26

und alle beschränkten äußeren Einflüsse an beliebiger Stelle des Systems füh-
ren zu beschränkten Signalen an jeder beliebigen Stelle des Systems, d.h. alle
möglichen internen Übertragungsfunktionen sind stabil.

Alle Systeme, aber vor allem nichtlineare, können bezüglich der Stabilitätsbedingung
(ii) mit der direkten Methode von Lyapunov untersucht werden, in der verallgemei-
nerte energie-ähnliche abnehmende Funktionen gefunden werden müssen [126]. Für
rationale LTI-Übertragungsglieder lässt sich aus der Nullzustandsstabilität (ii) di-
rekt das grundlegende Stabilitätskriterium ableiten:

• Ein System (2.44) mit der Übertragungsfunktion (2.46) ist stabil, wenn alle
Eigenwerte λi der Systemmatrix A der Bedingung (2.54) genügen bzw. wenn
alle Pole si : N(si) = 0, i = 1 . . . n der Übertragungsfunktion G(s) = Z(s)/N(s)

links der imaginären Achse der komplexen Ebene liegen.

Reλi(A) < 0 (i = 1 . . . n) (2.54)

Demzufolge sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms (2.55) der System-
matrixA bzw. des Nennerpolynoms N(s) der Übertragungsfunktion G(s) ausschlag-
gebend für die Stabilität des Übertragungsgliedes. Ausgehend von dieser fundamen-
talen Bedingung für LTI-Systeme existiert eine Reihe von Methoden zur Stabilitäts-
prüfung, die in Tabelle 2.4 zusammengestellt sind. Bei parametrisierten und identi-
fizierten Modellen wird die Stabilitätsprüfung allerdings häufig mittels numerischer
Softwarepakete durch Nullstellenermittlung von (2.55) oder (2.56) durchgeführt.

det(sE −A) = anλn + an−1λ
n−1 + . . .+ a1λ+ a0 = 0 (2.55)

N(s) = ansn + an−1s
n−1 + . . .+ a1s+ a0 = 0 (2.56)

Für die Stabilisierung einer instabilen Strecke sind die von Kalman
27 eingeführ-

ten Begriffe der Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit eines Systems entscheidend, da
sie die potenzielle Beeinflussung und Nutzung der Systemzustände charakterisieren.
Ein System (2.44) heißt vollständig steuerbar, wenn der Zustandsvektor x aus einem
beliebigen Anfangszustand x0 = x(t0) in endlicher Zeit t = t1 − t0 < ∞ durch den
Steuervektor u in einen beliebigen Endzustand x1 = x(t1) überführt werden kann.
Anschaulich bedeutet Steuerbarkeit die Beeinflussung aller Eigenbewegungen des
Systems durch den Streckeneingang. Ein System (2.44) heißt vollständig beobacht-
bar, wenn sein Anfangszustand x0 = x(t0) zu jeder Zeit t1 > t0 aus dem bekannten
Eingang u und der Messung der Ausgangsgrößen y im Zeitintervall [t0, t1] vollstän-
dig rekonstruierbar ist. Mit anderen Worten, es kann der Verlauf von x in endlicher
Zeit t <∞ aus y und u ermittelt werden, weil der Systemausgang von allen Eigen-
bewegungen des Systems beeinflusst wird.

25 Alexander M. Lyapunov (1857-1918): Russischer Mathematiker und Physiker.
26 Versteckter instabiler Mode: Nicht steuerbare und nicht beobachtbare Schwingform.
27 Rudolf E. Kálmán (1930-): Ungarisch-US-amerikanischer Mathematiker.
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Tabelle 2.4: Methoden der Stabilitätsprüfung für LTI-Systeme .
(Berechnung der angegebenen Spezialausdrücke: siehe [39,83,120])

Methode Stabilitätskriterium Bemerkung

Hurwitz-
Kriterium

• alle ai > 0 in (2.55)/(2.56) und
• Hurwitzmatrix H ∈ IRn×n: n

Hauptabschnittsdeterminanten > 0

• algebraisches Kriterium
• nur für Analyse geeignet
• für symbolische ai in (2.55)/(2.56)

Routh-
Kriterium

• alle ai > 0 in (2.55)/(2.56) und
• Routhschema: Koeffizienten der

ersten Spalte b1, c1, . . . > 0

• algebraisches Kriterium
• nur für Analyse geeignet
• für numerische ai in (2.55)/(2.56)

Nyquist-
Kriterium

• Nyquist-Diagramm von Gol(jω) mit
−∞<ω<∞ umkreist (−1; 0) ∈ C
genau p+-mal mathematisch positiv
bzw.

• Ortskurve von Gol(jω) mit 0<ω<
∞ umkreist (−1; 0) ∈ C genau p+

/2-
mal mathematisch positiv

• grafisches Kriterium für Eingangs-
Ausgangs-Stabilität geschlossener
Kreise Gcl anhand Gol

• für Analyse, Synthese und Strecken
mit Totzeiten geeignet

• auch messtechnisch auswertbar
• p+: Zahl instabiler Pole von Gol

Phasenrand-
Kriterium

• Phasenrand ϕR = ϕ(ωD) + π > 0
mit |Gol(jωD)|dB = 0

• nur für stabile Gol ohne D-Anteil
(Ortskurve schneidet Einheitskreis
nur ein Mal)

• grafisches Kriterium aus Interpre-
tation des Nyquist-Kriteriums am
Bode-Diagramm

• für Analyse und Synthese geeignet
• auch für Strecken mit Totzeiten

Zur Überprüfung der Steuerbarkeit einer Strecke über (A,B) und ihrer Beobachtbar-
keit über (A,C) existieren mindestens je zehn Möglichkeiten [94], die alle auf dem
Test des Ranges reellwertiger Matrizen beruhen. Die bekannten Kalman-Kriterien
(Steuerbarkeit: rg[B,AB, . . . ,An−1B] = n, bzw. Beobachtbarkeit: rg[C,CA, . . . ,
CAn−1]T = n), können durch die Matrizenpotenzierung allerdings numerisch proble-
matisch sein. Eine rechentechnisch bessere Alternative und auch für die spezifische
Bestimmung nicht steuerbarer/beobachtbarer Zustände sehr gut geeignet ist das
Hautus-Kriterium (Steuerbarkeit: rg[λiE − A,B] = n ∀λi(A), Beobachtbarkeit:
rg[λiE−A,C]T = n ∀λi(A)). Dieses Verfahren ist zwar aufwändiger in der Anwen-
dung, aber auch für symbolisch auswertbare Matrizen sehr zweckmäßig. Die als nicht
steuerbar erkannten Eigenwerte λB wirken als Eingangsentkopplungsnullstellen des
Systems, da der Eigenvorgang eλBt nicht durch den Systemeingang angeregt werden
kann. Analog heißen die nicht beobachtbaren Eigenwerte λC auch Ausgangsentkopp-
lungsnullstellen des Systems, da der Eigenvorgang eλCt den Systemausgang nicht
beeinflusst [84]. Entkopplungsnullstellen beschreiben also diejenigen Eigenwerte von
A, die nicht als Pole der Übertragungsfunktionsmatrix G(s) (2.46) auftreten, da
sich Entkopplungsnullstellen und nicht steuerbare/beobachtbare Eigenwerte gegen-
seitig kürzen lassen. Für LTI-Systeme ist das Paar Steuerbarkeit/Beobachtbarkeit
mit Erreichbarkeit/Rekonstruierbarkeit identisch.
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2.6.4 Methoden der Reglersynthese

Aus der Beschreibung der Regelsysteme im Zeit- oder Frequenzbereich ergeben sich
verschiedene Möglichkeiten der Reglersynthese. Beim Frequenzbereichsentwurf weit
verbreitet ist der klassische PID-Regler, der bereits ein umfassendes Regelkonzept
darstellt. Er bietet eine Antwort auf den aktuellen Systemzustand/-fehler (P) und
kann über Gedächtnis (I) und Prädiktor (D) auch Vergangenheit und Zukunft des
Systems bewerten. Das PID-Konzept lässt sich gut für stabile Systeme anwenden und
oft mit empirischen Einstellregeln parametrieren. Weiterhin bieten sich zur Festle-
gung des Kompensators im Frequenzbereich das Betragsoptimum, das symmetrische
Optimum oder auch die Wurzelortskurve an. Für bessere Dynamik und Dämpfung
können Kaskadenregelungen mit schnelleren unterlagerten PI-Schleifen aufgebaut
werden, die einem Anwachsen des obersten Regelfehlers entgegensteuern. Durch Loop
Shaping anhand des Bode-Diagramms vom offenen Kreis Gol können unter Beach-
tung von Phasenrand und Amplitudenrand neue Reglerstrukturen gefunden werden,
ebenso wie bei der Vorgabe des Verhaltens des geschlossenen Regelkreises Gcl, bei-
spielsweise per Internal Model Control (IMC). Je nachdem, ob ein System nur ein
Regelglied (z.B. mit e) oder zwei unabhängige Regler (z.B. mit w und u) enthält,
spricht man von One-Degree- oder Two-Degrees-of-Freedom-Reglern (2DOF).

Im Zustandsraum haben sich vor allem die vollständigen Zustandsrückführungen
mit/ohne Beobachter bewährt, die bei hinreichend genauen Modellen eine unmit-
telbare Stabilisierung instabiler Regelstrecken gestatten. Falls nicht steuerbare/beo-
bachtbare Eigenwerte vorhanden sind, werden statische oder dynamische Ausgangs-
rückführungen zur Beeinflussung der verbleibenden Eigenwerte eingesetzt. Zur Be-
stimmung der Regler-/Beobachterkonfiguration dienen Verfahren der Polvorgabe
(Ackermann-Formel (SISO), Roppenecker-Formel (MIMO), Luenberger-Be-
obachter) oder Optimierungsmethoden (LQR, LQG, Kalman-Filter). Für MIMO-
Systeme können Zustandsregler unter bestimmten Voraussetzungen auch als Ent-
kopplungsregler aufgebaut werden.

In Systemen mit bekannten oder unbekannten Nichtlinearitäten, Modellunsicherhei-
ten und/oder Störungen sind Konzepte der robusten Regelung vorteilhaft. Hierbei
liefert der eigentlicheH∞-Entwurf noch keinen zwangsläufig robusten, sondern einen
normoptimalen Regler28. Jedoch erlaubt die signalbasierte H∞-Optimierung die ein-
fache Berücksichtigung von Modellunsicherheiten Δ im Frequenzbereich zur Siche-
rung robuster Stabilität und Regelqualität. Bei rekonstruierbaren externen Störun-
gen können zudem Störgrößenaufschaltungen hilfreich sein. Für nichtlineare Regel-
strecken stehen z.B. die Arbeitspunkt-Linearisierung, Feedback Linearisierung, Sli-
ding Mode Control (SMC), Lyapunov-basierte Regler, adaptive Regler (MRAC:
model reference adaptive control) oder für spezielle Systemklassen auch flachheits-
basierte Vorsteuerungen zur Verfügung. Gemeinhin ist das Feld der nichtlinearen
Regelkonzepte aufgrund der vielfältigen Natur nichtlinearer Effekte sehr viel breiter
und weniger klassifiziert als im linearen Bereich.

28 Normoptimale Regler sind je nach Auslegung auch als dynamische Zustandsregler interpre-
tierbar.
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Waren bis in die späten 1980er Jahre Regelungen meist analog, so werden jetzt
in vielen Bereichen die Regelalgorithmen auf digitalen Prozessoren umgesetzt. In
der Anfangszeit der Computertechnik mussten Diskretisierungseffekte stabilitäts-
bedingt zwingend berücksichtigt werden. Heute sind mit immer leistungsfähigeren
Prozessoren und Analog-Digital-Umsetzern (AD-Wandler) für viele Anwendungen
quasianaloge Abtastraten TS realisierbar. Als Faustregel für eine quasianaloge Rege-
lung gilt eine mindestens 20-mal höhere Abtastfrequenz fS = 1/TS als der schnellste
Eigenvorgang im Regelsystem. Bei digitaler Abtastung ist das Nyquist-Shannon-
Abtasttheorem (2.57) durch analoge Filter sicherzustellen, um Signalverfälschungen
im Nutzsignalbereich 0 ≤ f ≤ fN durch Aliasing zu vermeiden.

fS ≥ 2 · fN (2.57)

Abschließend sei angemerkt, dass die Auswahl eines Regelkonzepts neben der zu
regelnden Strecke auch von den speziellen Zielen der Regelaufgabe sowie den Stell-
gliedern und der verfügbaren Mess- und Regelausrüstung abhängig ist, und nicht
zuletzt auch von der Erfahrung des Regelungstechnikers - in Theorie und Praxis.

2.6.5 Regelqualität und Gütekriterien

Neben der reinen Stabilität des Regelsystems werden oft weitere Ziele mit dem Ein-
satz einer Regelung verfolgt (vgl. Anforderungen am Beginn von Abschnitt 2.6). Oft
dienen Regelungen der verbesserten Ausnutzung vorhandener Systemkapazitäten
und der Erweiterung des Funktionsumfangs. Die Anforderungen an die Regelquali-
tät der geregelten Strecke werden häufig mit Begriffen wie Schnelligkeit, Bandbreite,
Dämpfung, zulässiges Überschwingen oder Genauigkeit formuliert.

Schnelligkeit bedeutet in Allgemeinen ein hohes nutzbares Arbeitsfrequenzband fB,
in dem die Regelgrößen y den Führungstrajektorien w dynamisch identisch folgen.
Als meist verbreitete Definition der Bandbreite fBT wird die −3 dB-Frequenz be-
nutzt, bei der die Amplitude der Regelgröße nur noch dem 1/

√
2-fachen, d.h. circa

70% der Sollamplitude entspricht (Gcl = T um −3 dB abgesunken (2.51), (2.53)).
Die −3 dB-Frequenz fällt aber nur für Übertragungsglieder erster Ordnung mit der
Knickfrequenz als Schnittpunkt der Amplitudenfrequenzgang-Asymptoten zusam-
men. Eine konservativere Definition der Bandbreite liefert die Sensitivitätsfunktion
S = E/W (2.52), deren Betrag als relativer Regelfehler interpretierbar ist. Die Band-
breite fBS ist dabei die Frequenz, bei der |S(jω)| zuerst −3 dB von unten kreuzt.
Für f < fBS spricht man von einer effizienten Regelung, für f < fBT noch von einer
effektiven Regelung [125].

Die Übereinstimmung des Folgeverhaltens (Nachfahrgüte) kann anschaulich im Fre-
quenzbereich mit dem Bode-Diagramm oder durch den Vergleich von Leistungs-
dichtespektren (PSD: power spectral density, Periodogramm, (2.58)) erfolgen. Im
Zeitbereich ist die Überprüfung der Nachfahrgüte anhand des zeitlichen Verlaufs
nur für harmonische Signale sinnvoll, da selbst geringste Phasenverschiebungen bei
nichtharmonischen Messgrößen zu schwer analysierbaren Darstellungen führen. Hier
bietet sich der Vergleich der Effektivwerte (RMS: root mean square, (2.59)) von
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w = {w1, w2, . . . , wN} und y = {y1, y2, . . . , yN} zur Prüfung der mittleren Signal-
leistung an. Weitere Alternativen sind die Kreuzkorrelationsmethode (2.60) oder der
empirische Korrelationsfaktor ryw (2.61), die Zeitverschiebungen und den linearen
Zusammenhang von w und y ermitteln.

Sxx(f) = N
fS
|DFT(x)|2 = N

fS

∣∣∣∣∣ 1
N

N−1∑
i=0

xi · e−j·2π i
f
fS

∣∣∣∣∣
2

(2.58)

mit f = {0, 1, . . . , N2 − 1} · fS
N

xRMS = 1√
N
‖x‖2 (2.59)

Ryw(τ) = lim
T→∞

1
2T

T∫
−T

y(t)w(t+ τ) dt (2.60)

ryw =
1
N

∑N
i=1 [(yi − ȳ)(wi − w̄)]√

1
N

∑N
i=1 (yi − ȳ)2 ·

√
1
N

∑N
i=1 (wi − w̄)2

(2.61)

Schnelligkeit und Dämpfung einer Regelstrecke sind oft konkurrierende Ziele im
Reglerentwurf. Zur optimalen Einstellung der Reglerwerte unter den gegebenen An-
forderungen lassen sich spezielle Optimierungskriterien formulieren, die oft signalba-
siert den Verlauf von Regel-, Fehler- und/oder Stellgrößen gewichten. Sehr bekannt
sind quadratische Optimierungsfunktionale bezüglich des Regelfehlers e, z.B. IE2

(minimale quadratische Regelfläche), IT kE2 (minimale zeitbeschwerte quadratische
Regelfläche) oder IT kAE (minimale zeitbeschwerte absolute Regelfläche). Zusätzlich
können die Stellgrößen u als Kosten für den Regelerfolg berücksichtigt werden, z.B.
durch ein IE2C2-Funktional (minimale quadratische Regel- und Steuerfläche) [12].

Neben den genannten Performanz-Kriterien ist für diese Arbeit als weiterer Quali-
tätsaspekt der Regelung die Ruhegüte von Bedeutung. Eine hohe Ruhegüte drückt
sich in der Vermeidung von unerwünschten Schwingungen aus, die im Allgemeinen
neben einer schlechteren Nachfahrgüte auch Geräuschemissionen verursachen. Die
Quantifizierung der Ruhegüte QR erfolgt hier durch Integration der Fourier-Trans-
formation29 DFT(x) eines gemessenen Aktorsignals x = {x1, x2, . . . , xN} nach (2.62)
während der Magnetaktor auf eine Ruhelage eingeregelt wird. Im Idealfall ergibt sich
QR = 0, aber praktisch gilt: Je niedriger QR, desto weniger Schwingungsenergie ist
vorhanden. Die Analyse des Betrages der DFT über der Frequenz lässt zudem Rück-
schlüsse auf Störquellen zu.

QR =
500 Hz∫
f=0

|DFT(x)| df (2.62)

Zur aussagekräftigen Analyse von Regelgüte und dynamischer Leistungsfähigkeit
sind geeignete Testsignale notwendig. Neben der klassischen Sprunganregung mit

29 Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830): Französischer Mathematiker und Physiker.
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den Kenndaten der Übergangsfunktion (Überschwingen, Einregelzeit, etc.) sind ins-
besondere reiche Anregungen zu bevorzugen, die viele Frequenzen des Systems errei-
chen. Als stochastische Anregung wird das Rauschen bevorzugt, das in unterschied-
lichen Charakteristiken existiert:

• weiß: konstantes PSD, praktisch nicht realisierbar;
• rosa: PSD ∝ 1/f;
• braun/rot: PSD ∝ 1/f2.

Eine sehr nützliche Anregung ist der Gleitsinus (Sinussweep) (2.63), bei dem die Fre-
quenzen zeitlich geordnet auf Basis einer Frequenzfunktion f(t) (2.64) durchlaufen
werden.

x(t) = x̂ · sin
⎛⎝ t∫
τ=0

2πf(τ) dτ

⎞⎠ (2.63)

f(t) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
f1 + (f2 − f1) · t

TSwp
linear

f1 + (f2 − f1) ·
(
t
TSwp

)2
quadratisch

f1 · eln
(
f2
f1

)
t/TSwp exponentiell

(2.64)



47

3 Systematischer Entwurf und Berechnung

In der mehr als hundertjährigen Entwicklungsgeschichte elektromagnetischer Akto-
ren wurde deren Leistungsfähigkeit stetig vorangetrieben und die Einsatzgebiete
kontinuierlich erweitert. Neue Werkstoffe und Fertigungstechnologien begünstigten
dabei eine hohe Leistungsdichte und kompaktere Dimensionen der Aktorbauweise.
Vor allem aber die Beschreibung der physikalischen Zusammenhänge und die Syste-
matisierung von Entwurfsmethoden hatten wesentlichen Anteil an der vermehrten
Nutzung elektromagnetischer Kraftwirkungen. Das Erkennen inhärenter Beziehun-
gen ermöglichte die Ausnutzung spezieller Stärken von elektromagnetischen Aktoren,
z.B. das energielose Halten und schnelle Schalten in Kurzhubmagneten über die ge-
eignete Anordnung von Dauermagneten. Die fortwährend steigenden Anforderungen
an technische Systeme betreffen auch elektromagnetische Antriebe, so dass höheres
Arbeitsvermögen, kleineres Volumen und geringstmöglicher Energieverbrauch die
klar dominierenden Ziele im Entwicklungsprozess sind. Zur Sicherung dieser Eigen-
schaften wird in dieser Arbeit eine Entwicklungssystematik für elektromagnetische
Aktoren vorgeschlagen, die auf leistungsfähige Anregungselemente führen soll. Das
Konzept wird am Beispiel der Schwingungsanregung in der KFZ-Qualitätssicherung
vorgestellt. Der folgende Abschnitt liefert dazu eine Einführung in die Thematik von
Shakern für die Automobilindustrie und den sich daraus ergebenden Anforderungen
für das zu entwickelnde Anregungssystem.

3.1 Motivierendes Anwendungsbeispiel:
Shaker in der Automobil-Qualitätssicherung

In den Test- und Prüfanlagen von Forschung, Entwicklung und Produktion von Gü-
tern befinden sich wichtige Anwendungsfelder von Aktoren. Ein klassisches Beispiel
ist die Automobil-Industrie, deren Fahrzeugprototypen vor dem Serienstart in allen
Belangen von Qualität, Komfort und Zuverlässigkeit getestet werden müssen. Üb-
licherweise werden einzelne Komponenten und Fahrzeuge Testroutinen unterzogen,
die den langjährigen Einsatz im Zeitraffer abbilden. Mit diesen Tests sollen kriti-
sche Leistungsmerkmale der Fahrzeuge wie Lebensdauer, Komfort oder Akustikei-
genschaften optimiert werden. Das Ziel ist die Auslieferung hochwertiger Produkte,
deren Eigenschaften sich über die Produktlebenszeit gar nicht oder nur minimal
verschlechtern. Aus Zeit- und Kostengründen können zur Produktabsicherung und
-freigabe allerdings nicht Millionen Straßenkilometer absolviert werden. Auf speziel-
len Teststrecken, z.B. Kopfstein-Bahnen, Offroad-Trassen oder sog. Belgisch Block-
Profilen werden die Fahrzeuge Normbelastungen (Reference Loadings) ausgesetzt,
die den Lebenszyklus des Autos beschleunigen. Diese Methodik liefert sehr realisti-
sche Prüfszenarien, dennoch sind diese Lebensdauer- und Qualitätssicherungstests
auch zeitaufwendig, teuer und wegen der harten Strecken nicht zuletzt unangenehm
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Bild 3.1: Aktoren für Schwingungstests in der Automobil-Qualitätssicherung
links: Angestrebte Fahrzeuganregung mit elektromagnetischen Aktoren
rechts: Stand der Technik: Elektrodynamische Shaker für Fahrzeuge & Komponenten

für die Testfahrer. Zusätzlich lassen sich nur komplette Fahrzeugprototypen testen,
aber nicht die einzelnen Komponenten des Gesamtsystems „Automobil“.

Die realen Belastungen von Fahrzeugen und Komponenten werden aus oben genann-
ten Gründen durch spezielle Prüfszenarien im Labor nachgestellt (Bild 3.1 rechts).
Dort bringen Stellglieder (Aktoren) vordefinierte Lastsequenzen auf die Prüflinge
auf, um den täglichen Einsatz zu simulieren (Service Load Simulation, Einsatzbelas-
tungssimulation). Damit die Prüflinge die genormten Referenzbelastungen (Target
Loads) erfahren, erhalten die Aktoren spezielle Stellsignale (virtuelle Drive Files1),
die über die Übertragungsstrecken im Auto oder der Komponente die gewünsch-
ten Targets so gut wie möglich reproduzieren (TWR: Time Waveform Replication).
Solche Labortests ermöglichen nun sehr früh im Produktentwicklungsprozess realis-
tische Systemanalysen zur Problemidentifikation in Bereichen wie Zuverlässigkeit,
Komfort oder NVH2. Beispielsweise beliefen sich bei einem Fahrzeughersteller die
NVH-bedingten Kosten in einem einzigen Geschäftsjahr auf über 60 Millionen US-
Dollar, wobei mehr als 90% dieser Summe auf NVH-verwandte Garantiereparaturen
entfielen [34]. Diese Summen verdeutlichen die Wichtigkeit von Prüf- und Analyse-
werkzeugen zur frühzeitigen Identifikation potenzieller Problemquellen im Fahrzeug.

Für diese Arbeit ist der als Störgeräuschakustik bezeichnete NVH-Problembereich
von Interesse, da elektromagnetische Aktoren die speziellen Testanforderungen nach
Tabelle 3.1 gut erfüllen können. Zur Störgeräuschanalyse wirken die Aktoren (Sha-
ker) dabei über Prüfaufnahmen auf einzelne Komponenten oder direkt an der Karos-
serie auf das Fahrzeug ein. Aktuelle technische Lösungen basieren auf piezoelektri-
schen, elektrodynamischen (Bild 3.1) oder hydraulisch/pneumatischen Aktorprinzi-
pien, die bereits in Tabelle 1.1 auf Seite 2 gegenübergestellt wurden. Piezoelektrische
Systeme haben für eine adäquate Schwingungsanregung einen zu kleinen Hub, wäh-
rend hydraulische Aktoren aufgrund hoher Geräuschemission und den zusätzlichen
Druckmedien ausscheiden. Elektrodynamische Shaker werden zur Störgeräuschana-
lyse eingesetzt, jedoch weisen sie ein geringes Kraft-Bauraum-Verhältnis auf. Höhere

1 Zum Teil werden auch bei Straßenfahrten gemessene Beschleunigungsdaten in Zeit- oder
PSD-Form als Drive File bezeichnet.

2 NVH: Noise, Vibration and Harshness, Geräusch, Schwingungen und Oberflächenrauheit.
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Tabelle 3.1: Anforderungsprofil für Schwingungsanregungssysteme (Shaker) zur Störge-
räuscherkennung in der automobilen Entwicklung und Produktion

Anforderung Symbol Wert Bemerkung

Schwingweg x̂ ±2 mm pk - pk
Frequenzbereich fB 5 . . . 100 Hz zum Teil bis 200 Hz
Stellkraft F 3500 N (pk) 1500 N (RMS)
Geräuschemission N NR35 Noise Rating Curve, ISO 1996 bei Luftschall-

messung in 1 m Abstand mit Anregung durch
Braunes Rauschen (0,2 g RMS)

Bauraum V minimal h ≤ 150 mm ideal für Anwendung unter
ebenerdig stehendem KFZ

Hilfsmedium M elektrisch keine Zusatzinstallationen

Stellkräfte durch größere Ströme erfordern oft geräuschintensive Kühlungen (Luft,
Wasser) und somit auch eine aufwendige Geräuschdämmung. Typischerweise ent-
stehen bei einer durchschnittlichen Straßenfahrt die störenden Geräusche oft durch
Schwingungen im Millimeter-Bereich zwischen 5 . . . 80 Hz an den über das Fahrwerk
entkoppelten Karosserieteilen. Für die Nachbildung dieser Schwingungen an Fahr-
zeugchassis und Innenraumkomponenten bietet sich nach Tabelle 1.1 dann vor allem
das elektromagnetische Aktorprinzip an. Es ermöglicht hohe Kräfte auf kleinem Bau-
raum, die elektrisch erzeugt werden können und über den geforderten Stellbereich
wirksam sind.

Der in Abschnitt 1.3.2 vorgestellte Aktortyp PVM2s hat mit seinen hohen Stellkräf-
ten bei entsprechender Dynamik und verhältnismäßig kleinem Bauraum das Potenzi-
al, die skizzierte Prüfsystemlücke zu schließen. In dieser Arbeit soll daher ausgehend
vom PVM2s-Aktorprinzip ein für die Automobilbranche nach Tabelle 3.1 geeigneter
elektromagnetischer Shaker entstehen, an dem die systematische Entwicklung und
einsatztaugliche Regelung leistungsfähiger Magnetaktoren demonstriert wird. Durch
zielgerichtetes Magnetkreis-Design, umfassende Systemmodellierung und moderne
Regelmethoden soll das Gesamtsystem aus Aktor, Regler und Leistungsversorgung
vorgegebene Solltrajektorien für beliebige Testobjekte mit hoher Genauigkeit ge-
räuschfrei reproduzieren. Ein solches Systemverhalten ist durch eine hohe Regelgüte
als Ausdruck von robuster Stabilität, Nachfahrgüte und Ruhegüte charakterisiert. Der
angestrebte kleine Bauraum könnte ein mobiles Shakersystem ermöglichen, das zur
flexiblen Schwingungsanregung beliebiger Prüflinge in der Entwicklung und Produk-
tion einsetzbar wäre. Eine daraus resultierende unkomplizierte Integration in beste-
hende Prüf- und Fertigungsstraßen bei Automobilherstellern oder Systemlieferanten
ließe enorme Zeit- und Kosteneinsparpotenziale für die moderne Fahrzeugentwick-
lung entstehen [129]. Zum Erreichen dieser Ziele sind jedoch einige grundsätzliche
Überlegungen nötig, aus denen sich die speziellen Anforderungen für den Aktorent-
wurf ableiten lassen.
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3.2 Überlegungen zum Aktorentwurf

Wesentliche Aspekte der Entwicklungsmethodik, Modellierung und Regelung zukünf-
tiger Reluktanzaktoren lassen sich aus Tabelle 3.1 im Zusammenhang mit den in
Abschnitt 1.3 eingeführten magnetischen Aktoren ableiten. Der dort vorgestellte
Typ PVM2s zeichnet sich bereits durch einen sinnvoll strukturierten Magnetkreis
und hohe statische Kräfte aus. Gleichwohl weist er gegenüber dem Typ PVMk trotz
identischen Kernmaterials eine schlechtere Dynamik auf. Die hohen schlanken Spu-
len des PVMk-Aktors erlauben eine bessere Einbringung der Durchflutung in den
Magnetkern, der aufgrund seiner ebenfalls schlanken Form Wirbelströme weniger
begünstigt. Somit zeichnet sich ein Design-Kompromiss zwischen statischer und
dynamischer Leistungsfähigkeit ab, der bei jeder Aktorentwicklung zu finden ist.
Der praktische Einsatz des zu entwickelnden Shakers erfordert auch die Anregung
komplexer Lastsysteme. Diese sind nicht mehr als starre Massen idealisierbar und
bedürfen robust stabilisierender Regler. Ausgehend von diesen Überlegungen fasst
Tabelle 3.2 die wesentlichen Bereiche zur Entwicklung von Reluktanzaktoren zusam-
men, deren Beachtung die Erfüllung der allgemeinen Kriterien aus Abschnitt 1.2
sowie der speziellen Randbedingungen aus Tabelle 3.1 erleichtert. Die aufgeführten
Domänen und zugehörigen Methoden verdeutlichen den notwendigen ganzheitlichen
Ansatz zur Entwicklung leistungsfähiger magnetischer Reluktanzaktoren.

Tabelle 3.2: Teilbereiche der Entwicklung magnetischer Reluktanzaktoren, zur Verfü-
gung stehende Methoden sowie Zielstellungen

Bereich Entwicklungsmethodik Ziele

Magnetkreis Magnetische Netzwerke analytische Näherung, Streuung,
geometrisch-funktionale Zusam-
menhänge, Induktivität (2.28)

Finite-Elemente-Methode Sättigung, Streuung,
statische Kräfte exakt

Dynamische Simulation Kraftdynamik, Wirbelströme,
Nichtlinearitäten

Elektrischer Kreis Elektrische Netzwerktheorie Spulenauslegung, Induktivität

Schaltungstechnik
PCB-Design

Verstärkerprinzip, EMV,
einfaches Regelkonzept, Kosten

Dynamische Simulation Stabilität, Dynamik, Erwärmung

Mechanik
(Last, Prüfling)

Bewegungs-DGL abhängig von
Modellierungstiefe

Genauigkeit, hinreichend stabile
Regelung (modellbasiert)

Regelung Zustandsraum vs. Frequenzbe-
reich, modellbasiert, adaptiv

Regelgüte, robust, stabil,
Modellfehler tolerieren

Sensorik Mess- und Stellgrößenanalyse, Zustandsrekonstruktion
Filter- und Beobachterentwurf störungsfreie Signale, Kosten
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3.3 Anforderungen an den Aktor

3.3.1 Allgemeine Anforderungen an die Aktorentwicklung

Die Analyse der Tabelle 3.1 liefert die Zielgrößen für den Entwurf eines elektroma-
gnetischen Aktors zur Störgeräuschanalyse im Automobil. Zusätzlich sind immer
externe Randbedingungen zu beachten, z.B. über ein Pflichtenheft, etc. Die zu spe-
zifizierenden Entwurfsziele und -bedingungen variieren allerdings mit der konkreten
Aufgabe, wobei einzelne Aspekte anwendungsabhängig entweder Ziel oder Prämisse
sein können. Ziele stellen in dieser Arbeit essentielle Eigenschaften dar, die im Sin-
ne der Aufgabe bestmöglich erfüllt werden sollten. Randbedingungen begrenzen den
potenziellen Variantenraum und die erreichbare Leistungsfähigkeit des zu entwer-
fenden Aktors, daher muss der Entwurf auf die denkbar knappe Einhaltung dieser

Tabelle 3.3: Einordnung zentraler Aspekte zur Entwicklung magnetischer Reluktanzak-
toren bezüglich Ziel- und Bedingungscharakter (Z & RB)

Aspekt Symbol Bemerkung Z RB

1 Statische Stellkraft Fs maximal verfügbare Kraft ×
2 Dynamische Stellkraft F̂d, Fd Maximum und RMS ×
3 Stellweg x̂ Arbeitshub (pk-pk) × ×
4 Frequenzbereich fB, fBT Bandbreite, −3 dB-Frequenz ×
5 Spulendesign bw, hw, w

dCu, L
Geometrie, Durchflutung,
Querschnitt, Induktivität

× ×

6 Querschnittsflächen AFe Kraftentwicklung, Sättigung,
Wirbelströme

× ×

7 Bauvolumen V Mobilität, mit/ohne Peripherie
(Verstärker, Sensor, etc.)

× ×

8 Leistungsaufnahme P Wirk- / Blindleistung, Netzlast ×
9 Materialdaten Br, HcJ ,

μr(H),
Rm, σzul

weichmagnetische Stoffe,
Dauermagnete, Gehäuse,
Festigkeit, Zuverlässigkeit

×

10 Wärmeverhalten PW Thermischer Widerstand,
Umgebungstemperatur

×

11 Sensorik – Art / Anzahl der Messgrößen,
Signalkonditionierung

×

12 Regelbarkeit ẋ = f [x,u] Regelgüte, Stabilität, Modell-
tiefe, Nichtlinearitäten

× ×

13 Einsatzbedingungen – Anwenderwissen, Systeminte-
gration, Kopplung, Umgebung
(Temperatur, Feuchte)

×

14 Kosten / Aufwand e R&D, Material, Technologie ×
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Tabelle 3.4: Mögliche Konflikte der Ziele und Randbedingungen aus Tabelle 3.3

Ziele
1 2 3 4 5 6 7 12

3 × ×
5 × × × × ×
6 × × × ×
7 × × ×
8 × × × × ×
9 × × × × × ×
10 × ×

R
an

db
ed

in
gu

ng
en

11 × × × ×
12 × × ×
13 × ×
14 × × × × × ×

Kriterien abzielen. Zur Wahrung der Übersicht kann es zweckmäßig sein, die Ziele
in Muss-, Wunsch- und Abgrenzungskriterien zu unterteilen.

• Musskriterien: Unabdingbare Eigenschaften des Aktors für vorgesehenen
Einsatzzweck;

• Wunschkriterien: Nicht unabdingbare Eigenschaften, die möglichst gut er-
füllt sein sollten, um den Aktor über das geforderte Mindestmaß zu verbessern;

• Abgrenzungskriterien: Eigenschaften, die bewusst nicht erfüllt werden sol-
len, um eine Produktpositionierung zu ermöglichen.

Tabelle 3.3 charakterisiert wichtige Aspekte bei der Entwicklung leistungsfähiger
Reluktanzaktoren hinsichtlich ihrer Ziel- und Prämisseneigenschaften. Da aber zum
Teil mehrere Entwicklungsaspekte dieselbe Produkteigenschaft beeinflussen, sind
Zielkonflikte möglich, die speziell für die Auslegung elektromagnetischer Reluktanz-
aktoren in der Gestaltungs-Matrix nach Tabelle 3.4 angegeben sind. Zusammenfas-
send lassen sich nun die Ziele und Randbedingungen für den Entwurf des Shakers
zur KFZ-Störgeräuschprüfung aus den Tabellen 3.1-3.4 ableiten, wobei die Kriterien3

mehrfach abgestuft sind und potenzielle Konflikte benannt werden.

3.3.2 Ziele des Aktorentwurfs

M: statische Stellkraft Fs > 3500 N, d.h. ≈ 350 kg Last heben;
M: dynamische Stellkraft Fd > 1500 NRMS, d.h. Anregung einer Masse m ≈ 750 kg

mit typischem Drive File ≈ 0,2 gRMS;
M: Stellweg x̂ ≥ ±2 mm ≈ 0,2 g bei 5 Hz;

3 M: Musskriterium; W: Wunschkriterium; K: Konflikt
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M: Frequenzbereich fB = 0 . . . 100 Hz;
W: Regelgüte = Nachfahrgüte RMS(Ist)/RMS(Soll) > 0,90;
W: Einfache Fertigungstechnologie.

3.3.3 Randbedingungen des Aktorentwurfs

M: Bauhöhe h ≤ 150 mm (vgl. Bild 3.1: typische Bodenfreiheit einer Mittelklasse-
limousine ≈ 150 mm);

M: Regelbarkeit (vor allem stabiles Betriebsverhalten);
M: keine Geräuschemmision (extra Schalldämmung vermeiden);
W: Mobilität durch kleines Bauvolumen und geringes Gewicht m ≤ 25 kg;
W: Leistungsaufnahme / Stellspannung u ≈ 220 V

(Netzversorgung, Sicherheitsaspekte);
W: möglichst geringer Sensoraufwand (Kosten vs. Signalgüte);
W: keine Erwärmung (separate Kühlung vermeiden).

3.3.4 Potenzielle Konflikte des Aktorentwurfs

K: Kraft ↔ Stellweg (Reluktanz des Luftspalts);
K: Kraft ↔ Stabilität und Linearität;
K: Materialauswahl: Kraft ↔ Frequenzbereich;
K: Bauhöhe ↔ Spulendesign (für Kraftentwicklung);
K: Dynamik ↔ Geräuschlosigkeit.

3.4 Systematisierter Entwurfsprozess

Der Entwicklungsablauf für elektromagnetische Antriebe beginnt zweckmäßig mit
der Präzisierung der Aufgabenstellung (Abschnitte 3.1 bis 3.3), gefolgt von der
Festlegung des Verfahrensprinzips und der Magnetkreisgrundform (Abschnitte 1.3.1,
1.3.2 und 3.4.1) sowie der abschließenden Dokumentation der einzelnen Entwick-
lungsschritte (diese Arbeit) [62]. Stellvertretend für ein breites Spektrum an Ma-
gnetantrieben stellt dieser Abschnitt 3.4 die Details der Entwurfssystematik anhand
der technischen Auslegung eines magnetischen Reluktanzaktors vom Typ PVM2s
für die Anwendung als Schwingerreger im Automobilbereich dar. Der technische
Entwurf des Aktors geht dabei von den im letzten Abschnitt beschriebenen Ziel-
größen aus. Bild 3.2 verdeutlicht das zu Grunde liegende PVM2s-Magnetsystem
(vgl. Bild 1.3) mit seinen wesentlichen geometrischen Größen in Relation zum me-
chanischen Aufbau. Da sich die notwendigen Stellkräfte aus der Magnetkreisgeo-
metrie bestimmen, müssen Querschnittsflächen, Luftspaltmaße, Spulendurchflutung
sowie die Dauermagnetkonfiguration in Einklang gebracht werden. Aufgrund der
vielfältigen, nichtlinearen und interagierenden Beziehungen zwischen den einzelnen
Parametern (Querschnitt, Material, Spulendaten, usw.) ist eine geschlossene Lösung
der Dimensionierungsgleichungen nicht möglich. Mit Hilfe folgender Schritte soll die
Dimensionierung des Magnetkreises daher systematisiert werden:
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Bild 3.2: Querschnitt des PVM2s-
Magnetsystem mit wesentlichen
Geometrieparametern

• x Stellkoordinate
• x1 oberer Luftspalt nach (1.1)
• x2 unterer Luftspalt nach (1.1)
• rIi Innenradius Innenkern
• rIa Außenradius Innenkern
• rAi Innenradius Außenkern
• rAa Außenradius Außenkern
• bSp × hSp Spulenfenster
• rPM Radius permanentmagneti-

scher Ring (Quadermagnete)
• lPM Länge Permanentmagnet

(Magnetisierungsrichtung)
• bPM × hPM aktive Magnetfläche

eines PM-Quaders
• hAS Höhe Anzugscheibe

1. Analyse des vorliegenden Magnetkreises (Abschnitt 3.4.1).
2. Werkstoffauswahl unter Beachtung statischer und dynamischer Anforderungen

sowie magnetischer und mechanischer Aspekte (Abschnitt 3.4.2).
3. Berechnung der Magnethauptabmessungen basierend auf einem kompakten

Modell des Magnetkreises (Abschnitt 3.4.3).
4. Konstruktive Ausarbeitung durch iteratives Wechselspiel:

a) Erweitertes analytisches Aktormodell mit magnetischen Ersatznetzwer-
ken (MEN) zur Bestimmung der funktionalen Zusammenhänge von Pa-
rametern und Aktorkenngrößen (Abschnitt 3.6.1);

b) Numerisches Modell mit der Finite Elemente Methode (FEM) zur kon-
struktiven Feingestaltung unter Beachtung von Streuung und Nichtlinea-
ritäten (Abschnitt 3.6.2).

5. Dimensionierung der Ansteuereinheit inklusive Spulensystem (Abschnitt 3.8).
6. Dynamische Modellierung und Simulation (Abschnitte 3.7-3.12).

3.4.1 Magnetkreisdesign

Die Herausforderung beim Erstentwurf eines magnetischen Systems besteht in der
Vermeidung lokaler Nichtlinearitäten. Gelingt die gleichmäßige Beanspruchung des
an sich sättigungsbehafteten weichmagnetischen Materials, können unterhalb der
Sättigungsflussdichte zur Grobdimensionierung lineare Beziehungen auf der Basis
magnetischer Ersatzelemente verwendet werden. Mit B < Bs bzw. dB/dH � μ0
sind dann folgende Annahmen zulässig:

• Weichmagnetische Materialien (μr > 1500 � 1) bündeln den magnetischen
Fluss quasi widerstandslos.

• Luft behindert den Magnetfluss stark durch ihren sehr großen Widerstand.



3.4 Systematisierter Entwurfsprozess 55

Weitere vereinfachende Annahmen für den Magnetkreisentwurf enthält unter ande-
rem die Tabelle 2.2 in Abschnitt 2.5. Für den näherungsweisen Entwurf können unter
Beachtung des Brechungsgesetzes für das Magnetfeld einfache Ersatzanordnungen
des magnetischen Kreises angegeben werden, wobei zusätzliche Einschränkungen
gelten. So sind zum Beispiel spezielle Streueffekte des Feldes an den Kanten der ma-
gnetischen Leiter sowie die Streuung im Allgemeinen4 nicht erfasst. Bei Beachtung
der obigen Annahmen gilt in homogenen Felder die Maxwellsche Zugkraftformel
(2.10) von Seite 23, die für den Aktorentwurf oft von zentraler Bedeutung ist.

F re = B
2A

2μ0
n12 = Φ2

2μ0A
n12 (2.10)

As

As

Ak

Aa

AaAi

Ai

Φ
ΦPM S←N

Bild 3.3: Magnetsystem PVM2s mit
eingeprägten Flüssen und
wichtigen Querschnitten

Bild 3.3 zeigt das Magnetsystem PVM2s mit
den beiden parallel angeordneten Magnetfluss-
pfaden, die über einen zentralen Pfad verbun-
den sind. Dieser Magnetkreis zeichnet sich
durch seine zweifache Symmetrie aus:

1. Rotationssymmetrie bezüglich der Stell-
achse (Topfmagnete verrichten die größ-
te Hubarbeit pro Volumen und Energie-
zufuhr [62]).

2. Horizontale Symmetrie bezüglich des
zentralen Pfades mit Dauermagnetring.

Die radial magnetisierten Permanentmagnete
erzeugen über ihr Magnetfeld im Kern und
in beiden Luftspalten eine Vorspannkraft
FPM(x), die sich bei x = 0 aufhebt. Durch
Bestromung der zwei Spulen wird im hybri-
den Magnetsystem eine DurchflutungΘ = ΘSp
eingeprägt, die in einem Magnetkreis der dau-
ermagnetischen Erregung ΘPM entgegenwirkt
und im anderen den Dauermagnetfluss ΦPM stärkt. Diese wechselseitige Beeinflus-
sung des Magnetfelds im Luftspalt führt ausgehend von der dauermagnetischen Vor-
spannung FPM zu einer reziproken Kraftveränderung FPM(x) ± FSp(i,x), die linea-
risierend auf die Gesamtkraft Fm wirkt (vgl. Fußnote (1) auf Seite 154). Die jeweils
serielle Anordnung von Spule und Permanentmagnet in jedem Magnetkreis plus die
Kombination der beiden Kreise über den gemeinsamen Dauermagneten ermöglicht
eine maximale Kraftausbeute [150]. Als wesentlicher Vorteil dieser Anordnung ver-
meidet der Spulenfluss Φ den zentralen Pfad und damit die Destabilisierung der Dau-
ermagnete, die dem Aktor durch reduzierten Energieverbrauch, geringen Raumbe-
darf und hohe zeitliche Konstanz eine große Leistungsfähigkeit ermöglichen. Im Um-
kehrschluss wird auch die Steuerdurchflutung nicht durch den dauermagnetischen
Luftspalt behindert. In dem vorliegenden Magnetkreis gibt es wegen der parallelen
Flusspfade keine volumenträchtigen, leistungsmindernden Nebenflüsse. Gleichwohl
existieren abhängig von der gewünschten Kraftrichtung innen und außen zwei Ar-
beitsluftspalte sowie an der gegenüberliegenden Anzugscheibe zwei Nebenluftspalte,
die nach (1.2) die absolut erreichbare Magnetkraft mindern.

4 Es gibt keinen magnetischen Nichtleiter (Ausnahme: Diamagnetismus bei Supraleitung).
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Die Magnetkräfte entstehen über den Luftspalten am inneren und äußeren Magnet-
kern, d.h. an Kreisringen mit den Querschnitten Ai und Aa. Wesentlich für die analy-
tische Grobdimensionierung ist die Gewährleistung gleicher Querschnittsflächen für
den Magnetfluss in allen seinen Pfaden. In Bild 3.3 sind für den vorliegenden Ma-
gnetkreis alle relevanten Flächen im rotationssymmetrischen Schnitt gekennzeichnet,
die identisch sein sollten und mit (3.1-3.4) berechnet werden (vgl. Bild 3.2).

Ai = π · (r2Ia − r2Ii) (3.1) Aa = π · (r2Aa − r2Ai) (3.2)
Ak = 2π · rIa · hPM (3.3) As = 2π · rIa · hS (3.4)

Φ ΦPM
S←N

Bild 3.4: Ort des Arbeitsluft-
spaltes im Magnet-
kreis für hohe Fluss-
einkopplung

Zur Maximierung der erzeugten Magnetkraft ist
nach (2.10) eine hohe homogene Flussdichte senk-
recht durch eine möglichst große Fläche notwen-
dig. Diese Forderung beeinflusst die Platzierung des
krafterzeugenden Luftspalts im Magnetkreis, der in
Bild 3.3 an den vertikal äußeren Enden platziert
ist. Dabei erfolgt die Flussumbiegung zwischen ver-
tikal im Kern und horizontal in den Anzugschei-
ben direkt über den Luftspalt und begünstigt durch
Streuung und Kanteneffekte ein inhomogenes und
zugleich geschwächtes Feld, so dass die Maxwell-
sche Zugkraftformel nicht unbedacht angewendet
werden kann. Für die neuen Aktoren wird der kraft-
erzeugende Luftspalt neben die Spulen gelegt
(Bild 3.4). Diese Änderung minimiert Streuverluste,

begünstigt die optimale Einprägung des Spulenflusses und ist auch fertigungstechno-
logisch vertretbar. Beim Entwurf ist zudem die effiziente Führung des Magnetflusses
von den Quellen5 zum krafterzeugenden Arbeitsluftspalt durch Vermeidung aller pa-
rasitären Luftspalte und verlustbringenden Nebenpfade geboten.

Lange zylinderförmige Spulen mit wenigen Lagen fördern durch ihre homogene Feld-
verteilung im Spuleninnern die optimale Einprägung der Durchflutung und erzeugen
somit den gewünschten senkrechten Fluss im Luftspalt. Demgegenüber sind flache
Spulen mit einem breiten Spulenfenster energetisch ungünstig, denn das meist inho-
mogene Feld muss erst über die inneren Spulenlagen (μr = 1) in den Magnetkern
verdrängt werden. Für die neuen Aktoren werden die vormals im Magnetkern vergos-
senen Spulen aus Gründen der Flexibilität und Wartbarkeit als separate Luftspulen
ausgeführt (vgl. Abschnitt 3.5).

Zusätzliche Möglichkeiten der Krafterhöhung können anwendungsspezifische Polflä-
chen bieten. Eine Polflächenvergrößerung kann sinnvoll sein, wenn das weichmagne-
tische Kernmaterial bereits kurz vor der Sättigung ist und durch die Flächenauf-
weitung die Flussdichte nur mäßig absinkt. Im Bereich magnetisch wenig genutz-
ter Materialien führt die Polvergrößerung wegen Φ =

∫
A
BdA = const. jedoch

zum Flussdichteabfall und nach (2.10) auch zum Kraftverlust. Bei beschränktem
Bauraum kann die Polflächenvergößerung auch durch eine Polflächenabschrägung

5 Exakter: Feldführung von den Quellen, da nach (2.1c) keine Flussquellen existieren.
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Tabelle 3.5: Auswahl weichmagnetischer Werkstoffe für Reluktanzaktoren nach [138]
(Werte für Massivmaterial, dynamische Eigenschaften für Ringbandkerne)

Material / Legierung Fe NiFe CoFe SiFe

Legierungsmenge % 45 - 50 17 - 50 3
Werkstoffbezeichnung VAC Vacofer Permenorm Vacoflux Trafoperm

Sättigungspolarisation Js T 2,15 1,55 2,35 2,03
Koerzitivfeldstärke HcJ A/m 6 5 140 20
Anfangspermeabilität μ4 2000 3500 1000 1000

dynamisch 50 Hz 3700 1000 700
Maximalpermeabilität μmax 40000 60000 9000 30000

dynamisch 50 Hz 22000 12000 13000
Verluste bei 50 Hz p W/kg 0,25 (1,0 T) 64 (2,0 T) 1,0 (1,0 T)

Resistivität (20 ℃) ρ �·mm2
/m 0,10 0,45 0,44 0,40

Curie-Temperatur TC ℃ 770 440 950 180
Wärmeleitfähigkeit λ W/m·K 72 13 30 31

Anwendungsbereiche Polschuhe, Joche, Relaisteile, Flussleitbleche,
magnetische Linsen, Motoren, Messwandler

erfolgen. Aufgrund der vektoriellen Zerlegung der Feldkomponenten ist die Max-

wellsche Zugkraftformel (2.10) so nicht mehr anwendbar. Eine Abschätzung der
auftretenden Kräfte kann zumindest mit (2.9) auf Seite 23 erfolgen, die zuverläs-
sige Grobdimensionierung des Magnetkreises ist jedoch erschwert. Für das geplan-
te Aktorsystem wird von den eben genannten Optionen kein Gebrauch gemacht,
da diese dem Ziel einer einfachen Fertigungstechnologie widersprechen. Für weite-
re Maßnahmen zur Kraftbeeinflussung und Kennliniengestaltung an Luftspalten sei
insbesondere auf Kallenbach, E. et al. [62] verwiesen.

3.4.2 Werkstoffauswahl

Selbst ein optimal ausgelegter Magnetkreis ist ohne adäquate Werkstoffe wenig leis-
tungsfähig. Für den Einsatz der Aktoren mit hohen Kräften bis Frequenzen über
100 Hz sind weichmagnetische Materialen mit hoher Sättigungspolarisation6 Js und
schmaler Hysteresekurve, d.h. kleiner Koerzitivfeldstärke HcJ wünschenswert. Eine
hohe dynamische Leistungsfähigkeit erfordert zur Vermeidung von Wirbelströmen
eine geringe elektrische Leitfähigkeit κ sowie minimale Ummagnetisierungsverluste
durch eine geringe dynamische Hystereseaufweitung.

Nach Abschnitt 2.1.2 sind die Fe-basierte Legierungen (NiFe, CoFe) die bevorzugte
Wahl bei hohen Flussdichten und Kräften. Auch Wang [144] bestätigte bei sei-
nen Untersuchungen die Wirksamkeit des speziellen weichmagnetischen Werkstoffes
Permenorm 5000 (Fa. Vacuumschmelze GmbH, VAC) gegenüber Magnetkernen

6 Manchmal auch Sättigungsflussdichte Bs, die aber nach (2.3) neben dem Feld der Elementar-
magnete auch die Wirkung etwaiger Fremdfelder berücksichtigt.
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Bild 3.5: Eigenschaften der NiFe-Legierung Permenorm 5000 H2 [138]
statisch: Massivmaterial dynamisch: Stanzringe (1 mm)
links oben: Neukurve B(H) rechts oben: Anfangs-Permeabilität μ4(f) (0,4 A/m)
links unten: Relative Permeabilität μr(H) rechts unten: Eisenverluste p(f)

aus unlegiertem Stahl. Permenorm ist in Tabelle 3.5 einigen weiteren weichmagne-
tischen Werkstoffen für Reluktanzantriebe, d.h. mit hoher Sättigungspolarisation, ge-
genübergestellt. Permenorm bestätigt darin seine Eignung für Systeme mit schnell
wechselnden Magnetfeldern, da die Nickel-Eisen-Legierung besonders kleine Umma-
gnetisierungsverluste aufweist und Wirbelströmen durch einen gegenüber Reineisen
vierfachen spezifischen elektrischen Widerstand entgegenwirkt. Mit sehr großen Per-
meabilitätszahlen und einer relativ hohen Sättigungspolarisation sind im statischen
Fall enorme Kräfte möglich. Daher bestehen in dieser Arbeit alle Magnetkerne aus
Permenorm 5000 H2, dessen statische und dynamische Eigenschaften in Bild 3.5
dargestellt sind. Zur Vereinfachung der Fertigungsprozesse verzichtet man hier auf
eine Blechung und nutzt Massivmaterial, dessen Schlussglühung zur Einstellung der
gewünschten magnetischen und mechanischen Eigenschaften beim Hersteller erfolgt.
Der Einfluss eventueller Wirbelströme wird in Abschnitt 3.8 eingehend untersucht.

Im Magnetkreis nach Bild 3.3 ist zur energetischen Optimierung ein Dauermagnet-
ring aus einzelnen Quadermagneten enthalten. Kompakte leistungsfähige Aktoren
erfordern starke Magnetfelder bei kleinem Volumen und deswegen Dauermagne-
te mit hohem maximalen Energieprodukt (BH)max. Das höchste heute verfügbare
Energieprodukt haben die Selten-Erd-Metalle, von denen insbesondere Neodym-Ei-
sen-Bor- (NdFeB) und Samarium-Kobalt-Legierungen (SmCo) technisch interessant



3.4 Systematisierter Entwurfsprozess 59

Tabelle 3.6: Kenndaten NdFeB-Magnetwerkstoff Vacodym 633 HR [140]

Eigenschaft Symbol Einheit typisch garantiert

Remanenz Br T 1,35 1,29
Koerzitivfeldstärke HcB kA/m 1040 980

HcJ kA/m 1275
Energiedichte (BH)max kJ/m3 350 315
Permeabilität μr 1,033 1,047
Max. Anwendungstemperatur Tmax ℃ 230
Curie-Temperatur TC ℃ 310 . . . 370

sind. In dieser Arbeit werden NdFeB-Magnete vom Typ Vacodym 633 HR (Fa.
Vacuumschmelze GmbH) eingesetzt, denen ihre stark magnetische Matrixphase
Nd2Fe14B mit sehr hoher Sättigungspolarisation und hoher magnetischer Anisotro-
pie die höchste heute zur Verfügung stehende Energiedichte liefert. Der Typ 633
HR weist aufgrund der isostatischen Pressung gute mechanische Eigenschaften auf
und ist ein Kompromiss aus Energieprodukt und zulässiger Anwendungstempera-
tur (Tabelle 3.6). Für den Einsatz der Aktoren in Klimakammern kann die relativ
niedrige Curie-Temperatur der NdFeB-Magnete kritisch sein. Die Alternative sind
temperaturstabilere SmCo-Magnete mit nur geringfügig schwächeren Eigenschaften.

Die mechanische Fixierung von Magnetkern und Anzugscheiben erfolgt zur Ver-
meidung unerwünschter Nebenflusspfade mit nicht ferromagnetischen Materialien.
Mechanisch schwach belastete Elemente (Gehäuse, Abdeckungen) können gut und
kostengünstig aus Aluminium hergestellt werden. Für höher beanspruchte Teile, z.B.
Achsen oder Verankerungen, bietet sich die Verwendung von nichtrostendem Edel-
stahl, z.B. 1.4301 (X5CrNi18-10, auch V2A)7 an.

3.4.3 Dimensionierung der Magnethauptabmessungen

In diesem Abschnitt sollen die Hauptabmessungen des Magnetkreises ermittelt wer-
den. Ausgehend von den Randbedingungen startet die Systematik mit Vorüberlegun-
gen zur Aktorgeometrie und der Ermittlung des Entwurfsnetzwerkes für den bereits
in Abschnitt 3.4.1 spezifizierten Magnetkreis. Mit dem Netzwerk lassen sich anhand
der Anforderungen (Abschnitt 3.3) die Dimensionen von Quellen und Flächen im
Magnetkreis ableiten, die Grundlage für die Berechnung der weiteren konstruktiven
Abmessungen sind. Der so parametrierte Aktor wird abschließend einer Analyse un-
terzogen, in der wichtige Kennzahlen Aufschluss über die Leistungsfähigkeit geben.
Zur Orientierung ist die Abfolge des skizzierten Prozesses mit seinen Voraussetzun-
gen, den gesuchten Größen und Berechnungsformeln in der folgenden Tabelle 3.7
zusammengefasst.

7 V2A entstand 1912 als „Versuchsschmelze 2 Austenit“ im Versuchslabor der Fa. Krupp für
den Legierungs-Typ X5CrNi18-8.
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Tabelle 3.7: Entwurfsabschnitte und Gleichungen zur Dimensionierung der
Magnethauptabmessungen

Abmessung / Größe Symbol Gl./Wert Seite

Ziele und Randbedingungen nach Abschnitt 3.3 51

Stellkräfte (statisch, dynamisch) Fs, Fd > 3500 N, > 1500 NRMS
Stellweg Anker x̂ ±2,0 mm
Aktorhöhe h ≤ 150 mm
Aktorgewicht m ≤ 25 kg

Vorberechnungen 61

Ruheluftspalt x0 3,0 mm 61
Außenradius Aktor RAa (3.5) 61
Außenradius Stellachse rs, rd, rAc (3.6-3.7) 61
Innenradius innerer Magnetkern rIi 12,5 mm 62
Nutzbereich Permenorm Bmax 1,4 T 62
Spulenstrom imax 5,0 A 62
Dauerstromdichte Jzul 4 A/mm2 62
Kupferfüllfaktor kCu 0,5 . . . 0,7 62

Entwurfsnetzwerk 62

Netzwerkgleichungen (3.8-3.15) 62
Arbeitsreluktanzen Rm (3.19-3.20) 63
Magnetflüsse Φm (3.21-3.23) 63

Statische und dynamische Hauptparameter 64

Streuung (Annahme) σ 0,3 64
Weichmagnetischer Flussquerschnitt A0 (3.25) 64
Dauermagnetring: Fluss → Fläche APM (3.25) 64
Dauermagnetring: Durchflutung → Dicke dPM (3.28) 65
Spule: Durchflutung → Windungszahl w (3.32) 65

Ableitbare geometrische Größen des Aktors 66

Dauermagnetring: Höhe hPM (3.37) 66
Dauermagnetring: Innenradius rPM (3.38) 67
Dauermagnetring: Volumen VPM (3.39) 67
Dauermagnete: Quaderanzahl nPM (3.40) 67
Dauermagnete: Quaderlänge lPM (3.41) 67
Spule: Fensterfläche ASp (3.42) 67
Spule: Fensterbreite bSp (3.43) 67
Spule: Fensterhöhe hSp f(h) 67
Magnetkern: Flächen Ai,Aa,Ak,As (3.44) 67
Außenradius innerer Magnetkern rIa (3.1) 56
Innenradius äußerer Magnetkern rAi (3.45) 67
Außenradius äußerer Magnetkern rAa (3.2) 56
Höhe Anzugscheibe hS (3.4) 56
Höhe Magnetsystem hM (3.46) 67

weiter auf der nächsten Seite
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Tabelle 3.7: Entwurfsabschnitte und Gleichungen zur Dimensionierung der
Magnethauptabmessungen

Abmessung / Größe Symbol Gl./Wert Seite

Analyse des Entwurfs 67

Magnetkraft Fm(x,i) (3.47) 67
Kraft-Strom-Faktor kFi (3.48) 68
Magnetische Steifigkeit cM (3.49) 68
Induktivität L (3.50) 68

Vorberechnungen

Die Entwurfsziele in Abschnitt 3.3.2, die Randbedingungen in Abschnitt 3.3.3 und
die Materialeigenschaften aus Abschnitt 3.4.2 definieren den konstruktiven Rahmen
des neuen Magnetaktors. Als Eingangsgrößen des Entwurfs sind zum einen die zu-
lässigen Innen- und Außenradien des Aktors als auch seine Bauhöhe zu spezifizieren.
Weiterhin lassen sich mit den Randbedingungen auch die zulässigen Beanspruchun-
gen in Kernmaterial und Spule festlegen.

Einer der wichtigsten Aktorparameter ist der erforderliche Stellweg x̂ ≥ ±2,0 mm.
Die Kontaktvermeidung von Kern und Anzugscheibe bedingt etwas größeren Ru-
heluftspalt, so dass x0 = 3,0 mm gewählt wird. Aus der zulässigen Bauhöhe h ≤
150 mm und dem Gewicht m ≤ 25 kg folgt eine Abschätzung des erlaubten Au-
ßendurchmessers rAa. Bild 3.2 verdeutlicht, dass nur etwa 50% des realen Gesamt-
volumens des Aktors mit weichmagnetischem Material, Stahl, Spulendrähten oder
Dauermagneten ausgefüllt sind. Das restliche Volumen ist zum kleinen Teil durch
Aluminium, aber überwiegend mit Luft gefüllt und wegen der geringen Dichten ge-
wichtsmäßig vernachlässigbar. Gewichtsbilanz und Bauhöhenvorgabe beschränken
somit den Außenradius des Aktors nach (3.5) auf RAa ≤ 115 mm, so dass für den
äußeren Magnetkern ein Außenradius rAa ≈ 100 mm angestrebt wird.

RAa ≤
√

2m
hπ ρ

= 115 mm mit ρ = 8,0 g/cm3 (3.5)

Aus der mechanischen Belastung der Stellachse erhält man Aussagen über deren not-
wendigen Durchmesser und folglich auch für den Innenradius rIi des Magnet-Innen-
kerns. Die auftretenden Maximalkräfte Fs > 3500 N (statisch) und Fd > 1500 NRMS
(dynamisch) bestimmen den Mindestdurchmesser für den beanspruchten Spannungs-
querschnitt der Stellachse (V2A, Dehngrenze Rp0,2 = 190 N/mm2), so dass sich nach
[70] folgende Radien für die Stellachse ableiten lassen:

rs ≥
√
Fs
π σz zul

= 3,7 mm mit σz zul = 0,6Rp0,2 (3.6)

rd ≥
√
Fd
π σz zul

= 4,0 mm mit σz zul = 0,4 σW ≤ 0,4 · (0,4Rp0,2) (3.7)
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Mit einem Sicherheitsfaktor SF = 2 wird ein Achsenradius rAc ≥ 8 mm favorisiert
und nach Berücksichtigung eines Sicherheitsluftspaltes der Magnet-Innenkernradius
rIi = 12,5 mm festgelegt.

Der lineare Bereich der Neukurve von Permenorm 5000 H2 reicht nach Bild 3.5
links oben in erster Näherung bis Blin = 1,1 T. Innerhalb dieses Bereichs ist die
Methode der linearen magnetischen Ersatznetzwerke ohne weiteres anwendbar. Für
die Entwicklung kompakter, leistungsfähiger Aktoren sind die Linearitätsgrenzen oft
zu überschreiten, so dass wegen Bs ≥ Js = 1,55 T im weichmagnetischen Material
eine maximale Flussdichte von Bmax = 1,4 T gebilligt wird. Das Magnetmaterial
ist damit zu circa 80% ausgenutzt und es existiert dennoch eine Sättigungsreser-
ve. Die konservative Auslegung der Spulendrähte führt auf eine maximal zulässige
Dauerstromdichte von Jzul = 4 A/mm2, obwohl DIN VDE 0298-4 [23] die Spitzenbe-
lastbarkeit Ĵzul = 10 A/mm2 angibt. Für die Spulen wird aus Gründen der Sicherheit,
Wärmeentwicklung und Fertigung ein maximaler Strom imax = 5 A zugelassen. Als
Kupferfüllfaktor lassen sich kCu = 0,5 . . . 0,7 technologisch leicht realisieren.

Entwurfsnetzwerk

Grundsätzlich ist der elektromagnetische Entwurf ausgehend von den Anforderun-
gen hin zur Struktur und den Abmessungen ein komplexer Prozess, der auf jeden Fall
nicht eindeutig, wenn überhaupt lösbar ist [38]. Aufgrund der a priori bekannten
Magnetkreisstruktur ist hier jedoch ein kompaktes Entwurfsschema mittels der be-
schreibenden Netzwerkgleichungen durchaus zielführend. Nach der Bestimmung der
Hauptdimensionen aufgrund statischer Vorgaben erlaubt diese Methodik auch die
Abschätzung dynamischer Eigenschaften des Systems über die Induktivitätsanalyse.

In Bild 3.6 ist das Entwurfsnetzwerk für das zu Grunde liegende Magnetsystem
PVM2s inklusive wesentlicher Streureluktanzen an den Luftspalten dargestellt (vgl.
Bild 1.3). In den zugehörigen Gleichungen (3.8-3.13) sind für diesen Erstentwurf die
magnetischen Spannungsabfälle am hochpermeablen Magnetkernmaterial vernach-
lässigt. Zur Quantifizierung der Streuung wird aufgrund fehlender Geometriedaten
der Streufaktor 0 ≤ σ ≤ 1 verwendet. Die Anordnung der Streupfadreluktanzen Rσjk
parallel zu den Arbeitsluftspalten Rjk rechtfertigt die rechte Skizze in Bild 3.6. Eine
größere Streuung basiert meist auf einem längeren Luftspalt, der aber auch die mitt-
lere Flussdichte absenkt. Die konkrete Wirkung der Streuung auf die magnetischen
Spannungen und Flüsse kann allerdings erst mit der vollständigen Magnetkreisgeo-
metrie geklärt werden (siehe Abschnitt 3.6.1). Für den Entwurf wird die Streuung
vereinfachend als Verhältnis zwischen Streu- zu Gesamtfluss definiert und die Streu-
reluktanz Rσjk aus dem Flussteiler (3.13) als Funktion der Arbeitsreluktanz8 (3.14)
gebildet. Mit dieser Annahme lässt sich die Parallelschaltung Rjk||Rσjk auch mit
R∗jk (3.15) abkürzen.

ΘPM −Θ1 = ΦK1 (R1i||Rσ1i +R1a||Rσ1a) + ΦPM RPM (3.8)
ΘPM +Θ2 = ΦK2 (R2i||Rσ2i +R2a||Rσ2a) + ΦPM RPM (3.9)

8 Die krafterzeugenden Luftspalte werden mithin als Arbeitsluftspalte oder Arbeitsreluktanzen
bezeichnet, da dort die mechanische Arbeit verrichtet wird.
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Bild 3.6: Magnetisches Entwurfsnetzwerk nach Bild 1.3 mit Haupt- und Streureluktan-
zen; rechts: Paralleler Verlauf von Haupt- und Streufluss am Luftspalt

ΦPM = ΦK1 + ΦK2 (3.10)

RPM = dPM
μPM APM

(3.11)

Rjk = xj
μ0Ak

mit j = {1,2}, k = {i,a} (3.12)

Φjk = Rσjk
Rjk +Rσjk

ΦKj
!= (1− σk)ΦKj (3.13)

Rσjk =
(

1
σk
− 1

)
Rjk (3.14)

R∗jk = Rjk Rσjk
Rjk +Rσjk

= (1− σk)Rjk (3.15)

In den netzwerkbeschreibenden Gleichungen (3.8-3.15) lassen sich unter den Annah-
men (3.16-3.18) alle Zweigwiderstände zweckmäßig zusammenfassen (3.19-3.20). Die
daraus resultierenden Gleichungen (3.21-3.23) enthalten dann als Primärgrößen des
Entwurfs die zur Krafterzeugung wichtigen Magnetflüsse Φj durch beide Arbeitsluft-
spalte und den Dauermagnetfluss ΦPM .

Ai = Aa = A0 (3.16)
Θ1 = Θ2 = Θ = w i (3.17)
σk = σ −→ Φji = Φja = Φj (3.18)

R∗1 = R∗1i +R∗1a = (1− σ)2 (x0 + x)
μ0A0

= (1− σ)R1 (3.19)

R∗2 = R∗2i +R∗2a = (1− σ)2 (x0 − x)
μ0A0

= (1− σ)R2 (3.20)

Φ1 = (1− σ)R2 ·ΘPM − [(1− σ)R2 + 2RPM ] ·Θ
(1− σ)R1R2 + (R1 +R2)RPM

(3.21)

Φ2 = (1− σ)R1 ·ΘPM + [(1− σ)R1 + 2RPM ] ·Θ
(1− σ)R1R2 + (R1 +R2)RPM

(3.22)

ΦPM = (R1 +R2) ·ΘPM + (R1 −R2) ·Θ
(1− σ)R1R2 + (R1 +R2)RPM

(3.23)

Die Gleichungen (3.19-3.23) beinhalten nun die krafterzeugenden Flüsse im oberen
und unteren Flusspfad in Abhängigkeit der geometrischen Parameter und ermögli-
chen so die Dimensionierung der Hauptabmessungen des neuen Aktors.
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Statische und dynamische Hauptparameter

Als Hauptabmessungen des neuen Aktors sollen aus (3.21-3.22) die identischen Quer-
schnittsflächen des Magnetkerns und der Anzugscheiben sowie die Spulen- und Per-
manentmagnetparameter berechnet werden. Die hier angewendete Prozedur unter-
liegt im als linear betrachteten Magnetkreis den folgenden Randbedingungen, die
den Entwurf eindeutig machen sollen. Andere mögliche Nebenbedingungen sind am
Ende dieses Abschnitts 3.4 gegeben.

1. Das System befindet sich in Neutralstellung x = 0 → x1 = x2 = x0, d.h. für
(3.19) und (3.20) folgt

R∗0 = R∗1|x=0 = R∗2|x=0 = (1− σ) 2x0

μ0A0
= (1− σ)R0 (3.24)

2. Die Permanentmagnete erzeugen bei i = 0 (Θ = 0) in beiden Luftspaltreihen9

als Vormagnetisierung die halbe zulässige Magnetkernflussdichte Bmax/2.

3. Die Dauermagnete sind bei i = 0, d.h. Θ = 0 im Arbeitspunkt ihres maximalen
Energieprodukts (BH)max, d.h. BPM = Br/2 und HPM = HcB/2.

4. Beide Spulen Θ1 = Θ2 = Θ = w i überlagern die Dauermagnete nach dem
Superpositionsprinzip, so dass z.B. bei i = +imax im unteren Flusspfad beide
Luftspalte mit Bmax = 1,4 T die Maximalkraft +Fs erzeugen und in beiden
Luftspalten des oberen Flusspfads kein Fluss existiert.

5. Die Streuung wird konservativ mit σ = 0,3 angesetzt, d.h. es gibt 30% Verlust.

Mit den geforderten Aktorkräften ist als erster Entwurfsschritt die krafterzeugende
weichmagnetische Kernfläche A0 zu ermitteln, die vor allem von der zulässigen Fluss-
dichte Bmax abhängt. Ausgehend von der Maxwellschen Zugkraftformel (2.10) er-
rechnet (3.25) den notwendigen Querschnitt A0 = Ak für die statische Stellkraft Fs,
zu der immer zwei Luftspalte pro Flusspfad oben oder unten beitragen.

A0 ≥ 1
2

2μ0 Fs
((1− σ)Bmax)2 (3.25)

Die gewünschte Kraft soll zur Hälfte durch die Vormagnetisierung mit dem perma-
nentmagnetischen Ring aufgebracht werden. Gleichbedeutend damit sollen die Ma-
gnete in jedem Pfad den magnetischen Flusses ΦKj = Φmax/2 = (BmaxA0)/2 generieren.
Dazu ist eine aktive Magnetfläche APM notwendig, die mit dem Knotenpunktsatz
(3.10) unter Ausnutzung des maximalen Energieprodukts aus (3.26) folgt. Der Fak-
tor „2“ im letzten Ausdruck von (3.26) trägt dabei den beiden Magnetpfaden oben
und unten Rechnung, die mit einem Dauermagnetring versorgt werden müssen.

ΦPM |Θ=0 = BPM APM = Br2 APM
!= 2 BmaxA0

2 (3.26)

Der permanentmagnetische Fluss wird durch die Durchflutung ΘPM = HcB dPM
angetrieben und demzufolge maßgeblich über die Stärke dPM des aktiven Ringes
beeinflusst. Unter Ausblendung der Spulen Θ = 0 kann aus (3.21) oder (3.22) dieser
zweite Dauermagnetparameter errechnet werden, wobei im Ergebnis von (3.28) auch

9 Jeder Magnetfluss Φj tritt der Reihe nach durch den inneren und den äußeren Luftspalt xj .
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(3.11), (3.13) und (3.24) berücksichtigt sind. Außerdem ergibt sich auf diesem Weg
der Arbeitspunkt HPM = HcB/2 wegen RPM (3.11) automatisch.

Φj|Θ=0 = (1− σ)R0 ·ΘPM
(1− σ)R2

0 + 2R0RPM

!= (1− σ) BmaxA0

2 (3.27)

dPM = (1− σ)x0
μ0HcB
Bmax
− μ0
μPM

A0
APM

= 2 (1− σ)Bmax x0

μ0HcB
(3.28)

Scheinbar paradox ist die Reduzierung der Stärke des Ringes dPM mit steigender
Streuung bis zu dPM → 0, wenn σ → 1 tendiert. Durch den angewendeten Formalis-
mus steht der steigenden Streuung eine ins Unendliche wachsende Fläche A0 → ∞
(3.25) gegenüber und mithin eine verschwindende Reluktanz R∗jk in den Luftspalten.
Mit diesem Entwurfsschema werden also immer die geforderten Kräfte erzeugt, auch
wenn die Quellen unter der Randbedingung Bmax verschwinden. Es ist allerdings fest-
zustellen, dass ein Entwurf mit σ → 1 alle gängigen Regeln (vgl. Abschnitt 3.4.1)
missachtet und technisch unsinnig ist. Das Bestreben eines jeden Entwicklers kann
nur ein Design mit σ → 0 sein, wodurch sich realistische Ergebnisse einstellen. Bei
σ = 0 (keine Streuung) ist A0 minimal und es ergibt sich ein insgesamt kompakter
und leistungsfähiger Aktor mit sinnvollen Quellenparametern. Durch Multiplikation
von (3.26) mit (3.28) und Umordnen erhält man einen Ausdruck für das Dauerma-
gnetvolumen VPM und das Energieprodukt BH (3.29). Das Volumen wird damit
tatsächlich minimal, wenn bei gegebener Materialflussdichte und bekannten Luft-
spaltabmessungen das Energieprodukt maximal ist.

(APM dPM)
≈VPM

· (BPM HPM)
(BH)→max

= (1− σ)B
2
max
μ0
A0 x0 (3.29)

Die Überlagerung der Vormagnetisierung durch die Spulendurchflutung Θ = w i
(3.17) entsprechend des Superpositionsprinzips liefert nach den Randbedingungen
auf Seite 64 ganz analog zu (3.27) mit (3.32) die Windungszahl w einer jeden
Spule über (3.30). Alternativ lässt sich auch (3.31) wegen Φ1|imax

= 0 (3.21) bzw.
Φ2|imax

= Φmax (3.22) verwenden. Zum Effekt der auch hier verschwindenden Quelle
bei steigender Streuung sei auf die entsprechenden Ausführungen bei der Vormagne-
tisierung verwiesen.

|Φj|ΘPM=0 = [(1− σ)R0 + 2RPM ] ·Θ
(1− σ)R2

0 + 2R0RPM

!= (1− σ) BmaxA0

2 (3.30)

(1− σ)R0 ·ΘPM = [(1− σ)R0 + 2RPM ] ·Θ (3.31)

w = (1− σ)Bmax x0

μ0 imax
(3.32)

Neben den statischen Größen ermöglicht das Netzwerk in Bild 3.6 auch eine erste
Einschätzung seiner dynamischen Eigenschaften. Mit Kenntnis der wirksamen In-
duktivität kann die Stromeinprägung und schließlich die Dynamik des Kraftaufbaus
analysiert werden. Da aufgrund der Parallelstruktur des Magnetsystems mit zwei se-
parierten Spulen sowohl der verkettete Induktionsfluss Ψ als auch der allumfassende
magnetische Gesamtwiderstand Rm nicht leicht anzugeben sind, können hier (2.27)
oder (2.31) nicht angewendet werden. Weil aber die Induktivität ein Ausdruck der
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in den N magnetischen Widerständen eines Netzwerkes gespeicherten magnetischen
Feldenergie Wm ist, lässt sich Wm sehr elegant zur Induktivitätsbestimmung einset-
zen. Für die magnetische Energie allgemeiner Systeme gilt (3.33), die für lineare
Magnetkreise (μ = const. bzw. dRj/dΦ = 0) die gewünschte Beziehung (3.34) für
die konstante Induktivität liefert (vgl. Bild 2.1 auf Seite 24).

Wm =
Ψ0∫

0

i dψ (Θ=wi)=
Φ0∫

0

Θ dφ =
N∑
j=1

Φ0j∫
0

Vj dφ =
N∑
j=1

Φ0j∫
0

Rjφ dφ (3.33)

Wmlin = 1
2Ψ0 I0 = 1

2 L I
2
0 = 1

2

N∑
j=1

Vj Φj = 1
2

N∑
j=1

Φ2
j Rj (3.34)

Allein durch Kenntnis der magnetischen Widerstände im Netzwerk und der zugehö-
rigen Flüsse kann die Induktivität L aufsummiert werden, die für lineare Systeme
stromunabhängig ist, denn nach (3.21-3.22) gilt die Proportionalität Φj ∝ i. Für das
Entwurfsnetzwerk des Aktors in Bild 3.6 berechnet sich die Induktivität mit (3.35)
unter Ausblendung von ΘPM , da L wegen (2.27) die Verkettung magnetischer Grö-
ßen mit der elektrischen Quelle darstellt. Der luftähnliche Widerstand RPM muss
aber mit einbezogen werden10.

L = 1
i20

(
2∑
j=1

(
Φ2
Kj R

∗
0
)

+ ΦPM RPM

)∣∣∣∣∣
ΘPM=0

(3.35)

L0 = 1
i20
· 2Φ

2
0R0

1− σ
∣∣∣∣
ΘPM=0,x=0

= 2w2

(1− σ)R0
(3.36)

Ableitbare geometrische Größen des Aktors

Bisher wurden die funktionalen Parameter des magnetischen Kreises ermittelt. Aus
der Eisenquerschnittsfläche A0 und den Daten für die Quellen des Magnetfeldes las-
sen sich nun fehlende Geometrieparameter für das Design nach Bild 3.2 ableiten. Zur
konstruktiven Gestaltung müssen weiterhin die Entwurfsvoraussetzungen zu Beginn
dieses Abschnitts auf Seite 61 berücksichtigt werden.

Als Vormagnetisierungsquelle wurde ein permanentmagnetischer Kreisring angenom-
men, der eine innere Fläche APM und die Stärke dPM besitzen soll. Praktisch wird
der Ring aus nPM Quadermagneten (lPM × bPM × hPM) aufgebaut, die auf dem
Innenradius rPM montiert sind. Das Berechnungsschema (3.37-3.41) berücksichtigt
zum einen identische aktive Volumina VPM bei Kreisring- und Quaderlösung. Wei-
terhin unterliegt die Höhe hPM mit (3.3) der Bauhöhenbeschränkung und Eisenquer-
schnittsgleichheit. Für fertigungstechnische Überlegungen steht als Freiheitsgrad die
Quaderbreite bPM zur Verfügung.

hPM ≥ A0

2π rIa
(3.37)

10 Vgl. Abschnitt 3.4.1 und (3.10): Nur bei x = 0 dringt kein Spulenfluss durch die Dauermagne-
te und L0 = 2w2

/(1−σ)R0 = w2
/Rm in (3.36) stimmt mit dem Ergebnis von (2.31) überein.
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rPM = APM
2π hPM

(3.38)

VPM = π
[
(rPM + dPM)2 − r2PM

] · hPM (3.39)

nPM = 360°
αPM

mit αPM = 2 sin−1
(
bPM
2rPM

)
(3.40)

lPM = VPM
nPM · bPM · hPM (3.41)

Bei der Dimensionierung des Spulenfensters bSp × hSp kann die Höhe hSp im Rah-
men der Aktorhöhenvorgabe frei gewählt werden. Allerdings sind längliche Spulen
energetisch sinnvoll, d.h. hSp > bSp wäre wünschenswert. Die Breite bSp folgt dann
unmittelbar mit (3.42-3.43). Als konservative Auslegung der Spulendrähte liegt eine
maximal zulässige Dauerstromdichte von Jzul = 4 A/mm2 mit dem Kupferfüllfaktor
kCu = 0,6 zu Grunde (Abschnitt 3.4.3).

ASp = ACu
kCu

= w imax

kCu Jzul
(3.42) bSp = ASp

hSp
(3.43)

Die restlichen Maße von Magnetkern und Anzugscheiben sind aus den bereits be-
rechneten Größen mit (3.1-3.4) auf Seite 56 angebbar, wenn (3.44-3.45) sowie rIi
von Seite 61 beachtet werden. Aus diesen Daten lässt sich abschließend die Bauhöhe
hM des Magnetsystems mit (3.46) ermitteln.

Ai = Aa = Ak = As
!= A0 (3.44) rAi = riA + bSp (3.45)

hM = hPM + 2 · (x0 + hS + hSp) (3.46)

Analyse des Entwurfs

Die mit dem beschriebenen Entwurfsprozess entstandene Aktorgeometrie ist in Ta-
belle A.1 von Anhang A abgelegt, während das FEM-Feldlinienbild in Bild 3.7 die
Dimensionen des neu entworfenen Aktors grafisch verdeutlicht. Insbesondere im rech-
ten Bildteil wird die Erfüllung der festgelegten Leistungsanforderungen deutlich,
denn der Aktor erzeugt bei voller Spulenbestromung (i = imax = 5 A) circa 95% der
geforderten Stellkraft Fs = 3500 N, wobei im unteren Magnetkreis etwa Bmax = 1,4 T
herrscht und der obere Magnetkreis quasi feldfrei ist. Die Kraftdifferenz lässt sich auf
erste lokale Sättigungserscheinungen zurückführen, da die zugelassene Flussdichte
schon nah an Bs ≥ Js = 1,55 T liegt. Der hier auf Basis des beschriebenen Netz-
werk-Entwurfsverfahrens entstandene Aktor erfüllt dennoch alle in Abschnitt 3.3
gestellten statischen Anforderungen, wie die FEM-Kennfelder in Bild 3.8 offenbaren.
Die Berechnung der Aktorkraft aus dem Netzwerk erfolgt mit (1.2) durch Einsetzen
von (3.21-3.22) in die Maxwellsche Zugkraftformel (2.10), da die Annahme eines
homogenen Feldes ohne Sättigung im Material nach Bild 3.7 gerechtfertigt ist.

Fm(x,i) = Fm2(x,i)− Fm1(x,i) = 2 Φ
2
2(x,i)

2μ0A0
− 2 Φ

2
1(x,i)

2μ0A0
(3.47)

Das Kraftkennfeld in Bild 3.8 links oben zeigt die hohe Übereinstimmung des MEN-
Entwurfs mit der FEM-Analyse. Der Vorteil der analytischen Netzwerkberechnung
liegt nun in seiner Interpretationsmöglichkeit, denn aus (3.47) lassen sich als wichtige
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i = 0 A

i = 0 A

i = 5 A

i = 5 A

B = 0,00 T 0,25 T 0,50 T 0,75 T 1,00 T 1,25 T 1,50 T 1,75 T

S NS N

Bild 3.7: FEM-Feldlinienbilder des Aktorentwurfs mit der Netzwerkmethode .
(Geometrie EMAc2-E aus Tabelle A.1 in Anhang A)

links: x = 0 mm, i = 0 A → F = 0 N rechts: x = 0 mm, i = 5 A → F = 3302 N

Kenngrößen für die weitere Optimierung der Kraft-Strom-Faktor kFi (3.48), die
magnetische Steifigkeit cM (3.49) und die Induktivität L (3.50) ableiten.

kFi|x=0 = Fm(0,i)
i

= 2w
x0

(1− σ)ΘPM
(1− σ)R0 + 2RPM

(3.48)

cM(x)|i=0 = Fm(x,0)
x

= 2
R0

[
(1− σ)ΘPM x0

(1− σ)(x2
0 − x2) + 2x2

0
RPM
R0

]2

(3.49)

L(x)|ΘPM=0 = 1
i2

(
2∑
j=1

Φ2
j Rj

1− σ + Φ2
PM RPM

)∣∣∣∣∣
ΘPM=0

= 2w2

(1− σ)R0

[
1−

(
x

x0

)2 (1− σ)R0

(1− σ)R0 + 2RPM

]−1

(3.50)

Die Entwurfsergebnisse in Bild 3.8 unten decken sich hervorragend mit der FEM bei
Kraft-Strom-Faktor kFi und magnetischer Steifigkeit11 cM(x). Bei kFi kann es durch
Sättigung zu stromabhängigen Varianzen kommen, die aber bei x = 0 noch gering
sind (Bild 3.8 links unten). Zugleich ist kFi ortsabhängig, jedoch wird die Beziehung
kFi(x) sehr unübersichtlich und ist daher nur zur numerischen Interpretation brauch-
bar. Die analytisch berechnete Induktivität (3.50) zeigt in Bild 3.8 rechts oben einen
qualitativ identischen Verlauf zum FEM-Ergebnis, wenn auch um circa 200 mH ab-
gesenkt. Dies lässt nach (3.50) auf eine geringere Streuung im realen Aktor schließen
als beim Entwurf angenommen, und bestätigt so das gute Magnetkreisdesign. Bei
der FEM-Induktivitätsberechnung mit i = 1 A zeigen sich bei großen Auslenkun-
gen erste Sättigungserscheinungen, die den Gesamtwiderstand für den magnetischen
Fluss vergrößern und nach (2.31) die Induktivität herabsetzen.

11 cM erscheint hier positiv, da mit dem gewählten Koordinatensystem die positive Anke-
rauslenkung x > 0 durch den schwindenden Luftspalt x2 bei wachsendem x1 eine sich
verstärkende Kraft in positive x-Richtung nach sich zieht (vgl. (2.15), Seite 25). Im Sin-
ne der Mechanik bleibt cM aber eine negative Steifigkeit, denn es gilt für starre Lasten:
Fm + cM x = mẍ+ d ẋ+ c x (Abschnitt 3.10).
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Bild 3.8: Ergebnisse des Aktorentwurfs per Netzwerkmethode [—] für Fs = 3500 N,
imax = 5 A, σ = 0,3, Jzul = 4 A/mm2, kCu = 0,6 im Vergleich zur FEM [−·]

links oben: Kraft Fm(i) für x = {-2,-1,0,1,2} mm rechts oben: Induktivität L(x)
links unten: Kraft-Strom-Faktor kFi(i) rechts unten: Magnetische Steifigkeit cM (x)

Die diskutierten Ergebnisse zeigen, dass der hier skizzierte Entwurfsprozess be-
reits unmittelbar zu einem leistungsfähigen Aktor führt. Durch seinen Ruheluftspalt
x0 �

√
A0 ist der entstandene Magnetantrieb als Kurzhubaktor klassifizierbar [62]

und somit für dynamische Anwendungen besonders gut geeignet. Mit den Metho-
den zur statischen Modellierung und Optimierung aus Abschnitt 3.6 wird jetzt der
Übergang vom abstrakten Entwurfssystem zu einem ausgereiften Aktor vollzogen.
Vorher sollen aber einige Bemerkungen zur Entwurfsphilosophie die bisher vorge-
stellte Methodik abrunden.

Das Entwurfsergebnis ist immer Folge festgelegter Ziele, getroffener Annahmen und
Einschränkungen (vgl. Abschnitt 3.3), deren Variationen einen komplexen Raum der
Möglichkeiten ergeben. Bei einem Entwurf für andere Anwendungen mögen daher
auch folgende Aspekte interessant sein:

• Stellkraft Fs bei einseitig geschlossenem Luftspalt in gegenüberliegende Rich-
tung, d.h. bei x1 = 0 und x2 = 2x0 wird Fs = Fm2 − Fm1 > 0 gefordert;

• Vorgabe der Induktivität L;
• keine Festlegung von imax, sondern nur izul und Vorgabe von kFi = Fm/i;
• Vorgabe einer maximalen negativen magnetischen Steifigkeit cm = Fm/x;
• Ausnutzung des Weicheisens über Bmax optimieren;
• Variation der funktionellen und geometrischen Randbedingungen (Seite 64).
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3.5 Realisierter Magnetaktor EMAc2-5

Aus dem Entwurfsaktor ist durch iterative Verbesserung der Aktorkennwerte mit
Ersatznetzwerk- und FEM-Analysen ein leistungsstarker Magnetaktor zur Schwin-
gungsanregung entstanden. Der in Bild 3.9 gezeigte Aktor EMAc2-5 (ElectroMagnetic
Actuator for components and cars - 5 kN ) kann in der gewählten Konfiguration bis
zu Fs = 5 kN Stellkraft erzeugen. Bild 3.10 zeigt das gemessene Kraftkennfeld F (x,i)
in Abhängigkeit von Stellposition x und Steuerstrom i. Der rechte Teil von Bild 3.10
stellt außerdem die hohe Übereinstimmung gemessener Kräfte mit per FEM errech-
neten Kräften dar. Die technischen Daten in Tabelle A.1 machen deutlich, dass
der neue Shaker alle statischen Leistungskriterien erfüllt, insbesondere weil sich die
Methoden aus Abschnitt 3.6 sehr gut ergänzen. Eine detaillierte Diskussion der Mo-
dellierungsergebnisse zur Messung erfolgt in Abschnitt 3.6.3.

Als konstruktive Besonderheiten sind die Aktorspulen und die Ankerführungsfedern
zu nennen. Die Spulen werden aus Gründen der Flexibilität und Wartbarkeit als
separate Luftspulen ausgeführt, die nach der Wicklung des Spulenkörpers mit kalt-
härtendem 2-Komponenten-Epoxidharz in stützenden Aluminiumringen vergossen
werden. Der Spulendraht mit dem Durchmesser dCu = 1,00 mm ergibt bei imax = 5 A
eine maximale Stromdichte Jmax = 6,4 A/mm2, die nach [23] zulässig ist. Die Spulen
werden in den Magnetkern eingelegt und mit Madenschrauben fixiert.

Neben den Magnetkräften Fm spielen für die Aktorgesamtkraft F nach (1.2) auch
die Rückstellkräfte Fc der mechanischen Federn eine Rolle. Für den EMAc2 Aktor
werden zur radialen Stellachsenführung Federkreuzringe eingesetzt. Bild 3.11 zeigt
links ein Paket aus sechs Federkreuzen, das jeweils am oberen und unteren Achsenen-
de befestigt wird. Eine gegenseitige Beeinflussung wird durch den 45°-Winkelversatz
unterbunden. Neben der einfachen Montage liegt ihr Vorteil in der variablen Feder-
steifigkeit abhängig von der Anzahl nF der eingebauten Federkreuze. Dabei strebt
man eine Reduzierung der destabilisierenden Magnetsteifigkeit cM auf ein vertretba-
res Maß an, ohne die Stellkraft zu sehr einzugrenzen.
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Bild 3.9: Abbildung und schematischer Aufbau des realisierten magnetischen Reluk-
tanzaktors EMAc2-5 zur Schwingungsanregung von Komponenten und KFZ

1 . . . Stellachse 2 . . . Magnetkern 3 . . . Anzugscheibe
4 . . . Steuerspule 5 . . . Dauermagnete 6 . . . Kreuzfederringe
7 . . . Arbeitsluftspalt 8 . . . Beschleunigungssensor 9 . . . Wegsensoren 1 & 2
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Bild 3.10: Gemessene Stellkraft des Magnetaktors EMAc2-5 .
links: Kennfeld F (x,i) rechts: F (i) bei x = {-1,0,1} mm (Messung [—], FEM [×])

Für die Federn wurde der vergütete Federstahl C75S (1.1248, alt: Ck75) in der Stärke
t = 1,5 mm verwendet, der nach [22] eine Zugfestigkeit Rm = 1200 . . . 1900 N/mm2 auf-
weist. Daraus lässt sich eine zulässige Wechselfestigkeit auf Biegung von σbW zul =
855 N/mm2 ableiten [87, 95]. Die rechte Seite von Bild 3.11 gibt die bei der maxi-
mal möglichen Stellauslenkung x = ±3,0 mm auftretenden Vergleichsspannungen
an, wie sie mit der FE-Methode unter Berücksichtigung der nichtlinearen Materia-
leigenschaften errechnet werden (Elastizitätsmodul E = 1,96 · 105 N/mm2, Querkon-
traktionszahl ν = 0,285). Mit einen Maximum von σv 3,0 max = 742 N/mm2 existiert
bezüglich der Dauerwechselfestigkeit ein Sicherheitsfaktor Sw = 1,15. Da beim Ein-
satz des Magnetaktors die Schwingungsamplituden |x| ≤ 2,5 mm betragen, folgt aus
der geringeren maximalen Vergleichsspannung σv 2,5 max = 610 N/mm2 sofort der höhe-
re Sicherheitsfaktor auf Sw = 1,4, so dass ein ermüdungsfreier Einsatz zu erwarten
ist. Die praktischen Erfahrungen und der industrielle Einsatz der vergangenen Jahre
bestätigen die Dauerfestigkeit ebenfalls nachdrücklich.

Die recht unterschiedlichen Kraftverhältnisse eines eingespannten Federkreuzes zeigt
die linke Hälfte von Bild 3.12. Von den zwei schwarz dargestellten Messreihen reprä-
sentiert die gestrichelte Linie die erste Kraftmessung nach dem Einspannen der inne-
ren und äußeren Federringe mitMD = 7 Nm (M6-Schrauben). Durch irreversible Set-
zungseffekte in den Einspannungen misst man dagegen für jede weitere Auslenkung
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Bild 3.11: Federpaket aus sechs Federkreuzen zur radialen Achszentrierung im EMAc25;
Spannungen im Federkreuz bei 3,0 mm Auslenkung (radial freie Einspannung)
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Bild 3.12: Kraft und Steifigkeit eines Federkreuzes vom EMAc2-5 nach Bild 3.11 .
(1. Messung [– –], jede weitere Messung [—], FEM-Rechnung [– ·])

die durchgezogene weichere Kennlinie. Diese Beobachtungen sind schwer modellier-
bar und die grauen FEM-Kurven in Bild 3.12 links zeigen die beiden Grenzfälle einer
radial fixierten bzw. radial freien äußeren Ringeinspannung. Dabei stimmt die Be-
rechnung bei radial freier Einspannung gut mit den gemessenen Kräften der ersten
Auslenkung überein. Der gemessene Verlauf der Federrate cF (x) in Bild 3.12 rechts
illustriert schließlich das nichtlineare Federverhalten, welches der lageabhängigen
magnetischen Steifigkeit positiv entgegenwirkt. Weitere ausführliche Untersuchun-
gen zu den Federkreuzen enthält [48].

3.6 Statische Modellierung und Optimierung

Ausgehend vom Basisentwurf in den Bildern 3.7 und 3.8 wird die leistungsfähigste
Variante eines Magnetaktors für die Schwingungsanregung von Automobil-Kompo-
nenten und Fahrzeugen gesucht. Der Entwurf des Aktors in Abschnitt 3.4 und die in
Tabelle 3.7 zusammengestellten Dimensionierungsformeln gelten als Wegweiser für
die weitere Optimierung bezüglich Stellkraft und Bauraum. Dem Erreichen eines ef-
fizienten Designs liegen meist FEM-Verfahren in Verbindung mit anderen Methoden
(hier: MEN) zu Grunde, die ihrerseits effizient in mathematische Optimierungsalgo-
rithmen eingebunden werden können [4]. Durch Iteration der bisher aufgestellten
Formalismen mit Hilfe eines speziellen magnetischen Ersatznetzwerks (MEN) und
der Finiten-Elemente-Methode (FEM) erfolgt die Weiterentwicklung des Basisent-
wurfs zum realisierten Aktor in Abschnitt 3.5, die jedoch keine streng mathematische
Optimierung12 von Magnetkreis und Magnetaktor bezüglich höherer Kraft bei klei-
nem Bauraum und geringen Verlusten darstellt.

Generell erfordert die Verbesserung eines Magnetsystems entsprechend den Ausfüh-
rungen in Abschnitt 3.3 immer den Kompromiss verschiedener Aspekte, z.B. Kraft
und Bauraum, Kraft und Verluste [10,38]. Bei der Optimierung des vorliegenden Ma-
gnetaktors durch Iterationen von Netzwerkberechnungen und FEM-Analyse waren
vor allem folgende Zielstellungen maßgeblich:
12 Keine Bestimmung optimaler zulässiger Lösungen eines Optimierungsproblems hinsichtlich

einer gegebenen Zielfunktion wie z.B. in [18].
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• Maximierung des Kraft-Strom-Faktors kFi (3.48): Erhöhung der dauermagneti-
schen Durchflutung, Verkleinerung der Arbeitsreluktanzen durch größere Flä-
chen, aber damit Vergrößerung der magnetischen Steifigkeit cM (3.49), die
ihrerseits möglichst klein sein sollte, jedoch teilweise durch die mechanischen
Federn kompensiert wird (Abschnitt 3.10);

• Gleichbleibende Induktivität (3.50): Dauermagnetwiderstand RPM in Größen-
ordnung der Luftspaltreluktanzen;

• Gleichbleibender Bauraum: insbesondere gleiche Gesamthöhe des Magnetsys-
tems hMS ≤ 100 mm;

• Industrielle Fertigung: Technologisch vertretbare Geometrien.

Für den optimierten Magnetaktor EMAc2-5 aus Abschnitt 3.5 werden nachfolgend
das detaillierte Netzwerkmodell als auch ein Finite-Elemente-Modell vorgestellt und
diskutiert. Die erzielten Verbesserungen zeigen, dass das im Grobentwurf festgelegte
Volumen tatsächlich noch effizienter genutzt werden kann, da bei unveränderten
Außenabmessungen deutlich höhere Kräfte realisierbar sind.

3.6.1 Magnetisches Ersatznetzwerk des Magnetsystems

Die Annahme konstanter Streufaktoren ist für die Abschätzung der tatsächlichen
Streuung und ihrer Pfade unzureichend. Zum Beispiel ist im beschriebenen Entwurf
der Streufaktor σ = 0,3 etwas zu hoch eingeschätzt worden (Bild 3.8 rechts oben).
Neben der Grundgeometrie lassen sich die tatsächlichen Streupfade durch speziel-
le Reluktanzen im magnetischen Ersatznetzwerk abbilden und erlauben somit eine
bessere Modellgenauigkeit und ein tieferes Verständnis. Die Lage der Streuelemente
wird aus dem FEM-Feldlinienbild des unbestromten Aktors gewonnen. In Bild 3.13
sind die für das Netzwerk maßgeblichen Flussröhren in den Arbeitsluftspalten sowie
die wichtigsten Streupfade gekennzeichnet. Werden die markierten Flussabschnit-
te durch konzentrierte Elemente ersetzt und zweckmäßig zusammengefasst, dann
lässt sich für den Magnetaktor das Ersatznetzwerk in Bild 3.13 rechts angegeben.
In diesem Modell wird bewusst auf die Erfassung von Materialeigenschaften wie
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Bild 3.13: Magnetisches Ersatznetzwerk des EMAc2-5 mit expliziten Streupfaden auf
Basis der FEM-Feldlinien bei x = 0 mm und i = 0 A

R1i = RL1i||Rσ1ii||Rσ1ia R1a = RL1a||Rσ1ai||Rσ1aa Rσh = Rσh1||Rσh2
R2i = RL2i||Rσ2ii||Rσ2ia R2a = RL2a||Rσ2ai||Rσ2aa RσPM = RσPM1||RσPM2
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der Sättigung verzichtet und es enthält daher keine Eisenwiderstände. Netzwerkbe-
rechnungen für Magnetsysteme unter Berücksichtigung von Nichtlinearitäten liefern
prinzipiell aber gute Ergebnisse und werden z.B. in [131] gezeigt. Diese Arbeit be-
achtet solche Materialeffekte in der Feindimensionierung durch FEM-Analysen.

Das Netzwerk in Bild 3.13 rechts wird durch das Gleichungssystem (3.51) beschrie-
ben, wobei die Einträge der Reluktanzmatrix R in Tabelle A.3 des Anhangs A
erläutert und als Formel dargestellt sind. Während dieses Netzwerk explizit noch
gut analytisch darstellbar ist, können komplexere Systeme effizient mit Hilfe von
Schaltungssimulatoren (z.B. SPICE-Netzwerklöser13) berechnet werden. Eine weite-
re Alternative ist beispielsweise die objektorientierte Beschreibungssprache Mode-

lica für physikalische Multi-Domain Modelle hoher Dimension [92]. Über grafische
Entwicklungsumgebungen wie Dymola können schließlich auch komplexe mecha-
tronische Systeme relativ einfach einheitlich simuliert werden [31].

Θ = R ·Φ (3.51a)

Θ =
(
ΘPM ΘPM Θ Θ 0 0 0 0 0 0

)T (3.51b)

Φ =
(
ΦPM ΦσPM ΦLpm Φ1a Φ2a Φ1i Φ2i Φσ1v Φσ2v Φσh

)T (3.51c)

R =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

RPM RσPM 0 0 0 0 0 0 0 0
RPM 0 RLpm 0 0 0 0 0 0 Rσh

0 0 0 0 0 −R1i 0 Rσ1v 0 0
0 0 0 0 0 0 R2i 0 −Rσ2v 0
0 0 0 R1a 0 0 0 Rσ1v 0 −Rσh
0 RσPM −RLpm 0 −R2a 0 0 0 Rσ2v 0
0 0 0 −1 0 1 0 1 0 0
0 0 −1 1 1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 −1 0 1 0 1 0
−1 1 1 0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(3.51d)

Nach der Lösung des Gleichungssystems für die unbekannten Flüsse Φ lassen sich
Sekundärgrößen des modellierten Magnetaktors bestimmen. Die Magnetkraft Fm
ergibt sich mit (3.53) aus den vier Arbeitsflüssen ΦLjk (j = {1,2}, k = {i,a}) durch
die Luftspalte, die aus dem Flussteiler (3.52) mit den parallelen Streureluktanzen
folgen. Zur Berechnung der Induktivität im Netzwerk (3.51) folgt aus (3.34) der
Zusammenhang (3.54)14, wenn ΘPM = 0 gesetzt wird.

ΦLjk = Rjk
RLjk
Φjk mit j = {1,2}, k = {i,a} (3.52)

Fm =
(
Φ2
L2i

2μ0ALi
+ Φ2

L2a
2μ0ALa

)
−
(
Φ2
L1i

2μ0ALi
+ Φ2

L1a
2μ0ALa

)
(3.53)

L(x) = 1
i2

[Φ(x,i) •Φ(x,i)] ·R(x)
∣∣∣∣
ΘPM=0

(3.54)

R =
(
RPM RσPM RLpm R1a R2a R1i R2i Rσ1v Rσ2v Rσh

)T (3.55)

13 SPICE: Simulation Program with Integrated Circuit Emphasis
14 Das Symbol • bezeichnet das Hadamard-Produkt bzw. Schur-Produkt zweier Matrizen

(elementweise Multiplikation).
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Die Induktivität ist nach (3.54) stromunabhängig, da das Kernmaterial nicht im
Netzwerk berücksichtigt ist. Hier liefert die FEM-Analyse in Abschnitt 3.5 ein realis-
tischeres Bild. Dennoch kann behauptet werden, dass mit dem präsentierten Modell
die grundlegenden Eigenschaften des neuen Aktors hinreichend genau wiedergege-
ben sind. Insbesondere lässt das Netzwerk sehr schnell die Abhängigkeiten zwischen
Geometrie und Leistungsdaten erkennen, denn die Bestimmung eines sehr engma-
schigen Kennfeldes dauert weniger als eine Sekunde. Durch Parameterstudien und
Optimierungsverfahren kann die Auswahl geeigneter Abmessungen erfolgen, wobei
sich dabei die Herausforderung einer geeigneten Zielfunktion stellt. Mögliche Zielpa-
rameter sind in Abschnitt 3.4.3 und am Beginn dieses Abschnitts 3.6 diskutiert.

Mit dem Netzwerk auf der rechten Seite von Bild 3.13 sind sehr schnell Verbes-
serungen des Rohentwurfs aus Abschnitt 3.4.3 erzielbar. Um die vernachlässigten
Materialeigenschaften zu erfassen, kann einerseits das Netzwerk um nichtlineare Re-
luktanzen für das Kernmaterial Permenorm erweitert werden. Dieser deutlichen
Erhöhung an Modellierungs- und Berechnungsaufwand steht die pragmatische Vari-
ante der Flussdichtebegrenzung in den vorhandenen Reluktanzen per Entmagneti-
sierungsfaktor und Scherung gegenüber [9,98]. In diesem Fall besteht für das Modell
aber die zusätzliche Unsicherheit, dass der Entmagnetisierungsfaktor beim vorlie-
genden Magnetsystem nur Lokalcharakter hat. In dieser Arbeit wird das analytische
Netzwerk zur Feindimensionierung durch die numerische Finite-Elemente-Methode
ergänzt, die prinzipiell alle Geometriedetails und Materialeigenschaften zum Preis
einer höheren Rechenzeit abbilden kann. Ausgehend vom Entwurf lässt sich somit
die Struktur sehr gut optimieren, weil im Netzwerk Größen und Zusammenhänge
anschaulich sind, die FEM aber sehr genaue Ergebnisse liefert.

3.6.2 Finite-Elemente-Modell des Magnetkreises

Für die Finite-Elemente-Modellierung und -Berechnung statischer Aktoreigenschaf-
ten kommt das Programm ANSYS 11.0 von ANSYS, Inc. mit der Lizenz Academic
Research zur Anwendung [6]. Alle Auslegungsmodelle, Vernetzungsschemata und das
Postprocessing sind in der ANSYS-Sprache APDL15 geschrieben. Diese Skriptsprache
ermöglicht effizient und reproduzierbar die Automatisierung von Geometrieerstel-
lung, (adaptive) Vernetzung und Kennfeldberechnung. Wirbelströme und transiente
Feldänderungen werden hier nicht untersucht, sind aber prinzipiell möglich.

Das Magnetsystem wird aufgrund seiner axialen Symmetrie (vgl. Abschnitt 3.4.1)
als zweidimensionales rotationssymmetrisches Modell um die Stellachse aufgebaut.
Dieser Schritt reduziert die Zahl der Unbekannten, denn Stromdichte und Vektor-
potenzial besitzen nur die ϕ-Komponente im Zylinderkoordinatensystem. Dadurch
sind hinreichend genaue Ergebnisse mit schneller Rechenzeit sowie vertretbarem
Modellierungs- und Vernetzungsaufwand vereinbar. Mit der Top-Bottom-Methode
wird die Aktorgeometrie zuerst durch Flächen nachgebildet, denen dann Materi-
aleigenschaften zugewiesen werden. Abschließend erfolgt die Vernetzung in einem

15 APDL: ANSYS Parametric Design Language
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nPM
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rPMrPM
lPM

Realer Aufbau FE-Modell

Bild 3.14: Modellierung der
Quadermagnete als
volumen-äquivalenter
Kreisring im 2D-FEM-
Modell

Schritt, um eine global möglichst homogene Diskretisierung des Feldbereichs zu si-
chern. Das FEM-Aktormodell berücksichtigt alle wesentlichen Geometriedetails, z.B.
den Radiusversatz zwischen Anzugscheibe und Innenkern oder den mechanisch not-
wendigen Absatz am Außenkern. Zur Wahrung des permanentmagnetischen Energie-
eintrags wird das Volumen der realen nPM Quadermagnete wie schon im Netzwerk-
modell in einen äquivalenten Kreisring umgerechnet (3.39,3.41). Ein Luftring zwi-
schen Dauermagnetring und Außenkern repräsentiert den Hohlraum zwischen den
Quadermagneten (Bild 3.14). Um den Magnetaktor wird ein Luftfeld modelliert, das
in etwa dem Radius der Achse entspricht und außer in der Symmetrieachse durch
Elemente für unendlichen Raum abgeschlossen wird. Da keine zwei Seiten dieser IN-
FIN110-Elemente nach außen zeigen dürfen, ist der Modellraum abgerundet. Den
Flächen des Magnetkerns ist die statische nichtlineare Neukurve von Permenorm

5000 H2 aus Bild 3.5 links oben als Datentabelle zugeordnet. Eine Nachbildung der
Hysterese ist nicht erforderlich, weil Permenorm die äußerst geringe Koerzitivfeld-
stärke HcJ = 5 A/m besitzt. Die Permanentmagnete sind nach (2.23) und Tabelle 3.6
durch Br, HcB und μPM/μ0 linear modelliert. Alle nichtmagnetischen Materialen wer-
den als Luft betrachtet (μr = 1).

Wie die Modellerstellung erfolgt die Vernetzung automatisiert über die APDL-Syn-
tax. Die Diskretisierung passiert in einem Schritt für den gesamten Modellraum, da
ein homogenes Netz oberste Priorität hat. Bild 3.15 zeigt exemplarisch eine Vernet-
zung des Feldgebietes, die sich durch geringe Varianz in Elementgröße und -form
auszeichnet. Als Basisgröße der Elemente wurde ein Sechstel bis ein Achtel der Per-
manentmagnetlänge gewählt. Der ergänzende Luftspalt zwischen Dauermagnet und
Außenkern enthält in radialer Richtung immer zwei Luftschichten. Für die korrekte
Kraftermittlung wird der jeweilige Körper von mindestens einer gleichmäßig dicken
Luftschicht umgeben, die im Bereich der halben kleinsten Luftspaltlänge liegt, so
dass sich mindestens zwei Elemente in jedem Luftspalt befinden. Sind Komponenten
nur durch eine Elementschicht separiert, wären Rechenfehler wegen fehlender Poten-
zialgradienten sehr wahrscheinlich. Eine engermaschige Vernetzung mit mehr als vier
Elementen im Luftspalt hat jedoch keinen Einfluss auf die Kraftberechnungen16, le-
diglich die Rechenzeit steigt enorm. Generell kann es bei zu feiner Diskretisierung
zur Kumulation numerischer Rechenfehler kommen, die auch die Konvergenz der
Lösung gefährden können. Weitere Vernetzungsregeln enthält [62]. Randbedingung
ist ein paralleler Fluss an der Symmetrieachse und die weichmagnetischen Elemente
sind mit einer virtuellen Verrückung für die Kraftberechnung versehen.

16 Zur Bestimmung von Feldverteilungen kann dies aber durchaus nötig sein.
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Bild 3.15: Finite-Elemente-Diskretisierung des EMAc2-5 und seiner Umgebung
1 . . . Innenkern 2 . . . Außenkern 3 . . . Anzugscheibe
4 . . . Spulenfläche 5 . . . Permanentmagnete 6 . . . Luftergänzung
7 . . . Umgebende Luft 8 . . . Unendlicher Raum (INFIN110)

Die Lösung des Gleichungssystems in Vektorpotenzialformulierung erfordert auf-
grund der nichtlinearen Materialkennlinie zwei Loadsteps. Der erste Loadstep prägt
in mehreren Substeps graduell die Durchflutungen von Spule und Dauermagnete ein
und ermittelt mit jeweils einer Iteration Näherungslösungen. Im zweiten Loadstep
wird ausgehend von dieser Näherungslösung in einem Substep das Variationsintegral
iterativ minimiert, bis eine Lösung innerhalb der Schranken gefunden wird oder die
vorgegebene Iterationszahl (20 . . . 30) erreicht ist. Als Lösung stehen dann die Vek-
torpotenziale an den Knotenpunkten zur Verfügung. Der gesamte Rechenzyklus von
Modellierung, Vernetzung und Lösung dauert mit der gewählten Strategie durch-
schnittlich weniger als 40 Sekunden. Ein aussagekräftiges 8×8-Kennfeld kann somit
am Standard-PC in gut 40 Minuten17 berechnet werden.

Die Berechnung der Stellkraft an den Anzugscheiben erfolgt mit actio = reactio
aus der Kraft auf die Kernkomponente. Es werden hier Kräfte nach der Methode
der virtuellen Arbeit18 präsentiert, da diese nach Abschnitt 2.2.2 global optimal
sind. Dennoch sind einige Aspekte für die Kraftberechnung zu beachten: Die als
finite Differenzenapproximation ausgeführte numerische Ableitung der im Körper
gespeicherten magnetischen Co-Energie nach der Verrückung kann bei zu grober
Diskretisierung eventuelle Nichtlinearitäten vertuschen. Eine zu feine Felddiskreti-
sierung dagegen kann numerische Rundungsfehler begünstigen, da die Lösungen der
Feldgleichungen bei zu kleiner Verrückung nahezu identisch sind [89].

Zur Induktivitätsermittlung um den Arbeitspunkt unter Berücksichtigung der nicht-
linearen Materialeigenschaften stellt ANSYS das Makro lmatrix zur Verfügung. In
einem ersten Schritt erfolgt die Lösung des Feldproblems und damit die Bestimmung

17 Rechnung auf 2 GHz Dual-Core PC mit 1 GB RAM
18 Wegen des Volumenintegrals reichen zwei Elementschichten im Luftspalt, für Kräfte nach

dem Maxwellschen Spannungstensor (Flächenintegral) sind mehr nötig.
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der Energie im Arbeitspunkt. Auf dieser aufbauend werden Energieänderungen auf-
grund der Spulenbestromung bestimmt, aus denen dann die Induktivitäten abgelei-
tet werden. Daher spielt für die Induktivitätsberechnung die permanentmagnetische
Durchflutung keine Rolle. Es sind für jede Spule extra oder beide Spulen gemeinsam
die Induktivitätswerte ermittelbar, die entsprechend (3.56) zusammenhängen.

Lges = L1 + L2 + 2M (3.56)

3.6.3 Ergebnisse der statischen Modellierung

Die Berechnungen mit den präsentierten Modellen sind in Bild 3.16 den gemessenen
Kennlinien am realisierten Aktor (Abschnitt 3.5) gegenübergestellt. Bemerkenswert
ist die hohe Übereinstimmung der magnetischen Kräfte Fm(x,i) zwischen FEM und
Messdaten in Bild 3.16 links oben. Auch das Netzwerk liefert im Rahmen der Modell-
grenzen eine hohe Kongruenz zur Messung, denn die Abweichungen folgen aus der
explizit nicht berücksichtigten Sättigung. Der hohe Gütegrad beider Modelle wird
durch die aus dem Kennfeld Fm(x,i) ableitbaren Kenngrößen Kraft-Strom-Faktor
kFi(i) (links unten) und magnetische Steifigkeit cM(x) (rechts unten) bestätigt. Das
Netzwerkmodell liefert ein stromunabhängiges kFi, das aber real und in der FEM
bei Stromzunahme wegen Sättigungserscheinungen abnimmt. Im Diagramm rechts
unten offenbart die Sättigung sogar einen positiven Effekt, da sich der Anstieg der

i (A)

F
m

(k
N

)

x↑

x (mm)

L
(H

)

0,1 A
1,0 A

i (A)

k
F
i

(k
N /

A
)

x = 0

x (mm)

c M
(k

N /
m

m
)

i = 0

-2 -1 0 1 2-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

-2 -1 0 1 2-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

0,0
0,5
1,0
1,5
2,0
2,5
3,0
3,5
4,0

0,00
0,25
0,50
0,75
1,00
1,25
1,50
1,75
2,00

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

-6

-4

-2

0

2

4

6

Bild 3.16: Magnetaktor EMAc2-5: Vergleich von Messung [×], MEN [—] und FEM [−·]
links oben: Kraft Fm(i) für x = {-2,-1,0,1,2} mm rechts oben: Induktivität L(x)
links unten: Kraft-Strom-Faktor kFi(i) rechts unten: Magnetische Steifigkeit cM (x)
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destabilisierenden Magnetsteifigkeit cM bei großen Auslenkungen x deutlich redu-
ziert. Schließlich liefert Bild 3.16 rechts oben den Induktivitätsverlauf L(x) über der
Position. Wie schon beim Entwurf wäre bei Auslenkung tendenziell ein Induktivitäts-
anstieg zu verzeichnen, der sich jedoch durch die Sättigung sogar in eine Abnahme
wandelt. Die beiden FEM-Kurven verdeutlichen zudem die materialbedingte Strom-
abhängigkeit der Induktivität. Außerdem soll hier schon die Frequenzabhängigkeit
der Induktivität genannt werden, die also mit L(x,i,f) höchst zeitvariant ist (vgl.
Abschnitt 3.8).

Für die Modelle und schließlich auch den realisierten Aktor sind bei der Optimie-
rung nur wenige zusätzliche Einschränkungen oder Annahmen zu Abschnitt 3.3
hinzugekommen. Zum einen war aus fertigungstechnischen Gründen die Vorgabe
der Dicke dPM der Permanentmagnetquader notwendig. Dies verhindert zwar die
Nutzung des optimalen Arbeitspunktes, jedoch scheint der gefundene Kompromiss
anhand der erreichbaren Stellkräfte durchaus akzeptabel. Zum zweiten wurde für
die FEM-Berechnung eine 15%-ige Verbesserung der dauermagnetischen Leistungs-
eigenschaften (kPM = 1,15) vorgenommen, da die Datenblattwerte zwar typisch,
aber laut Messung in allen vorliegenden Fällen scheinbar zu niedrig sind. Alle wei-
teren Parameter der Modelle entsprechen 1 : 1 der Realität und lassen demzufolge
schnell und umfassend die statische Berechnung magnetischer Reluktanzaktoren zu.
Zur Berechnung dynamischer Eigenschaften wird das System jetzt systemtheoretisch
klassifiziert und eine strukturierte Modellierung der Domänen vorgenommen.

3.7 Systemtheoretische Struktur der Regelstrecke
und Identifikationsprinzip

Der entwickelte Aktor EMAc2-5 wurde bisher vor allem bezüglich seiner statischen
Eigenschaften untersucht. Sein Einsatzzweck als Schwingungserzeuger in der KFZ-
Qualitätssicherung (Abschnitt 3.1) erfordert aber auch die gründliche Analyse und
Modellierung seiner frequenzabhängigen Leistungsfähigkeit. Bereits Abschnitt 1.2
beschreibt Magnetaktoren als typische Vertreter mechatronischer Systeme und legt
die Gliederung nach den mechatronischen Gesichtspunkten nahe. Eine domänenüber-
greifend einheitliche Beschreibung bietet die Systemtheorie an, in der elektrische,
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Bild 3.17: Systemtheoretische Komponenten magnetischer Reluktanzaktoren auf Ba-
sis ihrer mechatronischen Struktur (Das Symbol G (G) bedeutet hier vorrangig
Übertragungsglied und erst an zweiter Stelle die Übertragungsfunktion(-smatrix).)
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magnetische, mechanische und informationstechnische Aspekte nach identischen Pa-
radigmen darstellbar sind. Bild 3.17 zeigt das Blockdiagramm des vorliegenden Re-
luktanzaktors mit den Teilsystemen auf Basis seiner mechatronischen Struktur, das
ohne weiteres an verschiedene andere Magnetaktortypen adaptierbar ist.

Funktionelle Kernkomponenten des Reluktanzaktors sind der elektrische Kreis GE,
der elektro-magneto-mechanische Energiewandler GM sowie die mechanischen Ele-
mente GL inklusive Last (Prüfling), die die primäre Regelstrecke bilden (in Bild 3.17
grau hinterlegt). Diese zentralen Übertragungsglieder werden durch Peripherieele-
mente, d.h. Sensorik und Filter GSF , AD-Wandler GW und PWM-Spannungsstel-
ler GU ergänzt. Ein extern angesteuertes Regelsystem GR schließt den Wirkungs-
kreis und realisiert entsprechend den Führungsgrößen w die Steuersignale uS für
den Leistungsverstärker im elektrischen Kreis. Die folgenden Abschnitte geben das
Verhalten der in Bild 3.17 dargestellten Übertragungsglieder an, die schließlich zu
einem Gesamtmodell vereinigt werden. Mit Hilfe des identifizierten Aktormodells
(Abschnitt 3.12) kann das dynamische Systemverhalten zeitlich simuliert werden
sowie eine fundierte Reglerauswahl und -parametrierung (Kapitel 4) erfolgen. Alle
berechneten Modellparameter werden zur Verifizierung des Modells mit Hilfe von
Messungen überprüft, die zwei Setups verwenden:

• Statische Identifikation: Messungen bei ruhendem Anker, d.h. bei ẋ = 0 mit
Spannungs- oder Stromsteuerung der Spulen.

• Dynamische Identifikation: Messungen bei frei beweglichen Anker am bereits
per PI-Zustandsregler stabilisierten EMAc2-5 (Positionsvorgabe für Anker).

Als Analysesignal findet ein Gleitsinus mit exponentieller Frequenzfunktion Anwen-
dung, der allen Frequenzen eine ungefähr gleiche Periodenanzahl ermöglicht und so
die saubere Bestimmung von Frequenzgängen ermöglicht (Abschnitt 2.6.5).

3.8 Modell des elektrischen Kreises

Der elektrische Kreis verknüpft die Steuerspannung u mit dem Strom i durch die
in Reihe geschalteten Spulen, so dass die Spulengleichung (2.28) gilt. Neben dem
ohmschen Spulenwiderstand R werden wegen der zeitlich veränderlichen Felder auch
die Induktivität L und eventuelle Wirbelströme untersucht.

u = R · i+
(
L(x,i) + ∂ L(x,i)

∂ i

)
d i
d t + i ∂ L(x,i)

∂ x

dx
d t (2.28)

Die Bestimmung des ohmschen Reihenwiderstandes ist mit (3.57) unter Beachtung
der geometrischen Daten in Tabelle A.1, dCu = 1,0 mm und ρCu = 0,0178 �·mm2/m
möglich. Dabei liegen Rechenwert R = 10,6 � und Messwert R∗ = 11,0 � erwar-
tungsgemäß nah beieinander.

R = ρ l
A

= 2w · ρCu4(rSp i + rSp a)
d2Cu

= 10,6 � (3.57)
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Die Berechnung der Spuleninduktivität ist analytisch nur unter Einschränkungen
möglich, insbesondere müssen Spulenlänge � Spulendurchmesser und lineare ma-
gnetische Verhältnisse gelten (μr = const.). Umfangreiche Studien und Näherungs-
formeln dazu gibt Philippow [102] an. Die statische Induktivität des EMAc2-5 bei
ruhendem Anker wurde bereits in Abschnitt 3.6 ermittelt. Bild 3.16 rechts oben
verdeutlicht die Lage- und Stromabhängigkeit L(x,i) der Induktivität, begründet
durch den jeweiligen Sättigungsgrad des weichmagnetischen Kernmaterials. Induk-
tivitätsmessungen weisen allerdings darauf hin, dass noch weitere Einflüsse vorhan-
den sind.19 Ausgehend von (2.29) auf Seite 30 kann die Ermittlung der Induktivität
mit (3.58) aus dem Amplitudengang |GE(jω)| des bereinigten gemessenen Frequenz-
gangs G∗E(jω) = GF GW GE erfolgen. Die Verwendung des Phasenganges ∠GE(jω)
ist aufgrund der größeren messtechnischen Unsicherheit nicht ratsam.

L(f) = 1
2π f ·

√
1

|GE(jω)|2 −R
2 (3.58)
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Bild 3.18: Gemessene frequenzabhängige
Induktivitäten im EMAc2-5
statisch [—]; dynamisch [–·]

Bild 3.18 bestätigt die statische Indukti-
vität L ≈ 1,0 H im Bereich f ≤ 10 Hz
bei festgestelltem Anker, die für höhere
Stromfrequenzen allerdings auch bei fest-
geklemmten Anker bis auf ein Viertel ab-
nimmt. Im dynamischen Messverfahren
(grau gestrichelt) führt der bewegliche An-
ker bei niedrigen Frequenzen sehr große
Wegamplituden aus, die bei kleinem Luft-
spalt durch große Ströme stabilisiert wer-
den. Die dabei auftretende Materialsätti-
gung bewirkt die Absenkung der Induk-
tivität für f < 30 Hz. Die in Bild 3.18
dargestellten Kurven sind im Gegensatz
zur statisch identifizierten Induktivität aus Bild 3.16 kaum von der Stromaussteue-
rung abhängig, d.h. die Frequenzeffekte überwiegen.

Eine Ursache für den Induktivitätsabfall mit steigender Frequenz sind Wirbelströme
aufgrund von Ankerbewegung, Stromänderung und/oder magnetischen Nichtlinea-
ritäten. Die Lenzsche Gegeninduktion der Wirbelströme behindert den gewünsch-
ten Stromaufbau und die dynamische Leistungsfähigkeit. Gleichbedeutend damit ist
die Verschlechterung der ferromagnetischen Eigenschaften, d.h. die Zunahme des
magnetischen Widerstandes bei höheren Frequenzen nach (2.32) und (2.35) auf Sei-
te 31 [69]. Der quadratische Zusammenhang aus (2.32) lässt sich auch in Bild 3.18 er-
kennen. Zur Untersuchung des Wirbelstromeinflusses wurde am Modellsystem nach
Abschnitt 2.3.2 (Seite 30) bei eingeprägtem Spannungssprung der Stromverlauf wie
in Bild 3.19 links ermittelt. Dessen Einschaltspitze (Bild 3.19 rechts vergrößert) be-
deutet eine sofortige Leistungsaufnahme, die sich Wirbelströmen zuordnen lässt und
im Wirbelstromwiderstand Rw = 220 � approximiert wird.

19 Als Induktivität wird hier der momentane Koppelzustand zwischen elektrischen und magneti-
schen Kenngrößen verstanden.
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Bild 3.19: Untersuchung des Wirbelstromeinflusses anhand der Sprungantwort des
Stromverlaufs im EMAc2-5 Aktor (links); rechter Ausschnitt: Messung [—];
Modell mit L = 0,9 H, Rw = 220 � [– –]; Modell mit L = 0,2 H, Rw →∞ [– ·]

Für die Modellierung des Übertragungsverhaltens GE(jω) werden Messungen bei
x = 0 zu Grunde gelegt, die von den Reglerkarte- und Filtereigenschaften bereinigt
wurden (Abschnitt 3.11). Die erhaltenen Frequenzgänge in Bild 3.20 verdeutlichen
die verschiedenen Zustände des Systems bei fixierten (statisch) und freien Anker (dy-
namisch). Für die in Grau dargestellten Modelle wurde aus der Induktivitätsmessung
vereinfachend eine vernachlässigbare Stromabhängigkeit abgeleitet. Um weiterhin
für die spätere Reglerauslegung verteilt-parametrische Modelle zu vermeiden, wird
auch die Geschwindigkeitsabhängigkeit ∂ L/∂ x · dx/d t nicht berücksichtigt (Ap-
proximation für L(x) siehe [35]). Das Modell (3.59) des elektrischen Kreises enthält
außerdem eine Totzeit τ = 1 ms, deren Ursache in der Regelkarte vermutet wird,
aber nicht explizit nachweisbar ist.
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Bild 3.20: Frequenzgänge GE des elektrischen Kreises
Messung statisch [×] und Modell mit L = 0,9 H, Rw = 220 �, τ = 1 ms [– –]
Messung dynamisch [+] und Modell mit L = 0,2 H, Rw = 220 �, τ = 1 ms [– ·]
Modell erster Ordnung mit L = 0,5 H, Rw →∞, τ = 0 [—]
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u(t− τ) + L(x)
Rw

du(t− τ)
d t = R · i+ L(x)

(
1 + R
Rw

)
d i
d t (3.59a)

GE(s) = I(s)
U(s) = (L(x) · s+Rw) · e−sτ

L(x) · (R +Rw) · s+R ·Rw (3.59b)

Bild 3.20 zeigt die gute Übereinstimmung von Modell und Messung bei ruhendem
Anker (statisch), wo offensichtlich eine hohe Induktivität L = 0,9 H wirkt (vgl.
Bild 3.16 rechts oben). Demgegenüber erzeugen Sättigungen bei frei beweglichem
Anker für f < 30 Hz einen massiven Induktivitätsverlust (vgl. Bild 3.18) und au-
ßerdem erhöht die Ankergeschwindigkeit ∂ L/∂ x · dx/d t > 0 formal den ohmschen
Widerstands. Mit einer reduzierten Induktivität L = 0,2 H lässt sich diese Messung
im niederfrequenten Bereich gut modellieren, für f > 10 Hz wirken aber die wieder
ansteigende Induktivität und ∂ L/∂ x · dx/d t amplitudensenkend. Als einfachste
Approximation des elektrischen Teilsystems genügt jedoch das Modell erster Ord-
nung (3.60) mit mittlerer Induktivität L0 = 0,5 H, Rw → ∞ und τ = 0, um das
grundlegende Verhalten nachzubilden. Alle bisherigen Ausführungen beziehen sich
auf die Gesamtinduktivität L beider Spulen, die sich wegen (3.56) aus den Einzel-
induktivitäten zusammensetzt. Experimente lassen auf eine verschwindend geringe
Koppelinduktivität M schließen und es gilt für die Reihenschaltung L1 ≈ L2 ≈ L/2.

u(t) = R · i+ L0
d i
d t (3.60a)

GE(s) = I(s)
U(s) = 1

L0 s+R (3.60b)

3.9 Modell der magnetdynamischen Eigenschaften

Im magnetischen Teilsystem erfolgt die elektro-magneto-mechanische Wandlung des
Stromes über das Magnetfeld in eine Kraft. Zwischen dem Spulenstrom und der Ma-
gnetkraft Fm auf die Anzugscheiben wirkt statisch der Kraft-Strom-Faktor kFi(x,i),
wie Bild 3.16 links unten und Bild 3.21 links verdeutlichen. Beim schwingenden
Anker entziehen jedoch Wirbelströme sowie Verluste durch Ummagnetisierung, Hys-
terese und Nachwirkungen dem System Energie, d.h. es kommt zu einer Schwächung
von kFi. Eine wesentliche Ursache dafür sind die Wirbelströme im massiven weich-
magnetischen Material Permenorm 5000 H2 des EMAc2-5, das in Abschnitt 3.4.2
aufgrund der vernachlässigbaren Hysterese ausgewählt wurde. Messungen belegen
die vergleichsweise guten dynamischen Eigenschaften, die im Aktor allerdings durch
den massiven Kern geschmälert sind. In der rechten Hälfte von Bild 3.21 ist die
frequenzabhängige Abnahme der Anfangspermeabilität μ4(f) gezeigt, aus der nach
Michalowsky et al. [90] die Grenzfrequenz fgH2m ≈ 100 Hz des Materials bei 2/3
der Anfangspermeabilität (−3,5 dB) folgt. Eine strengere Definition der Grenzfre-
quenz von Materialien geben Kuepfmueller et al. [69] an.

Hier erfolgt ausschließlich die Modellierung der Übertragungseigenschaften für den
Kraft-Strom-Zusammenhang Fm(i). Die ebenfalls durch Magnetkräfte verursachte
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Bild 3.21: Ortsabhängiger Kraft-Strom-Faktor kFi(x) für f = {1,2,5,10} Hz (links) und
frequenzabhängige Permeabilität μ4(f) von Permenorm 5000 H2 (rechts)

lageabhängige negative Steifigkeit cM wird wegen der mechanischen Analogie im fol-
genden Abschnitt 3.10 berücksichtigt. Zur Messung des Frequenzgangs GM(jω) vom
Strom i zur Magnetkraft Fm sind bei fixiertem Anker an verschiedenen Positionen
Stromverläufe vorgegeben worden. Bei der Auswertung der Signale des DMS-Kraft-
sensors HBM U9B (5kN) mit dem Messverstärkersystem HBM Mcg waren dessen
interne Filter (hier: Bessel-Filter erster Ordnung, 100 Hz) ebenso wie die externen
analogen Signalfilter zu berücksichtigen. In Bild 3.22 ist zum einen das Kraft-Strom-
Verhältnis bei fixiertem Anker (statisch: x = 0) gezeigt. Zugleich enthält Bild 3.22
den indirekt bestimmten Frequenzgang GM bei einer geregelt schwingenden starren
Last mS (dynamische Messung). Wegen der starren Last konnte die dabei wirkende
Magnetkraft indirekt aus Weg- und Beschleunigungsmessung entsprechend (3.61)
geschätzt werden (vgl. Abschnitt 3.10.1).

Fm =
∑
m · a+

∑
c · x (3.61)

mit
∑
m = mA +mS und

∑
c = cM + nF · cF0 < 0

Beide Messkurven liegen bis f = 50 Hz gut beieinander, darüber ist im statischen
Messaufbau eine mechanische Resonanz sichtbar, die schon wegen des Kraftsensors20

nicht zu vermeiden ist. Im dynamischen Fall ist der Amplitudenabfall bei der Ma-
terialgrenzfrequenz fgH2m ≈ 100 Hz allerdings deutlich größer als die angegebenen
−3,5 dB. Die zusätzliche Absenkung kann dem massiven Kernmaterial mit seinem
erhöhten Wirbelstromanteil zugeschrieben werden, dessen Gegenfelder den krafter-
zeugenden Feldaufbau hemmen.21 Das gemessene magnetische Verhalten lässt sich
sehr gut als Verzögerungsglied erster Ordnung beschreiben, denn analytische Be-
rechnungen sind meist aufgrund der anisotropen, inhomogenen, nichtlinearen, sto-
chastischen und gedächtnisbehafteten Magnetisierungsprozesse nicht möglich. Daher
müssen allein empirische Beobachtungen zur Identifikation des PT1-Modells (3.62)
genügen.

kFi · i(t) = Fm + TM
dFm
d t (3.62a)

GM(s) = Fm(s)
I(s) = kFi

TM s+ 1 (3.62b)

20 Nennmessweg 
= 0 bei Nennkraft.
21 vgl. Grenzfrequenz der Feldverdrängung auf Seite 31.
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Bild 3.22: Frequenzgang GM der elektro-magneto-mechanischen Wandlung
Messung statisch [–×–], dynamisch [– + –]; Modell [—] (kFi = 1100 N/A, fM = 45 Hz)

Als Modellparameter wurden kFi = 1100 N/A und TM = 1/2π fm mit fM = 45 Hz
bestimmt. Die Messung liegt damit nahe an dem in Abschnitt 3.6 berechneten stati-
schen Kraft-Strom-Faktor kFi = 1250 N/A (Bild 3.16 links unten). Interessanterweise
wird durch (3.62) der Amplitudengang |GM(jω)| sehr gut approximiert, während
der reale Phasengang nur bis zur Hälfte der erwarteten −90 ° dreht. Dies und der
−10 dB/dec -Abfall der Permeabilität in Bild 3.21 rechts decken sich mit den Modellan-
nahmen in (2.34) und [36,43], die Wirbelströme durch

√
s bzw.

√
jω modellieren.

3.10 Prüflinge, Lastsysteme und Mechanik-Modell

Das Ziel der hier vorgeschlagenen Shakeranwendung ist die Schwingungsanregung
verschiedenster mechanischer Lastsysteme. Daraus ergibt sich ein Konflikt, der auch
bei der Regelung des Aktors von Bedeutung sein wird. Zum einen ist zur Regler-
synthese eine adäquate Beschreibung des mechanischen Teilsystems wichtig. Ande-
rerseits sollen mit dem instabilen Aktor möglichst beliebige Prüflinge untersuchbar
sein, die a priori unbekannt und daher kaum modellierbar sind. Für das mechanische
Modell stellt sich also die Frage nach einer zweckmäßigen und gültigen Form. Un-
abhängig von den angekoppelten mechanischen Prüflingen existieren bereits durch
den Aktor selbst einige mechanische Komponenten:

• Ankermasse mA = 9 kg, bestehend aus zwei Anzugscheiben und Stellachse,
zugleich Angriffspunkt der Magnetkraft Fm;

• Kreuzfedern cF = nF · cF0 ≈ 12 · 80 N/mm = 960 N/mm (vgl. Bild 3.12 rechts);

• magnetische Feder cM ≈ 2200 N/mm

(vgl. Bild 3.16 rechts unten und Fußnote (11) auf Seite 68).
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Bild 3.23: Mechanische Lasten für den EMAc2-5 – links: starre Last mS = 50 kg; mittig:
PKW-Sitz auf luftgefedertem Basisgestell; rechts: Modell des Sitzaufbaus

Diese Elemente müssen durch das Lastmodell ergänzt werden, dass unter der Prämis-
se so einfach wie möglich und so genau wie nötig erstellt wird. Eine Minimalbeschrei-
bung der Last wäre dann ein starr an die Aktorstellachse gekoppeltes konzentriertes
Element mit den Grundeigenschaften der Masse mL sowie der Verbindungssteifig-
keit cL und -dämpfung dL zur Umgebung. Beispielhaft für die Methodik werden als
Prüflinge verschiedene starre Massen und ein Autositz als Vertreter der Mehrkörper-
systeme verwendet (Bild 3.23).

3.10.1 Starre Prüflinge

Prüflinge, die wie in Bild 3.23 links als starre Körper der MassemS idealisierbar sind
und direkt auf dem Shaker aufgesetzt werden, führen zu einem sehr übersichtlichen
Modell für das mechanische Teilsystem. Als Minimalkoordinate ist die Position der
Stellachse q = x ausreichend. Zusammen mit den oben genannten Aktorkomponen-
ten lässt sich das Modell (3.63) für den mechanischen Zustand z = (x ẋ)T unter
dem Einfluss der magnetischen Kräfte Fm + cM x angeben.

ż =
(

0 1
− cF−cM
mA+mS 0

)
· z +

(
0
1

mA+mS

)
· Fm (3.63a)

GL(s) = X(s)
Fm(s) = 1

(mA +mS) · s2 + (cF − cM) (3.63b)

Ankermasse mA und Last mS sind demzufolge dämpfungsfrei über die Kreuzfedern
cF und die destabilisierende Magnetfeder cM mit dem Fundament verbunden. Zum
Nachweis der Modellgültigkeit lässt sich die Übertragungsfunktion GL (3.63b) an
einem bereits stabilisierten EMAc2-5-Aktor indirekt berechnen. Wie auch bei der
Magnetkraftbestimmung in Abschnitt 3.9 kann Fm nach (3.61) der gemessenen Lage
x gegenübergestellt werden. Bild 3.24 verdeutlicht die hohe Modellgüte für beispiel-
hafte Lasten von mS = {10,50} kg und weist durch die Phasenlage deutlich auf das
instabile Systemverhalten hin. Der hier beschrittene Weg mit (3.61) ist allerdings
nur auf Starrkörperlasten anwendbar.



3.10 Prüflinge, Lastsysteme und Mechanik-Modell 87

|G
L

(j
ω

)|
(d

B
)

f (Hz)

∠
G
L

(j
ω

)
(°

)

1 2 . . 5 . . . .10 20 . . 50 . . . .100 200

1 2 . . 5 . . . .10 20 . . 50 . . . .100 200

−90

0

90

180

270

−160

−150

−140

−130

−120

Bild 3.24: Frequenzgang GL starrer mechanischer Lasten mS inklusive Aktormechanik
(Ankermasse mA, Federkreuze cF =nF ·cF0) und magnetischer Steifigkeit cM .
(10 kg: Messung [–×–], Modell [– –]; 50 kg: Messung [– + –], Modell [– ·])

3.10.2 Lastsystem PKW-Sitz

Der entwickelte Reluktanzaktor EMAc2-5 ist vor allem für den Einsatz in der Au-
tomobilindustrie vorgesehen und wird daher auch mechanisch komplexe Prüflinge
anregen. Obwohl die Ankopplung an den Aktor meist sehr steif ist, hängen doch
Ordnung und Gleichungsstruktur des mechanischen Teilsystems massiv von der Be-
schaffenheit des Lastobjekts ab. Für die Regelung kann es aber nützlich sein, das
Eigenverhalten der Last zu kennen. Mit einem PKW-Sitz wird beispielhaft demons-
triert, wie eine über ein reduziertes Modell stabilisierte Last identifiziert werden
kann. Die Nutzung reduzierter Systemmodelle (Abschnitt 3.12.2) ist wesentlicher
Kern aller in Kapitel 4 präsentierten Entwurfsstrategien stabilisierender Regler.

Der auf einer luftgefederten Basis montierte PKW-Sitz aus Bild 3.23 kann durch An-
schauung und messtechnische Analyse modelliert werden. Da er aus schwingungsfä-
higen Körpern (Sitzfläche, innere Polsterung, Rückenlehne, etc.) besteht, stellt der
Sitz ein Mehrkörpersystem (MKS) dar. Zur Identifizierung der mechanischen Ei-
genschaften wurde beim stabilisierten System das Folgeverhalten verwendet, aus
dem der applizierte Regler sowie die bereits bekannten elektrischen und magneti-
schen Eigenschaften rechnerisch eliminiert sind. Zur Stabilisierung kommt der PI-
Zustandsregler aus Bild 4.3 auf Seite 108 zum Einsatz, dessen Elemente durch (4.22)
in Abschnitt 4.2.2 beschrieben sind. In der Systemübertragungsfunktionsmatrix G0
(4.22b) ist neben den bereits bestimmten GE und GM das unbekannte mechanische
System GL enthalten. Für die exakte Modellidentifizierung müssen in den Rückführ-
pfaden der Führungsübertragungsfunktion des um die Basisregelstrecke geschlosse-
nen Kreises (4.23) die Modelle GF GW der real vorhandenen Signalkonditionierung
(Abschnitt 3.11) ergänzt werden. Aus dem neuen Übertragungsverhalten Gcl des ge-
schlossenen Regelkreises (3.64) erhält man dann durch Umordnen die Formel (3.65)
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für die gesuchte mechanische Übertragungsfunktion GL. Berücksichtigt man wei-
ter, dass zur Berechnung nur die gemessenen Frequenzgänge G∗cl = GFGW Gcl und
G∗E = GF GW GE zur Verfügung stehen, dann ergibt sich GL schließlich mit (3.66).

Gcl =
GPI G0

1 +GFGW [kiGE +G0 (GPI + kx + s kv + s2 ka)]
(3.64)

GL(s) = X0(s)
Fm(s) = Gcl

GEGM
· 1 +GFGW kiGE
GPI −GFGW Gcl (GPI + kx + s kv + s2 ka)

(3.65)

= G∗cl
G∗EGM

· 1 + kiG∗E
GPI −G∗cl (GPI + kx + s kv + s2 ka)

(3.66)

Bei der Identifizierung ist die Nutzung des simultan gemessenen elektrischen Fre-
quenzgangs G∗E für die Modellgenauigkeit sehr sinnvoll. Zugleich muss für die ma-
gnetische Domäne das Modell (3.62) verwendet werden, da dort die messtechnische
Identifizierung nur für starre Lasten zum richtigen Ergebnis führt.

Bild 3.25 zeigt den ermittelten Frequenzgang für den in Bild 3.23 dargestellten Sitz-
aufbau. Anhand der „Messung“ wurden mindestens drei unabhängig schwingende
Massen mi (i = {1,2,3}) auf einer über Luftbalgzylinder gefederten Basis mB be-
stimmt. Alle Massen und die Basis sind entsprechend dem Modell in Bild 3.23 rechts
durch Feder-Dämpfer-Elemente gegenseitig und zum Fundament hin verkoppelt. Die
Basis selbst ist starr an der bereits vorgestellten Aktormechanik (mA, cA = cF −cM)
befestigt. Für das Modellsystem des Beifahrersitzes lassen sich die Minimalkoordi-
naten q = (x0 x1 x2 x3)T angeben, aus denen sich der mechanische Zustand
z = (q q̇)T ergibt. Die Herleitung der Bewegungsgleichungen (3.67) kann für die
skizzierte Struktur mit dem Formalismus nach Newton-Euler (Abschnitt 2.4) er-
folgen, wobei die Abkürzungen

∑
() =

∑3
i=0 (), m0 = mA +mB, c0 = cA + cB und

d0 = dB benutzt wurden (vgl. Bild 3.23 rechts).

ż =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

O4×4 E4×4

-
∑
c

m0
c1
m0

c2
m0

c3
m0

-
∑
d
m0

d1
m0

d2
m0

d3
m0

c1
m1

- c1
m1

0 0 d1
m1

- d1
m1

0 0
c2
m2

0 - c2
m2

0 d2
m2

0 - d2
m2

0
c3
m3

0 0 - c3
m3

d3
m3

0 0 - d3
m3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
z +

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

O4×1

1
m0

0
0
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Fm (3.67a)

y =
(

1 0 0 0 0 0 0 0
)
z = x0 (3.67b)

Mit den identifizierten mechanischen Parameter der Tabelle A.4 (Anhang A) bildet
das Modell (3.67) die wesentlichsten Effekte der Belastung ab, dargestellt durch die
graue durchgezogene Kurve in Bild 3.25. Ein um die Aktor-Sitz-Kopplung erweiter-
tes Modell ist in [50] beschrieben. Für die Auslegung einer stabilisierenden Regelung
wird jedoch ein kompakteres Modell bevorzugt, dass mindestens alle wichtigen dy-
namischen Eigenschaften in der Größenordnung des instabilen Pols22 abdeckt. Die
angestrebte Reduzierung beruht auf der Annahme, dass für hinreichend kleine Fre-
quenzen alle Massen mi (i = {0, . . . ,3}) starr gekoppelt sind, was durch die relativ

22 Für mB = {20, 50, 100} kg ungedämpfte Last folgen beim EMAc2-5 die instabilen Pole p1 =
{207, 145, 107} rad/s =̂ {33, 23, 17}Hz
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Bild 3.25: Frequenzgang GL des Prüflings „KFZ-Sitz“ inklusive Aktormechanik und
Magnetsteifigkeit (Messung [–×–], MKS-Modell [—], Starrkörpermodell [– ·])

hohen Federsteifigkeiten ci (i = {1,2,3}) gerechtfertigt wird. Dann ergibt sich eine
äquivalente Starrkörperlast mL =

∑3
i=0mi, die nur noch per cL = c0 und dL = d0

zum Inertialsystem hin abgestützt ist und deren dynamisches Verhalten durch den
Zustand z = (x0 ẋ0)T mit (3.68) sehr kompakt beschrieben werden kann. Die
Gültigkeit der Näherung für niedrige Frequenzen bis 20 Hz zeigt das resultierende
Modellverhalten in Bild 3.25 (graue Strich-Punkt-Linie).

ż =
(

0 1
− cL
mL
− dL
mL

)
· z +

(
0
1
mL

)
· Fm (3.68a)

x0 =
(

1 0
)
· z (3.68b)

GL(s) = X0(s)
Fm(s) = 1

mL s2 + dL s+ cL
(3.68c)

3.11 Modellierung der Peripherie

Im realen technischen System wird die elektro-magneto-mechanische Basisregelstre-
cke aus Bild 3.17 durch periphere Elemente ergänzt. Die Aktorregelung läuft auf
einer Regelkarte, die über Analog-Digital-Wandler (ADC) vorher analog gefilterte
Sensorsignale einliest. Aus dem Regelgesetz folgt als Steuerspannung für den Span-
nungsverstärker ein pulsweitenmoduliertes Digitalsignal (PWM), das mit H-Brücken
im Leistungsverstärker umgesetzt wird.

Zur Informationsverarbeitung wird eine DS1104-Regelkarte der Fa. dSpace einge-
setzt, die neben einem 250 MHz PowerPC über eine Anzahl von ADCs, DACs, PWM-
Ausgängen und digitalen Ports verfügt. Für den EMAc2-5 hat sich eine Regelrate
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fS = 5 . . . 10 kHz als brauchbar erwiesen, da in diesem Bereich eine gutmütige Stabi-
lisierung erreicht werden kann (vgl. Abschnitt 4.1.4). Die PWM-Spannungsvorgabe
ist im Allgemeinen mit fPWM = 16 kHz gerade über der Hörschwelle getaktet, aber
zum Zwecke einer hohen Auflösung so niedrig wie möglich gehalten. Das typische
Totzeitverhalten der Signalwandlung und Informationsverarbeitung wurde bei un-
belasteter Karte und mit einer repräsentativen Regelung untersucht. Bild 3.26 zeigt
Messungen und Modelle, die auf (3.69) beruhen.

GW (s) = Yd(s)
Ys(s)

= e−s·TS mit TS = 1
fS

(3.69)

Es wird deutlich, dass ein hoher Berechnungsaufwand und der PWM-Zyklus die
tatsächliche Abtastrate einbremsen, da die Wandler für bessere Messqualität auf
den PWM-Takt getriggert sind. Während fS = 5 kHz immer möglich ist, wird nur
bei wenig Rechenaufwand und fPWM > 3fS die geforderte Abtastrate fS = 10 kHz
erreicht. In jedem anderen Fall stehen wiederum nur fS = 5 kHz zur Verfügung, so
dass für das spätere Gesamtmodell und die Regelung diese Abtastrate gewählt wird.
Die Umsetzung des PWM-Steuersignals uS in die pulsweitenmodulierte Spulenspan-
nung u im Leistungsverstärker erfolgt ohne Zeitverzug. Der eingesetzte Verstärker
weist eine Zwischenkreisspannung û = 220 V auf, die als Linearitätsgrenze insbeson-
dere bei hohen Frequenzen die Leistungsfähigkeit beschränkt. Aus schaltungstechni-
schen Gründen wird das PWM-Signal zugleich auf 95% begrenzt, so dass maximal
umax = 209 V zur Verfügung stehen. Als Grenze des elektrischen Linearitätsberei-
ches gibt (3.70) die höchstmögliche Frequenz fi max eines geforderten Stromsinus der
Amplitude δi an. Diese Begrenzung der Stromdynamik durch die verfügbare Span-
nung bestimmt demzufolge auch die Kraftentwicklung und ist daher ein wichtiger
Parameter bei eventuellen Leistungssteigerungen [109].

|G
W

(j
ω

)|
(d

B
)

f (Hz)

∠
G
W

(j
ω

)
(°

)

1 2 . . 5 . . . .10 20 . . 50 . . . .100 200 . . 500

1 2 . . 5 . . . .10 20 . . 50 . . . .100 200 . . 500

−90

−60

−30

0

30

−4

−2

0

2

4

Bild 3.26: Frequenzgang GW der ADC-DAC-Strecke der DS1104-Regelkarte mit gefor-
derter Abtastrate fS = 10 kHz bei paralleler PWM-Ausgabe .
Messung unbelastete Karte bei fPWM = 50 kHz [×] und Modell fS = 10 kHz [—]
Messung belastete Karte bei fPWM = 16 kHz [+] und Modell fS = 5 kHz [– ·]



3.11 Modellierung der Peripherie 91

fi max = 1
2πL0

√(umax

δi

)2
−R2 (3.70)

Als Messsignale werden der Spulenstrom i, die Ankerposition x sowie dessen Be-
schleunigung a = ẍ erfasst. Der verwendete Stromsensor nutzt den Hall-Effekt
und erreicht eine Bandbreite f−3 dB i = 50 kHz. Die Ankerposition misst ein linea-
risierter Wirbelstromsensor mit f−3 dBx = 25 kHz. Außerdem kommen piezoelek-
trische Beschleunigungsaufnehmer mit f−3 dB a = 10 kHz zum Einsatz. Aufgrund
des bis 100 Hz angestrebten Arbeitsbereiches des EMAc2-5 werden alle Sensoren
als Proportionalglieder betrachtet. Die beschriebenen Signale werden zur Aliasing-
Vermeidung und Störunterdrückung vor der AD-Wandlung durch analoge Butter-

worth-Filter23 vierter Ordnung mit der Eckfrequenz fBF = 400 Hz konditioniert.
Der gemessene Frequenzgang sowie das Modellverhalten (3.71) sind in Bild 3.27
dargestellt.

GF (s) = Ys(s)
Y (s) = (2πfBF )4∏4

k=1 (s− sk)
mit sk = (2πfBF ) · ej 2k+3

8 π (3.71a)

ẋF =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
Fa11 Fa12 Fa13 Fa14

Fa21 0 0 0
0 Fa32 0 0
0 0 Fa43 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ·
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
xF1

xF2

xF3

xF4

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ +

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
F b1

0
0
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ · y (3.71b)

ys =
(

0 0 0 F c1

)
· xF (3.71c)
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Bild 3.27: Frequenzgang GF der analogen Signalfilter mit Butterworth-Charakteris-
tik und fBF = 400 Hz (Messung [×] und Modell [—])

23 Stephen Butterworth (um 1880-1958): Britischer Ingenieur.
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3.12 Gesamtmodell des elektromagnetischen
Shakersystems unter Lasteinfluss

In den vergangenen Abschnitten wurde der entwickelte Reluktanzaktors EMAc2-5
unter dem Einfluss einer äußeren Belastung umfassend modelliert. Weil das Gesamt-
modell insbesondere für die Auswahl und Parametrierung der notwendigen Regelung
dient, wird das Lastsystem hier in seiner Starrkörperform nach (3.68) eingesetzt.

3.12.1 Vollständiges Modell

Das vollständige Modell für das Shakersystem umfasst sowohl die elektro-magne-
to-mechanische Regelstrecke mit ihren Nichtlinearitäten (Abschnitte 3.8-3.10) als
auch die Signalkonditionierung durch Filter und AD-Wandler (Abschnitt 3.11). Die
beschreibenden Gleichungen sind hier nochmals zusammengestellt:

u(t− τ) + L(x)
Rw

du(t− τ)
d t = R · i+ L(x)

(
1 + R
Rw

)
d i
d t (3.59a)

kFi · i(t) = Fm + TM
dFm
d t (3.62a)

ż =
(

0 1
− cL
mL
− dL
mL

)
· z +

(
0
1
mL

)
· Fm (3.68a)

x0 =
(

1 0
)
· z (3.68b)

yd(t) = ys(t− TS) (3.69)

ẋF =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
Fa11 Fa12 Fa13 Fa14

Fa21 0 0 0
0 Fa32 0 0
0 0 Fa43 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ·
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
xF1

xF2

xF3

xF4

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ +

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
F b1

0
0
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ · y (3.71b)

ys =
(

0 0 0 F c1

)
· xF (3.71c)

mit mL = ma +mB = mA +
∑3

i=0
mi, cL = cF − cM + cB, dL = dB

Dieses Modell dient vorrangig der Simulation im Zeitbereich, um Regleralgorithmen
zu analysieren. Für die Prüfung der Stabilität sind im Gegensatz zur Reglersyn-
these die Einflüsse der Nichtlinearitäten nicht vernachlässigbar, und daher fließen
auch die nichtlinearen Kennlinien für Magnetkraft und die Kreuzfederringe in die
Simulation mit ein. Darin sind kFi und cM durch (3.53) oder das FEM-Kennfeld in
Bild 3.16 sowie die Kreuzfedern durch ihre Kennlinie cF (x) aus Bild 3.12 beschrieben.
Schließlich sind die endlichen Stellwege |x| ≤ x0 = 3,0 mm des Ankers durch nicht-
lineare Feder-Dämpfer-Elemente mit stark ansteigender Federrate bei x0 modelliert.
Im Rahmen dieser Arbeit wurden Zeitbereichssimulationen mit Matlab/Simulink

(Version R2006b) durchgeführt, die grundsätzlich praktisch einsetzbare Regler mit
guten Stabilitätsreserven ergaben.
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3.12.2 Reduzierte Modelle

Viele modellbasierte Verfahren zum Reglerentwurf generieren Regler, die mindes-
tens die gleiche Ordnung wie die Regelstrecke aufweisen. Digital zu implementieren-
de Regler hoher Ordnung sind oft rechenzeitkritisch, so dass Regler oder auch die
Regelstreckenmodelle vorzugsweise unter Konservierung der Eigenschaften in der
Ordnung zu reduzieren sind. Dieser Schritt kann außerdem das Modellverständnis
erleichtern und numerische Probleme vermeiden.

Ausgehend vom kompletten Modell im vorigen Abschnitt zielen die Streckenvereinfa-
chungen darauf ab, lineare Regelungsmethoden zur Stabilisierung der Regelstrecke
anwenden zu können. Aufgrund der geforderten Bandbreite fB ≈ 100 Hz werden
in einem ersten Schritt die Totzeiten von Abtastsystem TS (3.69) und elektrischem
Kreis τ (3.59a) als vernachlässigbar klein gegenüber den vorgesehenen Zustandsän-
derungen angenommen. Des Weiteren ist für den Ursprungsarbeitspunkt (x ≈ 0,
i ≈ 0) die Annahme einer konstanten Induktivität L0 zulässig (vgl. Abschnitt 3.8).
Eine einheitliche Zustandsdarstellung erfordert wegen der wirbelstrombedingten Ab-
leitung der Eingangsspannung u einen neuen Zustand iw (3.72), der auf die elektri-
sche Systemdarstellung (3.73) führt. Das Modell (3.74) mit dem Zustand xw =
(iw Fm x ẋ xTF )T umfasst nun die elektro-magneto-mechanischen Effekte un-
ter Berücksichtigung von Wirbelströmen und Messfiltern (GF = [AF , bF , cF , 0]).

u = R · iw + L0

(
1 + R
Rw

)
d iw
d t (3.72)

d iw
d t = − R ·Rw

L0 · (R +Rw) · iw + Rw
L0 · (R +Rw) · u (3.73a)

i = Rw
R +Rw

· iw + 1
R +Rw

· u (3.73b)

ẋw =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−R·Rw
L0(R+Rw) 0 0 0 O1×4

kFi
TM

Rw
R+Rw − 1

TM
0 0 O1×4

0 0 0 1 O1×4

0 1
mL
− cL
mL
− dL
mL
O1×4

O4×1 O4×1 bF O
4×1 AF

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
iw

Fm

x

ẋ

xF

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ +

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Rw
L0(R+Rw)
kFi
TM

1
R+Rw
0
0
O4×1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠u (3.74a)

ys =
(

0 0 0 0 cF

)
· xw (3.74b)

Das nur geringfügig reduzierte Modell (3.74) beweist seine Brauchbarkeit in Bild 3.28
durch gute Übereinstimmung mit dem gemessenen Frequenzgang G0F = Ys/U. Das
Bode-Diagramm zeigt aber auch, dass die Filter erst bei f > 200 Hz wesentlichen Ein-
fluss haben (vgl. Bild 3.27). Folgt man der Zielstellung, über ein kompaktes Modell
einen stabilisierenden Regler mit nicht notwendigerweise großer Führungsbandbreite
zu realisieren, dann lassen sich die Wirbelströme wegen ihrer hochfrequenten Wir-
kung in erster Näherung ebenfalls vernachlässigen (Rw →∞). Man erhält dann ein
Modell vierter Ordnung (3.75) mit dem Zustand xm = (x v Fm i)T und dem
Ausgang y = ys = x.
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Bild 3.28: Frequenzgang G0 der Regelstrecke aus Bild 3.17 mit starrer mechanischer
Last mB = 50 kg (Messung [–×–], Modell G0F (3.74) mit Wirbelströmen und Filter
[—], Basismodell G0 (3.75) mit GE , GM und GL [–·])

ẋm =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0
− cL
mL
− dL
mL

1
mL

0
0 0 − 1

TM

kFi
TM

0 0 0 − R
L0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ·
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
x

ẋ

Fm

i

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ +

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0
0
0
1
L0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠u (3.75a)

y =
(

1 0 0 0
)
· xm (3.75b)

Mit Hinblick auf eine spätere Zustandsregelung wird für das Modell (3.75) eine Zu-
standstransformation xa = T amxm (3.76) durchgeführt, so dass in der natürlichen
Zustandsdarstellung mit x = xa = (x v a i)T physikalisch messbare Größen
vorhanden sind. Das neue Modell (3.77) ergibt sich aus (3.75) mit den neuen Matri-
zen bzw. Vektoren Aa = T amAmT−1

am, ba = T ambm und ca = cmT−1
am.⎛⎜⎜⎜⎜⎝

x

ẋ

ẍ

i

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
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1
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ẋ

Fm

i
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y =
(

1 0 0 0
)
· x (3.77b)
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G0(s) = GE GM GL = kFi
(L0 s+R)(TM s+ 1)(mL s2 + dL s+ cL)

(3.77c)

mit
mL = mA +mB = mA +

∑3

i=0
mi, cL = cF − cM + cB, dL = dB

Die graue Strich-Punkt-Linie in Bild 3.28 verdeutlicht, dass das Modell G0 (3.77c)
aus (3.60b), (3.62b) und (3.68c) das reale System noch genügend genau abbildet.
Die gute Verwendbarkeit des Modells (3.77) wird nicht zuletzt auch durch den mo-
dellbasierten Entwurf stabiler Regler in Kapitel 4 bestätigt.

3.12.3 Skalierung

Viele Methoden der Reglersynthese wenden numerische Verfahren zur Bestimmung
der Reglerverstärkungen an. Zur Vermeidung numerischer Singularitäten und Re-
chenfehler müssen die zur Verfügung gestellten Modelle gut konditioniert sein. Ein
Maß für die Konditionierung eines Systems ist das Verhältnis von größtem zu kleins-
tem Singulärwert der Systemmatrix A, ausgedrückt durch die 2-Norm-Konditions-
zahl γ = σ/σ als Verhältnis der maximalen zur minimalen Energieverstärkung im
System. Bei großen Konditionszahlen γ > 50 hängt die Systemverstärkung stark
von der Eingangsrichtung ab und ist vor allem oft empfindlich gegenüber Unsicher-
heiten. Für viele praktische Prozesse sind daher die Skalierung und Balancierung der
Modelle notwendig. Die Skalierung ist insbesondere für Mehrgrößensysteme (MIMO)
von Bedeutung, um vergleichbare Ein- und Ausgangsgrößen zu erhalten.

Werden die tatsächlichen, unskalierten Größen mit (̃ ) bezeichnet, dann umfasst der
messbare Zustandsvektor x̃ = (x̃ ṽ ã ĩ)T verschiedene physikalische Dimensio-
nen und Wertebereiche, die zusammen mit der Stellspannung ũ sinnvoll auf Beträge
≤ 1 skaliert werden sollen. Als Normierungsgrößen bieten sich die größten zu erwar-
tenden Signalamplituden bzw. im Fall einer Lageregelung auch der maximal zulässige
Regelfehler emax an. Die originalen Systemgleichungen (3.78) lassen sich dann unter
Benutzung der Skalierungsmatrizen (3.79) mit dem Ansatz (3.80) auf die skalierte,
dimensionslose Form (3.81) bringen.

˙̃x = Ã · x̃+ b̃ · ũ (3.78a)
ỹ = C̃ · x̃ (3.78b)

Dy = diag(xmax, vmax, amax, imax) du = umax (3.79)
ỹ =Dyy x̃ =Dyx ũ = duu (3.80)

ẋ =
(
D−1
y ÃDy

)
· x+

(
D−1
y b̃du

)
· u (3.81a)

y =
(
D−1
y C̃Dy

)
· x (3.81b)

Beim Reglereinsatz ist die Skalierung auch bei der Echtzeitimplementierung bei-
zubehalten bzw. die Reglerparameter sind mit den Skalierungstermen umzurechnen.
Gegebenenfalls muss die Führungsgröße w ebenfalls skaliert werden. Die vorliegende
Systemmatrix Ã aus (3.77a) enthält Einträge unterschiedlichster Größenordnungen,
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die für eine starre Last mS = 20 kg auf γ̃ ≈ 1,2 ·107 führen. Mit den Skalierungen
xmax = 3 ·10−3 m, vmax = 0,1 m/s, amax = 50 m/s2, imax = 4 A und umax = 200 V
verbessert sich die Konditionszahl der Systemmatrix A = D−1

y ÃDy auf γ = 82,4
deutlich. Eine noch bessere Wirkung erreicht der Befehl ssbal von Matlab, der
die Konditionszahl auf γ = 20,7 reduziert und eine ähnliche Transformationsmatrix
Dy in Diagonalform wie (3.79) liefert.

3.13 Zusammenfassung

In diesem Kapitel sind der systematische Entwurf, die Berechnung sowie verschiede-
ne Modellierungsmethoden für magnetische Reluktanzaktoren präsentiert. Als Mo-
tivation und Anwendungsbeispiel dient die Qualitätssicherung in der Automobilent-
wicklung und -produktion, die aus Zeit- und Kostengründen neben den Testfahrten
im Straßenverkehr die Fahrzeuge und Komponenten auch im Labor prüfen muss.
Abschnitt 3.1 verdeutlicht den Bedarf an kompakten leistungsfähigen Aktoren (Sha-
ker) zur Schwingungsanregung in der Störgeräuschakustik, denn dort müssen einzel-
ne Komponenten oder die Fahrzeugkarosserie im Frequenzbereich 5 . . . 100 Hz auf
wenigen Millimetern Amplitude geschüttelt werden. Für diese Anwendung ist das
elektromagnetische Reluktanzkraftprinzip hervorragend geeignet, und es sollte da-
her die Entwicklung eines solchen Aktors die Wirksamkeit eines systematischen Ent-
wurfs beweisen. Die grundsätzlichen Überlegungen in den Abschnitten 3.2 und 3.3
liefern für den Aktorentwurf die Erkenntnis, dass die Magnetkreisstruktur PVM2s
mit zwei Magnetflusspfaden, zwei Spulen und einem zentralen Dauermagnetring für
die Aufgabe bestens geeignet ist. Für die Entwicklung des Shakers werden zuerst
wesentliche Aspekte der mechatronischen Teilgebiete herausgearbeitet und aus den
allgemeinen Anforderungen an jeden Entwurf die konkreten Ziele, Randbedingungen
und Konflikte für den speziellen Aktor abgeleitet.

Zu Beginn des Entwurfs wird das Magnetsystem PVM2s in Abschnitt 3.4.1 analysiert
und die hohe Leistungsfähigkeit des hybriden Magnetsystems mit Spulen und Dau-
ermagneten über die Platzierung der Arbeitsluftspalte neben den Spulen nochmals
verbessert. Die Diskussion wichtiger Designaspekte wie identische Eisenquerschnitte,
Spulengeometrie, homogene Feldgestaltung und Polflächengeometrie komplettieren
die Strukturoptimierung. Nach Festlegung der Magnetkreis-Grundstruktur werden
in Abschnitt 3.4.2 eine NiFe-Legierung mit sehr geringer Koerzitivfeldstärke und
mittlerer Sättigung sowie NdFeB-Magnete mit einem sehr hohen Energieprodukt als
magnetische Aktormaterialien gewählt. Die Dimensionierung der Hauptabmessun-
gen des Magnetkreises erfolgt in Abschnitt 3.4.3. Eine Übersicht über die hergeleite-
ten Formeln bietet Tabelle 3.7, die eine schnelle Anwendbarkeit des vorgeschlagenen
Entwurfsprozesses ermöglicht. Der Entwurf basiert auf einem kompakten magneti-
schen Ersatznetzwerk der PVM2s-Struktur und lässt sich in seiner Gliederung:

• Vorberechnungen mit Hilfe der Anforderungen und Randbedingungen;
• Bestimmung der kraftbildenden Querschnitte und Quellen;
• Ableitung der Geometrieparameter für den Magnetkreis und
• Analyse mit charakteristischen Kenngrößen
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prinzipiell auf viele andere Auslegungsaufgaben für Reluktanzaktoren übertragen.
Für die anschließende Optimierung des Erstentwurfs sind der Kraft-Strom-Faktor
kFi, die destabilisierende magnetische Steifigkeit cM und die Induktivität L analy-
tisch angegeben. Der Erstentwurf erfüllt ad hoc alle gestellten Ziele und beweist seine
Eignung durch einen Vergleich mit FEM-Berechnungen. Diese deuten auf Leistungs-
reserven im Volumen hin, so dass durch iteratives Anwenden von magnetischen Er-
satznetzwerken (MEN) und der Finiten-Elemente-Methode (FEM) ein deutlich stär-
kerer elektromagnetischer Aktor für Komponenten und Gesamtfahrzeuge (EMAc2-5)
mit 5 kN Stellkraft realisiert wird (Abschnitt 3.5). Dieser Leistungssteigerung liegen
das Systemverständnis anhand der analytischen Zusammenhänge aus dem magneti-
schen Ersatznetzwerks mit Streuung in Abschnitt 3.6 als auch die hohe Genauigkeit
des FE-Modells zu Grunde. Beiden Modellen gemein ist die volumenkonforme Ab-
bildung der ringförmig angeordneten Quadermagnete durch einen vollmagnetischen
Ring mit zusätzlicher Luftschicht.

Auf den Entwurf und die statische Berechnung folgt die dynamische Modellierung des
EMAc2-5. Basierend auf den mechatronischen Teilsystemen erfolgt die systemtheo-
retische Zergliederung des Aktors (Abschnitt 3.7). Die Komponenten der potenzi-
ellen Regelstrecke werden modelliert und durch Messungen am Aktor bei fixiertem
und geregelten Anker identifiziert. Abschnitt 3.8 macht auf die stark zeitvariante
Induktivität L(x,i,f) als Funktion von Stellort, Spulenstrom und Stromfrequenz so-
wie die Wirbelströme innerhalb der elektrischen Domäne aufmerksam. Es werden
ein vollständiges Modell mit Wirbelstromeinfluss sowie ein kompaktes PT1-Modell
angegeben. Zur Abbildung der magnetdynamischen Eigenschaften des weichmagne-
tischen Kernmaterials genügt nach Abschnitt 3.9 ein PT1-Modell, dass aufgrund
der komplexen Magnetisierungsprozesse messtechnisch identifiziert wird. Die mecha-
nischen Modelle zeigt Abschnitt 3.10, bestehend aus Aktormechanik und starren
sowie mechanisch komplexen Prüflingen (PKW-Sitz). Für die Identifikation der Las-
ten kommen indirekte Messmethoden am bereits geregelten Aktor zum Einsatz. Die
dynamische Modellierung umfasst schließlich auch die Peripherieelemente in Ab-
schnitt 3.11 bestehend aus Regelkarte, Sensorik und Filtern. Es wird deutlich, dass
alle besprochenen Effekte für magnetische Antriebe charakteristisch sind und sich
sinngemäß übertragen lassen.

Zum Schluss dieses Kapitels werden die erhaltenen Modellgleichungen des EMAc2-5
in Abschnitt 3.12 zusammengestellt und zweckmäßig vereinfacht. Dem Ziel des Ent-
wurfs stabilisierender Regler für ein belastetes Aktorsystem steht ein aussagekräfti-
ges Modell vierter Ordnung zur Verfügung, dessen Zustand den messbaren Größen
angepasst ist. Dieses Modell zeigt allerdings eine schlechte Konditionierung und wird
daher entsprechend Abschnitt 3.12.3 skaliert, um für den nun folgenden Reglerent-
wurf ein numerisch gut einsetzbares Modell zu haben.
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Die hohe Kraftdichte magnetischer Reluktanzaktoren ermöglicht ihren vielfältigen
Einsatz, z.B. als Verriegelungsaktor in der Luft- und Raumfahrt, als Stellelement im
Automobil, als Relais in der Verkehrstechnik oder auch als Ventilmagnet für Pneuma-
tik bzw. Hydraulik. In allen diesen Bereichen müssen die Magnetaktoren spezifische
dynamische Anforderungen erfüllen, die zum Teil durch Steuerungen erreicht wer-
den können. Aufgaben höherer Präzision (z.B. Proportionalventile) erfordern aber
die Rückführung des zu beeinflussenden Zustands und die Kontrolle durch eine Re-
gelung. Für Magnetaktoren mit zwei Raststellungen ist meist die verbindende Tra-
jektorie wichtig, die auf minimalen Energieaufwand, kürzeste Schaltzeit oder sanftes
Landen des Ankers in der Endlage optimiert wird. Aktive Schwingmagnete dagegen,
und insbesondere instabile Aktoren wie der entwickelte EMAc2-5 erfordern einsatz-
bedingt immer die kontinuierliche Überwachung des Systemzustands. Ein ähnliches
Verhalten weisen aktive Magnetlager auf, die ebenfalls permanent geregelt werden
müssen und deren Regelkonzepte hier durchaus übertragbar sind.

Der Magnetaktor EMAc2-5 besitzt nach den Ausführungen im vorigen Kapitel al-
le grundlegenden Eigenschaften zur Schwingungsanregung von Komponenten und
Fahrzeugen. Um gegebene Beschleunigungstrajektorien an verschiedenen Prüflingen
zu reproduzieren, muss der Magnetaktor seinen Zustand jedoch zeitlich verändern.
Grundvoraussetzung für die Erfüllung dieser Aufgabe ist die Stabilität des Gesamt-
systems, die sich durch weitere Ziele wie Robustheit und Regelgüte ergänzen lässt.
In diesem Kapitel werden Möglichkeiten zur Regelung des entwickelten EMAc2-5
vorgestellt, die aufgrund der mechatronischen Aktorstruktur auch bei anderen Mag-
netantrieben anwendbar sind. Zuvor klärt der Abschnitt 4.1 grundsätzliche Anfor-
derungen an den Regelkreis und wichtige Aktoreigenschaften wie Stabilisierbarkeit,
Beobachtbarkeit und Steuerbarkeit. Zusätzlich von Interesse sind Fragen nach den
Eigenschaften stabilisierender Regler und der erreichbaren Bandbreite.

4.1 Überlegungen zum Reglerentwurf

4.1.1 Anforderungen an die Regelung

Der Einsatz des entstandenen Shakers in der KFZ-Qualitätssicherung und damit
verbundene Anforderungen sind bereits in Abschnitt 3.1 und Tabelle 3.1 ab Seite 47
eingehend dargelegt. Daraus wurden in Abschnitt 3.3 wichtige Ziele und Randbedin-
gungen für den konstruktiven Entwurfs des Aktors abgeleitet, die dem gesamten Ka-
pitel 3 einen Rahmen gaben. Selbiges erfolgt nun unter Beachtung von Abschnitt 2.6
für die zu entwickelnde Regelung des Aktorsystems, so dass sich folgende Zielstel-
lungen unter dem Schlagwort robuste Regelqualität formulieren lassen:
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1. Stabilität: Systeme verlässlich regeln und beherrschen;
2. Robustheit: Unbekannte Störungen und Modellfehler tolerieren;
3. Nachfahrgüte: Reproduktion der Vorgaben1 im Frequenzbereich

0 ≥ fB ≥ 100 Hz mit 0,90 < RMS(Ist)/RMS(Soll) < 1,10;
4. Ruhegüte: Unerwünschte Anregungen vermeiden;
5. Geräuschlosigkeit: Schallemission minimieren;
6. Einfachheit: Transparente Regelkonzepte und möglichst geringer

Sensoraufwand, da industrieller Einsatz erforderlich.

Diese Zielstellungen sind naturgemäß nicht konfliktfrei. Insbesondere wird man einen
Kompromiss zwischen Stabilität, Dynamik und Geräuschlosigkeit finden müssen,
wobei die Stabilisierung der instabilen Strecke von oberster Priorität ist. Instabile
Strecken werden manchmal auch als gefährliche Strecken bezeichnet [128], da sie
wesentlich schwieriger zu kontrollieren sind und die stabilisierenden Regler immer
kritische Elemente des Regelkreises darstellen, die selbigen nur lokal stabilisieren
können. Diese Betrachtungsweise wirft die Frage nach dem Grad der Stabilisierbar-
keit einer gegebenen Regelstrecke auf, die im folgenden Abschnitt behandelt wird.
Es gilt die Symbolik aus Abschnitt 2.6.2 (Seite 38).

4.1.2 Steuerbarkeit, Beobachtbarkeit und Stabilisierbarkeit

Die fundamentale Forderung nach Stabilität beinhaltet für das vorliegende Aktor-
system drei essentielle Fragestellungen:

A) Steuerbarkeit: Lassen sich die instabilen Eigenvorgänge kontrollieren?
B) Beobachtbarkeit: Sind die dazu notwendigen Rückführgrößen bestimmbar?
C) Starke Stabilisierbarkeit: Existieren stabilisierende Regler, die selbst auch

stabil sind?

Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit sind grundlegende Eigenschaften dynamischer
Systeme, die die Lösbarkeit der Regelungsaufgabe entscheidend beeinflussen. Eine
zeitinvariante Strecke, deren Stell- und Zustandsgrößen nicht signifikant beschränkt
sind, heißt dann stabilisierbar, wenn sie keine versteckten instabilen Moden ent-
hält. Diese Aussage ist praktisch gleichbedeutend mit der Zustandssteuerbarkeit und
Zustandsbeobachtbarkeit aller instabilen Eigenvorgänge. Im Speziellen genügt zur
Stabilisierbarkeit aber die Steuerbarkeit der instabilen Eigenwerte [83]. Ein System
wäre allerdings auch dann sinnvoll regelbar, wenn alle nicht steuerbaren Eigenwerte
bereits stabil sind [120]. Zur Analyse der Steuerbarkeit des entwickelten EMAc2-5
wird auf die Modelle (3.74) und (3.77) das numerisch sehr robuste Hautus-Krite-
rium (4.1) angewendet, das spezifische Aussagen über die Steuerbarkeit einzelner
Eigenwerte des Aktorsystems zulässt.

rg
(

[λiE −A] B
)

= n ∀ λi(A) i = 1 . . . n (4.1)

Beim EMAc2-5 wird das Hautus-Kriterium modellabhängig für alle n = 8 (3.74)
bzw. n = 4 (3.77) Eigenwerte erfüllt und das Shakersystem ist folglich vollständig
steuerbar. Es existiert somit ein stabilisierender Rückführregler, der den instabilen

1 Alle Vorgaben werden als physikalisch sinnvoll vorausgesetzt, z.B. Messdaten.
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mechanischen Pol2 in die linke Hälfte der komplexen Ebene verlegen kann. Dieses
Ergebnis lässt sich alternativ aus der Übereinstimmung der Anzahl der Zustands-
gleichungen mit der Ordnung des Frequenzbereichsmodells schlussfolgern, da das
Aktorsystem keine Eingangs- oder Ausgangsentkopplungsnullstellen aufweist. Inter-
essanterweise liefert die Anwendung des Kalman-Kriteriums zur Steuerbarkeit für
ein nichtskaliertes Modell (3.74) numerisch bedingt drei nicht steuerbare Zustände.

Für die praktische Regelungstechnik ist Steuerbarkeit jedoch leider nicht mit guter
Kontrollierbarkeit der Strecke gleichzusetzen. Die hier bestimmte Zustandssteuer-
barkeit bedeutet das Erreichen eines Endzustands x = 0 zu diskreten Zeitpunkten.
Allerdings ist nicht bestimmt, ob der Zustand auch gehalten werden kann, weil mögli-
cherweise ẋ 
= 0 ist [125]. Zugleich ist noch nichts über die notwendigen Steuersignale
gesagt, die sehr groß und schnell wechselnd sein könnten. Problematisch kann z.B.
die schlechte Steuerbarkeit instabiler Eigenwerte sein, die große Stellamplituden er-
fordert und darüber stabile Eigenvorgänge in kritischem Maße erregen kann. Diese
Fragen nach der guten Steuerbarkeit eines Systems möchte der Regelungsingenieur
gern mit Bewertungsmaßen quantifizieren, die aktuell allerdings keine Wertebereiche
der Reglerparameter und somit nicht die Größenordnung der Stellsignale ermitteln
können [83]. Zusammenfassend bleibt die Erkenntnis eines vollständig steuerbaren
und daher grundsätzlich stabilisierbaren Aktorsystems, wenn sich die mechanischen
Lastsysteme für niedrige Frequenzen als zeitinvariante Starrkörper approximieren
lassen. Diese Approximationsgrenzfrequenz hängt eng mit der später erreichbaren
Bandbreite zusammen und liegt erfahrungsgemäß bei f ≈ 10 . . . 40 Hz.

Unzulässige Abweichungen oder große Eigenbewegungen des Systemzustands lassen
sich nur bei dessen vollständiger Kenntnis feststellen. Ist die komplette Messung des
Zustandsvektors nicht möglich oder sind die Messsignale unbrauchbar, dann kann ein
Beobachter zur modellbasierten Zustandsbestimmung dienen. Die Beobachtbarkeit
eines dynamischen Systems lässt sich äquivalent zu seiner Steuerbarkeit analysieren,
d.h. sind alle instabilen Eigenwerte beobachtbar, wird das instabile System als er-
mittelbar bezeichnet [83]. Der EMAc2-5 wird nun anhand der Modelle (3.74) und
(3.77) mit dem Hautus-Kriterium zur Beobachtbarkeit (4.2) untersucht.

rg
(

[λiE −A]
C

)
= n ∀ λi(A) i = 1 . . . n (4.2)

Die Rechnungen für jeden Eigenwert λi weisen bei beiden Modellen die vollständi-
ge Beobachtbarkeit der Regelstrecke nach, wenn die mechanischen Lastsysteme für
niedrige Frequenzen wieder als zeitinvariante Starrkörper vereinfachbar sind. Das
Kalman-Kriterium zur Beobachtbarkeit zeigt für ein nichtskaliertes Modell (3.74)
numerisch bedingt vier nicht beobachtbare Zustände auf.

Neben der Stabilität des geschlossenen Regelkreises ist auch die Stabilität gefundener
Regelalgorithmen von hoher praktischer Bedeutung. Bei stabilen Strecken würde mit
einem stabilen Regler auch bei Ausfall eines Sensors die Gesamtstabilität gewahrt

2 Der instabile mechanische Pol wird durch magnetische Kräfte verursacht, deren Wirkung die
einer negativen Feder ist (vgl. Abschnitt 3.9 und Fußnote (11) auf S. 68).
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bleiben. Instabile Strecken unterliegen diesem Aspekt zwar nicht, dennoch lassen sich
stabile und propere Regler rechentechnisch einfacher implementieren. Nach [29,104]
heißt eine Regelstrecke G0(s) dann stark stabilisierbar, wenn für einen Regelkreis
mit Hilfe eines stabilen Reglers GR(s) interne Stabilität erreicht werden kann. Die
RegelstreckeG0(s) ist genau dann nicht stark stabilisierbar, wennG0(s) auf der nicht-
negativen reellen Achse (0 ≤ Re{s} ≤ ∞) ein Paar reeller Nullstellen hat, zwischen
denen eine ungerade Anzahl reeller Pole liegt. Betrachtet man von den Modellen
(3.74) bzw. (3.77) des elektromagnetischen Shakersystems die Streckenübertragungs-
funktionen G0F (s) bzw. G0(s), so erkennt man zuerst den reellen instabilen Pol bei(
−dL+
√
d2
L−4mLcL

)
/2mL für cL < 0. Für das erweiterte Modell G0F (s) existieren sieben

Nullstellen bei s =∞ (Relativgrad 7) und eine bei s = −Rw/L0. Im Falle des reduzier-
ten Modells G0(s) (3.77) sind vier Nullstellen bei s =∞ (Relativgrad 4) vorhanden.
Aber in beiden Fällen liegt der eine Pol nie zwischen einem Paar Nullstellen auf der
nichtnegativen reellen Achse, so dass die identifizierte Strecke stark stabilisierbar ist.
Das Ziel jedes folgenden Reglerentwurfs muss daher die Bestimmung einer stabilen
Systemmatrix für GR(s) sein.

4.1.3 Stabilisierender Regler und Reglerordnung

Im vergangenen Abschnitt sind für das realisierte und modellierte Shakersystem
EMAc2-5 die vollständige Steuer- und Beobachtbarkeit sowie die starke Stabilisier-
barkeit der zu regelnden Strecke nachgewiesen worden. Mit diesem Wissen zur prin-
zipiellen Regelbarkeit ist nun die Struktur bzw. Ordnung eines stabilisierenden Reg-
lers GR(s) von Interesse. In Anhang B.1 ab Seite 160 ist beschrieben, dass sich
jede beliebige Übertragungsfunktion G0(s) = Z0(s)/N0(s) und somit jede Regelstre-
cke G0(s) auch als Quotient zweier teilerfremder Funktionen G0(s) = Zk(s)/Nk(s) mit
Zk(s) ·X(s) +NK(s) · Y (s) = 1 (Zk, Nk, X, Y ∈ S)3 darstellen lässt. Im Standardre-
gelkreis ist die Menge aller den Regelkreis stabilisierenden Regler GR(s) dann von
der Gestalt (4.3) mit dem freien Youla-Parameter4 Q(s) ∈ S.

GR(s) = X(s) +Nk(s) ·Q(s)
Y (s)− Zk(s) ·Q(s) mit Q(s) ∈ S (4.3)

Wendet man diesen Reglerentwurf auf das gegebene Aktormodell G0 (3.77) an, dann
erhält man für den einfachsten Fall mit Q(s) = 0 zunächst instabile Regler, die kei-
nerlei Regelgüte bezwecken. Es stellt sich also die Frage, wie unter Berücksichtigung
von Regelgüteanforderungen die stabile Übertragungsfunktion Q(s) systematisch be-
stimmt werden kann. Dieser Gedanke führt letztendlich zum normoptimalen Reg-
lerentwurf (z.B. H2, H∞), der seinen Ursprung im sog. Model Matching hat, d.h.
dem Modellabgleich zwischen einem Vorgabeverhalten und dem Regelkreisverhalten
mit dem freien Parameter Q(s). Andere gangbare Wege des algebraischen Regler-
entwurfs zeigt Reinschke [104], die hier der Bestimmung der Reglerordnung un-
ter Einhaltung von Nebenbedingungen zu Grunde liegen. Nach den Ausführungen

3 S ist die Menge aller stabilen, properen (begrenzten) und reell-rationalen Übertragungs-
funktionen.

4 Benannt nach Dante C. Youla (1925-): US-amerikanischer Elektrotechniker.
Auch Youla-Kucera-Parameter, aufgrund der von Youla unabhängigen Bestimmung
durch V. Kucera (1943-): Tschechischer Elektrotechniker.
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in Anhang B.1 lässt sich bei Vorgabe des charakteristischen Polynoms A · B des
geschlossenen Regelkreises ein stabilisierender Regler GR(s) = Xp(s)/Yp(s) mit (4.4)
berechnen (Zk = Zp/A, Nk = Np/A).

A ·B = Zp ·Xp +Np · Yp (4.4)

Mit Hilfe von (4.4) erhält man nun die notwendige Ordnung des stabilisierenden Reg-
lers für die vorliegende Regelstrecke G0(s) (3.77c). Das charakteristische Polynom
A ·B des geschlossenen Regelkreises soll aus einer endlichen Anzahl m von stabilen
reellen Polen s = −p0 bestehen, wobei m ein noch zu bestimmender Parameter ist.
Der dazu notwendige Regler GR(s) = Xp(s)/Yp(s) (4.5) soll proper und von minimaler
Ordnung sein. Mit dem oben beschriebenen Weg lässt sich (4.4) für das vorliegende
System in der Form (4.6) schreiben.

G0(s) = X(s)
U(s) = kFi

(L0 s+R)(TM s+ 1)(mL s2 + dL s+ cL)
(3.77c)

GR(s) = Xp(s)
Yp(s)

=
∑l
λ=0 xλ s

λ∑k
κ=0 yκ s

κ
(4.5)

(s+ p0)m = kFi ·
(
l∑
λ=0

xλ s
λ

)
+ . . .

+ (L0 s+R)(TM s+ 1)(mL s2 + dL s+ cL) ·
(
k∑
κ=0

yκ s
κ

) (4.6)

Die an Gleichung (4.6) gestellten Forderungen und hier zu berücksichtigenden Be-
dingungen können mathematisch zusammengefasst werden:

1. properer Regler: k ≥ l;
2. identischer Polynomgrad auf beiden Seiten von (4.6): max{l, k + 4} = m;
3. Anzahl der unbekannten Polynomkoeffizienten xλ und yκ ≥ Anzahl der Glei-

chungen: (l + 1) + (k + 1) ≥ m+ 1;
4. minimale Reglerordnung: minimaler Polynomgrad k = gradYp(s).

Mit den ersten beiden Forderungen lässt sich k + 4 = m finden, das den Koeffizien-
tenvergleich der dritten Forderung zu k+l+2 ≥ k+5 bestimmt, woraus unmittelbar
das gesuchte Ergebnis (4.7) folgt.

k = m− 4 ≥ l ≥ 3 mit 4.−−−→ k = l = 3, m = 7 (4.7)

Jeder stabilisierende Regler muss also mindestens dritter Ordnung sein, wobei hier
zugleich der dreifache Zählergrad wichtig ist. Physikalisch anschaulich sind zur Sta-
bilisierung der Regelstrecke G0 also die Rückführung der Ankerposition x und ihrer
ersten drei Ableitungen, d.h. Geschwindigkeit ẋ, Beschleunigung ẍ und der Ruck ...

x
erforderlich. Diese Notwendigkeit kommt auch beim flachheitsbasierten Reglerent-
wurf zum Tragen (Abschnitt 4.5). Die gefundenen Rückführgrößen wären bei einer
Modellbeschreibung in Regelungsnormalform sofort verfügbar, können jedoch über
eine Zustandstransformation an den hier messbaren Zustand x = (x v a i)T
angepasst werden.
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Die erhaltene Reglerstruktur k = l = 3 ist notwendig, da der „innere“ elektrische Pol
für das Aktorsystem dominant ist, d.h. er liegt der imaginären Achse am nächsten
(λE = −R/L0 = −22 rad/s). Bei geringen mechanischen Lasten sind der stabile mecha-
nische Eigenwert und der magnetische Pol λM = −1/TM = −2π · 45 rad/s nah beiein-
ander und es müssen Beschleunigung sowie Geschwindigkeit zurückgeführt werden.
Für steigende Massen wird die Mechanik dominanter und die magnetische Trägheits-
wirkung tritt in den Hintergrund. Praktisch ist bei Belastungen mB > 50 kg keine
Beschleunigungsrückführung5 mehr nötig, und bei Lasten mB > 250 kg (Fahrzeuge)
konnten auch bei nicht stabilisierender Abstützung des Ankers schon stabilisierende
Regelungen ohne Geschwindigkeitsrückführung aufgebaut werden. Der Stromregler
ist wegen der Dominanz von λE immer erforderlich, kann aber auch durch Vorsteue-
rungen kompensiert werden (Abschnitt 4.5).

Mit diesem Wissen lassen sich nun geeignete Reglerstrukturen zur Stabilisierung des
EMAc2-5 aufbauen. Allerdings ist die Anwendung von (4.3) nicht notwendig, da es
daraus abgeleitete Frequenzbereichsverfahren (Abschnitt 4.3) gibt und auch im Zu-
standsraum (Abschnitt 4.2) systematisch Stabilität erreicht werden kann. Zum wei-
terführenden Lesen bezüglich der Stabilisierung von Strecken seien [29, 91, 104, 125]
empfohlen. Eine pragmatische, wenngleich weniger elegante Variante zur Bestim-
mung stabilisierender Regler für Magnetaktoren zeigt auch [109]. Im Frequenzbe-
reich entworfene stabilisierende Standardregler und deren Varianten sind für das
vorliegende Aktorsystem in [49] beschrieben. Bei jeder Regelung ist außerdem im-
mer die lokale Stabilität des geschlossenen Regelkreises zu beachten. Die an sich
instabile Strecke ist durch begrenzte Stellsignale (umax ≤ 209 V) nicht global stabi-
lisierbar, da hinreichend große Anfangsbedingungen die Zustandsänderungen ẋ > 0
halten könnten und das System divergieren ließen [128].

4.1.4 Verfügbare und erreichbare Bandbreite, Reglertakt

Bei jeder Regelungsaufgabe ist von Interesse, in welchem Maße ein gefundener Al-
gorithmus überhaupt auf die Strecke wirken kann, um Robustheit und Güte des
geschlossenen Regelkreises zu sichern. Im Standardregelkreis bietet der Verlauf der
Sensitivitätsfunktion S = X/Z = E/W = 1/(1+Gol) (2.52) in Abhängigkeit des offenen
Kreises Gol = GRG0 (2.50) ein Maß für diese Designziele. Jeder Entwurf muss darauf
abzielen, in einem möglichst großen Frequenzbereich die Sensitivität zu minimieren
(|S| � 1), gleichbedeutend mit hoher Führungstreue T = 1 − S ≈ 1 (2.53). An-
derseits soll im Widerspruch dazu T zur Rauschunterdrückung für hohe Frequenzen
ebenfalls klein sein. Hinzu kommt, das der Verlauf der Sensitivitätsfunktion nicht
beliebig frei wählbar ist, vielmehr gilt für offene Kreise Gol mit einem Relativgrad
≥ 2 das Empfindlichkeitstheorem von Bode (4.8).

∞∫
ω=0

ln |S(jω)| dω = π ·
np∑
i=1

Re{pi} (4.8)

5 Entspricht der magnetischen Kraftentwicklung.
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Die rechte Seite dieser Flächenformel (4.8) beinhaltet alle np instabilen Pole des
offenen Kreises. Sind alle Pole stabil, dann verschwindet das Integral. Es besagt im
Sinne eines Erhaltungssatzes, dass Verbesserungen (Reduzierungen) im Verlauf von
|S| in einem Frequenzbereich mit Verschlechterungen (Anhebungen) von |S| in ande-
ren Frequenzbereichen bezahlt werden müssen. Dieser Umstand des wechselseitigen
Absenkens und Anhebens bei gleicher Fläche ober- und unterhalb der 0 dB Linie
wird auch als Wasserbett-Effekt bezeichnet, obwohl diese Bezeichnung eigentlich für
nicht-minimalphasige Strecken gilt. Gleichung (4.8) zeigt auch, dass Instabilitäten
durch Strecke oder Regler die mittlere Sensitivität des Regelkreises erhöhen, und
somit die Stabilisierung Zugeständnisse bei Störunterdrückung oder Folgeverhalten
erfordert.

In der Praxis kann eine Verbesserung von S nicht in einer infinitesimal dünnen
Schicht > 0 dB über alle höheren Frequenzen ω → ∞ verteilt werden. Es existiert
eine Grenze ΩA, unterhalb der alle Verbesserungen kompensiert werden müssen, die
verfügbare Bandbreite. Die Grenze ΩA beschreibt die höchste Frequenz, unterhalb
der ein Regler noch effektiv auf die Strecke einwirkt und somit ein vorgegebenes no-
minelles Verhalten gesichert werden kann. Die verfügbare Bandbreite ΩA wird vor
allem durch die Modellgrenzen bestimmt, denn mit einem modellbasierten Regler-
entwurf ist nur für den gültigen Modellbereich das nominelle Verhalten Gol = GRG0
garantierbar. Für höhere Frequenzen muss der Regler die Unterdrückung jedweder
Störungen durch Tiefpassverhalten von Gol erzwingen, d.h. T ≈ 0 und S ≈ 1. Zusätz-
lich können Sensoren, Aktoren oder Wandler, sofern nicht im Modell berücksichtigt,
die verfügbare Bandbreite verringern, wenn ihre Signale den Systemzustand schlecht
messen, stellen oder reproduzieren lassen. Als Konsequenz ergibt sich nun aus (4.8)
die praktisch relevante Form (4.9) des Empfindlichkeitstheorems.

ΩA∫
ω=0

ln |S(jω)| dω ≈ π ·
np∑
i=1

Re{pi} = AS (4.9)

Bei einer streckenbestimmten Instabilitätsmenge AS = π
∑np
i=1 Re{pi} ergibt sich die

geringste erreichbare Empfindlichkeit Smin des Regelkreises bei gleichmäßiger Sensi-
tivitätsverteilung über alle Frequenzen (4.10). Es ist allerdings praktisch unsinnig,
bei niedrigen Frequenzen eine Empfindlichkeit > 1 zuzulassen. Daher senkt man |S|
dort ab und akzeptiert eine Verschlechterung im weiteren Verlauf. Ein gewünschtes
Verhalten von |S| zeigt Bild 4.1, wobei sich wegen (2.52) für fast jede Strecke mit
properem Regler die Steigung von 20 dB/dec ergibt. Somit lässt sich unterhalb der
verfügbaren Bandbreite ΩA ein gewünschter Sensitivitätsverlauf Sd(s) durch (4.11)
mit der zulässigen Sensitivität Szul und der Durchtrittsfrequenz ωc approximieren.

Smin ≈ e
AS
ΩA mit AS = π ·

np∑
i=1

Re{pi} (4.10)

Sd(s) = Szul
s
√
Ω2
A − ω2

c

s
√
Ω2
A − S2

zul ω
2
c + ωcΩA

√
S2
zul − 1

(4.11)

Ŝzul = ΩA e
(
AS
ΩA
−ln(ΩA)+1

)
(4.12)



4.1 Überlegungen zum Reglerentwurf 105

Ap

Am

ω (rad/s)

ln
(|S

(j
ω

)|)

ω (rad/s)

|S
(j
ω

)|
(d

B
)

ω̂BS ω̂cS ΩA ∞0 ω̂cS ΩA ∞

−3
0

Smin

Szul

Szul2

Ŝzul

0
Smin

Szul
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Bild 4.1: Modellhafte Verläufe der Sensitivitätsfunktion S(jω) .
links: Sensitivität ln(|S|) über linearer Frequenz unter der Bedingung (4.9), d.h. für
die dunkelgrauen Flächen gilt: Ap −Am = ln(Smin)ΩA = AS .
rechts: Bode-Diagramm mit möglichen Verläufen von |S| bis zum Extremfall [–·]

ω̂cS = e−
(
AS
ΩA
−ln(ΩA)+1

)
(4.13)

ω̂BS = 1√
2
e
−
(
AS
ΩA
−ln(ΩA)+1

)
(4.14)

Nach dem Ansatz (4.11) ergibt sich die höchste zulässige Empfindlichkeit Ŝzul (4.12)
gerade bei einem linearen Verlauf von Sd(s) im Bode-Diagramm innerhalb der ver-
fügbaren Bandbreite (Bild 4.1 rechts). Aus der logarithmischen Geradengleichung
lassen sich dann die höchstmögliche Durchtrittsfrequenz ω̂cS (4.13) und die maximale
Sensitivitätsbandbreite ω̂BS (4.14) bestimmen. Die Sensitivitätsbandbreite ωBS wird
durch die Frequenz definiert, bei der |S(jω)| zuerst −3 dB von unten kreuzt (Ab-
schnitt 2.6.5). Da ωBS auch als Effizienzgrenze der Regelung bezeichnet wird [125],
dient sie in dieser Arbeit als konservative Abschätzung für die erreichbare Bandbreite
fR = fBS = ωBS/2π des geregelten Systems. Bei der Gestaltung der Sensitivitätsfunk-
tion sind allerdings zwei Punkte zu beachten:

1. Die höchste erreichbare Bandbreite ω̂BS wird mit der schlechtesten Sensitivität
Ŝzul � 1 erkauft, daher ist diese Konfiguration nur von theoretischer Bedeu-
tung. Es würde zudem kaum ein Regler zu realisieren sein, der außerhalb von
ΩA schnell das gewünschte |S| = 1 einstellt.

2. Die in (4.12) abgeschätzte höchste zulässige Sensitivität Ŝzul bei ΩA stellt nicht
notwendigerweise das Maximum von |S| innerhalb der verfügbaren Bandbreite
dar. Bei Strecken höherer Ordnung kann abhängig vom Regler ein ausgeprägtes
Sensitivitätsmaximum entstehen, das vor ΩA liegt. Dieses Maximum ist bei
Strecken mit endlichen Nullstellen in Re{s} > 0 unvermeidbar [125].

Für den EMAc2-5 soll nun die praktisch erreichbare Bandbreite fR anhand der−3 dB
Sensitivitätsgrenze des Ansatzes (4.11) abgeschätzt werden. Dazu werden die zulässi-
ge Empfindlichkeit Szul und die verfügbare BandbreiteΩA vorgegeben, letztere durch
den Bereich der Modellgültigkeit gekennzeichnet. Anhand von Bild 3.28 auf Seite 94
wird behauptet, dass die vorhandenen Streckenmodelle (3.74) bzw. (3.77) das reale
Systemverhalten bis fA = ΩA/2π = 150 Hz hinreichend gut nachbilden. Zugleich ist
der Relativgrad von Gol mit einem stabilisierenden Regler aus Abschnitt 4.1.3 größer
als Zwei. Die Summe aller instabilen Pole in (4.9) wird beim EMAc2-5 durch die ma-
gnetischen Anziehungskräfte zusammen mit der mechanischen Belastung bestimmt.
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Es existiert genau einen reeller instabiler Pol p1 =
(
−dL+
√
d2
L−4mLcL

)
/2mL, solange

cB < cM ist. Je kleiner also die Masse mB ist und je weniger stabilisierend äußere
Kopplungen wirken, desto größer ist die Empfindlichkeit der Strecke auf Störungen.
Gleichbedeutend damit reduziert sich die erreichbare Bandbreite fR = ωBS/2π des
geschlossenen Regelkreises, die mit |S(ωBS)| = −3 dB definiert ist.

Bild 4.2 zeigt im linken Teil die theoretisch erreichbare Bandbreite fR als Funk-
tion der zulässigen Sensitivität Szul für mB = 50 kg ungedämpfte Last (dB = 0).
Ausgehend von der nicht vermeidbaren Mindestempfindlichkeit (4.10) lässt sich die
Bandbreite durch höhere Szul bis zu einem Maximum steigern, das praktisch irre-
levant ist. Die drei Kurven verschiedener verfügbarer Bandbreite ΩA in Bild 4.2
links verdeutlichen noch einmal die Wichtigkeit einer hohen Modellgüte. Als Faust-
regel sollte ΩA mindestens 10-mal so groß sein wie p1 (bei genau einem reellen
Pol Re{p1} > 0) [81]. Instabile Strecken wie der hier behandelte Magnetaktor be-
nötigen also schnelle Stellglieder und Regeleinrichtungen mit hoher Durchtrittsfre-
quenz für den offenen Kreis, um den flüchtigen Zustand stets kontrollieren zu kön-
nen. Für mB = {20, 50, 100} kg ungedämpfte Last folgen beim EMAc2-5 die Pole
p1 = {207, 145, 107} rad/s =̂ {33, 23, 17}Hz. Im vorliegenden Fall ist die verfügbare
Bandbreite von fA = 150 Hz zumindest 5-mal größer. Für fA = 150 Hz zeigt Bild 4.2
im rechten Teil den Bereich der mit dem EMAc2-5 erreichbaren Bandbreite fR zu-
sammen mit den Grenzsensitivitäten Smin und Ŝzul als Funktion der Belastung mB.
Wieder wird deutlich, dass größere Lasten die Instabilität senken und durch geringe
Empfindlichkeit (4.10) eine höhere Bandbreite gewähren.

In den Experimenten zur Reglerüberprüfung und bei der Aktoranwendung konn-
ten die in Bild 4.2 gezeigten systemimmanenten Bandbreitegrenzen immer wieder
beobachtet werden. Tatsächlich war es aus den genannten physikalischen Gründen
nicht möglich, per Rückführregelung ein Folgeverhalten fBT > 30 Hz einzustellen,
ohne dabei die Stabilität zu riskieren. Um für die spätere Anwendung in der Störge-
räuschakustik eine Signalreproduktion bis fB ≈ 100 Hz zu gewährleisten, sind daher
Methoden der Steuerung notwendig (Abschnitte 4.4 und 4.5).
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Bild 4.2: Erreichbare Bandbreite fR des EMAc2-5 Aktors .
links: Bandbreite von Smin [◦] zu Ŝzul [×] für fA = {100, 150, 200} Hz (mB = 50 kg) .
rechts: Massenabhängige Bandbreite zwischen Smin [—] und Ŝzul [—] sowie Verlauf
der Grenzsensitivitäten Smin [– ·] und Ŝzul [– ·] für fA = ΩA/2π = 150 Hz
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Als letzte Vorbetrachtung für den Betrieb des Aktorsystems soll der notwendige Re-
geltakt bzw. die zulässige maximale Abtastzeit des digitalen Regelalgorithmus festge-
legt werden. Es wird eine quasianaloge Regelung angestrebt, die nach Abschnitt 2.6.4
einen Reglertakt mindestens 20-mal höher als der schnellste aller Systempole pn
oder das zu stellende Signal erfordert (4.15). Die daraus ableitbare Regelrate von
fS ≥ 2 kHz wird durch die Experimente bestätigt, denn für geringere Abtastraten
lässt sich kaum noch eine als „gut“ empfundene Regelung realisieren. Als guter
Kompromiss zwischen Regelgüte und Rechenlast hat sich fS = 5 kHz etabliert.

fS ≥ 20 ·max{|pn|/2π, fB} mB=0−−−→ fS ≥ 2000 Hz (4.15)

4.2 Beobachtergestützte Zustandsregelung

Für die praktische Nutzung des instabilen Aktorsystems hat die Stabilität oberste
Priorität. In guter Analogie zur historischen Entwicklung moderner Regelungskon-
zepte war auch für diese Arbeit die Zustandsrückführung der erste Lösungsansatz
zur systematischen Stabilisierung des EMAc2-5. Zustandsrückführungen tragen dem
Wunsch nach zuverlässiger Bestimmung von Reglerparametern mit großer Stabili-
tätsreserve am ehesten Rechnung. Im Gegensatz zu den meisten frequenzbereich-
basierten Reglern lassen sich klar abgegrenzte Strukturen aufbauen, deren Regelpa-
rameter physikalisch leicht interpretierbar sind. Jeder einzelne Zustand wird gewich-
tet rückgekoppelt und ermöglicht so eine gezielte Steuerung der Systemdynamik. Die
nicht messbaren Eigenvorgänge der Strecke sind zudem unter gewissen Voraussetzun-
gen beobachtbar. Auch für die Regelung der elektromagnetischen Aktoren hat sich
die Zustandsmethodik in ihrer Strukturiertheit als sehr wirkungsvoll erwiesen.

4.2.1 Grundkonzept

Die Zustandsrückführung ist unter den Proportionalreglern der „bestmögliche“ Reg-
ler in dem Sinne, dass die Kenntnis des gesamten Systemzustands eine weitgehen-
de Gestaltung der Regelkreisdynamik ermöglicht [83]. Wesentliche Aspekte von Zu-
standsregelungen sind nachfolgend beschrieben, für eine detaillierte Darstellung sei
auf Anhang B.2 ab Seite 161 verwiesen. Ist die zu regelnde Strecke vollständig steu-
erbar, dann ist durch Rückführung des gesamten Systemzustandes x ∈ IRn×1 die
Lage aller Eigenwerte beeinflussbar. Das lineare Rückführgesetz (4.16) beseitigt da-
bei mögliche Anfangsstörungen und Störungen am Streckenausgang in Abhängigkeit
des Rückführvektors k ∈ IR1×n. Gleichung (4.17) beschreibt die Dynamik des zu-
standsgeregelten Systems, das dieselbe Ordnung wie die zu Grunde liegende Strecke
hat. Diese P-Regelung bzw. statische Rückführung des Streckenzustands hat den
weiteren Vorteil der einfachen Realisierung und Implementierung [120].

u(t) = −k · x(t) = uZR(t) (4.16)
ẋ(t) = (A− b · k) · x(t) (4.17)



108 4 Methoden der Regelung

Da die Aktorregelung neben der Störungsunterdrückung auch einen gewünschten
Verlauf des Streckenausgangs sicherstellen soll, ist der Führungsvektor w im Re-
gelgesetz zu ergänzen. In der Störgeräuschakustik sind die Trajektorien meist von
farbigem Frequenzinhalt und stochastischer Natur, so dass für den EMAc2-5 ein dy-
namischer Soll-Ist-Vergleich der Regelgrößen erforderlich ist. Dafür bietet sich ein
PI-Regler GPI = (Px s+Ix)/s an, der aufgrund des Lagefehlers e = w−x ein Stellsignal
uPI zur Zustandsrückführung uZR addiert. In Bild 4.3 ist die so festgelegte Struk-
tur einer Zustandsregelung des EMAc2-5 mit überlagerter PI-Lageregelung skizziert
(Regelgröße = Ankerposition x). Das Integral des Lagefehlers ẽ =

∫
e dt lässt sich

wegen ˙̃e ≡ e in den Streckenzustand integrieren und daher der Integralwert Ix ge-
meinsam mit dem Zustandsrückführvektor k bestimmen. Außerdem bleibt der stati-
sche Rückführcharakter formal gewahrt. Die komplette Zustandsbeschreibung (4.18)
hat dieselbe Struktur wie (4.17), aber die Ordnung n+ 1.(

x

ẽ

)•
=
(
A− b (k + Px c) Ix b

−c 0

)
·
(
x

ẽ

)
+
(
Px b

1

)
· w (4.18a)

y =
(
c 0

)
·
(
x

ẽ

)
(4.18b)

Die typische stabilisierende und dämpfende Wirkung der Zustandsrückführung k
begründet sich durch die hohen Gegenspannungen bei großen Zustandsamplituden.
Der PI-Regler sorgt darüber hinaus für stationäre Genauigkeit und verbessert die
Robustheit gegenüber nicht modellierten Eigenschaften und Störungen. Um diese
Fähigkeiten in den Dienst der am Kapitelanfang erwähnten Ziele zu stellen, wird
auf das Gesamtsystem (4.18) das Entwurfsverfahren der Polvorgabe angewendet.

Über den Rückführvektor k lassen sich die Eigenwerte von (A−B ·k) aus (4.17) ge-
zielt festlegen, das Gleiche gilt für den Parametersatz {k, Px, Ix} aus (4.18a). Obwohl
im Zeitbereich eigentlich Eigenwerte vorgegeben werden, spricht man oft auch von
Polvorgabe oder Polverschiebung, da alle steuerbaren Eigenwerte auch Systempole
der zugehörigen Übertragungsfunktion sind. Das Polynom der gewünschten Eigen-
werte λR des Regelkreises liefert bei Koeffizientenvergleich mit den Nullstellen des
charakteristischen Polynoms von (4.17) ein System mit n Gleichungen für die unbe-
kannten Reglerparameter. Da die zu regelnde Aktorstrecke genau eine Steuergröße
u besitzt, ist das Gleichungssystem eindeutig und analytisch lösbar [39]. Für jede
steuerbare Strecke mit einem Eingang ist der jeweilige Rückführvektor k dann mit
der sog. Ackermann-Formel (4.19) schnell zu bestimmen, wobei tS die letzte Zeile
der inversen Kalman-Steuerbarkeitsmatrix Q−1

S ist.

w yue

uZR

uPI x

k

GPI cG0ẋ = Ax+ bu

Bild 4.3: Struktur einer Zustandsregelung mit äußerer PI-Lageregelung
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k = tS
[
p0(λR)E + p1(λR)A+ . . .+ pn−1(λR)An−1 +An

]
(4.19)

Liegen nicht alle Zustandssignale in geeigneter Qualität vor, kann ein Beobachter bei
der deterministischen Rekonstruktion der benötigen Rückführgrößen helfen. Ein Zu-
standsbeobachter ist ein lineares dynamisches System, dessen Eingänge die Ein- und
Ausgangsgrößen der Regelstrecke sind und dessen Zustand x̆ linear vom zu approxi-
mierenden Streckenzustand x abhängt [82]. Als Gegenbeispiel lässt sich ein n-facher
Differenzierer angeben, der nur aus dem gemessenen Streckenausgang y den Zu-
stand rekonstruiert [135]. Der dynamische Beobachter soll aber die nicht bekannten
oder unbrauchbaren Zustände möglichst genau und verzögerungsfrei ohne Differen-
tiation bestimmen. Das erreicht ein sog. Identitätsbeobachter (4.20), der einerseits
die Streckendynamik abbildet, zusätzlich aber einen ausgangsfehlerabhängigen Kor-
rekturterm zur Kompensation von Modellungenauigkeiten beinhaltet. Damit ist ein
Beobachter auch als Regler für die Nachbildung des Streckenausgangs und somit des
Streckenzustands interpretierbar.

˙̆x = A · x̆+ b · u+L · (y − y̆) (4.20a)
y̆ = C · x̆ (4.20b)

Die Beobachtermatrix L muss so gewählt sein, dass der Zustandsfehler ẋe = ẋ− ˙̆x
schnell verschwindet. Aus der zugehörigen Fehler-DGL mit der Dynamik (A−LC)
lässt sich die Form (4.21) ableiten, deren Beobachtermatrix L sich bei Eigenwertvor-
gabe λB dual zum Polvorgabe-Zustandsregler aus der Ackermann-Formel (4.19)
bestimmt. Für den Entwurf dieses Luenberger-Beobachters6 sind lediglich die Kor-
respondenzenA→ AT , b→ CT , k→ LT und tS → tB mit tB als der letzten Spalte
der inversen Beobachtbarkeitsmatrix Q−1

B nach Kalman zu beachten.

ẋf = (AT −CTLT ) · xf (4.21)

Für die Eigenwerte von Beobachter und Zustandsregelung gilt bei steuer- und beob-
achtbaren Strecken das Separationstheorem. Unter den genannten Voraussetzungen
sind beide Eigenwertvektoren λR und λB unabhängig voneinander vorgebbar und
addieren sich zur Gesamtordnung des geregelten Systems, d.h das ideal zustandsrück-
gekoppelte System wird um das Eigenverhalten des Beobachters erweitert [82, 135].
Die Stabilität im Regelkreis wird durch einen stabilen Beobachter nicht gefährdet
und das Führungsverhalten nicht beeinflusst. Bei instabilen Regelstrecken wird der
Beobachter aber erst in Verbindung mit einer stabilisierenden Zustandsrückführung
praktisch verwendbar, da dann x,y und x̆ beschränkt bleiben [1].

4.2.2 Zustandsregelung mit Polvorgabe

Mit der PI-Zustandsregelung nach Bild 4.3 soll der belastete EMAc2-5 stabilisiert
und ihm ein definiertes dynamisches Verhalten im Rahmen seiner physikalischen
Grenzen aufgeprägt werden. Der komplette Reglerentwurf basiert auf Modell (3.77)
mit dem bekannten Zustand x = (x v a i)T , wobei die Belastung für einen
hinreichend großen Frequenzbereich als starr idealisierbar und hinreichend steif an

6 Eingeführt 1964 von David G. Luenberger (1937-): US-amerikanischer Elektrotechniker.
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den Aktor gekoppelt vorausgesetzt wird. Als Messgrößen liegen Ankerposition x, Be-
schleunigung a und Strom i vor und die Geschwindigkeit v wird durch hochpassge-
filterte Integration aus a ermittelt. Komplementärfilter aus tiefpassartiger Wegablei-
tung und hochpassgefilterter Beschleunigungsintegration lieferten in diesem Zusam-
menhang keine besseren Ergebnisse. Die Steuerbarkeit der Regelstrecke wurde in
Abschnitt 4.1.2 nachgewiesen, so dass die Reglerbeiwerte k = (kx kv ka ki) und
Ix mit der Formel von Ackermann (4.19) aus vorgegebenen Pollagen bestimmbar
sind. Der Proportionalanteil Px wird manuell oder über Optimierung der Sprung-
antwort am stabilisierten System eingestellt.

Das entsprechend Bild 4.3 mit der PI-Zustandsrückführung geregelte Aktorsystem
besteht nun aus den Elementen (4.22). Durch zweimalige Anwendung von (2.51)
erhält man das für die Regleranalyse wichtige Führungsübertragungsverhalten Gcl
(4.23) des zweifach geschlossenen Regelkreises. Selbiges Ergebnis liefert auch die
Transformation von (4.18) mit (2.46). Für die Sensitivitätsfunktion S = E/W = X/Z
gilt (4.24), die sich alternativ auch über S = 1− T = 1−Gcl berechnen lässt.

x =
(
x v a i

)T
Zustandsvektor (4.22a)

G0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
G0

sG0

s2G0

GE

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ Regelstrecke
G0 = GE GM GL nach (3.77)

(4.22b)

c =
(

1 0 0 0
)

Lageauskopplung (4.22c)

GPI = Px s+ Ix
s

PI-Regler (4.22d)

k =
(
kx kv ka ki

)
Zustandsrückführverstärkung (4.22e)

Gcl = X(s)
W (s) = GPI cG0

1 + kG0 +GPI cG0
(4.23a)

= GPI G0

1 + kiGE +G0 (GPI + kx + s kv + s2 ka)
(4.23b)

S = 1 + kiGE +G0 (kx + s kv + s2 ka)
1 + kiGE +G0 (GPI + kx + s kv + s2 ka)

(4.24)

Zur Vorgabe neuer Pole für das geregelte System muss die Streckencharakteristik
beachtet werden. Das Bestreben, sehr schnelle Eigenwerte weit links von den Ori-
ginalpolen vorzugeben, führt für das System zu unnatürlichen Beschleunigungen.
Dieses dem ursprünglichem Streckenverhalten widersprechende Ziel vergrößert die
Sensitivität und gefährdet die Stabilität durch hohe Stellimpulse und Anfangspende-
lungen [39]. Für einen ersten stabilisierenden Reglerentwurf bleiben daher alle stabi-
len Pole unverändert, nur der instabile Pol wird an der imaginären Achse gespiegelt.
Der Lagefehler-Integratoreigenwert wird sehr langsam in der Größenordnung des
dominanten elektrischen Pols gewählt. Diese Vorgabe der Regelstreckeneigenwerte
lieferte für alle hinreichend identifizierten Lasten sofort einen stabilisierenden Regler,
weil die Strecke damit möglichst nah bei sich selbst betrieben wird.
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Der so stabilisierte EMAc2-5 weist ein Folgeverhalten begrenzter Bandbreite auf
(vgl. Abschnitt 4.1.4), zeigt aufgrund der Modellungenauigkeiten allerdings noch
Schwächen in der Regelgüte, z.B. ein störendes Beschleunigungsrauschen. Von ih-
ren stabilen Lagen lassen sich die Pole derart verändern, dass nahezu aperiodisch
gedämpfte Sprungantworten eintreten. Die Polverstellungen sind manuell, automa-
tisch oder rechnerisch möglich, wobei die manuelle Variante für den geübten An-
wender die pragmatischste Möglichkeit ist. Große Zustandsausschläge können zuerst
durch Erhöhung des jeweiligen Beiwertes k bestraft werden. Diese Art der Signal-
bedämpfung hat jedoch ihre Grenzen im vorhandenen Messrauschen und in der
mindestens notwendigen Stromschnelligkeit. Eine überzogene Vergrößerung von ki
bestraft schnelle Stromänderungen und gefährdet mitunter die Stabilität. Über den
PI-Regler lassen sich schließlich die Sprungantworten des stabilen Aktors nach den
bekannten Einstellmethoden abstimmen. Bei der automatisierten Polverschiebung
dient ein geeignetes Optimierungskriterium zur Anpassung der Reglerparameter. Als
Zielfunktionen können beispielsweise quadrierte Lagefehler (IE2) die Dämpfung ver-
bessern, zeitbeschwerte Betragsregelfehler (ITAE) Schnelligkeit fördern und FFT-
Integrale der Beschleunigung die Störungsempfindlichkeit reduzieren.

Re
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Bild 4.4: Physikalische In-
terpretation der
Eigenwertposition

Die Vorgabe der Eigenwerte kann mit der Acker-

mann-Formel (4.19) unter Beachtung physikalischer
Poleigenschaften und Streckenbeschränkungen gesche-
hen. Die Verbindung der Physik mit den Eigenwert-
parametern zeigt Bild 4.4. Modelliert man den Regel-
kreis aus PT1- und PT2-Gliedern, dann lassen sich
deren Eck- bzw. Resonanzfrequenz ωi und das Dämp-
fungsmaß Di über die Analogiebeziehungen (4.25) in
äquivalente Parameter ai, bi für den Eigenwert λi =
ai + j · bi umrechnen. Nicht-reelle Pole (Di 
= 1) müs-
sen aber paarweise konjugiert komplex (λi, λ∗i ) vorge-
geben werden.

ai = −ωi ·Di bi = ωi ·
√

1−D2
i (4.25a)

ωi =
√
a2i + b2i Di = cos(ϕi) =

⎛⎝√
1 +

(
bi
ai

)2
⎞⎠−1

(4.25b)

Bei Systemen hoher Ordnung ist es für die Einstellung des Regelkreises allerdings
nicht notwendig, alle Eigenwerte zu verlagern. Für eine signifikante Verbesserung
reicht unter Umständen schon die Verschiebung der dominanten Pole. Außerdem
muss die verfügbare Bandbreite ΩA eingehalten werden (Abschnitt 4.1.4).

Mit den beschriebenen Möglichkeiten können viele Lastsysteme zügig und gut stabi-
lisiert werden. Bild 4.5 enthält sowohl den Frequenzgang der Führungsübertragungs-
funktion Gcl als auch die zugehörige Sensitivität |S| für eine starre Last mS = 30 kg.
Die Messdaten der PI-zustandsgeregelten Strecke sind den Modellen (4.23) und
(4.24) basierend auf Modell (3.77) gegenübergestellt. Beide Kurven zeigen mit hoher
Übereinstimmung, dass die manuell gewählten Pole Stabilität und Dämpfung sichern.
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Bild 4.5: PI-Zustandsregelung: Folgeverhalten Gcl und Sensitivität |S| des EMAc2-5 mit
starrer Last mS = 30 kg (Messung [–×–], Modell [—]) .
Streckenpole: λSys = {−282,7; −126,5; 126,5; −22,0} rad/s .
Regler : k = (200 V/mm; 3000 Vs/m; 5 Vs2

/m; 100 V/A); Px = 50 V/mm; Ix = 4000 V/mm s .
Pole Regelkreis: λcl = {−529,5; −113,6± j294,0; −57,8; −23,3} rad/s

Die Sensitivitätsbandbreite liegt für Messung und Modell bei fBS = 4 Hz mit einem
Maximum |S|max = 1 dB ≈ 1,1, welches die hohe Robustheit in Einklang mit den
Aussagen in Abschnitt 4.1.4 bezeugt. Versuche, die damit einhergehende Führungs-
bandbreite fBT über 30 Hz zu treiben, machen die Grenzen durch die Instabilität
und die verfügbare Bandbreite deutlich. Die Störanfälligkeit und die Tendenz zur
Destabilisierung nehmen drastisch zu, so dass die in Abschnitt 4.1.4 bestimmten
Grenzen tatsächlich zu beherzigen sind.

Als zweites Beispiel beweist Bild 4.6 die gute Anwendbarkeit der Zustandsmethodik
für den ab Seite 87 beschriebenen Autositz. Der mit dem Starrkörpermodell (3.77)
ausgelegte Regler stabilisierte das MKS-System zufrieden stellend. In Bild 4.6 sind
sowohl das MKS-Modell (3.67) als auch das Starrkörpermodell (3.68) im Vergleich
zur Messung dargestellt. Deren gute Übereinstimmung und der flache Sensitivitäts-
verlauf (fBS = 4 Hz, |S|max = 2 dB ≈ 1,26) bestätigen die robuste Methodik. Ab-
schließend sei noch erwähnt, dass aufgrund der getroffenen Modellannahmen am
realen System Reglerwerte sehr gut funktionieren, die laut Modell bereits Instabili-
tät verheißen. Leider trifft auch manchmal das Gegenteil zu, d.h. in seltenen Fällen
ergeben vorgegebene stabile Pole keinen real stabilisierenden Regler, vor allem wenn
die Leistungsfähigkeit unverhältnismäßig erhöht werden soll.

Für das Aktorsystem sind zusätzlich Regler im LQ-Verfahren entworfen worden, die
in [121] mit dem hier beschriebenen Polvorgabeverfahren verglichen sind. Es stellte
sich heraus, dass insbesondere die Gewichtung der Stellgröße zu hoher Robustheit
führt, auch weil sich damit die Pole des Regelkreises den stabilisierten Streckenei-
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Bild 4.6: PI-Zustandsregelung: Folgeverhalten Gcl und Sensitivität |S| des EMAc2-5 mit
Prüfling „KFZ-Sitz“ (Messung [–×–], Modell MKS [—] und starr [– ·]) .
Streckenpole: λSys = {−282,7; −122,2; 64,5; −22,0} rad/s .
Regler : k = (300 V/mm; 3000 Vs/m; 3 Vs2

/m; 100 V/A); Px = 50 V/mm; Ix = 7000 V/mm s .
Pole Regelkreis: λcl = {−1083,5; −118,2± j233,5; −91,0; −39,5} rad/s

genwerten annähern. Die Zustandsgewichtung hatte nur geringen positiven Einfluss,
lediglich das Ankerpositionsgewicht verbesserte das Führungsverhalten.

4.2.3 Zustandsrückführung mit Luenberger-Beobachter

Der Einsatz des EMAc2-5 in der Störgeräuschanalyse erfordert absolute Geräusch-
losigkeit und Ruhegüte (vgl. Punkt 4, Abschnitt 4.1.1), d.h. keine unerwünschten
Schwingungen dürfen die Versuche stören. Für die Regelung des EMAc2-5 ist daher
ein Beobachter notwendig, da Strom- und Beschleunigungsmessung nicht die erfor-
derliche Rauschfreiheit haben. Dies äußert sich in hochfrequenten Vibrationen des
Ankers und einem Summen durch nicht ausregelbare induzierte Schwingungen mit
Frequenzen f > 150 Hz. Um die Ruhegüte zu sichern, müssen insbesondere die Signa-
le a und i rauschfrei vorliegen. Diese Elemente des Systemzustands sollen rekonstru-
iert werden und es kommt ein reduzierter Beobachter zum Einsatz, der im Gegensatz
zur vollständigen Variante weniger Zustandsgrößen einregeln muss und somit bessere
Qualität liefern kann. Die Filterwirkung des hier verwendeten Luenberger-Beob-
achters wird letztendlich durch die zum ideal zustandsrückgekoppelten Regelkreis
hinzugefügten Eigenwerte erreicht, die bei entsprechender Platzierung ein Tiefpass-
verhalten ohne Phasenverzug im Durchlassbereich generieren.

Zur Rekonstruktion von Beschleunigung a und Strom i stehen als Messgrößen vom
Anker die Position x und die Geschwindigkeit v als Integral seiner Beschleunigung a
zur Verfügung. Für den Beobachterentwurf reduzierter Ordnung wird nun zwischen
den q messbaren Größen ys = cs · x und den r = n − q zu rekonstruierenden Grö-
ßen r des Zustands x = (x v a i)T = (yTs rT )T unterschieden. Aus dem so
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ẋ = Ax+ bu
ys = csx

Bild 4.7: Prinzip der PI-
Zustandsregelung
mit Beobachter für
den EMAc2-5 Aktor

gegliederten Modellsystem (4.26) erhält man unter Beachtung der Beobachtergrund-
gleichung (4.20) die Zustandsdarstellung (4.27) für die zu schätzenden Größen r̆, in
der die Messvektordifferentiation durch � = r̆ − Lys beseitigt wird. Für die Zu-
standsgleichungen (4.28) des reduzierten Beobachters kann die Polvorgabe wieder
mit der Ackermann-Formel (4.19) erfolgen, wenn die Korrespondenzen A→ AT22,
b → AT12, k → LT und tS → tRB mit tRB als der letzten Spalte der inversen re-
duzierten Beobachtbarkeitsmatrix Q−1

RB = (A12 A12A22 · · · A12A
r−1
22 )−T nach

Kalman beachtet werden.(
ys

r

)•
=
(
A11 A12

A21 A22

)
·
(
ys

r

)
+
(
b1

b2

)
· u (4.26a)

ys =
(

1 0 0 0
0 1 0 0

)
· x (4.26b)

˙̆r = (A22 −LA12) · r̆ + (A21 ys + b2 u) +L · (ẏs −A11 y − b2 u) (4.27)

�̇ = (A22 −LA12) · �+ (b2 −Lb1) · u+ . . .
+ [(A22 −LA12) ·L+A21 −LA11] · ys (4.28a)

r̆ = �+Lys (4.28b)

Die Vorgabe der beiden Beobachtereigenwerte λB1 und λB2 für das Aktorsystem
führt wegen der Struktur von A12 über (4.29) auf die beiden Beobachterparameter
(4.30) aus L =

(
l11 l12
l21 l22

)
, wobei l11 = l21 = 0 sind.

det [sE − (A22−LA12)] =
(
s+ 1
TM

+ dL
mL

+l12

)(
s+ R
L0

)
+ l22

1
TM

kFi
mL

= (s− λB1)(s− λB2) (4.29)

l12 = −
(
λB1 + λB2 + 1

TM
+ dL
mL

+ R
L0

)
(4.30a)

l22 = TM
mL
kFi
·
[
λB1 λB2 + (λB1 + λB2)

R

L0
+
(
R

L0

)2
]

(4.30b)

Die Struktur des benutzten Regelkonzeptes bestehend aus PI-Zustandsregler und Be-
obachter für die grau hinterlegte Strecke aus Aktor mit Prüfling verdeutlicht Bild 4.7.
Üblicherweise werden die Eigenwerte des Beobachters in der s-Ebene etwas weiter
links als die Reglerpole gelegt. Jedoch führen viel schnellere Pole |λB| � |λR| zu
differenzierendem Verhalten und zu kleine Werte gefährden bei instabilen Strecken
die Stabilität durch zu langsame Fehlerminimierung. Hier wurden die Eigenwerte
entsprechend den Störfrequenzen auf λB1 = λB2 = −2π · 100 rad/s festgesetzt.



4.3 Normoptimale und robuste Regelung 115

f (Hz)

|F
FT

(a
)|

(m
/s

2
)

1 100 200 300 400
0,00

0,02

0,04

0,06

0,08

0,10

Bild 4.8: Ruhegüte des EMAc2-5 .
ohne Beobachter : QR = 17,61 .
mit Beobachter : QR = 1,05

Die positive Wirkung des Beobachters bei
der Aktorregelung mit angekoppelten
PKW-Sitz stellt Bild 4.8 anhand der FFT
der Ankerbeschleunigung a dar (Vorgabe:
Mittellage x = 0). Als Maß für die er-
reichte Ruhegüte wird der Wert QR des
Integrals (2.62) über die Beschleunigung
im Frequenzbereich 1 ≤ fB ≤ 500 Hz
definiert. Sind ohne Beobachter deutliche
Schwingungen über 150 Hz wahrnehmbar,
bedeutet QR = 1,05 bei der beobachterge-
stützten Zustandsregelung die quasistati-
sche Positionierung des Ankers in der Mit-
tellage. Es sind keinerlei Geräusche hör-

bar und weder an der Aktorachse noch am Sitz können Vibrationen gefühlt werden.
Mit dieser Ruhegüte ist die gezielte Anregung einzelner Schwingungen sehr gut mög-
lich, ohne dass der Test durch andere gestört wird. Als positiver Nebeneffekt können
die Reglerwerte nun robuster eingestellt werden, da die Mitkopplung der Störungen
in Beschleunigungs- und Strommessung unterbrochen ist. Das Führungsverhalten
entspricht nach dem Separationstheorem genau Bild 4.6.

Zum Vergleich wurde auch ein vollständiger Beobachter nach (4.20) implementiert,
der allerdings nicht die gleiche Ruhegüte erzeugen konnte. Durch die höhere An-
zahl zu schätzender Signale und Einträge in L ist die Parametrierung auf saubere
Beschleunigungs- und Stromwerte nicht so schnell und einfach möglich wie beim
reduzierten Beobachter. Weiterhin liegt die Idee nahe, zur Signalfilterung statt des
Luenberger-Typs das Kalman-Filter einzusetzen, dessen Ursprung in der Glät-
tung stochastisch verrauschter Signale liegt. In [121] sind diesbezüglich Experimente
beschrieben, die bei Nutzung der Kovarianzmatrizen wegen zu langsamer Signale
allerdings keine Stabilisierung des Aktors zuließen. Bei Verwendung optimaler Be-
obachterwerte mit Gewichtsmatrizen im Riccati-Entwurf konnte zwar Stabilität
erreicht werden, aber ohne zufrieden stellende Ruhegüte. Mit diesen Erkenntnissen
ist die Wirksamkeit des Luenberger-Beobachters für den Einsatz als Filter am
Shakersystem EMAc2-5 zusätzlich bestätigt.

4.3 Normoptimale und robuste Regelung

Im industriellen Einsatz sind oft a priori unbekannte Lasten mit den elektroma-
gnetischen Shakern zu testen. Daher soll ein Regler das Aktorsystem für möglichst
viele Anwendungsfälle robust stabilisieren. Die Abhängigkeit des Reglerentwurfs von
Modell und Modellgenauigkeit ist aber eine Schwäche der Zustandsraummethodik.
Hohe theoretisch erreichbare, aber nicht garantierbare Stabilitätsreserven können
durch nichtmodellierte Effekte verschwinden und den Entwurf unbrauchbar wer-
den lassen. Motiviert durch die Grenzen dieser Entwurfsmethodik (vgl. Ende Ab-
schnitt 4.2.2) besteht die Frage nach der Berücksichtigung von Modellfehlern und
Parameterschwankungen in der Aktorregelung und dabei erreichbaren Robustheits-
reserven. Normoptimale Frequenzbereichsverfahren bieten hierfür Formalismen an,
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mit denen sich robuste Stabilität und Regelqualität analysieren lassen. Darauf auf-
bauend eröffnet die Theorie der robusten Regelung die Möglichkeit der Einbeziehung
bekannter und geschätzter Modellunsicherheiten in den Reglerentwurf.

4.3.1 Grundkonzept

In Abschnitt 4.1.3 wurde mit (4.3) die Menge aller den Regelkreis stabilisierenden
Regler angegeben, wobei die Frage nach der systematischen Bestimmung des frei-
en Youla-Parameters Q(s) offen blieb. Mit Hilfe der Optimierung (Minimierung)
spezieller Normen von Regelkreisen kann darauf eine Antwort gegeben werden. Als
Ausgangspunkt dient das Prinzip des Modellabgleichs (Model Matching), in dem
die Abweichung des mit Q parametrierten Regelkreises U ·Q zu einem gewünschten
Modellverhalten T minimal werden soll (4.31).

‖T − UQ‖ = γ → min (4.31)

Für einen realistischen Entwurf sind neben der Optimalität der Lösung für das Fol-
geverhalten zusätzlich Stellgrößen(-beschränkungen), die Empfindlichkeit auf äußere
Störungen, Parameterschwankungen und/oder Modellunsicherheiten zu berücksich-
tigen. Mit der Einbeziehung mehrerer Qualitätsmerkmale in den Reglerentwurf er-
hält man Mehrgrößenstrukturen (MIMO), deren Behandlung im Frequenzbereich
mit normbasierten Methoden sehr gut möglich ist. Die zur Anwendung dieser Me-
thoden wichtigsten Begriffe sind hier zusammengefasst und in Anhang B.3 erklärt.

Normen sind ein Maß für die „Größe“ von Elementen eines Raumes (z.B. der rationa-
len reellwertigen Übertragungsfunktionen) und erfassen ganze Klassen von Signalen
und Systemen. Da ÜbertragungsfunktionenG auch die Leistungs- bzw. Energieüber-
tragung verkörpern, kennzeichnen ihre Normen die Systemverstärkung des Übertra-
gungsgliedes. Für die Regelungstechnik ist insbesondere die Maximum-Norm (4.32)
als Ausdruck der maximalen Energieübertragung im System bedeutsam. Ist die Ener-
gie der Ausgangssignale von G beschränkt (‖y‖2 < ∞), dann ist G stabil und ein
Element des sog. Hardy-Raumes7 H∞. Dieser enthält die Menge aller stabilen pro-
peren Übertragungsfunktionen, die keine Pole (Singularitäten) in Re{s} > 0 haben.
Die H∞-Norm einer Übertragungsfunktionsmatrix G ist zugleich identisch mit der
kleinsten oberen Schranke des Verlaufs ihres größten Singulärwerts σ(jω).

‖G‖∞ = sup
u�=0

‖y‖2
‖u‖2

= sup
ω

[
sup
u�=0

‖G(jω)u‖2
‖u‖2

]
= sup

ω
σ(G(jω)) (4.32)

Singulärwerte bezeichnen bei Mehrgrößensystemen die frequenzabhängigen Rich-
tungsverstärkungen zwischen den verschiedenen Ein- und Ausgängen. Für die prak-
tische Regelungstechnik ist der größte Singulärwert σ = σ1 deswegen wichtig, weil er
die größte Energieverstärkung ein oder mehrerer Eingangssignale auf ein oder meh-
rere Ausgangssignale widerspiegelt. Aufgrund dieser MIMO-Verknüpfungen sind die
reinen Amplitudengänge der Übertragungsfunktionsmatrix-Elemente zur Stabilitäts-
analyse nicht ausreichend, sondern es werden Singulärwertverläufe benutzt.

7 G. H. Hardy (1877-1947): Britischer Mathematiker.
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Mit der H∞-Norm bieten sich nun viele Möglichkeiten, im Frequenzbereich Regler
unter speziellen Randbedingungen zu entwerfen. Die in Abschnitt 4.1.1 formulier-
ten Aspekte der Stabilität, Robustheit und Leistungsfähigkeit können dabei explizit
und in einheitlicher Form in den Entwurf einbezogen werden. Werden mögliche Mo-
dellfehler und Parameterschwankungen direkt als Entwurfsparameter vorgegeben,
dann spricht man von robusten Reglern [46]. Durch Bedingungen an ausgewiesene
Übertragungsfunktionen kann man für den geschlossenen Regelkreis robuste Stabi-
lität und robuste Regelqualität zugleich fordern. Die H∞-Optimierung stellt hierbei
ein Reglerentwurfsverfahren für ganze Streckenklassen im Bereich um ein nominales
Modell dar, das alle Anforderungen systematisch in dem Gütemaß der H∞-Norm
einer standardisierten Regelstrecke zusammenfasst. Allerdings liefert die Minimie-
rung der H∞-Norm der Übertragungsfunktionsmatrix einer generalisierten Strecke
ohne zusätzliche Unsicherheiten noch keinen robusten Regler. Man spricht dann von
einem normoptimalen Regler, der jedoch aufgrund seiner im Allgemeinen dynami-
schen Struktur den statischen Rückführ- und Zustandsreglern überlegen sein kann.

Die Existenz der Maximum-Norm des H∞-Standardproblems sichert die interne Sta-
bilität des Regelkreises. Zur internen Stabilitätsprüfung unter dem Einfluss bekann-
ter oder geschätzter Unsicherheiten dient bei MIMO-Systemen das sog. Small-Gain-
Theorem, basierend auf dem Nyquist-Kriterium (Tabelle 2.4, Seite 42). Sei L(jω)
die propere und stabile Übertragungsfunktion eines offenen Regelkreises8, dann ist
der geschlossene Regelkreis intern stabil, wenn (4.33) gilt. Um das Small-Gain-Theo-
rem über vergleichbare Normen erfüllen zu können, ist eine geeignete Modellskalie-
rung wichtig (Abschnitt 3.12.3).

‖L(jω)‖∞ < 1 ∀ω ∈ IR (4.33)

Der H∞-Reglerentwurf basiert auf Amplitudengängen (SISO) oder Singulärwertver-
läufen (MIMO), die spezielle Systemeigenschaften repräsentieren. Die Formulierung
des Regelsystems als H∞-Standardproblem macht bestimmte Eingangs-Ausgangs-
beziehungen zugänglich, aus denen z.B. Bandbreite, Passband-Regelgüte, Sensitivi-
tätsüberhöhungen oder Robustheit gegenüber Modellierungsfehlern ableitbar sind.
Alle Anforderungen fließen als Gewichtsfunktionen W (s) der externen Ein- und
Ausgänge des H∞-Standardproblems in den Entwurf ein. Bild 4.9a) zeigt das H∞-
Standardproblem zur Bestimmung des Reglers K, dessen verallgemeinerte Strecke
P alle Elemente des Regelkreises und alle Gewichtsfunktionen enthält. Als externe
Eingänge w′ sind Führungs- und Störgrößen üblich, während die externen Ausgänge
z alle Zielgrößen umfassen. Der zu bestimmende verallgemeinerte Regler K bildet
die Rückführung der internen Ausgänge y′ auf die internen Eingänge u. Bei der
Berücksichtigung von Modellunsicherheiten Δ sorgen diese für zusätzliche Eingän-
ge uΔ und Ausgänge yΔ, die das System destabilisieren können (Bild 4.9b). Die
Aufgabe des H∞-Reglerentwurfs ist daher [125]:

• Bestimme einen Regler K, der basierend auf den Informationen y′ ein Stellsi-
gnal u derart erzeugt, dass der Einfluss von w′ auf z minimiert wird.

8 L umfasst für den robusten Reglerentwurf bereits den über den normoptimalen Regler sta-
bilisierten verallgemeinerten Regelkreis und die als stabil vorausgesetzten Unsicherheiten Δ
(siehe Bild 4.9d), bei deren Rückkopplung der Regelkreis dennoch stabil sein soll.
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Bild 4.9: Formulierungen des H∞-Standardproblems in Abhängigkeit der verschiedenen
Ziele bei Reglersynthese und -analyse

Zur Analyse der erreichten Robustheit werden die Systemdarstellungen in Bild 4.9c)
und d) verwendet. Mathematisch kann der verallgemeinerte Regelkreis dann unter
Anwendung der sog. lower linear fractional transformation Fl mit (B.23) durch die
Übertragungsfunktionsmatrix N = Fl(P ,K) (4.34) beschrieben werden.

z = Fl(P ,K) ·w′ =N ·w′ = (
P 11 + P 12K(E − P 22K)−1P 21

) ·w′ (4.34)

Das H∞-Standardproblem erfordert also zunächst einen stabilisierenden Regler K
für den verallgemeinerten RegelkreisN . Die erhaltene Lösung heißt dann suboptimal,
wenn ‖N‖∞ < γ (γ > 0) gilt und optimal, wenn ‖N‖∞ minimal ist. Zum Ermitteln
eines optimalen Reglers (‖N‖∞ → min) sind iterative Verfahren nötig, wobei das
historisch erste auf der eingangs erwähnten Q-Parametrierung basiert. Inzwischen
sind allerdings numerisch robuste und zuverlässige Verfahren auf Grundlage zweier
Riccati-Gleichungen oder linearer Matrixungleichungen (LMI) üblich. Im Rahmen
dieser Arbeit wird zur Analyse und zum Entwurf robuster Regler die Robust Control
Toolbox in der Version 3.1.1 von Matlab R2006b verwendet.

4.3.2 H∞-Regelung

Als Einführung in die Thematik wird ein H∞-optimaler Regler für den EMAc2-5 mit
einer starren Last gesucht. Die gesammelten Erfahrungen und die erkannten Grenzen
fließen dann in den Entwurf eines robusten Reglers für eine relativ unbestimmte Last
ein. Im Regelkreis sollen die gleichen Signale zur Verfügung stehen wie im Zustands-
bereich, d.h. aus dem Zustandsvektor x = (x v a i)T sowie dem Positionsfehler
der Stellachse e = w − x errechnet der Regler K die Stellspannung u. Der normba-
sierte Regler soll mit seiner Dynamik zugleich die Qualität aller Signale auch ohne
Beobachter sicherstellen. Zur Spezifizierung des geregelten Systems werden signifi-
kante Signale mit Gewichtsfunktionen beaufschlagt, so dass sich die generalisierte
Strecke P des H∞-Problems nach Bild 4.10 ergibt. Der entstandene Regelkreis ent-
spricht in seinem Wesen der in Abschnitt 4.2 gezeigten PI-Zustandsregelung, und
tatsächlich stellt sich der Lagefehleranteil als Integrator ein. Die oftmals aus Grün-
den der separaten Beeinflussung von Dämpfung und Folgeverhalten eingesetzte Zwei-
Freiheitsgrad-Regelung (2DOF) überzeugte hier nicht. Insbesondere unterschiedliche
Gleichanteile der Reglerfunktionen für Referenz w und Lage x ließen die stationäre
Genauigkeit vermissen.
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Bild 4.10: Generalisierte Strecke P für den H∞-Reglerentwurf des EMAc2-5

Im Zentrum des gewählten H∞-Standardproblems steht das Streckenmodell G0
(4.22b) mit den Skalierungen De = diag(3·10−3 m 0,1 m/s 50 m/s2 4 A) und Du =
200 V nach Abschnitt 3.12.3. Die auf ihre zulässigen Werte normierten Größen erlau-
ben jetzt die gute Vergleichbarkeit innerhalb der Maximum-Norm. Als gewichtete
Ausgänge z werden die Stellspannung z1 = Wu u, der Regelfehler z2 = We e und
die Lage z3 = Wx x benutzt. Externe Eingangsgrößen sind die Referenz w und ein
Messrauschen n. Für die Gewichtung stehen Hoch- und Tiefpässe mit der Gleich-
verstärkung k0, dem Gewicht k∞ bei hohen Frequenzen, der Durchtrittsfrequenz ωc
und wählbarer Ordnung n nach (4.35) zur Verfügung.

WHP =
(
s+ ωc n

√
k0
)n(

s n
√

1/k∞ + ωc
)n Hochpass (4.35a)

WTP =
(
s n
√
k∞ + ωc

)n(
s+ ωc n

√
1/k0

)n Tiefpass (4.35b)

Anhand der Gewichtsfunktionen soll designierten Übertragungsfunktionen des Re-
gelkreises ein spezielles Verhalten aufgeprägt werden. Wichtig in diesem Zusammen-
hang sind die Sensitivität S (Störübertragungsfunktion) und die komplementäre
Sensitivität T (Führungsverhalten), für die folgende Zielvorgaben gelten:

• T ≈ 1 für Folgeverhalten im Bereich der verfügbaren Bandbreite;
• T � 1 für Rauschunterdrückung außerhalb der verfügbaren Bandbreite;
• S � 1 für Folgeverhalten im Bereich der verfügbaren Bandbreite;
• S � 1 für Störunterdrückung über alle Frequenzen.

Diese Ziele müssen die Beschränkungen der Strecke beachten und konkurrieren we-
gen S + T = 1 (Abschnitt 4.1). Bei der H∞-Optimierung des Eingangs-Ausgangs-
verhaltens von P müssen die Gewichtsfunktionen am Ausgang gerade den inversen
Wunschverläufen entsprechen, damit z.B. ‖WeS‖∞ < 1 wird. Die Eingangsgewichte
dagegen geben genau das erwartete Signalspektrum vor. Alle im Entwurf benutz-
ten Gewichtsfunktionen sind mit ihren physikalisch motivierten Eigenschaften in
Tabelle 4.1 zusammengefasst. Der Tiefpass We zur Störunterdrückung bei niedrigen
Frequenzen liefert eine untere Schranke für die Bandbreite. Zugleich stellt Wx als
obere Schranke den Amplitudenabfall sicher, der das System außerhalb der verfüg-
baren Bandbreite ausreichend dämpft. Außerdem muss ωc(We) < ωc(Wx) gelten,
damit S + T = 1 überhaupt erfüllt werden kann. Die Durchtrittsfrequenz ωc(We)
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Tabelle 4.1: Gewichtsfunktionen des H∞-Entwurfs nach Bild 4.10

Gewicht We Wx Wu Wr Wn

Hauptzweck S = E/W T = X/W U/W & U/N U/W U/N

Charakter TP HP HP TP HP

k0 500 0,5 0,1 1,1 10−4

k∞ 0,5 105 106 0,1 100

fc = ωc/2π (Hz) 5 20 100 150 30

n 1 1 1 1 2

wurde gemäß den Analysen zur erreichbaren Bandbreite in Abschnitt 4.1.4 recht
niedrig gewählt, um die Empfindlichkeit klein zu halten (vgl. Bild 4.2). Neben Wx
unterdrückt auchWu als Stellsignalfilter die Rückkopplung von Rauschsignalen. Mit
Wr gibt man dem Reglerentwurf Informationen über die Vorgabegrößen und kann
somit die Reglerleistung auf diesen Bereich ausrichten. Das Messrauschen ist in [146]
identifiziert und über das Gewicht Wn auf die modellierte Strecke aufgebracht. Die
Verwendung mehrerer Zielgrößen, aber insbesondere von S und T bezeichnet man
als Mixed Sensitivity Entwurf, der nach (B.20) eher konservativ ist. Zu viele externe
Ein- und Ausgangsgrößen sind aber nicht sinnvoll, da die Menge aller Regeleigen-
schaften invariant ist und Verbesserungen einer Eigenschaft zu Verschlechterungen
anderer führen (Wasserbett-Effekt). Wichtige Forderungen gehen bei zu vielen Ziel-
größen in der Norm unter, denn letztendlich wird die Güte des Entwurfs auf das
Maximum des größten Singulärwerts der Übertragungsfunktionsmatrix reduziert.

Mit den Entwurfsparametern konnten schnell stabilisierende Regler erzeugt werden,
die aufgrund der starken Stabilisierbarkeit der Strecke selbst stabil sind. Bei unge-
eigneten Anforderungen können allerdings auch instabile Regler entstehen. Bild 4.11
zeigt die Ergebnisse der Konfiguration nach Tabelle 4.1, die bei der Lösung des Ent-
wurfsproblems für den verallgemeinerten Regelkreis N (K) = Fl(P ,K) über LMI-
Verfahren die optimale H∞-Norm γ = 0,94 ergab. Deren Inverse 1/γ ist auch als
Robustheitsmaß wertbar, so dass niedrigere γ-Werte zu toleranteren Regelkreisen
führen. Eine robustere Auslegung der Gewichte bestätigt diesen Effekt, denn mit
γ < 0,5 erscheinen für den EMAc2-5 immer brauchbare Regler. Bild 4.11 links oben
enthält das gemessene und mit (3.77) modellierte Folgeverhalten T = Gcl sowie die
zugehörige Schranke 1/Wx. Ebenso zeigt das Diagramm darunter bei den Amplituden-
verläufen der Sensitivität keine Verletzung der Schranke 1/We. Die Reglerdynamik in
Bild 4.11 unten rechts weist einen integrierenden Fehleranteil Ke(s) sowie abfallen-
de Verstärkungen ab 400 Hz auf. Dieses Verhalten wird durch Wu erzwungen, so
dass der dynamische Regler die gewünschte Tiefpasswirkung des Beobachters ent-
hält9 [83]. Die hohe Reglerordnung als Summe aus Strecke und Gewichten wurde
reduziert, indem durch Modalzerlegung Pole und Nullstellen größer 500 Hz durch
ihre statischen Verstärkungen ersetzt wurden. Über 500 Hz sind wegen der Tiefpas-
scharakteristik der Strecke ohnehin keine wirksamen Eingriffe mehr möglich.

9 Mit Beobachter wird jede Zustandsregelung auch als dynamischer Regler interpretierbar.
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Bild 4.11: Ergebnisse der H∞-Regelung des EMAc2-5 mit starrer Last mS = 30 kg .
links oben: Folgeverhalten Gcl (Messung [–×–], Modell [—]), Schranke 1/Wx [—] .
links unten: Sensitivität S (Messung [–×–], Modell [—]) und Schranke 1/We [—] .
rechts oben: Modell GΔ [—] und multiplikative Unsicherheit 1/Δm [–×–] .
rechts unten: Dynamischer Regler K (Ke [—], Kx [—], Kv [– ·], Ka [– –], Ki [×])

Obwohl bisher noch nichts über Robustheit im Speziellen gefordert wurde, lässt
sich für den Regelkreis darüber eine Aussage mit Hilfe des Small-Gain-Theorems
(4.33) treffen. Fasst man alle nicht in G0 berücksichtigten Einflüsse als multiplikative
Unsicherheit Δm am Streckeneingang u auf, dann beschreibt (4.36) die tatsächliche
Strecke G∗0 (Bild 4.12 links). Diese ist aus der Messung von G∗cl ermittelbar (4.37)
und ergibt mit dem Modell G0 die Unsicherheit Δm nach (4.38) (Regler skaliert!).

G∗0 = (1 +Δm)G0 (4.36)

G∗0 = G∗cl (1−Ki(s)G∗E)
Ke(s)−G∗cl [Ke(s)−Kx(s)− sKv(s)− s2Ka(s)]

(4.37)

Δm = G
∗
0 −G0

G0
(4.38)

Zur Analyse der robusten Stabilität wird der Unsicherheitskreis nach Bild 4.9d) bzw.
Bild 4.12 bei uΔ aufgetrennt. Da der nominelle Regelkreis Gcl sowie die Unsicherheit
Δm stabil sind, kann nach dem Small-Gain-Theorem und (4.39) keine Unsicherheit
Δm das System destabilisieren, wenn Bedingung (4.40) gilt.

u

uΔ
= 1
Δm

= KiGE −G0 [Ke −Kx − sKv − s2Ka]
1−KiGE +G0 [Ke −Kx − sKv − s2Ka] = GΔ (4.39)

‖ΔmGcl‖∞ < 1 (4.40)
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Bild 4.12: Analyse der robusten Stabilität des H∞-Entwurfs bei multiplikativen Unsi-
cherheiten Δm durch Aufschneiden des Unsicherheitskreises

Aus (4.40) lässt sich die Forderung |Gcl| < 1/Δm ablesen, die für den vorliegenden Ent-
wurf nach Bild 4.11 rechts oben erfüllt ist. Zugleich weist (4.40) auf den Kompromiss
hin, dass eine hohe Bandbreite (Gcl ≈ 1) ein exaktes Modell erfordert (Δm → 0).
Für unsichere Modelle sind dagegen konservative Regler notwendig. Der berechnete
Regler stabilisiert den Aktor aber laut Bild 4.11 rechts oben für die vorhandenen Un-
sicherheiten robust. Alle vereinfachenden Annahmen der Modellbildung in Kapitel 3
können die Systemstabilität nicht gefährden. Als kritische unsichere Parameter ver-
bleiben die unbekannten Lasten, deren Streubreite im folgenden Abschnitt explizit
beim Entwurf eines robusten Reglers berücksichtigt werden soll.

4.3.3 Robuste H∞-Regelung

Ein nominelles Streckenmodell kann güteabhängig zwar nominelle Stabilität (NS)
und nominelle Regelqualität (NQ) gewährleisten, aber das zu regelnde System und
die einwirkenden Störungen sind praktisch nie exakt bekannt. Daher muss die Re-
gelung unempfindlich gegenüber Modellunsicherheiten und Störungen arbeiten, um
auch robuste Stabilität (RS) und robuste Regelqualität (RQ) zu erreichen. Der ro-
buste Reglerentwurf zielt nun auf Stabilitätssicherung des Regelsystems auch beim
prognostizierten worst-case (größtmögliche Unsicherheit) bestehend aus den drei
Schritten Bestimmung der Unsicherheitsmenge, RS-Test und RQ-Test.

Im vorigen Abschnitt wurde gezeigt, dass die elektrischen und magnetischen Mo-
dellunsicherheiten des EMAc2-5 durch die Rückführung toleriert werden und ein
bestimmtes Robustheitsmaß 1/γ durch geschickte Wahl der Gewichtsfunktionen er-
reichbar ist. Allerdings sind die Parameterschwankungen durch stark variierende
Belastungen kritisch. Für den EMAc2-5 soll daher exemplarisch mit dem Prüfling
„Sitz“ aus Abschnitt 3.10.2 bei unsicheren Koppelparametern und wechselnden Test-
personen ein robuster Reglerentwurf durchgeführt werden. Ausgehend vom Starrkör-
permodell des Sitzes mit den nominellen Lastparametern (mL, dL, cL) der Tabelle A.4
werden folgende praktisch sinnvollen Unsicherheitsbereiche (4.41) abgeschätzt.

m∗L = mL +
{

+80 kg
−5 kg d∗L = dL ± 25% c∗L = cL ± 15% (4.41)

Diese Schwankungen sind konservativ in einer unstrukturierten multiplikativen Un-
sicherheit Δm = WiΔ (4.36) am Streckeneingang zusammengefasst (vgl. Bild 4.12
links). Aus den Unsicherheiten ergibt sich eine Menge Π verschiedenster Strecken-
übertragungsfunktionen G∗0, die zum nominellen Modell G0 relativ mit einem Un-
sicherheitsradius li (4.42) analog zu (4.38) abweichen. Zur worst-case Betrachtung
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Bild 4.13: Generalisierte Strecke P für den robusten H∞-Reglerentwurf des EMAc2-5

wird eine alle Fehler umfassende rationale Gewichtsfunktion Wi (4.43) definiert, die
in die verallgemeinerte Strecke P von Bild 4.13 mit der Struktur von Bild 4.9b)
aufgenommen wird.

li(jω) = max
G∗0∈Π

∣∣∣∣G∗0(jω)−G0(jω)
G0(jω)

∣∣∣∣ (4.42)

|Wi(jω)| ≥ li(jω) ∀ω (4.43)

Die Gewichtsfunktion Wi ist in Bild 4.14 rechts unten zusammen mit möglichen
Fehlerfunktionen dargestellt. Tabelle 4.2 umfasst ihre Parameter ebenso wie die der
weiteren Gewichte von P (Bild 4.13). Das Gewicht ki∞ in Wi als Unsicherheit bei
hohen Frequenzen wird über (4.38) mit (4.44) durch die unbekannte Masse mΔ be-
stimmt, die hier als Durchschnittsperson mit mΔ = +80 kg den Sitz belasten könnte.
Bei sinkender Belastung mΔ < 0 wächst ki∞ sehr viel stärker und zugleich steigt die
Instabilitätsmenge des Empfindlichkeitstheorems (4.9) durch einen instabiler wer-
denden mechanischen Pol.

ki∞ ≥
∣∣∣∣ mL
mL +mΔ

− 1
∣∣∣∣ (4.44)

Tabelle 4.2: Gewichtsfunktionen des robusten H∞-Entwurfs nach Bild 4.13

Gewicht We Wx Wu Wr Wi

Hauptzweck S = E/W T = X/W U/W & U/N U/W UΔ/U

Charakter TP HP HP TP HP

k0 1000 0,5 0,9 1,1 0,2

k∞ 0,5 103 103 10−5 0,6

fc = ωc/2π (Hz) 5 10 80 100 20

n 1 1 4 1 1
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Mit dieser Erkenntnis aus (4.44) ist für einen robusten Entwurf nominell die gerings-
te zu erwartende Last anzusetzen und die Robustheit für größere Massen zu fordern.
Die nominelle Koppeldämpfung und Federrate sollten ebenfalls so gering wie mög-
lich angenommen werden, denn jede Erhöhung verringert den Betrag des instabilen
Poles und verbessert daher grundsätzlich das Stabilitätsverhalten.

Zur Analyse des Entwurfs werden die Bedingungen für robuste Stabilität und robuste
Regelgüte herangezogen. Robuste Stabilität lässt sich mit der Streckenformulierung
nach Bild 4.9d) nachweisen, wenn unter den VoraussetzungenM (s) stabil und Δ(s)
stabil das Small-Gain-Theorem in der Form (4.45) für das MΔ-System erfüllt ist
(‖Δ‖∞ ≤ 1). Unter den Voraussetzungen ‖Δ‖∞ ≤ 1 und interner Stabilität vonN =
Fl(P ,K) in Bild 4.9c) lässt sich durch die upper linear fractional transformation
F = Fu(N ,Δ) für z = F w′ auch die robuste Regelqualität mit (4.46) überprüfen.

RS: ‖M‖∞ = γRS < 1 (4.45)
RQ: ‖F ‖∞ = γRQ < 1 (4.46)

Bild 4.14 zeigt im linken Bereich exemplarisch die Ergebnisse für die Konfiguration
aus Tabelle 4.2. Es wurden γRS = 0,89 und γRQ = 2,5 erzielt, d.h. unter der angegebe-
nen SchrankeWi ist robuste Stabilität garantiert. Mit Hinblick auf die nicht erreichte
robuste Regelqualität sei beachtet, dass die VorgabeWe bewusst unerfüllbar gewählt
wurde, um eine höhere Bandbreite des geregelten Systems zu erzwingen. Bild 4.14

f (Hz)

|G
cl

(j
ω

)|,
|1 /
W
x
|(

dB
)

f (Hz)

|S
(j
ω

)|,
|1 /
W
e
|(

dB
)

f (Hz)

|l i
(j
ω

)|,
|W
i|

(d
B

)

f (Hz)

|G
Δ

(j
ω

)|,
|1 /
Δ
m
|(

dB
)

1 2 . . 5 . . ..10 20 . .50. . ..100 150

1 2 . . 5 . . ..10 20 . .50. . ..100 1501 2 . . 5 . . ..10 20 . .50. . ..100 150

1 2 . . 5 . . ..10 20 . .50. . ..100 150
−80

−60

−40

−20

0

20

−50

−40

−30

−20

−10

0

−15

−10

−5

0

5

10

−80

−60

−40

−20

0

20

Bild 4.14: Ergebnisse der robusten H∞-Regelung des EMAc2-5 mit dem Prüfling „Sitz“ .
links: Folgeverhalten Gcl mit Schranke 1/Wx sowie Sensitivität S mit Schranke 1/We .

(Messung [–×–], Schranke [—], MKS-Modell [—], Starrkörper-Modell [– ·]) .
rechts oben: Modell GΔ (MKS [—], SK [– ·]), multiplikative Unsicherheit 1/Δm [– –] .
rechts unten: Perturbierte Modelle li [– –] und Unsicherheitsschranke Wi [—]
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links unten verdeutlicht γRQ = 2,5 > 1, weil Messung und Modell in guter Überein-
stimmung das Wunschverhalten 1/We verletzen. Gleichwohl zeigt das Folgeverhalten
links oben die Einhaltung der Beschränkung 1/Wx. Das geregelte System zeichnet sich
durch perfekte Ruhegüte aus, die der optimale Regler durch die Spannungsschranke
Wu vierter Ordnung erzwingt. Der steile Abfall der Reglerverstärkungen ab 100 Hz
vermeidet dabei alle störenden Vibrationen am schwingungsfähigen Sitzaufbau. Da-
her war auch die in Abschnitt 4.3.2 verwendete Wn-Schranke überflüssig. Die schon
per γRS = 0,89 im Entwurf garantierte robuste Stabilität wird zusätzlich durch die
Bestimmung der tatsächlichen Unsicherheit Δm (4.38) bekräftigt, da deren Inver-
se 1/Δm in Bild 4.14 rechts oben immer über den Modellfunktionen GΔ liegt. Zur
Messung der Unsicherheiten wurden verschiedene Personen auf dem Sitz platziert
und der Luftdruck in den Balgzylindern (vgl. Bild 3.23, S. 86) zwischen 0 . . . 4 bar
variiert, d.h. Koppelsteifigkeit und Dämpfung somit drastisch verändert.

Abhängig von der Wahl der Gewichtsfunktionen können im H∞-Entwurf verschie-
dene Ziele für den Regelkreis vorteilhaft verfolgt werden. Diese Methodik ermög-
licht Regler, die anschaulich nicht mehr ermittelbar sind, birgt zugleich aber auch
Nachteile. Die Wahl der Gewichte bedarf einiger Erfahrung, denn grundlegende
Aspekte der verfügbaren und erreichbaren Bandbreite müssen beachtet werden. Au-
ßerdem obliegt die Regelkreisstruktur (1DOF, 2DOF, etc.) und die Auswahl der
Rückführgrößen ebenfalls dem Anwender. Für den Entwurf werden alle formulierten
Ziele inklusive Unsicherheiten in einer Normzahl zusammengefasst, wobei übermä-
ßig viele Vorgaben den Entwurf scheitern lassen können. Es muss abgeschätzt wer-
den, welche Anforderungen für den Regelkreis unbedingt erfüllt sein müssen, und
nur mit diesen sollte der Entwurf beginnen. Erhält man sehr kleine Normen, z.B.
max{γRS, γRQ} < 0,5, dann lassen sich zusätzliche Forderungen berücksichtigen. Im
vorliegenden Fall erlaubte die Unsicherheit Wi kaum noch Regelqualität, da sich die
verfügbare invariante Regelenergie auf Stabilität, Robustheit und Regelqualität auf-
teilen muss. Andererseits waren Streckenunsicherheiten ≥ 100 % (max{k0, k∞} ≥ 1
bzw. 0 dB) nicht mehr robust stabilisierbar. Die im Aktor-Sitz-System tatsächlich
vorhandenen, über (4.37) und (4.38) gemessenen Unsicherheiten Δm waren zum Teil
auch größer als die SchrankeWi über allen perturbierten Modellen, dennoch beweist
das Small-Gain-Theorem in Bild 4.14 rechts oben die Robustheit des Reglers. Die
unstrukturierten Unsicherheiten stellen also eine sehr konservative Auslegung dar,
in der die Robustheitsforderung die zu minimierende H∞-Norm dominiert und ins-
besondere bei instabilen Systemen weitere Ziele untergeordnet sind. So haben die
GewichteWn undWx kaum Einfluss im Entwurf, daWu und die Strecke selbst genug
Amplitudenabfall zur Störkompensation aufweisen. Weil aber Unsicherheiten im Re-
gelkreis und der Nachweis spezieller Güteanforderungen methodisch berücksichtigt
sind, wird die robuste Regelung oft zur Störungsunterdrückung eingesetzt.

4.4 Vorsteuerung zur Bandbreitenerhöhung

Für den Einsatz als Qualitätssicherungs-Shaker erfüllt der entwickelte EMAc2-5 be-
reits die Anforderungen nach Stellkraft, Stellweg, robuster Stabilität und Ruhegüte.
Im Betrieb müssen Anregungsfrequenzen fB ≥ 100 Hz erreicht werden, aber nach
Abschnitt 4.1.4 können Rückführregelungen keine höhere Dynamik als circa 30 Hz
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erreichen. Dies liegt in der Instabilität der Regelstrecke sowie der begrenzten Modell-
und Messgenauigkeit begründet. Daher werden zur Bandbreitenerhöhung Steuerun-
gen eingesetzt, deren Stellsignale die Regelgröße auf die gewünschte Dynamik treiben
(vgl. Tabelle 2.3). Die Reproduzierbarkeit der Aktorbewegungen, d.h. die Nachfahr-
güte der Regelgröße bezüglich des Referenzsignals ist dabei entscheidend, da für die
Service Load Simulation die Prüflinge zwar zufälligen, aber repräsentativen Testsig-
nalen unterworfen werden (Abschnitt 3.1). Die Wiederholbarkeit der Belastungen
im Labor verdeutlicht die Effektivität von Fehlerbehebungsmaßnahmen und macht
Produktoptimierungen dokumentierbar. Diese auch als Time Waveform Replication
(TWR) bezeichnete Testmethodik verwendet häufig inverse streckenbasierte Steue-
rungen, die iterativ verbessert werden. Allerdings gibt es inzwischen Ansätze, die
iterative Steuerungsparametrierung um Regelschleifen zu ergänzen und somit die
auftretenden Abweichungen schneller nachzuführen [19]. Für die Zielstellung dieser
Arbeit soll die Sicherung der Nachfahrgüte allein mit Steuerungen erfolgen, während
die vorgestellten Rückführregelungen die Stabilität wahren.

4.4.1 Grundkonzept

Die Basis für den Einsatz einer Steuerung bilden die stabilisierenden Reglerkonzepte
der vorangegangenen Abschnitte, d.h. die PI-Zustandsregelung und die robuste H∞-
Struktur. Da letztere als dynamischer Zustandsregler mit überlagertem I-Lageregler
interpretierbar ist, wird das Steuerungskonzept anhand des Zustandsreglers erläu-
tert. Ziel der Steuerung ist die Reproduktion gegebener Beschleunigungstrajektorien
an der Stellachse des EMAc2-5 oder an definierten Punkten des Prüflings selbst. Im
Folgenden ist somit jede Referenz w eine physikalische Beschleunigung a (m/s2), doch
die Lageregelung bleibt zur Überwachung der begrenzten Stellwege aktiv.

Bild 4.15 zeigt zwei Varianten zur Steuerung des PI-zustandsgeregelten Systems. Im
linken Teil wird in der Reglerstruktur von Bild 4.3 das Referenzsignal wr durch ein
serielles Vorfilter Vs verarbeitet, welches dann eine Stellreferenz ws für den schon ge-
schlossenen Regelkreis Gcl (4.23) erzeugt. Die rechte Bildseite zeigt die Steuerung des
Zustandssystems Gzr durch einen Steuerblock Vp, der somit parallel zum PI-Lagereg-
ler eine Steuerspannung us generiert. Das zu steuernde System ist in beiden Fällen
grau hinterlegt. Da die Blöcke Vs und Vp der Regelung vorgelagert sind und die Refe-
renzsignale verändern, spricht man auch von Vorfiltern bzw. einer Vorsteuerung. Zur
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Bild 4.15: Filteranordnungen zur Vorwärtslinearisierung der Aktordynamik
links: Vs seriell; rechts: Vp parallel; online: Durchlauffilter V ; offline: Steuerquelle V
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Bestimmung der Vorfilter-Übertragungsfunktion V (s) kommt das Konzept der Vor-
wärts-Linearisierung (Feedforward-Linearisation) zum Einsatz, deren Ziel die Iden-
tität (4.47) von Regelgröße y und Referenz wr ist. Mit den Strukturen in Bild 4.15
wird ersichtlich, dass das jeweilige Vorfilter der inversen Steuerstrecke (grau) ent-
sprechen muss, um die bandbreitenbegrenzenden Pole der Strecke durch Nullstellen
des Vorfilters auszulöschen. Da die meisten Regelsysteme Tiefpasscharakter haben
und/oder nicht-minimalphasig sein können, würden sich bei Inversion aber instabile,
nicht-kausale, differenzierende Vorfilter ergeben. Daher müssen die invertierten Stre-
ckenmodelle über zusätzliche Korrekturfilter GF praktisch implementierbar gemacht
werden. Die Gleichungen (4.48) und (4.49) enthalten die Modellierungsvorschriften
der beiden gezeigten Vorsteuervarianten, um bis zu einer Grenzfrequenz fG ein Ein-
heitsübertragungsverhalten Gr zu erzielen.

y
!= wr → Gr(f) = Y

Wr
= 1 ∀ f < fG (4.47)

Vs = G−1
cl GF (4.48)

Vp = G−1
zr GF (4.49)

Diese Vorfilter können nun streckenmodell-basiert parametriert oder messtechnisch
identifiziert werden. Im industriellen Einsatz unterliegen die Magnetaktoren ständig
wechselnden Lasten, die zum einen nicht bekannt sind und falls doch, unmöglich in
der gewünschten Genauigkeit modelliert werden können. Aus diesem Grund kommt
für diese Arbeit die messtechnische Identifikation zur Anwendung, da diese alle Ei-
genformen der Steuerstrecke beinhaltet. Es werden also nicht-parametrische lineare
Modelle für die zum Teil auch nichtlinearen Strecken bestimmt. Die Identifikati-
on der Frequenzgänge zwischen den Steuergrößen (ws, us) und Zielgrößen y erfor-
dert Anregungssignale, die alle wesentlichen Eigenvorgänge des Systems erreichen
müssen. Die Anregung sollte im Frequenzbereich deterministisch sein und auf dem
späteren Arbeitsniveau erfolgen, um das Systemverhalten anwendungsgemäß mes-
sen zu können. Bei linearen Prüflingen führt dies unmittelbar zum Vorfilter, aber
nichtlineare Strecken verändern ihren Arbeitspunkt mit der Anregung und benö-
tigen daher mehrere Iterationen zur Bestimmung von Gcl bzw. Gzr. Die iterative
Bestimmung der Signale für die Zeitdatenreplikation ist dann ein Spezialfall des Ite-
rative Learning Control (ILC) [19]. Je weiter man dabei vom Arbeitspunkt entfernt
ist, desto mehr Iterationen sind nötig, aber das Erzwingen der Konvergenz über zu
starke Steuersignale kann den Prüfling schädigen oder gar zerstören. Dieser Aspekt
gewinnt bei MIMO-Anlagen an Fahrzeugen noch mehr Bedeutung, denn dort sol-
len unkorrelierte Anregungen die Übertragungswege sichtbar machen, aber zugleich
energetisch auf Anwendungsniveau sein (vgl. Abschnitt 5.2). Dies kann zu untypi-
schen und gefährdenden Belastungen der Fahrzeuge führen und erfordert wie bei
der Aktorregelung den Kompromiss aus Robustheit und Leistungsfähigkeit. Bevor-
zugte Identifikationsanregungen im Automobilsektor sind farbige Rauschsignale im
Frequenzband 5 . . . 100 Hz bei 20 . . . 40 dB/dec Amplitudenabfall (rosa 1/f, braun 1/f2),
der Gleitsinus (2.63) oder das Referenzsignal selbst (Abschnitt 2.6.5).

Beide Strukturen in Bild 4.15 sind prinzipiell gleich leistungsfähig, dennoch erhöht
der zu Vp parallele PI-Regler die Robustheit der Nachfahrgüte gegenüber eventuellen
Vorfilterabweichungen. In dieser Arbeit werden Ergebnisse mit dem seriellen Vorfil-
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ter präsentiert, weil hier der unterlagerte PI-Regler prinzipielles Führungsverhalten
sichert und das Vorfilter weniger aggressiv steuern muss. Diese Vorsteuerung zeigte
sich in den Experimenten mit dem PI-zustandsgeregelten Aktor gutmütiger als es
beim normoptimal geregelten System der Fall war. Dort unterdrückt der dynami-
sche Regler hohe Stellspannungen kategorisch und erfordert damit eine sehr große
(ungenaue) Vorsteuerung im höheren Frequenzbereich. Die Möglichkeiten der Band-
breitenerhöhung durch eine Vorsteuerung sind zugleich durch die zulässige Spannung
des Leistungsverstärkers umax = 209 V beschränkt.

Für die Implementierung des Vorfilters deutet Bild 4.15 zwei Möglichkeiten an. Die
online-Variante benutzt ein digitales Filter mit einer Übertragungsfunktion (4.48)
oder (4.49), das zur Signallaufzeit die Referenz wr verändert. In der offline-Struktur
wird das Steuersignal vor der eigentlichen Schwingungsanregung aus dem Referenz-
signal mit den Daten der Übertragungsfunktion berechnet. Der modifizierte Steu-
erdatensatz wird der Regelkarte komplett vor Beginn der Prüfung zur Verfügung
gestellt. Beide Varianten werden im Folgenden näher diskutiert.

4.4.2 Online Methode: Digitale Filter

Zur Echtzeitverarbeitung der Referenzgröße mit einem digitalen Filter ist aus Sta-
bilitätsgründen ein sog. Transversalfilter mit endlicher Impulsantwort (FIR: finite
impulse response) die bevorzugte Wahl. Die diskrete Übertragungsfunktion V (z) des
FIR-Filters enthält wegen (4.50) genau die einzelnen Filterkoeffizienten βi, so dass
aus der Kenntnis des Frequenzganges die Filterkoeffizienten komfortabel über die
inverse schnelle Fourier-Transformation (IFFT) zu berechnen sind.

V (z) =
N∑
i=0

βi z
−i (4.50)

Wegen der nicht-rekursiven Filterstruktur und daher endlichen Impulsantwort ist die
Stabilität des Filters garantiert. Die Impulsantwort der Länge N + 1 liefert genau
die Filterkoeffizienten und deren z-Transformation schließlich wieder die Übertra-
gungsfunktion V (z). Bei der Filterdimensionierung sind Ordnung N und Abtastrate
Ts = 1/fs die zentralen Parameter und bestimmen beim linearphasigen FIR-Filter
die konstante Zeitverzögerung τ = N/2 · Ts aller durchlaufenden Signale. Zugleich
bestimmt die Abtastfrequenz fs über das Nyquist-Theorem die maximale Filter-
wirkfrequenz fN = fs/2, bis zu der die Signale beeinflusst werden können. Schließlich
gibt das Verhältnis δf = fS/(N+1) die Frequenzauflösung δf des Filters an.

Für die Bestimmung der Filterkoeffizienten stehen zwei Wege auf der Basis der
Frequenzabtastung (frequency sampling) zur Verfügung. Beiden gemein ist die In-
vertierung des identifizierten Frequenzgang Gcl(jω) = Y/Ws und das Abschwächen
bzw. Löschen niederer (Hochpassfilter) und höherer Frequenzanteile (Rauschunter-
drückung), um das ideal gewünschte Korrekturmaß festzulegen. Zudem sollten die
erhaltenen Koeffizienten immer eine Fensterung erhalten, um den Gibbs-Effekt10 zu

10 Nach Josiah W. Gibbs (1839-1903): US-amerikanischer Physiker.
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verringern. Der erste Weg zum Filterdesign nutzt die in Gcl enthaltenen Amplituden-
und Phasenanteile zur Bestimmung symmetrischer komplexer Fourierkoeffizienten
bezüglich der Frequenzachse, aus denen sich über die IFFT reellwertige Filterko-
effizienten errechnen. In den Experimenten ergab sich eine perfekte Korrektur der
Regelgröße in Amplitude und Phasenlage an den diskreten Frequenz-Abtastpunk-
ten. Da die Filter aber durch die Phaseninvertierung unsymmetrische Koeffizienten
haben, ist die Korrektur bei Zwischenfrequenzen nicht möglich. Diese Art der Filter
wurde daher nur zur Korrektur monofrequenter harmonischer Anregungen benutzt.
Der zweite Weg gibt dem Filter nur die identifizierte und invertierte Amplitude, aber
einen linearen Phasengang (4.51), d.h. symmetrische Filterkoeffizienten vor.

∠V (f) = −2πτ f = −π N f
fs

(4.51)

Mit (4.51) erhält man FIR-Filter, die bei gerader Ordnung mit symmetrischen Koef-
fizienten den gewünschten Amplitudengang auch zwischen den Frequenzstützstellen
sehr gut nachbilden. Damit werden die Leistungsdichtespektren zwar reproduziert,
aber die Antwortsignale sind durch den linearen Phasengang deutlich von der zeitli-
chen Referenz verschieden. Ein Ansatz zum Phasenausgleich sind Allpassfilter, deren
Entwurf allerdings stabilitätskritisch ist. Nachteilig an den FIR-Filtern ist die hohe
Ordnung zur Approximation der Amplituden und die damit verbrauchte Rechen-
leistung auf der Regelkarte. Die Alternative zu den digitalen online-Vorfiltern sind
daher bereits offline vorgefilterte Stellsignale für die zu steuernde Strecke.

4.4.3 Offline Methode: Signaladaption

Die offline Berechnung der Stellsignale zur Referenzdatenreplikation hat den Vorteil,
dass das Referenzsignal auch nicht-kausal und ohne Phasenverzug gefiltert werden
kann. Ebenso sind ideale Bandpässe oder Notch-Filter11 sehr gut realisierbar sowie
nicht-minimalphasige Strecken und Totzeiten beherrschbar. Ein Nachteil des Verfah-
rens besteht im zeitintensiven Aufwand bei nichtlinearen Strecken. Das komplette
Referenzsignal muss mehrmals durchlaufen werden, um eine gültige Identifikation zu
erhalten, die wiederum das komplette Referenzsignal verändert. Bei online-Metho-
den sind dafür auch spezielle Adaptionsalgorithmen denkbar. Ein weiterer Nachteil
aller nicht-adaptiven Verfahren mit linearen Modellen ist der bleibende Nachfahr-
fehler bei zusammengesetzten Referenzsignalen, d.h. einem Mix aus Sinus, Rechteck,
Rauschen usw., deren verschiedene Inhalte oft zu verschiedenen Übertragungsfunk-
tionen führen. Dennoch ist die offline-Methodik aktueller Stand der Technik, mit
der in den durchgeführten Experimenten sehr gute Ergebnisse erzielt wurden.

Zur Bestimmung der Steuersignals ws aus dem Referenzsignal wr wird wie beim
FIR-Filterentwurf zuerst das Übertragungsverhalten Gcl(jω) = Y/Ws messtechnisch
an diskreten Frequenzpunkten fi ermittelt (frequency sampling). Erfahrungsgemäß
ist für eine gute Approximation eine Messfrequenz fM = 500 Hz ausreichend. Die
Signalkorrektur erfolgt meist bis etwa 100 Hz, weil darüber in den von Fahrzeugher-
stellern genutzten Datensätzen praktisch keine Beschleunigungen mehr enthalten

11 auch: Kerbfilter, Frequenz-Sperrfilter bzw. Frequenzfalle
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Bild 4.16: Folgeverhalten Gr des EMAc2-5 mit Prüfling „KFZ-Sitz“ bei offline-Vorsteue-
rung Vs = G−1

cl (fG = 120 Hz) [—] sowie ohne Vorsteuerung: Vs = 1 [– –]

sind. Zur Berechnung des Frequenzgangs über Kreuz- und Autoleistungsspektrum12

genügt dann die 512 Punkte-FFT mit der Frequenzauflösung von circa 1 Hz für
eine hinreichende Genauigkeit der Streckenabbildung. Nach der Löschung von uner-
wünschten Frequenzanteilen (5 ≥ f ≥ 100 . . . 120 Hz) ergeben sich aus dem invertier-
ten Frequenzgang die komplexen Fourier-Koeffizienten (symmetrische Anordnung).
Die Multiplikation der FFT des Referenzsignals wr mit der Identifikations-FFT lie-
fert schließlich nach Rücktransformation das exakt gefilterte Steuersignal ws.

Bild 4.16 demonstriert die Wirkung der Vorsteuerung für den EMAc2-5 mit dem Au-
tositz (Bild 3.23) als Prüfling. Die graue Linie zeigt das per PI-Zustandsregelung er-
reichte Folgeverhalten Gcl (vgl. Bild 4.6) mit einer Führungsbandbreite fBT ≈ 10 Hz.
Die Vorsteuerung nach der offline-Methode führt zu einer perfekten Nachfahrgüte ei-
nes typischen Anregungsprofils (vgl. Abschnitt 5.1) in Amplitude und Phase bis zur
Reproduktionsgrenze fG = 120 Hz. Zugleich sind Stabilität und Ruhegüte über das
unterlagerte Regelkonzept mit Beobachter gesichert. Die verfügbare Spannung wur-
de im dargestellten Fall nur zu 25% ausgenutzt, allerdings lag hier ein vergleichsweise
leichter Prüfling vor (mL = 56 kg, vgl. KFZ-Anregung in Abschnitt 5.2). Als weiterer
Nachweis der Reproduktionsgüte dient mit (2.59) das RMS-Verhältnis (4.52) zwi-
schen Regelgröße y und Referenz wr. In Bild 4.16 wurde der „Wirkungsgrad“ ηTWR
von 25% (ohne VST) auf 104% (mit VST) gesteigert und damit ein Energieeintrag
innerhalb der tolerierten 10% Abweichung gesichert. Mit der hier dargestellten Me-
thodik sind somit hohe Nachfahrgüten in flexibler Art und Weise realisierbar, wie
sie den industriellen Anforderungen mit wechselnden Prüflingen entsprechen.

ηTWR = ‖y‖2‖wr‖2
(gleich lange Datensätze wr und y) (4.52)

12 Alle in dieser Arbeit dargestellten Frequenzgänge sind mit G = Y/X = Sxy/Sxx berechnet
(Eingangssignal meist störungsfreier).
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4.5 Flachheitsbasierte Regelung

Zur Sicherstellung der geforderten Anregungsqualität in den Schwingungstests sind
bisher die stabilisierende Rückführstruktur und die überlagerte Vorsteuerung separat
behandelt worden. Es stellt sich die Frage, ob eine simultane Betrachtung von Steue-
rung und Regelung nicht auch positiv für das Regelergebnis sein könnte. Als Antwort
darauf kann beim vorliegenden Aktorsystem das Konzept der flachheitsbasierten
Folgeregelung angewendet werden. Grundlage des Prinzips ist die in Abschnitt 4.1.2
nachgewiesene vollständige Steuerbarkeit des Systemmodells (3.77). Über einen sog.
flachen Ausgang lässt sich dann mit einer modellbasierten Vorsteuerung die Stellan-
kerbewegung vorgeben und der auftretende Steuerfehler durch eine stabilisierende
Rückführregelung beherrschen. Die guten Regelergebnisse für den hinreichend genau
modellierten, nichtlinearen EMAc2-5 zeigt der folgende Abschnitt.

4.5.1 Grundkonzept

Neben den linearen Systemen sind die flachen wohl am einfachsten zu handha-
ben [114]. Die charakteristische Eigenschaft der Flachheit bedeutet, dass der Zu-
stand eines Systems durch die Trajektorien eines sog. flachen Ausgangs eindeutig
festgelegt ist. Flachheitsbasierte Entwurfsmethoden hängen naturgemäß eng mit mo-
dellbasierten Steuerungen auf Basis eines invertierten Systemmodells zusammen. Die
Verknüpfung von Steuerung und Regelung hat nun den großen Vorteil, dass die Zu-
stände durch die Steuerung bereits auf ihre Solltrajektorien gebracht werden und die
Regelung „nur“ noch Abweichungen von dieser Solltrajektorie regulieren muss. Dage-
gen wäre eine reine Regelung für Trajektorienführung und -fehler zugleich zuständig.

Für nichtlineare Systeme ergibt sich der Flachheitsbegriff aus der geometrischen Deu-
tung der zu Grunde liegenden Differentialgleichungen (DGLs), denn flache nichtli-
neare Systeme lassen sich in geeigneten Koordinaten wie lineare Systeme in linearen
Räumen darstellen. Die neuen Koordinaten stehen mit den Originalkoordinaten in
einem eineindeutigen Zusammenhang und beschreiben alle Systemgrößen, d.h. Zu-
stände und Eingänge durch ihren Verlauf und einer endlichen Zahl an Zeitableitun-
gen vollständig [112]. Je nach implementierter Struktur sind diese nichtlinearen Ko-
ordinatentransformationen als dynamische Rückführungen bzw. exakte Feedback-Li-
nearisierungen interpretierbar, da flache Systeme exakt zustandslinearisierbar sind13.
Auf Grundlage der Flachheit lassen sich nun in direkter Weise spezielle Methoden
zur Systemanalyse und zum Reglerentwurf herleiten [113]. Entstehende Folgefehler
weisen eine lineare Dynamik auf und sind sehr einfach mit linearen Reglern sta-
bilisierbar. Auch lineare Strecken können flach sein und mit denselben Methoden
behandelt werden. Dabei ist insbesondere die Feedforward-Linearisierung von In-
teresse, die ebenfalls eine lineare Fehlerdynamik ergibt. Zahlreiche Varianten der
flachheitsbasierten Steuerung und Regelung sind bereits in vielen Anwendungen er-
folgreich eingesetzt worden, z.B. bei Magnetlagern [79,115], hydraulischen Anlagen,
piezoelektrischen Systemen [72] oder bei der elektrischen Antriebsregelung [97].

13 Dabei sind Flachheit und Zustandslinearisierbarkeit nicht zu verwechseln, da flach eine sys-
temimmanente Eigenschaft ist und damit unabhängig von der Wahl einer Zustandsdarstel-
lung [145].
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Ein allgemeines System in Zustandsform (2.43) mit den Zuständen x ∈ IRn×1, den
Eingängen u ∈ IRp×1, und den Ausgängen y ∈ IRq×1 heißt differentiell flach, wenn es
p fiktive Ausgänge ν = (ν1 ν2 . . . νp) gibt, die folgende Bedingungen erfüllen:

(i) Die Komponenten νi (i = 1, . . . ,p) des Ausgangs ν lassen sich als Funktionen
der Systemzustände xi (i = 1, . . . ,n), der Eingänge ui (i = 1, . . . ,p) und ei-
ner endlichen Anzahl von Zeitableitungen der Eingänge u(κ)

i (κ = 1, . . . ,αi)
ausdrücken, d.h.

ν = φ
(
x,u, u̇, . . . ,u(α)) . (4.53)

(ii) Die Zustände xi (i = 1, . . . ,n) und die Eingänge ui (i = 1, . . . ,p) lassen sich als
Funktionen der fiktiven Ausgänge νi und einer endlichen Anzahl ihrer Zeitab-
leitungen ν(κ)

i (κ = 1, . . . ,βi + 1) ausdrücken, d.h.

x = ψ1
(
ν, ν̇, . . . ,ν(β)) (4.54a)

u = ψ2
(
ν, ν̇, . . . ,ν(β+1)) . (4.54b)

(iii) Die Komponenten νi (i = 1, . . . ,p) des fiktiven Ausgangs ν sind differentiell
unabhängig, d.h. sie erfüllen keine DGL der Form

ϕ
(
ν, ν̇, . . . ,ν(γ)) = 0. (4.55)

Ist Bedingung (ii) erfüllt, dann ist Bedingung (iii) äquivalent zu dimν = dimu.
Wenn die fiktiven Ausgänge νi (i = 1, . . . ,p) die Bedingungen (i)-(iii) erfüllen, so
heißen sie flache oder linearisierende Ausgänge. Es existiert allerdings keine notwen-
dige und zugleich hinreichende Bedingung für die Flachheit, d.h. die Bestimmung
möglicher flacher Ausgänge beruht auf Überprüfung obiger drei Forderungen. Mit
heuristischen Überlegungen lässt sich die Suche nach einem Kandidaten für einen
flachen Ausgang aber vereinfachen. Ein Kandidat scheint erfolgsversprechend, wenn
er mit seinen Zeitableitungen „möglichst viel Information“ über das System bein-
haltet. Je höher dabei die Ordnung der Zeitableitungen der Komponenten νi ist, die
erstmals von den Eingangsgrößen abhängen, desto geeigneter ist der Kandidat [112].
In diesem Sinne ist ein fiktiver Ausgang sehr wahrscheinlich flach, dessen höchste
Ableitung (β + 1) der Systemordnung n entspricht und zugleich die Eingangsgrö-
ßen beinhaltet. Da er dann die größtmögliche Entfernung vom Eingang u hat, folgt
umgekehrt, dass über diesen Eingang auch der Ausgang steuerbar ist. Analog dazu
sind alle nicht steuerbaren Systeme auch nicht flach. Nur bei linearen Systemen sind
Steuerbarkeit und Flachheit äquivalent, wie durch Koordinatentransformation auf
Regelungsnormalform gezeigt werden kann. Flache Systeme haben allerdings keinen
eindeutigen flachen Ausgang ν, sondern meist mehrere ineinander verrechenbare
Kandidaten. Von allen flachen Ausgängen ist derjenige mit hoher physikalischer Re-
levanz die bevorzugte Wahl. Da der flache Ausgang und eine endliche Anzahl seiner
Zeitableitungen wegen (4.54a) die Systemdynamik festlegen, spricht man auch von
einer endlichen Parametrierung des Systems durch den flachen Ausgang.

Mit (4.54b) lässt sich aus vorgegebenen Trajektorien für den flachen Ausgang das
Steuersignal für eine exakte Feedforward-Linearisierung berechnen. Die gewünschten
Ausgangstrajektorien νd(t) konstruiert man sich aus den Referenzbahnen w(t) und
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errechnet sich dann einen Steuerverlauf ud(t), der die Zustände auf den vorgeschrie-
benen Bahnen xd(t) hält (4.56) [85]. Alle durch exakte Linearisierung erhaltenen,
vollständig steuerbaren Systeme lassen sich zudem mit einem zum flachen Ausgang
gehörenden Zustand ξ (4.57) über (4.58) in der sog. Brunovský-Form14 angeben,
die im linearen SISO-Fall der Regelungsnormalform entspricht. Diese kompakte Sys-
tembeschreibung in einer DGL ermöglicht dann im linearen Fehlersystem die schnelle
Bestimmung der Rückführreglerwerte durch Polvorgabe.

xd = ψ1

(
νd, ν̇d, . . . ,ν

(n−1)
d

)
(4.56a)

ud = ψ2

(
νd, ν̇d, . . . ,ν

(n)
d

)
(4.56b)

ξi =
(
νi ν̇i . . . ν

(n−1)
i

)T
=
(
ξi,1 ξi,2 . . . ξi,n

)T
(4.57)

ξ = χ(x) → χ = ψ−1
1 (4.58)

An die Vorgabetrajektorien νd(t) sind im Wesentlichen zwei Bedingungen geknüpft.
Sie dürfen zum einen die Stellgrößenbegrenzungen nicht verletzen15 und müssen
zum zweiten hinreichend oft stetig differenzierbar sein. Dabei reicht für Systeme der
Ordnung n die n-fache Differenzierbarkeit aus. Mit diesem Rahmen soll im folgenden
Abschnitt dem vorliegenden Aktorsystem die Stellbewegung zu großen Teilen durch
ein modellbasiertes Steuersignal vorgegeben werden und der verbleibende Fehler per
Rückführung stabilisiert werden.

4.5.2 Flachheitsbasierte Steuerung mit Folgeregelung

Für das linear modellierte, steuerbare Aktorsystem dient die flachheitsbasierte Vor-
steuerung zur Feedforward-Linearisierung. Sie benötigt nicht die Rückführung al-
ler Systemzustände und eröffnet bei hinreichender Modellgenauigkeit (verfügbare
Bandbreite) zugleich eine recht gute Kompensation der dynamikbegrenzenden Stre-
ckenpole. Zuerst muss jedoch ein flacher Ausgang gefunden werden, der aufgrund
der Steuerbarkeit des linearen Modells (3.77) vorhanden sein muss. Entsprechend
Abschnitt 4.5.1 sollten flache Ausgänge möglichst weit vom Eingang entfernt sein,
um viel Information über das System zu beinhalten. Im Falle des Aktorsystems
stellt nun die Ankerposition x einen solchen flachen Ausgang dar, wie anhand der
Bedingungen (i)-(iii) von Seite 132 nachgewiesen wird. Da es im System nur eine
Stellgröße gibt, hat der flache Ausgang ν = x die Dimension Eins.

Es ist notwendig, dass sich alle Systemgrößen als Funktion des flachen Ausgangs und
seiner Ableitungen anschreiben lassen. Mit Hinblick auf die spätere Regelung wird
bereits für den Flachheitsnachweis das Modell (3.77) in Regelungsnormalform mit
dem Brunovský-Zustand ξ = (x ẋ ẍ ...

x )T = (x v a j)T transformiert16.
Die Anwendung der Transformationsmatrix T ji (4.59) auf (3.77) liefert dann das
Modell in Brunovský-Form (4.60).

14 Pavol Brunovský (1934-): Österreichisch-slowakischer Mathematiker.
15 Stellgrößenbeschränkungen könnten durch spezielle stetige, nichtlineare Funktionen geeignet

modelliert werden und in den flachheitsbasierten Entwurf einfließen.
16 Symbol j = ...

x : Änderung der Beschleunigung = Ruck, engl. jerk.
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Die Bedingung (i) für Flachheit ist erfüllt, da die Ankerposition selbst ein Teil des
Zustandsvektors ist. Wegen der Brunovský-Form (4.60) ist auch der erste Teil
(4.54a) der zweiten Bedingung befriedigt, während sich die Eingangsgröße u mit
(4.61) in Abhängigkeit des flachen Ausgangs ν = x und seiner Ableitungen aus der
vierten Zeile von (4.60a) ergibt. Gleichung (4.61) widerlegt außerdem die differenti-
elle Abhängigkeit von ν und seiner Ableitungen in Einklang mit Bedingung (iii).

u = 1
su

(x(4) + s3
...
x + s2 ẍ+ s1 ẋ+ s0 x) (4.61)

Die gerade bestätigte Eigenschaft der Flachheit ermöglicht nun die Feedforward-
Linearisierung des Aktorsystem, um vorgegebene Beschleunigungen ẍd = wa zu re-
produzieren. Aus dem Referenzsignal wa folgt der gewünschte Trajektorienverlauf
χd = (xd ẋd ẍd

...
x d x

(4)
d )T des gesamten Zustands durch hochpassgefilterte In-

tegration und tiefpassgefilterte Differentiation. Die verwendete Steuerstruktur nach
(4.62) erreicht eine potenziell hohe Steuerwirkung, da die einzelnen Koeffizienten si
(i = 0, . . . ,n − 1) je einen Zustandsverlauf des Systems bestimmen und die Steuer-
spannung ud sich als Summe dieser definiert.

ud = 1
su

(
x(4)
d + s3

...
x d + s2 ẍd + s1 ẋd + s0 xd

)
(4.62)

Mit (4.62) lassen sich die Pole der Strecke in Abhängigkeit der Modellgüte bis zu
einem gewissen Grad kompensieren. Weil das Modell (4.60) aber jede Last als Starr-
körper idealisiert, sind für nicht-starre Prüflinge Steuerfehler zu erwarten. Außerdem
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ẋd

ẍd
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Bild 4.17: Flachheitsbasierte Steuerung des EMAc2-5 mit Zustandsfehlerregelung

kann die Steuerung aufgrund der Modellannahmen den instabilen Streckenpol nicht
vollständig auslöschen. Daher kommt zur Aktorstabilisierung und zur Abschwächung
der Fehlereinflüsse eine zusätzliche Feedback-Regelung der einzelnen Zustandsfehler
e = (e ė ë ë)T zum Einsatz (e = xd − x). Die verwendete Reglerstruktur zeigt
Bild 4.17, wobei G0 die Strecke nach Modell (3.77) mit dem messbaren Zustand
y = x = (x v a i)T bezeichnet. Die neue Eingangsspannung u für den Leis-
tungsverstärker des EMAc2-5 setzt sich aus der flachheitsbasierten Steuerspannung
ud (4.62) und der Zustandsfehlerspannung ue (4.63) zusammen.

ue = 1
su

(k3
...
e + k2 ë+ k1 ė+ k0 e) (4.63)

Fügt man die gesamte Stellspannung (4.64) in die letzte Zeile von (4.60a) ein, erkennt
man als verbleibende Systemdynamik die des Zustandsfehlers e mit dem charakte-
ristischen Polynom (4.65). Durch Vorgabe stabiler Pole λi (i = 1, . . . ,n) für die
gewünschte Fehlerdynamik erhält man ebenfalls ein Polynom n-ter Ordnung (4.66),
dessen Koeffizientenvergleich mit (4.65) dann die Parameter ki (i = 0, . . . ,n−1) des
Vergleichsreglers liefert.

u = ud + ue = 1
su

[(
s0 s1 s2 s3 1

)
· χd +

(
k0 k1 k2 k3

)
· e
]

(4.64)

0 =
[
s4 + (s3 + k3) s3 + (s2 + k2) s2 + (s1 + k1) s+ (s0 + k0)

]
E(s) (4.65)

0 = (s− λ1) (s− λ2) (s− λ3) (s− λ4) = s4 + p3 s3 + p2 s2 + p1 s+ p0 (4.66)

Das Hurwitz-Kriterium für Stabilität fordert, dass alle Koeffizienten des charakte-
ristischen Polynoms eines Systems notwendigerweise reell, von Null verschieden und
positiv sein müssen17. Für ein nicht geregeltes System mit allen ki = 0 verbleiben in
(4.65) lediglich die Steuerkoeffizienten si, von denen für den hier vorliegenden Fall
wegen (4.60e) nur s3 > 0 ist. Dieser Koeffizient s3 wirkt auf den Ruck ...

x bzw. seinen
Folgefehler ...

e , in deren Schätzung wegen T ji (4.59) neben den kinematischen Größen
auch der Strom i einfließt. Da jetzt aber s3 > 0 bereits das Hurwitz-Kriterium er-
füllt, kann ohne Gefährdung der Systemstabilität immer k3 = 0 gewählt werden. Zur
Stabilisierung bedarf es somit nicht mehr der Stromrückführung, sondern es genügt
im Gegensatz zu Abschnitt 4.1.3 allein die Kenntnis von Lage x, Geschwindigkeit ẋ
sowie Beschleunigung ẍ. Der elektrische Pol wird durch die flachheitsbasierte Steue-
rung bereits derart kompensiert, dass die magnetische Instabilität beherrscht werden
kann. Die mögliche Sensorreduktion bietet zum einen Kostenvorteile, aber vor allem
verbessert sich ohne das rauschbehaftete Stromsignal die Ruhegüte.

17 Nur für n ≤ 2 ist diese Bedingung notwendig und hinreichend (Tabelle 2.4, Seite 42).
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Bei der Polvorgabe für die Fehlerdynamik spielt die verfügbare Bandbreite eine
ebenso große Rolle wie beim Entwurf des Zustandsreglers (Abschnitt 4.2). In gu-
ter Übereinstimmung mit den Erkenntnissen aus Abschnitt 4.1.4 konnten in den
Experimenten problemlos Pole bis zu 30 Hz mit guter Robustheit eingestellt wer-
den (Bild 4.2). Zu Sicherung der stationären Genauigkeit ist die Regelspannung ue
zusätzlich um den integrierten Lagefehler ergänzt (4.67).

ueI = ue + Ix
∫
e dt (4.67)

Die mit flachheitsbasierter Vorsteuerung und Folgeregelung erreichten Bandbreiten
sind in Bild 4.18 für den mit mS = 30 kg belasteten EMAc2-5 ersichtlich. Dargestellt
sind für zwei verschiedene Gleitsinus-Beschleunigungsvorgaben das Folgeverhalten
Gv sowie die Amplitude der Stellspannung u, wobei 0 dB der maximalen Stellspan-
nung umax = 209 V entsprechen. Die Vorgaben sind mit 1 g bzw. 2 g gegenüber den
praktischen Anregungen bereits als sehr anspruchsvoll einzuschätzen (vgl. Kapitel 5).
Bild 4.18 beweist eindrucksvoll die im Vergleich zu reinen Rückführreglern gestei-
gerte Leistungsfähigkeit der Aktorregelung. Während die modellbasierten Steuerko-
effizienten 1 : 1 verwendet wurden, sind die per Polvorgabe erhaltenen Reglerwerte
sowie Ix in geringem Maße adaptiert. Bis zum Ausschöpfen der verfügbaren Span-
nung stellt sich nun rein modellbasiert eine hohe Trajektorienfolge ein. Somit ist
die verfügbare Spannung das beschränkende Element, und die Folgebandbreite fBT
variiert je nach Steuerenergie und Last. Wie bereits aus dem Hurwitz-Kriterium
erkannt, ist die stabile Regelung des Aktors auch ohne Stromrückführung möglich.
Sie weist je nach Beschleunigungsverstärkung k2 eine sehr gute Ruhegüte auf, wobei
für die Anwendung meist k2/su < 5 Vs2/m genügt.
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Bild 4.18: Flachheitsbasierte Folgeregelung: Folgeverhalten Gv [—] und Spannungsbe-
darf [– –] des EMAc2-5 für mS = 30 kg starre Last und verschiedene Sollbe-
schleunigungen â = 10 m/s2 bzw. â = 20 m/s2 (0 V = −46,8 dB, 209 V = 0 dB) .
Steuerung: s=(-8,8 V/mm; -191 Vs/m; -0,0159 Vs2

/m; 0,0119 Vs3
/m); su=3,54 · 10−5 Vs4

/m .
Regler : k/su = (50 V/mm; 1000 Vs/m; 5 Vs2

/m; 0 Vs3
/m); Ix = 100 V/mm s .

Pole Fehlerkreis: λe = {−104,3± j21,8; −64,6± j313,8} rad/s
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In Bild 4.18 sind keine Modell-Frequenzgänge angegeben, da sich dort aufgrund der
modellbasierten Steuerung eine perfekte Regelqualität ergibt (0 dB, 0°). Die geringen
Abweichungen |Δ| ≤ 4 dB vom Idealfall beruhen somit vor allem auf Modellfehlern,
z.B. der orts-, strom- und frequenzabhängigen Induktivität. Für die Robustheit der
Methode sprechen das ebenfalls gute Folgeverhalten des Aktors mit dem Prüfling
„Sitz“, der sich ad hoc stabilisieren und ordnungsgemäß anregen ließ. Alle noch vor-
handenen Abweichungen können schließlich über die offline-Vorsteuerung einer ent-
sprechend modifizierten Referenz wa ganz nach den Ausführungen in Abschnitt 4.4.3
behoben werden. Aber insbesondere für die technisch relevante Prüfung von Kom-
ponenten präsentiert sich das Konzept der flachheitsbasierten Folgeregelung als sehr
leistungsfähig im Sinne der Anforderungen (vgl. Abschnitt 5.1).

4.6 Zusammenfassung und Vergleich

Dieses Kapitel behandelt vier Varianten zur Regelung und Steuerung des entwickel-
ten EMAc2-5. Der Aktor erfüllt nach Kapitel 3 bereits alle statischen Leistungsanfor-
derungen an Schwingerreger in der Störgeräuschakustik und soll mit einer Regelung
auch dynamisch leistungsfähig werden. Als Grundlage der präsentierten Konzepte
dienen die Regelkriterien zu Beginn des Abschnitts 4.1, die sich unter dem Stichwort
robuste Regelqualität zusammenfassen lassen. Wichtige Voraussetzung zur Regelung
des instabilen Aktorsystems ist die nachgewiesene vollständige Zustandssteuer- und
-beobachtbarkeit sowie die praktisch nützliche starke Stabilisierbarkeit der Regel-
strecke durch Regler dritter Ordnung mit dem Zählergrad Drei (Abschnitt 4.1.3).
Sehr bedeutend für alle im Kapitel vorgestellten Konzepte sind die Untersuchungen
zur verfügbaren und erreichbaren Bandbreite in Abschnitt 4.1.4. Mit Hilfe des Emp-
findlichkeitstheorems von Bode wird gezeigt, dass die Bandbreite des Regelkreises
mit modellbasierten Rückführreglern aufgrund von Modellungenauigkeiten und der
magnetischen Instabilität auf circa 30 Hz begrenzt ist. Jede Vergrößerung der Band-
breite bedeutet eine Verschlechterung des Sensitivitätsverlaufs. Zum Abschluss der
Vorüberlegungen wird die notwendige Regelrate fS ≥ 2 kHz bestimmt.

Mit diesem Wissen über systemimmanente Eigenschaften kommen folgende Regel-
konzepte am EMAc2-5 zum Einsatz:

• Beobachtergestützte Zustandsregelung (Abschnitt 4.2);
• Robuste H∞-Regelung (Abschnitt 4.3);
• Vorsteuerung stabiler Regelkreise durch frequency sampling (Abschnitt 4.4);
• Flachheitsbasierte Steuerung mit Folgeregelung (Abschnitt 4.5).

Alle behandelten Methoden werden durch eine Darstellung ihres Grundkonzepts ein-
geführt und anschließend im Detail auf den Aktor angewendet. Die Zustandsregelung
ermöglicht sehr anschaulich die modellbasierte Stabilisierung aller vorhandenen Prüf-
linge. Für den per PI-Zustandsrückführung geregelten Kreis werden aus den stabi-
lisierten Streckenpolen berechnete Reglerparameter anschließend mit verschiedenen
Verfahren bezüglich der gewünschten Eigenschaften eingestellt. Bemerkenswert ist
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die robuste Regelung verschiedenster Prüflinge basierend auf dem einfachen Starr-
körpermodell (3.77), das die volle Zustandsrückführung gestattet. Die geforderte Ru-
hegüte des geregelten Aktorsystems, d.h. seine Geräuschlosigkeit ohne unerwünschte
Vibrationen, stellt ein reduzierter Beobachter für Beschleunigung und Strom sicher.
Insgesamt beweist die beobachtererweiterte Zustandsregelung im Experiment hohe
Stabilitätsreserven und zeichnet sich durch ihre Systematik zur Bestimmung stabi-
lisierender Reglerwerte aus.

Für den Einsatz der Magnetaktoren sind unbekannte Lasten typisch, daher sollen
die Unsicherheiten im Entwurf einer robusten H∞-Regelung berücksichtigt werden.
Eine H∞-optimale Regelung ohne Unsicherheiten liefert stabilisierende Regler, die
in Gewichtsfunktionen formulierte Regelanforderungen erfüllen und robust gegen-
über den nichtmodellierten Unsicherheiten des elektrischen und magnetischen Teil-
systems sind. Die unbekannten Parameterschwankungen der Prüflinge lassen sich in
einer multiplikativen Unsicherheit am Streckeneingang zusammenfassen. Beim unsi-
cherheitsbehafteten Entwurf wird für den belasteten EMAc2-5 die robuste Stabilität
bezüglich der angegebenen Unsicherheitsschranke, aber keine robuste Regelqualität
erreicht. Der Kompromiss aus Stabilität, Robustheit und Regelqualität tritt bei die-
sem konservativen Entwurf sehr deutlich in Erscheinung, denn nach Kompensation
der Unsicherheiten steht wenig Energie für weitere Regelziele zur Verfügung.

Die in den Abschnitten 4.2 und 4.3 eingeführten Rückführregler können nach den
Erkenntnissen zur erreichbaren Bandbreite (Abschnitt 4.1.4) den Regelkreis nicht
schneller als 30 Hz machen. Eine höhere Dynamik lassen messbasierte Vorsteuerun-
gen zu, von denen in dieser Arbeit in zwei Varianten vorgestellt sind. Zum einen
werden digitale FIR-Filter auf der Regelkarte implementiert, deren Koeffizienten
sich per frequency sampling ergeben. Die Filter haben in der Nachfahrgüte aller-
dings den Nachteil der Phasenuntreue. Eine sehr hohe Signalreproduktion liefert die
offline-Referenzadaption, bei der die Referenzbeschleunigung auf Basis des invertier-
ten gemessenen Regelkreis-Frequenzgangs angepasst wird. Diese Variante lässt auch
nicht-kausale Vorgabeänderungen zu und erreicht für die geprüften Komponenten
nach wenigen Iterationen eine sehr hohe Nachfahrqualität (RMS-Fehler < 5%).

Eine wirksame Kombination aus Steuerung und Regelung stellt die flachheitsbasier-
te Folgeregelung in Abschnitt 4.5 dar, die sich über den flachen Ausgang der An-
kerposition hervorragend auf den Aktor anwenden lässt. Modellbasiert werden für
jeden Zustand und seine Änderung Steuerfaktoren ermittelt, die über entsprechen-
de Vorgaben die Stellbewegung des Aktors bereits nah an die Referenztrajektorie
bringen. Zur Überwindung der Fehler durch Modellungenauigkeiten dient ein Rück-
führregler per Polvorgabe, der vor allem die Stabilität des Regelkreises sichert, da
die Nullstellen der Steuerung nie exakt auf den Polen der Strecke liegen. In der
Anwendung überzeugt der mit dem Starrkörpermodell (3.77) entworfene flachheits-
basierte Folgeregler durch robuste Stabilität und enorme Bandbreite, die nur durch
die verfügbare Stellspannung begrenzt ist. Weil die Steuerung den dominanten elek-
trischen Pol hinreichend gut kompensiert, ist auch die Stabilisierung des EMAc2-5
ohne Stromrückführung möglich und daher eine hohe Ruhegüte erreichbar.
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Im Vergleich erweist sich der flachheitsbasierte Folgeregler in der Summe seiner Ei-
genschaften als am besten geeignete Variante zur Regelung des entwickelten magneti-
schen Reluktanzaktors. Für den Einsatz als Qualitätssicherungs-Shaker kann damit
modellbasiert eine hohe Nachfahr- und Ruhegüte erreicht werden. Aber auch die be-
obachtergestützte Zustandsregelung in Kombination mit der offline-Referenzadapti-
on erzielt sehr gute Regelergebnisse. Die normoptimalen Regler sind ohne Unsicher-
heitsbeachtung dem Zustandsregler äquivalent und sehr robust. Bei der expliziten
Berücksichtigung von Lastvariationen werden aber in der H∞-Norm alle weiteren
Entwurfsziele der Robustheit untergeordnet und die erreichte Bandbreite ist gering.
Jedoch ist die H∞-Regelung sehr gut zur Schwingungsunterdrückung geeignet und
kann bei anderen Aktoranwendungen durchaus bevorzugt werden. Für die eingesetz-
ten Regelkonzepte stellt die verfügbare Verstärkerspannung umax = 209 V lastabhän-
gig die Leistungsgrenze dar. Daher wäre durch Anhebung dieser Beschränkung eine
Ausweitung der Bandbreite möglich.
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5 Industrieller Einsatz der entwickelten
elektromagnetischen Shaker

Als Anwendungsbeispiel für die Systematisierung der Entwicklung und Regelung
magnetischer Reluktanzaktoren dient nach Abschnitt 3.1 auf Seite 47 die Qualitäts-
sicherung in der Automobilentwicklung. Das akustische Komfortempfinden in den
Fahrzeugen wird aufgrund der immer besseren Geräuschdämmung zur Umgebung
und den leiseren Motoren heute vor allem durch Störgeräusche aus dem Innenraum
beeinträchtigt. Schwingungen einzelner Bauteile oder ganzer Komponenten sorgen
für Relativbewegungen, die über Klappern und Stick-Slip-Erscheinungen (Knarzen)
zu einer unerwünschten Geräuschkulisse führen. Die Automobilhersteller und Zulie-
ferer nehmen sich dieser Problematik mit umfangreichen Schwingungstests (Squeak
and Rattle, S&R) durch Straßenfahrten sowie in Shaker-Prüfständen im Labor an.
Gerade dieses umfassende Anforderungsprofil in der Störgeräuschanalyse bot die
Chance, eine Entwicklungssystematik für magnetische Reluktanzaktoren aufzustel-
len und verschiedene Varianten der Regelung für die Erfüllung der branchenüblichen
Kriterien (vgl. Tabelle 3.1 auf Seite 49) zu untersuchen.

Kooperationen mit klein- und mittelständischen Firmen1 sowie Kontakte zu Automo-
bilherstellern2 (OEM: Original Equipment Manufacturer) ermöglichten eine indus-
trietaugliche Shaker-Entwicklung und schärften das Bewusstsein für die Thematik.
Das in Kapitel 3 entstandene Aktorsystem ist mit den in Kapitel 4 beschriebe-
nen Reglern in die industrielle Anwendung überführt worden und kommt bei ver-
schiedenen OEMs und Zulieferbetrieben zum Einsatz. Die nachfolgenden Abschnitte
beschreiben die Hauptanwendungsgebiete als Komponenten- und Gesamtfahrzeug-
Shaker, liefern typische Messkurven und diskutieren den praktischen Einsatz.

5.1 Komponenten-Shaker, Dauertest, Erwärmung

Der Nachweis spezieller Qualitätsstandards spielt vor allem in den OEM-Lieferanten-
Beziehungen eine immer größere Rolle und erfordert Prüfsysteme, die verlässlich und
reproduzierbar testen lassen. Ein wichtiges Anwendungsfeld des EMAc2-5 ist dabei
die Schwingungsprüfung einzelner Fahrzeugkomponenten. Damit kann zum einen
in der Entwicklung bereits vor dem Zusammenbau eines Prototypenfahrzeugs die
Komponentenqualität sichergestellt und nachgewiesen werden. Zum anderen dienen
Komponentenprüfstände auch der Qualitätskontrolle am Band, um im täglichen
Einsatz erkannte Probleme beheben zu können. Für diese Zwecke sollen die Sha-
ker kompakt und leistungsfähig zugleich sein, um unkompliziert alle potenziellen

1 AKE Automation Ameres GmbH, Passau [5]; KE Knestel Elektronik GmbH,
Hopferbach [65]; MAHA-AIP GmbH & Co. KG, Haldenwang [86].

2 BMW AG, München; Daimler AG, Sindelfingen.
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EMAc2-5 vor vergleichbarem
elektrodynamischen Shaker

Prüfstand für Kofferraumab-
deckungen und Armaturentafeln Prüfstand für KFZ-Sitze

Bild 5.1: Komponentenprüfung mit dem EMAc2-5 in der KFZ-Qualitätssicherung

Elemente des Fahrzeuginnenraums mittels verschiedener Testaufbauten anzuregen.
Das entstandene EMAc2-5-System zielt genau auf diese Kriterien ab und kann als
Komponenten-Shaker sehr wirkungsvoll eingesetzt werden.

In Bild 5.1 sind verwendete Komponentenprüfstände mit dem EMAc2-5 dargestellt.
Rechts im Bild ein zu Bild 3.23 (Seite 86) sehr ähnlicher Sitzaufbau, der mit sei-
nen Aluminiumprofilen die Aufnahme verschiedener Sitze erlaubt. In der Mitte von
Bild 5.1 ist ein weiterer Prüfstand für Kofferraumabdeckungen von Kombi-PKW
oder für Armaturentafeln abgebildet. Diese beiden Anwendungsbeispiele befinden
sich schon am oberen Ende der Belastungsskala einer Komponentenprüfung, aber
auch kleinere Teile aus dem Innenraum lassen sich mit dem EMAc2-5 testen. Da-
zu fixiert man den Prüfling auf einer kleinen starren Adapterscheibe, die ähnlich
zu den Massestücken in Bild 3.23 links direkt an der Stellachse angeflanscht wird.
Im linken Teil von Bild 5.1 ist der neue Magnetaktor im Größenvergleich zu einem
elektrodynamischen Aktor der 5 kN-Leistungsklasse zu sehen, der sich zwar durch
sehr große Ankeramplituden und Stellfrequenzen über 1000 Hz auszeichnet, aber
immens größer und durch das Gestell viel schwerer ist. Für andere Anwendungszwe-
cke hervorragend geeignet, sind seine Größe, das Gewicht und die Kühlung für die
Anwendung in der Störgeräuschakustik nachteilig.

Der EMAc2-5 mit den technischen Daten der Tabelle A.2 (Anhang A) wird abhängig
von den Anforderungen des Industriekunden in einachsigen oder mehrachsigen Prüf-
ständen verwendet. Vor allem der kompakte Aufbau des EMAc2-5 und das geringe
Gewicht (∅260 mm, 24 kg) ermöglichen seine variable Nutzung in den Testsystemen.
Die Prüfstände selbst müssen sehr schwingungsarm aufgebaut und starr an den Ak-
tor gekoppelt sein, um nicht durch Resonanzerscheinungen die Anregungsqualität
zu beeinträchtigen oder die Analyse zu stören. Zur Überwachung der Tests können
die Beschleunigungssensoren am Aktor selbst genutzt werden, alternativ sind wei-
tere Sensoren am Prüfling möglich. Dies kann vor allem bei komplexeren Objekten
sinnvoll sein, um an definierten Orten bestimmte Schwingungszustände einzuregeln.
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Als Regelkonzept für Komponenten hat sich der beobachtergestützte PI-Zustands-
regler mit offline Vorfilter aus den Abschnitten 4.2 und 4.4 bewährt. Die robuste Sta-
bilität der Zustandsrückführung mit der hohen Ruhegüte aus dem Beobachter liefern
eine gute Basis für die Vorsteuerung modifizierter Referenzsignale zum Erreichen der
geforderten Trajektorienfolgequalität (Nachfahrgüte). Weiterhin gut einsetzbar ist
der flachheitsbasierte Folgeregler aus Abschnitt 4.5, dessen modellbasierte Vorsteue-
rung auch bei ungenau bekannten Lasten (z.B. Sitz) noch wirksam ist. Hier obliegt
es dem Anwender, ob ihm die Nachfahrgüte genügt oder gegebenenfalls durch eine
Vorfilterung der Referenzsignale perfektioniert wird. Die beiden zustandsbasierten
Regler sind im industriellen Umfeld durch die physikalisch zuweisbaren statischen
Reglerverstärkungen intuitiv einsetzbar und erlauben daher auch die manuelle oder
automatisierte Anpassung an den Lastfall. Demgegenüber setzt die normoptimale
Regelung aus Abschnitt 4.4 einen gewissen Grad an Erfahrung mit ihren Gewichts-
funktionen voraus, um bedenkenlos in der Praxis implementierbar zu sein. Außerdem
benötigen die dynamischen Regler mehr Rechenzeit auf der Regelkarte, und redu-
zieren somit die Reserven für notwendige Betriebsüberwachungsroutinen.

Am Beispiel der Prüfung eines PKW-Sitzes nach Bild 5.1 rechts wird die Leistungs-
fähigkeit des EMAc2-5 als Komponenten-Shaker demonstriert. In Bild 5.2 sind vor-
gegebene Anregungssignale am Sitz in Grau dargestellt, wie sie durch eine PI-Zu-
standsregelung mit offline Vorfilter reproduziert werden (schwarze Strich-Linie). Als
typische Vorgaben dienen ein Gleitsinus der Amplitude 10 m/s2 von 1 . . . 200 Hz so-
wie ein gemessenes Straßenprofil mit 0,23 gRMS, das ursprünglich nur in PSD-Form3

vorlag. Das Speichern der Road Profiles bzw. Drive Files im PSD als frequenzab-
hängige Signalamplitude ist gängige Praxis, da erfahrungsgemäß alle vergleichbaren
Straßenfahrten ein ähnliches Leistungsdichtespektrum haben, das einem braunen
Rauschen sehr nahe kommt. Aus den PSD-Daten wurde mit zufälliger Phase ein
Beschleunigungssignal als zeitliche Referenz für den Aktor generiert. Auch als Aus-
wertung ist das Leistungsdichtespektrum sehr gut geeignet, da es die physikalischen
Eigenschaften der Anregung zeigt. Durch Übereinanderlegen von Vorgabe und Fol-
gesignal ist die Analyse der Nachfahrgüte unter Berücksichtigung der Signalenergie
sehr anschaulich möglich. Übertragungsfunktionen zeigen diese Energieabhängigkeit
nicht. Da für die Schwingungsanregung vor allem der Energieeintrag entscheidend
ist, ist der RMS-Wert des Signals als normierte 2-Signalnorm ebenfalls zur Prüfung
der Nachfahrgüte wichtig (vgl. (2.59), Seite 45 und (B.14), Seite 164).

Bild 5.2 zeigt die Nachfahrgüte des Aktors am Sitz nach zwei Identifikationsiteratio-
nen. Die RMS-Fehler unter 5% sowie die Darstellungen beweisen das hohe Niveau
der Schwingungsanregung. Über den gesamten Frequenzbereich arbeitet der Aktor
geräuschlos und stabil. Beim Gleitsinus erfolgte die Identifikation bis 160 Hz, die
auch noch mit 1 g reproduziert werden können4. Für diese hohe Stellleistung be-
nötigt der Aktor eine maximale Stellspannung von 200 V (Grenze: umax = 209 V)
und im RMS-Mittel circa 57 V. Dem Straßenprofil mit geringerer Leistung kann
der Aktor noch besser folgen, so dass hier im RMS-Mittel nur 15 V sowie maximal
56 V benötigt werden. Diese Werte verdeutlichen das Potenzial des Aktors, der ohne

3 PSD: power spectral density, Leistungsdichtespektrum; vgl. (2.58) auf Seite 45.
4 Ab einfacher Erdbeschleunigung, d.h. 1 g, heben lose Teile von ihrer Unterlage ab!
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Bild 5.2: Komponentenprüfung mit dem EMAc2-5: Nachfahrgüte beim „KFZ-Sitz“ in
Zeit- und PSD-Form typischer Anregungen (Vorgabe [—], Folgeverhalten [– –]) .
links: Gleitsinus (10 m/s2) rechts: Gemessenes Straßenprofil

weiteres auch Personen auf dem Sitz toleriert. Alle Probanden schilderten bei den
verschiedenen Straßenprofilen ein realistisches fahrtypisches Schwingungsverhalten.

Als Komponenten-Shaker absolvierte der EMAc2-5 bereits mehrwöchige Dauertests,
die ohne Ausfälle oder Ermüdungserscheinungen erfolgten. Nur bei einem Shaker
lösten sich drei der Madenschrauben zur Spulenfixierung, die jetzt generell mit
Schraubensicherungslack versiegelt sind. Die Dauerbeanspruchung führte auch zu
keiner magnetisch kritischen Erwärmung, denn zum einen bietet das Aluminiumge-
häuse eine große Kühlfläche und zum anderen sind die Ströme bei Komponententests
noch relativ gering. In einem Erwärmungsexperiment wurde die Leistungsfähigkeit
des EMAc2-5 bei 40 ℃ Gehäusetemperatur dem abgekühlten Zustand (22 ℃) ge-
genübergestellt. Die gewünschte Erwärmung war erst nach mehr als 30 Minuten
maximaler Bestromung feststellbar, mit den Ergebnissen nach Bild 5.3. Die linke
Bildseite zeigt einen durchschnittlich um 3,5% abgesunkenen Kraft-Strom-Faktor,
während im rechten Diagramm die magnetische Steifigkeit im Mittel um 12,5%
sinkt. Diese Beobachtungen lassen auf sehr temperaturempfindliche NdFeB-Magne-
te schließen, die im Zweifelsfall durch SmCo-Magnete ersetzt werden können (vgl.
Abschnitt 3.4.2). Das weichmagnetische Kernmaterial zeigt sich weniger temperatur-
sensibel, aber auch hier können zu große Erwärmungen zu einer Verschlechterung
der Magneteigenschaften führen. Die in Bild 5.3 links dargestellte Reduzierung von
kFi hängt wegen (3.48) aber zu großen Teilen mit der Entmagnetisierung der Dau-
ermagnete zusammen. Nach Abkühlung des Aktors auf Umgebungstemperatur war
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(Messungen bei Gehäusetemperatur T1 = 22 ℃ [—] und T2 ≈ 40 ℃ [– –])

die ursprüngliche Leistung wieder verfügbar. Abschließend bleibt festzustellen, das
in der Praxis noch keine derartigen Erwärmungen eingetreten sind, der Aktor also
grundsätzlich ohne Kühlung betreibbar ist.

Zusammengefasst ist der EMAc2-5 sehr gut als Komponenten-Shaker einsetzbar und
sein Potenzial wird dabei noch nicht vollends ausgeschöpft. Für kleinere Prüflinge
wäre sogar die Nutzung des kleinen PVM2s-Aktors aus Abschnitt 1.3.2 auf Sei-
te 6 denkbar. Entsprechend dem Entwicklungsziel ist auch die Anregung kompletter
Kraftfahrzeuge mit dem EMAc2-5 vorgesehen, die seine gesamte Leistung erfordern
werden. Der folgende Abschnitt beschreibt die Erfahrungen und Ergebnisse in dieser
wichtigen Anwendungskategorie.

5.2 Gesamtfahrzeug-Shaker

In der Störgeräuschakustik sind im Labor zur Nachbildung realer Schwingungszu-
stände eines fahrenden KFZ (Zeitdatenreplikation, TWR: Time Waveform Replica-
tion) mindestens zwei Shaker erforderlich. In der Fachwelt ist noch nicht endgültig
geklärt, ob sogar vier Aktoren notwendig sind, um z.B. Verwindungen darstellen zu
können oder mehr Freiheitsgrade zum Erreichen gewünschter Vibrationen zu haben.
Im Rahmen dieser Arbeit sind bisher Untersuchungen mit zwei Shakern an einer
Karosserie erfolgt, die meist vorn rechts und hinten links an den Wagenheberauf-
nahmen angedockt wurden. Während Versuche mit Mittelklasse-PKW erfolgreich
waren, zeichnete sich bei größeren Typen wie BMW 7er-Reihe oder Mercedes GL-
Klasse eine zu hohe Stromaufnahme ab, wenn das leer angedockte Fahrzeug mit
Personen besetzt wurde. Diese statische Last erhöhte den mittleren Spulenstrom, so
dass die anregungsbedingten Stromänderungen zur Überschreitung des maximal zu-
lässigen Stroms imax = 5 A führten und der Leistungsverstärker aus Sicherheitsgrün-
den abschaltete. Um trotzdem die Anregung großer Limousinen und Geländewagen
zu ermöglichen, wurde eine größere Kraft pro Strom erforderlich. Diese Aufgabe
konnte mit einer geringen Modifikation des EMAc2-5 gelöst werden, die zu einer
leistungsgesteigerten Variante EMAc2-6 führte.
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5.2.1 Leistungsgesteigerter Magnetaktor EMAc2-6

Größere Magnetkräfte können bei ungesättigtem Kernmaterial im Wesentlichen durch
eine Erhöhung der Steuerdurchflutung Θ = w i erreicht werden. Da der zulässige
Strom begrenzt ist, ist entsprechend (3.48) (Seite 68) die Vergrößerung des Kraft-
Strom-Faktors kFi am einfachsten durch eine höhere Windungszahl w realisierbar.
Dieser Weg wurde zur Leistungssteigerung des EMAc2-5 beschritten, da der Ein-
satz bei den Industriepartnern nicht durch grundlegende Magnetkreisneuerungen
und entsprechende Tests verzögert werden sollte. Beim EMAc2-Aufbau ist zur Win-
dungszahlerhöhung ein Spulenaustausch nötig, der durch die separaten, per Maden-
schrauben fixierten Spulenkörper sehr leicht möglich ist.

Ausgangspunkt der Leistungssteigerung ist die aktuelle Spule, die auf einem effektiv
nutzbaren Wickelraum AW = bW × hW = 672 mm2 (vgl. Tabelle A.1, Seite 158)
eine Windungszahl w = 580 bei dCu = 1,00 mm Drahtdurchmesser besitzt (ACu ≈
0,8 mm2). Der Kupferfüllfaktor kCu (5.1) liegt damit bei guten kCu = 0,68 und die
maximale Stromdichte beträgt Jmax = 6,4 A/mm2 bei imax = 5 A.

kCu = wACu
AW

(5.1)

Als Zielstellung wurde die Verdopplung des Kraft-Strom-Faktors ausgegeben, die
in erster Näherung wegen (3.48) auch die Verdopplung der Windungszahl bedeu-
tet. Unter Beibehaltung des bisherigen Kupferfüllfaktors ergibt sich aus (5.1) bei
w = 1160 der maximale Drahtdurchmesser dCu = 0,71 mm (ACu ≈ 0,4 mm2). Diese
Drahtstärke ist technisch verfügbar und die Spule mit der neuen Windungszahl im
verfügbaren Wickelraum unterzubringen.

Die Verdopplung der Windungszahl hat mehrere Konsequenzen für den Aktorbetrieb.
Bild 5.4 beweist im Diagramm links unten, dass für kleine Ströme der Kraft-Strom-
Faktor von kFi = 1100 N/A auf kFi ≈ 2100 N/A tatsächlich fast verdoppelt wird und
auch im Mittel enorm ansteigt. Die magnetische Steifigkeit bleibt erwartungsgemäß
gleich, da die Dauermagnete von der Spulenänderung unberührt sind (vgl. Bild 3.16,
Seite 78). Als Nachteil der gesteigerten Windungszahl treten nun höhere ohmsche
Verluste und eine größere Induktivität L auf. Der höhere Spulenwiderstand R = 42 �
(3.57) und die gestiegene Stromdichte Jmax = 12,6 A/mm2 begünstigen eine schnellere
Erwärmung des Aktors, die zu Leistungseinbußen durch Materialverschlechterung
führen kann. Im täglichen Einsatz wurde allerdings sehr selten eine nennenswerte
Erwärmung beobachtet. Bild 5.4 zeigt rechts oben die gegenüber dem alten System
auf maximal L = 4,4 H vervierfachte Induktivität gemäß (2.31) (Seite 30), die den
Stromanstieg massiv hemmt. Zur Überwindung dieser elektrischen Trägheit erfolgt
die Ansteuerung der Spulen nun parallel statt in Reihe, d.h. jede Spule bekommt
die nutzbare elektrische Spannung5 umax = 209 V separat aus einem eigenen Leis-
tungsverstärker. Zum Betrieb des Aktors sind somit nun zwei Verstärker erforderlich,
aber der doppelte Leistungseintrag ermöglicht nach dem Energieerhaltungsprinzip
das zweifache kFi auch in dynamischer Hinsicht.

5 Die nutzbare Spannung beträgt wegen der PWM-Grenze nur 95% der verfügbaren Spannung
û = 220 V.
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Bild 5.4: Magnetaktor EMAc2-6: Vergleich von Messung [×], MEN [—] und FEM [−·]
links oben: Kraft Fm(i) für x = {-2,-1,0,1,2} mm rechts oben: Induktivität L(x)
links unten: Kraft-Strom-Faktor kFi(i) rechts unten: Magnetische Steifigkeit cM (x)

Generell hat die Parallelschaltung der Spulen gegenüber der Reihenschaltung den
Vorteil, dass jede Spule ihren eigenen definierten Strom bekommt, und nicht in
jeder Spule derselbe Strom fließt. Ein Gedankenexperiment bei der Ankerposition
x = −x̂, also geschlossenem oberen Luftspalt x1 = x0 − x̂ ≈ 0, verdeutlicht dies.
Der kleine obere Luftspalt bedingt für die obere Spule eine große Induktivität und
für die untere Spule eine kleine Induktivität. Möchte man den Anker nun nach
oben bewegen (x1 wächst), liegt bei Reihenschaltung der Spulen über beiden die
gesamte Stellspannung umax, die einen für beide Spulen gleichen Strom einstellt. Ei-
ne relativ ungünstige Konstellation also, die durch eine Parallelschaltung verbessert
wird. Dabei sieht die Spannungsquelle für die untere Spule aufgrund der kleinen In-
duktivität eine geringere Lastimpedanz, und realisiert zur Überwindung des großen
Luftspalts einen höheren Strom als bei Reihenschaltung. Der obere Stromkreis da-
gegen führt dementsprechend einen geringeren Strom als bei Reihenschaltung und
hemmt demnach die Stellbewegung nach oben relativ wenig. Die Wirksamkeit der
Parallelschaltung ist durch Vergleichsexperimente am EMAc2-5 bestätigt, und wird
fortan in allen Shakern genutzt.

Die Leistungsdaten des neuen Aktors EMAc2-6 enthalten neben Bild 5.4 auch Bild 5.5
und Tabelle A.2 (Anhang A). Rechnungen und Messungen liegen gut beieinander,
so dass die in Kapitel 3 präsentierten Methoden ihre Gültigkeit behalten. Trotz des
verdoppelten Kraft-Strom-Faktors erzeugt der neue EMAc2-6 eine maximale Stell-
kraft von „nur“ 6 kN, weil die Sättigung mit steigendem Strom massiv zunimmt.
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Bild 5.5: Kenndaten des Magnetaktors EMAc2-6 (Messung [—], FEM [×])
links oben: Kennfeld F (x,i) der Stellkraft rechts oben: F (i) bei x = {-1,0,1} mm
links unten: Frequenzabhängige Induktivität L(f) rechts unten: Kraft-Strom-Faktor kFi(x)

Allerdings war die Erhöhung von F auch nicht das primäre Ziel. Bild 5.5 verdeut-
licht im unteren Bereich nochmals die Frequenzabhängigkeit von Induktivität und
Kraft-Strom-Faktor, die auch schon beim EMAc2-5 vorhanden waren. Die neuen
Leistungsdaten flossen in die bekannten Aktormodelle aus Kapitel 3 ein und ließen
mit den Methoden in Kapitel 4 umgehend stabilisierende Regler zu. Als Schlussfol-
gerung ergab sich allein durch einen Spulenaustausch ein wesentlich leistungsfähiger
Reluktanzaktor, der allerdings mit zwei Leistungsverstärkern an der Grenze der Ma-
terialleistungsfähigkeit betrieben wird. Mit diesen Änderungen wurde der Einsatz
als Gesamtfahrzeug-Shaker für alle Fahrzeugklassen möglich, wie der folgende Ab-
schnitt demonstriert.

5.2.2 Multi-Shaker Fahrzeuganregung

Zur Schwingungsanregung kompletter Fahrzeuge werden zwei EMAc2-6-Aktoren dia-
gonal an den Wagenheberaufnahmen angeflanscht, wobei das Fahrzeug im Wesent-
lichen durch sein eigenes Fahrwerk getragen wird (vgl. Bild 3.1 auf Seite 48). Die
Shaker haben bei den Fahrzeugtests also nur dynamische Leistungen zu erbringen.
Mit den leistungsgesteigerten Aktoren lassen sich nun alle gängigen PKW bis zum
zulässigen Gesamtgewicht von 3,5 t inklusive Vollbesatzung testen. Bild 5.6 zeigt
an verschiedene Fahrzeuge angedockte Shaker, die durch ihre geringe Bauhöhe und
den kompakten Aufbau bestechen. Dies eröffnet den OEMs bisher nicht gegebene
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Bild 5.6: Fahrzeugprüfung mit dem EMAc2-6 in der KFZ-Qualitätssicherung

Möglichkeiten, Shaker ohne großen Aufwand in bestehende Prüfstraßen einzubin-
den und flexibel an verschiedene Fahrzeuge zu adaptieren. Für die Labortests waren
die EMAc2-6 noch unverkleidet (Bild 5.6 links), während im industriellen Einsatz
ein zusätzliches Gehäuse Aktor und Sensorik schützt sowie ein magnetisch-hydrau-
lisches Positionier- und Andocksystem den Aufbau vervollständigt (Bild 5.6 rechts).
Analog zum Komponenten-Shaker sind für den Betrieb die beobachtergestützte PI-
Zustandsregelung oder die flachheitsbasierte Folgeregelung gut geeignet. Beim flach-
heitsbasierten Prinzip lassen sich die Modellabweichungen vor allem durch intuitive
Parameteradaption leicht kompensieren. Der Beobachter für den Zustandsregler re-
konstruiert aufgrund der Modellannahmen die Signale nicht immer einwandfrei, aber
alternativ ist auch die Verwendung der Messsignale möglich, wenn die rauschbehaf-
teten Zustandsrückführungen klein sind. Tatsächlich können viele Fahrzeuge auch
ohne Beschleunigungs- sowie mit geringer Strom- und Geschwindigkeitsrückführung
getestet werden, da die Fahrwerke oft gut dämpfend wirken.

Die Ergebnisse der Schwingungsanregung an einem BMW 118d hinten links zeigt
Bild 5.7. Es kann eine hohe Nachfahrgüte im Zeit- und Frequenzbereich erreicht
werden, auch wenn beide Shaker in Betrieb sind. Gegenüber dem Einsatz als Kom-
ponenten-Shaker werden jetzt aber deutlich höhere Spannungen benötigt, z.B. für
Mittelklasselimousinen profilabhängig im Schnitt 300 V.6 Für größere Fahrzeuge
ab circa 2 t Leergewicht weist die Nachfahrgüte momentan noch einen RMS-Fehler
von ΔRMS ≈ 10 . . . 20 % auf, da beide Shaker unabhängig voneinander als SISO-
Systeme geregelt werden. Die Kopplung beider Aktoren über das Auto wird dabei
nicht berücksichtigt, ist aber mit Aktoren dieser Leistungsklasse bei schweren Fahr-
zeugen nicht mehr zu vernachlässigen. Die Identifikationsiterationen können auf-
grund der Koppeleigenschaften die Signaldifferenzen nicht komplett beheben. Mit
verschiedenen Anregungsniveaus weisen die Fahrzeuge auch andere Eigenschaften
auf, wodurch die Konvergenz der Identifikation nicht sichergestellt ist. Das Problem
liegt in dem linearen Vorsteuermodell einer gemessenen Übertragungsfunktion, die
nur einen Arbeitpunkt des nichtlinearen Systems beschreibt. Auswege bieten MI-
MO-Algorithmen und adaptive Vorfilter, die im Zusammenspiel alle nichtlinearen
Wirkungen einer Anregung auf die weiteren Aktoren ausgleichen. Zur Identifika-
tion der MIMO-Systemmatrix ist wie bei der Regelung ein Kompromiss zwischen
Robustheit und Leistungsfähigkeit nötig. Idealerweise werden die Prüflinge durch
simultane Aktorbewegungen auf Prüf-PSD-Niveau angeregt, die jedoch für die Er-
kennung der Anregungswege unkorreliert sein müssen. Dies kann zu untypischen und
gefährdenden Belastungen der Fahrzeuge führen, so dass entweder die Niveaus ab-
zusenken oder separate Identifikationsanregungen durchzuführen sind. Der EMAc2-

6 Zur Verfügung stehen zwei Leistungsverstärker mit je umax = 209 V, also zusammen 418 V.
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Bild 5.7: Fahrzeugprüfung mit dem EMAc2-6: Nachfahrgüte in Zeit- und PSD-Form bei
Anregung mit typischem Straßenprofil (Vorgabe [—], Folgeverhalten [– –])

Aktoren haben dabei den betriebstechnischen Sicherheitsvorteil des begrenzten Stell-
wegs (x̂ = ±2,5 mm), der zumindest eine unzulässige Verschränkung angekoppelter
Fahrzeuge unterbindet. Der MIMO-Modellabgleich kann durch Vorwärtsprädiktion,
d.h. den Vergleich gemessener und modellbasierter Antworten bei einem Stellsignal
oder/und Rückwärtsprädiktion durch den Vergleich tatsächlicher und modellbasier-
ter Stellgrößen für eine Antwort erfolgen [19]. In dem identifizierten MIMO-Modell
sind dann die Auswirkungen eines EMAc2-6 auf den zweiten, dritten oder vierten
bei der Anregung berücksichtigt und umgekehrt. Zu diesen Themen der adaptiven
MIMO-Regelung der Reluktanzaktoren an Fahrzeugen sind bereits nachfolgende For-
schungsarbeiten gestartet.

Abschließend kann man feststellen, dass mit den neuen EMAc2-6 Reluktanzaktoren
neben Komponenten auch Gesamtfahrzeuge aller Größenordnungen wie gewünscht
angeregt werden können, um Untersuchungen hinsichtlich Störgeräuschverhalten
und Komfortqualität durchzuführen. Die kompakten Dimensionen der Shaker er-
lauben die unkomplizierte Integration in vorhandene Prüfstraßen und ermöglichen
rasche und hochwertige Testergebnisse.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

6.1 Zusammenfassung

Diese Arbeit gibt einen Überblick über moderne Methoden des Entwurfs, der Be-
rechnung und der Regelung magnetischer Reluktanzaktoren. Eine praktisch rele-
vante Anwendung aus der Automobilindustrie motivierte die geordnete Zusammen-
stellung möglicher Verfahren, die bei systematischer Nutzung zu leistungsfähigen
Reluktanzantrieben führen sollen. Die vorgeschlagenen Ansätze umfassen von der
Anforderungsanalyse über grundlegende Gestaltungsrichtlinien, Konstruktion und
Modellierung bis hin zu geeigneten Regelungskonzepten den kompletten Entwick-
lungsprozess für Magnetantriebe. Es ist ein für den Anwendungsfall geeignetes Sha-
kersystem entstanden, das das anspruchsvolle Anforderungsprofil in allen Punkten
erfüllt. Zusätzlich bestätigen auch alle experimentellen Ergebnisse und der industri-
elle Einsatz die präsentierte Vorgehensweise zu Aktorentwurf und Regelung.

Den Ausgangspunkt dieser Arbeit bilden bereits am Lehrstuhl für Angewandte Me-
chanik existierende magnetische Stellglieder. Deren Analyse schuf die Motivation,
den Magnetentwurf systematisch zu gliedern und zweckmäßige Regelalgorithmen für
die vormagnetisierungsbedingt instabilen Systeme zu entwickeln. Zur Einführung in
die mechatronisch geprägten Teilgebiete der Magnetaktorik werden elektromagne-
tische Phänomene und Modellansätze, mechanische Prinzipe sowie die Grundzüge
der Regelungstechnik in einem Grundlagenkapitel ausgeführt, das dem Leser den
Zugang zu dieser Arbeit erleichtern soll.

Das dritte Kapitel widmet sich dem systematischen Entwurf und den verschiedenen
Modellierungsmethoden für magnetische Reluktanzaktoren. Als Anwendungsbeispiel
dient die Qualitätssicherung in der Automobilentwicklung und -produktion, die aus
Zeit- und Kostengründen neben den Testfahrten im Straßenverkehr die Komponen-
ten und Fahrzeuge auch im Labor prüfen muss. Für die Störgeräuschakustik ist
das elektromagnetische Reluktanzkraftprinzip hervorragend geeignet und es sollte
mit einem systematischen Magnetentwurf ein geeigneter Aktor zur Schwingungsan-
regung (Shaker) entwickelt werden. Zuerst werden die mechatronischen Teilgebiete
von Magnetaktoren tabellarisch herausgearbeitet, aus denen sich die primären Zie-
le, Randbedingungen und Konflikte der Entwicklung im Allgemeinen und für den
konkreten Anwendungsfall ergeben. Der Entwurf beginnt mit einer Optimierung der
Luftspaltanordnung und der Diskussion weiterer Designaspekte (Eisenquerschnitte,
Spulengeometrie, etc.) sowie der Materialauswahl zur Sicherung einer hohen Aktor-
leistungsfähigkeit. Diese generellen Überlegungen ermöglichen die Dimensionierung
der Magnetkreis-Hauptabmessungen mit den in Tabelle 3.7 auf Seite 61 dargestellten



6.1 Zusammenfassung 151

Formeln. Der wie folgt gegliederte Entwurf basiert auf einem kompakten Ersatznetz-
werk des Magnetkreises und lässt sich prinzipiell auf viele andere Auslegungsaufga-
ben für Reluktanzaktoren übertragen.

• Vorberechnungen mit Hilfe der Anforderungen und Randbedingungen;
• Bestimmung der kraftbildenden Querschnitte und Quellen;
• Ableitung der Geometrieparameter für den Magnetkreis;
• Analyse mit charakteristischen Kenngrößen.

Der Erstentwurf erfüllt ad hoc alle gestellten Ziele, allerdings weisen FEM-Berech-
nungen auf hohe Leistungsreserven im genutzten Volumen hin. Für die Optimierung
werden daher charakteristische Kenngrößen, z.B. der Kraft-Strom-Faktor kFi herge-
leitet. Durch iteratives Ausnutzen der analytischen Zusammenhänge magnetischer
Ersatznetzwerke (MEN) und der Genauigkeit der Finiten-Elemente-Methode (FEM)
wird ein deutlich stärkerer elektromagnetischer Aktor (EMAc2-5) mit 5 kN Stellkraft,
gleichem Bauraum und unveränderter Induktivität entwickelt.

Die mechatronisch induzierte Gliederung bestimmt die dynamische Modellierung des
neuen Aktorsystems. Die Untersuchungen beginnen mit den elektrischen Phänome-
nen, insbesondere der stark nichtlinearen Induktivität L(x,i,f) und den Wirbelströ-
men. Zur Abbildung der Magnetisierungsdynamik im weichmagnetischen Kernmate-
rial genügt ein PT1-Modell, dessen Zeitkonstante nur messtechnisch zu ermitteln ist.
Die für die Anwendung wichtigen, aber a priori unbekannten mechanischen Last-
systeme lassen sich über indirekt identifizierte Modelle annähern, doch werden zur
geregelten Stabilisierung des Shakers alle Lasten unter Einschränkungen als starr
betrachtet. Zum Schluss des Entwurfs- und Modellierungskapitels werden alle Ei-
genschaften des belasteten EMAc2-5 inklusive seiner Peripherie in einem Gesamt-
modell zusammengestellt. Für das Ziel des Entwurfs stabilisierender Regler erfolgt
eine Reduktion auf ein aussagekräftiges Modell vierter Ordnung, das durch Skalie-
rung besser konditioniert wird und dessen Zustand real messbaren Größen entspricht.
Im zusammenfassenden Rückblick wird deutlich, dass alle besprochenen Effekte für
magnetische Antriebe charakteristisch sind und sich sinngemäß übertragen lassen.

Auf Entwurf und Modellierung folgen vier Varianten zur Regelung und Steuerung
des instabilen EMAc2-5-Aktors. Kapitel 4 fasst zuerst Regelkriterien unter dem
Stichwort robuste Regelqualität zusammen und beantwortet Fragen der Steuer- und
Beobachtbarkeit sowie der starken Stabilisierbarkeit der Regelstrecke. Außerdem
werden für das belastete Aktorsystem die notwendige Reglerstruktur und -ordnung
berechnet. Die Anwendung des Empfindlichkeitstheorems von Bode zeigt, dass die
Bandbreite des Regelkreises mit modellbasierten Rückführreglern aufgrund von Mo-
dellungenauigkeiten und der magnetischen Instabilität auf circa 30 Hz begrenzt ist.
Mit diesem Wissen über systemimmanente Eigenschaften werden folgende Regelkon-
zepte am EMAc2-5 eingesetzt:

• Beobachtergestützte Zustandsregelung;
• Robuste H∞-Regelung;
• Vorsteuerung stabiler Regelkreise durch frequency sampling;
• Flachheitsbasierte Steuerung mit Folgeregelung.
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Alle behandelten Methoden werden durch eine Darstellung ihres Grundkonzepts ein-
geführt und anschließend im Detail auf den Aktor angewendet. Die PI-Zustandsrege-
lung ermöglicht sehr anschaulich die modellbasierte Stabilisierung aller vorhandenen
Prüflinge mit Hilfe der Polvorgabe und der vollen Zustandsrückführung messbarer
Größen. Zur Sicherstellung der geforderten Geräuschlosigkeit und Ruhegüte dient ein
reduzierter Beobachter für Beschleunigung und Strom. Die meist unbekannten Las-
ten für den Shaker werden über Unsicherheiten in einer robusten H∞-Regelung ex-
plizit im Entwurf berücksichtigt. Bereits ein dynamischer H∞-optimaler Regler ohne
Einfluss von Unsicherheiten stabilisiert den Regelkreis mit der in den Gewichtsfunk-
tionen geforderten Regelqualität. Die Robustheitsanalyse bestätigt seine Toleranz
gegenüber den elektrischen und magnetischen Modellunsicherheiten. Der Reglerent-
wurf mit unsicheren mechanischen Parametern erreicht ebenfalls robuste Stabilität,
aber keine robuste Regelqualität. Die konservative Auslegung und der nötige Kom-
promiss aus Stabilität, Robustheit und Regelqualität lassen außer der Robustheit
wenig Regelenergie für weitere Ziele übrig.

Nach dem Empfindlichkeitstheorem von Bode und der praktischen Erfahrung sind
die eingeführten Rückführregler bandbreitebegrenzt. Zur Erhöhung der Aktordy-
namik dienen daher messbasierte Vorsteuerungen, von denen insbesondere die off-
line Referenzadaption eine sehr hohe Signalreproduktion auf Basis des frequency
samplings ermöglicht (RMS-Fehler < 5%). Ebenso wirksam ist die flachheitsbasier-
te Vorsteuerung mit Folgeregelung, die zur asymptotischen Stabilisierung und Feh-
lerkorrektur einen Polvorgabe-Rückführregler nutzt. In der Anwendung überzeugt
das Konzept durch robuste Stabilität, enorme Bandbreite und hohe Ruhegüte, weil
durch die steuerungsbedingte Kompensation des dominanten elektrischen Pols keine
Stromrückführung nötig ist. Damit erweist sich der flachheitsbasierte Folgeregler als
am besten geeignete modellbasierte Variante zur Zeitdatenreplikation mit dem ent-
wickelten magnetischen Reluktanzaktor. Die Wirkgrenze aller Regelkonzepte stellt
lastabhängig die verfügbare Spannung û = 220 V des Leistungsverstärkers dar.

Die Ergebnisse des Entwurfs und der Regelung werden im fünften Kapitel durch die
repräsentative Anregung industrieller Komponenten und Fahrzeuge mit den elek-
tromagnetischen Shakern illustriert. Bei den Komponententests können die Vorga-
beprofile mit einem RMS-Fehler < 5% auch über die geforderte Bandbreite fB =
0 . . . 100 Hz hinaus reproduziert werden. Der Shaker wird dabei nur zu 25% ausge-
lastet und arbeitet auch im Dauertest ermüdungsfrei. Seine volle Leistungsfähigkeit
fordert die Prüfung kompletter Fahrzeuge, die bedingt durch die Leistungselektro-
nik allerdings auf mittlere Typen beschränkt ist. Mit einer Spulenanpassung ist
eine leistungsgesteigerte Version des Reluktanzaktors mit 6 kN Stellkraft und dop-
peltem Kraft-Strom-Faktor entstanden (EMAc2-6), deren Berechnung mit den in
Kapitel 3 gezeigten Methoden erneut eine hohe Vergleichbarkeit zur Messung auf-
weist. Der stärkere EMAc2-6 ist in der Lage, auch die schwersten Fahrzeuge (z.B.
3 t Leergewicht) wie vorgesehen zu prüfen und stellt seine Eignung aktuell in der
Automobilindustrie unter Beweis.

Zusammenfassend bestätigen alle Ergebnisse die präsentierten Methoden zu Ent-
wurf, Modellierung und Regelung magnetischer Reluktanzaktoren. Die dargestellten
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Überlegungen und Vorgehensweisen erwiesen sich als anwendbar und richtig, und
bieten somit eine nützliche Basis für die Auslegung neuer Magnetantriebe. Im Ver-
lauf der Arbeit sind auch etliche Gedanken über in Zukunft lohnenswerte Gebiete der
Entwicklung entstanden. Nachfolgend sind die wichtigsten Ansätze themenspezifisch
aufgeführt, die sich aus dem aktuellen Stand der Forschung ergeben.

6.2 Ausblick

Aktordesign

In Abschnitt 3.4.1 ab Seite 54 wird die Strukturierung des verwendeten Magnet-
kreises positiv hervorgehoben. Optimierungsmöglichkeiten bieten dennoch die Pol-
flächen, an denen die magnetischen Kräfte entstehen. Um der nichtlinearen, desta-
bilisierenden Magnetsteifigkeit einen gutmütigeren Charakter zu verleihen, könnten
Maßnahmen der Polflächengestaltung hinsichtlich verschiedener Kraftverläufe ent-
sprechend Kallenbach, E. et al. [62] nützlich sein. Bei solchen Veränderungen
sollte allerdings die technologische Realisierbarkeit der Magnetkerne bedacht wer-
den.

Für die dynamischen Eigenschaften spielen insbesondere die unvermeidbaren Wir-
belströme im massiven Kernmaterial eine Rolle. Abschnitt 3.8 versucht über globale
Messungen eine erste Abschätzung dieser Effekte, jedoch ist eine genaue Analyse
auftretender Wirbelströme durch Stromänderung oder Ankerbewegung mit der Fini-
ten-Elemente-Methode durchaus interessant. Das Ziel der Untersuchungen sollte die
Lokalisierung kritischer Kernbereiche sein, denn es wird vermutet, dass sich die Wir-
belströme nur regional ausbilden. In den gefährdeten Abschnitten muss dann über
konstruktive Maßnahmen zur Wirbelstromvermeidung nachgedacht werden. Diese
sind nicht pauschal angebbar, da das Magnetfeld im vorliegenden Aktor in zwei
Dimensionen geführt wird. Spezielle, parallel zur Flussrichtung geblechte oder ge-
schlitzte Kernbereiche könnten aber einen positiven Einfluss haben.

Im Sinne der industriellen Anwendung ist als Kernmaterial statt Permenorm even-
tuell zehnmal günstigerer Stahl eine Option. Er besitzt zwar nicht die dynamischen
Eigenschaften der NiFe-Legierung, dafür aber höhere Sättigungsflussdichten und
Permeabilitäten. Diese steigern den Kraft-Strom-Faktor, der zusammen mit wirbel-
stromreduzierenden Maßnahmen die dynamischen Nachteile aufwiegen kann. Eine
Eignung können aber nur umfangreiche Tests mit Stahlproben verschiedener Her-
steller bestätigen, die eine Abschätzung der Streubreite magnetischer Eigenschaften
zulassen und somit die Modellbildung erleichtern. Messmethoden für magnetische
Materialen sind bei Michalowsky und Schneider [90] dargestellt.

Der Spulentausch vom EMAc2-5 zum EMAc2-6 macht die Verwendung von zwei Leis-
tungsverstärkern nötig, die je einen Spulenstrom antreiben. Für den künftigen Ein-
satz wird generell die parallele Schaltung beider Aktorspulen empfohlen, da nach den
Ausführungen in Abschnitt 5.2.1 (ab Seite 145) die Kraftentwicklung davon prinzi-
piell profitiert. In diesem Zusammenhang wird auch die separate Spulenansteuerung
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mit eigenen Stellspannungen interessant, die ausgehend von gut modellierten Strom-
Flussdichte-Kraft-Beziehungen für jede Spule über neue Regelungsansätze die Stell-
leistung erhöhen kann. Demgegenüber steht die unsymmetrische Einprägung der
Steuerdurchflutung, die zu einem Spulenfluss durch die Permanentmagnete führt.

Im Bereich des konstruktiven Aufbaus ist eine mechanische Stabilisierung sehr in-
teressant. Die magnetische Steifigkeit könnte durch mechanische Federn (nicht un-
bedingt nichtlineare Kreuzfedern) kompensiert und der Anker des Aktors in der
Mittellage (x = 0) stationär stabilisiert werden. Nach den Schlussfolgerungen aus
dem Empfindlichkeitstheorem von Bode (Abschnitt 4.1.4, Seite 103) ließe sich die
mittlere Sensitivität der Strecke auf Störungen reduzieren und die Bandbreite der
Rückführregler erweitern. Zugleich ergeben sich Vorteile in der Regelung und indus-
triellen Anwendung des Aktors. Eine Reduzierung der dauermagnetischen Vorspan-
nung zur Stabilisierung ist dagegen nicht ratsam. Die Permanentmagnete haben
im Aktor nicht nur die mechanisch destabilisierende Wirkung, sondern über ihr
Magnetfeld auch einen wichtigen Einfluss auf die Stromempfindlichkeit1. Bei Ver-
ringerung der Vormagnetisierung verschlechtert sich die Aktorleistung nach (3.48)
auf Seite 68 durch Schwächung des Kraft-Strom-Faktors. Mechanisch stabilisieren-
de Federn könnten extern montiert werden, doch gilt es dann Resonanzeffekte und
unerwünschte Lärmemissionen zu vermeiden.

Regelung

Als grundsätzliche Option für höhere Führungsbandbreite steht die Vergrößerung
der verfügbaren Spannung im Leistungsverstärker zur Verfügung. Allerdings sind
dabei Spannungsauflösung in der PWM und Spulenfestigkeit zu beachten. Inner-
halb der Regelung sind, ausgehend von nichtlinearen Modellen für Induktivität,
Kräfte, Stellgrößen- sowie Stellwegbeschränkungen, ebenfalls weitere Verbesserun-
gen denkbar. Die von Adamy et al. [2, 3] dargestellten weichen strukturvariablen
Regelungen ließen durch Nachführung der Reglerwerte in Abhängigkeit vom System-
zustand eine größere Leistungsausschöpfung erwarten, insbesondere in Verbindung
mit den flachheitsbasierten Reglern. Die parametervariablen Regelungen (vgl. auch
Forrai et al. [40]) ließen sich unter Umständen auch durch iterativ lernende Algo-
rithmen erweitern (ILC: iterative learning control) [107,108]. Nach [93] bieten auch
Internal Model Control Regler (IMC) gute Chancen zur Beherrschung von Stellgrö-
ßenbeschränkungen.

Das ILC-Konzept wäre außerdem für die Sicherstellung der Nachfahrgüte per Steue-
rung denkbar, insbesondere bei MIMO-Shakeranlagen. Die Erweiterung der SISO-
Struktur auf Mehrgrößenregler wird für Fahrzeuge sehr wichtig sein, um die Fol-
gequalität weiter zu heben. Dabei liegen die Schwerpunkte in der geeigneten Zu-
ordnung und Identifikation der vielfältigen Übertragungswege, um die gegenseitigen

1 Denkt man sich die Vormagnetisierungswirkung der Dauermagnete durch einen Strom iPM
erzeugt, dann folgt nach (2.10) für die Kraft jeder Spule Fm1 = k i21 = k (iPM − i)2 bzw.
Fm2 = k i22 = k (iPM + i)2 und somit für Fm = Fm2 − Fm1 = 4 k i iPM . Eine höhere
Vormagnetisierung steigert also die erreichbare Kraft, weil der Arbeitspunkt jedes Luftspalts
auf der Kraftparabel weiter oben liegt (Annahme: keine Sättigung, gleiche Luftspalte).
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Beeinflussungen der Aktoren kompensieren zu können. Für die momentan passiven
Steuerfilter sind adaptive Varianten vorstellbar, die eine kontinuierliche Anpassung
an sich verändernde Lasten gewährleisten. Ähnlich zum aktuellen Stand könnte die
blockweise Verarbeitung des Messsignals (z.B. 1 s Länge) mit dem gemessenen inver-
tierten Frequenzgang hilfreich sein. Alternativ sind digitale IIR- und Allpass-Filter
mit einer online Nachführung der Koeffizienten interessant, wobei hier der Adapti-
onsalgorithmus die Stabilität sichern muss.

Zur Zeit wird das Aktorsystem durch vier Zustände beschrieben, wobei zwischen
Strom und Kraft ein PT1-Glied das magnetdynamische Verhalten brauchbar model-
liert. Einen tieferen Zugang ließe die magnetische Flussdichte zu, die über entspre-
chend erweiterte Modelle beobachtet werden könnte. Dann lässt sich eine Flussdichte-
bzw. Kraftregelung aufbauen, die gezieltere Stellbewegungen verspricht. Zum Ver-
gleich ist auch die Kraftregelung mit einem Kraftsensor interessant. Diese Regel-
schleife wäre auch für die kontrollierte Verwindungsprüfung an Komponenten und
Fahrzeugen sehr nützlich. Alle bekannten und neuen Regelkonzepte müssen aber
im Rahmen der Schwingungsanregung vor allem die Stabilität unter den gegebe-
nen Randbedingungen wahren. Erst danach lassen sich weitere Ziele verfolgen, um
die gewünschten Vibrationen in die Prüflinge einzuleiten. Neben der bisher allei-
nig betrachteten Schwingungserzeugung stellen die entstandenen magnetischen Re-
luktanzaktoren auch ein hohes Potenzial zur Schwingungsisolierung zur Verfügung.
In diesem technisch interessanten Anwendungsgebiet sind einige der vorgestellten
Regler sicherlich eine Grundlage, auf der vielfältige spezielle Strategien aufbauen
können.
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A Modell- und Aktordaten

Voraussetzungen für den Entwurfsaktor: Fs = 3500 N, σ = 0,3, imax = 5 A, Jzul =
4 A/mm2, kCu = 0,6. Für die realisierten Aktoren sind auch Fertigungsmaße angegeben,
z.B. bei der Spule die tatsächlich mit Kupferdraht gefüllte Wicklungsfläche.

Tabelle A.1: Geometrieparameter und Berechnungsgleichungen des Entwurfsaktors
EMAc2-E und der realisierten Magnetaktoren EMAc2-5 und EMAc2-6

Kenngröße Symbol Einheit EMAc2-E EMAc2-5 EMAc2-6

Magnetkern mit (3.1), (3.2), (3.4), (3.7), (3.25), (3.44), (3.45), (3.46)

Innenkern Innenradius rIi mm 12,5 12,5 12,5
Innenkern Außenradius rIa mm 40,2 40,5 40,5
Außenkern Innenradius rAi mm 89,0 90,5 90,5
Außenkern Außenradius rAa mm 96,8 102,5 102,0
Innenkern Kernfläche Ai mm2 4580 4662 4662
Außenkern Kernfläche Aa mm2 4580 6995 6995

Anzugscheiben

Höhe hS mm 18,1 13,0 13,0
Innenradius rSi mm 10,0 10,0 10,0
Außenradius rSa mm 96,8 99,5 99,5
Innenfläche ASi mm2 4762 4839 4839
Außenfläche ASa mm2 4580 5372 5372

Magnetsystem und Luftspaltsystem

Magnetsystem Höhe hM mm 100,4 98,0 98,0
Ruheluftspalt x0 mm 3,0 3,0 3,0
Mittlere Innenfläche ALi mm2 4671 4751 4751
Mittlere Außenfläche ALa mm2 4580 6163 6163

Permanentmagnete mit (3.26), (3.28), (3.37)-(3.41)

Querschnittsfläche APM mm2 9500 11000 11000
Innenradius Ring rPM mm 83,3 70,85 70,85
Anzahl Quader nPM 52 44 44
Länge Quader lPM mm 4,65 15 15
Breite Quader bPM mm 10,0 10 10
Höhe Quader hPM mm 18,1 25 25

weiter auf der nächsten Seite
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Tabelle A.1: Geometrieparameter und Berechnungsgleichungen des Entwurfsaktors
EMAc2-E und der realisierten Magnetaktoren EMAc2-5 und EMAc2-6

Kenngröße Symbol Einheit EMAc2-E EMAc2-5 EMAc2-6

Volumen VPM mm3 43766 165000 165000
Durchflutung ΘPM A 4836 15600 15600

Spulendaten mit (3.32), (3.42), (3.43)

Durchflutung (maximal) Θmax A 2340 2900 5800
Windungszahl w 468 580 1160
Spulenfenster ASp mm2 975 1000 1000
Höhe hSp mm 20,0 20,0 20,0
Breite bSp mm 48,8 50,0 50,0
Innenradius rSp i mm 40,2 40,5 40,5
Außenradius rSp a mm 89,0 90,5 90,5
Wickelfenster AW mm2 975 672 672
Wickelhöhe hW mm 20,0 16,0 16,0
Wickelbreite bW mm 48,8 42,0 42,0
Innenradius rW i mm 40,2 43,0 43,0
Außenradius rW a mm 89,0 85,0 85,0

Tabelle A.2: Leistungsdaten und weitere Parameter der EMAc2-Aktoren

Parameter Symbol Einheit EMAc2-5 EMAc2-6

Stellweg (pk-to-pk) x̂ mm 5 5

Stellkraft statisch Fs N 5000 6000

Stellkraft dynamisch (RMS) Fd N 1600 2000

Frequenzbereich fB Hz 0 . . . 150 0 . . . 150

Geräuschpegel Lp dB(A) < 35 < 35

Leistungsaufnahme P VA 220 V × 5 A 2× 220 V × 5 A

Bauhöhe (nur Aktor) h mm 135 135

Durchmesser (nur Aktor) DA mm 260 260

Gewicht (nur Aktor) m kg 24 24

Kraft-Strom-Faktor kFi N/A 1100 2100

Magnetische Steifigkeit cM N/mm 2200 2200

Spulenwiderstand R � 2 × 5,5 2 × 21

Mittlere Induktivität L0 H 2 × 0,25 2 × 1,0

Mittlere Federrate Federkreuz cF0 N/mm 80 80

Anzahl Federkreuze nF 12 12
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Tabelle A.3: Reluktanzen des magnetischen Ersatznetzwerks von Bild 3.13 (Seite 73)

R Definition Formel Erläuterung

RLjk
xj

μ0 ALk

Luftspalte mit
j = {1,2}, k = {i,a}

RPM

rPM+dPM∫
rPM

d r
μPM 2π hPM r

ln(1+dPM/rPM )
μPM 2π hPM Dauermagnetring

RLpm

rPM+lPM∫
rPM+dPM

d r
μ0 2π hPM r

ln
(
rPM+lPM
rPM+dPM

)
μ0 2π hPM

Luftergänzung der
Quadermagnete

Rσpm

[
dPM/2∫

0

8μ0(rPM+dPM/2+τ) dτ
dPM

]−1

[4μ0(rPM + 3/4dPM )]−1 Streuung am Perma-
nentmagnetring

RσjIk

[
3xj/2∫
xj/2

μ0 2π rIkdτ
πτ

]−1

[2μ0 rIk ln(3)]−1

innere / äußere
Streuung Innenkern
oben/unten mit
j = {1,2}, k = {i,a}

RσjAi

[
3xj/2∫
xj/2

μ0 2π rAidτ
πτ

]−1

[2μ0 rAi ln(3)]−1
innere Streuung Au-
ßenkern oben/unten,
j = {1,2}

RσjAa

[
7xj/2∫
xj/2

μ0 2π rAadτ
πτ

]−1

[2μ0 rAi ln(7)]−1
äußere Streuung Au-
ßenkern oben/unten,
j = {1,2}

Rσjv
hSp+xj

μ0π[(rPM−hA+dPM/2)2−r2
Ia]

vertikale Streuung
Innenkern → Anzug-
scheibe, j = {1,2}

Rσh

[
hA∫

dPM/2

4π rPMdτ
π/2τ

]−1

+

rAi∫
rPM+dPM/2

d r
μ0 2π r(hA−dPM/2)

1
8μ0 rPM ln

(
2hA
dPM

)

+
ln
(

rAi
(rPM+dPM/2)

)
2μ0π(hA−dPM/2)

horizontale Streuung
Innenkern → Außen-
kern, hA Außenkern-
höhe

Tabelle A.4: Identifizierte Parameter für das Modell (3.67) des PKW-Sitzes

Index i mi (kg) ci (N/mm) di (Ns/m)

A 9 –1240 —
B 2 75 3000

0 11 –1165 3000
1 35 660 2000
2 5 710 200
3 5 2750 100

L 56 –1165 3000
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B Theorie angewendeter Regelkonzepte

B.1 Stabilisierende Regler

Es bezeichne S die Menge aller stabilen, properen (begrenzten) und reell-rationa-
len Übertragungsfunktionen. Jede beliebige, nicht notwendigerweise stabile Übertra-
gungsfunktion G0(s) = Z0(s)/N0(s) lässt sich als Quotient zweier teilerfremder Funk-
tionen G0(s) = Zk(s)/Nk(s) (Zk(s), Nk(s) ∈ S) darstellen. Eine solche koprime Fakto-
risierung lässt sich über den Algorithmus von Euklid

1 zur Bestimmung des größ-
tem gemeinsamen Teilers zweier Polynome erhalten. Zwei Übertragungsfunktionen
N,M ∈ S sind nämlich genau dann teilerfremd oder koprim, wenn sich zwei weitere
teilerfremde Funktionen X,Y ∈ S derart finden lassen, dass die Bézoutsche Iden-
tität2 (B.1) erfüllt wird oder wenn sie keine gemeinsamen Nullstellen in Re{s} > 0
haben.

N(s) ·X(s) +M(s) · Y (s) = 1 ∀ s ∈ C (B.1)

Zur Bestimmung aller stabilisierenden Regler wird der Standardregelkreis nach Ta-
belle 2.3 oben rechts mit der Einheits-Rückführung Gfb = 1 betrachtet. Für eine be-
liebige Regelstrecke existiere weiterhin die koprime Faktorisierung G0(s) = Zk(s)/Nk(s)

mit Zk(s), Nk(s) ∈ S. Erfüllen nun zwei Funktionen X,Y ∈ S die Bézout-Identität
Zk(s) · X(s) + NK(s) · Y (s) = 1, dann ist die Gesamtheit aller den Regelkreis sta-
bilisierenden Regler GR(s) von der Gestalt (4.3) mit dem freien Youla-Parameter
Q(s) ∈ S.

GR(s) = X(s) +Nk(s) ·Q(s)
Y (s)− Zk(s) ·Q(s) mit Q(s) ∈ S (4.3)

Andererseits ist jeder Regler, der den Regelkreis stabilisiert, von der in (4.3) angege-
benen Form. Von der Wirksamkeit des so charakterisierten Reglers überzeugt man
sich leicht, wenn für den Standardregelkreis die Sensitivitätsfunktion S nach (2.52)
und die komplementäre Übertragungsfunktion T nach (2.53) bestimmt werden. In
beiden Fällen (B.2) und (B.3) stellt der Nenner als charakteristisches Polynom (B.4)
aller möglichen Regelkreise gerade die zu Grunde liegende Bézout-Identität dar.

S(s) = 1
1 +G0GR

= Nk · (Y − Zk ·Q)
Zk · (X +Nk ·Q) +Nk · (Y − Zk ·Q) (B.2)

T (s) = G0GR
1 +G0GR

= Zk · (X +Nk ·Q)
Zk · (X +Nk ·Q) +Nk · (Y − Zk ·Q) (B.3)

Zk· (X +Nk ·Q) +Nk · (Y − Zk ·Q) = 1 (B.4)

1 Euklid von Alexandria (ca. 365 v. Chr. - ca. 300 v. Chr.): Griechischer Mathematiker.
2 Étienne Bezout (1730-1783): Französischer Mathematiker.
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Alle Übertragungsfunktionen der linken Seite von (B.4) lassen sich auch durch Quo-
tienten zweier Polynome darstellen, d.h. die Strecke Zk = Zp/A, Nk = Np/A, der
Regler X = Xp/B, Y = Yp/B und der Youla-Parameter Q = Qp/C. Setzt man diese
Beziehungen in (B.4) ein und begnügt sich mit Qp = 0 und C = 1, dann erhält man
die Polynomgleichung (4.4), in der die Polynome Xp(s) und Yp(s) durch Vorgabe
des charakteristischen Polynoms A ·B bestimmbar werden.

Zp ·Xp +Np · Yp = A ·B (4.4)

B.2 Zustandsregelung und Beobachter

Zum Entwurf vollständiger Zustandsrückführungen wird von einem LTI-System in
Zustandsform (2.44) ohne Durchgriff ausgegangen.

ẋ(t) = A · x(t) +B · u(t) mit x(t0) = x0 (2.44a)
y(t) = C · x(t) (2.44b)

Ist die zu regelnde Strecke vollständig steuerbar, dann kann durch Rückführung des
gesamten Systemzustandes die Lage aller Eigenwerte beeinflusst werden. Als Mittel
dazu wird das lineare Rückführgesetz (4.16) verwendet, das mögliche Anfangsstö-
rungen und Störungen am Streckenausgang in Abhängigkeit des Rückführvektors
k ∈ IR1×n beseitigt. Gleichung (4.17) beschreibt die Dynamik des neu geschaffenen
Systems, das dieselbe Ordnung n wie die zu Grunde liegende Strecke hat.

u(t) = −k · x(t) = uZR(t) (4.16)
ẋ(t) = (A−B · k) · x(t) (4.17)

Für stationäre Genauigkeit und unkritische Folgeaufgaben des Regelkreises können
statische Vorfilter eingesetzt werden. Zur Ausregelung von Störgrößen stellen ergän-
zende PI-Regler die bessere Wahl dar, die zu uZR ein Stellsignal uPI aufgrund des
Regelfehlers e addieren (vgl. Bild 4.3, Seite 108). Substituiert man den eigentlichen
Regelfehler e durch eine abgeleitete Größe ˙̃e ≡ e, dann repräsentiert ẽ einen wei-
teren Zustand des geregelten Systems. Dieser fließt in die Zustandsform (2.44) ein
und bewahrt formal den statischen Rückführcharakter. Es beschreibt dann (B.5) die
um den PI-Regler GPI = (Px s+Ix)/s erweiterte Strecke, auf die das Regelgesetz (B.6)
Anwendung findet. In der daraus resultierenden Zustandsbeschreibung (4.18) hat
(4.18a) dieselbe Struktur wie (4.17), aber die Ordnung n+ 1.(

x

ẽ

)�

=
(
A O

−c 0

)
·
(
x

ẽ

)
+
(
b

0

)
· u+

(
0
1

)
· w (B.5)

uZR = −
(
k + Px c −Ix

)
·
(
x

ẽ

)
+ Pxw (B.6)

(
x

ẽ

)�

=
(
A− b (k + Px c) Ix b

−c 0

)
·
(
x

ẽ

)
+
(
Px b

1

)
· w (4.18a)
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y =
(
c 0

)
·
(
x

ẽ

)
(4.18b)

Die Polvorgabe oder Polverschiebung bezeichnet die Festlegung der Eigenwerte von
(A−B ·k) aus (4.17) über den Rückführvektor k, was auch mit dem Parametersatz
{k, Px, Ix} aus (4.18a) möglich ist. Die gewünschten Eigenwerte λR des Regelkreises
müssen die Nullstellen des charakteristischen Polynoms von (4.17) sein, so dass nach
dem Ausmultiplizieren von (B.7) durch Koeffizientenvergleich in (B.8) ein System
mit n Gleichungen für den unbekannten Regler gelöst werden muss.

det [sE − (A− bk)] =
n∏
i=1

(s− λRi) (B.7)

sn + gn−1(k) sn−1 + . . .+ g0(k) = sn + pn−1(λR) sn−1 + . . .+ p0(λR) (B.8)

Besitzt die zu regelnde Strecke genau eine Steuergröße u, dann ist das Gleichungs-
system eindeutig und analytisch lösbar [39]. Die Lösung wird sehr übersichtlich,
wenn die Strecke in Regelungsnormalform vorliegt. Darin sind die n Einträge der
letzten Zeile von A genau die Koeffizienten ai−1 (i = 1 . . . n) des charakteristischen
Streckenpolynoms. Für das charakteristische Polynom der Zustandsregelung (B.8)
bestimmen sich sofort die gi−1 = ai−1 + ki und aus dem Koeffizientenvergleich der
Regelvektor (B.9).

kRNF =
(
p0−a0 p1−a1 · · · pn−1−an−1

)
(B.9)

Jede andere steuerbare Strecke ist mit T (B.10) über xRNF = T x auf Regelungsnor-
malform transformierbar, wobei tS die letzte Zeile der inversen Steuerbarkeitsmatrix
Q−1
S (B.11) des Kalman-Kriteriums ist. Wegen u = −kRNF xRNF = −kRNFTx ist

der jeweilige Rückführvektor k = kRNFT dann mit der sog. Ackermann-Formel
(4.19) schnell zu bestimmen.

T =
(
tS tSA · · · tSAn−1

)T
(B.10)

Q−1
S =

(
b Ab · · · An−1b

)−1
(B.11)

k = tS
[
p0(λR)E + p1(λR)A+ . . .+ pn−1(λR)An−1 +An

]
(4.19)

Beobachter ermöglichen die deterministische Rekonstruktion der zur Rückführung
benötigen Zustände. Ein Zustandsbeobachter ist ein lineares dynamisches System,
dessen Eingänge die Ein- und Ausgangsgrößen der Regelstrecke sind und dessen Zu-
stand x̆ linear vom zu approximierenden Streckenzustand x abhängt [82]. Ausgehend
von (2.44) soll der dynamische Beobachter die nicht bekannten oder unbrauchbaren
Zustände möglichst genau und verzögerungsfrei bestimmen. Das erreicht ein sog.
Identitätsbeobachter (4.20), der einerseits die Streckendynamik abbildet, zusätzlich
aber einen ausgangsfehlerabhängigen Korrekturterm zur Überwindung von Modell-
ungenauigkeiten beinhaltet. Damit ist ein Beobachter auch als dynamischer Regler
für die Nachbildung des Streckenausgangs und -zustands interpretierbar.

˙̆x = A · x̆+ b · u+L · (y − y̆) (4.20a)
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y̆ = C · x̆ (4.20b)

Die Beobachtermatrix L muss so gewählt sein, dass der Zustandsfehler ẋe = ẋ− ˙̆x
schnell verschwindet. Die Gleichungen (2.44) und (4.20) ergeben die Fehler-DGL
(B.12) mit der Dynamikmatrix (A−LC). Da diese quadratisch ist, kann sie trans-
poniert werden und liefert dann eine zu (4.17) duale Form (4.21). Durch Vorgabe der
Beobachtereigenwerte λB kann für den Luenberger-Beobachter des beobachtba-
ren Systems dual zum Zustandsregler mit Polvorgabe die Beobachtermatrix L mit
der Ackermann-Formel (4.19) bestimmt werden. Dazu müssen lediglich die Korre-
spondenzen A→ AT , b→ CT , k→ LT und tS → tB mit tB als der letzten Spalte
der inversen Beobachtbarkeitsmatrix Q−1

B (B.13) nach Kalman beachtet werden.

ẋe = (A−LC) · xe (B.12)
ẋf = (AT −CTLT ) · xf (4.21)

Q−1
B =

(
C CA · · · CAn−1

)−T
(B.13)

Für die Eigenwerte von Beobachter und Zustandsregelung gilt bei steuer- und be-
obachtbaren Strecken das Separationstheorem, d.h. beide Eigenwertvektoren sind
unabhängig voneinander vorgebbar und addieren sich zur Gesamtordnung des gere-
gelten Systems.

Neben der Polvorgabe bei Zustandsregler und Beobachter dienen oft auch gewichtete
Gütefunktionale zur Festlegung der Systemdynamik. Bei linearen Strecken und der
Minimierung quadratischer Integralkriterien (IE2C2) entstehen optimale LQ-Reg-
ler (linear-quadratisch, speziell: Riccati-Regler) und das Kalman-Filter als Beob-
achter. Die Optimalität durch Minimierung eines Gütefunktionals sichert zugleich
die Stabilität, da der Integrand des Funktionals eine Funktion des Systemzustands
ist [12]. Optimaler Regler und optimaler Beobachter in einem Regelkreis werden
auch als LQG-Regler (linear-quadratisch-Gaußscher Regler3) bezeichnet.

B.3 Normen und normoptimale Regler

Die optimale Lösung des Modellabgleichs (Model Matching, (4.31)) zur systemati-
schen Bestimmung des Youla-ParametersQ(s) eines stabilisierenden ReglersGR(Q)
(4.3) führt typischerweise zu Reglern mit nicht anwendbaren hohen Verstärkun-
gen [91]. Eine weitere Problematik stellt die Gefahr der Instabilität bei geringsten
Abweichungen der realen Strecke vom mathematischen Modell dar. Daher sind für
einen realistischen Entwurf neben der Optimalität der Lösung für die Führungs-
übertragungsfunktion zusätzlich Stellgrößen(-beschränkungen), die Empfindlichkeit
auf äußere Störungen, Parameterschwankungen und/oder Modellunsicherheiten zu
berücksichtigen. Mit der Einbeziehung mehrerer Qualitätsmerkmale in den Regler-
entwurf erhält man schließlich Mehrgrößenstrukturen, deren Behandlung im Fre-
quenzbereich mit normbasierten Methoden sehr gut möglich ist.

3 Grundlage der Gewichtsmatrizen des Kalman-Filters sind Kovarianzen weißer Gaußscher
Rauschprozesse.
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Eine Norm ‖x‖ bewertet Elemente eines metrischen Raumes E durch eine reelle
positive Zahl mit bestimmten Eigenschaften, die ein Maß für die „Größe“ dieses
Elements x ∈ E darstellt [91]. Man unterscheidet Signalnormen (Vektornormen),
Matrizennormen und Systemnormen. Für die Regelungstechnik sind vor allem zwei
Signalnormen von Bedeutung:

‖x‖2 =

√√√√ n∑
i=1

|xi|2 =
√
x · xT 2-Norm, euklidische Vektornorm (B.14)

‖x‖∞ = max
i
|xi| ∞-Norm (B.15)

Während (B.14) den Energieinhalt des Signal(-vektors) kennzeichnet, beziffert (B.15)
dessen Maximaleintrag. Es ist zu beachten, dass viele Funktionen eine identische
Norm aufweisen, d.h. die Beschreibung von Signalen über eine Norm umfasst eine
ganze Klasse von Signalen, und nicht nur einen bestimmten Verlauf. Matrizennor-
men sind aus Vektornormen ableitbar, wobei die 2-Norm (B.16) einer Matrix ihrem
maximalen Singulärwert σ entspricht und die ∞-Norm (B.17) die maximale Zeilen-
summe ist.

‖A‖2 = σ (B.16)

‖A‖∞ = max
i

m∑
j=1

|aij| (B.17)

Bei Übertragungsfunktionen sind ebenfalls die 2-Norm (B.18) und die ∞-Norm
(4.32) bedeutsam, da sie physikalisch motiviert sind. Erstere beschreibt die Übertra-
gung von Impulsanregungen, während die ∞-Norm Ausdruck der maximalen Ener-
gieübertragung ist. Ist also die Energie des Ausgangssignals ‖y‖2 < ∞, dann ist
G stabil und ein Element des Hardy-Raumes H∞. Dieser enthält die Menge aller
properen (beschränkten) Übertragungsfunktionen, die holomorph in C+ sind und da-
mit keine Pole (Singularitäten) in Re{s} > 0 haben. Der in Anhang B.1 eingeführte
Raum S als Menge aller stabilen, properen und reell-rationalen Übertragungsfunktio-
nen ist also gleich dem Hardy-Raum RH∞. Wichtige Eigenschaften der H∞-Norm
sind die Submultiplikativität (B.19) und die Beziehung (B.20). Die H∞-Norm ist
auch identisch mit der kleinsten oberen Schranke des Verlaufs des größten Singulär-
werts σ(jω) der Übertragungsfunktionsmatrix G.

‖G‖2 =

√√√√√ 1
2π

∞∫
−∞

spur[G(jω)G∗(jω)]dω (B.18)

‖G‖∞ = sup
u�=0

‖y‖2
‖u‖2

= sup
ω

[
sup
u�=0

‖G(jω)u‖2
‖u‖2

]
= sup

ω
σ(G(jω)) (4.32)

‖G1G2‖∞ ≤ ‖G1‖∞ · ‖G2‖∞ (B.19)∥∥∥∥∥G1

G2

∥∥∥∥∥
∞
≥ max{‖G1‖∞ , ‖G2‖∞} (B.20)

Wie die Singulärwerte einer Matrix als Verallgemeinerung des Betrages einer Zahl in-
terpretierbar sind, so können Singulärwertverläufe einer komplexen Frequenzgangs-
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Matrix als Verallgemeinerung des Amplitudengangs eines komplexen Frequenzgan-
ges angesehen werden. Jede komplexe Matrix M ∈ Cp×q lässt sich mit (B.21) als
Singulärwertzerlegung (SVD: Singular Value Decomposition) schreiben, wobei die
n = rg(M) Singulärwerte nach (B.22) definiert sind und mit absteigender Größe
die reelle Diagonalmatrix Σ ∈ IRn×n besetzen.

M = UΣV ∗ (B.21)
σi =

√
λi(MM ∗) mit i = 1 . . . n (B.22)

Mit der H∞-Norm bieten sich viele Möglichkeiten, im Frequenzbereich Regler un-
ter speziellen Randbedingungen zu entwerfen. Bei der H∞-Optimierung werden die
Anforderungen systematisch in einem Gütemaß, der H∞-Norm der standardisier-
ten Regelstrecke, zusammengefasst. Die Bestimmung des H∞-optimalen Reglers
geschieht durch Minimierung des Gütekriteriums, wodurch sich Reglerstrukturen
ergeben können, die intuitiv nicht mehr zu finden sind. Die interne Stabilität des
Regelkreises mit einem H∞-optimalen Regler sichert die Existenz der H∞-Norm für
das H∞-Standardproblem. Diese Formulierung des Regelsystems fasst alle Elemente
des Regelkreises und alle Anforderungen an ihn in Form von Gewichtsfunktionen
in der verallgemeinerten Strecke P zusammen. Aus den Systemgleichungen (B.23)
lässt sich über die sog. lower linear fractional transformation Fl der verallgemeiner-
te Regelkreis für das H∞-Standardproblem mit der Übertragungsfunktionsmatrix
N = Fl(P ,K) ableiten.(

z

y

)
= P ·

(
w′

u

)
=
(
P 11 P 12

P 21 P 22

)
·
(
w′

u

)
(B.23a)

u =K · y (B.23b)

z = Fl(P ,K) ·w′ =N ·w′ = (
P 11 + P 12K(E − P 22K)−1P 21

) ·w′ (4.34)

Daraus kann man das H∞-Standardproblem mathematisch wie folgt formulieren:

• Suboptimales H∞-Problem: Zu einer verallgemeinerten Strecke P und einer
oberen Schranke γ > 0 berechne einen Regler K derart, dass

1. der verallgemeinerte Regelkreis N = Fl(P ,K) intern stabil ist (‖N‖∞
existiert);

2. ‖N‖∞ < γ gilt.
• Optimales H∞-Problem: Zu einer verallgemeinerten Strecke P berechne einen

Regler K derart, dass

1. der verallgemeinerte Regelkreis N = Fl(P ,K) intern stabil ist (‖N‖∞
existiert);

2. ‖N‖∞ → min ist.

Das Problem ist lösbar, wenn alle instabilen Eigenwerte steuer- und beobachtbar
sind, alle Kombinationen von Steuerungen gewichtet sind, alle Kombinationen von
Störgrößen im Messsignal vorhanden sind und keine Entkopplungsnullstellen auf der
imaginären Achse liegen [46,83].
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