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Kapitel 1

Einleitung

In vielen Bereichen des alltiglichen Lebens spielt die Konservierung von biologischen Sub-
stanzen eine grofte Rolle. In der Lebensmittel- und Futtermittelindustrie zielt dies meist
auf eine moglichst lange Lagerung und Haltbarkeit von Nahrungsmitteln ab, ohne nen-
nenswerte Einbufen hinsichtlich Geschmack, Form, Konsistenz, Vitaminen und anderen
Néahrstoffen zu haben.

Héaufig ist hier der Einsatz von Kilte ein wesentliches Mittel, wie etwa bei der Kiihlung
von Fleisch- und Milchprodukten, bei der Gefriertrocknung von Kaffee, Kriutern und Ge-
wiirzen oder bei der Herstellung von Tiefkiihlprodukten jeder Art.

Durch Absenkung der Temperatur kénnen Alterungs- und Wachstumsprozesse, die durch
Stoffwechselvorgdnge verursacht werden, stark verlangsamt werden. Hintergrund ist, dass
in Zellen, die beim Einfrieren tiefen Temperaturen ausgesetzt sind, biochemische Prozesse
reduziert und unterhalb der Glasiibergangstemperatur von —136 °C sogar génzlich blo-
ckiert werden. Theoretisch ist in diesem Bereich die Konservierung bis auf unbestimmte
Zeit moglich; lediglich Einfliisse der ionisierenden Erdstrahlung oder kosmischen Strahlen
auf die Zellen sind hier noch vorhanden, vgl. [35], [40] und [50].

Auch in der Biologie und Medizin sind in vielen Anwendungsbereichen der Forschung, Kon-
servierung und Therapie kryobiophysikalische Effekte von grofer Bedeutung, s. [5]. Der
Name leitet sich aus dem griechischen Wort Kryos fiir ,Kalte“ oder ,Frost* her und bezieht
sich auf Effekte, die Kélte- oder Frosteinwirkung auf biologisches Gewebe haben. Sie sind
physikalischer, chemischer oder biologischer Natur und resultieren aus dem Wirme- und
Stoffaustausch, der bei thermischen Prozessen in biologischen Systemen beim Abkiihlen,
Gefrieren, Auftauen oder Erwérmen hervorgerufen wird, und sind sowohl von der Tempe-
ratur als auch von den thermischen Geschwindigkeiten der Prozesse abhingig.

Therapeutische Anwendungen dieser Effekte sind etwa Schmerzlinderung, Entzliindungs-
hemmung, Muskelaktivierung, Zellzerstorung, Stimulation oder Zellkonservierung, vgl. [5].

Wir werden uns hier auf den Anwendungsbereich der Kryokonservierung lebender Zellen
und lebenden Gewebes beschriankten.
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1.1 Kryokonservierung

Die Kryokonservierung ist ein Verfahren zur Aufbewahrung und Haltbarmachung von Zel-
len oder biologischem Gewebe. Dabei stellt fiir die Zellen die Lagerung bei tiefen Tem-
peraturen auch unterhalb von —196 °C an sich kein grofes Problem dar. Allerdings ist
die Gefahr ihrer Sterblichkeit im Temperaturbereich von circa —15 °C bis —60 °C, der
sowohl beim Finfrieren als auch beim Auftauen durchschritten werden muss, besonders
hoch, s. [35]. Fiir die erfolgreiche Kryokonservierung ist es daher essenziell, in diesem Be-
reich den Gefrier- und Auftauvorgang so durchzufiihren, dass eine hohe Viabilitdt der zu
konservierenden Zellen oder Gewebestrukturen gewidhrleistet wird. Dies stellt hinsichtlich
der ablaufenden komplexen thermischen Prozesse und kryobiophysikalischen Effekte eine
grofe Herausforderung dar.

1.1.1 Computergesteuerte Einfriergerdte und kritische Phasen beim
Gefrierprozess

Bei der Kryokonservierung werden kleine Gewebeproben in einer wéssrigen Einfrierlosung
in speziellen Einfriergeriten tiefgefroren und wieder aufgetaut. Diese Einfriergerite beste-
hen primér aus einer Gefrierkammer, das an ein Kiihlsystem basierend auf Stickstoffgas
(Siedetemperatur —196 °C) angeschlossen ist, sowie einem Gitter, in das Plastikampul-
len mit Gewebeproben oder Zellsuspensionen gestellt werden koénnen. Zwei Sensoren zur
Messung der Temperatur in der Kammer und in der Probe leiten die Messdaten an einen
Computer weiter, der wiahrend des Gefrierprozesses das vorgegebene Kiihlprofil und die
daraus resultierenden Temperaturkurven auf dem Bildschirm darstellt, das Kiihlprotokoll
speichert und das Kiihlsystem beziiglich des vorgegebenen Kiihlprofils steuert.

Abbildung 1.1: IceCube 15M der Firma SY-LAB Geriite GmbH, Osterreich, mit Ampullen
und Temperatursensoren in der Halterung, aus [29].
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In Abbildung 1.1 ist ein solcher Gefrierapparat der Firma SY-LAB Gerdte GmbH aus
Osterreich abgebildet. Mit diesem IceCube 15M kénnen gewiinschte Kiihlprofile manuell
eingegeben oder aus einer zuvor erstellten Datei eingelesen werden. Dieses Gerdt eignet
sich daher hinsichtlich der Optimierung des Kryoprozesses.

Experimente mit diesem Gerdt haben gezeigt, dass die Temperatur in der Nihe des Ge-
frierpunktes ein ungleichméfiges Verhalten aufweist, weil hier wegen der Kristallisation die
latente Wérme frei wird, s. [29]. Ein typischer Temperaturverlauf bei konstanter Kiihlrate
ist in Abbildung 1.2 dargestellt.

S — Supercooling
L — Latente Warme wird frei

Temperatur

D — Starke Temperaturabnahme

Zeit

Abbildung 1.2: Kritische Phasen beim Einfrieren von lebenden Zellen (links) und Ampulle
mit Gewebeprobe in einer kryogenen Kochsalzlosung (rechts), nach [29].

Dieser irreguldre Verlauf kann in drei Phasen eingeteilt werden:

Die erste Phase (S) der Unterkiihlung (Supercooling) ist ein bekanntes Phédnomen, tritt
h&ufig bei der Verwendung kleiner Mengen der Zellsuspensionslosung auf und birgt selbst
fiir die Zellen keine grofse Gefahr. In Kombination mit der zweiten Phase, in der die latente
Wiérme (L) frei wird, kann es jedoch zu Problemen kommen. Es bilden sich Dendriten
(baumartige Kristallstrukturen, wie zum Beispiel Schneeflocken), die die Zellmembran me-
chanisch schidigen kénnen. Es hat sich gezeigt, dass sich umso mehr Dendriten ausbilden,
je ldanger diese Phase andauert. Nach Abschluss des Phaseniibergangs kommt es schliefslich
in der dritten Phase zu einem plotzlichen Temperaturabfall (D), der einen Temperatur-
schock in den Zellen verursachen kann.

Die Dauer und Ausprigung dieser Phasen, sowie deren Einfluss auf die Zellen wird vor
allem von der Kiihlrate beeinflusst.
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1.1.2 Einfluss der Kuhlrate

Sowohl beim Einfrieren als auch beim Auftauen hat die Kiihlrate einen erheblichen Ein-
fluss auf die kryobiophysikalischen Effekte, die durch die thermischen Prozesse in einem
biologischen Gewebe oder einer Zellsuspension hervorgerufen werden.

Man kann dabei im Wesentlichen zwischen Effektgruppen in drei Geschwindigkeitsherei-
chen des Kiihlvorgangs unterscheiden. Das heifit also Effekten, die vor allem beim langsa-
men (ca. 10 — 40 K/min), schnellen (ca. 60 — 100 K/min) oder extrem schnellen Einfrieren
(ca. 30.000 — 1.000.000 K/min) auftreten, s. [5] und [45]. Die Bereiche sind nur als Richt-
werte zu sehen, da sie sowohl vom verwendeten Zell- oder Gewebetyp als auch von dufseren
Umsténden, wie etwa dem Hinzufiigen von Kryoprotektiva zur Zellsuspension abhéngen.

Ausfiihrliche Beschreibungen der Abldufe und méglicher Effekte wihrend des Gefrierpro-
zesses findet man in vielen Veroffentlichungen zum Thema Kryobiologie und Kryokonservie-
rung, zum Beispiel in [36], [50], [5] oder [41]. Wir beschrénken uns hier auf die wichtigsten
Vorgiinge, die das Uberleben der Zellen bei der Kryokonservierung beeinflussen.

Dazu betrachten wir im Folgenden Zellen in einer kochsalzhaltigen Suspensionslésung, wie
in Abbildung 1.2 dargestellt. (Dies trifft auch auf Gewebszellen zu, da sich diese in einem
extrazelluldren Fluid innerhalb der extrazelluldren Matrix befinden).

Langsames Einfrieren

Unter der Verwendung niedriger Gefrierraten tritt beim Erreichen der Keimbildungstempe-
ratur, die unterhalb der Gefriertemperatur liegt, in der extrazelluldren Lésung die Bildung
von Eiskeimen auf.

Bei der fortschreitenden Kristallisation des Wassers in der Suspensionslosung werden Fremd-
stoffe, wie zum Beispiel Salze, nur im begrenzten Mafe in das Kristallgitter eingebaut.
Dadurch kommt es zu einer erhdhten Salzkonzentration in der extrazelluldren Losung. Der
osmotische Druck auf die Zellmembran steigt an, sodass Wasser aus dem Zellinneren in den
extrazelluldren Bereich fliefst, wodurch die Eiskeimbildungstemperatur in der Zelle sinkt
und die Unterkiihlung in der Zelle stiarker wird, sprich das intrazelluldre Fluid weiterhin
ungefroren bleibt. Bei fallender Temperatur fithrt dies zu einer fortschreitenden Dehydrie-
rung und Schrumpfung der Zelle, was zu irreversiblen Schéden fiihren kann.

Auferdem kann durch die Wechselwirkung des extrazelluldren Eises mit der Zellmembran
diese mechanisch geschadigt werden.

Schnelles Einfrieren

Bei schneller Abkiihlung kommt es neben der Eiskristallisation in der extrazelluldren Lo-
sung auch im intrazelluliren Bereich zur Bildung kleiner, unregelmifig geformter Eis-
kristalle. Diese sind relativ instabil. Wird die Gewebeprobe spéiter zu langsam erwirmt,
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schliefen sich diese instabilen Eiskristalle zu gréfieren, stabileren Eisclustern zusammen,
die die Zellmembran von innen schéidigen konnen.

Durch den Einsatz von Gefrierschutzmittel konnen die Effekte bei langsamem und schnel-
lem FEinfrieren fiir die Zellen positiv beeinflusst werden, allerdings ergeben sich dann zu-
sdtzliche Gefahrenpotentiale. Hohe Konzentrationen kénnen zelltoxisch wirken, und auch
durch die Zugabe und das Auswaschen der Gefrierschutzadditive konnen osmotische Druck-
unterschiede den Zellen schaden.

Extrem hohe Kiihlraten

Unter der Verwendung extrem hoher Kiihlraten erstarrt die Gewebe- oder Zellprobe, ohne
dass sich extra- oder intrazelluldres Eis bildet. Dabei nimmt die Viskositdt der zelluldren
Fluide extrem zu, bis ein glasartiger, amorpher Zustand erreicht wird, in dem keine bio-
chemischen Reaktionen mehr ablaufen konnen. Dieser Vorgang wird Vitrifikation genannt.

Allerdings kann der Einsatz so hoher Raten und den damit verbundenen plétzlichen Tem-
peraturschwankungen zu einem thermischen Schock und so zu einer Schiadigung der Zellen
fithren. Kryoprotektiva konnen die notigen extrem hohen Kiihlraten senken, was jedoch
mit den oben beschriebenen Risiken verbunden ist.

1.1.3 Optimaler Kiihlungsverlauf

Zieht man all diese Effekte in Betracht, so zeigt sich, dass die Uberlebenswahrscheinlichkeit
der Zellen in Abhéngigkeit von der Kiihlrate die Form eines ,umgedrehten U’s* hat, s. [36].
Wie man in Abbildung 1.3 deutlich erkennt, ist die Kurve fiir jeden Zelltyp spezifisch und
kann zum Beispiel durch den Einsatz von Gefrierschutzadditiven verschoben werden. Alle
dargestellten Kurven haben gemein, dass eine optimale Viabilitit in einem Ubergangsbe-
reich zwischen langsamem und schnellem Kiihlen erzielt wird.

Auch die Auftaurate hat einen Einfluss auf die Uberlebenswahrscheinlichkeit. So haben
zum Beispiel Experimente gezeigt, dass Zellsuspensionen, die bei einem supraoptimalen
Kiihlverlauf eingefroren wurden, eine hohere Uberlebenswahrscheinlichkeit bei schnellem
Auftauen besitzen, s. [36].

Ein experimentelles Vorgehen bei der Bestimmung des optimalen Kiihlungsverlaufs erfor-
dert in der Regel viel Erfahrung und eine Vielzahl an Experimenten. Hilfreich sind hier
Sammlungen reproduzierbarer, spezifischer Konservierungsprotokolle, die auch auf die Me-
thodik und technischen Aspekte eingehen, wie etwa in [15] und [14]. Allerdings gibt es
weiterhin eine grofle Zahl biologischer Materialien, deren Konservierung in dieser Form
noch nicht erfasst ist.

Problematisch ist die Optimierung des Gefrierprozesses vor allem bei komplexen biologi-
schen Systemen, wie Gewebestrukturen oder sogar ganzer Organe. Diese bestehen in der
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Abbildung 1.3: Das Uberleben diverser Zelltypen bei der Kryokonservierung als Funktion
der Kiihlrate, aus [36]. Dargestellt sind die Funktionsverldufe fiir Mause-
Stammzellen des Knochenmarks (Stem cells), Hefe (Yeast), Mausspermien
(Sperm) und menschlicher roter Blutkérperchen (RBC).

Regel aus mehreren unterschiedlichen Zelltypen, die jede fiir sich ganz spezifische kryobio-
logische Anforderungen besitzen, s. [35] oder [36]. Auferdem ist die Zelldichte in Geweben
oder Organen wesentlich hoher als in einer Zellsuspensionslosung, wodurch der Warme-
transfer durch das Gewebe erschwert wird. Zum Beispiel kann in festem Gewebe die Pa-
ckungsdichte bis zu 80% betragen, in Zellsuspensionslosung ist jedoch die Kryokonservie-
rung bereits bei einer Dichte von 20% problematisch, vgl. [29].

Vor allem im Hinblick auf die hohen Anforderungen dieser komplexen biologischen Systeme
hinsichtlich eines optimierten Kryokonservierungsprozesses ist eine experimentelle Bestim-
mung des Kiihlverlaufs kaum realisierbar.

Daher ist die Entwicklung und Untersuchung mathematischer Modelle zur Beschreibung
der wihrend der Kryokonservierung auftretenden biophysikalischen Prozesse wichtig, um
mit Hilfe dieser Modelle einen optimalen Kiihlverlauf fiir die betrachtete Gewebeprobe zu
berechnen, der anschliefend iiber Experimente verifiziert werden kann.

1.2 Modelle fiir Phaseniibergange

Aus der Vielzahl mathematischer Modelle fiir Prozesse, die bei der Kryokonservierung
stattfinden, greifen wir im Folgenden zwei Ansétze heraus, die sich zur Beschreibung von
Phaseniibergédngen bewidhrt haben, ndmlich die Formulierung als Stefan-Problem und die
Formulierung als Phasenfeldmodell.
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1.2.1 Stefan-Problem

Das Stefan-Problem ist ein klassisches Modell zur Beschreibung des Ubergangs zwischen
fester und fliissiger Phase eines homogenen Mediums und ist wohl der bekannteste Vertre-
ter der Probleme mit freiem Rand.

In jeder der beiden Phasen ist hier die Warmeleitungsgleichung zu losen. Des Weiteren
wird der Verlauf der Phasengrenze zwischen festem und fliissigem Medium gesucht, der
a priori unbekannt ist und von der sogenannten Stefan Bedingung bestimmt wird. Die
Energie muss iiber diesen freien Rand, an dem der Phaseniibergang stattfindet, erhalten
bleiben. Da beim Phaseniibergang von fest nach fllissig die latente Warme freigesetzt wird,
kommt es dabei trotz stetigem Temperaturverlauf zu einem sprunghaften Anstieg der in-
neren Energie.

Rund um dieses Problem existieren viele wissenschaftliche Abhandlungen, nicht zuletzt
auf Grund der relativ einfachen Formulierung und der Anwendbarkeit fiir viele industrielle
Problemstellungen. Eine detaillierte Beschreibung dieses Problems, seiner Historie sowie
Verallgemeinerungen und Varianten findet man zum Beispiel in [46] oder [17].

Allerdings kommt es bei diesemn Modellansatz zu Schwierigkeiten, wenn man Phaseniiber-
gange beschreiben mdochte, bei denen sich die Topologie des freien Randes &ndert. Dies
kann zum Beispiel passieren, wenn sich Bereiche der festen Phase vereinigen oder sich die
fliissige Phase in mehrere Bereiche aufteilt; etwa beim Gefrieren und Auftauen von Wasser
in pordsen Medien.

Daher ist in letzter Zeit die Verwendung von Phasenfeldgleichungen zur Beschreibung von
Phaseniibergédngen und anderen damit verbundenen Prozessen sehr populiar geworden.

1.2.2 Phasenfeldmodelle

Im Gegensatz zum Stefan-Problem erfolgt bei Phasenfeldmodellen nicht mehr die geome-
trische Betrachtung der Phasengrenze, sondern die Uberlegungen basieren auf der Betrach-
tung der Gibbsschen freien Energie, die von einer Phasenvariablen abhangt. Diese glatte
Funktion kennzeichnet den Aggregatzustand des Mediums und nimmt {iblicherweise die
Werte —1 im festen und 1 im fliissigen Zustand an. Dabei unterliegt sie innerhalb der
Grenzschicht, die sich im Bereich des Phaseniibergangs ausbildet, einer starken Anderung.
Wie schmal die Bandbreite dieser Grenzschicht ausfillt kann {iber einen kleinen Parameter
gesteuert werden, sodass eine scharfe Grenze zwischen den beiden Phasen beliebig appro-
ximiert werden kann.

Diese Methode wurde von G. Caginalp in [12] fiir einen Erstarrungsprozess vorgestellt,
bei dem der ortsabhingige Volumenanteil der fliissigen Phase als Phasenvariable fungiert.
Unter anderem wurde hier das resultierende System partieller Differentialgleichungen hin-
sichtlich Existenz und Regularitit untersucht.
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Seither wurden diverse Prozesse, die bei der Kryokonservierung auftreten, mit Phasenfeld-
modellen betrachtet, vgl. [8]:

Fiir den Effekt der Unterkiithlung wurden zum Beispiel in [49] und [24] Phasenfeldmodelle
aufgestellt; in [49] wurde zudem die Oberflichenspannung an der Phasengrenze sowie die
Eiskeimbildung modelliert.

Im Zuge des SPP 1253 sind im Projekt ,,Optimal Control in Cryopreservation of Cells and
Tissue* mit Hilfe von Phasenfeldmodellen weitere Erkenntnisse gewonnen worden. So wur-
de, um die schidigenden Einfliisse auf eine erfolgreiche Kryokonservierung beziiglich der
freiwerdenden latenten Warme und der Bildung intrazelluldren Eises zu reduzieren, in [29]
die Optimalsteuerung fiir den Kiihlungsverlauf mit der Temperatur in der Gefrierkammer
als Steuerung betrachtet. Dabei ist ein Phasenfeldmodell basierend auf [12], [30] und [23]
verwendet worden.

Es hat sich herausgestellt, dass fiir den optimalen Kiihlungsverlauf bei der Kryokonservie-
rung eine beziiglich der Temperatur nicht monoton fallende Kurve gew&hlt werden sollte.
Die Effizienz des ermittelten optimalen Temperaturverlaufs konnte anhand eines Experi-
ments mit dentalem, weichem Gewebe bestétigt werden, vgl. [29] und Abbildung 5.2.

1.3 Porose Medien

Die Beschreibung des Gefrierprozesses innerhalb der extrazelluldren Matriz eines Gewebes
basiert auf der Thermodynamik pordser Medien, wie sie zum Beispiel in [23] mit Hilfe eines
Phasenfeldmodells betrachtet wird. Verwandte Modelle wurden bereits im Hinblick auf das
Gefrieren von Wasser im Erdboden, teils mit darin enthaltenen Gaspipelines, formuliert
und Fallbeispiele numerisch simuliert, vgl. [7] oder [37].

Im Falle von biologischem Gewebe reprisentiert dabei die extrazellulire Matrix das pordse
Medium. In seinen Poren befinden sich die Zellen, die von einer Fliissigkeit, dem extra-
zelluldren Fluid, umgeben sind. In Abbildung 1.4 ist die Skizze eines Gewebequerschnitts
dargestellt.

Eine Besonderheit pordser Medien ist, egal ob es sich hier um B6den oder Gewebestruk-
turen handelt, dass der ungefrorene Wasseranteil in den Poren des Mediums nur von der
Temperatur abhidngt und sich daher als Funktion von ihr darstellen ldsst. Er kann somit
als Materialeigenschaft des Gewebes aufgefasst werden, die von der Porengréfe, ihrer Ver-
teilung und dem Material der festen Matrix abhingt. Der Funktionsverlauf kann aus Mess-
daten bestimmt werden. In der Bodenkunde erfolgt dies {iber Daten von NMR-Messungen
(Kernspinresonanzspektroskopie).

Des Weiteren wird durch die Interaktion des fliissigen Wassers mit der festen Matrix eine
gleichméfige Eiskeimbildung hervorgerufen, wodurch die Unterkiihlung des Wassers verhin-
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extrazellulare
Matrix

DOW)
Ty

Poren mit extrazellularem Fluid und Zellen

Abbildung 1.4: Querschnitt durch ein Gewebe. Die Zellen liegen in kleinen Kanilen in der
extrazelluldren Matrix und sind von einem extrazelluldren Fluid umgeben,
nach [8].

dert wird. In Abbildung 1.5 ist der charakteristische Temperaturverlauf in einem pordsen
Medium bei einer konstanten Kiihlrate dargestellt; im Vergleich zu Abbildung 1.2 fehlt
hier die Unterkiihlungsphase (S).

IS
O

Temperatur

Zeit

Abbildung 1.5: Temperaturverlauf (blau) in einem porésen Medium bei konstanter Kiihl-
rate (rot) (Gefriertemperatur u.).

1.4 Ziel und Aufbau dieser Arbeit

Ziel dieser Arbeit ist es, ein Phasenfeldmodell, das von Michel Frémond in [23] aufgestellt
wurde und das Gefrieren von Wasser in einem pordsen Medium beschreibt, mathematisch
zu analysieren und zu iiberpriifen, ob es sich auch fiir die Kryokonservierung lebender
Zellen als Modell fiir die Bildung extrazelluldren FEises eignet. Hintergrund ist, dass das
Gewebe mit seiner extrazelluldren Matrix und den im Porenraum in einem extrazelluldren
Fluid eingebetteten Zellen ebenfalls als porses Medium betrachtet werden kann.
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In Kapitel 2 gehen wir zunédchst ndher auf das verwendete Modell ein. Wir gehen dabei
davon aus, dass fiir das betrachtete porése Medium mit dem eingeschlossenen Wasser die
Kontinuumshypothese gilt. Fiir die Herleitung der Massen- und Energieerhaltung fiir das
Modell arbeiten wir in Abschnitt 2.1 im Gegensatz zu [23] nicht mit dem Prinzip der
Virtuellen Krdifte, sondern leiten sie iiber das Prinzip der Erhaltungsgleichungen her. In
Abschnitt 2.2 erfolgt mit den konstitutiven Gesetzen die Herleitung modellspezifischer Ei-
genschaften. Dabei zeigen wir, dass fiir das Frémondsche Modell sowohl der zweite Haupt-
satz der Thermodynamik, als auch eine weitere wichtige Eigenschaft, die Positivitit der
absoluten Temperatur, erfiillt ist. Neben diesem inkompressiblen Modell prisentieren wir
in Abschnitt 2.2.8 noch ein weiteres Modell, mit dem kleinere Druck- und Dichteunter-
schiede in einem Gewebe behandelt werden kénnen. Hierzu verwenden wir das Konzept
der Schwachkompressibilitéit, das heifit, dass relativ gesehen nur kleine Schwankungen um
Mittelwerte in Druck und Dichte angenommen werden, und dass diese Schwankungen sich
proportional zueinander verhalten.

Um die Existenz einer Liosung untersuchen zu koénnen, fiihren wir in Kapitel 3 zunéchst
durch geeignete Einschrinkung eine Modellreduktion durch. Dabei ist zu beachten, dass
wir sowohl fiir das inkompressible Frémondsche Modell, als auch fiir das schwachkom-
pressible Modell dasselbe reduzierte Modell erhalten. In Abschnitt 3.2 wird dann ein ge-
eignetes Anfangs-Randwertproblem aufgestellt. Fiir das quasilineare parabolische Anfangs-
Randwertproblem formulieren wir in Abschnitt 3.3 einen Existenzsatz, der uns die Existenz
einer schwachen Ldsung garantiert.

Kapitel 4 widmet sich dem Beweis dieses Existenzsatzes. Dies geschieht mit Hilfe der Rothe-
Methode; das heifst, wir fithren zunéchst eine Zeitdiskretisierung durch und konstruieren so
eine Folge approximativer Losungen. Die Theorie monotoner Operatoren sichert die Exis-
tenz dieser zeitdiskreten Losungen. Durch a priori Abschitzungen erhalten wir zunéchst
eine schwache Konvergenz fiir die Folge der Losungen. Die starke Konvergenz, die fiir die
Nichtlinearitdt bendtigt wird, resultiert aus der gleichméfigen Beschranktheit der Zeitdif-
ferenzen und anschliefender Kompaktheitsargumente. Mit der Konvergenz am Rand des
betrachteten Gebiets kénnen wir zum Limes iibergehen und so die Existenz einer schwa-
chen Losung zeigen. Im Verlauf dieses Beweises verwendete wichtige Sitze werden dabei
im Anhang in Abschnitt A.1 angefiigt.

Kapitel 5 befasst sich schliefslich mit der numerischen Simulation eines Gefriervorganges
mit Hilfe der Finiten Elemente Methode. Dabei arbeiten wir mit dem reduzierten Modell
aus Abschnitt 3.2.2 und vergleichen die Simulationsergebnisse mit Messdaten. Diese erhal-
ten wir aus einem Kiihlprotokoll, das beim Einfrieren von Gewebeproben mit dem IceCube
15M von SY-LAB im Rahmen des SPP 1253 aufgezeichnet wurde.

Die Resultate dieser Arbeit werden abschliefend in Kapitel 6 zusammengefasst. Ferner

erfolgt hier ein Ausblick auf mogliche weiterfithrende Fragestellungen, die sich aus dieser
Arbeit ergeben.
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Kapitel 2
Das Mathematische Modell

In diesem Abschnitt stellen wir ein physikalisches Modell von Michel Frémond aus [23]
vor, das den Gefrierprozess von Wasser in einem pordsen Medium wiedergibt und auf den
Regeln der Kontinuums- und Thermodynamik basiert. Das Modell beschreibt ein pordses
Medium, in dem Wasser teils in fliissiger, teils in fester, also gefrorener Form vorliegt und
gibt neben den auftretenden Massenfliissen auch die Phaseniiberginge zwischen fliissigem
Wasser und Eis wieder.

Fiir das Frémondsche Modell verwenden wir die folgenden vereinfachten Modellannahmen.
Das unbewegte porése Medium besteht aus einer sogenannten Matriz aus einem festen,
starren Material mit konstanter Dichte p,,,. Auferdem werden die beiden Wasserphasen als
inkompressibel mit gleicher konstanter Dichte p angenommen. Diese letzte Annahme ist
realistisch, weil sich die Dichte des Wassers im Gegensatz zu anderen Materialgrofen mit
der Temperatur nur geringfiigig dndert, was in Abschnitt 5.3.1 niher erldutert wird.

Bei dem betrachteten Phasenfeldmodell wird die Porenstruktur des porésen Mediums nicht
detailliert wiedergegeben. Es handelt sich hierbei vielmehr um ein makroskopisches Mo-
dell, das in jedem Raumpunkt die Existenz der beiden Komponenten - pordses Medium
und Wasser - mit all ihren Phasen - starre Matrix des pordsen Mediums, fliissiges Wasser
und Eis - ermoglicht und so die exakten Grenzen zwischen der Matrix und dem Wasser
innerhalb eines Kontrollvolumens verwischt. Die Verteilung der einzelnen Komponenten
und deren Phasen wird innerhalb des Mediums durch drei zeitabhéngige Felder als Volu-
menanteile dargestellt. Dazu betrachten wir ein im Vergleich zur Porengréfe hinreichend
grofies Volumenelement dV und die in diesem Element eingenommenen Volumina dV,, des
pordsen Mediums (a = m fir matriz), des fliissigen Wassers (a = [ fiir liguid) und des
Eises (a =i fiir ice) und definieren die entsprechenden Felder durch

_dV,
S dv
Damit diese Definition sinnvoll ist, gehen wir davon aus, dass das betrachtete Gesamt-
volumen seinerseits gegeniiber dV' groft genug ist. Im weiteren Verlauf kénnen wir dann
ein solches Volumenelement niherungsweise als einen Ort @ im betrachteten Gebiet )
(offen und zusammenhéngend) identifizieren. Dieser Ansatz wird auch das Konzept der
Volumenanteile genannt und basiert auf einer allgemeinen Theorie fiir die Modellierung
pordser Medien, vgl. [19].

Ba : (2.1)

11
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Die oben definierten Volumenanteile unterliegen beim Frémondschen Modell den folgenden
Einschrankungen:

e Der Volumenanteil des portsen Mediums [, sei konstant beziiglich der Zeit ¢ und
dem Ort x. Damit bleibt auch die Porositit € := 1— [, im gesamten Gebiet konstant.

e Es gelten die folgenden inneren Nebenbedingungen: Die Grofke der anteiligen Volu-
mina dV, ist nicht negativ und iibersteigt nicht die Grofse des Volumenelements dV .
Auferdem wird das Volumenelement vollstdndig von den drei Komponenten ausge-
fiillt. Damit gilt

0<B,BiBm <1, und B, 1) + Bi(x,t) + Bm = 1.
Da ,, konstant ist, kénnen wir diese Nebenbedingungen umformen zu

0< 8,8 <k, und Bi(x,t) + Bi(x,t) = e. (2.2)

Aufgrund der Kopplung durch die inneren Nebenbedingungen kann lediglich ein Volumen-
anteil der Wasserkomponente - wir greifen hierfiir 8; heraus - frei gewdhlt werden. Dieser
Volumenanteil kann dann als Phase in unserem Phasenfeldmodell interpretiert werden.

Als Zustandsgrifien, das heilst Felder, die von der Zeit ¢t und dem Ort & abhingen, wihlen
wir neben den oben definierten Volumenanteilen [ fiir fliissiges Wasser, 5; fiir Eis und £,
fiir das pordse Medium, die fiir die beiden Komponenten gleiche absolute Temperatur wu.
Wir fassen diese in einer gemeinsamen Zustandsvariablen € zusammen:

g = (ﬁlaﬁiaﬁmau)'

Die Geschwindigkeiten der einzelnen Phasen werden in dem von Frémond vorgestellten
Modell als gegeben angenommen.

d’VVL fie

Da das porose Medium, wie oben bereits erwidhnt, unbewegt ist, sind demzufolge auch =

und dessen Geschwindigkeit U, gleich Null. Dabei bezeichne %L die materielle Ableitung,
oder substantielle Ableitung, beziiglich des pordsen Mediums (analog % fiir fliissiges Wasser
und Z—i fiir Eis). Allgemein lautet die materielle Ableitung einer physikalischen Grofe ¢
beziiglich des Materials a

d*¢ _ 0¢

_% U, 2.
= TV U (2.3)

mit der Geschwindigkeit U, des Materials a. Auferdem wird auch Eis als starr und unbe-
weglich angesehen; das heifst es besitzt ebenfalls die Geschwindigkeit U; = 0.

Das betrachtete Modell muss des Weiteren den iiblichen kontinuumsmechanischen, hydro-
dynamischen und thermodynamischen GesetzméfRigkeiten geniigen, vgl. zum Beispiel [17],
[34], [27] oder [16]. Daher wenden wir uns im néchsten Abschnitt zunéchst den Erhaltungs-
gleichungen zu.

12
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2.1 Erhaltungsgleichungen

Bei der Herleitung der Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls und Energie werden wir
auf einen wichtigen Satz der Kontinuumsmechanik zuriickgreifen, mit dessen Hilfe sich die
jeweilige lokale Formulierung auf elegante Art und Weise aufstellen ldsst: das Reynoldssche
Transporttheorem. Fs beschreibt die substantielle zeitliche Ableitung eines bewegten Ge-
bietintegrals. Fiir ausfiihrliche Herleitungen und Beweise dieses Satzes verweisen wir auf
[17], [47], [27] oder [26].

Im Korper Q betrachten wir ein materielles Volumen oder Kontrollvolumen V(t) (ein
bewegtes Volumen, das zu jedem Zeitpunkt aus denselben ihrerseits beweglichen Materie-
teilchen besteht) mit Referenzkonfiguration Vi C Q zur Zeit t = tg. Der zeitliche Verlauf
des Ortes = und damit die Bewegung eines Materieteilchens mit Position X in V wird
beschrieben durch eine stetig differenzierbare Funktion a(X,¢) mit positiver Funktional-
determinante g—;”(. Das Teilchen habe dabei die Geschwindigkeit U (z, ). Fiir die zeitliche
Anderung einer stetig differenzierbaren physikalischen Gréfse mit Dichte ¢ in einem be-
schrinkten materiellen Volumen V'(¢) gilt dann das Reynoldssche Transporttheorem

% Vo $a,t) de = /V (t)g(f(sc,t)+div(¢(x,t)U(m,t))dw. (2.4)

Das Reynoldssche Transporttheorem ist zu jeder Zeit ¢ fiir jedes solche materielle Volumen
V(t) und damit auch fiir den gesamten betrachteten Korper Q erfiillt. Da das Gebiet Q
selbst starr und unbewegt ist, werden wir im weiteren Verlauf auch das entsprechende
materielle Volumen mit €2 bezeichnen.

2.1.1 Massenerhaltung

Fiir die einzelnen Komponenten unseres Modells gilt das Prinzip der Massenerhaltung. Das
heifst, dass in jedem beliebigen, aber fest gewihlten materiellen Volumen V() in 2 Materie
weder entsteht noch verschwindet, also die Anderung der Gesamtmasse einer Komponente
mit Massendichte p Null ist. Mit dem Reynoldsschen Transporttheorem folgt also

d o
— pdr = / — +div(pU) dx = 0,

wobei U wieder die Geschwindigkeit der Teilchen bezeichnet. Da diese Gleichung fiir jedes
Volumen erfiillt sein muss, folgt, dass der Integrand selbst verschwindet:

0
P 4 div(uU) = 0, (2.5)
ot
oder mit der materiellen Ableitung (2.3)
d*u
dt

'U(x,t) ist hier die Geschwindigkeit in Euler-Koordinaten. Zu Euler- und Lagrange-Koordinaten s. [17],
[47], [27].

+pdivU, = 0.
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Diese Bedingung wird auch Kontinuitdtsgleichung in differentieller Form genannt.

Die beiden Komponenten in unserem Modell, Wasser und das porose Medium, besitzen
nach Definition (2.1) die Anteile 5, = f; + f; und f,, am Gesamtvolumen. Als Massen-
dichten ergeben sich demnach die Partialdichte p, = pBw = p(B8; + B;) fiir Wasser und
tm = pmBm flir das porése Medium. Zudem gilt im Falle von Wasser

pU = ppuUyw = p(BiU + B:U;) = ppiUy,

weil flir die Geschwindigkeit von Eis U; = 0 vorausgestzt wurde. Damit ergibt sich aus
(2.5) fiir die Massenerhaltung von Wasser die folgende Gleichung

. 0 0B; .
AM, (B, Bi, divU;) = pg—l—p 6'6; + pdiv(fiU;) = 0, (2.6)
oder mit der materiellen Ableitung (2.3)
d 0B; .
AMy (B, Bi,divU;) = pﬁ—l-p b + pBdivU; = 0.

dt ot

Fiir das pordse Medium ist die Kontinuitatsgleichung

9Pm

wegen der konstanten Porositit € und U, = 0 stets erfiillt.

2.1.2 Impulserhaltung

Eine weitere Erhaltungsgleichung in der Hydrodynamik liefert die Impulserhaltung. Sie
beschreibt die Bewegung der Fliissigkeit und besagt, dass die zeitliche Anderung des Ge-
samtimpulses einer Masse mit Dichte ulUU gleich der auf diese Masse einwirkenden &ufseren
Krifte ist. Diese teilen sich in Volumenkréfte mit Dichte pf, wie zum Beispiel Graviati-
onskrifte und Oberflichenkrifte auf, die durch den Cauchyschen Spannungstensor ¢ cha-
rakterisiert werden. Fiir ein materielles Volumen V (t) bedeutet das

d
— pUdx = / ,ufd:c—i—/ ovds,
dt Jyv V(t) V(1)

wobei v den dufseren Einheitsnormalenvektor an V(¢) bezeichnet. Das Reynoldssche Trans-
porttheorem ldsst sich komponentenweise auch auf Vektorfelder anwenden. So erhalten wir,
sieche A.2.1, unter der Verwendung des Transportsatzes (2.4), der Kontinuititsgleichung
(2.5) und des Divergenzsatzes von Gauf

/ u<8U+(U-V)U> dz = / ,ufdaz—k/ div 5 dz,
0 ot V(D) V(t)
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wobei div & die ,Matrizdivergenz® mit

" 00 ;1
(dive); = J firj=1,...,n

bezeichnet (siehe [17]), sowie (U -V) =377, Uj&%' Wie schon bei der Kontinuitétsglei-
chung ist auch die Impulserhaltung fiir jedes beschrinkte Kontrollvolumen zu erfiillen.
Sofern die auftretenden Dichtefunktionen glatt genug sind, folgt also

T (%[t] + (U - V)U) = pf +diva. (2.7)

2.1.3 Energieerhaltung

Schlieflich muss das Modell noch dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik geniigen: dem
Gesetz der Energieerhaltung.

Die Gesamtenergie in einem gegebenen Kontrollvolumen V' (¢) mit Massendichte p setzt
sich zusammen aus der makroskopischen kinetischen Energie und der inneren Energie mit
Dichte e, die neben der potentiellen Energie auch den Energiebeitrag mikroskopischer Be-
wegungen beinhaltet sowie von den Zustandsgréfsen und somit von £ abhéngig ist.

Die Gesamtenergie pro Volumeneinheit lautet also
1
/J§ |[]‘2 + €.

Thre Anderung wird durch die Wirkung der dukeren Volumen- und Oberflichenkrifte aus
der Impulserhaltung 2.1.2, den Wirmefluss ¢ und die Warmeproduktion im Inneren des
Volumens mit Rate r bestimmt. Demnach erhalten wir fiir die zeitliche Anderung der
Energie

d

1
— p= |UP +ede = / uf~Ud:c+/ ov-UdS
dt Jy@ ' 2 V(D)

v (t)

—/ q~VdS—|—/ rdx.
v (t) V(t)

Diese Gleichung lasst sich wieder mit Hilfe des Reynoldsschen Transporttheorems (2.4)
und des Integralsatzes von Gauf umformen, siehe hierzu Abschnitt A.2.1. Auf Grund der
Impulserhaltung (2.7) konnen dabei die Terme der kinetischen Energie durch Terme der
rechten Seite eliminiert werden. Wir erhalten

%—Fdiv(eU)dm = / 0:VU —divg + rdx,
vy Ot V()
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mit dem Skalarprodukt fiir Matrizen

- U,
og:VU = i —2L
0 j%z:lgjkawk

Da diese Gleichung fiir jedes beschrénkte materielle Volumen erfiillt sein muss, folgt fiir
glatte Funktionen die Energieerhaltung in Divergenzform

% +div(eU) =6 :VU —divqg + . (2.8)

Beim betrachteten Frémondschen Modell ist die gesamte innere Energie gleich der Summe
der inneren Energien des fliissigen Wassers e;, des Eises e; und der Matrix e,,, also

e=e + e+ en.

Da in unserem Modell lediglich Geschwindigkeiten des fliissigen Wassers beriicksichtigt
werden, verschwinden die dem Eis und der Matrix entsprechenden Divergenzterme auf der
linken Seite in (2.8) ebenso wie die zugehorigen Geschwindigkeitsterme im Matrixskalar-
produkt auf der rechten Seite.

Wie in [23] gehen wir fiir das fliissige Wasser von reibungsfreien Strémungen aus. Das heifst,
es konnen nur Druckkréfte an der Oberflache ldngs der Normalenrichtung v iibertragen
werden, vgl. [17]. Diese besitzen die Dichte —pv, sodass wir also den Spannungstensor
o = —pl erhalten, wobei p den Druck und I die Einheitsmatrix bezeichnet. Fiir das Ska-
larprodukt der beiden Matrizen in (2.8) liefert dies

) = —pdiVUl.

n
oU
5:VU, = —pl:VU; = —p)_ Gl
Tk
k=1
Des Weiteren nehmen wir an, dass keine Warmequellen im Inneren des Gebiets existieren,
sodass die Warmeproduktionsrate r = 0 gesetzt werden kann. Damit lautet die Energieer-

haltungsgleichung fiir das betrachtete Modell

Je;  Oe;  Oem . _ : .
5 + N + ot +div(eU;) = —pdivU; —divg,

oder mit der materiellen Ableitung (2.3)

dlel 8ei 8em
~ . 1 = — i — 1 . 2
7 + 5 + e + ¢ divU; pdivU; — divg (2.9)
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2.2 Modellierung

Neben den Erhaltungsgleichungen muss das Modell auch dem zweiten Hauptsatz der Ther-
modynamik geniigen. Darauf, sowie auf modellspezifische Eigenschaften, gehen wir in die-
sem Abschnitt ein.

2.2.1 Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik

Eine fundamentale Forderung der Thermodynamik an das System ist die Erfiillung des
zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik. Er besagt, dass Warme ohne Einsatz anderer
Energieformen nicht von kalten in warme Bereiche flieken und keine mechanische Energie
durch blokes Abkiihlen gewonnen werden kann, vgl. [17].

Diese Forderung manifestiert sich in einer Bilanzungleichung fiir die Gesamtentropie in
einem materiellen Volumen V' (¢), die ein Maf fiir die Unordnung des Systems ist. Fiir die
Entropie gilt, dass sie mit der Zeit nicht kleiner werden kann. Genauer heifst dies, dass die
zeitliche Anderung der Entropie mit Dichte s mindestens so grof ist wie der Entropieab-
fluss iiber den Gebietsrand und der Entropiezugewinn durch Wérmequellen im Inneren des
Gebiets.

Dies wird durch die Clausius-Duhem-Ungleichung

4 sdx > —/ 1q-VdS+/ " da (2.10)
dt Jy oV (1) U V) U

zum Ausdruck gebracht. Mit dem Reynoldsschen Transporttheorem (2.4) und dem Diver-
genzsatz von Gaufl erhalten wir die differenzielle Beziehung

0s . ..q T
- > _ = —
T + div(sU) div ” + "

die fiir alle Losungen der Erhaltungsgleichungen zu jeder Zeit ¢ und in jedem Punkt
erfiillt sein muss, damit das Modell thermodynamisch konsistent ist.

Durch Einfiihren einer Entropieproduktionsrate H, vgl. [23], ldsst sich diese Beziehung als
Gleichung formulieren. Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik lautet dann

)
a—‘:+div(sU) - —div%Jr%—i-H mit H > 0. (2.11)

Die Entropieproduktionsrate, die aus irreversiblen Prozessen im Inneren des Gebiets resul-
tiert, ist also gegeben durch

Os . . q r
H = E—Fdlv(sU)—Fdlva—a.

Ubertragen auf das betrachtete Frémondsche Modell bedeutet dies

ds; 9s;  Osm q
il Iom U, = —divi+H 2.12
a o T Pedvb dive, +H, (2.12)
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mit der zugehorigen Entropieprodunktionsrate

ds;  9s;  Osm q
H = —+—+ — divU; + div =. 2.13
a ot g Teevthitdavy (2.13)
Neben dieser Bilanzgleichung fiir die Entropie, die ebenso wie die innere Energie von den

Zustandsgrofen abhingt, werden wir im weiteren Verlauf auch die Helmholtz-Beziehung

o
"~ du
verwenden. Das in dieser Gleichung auftretende thermodynamische Potential ¢, die freie
Energie, ist die Basisgrofe zur Beschreibung der Materialeigenschaften, s. [23], und hingt
von der Zustandsvariablen £ ab. Mit Hilfe der freien Energie, die unter anderem auch
Interaktionen zwischen Wasser und dem porésen Medium beriicksichtig, werden wir iiber
die Energieerhaltung und die thermodynamische Beziehung

s(€) = —22(&) (2.14)

P(E) =e(&) —s(E)u (2.15)

konstitutive Gesetze herleiten, die der Clausius-Duhem-Ungleichung (2.10) gentigen.

2.2.2 Interaktionsfunktionen

Die Eigenschaften des Zustands eines Materials werden durch die freie Energie beschrieben.
Dabei spielt fiir Wasser in einem porosen Medium die mikroskopische Struktur, das heifit
die Geometrie und die Verteilung der Poren in der Matrix, eine wesentliche Rolle, vgl. [23]
und [25].

In den Poren der Matrix, die im Bereich der Korngréfhen des Mediums liegen kdnnen,
kommt es dabei zwischen dem Wasser und dem porésen Medium zu Interaktionen, die
den Gefrierprozess beeinflussen. Diese strukturellen Effekte bewirken im makroskopischen
Bereich einen progressiven Phaseniibergang und andere unerwartete Phénomene, s. [23],
die bei den freien Energien durch spezielle Funktionen als zusétzliche Entropieterme mit-
beriicksichtig werden und von den Volumenanteilen des Wassers abhingen.

Bei diesen Funktionen handelt es sich um eine Interaktionsfunktion h,,, sowie die phasen-
spezifischen Funktionen h; und h;, die sich rein auf die Interaktion des fliissigen Wassers
beziehungsweise des Eises mit der Porenwand beziehen.

Auf Grund der konstanten Porositit kénnen wir den Anteil des Eises durch den Anteil des
fliissigen Wassers ausdriicken, sodass die Interaktionsfunktion h,, mit

ho (B1) := hiBr + hifB;

als eine Funktion aufgefasst werden kann, die lediglich von §; abhéngt. Experimente belegen
diese Abhéngigkeit und zeigen, dass sie beziiglich 5; monoton fallend ist, sodass wir eine
Funktion h,, wie in Abbildung 2.1 annehmen kdénnen.
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0 € Bi

Abbildung 2.1: Interaktionsfunktion h,, bzgl. 5

2.2.3 Freie Energien

Die freien Energien fiir das in [23| betrachtete Modell lauten

GE) = —pBi(u—uc) — pCyfulnu+ pbruh, (2.16)
i(€) = —pCuBiulnu+ pBiuh;, (2.17)
Yu(€) = Yi(E) +1i(E)

— —pﬁli(u—uc)—pCveulnu—i—peuhw, (2.18)
Ym(€) = —pmCmPmulnu. (2.19)

Hierbei ist u. die kritischen Temperatur, die den Gefrierpunkt des Wassers angibt, L die
latente Wirme, die wihrend des Phaseniibergangs bei der kritischen Temperatur frei wird,
und C, die spezifische Wiarmekapazitit des Wassers beziehungsweise C,, die des pordsen
Mediums. Fiir Wasser treten hier neben den klassischen Termen (Herleitung in Abschnitt
A.2.2) auch Terme des im vorhergehenden Abschnitt 2.2.2 erwahnten energetischen Bei-
trags der Interaktion von Wasser mit der Porenwand in der Matrix auf.

Erweiterte freie Energien

Da im Frémondschen Modell die inneren Nebenbedingungen (2.2) als Eigenschaften des
Materials und dessen Zustand angesehen werden, sollen sie ebenfalls in den freien Energien
beriicksichtigt werden.
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Ziel ist es, die freien Energien fiir jegliche Werte von §;, 5; und (,, zu definieren, um so die
Abhéngigkeiten zwischen den Volumenanteilen zu beseitigen. Das heifst, die freien Energi-
en sind dann auch fiir physikalisch unmégliche Situationen definiert. Zugleich ist dabei die
Einhaltung der inneren Nebenbedingungen fiir eine mdégliche Evolution zu gewéhrleisten,
vgl. [23] und [25].

In [23] geschieht dies durch Hinzufiigen eines irreguldren Terms: der Indikatorfunktion Iy,
(Definition s. A.1) auf der Menge

M := {(51751757)1) GRS ’ 0<8,8<1—pyund B+ 5; = 1_Bm}a

die durch die inneren Nebenbedingungen (2.2) bestimmt wird.

Wir erhalten also die erweiterten freien Energien

Di(€) = (&) + I (B, Bis Bm)
= —pBi (u— ue) — pCofrulnu+ pSpuhy + DB, B, ),

V(&) = i) + Im(Br, Bis Bm) = —pCofiulnu + pBiuhi + Inr (B, Bis Bm),
am(g) = ¢m(5) +IM(5laﬁiaﬁm) = _memBmUIDU"‘IM(BlaBiaﬁm)a
die zwar beziiglich der Temperatur glatt bleiben, aber Unstetigkeiten beziiglich der Volu-

mentanteile zulassen.

Die Definition der Entropie iiber die Helmholtz-Beziehung und der inneren Energie erfolgt
wie in (2.14) und (2.15) weiterhin mit der urspriinglichen freien Energie 1, also

s(€) = —Z—ZJ(S) und e(€) =Y(€) + s(€)u.
Somit lauten die inneren Energien unter Verwendung von (2.16) - (2.19)
er = pBiL + pBiCyu, ei = pBiCyu, em = PmBmCmu. (2.20)

2.2.4 Subdifferential der Indikatorfunktion und Reaktionen auf die inneren
Nebenbedingungen

In diesem Abschnitt betrachten wir das Subdifferential 0Ip; der Indikatorfunktion I,s,
Definition s. A.2. Dabei gehen wir niher auf die Subgradienten und deren Komponenten
ein, die wir Reaktionen Rg q, mit a1,a2 € {l,i} auf die inneren Nebenbedingungen (2.2)
nennen und den Phaseniibergang charakterisieren.

Fiir einen Materiepunkt fliissigen Wassers sind diese Reaktionen definiert durch
{Rll (Bl(tu l’), ﬁl(tu 93), 5mu tv :13), Rli(/Bl (tv :13)7 Bl(tv :IZ), /B’mv t7 ZL'), 0}
€ 8IM (Bl(tv J)), /Bz(tv JZ), /Bm) )
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und fiir einen Materiepunkt aus Eis durch

{Ril(ﬂl(ta $)7Bi(taw)vBmatam)>Rii(ﬁl(t?w)7ﬁi(t’m)’ﬁm’t’m)’0}
S 8[M (61(@ 33)7 ﬂi(t, w)v /Bm) .

Das Subdifferential dIys in (5, Bi, Bm) ist genau dann nicht leer, wenn (5, 5, B) in der
Menge M liegt, also Ins (5, Bi, Bm) = 0 und damit die inneren Nebenbedingungen erfiillt
sind.

Auferdem gilt fiir die Reaktionen eines Subgradienten (R, Rai,0) € 91y (81, Biy Bm) in
einem Materiepunkt des Mediums a, wie in Abschnitt A.2.3 gezeigt wird,

Rai > 0 und Ral — Rai < 0 fiir ﬁl == O,
(Rala R, 0) € 81M(Bl75uﬁm) g Ry >0und Ry — Ry >0 fiir Bl =€,

Ry = Rg; fiir 0 < G < e.
(2.21)
Diese Reaktionen besitzen zudem die folgenden Eigenschaften:

Satz 2.1 (s. [23], Theorem 11.4). Fir jede mogliche Entwicklung, fir die die inneren
Nebenbedingungen (2.2) erfillt sind, gilt

dl dl ;

Y(Ru, Rii,0) € 0In(Bi, Bis Brm) TflRll + df R, > 0,
15) d0;

V(Ri1, Rii,0) € 0In (51, Bi, Bim) ailRil + £Rii > 0,

wobei es sich bei den Zeitableitungen um linksseitige Ableitungen handelt.

In Abschnitt A.2.3 findet sich der Beweis dieses Satzes.

Die zeitlichen Anderungen der Volumenanteile in den obigen Ungleichungen unterliegen
ebenfalls den Nebenbedingungen, also (2.2)

Bi(x,t) + Bi(x,t) = e.

Die substantielle Ableitung und partielle zeitliche Ableitung dieser Gleichung liefert (vgl.
Bemerkung 11.16 in [23])

l 13, .
@-Fdﬂl 0 und %_’_3@

dat o dt ot T 0

Diese Eigenschaften der Reaktionen und Geschwindigkeiten der Volumenanteile werden bei
der Aufstellung der konstitutiven Gesetze verwendet.
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2.2.5 Konstitutive Gesetze

Um ein portses Medium im Rahmen der Kontinuumsmechanik vollstdndig beschreiben
zu konnen, miissen neben den Erhaltungsgleichungen auch konstitutive Gesetze fiir alle
thermodynamischen Grofen aufgestellt werden, die nicht direkt aus den Bewegungs- und
Temperaturzustinden bestimmt werden kénnen.

Die konstitutiven Gesetze, auch Materialgesetze oder konstitutiven Gleichungen genannt,
stellen die Beziehung zwischen der Entropiequelle H, den inneren Kriften, den Zustands-
grofien und der Historie der Materialien her. Dabei diirfen sie nicht im Widerspruch zum
zweiten Hauptsatz der Thermodynamik (2.11) oder den inneren Nebenbedingungen (2.2)
stehen, vgl. [19].

Ausgangspunkt ist die Energieerhaltungsgleichung (2.9). Unter Verwendung der thermo-
dynamischen Beziehung e = v + us, der Helmholtz-Beziehung s = —g—ﬁ’ und FEinsetzen der

Bilanzgleichung fiir die Entropie (2.12) erhalten wir, s. Abschnitt A.2.4

Iy d'By L Ot d'B; L Ovi 9B | 0Ui 0B;
op; dt 0B; dt B, ot 0p; ot

f i divU + 2 Vu+ uH = —pdivU,.
u

Damit ist die Entropieproduktionsrate H aus (2.13) gegeben durch

i — Q0B oud'B  0viop  0vi0p;
0B, dt  0B; dt 0B, ot  0B; ot

— i divU, — % Vu —pdivU;. (2.22)

Wir gehen davon aus, dass die Entropieproduktion durch dissipative Krifte F hervorge-
rufen wird, sowie durch Kréfte, die aus den Reaktionen R, q, mit a1,a2 € {l,i} auf die
inneren Nebenbediungungen herriihren und die wir mit dem Vektor F'..,. bezeichnen.

Die Historie der Materialien und deren thermodynamische Heterogenitit werden durch
einen Vektor 8€ reprisentiert, der die Anderung des Zustands, also die Evolution der
Zustandsvariablen € beschreibt. Damit lasst sich die Gleichung (2.22) wie folgt formulieren

uH = F%.6€ + F,eq. - 0E. (2.23)

Aus dieser Gleichung erhalten wir fiir die Zustandsdnderung

T
d'gy d'p; 98 9B; w) ' (2.24)

08 = (leUl’dt’ gt ot ot

Die Komponenten des reaktiven Kraftvektors F .. sind genau die Reaktionen auf die
inneren Nebenbedingungen (2.2). Er ist demnach gegeben durch

Freac = (0, Ry, Ry, Rip, Rig, 0)7 . (2.25)
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Somit gilt fiir die reaktive Entropieproduktion Hyeqe, die aus eben diesen Reaktionen re-

sultiert
UHeqe = Frege - 0E. (226)

Dabei stellt Satz 2.1 fiir positive u sicher, dass Hyeqe > 0 ist, weil

df B, OB, | 0B, Suea
Hreac = Freac 0E = 7 7 >
U 7 Ry + 7 Ry + B — Ry + BN —Ry;

>0 >0

0.

Den dissipativen Kraftvektor F?, der die Differenz von inneren und nicht dissipativen
Kréften beinhaltet, erhalten wir aus den Gleichungen (2.22) und (2.23). Es gilt

R A
Rl’L7 aﬁl R’Ll7 alB,L R7/“ u) . (227)

oYy
9B,

oYy

- Ry, — 95,

= (.-

2.2.6 Pseudopotential der Dissipation

Im Folgenden werden wir die dissipativen Kréfte bestimmen und so die konstituierenden
Gleichungen aufstellen. Hierfiir wihlen wir wie in [23], 28], [39] oder [13] einen sehr ele-
ganten Weg, indem wir ein sogenanntes Pseudopotential der Dissipation ®¢ = ®4(E, W)
einfiihren. Dieses héingt neben den Zustandsgréfen £ auch von einem Vektor W ab, der
zeitliche Anderungsraten wie partielle Zeitableitungen, Geschwindigkeiten und Fliisse bein-
haltet. Dabei beschreibt dieser Vektor die tatsichliche Evolution des Materials, wenn es
sich bei ihm um den Vektor §€ handelt.

Mit Hilfe dieses Pseudopotentials lassen sich dann hinreichende Bedingungen fiir die ther-
modynamische Konsistenz des Modells angeben. Dabei handelt es sich bei ®? immer dann
um ein Pseudopotential der Dissipation, wenn ®? eine nichtnegative Funktion ist, die be-
ziiglich W konvex und subdifferenzierbar ist mit ®¢(€,0) = 0.

Wir gehen also davon aus, dass ein Vektor gd(c‘),W) existiert, sodass die dissipativen
Kriifte definiert sind durch G¢ € 9% und dass fiir alle £ und W

glw >0

gilt. Da jedoch die Geschwindigkeiten in & nicht unabhéngig voneinander sind - die Kop-
pelung tritt durch die Massenerhaltung (2.6) auf - muss diese Ungleichung modifiziert
werden. Wir nehmen daher an, dass es Reaktionen \(x,t) auf diese Abhéngigkeit gibt,
sodass fiir alle £ und W gilt

G4LW > AAM,,

also

gd‘W > )\p <dl/3l 8ﬁ7,

2.2
a + +Bld1VUl> ( 8)
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Damit sind die konstitutiven Gleichungen gegeben durch

H(E,0E,x,t) = G- 0E + HyeuolE,0E, 2, 1), (2.29)

FYE, 6, x,t) = uGl(E,E,x,1),
UHTEGC(S7687m7t) - Freag(ﬁ,d?,t)’(sg.
Bei der Massenerhaltung handelt es sich um eine Nebenbedingung, die die Geschwindigkei-
ten involviert - im Gegensatz zu den inneren Nebenbedingungen (2.2), die nur auf den Zu-
standsgrofen € beruhen. Die Reaktionen A sind deshalb als dissipative Figenschaften defi-

niert, wobei die Reaktionen R,, 4, auf die inneren Nebenbedingungen (2.2) fiir a1, a2 € {l,i}
nichtdissipative Eigenschaften besitzen.

Im betrachteten Frémondschen Modell wird demnach der Phaseniibergang als nicht dissipa-
tiv angenommen, sodass die Dissipation lediglich aus der thermalen Leitfihigkeit herriihrt.

Wir kénnen also die Komponenten des Vektors gl = (gf, . 7gg, g?)T durch

G' = oot 6"

in einen reaktiven, nicht dissipativen Part G2 . = (gf, e O)T und einen dissipativen
Part g% — (0, ..., 0, g;i)T aufteilen, weil lediglich die letzte Komponente Q? zusammen

mit € einen energetischen Beitag mit dem Temperaturgradienten liefern kann.

d

Schrinken wir die Ungleichung (2.28) auf den nicht dissipativen Part G7.,. ein, so wird

diese zur Gleichung
Gl .. 06 = AAM,, (2.30)

da AM,, = 0.
Aus den Gleichungen (2.22) und (2.29) folgt
uGl . s = —% V. (2.31)
Klassischerweise wihlt man fiir die Dichte des Warmeflusses die Beziehung
q = —kVu,

die auch Fourier Gesetz genannt wird. Es folgt aus der einfachen Beobachtung, dass Wir-
me aus wirmeren Bereichen in kiltere Bereiche flieft, s. [17]. Dabei ist —Vu die stérkste
Abstiegsrichtung. Da fiir das vorliegende Modell isotrope Eigenschaften angenommen wer-
den, ist die Warmeleitfihigkeit x hier eine positive Konstante.
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Diese Wahl garantiert, dass aus (2.31) durch
g¥.56 = Z|vu® > 0. (2.32)
u
mit £ > 0 ein nichtnegativer Beitrag zur Entropieproduktion geliefert wird.

Damit liefert (2.29), (2.30) und (2.32)

K T
gd = (Apﬁla )‘p7 0,0, )\P» ﬁVU) )

und wir erhalten durch (2.29) mit (2.24), (2.25), (2.26), (2.27) und das Fourier Gesetz die
konstitutiven Gleichungen

—(p+1) = ulpfy,

oY
——— — Ry = Aup,
25, 1 4
_677[% _Rli = 07
9Bi
90 (2.33)
~—' Ry =0,
op
oY; B
_0@‘ — R;i = Aup,
—q = kVu.

2.2.7 Modellgleichungen

Zusammenfassend erhalten wir die folgenden, fiir das betrachtete Frémondsche Modell re-
levanten Differentialgleichungen fiir die Zustandsgrébhen 3;, B, B und w.

Dazu setzen wir die entsprechenden Definitionen der freien Energien nach Kapitel 2.2.3,
die inneren Energien (2.20) und das Fourier Gesetz ein und erhalten die Massenerhaltung
fiir Wasser

d's | 9P :
PW +p o1 + pBdivU; = 0 (2.34)
sowie die Energieerhaltung
d d aB; 0
p(CUU+L)ﬁ ercvﬁll + pCyu b +pcvﬁi7u
dt dt ot ot (2.35)
5 .
+ pmﬁmCmaiz + pBi(Cyu+ L)divU; — kAu = —pdivU;.
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Dabei sind die konstitutiven Gleichungen (2.33)

L
-p+ Pﬁl;(u —uc) + pCoBiulnu — pBruhy = Aupfy, (2.36)
L oh
p—(u —uc) + pCyulnu — puh; — puﬁl—l — Ry = JAup, (2.37)
Ue 9B
Ohy
_ Ry = o0 2.
pﬁlu@ﬁi Ry 0 (2.38)
Oh;
—pBuSE — Ry = 0, 2.39
pB U595, I (2.39)
oh;
pCyulnu — puh; — pﬁzu% — Ry = Aup. (2.40)

—q = kVu. (2.41)
zu erfiillen.

Wie in Abschnitt 2.2.5 eingangs erwahnt wurde, miissen die konstitutiven Gesetze den
inneren Nebenbedingungen und dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik H > 0 genii-
gen. Dies ist tatsichlich der Fall, vgl. Theorem 11.5, [23]. Dabei wird die Positivitédt der
absoluten Temperatur « im Modell von Frémond vorausgesetzt. Dies kann durch Fallun-
terscheidung beziiglich ; gewahrleistet werden, was im Anhang in Abschnitt A.2.6 gezeigt
wird.

2.2.8 Erweiterung auf ein schwachkompressibles Modell

Bei dem bisher betrachteten Modell mit Gleichungen aus Abschnitt 2.2.7 handelt es sich
um ein inkompressibles Modell, das heifst, die Dichte des Wassers wird als konstant ange-
nommen.

Um kleineren Druckunterschieden innerhalb des Gewebes gerecht zu werden, ist die Erwei-
terung auf ein schwachkompressibles Modell sinnvoll. Schwachkompressibel bedeutet, dass
es fiir Dichte und Druck nur kleine Anderungen p und $ um Mittelwerte py und pg gibt,
die sich proportional zueinander verhalten mit einem Proportionalitéitsfaktor «, vgl. [4].

Das heifst, dass Dichte und Druck folgende Bedingungen erfiillen:
p=po+p, p=po+p mitp=ap. (2.42)
Auferdem sind die Anderungen relativ zu den Mittelwerten gesehen sehr klein, also gilt

p << po und p << pg. Daher konnen Produkte, in denen p und p als Faktoren auftreten,
vernachlissigt werden.
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Mit der Kontinuitétsgleichung (2.5) erhalten wir mit u,, = (po + p)(51 + Bi) flir diesen
Modellansatz fiir die Massenerhaltung des Wassers
Bl aﬂz

E—i— 05y +€§+POdIV<5lUl> = 0.

Auf Grund der konstanten Porositit € kann diese Gleichung noch vereinfacht werden zu

op
(95 + po div (BZUZ) = 0. (2.43)

Uber die Beziehung in (2.42) kénnen wir so eine Bedingung fiir die Druckinderung herleiten:

op _ _podiv(BU)

ot ae ’
Zur Energieerhaltung (2.35) des inkompressiblen Modells kommen noch die Terme beziig-
lich der Variation in der Dichte hinzu, sodass wir fiir das schwachkompressible Modell die
Energieerhaltungsgleichung

', d'u ; du

pO(CvU + L) dt + poC Bl + POC U—F ot + pOCvﬁz + Pmﬁm m 875

(2.44)

8
+ pofi(Cou+ L)divU; + —

9 (C eu+ L) — kAu = —podivU;.

betrachten.

Die konstitutiven Gleichungen (2.36) - (2.41) werden, mit den entsprechenden Annahmen
fiir das schwachkompressible Modell, weiter verwendet.
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Kapitel 3
Modellreduktion und Existenzsatz

Nachdem wir in Kapitel 2 die Gleichungen des Frémondschen Modells hergeleitet haben,
erfolgt nun die mathematische Analyse dieses Modells. Hierfiir ist jedoch das urspriingliche
Gleichungssystem aus Abschnitt 2.2.7 zu komplex, sodass wir es zundchst etwas vereinfa-
chen werden.

3.1 Reduktion des Modells

Um die Modellreduktion durchzufiihren, stellen wir in diesem Abschnitt Beobachtungen
zu ein paar Eigenschaften des vorliegenden Modells auf, um anschlielend geeignete Ver-
einfachungen treffen zu konnen, die es uns dann ermoglichen, die Existenz einer schwachen
Losung zu zeigen.

Die erste Beobachtung betrifft Eigenschaften der Reaktionen auf die inneren Nebenbedin-
gungen (2.2), die sich in den konstitutiven Gesetzen (2.37) - (2.40) widerspiegeln. Diese vier
Gleichungen lassen sich, wie in Abschnitt A.2.5 beschrieben, zu einer Materialgleichung

oL - ) = puahgﬁ(f” T R(), (3.1)

Ue

mit einer Ersatz-Reaktionsfunktion
R(B) == (Ry — Ry;) + (Ryy — Ry;)

zusammenfassen, wodurch eine erste Reduktion des Modells erfolgt. Das Verhalten dieser
Reaktionsfunktion kann dabei in Abhéngigkeit von f; aus den Eigenschaften der Reaktio-
nen nach Abschnitt A.2.3 bestimmt werden.

Die zweite Beobachtung bezieht sich auf die Eigenschaft der Interaktionsfunktion hy,(5;).
In Abschnitt 2.2.2 haben wir bereits gesehen, dass die Interaktionen des Wassers mit der
Porenwand durch diese Funktion ausgedriickt werden konnen, die vom Volumenanteil 5
des fliissigen Wassers abhéngt und experimentell bestimmt werden kann. Ein Verlauf dieser
Funktion wurde dabei in Abbildung 2.1 angegeben.
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Im Zusammenhang mit dieser Interaktionsfunktion machen wir noch weitere Beobachtun-
gen.

Oberhalb der Gefriertemperatur u, liegt Wasser ausschliefslich in fliissiger Form vor, das
heifit, in diesem Bereich sind die Volumenanteile 8; = ¢ und ; = 0 konstant. Bei Tempe-
raturen unterhalb oder gleich u, kann Wasser sowohl in fliissiger als auch in fester Form,
also Eis, vorliegen. In diesem Bereich, das heift fiir 0 < 3 < €, ist R(8;) = 0, da hier fiir
die Reaktionen (Ry — Ry;) = (Ry — Ry;) = 0 gilt, vgl. Abschnitt A.2.3.

Dadurch reduziert sich die Materialgleichung (3.1) auf

Ohw(B1)  L(u—uc)
oJo)] N U

fiir 0 < B < e,
sodass (; als eine Funktion in Abhéngigkeit von der Temperatur darstellbar ist.

Experimente liefern hierfiir eine wie in Abbildung 3.1 dargestellte Kurve.

By

1+

€

Ue u
Abbildung 3.1: Volumenanteil des Wassers 5; in Abhéngigkeit der Temperatur u

Wir kénnen f; also wie folgt formal definieren

aimp (L) i = (2e0) (32)

Fiir die zeitliche Ableitung von f; gilt somit

ap 9 <L(u—uc)>_

at o’ Ul (3.3)

Da in dieser Arbeit vor allem der Phaseniibergang zwischen fliissigem Wasser und Eis im
pordsen Medium von Interesse ist, fiilhren wir fiir das betrachtete Modell nun die folgenden
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Vereinfachungen durch, um im weiteren Verlauf die Existenz einer schwachen Losung zeigen
zu konnen:

1. Wir befinden uns in der ,Matschzone”, das heifit es gilt 0 < §; < e. Weil 8; =€ — 5;
ist, gilt somit auch 0 < B; < e. Damit betrachten wir Temperaturen u < u., wodurch
die Differenzierbarkeit von ¢ gewdhrleistet ist.

2. Da das betrachtete Gebiet sehr klein ist, kann angenommen werden, dass auch die
Geschwindigkeit U; sehr klein ist; wir setzen hier U; = 0.

Die Annahme U; = 0 hat zur Folge, dass sowohl bei der Massenerhaltung (2.34) als auch
bei der Energieerhaltung (2.35) die Divergenzterme verschwinden und die materielle Ablei-
tung auf eine reine partielle Zeitableitung reduziert wird. Aufferdem kénnen auf Grund der
konstanten Porositéit die Zeitableitungen von g; durch Zeitableitungen von (; ausgedriickt
werden, sodass 3; als Modellvariable entfallen kann.

Dies impliziert, dass die Massenerhaltung (2.34) wegen

op 06 _ 0B 0B 9B _
Pot "Par ~ Par TP 8B ot
—~

=—1

fiir jeglichen Volumenanteil f5; stets erfiillt ist und bei den Modellgleichungen vernachlés-
sigt werden kann.

Somit ergibt sich fiir die Energieerhaltung (2.35)

_ by ou 028 g2 gu
0 = p(Cou+L) > + pCy B iy pCuu Y + pCy(e — 1) T + PmBmCm o KA
0B ou

=:c

wobei ¢ eine positive Konstante ist.

Bemerkung 3.1. Im Falle des schwachkompressiblen Modells aus Abschnitt 2.2.8 liefert
die Massenerhaltung (2.43) mit den obigen Annahmen

9p
— =0.
“ot
Es gibt also keine Anderungen in der Dichte und folglich auch nicht im Druck, sodass wir
fiir das schwachkompressible Modell dasselbe reduzierte Modell erhalten. Die nachstehenden
analytischen Betrachtungen gelten folglich auch fir dieses Modell.
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Kapitel 3 Modellreduktion und Existenzsatz

3.2 Anfangs-Randwertprobleme

Ausgehend von den Modellgleichungen aus Abschnitt 2.2.7 stellen wir nun mit Hilfe der
Modellreduktionen aus Abschnitt 3.1 ein Anfangs-Randwertproblem als Phasenfeldmodell
auf. Weitere Umformungen beziiglich des Volumenanteils §; ermoglichen es dieses Problem
in ein dquivalentes Anfangs-Randwertproblem zu tiberfithren, das auf einer quasilinearen
parabolischen Differentialgleichung basiert und auf das wir uns im weiteren Verlauf der
Arbeit beziehen werden.

Um die beiden Probleme formulieren zu koénnen, ist neben passenden Anfangswerten wug
die Wahl sinnvoller Randbedingungen wichtig.

In unserem Fall bendtigen wir eine Randbedingung, die es uns ermdglicht das Einfrieren
von Gewebe in einem Gebiet €2 zu betrachten. Hierfiir bietet sich eine Randbedingung drit-
ter Art an, auch Robin-Randbedingung genannt. Sie beschreibt, wie die Temperatur in dem
betrachteten Korper durch ein dufieres Medium, das an dem Koérper anliegt, mit vorgege-
bener Temperatur g beeinflusst wird.

Als Ansatz wihlen wir dafiir das Newtonsche Abkiihlungsgesetz, vgl. [17]. Hier wird davon
ausgegangen, dass sich der Warmeverlust am Rand des betrachteten Gebiets proportional
zur Differenz von Randtemperatur und Temperatur im Kiihlmedium verhélt, also

ou
“or y(u— g).

Der Proportionalitiatsfaktor v wird Wdrmetransferkoeffizient oder auch Warmedurchgangs-
koeffizient genannt.
3.2.1 Das Phasenfeldmodell
Durch die Einschrinkungen aus Abschnitt 3.1 gelangen wir zu einem reduzierten Modell,
dem Phasenfeldmodell
ou .
pL— +c— —kAu = 0 in Q7. (3.5)

Zu diesem Modell betrachten wir die Anfangs- und Randbedingungen

_Ou
Oov
u(+,0) = g auf Q. (3.7)

= y(u-—g) auf T'p, (3.6)

Dabei ist Q7 := Q x [0,T] ein Raum-Zeit-Zylinder mit beschranktem Gebiet Q@ C R™ und
Lipschitzrand T" und I'p := T x [0, T], sowie g > 0 eine gegebene Randfunktion und - ein
konstanter, positiver Warmedurchgangskoeffizient.
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3.2 Anfangs-Randwertprobleme

Wie wir bereits in Abschnitt 3.1 gesehen haben, kann die Phase ; durch (3.2)

a=p (M) gy = (ZlB) ) (55)

als Funktion in Abhéngigkeit von der Temperatur u geschrieben werden. Dadurch ist es
moglich die Differentialgleichung (3.5) mit nur einer Unbekannten, der Temperatur u, zu
formulieren. Dazu iiberfithren wir nun die Gleichung (3.5) durch

0 10
— = —— (pL .
8tb(u) Y (pLB; + cu) (3.9)
in eine quasilineare parabolische Differentialgleichung der Form

0

ab(u) —Au = 0.

Integration von (3.9) iiber ¢ liefert mit (3.3)

bu) = 2Ly (L(“_“)> +Cusc, (3.10)

K Ul K
wobei C' eine beliebige Konstante ist.

Um dem Verlauf von ; aus Abbildung 3.1 zu entsprechen, seien aufserdem ¢ und damit
auch b auf ganz R definiert und stetig, und es gelte

L(u — u, L(u — uc ..
% <(uu)> —0 und ©y ((uu)) —0 fir u — ue = —o0,

Ul Ul

dabei ist

do
Py = Ay

Wir wihlen nun ohne Beschrankung der Allgemeinheit die Konstante C' aus (3.10) so, dass
b(0) = 0 ist.

Weil ¢,k > 0 sind und weil ¢ eine stetige und monoton steigende Funktion ist, handelt es
sich bei b um eine stetige, streng monoton steigende Funktion. Unter der Voraussetzung,
dass die Steigung von ¢ beschrinkt ist, folgt sogar Lipschitz-Stetigkeit fiir b.

Damit kénnen wir das Modellproblem, das zur mathematischen Analyse herangezogen
wird, formulieren.
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Kapitel 3 Modellreduktion und Existenzsatz

3.2.2 Quasilinear parabolisches Problem

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit betrachten wir das folgende Anfangs-Randwertproblem
flir eine quasilineare parabolische Differentialgleichung

%b(u) —Au =0 in Qp (3.11)

mit den Anfangs- und Randwerten

0
- a—z = v(u—g) auf I'r, (3.12)
u(-,0) = wup auf Q. (3.13)

Wie beim Phasenfeldmodell (3.5) - (3.7) sei dabei Qg := Q x [0, T] ein Raum-Zeit-Zylinder
mit beschrinktem Gebiet 2 C R™ und Lipschitzrand I" und I'y := T x [0, 7], sowie g > 0
eine gegebene Randfunktion und v ein konstanter, positiver Warmedurchgangskoeffizient.
Dabei ist b eine, durch (3.9) mit (3.8) definierte, streng monoton steigende Lipschitz-stetige
Funktion.

Dieses quasilineare parabolische Problem (3.11), (3.12) und (3.13) bezeichnen wir im Fol-
genden auch als reduziertes Problem.

3.3 Existenzsatz

Das Hauptresultat dieser Arbeit ist der Beweis der Existenz einer schwachen Losung fiir
das quasilineare parabolische Problem (3.11), (3.12) und (3.13). Den diesbeziiglichen Exis-
tenzsatz werden wir im aktuellen Abschnitt aufstellen. Den zugehorigen Beweis fithren wir
dann in Kapitel 4 durch.

Zunichst stellen wir die schwache Formulierung des Problems auf und definieren so die
schwache Losung des reduzierten Problems wie folgt:

Definition 3.2. Ein u € L? (Qr) heifit schwache Losung des reduzierten Problems (3.11),
(8.12) und (8.13), wenn u die schwache Formulierung

/OT/Qvuvwmdt+/0T/Fv(u—g)gd5dt—/OT/Qb(u)gfdde

(3.14)
+/Qb<u(a:,T))g(x,T)dx—/Qb(uo(x))g(a,-,omx ~ 0

fiir alle Testfunktionen & € H' (0, T, H' (Q)) erfillt.

Mit dieser Definition konnen wir nun den Existenzsatz als zentrales Theorem dieser Arbeit
formulieren.
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3.3 Existenzsatz

Theorem 3.3 (Existenzsatz). Sei @ C R™ ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitzrand T,
sei b eine Lipschitz-stetige, streng monoton steigende Funktion definiert durch (5.9) mit

(3.8) und g eine gegebene Randfunktion. Dann besitzt das reduzierte Problem (3.11), (8.12)
und (8.13) eine schwache Losung u € L* (Qr).
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Kapitel 4
Beweis des Existenzsatzes

In diesem Kapitel widmen wir uns dem Beweis des Existenzsatzes 3.3. Hierfiir arbeiten wir
mit der Rothe-Methode, bei der die Differentialgleichung im Anfangs-Randwertproblem
nach Durchfiihrung einer Zeitdiskretisierung durch ein System elliptischer Gleichungen
approximiert wird, vgl. [31]. Den Beweis werden wir basierend auf [3] durchfithren. Dabei
erliutern wir in Abschnitt 4.1 zunéichst das Vorgehen bei der Beweisfithrung, auf die wir
in den darauffolgenden Abschnitten detaillierter eingehen werden.

4.1 Gliederung des Beweises

Um den Existenzsatz 3.3 zu beweisen, definieren wir zunéchst in Abschnitt 4.2.1 einen
parabolischen Energieterm B, mit dessen Hilfe wir dann a priori Abschitzungen fiir die
zeitdiskreten Losungen angeben kénnen. Dabei ist die Existenz eines konvexen Potentials,
oder auch einer Stammfunktion, der nichtlinearen Funktion b von Bedeutung.

Zur Konstruktion einer Losung fiir das reduzierte Problem generieren wir in Abschnitt 4.2.2
eine Folge von Treppenfunktionen beziiglich der Zeit, die als Approximationen der gesuch-
ten Losung dienen. Dazu fithren wir eine entsprechende Zeitdiskretisierung des reduzierten
Problems durch und stellen fiir dieses zeitdiskrete Problem die schwache Formulierung auf.
Die Treppenfunktionen erhalten wir aus den zeitdiskreten Losungen durch stiickweise kon-
stante Interpolation in der Zeit.

Die Existenz einer schwachen zeitdiskreten Losung folgt dann in Abschnitt 4.2.3 mit Hilfe
der Theorie monotoner Operatoren. Uber die schwache Form des zeitdiskreten Problems
definieren wir dafiir einen Operator, der wegen der guten Eigenschaften von b strikt mo-
noton, stetig und koerziv ist, sodass neben der Existenz auch die Eindeutigkeit dieser
zeitdiskreten Losung gesichert ist.

Mit Hilfe stiickweise konstanter Zeitinterpolanten schitzen wir in Abschnitt 4.2.4 die zeit-
diskreten Losungen und den parabolischen Energieterm B durch die Daten ab und erhalten
somit eine Abschétzung fiir die parabolische Energienorm. Der Satz von Eberlein-Smuljan
A7 liefert die schwache Konvergenz der approximativen Losungen. Des Weiteren erhal-
ten wir durch die Abschéitzungen fiir den parabolischen Energieterm und die Struktur der
nichtlinearen Funktion b a priori Abschitzungen.
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Kapitel 4 Beweis des Existenzsatzes

Die schwache Konvergenz der approximativen Losungen ist jedoch fiir die nichtlinearen
Terme nicht ausreichend. Daher muss hierfiir noch die starke Konvergenz gewihrleistet
sein.

Dazu zeigen wir zunéichst in Abschnitt 4.2.5, dass die Zeitdifferenzen kontrollierbar sind.
Die starke Konvergenz folgt schlieflich iiber Kompaktheitsargumente in Abschnitt 4.2.6.
Hierbei arbeiten wir mit dem Satz von Riesz-Fréchet-Kolmogorov A.9 fiir kompakte Teil-
mengen von Qp := Q x [0,7]. Die Verwendung von Diagonalfolgen liefert schlieflich die
relative Kompaktheit der Menge der approximativen Losungen auf L2 (7).

Mit der Konvergenz auf dem Gebietsrand beschéftigen wir uns anschliefend in Abschnitt
4.2.7, sodass wir mit der Grenzwertbildung in Abschnitt 4.2.8 die Existenz einer schwachen
Lésung fiir das reduzierte Problem folgern kénnen.

4.2 Durchfithrung des Beweises

Bevor wir, wie im vorangehenden Abschnitt erldutert, die Zeitdiskretisierung des reduzier-
ten Problems durchfithren, um so eine approximative Losung zu bestimmen, fiihren wir im
folgenden Abschnitt zunfichst einen parabolischen Energieterm ein, das heifst einen Term,
in dem die zeitlichen Ableitungen der Evolutionsgleichung (3.11) enthalten sind.

4.2.1 Parabolischer Energieterm

Bei der Aufstellung der Anfangs-Randwertprobleme in Abschnitt 3.2.1 hatten wir die nicht-
lineare Funktion b festgelegt durch

bu) = PL o (L(“_“)> + S, (4.1)

K Ul K

mit den positiven Konstanten p, L, c und k und einer stetigen, monoton steigenden Funk-
tion ¢, wodurch es sich bei b selbst um eine stetige, streng monoton steigende Funktion
handelt.

Damit existiert aber eine konvexe, stetig differenzierbare Stammfunktion ® : R — R von b
mit b(u) = ®’'(u). Wir konnen annehmen, dass ®(0) = 0 ist und es folgt

B(u) = /0 " b do.

Zu ® sei, wie in Definition A.3, die konvex konjugierte Funktion ¥(z) gegeben durch

1
U(z) == P%(2) = igg{zu—@(u)} = ilelg/o (z — b(Yu)) udv.

38



4.2 Durchfiihrung des Beweises

Auf Grund der Konvexitédt von ® definieren wir nun mit Hilfe dieser konvex Konjugierten
den parabolischen Energieterm

1 u
Bu) = U (b(u)) = b(u)u — B(u) = /0 (b(w) — b(0u)) u dd = /O bu) — b(d) di.  (4.2)

Aus der Monotonie von b folgt weiter B(u) > 0 fiir alle v € R. Es gilt némlich fiir u > 0

B(u) = / b(u) — b(9¥) d >0

0 “———
>0

und fiir v < 0

U 0

B(u) = / b(u) — b(¥)dy = / b(¥) — b(u) d¥ > 0.
0 u S——
>0

Die Monotonie von b impliziert aukerdem fiir Differenzen von &

b(v)(u —v)

b(u)(u —v)

IN IV

B(u) — B(v) = /ub(ﬂ)dé‘ {

fir alle © > v. Damit erhalten wir zusammen mit der Definition von B aus
B(u) — B(v) = b(u)u — ®(u) — b(v)v + ®(v) = blu)u —b(v)v — (P(u) — ®(v))

die Ungleichungen

S W
—~
g =
— ~—
| |
=z =
< <
~— S~—
IV A
—~
= o
—~
g &
— ~—
| |

(v))v. (4.4)

4.2.2 Zeitdiskretisierung

Um die Losung des reduzierten Problems zu approximieren, werden wir nun eine Folge von
Treppenfunktionen erzeugen, die wir aus der Zeitdiskretisierung des Problems erhalten.
Dafiir definieren wir den Zeitschritt

h:=—
N

und suchen zu jedem Zeitpunkt
th .= kh fir ke No,k <N

die zeitdiskrete Losung u% (x). Mit dieser Wahl kénnen wir eine sukzessive Verfeinerung
des Zeitgitters erreichen, indem wir fiir die néchst feinere Auflésung die doppelte Anzahl
an Zeitschritten wahlen. So sind dann die einzelnen Zeitdiskretisierungen ineinander ge-
schachtelt.
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Auferdem approximieren wir die zeitliche Ableitung b;(u) fiir (k—1)h <t < kh durch den
Riickwirts-Differenzenquotienten

b(uf) — bluy )
- :

o7 "b(u) =

Somit erhalten wir mit den Anfangswerten uQ(z) := ug das zeitdiskrete Problem

b(uk)) — b(uk?
(u) . D N S in Q, (4.5)
8u§€\, k

Im Folgenden befinden wir uns im Zeitschritt tﬁ“\, und nehmen an, dass u?\fl aus dem vor-

herigen Zeitschritt bekannt ist.

Auch fiir das zeitdiskrete Problem koénnen wir eine schwache Form aufstellen. Wir sagen

dann, dass u%; eine schwache Losung des zeitdiskreten Problems (4.5), (4.6) ist, wenn uf;

fiir alle Testfunktionen £ € H*' (Q2) die Gleichung

/Qvuﬁfv-vgdm+/gll1 (b(uﬁ,)b(u’f\,l))fda:+/r'y(u§vg)§d8 0 @7

erfiills.

Diese zeitlich diskreten Approximationen fiir die Lésung erweitern wir nun zu Treppen-
funktionen, um auch mit ihnen im Raum-Zeit-Zylinder arbeiten zu konnen. Wir bezeichnen
daher mit uy die stickweise konstante Zeitinterpolante von uﬂ“\,, das heifst

an(x,t) = uf(x)  fir (k—1)h <t < kh.

Die schwache Formulierung (4.7) lautet dann beziiglich uy zum Zeitpunkt ¢

/VﬂN(m,t)-Vfdm+/ %(b(z‘w(m,t))—b(ﬂN(w,t—h)))gdm
Q Q

(4.8)
4 / Y(an(@,t) — g)edS = 0
T

fiir alle Testfunktionen & € H' ().
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4.2 Durchfiihrung des Beweises

4.2.3 Existenz einer zeitdiskreten Lésung

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass es in jedem Zeitschritt eine schwache Losung des
zeitdiskreten Problems (4.5), (4.6) gibt und dass diese sogar eindeutig ist. Dies geschieht
mit Hilfe der Theorie der monotonen Operatoren.

Wir gehen dabei iterativ vor. Das heifst, wir betrachten die schwache Formulierung (4.7)
im Zeitschritt t'fv, 0 < k£ < N und gehen davon aus, dass die Losungen des zeitdiskreten
Problems aus den vorhergehenden Zeitschritten existieren und somit gegeben sind. Mit
Hilfe der schwachen Formulierung kénnen wir so einen Operator A definieren, fiir den der
folgende Hauptsatz der Theorie monotoner Operatoren zu zeigen ist.

Satz 4.1 (Satz von Browder und Minty ([43], Kapitel 3 Satz 1.5)). Sei X ein separabler,
reflexiver, reeller Banachraum mit einer Basis {w; }ien. Ferner sei A1 X — X* ein mono-
toner, koerziver, hemistetiger Operator. Dann existiert fir alle f € X* eine Lésung u € X
von

Au = f. (4.9)

Die Lésungsmenge ist abgeschlossen, beschrinkt und konvex. Falls A strikt monoton ist, ist
die Losung von (4.9) eindeutig.

Damit existiert eine schwache Losung fiir das zeitdiskrete Problem und wir kénnen zum
néchsten Zeitschritt iibergehen. Diesen Iterationsprozess setzen wir dann so lange fort, bis
wir fiir jeden Zeitschritt tﬁ“\, die Existenz einer zeitdiskreten Losung gezeigt haben.

Definition des Operators

Die schwache Formulierung (4.7) des zeitdiskreten Problems legt nahe, fiir den betrachteten
Banachraum den Raum X := H'! (Q) zu wihlen, bei dem es sich, wie im Satz von Browder
und Minty 4.1 gefordert, um einen separablen, reflexiven, reellen Banachraum handelt mit
der Norm

1/2
lullx = Tl = (lulfsq + 1Vul) -

Nach Multiplikation von (4.7) mit der Schrittweite definieren wir nun im Zeitschritt %,
den Operator A : X — X™* durch

(Au, &) = h/QVuvgdac—l—/Q(b(u)—b(w))gdm—l—/rhv(u—g){dS

fiir alle £ € X.

Diesen Operator iiberpriifen wir im Folgenden auf Monotonie, Koerzivitit und Stetigkeit.
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Monotonie

Da es sich bei b(u) um eine streng monoton steigende Funktion handelt, ist auch A strikt
monoton, denn fiir alle u,v € X mit u # v gilt

(Au — Av,u —v) =

_ /Qh(Vu—Vv)V(u—v)d:I:+/

Q

(b(w) — b()) (u— v) da + /F hy(u — v)2 dS

>0

> h|V(u—v)l[72) + b lu = oll72r) > 0.

Koerzivitat

Zudem handelt es sich bei A um einen koerziven Operator. Es ist ndmlich

= UQ.'B u)—olw))udrx u—qg)u
(Auu) = /Qh\V]dJr/Q(b() b(w)) d+/Ffw( Quds

= /h|Vu]2 dw-l—/b(u)udw—/b(w)udm—i—/h’yuzdS—/h'yugdS
Q Q Q T r

. L L - C
(4.) /h|Vu!2 dw+/0uz+ﬂ¢<(““)> u dm+/h7u2dS
Q QK/ K Cu \/ T

(%
>0

C
> | Vullaq) + - [ull72(q) + 2y ullZ2 ) — /QUb(w) dx — /Fh’yug ds.

Fiir die letzten beiden Terme wenden wir fiir £1,£9 > 0 die Youngsche Ungleichung (A.1)
an und erhalten

C
(Au,u) > h[|VullFaq) + - ullZ2 () + Py lull 2y
€1 1 €9 hy
D) HUH%Q(Q) T2 ||b(w)H%2(Q) - h’Y; HUH%Q(F) T 2y ||g||i2(r) :

Durch geschickte Wahl der e1,e2 erreichen wir, dass die Koeffizienten vor [[u||;2(q) und
[[ull f2(ry nicht negativ werden. Wir wihlen hier €1 < 2¢/k und &3 = 2. Dies liefert

c € 1 hy
(Auw) = R Vulfaey + (5= 5 ) Iulifam 5 10000 = 52 9l
22 .
=:C1 >—Cs
> Cllully - C
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4.2 Durchfiihrung des Beweises

fiir ein C > 0 mit C := min{h, C1}. Damit ist

Co

lullx  llullx—o0

(Au,u)

> Cllullx =
[l x .

und somit ist A koerziv.

Stetigkeit

Der Operator A ist als Kombination stetiger Operatoren selbst stetig, was wir nun zeigen
werden.

Sei (ug)ken eine Folge in X mit uy —— w in X. Dann ist Vuy —— Vu und up —— u
k—o0 k—o0 k—o0

in L%(9). Da b Lipschitz-stetig ist existiert eine Konstante C; > 0, sodass

16Cur) = b(u)l| 2y < Crllug —ull2(q) - (4.10)

Weiter erhalten wir mit der Hélder-Ungleichung und dem Spursatz
(Aup— Au &) = / h (Vg — V) VE dz + / (b(ug) — b(u)) € da
Q Q

+ /F hy(up — uw)€ dS

Holder
< R Vur = V| o) [IVEll 20y + 10(ur) = b(w)ll 20 €] 120

+hy |uk — U||L2(F) ||§||L2(F)

(4.10)
< h [V, — VUHL2(Q) ||V§HL2(Q) + O |luk — UHL2(Q) Hf”L?(Q)

+hy lue = ull 2oy 161 22y

Spursatz

< h [V, — VUHLQ(Q) ||V£HL2(Q) + O |luk — U”LQ(Q) ||f||L2(Q)
+C2hy [lug — ullx I€] x

< Cllue —ullx €]l x
mit Co > 0 und C := max{h,C1} + Cs.
Damit folgt fiir alle £ € X

|Aug, — Aull . = sup [(Aup — Au, &) < C'|lug — ull 5,
€l x <1

also Aup — Au in X*. Folglich ist A stetig und somit insbesondere hemistetig.
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Existenz einer eindeutigen, schwachen Losung

Da X, wie eingangs erwihnt, ein separabler, reflexiver und reeller Banachraum ist und der
oben definierte Operator A strikt monoton, koerziv und stetig ist, sind alle Voraussetzungen
des Satzes von Browder und Minty erfiillt. Das heift zu jeder rechten Seite f € X™* existiert
ein eindeutiges u € X, sodass

(Au, &) = (£,€)

fir alle £ € X. Bei der schwachen Formulierung (4.7) handelt es sich bei der rechten Seite
um f = 0. Im Zeitschritt tﬁ, besitzt also (4.7) eine eindeutige Losung fiir alle £ € X und
fiir das zeitdiskrete Problem (4.5), (4.6) existiert eine eindeutige schwache Losung in X.

4.2.4 A priori Abschitzungen

Fiir den weiteren Verlauf des Existenzbeweises sind a priori Abschétzungen fiir die Folge der
zeitdiskreten Lésungen durch die Daten wesentlich. Zudem fiithren wir in diesem Abschnitt
auch Abschétzungen beziiglich des parabolischen Energieterms B durch und zeigen so,
dass die zeitdiskreten Ldsungen in der parabolischen Energienorm beschrinkt sind. Mit
Hilfe der Abschétzungen von B kénnen wir dann auch Abschétzungen fiir die nichtlineare
Funktion b angeben.

Abschatzung in der parabolischen Energienorm

Die Beschrénktheit der zeitdiskreten Lésungen in der parabolischen Energienorm liefert
der folgende Satz:

Satz 4.2. Sei uy mit uf; € H' (Q) 2u jedem Zeitpunkt t € [0,T] Lésung der schwachen
Formulierung (4.8). Dann ezistiert eine Konstante C > 0, sodass

||B(ﬂN)HLoo(o,T;L1(Q)) + ||VﬂN||%2(o,T;L2(Q)) + ||1_‘NH%2(07T;L2(F)) < C

Beweis: Um die a priori Abschitzungen fiir u?v und @y zu erhalten, testen wir zunéchst
die schwache Formulierung (4.8) mit der Losung £ = uy. Mit Hilfe der Youngschen Unglei-
chung (A.1) sowie den Ungleichungen (4.3) und (4.4) fiir den parabolischen Energieterm
erhalten wir fiir e > 0

0 = /Q:L(b(aN(a:,t)) b (N (@, t — b)) Ty (@, 1) da

-1—/QVuN(x,t)]2 da:+/F7(uN(:c,t) —g)un(x,t)dS

41y
> [ Blas(@.0) - Blax (et - h)dz + [Van(- 0l
(4.3),(4.4) Q

e\ 2 v 2
+y (1= 2) law (- Olaqry — o= lllZe
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4.2 Durchfiihrung des Beweises

Integration iiber ¢ von 0 bis lh mit | € {1,..., N} liefert dann, da @y und damit auch
b(uy) und B(uy) eine Treppenfunktion ist,

1

Ih
0 /0 ||V11N(-,t)||%2(9)+ h/QB(uN(:B,t)) — B(un(x,t — h)) dx

Y

£ B 2 vy 2
+y(1- 5) [ (- Olzary = 5 N9l dt

S0 7 B RO

2 V/Zh 2
- — dt.
w26 91172 (r)

o (1) o]

Dadurch erhalten wir

l l
2 15
B(uby) dz + h Hw’“ H s (1=SYn Huk‘
/Q (>0N) ; Nl 120y ’Y( 2> ; N

2
L2(T)
(4.11)

lh
< [ Bubyder [ gl < c.
Q €Jo

weil die rechte Seite aus den Anfangs- und Randdaten gegeben und beschrinkt ist.
Da [ in (4.11) beliebig gewahlt wurde, folgt

!
Y vk
k=1

9 lh
L2(Q) :/0 HV@N”%Q(Q) dt<C = VayelL (0=T3 L (Q))’ (4.12)

9 lh
. :/0 lan |72y dt <C = ax € L?(0,T;L%(T)).  (4.13)

l
oM
k=1

Die allgemeine Poincaré-Ungleichung, Satz A.6, impliziert fiir Konstanten C,C < oo

lanllz2 0,2y < € (HVUN||L2(0,T;L2(Q)) + 1) < C.
Somit ist @y in L? (0,7 H' () beschréinks.
Da es sich bei L? (0,T; H' (Q)) um einen reflexiven Banachraum handelt und (ay) fiir

alle N € N in diesem beschrinkt ist, gibt es nach dem Satz von Eberlein-Smuljan A.7 eine
schwach konvergente Teilfolge (@, ). Das heift, es gibt ein w € L* (0, T; H' (Q2)) mit

Uy, — u fir N — oo.

Auf Grund der Nichtlinearitét von b reicht jedoch die schwache Konvergenz von w nicht
aus, um die Grenzwertbildung in der schwachen Formulierung (4.7) durchfiihren zu kénnen.
Die Frage nach der starken Konvergenz wird im Anschluss an diesen Abschnitt behandelt.
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Kapitel 4 Beweis des Existenzsatzes

Aus (4.11) erhalten wir zudem Abschétzungen fiir den parabolischen Energieterm. Es folgt
fiir jedes l € {1,..., N}

/B(uﬁv)dm < C = B(uy)eLYQ). (4.14)
Q

Damit gilt aber auch

max || Bludy)|

< C = max HB(UN('Jh))HLl(Q) <

LY(Q) le{1,...,N}

also
B(uy) € L™ (0,T; L' () . (4.15)

Aus (4.12), (4.13) und (4.15) erhalten wir somit durch
I B(@n) oo 0,501 (02)) + HVENH%Q(O,T;LZ(Q)) + ||17N”2L2(0,T;L2(F)) <C

die Beschrénktheit der parabolischen Energienorm. O

A priori Abschatzungen fiir b

Aus der Abschéiitzung fiir den parabolischen Energieterm erhalten wir mit der Monotonie
von b eine erste Abschitzung.

Lemma 4.3. Sei B definiert wie in (4.2) und b definiert wie in (4.1). Wenn B(un) in
L (0,T; L* (Q)) beschrinkt ist, dann ist auch b(uy) in L™ (0,T; L' (Q)) beschrinkt.

Beweis: Wir definieren o := %sgn(b(z)) mit § > 0. Durch die Definition von B(2)
erhalten wir fiir alle z € R

1 1 o
B(z) = sup /0 (b(z) — b(s5)) G ds > /0 b(2)o — ob(s0) ds — %\b(z)|— /O b(s) ds.

geR

Mit Hilfe der Monotonie von b gilt weiter

1 a 1 1
BG) = )~ [ Meds = 5 ) - s [b(s)].
0 0 0 0 o<1
——
=:Cs>0
Damit folgt fiir alle z € R
b(z)] < 0B(z) + Cs,
und im Speziellen
lb(an)| < 6B(un) + Cs. (4.16)
Also liefert (4.15), dass b(uy) im Raum L (0,7 L* (Q2)) beschriinkt ist. O

Analog zu [46], Kapitel II.1, kénnen wir wegen der speziellen Gestalt der nichtlinearen
Funktion b noch héhere Regularitit fiir b zeigen.
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4.2 Durchfiihrung des Beweises

Lemma 4.4. Sei wieder B definiert wie in (4.2). Sei weiter b definiert wie in (4.1) durch
L L(u — uc
b(u) = Sut+ L, (M)

K K Ul
mit einer stetigen, monotonen Funktion ¢ aus (3.8) und positiven Konstanten ¢, k, p und
L. Wenn B(uy) in L (0,T; L' (Q)) beschrinkt ist, dann ist b(uy) in L™ (0,T; L*(Q))
beschrankt.

Beweis: Wie in Abschnitt 4.2.1 sei b(u) = @' (u) und ®(u) = [ b(s) ds. Zu ® sei ¥ = &*
die konvex konjugierte Funktion und der parabolische Energleterm B sei wieder definiert

durch
B(u) = U (b(u)) = &*(b(u)) = b(u)u — P(u).

Weil b(u) das Potential ® besitzt, ist 0P (u) nicht leer. Daher gilt mit Corollar A.5 fiir die
Bikonjugierte ®** = U* = &. Des Weiteren folgt aus Corollar A.5 mit Proposition A.4
und der Definition von B, dass u € 0¥ (b(u)), da ¥ (b(u)) + ®(u) = b(u)u. Weil b streng

monoton ist, gilt weiter
ba)
wedl (b)) =  Ubw) = Blu) = / b (w) dw.
0

Da0<p<1—05, <1ist gilt
L(u — ue)

Ul

w = b(u) = u—i—go( ) < Ciu+Cy

K

mit positiven Konstanten C} := ¢/k und Cy := pL/k. Dann ist

! (w CQ)

Also konnen wir B wie folgt abschétzen

b(u) b(u) 1 1 C2
B(u) = -1 > —(w— = — —Cy)? — 2.
(u) /0 b (w) dw > /0 = Co)dw = o (0w - Gt — o2

Somit erhalten wir fiir jedes [ € {1,..., N} aus (4.14) mit der Youngschen Ungleichung

1 2 (2
/ﬂ () /Q 2Ch <b(uN) CQ) 2C4

1
201/172( L) — 2b(uly)Co da

(A.12) 1
> /bQ(uN dm—[ /b2 dm~|—/C’2dm]
2C1 Jo

= L], - e
N 2C1 c Un L2(Q) 2CHe
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Kapitel 4 Beweis des Existenzsatzes

mit einer positiven Konstante C' < oo und einem ¢ > 0. Dabei bezeichne || das n-dimensio-
nale Lebesgue-Maf von €. Mit der Wahl e < 1 ist demnach b(uly) fiir jedes [ € {1,..., N}
in L% (Q2) beschriinkt, da € ein beschriinktes Gebiet im R” ist. Wir kénnen also folgern

l _
B gy = €=y O < ©
Damit ist b(ty) im Raum L> (0,7 L? (Q)) beschréinkt. O

4.2.5 Kontrolle von Zeitdifferenzen

Wie bereits im vorherigen Abschnitt erwdhnt wurde, ist die schwache Konvergenz von u’fv

und damit von @y nicht ausreichend, um bei der schwachen Formulierung (4.8) den Limes
bilden zu kénnen. Hierzu wird starke Konvergenz bendtigt. Dafiir muss die Kompaktheit in
der Zeit gewéhrleistet sein. Daher werden wir in diesem Abschnitt fiir 4y eine Abschitzung
der Zeitdifferenzen herleiten, sodass fiir diese der folgende Satz gilt:

Satz 4.5. Fiir jedest € [0,T] sei un mit uk, € H' (Q) Losung der schwachen Formulierung
(4.8). Dann gilt fiir alle 9 € [0,T]

T—9
/0 /Q(uN(w,T—l—ﬁ)—uN(w,T))2 dedr < CY (4.17)

mit einer Konstanten C > 0.

Beweis: Um diesen Satz zu beweisen, testen wir zundchst die schwache Formulierung
(4.8) mit einer beziiglich der Zeit ¢ konstanten Funktion

€ = oPun(@,r) = o (o7 + kh) — iy (e, 7).

Dabei sei k € {1,...,N—1},sowie (j—1)h <7 < jhfirje{l,..., N—k}und N =T/h.

Da es sich bei uy und b (@) um Treppenfunktionen handelt, kénnen wir 7 = jh annehmen.
Wir erhalten also fiir die schwache Formulierung (4.8)

/VaN(m,t)-vgdm+/ %(b(ﬁN(w,t))—b(ﬂN(w,t—h)))gdm
Q Q
=:1 =1

—I—/F’y(ﬂN(m,t)—g)de = 0.

=:I3

(4.18)

Die drei Integrationsterme I, I3 und I3 aus (4.18) werden wir nun getrennt voneinander
betrachten. Dabei fiihren wir jeweils eine Integration tiber ¢ fiir jh < t < (j + k)h, bezie-
hungsweise iiber 7 < t < 7 4+ kh, und anschlieffend eine weitere Integration iiber 7 durch.
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Im Verlauf der Abschétzung der einzelnen Terme werden wir dabei mehrfach die Cauchy-
Schwarzsche-Ungleichung (CSU), die Holder-Ungleichung (H.U.) und die Minkowski-Un-
gleichung (M.U.) anwenden.

Dies liefert uns fiir Iy:

T—kh (j+k)h
Lol

CsuU
<

NS

INE

IN

INE

IN

1
Vun(zx,t)- ﬁv (un(z, 7+ kh) —un(z,7))| dedtdr

1

T—kh (j+k)h
— / / \Van(z,t)| dt |V (an(z, 7+ kh) — ay(x,7))| dedr
kh Jo aJjn

1 [T—kh k
kh/ /hZ|VﬂN(m,T+ih)||VaN(a:,T+k:h)VﬂN(;c,T)| dx dr
0 L

k o T—kh
1
—h E / / |Vun(z, 7+ ih)| |Vun(x, 7 + kh) — Vuy(x, 7)| dedr
kh' = Jo 0

1&E T—kh ) 1/2
— Vaun(x, 7+ 1ih da:dT] .
>3 [ [ waxterm
T—kh 1/2
. [/ /\vaN(x,TJrkh)—VaN(m,T)\Q dde}
0 Q

1 T—kh 1/2
—k max [/ / \Vay(z, 7 + ih)[? da:dT] .
k ie{1,...k} | Jo Q

T—kh 1/2
' |:/ / ‘VQN(va—i_k‘h) _VEN(waT)‘Q d.’L‘dT:|
0 Q

1/2

T—kh
max / / \Vay(z, 7 +ih)|* dedr
ie{1,....k} 0 Q

€L2(0,T;L2(R))

1/2

T—kh
/ /\VﬂN(m,T+kh)|2 da dr
Q
° €L2(0,T;L2(2))

T—kh
+ / / \Viy (2, 7)|* dedr
0 QN

€L2(0,T:L2(9))

1/2
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Kapitel 4 Beweis des Existenzsatzes

Fir den Term I3 erhalten wir:

T—kh  p(j+k)h

A A
0 jh r
U

[Tk itk
il / /|EN(ac,t)HﬂN(ac,T+kh)—ﬂN(a:,T)] dS dt dr
kh Jo ih T

1

oh (un(z, 7™+ kh) —un(x,7))| dSdtdr

ﬂN(:L', t) - g(:lt, t))

M.U.
<
y [T=kh (R
+/ / /|g(m7t)|\UN(ﬂ3,T+kh)uN(:z:,T)| ds dt dr
kh Jo jh r
ol T—kh
< kth/ /yaN(m,T+m)||aN(x,T+kh)—aN(m,T)\ 4S dr
=170 r
i

T—kh
+— / kh max |g(x,T + Ch)||an(x, 7 + kh) — un(x,T)| dS dT
kh CE[0,k]

H.U. T—kh 1/2
< (/ /\uNccT—i—zh\ deT)
T—kh 2 1/2
—|—7</ / maxgacT—i—Ch) deT) :
C€[0,k]
T—kh 1/2
: [/ / \Viy (z, 7+ kh) — Vay(z, 7)[* dm]
0 Q
1/2
MU. |~y T—kh 5
< —k max / /\EN(m,T+ih)| ds dr
k ief{l,...k} 0 r
€L2(0,T;L2(T))
1/2
T—kh 2
+v / / maxga:7+§h) dSdr
C€l0,k]
€L2(0,T;L2(T))
1/2
T—kh
/ / \Vay (z, 7+ kh)[* de dr
Q
° €L2(0,T;L2(Y))
1/2
T—kh
+ / / \Vin (z,7)|° dedr
0 QN
€L2(0,T;L2(Q))
< C.
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4.2 Durchfiihrung des Beweises

Fiir I liefern die beiden Integrationen

/T—kh /(j+k)h/ b(uy(z,t)) —kI;L(QuN(w,t —h)) (an(, T + kh) — an(z, 7)) de dt dr

1 T—kh
= %k )y /Q@(ﬂfv@ﬁwh))—b(ﬂzv(wm)))(azv(a:,mkh)—aN(a;,T)) da dr.

Da die beiden Terme I, I3 betragsméfig beschriankt sind, erhalten wir fiir ¢ := kh mit
ke{l,...,N — 1} die folgende Abschétzung

T—9
/ / (biin (@, 7+ 9)) — ban (@, 7)) (in (@, 7+ 0) — i (@, 7)) dedr < CY. (4.19)
Q
Weil diese Abschitzung offensichtlich auch fiir 9 = 0 und ¥ = T = AN gilt, wird sie also
von beliebigen ganzzahligen Vielfachen ¢ = kh mit k € {0,..., N} und der Schrittweite h
erfiillt.
Wir zeigen nun, dass dies auch fiir jedes ¢ mit 0 < 9 < T der Fall ist. Dazu setzen wir

Y:=kh+omit0<o<hundk € {0,..., N —1}. Das Integral kénnen wir nun wie folgt
unterteilen

T—9
/ / (b (@, 7+ 9)) — bl (@, 7)) (in (@, 7 + 9) — iin (@, 7)) da d
T—(k+1)h
= / ' / (b(un(x, 7+ ) —blan(z,7))) (an(x, 7+ 9) — un(x, 7)) dedr
0 Q

T—kh—o
+/ / (b(an(z, 7+ ) —blun(x,7))) (un (2, 7+ I) — un(x, 7)) dedT
T—(k+1)h JQ

)_l

—k—
- Z / 1)h/ (un(z, 7 +9)) = b(un(x,7))) (an (2,7 + ) — un(x, 7)) dedr
=1 (i—
N—
/( X h/Q (uny(x, 7+ 1)) —bluny(x,7))) (un(x, 7+ ) —an(x, 7)) dedr

"k
k-1
- Z ( o 1)h/Q (an(z,7 + 1)) — b(ay(x,7))) (ay(z, 7 + ) — an(x, 7)) dedr

ih
+ / (b(un(x, 7+ ) —blun(z,7))) (an (2, 7+ 9) — an(x, 7)) de dT>

h—o JQ
N—k th—o
+ /Q (b(an(z, 7+ ) — blun(zx,7))) (an (2, 7+ ) —an(x, 7)) de dr

ik (= 1)h

o1
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N—k  rih—o
;/( l)h/ (uny(z, 7+ 1)) — blun(z,7))) (Un(x, 7+ ) — an(z, 7)) dedT

N—-k-1
+

ih
/h / (in(z, 7+ 9)) —blun(z,7))) (in(x, 7 +9) — an(x, 7)) dedr

Weil @y eine Treppenfunktion ist gilt fiir (i — 1)h < 7 < ih

(¢, 7+9) = an(z, 7+ kh+0) =

{ un(zx, (i + k)h) fir 74+ o < ih,
un(

N(z, (i +k+1)h) fir7+0 >ih,
und ay(x, 7) = un(x,ih). Damit ist weiter

ih—o
= X [ et o ) b (e i)

. (UN( z+k)h)—uN(

,ih)) dx dt
N— k 1 .k

/h / (an (e, (i + k 4+ 1)R)) — b(ay (x,ih))) -
- (u N( (i + k4 1)h) — ay (e, ih)) dedr

2
w

(h —0) / (b(un(z, (i + k)h)) — b(un (z, ih))) (un (2, (i + k)h) — un (2, ih)) d
=1 Q

xz,(i+k+1)h)) —blun(z,ih))) -

(x, (i + k)h)) — b(un(x,ih))) (un(x, (i + k)h) — uy(x,ih)) dz
(i+k+1)h)) —blun(x,ih))) -

. (UN( ,(Z+k+1)h) —UN(

,ih)) dz
T—kh

(b(ﬂN(m, T+ kh)) —blay(x,7))) -
- (un(z T—i—kh) —un(x, 7)) dedr

(k+1)h
h/ / (uny(x, 7+ (E+1)h)) —blun(x,7))) -
(an(z, 7+ (k4 1)h) — an(z, 7)) de dr.
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Da (4.19) bereits fiir ganzzahlige Vielfache von h gezeigt wurde, kénnen wir nun wie folgt
abschétzen

IN

(h—a)%C’ktha%C(k—kl)h — C(k(h—0)+ (k+1)0) = Clkh+0) = CO.

Damit ist (4.19) fiir alle ¥ € [0, T] erfiillt.

Wir zerlegen nun b (ay) in einen linearen Term b; und einen monotonen Term by durch

L L(uy — c
b(un) = iy +p‘p<w>'
5 K UCU/N
=:by (@) =:ba (@)

Dabei sind beide Funktionen b; und by stetig und monoton steigend beziiglich uy.
Mit dieser Zerlegung erhalten wir aus (4.19)
T—9
/ / (b (an (@, ™+ 9)) + by (i (. 7 + 9))) — (by (@ (@, 7)) + ba (i (, 7)) -
0 Q
(un(xz, 7 +9) —an(x, 7)) dedr

T4 .
= / / — (an(x, 7+ 9) —ﬂN(:c,T))2 dx dr +
0 QR

T—9
+/O /Q(b2 (in (2, 7+ 9)) — by (i (0, 7)) (i (0, 7 + ) — iy (, 7)) dao dr

-~

>0

< Cv.
Es folgt also
T—19
/ /(EN(.@U,T+19)—&N($,7'))2 dedr < C9
0 Q

fiir alle ¥ € [0, T7. O

4.2.6 Kompaktheit der Menge approximativer Losungen

Mit Hilfe der in Abschnitt 4.2.5 aufgestellten Abschitzungen fiir die Zeitdifferenzen zeigen
wir nun in diesem Abschnitt, dass die Menge der approximativen Losungen 4y relativ
kompakt ist. Danach wenden wir uns der Konvergenz fiir die nichtlineare Funktion b zu.

Konvergenz der approximativen Lésungen

Sei nun A die Menge der oben definierten approximativen Losungen @iy € L? (0, T; H! (Q)),
die der schwachen Formulierung (4.8) geniigen. Wir zeigen zunéchst mit Hilfe des Satzes
von Riesz-Fréchet-Kolmogorov A.9, dass A auf jeder kompakten Teilmenge des Raum-Zeit-
Zylinders Qp relativ kompakt in L? ist.
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Lemma 4.6. Fir jede kompakte Teilmenge S CC Qp := Qx[0,T] ist die Menge der appro-
zimativen Losungen Alg := {xsu : v € AC L*(0,T; H" (Q))} relativ kompakt in L*(S).

Die Funktion xg bezeichnet dabei die charakteristische Funktion auf der Menge S.

Beweis: Sei S :=  x [0,7 — 1] eine beliebige kompakte Teilmenge von Q. In Ab-
schnitt 4.2.4 haben wir bereits gezeigt, dass ay in L? (0,7 H' (Q)), und damit auch in
L?(0,T; L*(Q)) = L* (Qr) beschrénkt ist. Also ist die Menge Alg eine beschriinkte Teil-
menge des L? (9).

Fiir die Translation von ay(y) := un(x,7) um h = ({,9) kénnen wir die Norm
i (@ + €7 +9) — iy (2,7l s,

mit Hilfe der Minkowski-Ungleichung durch separate Translationen in « und in 7 wie folgt
abschétzen:

lin (@ + ¢, 7+ 9) — i (2, 7) | 2
— Jlan (@ +C7+9) — ay (@7 +9) + ay (@7 +9) — ay (@ 7)] 25,

< H[LN (ZIZ + CvT +19) —un (3377— +79)||L2(S) + HEN (va +19) —un (3377—)”L2(S)

:ZAE :3A‘r
dabei sei |h| < 0 < dist(S, 9Qr) fiir ein 6 > 0, wodurch y + h in Qp liegt fiir y € S.

Wir betrachten zunéchst mit dem Term A, die Translation im Ort x. Weil Vauy(-,t) in
L? () beschriinkt ist, erhalten wir hierfiir

1
oy @+ 740) = ay (@74 )l sy = | [ Vante+ador +0)-¢da

L2(S)

1 1
< / IVan(@ + a7+ 9) - Clla(s) da < / IVan(@ + a7+ 9) | ags) derlC]
0 0
1/2

1 T—9 1
=/0 /0 /Q<vazv<a:+gc,f+ﬁ>>2dwdf darlc] < /O Crdale] = C1[Cl,

€L2(Q)

wobei C7 > 0 konstant ist.

Fiir den zweiten Term, A;, benutzen wir die Abschitzung (4.17) aus Satz 4.5. Es ist

T—9 (4.17)
lun (&, 7 +9) —un :1:7'||L2 / / ay (x, 7 +0) —ay (x,7))* dedr < CY,
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4.2 Durchfiihrung des Beweises

also gibt es eine Konstante Cy > 0 mit
iy (@, 7+ 9) — iy (@, )l 2gs) < CaV.

Damit folgt

HQTLN (w + C:T + 79) - QTLN (va)“H(S) S Am + AT
< C1¢l+CoVI < C(lh|+ V/Ih])
< C(64V5).

Zu jedem gegebenen, aber beliebigen ¢ > 0 wihlen wir ein § > 0 so, dass die Ungleichung
C(6 + V/6) < e erfiillt ist. Dann folgt mit dem Satz von Riesz-Fréchet-Kolmogorov A.9,
dass Alg auf L? (S) relativ kompakt ist. Da wir aber die kompakte Teilmenge S beliebig
gewahlt haben, ist dies fiir jede kompakte Teilmenge S von Qrp erfiillt, und es folgt die
Behauptung. O

Der folgende Satz liefert die relative Kompaktheit von A auf dem ganzen Raum-Zeit-
Zylinder.

Satz 4.7. Die Menge der approzimativen Lisungen A ist relativ kompakt auf L? (Qr).

Beweis: Wir betrachten jetzt eine Folge Sy := Q) x 0,7 — @k] CC Qr von kompakten
Teilmengen des Q7 mit S, C Skq1 fiir alle & € N und (J,cy Sk = Qr. Dann gibt es fiir
jedes y € Qr ein kg € N mit y € Sy, .

Nach Lemma 4.6 wissen wir, dass A|g, fiir jedes Sy auf L? (Sy) relativ kompakt ist.
Sei (u,) eine beliebige Folge in A C L? (Qr).

Wir betrachten nun diese Folge eingeschrankt auf Sq. Dann ist xg, um € L? (S1) fiir m € N,
und da Alg, relativ kompakt auf L? (S;) ist, gibt es eine konvergente Teilfolge (u,,;) von
(). Weiter ist xs,um,, € L?(S2) fiir m € N. Weil Alg, relativ kompakt auf L? (Ss) ist,
gibt es also eine konvergente Teilfolge (,,) von (um,,). Diese ist als Teilfolge der konver-
genten Folge (wy,,,) ebenfalls konvergent in L? (S;). Betrachten wir nun die Teilmenge S,
so liegt wiederum X g, Um,, € L*(S3) fiir m € N.

Wir setzen nun dieses Verfahren fiir alle & € N, also alle Sy, weiter fort und erhalten so
eine auf L? (Sy) konvergente Teilfolge (um,,), die zudem konvergent auf allen L? (S;) ist
mit j < k.

Nun wihlen wir die Diagonalfolge (um,, ) als spezielle Teilfolge von (u,,). Diese ist Teilfol-

ge aller Teilfolgen niedrigerer Stufe; das heifit, die Folge (um,, ) K>k, Konvergiert auf allen
L2 (Sj) flir allej < ]{30.
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Damit konvergiert die Diagonalfolge fiir k& — oo fiir jedes Sy auf L? (Si) und somit auch
auf L? (Upen Sk) = L* (Q).

Da man fiir jede beliebige Folge (u,,) in A C L? (1) eine solche konvergente Diagonalfolge
konstruieren lisst, ist A relativ kompakt auf L? (Qr). O

Konvergenz der nichtlinearen Funktion b

Soeben haben wir gezeigt, dass die Menge der approximativen Losungen A relativ kom-
pakt ist auf L? (Q7). Dann gibt es zu jeder Folge (@y) in A eine Teilfolge, die fast iiberall
konvergiert. Das heifit es gibt eine Teilfolge (uy, ) und ein @, sodass un, (x,t) — u(x,t)
mit Ny — oo fiir fast alle (x,t) € Qp.

Da b stetig auf R ist, folgt also

b (aNk (:13, t)) m b (&(x, t))

fiir fast alle (x,t).

Weiter ist fiir jedes ay die Funktion b(uy) beschriankt in L (Qr). Also existiert eine
positive Konstante C', sodass fiir jedes uy gilt

@)~ rzay = swp [ (b(ax)? de < o
tefo,1] /0

Dies impliziert

T
/ /Q (b(an))? dadt < T [b(an)llpmo i@ < CT = Cs
0

fir alle uy.

Also ist b (ay) fiir jedes iy beschriinkt in L? (Q7) und damit ist auch der Grenzwert b ()
beschrinkt in L2 (Qr).

Nach dem Satz von Eberlein-Smuljan A.7 besitzt jede beschriinkte Folge (@y) im reflexiven
Banachraum L? (€7) eine schwach konvergente Teilfolge (iin, ) in L? (Qr). Das heift es gibt
ein b* € L? (Qr), sodass

b(un,) — b fiir Ny, — oo.

Da die Menge der approximativen Losungen relativ kompakt ist im Hilbertraum L2 (Q7)
besitzt jede Folge (ux) eine fast iiberall konvergente Teilfolge (un, ), sodass b(un, ) — b (@)
in L? (Qr), also auch b(iiy,) — b (@) in L? (Q) fiir Ny — co. Da der schwache Grenzwert
eindeutig ist, folgt somit b (%) = b* und weiter b (iy) — b (@) = b* in L? (Qr) mit N — co.
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4.2.7 Konvergenz auf dem Rand

Der letzte noch offene Punkt fiir den Beweis des Existenzsatzes 3.3 ist die Konvergenz
der approximativen Losungen auf dem Rand von , mit dem wir uns in diesem Abschnitt
befassen werden.

Satz 4.8. Es sei ) ein beschrinktes Gebiet im R™ mit Lipschitz-Rand I" und sei (uy) eine
Folge in der Menge der approzimativen Lésungen A C L> (O,T; H! (Q)) mit Grenzwert
u € A. Dann gilt

iy —u i L2 (Dp)

beziiglich dem (n — 1)-dimensionalen Hausdorffmap.

Beweis: Fiir den Beweis dieses Satzes verwenden wir hier die folgenden Notationen fiir
den Lipschitz-Rand nach [2], A 6.2.

Sei wie in der Voraussetzung von Satz 4.8 2 C R™ ein beschrianktes Gebiet mit Lipschitz-
Rand T'; das heifit, es gibt eine offene Uberdeckung des Rands mit Mengen U',..., U,
sodass fiir jedes j der Teilrand I' N U7 der Graph einer Lipschitz-stetigen Funktion f7
ist und © N U7 nur auf einer Seite dieses Graphen liegt. Es gibt also ein [ € N und fiir

jedes 5 = 1,...,1 ein euklidisches Koordinatensystem mit Basisvektoren e{, ...,€h zum

Referenzpunkt 7 € R*~!, sowie ein 7/ > 0, ein A/ > 0 und eine Lipschitz-stetige Funktion
f7:R"! - R, sodass mit %, = (:):Jl, ooz ) und z = 1 xlel gilt

L1
Ul ={xzeR" : ‘a}Jn —yj’ <7/ und }xﬁl —fj(w]n){ < h'}
und fiir € U7 gilt
x) = fj(a:]n) = xel,
O<$%—fj(mfn)<hj = x e,
0>a) — fl(x))>-h = x¢q.
Mit einer weiteren offenen Menge U ist dann I' C Ué-:l U7 und Q C Ué’:o UJ.

Eine anschauliche Darstellung dieser Notationen findet man in Abbildung 4.1 nach [2].

Weiter sei n/, j = 0, ..., eine Partition der Eins auf (2. Dann folgt fiir v € L? (0, T; H! (Q))
u(x,t) = Zé’:o nu(x,t). Dabei besitzt n°u € L? (0,T; H' (2)) einen kompakten Tréger
in Q und n/u liegt dann fiir j = 1,...,0 in L? (O,T; H! (QJ)) mit

Yi={zeR" : 0<a) - f](mjn)},

wobei (nju) (z,t) =0 fiir ‘acjn — yj‘ > rJ oder x), — ff(:cjn) > hi.
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Kapitel 4 Beweis des Existenzsatzes

Abbildung 4.1: Veranschaulichung der verwendeten Notationen, nach [2], S. 259

Mit diesen Notationen fithren wir nun zum Beweis von Satz 4.8 fiir jedes j = 1,...,[ die
folgenden Betrachtungen durch.

Sei w := n/u und v := iy, wobei die Folge der zeitdiskreten Losungen (uy) aus A
den Grenzwert v € A besitzt. Dann ist v,w € L2 (O,T; H? (Qj)) Weiter setzen wir
y:=a’, € R" ! mit |y — /| < rf, das heift © = (y, fi(y)) €T

Fiir jedes ¢ > 0 mit 0 < ¥ < hJ definieren wir nun vy : R x R* ! — R durch

vo(y,t) :=v(y, f(y) +0,t)  mit (y,h,t): <Zyze’+h6¥;,t>

und analog wy fiir w. Dann ist

o(y, £ (y),t) — w(y, F(y),1)]

= (Uﬂ(y,t) Wy ya / 8 UU y7 wa(y7t)) do

< loont) — walw. 0]+ [0 ) w0 0]
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4.2 Durchfiihrung des Beweises

und weiter mit der Holder-Ungleichung (H.U.)

oy, 7 (y), ) — wly, fi(y).0)|°

2

IN

v
2fusfot) ~ w90 2| [0, (000 = un.1) do

< 2fug(y,t) —waly, O +2 </019 ’363; (vo(y,t) — wo(y,t))’ d0>2

(H.U.)

9
< 2 ’Uﬂ(y7t) - wﬁ(yat)’2 + 219/(; ‘aeﬁ (Ud(y7t> - wa(y7t>)

2
‘ do.

Fiir D7 := B,;(y’) gilt

hi
/ / lvg — wy|* dddy = / v —w|? da.
Di Jo QI

Da die obige Abschétzung fiir jedes ¥ > 0 gilt, kénnen wir iiber [J1, 2] mitteln und es
folgt mit max {01,192} = 92 nach Integration iiber D’

| . £ )0 = ww. )0 dy
1 V2 2
<2 f o | ) o dvay
2
+2/DJ 792_191/ 19/ )8 (v (y,t) wg(y,t))) do d9 dy

vy(y,t) —w ,t2d19d
02—191/1,]/19’“’ 9(y, )| Yy

192
D]

= ve(y,t) — wy(y, t)* di d
2t [ ) ot av

192
D]

IN

2 1 U2
j vo‘ y7 ) wo‘(y7t))‘ dO’dyﬁ 9 / 1dvY
2~ V1 J%n

1

2
Op1 (V6(y,t) — we(y,t))| dody.
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Nach Integration iiber das Zeitintervall [0, 7] erhalten wir nun
T ‘ ' ,
/0 /D_\v(%fj(y),t)—w(y,f](y),t)\ dy dt
J
vs(y, t) — wy(y,t)|* dV dy dt
2 [ ] ) - ot v
0P
+20, / / /
Di
1 hi
2 / / / g (y,t) — wy(y, t)|* d dydt
192—191 Di
V2
+20, / / /
DJ
2 / v(z,t) — w(z,t)|* dedt
192_191 Qi ) )

+2192/ A

192_19 / v — wHL2QJ) dt

[

Da die Menge der approximativen Losungen Al,; relativ kompakt ist in L* (€7 x [0,T7)
T

IN

2
ei (Va(y,t) — a(yyt))‘ do dy dt

IN

2
i (Vo(y,t) — wa(y,t))‘ do dy dt

IN

2
i (Vo(y,t) — a(yyt))‘ do dy dt

= 2

2
i (Vo (Y, 1) — g(y,t))‘ do dy dt.

€n

existiert eine Teilfolge (vy ), sodass fur jedes € > 0 gilt

[von —
Damit folgt

9 1 1
?92—’(91 192_191

Aufterdem sind d_; v und d_; w in L? (O, T;L? (Qj )) beschrankt. Es gibt also eine Konstante

C1 > 0 mit
J2
[l

Durch geeignete Wahl von ¥; und 92 konnen wir nun die beiden Integrale beziiglich
abschétzen.

TE?

T
| Toon(@.t) = won(a 02yt < 2

2
o, 0oy, 1) = wo(y,1)| dodydt < Ci.

Wir wihlen dazu zum Beispiel ©1 = 95/2 mit 9 = . Dann folgt fiir das erste Integral

1

TE? = 4T¢
99 — 1 € 5

2

T
1
2
/0 lvgn(x,t) — wﬁ,n(m,t)HLg(Qj) dt < 2192 oy
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4.2 Durchfiihrung des Beweises

und fiir das zweite Integral

T Do
[ o
0 Di JO

Insgesamt erhalten wir also die folgende Abschétzung

T A A ,
/0 /Dj lv(y, f7(y),t) —w(y, 7 (y),t)]” dydt < Cs,

wobei Cy = 4T+ 2C ist. Da € beliebig gewéhlt war, geht der gesamte Ausdruck fiir immer
kleinere € gegen 0.

2
Oy, (05 (y,t) = wo(y, )| dodydt < 201c.

Die obige Abschitzung gilt fiir jedes j =1,...,1.

Somit koénnen wir iiber j summieren, sodass fiir beliebige & > 0 wegen w = 7/u und
u(x,t) = Zé‘:o nu(x,t) sowie v = uy und ay(x,t) = Zé‘:o nun(x,t) folgt

T
/ /ﬂN(m,t)u(m,t)|2 dH" 1t dt
0 r

l T
< 23 [ [ sty )0 - duty, )0 dy e < 21z

Dabei bezeichnet dH"! = dS das Flichenelement beziiglich des (n — 1)-dimensionalen
Hausdorff-Mafes, vgl. [2], sodass damit das Randintegral iiber eine integrierbare Funktion
f: T — Y mit Banachraum Y definiert ist durch

/Fde:/Fdenl ::Zlgfrnjfcm“. (4.20)
iz

Da & > 0 beliebig gewahlt war folgt somit
iy —u  in L* (D7)

beziiglich dem (n — 1)-dimensionalen Hausdorffmafs. O

4.2.8 Schwache Losung des reduzierten Problems

Fassen wir die Resultate aus den vorhergehenden Abschnitten zusammen, so kénnen wir
nun den Beweis des Existenzsatzes 3.3 schliefen.

Sei dazu iy € L? (QT) Losung des zeitdiskreten Problems. Ausgehend von der zugehdrigen
schwachen Form (4.8) erhalten wir nach Integration {iber ¢ von 0 bis T

T ~ T 1 - ~
/0 /Qqu(m,t)-vgdxdt+/o /Qh(b(uN(m,t))—b(uN(:c,t—h)))fd:ndt

T
+/0 /Fv(aN(m,t)—g)ﬁdet = 0.
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Dabei seien die Testfunktionen & aus H' (0,75 H' (©2)). Nach diskreter partieller Integra-
tion im zweiten Term, siehe hierzu Abschnitt A.2.7, liefert der Grenziibergang fiir h — 0

/OT/QVﬂNVfdmdt—l—/OT/FW(ﬂN—g)dedt—/OT/Qb(ﬂN)ftdmdt

(4.21)
+ / b(an(x,T))&(x, T) da — / b(up(x))&(x,0)de = 0.
Q Q
Das heiftt aber, dass die approximativen Lésungen uy schwache Losungen des reduzierten
Problems sind.

Fiir die ersten beiden, linearen Terme in (4.21) geniigt die schwache Konvergenz von Viuy
beziehungsweise von @y|r gegen u. Dies ist durch die a priori Abschitzungen (4.12) und
die Konvergenz von @ auf dem Rand gewéhrleistet. In den iibrigen Termen von (4.21) ist
die nichtlineare Funktion b involviert. Die punktweise Konvergenz von b stellt jedoch die
Konvergenz von b(uy) gegen b(u) sicher, sodass (4.21) fiir N — oo gegen

/OT/QVuVSd:L'dt—F/()T/Fv(u—g)gdet—/OT/szb(u)gtda,dt

+ /Qb(u(a:,T))g(m,T)d:c—/b(uo(w))f(m,())da: =0

Q
konvergiert.
Da u somit fiir alle Testfunktionen £ € H* (0,7; H* (Q2)) die schwache Form (3.14) erfiillt,

haben wir die Existenz einer schwachen Losung u des reduzierten Problems (3.11), (3.12),
(3.13) gezeigt und damit den Existenzsatz 3.3 bewiesen.
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Numerische Simulation des reduzierten
Problems

Nachdem wir die Existenz einer schwachen Losung fiir das reduzierte Problem (3.11), (3.12)
und (3.13) aus Kapitel 3 gezeigt haben, betrachten wir in diesem Kapitel die numerische
Simulation dieses Problems mit Hilfe der Finiten Elemente Methode. Wir arbeiten hier mit
Daten, die im Rahmen des SPP 1253 im Projekt ,Optimal Control in Cryopreservation of
Cells and Tissue” gewonnen wurden. Ein Kiihlprotokoll, das beim Einfrieren von Gewebe-
proben mit dem IceCube 15M (s. Abbildung 1.1 auf Seite 2) der SY-LAB Gerdte GmbH,
Osterreich aufgezeichnet wurde, liefert neben der Randfunktion g auch Vergleichsdaten fiir
die Simulation.

In Abbildung 5.2 ist die Displayanzeige des IceCube’s mit einem Kiihlprotokoll, das beim
Tieffrieren von Gewebeproben aufgezeichnet wurde, zu sehen. Der Kiihlungsverlauf ist in
rot dargestellt und kann der Tabelle auf der rechten Seite entnommen werden. Die Tempe-
ratur im Inneren der Gewebeprobe wird mit Sensoren gemessen, s. Abbildung 5.1, und ist
in blau dargestellt. Der im Rahmen des SPP 1253 in [29] berechnete optimale Kiihlverlauf
(griin), basierend auf einem Modell von C. Caginalp, und die entsprechende Temperatur-
antwort (blau gestrichelt) sind ebenfalls dargestellt.

Zur Kryokonservierung von Gewebeproben werden zylindrische Ampullen verwendet, die
von aufsen durch Stickstoffgas heruntergekiihlt werden. Wir gehen davon aus, dass die
Ampulle dabei von allen Seiten gleichméfig gekiihlt wird. Aus diesem Grund geniigt es
fiir die numerische Simulation einen Léngsschnitt durch die Ampulle zu betrachten. Das
daraus resultierende Rechteck sei das Gebiet 2. Eine ebene Finite Elemente Diskretisie-
rung ist also ausreichend. Die Skizze einer Ampulle und des betrachteten Gebiets ist in
Abbildung 5.1 zu sehen.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird die Modelldiskretisierung mittels Galerkin- Appro-
ximation und das numerische Verfahren erldutert. Da wir lediglich an dem groben Verlauf
der Losung interessiert sind, beschrénken wir uns hier auf ein moglichst einfaches Verfahren.
Eine Ansatzfunktion fiir die nichtlinare Phasenfeldfunktion ¢, die den Volumenanteil des
fliissigen Wassers f3; in Abhéngigkeit von der Temperatur beschreibt, wird in Abschnitt 5.2
angegeben. In Abschnitt 5.3 gehen wird dann auf die Wahl der Modellkonstanten des redu-
zierten Problems néiher ein. Die fiir die Simulation gewahlten Diskretisierungsdaten findet
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Y Temperatursensor

Ampulle

Ampullen-
mitte |

X

5 cm

------

Abbildung 5.1: Skizze einer Ampulle zum Einfrieren von Gewebeproben mit Querschnitt
Q. Zum Vergleich mit den Messergebnissen wird die Temperatur in der
Ampullenmitte bestimmt.

% Freezing program editor - NoName

0

Optimisation Calulatio ing pulse G Axis standar m
nitial slope 18l slope S
G Input C CA C/min Active point size @
Simulatio i i 6 E‘& 4
g pulse T )

= File / Open
. Calculation ala 0 -

Start time se £ 7

Abbildung 5.2: Kiihlprotokoll beim Einfrieren von Gewebeproben: Temperatur (blau) im
Inneren der Probe zum Kiihlverlauf (rot), s. Tabelle, und optimale Kiihlkur-
ve (griin) nach [29] mit zugehériger Probentemperatur (blau gestrichelt).
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man in Abschnitt 5.4. Schlieklich werden die Ergebnisse der Simulation in Abschnitt 5.5
prasentiert und mit den Messdaten verglichen.

5.1 Diskretisierung und numerisches Verfahren

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der vollstindigen Diskretisierung des redu-
zierten Problems und stellen das fiir die Simulation verwendete numerische Verfahren vor.

Die Diskretisierung beziiglich der Zeit wurde bereits in Abschitt 4.2.2 durchgefiihrt und
wird hier nur kurz aufgegriffen. Fiir die Ortsdiskretisierung verwenden wir eine Trian-
gulierung mit konformen Elementen. Diese Wahl der Triangulierung ist ebenso wie das
numerische Verfahren unter Verwendung der Finiten Elemente Methode Standard. Daher
verweisen wir fiir die Theorie der Finiten Elemente Methode auf [9], [32], [48] und [38].

5.1.1 Zeitdiskretisierung

Wie in Abschitt 4.2.2 wenden wir fiir die Zeitdiskretisierung das implizite Euler-Verfahren
an. Wir betrachten also im Folgenden das zeitdiskrete Modell (4.5), (4.6)

b(“?\/) - b(ulfv_l) — Ak

. uy = 0 in Q, (5.1)
ouk
—8—;\[ = ~(uk —9) auf I'. (5.2)
mit Anfangswerten uQ;(x) := ug. Dabei ist T = hN mit der Zeitschrittweite h, u% (x)

bezeichnet die Temperatur im Ort @ zum Zeitpunkt t’fv = hk fir k =0,...,N und g ist
eine gegebene Funktion auf dem Rand I' von €.

Ebenso sei wieder wie in Kapitel 4 uﬁv die schwache Losung des zeitdiskreten Problems
(5.1), (5.2), wenn u%; fiir alle Testfunktionen ¢ € H' (Q2) die Gleichung

1
/Qvuﬁcv.vgdm+/gh (b(uﬁv)—b(u’;v1))gdm+/rfy(u§fv_g)gds 0 (53)
exfillt.

5.1.2 Ortsdiskretisierung

Um die Temperatur als gesuchte Grofe numerisch berechnen zu konnen fithren wir im Ort
eine Diskretisierung mit der Methode der Finiten Elemente durch. Dazu triangulieren wir
das Gebiet 2 mit konformen Elementen, in unserem Fall mit Dreiecken. Der Lésungsraum
fiir die Temperatur wird dabei mit Hilfe von Finiten Elementen in & approximiert.

Es sei {nj}?il eine Basis stetiger Funktionen des H'(2). Fiir die Simulation werden wir
spéter stiickweise affine Funktionen verwenden, im Moment geniigt aber fiir die folgenden
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Betrachtungen der etwas allgemeinere Fall.

Wir betrachten die Galerkin-Approzimation uF, von uﬁ, im endlich dimensionalen Teilraum

S von H'(Q) mit Basis {n1,n2,...,7a} durch
M
Uy = Y . (5.4)
j=1

Damit lasst sich das vollstindig diskretisierte Problem mit (5.3) wie folgt formulieren:
Finde uﬁl € Sm, wobei fiir alle v € 5, gilt

/Qvuﬁ,,w dm+/ﬂlll (b(uﬁ) — b(u’;;l)) vdaz—l—/ry(uqkn —g)vdS = 0. (5.5)

Dabei sind «*7! und die zugehérigen Koeffizienten der Galerkin-Approximation aus dem
vorhergehenden Zeitschritt gegeben.

Durch die endlich dimensionale Basis des S, lisst sich das vollstindig diskretisierte Pro-

blem als ein System mit M nichtlinearen Gleichungen auffassen, fiir das die M Koeffizienten

uj von u¥, zu bestimmen sind. Das heift (5.5) ist somit dquivalent zu

1
Fitubym)i= [ Vb Vugda [ 5 (buk) ~ bl D) nyde o+ [ (g ds =0
Q Q r
(5.6)
fir alle j =1,..., M.
5.1.3 Numerisches Verfahren

In jedem Zeischritt verwenden wir zur Losung dieses nichtlinearen Gleichungssystems das
Newton- Verfahren, wodurch iterativ u¥, iiber die Losung eines linearen Gleichungssystems
bestimmt wird. Die Lésung des Systems

J(u,v) = 0, fiir alle v € Sp,

ist also der Grenzwert der Iteration: Fiir jedes k € Ny sei

DIk vw* = —TJ@WF v, fiir alle v € Sy, (5.7)
bt = bk (5.8)
mit
M
wk = ijnj € Sm (59)
j=1

und passenden Voraussetzungen an den Startwert u?n = 4%, Dabei handelt es sich bei DJ
um die Gateauz-Ableitung von J, die wir nun berechnen werden.
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Gateaux-Ableitung

Es ist
T (u+dw,0) = /V(u+6w>‘de+/1(b(u+5w>—b<u7’%1>)vdw
0 oh
+/7(u+5wg)vds
r
1
= /Vu-wcza:+/5vw-wda:+/(b(u+6w)—b(u5n‘1))vdw
Q Q ah
+/fy(u—g)vd5+/’y(5wvd5.
r r
Also ist
1 1 1
g(j(u—i—éw,v)—J(u,v)) = /Vw-Vvda:+h/5(b(u+(5w)—b(u))vdw
Q Q

+ / ~ywv dS.
r

Dann folgt fiir die Gateaux-Ableitung

DJ(u,v;w) = DJ(u,v)w = lim ! (T (u+ dw,v) — T (u,v))
5—0 0

1
= /Vw-Vvda:+/ bu(u)wvdm+/7wvds,
Q hJa r

wobei wir unter b, (u) die schwache Ableitung von b nach u verstehen.

Berechnung von J und D7
Niitzen wir noch die spezielle Struktur von b aus, dann folgt mit
c pL <L(u - uc)>

b(u) = —u+-—¢
K K Ut

fiir fast alle x € Q ) ( )
c pL L(u — u,
by(u) = —
() e T Py ( Uel )

und weiter aus der Definition (5.6) fir J

J(u,v) = Vu-Vode + — (u—u,’%l)vdw—i-/’y(u_g)”ds
Q kh Q r
— k-1 _
[ (B (M )
q Kkh Ul ucuks !

(5.10)
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= /Vu.Vvdw—kc/uvdm—C ulfn_lvd:c—l—'y/uvdS—’y/gvdS
Q kh Jo kh Jo r r

L L(u — uc L(uft — .
+p7 o (’LL U) —p (um 7“) wa7
kh 0 UcU uculﬁl 1

sowie mit (5.10)

L? 1 L(u — u,
DJ(u,v;w) = /Vw-Vvdac—l—c/wvdw+p/ap M wv dx
Q kh Jo kh Jou2 ™Y Ul

—l—’y/ wv dS.
r

Unter der Verwendung der Galerkin-Approximationen (5.4) und (5.9) erhalten wir dann
fiir die j-te Zeile des Gleichungssystems (5.7)

M
C
Ji(ug,m) = > [/ vnl‘vnjdm+h/nlnjdm+'7/77j7]ld5]
—1 Q ki Jq r

M
=D <C/ m dw) —7/9% s (5.11)
— Kkh 0 T

pL L(uy, — uc) Lup " — uc)
[t Z\%m T Ye) ) Z\®m T %e) d
+ kh Jq (SO < ucu’;@ ? ucuﬁfl Chak

wobei #; die bekannten Koeffizienten der Galerkin-Approximation von ulfv_l im vorherge-

henden Zeitschritt t’f\, bezeichnet, sowie

M
(DJ(uqknmj;wk))j = Y DTu(up,,nj)wim
=1
M c
= Zwl [/ Vm-andaH—h/nmjda:—i-’y/nmjds
-1 Q kv Ja r

pL? 1 L(ukF, — u.) ‘
+ wh /Q <(u7}%)2 Soy < ucufn 77an dx| .

Da wir fiir die Ansatzfunktionen 7; mit j = 1,..., M lineare Finite Elemente verwenden,
besitzen folglich die meisten Integranden in J und DJ polynomiale Struktur mit konstan-
ten Koeffizienten und koénnen daher leicht explizit berechnet werden. Lediglich die Integrale
mit nichtlinearen Termen wie ¢, ¢, oder der Randfunktion g miissen durch numerische

Quadratur approximiert werden.

Da wir lineare Finite Elemente als Basis des S, gewahlt haben, verwenden wir, wie in [1],
die Einpunkt-Gauf-Quadratur, die lineare Funktionen exakt integriert.
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5.1 Diskretisierung und numerisches Verfahren

Die Integrationen in J und DJ iiber das Gebiet {2 berechnet man aus der Summe iiber
die Integrale aller Dreiecks-Elemente T. Analog ist das Randintegral die Summe {iber die
Kanten E, die den Rand T bilden. Bezogen auf ein solches Integral {iber ein Dreieckselement
T mit Fliche |T| lautet fiir eine nichtlineare Funktion f die n,-Punkt-Gauk-Quadratur,
und im Speziellen fiir einen Punkt:

f =TI,

N | =

| f@rde ~ 223 s@n, = 20
T i

wobei A, die Gewichte in den Punkten x, sind und f den Funktionswert von f im geome-
trischen Schwerpunkt des Dreiecks T' bezeichnet.

Unter Verwendung allgemein nichtlinearer Funktionen f und g liefert also die Einpunkt-
Gauk-Quadratur fiir die fraglichen Integrale in J und DJ

1. . 1 - .
[fnjdm ~ —f|T| und [fnlnjdw ~ —f|T|, (5.12)
7 3 T 9

sowie

1 . -
[ onsds ~ 3ol 5.13)
E

fiir alle Basisfunktionen 7; und 7;, deren Trager T beziehungsweise E als Teilmenge besitzt.
Dabei ist f wieder der Funktionswert von f im geometrischen Schwerpunkt des Dreiecks
T mit Flicheninhalt |T'|. Analog wird g im geometrischen Schwerpunkt der Kante E, al-
so im Mittelpunkt, ausgewertet und mit g bezeichnet, wobei |E| die Kantenlinge von E ist.

Im Fall einer Randkurve g, die in der Zeit stiickweise linear und zu jedem Zeitpunkt auf
dem Rand konstant ist, liefert die Einpunkt-Gauf-Quadratur den exakten Wert des Inte-
grals in (5.11). Da wir so eine Randkurve in der Simulation verwenden, werden demnach
nur noch die Integrale iiber die nichtlineare Funktion ¢ und deren Ableitung ¢, durch
dieses Quadraturverfahren approximiert.

Implementierung und Algorithmus

Die Implementierung des Verfahrens in MATLAB basiert auf den Programm-Codes aus
[1]. Dabei verwenden wir, wie bereits erwahnt, eine Triangulierung des Gebiets ) mit
Dreieckselementen und global stetigen, auf jedem Element linearen Basisfunktionen 7; fiir
j =1,...,M. Diese n; bilden eine M-dimensionale nodale Basis des S,, C H! (), das
heifst, in den M Gitterpunkten oder Knoten (xg,yx) der Triangulierung gilt

e 1 firj=k

Die Berechnung der Integrale in J und DJ erfolgt iiber die Summe der Integrale iiber
die einzelnen Elemente. Hierfiir muss die Assemblierung im Programmcode von [1] der
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Problemstellung entsprechend angepasst werden.

Fiir das reduzierte Problem wird die Robin-Randbedingung (3.12) verwendet. Daher be-
notigen wir neben den Implementierungen der Steifigkeitsmatrix ( fQ Vn; -V dm)j , und
der Massenmatrix ( fQ un dw)jk zusétzlich die Implementierung der durch Quadratur ap-
proximierten Integrale nach Gleichungen (5.12) und (5.13), sowie die Implementierung der
Massenmatrix (fr un dS’)jk am Rand T

Die Elementmassenmatrix Mf fiir eine Randkante E, auf der lediglich die beiden Basis-
funktionen 7; und 72 von Null verschiedene Werte annehmen, gilt

-1 /(2 1
Mg = NNk d = ||F||= . .14
f = (L S>jk L (5.14)

Als Abbruchkriterium fiir die Newton-Iteration (5.7) - (5.9) verwenden wir die Euklidische
Norm der Newton-Korrektur w. Wenn im Verlauf des Gefrierprozesses die Temperatur
uc erreicht und die latente Wérme freigesetzt wird, konnen grofe Temperaturgradienten
auftreten, weil die Funktion ¢, in u. eine Sprungstelle besitzt. Da wir keine Schrittwei-
tensteuerung oder adaptive Gitterverfeinerung verwenden, ist es also sinnvoll eine obere
Schranke fiir die Zahl der Iterationen festzulegen.

Somit lautet der fiir die Simulation verwendete Algorithmus:

Algorithmus 1: Simulation des reduzierten Problems

Gegeben: Triangulierung des Gebiets 2, Zeitintervall [0, 7], Modellkonstanten;

Wihle: Toleranz TOL, Maximale Iterationszahl MaxIter und Zeitschrittweite h;
Setze Anzahl der Zeitschritte N = T/h;
Setze ul;
// Berechne uf, zum Zeitpunkt tk = kh
for k=1 bis N do
Setze u = uF~! und j = 1;
// Newton-Verfahren
while j < MaxlIter do
Berechne J und DJ;
Lose DJw = -7,
Setze u = u + w;
if ||w|| < TOL then
‘ break;
end if
J=i+L
end while
k

U, = U;

end for
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5.2 Die nichtlineare Phasenfeldfunktion ¢

Die Interaktion zwischen fliissigem Wasser und porésem Medium wird, wie bereits in Ab-
schnitt 3.1 erwdhnt, durch eine nichtlineare Funktion ¢ beschrieben, die durch Messungen
bestimmt werden kann.

Im Rahmen des SPP 1253 wurden mit dem SY-LAB Gerite IceCube 15M Gewebeproben
tiefgefroren und das zugehorige Kiihlprotokoll aufgezeichnet. Zur optimalen Steuerung die-
ser Einfrierprozesse liegt den numerischen Simulationen in [29] fiir ¢ die Ansatzfunktion

exp (ad) (= exp (aly — 8)) + ay + 1 — ad)

w(y) = H(y) —H(y — ) H(—y) 1 — exp (ad) + ad exp (ad)

)

zugrunde, die auf Heavisidefunktionen H

H(y) :=

und Exponentialfunktionen basiert.

(1+sgny) (5.15)

N | =

Um die Messdaten moglichst gut zu approximieren wurden die Paramter o und § der
Ansatzfunktion mit
a=3 und d=—6

passend gewdhlt.

Weil 0 < §5; < € skalieren wir die Ansatzfunktion fiir die Simuliation noch mit dem Faktor e.

Damit ergibt sich fiir den Volumenanteil 5 fiir y = % die folgende Fallunterscheidung
€ fir wu. < u,
Bi(u) = »y) = € (1 - (?f/_)fgle;iz”(ixl%gilg) ) fir L%Zc <u < U,
.. Luc
0 fiir w < ;7

Der Graph dieser Funktion ist in Abbildung 5.3 dargestellt.

Die nichtlineare Funktion ¢ ist demnach stetig und bis auf zwei Punkte, ndmlich bei den
Temperaturen u = u., und v = #%Fuc, in allen Punkten differenzierbar.

Fiir unsere Simulation verwenden wir die folgende Ableitung von ¢, die in Abbildung 5.4
zu sehen ist.

0 fir ue. < wu,
o 3exp (3y)—3exp (—18) . Luc
(Py(y) - € 1—19exp (—18) fiir L+6u. <U S U
. Lu,
0 fir uv< ypETE
exp (18)—1

Damit besitzt ¢ eine maximale Steigung von ¢y mar = 36W'
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Bi(u)

Luc Ue u
L+6uc

Abbildung 5.3: Graph der fiir die Simulation verwendeten Funktion f;(u), die den Volu-
menanteil des fliissigen Wassers beziiglich der Temperatur u angibt.

ey(y)
T Py,mazx

—6 0 Y

Abbildung 5.4: Graph der Ableitung ¢,(y) der fiir die Simulation verwendeten nichtlinea-
ren Funktion ¢(y). Dabei entspricht y = 0 der Temperatur u = u, und

— _ _Luc
y = —6 der Temperatur u = Trea-

Wenn wir mit diesen Definitionen fiir ¢ und ¢, auf die Approximation der Integrale in
J und DJ mittels Einpunkt-Gaul-Quadratur zuriickblicken, sehen wir, dass die entspre-
chenden Integrale meist exakt durch die Quadraturformel berechnet werden. Die jeweiligen
Integranden sind némlich lediglich im Bereich, in dem der Phaseniibergang stattfindet, also
fiir Temperaturen zwischen . und L_Lﬁéjtc, nichtlinear. Dies ist der Fall, da auferhalb dieses
Bereichs ¢ und ¢, konstant sind und ¢, sogar 0 ist. Somit werden also nur im Bereich des
Phaseniibergangs Integrale in J und DJ approximiert.
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5.3 Modellkonstanten

Bei der Kryokonservierung hingen die Konstanten des betrachteten Modells stark von
dem verwendeten Gewebe, von dem Behélter, in dem sich dieses befindet, und auch von
der Temperatur ab. Um einen Eindruck iiber die Diversitdat der Kenngrofien zu erhalten,
werden wir diese nun im aktuellen Abschnitt niher betrachten und anschliekend die fiir
die Simulation verwendeten Konstanten angeben.

5.3.1 KenngroBen fiir Gewebe allgemein

In [5] sind latente Warmen und spezifische Warmekapazititen unterschiedlicher biologi-
scher Substanzen und Gewebearten aufgelistet. Dabei nimmt reines Wasser in der Regel
die groften Werte an. Diese Werte kénnen somit jeweils als obere Schranke der Kenngréfsen
fungieren.

Die latente Warme L variiert je nach vorliegender Substanz und Gewebeart im Bereich
von 333 kJ/kg fiir Wasser iiber 268 kJ /kg fiir Hirngewebe und 200 kJ/kg fiir Muskel- und
Bindegewebe bis hin zu 128 kJ /kg fiir Fettgewebe.

Ungefrorenes Gewebe besitzt eine spezifische Warmekapazitit C, von 3,5 — 3,9 kJ /kg K,
die jedoch unterhalb des Gefrierpunktes bei fallender Temperatur stark abnimmt. So hat
Muskelgewebe bereits bei einer Temperatur von —3 °C eine spezifische Warmekapazitit
von nur mehr 1,9 kJ /kg K, die bei 83 K = —190 °C bis auf 1,0 kJ/kg K fallt. Im Gegen-
satz dazu weisen Angiome (Blutschwimme) bei dieser Temperatur mit 2,01 kJ/kg K noch
eine sehr hohe spezifische Warmekapazitat auf.

Auch die Wéarmeleitfahigkeit x hingt von der Gewebeart ab. In der Literatur finden
sich hier allerdings nur sehr wenige Kennwerte. In ihrem Modell fiir Zellkulturen ver-
wenden Solano, Gallant und Wood [44] bei Raumtemperatur eine Wérmeleitfihigkeit von
0,8 W/m K, die ein wenig iiber der Warmeleitfahigkeit von Wasser mit 0,597 W/m K liegt,
vgl. [6]. Die Warmeleitfahigkeit von Eis ist jedoch mit 2,43 W/m K bei —20 °C deutlich
hoéher.

Der Warmedurchgangskoeffizient v wird primér von den Eigenschaften des Geféftes be-
stimmt, in dem sich das Gewebe befindet. Je nach Material, Dicke und Beschichtung,
aber auch durch den Kontakt des Gewebes mit der Gefifwand kann dieser Parameter
stark schwanken. In [41] wurde zur Konstruktion eines Einfrierkontainers zum Einfrieren
humaner Erythrozyten (roter Blutkérperchen) der Warmeiibertragungskoeffizient fiir un-
terschiedliche Materialien ermittelt. Dabei ergab sich fiir Kupferplatten ein Koeffizient im
Bereich 208 — 268 W/m? K und mit einer Gewebeisolationsschicht, die den Wirmeiiber-
gang verbessert, wurden Werte im Bereich 943 — 1038 W/m? K bestimmt.

Je nach Temperatur gibt es bei der Dichte von flilssigem Wasser und Eis nur minimale
Unterschiede. So hat Eis bei —20 °C eine Dichte von 920 kg/m? und bei 0 °C eine Dichte
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von 917,9 kg/m3, fliissiges Wasser besitzt bei 4 °C die grofte Dichte von 999, 7 kg/m3 und
bei 20 °C eine Dichte von 998,2 kg/m?, s. [6]. Die Annahme einer konstanten Dichte fiir
die Wasserkomponente stellt demnach kaum eine Einschrankung dar.

Ahnliches gilt fiir die Gefriertemperatur des Wassers, bei der es selbst bei grofen Druck-
unterschieden nur zu sehr geringen Abweichungen im Gradbereich kommt. Wir setzen sie
daher bei 0 °C = 273 K an.

Fiir die Porositit des Gewebes liefert die Packungsdichte der Zellen in ihrer extrazelluldren
Matrix einen Anhaltspunkt. Dieser kann bis zu 80 % betragen, vgl. [29].

5.3.2 Verwendete Konstanten bei der Simulation

Im betrachteten reduzierten Modell (3.11), (3.12) und (3.13) werden alle oben erwahnten
Grofsen beziiglich Ort, Zeit und Temperatur als konstant angenommen. Insbesondere fiir
die stirker streuenden Kenngréfen - spezifische Warmekapazitit C,, latente Warme L,
Wirmeleitfahigkeit £ und Wérmedurchgangskoeffizient v - sollten also plausible Mittel-
werte zur numerischen Simulation verwendet werden.

Zur Bestimmung der Simulationskonstanten wurden mehrere Testliufe mit unterschiedli-
chen Parametersidtzen durchgefithrt. Dabei wurden jeweils die spezifischen Warmekapazi-
titen C, und C),, sowie die Dichten p und p,, gleich gesetzt. Es fiel auf, dass je grofer
Cy, und L gewdhlt werden, desto grofler auch v gewihlt werden muss. Des Weiteren sollte
k nicht zu klein sein, damit eine ausreichend schnelle Temperaturausdehnung im Gewebe
gewahrleistet ist.

Fiir unsere Simulationen verwenden wir die folgenden Konstanten:

Gefriertemperatur v, = 273K
Dichte p = 1000 kg/m?
latente Warme L = 125 kJ/kg
spezifische Warmeleitfihigkeit C = 1,5 kJ/kg K
Wiérmeleitfahigkeit k = 0,8 W/m K
Wirmedurchgangskoeffizient v = 270 W/m? K
Porositdt e = 0,8

Damit ergibt sich fiir die Konstante ¢ = pCye — pp, Cp B, aus (3.4)

¢ = 1500 kJ/m? K.
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5.4 Diskretisierungsdaten

Aullerdem wurde fiir die Simulation der Zeitschritt h = 0,1 s iiber einen Zeitraum von
2400 s = 40 min gewéhlt.

Beziiglich des Ortes betrachten wir den Querschnitt einer zylindrischen Ampulle, wie in
Abbildung 5.1 dargestellt, die einen Durchmesser von 2 cm und eine Héhe von 5 cm besitzt.
Fiir das resultierende Rechteck wurde eine Triangulierung in COMSOL mit 755 Knoten,
1424 Dreiecks-Elementen generiert. Die maximale Kantenldnge m,q, dieser Triangulierung
betrigt dabei 1,83 mm.

Des Weiteren wurde beim Newton-Verfahren fiir die Norm der Newton-Korrektur eine To-
leranz von TOL = 102 sowie eine maximale Tterationszahl von MaxIter = 100 Iterationen
gewihlt.

5.5 Simulationsergebnisse

Mit den Modellkonstanten aus Abschnitt 5.3.2 und den Diskretisierungsdaten aus Ab-
schnitt 5.4 wurde der Algorithmus 1 in MATLAB Version 7.8 (R2009a) implementiert.
Dabei wurden die Codes fiir die Finite Elemente Implementierung aus [1] fiir unsere Pro-
blemstellung modifiziert und erweitert.

Uber den gesamten Verlauf der Simulation gesehen konvergiert das Newton-Verfahren be-
reits nach wenig Schritten. Lediglich im Zeitintervall [660,5 s,1174,4 s|, in dem beim Pha-
seniibergang die latente Wérme frei wird, siehe Abbildung 5.5, ist wie erwartet die maxi-
male Iterationszahl der Grund fiir den Abbruch der Newton-Iteration. Dies kann auf die
Unstetigkeit der Ableitung in der nichtlinearen Funktion ¢, sieche Abbildung 5.4, zuriick-
gefiihrt werden. Der damit verbundene grofse Temperaturgradient wirkt sich in der Norm
der Newton-Korrektur w aus, sodass deutlich mehr Schritte fiir die Erfiillung der Tole-
ranzgrenze notig wiren. Trotz des Abbruchs nach 100 Iterationsschritten hélt sich hier die
maximale Norm der Newton-Korrektur mit 0,091 in Grenzen.

Wie zu Beginn dieses Kapitels erwdhnt wurde, verwenden wir als Randfunktion g den im
Kiihlprotokoll in Abbildung 5.5 dargestellten Kiihlverlauf. Dieser wird in Abbildung 5.2
nochmals genauer aufgezeigt. Zur besseren Identifizierung wurde sowohl fiir die Kurve in
Abbildung 5.2 als auch die Kurve in Abbildung 5.5 jeweils die Farbe Rot gewihlt.

Aus der durchgefiihrten Simulation werden zwei Ergebnisse prasentiert und ausgewertet.
Zunichst werden wir den Vergleich der Simulation mit den Messdaten aus dem Kiihlproto-
koll anstellen. Anschliefend wird die Temperatur {iber € im zeitlichen Verlauf betrachtet,
wobei wir uns hier auf den fiir den Phaseniibergang interessanten Zeitbereich einschrinken
werden.
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5.5.1 Vergleich mit Messdaten

Um einen Vergleich zwischen dem simulierten Gefrierprozess und den Messdaten aus dem
Kiihlprotokoll in Abbildung 5.5 herstellen zu kénnen, wird aus dieser Abbildung die blaue
Messkurve iibernommen und in Abbildung 5.5 ebenfalls in blau dargestellt. Ebenso ist die
zugrunde liegende Randfunktion g in beiden Abbildungen in rot gekennzeichnet. Der bei
der Simulation berechnete Temperaturverlauf in der Mitte der Ampulle trigt in Abbil-
dung 5.5 die Farbe Griin.

Fiir den Temperaturverlauf in der Mitte der Ampulle (0,0), vgl. Abbildung 5.2, wurde das
Element, in dem der Punkt (0, 0) liegt, bestimmt und der Wert in der Ampullenmitte per
linearer Interpolation ermittelt.

280

260~

2401~

Temperatur in K
noa no
(= o
(=] L=
T T

)
=]
T

— 273K
— Kolhiverlauf g
— Messkurve

— Simulationsergebnis

1401~

i | | I |
0 240 860 1410 2190 2400
Zeltins

Abbildung 5.5: Vergleich des Simulationsergebnisses (griin) mit den Messdaten (blau) fiir
den Temperaturverlauf in der Mitte der Ampulle beim Kiihlverlauf g (rot).

Abbildung 5.5 zeigt deutlich, dass der Verlauf der Messkurve fiir die verwendeten Modell-
konstanten iiber den gesamten Testzeitraum gut approximiert werden kann.

Auch die fiir die Kryokonservierung interessanten kritischen Phasen, wie in Abbildung 1.2
zu sehen, konnen gut dargestellt werden. Da das zugrunde liegende Modell das Gefrieren
in einem pordsen Medium beschreibt, in dem, wie in der Einleitung erlautert wurde, keine
Unterkiihlung stattfindet, kann die Unterkiihlungsphase auch nicht wiedergegeben werden.
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Gut sichtbar ist die Phase, in der die latente Warme frei wird. Die leichten Schwankun-
gen um den Gefrierpunkt rithren von Effekten der Finite Elemente Diskretisierung und
dem verwendeten Verfahren her, sodass sich auch hier der grofse Temperaturgradient an
der Grenze des Phaseniibergangs in Kombination mit den verwendeten linearen Finiten
Elementen bemerkbar macht. Eine Glattung von ¢,, Gitterverfeinerung oder Ansatzfunk-
tionen hoheren Grades vermindern diesen Effekt.

Ebenso ist die dritte Phase, der starke Temperaturabfall im Anschluss an den Phasen-
iibergang, was beim Verfahren die bereits erwidhnten Schwierigkeiten mit sich bringt, gut
erkennbar.

Insgesamt konnen wir also aus diesem Vergleich schlieffen, dass sich das verwendete redu-
zierte Frémondsche Modell gut fiir die Simulation der Kryokonservierung von lebendem
Gewebe eignet.

5.5.2 Temperaturverlauf

Damit wir einen Eindruck iiber den Temperaturverlauf auf dem betrachteten Gebiet
erhalten, ist in Abbildung 5.7(a) bis Abbildung 5.8(f) eine Folge von Momentaufnahmen
dargestellt. Sie zeigen im Minutenabstand zum jeweiligen Zeitpunkt die Temperatur iiber
dem Gebiet. Wir beschrianken uns dabei auf den Zeitraum 11 min bis 22 min, in dem, wie
in Abbildung 5.6 zu sehen ist, der Phaseniibergang mit den kritischen Phasen der Kryo-
konservierung stattfindet.

2807

Temperatur in K

273K
—Kohlverlauf g
— Messkurve

220r

— Simulationsergebnis

200 i i i i i i i i i i i
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 @22
Zeit in min

Abbildung 5.6: Ausschnitt aus dem Temperaturverlauf in der Mitte der Probe, vgl. Abbil-
dung 5.5, unter Angabe der Zeitpunkte, zu denen die berechnete Tempe-
ratur iiber ganz ) betrachtet wird.
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Abbildung 5.7: Temperaturverlauf {iber 2 im Zeitraum 11 min bis 22 min, Teil 1
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Abbildung 5.8: Temperaturverlauf iiber 2 im Zeitraum 11 min bis 22 min, Teil 2
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Da von der 6. bis zur 11. Minute die Randtemperatur konstant auf 273 K gehalten wird,
befindet sich die Temperatur in Abbildung 5.7(a) im gesamten Gebiet am beziehungsweise
leicht iiber dem Gefrierpunkt.

Ab der 11. Minute beginnt am Rand die weitere Abkiihlung der Probe. Dadurch sinkt
zunichst am Rand und spéter im Inneren der Probe die Temperatur ab, sodass in einem
Ortspunkt innerhalb des Gebiets ab der Gefriertemperatur u. = 273 K die Kristallisati-
onsphase beginnt. Dabei wirkt die frei werdende latente Wérme einer weiteren Abkiihlung
in diesem Ortspunkt entgegen. Erst wenn das Wasser in einem Volumenelement nahezu
vollstandig gefroren ist, fallt in diesem die Temperatur weiter ab, beginnend am Gebiets-
rand. Da die Aufentemperatur deutlich kiihler ist und weiterhin stark fallt, ist auch im
betrachteten Gebiet nahe des Randes die Temperaturabnahme im weiteren Verlauf grof.
Nahe der Ampullenmitte bleibt jedoch die Temperatur zunichst noch am Gefrierpunkt, da
hier weiterhin die latente Warme wihrend des Phaseniibergangs frei wird.

Insgesamt bildet sich also um die Probenmitte wéhrend des Phaseniibergangs ein Tem-
peraturplateau von 273 K aus, das zu dessen Rand hin stark abfillt und iiber die Zeit
gesehen vom Gebietsrand her immer kleiner wird. Dieses Temperaturverhalten ist in den
Abbildungen 5.7(b) bis 5.8(c) zu sehen.

Sobald der Phaseniibergang auch in der Ampullenmitte abgeschlossen ist, sinkt hier, wie
in den Abbildungen 5.8(d) und 5.8(e) dargestellt, zunéchst die Temperatur schnell ab, bis
sich nach etwa 22 min wieder in allen Ortspunkten ein gleichméfiges Abkiihlverhalten ein-
stellt, siche Abbildung 5.8(f).

Die Momentaufnahmen in den Abbildungen 5.7(a) bis 5.8(f) zeigen also in jedem Ortspunkt
des betrachteten Gebiets € das klassische Verhalten fiir das Tieffrieren von Zellen. Auch
die kritischen Phasen sind in jedem Punkt, wie auch schon in der Probenmitte, wieder gut
erkennbar. Der Temperaturverlauf iiber dem betrachteten Gebiet €2 unterstreicht daher die
Eignung des verwendeten reduzierten Frémondschen Modells als Modell zur Kryokonser-
vierung lebenden Gewebes.
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Kapitel 6
Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Kapitel werden wir kurz den Inhalt und die Ergebnisse dieser Arbeit zusammen-
fassen. Auflerdem geben wir noch einen Ausblick auf mogliche weiterfithrende Themen, die
sich aus dieser Arbeit ergeben.

Ziel dieser Arbeit war es, das von Michel Frémond in [23] présentierte Phasenfeldmodell
zum Gefrieren von Wasser in einem pordsen Medium mathematisch zu analysieren und auf
die Anwendbarkeit hinsichtlich der Kryokonservierung lebenden Gewebes zu iiberpriifen.

Nach einer kurzen Herleitung des inkompressiblen Frémondschen Modells (2.34) - (2.41)
via Erhaltungsgleichungen wurde eine Erweiterung auf ein schwachkompressibles Modell
(2.43), (2.44), (2.36) - (2.41) vorgestellt. Auch die im Modell von Frémond vorausgesetzte
Positivitdt der absoluten Temperatur ist gezeigt worden.

Zur theoretischen und numerischen Behandlung wurden diese Modelle durch geeignete
Einschrinkung auf ein gemeinsames Modell reduziert. Fiir dieses quasilineare parabolische
Modell (3.11), (3.12), (3.13) wurde dann ein Existenzsatz formuliert.

Der Beweis dieses Existenzsatzes basiert auf [3]. Mit der Rothe-Methode wurde eine Folge
zeitdiskreter Losungen konstruiert. Fiir deren Existenz als eindeutige schwache Lisungen
ist auf die Theorie monotoner Operatoren zuriickgegriffen worden. Mit a priori Abschét-
zungen konnte die schwache Konvergenz fiir diese Folge zeitdiskreter Losungen gezeigt
werden. Weiter wurde gezeigt, dass die Zeitdifferenzen gleichméfig beschrankt sind. Mit
Kompaktheitsargumenten sowie der Konvergenz am Gebietsrand folgte dann die Existenz
einer schwachen Losung. Die Eindeutigkeit der schwachen Losung fiir das reduzierte Pro-
blem ist in dieser Arbeit jedoch nicht behandelt worden.

Abschliefsend wurde mit Hilfe der Finiten Elemente Methode und einem Newton-Verfahren
das reduzierte Problem in MATLAB implementiert und numerisch simuliert. Dabei wurden
die konstanten Kenngréfsen des Modells so gewédhlt, dass sie fiir Gewebe plausible Werte
reprasentieren. Die Resultate der Simulation wurden mit einem Kiihlprotokoll, das im Rah-
men des SPP 1253 beim Tieffrieren einer Gewebeprobe mit dem SY-LAB Gerét IceCube
156M aufgezeichnet wurde, verglichen. Dabei ist festzustellen, dass dieses Modell bereits
unter der Verwendung eines relativ einfachen Verfahrens mit linearen Finiten Elementen
der Gefrierprozess gut approximiert werden kann.
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Sowohl bei der numerischen Simulation als auch bei der Modellierung erschliefsen sich aus
dieser Arbeit mehrere weiterfilhrende Themen.

Neben der in dieser Arbeit durchgefithrten Simulation des reduzierten Modells kénnen
noch numerische Berechnungen fiir das eigentliche dynamische Frémondsche Modell oder
das erweiterte schwachkompressible Modell durchgefiihrt werden. Da hierfiir in der Mo-
dellierung die Geschwindigkeit des fliissigen Wassers U; als gegeben angenommen wurde,
werden weitere Modellgleichungen zur Bestimmung von U; benétigt. Dafiir konnen zum
Beispiel Darcy-Gesetze herangezogen werden.

Aufserdem ist es méglich basierend auf der in dieser Arbeit vorgestellten Modellierung wei-
tere Modelle zu entwickeln, die auch heterogene Eigenschaften des porésen Mediums bezie-
hungsweise des Gewebes besser beriicksichtigen. Hierzu gehort etwa die Betrachtung einer
nicht ortskonstanten Porositit oder die Modellierung mit nichtkonstanten Kenngrofen des
Gewebes, wie etwa der spezifischen Wiarmekapazitit C, oder der Warmeleitfahigkeit &.

Neben all diesen Ansédtzen hat jedoch die Optimierung des Gefriervorgangs unter biolo-
gischen Gesichtspunkten, also die Bestimmung eines fiir die Kryokonservierung optimalen
Kiihlverlaufs g, in der Praxis den wohl groften Stellenwert. Analog zu den Ergebnissen in
[29], basierend auf einem Modell von Caginalp, kénnte dies fiir das Frémondsche Modell
ebenfalls durch optimale Steuerung bewerkstelligt werden.
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Anhang A
Anhang

Im Anhang werden in Abschnitt A.1 wichtige Definitionen und Sitze angegeben, die im
Laufe der Arbeit bendtigt werden. Langere Rechnungen sowie einige Beweise und Theorie-
hintergriinde werden dann in Abschnitt A.2 aufgefiihrt.

A.1 Wichtige Definitionen und Satze

A.1.1 Konvexe Analysis

Definition A.1 (Indikatorfunktion, ([23], S. 457)). Die Indikatorfunktion Ip; einer Menge
M st defintert durch

_J 0 firyeM,
Tne(y) ‘—{oo fiiry ¢ M.

Wenn die Menge M konvex ist, so ist auch Ipr konvez.

Definition A.2 (Subdifferenzierbarkeit, Subgradient und Subdifferential, (|20], Def 5.1)).
Sei X ein reeller Banachraum und X* sein Dualraum. Sei weiter R := R U {—o00,c0}.
Eine Funktion F von X nach R heifit in einem Punkt u € X subdifferenzierbar, wenn sie
eine stetige, affine Minorante besitzt, die in u exakt ist. Die Spur (slope) u* € X* einer
solchen Minorante heiffit Subgradient von F' in u, und die Menge aller Subgradienten in u
heifit das Subdifferential in u und wird mit OF (u) bezeichnet. Wenn F nicht subdifferen-
zierbar in w ist, gilt OF (u) = 0. Es gilt die folgende Charakterisierung:

u* € 0F(u) <  F(u) endlich und (u*,v —u) + F(u) < F(v) Yv e X.

Definition A.3 (Konvex konjugierte Funktion, ([46], S. 275 und [20], Def 4.1)). Sei X ein
reeller Banachraum und X* sein Dualraum. Zu F : X — R definieren wir die (konvex)
konjugierte Funktion oder polare Funktion F* durch

F*: X* - R, u* = sup{(u*,u) — F(u)}.
ueX

Weiter heifit die konjugierte Funktion zu F™

F*:X - R, u +—  sup {(u*,u) — F*(u")}
u*eX*

die bikonjugierte oder bipolare Funktion von F.
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Proposition A.4 ([20], Prop. 5.1). Sei F' eine Funktion von X nach R, F* ihre konjugierte
Funktion. Dann ist u* € OF (u) genau dann, wenn

F(u) + F*(u*) = (u*, u)

Corollar A.5 ([20], S. 23, [11], Satz 7.7 und 7.8, [46], Abschnitt XI.). Sei X reeller
Banachraum. Fir jede Funktion F von X nach RU {oco} gilt

u* € OF (u) = u € OF*(u").
Wenn zusdtzlich F konvex, unterhalbstetig und eigentlich ist, dann gilt
u* € OF (u) &= u € OF*(u").
Anmerkung: Ist OF (u) # 0, so folgt F**(u) = F(u).

A.1.2 Funktionalanalysis

Wir beschréinken uns hier auf wenige, teils speziellere Sitze, die im Verlauf der Arbeit ver-
wendet werden, und verweisen sonst auf Standardliteratur, wie [21], [2], [43], [10] oder [33].

Satz A.6 (Allgemeine Poincaré-Ungleichung, (|2], 6.16, S. 240)). Es sei Q@ € R" offen,
beschrankt und zusammenhdngend mit Lipschitz-Rand OSY (siehe Definition [2] A 6.2, S.
257). Weiter sei A € WLP (Q;R™) nichtleer, konvex und abgeschlossen mit 1 < p < oo.
Dann ist dquivalent:

1. Es gibt ein ug € A und eine Konstante Cy < 00, sodass fir alle &€ € R™ gilt

uw+é €A = €] < Co.
2. Es gibt eine Konstante C' < co mil

lull oy < € (HVUHLP(Q) + 1) fir alle u € A.

Zusatz: Ist A zusdtzlich ein Kegel mit Spitze 0, d.h. gilt
ueAd, a>0 = au € A,
so kann die Ungleichung in 2. ersetzt werden durch
lull o) < ClIVUll Loy fir alle uw € A.

Satz A.7 (Satz von Eberlein-Smuljan, ([43], S. 179)). Sei X ein reflexiver Banachraum.
Dann besitzt jede beschrinkte Folge (z,,) € X eine schwach konvergente Teilfolge (x,).
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Theorem A.8 (Satz von Riesz, (|2], Satz 2.15, S. 112)). Fir 1 <p < oo ist A C LP(R")
prikompakt genau dann, wenn es eine Konstante C' gibt, sodass

i) suprea [l < C,
i) supre g [1f (- +h) = fllpp = 0 fir [h] =0,
iit) sup e o |[f1 Lo\ Broy = 0 fiir R 7 oc.

Theorem A.9 (Satz von Riesz-Fréchet-Kolmogorov, ([10], Theorem IV.25, S. 72)). Sei
Q C R" offen und seiw CC Q. Sei A eine beschrinkte Teilmenge des LP () mit 1 < p < o0.
Wir nehmen an, dass

Ve >0 36 > 0, 0 < dist(w, 09), sodass
IThf = Fllrw) <€ Vh € R" mit |h| <0 und Yf €A,

wobei Tpf die Translation von f um h bezeichnet (Thf) (x) = f(x + h). (Wenn ¢ € w
und |h| < 0 < dist(w,0R), dann ist x + h € Q). Dann ist A, relativ kompakt in LP(w).

Satz A.10 (Einbettungssatz auf dem Rand, ([2], A.6.13, S. 272)). Se: Q C R" offen und
beschrinkt mit Lipschitz-Rand, so gilt fir 1 < p < oo und ug, u € WHP(Q)

u, — u in WHP(Q)

fiir k — o0 = ug — u (stark) € LP(09) fir k — oo.

Proposition A.11 (Konvergenz von Differenzenquotienten, (|22], Prop 4.2.1)). Sei X ein
Banachraum, 1 < p < oo und v € WP (0,T; X). Dann gilt

o7 — 9w in LP(0,T; X).

Lemma A.12 (Youngsche Ungleichung, (|21], S. 622 und [42], S. 12)). Sei 1 < p,q < o0
mit % + é = 1. Dann gilt fiir olle a,b > 0 und fir alle e >0

a?  b?
ab < — 4+ —
p q

und allgemeiner
b

a/p
ab <e— + C;
p
mit C. = (ep)~V/Pg~1.

Sei nun U CR™, we LP(U) und v € LY (U). Dann gilt

1 1
/|uv\ de < / lul? dx+/ |v]? de. (A.1)
U bJu qJu
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A.2 Rechnungen

In diesem Abschnitt werden zum einen lingere oder einfachere Rechnungen aufgefiihrt,
sowie langere Beweise und Theoriehintergriinde.

A.2.1 Herleitungen bei den Erhaltungsgleichungen
Impulserhaltung

Nach Abschnitt 2.1.2 ist die Impulserhaltung in einem Kontrollvolumen V' (¢) mit Impuls-
dichte pU, Volumenkraftdichte pf und Cauchyschem Spannungstensor & gegeben durch

4 pUdx = / ,u,fd:r;—i—/ ovdsS.
dt Jv V(t) AV (t)

Auf der linken Seite gilt fiir jede Komponente U; von U mit j = 1,...,n mit dem Reynold-
schen Transporttheorem

A v de &Y / YD) | g (uU,U) da

ou; 0
= / M7j+in+Ujdiv(ﬂU)+uU'VUjdm

_ (O g oU; ,
= /V(t) U; <8t —l—dlv(,uU)> —l—u< 5 +U VUJ> dr.

0

Die Kontinuitdtsgleichung (2.5) liefert also

d oUu
— pUdx = / u(—i— U-Vv U) dx

mit (U-V) =37, Ujgr-.

Nach Anwendung des Divergenzsatzes von Gauf auf der rechten Seite erhalten wir schliefs-
lich

/ u(w+(U~V)U) dr — / uf + div e da
vy \ Ot 40)

mit der ,Matrixdivergenz*

n a_'
(dive); = (Z a%k) firj=1,...,n.
k=1 Tk j
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Energieerhaltung

Die Energieerhaltung ist nach Abschnitt 2.1.3 in einem Kontrollvolumen V' (t) gegeben
durch

d

1
= p= U + edx :/ uf'Udm—I—/ ov-UdS
dt Jy ) 2 40

PI%0)

—/ q-udS+/ rdzx,
oV (t) V(t)

wobei pf die Dichte der Volumenkréfte und ¢ den Cauchyschen Spannungstensor bezeich-
net, sowie ¢ den Warmefluss und r die Warmeproduktionsrate im Inneren von V.

Fiir die Anderung der inneren Energie auf der linken Seite liefert das Reynoldsche Trans-
porttheorem (2.4)

d / Oe .
— eder = — +div(eU) dz.
dt V(t) V(t) ot ( )

Auch bei der Anderung der kinetischen Energie verwenden wir das Reynoldssche Trans-
porttheorem (2.4) und erhalten mit der Kontinuitatsgleichung (2.5)

d 1 9 0 1. 9 , 1. 9
— —p|U|" de = / — (,u U ) + div <,u UlI"U ) dx

1 2<3M . >
= —|U|" | == +div(pU) | dx
|31 (G +avto)

0

+/ u<U~8U+U~ (U-V)U) da

_ /m)”U' (%lt]Jr(U-V)U)) da.

Weiter folgt mit der Impulserhaltung (2.7)

/ pU - <8U+(U-V)U> dr = / U- (uf +dive) de, (A.2)
V() ot V()

das heifst, die kinetische Energie lasst sich durch Terme der rechten Seite in der Energie-
erhaltung elimieren.
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Mit dem Divergenzsatz von Gaufs erhalten wir fiir die rechte Seite

/ uf‘Uda:—i—/ ov-UdS — q‘udS—i-/ rdx
V(t) v (1) av (1) V(t)

:/ pf -U+div(g?TU) — divq + rdx

V(t)

:/ ,uf~U+U-div5da:+/ 6:VU —divg + rdz,
V(t) V(t)

wobei fiir A = (aj) 1 und B = (bji);r mit j,k=1,...,n gilt

A:B = Z ajkbjk.
J,k=1

Insgesamt lautet also die Energieerhaltung in integrativer Form nach Einsetzen von (A.2)
in die rechten Seite

%—Fdiv(eU)dw = / 0:VU —divg + rdex.
vy Ot V()

A.2.2 Herleitung der klassischen Terme der freien Energie

Ausgangspunkt fiir die Bestimmung der freien Energien in Abschnitt 2.2.3 ist die Uberle-
gung, dass fiir Feststoffe, wie Eis oder das portse Medium, die innere Energie proportional
zur Temperatur ist, das heifst

e; = Cyru und em = Cpu,

wobei die Proportionalitétsfaktoren C, beziehungsweise C,, die spezifischen Warmekapa-
zitdten von Eis beziehungsweise des porosen Mediums sind. Am Gefrierpunkt eines Fest-
stoffes kann man dem Material eine gewisse Menge an Energie zufiigen, ohne dass sich
dabei die Temperatur erh6ht. Damit ergibt sich fiir fliissiges Wasser ein affiner Verlauf der
inneren Energie

eg=Chu+ L
mit der latenten Warme L. Die klassischen Terme der freien Energie erhilt man nun iiber
die Definition der Freien Energie 1 = e—us und der Helmholtz-Beziehung s = —g—i’. Durch
Losen der daraus resultierenden gewthnlichen Differentialgleichung
0
€a = Yatusq = P —u Ya = Cyu+ L?
ou
mit
0 fira=1
a __
Lh= { 1 fira=1
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ergibt sich
L
Yi(E) = —Pﬁlu*(u —uc) — pCyfiulnu

Vi(E) = —pCyBiulnu

wenn die Integrationskonstante Null gesetzt wird. Analog erhélt man fiir das porése Me-
dium die freie Energie

Ym(E) = —pmCpfmulnu.

A.2.3 Subgradienten von I; und Beweis zu Satz 2.1
Reaktionen im Subgradienten von [,
Sei (Rgiy Raiy 0) € OIn (B, Biy Brm) mit der Indikatorfunktion Iy, auf der Menge

M = {8, B8, Bm | 0 < B, 8i <1 = Bund B+ B =1 — B}
Dann gilt nach Definition A.2 fiir jedes o = (a1, ag, Br) € R3

In(a) > Ry(ar — Bp) + Rai(oe — €+ 5y), (A.3)

da Ins (B, Bi, Bm) = 0 und somit f5; = € — fj ist.
Falls o ¢ M liegt, so ist Ips(a) = oo und die Ungleichung (A.3) ist trivialerweise erfiillt.

Liegt jedoch a« € M, so gilt a1 + ag = € mit 0 < a3, a9 < € und I () = 0. Damit folgt
fiir Ungleichung (A.3)

0 > Ru(on —B) — Rai(ar — B1) = (o1 — B1)(Ra — Rai)-

Wir fithren nun eine Fallunterscheidung fiir 5; durch.

Ist B; = 0, so ist die Ungleichung
0 > 1Ry — 1Ry = a1 (Ry — Rai)
~—
>0

zu erfiillen. Das ist genau dann der Fall, wenn R,; > 0 und Ry — R4 < 0 gilt.

Ist B; = €, dann liefert dies die Ungleichung
0 > (a1 —€)Ru — (1 — €)Ra; = (a1 — €)(Rau — Rai),
<0

da a in M liegt. Sie wird genau dann erfiillt, wenn R, > 0 und Ry — Rg; > 0.

Schlieflich betrachten wir noch den Fall 0 < §; < ¢, fiir den die Ungleichung
0> (al - Bl)(Ral - Rai)

zu erfiillen ist. Da «; und f; innerhalb des Intervalls (0,¢) frei wahlbar sind, ist diese
Ungleichung nur dann wahr, wenn R, = Rg;.

89



Anhang A Anhang

Beweis zu Satz 2.1 iiber die Reaktionen auf die inneren Nebenbedingungen

In diesem Abschnitt erfolgt der Beweis zu Satz 2.1 in Anlehnung an den Beweis zu Theo-
rem 11.1 in [23].

Wir beweisen zunéchst die zweite Ungleichung fiir die Reaktionen eines Materiepunktes x
aus Eis.

Sei (R;, Ri;,0) € 0ln (Bi(,t), Bi(x, t), B ). Dann gilt fiir ein positives Zeitinkrement h
In(Bi(z,t — h), Bi(x, t — h), Bm)
> Iu(Bi(x,t = h),Bi(m,t — h), Bm)
(B, t = h) = Bi(@, 1), Bi(z, t — h) — Bi(@,1),0), (Ru, Ri;, 0))
= Iu(Bi(@,t = h), Bi(x,t — h), Bm)
+Ry (Bi(x,t —h) = B, 1)) + Rii (Bi(x,t — h) — Bi(x, 1)) .

Da die inneren Nebenbedingungen erfiillt sind, sind die Indikatorfunktionen in der obigen
Ungleichung Null. Nach Division durch h und Grenzwertbildung h — 0 folgt also
By IBi

—Ry+—-Ri; > 0,
ot it o

wobei es sich hier um linksseitige Ableitungen handelt.

Der Beweis fiir die andere Ungleichung erfolgt analog. Dabei wird fiir die materielle Ablei-
tung der Grenzwert fiir die Differenz beziiglich der Orts-Zeit-Punkte (x(t — h),t — h) und
(z(t),t) betrachtet. O

A.2.4 Entropieproduktionsrate H ausgehend von der Energieerhaltung

Zum Aufstellen der konstitutiven Gesetze bestimmen wir zunichst die Entropieprodukti-
onsrate H aus Abschnitt 2.2.1 ausgehend von der Energieerhaltungsgleichung (2.9)
@ Oe;  Oem,

= +E+W+eldwUl = —pdivU; —divgq.

Mit der thermodynamischen Beziehung e, = ¥, + us, gilt fiir die substantielle Ableitung
der inneren Energie

d%e,  d"g n d®u n d®s,
at — dt | Cva Cat
Damit lautet die Gleichung fiir die Energieerhaltung
d'y | Opi | Opm : d%u ou ou
dat + ot +78t +¢ld1VUl+Sl%+Sza+8ma
dlsl 631- 88m . . .
+u<dt+ 5 +at+sld1VUZ> = —pdivU; —divgq.
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Da die freie Energie von den Zustandsgrofen der Variablen € abhéngt, gilt mit der Ket-
tenregel

81/’11 _ ad’a % 8% 86@ 81/111 aﬂm 3% @

ot OB Ot 9B Ot OBm Ot  Ou Ot

und fiir die substantielle Ableitung von

Ay _ Ohdf  Ohnd'Bi O d'Bw | Oty dlu
dt 9B, dt 9B dt 9B, dt ou dt

Im Frémondschen Modell wird die Porositét als konstant angenommen, sodass samtli-
che Terme mit Ableitungen des Volumenanteils 3, verschwinden. Unter Verwendung der

Helmholtz-Beziehung (2.14) s, = _88% erhalten wir also
oY d' B, O dB O 08 O 0B  Ovrdu O Ou Oty Ou .
ogvid s 9% v du o L Tm I | divU
96, at T op dt Top ot T og ot oudt " ouwor  ou ot T AVU
oYrdu  OY; Ou Oy, Ou ds;  9s;  Osm .
dudt  ouwot ouwor “Uar Tar Tar TodvUi
= —pdivU; — divg,
und damit

O d' By O d'Bi 9y 0B | 9vi OB

— — divU
05 dt 05, @t " op ot " op ot TV
d ds;  Osm
+u<dil—|— ;t +;t+sldile> = —pdivU; —divg.
Einsetzen der Bilanzgleichung fiir die Entropie
dlSl 351‘ aSm . .. q
W+E+W+SldIVUl = —lea-f—H

liefert mit
divg = udivg + gVu
U U

die Entropieproduktionsrate, die gegeben ist durch die Beziehung

wH — CoYd'B oy d'Bi Ovi 0B 94 9B
op; dt 0B; dt opg, ot 0p; ot

— ydivU, —g~Vu—pdile.

A.2.5 Materialgleichung mit Ersatz-Reaktionsfunktion

Im Folgenden werden wir die Zahl der konstitutiven Gleichungen, in denen die Reaktionen
auf die inneren Nebenbedingungen (2.2) enthalten sind, auf eine einzelne Gleichung redu-
zieren. Die Reaktionsterme werden dann nicht mehr explizit, sondern nur noch iiber eine
Ersatz-Reaktionsfunktion R betrachtet.

91



Anhang A Anhang

Die vier konstitutiven Gesetze (2.37) - (2.40) kénnen durch Addition der Gleichungen (2.38)
und (2.40) und gleichzeitiger Subtraktion der Gleichungen (2.37) und (2.39) zur Gleichung

—p—(u—1uc 2 thi+Biz7 — —hi = Bis~ —Rji+ Ry — R =
Puc(u uc) + pu <5laﬁl+ Z+Baﬁl ﬂl@ﬁi 586i>+Rzz Rii+Ry—Ri; =0
zusammengefasst werden, die in die Gleichung
L 0 (hiB; + h;B; 0 (B + h;iB;
p—(u —ue) = pu Uupy + hifs) _ 9 (hafprt hiby) + (Ru — Ry) + (Ru — Rii) (A4)
Uc aﬁl 6/81

umgeformt werden kann.

Da g; sich auf Grund der konstanten Porositit durch §; ausdriicken lésst, ist es mdglich,
die beiden Interaktionsfunktionen h; und h; zu einer gemeinsamen Funktion zusammenzu-
fassen, die nur von [; abhéngt. Mit dieser Interaktionsfunktion h.(8;) = S + hif; gilt
wegen [; = € — §; demnach

Ohw(B1) OB+ hif;) N OBy + hif;) 0B; OB+ hiBi) OB+ hzﬂz‘)_

B b Ip; B o 0B
Eingesetzt in Gleichung (A.4) liefert dies
L Ohy
p—(u—uc) = pu (5) + (Ru — Ry) + (R — Rii),

Uc 85[
R(B)

wobei R(8;) = (Ry — Ry;) + (Riyy — Ry;) als eine von f; abhiingige Ersatz-Reaktionsfunktion
betrachtet werden kann.

A.2.6 Positivitat der absoluten Temperatur

In diesem Abschnitt zeigen wir mit Hilfe von Fallunterscheidung beziiglich 5; und dem
Maximumsprinzip, dass fiir das betrachtete Frémondsche Modell die absolute Temperatur
u stets positiv ist.

Sei hy(B;) := hf + hif; aus Experimenten gegeben mit einem Verlauf wie in Abbildung

2.1. Dann ist
Ohy

Ohuy(€)
— <0, hy >0 und
B — 9B
Da fiir jede méogliche Evolution die Materialgesetze (2.36) - (2.41) erfiillt sind, kénnen wir
diese wie in Abschnitt A.2.5 zusammenfassen zu
L B Ohy (1)
puc<u uC) - pu 86[
mit fi(ﬁl) = (Ry— Ry;) + (Ry — Ry;), wobei fiir die Gefriertemperatur u. > 0 vorausgesetzt
wird.

=0.

+ R(B) (A.5)
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A.2 Rechnungen

Wie in Abschnitt A.2.3 kénnen wir fiir die Reaktionen beziiglich f; drei Félle unterschei-
den. Mit den Gleichungen (A.5) und (2.21) ergeben sich dann fiir diese drei Félle mehrere
Folgerungen:

Fiir §; = eist R(5;) > 0 und aiggge) = 0. Damit resultiert aus (A.5) pu%(u—uc) =R(B) >0
und somit u > u. > 0.

Liegt 4, im Intervall (0, €), dann ist R(6;) = 0 und u%(u—uc) = uah“’ﬁ(lﬁ’), wobei ahgﬁ(lﬁ’) <0
ist.

Falls u > u, > 0 ist, dann ist die linke Seite positiv, sodass auf der rechten Seite u < 0
folgt. Dies steht jedoch im Widerspruch zu der gemachten Annahme.

Im Fall u < u, liefert dies auf der rechten Seite u > 0. Der Fall v = 0 kann jedoch ausge-
schlossen werden, da die latente Warme L eine positive Konstante ist und somit —L = 0
nicht erfiillbar ist. Folglich gilt auch fiir 8; € (0, €) die Positivitit von u.

Falls 3 = 0 gilt R(6;) < 0 und ahgi(ﬁl) < 0. Das heift, (A.5) lasst sich in die Ungleichung

Bi
u%(u —ue) < uahgﬂ(lﬁl) umformen.

Wie im vorhergehenden Fall liefert u > u, > 0 fiir diese Ungleichung mit v < 0 einen
Widerspruch zur Annahme.

Allerdings sind fiir v < u, bei der Betrachtung der Ungleichung negative Temperaturen u
moglich. Daher muss dieser Teilfall genauer untersucht werden.

Aus Experimenten geht hervor, dass es eine Temperatur o > 0 gibt, sodass das Wasser
fiir alle v < @ vollstandig gefroren ist, das heifst 8; = 0 und damit % =0und U; =0.
In diesem Fall vereinfacht sich die Energieerhaltungsgleichung so, dass u die Lésung der
Wirmeleitungsgleichung

ou o B

ist mit ¢2 = k/(pmCumBm + peC,) und Anfangswerten u(x,0) = i
kann der Anfangswert 4° so gewihlt werden, dass 0 < vy < @0 <
ist bekannt, dass die Poisson-Formel

O(z) fiir € R™. Dabei
4 stetig auf R™ ist. Es

w(@, 1) = (26/8) " / om0 (4 iy

die eindeutige Losung dieses Cauchy Problems ist und man zeigen kann, dass

inf @°(x) < u(x,t) < sup a'(x)
xreR™” T cR™

ist (Maximumsprinzip), vgl. [18]. Da 4°(z) durch ein positives 7o nach unten beschriinkt
ist folgt also u > 0. O
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Anhang A Anhang

A.2.7 Diskrete Partielle Integration

In diesem Abschnitt fiihren wir die diskrete partielle Integration aus Abschnitt 4.2.8 durch.
Es gilt fir £ € H' (0,T; H (Q))

[ [ vanomonion — [ [ Lo b, ,
_ // wla,0)) €l 1) dadt — / (@, t — h)) €, t) d dt
- L[ [vanten m)dxdt_/”/ (i (1)) (2 + B) de e
- =/ o | plat@.0) €.t+ ) = Go.0) dodr
/Th/ (an(, 1)) mtdmdt—// (@t — 1)) (@, ) de di
- -/ o | blant@.0) 3 (6(w.0) dzd+ 5 /T [ v e dwa
[ [ v opee.naza

Wenn ¢ stetig ist, so konvergiert

h
—i/o /Qb(aN(:c,O))f(w,t)d:cdt

— / b(un(x,0))&(x,0) de.
Q

Weil b (i) konvergent in L' (0,7T,V) ist, gilt zudem

fiir h — 0 gegen

1 T U 7 .
hAh/b(uN(w,t))ﬁ(w,t)d$dt — /Qb(uN(a:,T))ﬁ(:c,T)dw fir h — 0.
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Symbolverzeichnis
Skalarprodukt
cC Kompakte Teilmenge; Abschnitt 4.2

2 imm G

fls
|- |
(R
\Y
A
()

a,ay, az

A
A
Ba
Bis Bis B B

Summe iiber a; fiir den Laufindex ¢ von m bis n. Ist m > n so gilt fiir die
leere Summe > a; = 0.

A:B = Z?,k:l ajkbjk fur A = (ajk)jk, B = (bjk)jk mit j,k = 1,...,7’L;
Abschnitte 2.1.3, A.2.1

Einschréankung von f auf eine Menge S: f|s = xsf; Abschnitt 4.2
Betrag eines Vektors v, |[v| = \/v - v bzw. Lebesgue-Mak eines Gebiets ||
Norm bzgl. des Raums B

Nabla-Operator V = (a%j)j firj=1,...,n

Laplace-Operator A = divV

Duale Paarung auf X™* x X fiir einen Banachraum X

Allgemeiner Parameter fiir ein Material, a € {l = liquid, i = ice, m = malriz};
Kapitel 2

Menge von Losungen; Abschnitt 4.2
Operator in Abschnitt 4.2.3
Volumenanteil 3, eines Materials a an einem Volumenelement; Kapitel 2

Volumenanteil des fliissigen Wassers [3;, des Eises 3;, des pordsen Mediums
Bm und der gesamten Wasserkomponente 3,,; Kapitel 2

Nichtlineare Funktion der Temperatur, Herleitung in Abschnitt 3.2;
Definition s. (3.10)

Linearer und monotoner Term von b; Abschnitt 4.2.5

Parabolischer Energieterm B(u) := W(b(u));
Abschnitt 4.2, Definition in (4.2)

Offene Kugel mit Radius r um y; Abschnitt 4.2
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XM

j

€,€1,€4,Em

96

Charakteristische Funktion: xaf(2) = f(2) fiir z € M und xamf(z) =0
fir z ¢ M

Konstante ¢ := pCye — pp,CnBm; Abschnitt 3.1, Gleichung (3.4)

Spezifische Wiarmekapazitit des porésen Mediums (C),) und von Wasser
(Cy); Abschnitt 2.2.3

Konstanten, die wiahrend der Arbeit als Integrationskonstanten oder bei
Abschitzungen verwendet werden

Konstanten, die wihrend der Arbeit als Integrationskonstanten oder bei
Abschitzungen verwendet werden und von Grofen wie d oder € abhéngen

Kronecker-Delta: 0j; = 1 fiir j = k und 0, = 0 fiir j # k
Richtungsableitung in Richtung v, im Speziellen in Richtung el

Vorwiérts-Zeitdifferenzenquotient mit Zeitdifferenz kh:
OF" f(r) = (f(r + kh) — f(7)) /kh; Abschnitt 4.2

Terme in Gleichungen, die spéter gesondert betrachtet werden;
Abschnitt 4.2.6

Materielle Ableitung einer physikalischen Gréfse ¢ beziiglich des Materials
a; Definition (2.3)

D’ := B,;(y’); Abschnitt 4.2.7

Abstand zwischen zwei Punkten oder zwei Mengen
Divergenzoperator, div =) ; Ox;

Porositiat e = 1 — 3,,; Kapitel 2

Element einer Partition der Eins, als Koeffizient bei der Darstellung von
u verwendet; Abschnitt 4.2.7

Basisvektor des H! (2) bzw. des S,,; Abschnitt 5.1

Sperzifische innere Energie, im Speziellen die inneren Energien des fliissigen
Wassers ¢, des Eises e; und des porésen Mediums e,,; Abschnitt 2.1.3

j-ter Basisvektor des lokalen, euklidischen Koordinatensystems;
Abschnitt 4.2.7

Zustandsvariable € = (5, B, fm, u); Kapitel 2

Vektor der Geschwindigkeitsterme und des Temperaturgradienten;
Abschnitt 2.2.5 und (2.24)

(Rand-)Kante der Triangulierung in Abschnitt 5.1
Lokale Darstellung des Randes I' in U7; Abschnitt 4.2.7
Dichte der dufteren Volumenkrife; Abschnitt 2.1.2



Fd
Fieoe

=2

Ir

HT’@CLC
HY(Q)

I, I, I3

Iy
ol

Vektor dissipativer Kréfte; Abschnitt 2.2.5 und (2.27)

Vektor der reaktiven Kréfte; Abschnitt 2.2.5 und (2.25)
Wirmedurchgangskoeffizient; Abschnitt 3.2

Gebietsrand T := 0€2; Abschnitt 3.2.1

Rand des Raum-Zeit-Zylinders I'p :=T" x [0, T]; Abschnitt 3.2.1

Positive Randfunktion, reprisentiert den Kiihlungsverlauf von aufen;
Abschnitt 3.2

Subgradient G¢ = (g{l, e ,Qg, Q?)T des Pseudopotentials der Dissipation;
Abschnitt 2.2.6

Reaktiver, nicht dissipativer Part gfeac = (gf, ce gg, O)T von gd;
Abschnitt 2.2.6

Dissipativer Part g% = (0, ...,0, Q?)T von G% Abschnitt 2.2.6
Zeitschritt h := T/N; Abschnitt 4.2
Raum-Zeit-Inkrement; Abschnitt 4.2.6

Interaktionsfunktion h,(5;) = hif; + hif; beschreibt die Interaktion von
Wasser mit der Porenwand; Abschnitt 2.2.2

Interaktionsfunktionen h; bzw. h;, die jeweils Interaktionen beschreiben,
die lediglich von fliissigemn Wasser bzw. von Eis mit der Porenwand her-
rithren; Abschnitt 2.2.2

Im Beweis zur Konvergenz auf dem Rand ein Radius fiir Umgebungsbe-
trachtung; Abschnitt 4.2.7

Entropieproduktionsrate; Abschnitt 2.2

Reaktive Entropieproduktionsrate; Abschnitt 2.2.5 und (2.26)
Sobolev-Raum H!(Q2) = W12(Q) mit Norm

fulls oy = (Il + 1VelFaey)

Heaviside Funktion; Definition s. (5.15) Abschnitt 5.2
Einheitsmatrix; Abschnitt 2.1.2

Integrationsterme in Gleichungen, die spater gesondert betrachtet werden;
Abschnitt 4.2.5

Indikatorfunktion einer Menge M; Definition A.1

Subdifferential der Indikatorfunktion I,s;
Definition A.2 und Abschnitt 2.2.4

Funktional der schwachen Formulierung des zeitdiskreten Problems;
Definition (5.6) in Abschnitt 5.1
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DJ

L
Lr(Q)

L>(Q)

H):uwa,u'm

M

M
AM,,

3

@7 ‘Py

(0
¢l>¢i>¢w>¢m

Jlaw'h@m

<I>d
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Gateaux-Ableitung von J; Definition (5.10) in Abschnitt 5.1
Wirmeleitfihigkeit; Abschnitt 2.2.6
Kérper, R oder C

Reaktionen auf die Abhéngigkeit der Geschwindigkeiten der Volumenan-
teile durch die Massenerhaltung; Abschnitt 2.2.6

Latente Warme; Abschnitt 2.2.3

Lebesgue-Raum der p-integrierbaren Funktionen auf €2 zusammen mit der
1/p e

Norm [[ull oy = (Jo lul?)"? fiir 1 < p < o0

Lebesgue-Raum der wesentlich beschriankten Funktionen auf €2 zusammen
mit der Norm [|ul[ ;0 () = esssup,cq |u(z)|

Massendichte, im Speziellen Massendichte von Wasser u,, und Massendich-
te des pordsen Mediums pi,,; Abschnitt 2.1

Menge der Volumenanteile, die den inneren Nebenbedingungen (2.2) ge-
niigen; Abschnitt 2.2.3
In Kapitel 5 Dimension des Approximationsraums S,

Elementmassenmatrix fiir eine Randkante E; Gleichung (5.14)
Gleichung fiir die Massenerhaltung des Wassers; Abschnitt 2.1.1
Aufierer Einheitsnormalenvektor; Abschnitt 2.1.2

Allgemeine Raumdimension

Anzahl der Zeitschritte; Abschnitt 4.2

Gebiet Q und sein Abschluss Q; Kapitel 2

Raum-Zeit-Zylinder Q7 := Q x [0,7] und sein Abschluss Qp; Abschnitt
3.2

Kompakte Teilmenge in 2; Abschnitt 4.2
OV := QN U7; Abschnitt 4.2.7
Dichte einer physikalischen Grofe; Kapitel 2

Funktion, die den Volumenanteil §; in Abhéngigkeit von der Temperatur
u beschreibt und ihre Ableitung ¢y, (y) := dfl—;y), Definition in (3.2)

Spezifische Dichte der freien Energie; Abschnitt 2.2

Spezifische Dichte der freien Energie des fliissigen Wassers 1)y, des Eises 1);,
der Wasserkomponente 1, und des pordsen Mediums 1,,; Abschnitt 2.2

Spezifische Dichte der erweiterten freien Energien des fliissigen Wassers 1,
des Eises 1, und des pordsen Mediums 1),,,; Abschnitt 2.2.3

Pseudopotential der Dissipation; Abschnitt 2.2.6



o P
oL
oP?

U, U

b, Po

T Q™

» Pmy PO

Rah Raia Ra1a2

Ry, Ry;, Ry, Ri;
R

g

S,S81,5i,Sm

Stammfunktion bzw. Potential der nichtlinearen Funktion b; Abschnitt 4.2
Konvex konjugierte und bikonjugierte Funktion von @

Subdifferential von ®; Abschnitt 4.2

Subdifferential des Pseudopotentials der Dissipation; Abschnitt 2.2.6

Konvex konjugierte Funktion zu ®, ¥ = ®* und ihre konvex Konjugierte
W*: Abschnitt 4.2 und Definition A.3

Subdifferential von W; Abschnitt 4.2

Druck; Abschnitt 2.1.3 und 2.2.8

Variation des Drucks beim schwachkompressiblen Modell; Abschnitt 2.2.8
Warmefluss; Abschnitt 2.1.3

Massendichten von fliissigemn Wasser und Eis (p) bzw. des pordsen Medi-
ums (pn,); Kapitel 2 und fiir pg Abschnitt 2.2.8

Variation der Massendichte beim schwachkompressiblen Modell;
Abschnitt 2.2.8

Wirmeproduktionsrate; Abschnitt 2.1.3

Im Beweis zur Konvergenz auf dem Rand ein Radius fiir Umgebungsbe-
trachtung; Abschnitt 4.2.7

Reaktionen auf die inneren Nebenbedingungen mit variablen Materialin-
dizes a, a1, az € {l,i}; Abschnitt 2.2.4

Reaktionen auf die inneren Nebenbedingungen; Abschnitt 2.2.4
Ersatz-Reaktionsfunktion R(Bl) = (Ry — Ry;) + (Ry — Ry;); Abschnitt 3.1
Cauchyscher Spannungstensor; Abschnitt 2.1.2, A.2.1

Spezifische Dichte der Entropie, im Speziellen die Entropiedichte s; des
fliissigen Wassers, s; des Eises und s, des pordsen Mediums;
Abschnitt 2.2

dS := dH"~! Flichenelement bzgl. dem (n — 1)-dimensionalen Hausdorff-
Maf H"~ 1 auf T'; Definition in (4.20)

Kompakte Teilmenge des Raum-Zeit-Zylinders, bzw. Folge kompakter Teil-
mengen des Raum-Zeit-Zylinders

Endlich dimensionaler Teilraum des H' () (Approximationsraum);
Abschnitt 5.1

Signumfunktion, sgnx = ﬁ fiir x # 0 und sgnx = 0 fiir x =0
Zeit; Kapitel 2
k-ter Zeitschritt; Abschnitt 4.2
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UN, UN,

Uy
Vo, V (t)

oV (t)
dv,dV,

Wy

Whe (Q)
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Endzeitpunkt der Beobachtung beziehungsweise der Simulation des Ge-
friervorgangs

Element der Triangulierung in Abschnitt 5.1
Absolute Temperatur (in Kelvin) und gesuchte Losung; Kapitel 2

Folge zeitdiskreter Losungen, also die Losung im k-ten Zeitschritt;
Abschnitt 4.2

Folge stiickweise konstanter Zeitinterpolanten von uﬁv bzw. eine Teilfolge
davon; Abschnitt 4.2

Galerkin-Approximation von u]fv beziiglich der Basis {n1,...,ny} mit
uk = Zj]\/il u;jn;; Abschnitt 5.1 und Gleichung (5.4)

Anfangstemperatur; Abschnitt 3.2

Gefriertemperatur, im Verlauf der Arbeit wird fiir Wasser die Gefriertem-
peratur 273 K verwendet; Abschnitt 2.2.3

Geschwindigkeit U und Geschwindigkeit eines allgemeinen Materials U ;
Kapitel 2

Geschwindigkeiten des fliissigen Wassers Uy, des Eises U; und der Was-
serkomponente U,,; Kapitel 2

Geschwindigkeit des portsen Mediums U ,,; Kapitel 2
Mengen zur offenen Uberdeckung von I'; Abschnitt 4.2.7

Zur Auswertung des Differenzenquotienten um ¢ verschobenes v (analog
wy); Abschnitt 4.2.7

Volumen, bei der Modellierung auch als Referenz- bzw. materielles Volu-
men verwendet; Kapitel 2; Abschnitt 2.1

Rand des Materiellen Volumens V' (¢); Abschnitt 2.1

Volumenelement dV und Partialvolumen dV, eines Materials a; Kapitel 2
analog vg; Abschnitt 4.2.7

Newton-Korrektur im k-ten Newtonschritt, Definition in (5.9)

Sobolev-Raum; ist Raum der lokal summierbaren Funktionen f, deren
schwache Ableitungen D® f mit Ordnung || < k existieren und in LP (§2)
liegen

Geschwindigkeitsvektor, bei der Bestimmung von G% benétigt;
Abschnitt 2.2.6

Testfunktion
Ort; Kapitel 2



X, X*

yJ

Ortsvektor im lokalen, euklidischen Koordinatensystem ohne die n-te Kom-
ponente; Abschnitt 4.2.7

Koordinaten des Punktes x im lokalen, euklidischen Koordinatensystem;
Abschnitt 4.2.7

Differentielles Volumenelement

Banachraum X mit zugehorigem Dualraum X*
Position eines Materieteilchens; Abschnitt 2.1
Raum-Zeit-Variable y = (x,t); Abschnitt 4.2.6
Referenzpunkt in U7; Abschnitt 4.2.7
Orts-Inkrement; Abschnitt 4.2.6
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