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11 Ubung: Reaktive Netzwerkelemente

11.1 Eigenschaften kapazitiver und induktiver Zweipole

Bestimmen Sie die Eigenschaften der durch die folgenden Kennlinien bestimmten Zweipole.

1 g n o m 4
u ' i
0

Abbildung 11.1: Kennlinie

II III v v VI vil | vlII | IX

kapazitiv

induktiv

ungepolt

Spannungsgesteuert

stromgesteuert

ladungsgesteuert

flussgesteuert

streng linear

linear

nicht linear

zeitvariant

zeitinvariant




2 11 Ubung: Reaktive Netzwerkelemente

11.2 Streng linearer zeitinvarianter Kondensator

Eine Spannungsquelle u(t) = Asin(wt) wird an einen streng linearen zeitinvarianten Kondensator
mit der Kapazitit C' zum Zeitpunkt ¢ = 0 angelegt.

a) Berechnen Sie den Strom i(t), den Fluss ¢(¢) und die Ladung ¢(¢) fiir ¢ > 0 unter der Annahme,
dass #(0) = &g und ¢(0) = 0C.

b) Skizzieren Sie den Verlauf in der u-i-Ebene, der ¢-#-Ebene und der u-g-Ebene fiir A =1V,
Py = —1 Wb, w = 1s ' und C = 1F und geben Sie deren Durchlauf an. Tragen Sie die Zeit-
punkte t = 0s,t = Fs,t =7s,t = 37” sund ¢t = 27 s in die Zeichnung ein.

Nun wird die zeitabhidngige Spannung ersetzt durch eine Spannung der Form

u(t) = Acos(wt) + B.

¢) Berechnen Sie den Strom i(t), den Fluss &(¢) und die Ladung ¢(¢) fiir ¢ > 0 unter der Annahme,
dass ¢(0) = & und ¢(0) = C(A + B).

d) Skizzieren Sie den Verlauf in der u-i-Ebene und der i-®-Ebene und der u-¢g-Ebene fir A =1V,
B=1V,9;=—-1Wb,w=1stundC =1F.

e) Istes sinnvoll, den Kondensator durch einen u-7, i-® bzw. u-q Verlauf zu beschreiben?

f) Darf die Anfangsladung (), beliebige Werte annehmen?

11.3 Streng lineare zeitinvariante Spule

Gegeben sei eine ideale Spule, an der eine Spannung u(t) = Uy sin(wt) angelegt wird.

a) Berechnen Sie den Strom i(¢) und den Fluss &(t) durch die Spule fiir ¢ > 0 unter der Annahme,

dass i(to = 0) = —¥2 cos(wty).

b) Beschreiben Sie den Durchlauf der Kennlinie in der i-®-Ebene fiir Uy = 1V, w = 1s~! und
L = 1H. Tragen Sie die Zeitpunkte t = 0,¢ = 58, t =7s,t = 37” sund t = 27 s in die Kennlinie
ein.

c) Berechnen und skizzieren Sie den Verlauf der gespeicherten Energie in Abhédngigkeit von der Zeit.

d) Warum fiihrt die Berechnung der gespeicherten Energie iiber das Integral W (t) = f(f w(T)i(7) dr
zu einem falschen Ergebnis?

e) Skizzieren Sie die Kennlinie in der u-i-Ebene und geben Sie an, wo die Spule Leistung aufnimmt
bzw. abgibt.

11.4 Varaktordiode

Bei der Varaktordiode werden die physikalischen Effekte der Verarmungsebene des pn-Ubergangs
ausgeniitzt. Die Diode wird unterhalb einer bestimmten Vorspannung U in Sperrrichtung betrieben.
Man erhilt die u-g-Kennlinie in Abbildung 11.2.
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q
10—-12C

Abbildung 11.2: Kennlinie

a) Berechnen Sie aus der Kennlinie die Kleinsignalkapazitit der Diode fiir einen Betriebspunkt von
0V.

b) Nun sei der funktionale Zusammenhang zwischen ¢ und u folgendermalen gegeben:

|

q=—k(Uy—u)2 fir u<Uj.

Berechnen Sie die Kapazitit in Abhédngigkeit von w.

c¢) An die Diode wird nun eine Spannung u(t) = Asin(wt) angelegt. Berechnen Sie den Strom ()
fir A < Up.

11.5 Josephson-Kontakt

Ein Josephson-Kontakt besteht aus zwei supraleitenden ebenen Flidchen, die durch eine Oxydschicht
getrennt sind (Abbildung 11.3). Dadurch wird ein sinusféormiger Zusammenhang zwischen dem
Strom ¢ und dem Fluss @ erreicht.

i)

D(ty) = O0Wb |

S —

Abbildung 11.3: Josephson-Kontakt

a) Berechnen Sie die Energie W, zwischen dem Zeitpunkt ¢y und ¢;. Wird die Energie vom Bauele-
ment aufgenommen oder abgegeben?
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b) Geben Sie die Relaxationspunkte der Kennlinie an (Begriindung!)

c) Berechnen Sie die maximal speicherbare Energie.

11.6 Gyratorschaltung

Gegeben sei eine Gyratorschaltung, die mit einer linearen zeitinvarianten Induktivitdt abgeschlossen
ist (Abbildung 11.4).

SR, "
“lopq o LE|®
O

Abbildung 11.4: Gyratorschaltung

a) Geben Sie eine Beschreibung des Zweipols (beziiglich der Eingangsklemmen) mit den Variablen-
paaren (uy, 1), (u1,qr) und (i1, ) an.

b) Handelt es sich um einen resistiven, kapazitiven oder induktiven Zweipol? (Begriindung!) Geben
Sie ein Ersatzschaltbild an.

¢) Wie kann man also einen Parallelschwingkreis bzw. Serienschwingkreis ohne Verwendung einer
Spule realisieren? Geben Sie je ein mogliches Ersatzschaltbild an.

d) Der Gyrator wird jetzt mit einer Varaktordiode abgeschlossen, die durch die kapazitive Gleichung
q = —k+/Uy — u beschrieben ist. Geben Sie eine algebraische Beschreibung des dadurch entstan-
denen Zweipols mit dem zugehdrigen Variablenpaar an.

11.7 Memristor

Betrachten Sie das Diagramm in Abbildung 11.5 der Beziehungen zwischen den grundlegenden Zwei-
polgroBen. Die ZustandsgroBBen @ und ¢ sind definiert als die Integrale der Betriebsgroen u und <.
Dariiber hinaus sind die Netzwerkelemente Widerstand, Kapazitit und Induktivitét tiber die Nullstel-
len einer Funktion F(¢) zweier Variablen, namlich jeweils des GroBenpaares (u, i), (¢, u) oder (2, )
gegeben. Da noch keine Beziehung zwischen @ und ¢ vorgesehen ist, kann man als vierten elementa-
ren Zweipol den sogenannten Memristor' einfiihren. Seine chakteristische Gleichung lautet

f(@.q) = 0.
Das Schaltsymbol entspricht der iiblichen Systematik (Abbildung 11.6).

a) Zeigen Sie, dass sich ein durch ¢ = Rq charakterisierter linearer Memristor genauso verhilt wie
ein linearer Widerstand R.

'Der Name ,,Memristor* ist eine Verkiirzung aus ,,memory‘‘ und ,,resistor*.
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Abbildung 11.5: Beziehungen zwischen den grundlegenden Zweipolgréfien

u

Abbildung 11.6: Memristor

b) Einem Memristor muss in einer Schaltung ein Zustand zugeordnet werden, er ist also ein Element
mit Gedichtnis. Veranschaulichen Sie dies!

Im Weiteren wird der Memristor mit der Kennlinie in Abbildung 11.7 untersucht.

Abbildung 11.7: Memristorkennlinie

c) Ister fluss- oder ladungsgesteuert?

d) Dem Memristor wird der Stromverlauf i(¢) nach Abbildung 11.8 eingeprigt. AuBerdem seien
q(0) = 0 und qo = IyAt. Zeichnen Sie die resultierenden Zeitverldufe ¢(t), @(t) und u(t).

e) Realisieren Sie den Memristor mit Hilfe der Operationsverstirkerschaltung aus Abbildung 11.9.
Welche nichtlineare Kapazitit f(u,q) = 0 wird dafiir benotigt, wenn der Op-Amp im streng
linearen Bereich arbeitet?
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¥

tQ to + At tl t + At

Abbildung 11.8: Strom durch den Memristor

Zl 1= u

Tuoy =0 = L

Z+:O

Abbildung 11.9: OPV-Schaltung fiir Memristor

11.8 Stiickweise lineare Kapazitit

Gegeben sei eine stiickweise lineare Kapazitit mit den Kleinsignalkapazititen C; = 1F um den
Betriebspunkt P, = (0V, 0C), C; = —0,5F um den Betriebspunkt P, = (0V,1,5C) und

C3 = —0,25 F um den Betriebspunkt P; = (0V, —1,25C).
a) Skizzieren Sie die Kennlinie in der u-g-Ebene.

b) Berechnen Sie die Energie, die benétigt wird um vom Punkt P, zu P, (vom Punkt P, zu P3) zu
kommen.

c) Geben Sie alle Relaxationspunkte an.

Gegeben sei nun eine stiickweise lineare Kapazitit mit den Kleinsignalkapazititen C; = —1F um
den Betriebspunkt P, = (0V,0C), Cy = 2 F um den Betriebspunkt 2, = (1,5V,0C) und C3 = 4F

um den Betriebspunkt P; = (—1,25V,0C).
d) Skizzieren Sie die Kennlinie in der u-g-Ebene.

e) Berechnen Sie die Energie, die benotigt wird um vom Punkt P, zu P, (vom Punkt P, zu Ps) zu
gelangen.

f) Geben Sie alle Relaxationspunkte an.

g) Wie veridndern sich die Ergebnisse der vorangegangenen Teilaufgaben, wenn die Angabe auf P, =
(3V,0C) gedndert wird?
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11.9 Nichtlineare Energiespeicherung

Geben Sie zu den Kennlinien in Aufgabe 11.1 alle Relaxationspunkte an.

11.10 Kapazitives Zweitor

Gegeben sei ein kapazitives Zweitor mit der Kettenbeschreibung

up | | a 0 Ug
T 0 ] —q
a) Zeigen Sie, dass das Zweitor auch resistiv beschrieben werden kann, indem Sie eine resistive
Kettenbeschreibung herleiten.
b) Um welches spezielle Zweitor handelt es sich?
c) Geben Sie eine kapazitive Hybridbeschreibung der Form
Uy } —H q }
a2 Uz

an.

Nun werde das zweite Tor mit einer Kapazitit C' beschaltet.
d) Wie verhilt sich das verbleibende offene Klemmenpaar am ersten Tor?

e) Lisst sich das Zweitor auch memristiv beschreiben?
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L11.1 Eigenschaften kapazitiver und induktiver Zweipole

I I I v \Y% VI vl | vl | IX
kapazitiv X X X X
induktiv X X X X
ungepolt X X X X
spannungsgesteuert X X
stromgesteuert X X
ladungsgesteuert X X
flussgesteuert X X
streng linear X
linear X X
nicht linear X X X X X X
zeitvariant X X
zeitinvariant X X X X X X

VI ist kein reaktives Zweipolelement!

L11.2 Streng linearer zeitinvarianter Kondensator
a) Miti(t) = Cu(t), u(t) = Asin(wt) und u(t) = Aw cos(wt) folgt
i(t) = C'Aw cos(wt).

Mit &(t) = [*_u(r) dr und (0) = P, folgt

O(t) = / u(r)dr + /0 u(r)dr = &g + %[— cos(wT)]h = Py + g[l — cos(wt)].
Mit g(t) = [*_i(7) dr und ¢(0) = 0 folgt
q(t) = / i(r)dr + /0 i(t)dr = ¢q(0) + C’Awi[sin(wﬂ]é = C'Asin(wt).

[e o]

b) Abbildung L11.1-L11.3

¢) Strom i(t) mit u(t) = Acos(wt) + B:

i(t) = Cu(t) = —CAwsin(wt).



Abbildung L11.1: u-i-Ebene

Abbildung L.11.2: :-#-Ebene

Abbildung L.11.3: u-g-Ebene

L11.2 Streng linearer zeitinvarianter Kondensator

u(t) = 1Vsin(t/s)
i(t) = 1 Acos(t/s)

&(t) = —1 Whcos(t/s)
i(t) = 1 Acos(t/s)

q(t) = 1 Csin(t/s)
u(t) = 1 Vsin(t/s)
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Fluss @ (t):
t

t
D(t) = o + / u(r)dr = P + [é sin(wT) + BT:| =&y + A sin(wt) + Bt.
0 w w

0

Ladung ¢(¢):

q(t) = q(0) + /0 i(7) dr = q(0) + [C A cos(wT)];
= q(0) + CA (cos(wt) — 1) = C[A cos(wt) + B],
mit ¢(0) = C(A+ B).
d) Abbildung L11.4-L11.6

u(t) =1Vecos(t/s)+ 1V
i(t) = —1Asin(t/s)

d(t) = —1 Wb + 1 Wbsin(t/s) +t Wb/s
i(t) = —1Asin(t/s)

t/s |0 | w/2| 7 |3n/2| 2«
&/Wb | -1 | 1,57 | 2,14 | 2,71 | 5,28
i/A 0] -1 0 1 0 |[-1,1]

Abbildung L.11.5: +-®-Ebene

e) Die u-t bzw. @-i-Kennlinie ist von der Form der Eingangsspannung abhingig, d.h. ¢ und @ sind
abhingig von u(t). Die g-u-Kennlinie ist dagegen nicht von der Form der Eingangsspannung
abhingig, d.h. der algebraische Zusammenhang zwischen ¢ und w ist unabhingig von w(¢). Daher
ist nur die g-u-Kennlinie sinnvoll.

f) Der Anfangswert (), darf nicht beliebig gewihlt werden, da der lineare Zusammenhang zwischen
q und v zu jedem Zeitpunkt erfiillt sein muss.

Qo=Cu(t=0)=0 fiir Teilaufgabe a),
=C(A+ B) fiir Teilaufgabe c).



L11.3 Streng lineare zeitinvariante Spule

q(t) =1Ccos(t/s) +1C
u(t) =1Vecos(t/s)+1V

Abbildung L11.6: u-g-Ebene

L11.3 Streng lineare zeitinvariante Spule

a) Mitu(t) = LYY y(t) = Uy sin(wt) und i(ty) = 72 cos(wt,) folgt

i(t) = Z/ u(r)dr =i(ty) + %/ Up sin(wt) dr =i(ty) + %(—1)[005@7’)]%

—00 to

Ui Ui Ui
— i(ty) — == cos(wt) + —= cos(wty) = ——= cos(wt).

Lw Lw Lw
Mit &(t) = Li(t) folgt
U
®(t) = Li(t) = —— cos(wt).
w
b) Abbildung L11.7
d
1Wb t=ms
T
t = §S ]_A
3r D(t) = —1 Whcos(t/s)
t=—s
2
i(t) = —1 Acos(t/s)
=21s t=0s

Abbildung L11.7: zu L11.3 b: +-®9-Ebene

c) Abbildung L11.8

E, = L’(t)2—1 Us *(wt) =
L =5Li 5T, Cos (Wi) =
Uz )
5T O (wt)

Ep =0,5Jcos®(t/s) = 0,25 J (1 + cos(2t/s))

11
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0.5J

o] S |
[OV]
)

Abbildung L11.8: zu L11.3 c: Zeitverlauf

d)
t 2t 2
1
W, = /0 u(7)i(T) dr = —g—fd i sin(wT) cos(wT) dT = —g—fa " sin®(wt)

Im Allgemeinen bezieht man die Energie der Spule auf den Relaxationspunkt der Kennlinie in

der ¢-®-Ebene (hier: : = 0, & = 0, siche b)). Im Relaxationspunkt ist die abgegebene Energie

maximal. Somit dient er als Ausgangspunkt zur Berechnung der gespeicherten Energie. Der Rela-
T 37

xationspunkt ist jedoch nicht bei ¢ = 0, sondern bei ¢ = 250 5 e e ZU finden. Somit ist als untere

Grenze 5 zu wihlen, und man erhilt dann das gleiche Ergebnis wie in c).

e) Abbildung L11.9

u(t) = 1 Vsin(t/s)

i(t) = —1 A cos(t/s)

p >0 Leistungsaufnahme

p < 0 Leistungsabgabe

Abbildung L.11.9: zu L11.3 e: u-i-Ebene

IL11.4 Varaktordiode

a) Graphische Losung, Abbildung L.11.10:
Aq 40- 10712C

Ag =40-10"" Au=1 = = 40 pF.
q 0-107-C, U V, A v Op
b) Mit g = —k(ug — u)? folgt
dq 1 1 k‘
0—5—5(—71‘)(%—21) 2(—1)—72 e
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Abbildung L11.10: zu L11.4: Kennlinie

¢) Mitu(t) = Asin(wt) folgt
dg dgdu c du kw

(t) = —- = —— — _— A t).
Z(t) dt du dt (U) dt 2\/u0 AS]H COS(W )

L11.5 Josephson-Kontakt

a) Bestimmung von i(%) aus dem Graphen: i(®) = Iy sin ()
D(t1) D(t1) P T
W, = / i(®) dd = / Iy sin (—) dd = 1Wh (—I,) (Cos— — cos 0) ~I,-1Wh
D(to) 2(to) Wb 2
Wy > 0= die Energie wird vom Bauelement aufgenommen!

b) Alle Schnittpunkte mit der @-Achse, die diese mit einer positiven Steigung schneiden (¢ = 0, P =
2m) sind Relaxationspunkte, da die Energie von diesen Punkten zu einem beliebigen Betriebspunkt
der Kennlinie immer groer gleich Null ist.

c)
P=m1
JI—— / z(@) d® =21,-1Wb
0

Dies entspricht der groften Fléache.

L11.6 Gyratorschaltung

a) Ausu; = Rgiound uy = L2 d” erhilt man uy, = L ld dw 7ysitzlich mit i, = R—u2 ergibt sich die
(uq, 11)-Beschreibung:

1 L du1 L dU1 .
1. _L Ldw LiL1
RETRa CRa " @11

1 =

Mit i, = dq1 folgt die (u1, ¢q1)-Beschreibung:

L du1 dql L
—— = — —q1 =0 L11.2
R da a meTeT (L11.2)
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Mit u; = % folgt die (i1, ®1)-Beschreibung:

L ¢,

a0 (L11.3)

b) Es handelt sich um einen kapazitiven Zweipol, d.h. es besteht ein algebraischer Zusammenhang
zwischen 1, und ¢; mit dem Ersatzschaltbild aus Abbildung L11.11:

q = Cu.

i
'U,]_I—’l L
C =—
P

Abbildung L11.11: zu L11.6b: Ersatzschaltbild

Dualwandlung fiihrt zu ¢ = 1% und u = Rgt. Daraus folgt

P : S L
E:CRCIZ = ®=CR% = Li :>C:R#§.

c) Parallelschwingkreis bzw. Serienschwingkreis (Abbildung L11.12)

IR
C Ny L
— L — C—= D( ::CZW

!
oL oL

Ry

—— L
L ——— — _

D =0=75

!

Abbildung L.11.12: Parallelschwingkreis bzw. Serienschwingkreis

d) Die Varaktordiode ist ein kapazitiver Zweipol. Durch den Gyrator entsteht ein induktiver Zweipol.
Dadurch ergibt sich ein algebraischer Zusammenhang zwischen ¢ und . Durch Anwendung des
Dualitétsprinzips ldsst sich dieser Zusammenhang leicht herleiten.

Aus u= iRy, q = £ folgt & = (—k)(IyRa — iRa)?.

3
Daraus ergibt sich die konstante Funktion & + kR2,(I — i)z = 0.
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L11.7 Memristor

a) Aus & = Rq folgt ¢ = R< und damit u = Ri.

b) Die Ladung ¢ und der Fluss @ sind definiert durch die Integrale:
t t
q(t) = / i(t)dr und &(t) = / u(7)dr.

Somit héngen die augenblicklichen Werte von ¢ und ¢ von Strom- bzw. Spannungsverlidufen zu
fritheren Zeitpunkten ab, d.h. sie haben Gedichtnis.

¢) Der Memristor ist ladungsgesteuert (¥ = f(q)).
d) Zeitverlauf ¢(t) (Abbildung L11.13):

g(t) = /0 i(7) d7+/0ti(7-) dr = ¢(0) +/Ot¢(7) dr = /Oti(f) dr.

—00

Dies entspricht der Fliche, die i(¢) mit der ¢-Achse einschliefit.

q
2qo

qo0
1 t

to to+At 1 +At
Abbildung L11.13: zu L11.7 d: Zeitverlauf ¢(t)

Der Zeitverlauf von @(¢) ist in Abbildung L11.14 zu sehen.

U
¢
RqO RIO
to+ At t | to—iTAt t
to t1 t1+At | 1o t1 t1+ AL
Abbildung L11.14: zu L11.7 d: Zeitverlauf Abbildung L11.15: zu L11.7 d: Zeitverlauf
40 u(t)

Daraus ergibt sich der Zeitverlauf von u(¢) in Abbildung L11.15 mit

u(t)—g Rqo _ RIAt
At At At

Die Ableitung einer Konstanten ist Null, die einer linearen Funktion ist konstant!
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e) Da die charakteristische Gleichung eines Memristors f(21,¢,) = 0 lautet, und f(u,q) gesucht
wird, muss ¢, abhingig von v und ¢; abhingig von ¢ dargestellt werden. Bei dieser Operations-
verstidrkerschaltung gilt

hh=—1 =q=—q

Mit u; = ugp = Riy = RC% und uy = u folgt

t t du t
¢ = / uy (1) dr = / RCd— dr = RC/ du = RCu(t).
T

—00 —00 —00

Damit ergibt sich die Gleichung des Memristors zu

f(@1,q1) = f(RCu(t), —q) = 0.

Die gesuchte nichtlineare Kapazitit findet sich in Abbildung L11.16.

\<‘
C - do

} } ! Up = u(—2qp)
qo RCUO = @1(2Q0) = RqO
= UO - qﬁo

<

Abbildung L.11.16: g-u-Ebene

L11.8 Stiickweise lineare Kapazitit

a) Abbildung L11.17

b) Zur Berechnung der Energie unterteilt man die mit der g-Achse eingeschlossene Flidche in Dreie-
cke. Somit ldsst sich nun die Energie leicht berechnen.

4 1 1 3
Weo(Py, Py) = / u(q)dg = 51 ClV+ 50,5 ClV = 2 J mit den Fldchen 1 und 2.

q1

q3 1 1 S
Wel(Py, Ps) = / u(q)dg = 51 ClV+ 50,25 ClV = 3 J mit den Fldchen 3 und 4.

q1

c) Es existiert kein Relaxationspunkt, da die Kennlinie ab dem Punkt P> (P5) im 2. (4.) Quadranten
verlauft, und hier die Energie fiir v < 0 (v > 0) negativ und beliebig gro3 werden kann.

d) Abbildung L11.18
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P(0V,00),C, = 1F
P(0V,1,5C),Cy = —0,5F
P(0V,—1,25C),Cs = —0,25F

Abbildung L.11.18: zu L11.8 d und f: Kennlinie und Relaxationspunkte

—1C 0cC
We(Py, Ps) :/ u(q) dQ+/ u(q)dg =
0C —1C

—-1C 1 0C 1
/oc R c,!) ™

1 1,]7'° oc 11 ,]°¢
- 15V -
[_1F2q}oc HiSVaie 272" -1C

3

1. 3. 1
gl gI=010

1C 0C

We(Py, By) =/ u(q) dq+/1 u(q)dg =

0C C

1C 1 0C 1
—qdq+/ (—1,25V+—q) dg =
/oc i 1C Cs
11, e 11 ,7°
= ~1,25V — -
[_1F2th+[ 25Vdlie + | 1p5d

1C
S S

1 1
——J+-J—-—=-J==-J.
2 + 4 8 8
f) P, istkein Relaxationspunkt, da fiir Betriebspunkte im Bereich C} W ( Py, P») < 0 gilt. P, und P;

sind ebenfalls keine Relaxationspunkte, da z.B. W (P,, P,) < 0 bzw. W (Ps, P5) < 0 gilt. Somit
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sind P, und P; die einzigen Relaxationspunkte, da die Fldchen 1 und 2 gleich groB sind, und daher
die Energie fiir einen beliebigen Punkt auf der Kennlinie immer groBer gleich Null ist.

g) Der Punkt P, rutscht nach links, der zugehorige Kennlinienast wird steiler (Abbildung L11.19).

[\]

Abbildung L11.19: zu L11.8 g: Kennlinie und Relaxationspunkte

—4C -2C 1 1 1 -2C
We(Py, Py) = / u(q)dgq = / —qdg = {__q2] — 9]
0C oc C1 -1F2" |,¢

< We(Py, Ps)

1 3
:>W0<P4,P5)IWQ(P4,P1)+W0<P1,P5>IQJ—5J25J

Damit wird P, zum einzigen Relaxationspunkt, da nun W (Py, Ps) > 0.

L11.9 Nichtlineare Energiespeicherung

Merkregel:

We >0 (W > 0) fiir steigende q (@) Werte bei positiven u (i) Werten oder
fiir fallende ¢ (@) Werte bei negativen u () Werten.

We <0 (W <0) fiir steigende g (@) Werte bei negativen u () Werten oder
fiir fallende ¢ (@) Werte bei positiven u (z) Werten.

Die Energie ist die Flache zwischen der ¢-(®-)Achse und den beiden Betriebspunkten der Kenn-
linie.
L11.10 Kapazitives Zweitor

a) Uy = aus, 1 =q = %(_CJZ) = %(_Zé)

b) Idealer Ubertrager

up | 0 a Q1
o wl=[ e
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11

Vet <=os !

existiert nicht existiert nicht Ruhepunkt

VI

Ruhepunkt

existiert nicht
VIII ¢

existiert nicht Ruhepunkte

t = 3s t =2s
existiert nicht

Abbildung L11.20: zu L11.9, Relaxationspunkte zu den Kennlinien

d)ic=—i2 = q=—-q@+k
Die Konstante £ kann ignoriert werden, da sie die Funktionsweise der Schaltung nicht beeinflusst.

2
a a a a
Uy = auz = auc = 5‘10 = 5(—612) = 5(—(—%1)) = 5611

= verhilt sich wie eine streng lineare Kapazitit a%

e) Ja, alle streng linearen resistiven Zweitore lassen sich auch memristiv beschreiben.

Qpl . a 0 @2
01 0 % —q2
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12.1 Lineare RL-Schaltungen ersten Grades

Gegeben sei die in Abbildung 12.1 dargestellte lineare Schaltung mit idealen Netzwerkelementen.

7 i
R, 1
R,

ur,
?Ul

Abbildung 12.1: zu 12.1: Schaltung, Grad 1

Die Spannungs- und Stromquelle seien zunéchst abgeschaltet (u; = 0, i; = 0) der Strom durch die
Spule zum Zeitpunkt ¢, betrage I,.

a) Berechnen Sie den Spannungs- und Stromverlauf fiir ¢ > ¢, an der Spule (¢y = 0.1ms).

b) Skizzieren Sie den Spannungs- und Stromverlauf an der Spule fir R; = 1k{2, Ry, = 2k{2, L =
100mH und I, = 50mA.

Betrachten Sie nun eine gleichférmige Erregung mit u; = 0.5R; [y, i1,(to) = Ip und i; = 1.

c¢) Berechnen Sie den Spannungs- und Stromverlauf fiir ¢ > ¢, an der Spule (o = 0.1ms).

d) Skizzieren Sie den Spannungs- und Stromverlauf an der Spule fir R; = 1k{2, Ry = 2k{2, L =
100mH, und I, = 50mA.

Gegeben sei nun die in Abbildung 12.2 dargestellte stiickweise konstante Erregung fiir v, bzw. ¢; und
iL(tQ) = Io.

Uy

0.5R1I0 T

-
—

[2) t | tq t3 tV

Abbildung 12.2: zu 12.1 d: Stiickweise konstante Erregung

e) Berechnen Sie den Spannungs- und Stromverlauf fiir ¢ > ¢, an der Spule (o = 0.1ms).

20
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f) Skizzieren Sie den Spannungs- und Stromverlauf fir R, = 1k{2, R, = 2k{2, L = 100mH,
Iy = 50mA, t; = 0.6ms, t5 = 1.1ms und {3 = 1.6ms

Gegeben sei nun folgende Erregung fiir u; bzw. i, und i1,(¢y) = Ip:
ul(t) = 05R1]0 sin(wt), Zl(t) = IO

g) Berechnen Sie den Spannungs- und Stromverlauf fiir ¢ > ¢, an der Spule (¢, = 0s).

exp (ax)
a? + b?

Hinweis: /exp (ax)sin(bx) dx = (asin(bx) — bcos(br))

12.2 RC-Schaltung mit stiickweise konstanter Erregung (1)

Berechnen und skizzieren Sie fiir die RC-Schaltung in Abbildung 12.3 den Strom durch den Wider-
stand R, in Abhéngigkeit von der Zeit fiir uc(0) = 2U.

(751 A

Ry iR2 U

wO]  w[] =o

Abbildung 12.3: Stiickweise konstante Erregung

12.3 RC-Schaltung mit stiickweise konstanter Erregung (2)

Berechnen und skizzieren Sie fiir die RC'-Schaltung in Abbildung 12.4 die Spannung am Widerstand
R, in Abhéngigkeit von der Zeit fiir Ry = 1k(2, Ry = 3k{2, C' = 10uF, I = 2mA, t; = 50ms,
to = 150ms und u(0) = OV.

ty to t

Abbildung 12.4: Stiickweise konstante Erregung
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12.4 Spannungsvervielfacher

a) Berechnen und skizzieren Sie die Spannung an der Kapazitit aus Abbildung 12.5 fiir uc(0) =0V
und 2RC' = T'. Die Diode sei ideal.

Uin
R U
Uin <> Uy
uc D
»—4—{ 0 | T t
C

Abbildung 12.5: Stiickweise konstante Erregung

b) Welche Spannung erreicht w4, in Abbildung 12.6 im eingeschwungenen Zustand?

i Uout

Abbildung 12.6: Spannungsvervielfacher

12.5 Allgemeine Erregung

Beweisen Sie durch Einsetzen, dass die Formel in GI. (12.14) aus dem Vorlesungsskript eine Losung
der Differentialgleichung GI. (12.13) aus dem Vorlesungsskript ist.

12.6 Lineare Schaltung ersten Grades mit allgemeiner Erregung

Gegeben sei die Schaltung in Abbildung 12.7 mit

, 0 firt <O,
io(t) = ot "
Ipe oL cos(wt) firt > 0.
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G() Uur, L

Abbildung 12.7: Schaltung ersten Grades

Berechnen Sie iy (t) fur ¢ > 0 unter der Annahme, dass i, (0) = Iy ist. Verwenden Sie dabei die
Abkiirzung 7 = Gy L.

12.7 Parasitiarer Effekt

Betrachten Sie einen linearen zeitinvarianten Kondensator C', der an eine Spannungsquelle ange-
schlossen ist, die zum Zeitpunkt ¢ = 1s sprunghaft von U = 0V auf U = U, ansteigt.

a) Wie grof3 miisste bei einem idealen Kondensator der Strom zum Zeitpunkt des Umschaltens sein?

b) Erklédren Sie das Verhalten bei einem realen Kondensator.

¢) Stellen Sie ein Modell fiir den realen Kondensator auf, durch das dieses Verhalten beschrieben
wird und berechnen Sie den Stromfluss formelméBig (uc(t < 1s)= 0V).

d) Skizzieren Sie alle Stréme und Spannungen.

12.8 Integrierer und Differenzierer

Gegeben sei die Schaltung in Abbildung 12.8.

]

Abbildung 12.8: Differenzierer

Der ideale Operationsverstirker soll dabei im linearen Bereich arbeiten.
a) Berechnen Sie die Ausgangsspannung u,,,(t) in Abhingigkeit von w;, fiir ¢ > t,.

b) Vertauschen Sie den Kondensator mit dem Widerstand und berechnen Sie die Ausgangsspannung
Uont (t) flir t > to.
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12.9 Lineare RC-Schaltungen ersten Grades mit Schalter

Gegeben sei die Schaltung in Abbildung 12.9.

Uc
Ry=—-0.25R
S 4 - >—” ic
C
Ri— R R, :RD
t Do w2 ng =R

Abbildung 12.9: RC'-Schaltung mit Schalter

Der Schalter wird zum Zeitpunkt ¢ = ¢; geschlossen und zum Zeitpunkt ¢t = t, gedffnet.
a) Berechnen Sie die Spannung und den Strom an der Kapazitit fiir ¢t > to und uc(tg) = U.

b) Skizzieren Sie die Spannung und den Strom fiir t; = ¢, + |71 | und t5 = t; + |7
(|1]: Betrag der Zeitkonstante fiir gedffneten Schalter, |5|: Betrag der Zeitkonstante fiir geschlos-
senen Schalter).

¢) Berechnen Sie die Spannung am Widerstand Rs fiir ¢ > ¢, und uc(to) = U.

d) Skizzieren Sie diese Spannung fiir t; = ¢y + |71 | und ty = to + |71 | + | 72|

12.10 Lineare RL-Schaltungen ersten Grades mit Schalter

Gegeben sei die Schaltung in Abbildung 12.10.

S it

DR arl]

Abbildung 12.10: RL-Schaltung mit Schalter
Der Schalter wird zum Zeitpunkt ¢ = ¢; geschlossen und zum Zeitpunkt ¢ = ¢, wieder gedtfnet.

a) Berechnen Sie die Spannung an der Induktivitét fiir t > ¢y und iy (to) = lo.

b) Skizzieren Sie die Spannung fiir t; = to + |71 | und t2 = to + |71| + |72
(|1]: Betrag der Zeitkonstante fiir gedffneten Schalter, || Betrag der Zeitkonstante fiir geschlos-
senen Schalter)
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c¢) Berechnen Sie den Strom durch den Widerstand R; fiir ¢ > to und iy, (to) = Io.
d) Skizzieren Sie den Strom fiir ¢, = ¢y + |71| und t3 = to + |71| + |72

12.11 Dynamischer Pfad 1
Gegeben sei die Schaltung in Abbildung 12.11 mit der dargestellten Kennlinie des Zweipols N.

RS N

\ 210 -5 5 10 u/V

Abbildung 12.11: zu 12.11: Zweipol N mit Kapazitiit

a) Kennzeichnen Sie den dynamischen Pfad und markieren Sie alle Gleichgewichtspunkte. Handelt
es sich dabei um stabile oder instabile Gleichgewichtspunkte?

b) Berechnen Sie die Spannung und den Strom an der Kapazitit fiir ¢ > ¢ty = Os und uc(ty) = 15V.

12.12 Dynamischer Pfad 2

Gegeben sei die Schaltung in Abbildung 12.12 mit der dargestellten Kennlinie des Zweipols N .

i/mA |
Z |
L=1mH 107
u u } } } t } }
N J [L T 5 10 uv
iL 1

Abbildung 12.12: zu 12.12: Zweipol N mit Induktivitit

a) Kennzeichnen Sie den dynamischen Pfad und markieren Sie alle Gleichgewichtspunkte. Handelt
es sich dabei um stabile oder instabile Gleichgewichtspunkte?

b) Berechnen und skizzieren Sie die Spannung und den Strom an der Induktivitdt fiir ¢ > ¢, = 0Os
und iz, (tp) = 20mA.
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12.13 Sprungphinomen (1)

Gegeben sei die Schaltung in Abbildung 12.13 mit der dargestellten Kennlinie des nichtlinearen Wi-
derstandes.
i/mA

1

10 u/V

Abbildung 12.13: Nichtlinearer Widerstand
Kennzeichnen Sie den dynamischen Pfad und markieren Sie alle Gleichgewichtspunkte, wenn

a) sich der Schalter S in Stellung 1 befindet
b) sich der Schalter S in Stellung 2 befindet

Handelt es sich dabei um stabile oder instabile Gleichgewichtspunkte? Tragen Sie alle ,,toten Punkte
ein.

12.14 Sprungphinomen (2)
Gegeben sei die Schaltung in Abbildung 12.14 mit der dargestellten Kennlinie des Zweipols N

i/mA

Abbildung 12.14: zu 12.14: Nichtlinearer Widerstand

a) Kennzeichnen Sie den dynamischen Pfad und markieren Sie alle Gleichgewichtspunkte. Handelt
es sich dabei um stabile oder instabile Gleichgewichtspunkte?

b) Welche Forderung muss die Anfangsbedingung iy, () erfiillen, damit die Schaltung als Relaxati-
onsoszillator arbeitet?
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12.15 Sprungphéinomen (3)

Gegeben sei die Schaltung in Abbildung 12.15 mit der dargestellten Kennlinie des Zweipols N.

i/mA
23.3

N ‘ T“L 575 5 u/V

Abbildung 12.15: zu 12.15: Nichtlinearer Widerstand

a) Kennzeichnen Sie den dynamischen Pfad und markieren Sie alle Gleichgewichtspunkte. Handelt
es sich dabei um stabile oder instabile Gleichgewichtspunkte?

b) Berechnen und skizzieren Sie die Spannung und den Strom an der Induktivitét fiir ¢ > ¢y = 0Os
und iy, (tp) = —15mA.

¢) Berechnen Sie die Frequenz im eingeschwungenen Zustand.

12.16 Funktionsgenerator

Gegeben sei die Schaltung aus Abbildung 12.16. Die Diode sei ideal.

Abbildung 12.16: Funktionsgenerator

a) Welche Funktionen erfiillen die beiden Operationsverstirker?
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b) Finden Sie die u-i-Kennlinie des resistiven Netzwerkes AV fiir Ry = R # 0 und |u| < Ug,. Achten
Sie dabei auf die Giiltigkeitsbereiche der Operationsverstidrkerersatzschaltungen.

c) Zeichnen Sie den dynamischen Pfad fiir alle Anfangswerte ein und kennzeichnen Sie markante
Punkte.

d) Skizzieren Sie den Verlauf von ug und u; fiir R # 0, Ry — oo.
e) Skizzieren Sie den Verlauf von ug und w4 fiir R # 0, R; — 0.

f) Welche Funktionen erzeugt der Funktionsgenerator und mit welcher Frequenz schwingen diese?

12.17 Bistabile Schaltung

Gegeben sei die Schaltung in Abbildung 12.17.

1 1 1 R,
. o » Z.Rc
L ? URe
U oc>——9e¢—0O
u , d URA
L U U —~
L
I
R Ra 'RA Uout (t)
U, (t) b LURB
~ [irs o
2/ U 2 ——

Abbildung 12.17: Bistabile Schaltung

a) Berechnen und skizzieren Sie die u-i-Kennlinien des Zweipols zwischen den Klemmen 1 und 2
fir R, = R, = R. = R (Sattigungsspannung des Op-Amp: Ug,y).

b) Betrachten Sie die dynamische Kennlinie der Schaltung zwischen den Klemmen 1’ und 2’ fiir

us(t) = 0V. Geben Sie alle Gleichgewichtspunkte an und kennzeichnen Sie die stabilen bzw.
instabilen Punkte.

Die Spannungsquelle besitzt den in Abbildung 12.18 dargestellten zeitlichen Verlauf.

Us

l tq to
—U,

Abbildung 12.18: Zeitverlauf

=Y
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Ferner gilt: i(t < t1) = =52, Uy > Uomin, At > Aty,. Betrachten Sie den Zweipol N’ zwischen
den Klemmen 1’ und 2’.

c¢) Skizzieren Sie den dynamischen Pfad fiir t; < ¢ < ¢, und geben Sie den dynamischen Durchlauf
der Kennlinie an.

d) Skizzieren Sie die Kennlinie fiir ¢, <t < t3. Welcher Arbeitspunkt stellt sich ein?

e) Skizzieren Sie die Kennlinie fiir t3 < ¢ < ¢, und geben Sie den dynamischen Durchlauf der
Kennlinie an.

f) Skizzieren Sie die Kennlinie fiir ¢ > t,. Welcher Arbeitspunkt stellt sich ein?

g) Welche Bedingungen fiir die Spannung U, und die Umschaltzeit A¢ miissen gelten, damit die
Schaltung als Flipflop ordentlich arbeitet.

h) Berechnen Sie At,,;, fir Uy = 2Upmin
i) Berechnen und skizzieren Sie den Strom i (t) fiir ¢ < t3, ug = 2Upmin und At = 2In(3)L/R
j) Skizzieren Sie den Strom i (t) fir At > At und Uy = 0.5Ugmin

12.18 Memristor

Gegeben sei ein Memristor M, dessen Kennliniensteigung W (@) abschnittsweise konstant den Wert
W(®@yr) = Wy bzw. W (®,,) = W5 hat (Abbildung 12.19).

q
Q Wi R
1 .
VY2
M
b
H

° w0 () M@ war

Abbildung 12.19: Kennlinie des Memristors und Schaltung mit Memristor

a) Welche der folgenden Eigenschaften besitzt dieser Memristor?

spannungsgesteuert flussgesteuert linear
stromgesteuert streng linear ungepolt
ladungsgesteuert stiickweise linear zeitvariant

b) Wie lautet allgemein jeweils der Zusammenhang zwischen Spannung und Fluss sowie zwischen
Strom und Ladung?

¢) Geben Sie fiir alle Kennlinienabschnitte ¢,; als Funktion von @,, an.
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d) Geben Sie fiir die verschiedenen Bereiche von @,; nun 7,; in Abhéngigkeit von u,; an.

Der Memristor werde nun in die oben abgebildete Schaltung eingebaut.
e) Bestimmen Sie u,, in Abhingigkeit von ug(t) und ug (Spannung am Widerstand R).
f) Welcher Zusammenhang besteht zwischen uy und 7,,?

g) Geben Sie nun u), in Abhingigkeit der Spannung u(t), des Widerstandes R und der Kennlinien-
steigung W (&) an.

Die Erregung ug(t) ist in Abbildung 12.20 gegeben. AuBerdem gelte nun @,,(0) = 0und 77 = Ty =
T.

Uo (t)

Ty 15

Abbildung 12.20: Verlauf der Erregung

h) Geben Sie wuy,(t) fiir kleine Zeiten ¢ > 0 an.
i) Zu welchem Zeitpunkt ¢, wird @,,(t1) = P erreicht?

j) Bestimmen Sie ¢(T") unter der Annahme, dass 7' > t;. (Die Annahme gilt auch in allen folgenden
Teilaufgaben.)

k) Berechnen und skizzieren Sie uy,(t) fiur 0 < ¢ < 37,
1) Wie ist T" zu wihlen, damit alle Abschnitte im Spannungsverlauf gleich lang sind?
m) Wie ist I? zu wiihlen, damit alle Stufen im Spannungsverlauf gleich hoch sind?

n) Welche Bedingung miissen W, und W, erfiillen, damit diese Forderung mit einem positiven Wi-
derstand erfiillt werden kann? Ist dies beim vorliegenden Memristor gegeben?

0) Was wiirde fiir groBe ¢ passieren, wenn 7 # T5, gewihlt wiirde?
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L12.1 Lineare RL-Schaltungen ersten Grades

a) ESB: Abbildung L.12.1

G % Tu
Abbildung L12.1: RL-Schaltung, Grad 1
KVL +Li LANNEY L
up =+Lip, = —— i, = — ?
L L a, L oL L
Aus der allgemeinen Formel & = Az(t) + Bv = —Xx(t) + Tz(t) ergibt sich bei einer RL-
Schaltung fiir den Strom:
: : : : t—1o
i) = infte) + in(t0) (e exp (-2
und fiir die Spannung
I : t—1 . di NS S 1
up(t) =1L (—;) i (to) — i1, (tos)] exp (— - 0) mit Tf = —ip(t)~ +in(teo) .

Vergleicht man die allgemeine Formel mit der KVL, so erhdlt man 7 = G,L, ir(ty) = I, und
ir(tx) = 0. Setzt man diese Ergebnisse ein, so ergibt sich :

) t— 1o 1 t— 1t
ir(t) = Ipexp <— ) ur(t) = LI, (— ) exp <— )
. ‘ G,L g "\ G,L G,L

b) Durch Einsetzen der in der Angabe enthaltenen Werte (R; = 1k{2, Ry = 2k{2, L = 100mH und
Iy = 50mA) erhdlt man (Abbildung L12.2):

t—0.1
ir,(t) = 50mA exp (_7ms)

t—0.1ms

0.15ms

31
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33.3

=t —u
0.1 0.25 — =L

Abbildung L.12.2: zu L12.1 b: Zeitverlauf

c) Mit einer gleichformigen Erregung erhilt man ein Ersatzschaltbild (Abbildung L12.3) in dem
Quellen und Widerstinde zusammengefasst werden, wobei

. Ui . 1 3 R1+R2
= i =-ly+ =1y und G,=Gi+Gy=—""2
20 R1+21 20+0 510 un P 1+ Go iRy
R,
n -
’Ll,lT ;"%—11

Abbildung L12.3: zu L12.1 c: Ersatzschaltbild

Aus der allgemeinen Formel & = Axz(t) + Bv und den daraus resultierenden Gleichungen (siehe
a)), ergibt sich mit 7 = G, L, i1,(tg) = Io und i1, (to) = i = %]0:

3 3 t—1t 3 1 t—t
’lL(t) = —[0 + |:[0 — —[0:| exp (— 0) = —[0 — —[0 exXp (— 0)

2 2 T

1. 1 t—t
ur(t) = Léfo; exp <— 0)

T
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d) Durch Einsetzen der in der Angabe enthaltenen Werte (R; = 1k{2, Ry = 2k{(2, L. = 100mH, und
Iy = 50mA) erhilt man (Abbildung L12.4):

t-0.1
ir(t) = T5mA — 25mA exp (—7ms)

0.15ms
t—0.1ms
t) = 16. S —
ur(t) =16 7Vexp< 015 s )
75
50 + //
s
T
0.1 0.25 +

Abbildung L.12.4: zu L12.1 d: Zeitverlauf

e) ESB: Abbildung L12.5

io

t ty 1

Abbildung L12.5: zu L12.1 e: Stiickweise konstante Erregung an RL-Glied

Ry + Ry

szGl—FGQ:m

Es ergeben sich also vier Zeitintervalle ([to, t1), [t1,t2), [t2, t3), [t3, t~)) mit konstanter Erregung,
so dass sich die Strome und Spannungen in den einzelnen Intervallen wie folgt darstellen lassen
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(siehe a) und c)):

[to,tl) :

ir(t) = Ioexp( = to) ,
[tl,tg) .

ir(t) =1+ [ig(t:) —
[t2,t3) :

ir(t) = 21y + [in(t2) —
[tg,too) .

ir(t) = Io + [in(ts) —

L12 Losung: Schaltungen ersten Grades

ur(t) =
shoJexp (==52), wr(t) = L
o) exp (—=2),  wu(t)=L(
Io)exp (—£5) | ur(t) =L (-

LI (——) exp( = to)

1) [t = ] exp (52
1) [t 3] exp (2

1) [in(ts) —

Ip] exp ( = t3)

f) Zum Skizzieren der einzelnen Verldufe berechnet man die Werte an den Intervallgrenzen.
Mit 7 = 0.15ms erhélt man folgende Ergebnisse:

ir(to = 0.1 ms) = 50mA

uy (tp =0.6ms) = —-1.19V

uy (ta = 1.1ms) = 0.552V

uf(to =0.1ms) = —33.3V
ul(t; =0.6ms) =155V

uf(ty =1.1ms) =33.9V

ir(ts = 1.6ms) = 73.2mA  u;(t3=1.6ms) =121V uf(t3 =1.6ms) = —155V
ir(tso) = 50mA uf(te) =0V
Die Verldufe lassen sich nun einfach skizzieren (Abbildung L.12.6).
IILA A UVL A
T
75+ 7/\¥ 33.9 i
N/ 33.3
50 P 15.5 I
; 16.7V
254 ! 0 | v A -
| 7 16.7V "
; - -15.5 '
16 = /
ts -33.3 +
0.1 06 11 1.6 -

Abbildung L12.6: zu L12.1 f: Zeitverldufe
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g) ESB: Abbildung L.12.7

_ _ Ri+R>
Gp=G1+ Gy = RiR;

Abbildung L12.7: zu L12.1 g:
Erregung an RL-Glied

Mit 7 = G,L, ir(to) = Ip und ig(t) = L2 sin(wt) + I, ergibt sich:
"1 t—t
+/ —io(t") exp (— ) dt’
T T

ir(t) =ig(to) exp <_t _Tto) to

t—t t\ Iy [1 [! t t t
=lpexp | ——2 ) +exp(—— ) 2| / sin(wt')exp [ — | dt’ + / exp | — ) dt/
T T) T |2 /4 T to T

t / t 1 t
/ sin (wt’) exp (t—) dt’ :% (— sin(wt’) — w cos (wt'))
% \7

to

to=0s

T2

. /
sin(wt) — w cos (wt )) + ¥

(2 (e -ormt) o) (o (2) )

=lo leXp (—t — to) +— % <% sin(wt) — w cos(wt) + w exp <—£))

14 w272

L12.2 RC-Schaltung mit stiickweise konstanter Erregung

Siehe Abbildung L12.8.

ESB
RP

Uy C iuc
i R, = Ri||Ry = X%

Uy = RlﬁQRQ U, (Ersatzquelle)

Abbildung L.12.8: zu L12.2: ESB

KVL  Ryic = ByClie = —uc() +Uo - = o= —p- R,C
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Aus der allgemeinen Formel & = Az (t)+ Bv = —2x(t)+ 2x(ts ) ergibt sich bei einer RC-Schaltung
fiir die Spannung

uc(t) = uc(too) + [uc(to) — uo(tes)] exp (‘t _Tto)

und fiir den Strom
ic(t) =C (—%) [uc(to) — uc(tso)] exp (_t _TtO)

und fiir 7 = R,C und u(ts) = Up. Setzt man diese Ergebnisse und u(0) = 2U ein, so erhilt man
fiir die zwei Zeitintervalle:

0<t<t; uclte) =Up= URffRQ (Spannungsteiler), iz = u%g)

_ R 2R+ R ¢
uc(t) = Ugiim T UR SR exp (_F)

t=t UC(tOO) - UO - (_U> R1}-%i-2R2’ uC(tl) = UR1]-%|—2R2 + U21§11:1§22 exp (_t?l)

Uc(t> - (_U> R1}<%FQRQ + (uC(tl) + UR:ERQ) exp (_%)

ira(t) = ”%it)

Damit ergibt sich, falls der stationdre Endwert fiir ¢; anndhernd erreicht wird, der Stromverlauf in
Abbildung L.12.9.

trok

2U |
Ry

Ri+Ry |

Abbildung L.12.9: zu L12.2: Zeitverlauf

L12.3 RC-Schaltung mit stiickweise konstanter Erregung

Siehe ESB in Abbildung L.12.10.

Es ergeben sich drei Zeitintervalle. Mit 7 = C'R, = 40ms, Us(ts) = Up und ury = Raigy =
RyC % erhilt man:



L.12.4 Spannungsvervielfacher

Dl o=

R, = R1 + Ry = 4k{?
Uy = Ryi1 (Ersatzquelle)

Abbildung L12.10: zu L12.3: ESB

0 S t S 50 ms UC(tQ) = UC(O) = OV, UC(too) = UO = ilRl = 1V,

uc(t) = (1 —exp (—q55)) V

upe(t) = d“C(t CRy=3Vexp (- U_»(50ms) = 0,215V

) -

50ms <t < 150ms uc(ty) = uc(50ms) = 0.714V, uc(ts) = Uy =i1 Ry = =2V,
uhy(50ms) = —2,035V, up,(150ms) = —0,167V
uc(t) = =2V +2.71 Vexp (—550ms)

40 ms

ups(t) = %C’Rg = —% V2.71exp (——t_50ms)

40 ms

t > 150 ms uc(to) = uc(150ms) = —=1.777V, uc(te) =Up =11 Ry =1V,

uc(t) =1V-2.78 Vexp (-2 - 47, (150 ms) = 2,083V

upa(t) = “GFCRy = 3 1 V2.78 exp ( M)

40 ms

Siehe Zeitverlauf in Abbildung L12.11.

L12.4 Spannungsvervielfacher

a) Mit idealer Diode erhilt man:

: d Luy = S(uin(t) —uc(t)) firu; >0 < uyp > ue
= (— — R R\™m n )
ic(t) =C dtuc(t) { 0 firu; <0< uy, < ue.

Fiir u;, < uce gilt %uc(t) = 0, u¢ dndert sich nicht. Fir u;, > u¢ gilt

d 1 1

—uc(t) = _EUC(t) Rcum( )

1
Ex(t) = —;x(t) + Bu(t).

37
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Abbildung L12.11: zu L12.3: Zeitverlauf

Fiir die beiden ersten Zeitbereiche findet man

o N

0<t< —:

N | N
IN
A
~

un(t) =0V, tr=0s, uc(0s)=0V,
uin(t) = uc(ty), = uc(t) =0V,

uc(t) dndert sich nicht.

wnlt) =U, fo=g, ue(T/2)=0V,
T=RC>0, t,— +00s,

hypothetischer Fixpunkt: uc(ts) = BTvg = U,
t— T
uc(t) =U + [0V —Ulexp | ——2 | .
T

Mit T = 2RC = 27 erhilt man

ue(t) = (1 —exp <—t . 7)) U,

die Spannung an der Kapazitit steigt.

Zum Zeitpunkt 7' ist die Spannung an der Kapazitit

1=
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Allgemein findet man

T
KT <t < kT+§,/€EN0 : uin(t) :OV, :>uin(t) SUC(t),

= uc(t) konstant.

T T
k?T—a §t<k3T,k’€Ni uin(t):U, :>uin(t) >UC(t), tOZtk,OZkT_Ea

uc(t) = U + [uc(tor) — Ul exp <—t — to’k) ,

T

= uc(t) steigt.

Abbildung L12.12 zeigt den Verlauf von u;,, uc und u; liber die Zeit.

Uin
U+
N Uc
-5 U
0
_U 4

Abbildung L12.12: Zeitverlauf an der ersten Stufe des Spannungsvervielfachers

b) Der Zeitverlauf von u;(t) = i, (t) — uc(t) ist in Abbildung L12.12 gezeigt. Wihrend uc(t) im-
mer mehr gegen uc(t) = U konvergiert, nihert sich u; (t) immer mehr uy o (t) = —w, (¢ — £).
Betrachtet man nun die zweite Stufe des Spannungsvervielfachers mit u; ,(¢) als Eingang, er-
kennt man, dass die Spannung an der Kapazitit wiederum gegen U konvergiert und der Aus-
gang sich u;,(t) ndhert. Alle Kapazititen in der Schaltung werden sich mit der Zeit so aufladen,
dass an lhnen die Spannung U abfillt und damit wird der Ausgang des Spannungsvervielfa-
chers zu gy (to) = 4U. Die Spannungen am Spannnungsvervielfacher fiir ¢ — oos und mit

@in(t) = win (t — ) sind in Abbildung L12.13 gezeigt.

L12.5 Allgemeine Erregung

Aus der allgemeinen Gleichung o (t) = —2uc(t) + Luo(t) ist die Gleichung
t—1
uc(t) = uc(to) exp (— . 0)

‘1 t—t
—|—/ —ug(t") exp (— ) dt’
0T T
durch Einsetzen herzuleiten.

Setzt man ¢t = t; ein, so gilt uc(t = to) = uc(to)
Ansonsten gilt:

we(t) = up(to) exp (—t _Tto) + %exp (_;) /t:uo(t’) exp (t;) a
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i Uout = 4U

Abbildung L12.13: Spannungsvervielfacher fiir { — oo's

Differenziert man diesen Term nach der Produktregel, und mit % fti f@)dt' = f(t) (f ist stetig)
erhélt man:

de(t) = —%uc(to) exp (—t _Tto) 4 (—7—12 exp (—é)) /t:uo(t’) exp (t;) dr'+
+(row (5)) (oo (5) wio)

Nach Einsetzen von [ Luo(t') exp (—5L) dt' = uc(t) — uc(to) exp () folgt

o(t) = —%uc(to)exp (_t - tO) ! {/t:%exp (—t _Tt) o (t) dt’} + %uo(t) _

T T

= —%uc(t) + %uo(t)

Der Beweis fiir eine Induktivitit wird durch Anwendung des Dualitétsprinzips gefiihrt.

uc(t) = in(t), wup(t) — ig(t)

L.12.6 Lineare Schaltung ersten Grades mit allgemeiner Erregung

. . ] ‘1 =ttt
ir(t) =1ir(to)e” = + [ —ig(t)e” = dt
t

)T
t
. _t=0 1 _i / 1 t_, /
=1i(0)e" 7 + | —Ipe 7 cos(wt')e rer dt
o T
¢ t
t _[ t t 1 1
— Jpe 7 4+ e 7 / cos(wt')dt' = Ipe™7 | 1+ — | — sin(wt')
T 0 T |w 0

t i t
et <1 N sin(w ))
wT
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LL12.7 Parasitirer Effekt

a) Siehe ESB in Abbildung L.12.14. Bei einem idealen Kondensator miisste der Strom unendlich

grof sein. Aus ic = C442 ynd duc 1, — oo folgtic(t = 1s) — oo.
u
1o Uy
c Y
iw) 1 i ¢
D = s
1s

Abbildung L12.14: zu L12.7: ESB, Zeitverlauf

b) Ein realer Kondensator besitzt Leitungswiderstinde. Somit existiert kein Spannungssprung. Der
Aufladevorgang vollzieht sich iiber einen kleinen Ladewiderstand zwar sehr rasch, so dass der
Strom grof3, aber nicht unendlich wird.

c¢) Siehe ESB in Abbildung L12.15. Mit 7 = RC, und uc(t;) = 0V und uc(t~) = Uy ergibt sich
fiir Strom und Spannung:

1
I

R

(D=t c== e

Abbildung L12.15: zu L12.7 c: ESB

uc(t) = uc(teo) + [uc(t) — uc(te)] exp (_t E tl)

io(t)=C (—1) [uc () — to(to)] exp (J - tl)

T

d) iR:iCa Ur = U — Uc, ZZUFR

Siehe Zeitverlauf in Abbildung L12.16.

L.12.8 Integrierer und Differenzierer

a) Siehe Abbildung L12.17.

Der Op-Amp arbeitet im linearen Bereich, d.h. u;, = uc.

Ferner giltic = ip, ic = C%C und Upy = —up = —(Ri¢) = —RC 44,

Die Schaltung arbeitet somit als Differenzierer.
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Uc

Abbildung L12.17: zu L12.8: Differenzierer

b) Wenn man den Kondensator mit dem Widerstand vertauscht, so ergibt sich das ESB in Abbil-
dung L.12.18.

uc_
E%P
C

R >~ 1
uini R ‘ Uout (t)
O

Abbildung L12.18: zu L.12.8 b: Integrierer

Der Op-Amp arbeitet im linearen Bereich, d.h. u;, = ug.

Ferner gilt ic =ig = "%, und uc = uc(to) + é ftl;lc(T) dr fir t >ty

1 t 1 ¢ 1 t
Uout = —Uc = —uc(to) — 6. / ir(T)dT = —uc(ty) — Ii%e. / ug(r)dr = —Uc(to)—% / Ui (7) dT
to

to to

Die Schaltung arbeitet somit als Integrierer.

L12.9 Lineare RC-Schaltungen ersten Grades mit Schalter

a) Abbildung L12.19 und L12.20

Man unterteilt in drei Intervalle und berechnet die Spannungen und Strome (siehe Ubung 12.2).
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L 1
Rgl Y ic 2
C)iUm cT luC Rgi = Ry + Ry||Rs = R+ % = 3R
Uo = Rzl-%l—QR3U - %U
T = %RC
Abbildung L12.19: ESB fiir getffneten Schal-
ter S
;
c
2 " 1 1
C)iUOQ C__iuc Rg2:R1+R2HR3HR4:R+%+%_% =1IR
_ __R _ _RU  _
Vo2 = gimym U = R-IR — U
To = %RC
Abbildung L1.12.20: ESB fiir geschlossenen
Schalter S
tort) + welt) = 50+ JUe= ) io(t) = (1) cUel-=")

[tta)  we(t) = 30+ [uo(t) = 0] eCF) o) = (—2) € fuetnr) - 307 5

[to,too) @ uc(t) = %U + [uc(tQ) — %U] e<_T> ic(t) = (_T_11> C [Uc(tz) _ %U} e(—%)

b) Nach einer Zeitkonstanten 7 hat sich uc(t) von uc(ty) bereits um 63% von uc(tg) — uc(ts) in
uc(ts) Richtung bewegt (Siehe Abbildung L.12.21). Damit berechnet man die Randwerte zum

05U

O

(e

S~

<

o~ L L —
[ W]
I~y

Abbildung L12.21: Zeitverlauf uc(t)
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Skizzieren des Stromes (siche Abbildung L.12.22).

uC(to) = U
uc(t) = 0.684U ig (t1) = —0.123%
uc(ts) = 1.20U ig (t2) = 0.600%
uc(tso) = 0.5U ig (tes) = 0%
o “ER2
U
R
1.63 -
0.603+------------ -
0.123 T I -
-0.333 -
0467 T~
to ty ty

Abbildung L12.22: Zeitverlauf i (t)

uRQ(t) = Uc +UR1 = Uc + Ric
d) Siehe Abbildung L12.23.

URQ(to) = 0.667U
Uy (t1) = 0.562U

uhy(t1) = 2.32U

Uy (t2) = 1.80U uhy(ts) = 0.733U
ltot) + wma(t) = U + §Uexp (510
(t,t2) + um(t) = 3U — [uc(t) — 2U] exp(
[tg,too) . URQ(t) = %

U+ 1 [uc(tz) — 3U] exp (—%)

s
=t
S

N

5|

Abbildung L12.23: Zeitverlauf ugs ()

izt

=)

1

L12.10 Lineare RL-Schaltungen ersten Grades mit Schalter

a) Abbildung L12.24 und L12.25

Man unterteilt nun wieder in drei Intervalle und berechnet die Spannungen und Strome (siehe

Aufgabe 12.1)
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1 _ 1
Ggl_Rg_QR

U _ 7 _ _Iy
Im—R2 Iy = 2

_ _ L
™ = GglL = 3R

Abbildung L12.24: zu L12.10: ESB fiir geoff-

neten Schalter S

R 2R
Ipy = %—2 — 1y = —170
To = GgQL = %
Abbildung L12.25: zu L12.10: ESB fiir ge-
schlossenen Schalter S
C) — 1 3y (-59) _
[to,tl) : ZL(t) = —510 + 5[06 1 uL(t) =

3(—R) e ")
2

[t1,ta) = (D) R [in(h) + 1) - 52Y)

o+ i) + 3] ) ()

[tg,too) . ZL(t) == —%IQ + [ZL(tQ) + %IQ] 6(7 ;11 UL(t) = -2R [ZL(tQ) + %Io} €<7;712>
b) Siehe Abbildung L12.26.
iL(to) = IO UL(to) = —3[0R
ir(t1) = 0.0521I, up (t1) = =3I R: = =1.1000R  u}(t;) = 3[oR: = 1.10IyR
iL(tQ) = —170 + 0.552[061 = IQ UZ(tQ) = 3[0R Uz(tg) = —3[0R
9

[to,tl) : iRl = 0
[t1,t2) © ip = —"F%
[ta,teo) © ir1 =0

d) Siehe Abbildung L.12.27.

L12.11 Dynamischer Pfad (1)

a) Es ergibt sich der dynamischen Pfad in Abbildung L.12.28.

In der vorliegenden Schaltung gilt i = —i¢, u = uc. Somit sind die Stellen fiir 1 = —ic =0 =
—C % stationdr. Fiir ¢ < 0 steigt uc, und fiir 2 > 0 féllt uc.
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1R1
Io
to t to t
t —1,1+
—31
Abbildung L12.26: zu L12.10 b: Zeitverlauf Abbildung L12.27: zu L12.10 d: Zeitverlauf
5 10 15 u/V

Abbildung L.12.28: Dynamischer Pfad
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(21: Es handelt sich um einen stabilen Gleichgewichtspunkt, da man bei einer kleinen Auslenkung
wieder in den Punkt (), hineinlduft.

(22 Es handelt sich um einen instabilen Gleichgewichtszustand, da man bei einer kleinen Auslen-

kung sofort aus dem Punkt hinausliuft.

b) Bei einer stiickweise linearen Kennlinie unterteilt man in Intervalle: [Py, P1) (Abbildung L.12.29),
[Py, P,) (Abbildung L12.30) und [P, Q1) (Abbildung L12.31).

I
Ry
() LU”l C = iUC Ry = 3 = 1kQ
Up1 = 5 V( Leerlaufspannung i = 0)
uc(Py) =15V

7 = RuC = 1ms
Abbildung L12.29: ESB 1 fiir [Py, Py) :

t
uc(t) =5V +10Vexp (—1

ms

t
) , ic(t) = —10mA exp (—1

) firty <t <t
ms

Nun kann man fiir uc(t;) = 10V das Zeitintervall mit ¢, = 0s bestimmen.
Aus 10V = uc(t;) =5V + 10 Vexp (— 1) folgt ¢; = In(2)ms.

I
R, N
() iUw C = iuc Rgy = 27 = —1kQ
U02 =15V
UC(tl) = UC(Pl) =10V

Ty = RpC = —1ms
Abbildung L12.30: ESB 2 fiir [P}, P»)

t—t t—t
uc(t) =15 V=5V exp L), ie(t) = —5mAexp L) it <t <ty
1ms 1ms

Nun kann man fiir uc(t2) = 5V das Zeitintervall mit £; = In(2)ms bestimmen.
Aus 5V = uc(ty) = 15V—5Vexp (2=1) folgt t, — ¢; = In(2)ms.

L |
R
U 7 — R,3 = 2% = 1,5k
I =
= —
UC(tQ) = UC(PQ) =5V

T3 = Rggc = 1,511’18
Abbildung L12.31: ESB 3 fiir [P, (1) :

uc(t) = =10V + 15 Vexp (— =t ) ic(t) = —10mA exp (— =t ) fiir ty <t <o

1,5ms 1,5ms

Damit lasst sich der zeitliche Verlauf in Abbildung 1.12.32 darstellen:
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0
¢ t
m"é In 2 21n2 3In2 41n2 e

T = —1ms

R Py
Abbildung L.12.32: Zeitverlauf von u¢ und i¢

L12.12 Dynamischer Pfad (2)

a) Es ergibt sich der dynamische Pfad in Abbildung 1.12.33. In der vorliegenden Schaltung gilt
U= —-ur, 1=1 L _
Somit sind die Stellen fiir u = —u;, = 0 = —L% stationdr.
Fiir u < 0 steigt iy, und fiir v > 0 fallt ¢y,.
@1: Es handelt sich um einen stabilen Gleichgewichtspunkt.

(22: Es handelt sich um einen instabilen Gleichgewichtszustand.

b) Bei einer stiickweise linearen Kennlinie unterteilt man in Intervalle (Abbildung L12.34, 1.12.35
und L12.36).

t t
i, =10mA +10mAexp | ——— |, wup(t)=—-10Vexp|—— fir to<t<t
1us 1us

Nun kann man fiir i7,(¢;) = 15 mA das Zeitintervall mit ¢, = 0's bestimmen.

Aus 15mA =i (t;) = 10mA + 10mA exp (— ) folgt t; = In(2) ps.

t1
1ps

t—t t—t
in(t) = 20mA—5mAeXp< 1) Cou(t) = —5Vexp< 1) fiir t; <t <ty
1us 1us



L12.12 Dynamischer Pfad (2)

Abbildung L.12.33: Dynamischer Pfad

Gg = % = 1mS
101 = 10mA
71 =GuL =1us

Abbildung L12.34: ESB 1 fiir [Py, P))

GQQ == % =-1 mS
IOQ = 20mA

Ty = GQQL =-1 s

Abbildung L12.35: ESB 2 fiir [Py, P»)

49
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Nun kann man fiir i1, (¢2) = 10 mA das Zeitintervall mit £, = In(2) ps bestimmen. Aus 10 mA =
iﬂ@y:mmA—mmmq%%%)mgmr:mmmp&

Gg3 = f—i = 1mS
Ipz = 0mA
T3 = GggL =1 s

Abbildung L12.36: ESB 3 fiir [P, ()1)

t—t t—t
iy (t) = 10mA exp (— 1us2) . ur(t) = —10Vexp (_1—us2) fiir to <t < to

Damit lasst sich der zeitliche Verlauf wie in Abbildung L.12.37 darstellen.

V-V igl-

0
%? In 2 21n2 3In2 41n?2
0

P() P2

Abbildung L12.37: zu L12.12 d: Zeitverlauf i,

L12.13 Sprungphinomen (1)

Siehe Abbildung L.12.38.
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a) Kennlinie fiir S in Stellung 1: b) Kennlinie fiir S in Stellung 2:
Fiir die Gleichgewichtspunkte gilt: Fiir die Gleichgewichtspunkte gilt:
stabil: — stabil: —
instabil: Ql, QQ, Qg instabil: Ql, QQ
tote Punkte 7, 15, T5, T} tote Punkte 77, 15
i/mA
110

u/Vv
10

Q2

15

Abbildung L.12.38: zu L.12.13: Zeitverldufe u-

L12.14 Sprungphinomen (2)

a) Es ergibt sich der dynamische Pfad in Abbildung 1.12.39.

Abbildung L12.39: zu L12.14 Dynamischer Pfad u-:

Fiir die Gleichgewichtspunkte gilt:
stabil: ()4
tote Punkte 77, 75.

b) Wenn |if(ty)| > 1mA ist, arbeitet die Schaltung als Relaxationsoszillator, da der stabile Gleich-
gewichtszustand nicht mehr erreicht werden kann.

L12.15 Sprungphinomen (3)

a) Es ergibt sich der dynamische Pfad in Abbildung L.12.40.
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Fiir die Gleichgewichtspunkte gilt:
instabil: ()4
tote Punkte 77, 75.

Abbildung L.12.40: zu L12.15: Dynamischer
Pfad u-:

b) Bei einer stiickweise linearen Kennlinie unterteilt man in Intervalle (Abbildung L12.41):

[PQ,Tl) .
Ggl = % = ? mS
]01 :23,3mA

ir(Py) = —15mA
T — GglL = 66,7 s

Abbildung L12.41: zu L12.15: Ry, T}

T1 1

t t
ir(t) = 23,3mA — 38,3 mA exp (——) , ur(t) =5,75Vexp (——) firty <t <t

Nun kann man fiir i, (¢;) = 10 mA das Zeitintervall mit ¢, = 0 second bestimmen.
Aus 10mA = iz (t) = ir(T)) = 23,3mA — 38,3 mA exp (—t—1> folgt ¢, = 70,4 .

[T1, P1): In diesem Intervall bleibt der Strom gleich, die Spannung fillt jedoch zum Zeitpunkt ¢,
sprunghaft von u;, = 2V auf u;, = —5V ab (Abbildung L12.42).

[Pl,Tz) .
'Z:L Gg2 = ﬁ—; = % mS
- Iy = —23,3mA
G 02 )
gzéL TUL ZL(Tl) =10 HlA
7 = GgpL = 66,7 s

Abbildung 1.12.42: zu L.12.15: P, T%

t—1

T2

t—1t
ir(t) = —23,3mA+33,3 mA exp (— 1) , up(t)=-=5Vexp <—

) firt; <t <ty
T2

Nun kann man fiir 77, (¢2) = —10 mA das Zeitintervall mit ¢; = 70,4 us bestimmen.
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Aus —10mA = iy (ts) = ir(Th) = —23,3mA + 33,3 mA exp (—%) folgt 5 = 131,5 .

[Ty, P»): In diesem Intervall bleibt der Strom gleich, die Spannung steigt jedoch zum Zeitpunkt
to sprunghaft von u; = =2V auf uy, = 5V an.

[PQ, Tl) .

Gg?):Ggl:%:@mS
103 = ]01 = 23,3 mA
ir(t2) = —10mA # iy ()
T=T — GglL = 66,7 s

Abbildung L12.43: zu L12.15: P, T}

t— 1ty
1

t —
ir(t) = 23,3mA —33,3mA exp (— ) , ur(t)=>5Vexp (—

t
2) firty <t <ty
T1
Nun kann man fiir i, (t2) = 10 mA das Zeitintervall mit ¢, = 131,5 us bestimmen.
Aus 10mA = ip(t;) = ir(Ty) = 23,3mA — 33,3 mA exp (—%) folgt t5 = 193 ps.

Nach dem Zeitpunkt ¢35 erfolgt eine periodische Wiederholung des Kennliniendurchlaufs. Damit
lasst sich der zeitliche Verlauf gemif3 Abbildung 1.12.44 darstellen.

mA A\

10 57T
5 4
t t t -
' : Lt ty ts t
_5*

Abbildung L12.44: zu L12.15b: Zeitverlauf i(t)

c) Die Frequenz des Oszillators ergibt sich zu f = % = t; - = 8,2kHz.
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L12.16 Funktionsgenerator

a) Der erste Operationsverstirker ist ein nicht invertierender Schmitt-Trigger oder Komparator. Mit

. 1 ~
10 = R_(UO —uq), U =uq— 2Roig = ug — 2(uo — uq) = 3ug — 2uy,
0

ergibt sich in den drei stiickweise linearen Bereichen des Operationsverstérkers

sat

streng linear: wug =0, wu; = —2ug, fir |ug| < & |ug| < Ugy,
positive Sittigung:  ug > 0, uy = Ug,  fir wuy> ——= < 0 < 3ug = Uy + 2u,
negative Sittigung: uy < 0, u; = —Ug, fir 1wy < —= < 0> 3ug = —Ug + 2u0.

Der zweite Operationsverstérker ist ein Integrierer. Es gilt

0 fiiru; <0 . 1
1 = Uy,

ic = il + ig = CUC = —C’[Lo, il = . s 19 =
Q! firu; >0 R

und damit

uo(to) — % ftiul(T) dr fir uy < 0, |ug| < Usa,
uo(t) =

UO(to) — (% + RL1> %‘]Z)ul(T> dr fiir Ui > 0, |UQ‘ < Usat-

b) Mit u = —ug kann die Gleichung des Komparators umgeschrieben werden zu

Usat
2

uy = 2u i ju] < %o,

_Usat furu> _%

Usgat fiir u <

Der Strom ¢ = —i findet sich als

1 "
. . . — 5l fiir uy < 0, |U0| < Usata
1= =1 — 12 =

— (% + RL1> wy fir ug; > 0, |U0| < Usa-

Die Kombination der beiden Operationsverstirker ergibt daher

US at . ]- US at

u1<0/\u>—2 1= —=Ugy fiir —

Usat . . 2 .. Usat
l=—=u fiir —

<u S Usatu

up < O Jul <

<u<0,

Usat
9 )

U, . 1 1
up > 0N ul < 2t: z:—2<—+—)u fir 0<u<

USZ[ . 1 1 Usa
up > 0NAu< 2t : z:—(—+—)Um fir — Uy <u< 2t.

Die u-i-Kennlinie mit #; = R # 0 ist in Abbildung L12.45 skizziert.
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1
R Usat

GGP

l u

US at

[\V]

[ i S

—
2]

Abbildung L12.45: Dynamischer Pfad an der Funktionsgeneratorschaltung fiir R = Ry # 0

Der Dynamische Pfad, die Totpunkte und der instabile Gleichgewichtspunkt sind fiir R; = R # 0
in Abbildung L12.45 eingezeichnet. Den Dynamischen Pfad erhdlt man da Su(t) = —2i(¢) gilt.
Der Ursprung ist ein instabiler Gleichgewichtspunkt, da nach einer inkrementellen Auslenkung
der Dynamische Pfad nicht in den Ursprung zuriick fiihrt.

Durch die Wahl R; — oo, R # 0 gilt fiir den unteren Zweig aus Abbildung 1.12.45

1 1 1
.:__Usa = | 5 - Usaa
‘TR <R+R1) :

die Kennlinie wird symmetrisch. Willkiirlich wird in Punkt (v = —Ug/2,i = —Ug/R) zum
Zeitpunkt t, = 0's gestartet. Mit -Lu(t) = —&i(t) ergibt sich

d 1 1 1 .
EU(t) = EUSM’ = U(t) = _éUsat —+ mUsat(t — to) fir to <t S tl-

Zum Zeitpunkt ¢; wird der Punkt (v = Uy /2,7 = —Ug/ R) erreicht.

1 1 1
u<t1> - _Usat - __Usat +

5 5 %Usm(tl — to), =1 — 1ty = RC.

Punkt (u = U /2,1 = —Ugy/ R) ist ein Totpunkt, es folgt ein Sprung nach Punkt (u = Usy /2,1 =
Usa/R) in Zeit 0 s. Bei einer Kapazitit muss u stetig sein, nur i darf springen. Auf dem oberen
Kennlinienzweig gilt i(t) = + Uy, und daher

R
Loty = L, =ut) = L0 - Lvat—t) firt <t<t
4, = T 5~ Ysat, u = S Usat — 5~ Usal - > 02,
at" RC ™ g s T R T ! 2
1 1 1
U(tz) = _§Usat = éUsat - ﬁUsat(lb - t1)7 = t2 - tl = RC.

Zum Zeitpunkt t, wird der Totpunkt (v = —Ugy /2,7 = Ugy/R) erreicht und es folgt ein Sprung
nach (u = —Ug /2,1 = —Ug/R) in Zeit 0s. Nun wiederholt sich der Verlauf (Siehe Abbildung
L12.46).
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Uy Feeeeeeeeenenees : T : e

%Usat H\ "E‘s /\ ',§s~ /\ '/
_%Usat* 2l R

_USat 1

Abbildung L12.46: u, uy = —u und u; am Funktionsgenerator fiir Ry — co, R # 0

e) Durch die Wahl Ry — 0, R # 0 geht der Strom des unteren Kennlinienzweiges gegen unendlich.
Daher @ndert sich auch die Spannung unendlich schnell. Abgeleitet von der Losung aus d) erhilt
man

. : d
firty <t <t;: i— —o0, Eu(t)—>oo, =1t —ty— 0.

Der Wechsel von u = —Uy, /2 nach u = U, /2 geschieht in Zeit 0 s (Siehe Abbildung L.12.47).

Usat T

—éUO/ HIV QV ?”Ty 4fty t

Uy deeereerememestin s e

Abbildung L12.47: uy = —u und u; am Funktionsgenerator fiir R; — 0, R # 0

f) Mit R; — oo verlduft ug nach einer Dreieckschwingung und «; nach einer Rechteckschwingung
jeweils mit der Frequenz

1 1 1

f:?:tQ—t0:2RC'

Mit Ry — 0 verlduft u( nach einer Sdgezahnschwingung mit der Frequenz f = -~
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L12.17 Bistabile Schaltung

a) Die mogliche Ausgangsspannung der Operationsverstirkerschaltung ist in drei Bereiche zu unter-
teilen:

I Linearer Bereich u; = 0

Mit w = upgp, Uge = —URg, t = 1?6 und tp, = iRy ergibt sich
u  upyR.  ugs no_ RyR. R
- - c — -
? URc —URq Ra

Fiir den Giiltigkeitsbereich gilt: —Ugyt < Uour < Usat-

Ry+Ra _ Rp+Ra
b URp = b

Mit Uyt = URa T URy = Ry Ry

u = 2u folgt daraus:

— Usat <u< +Usat

II Positiver Sattigungsbereich vy > 0 und u,,; = Ugat
Es ergibt sich

U = URe + Usat — RCZ + Usat

Fiir den Giiltigkeitsbereich gilt: u; > 0.

Mit ug = ugp, — v und ug, = Usat = %Usat folgt daraus

By e By
Rb+Ra out — Rb+Ra

1
éUsat —u >0 und damit

1
_Usat >Uu
2

III Negativer Sittigungsbereich v; < 0 und u,,; = —Ugyy
Es ergibt sich

U = URe — Usat - RCZ - Usat
Fiir den Giiltigkeitsbereich gilt: u4 < 0.
Mit ug = ugy, — v und ug, = Rb%uout = —%Usat folgt daraus

1
—§Usat —u < 0 und damit

1
Uy <
g st < U

b) Abbildung L12.48

Fiir die Gleichgewichtspunkte gilt:

stabil: Qh Qg
instabil: ()2
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Abbildung L.12.48: zu L12.17a, b: Dynamischer Pfad wu-:

Q1

Abbildung 1.12.49: zu L12.17c: t; <t <t Abbildung L12.50: zu L12.17d: t5 <t < 13
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c)und d) Abbildung L12.49 und L12.50

Fiir ¢ < t; gilt der Gleichgewichtszustand @1 (1(Q1) < 0). Fiir t; <t < to gilt us(t) = Up. Damit
kommt es zu einer Verschiebung der Kennlinie nach links, da gilt v’ = u — u,. Es stellt sich der
stabile Gleichgewichtszustand (), ein.

Fir to <t < t; gilt us(t) = 0. Man erhilt die urspriingliche Kennlinie und es stellt sich der stabile
Gleichgewichtszustand ()3 ein.

e) und f) Abbildung LL.12.51 und L12.52
) 1
Qs Q3
Uo - Q2
u' o
/ Q
QE Q5
Abbildung L12.51: zu L12.17e: t3 <t < t4 Abbildung L12.52: zu L12.17 f: ¢t > 4

g

h)

Man geht nun vom Gleichgewichtszustand ()3 aus.

Fiir t3 < t < t4 gilt ug(t) = —Up. Damit kommt es zu einer Verschiebung der Kennlinie nach
rechts und es stellt sich der stabile Gleichgewichtszustand ()5 ein.

Fir ¢t > ¢, gilt us(t) = 0. Man erhilt die urspriingliche Kennlinie und es stellt sich der stabile
Gleichgewichtszustand (), ein.

Durch den Triggerimpuls erfolgte ein Umschalten von dem Gleichgewichtszustand Q)3 zu ().
Damit die Schaltung als Flipflop ordentlich arbeitet, miissen die Gleichgewichtszustinde (), und

@5 erreicht werden. Somit muss gelten Uy > % Die Umschaltzeit At muss mindestens so grof3
gewihlt werden, dass der Punkt ()» durchlaufen wird.

Siehe Abbildung L.12.53.

Abbildung L12.53: zu L12.17h: ¢,,;,,
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Bei einer stiickweise linearen Kennlinie unterteilt man in Intervalle:
[Ql, Pl) : Mit T = GL = é, ZL(tl) = —Usa und ZL(too) =0 fOlgtI

R
U t—1
’i (‘> sat ( , 1)

Nun kann man mit () = —%2* das Zeitintervall bestimmen.

Ausip(Py) = ig(t)) = — U = — U exp (—i) folgt

tll = tl + 7'1(—]_) In (%) = tl + 7 ln(2)

[P1,Q2) : MitTy = —GL = —%, ir(t)) = —02%“ und if(ts) = —% folgt:

Usat = Usa t—t
ir(t)=— Rt + 2Rt exp <— = 1)

Nun kann man mit i, (¢2) = 0 das Zeitintervall bestimmen.
Aus ZL(QQ) = ZL(tQ) =0 —UE“ + [és—&t €xXp (—%) fOlgt
ty = t) — 72 1n(2)

Daraus ergibt sich das minimale Zeitintervall

Atpin =to —t1 =71 1In(2) — »In(2) = 2In(2)—

x| =

1) Abbildung L12.54 und L12.55

Abbildung L12.54: zu L12.17i: Dynamischer Abbildung L12.55: zu L12.17i: Stromverlauf
Pfad ir(t)

[Ql,Pl) t1§t<t,1
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Aus Aufgabe h) gilt: t) = t; + 71 In(2)
[P, Py) ) <t <t

Usat Usat ( t— tll)
p —

o
)= R ™ 72

U. U U. ! t/

Aus ZL(PQ) = ZL(tlll) = 9R R

Yt das Zeitintervall bestimmen:

t =1t + % (In(2) + In(3))

[PQ,Q4) t'1'§t<t2
MitT =71 =GL=%,i,(t]) = %2 und iy, (to) = 2% folgt:

2Wsat  3Usa ( t—t’l’)
= exp | —

T

wlt) = —p 2R

Mitty —tf =to —t1 — 71 (In(2) + In(3)) = 7 (In(3) — In(2)) erhélt man:

. Usa
ZL(tQ) = Rt

Damit lasst sich der Stromverlauf vollstidndig skizzieren (Abbildung L.12.55).

j) Dynamischer Pfad siehe Abbildung L.12.56. Wird die Triggerspannung zu klein gewihlt, so ergibt
sich fiir den Spulenstrom der qualitative Zeitverlauf in Abbildung L12.57.

Abbildung L12.57: Stromverlauf i, (¢)

Pfad

Abbildung L12.56: zu L12.17j:
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L12.18 Memristor

L12 Losung: Schaltungen ersten Grades

a) Welche der folgenden Eigenschaften besitzt dieser Memristor?

spannungsgesteuert
stromgesteuert
X | ladungsgesteuert
b) u=>dundi =g
¢) Die Kennlinienabschnitte lauten:
—Qo + Wi(®Pn + Do)
qu = § Waly
Qo + Wi (Py — Py)
d) 7,, in Abhingigkeit von wu,; lautet
WIQSM = Wiuy
i =qu = W2¢M = Wauy
W1¢M = Wiuy

e) Upr = UO(t) — UR

f) UR:RZR:RZM

_ uo(t)
R W(dy)+1

= Upm

Uo

m fur kleine ¢ >0

h) Upr =

t1 t1
0 0

Bo(R-Wa + 1)
Uo

:>t1:

T

i) Bu(T) = os(t1) + /
k) Siehe Abbildung L.12.58

Us/(R- Wy + 1)
Us/(R-W; + 1)
—Uy/(R-W; +1)
—Up/(R- Wy +1)

tl R'Wl+1

X | flussgesteuert linear
streng linear X | ungepolt
X | stiickweise linear zeitvariant
fiir @M S —@0,
flir — Py < Oy < @0,
fiir &5 < &y,.
fir &), < —Py,
fir —®y < Py < @0,
fiir @0 S @M
UO . U(] : tl
R-Wy+1  — R-Wy+1
Uo UO(T - tl)
dt =@ _—
TR+ 1

0<t<ty
th<t<T
T<t<2T—1t
2T —t1 <t < 2T



L12.18 Memristor

Uo/(RWy + 1) + ’7
Up/(RWo + 1)

—Ug/(RWs + 1) +
—Up/(RW1 +1) ~

I

Abbildung L.12.58: zu L.12.18: Spannungsverlauf am Memristor iiber die Zeit

200(R- Wy + 1)

Uo

v U U U L3
RWi+1 R-Wy+1 R-Wy+1 R-Wy+1  R-W;+1 R-Wy+1

) T =2t =

m)

= 3(R-W+1)=R-Wy+1 = RBW, — W) = -2
2

R:i
= Wy — 311,

n) Wy > 3Wh,
laut Kennlinie gilt: W5 = 4WW; = Bedingung ist hier erfiillt.

0) @), wiirde auf oo oder —oo zustreben (jenach ob 77 oder T5 groBer ist),

Uo

L —
= il = T

63
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13.1 Aufstellen von Zustandsgleichungen (1)

Gegeben sei die Schaltung in Abbildung 13.1.

Abbildung 13.1:

a) Stellen Sie die Zustandsgleichung auf. Geben Sie dazu x, A, b, t und v an.

b) Stellen Sie die Ausgangsgleichung auf. Geben Sie dazu c und d an.

13.2 Aufstellen von Zustandsgleichungen (2)

Gegeben sei die Schaltung in Abbildung 13.2, bei der der Op-Amp im linearen Bereich arbeitet.

L 18 ir
Bl
R
Ry
Uin D -
R, ooo>———0
0 =
O

Abbildung 13.2:

a) Stellen Sie die Zustandsgleichung auf. Geben Sie dazu @, A, b, t und v an.

b) Stellen Sie die Ausgangsgleichung auf. Geben Sie dazu c und d an.

64
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13.3 Aufstellen von Zustandsgleichungen (3)

Gegeben sei die Schaltung in Abbildung 13.3, bei der der Op-Amp im linearen Bereich arbeitet.

-
R,
l>—| ILI
L Uc
’ TL ) X >——0
a Uc
iu out
R
Uin U - ©

Abbildung 13.3:

a) Stellen Sie die Zustandsgleichung auf. Geben Sie dazu «, A, b, t und v an.

b) Stellen Sie die Ausgangsgleichung auf. Geben Sie dazu c und d an.

13.4 Aufstellen von Zustandsgleichungen (4)

Gegeben sei die Schaltung in Abbildung 13.4.

Ry .

'
[12

Uc

D ( Rs

Abbildung 13.4:

Stellen Sie die Zustandsgleichung auf. Geben Sie dazu die Matrizen «, A, B, T und v an.

13.5 Aufstellen von Zustandsgleichungen (5)
Gegeben sei die Schaltung in Abbildung 13.5, bei der alle Op-Amp im linearen Bereich arbeiten.
Ferner gilt: Ry = Ry = Ry.

a) Stellen Sie die Zustandsgleichung auf. Geben Sie dazu «, A, B, T und v an.
b) Stellen Sie die Ausgangsgleichung auf. Geben Sie dazu C und D an.
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Abbildung 13.5:

13.6 Aufstellen von Zustandsgleichungen (6)

Gegeben sei die Schaltung in Abbildung 13.6 mit Ry = R, = R3 = r = R. Stellen Sie die Zustands-

Abbildung 13.6:

gleichung auf. Geben Sie dazu &, A, b, tund v an.

13.7 Losen von homogenen Zustandsgleichungen (1)

Betrachten Sie die Aufgabe 13.1 mit Abbildung 13.1. Gegeben seien folgende Elementewerte:
Rl = 1/397 RQ = 197 R3 :297 R4 :297 Cl = 1F, 02 = 1F, S = —3Sundum:0V

a) Berechnen Sie die Eigenwerte der Zustandsmatrix.
b) Berechnen Sie zwei linear unabhingige Eigenvektoren, deren zweite Komponente —3 V ist.

c) Geben Sie formelmiBig die allgemeine Losung und eine spezielle Losung fiir die Anfangswerte
UCl(t(]) = 1V und UCQ(tO> = —1.5V an.

d) Skizzieren Sie den zeitlichen Verlauf fiir uc; und ucs.

e) Skizzieren Sie das zugehorige Phasenportrait in der uc1-uco-Ebene.
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13.8 Losen von homogenen Zustandsgleichungen (2)

Betrachten Sie die Aufgabe 13.1. Gegeben seien nun folgende Elementewerte:
R1 = 1/39, R2 = ]_Q, Rg = 29, R4 = 29, Cl = —1F, CQ = —1F, S = 3Sundum =0V.
a) Berechnen Sie die Eigenwerte der Zustandsmatrix.

b) Berechnen Sie zwei linear unabhingige Eigenvektoren, deren zweite Komponente —3 V ist.

c) Geben Sie formelmiBig die allgemeine Losung und eine spezielle Losung fiir die Anfangswerte
Uc (to) =1V und UCQ(tQ) = —1V an.

d) Skizzieren Sie den zeitlichen Verlauf fiir ucq und ueo.

e) Skizzieren Sie das dazugehorige Phasenportrait in der uc;-uc2-Ebene.

13.9 Losen von homogenen Zustandsgleichungen (3)

Betrachten Sie die Aufgabe 13.1. Gegeben seien nun folgende Elementewerte:
Rl = QQ, R2 = QQ, R3 = QQ, R4 = QQ, Cl = 1F7 CQ = —1F, S = 3Sundum =0V.
a) Berechnen Sie die Eigenwerte der Zustandsmatrix.

1 ist.
S

b) Berechnen Sie zwei linear unabhingige Eigenvektoren, deren zweite Komponente —3

c) Geben Sie formelmiBig die allgemeine Losung fiir die Anfangswerte uci(tp) = 1V und
UCQ(to) =—1V an.

d) Skizzieren Sie den zeitlichen Verlauf fiir ucp und ueo.

e) Skizzieren Sie das dazugehorige Phasenportrait in der uc;-uco-Ebene.

13.10 Losen von homogenen Zustandsgleichungen (4)

Betrachten Sie die Schaltung in Abbildung 13.7.

Abbildung 13.7:

a) Stellen Sie die Zustandgleichung auf. Berechnen Sie dazu die Matrix A.

Gegeben seien nun die Elementewerte G =4 S,C =1 F,und L = 1/3 H.

b) Berechnen und skizzieren Sie die Losung fiir die Anfangswerte uy(tg) = 1 V und iy(ty) =
1,0 A
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c) Skizzieren Sie das dazugehorige Phasenportrait in der z;-z2-Ebene.
Gegeben seien nun die Elementewerte G = —4 S, C' =1 Fund L = 1/3 H.

d) Berechnen und skizzieren Sie die Losung fiir die Anfangswerte uq(tg) = 1 V und iy(tg) =
~1,0 A.

e) Skizzieren Sie das dazugehorige Phasenportrait in der x1-z2-Ebene.
Gegeben seien nun die Elementewerte G = 1S,C =1F,und L = —1/2 H.

f) Berechnen und skizzieren Sie die Losung fiir die Anfangswerte u;(typ) = —1V und iy(tg) =
—1,5A.

g) Skizzieren Sie das dazugehorige Phasenportrait in der x1-z2-Ebene.

Gegeben seien nun die Elementewerte G = 0S,C' =1F,und L = 1 H.

h) Berechnen und skizzieren Sie die Losung fiir die Anfangswerte u;(t9) = 1 V und iy (o) = 0 A.
i) Skizzieren Sie das dazugehorige Phasenportrait in der £-£5-Ebene.

Gegeben seien nun die Elementewerte G =2 S,C =1 F,und L = 1/2 H.

j) Berechnen und skizzieren Sie die Losung fiir die Anfangswerte u;(ty) = —2 V und iy(ty) =
—2A.

k) Skizzieren Sie das dazugehorige Phasenportrait in der £-£,-Ebene.
Gegeben seien nun die Elementewerte G = —2 S, C' = 1 Fund L = 1/2 H.
1) Berechnen und skizzieren Sie die Losung fiir die Anfangswerte u(ty) = —2 V und iy (to) = 2 A.

m) Skizzieren Sie das dazugehorige Phasenportrait in der £}-£)-Ebene.

13.11 Umladen von Kapazititen
a) Berechnen Sie die Energie, die in einer Kapazitidt C' mit Ladung go = () gespeichert ist, wenn
man die Energie im Punkt (uc, go) = (0,0) als Null definiert.

b) Geben Sie nun die Energie an, die in einer Kapazitit C' mit Spannung uc = U gespeichert ist,
wenn man die Energie im Punkt (uc, go) = (0, 0) als Null definiert.

Gegeben sei nun die Schaltung aus Abbildung 13.8.

¢) Welcher Zusammenhang besteht zwischen i¢; und ¢y ?
d) Geben Sie i1 sowie i¢o jeweils in Abhédngigkeit von ue¢q, uce und R an.

e) Stellen Sie die Differentialgleichungen fiir u¢; und uco auf und schreiben Sie das Differential-
gleichungssystem in Matrix-Vektor-Notation.

1 1
Im Folgenden gelte stets C; = Cy = C, so dass sich A = { e Rq } ergibt.
c RC



13.12 Wien-Robinson-Oszillator 69

UR _
iR
Yict R o2y
uecr| Cl 02 _|Uce2

Abbildung 13.8: Schaltung mit zwei Kapazititen

f) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Systemmatrix A.

1

1 1
1 -1

Das System soll nun mit Hilfe der Transformationsmatrix @ = 7% [ } transformiert werden.

g) Zeigen Sie, dass die Systemmatrix durch diese Transformation diagonalisiert wird.

h) Wie lautet die allgemeine Losung des diagonalisierten Systems? Als Anfangswerte seien gegeben
Uc1 (0) = U(] und ucg(O) =0.

i) Wie lauten diese Anfangswerte im transformierten System?

j) Bestimmen Sie fiir die gegebenen Anfangswerte w1 (t) fir ¢t > 0.

Auf gleiche Weise lidsst sich berechnen, dass fiir t > 0 gilt: ucs(t) = % (1 — e_%)

k) Auf welchen Punkt strebt das System zu?
1) Welcher Zusammenhang besteht zwischen ¢z und o ?

m) Berechnen Sie den Strom i(t) durch R und die Momentanleistung pg(t) = ug(t)ig(t), die in R
umgesetzt wird.

n) Wie viel Energie wird wihrend des Umladens der Kapazititen verbraucht?
0) Was ergibt sich fiir diese Energie, wenn R zu einem idealen Leiter wird (R — 0)?

p) Uberpriifen Sie das Ergebnis der Teilaufgaben n) und o) durch Berechnung der auf den Kapaziti-
ten gespeicherten Energien vor und nach dem Umladen.

13.12 Wien-Robinson-Oszillator

Gegeben sei die Schaltung aus Bild 13.9.

a) Welche Funktion erfiillt der Operationsverstirker im streng linearen Bereich zusammen mit den
Widerstinden R,; und R,»? Zeichnen Sie die Schaltung mit einem entsprechenden Ersatzschalt-
bild fiir den Fall R,» = (k — 1)R,1.

b) Stellen Sie die Zustandsgleichung in der Form & = Ax auf.
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Uout

{

| I

Iy

|

|

Q
e

Abbildung 13.9: Wien-Robinson-Oszillator

c¢) Fiir welche Werte von k ergeben sich komplex konjugierte Eigenwerte? Welche Arten von Gleich-
gewichtspunkten ergeben sich in Abhédngigkeit von £k unter dieser Voraussetzung?

d) Geben Sie die Eigenvektoren fiir den Fall £ = 3 an.
e) Berechnen und skizzieren Sie die Losung fiir die Anfangswerte ©; = 2V und uy = —2'V.

f) Skizzieren Sie das zugehorige Phasenportrait in der £]-£5-Ebene.

13.13 Losen von autonomen Zustandsgleichungen

Betrachten Sie die Schaltung in Aufgabe 13.1. Gegeben seien nun folgende Elementewerte:
Ri=102,Ro=10,R3=202,Ry=202,C,=1F,Co=1FE S=-35und u;, =3 V.

a) Transformieren Sie das System in ein homogenes System. Geben Sie die transformierte Zustands-
gleichung an.

b) Entkoppeln Sie das Differentialgleichungssystem aus Aufgabe a) und geben Sie die entkoppelte
allgemeine LOsung an.

c) Fiihren Sie die Riicktransformation auf die z-z%,-Ebene durch und geben Sie dafiir die allgemeine
Losung an. Benutzen Sie dafiir Eigenvektoren, deren zweite Komponente —3% ist. Skizzieren Sie
das Phasenportrait in dieser Ebene.

d) Fiihren Sie die Riicktransformation auf die x,-7,-Ebene durch und geben Sie dafiir die allgemeine
Losung an. Skizzieren Sie das Phasenportrait in dieser Ebene.

e) Fiihren Sie die gleiche Analyse fiir den Fall Cy = —1F, Cy = 1 F durch.
f) Fiihren Sie die gleiche Analyse fiir den Fall C; = —1F, C'; = —1 F durch.
g) Fiihren Sie die gleiche Analyse fiir den Fall ('} = 2F, C5 = 1 F durch.
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h) Konnen sich in dieser Schaltung komplexe Eigenwerte ergeben? Begriinden Sie Ihre Antwort.

13.14 Zustandsgleichungen mit zeitabhéngiger Erregung

Die Schaltung in Abbildung 13.10 ist zu analysieren.

—

ic(t)y ? u\(Jt)
uc(t)l — O} lul Ry luz L T
uL(t)

Abbildung 13.10:

Die Schaltung enthilt zwei unabhingige Erregungen: ig(t) = Iy cos St; ug(t) = Uysin St mit
U(] = BLIO

Schaltelemente: R; = Ry=—-al:L=—-= mita<0udC, L>0

B2C
a) Stellen Sie die Zustandsgleichungen mit den Erregungen auf.

_ 1
aC'?

b) Berechnen Sie die Eigenwerte und die Eigenvektoren. Bestimmen Sie den Typ des Gleichge-
wichtspunktes.

¢) Transformieren Sie das Zustandsgleichungssystem auf die Normalform.

d) Bestimmen Sie qualitativ den Zeitverlauf in Abhéngigkeit vom Anfangswert und von der Erregung
in der £;-&»-Ebene und der x;-z5-Ebene. Die Anfangswerte betragen uc(0) = U; i1,(0) = 0.

13.15 Jordan-Normaltransformation

Gegeben sei ein homogenes Differentialgleichungssystem mit der normierten, dimensionslosen Zu-

. 2 —1
standsmatrix A = { 1 4 } .

a) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren.
b) Warum kann die Transformation auf Normalform nicht durchgefiihrt werden?

¢) Transformieren Sie das System auf Jordan-Normalform und geben Sie die transformierte Diffe-
rentialgleichung an.

d) Beweisen Sie allgemein fiir a;o # 0, dass die Matrix Q' invertierbar ist. Wihlen Sie dazu die
Elemente der ersten Zeile von QQ’ zu eins.

e) Geben Sie die Losung in der &;-§»-Ebene und der z;-z2-Ebene fiir 21 (0) = 1 und z2(0) = 2 an.

f) Skizzieren Sie das Phasenportrait in der &;-£>-Ebene.
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L13.1 Aufstellen von Zustandsgleichungen (1)

a) Bei Anwendung des systematischen Verfahrens ergeben sich folgende vier Schritte, um die allge-
meine Form der Zustandsgleichung zu erhalten.

1. Schritt (Abbbildung L13.1): Zuniachst wird das Schaltbild so umgezeichnet, dass die Reaktanzen
an den Toren eines resistiven Zweitors liegen.

Abbildung L.13.1: zu L13.1 Schritt 1

Die Torstrome 7; und 75 werden so gewdhlt, dass sie in das Zweitor hineinflieBen und entgegen-
gesetzt zu den Zihlpfeilrichtungen der Kondensatorstrome verlaufen.

1= —lc1, l2 = —lc2, Ul =UCcl, U= Uc?

Die Zihlpfeilrichtungen der resistiven Elemente im Zweitor konnen fiir die Analyse (falls nicht
aus der Angabe vorgegeben) beliebig gewihlt werden.
2. Schritt (Abbbildung L13.2): Beim Aufstellen des Ersatzschaltbildes fiir das resistive Zweitor
muss als Beschreibungsform bei zwei Kapazititen die Leitwertmatrix und zwei parallele Ersatz-
stromquellen an den Toreingéingen verwendet werden.

1y 31 I 1o
iOl 202
Uq G Uz

Abbildung L13.2: zu L13.1 Schritt 2, Ersatzschaltbild: Leitwertsmatrix

Der Strom i, setzt sich zusammen aus dem Strom iy; der Ersatzstromquelle und dem Strom 7/,
der in ein streng lineares und damit quellenfreies Zweitor flieBt, das durch die Leitwertsmatrix

72
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eindeutig beschrieben wird. Analoge Betrachtungen gelten fiir den Strom 5.

iy = Qo1 + 1, iy = o2 + 1
3. Schritt: Nun werden die Parameter der Leitwertsmatrix und der Ersatzstromquellen berechnet.
Dazu miissen die Torstrome ¢; und iy als Funktion der Torspannungen wu; und us, sowie den
unabhingigen Erregungsquellen ausgedriickt werden, die in dem Vektor v zusammengefasst sind
(in unserem Fall lediglich die Spannungsquelle w;,,).

2.1 - fl(Ul,UQ,Uin), Z.Z - f2(u17u27uin)

Dazu werden die Maschen- bzw. Knotengleichungen angewendet.

D
. . 4 U1 — Uin i Ui 1 I 1 1
11 =1 (A = — — =U N J— — Ujp—
1 R1 R2 Rl R2 1 R1 R2 Rl
)
1 1 1 1
i — S i — 9 1 it — —
12 U + 1R Uy + Usg jl mi jl _R3 + _R4

Die Elemente der Leitwertmatrix beschreiben die Zusammenhinge der Stréme 4} und i, mit den
Spannungen u; und us.:

Fiir die Strome 7, und i, gilt also:

2oy o]

12

11 = gnur + giaUa + %01, 2 = go1Ui + goola + 102
Ein Vergleich mit I) und II) fiihrt unmittelbar zu:

:—+—’ :0’ :S’ :—’ Z :——’
g11 R Ry g12 ga1 922 R 01 i)

ige = 0.

4. Schritt: Die Zustandsmatrix ergibt sich, indem man die erste Zeile von G durch —C' dividiert
und die zweite Zeile durch —C%. Es gilt:



74

b)
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Die Komponenten des Zustandsvektors x bestehen aus den Kondensatorspannungen w1 und uco.
Der Erregungsvektor v besteht nur aus einer Komponente (u;,,) und ist daher ein Skalar. Fiir die
Transformationsmatrix 1" gilt:

to=Tv=1tv
0 1y b 0

Damit ergibt sich fir B =1b:

_CL 0 1
_ 1 — RiCh

Hiermit wurden alle Komponenten fiir die Zustandsgleichung

%:Aerbv

bestimmt.

Da in unserem Beispiel nur eine einzige Ausgangsgrofie u,,; vorkommt, lautet die Ausgangsglei-
chung:

Y=ty =cx+dv
Da u,,: = ues gilt, ergibt ein Vergleich:

c'=[01], d=0

L13.2 Aufstellen von Zustandsgleichungen (2)

a)

1. Schritt (Abbbildung L13.3): Umzeichnen der Schaltung

Abbildung L13.3: zu L13.2 Schritt 1

2. Schritt (Abbbildung L13.4): Bei einer Kapazitit und einer Induktivitit wird das resistive Zweitor
durch die inverse Hybridmatrix und eine parallele Stromquelle ¢y;, sowie eine serielle Spannungs-
quelle ug, ausgedriickt.
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Up2
-1 —

321 (31 E ; iz

IZ01

———O

Abbildung L13.4: zu L13.2 Schritt 2, Ersatzschaltbild: inverse Hybridmatrix

3. Schritt: Der Torstrom 7; und die Torspannung us miissen durch u; und 75, sowie den unabhin-
gigen Erregungsvektoren v (hier nur w;,) ausgedriickt werden.

2.1 - fl(u17i27uin)7 Uy = f2(U1,i2,Uin)

Beim Aufstellen der Knoten bzw. Maschengleichungen ist zu beachten, dass die Strome ¢ bzw.
1— am Eingangsklemmenpaar des idealen Operationsverstérkers null sind und am Eingangsklem-
menpaar keine Spannung abfillt.

D

UR, UR, . Uy . Uin
+ — 19 = —— — 19 —
Ry, Ry

11 = 1Rl + 1l — i =

1)
Ug = U7

Fiir die inverse Hybridmatrix gilt:

Damit ergibt sich:

il]:H/ U1}+ im]

U2 12

Ein Vergleich mit I) und II) fiihrt unmittelbar zu:

o 1 r_ !’ /o P Uj —
h11—3_27 by =—1, hy =1, hij =0, L1 = — R ug2 = 0.

4. Schritt: Die Zustandsmatrix ergibt sich, indem man die erste Zeile von H' durch —C' dividiert
und die zweite Zeile durch — L. Es gilt:

.
R2C

Ql=

1
~L 0
L

[
RS
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Die Komponenten des Zustandsvektors x bestehen aus der Kondensatorspannung v und dem
Spulenstrom 7;,. Der Erregungsvektor v besteht nur aus einer Komponente (u;,,) und ist daher ein
Skalar. Fiir die Transformationsmatrix ¢ gilt:

. 1
o1 | A TR
}_ tZ}um:>t— T ]

Damit ergibt sich fir B =1b:

-1 0 1
— C — RiC
= 5]

b) Da in diesem Beispiel nur eine einzige Ausgangsgrofie u,,; vorkommt, lautet die Ausgangsglei-
chung:

Y=ty =cx+dv
und man erhélt durch einen Vergleich:

c'=[-10, d=0

L13.3 Aufstellen von Zustandsgleichungen (3)

a) 1. Schritt (Abbbildung L13.5): Umzeichnen der Schaltung

71 Z.2
iy
Uy U2
uc| = ?
ur,
i
. /4R
NI
U Quc
Abbildung L13.5: zu L13.3 Schritt 1
2. Schritt (Abbbildung L13.6): Ersatzschaltbild angeben.
3. Schritt: Analyse
i1 = fi(uq, iz, uin) u = foluy, iz, Uin)
i1 =1p1 — i = — 2 i1 = hjur + hyis + do1,
Uy = —Uijp — QUC = —Ujp — AU, Uy = huy + hbyis + uge,
/ 1 / / / .

Ry’
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Up2
; ;! —
1 31

Siz -

iOl

——— O

Abbildung L.13.6: zu Schritt 2, Ersatzschaltbild: inverse Hybridmatrix

4. Schritt: Die Zustandsmatrix und Einkoppelmatrix aufstellen.

Ui :|
r= . , U= Up
12
=1 1
r_1 0 R1C C
A= 61 1 } H' =
L L a
L
] _1
tor | _ tq Ui =t — 0 Cb— G O1 £ ?
Up2 ] tz 1 0 -7 T
b) Ausgangsgleichung.
Y=tUpy=—uy=cx+dv, ¢ =[-10], d=0

L13.4 Aufstellen von Zustandsgleichungen (4)

a) Betrachtet man den rechten Teil der Schaltung, so fithrt der Gyrator eine Dualwandlung mit dem

Widerstand R3 und der Kapazitit C' durch (Abbbildung 1.13.7). Die Parallelschaltung geht dabei
in eine Serienschaltung iiber.

O Rd *

|12

D (| Bs

— ‘uc

Il

h

[V
§00

Abbildung L.13.7: Dualwandlung von C nach L
Fiir die Elementewerte gilt:

- Ly = CR?
Rg’ 2 d

Dadurch vereinfacht sich der resistive Teil der Schaltung.
1. Schritt (Abbbildung L13.8): Umzeichnen der Schaltung
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Abbildung L13.8: zu L13.4, 1. Schritt

2. Schritt (Abbbildung L13.9): Ersatzschaltbild angeben.

Bei zwei Induktivititen muss das resistive Zweitor durch die Widerstandsmatrix und zwei serielle
Spannungsquellen u; und ugy beschrieben werden.

Uo1 Up2

e ——

o ~

| PR

o———+ = ——0

Abbildung L13.9: zu L13.4, 2. Schritt, Ersatzschaltbild: Widerstandsmatrix

3. Schritt: Analyse

Die Torspannungen u; und us miissen durch die Torstréme ¢; und 75, sowie den unabhédngigen
Erregungsquellen (hier u und ) ausgedriickt werden.

uy = f1(i1, 42, uo, o) ug = f1(i1, 92, uo, io)

D) wy =ugy + ug = Ryig, +up = Ry (i1 +i2 — i0) + up
H) Uy = URy + Ury + UR1 + Uy = Rélz -+ RQiQ + Rl(il —+ iz — Zo) + ug =
= (Ré + R2 + Rl) iz + Rlil - Rlio + ug

Fiir die Widerstandsmatrix gilt:
u’l le
=R .
ul io

Damit ergibt sich:

Ein Vergleich mit I) und II) fiihrt unmittelbar zu:

ri1 =Ry, 7r1a=Ry, rog=Ri, 712 =Ri+ Ry+ R
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ugr = ug — Ritg, ugz = up — Ryig

4. Schritt: Die Zustandsmatrix ergibt sich, indem man die erste Zeile von R durch —L; dividiert
und die zweite Zeile durch — L,. Es gilt:

) 0 Ry Ry
> Ly Ly
A = L 1 R == — Ri
0 - R1+R2+?
L B R
Lo Lo

Die Komponenten des Zustandsvektors & bestehen aus den Spulenstromen 27, und ¢75. Der Erre-
gungsvektor v besteht aus den Komponenten v und 7. Fiir die Transformationsmatrix 7", die die
Erregungsquellen auf die Ersatzquellen abbildet, gilt:

SRR

Up2 0 1 —Ry
Damit ergibt sich fiir B:
1 ; i
SR R
0 —1i; 1 -y 1 Ry
2 Lo

L13.5 Aufstellen von Zustandsgleichungen (5)

a) 1. Schritt (Abbbildung L13.10): Umzeichnen der Schaltung. Das Umzeichnen der Schaltung kann

entfallen, wenn man beachtet, dass bei zwei Kapazititen die Kondensatorstrome entgegengesetzt
zu den Torstromen des resistiven Zweitors flieBen und die Kondensatorspannungen die gleiche
Zihlpfeilrichtung besitzen wie die Torspannungen. Die Zahlpfeilrichtungen im resistiven Teil der
Schaltung konnen prinzipiell beliebig gewihlt werden.

Abbildung L.13.10:

2. Schritt (Abbbildung L13.11): Ersatzschaltbild angeben.
3. Schritt: Analyse

1 = f1 (Ul, U2, Uinl, Uin2, Ums) ) 1g = f1 (Ul, U2, Uinl, Uin2, Ums)
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U1 g U2

Abbildung L13.11: zu L13.5, 2. Schritt, Leitwertmatrix

Zunichst wird der Strom ¢; berechnet

= i _Urs Um
1 =18 — Rl = & — 5
Ry R

Zur Berechnung von ug; und ugs werden folgende Maschengleichungen benotigt.
URr — Uin1 = 0, ups —uz =0

Damit ergibt sich fiir 7;:

U2 Uinl

Ry Ry

. : . UrRe UR3  URs
ZZ—ZRG_ZR?)_ZRB—?_—_—

6 R R;
Zur Losung verwendet man die Maschengleichungen:
ure —uz =0, Urs —Uin3 =0, Ups — Uz =0

Zwischen den Klemmen ;0 und ., liegt ein invertierender Summationsverstirker, der die
Spannungen ,,;; und u;,> mit den Faktoren % bzw. R—; aufsummiert und invertiert. Fir R; =

R
R, = R, gilt:
Ry Ry

Uout2 = — 775 Uoutl — 75 Uin2 = —Uoutl — Uin2

Ry Ry
Unter Verwendung der Maschengleichung ;1 + u; = 0 erhilt man:
URs = —Uoutl — Uin2 = Ul — Uip2

Damit ergibt sich fiir 75:

Uz Uin3 Uy — Uin2

"~ Rs Rs Rs

i
Fiir die Elementewerte der Leitwertmatrix und der Ersatzstromquellen erhélt man:

1 1 1 Uinl . Uin2 Uin3

g11 ) Ry’ g21 Rs’ 922 Re’ 201 Ry’ 202 R: R
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4. Schritt: Zustandgleichung und Einkoppelmatrix aufstellen.

1
0 T RsC1

1 1
R5CQ RGCQ

Die Komponenten des Zustandsvektors x bestehen aus den Kondensatorspannungen w1 und ucs.
Der Erregungsvektor v besteht aus den Komponenten 1, %;,2 und u;,3. Fir die Transformati-
onsmatrix 7, die die Erregungsquellen auf die Ersatzquellen abbildet, gilt:

. Uin1 1

101 — 35 0 0
; }ZT Uin2 :>T:l (?1 1 1
02 Uin3 Rs Rs

Damit ergibt sich fiir die Einkoppelmatrix B:

-L 0 L 0 0
B:[ 0 _L]T:{Rbcl 1 L]
R5C9 R3Co

b) Fiir die Ausgangsgleichung gilt:
y=Cx+ Dv

Die Ausgangsspannungen gy;1, Uoyrz UNd o3 werden in dem Vektor y zusammengefasst. Da

Uputl = —UT,  Uowz = —Uinz + U1, Uz = —Uso gilt, ergibt sich durch Vergleich:
-1 0 0 0 O
C = 1 0 , D=10 -1 0
0 -1 0O 0 0

L13.6 Aufstellen von Zustandsgleichungen (6)

1. Schritt (Abbbildung L13.12): Umzeichnen der Schaltung.

Abbildung L.13.12:

2. Schritt (Abbbildung L13.13): Ersatzschaltbild angeben (Abbildung L.13.13).
3. Schritt: Analyse

iv = f1 (u,i9,u0), Uz = fo(us,ia, ug)
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Ug2
. -7 <7'
1 (31 E ; 19

201
!
!
Uy H Uy U2
0

Abbildung L13.13: zu L13.6, Ersatzschaltbild, inverse Hybridmatrix

UR2

’ilzi—’igz——iz, i:i1+’i2, URQ—Ti+R3’i1—U1:O
Ry
URQIT’il—FT’iQ—Rg’il—i-Ul:R’ig—Ful mit T:R3:R2:R1:R
. RZQ -+ Uy . U1
hW=—""—1ls= —
! R ‘"R
ugzuRQ—i—Rlig—uO:Ri2+u1+Ri2—u0:u1+2Ri2—uo
1
hlll = E, h/12 = 0, hl21 = 1, h/22 = QR, i01 = 0, Upg2 = —Ug
4. Schritt Zustandsmatrix und Einkoppelmatrix aufstellen.
_ W _
r = in :| , UV =1U
-1 _R_lc 0
A=1¢ ] =
L _1 2R
L L
101 1 tl 0 -1 0 0
- u = t= b=| © t =
S e B

LL13.7 Losen von homogenen Zustandsgleichungen (1)

a) Durch Einsetzen der Elementewerte erhilt man:

—4 0 71
A—{?) —1}5

Fiir u;, = 0 ergibt sich folgende Zustandsgleichung:

1101 o —4 0 1 Uc1

Uy | | 3 —1|s uce
Nun sollen die zeitabhdngigen Spannungsverldufe der Zustandsvariablen u; und uc9 berechnet
werden. Dazu geht man von dem allgemeinen Losungsansatz

x(t) = c1 exp(A\it)qy + c2 exp(Aat)qa
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aus. Dabei sind A\; und )\, die Eigenwerte der Matrix A; q; und g, sind die dazugehdrigen Eigen-
vektoren. Die Eigenwerte berechnet man nach der Formel:

Ao =

wobei T die Spur der Matrix A ist (1" = a1 +a92) und A die Determinante (A = aq1a90 —a12a21).
Fiir T = —51 und A = 4 ergibt sich:

1 1
A= 15, A= —4-
S S

Der néchste Schritt besteht in der Berechnung der Eigenvektoren q; und g-:
_ —a12 0 1 _ —a12 0 1
D= an—N |- =315 E T vl N I

Da sich fiir g, der Nullvektor als triviale Losung ergibt (wegen a5, = (), miissen wir eine andere
Rechenvorschrift verwenden. Dazu wird die zweite Zeile der linear abhingigen Matrixgleichun-
gen

(A—)\ll)(h = 0; (A— )\21)‘12 =0

mit q; = q11 und gy = 421

q12 q22

verwendet

as1qi1 + (a2 — AM1)qi2 =0, a21q21 + (@92 — A2)gae = 0.

Diese Gleichungen legen nur die Verhiltnisse % und Zz—; fest, da jedes Vielfache von g; und
q- ebenfalls ein Eigenvektor und damit eine Losung von Aq = \q ist. Eine mogliche Wahl ist
sicherlich:

q = Az — A\ g = 22 — A2
1 — 3 2 —
—dan —dasn

wovon man sich durch Einsetzen leicht iiberzeugt. Hierbei wird vorausgesetzt, dass as; # 0 gilt,
da sonst die beiden Eigenvektoren linear abhiingig sind.

Fiir a;2 = 0 und a9; = 0 erhilt man ein entkoppeltes Differentialgleichungssystem, zu dem man
sofort

als linear unabhéngige Eigenvektoren angeben kann.

Fasst man diese drei Fille zusammen, so lésst sich fiir eine mogliche Berechnung der Eigenvek-
toren folgende einfache Rechenvorschrift angeben:
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—ay ] —ayy |
1 a O — g
) an # q1 an — M\ | q2 411 — Ay
asy — A1 | agy — Ay |
2) s £0 q = ™ 1 = "2 2
—ag1 | —Q21 |
1 0
3) az=an=0 91 = 0} 2= 4

Fiir unser Beispiel ergeben sich also nach Fall 2 zwei linear unabhiingige Eigenvektoren:

0 1 3 1
q1 = 3|3 q> = 3|53

Damit ergibt sich fiir die allgemeine Losung:

Zglgg } — crexp (—2) _03 } é“?eXp <_%) —33 } %

Die Kondensatorspannungen erhélt man durch Addition zweier e-Funktionen mit unterschiedli-
1

chen Zeitkonstanten 7, = —)\—11 = 1sund 5 = —5 = %s. Fiir t — oo klingen beide Konden-
satorspannungen auf den Wert O ab, d.h. es handelt sich um einen stabilen Fall (positive Zeitkon-
stanten!). Dies gilt immer dann, wenn zwei Eigenwerte mit negativem Realteil vorliegen. Eine
spezielle Losung ergibt sich, wenn die Anfangswerte der Zustandsvariablen (hier Kondensator-
spannungen zum Anfangszeitpunkt) eingesetzt werden. Daraus konnen die Konstanten ¢; und ¢,
bestimmt werden. Fiir uc1(0) = 1V und ue2(0) = —1, 5V ergibt sich das lineare Gleichungssys-
tem

1 1 1 1
1V:(210—+023—, —1,5V201(—3)—+02(—3)—,
S S S S

mit den Losungen ¢; = %Vs und ¢y = éVs. Dabei ist zu beachten, dass die Konstanten ¢; und co
von den Eigenvektoren abhingig sind und lediglich das Produkt c; g, bzw. c2q5 eindeutig bestimmt
ist.

Die Kondensatorspannung w4 ergibt sich aus der e-Funktion, die durch ¢, charakterisiert ist, da
g11 = 0 ist. Die Spannung uc- setzt sich aus zwei e-Funktionen (in Abbildung L.13.14 gestrichelt
skizziert) zusammen. Dabei werden die Funktionswerte zu jedem Zeitpunkt addiert.

Da die beiden Eigenwerte reell, negativ und voneinander verschieden sind, ergibt sich im Pha-
senportrait ein stabiler Knotenpunkt (Abbbildung L.13.15). Von einem stabilen Knotenpunkt ist
bekannt, dass alle Trajektorien gegen den stabilen Gleichgewichtszustand (0,0) fiir £ — oo ver-
laufen. In der x;-z5-Ebene gibt der Eigenvektor, der zum langsamen Eigenwert (d.h. zu dem
betragsmifig kleineren Eigenwert) gehort, die Steigung an, mit der der stabile Gleichgewichts-
punkt erreicht wird. Fiir unser Beispiel ist das der Eigenvektor q; zum langsamen Eigenwert \;.
Der Eigenvektor zum schnellen Eigenwert (betragsmifig groleren Eigenwert) gibt die Steigung
fiir £ =+ —oo an, d.h. die Richtung aus der die Bahnkurven kommen. Um die Trajektorien fiir
verschiedene Anfangswerte skizzieren zu konnen, miissen daher zuerst die Richtungen der Eigen-
vektoren eingezeichnet werden. Ferner ist zu beachten, dass sich die einzelnen Trajektorien nie
schneiden.
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0,5

1,0

1,5

Abbildung L13.14: Zeitverlauf uc (t), uc2(t) zu Schaltung Abbildung 13.1, Elementewerte nach 13.7

==
=~ ; 2
— § T
v \QQ 5
/ N I,
-1 0 1

Abbildung L13.15: Phasenportrait uc (t), uco(t) zu Schaltung 13.1, Werte nach 13.7
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L.13.8 Losen von homogenen Zustandsgleichungen (2)

a)

b)

c)

d)

Durch Einsetzen der Elementewerte erhilt man:
4 0|1
A= { 3 1 } s

Die Eigenwerte berechnet man nach der Formel

T T2

Mo==44/——A
L2759 4
undmanerh'eiltfiirT:5é undA:4Si2:
1 1

AM=1-  Ag=4-
S S

Fiir die Eigenvektoren q; und g, ergibt sich:
Q22 — )\1 . 0 1 Q22 — )\2 _ -3 1
E R — - 3]s . - =3 ]s

Die allgemeine Losung lautet

] =aee () & ] 5reen (¥) 32

Da beide Eigenwerte reell und positiv sind, erhélt man als Losung zwei exponentiell anklingende
e-Funktionen mit negativen Zeitkonstanten 7, = —1s und 75 = —0, 25s. Fiir die Anfangswerte
uc1(0) = 1V und ueo(0) = —1V ergibt sich das lineare Gleichungssystem

1 1 1 1
1\/2010——1—02(—3)—, —1V:Cl(—3)_+c2(_3>_
S S S

n

mit den Losungen c¢; = %Vs und ¢y = —%Vs, und man erhilt als spezielle Losung dieser An-
fangswerte

4t t 4t
uc1(t) = 1Vexp (;) : uco(t) = —2Vexp (g) +1Vexp (g)

Die Spannung uc;(t) besteht nur aus einer einzigen e-Funktion. uco(t) setzt sich aus zwei
e—Funktionen zusammen, die zu jedem Zeitpunkt addiert werden. Dabei strebt der erste Term
gegen —oo (in Abbildung L.13.16 gestrichelt), der zweite Term gegen +o0. Es liberwiegt aber der
zweite Term, da 1V exp (%) wesentlich schneller ansteigt als —2V exp (%) abfillt. Deshalb wird
uce(t) fiir t — oo gegen +oo verlaufen.

Da die Eigenwerte reell, positiv und voneinander verschieden sind, ergibt sich im Phasenportrait
ein instabiler Knoten (Abbbildung 1.13.17). Das bedeutet, dass es keinen stabilen Gleichgewichts-
punkt gibt. Fiir £ — oo verlaufen die Bahnkurven in Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen
gegen (400, +00), (+00, —00) ,(—00, +00) oder (—oo, —c0). Fiir t — —oo néhern sich die Tra-
jektorien dem Punkt (0, 0). Daraus folgt, dass das Phasenportrait qualitativ genauso verlduft wie
beim stabilen Knoten, nur dass die Bahnkurven in umgekehrter Richtung durchlaufen werden.
Zeichnet man die Trajektorien auch fiir negative Zeiten, so beginnen alle Kurven im Punkt (0, 0).
Der Eigenvektor zum langsamen Eigenwert (hier g;) bestimmt die Steigung im Punkt (0, 0), und
der Eigenvektor zum schnellen Eigenwert (hier g-) die Richtung fiir ¢ — oo.
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A u/V
U1
1,0 - -
: >
1,0
20 [T

Abbildung L13.16: Zeitverlauf uc (t), ucs(t)

A o = U02
I 60
| =
: //7
ﬁ/»ﬁ/ )
I ——
—_— | I//;%,
A////,__\:/’// T = Uc,
= == >
- g ! //V
:A’f _ //&__/—/’V
qs = |
=] ; —40
~ A 1q,
. —60
—20 —10 0 10 20

Abbildung L13.17: Phasenportrait ucs(uc)
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L13.9 Losen von homogenen Zustandsgleichungen (3)

a) Durch Einsetzen der Elementewerte erhilt man:

-1 0]1
A:l3 1}5

Die Eigenwerte berechnet man nach der Formel:

Mo=—=£4/——A
1,2 9 4

und man erhilt fir 7" = Oé und A = —15%:

1 1
A =1-, Ay = —1—,
s s
b) Fiir die Eigenvektoren q; und g ergibt sich:
o a22—>\1 . 0 1 o a22_)\2 o 2 1
q = Ay T 3|y q2 = —ag N
c) Die allgemeine Losung lautet:
wer® ] e (1) 0] BARERE
ucs(t) } SO (s o I e R e

Da beide Eigenwerte unterschiedliche Vorzeichen besitzen, erhalten wir als Losung eine anstei-

gende und eine abklingende e-Funktion mit den Zeitkonstanten 7, = —1s und 7, = 1s. Fiir die

Anfangswerte uc1(0) = 1V und ue2(0) = —1V ergibt sich das lineare Gleichungssystem
t t t t

1V:Clo—+C22—’ —1v:cl(—3)_+cz(_3)_

S S S S

mit den Losungen ¢; = —%Vs und c; = %Vs erhélt man als spezielle Losung fiir diese Anfangs-
werte

t 1 t 3 t
uci(t) =1Vexp (—g) ) uca(t) = §V6Xp (g) - §Vexp (—g)

d) Die Spannung uc; ergibt sich aus einer abklingenden e-Funktion. Dagegen setzt sich uco(t) aus
einer anklingenden und einer abklingenden e-Funktion zusammen (diinn eingezeichnet). Fiir ¢ —

oo kann der zweite Term mit der positiven Zeitkonstanten (negativer Eigenwert) vernachldssigt

werden, so dass uce gegen 400 verlduft (Abbildung L13.18).

e) Da die Eigenwerte reell sind und unterschiedliche Vorzeichen besitzen, ergibt sich im Phasenpor-
trait ein Sattelpunkt (Abbbildung L.13.19). Der Eigenvektor zum negativen Eigenwert (hier g-)

gibt dabei die Richtung an, aus der die Bahnkurven fiir { -+ —oo kommen; der Eigenvektor zum

positiven Eigenwert (hier q;) gibt die Richtung an, in die die Trajektorien fiir { — 400 verlau-

fen. Ein stabiler Gleichgewichtszustand existiert fiir diesen Fall nicht. Die Bahnkurven verlaufen
also bei einem Sattelpunkt aus der Richtung des Eigenvektors zum negativen Eigenwert auf den
Ursprung zu, ,.biegen* vor dem Ursprung ab und verlaufen in Richtung des Eigenvektors zum

positiven Eigenwert. Der Ursprung ist ein instabiler Gleichgewichtspunkt (Abbildung L.13.19).
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u/V
Uca
1,0 1
0,5 ugy t/s
0 >
1,0 1
15

Abbildung L13.18: Zeitverlaufverlauf ucq (2), uca(t)

Il
<<\
AN L1 = Uc
NN -
hees?
8 -4 ql% 4 8

Abbildung L.13.19: Phasenportrait uc; versus ucs

89
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L13.10 Losen von homogenen Zustandsgleichungen (4)

a) Der Zustandsvektor besteht aus der Kondensatorspannung u¢ und dem Spulenstrom ;. Das re-

b)

sistive Netzwerk beinhaltet hier nur den Widerstand R. Bei einem C-L-Netzwerk miissen der
Torstrom 7; und die Torspannung wu, in Abhingigkeit von den Zustandsvariablen ausgedriickt
werden. Es gilt:

i1 = ig — g = Guy — iy, U = Uy

Daraus bestimmt man die inverse Hybridmatrix

G -1

Hl

Die Zeilen der Matrix H' entsprechen den zu eliminierenden Torvariablen ¢; und w5 des resisitiven
Netzwerks, die Spalten den Torzustandvariablen wu; und i5. Dividiert man die erste Zeile von H’
durch —C und die zweite Zeile durch — L, so erhilt man die Zustandsmatrix A:

1

C

_G
C
A =

0

1
L

Durch Einsetzen der Elementewerte erhilt man:

1 1
45 1%

A=
35 o

Ao =
1,2 9 A

und man erhilt fir 7' = —4% und A = 35%:

1 1
—1-, Ay = —3—.
s s

A1

Fiir die Eigenvektoren g, und g, ergibt sich:

EEHRS

Die allgemeine Losung lautet:
} ( 3t>
+cexp | ——
s

()

-1V
—-3A

-1V
—1A

—Q12
ap; — Ao

—Q12

= a;; — M\

}:

e

|

-1V
—-3A

UC(t)

ir(t) —1A
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Fiir die Anfangswerte uc(0) = 1V und i;,(0) = —1A ergibt sich das lineare Gleichungssystem

12—01—02, —1:—301—02
mit den Losungen ¢; = 1 und ¢, = —2, und man erhélt als spezielle Losung fiir diese Anfangs-
werte

t 3t t 3t
uc(t) = —1Vexp (—g) +2Vexp (—g) , ip(t) = —3Aexp (_g) +2Aexp (_g)

Die Kondensatorspannung bzw. der Spulenstrom setzen sich aus zwei e-Funktionen (diinn skiz-
ziert) mit den Zeitkonstanten 74 = 1sund 7, = %s zusammen (Abbildung 1.13.20). Da der erste
Term mit der groBBeren Zeitkonstante langsamer abklingt als der zweite Term, ergibt sich fiir die

zeitabhingigen Verldufe ein ,,Uberschwingen“.

uc/V 24 ir/A

Abbildung L13.20: zu L13.10 b: Zeitverlaufverlauf uc(¢), i1, (), Summenkurve fett

¢) Im Phasenportrait (Abbildung L.13.21) ergibt sich ein stabiler Knoten, wobei die Richtung der
Trajektorie fiir ¢ — —oo durch den Eigenvektor g, und fiir ¢ — 400 durch den Eigenvektor q;
bestimmt ist.
d) Durch Einsetzen der Elementewerte erhilt man:
1 1
4 1x
A=
-} o

Die Eigenwerte berechnet man nach der Formel

T T2
Mo=—=14/——A
127 5 1

und man erhilt fir 7T = 4% und A = 35%:

1 1
)\1 = 1—, )\2 — 3—,
S S
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, 10

e
//
e
2 ; |

Abbildung L13.21: Phasenportrait uc, iy, (t), Verlauf fiir die gewéhlten Anfangswerte fett
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Fiir die Eigenvektoren q; und g- ergibt sich:
. —Qa12 .~ 1V 1 . —Qa12 .~ 1V 1
@ = an—A | 3A |§’ &= an—X | 1A |5s’
Die allgemeine Losung lautet:
uc (t) o § —1 V + ﬁ —1 V l
it |~ crexp | 3 A co€xp | 1A |3
Fiir die Anfangswerte uc(0) = 1V und i;,(0) = —1A ergibt sich das lineare Gleichungssystem

1:—01—02, —1:301+CQ

mit den Losungen ¢; = 0 und ¢c; = —1, und man erhilt fiir diese Anfangswerte die in Abbil-
dung L.13.22 angegebene spezielle Losung.

A uc/V

4

3 AiL/A

2

I s 0.5

0 > 0 >

0,5 -1 t/s

2
3
4

uc(t) =1Vexp (), ig(t)=—1Aexp (%)

Abbildung L13.22: zu L13.10 d: Zeitverlauf uq(t), ir(t)

e) Im Phasenportrait (Abbildung 1.13.23) ergibt sich ein instabiler Knoten, wobei die Richtung der
Trajektorien fiir ¢ — —oo durch den Eigenvektor q; und fiir ¢ — 400 durch den Eigenvektor g-

bestimmt ist.

f) Durch Einsetzen der Elementewerte erhalt man:

1
F



94 L13 Losung: Schaltungen zweiten Grades

ir
A 6
\‘91
s I 4
\\\ \(-_\
I\ Vi 2

q2“\

L
i\\ =

T

] I
| R

\]

-2 -1 0 1

Abbildung L13.23: zu L.13.10 e: Phasenportrait uc, iy,

Die Eigenwerte berechnet man nach der Formel

Mo=—"+1/——A
12 = 5 1
und man erhilt fiir T = —1% und A = —28%:
1 1

A =1 Ay=-—2-
S S

Fiir die Eigenvektoren q; und g, ergibt sich:

s }: —1\/] —an }: _1v]_

@ = a11—>\1 —2A = a11—>\2 1A

Die allgemeine Losung lautet:

uc(t) | t\ -1V n 26\ —1V

i) | TP ) oA | TAPATY ) 1A
Fiir die Anfangswerte uc(0) = —1V und i7,(0) = —1, 5A ergibt sich das lineare Gleichungssys-
tem

-1 = —C1 — C9g, —]_,5 = —261 + o

1
6’

5

6

t 2t t 2t
uc(t) :——Vexp<g)——\/exp< S), iL(t):—gAeXp<g>+6AeXp< S)

mit den Losungen c; = 2 und ¢, = %, und man erhilt als spezielle Losung fiir diese Anfangswerte
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Die Kondensatorspannung bzw. der Spulenstrom setzen sich aus der Uberlagerung einer abklin-
genden und einer anklingenden e-Funktion zusammen (Abbildung 1.13.24).

A uce/V
1 A /A 1

\

1 1
\ -
. o T~

N

Abbildung L13.24: zu L13.10 f: Phasenportrait Zeitverlauf u, 7;,, Summenkurven fett

g) Im Phasenportrait (Abbildung L.13.25) ergibt sich ein Sattelpunkt, wobei die Richtung der Trajek-
torien fiir £ — —oo durch den Eigenvektor g, (negativer Eigenwert) und fiir ¢ — +o0o durch den
Eigenvektor q; (positiver Eigenwert) bestimmt ist.

h) Durch Einsetzen der Elementewerte erhélt man:

0f 1

ol

A=
—1L 0l

Fiir die Eigenwerte erhilt man fiir 7 = 01 und A = 15

1 S
)\1 =], )\2 = )\1 = —]—.
S S

Es ergeben sich zwei konjugiert komplexe Eigenwerte. Daraus folgt, dass auch die Eigenvektoren
zueinander konjugiert komplex sind. Fiir die Eigenvektoren g; und g ergibt sich:

o —ai12 . -1V o —ai12 . -1V
= an — A | —jA |’ = ann — A | jA .

Setzt man die Konstanten c¢; und ¢, ebenfalls konjugiert komplex an, so erhélt man fiir die allge-
meine Losung wieder reelle Grofien:

x(t) = crexp (Mt) g1 + cjexp (At) g7 = 2Re{ciexp (\it) q1}
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UC/V

NEZE

5 aviil
M) =T
2 /TR
: R A
0 N AN .
-1 \ \ \ /// \\\\\ \
ANVR\RES NN
Ll
T T

LN/

Abbildung L.13.25: zu L13.10 g: Phasenportrait u¢, iy,
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Dabei stecken in der komplexen Konstanten c¢; zwei Informationen, nimlich der Realteil und der
Imaginérteil ¢; = v + jd die durch die Anfangsbedingung bestimmt sind. Mit A\; = « + jf und
q1 = q, + ]q; (Zerlegung in Real- und Imaginirteil) gilt:

z(t) =2Re{(y+jo)exp ((a +jB)t) (ar +]iq;)} =
= 2Re {exp (at) exp (j5t) (v, — dq;) +j (vai +0q,))},
x(t) = 2exp (at) ((vq, — dq;) cos (Bt) — (vqi + dgq,) sin (Bt)) .

Damit haben wir eine allgemeine Losung fiir komplexe Eigenwerte hergeleitet. Da in dieser Auf-
gabe die Eigenwerte rein imaginir sind, ergibt sich fiir die Dampfung o der Wert Null. Es gilt
mit

-1V ov
q- = Re{q:} = 0A ], g =Im{q:} —IA}

fo((tt)) } :2(7 _OIAV} -0 _OlvADCOS (2) _2<7 —OlvA}M _OlAVDSin (:)

Die Konstanten -y und ¢ miissen an die Anfangsbedingung x(0) angepasst werden. Setzt man die
Anfangswerte uc(0) = 1V in i1,(0) = OA ein, so erhdlt man wegen sin(0) = 0 und cos(0) = 1
das lineare Gleichungssystem

1 =2(—1y—08), 0=2(0y—(—1)3)

mit der Losung v = —% und 0 = 0. Fiir diese Anfangsbedingung lautet die spezielle Losung

(Abbbildung 1.13.26):

uc(t) = 1V cos (2) . i(t) = —1Asin (2)

Betrachtet man das Phasenportrait in der £]-£5-Ebene (reellwertige Normalform, sieche Abbildung
13.15 im Vorlesungsskriptum), oder wie in Abbildung L.13.27 in der uc-i7-Ebene (in der &;-&5-
Ebene verlaufen die Trajektorien immer im Gegenuhrzeigersinn!), so ergibt sich bei rein imagi-
nédren Eigenwerten ein Wirbelpunkt. Die Trajektorien bestehen aus konzentrischen Ellipsen.

Durch Einsetzen der Elementewerte erhélt man:
1 1
-2 g
A—
1 1
—25 O
Fiir die Eigenwerte erhilt man fiir 7" = —2% und A = 28%:
! . N
M= (=1+]) Ao == (-1-))

-, —.
S S

Es ergeben sich zwei konjugiert komplexe Eigenwerte. Daraus folgt, dass auch die Eigenvektoren
zueinander konjugiert komplex sind. Fiir die Eigenvektoren g; und g, ergibt sich:

o —ai2 . -1V ok —Q12 _ -1V
@ = a11—>\1 o (—1—J)A ’ =0 = afll_)\Q B (_1+J)A .
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ir

A
A
! 1
Uc
ir
> -1 K‘/ 1 770
2 4 6,
L1
-1
Abbildung L13.26: zu L13.10 h: Zeitverlauf Abbildung L.13.27: zu L13.10 i: Phasenportrait
uc(t), ip(t) uc, i,
Fiir den Real- bzw. Imagindrteil gilt
o o —a12 . -1V L _ oV
q?“_Re{ql}_ all_)\2:|_ _1A:|7 qz_Im{ql}_ —1A

Mit der allgemeinen Losung

x(t) = 2exp (1) ((vqr — 6q;) cos (Bt) — (vq; + dq,) sin (5t))

gilt fiir die zeitabhingigen Verldufe der Zustandsvariablen:
uo(t) | _ L -1V OV Y
in(t) }—26Xp< )\ 1A ) 1A co8 |
9 ot ov 4§ -1V (1
SPATS) T —1a —1A S

Die Konstanten « und ¢ miissen an die Anfangsbedingung x(0) angepasst werden. Setzt man die

Anfangswerte uc(0) = —2V und i1, (0) = —2A ein, so erhilt man wegen sin(0) = 0, cos(0) = 1
und e = 1 das lineare Gleichungssystem

—2=2(=1y=00), —-2=2(=1y—(=1)8)

mit der Losung v = 1 und 6 = 0. Fur diese Anfangsbedingung lautet die spezielle Losung
(Abbildung 1.13.28):

uc(t) = =2V exp (_t) (t)
iL(t) = —2Aexp (—2) cos (2) +2 Aexp (-2) sin G) —2Aexp <_£> V3 sin (2 - g) |
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A ’LL(*/V ZAL/A

\J

\J

////l t/s / /// t/s

0 6 0 6

Abbildung L.13.28: zu L.13.10 j: Zeitverlauf von u¢c und 7,

Man erhilt als Losung fiir die Kondensatorspannung eine Kosinusschwingung, die fiir ¢ — oo auf
den Wert Null abklingt. Die e-Funktion stellt dabei eine Hiillkurve dar. Der Spulenstrom setzt sich
zusammen aus der Uberlagerung einer abklingenden Kosinusschwingung mit einer abklingenden
Sinusschwingung, die iiber eine trigonometrische Umwandlung in eine phasenverschobene
Sinusschwingung transformiert werden.

Betrachtet man das Phasenportrait in der £-£5-Ebene (reellwertige Normalform, Abbildung 13.13
im Skriptum oder in der u.-7;-Ebene in Abbildung L13.29), so ergibt sich bei negativer Ddmpfung
ein stabiler Strudelpunkt. Die Trajektorien bestehen aus logarithmischen Spiralen, die auf den
Ursprung im Uhrzeigersinn (in der £]-£5-Ebene im Gegenuhrzeigersinn) zulaufen.

Durch Einsetzen der Elementewerte erhilt man:

1 1
2; 1§
A—
1 1
—25 O

Fiir die Eigenwerte erhilt man fiir 7' = 21 und A = 2

N
Ay = AT = (1 —j)

1
>\1:(1+J) g

S Y
Es ergeben sich zwei konjugiert komplexe Eigenwerte. Daraus folgt, dass auch die Eigenvektoren
zueinander konjugiert komplex sind.

o —a12 . -1V % —a12 o -1V
qi1 aj; — )\1 (1 —J)A ) q2 q; ay — )\2 (1 +J)A .
Fiir den Real- bzw. Imaginirteil von q; gilt:

~1V 0V
¢ =Re{q} = ] g =Im{q} = —1A]
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i

uc

\

Abbildung L.13.29: zu L.13.10 k: Phasenportrait uc, i1,

A
2
1
-2 -1 /\ 1 2
-1
-2

Mit der allgemeinen Losung gilt fiir die zeitabhingigen Verldaufe der Zustandsvariablen:
uc(t) | t -1V | Y% ty
in(t) } = 2exp (s T A ) 1A cos -
9 t Y% s 1V s
exp| (7 1A 1A sin | -

Die Konstanten « und ¢ miissen an die Anfangsbedingung x(0) angepasst werden. Setzt man die
Anfangswerte uc(0) = —2V und i,(0) = 2A ein, so erhilt man wegen sin(0) = 0, cos(0) = 1
und €® = 1 das lineare Gleichungssystem

—2=2(=1y—08), 2=2(1y—(-1)J)

mit der Losung v = 1 und ¢ = 0. Fiir diese Anfangsbedingung lautet die spezielle Losung:

o) = —2V exp (2) cos (2)
s (o (v () v () 1)

Man erhilt als Losung fiir die Kondensatorspannung eine anklingende Kosinusschwingung bzw.
eine anklingende phasenverschobene Sinusschwingung fiir den Spulenstrom (Abbildung 1.13.30).

Das Phasenportrait in der £|-&,-Ebene (reellwertige Normalform, siehe Abbildung 13.12-3 im
Skript oder in der u.-i;-Ebene, siehe Abbildung L.13.31) ist ein instabiler Strudel. Zum Zeitpunkt
t — —oo beginnen die Bahnkurven im Ursprung und bewegen sich auf logarithmischen Spiralen
im Uhrzeigersinn nach auBlen (in der &;-£>-Ebene im Gegenuhrzeigersinn).



L13.10 Losen von homogenen Zustandsgleichungen (4) 101

A UC/V .
10 bin/A
' 10
-2 T 1 s
_10
-10

Abbildung L13.30: zu L13.10 1: Zeitverlauf uc (), ir(t)

‘1 /

-9

Abbildung L13.31: zu L13.10 m: Zeitverlauf uc, i,
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L13.11 Umladen von Kapazititen

qc @1 1 q/2 Q Q2
E = / / — — d / — _L _ %
a) /o uc(qe) dge /0 ch dc {C 5 h °C

b) Q:qc:C'uc:CU

Q> CcUr o1, .,
2C 2C 2
C) tc1 = Chuen
A gy = —ip = — B _(uer —uc) __uer | Ucr
1 R R R R R
. . . Uct Uc2
ZCQZZR:—Zm:f—F
. _lcr _ Uci | Uce
© o= = TRt Res
P o) _ uc1 U
“2= 0,  RC, RO,
. 1 1
U01}2|:_R—C1 R—Cf}uCl}
Uc2 "GRG | Uce

1
L T | e |, L1
@ all—Al} _R_lc_o} 2 1
P oan = e — (—7e V2 -1

2) Q'=Q"= 1 [ 1 _11 } (weil Q unitir ist)
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. o 0 a1 €0 -0 B fon
h) £_A£_[O —R—QC}E = &= 52}_ 502-813_2‘]_ 502'6%]
So1 1

. . I 1 1l 0] 11
R I R e e e L
Do oe-0t

1
= wuci(t) = 21(t) = E(&(t) + & (1))
1 /1 1 ; ”
= — Up+ —=Upe ®C | = — (1 +e &’C
P (\f EENGR ) ( )
. Uy
k) UCT 00 = tllglo uc(t) = 5}
. Uy
U200 = lim uca(t) = >
1) i =tcy = Cy-tuce = C- s

. . U, 2t 2 Uy _ 2
m) ir(t) = Cucs(t) = 070 (—e RC) <—%) = Eoe RC

o U2 a RC\1™ U}RC 1
AFE = t)ydt = =% |e"ro [ ——= = 2= — _CU?
n) /0‘ p< ) R |:e N ( 4 >:| 0 R 4 4 ’
o) Die Energie bleibt unverédndert, da sie nicht von 2 abhingt.

1 1
P Eo=Ecio+ Lo = §CU§ +0= §CU§

1 (U\* 1. [(U\*> 21 U2 1.,
Ew=FEerowt+Bono ==C(2) +20(2) =Z-c20 = ¢y
o 2 20(2) 20(2) 7 O3 = 1%

Ey— E,, = AE

L13.12 Wien-Robinson-Oszillator

. 1 .
a) uva = Uy, Zva - uva - Zsza

va

Ry + Ry C . )
Uout = ————=u; = kuy, nicht invertierender Verstirker.

va

ESB siehe Abbildung 1.13.32.
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Ay
U2I —_— C
D R
kul
(4 |::| R ——C v

Abbildung L.13.32: ESB: Wien-Robinson-Oszillator mit OpAmp im streng linearen Bereich

d Ul 1 il
b — == .
) dt U2:| C 12}’
. , 1—k u
U2:—]{IU1+U1—R227 = 19 = I ul_ﬁ’
. Ui . k—2 U9
11 = —19 — — 11 = u -
1 2 Ra 1 R 1 R’
d U1 _1 k—2 1 (751 .
EUQ]—;[l—k —1:| IU/Q}’ RC_T

1 (k-3 (k —3)?
=—|—= —(2—-k)—(1—-k
T<2 JEE (mny— >>)
1
- (l{;—3i\/(l{:—3)2—4>.
2T
Fiir komplex konjugierte Eigenwerte \;/, = « & j muss die Diskriminante kleiner Null sein:

(k—3)2—-4<0, |k-3<2, 1<k<5.

Stabilitit:
a=Re{A\} >0, fir5>k>3, = instabiler Strudel,
1
a=Re{A} =0, firk=23, = Wirbelpunkt, \;/, = %j—,
-

a=Re{A\} <0, firl <k<3, = stabiler Strudel.
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N 1 1 1
d) )\1/2 =Zj-, A=- l ] )
T T

-2 -1
11— 1 -1
(A—X\1)g =0, ;[ _9 _1_j}Q1—07 = q = 1—j V,
= VL dan, =
q2_q1_ 1+J 9 2 — 1-

e) Aufspalten von g; in Real und Imaginirteil:

~1 0
¢ =Re{q1} = | } Vi g=Im{q}= | } V.

Allgemeine Losung:

x(t) = c; exp™ [g, cos(Bt) — q;sin(Bt)] + ¢z exp™ [q; sin(Bt) + q; cos(Bt)],

Spezielle Losung:

m(O) = C14; + Coqi — . :| V, C1 = —2, Cy = 0,

—1 t 01 . t
=x(t)=-2V 1](}05 <;)+2V 1}sm <;),
t
u; = 2Vcos (—),
-
t t t
us = —2V cos (—) —2Vsin (—) = —2VV2sin <—+z) )
T T T 4

Siehe Abbildung L.13.33 fiir die Skizze des Zeitverlaufs.

H
<|g

2

3 |

<|s

Abbildung L13.33: zu L13.12 e): Zeitverlauf

C1,Co € R.

105
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f) Siehe Abbildung L.13.34 fiir das Phasenportrait.

§=Q 'z, Q=[q _%]:['4 O}V; Q"lz["1 O}V*

1 1 1 1
—1 0 _ 2 -2
~g=| 7 v S)ve T
&
2
-2 2 &
-2

Abbildung .13.34: zu L.13.12 f): Phasenportrait

L13.13 Losen von autonomen Zustandsgleichungen

Homogenes System:

Ein homogenes System besitzt keine unabhédngigen Erregungsquellen. Die Zustandbeschreibung
vereinfacht sich daher zu:

E:Aalc mit A = 11 2 und x = 1
dt ’ o1 a929 T

Die zeitlichen Ableitungen der Komponenten des Zustandsvektors hingen im Allgemeinen von
beiden Komponenten des Zustandsvektors ab. Daher ist es fiir diese Form nicht trivial, eine explizite
Losungsformel direkt anzugeben. Dazu wendet man auf das System eine Koordinatentransformation
an, die den Zustandsvektor x auf einen transformierten Zustandsvektor & abbildet.

r=Q¢ €£=Q 'z

Die Matrix besteht aus den Eigenvektoren q; und g5 in den Spalten (Q = [q1, @-]). Wir erhalten
den transformierten Vektor & durch Multiplikation von x mit der inversen Modalmatrix Q~'. Dabei
wird vorausgesetzt, dass die Modalmatrix invertierbar ist, was bei linear unabhiingigen Eigenvektoren
immer erfiillt ist. Setzen wir den Ausdruck fiir  in die Zustandgleichung ein, so erhalten wir:

dg

= AQ¢

Multipliziert man beide Seiten von links mit Q !, so erhilt man:

d
Q'@ - ' aqe
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Fiir den Ausdruck AQ gilt:

AQ=QA mit A=|"" V| dagik
0 A

Agq = g\

A0
=QA
Agy = Qoo } @

} = A[qla Q2] = [(h)\u QQAQ] = [(h, QQ] { 0 A

Damit erhalten wir:

- QQae - a¢

Im Gegensatz zu unserem urspriinglichen Differentialgleichungssystem erhalten wir jetzt eine
Zustandsmatrix A, deren Nebendiagonalelemente gleich Null sind. D.h. wir haben kein verkoppeltes
Differentialgleichungssystem, sondern zwei Differentialgleichungen vom Grad 1. Durch die Trans-
formation erreicht man also eine Entkopplung der Differentialgleichungen und kann zu den transfor-
mierten Gleichungen sofort die Losungen angeben.

d %:)\151 712—)%
5 1
d
%Z)\zﬁ 722—)\—12

T T2

(1) = ¢ exp (-i) —rexp (b)) Ex(t) = crexp (-i) — cyexp (o)

Fiir die Riicktransformation muss man lediglich den Vektor £ mit der Modalmatrix ) multiplizie-
ren und erhilt die allgemeine Losung x(t):

z(t) = QE(1) = q1&1(t) + g262(t) = qucr exp (Ait) + gaca exp (Aat)

Autonomes System:

Jedes autonome System, d.h. ein System mit konstanter Erregung v = v, kann durch folgende
Transformation auf ein homogenes System tibergefiihrt werden, sofern die Zustandsmatrix invertier-
bar ist:

.’Bl =x + AilB'UO

Durch Einsetzen in die autonome Differentialgleichung

dx
E = Al‘ —+ BUQ
erhilt man mit x = ' — A~ Bvy das homogene System
d /
== A(&' — A7'Bu) + Bu = Aa/

Dieses System kann durch die Transformation in die &;- &>-Ebene entkoppelt und auf bekannte
Weise gelost werden. Fiir die Riicktransformation aus der z/-x}-Ebene ergibt sich mit x = =’ —
A~ B, als stationirer Endwert im stabilen Fall der Gleichgewichtspunkt:

CU(too) = —AilB'UO
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a)

b)

c)
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Das Differentialgleichungssystem ergibt sich zu
D S | 0 Uin
T = |: R1Cy s RyC1 1 1 :|m+ C1OR1:| .
e T R3Cy  R4Ch

Durch Einsetzen der Elementewerte erhilt man das autonome Differentialgleichungssystem:
dx -2 0 |1 n 1|1
- = — —
dt 3 —1]s 0]s"
Der Zustandvektor besteht aus den beiden Kondensatorspannungen. Da nur eine unabhingige

Erregungsquelle existiert (vg = u;,, = 3V), ist der Erregungsvektor ein Skalar. Dieses autonome
System wird iiber ¢ = &’ — A~! By, in das homogene System

dw’_[—Q 0]1,

T R S N
ibergefiihrt.
Fiir die Transformation auf Normalform werden zunichst die Eigenwerte der Zustandsmatrix be-
rechnet und man erhélt mit 7' = —3% und A = 28%

1 1
A= —2—, Ao =—1-
s s

Durch die Transformation auf Normalform £ = Q 'z’ erhilt man das entkoppelte Differential-
gleichungssystem in der Normalform:

d_E _ |20 l £

dt | 0 —1|s
In Komponentenschreibweise gilt:

d§1 1 d§2 1

S 9~ 12

dt s & dt s &

mit den Losungen

§i(t) = crexp (—2t/s), §a(t) = caexp (—t/s) .
Die Konstanten ¢; und ¢, ergeben sich aus der Anfangsbedingung £(0) zum Zeitpunkt ¢ = Os.
Da beide Eigenwerte reell und negativ sind, erhalten wir einen stabilen Knoten im Phasenportrait.
Die Bahnkurven kommen aus der Richtung der £-Komponente, die zum schnellen Eigenwert (hier
A1) gehort. Die Steigung im Ursprung ist durch die £-Komponente definiert, die zum langsamen
Eigenwert (hier \2) gehort. Siehe Abbildung L.13.35 fiir das Phasenportrait.
Die Eigenvektoren berechnen sich zu

q = 3| q: = —ag _3

a22—>\1]: 1}1 a22_>\2:|: 0}}
S

—a21
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Abbildung L13.35: zu L13.13 b: Phasenportrait &, &

Damit ergibt sich die Modalmatrix

Q = [q, Q2]:[_13 _03}1

S

Mit der Riicktransformation ' = Q& erhilt man die allgemeine Losung in der x-z5,-Ebene

ue (t) | _ 1 |1 ol 0 |1 !
W) | T =3 Sclexp 25 + _3 SCQQXp .

Das Phasenportrait in der 2 -z},-Ebene (Abbbildung L.13.36) ergibt sich durch eine Drehstreckung
mit den Eigenvektoren.

d) Bei der Riicktransformation auf das autonome System erhélt man als stabilen Gleichgewichts-
punkt nicht mehr den Ursprung, sondern den Gleichgewichtspunkt:

N

1| — 1

N[©

Fiir die allgemeine Losung gilt damit

uci(t) | _ 1 |1 ot 0 11 !
ch(t):|_ 3 SC16Xp 25 + _3 SCQQXp : + Vv

(][9]

N [©
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Abbildung L.13.36: zu L13.13 c: Phasenportrait

Das Phasenportrait aus der x;-z),-Ebene wird in der z;-z2-Ebene lediglich um den Wert %V nach
rechts und um gV nach rechts oben verschoben (sieche Abbildung L.13.37).

e) Fiir die Werte C, = —1F, C5 = 1F ergibt sich:

1s[ -1 0] —3Vs! 1,5V
_ A1 - _ " . — )
Too = —A" Bv [—3 2} 0} 4,5\/}’

941 —3s7! 0

sz[g _Ol]slg = £(t) = éf;e‘jj;p((fgl”,

ul _3 Sil _1 0 .
ug; } - _3¢°! } 0,1 €Xp (Qts ) + gt ] €02 €Xp (—ts ) ’
(e)) } - 357! } So,1 €XPp (2ts ) + 341 ] £0,2 €Xp (—ts ) + Ls5v |

Die Phasenportraits in der £, ' und x Ebene konnen in Abbildung L.13.38 betrachtet werden.
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Abbildung L13.37: zu L13.13 d: Phasenportrait ucq, teo

10 10 — 10 7 N
L / \ ~ / \\j: / / / / »/%
995 VAN / — 5 /
5 | — ~ 5 N—— /‘?/
/i/j \:\ /?? /Q1
0 —— — s 0 / q /, § 0 ]
= B o /
-5 — — — <
N B el
~10 ~10 = 10 BN
—4-3-2-101 2 3 4 —4-3-2-10 1 2 3 4 —-6-4-20 2 4 6
& T A1

Abbildung L13.38: zu L13.13 e: Phasenportraits in der €, «’ und « Ebene
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f) Fir die Werte C;, = —1F, ', = —1F ergibt sich:

2 0
A—{_?) 1]5 ,

B T R |
Aj2 = {ii_i = instabiler Knoten, ¢q; = _;2_1 ]7 g = —35*? :
[0 1]e - w0 I

Zg; } = _zl)) ::1 } oexp (2ts™') + _3 s_? } opexp (ts'),

Zg; } = _; :1 ] oaexp (26s7) + . s’? } Cozexp (ts71) + lezgx ] .

Die Phasenportraits in der &, ' und « Ebene konnen in Abbildung L.13.39 betrachtet werden.

10 10 10 g
N A 2GR
N7 ame T
5 S _— 5 NA 5 - -
N\ N N A7\
JERAY 7SSH N AN aa I AR
™ ~g 53
AN R \\"\N R
5l A A -5 - \{\\ -5
g Va /I \\ [~ ) — Y /
- N %/ o
~10 -10 ~10
—4-3-2-10 1 2 3 4 —4-3-2-10 1 2 3 4 —4-3-2-10 1 2 3 4
& ) 1

Abbildung L13.39: zu L13.13 f: Phasenportraits in der £, ' und « Ebene
g) Fiir die Werte C; = 2F, C; = 1 F ergibt sich:
| -1 0 1
A= { 3 1 } s,

1s| -1 0
_ A1l __ 15 .
r., =—A Bv 1 { 3 }

[NJ[oV]

Vst] 15V
0|~ 45V |

AMp=A=-1 s7' = nicht-diagonalisierbarer stabiler Knoten,

B 0 ;=1
q: = _3871 9 q, = -3 )
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é— { —1s7t 1 ]ﬁ S )= (&)71+t§072)exp(—tsl)]’

0 —1s! Cooexp (—ts™)
u, 0 _ -1 _
ulg; :| = _3 g1 :| <§0,1 + t§0,2) exXp (—tS 1) + _3 :| &),2 exXp (—tS 1) ,
U 0 _ -1 _ 1,5V

Die Phasenportraits in der £, ' und « Ebene konnen in Abbildung L.13.40 betrachtet werden.

10 10 10 =<
I~ \-\\—\ \ _—
i \\: E\\ ; \\‘ /% ; 5 \‘\\ ) : :{
TN \ N N \
I B 22/ . N s 0 \\5 ~ \
AT N\ \ N /\\ \
" (i N \\:/ W S | \
~10 ™ 10 \’ff/ —10 ==
—4-3-2-10 1 2 3 4 —4-3-2-10 1 2 3 4 —4-3-2-101 2 3 4
& T 1

Abbildung L13.40: zu L13.13 g: Phasenportraits in der &, ' und « Ebene

h) Komplexe Eigenwerte bedeuten, dass eine schwach gedampfte oder ungeddmpfte Schwingung
vorliegt. Hierzu miisste aber der rechte Schaltungsteil auf den linken riickwirken konnen, was
nicht der Fall ist. Komplexe Eigenwerte sind hier also nicht moglich.

Alternativ: Bei Dreiecksmatrizen sind die Hauptdiagonalenelemente gleich den Eigenwerten. Die

C1 R CQ R4
werten niemals komplex sein kann.

Eigenwerte von A sind also — 2- (L + R%) und — A (R%, + i) , was bei reellen Bauelemente-

L13.14 Losen von Zustandsgleichungen mit zeitabhiingiger Erregung

a) Bei einer Kapazitit und einer Induktivitit benétigt man die inverse Hybriddarstellung (Abbbil-
dung L13.41) fiir das resistive Zweitor mit einer parallelen Ersatzstromquelle und einer seriellen
Ersatzspannungsquelle.

Damit ergibt sich fiir die Analyse:

Z.l — fl(ulaiQaiO(t%uO(t))) Uy = fZ(ulaiQaiO(t)aUO(t))
i1 =1o(t) +im — i = io(t) + 2 ug = —up(t) + Raig + uy

1

hy = R hiy = =1, hiy =1, hbyy = Ra, ig1 =io(t), ez = —uo(t)
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Ug2
1 i

iUl

Abbildung L.13.41: zu L.13.14: Ersatzschaltbild: inverse Hybridmatrix

Fiir die Zustandsmatrix und die Einkoppelmatrix folgt

x = } 0= Z’oﬂ,

19 UQ(t)
B 1 1
-z 0 “me T
A - H, =
1 1 Ro
U T T
S 1 _ 1 _ 1
o _pysr= | O B=| e U lp=| oY
UOQ i 0 _]. ] 0 _E 0 Z
Ein Einsetzen der Schaltelemente fiihrt zu:
r 1 r 1
_| o @ N
A _—52004}’ B=1 ﬁﬂc]

b) Fiir die Eigenwerte A\, = T + \/TTQ — Aerhidlt man mit 7' = 2o und A = o? + 3%
Mg =a=xjf

Wegen o < 0 ergibt sich ein stabiler Strudelpunkt. Fiir die Eigenvektoren folgt:

1 1
—a c i} c
q1 = a11—12)\1]: . ) 9 =q, = ‘
—jp B
c¢) Durch die Transformation x = Q& mit
1 _1
i} C c
Q=[q, qi]=
—jB i
gilt:
dg
—=A B
% Q¢ + Bv
dE _ -1 —1 _ /
E_Q AQE+Q 'Bv=Af+v
A= +i6 0 V' =Q 'Bv.

0 a=jp |’
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d) Damit hat man zwei entkoppelte Differentialgleichungen vom Grad 1 mit zeitabhingiger Erre-

gung, fiir die die Losungen bekannt sind:
t
€1(8) = exp (M) Egr + / exp ((t — ) v, (#) d’
0

Ea(t) = exp (Mat) £pp + /0 exp (ot — #)) vy (#) d’,

wobei der erste Term der ,,zero-input-response* entspricht und der zweite Term der ,,zero-state-
response‘‘. Die Auswertung dieser Integrale fiihrt zu:

Sy . c
2 9 _Cc i
€= Q lzy= Q! U] - mit detQ— -2 uwd Q'=| 2
0 ¢y C 2 T
1y cos (Bt) + j3 Iy sin (Bt) sloexp (jBt)
Vv = =
%IO cos (ft) — j%_fo sin (St) %Io exp (—jBt)

%IO exp (A1t) /0 exp (—=\t') exp (jBt") dt’ = %Ioej}gjiik;j) (exp (B —A)t) — 1) =

L (exp (at) — 1)

1
= Sloexp (iB1) -

Analog gilt

1 ¢ , AR | ) 1
QIO exp (Aat) / exp (—Aot') exp (—jft") dt’ = 510 exp (—jft) - (exp (at) — 1)
0

Damit erhilt man als Losung in der £;-£>-Ebene:

(1) =~ exp (o +38) + 10220 Loy i1

alt) =~ exp(at — j81) + 51 2P0 ey (i) = )

Fiir die Riicktransformation in die z;-x2-Ebene gilt mit x = Q§:
1 Iy 1 —exp (at
21(t) = uc(t) = —52 Re{& ()} = U exp (at) cos (Bt) + 50 1= explat) cos (ft)

xo(t) = ir(t) =28 Im{& (t)} = —UCS exp (at)sin (5t) + 5]0% sin (t)
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L13.15 Jordan-Normaltransformation

a) Mit 7" = 6 und A = 9 erhilt man zwei gleiche Eigenwerte Ay » = a = % = 3. Daraus folgt, dass
auch die beiden Eigenvektoren gleich sind:
_ _ —a12 1
ql—QQ— all_)\1:|_ _1:|

b) Die Modalmatrix @ ist nicht mehr invertierbar. Die Transformation £ = Q 'z kann daher nicht
ausgefiihrt werden.

c) Fiir das transformierte Differentialgleichungssystem gilt in Jordan-Normalform:

de . a 1 31
— =J€& mit J:{O a}:{o 3}

Die transformierte Zustandsvariable £ erhiilt man durch & = Q'~'a, wobei fiir die Transformati-
onsmatrix Q' gilt:

AQ' =QJ
Fiihrt man die Matrixmultiplikation = @Q’J allgemein durch, so folgt:
Q'J = [aqy, q; + ag)]

wobei g] und g}, die Spaltenvektoren von @’ sind. Durch Gleichsetzen der beiden Spaltenvektoren
Q'J erhilt man:

Aq, = aq
Dies ist die Gleichung fiir einen Eigenvektor. g/ ist also ein zum Eigenwert « zugehoriger Eigen-
1
)

vektor (hier z.B. g} = 1

Aq; = ¢ + ag (A—-al)q, =q

Die Matrix A — a1 ist nicht invertierbar, da o der Eigenwert zur Matrix A ist. Es ergeben sich
zwel linear abhingige Gleichungen. Wir beniitzen davon die erste Zeile

(an — a)ghy + ar2¢3, = q1y
um die Elemente ¢, und ¢}, des zweiten Spaltenvektors von Q' zu berechnen. Dieser Spaltenvek-

tor ist ebenso wie g} nicht eindeutig definiert und kann mit einer beliebigen Konstanten multipli-

ziert werden. Fiir g5, = 1 und ¢ = } erhélt man fiir a5 # 0:
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Es muss gezeigt werden, dass det Q' # 0 gilt. Wihlt man fiir den ersten Spaltenvektor von Q’
einen Eigenvektor, dessen erste Komponente 1 ist, so folgt daraus:

ai] — «

/ —

Q10 = — , a2 #0
@12

Wihlt man die erste Komponente des zweite Spaltenvektors ebenfalls zu 1, so gilt fiir die Deter-
minante:

1— (a1 — aj] — « 1
(@11 )+11 20

/ / / / /
det Q" = q¢11q39 — @120 =
Q12 a12 a12

Fiir alle a1 = 0 und ag; # 0 kann ebenfalls gezeigt werden, dass eine invertierbare Matrix Q’
existiert. Falls beide Nebendiagonalelemente der Matrix A null sind, ist das System entkoppelt
und eine Transformation auf Jordan-Normalform nicht mehr notwendig.

In der &;-&>-Ebene gilt nach
§1(t) = exp (at) (&o1 + t&o2) §o(t) = exp (at) &o2
mit

ﬁon,_l‘”OZl—i —11} H: —43}

Fiir die Losung in der x1-x2-Ebene erhélt man mit x = Q'&:

x1(t) = (1 — 3t) exp(3t) x2(t) = (24 3t) exp(3t)

de W a&t) 360
A~ T G () + 60 3G+ &)

Fir & = 0: 3—2 = 3 = const.
Fir & > 0, & — +o00: 92 5=

dé1
§2<0:§1—>—oo:j—§j—>:0.

Fixpunkt: &, = 0,& = 0.

Senkrechte Tangente j—gf — 00: 3§ + & = 0 oder & = —3&;.

Das Phasenportrait (Abbildung L13.43) ist eine spezielle Form des instabilen Knotenpunktes.
Abbildung 1.13.42 zeigt beispielhaft die genaue Kurvenform fiir alle Kurven. Die Kurve fiir das

willkiirlich gewéhlte &, = _43 ist in Abbildung 1.13.43 fett hervorgehoben.
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&
punktsymmetrisch, A
1000
k waagerechte Tangente
0 > &
\ Senkrechte Tangente
alle Isoklinen auf
-1000 dieser Geraden mit
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Abbildung L.13.42: Genauer Kurvenverlauf
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Abbildung L.13.43: Phasenportrait des instabilen Knotenpunktes fiir zwei gleiche Eigenwerte
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14.1 Dynamische Schaltungen mit kubischer Nichtlinearitit

Gegeben sei die dynamische Schaltung zweiten Grades in Abbildung 14.1.

.
ij: Yic R

U}*l C::l’u,c L L’U/L

iL

Abbildung 14.1: Dynamische Schaltung, Grad 2

Das einzige nichtlineare Element der Schaltung ist ein spannungsgesteuerter resistiver Zweipol F.
a) Wihlen Sie ein geeignetes Paar von Zustandsvariablen.

b) Geben Sie unter Verwendung der Leitwertbeschreibung g die Zustandsbeschreibung der Schal-
tung an.

Die linearen Netzwerkelemente besitzen nun die Werte:

1 1
C=-F, L=-H R=1Q
27 9"

und die Kennlinie von F sei gegeben durch
i (“_f)3 _5iF
A \Y% \Y%
Das dynamische Verhalten der Schaltung soll nun qualitativ untersucht werden.

¢) Bestimmen Sie die Gleichgewichtspunkte direkt aus dem Schaltbild.

d) Setzen Sie die gegebenen Groflen in die in b) berechnete allgemeine Zustandsbeschreibung ein
und fiihren Sie die folgenden Substitutionen durch:

Pyp— ucu Pyp— /l.Lu Pyp— t
T = — To = X, T = g

Sie erhalten damit die dimensionslose normierte Beschreibung der Schaltung.

Verwenden Sie die normierte Beschreibung als Grundlage aller weiteren Betrachtungen.

e) Bestimmen und klassifizieren Sie die Gleichgewichtspunkte.
f) Skizzieren Sie das Phasenportrait.

g) Diskutieren Sie das dynamische Verhalten des Systems.

119
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14.2 Schwingkreis mit nichtidealem Gyrator

Gegeben ist ein ungeddmpfter Schwingkreis mit einem Gyrator G (Abbildung 14.2). Es soll untersucht
werden, wie sich Nichtidealititen des Gyrators auf das Verhalten der Schaltung auswirken.

11 19

Gy
u)| ==C C== u,
g

Abbildung 14.2: Schwingkreis mit Gyrator

G wird zu diesem Zweck durch die folgende Leitwertsbeschreibung modelliert:

. u? + u3
i1 = g1(ug, ug) = +Gaug — eGouy f ( 1U2 2)
0

2 | .2
io = go(u1,ug) = —Gauy — eGoua f ( 2 )
0

a) Geben Sie eine Zustandbeschreibung der Schaltung an.

Nun gelten die folgenden Werte fiir die Parameter, wobei alle Konstanten (einschlielich &) positiv
sind:

IToto I Iy
C=—— Gi=k—, Gy=-—
b) Normieren Sie die Zustandbeschreibung mit
Uy U2 t
T =+, Tg:i=—, T:i=—
1 UO ) 2 UO ) to )

c) Bestimmen Sie den Gleichgewichtspunkt und untersuchen seine Stabilitit.

d) Transformieren Sie die normierte Beschreibung in Polarkoordinaten (r, ) so, dass

T1:1=TCOSY, Ty:=Trsingp.

e) Wihlen Sie ¢ so, dass sich G wie ein idealer Gyrator verhilt. Losen Sie entsprechend die Diffe-
rentialgleichung in Polarkoordinaten und diskutieren Sie das Ergebnis.

Fiir f wird nun als konkretes Beispiel eine Sinusfunktion gewahlt:

f(§) = sing
Unterscheiden Sie im Folgenden immer zwischen den Fillen € > 0 und € < 0.
f) Untersuchen Sie das qualitative Verhalten der radialen Differentialgleichung.

g) Skizzieren Sie ein Phasenportrait des Systems.

h) Diskutieren Sie nun erneut die Stabilitit des Gleichgewichtspunktes.
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14.3 Van der Pol-Oszillator

Ein resistives Eintor J hei3t letztendlich passiv (eventually passive), wenn je ein positives U und [/
existieren, so dass,

V(u,i) € F: (Jul > UV |i| > I = ui > 0)
a) Interpretieren Sie anhand von Beispielen die praktische Bedeutung dieser Eigenschaft.
Die Kennlinie eines nichtlinearen Widerstands J sei nun mit o, 3, G > 0 gegeben durch
ir =G (a(ur)’ - Blur))
b) Untersuchen Sie die Eigenschaften von F. Ist F letztendlich passiv?

F wird zum Aufbau eines Van der Pol-Oszillators verwendet (Abbildung 14.3).

Abbildung 14.3: Van der Pol-Oszillator

¢) Bestimmen Sie den Gleichgewichtspunkt der Schaltung direkt aus dem Schaltbild.
d) Nehmen Sie (ohne Rechnung) Stellung zur Bedeutung der letztendlichen Passivitit von F.

e) Linearisieren Sie die Schaltung im Gleichgewichtspunkt. Zeigen Sie, dass die Schaltung einen
stabilen Grenzzyklus besitzt, also als Oszillator arbeitet.

Nehmen Sie im Folgenden an, dass der Schwingkreis sehr schwach geddmpft sei, dass heif3t:

/C
G K 7

Die Trajektorien sind dann fast ideale Ellipsen, und der Zeitverlauf der Zustandsgrofen v und ¢ ist in
sehr guter Ndherung sinusformig. Wihlen Sie daher als Ansatz fiir die Kondensatorspannung

u(t) = U sin(wgt)

f) Bestimmen Sie die Kreisfrequenz w, der Schwingung.

g) Bestimmen Sie die Amplitude U aus der Uberlegung, dass auf dem Grenzzyklus die gesamte wiih-
rend einer Periode zwischen dem LC-Schwingkreis und dem resistiven Element F ausgetauschten
Energie gleich Null sein muss.
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Abbildung 14.4: Wien-Oszillator

14.4 Wien-Oszillator

Die Schaltung in Abbildung 14.4 heilit Wien-Oszillator oder RC-Oszillator.

Der nichtlineare resistive Zweipol H sei quellenfrei, bilateral, ungepolt und strikt inkremental passiv.
Nehmen Sie auBBerdem an, dass der Operationsverstirker nur im linearen Bereich betrieben wird. Es
sollen nun die Bedingungen an den Zweipol H hergeleitet werden, die erfiillt sein miissen, dass die
Schaltung als Oszillator arbeitet.

a) Geben Sie eine Zustandsbeschreibung der Schaltung an.

b) Normieren Sie die Zustandbeschreibung mit

U U G 1
Ty = 7;’ Ty 1= 72’ T = at, h(z) :== ﬁOrH(GU Up x).

c) Zeigen Sie, dass der Ursprung der einzige Gleichgewichtspunkt des Systems ist. Welcher Bedin-
gung muss h geniigen, damit er sicher instabil ist?

d) Bestimmen Sie eine weitere Eigenschaft von £, die sicherstellt, dass die Trajektorien des Systems
beschriinkt sind. Bestimmen Sie dazu unter den Kreislinien /. mit dem Radius » € Ry um den
Ursprung

={n]= ] eewan)
eine, auf der alle Trajektorien strikt nach innen gerichtet sind, was hier gleichbedeutend ist mit:
Veel,: ' <0
Bei dieser Abschitzung sind die folgenden beiden Beziehungen niitzlich:

|sin & + cos z| < V2

| —

|sinz - cosz| <
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e) Formulieren Sie Beziehungen zwischen 74, GG, und der Sittigungsspannung des Op-amps, die
gewidhrleisten, dass der Wien-Oszillator einen stabilen Grenzzyklus besitzt, bei dem der Operati-
onsverstirker vollstindig im linearen Bereich arbeitet.

14.5 FM-Sender

a) Dimensionieren Sie einen verlustlosen Schwingkreis mit L = 72,6nH, der bei 91,5 MHz
schwingt. Wie veridndert sich die Schwingung, wenn Sie die Kapazitit mit einer weiteren Ka-
pazitit von £0,05 pF parallel schalten?

Die Schaltung aus Abbildung 14.5 ist fiir den Vorwirtsbetrieb des Transistors dimensioniert. Fiir
den Transistor soll ein dynamisches Modell verwendet werden, welches um nichtlineare Kapazita-
ten C¢(upe) = —~22— und C,(up) = —~2— parallel zu den Dioden erweitert wurde (Abbil-

v/ 1—upe/V \ 1—upe/V

dung 14.6). Cy und Cyr konnen im Kleinsignalmodell als Kurzschliisse betrachtet werden.

) . ®

Ry Cnr U:/ | oL
D ©q © Cy
U(] R2 C() __ RNF ° }—4,—{ }—0
- J R, |:l:| ‘ 4UQ Uy Uy
| 1 I 4R
1 _/

Abbildung 14.5: FM-Sender

Abbildung 14.6: Dynamisches GroBsignalmodell des npn-Transistors

b) Zeigen Sie allgemein, dass die Schaltung im Sperr- und Séttigungsbereich des Transistors stabile,
aber nicht erreichbare Gleichgewichtspunkte hat. Im Sperrbereich leitet keine der beiden Dioden,
wihrend im Sattigungsbereich beide Dioden leiten. Vereinfacht konnen die Dioden im Séttigungs-
bereich als ideale Spannungsquellen betrachtet werden.

c¢) Stellen sie das Zustandsgleichungssystem fiir den Vorwirtsbetrieb auf. Verwenden Sie die Ersatz-
schaltung aus Abbildung 14.7 und der Niherung g—f > m. Warum tritt eine Rangreduktion
auf?
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E Ai,
®

Abbildung 14.7: Dynamisches Kleinsignalersatzschaltbild des Transistors fiir den Vorwirtsbetrieb

d) Bestimmen Sie die Eigenwerte der Zustandsmatrix mit der Ndherung C2C5 < C1(Cy + Ce). Ver-
bessern Sie danach diese Losung durch Linearisierung. Es gelte g—fL /s> Cy/F > Cy/F,C./F.
Wie verhilt sich die Schaltung?

e) Wie beeinflusst die Quelle ung = Angsin(wyrt) die Schaltung? Fiir die niedrige Frequenz von
unr kann Cnr als Kurzschluss betrachtet werden, wihrend die anderen Kapazititen im Gleichge-
wichtspunkt seien.

f) Geben Sie die mittlere, maximale und minimale Frequenz wygap, Wharmax UNd WhEmin an, wenn
folgende Bauelementewerte gelten: Ry = 12k, Ry, = 1,8k, Ryg = 8,2k, Uy = 15V,
Axe =3V, Cyo = 10pF, L = 72,6nH, C; = 39 pF.
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L14.1 Dynamische Schaltungen mit kubischer Nichlinearitiit

a) Ein geeignetes Paar von Zustandsvariablen ist (uc, i), wobei die Schreibweise als geordnetes
Paar (willkiirlich) die Reihenfolge festlegt.

b)
Suc = Sic = —5 (ir +iL) Suc ==& (97 (uc) +1ir)
=
%Z.L:%UL %ZL:%(Uc—RZL)

¢) In einem Gleichgewichtspunkt der Schaltung muss sich jedes dynamische Element in einem Re-
laxationspunkt befinden. Bei positiven linearen Reaktanzen bedeutet das:

Kondensator: Die Kondensatorspannung bleibt konstant, wenn kein Strom flieit. Ein
Kondensator verhiilt sich also im Gleichgewicht wie ein Leerlauf.

Spule: Der Spulenstrom bleibt konstant, wenn keine Spannung anliegt. Eine Spu-
le verhilt sich also im Gleichgewicht wie ein Kurzschluss.

Man kann also die Gleichgewichtspunkte direkt bestimmen, indem man den Kondensator weg-
lasst, die Spule kurzschliet und die Losungen der resultierenden resistiven Schaltung (in die

man zweckmiBigerweise die Zihlpfeile der Zustandsgrofen eintridgt) bestimmt (siche Abbil-
dung L14.1).

Abbildung L14.1: Zihlpfeile

Q

oo

3

)" —hie uc\®  uc
, v :>(—> =4—=...= —2V,0,2V
R: ZL:—u}g uc } U/CG{ }

\Y \Y

4 <

L —
ATV
Die Schaltung besitzt also drei Gleichgewichtszustinde:
(—=2V,—2A),(0V,0A) und (2V,2A).
d)
dyo = -2 (((%)3 - 5“§> -1A+¢L) } _
c

Lip, = 9% (ue — 1341)
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G ls=9(¥ - %)

d u _ u 3
N { 570-15_—2«70) —57+K>
Mit den angegebenen Substitutionen fiihrt dies auf die dimensionslose Beschreibung:

Ly = —22% + 1021 — 229

d —
Ex? = 933‘1 — 91’2

e) In einem Gleichgewichtspunkt sind <-z; = 0 und L2, = 0, so dass gelten muss:

—223 4+ 1021 — 225 = 0 -
Oy — 92y = 0 = 71 = 24 = ... =4, = 1x€{-20,2}

Es gibt damit insgesamt drei Gleichgewichtspunkte, die wir zur einfacheren Identifikation noch

besonders bezeichnen wollen:

Pr=(-2,-2), @ =(0,0)und P, = (2,2)
Die Jacobi-Matrix des Systems lautet allgemein:
J:c?_f: —627 + 10 -2
9 -9

ox
Der Typ der Gleichgewichtspunkte kann nun nach dem Satz von Hartmann durch eine Eigenwert-

zerlegung der entsprechenden Jacobi-Matrix bestimmt werden.
Analyse von Q:

2=0 = J(Q):{lgo :3}

PA)=(10=X(=9-XN)+18=X2-X—904+18= -1 -72=0

A1 1 1\? 289 17\ 2
29l 4724 = — ] === ==
= A 2+4 7+4:>(>\ 2) 1 (2)

1 17
:Azai?:W\e{—Sﬁ}
= () ist ein Sattelpunkt.

Analyse von P, und P:

—-14 -2
a:f:4:>J(Q):{ 9 _9}
POA) = (14— A)(=9—A) +18=...= A2+ 23\ + 144 =0
23 23\ 2 23\ ? 23\ 2 47
NED =4 (=) == ) —144 A | =——
= e (F) =(3) o= () =
23 /47 23 7

2 2
= P; und P, sind stabile Strudel.
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Zum Skizzieren des Systems ist eine Berechnung der Eigenrdume des Sattelpunkts () erforderlich.

Die Eigenriume erhilt man aus der Uberlegung, dass der zu einem Eigenwert A\ gehérige
Eigenraum (ER())) den Kern einer einfach bestimmbaren Matrix darstellt:

Aist Eigenwert von A = ER()\) = Kern(A — A1).

Damit ergeben sich die Eigenrdume von J in Q zu:

ER(9):Kern(J(Q)—E"l):Kem([51) :?8 D N {C' ﬂ

CER}

ER(-8) = Kern(J(Q) + 8-1) = Kern l o :ﬂ _ {c~ : } c € R}

Das Phasenportrait wird nun auf die folgende Art gezeichnet:
— Die Gleichgewichtspunkte werden eingezeichnet und beschriftet.

— Am Sattelpunkt () deutet man die Richtungen der Eigenrdume an und versieht sie den Vorzei-
chen entsprechend mit Durchlaufrichtungen.

— Die sich von () entfernenden Trajektorien fithrt man zu einer Spirale um den jeweils néchst-
gelegenen Gleichgewichtspunkt fort. Den Umlaufsinn erhilt man so, dass sich jeweils ein
moglichst glatter Kurvenzug ergibt.

— Die zu Q) vorwidirts asymptotischen Trajektorien (die fiir ¢ — oo gegen () konvergieren) wer-
den ebenfalls (hin zu fritheren Zeitpunkten) verldngert, wobei man sie in der Nihe der Strudel
mit einer leichten Kriimmung versieht, die der Kriimmung der vorherskizzierten Spiralen ent-
spricht.

— Man erginzt die Skizze mit einigen Trajektorien, die sich moglichst glatt in das Gesamtbild
einfiigen.

Man erhilt damit (qualitativ) das Phasenportrait in Abbildung 1.14.2.

Es handelt sich um ein bistabiles System: Im Grenziibergang ¢ — oo erreicht der Zustand des
Systems fiir fast jeden Anfangszustand einen der Gleichgewichtspunkte P; oder P, .

Die Grenzlinie oder Separatrix S zwischen den Anziehungsbereichen von P, und P, besteht aus
dem Sattelpunkt () und den beiden in Abbildung L.14.2 fett gezeichneten, zu () vorwérts asympto-
tischen instabilen Trajektorien. Der Anziehungsbereich von P, und P; ist die offene Halbebene
links bzw. rechts von S.

L14.2 Schwingkreis mit nichtidealem Gyrator

a)
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Abbildung L14.2: zu L14.1 f: Phasenportrait mit Separatrix

b)

to duy _ _ joug uitud \ uy A4 2 2
= %a = kG +‘€f( Uz ) U ¥ = —kzy +ef (z1 + 13) 1

%!EQ =tk +ef (2] + x3) 1o
c¢) In Gleichgewichtspunkten verschwinden die Zeitableitungen:

d
D g = —kxy+ef (:cf—irxg)xl =0

d
1)) Tt = +kzy +ef (27 +a3) 22 =0

Das unbekannte f sollte zunichst eliminiert werden, beispielsweise durch eine geeignete Linear-
kombination der beiden Gleichungen:

M-z —1 ka3 4 kxs =0

Mit k& > 0 folgt daraus, dass unabhingig von f der Ursprung (x1, z5) = (0, 0) der einzige Gleich-
gewichtspunkt der Schaltung ist.

Da das Berechnen der Jacobi-Matrix hier nicht durch einfaches Ablesen moglich ist, stellen wir
der Ubersichtlichkeit halber zuerst einmal die Differentialgleichung in Vektorfeldschreibweise
auf:

gi(x) = —kxo +ef (22 + 23) 13
x =g(x) wobei
go(x) = +kxy + ef (23 + 23) 29
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Die partiellen Ableitungen der Vektorkomponenten lauten dann allgemein und im Ursprung:

D (ef (a3 4 ad) el (a2 + ad) 20)| o) = </(0)
8.’171 (0,0) ’

dg1 . 2 2 _

Oy (0,0) = (ef (a7 +23) -2x12 — k)‘(O,O) =k

092 o 2 2 —

or1 (0,0) = (k+ef (27 +3) - 22120) ‘(070) =k

9921 _ (f (2 4 a2) ef (2 +42) - 24) | 0.0) = £ (0)
8372 (0,0) ’

Die Jacobi-Matrix des Vektorfelds im Ursprung lautet damit

ol ef(0)  —k
J($)|(0,O): =

092 992
81? 812 (0,0) K €f(0)

Es ergibt sich immer ein konjugiert komplexes Paar von Eigenwerten:
Eef(0) =N’ +k =0 = A=cf(0)+Kkj

Der Realteil der Eigenwerte gibt gegebenenfalls Aufschluss iiber die Stabilitit im Ursprung:
ef(0) <0 = Der Gleichgewichtspunkt im Ursprung ist stabil.
ef(0) >0 = Der Gleichgewichtspunkt im Ursprung ist instabil.
ef(0) =0 Ohne eine weitergehende Analyse kann keine Aussage iiber die Stabilitét
des Gleichgewichtspunkts im Ursprung gemacht werden.

Zur Durchfithrung der Koordinatentransformation driicken wir mit Hilfe der gegebenen Trans-
formationsgleichungen die kartesischen Koordinaten z; und x5 und ihre Ableitungen z; und -
durch die Polarkoordinaten r und ¢ sowie deren Ableitungen 7~ und ¢ aus:

T1 =TCOS®Y = T} =TCOSp —TrYsine (L14.1)
To =rsinp = To=7rsine +rocosy (L14.2)

Mit sin p? + cos p? = 1 geht der nichtlineare Term iiber in
f@i+a3) = f((rsing)’ + (rcose)®) = f(r? (sing® + cos?)) = f (%)

Die Substitution der Zustandsvariablen in der dimensionslosen Beschreibung (1) der Schaltung
durch die entsprechenden Ausdriicke in Polarkoordinaten fiihrt auf:

I) 7rcosp—resinp =—krsing +cf (T‘Q)T‘COSQD,

II) 7sinp+rpcosp =+krcosp+ef (TQ)TSiHQD,
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Durch geeignete Linearkombinationen dieser Gleichungen lisst sich jeweils eine der beiden Ab-
leitungen eliminieren,

II-sinp+1-cosp = 'r"sin2<p+7'“c052<p:a‘f(rz)rsinzgo—l—af(rz)rcosQ(p
I-cosp—1I-sing = r¢(cos®p+sin’p) = kr (cos p + sin® ¢)

was schlieBlich die einfache Darstellung der Differentialgleichung in Polarkoordinaten ergibt:

r=cf(r’*)r
{125

Fiir ¢ = 0 geht die Leitwertsdarstellung von G iiber in die eines idealen Gyrators:

i ] _ { 0 Gy ] Uy }
19 -Gy 0 Us
Die Differentialgleichung in Polarkoordinaten lautet dann einfach:
I =0
o o=k

Dies kann man direkt interpretieren: I = Jede Trajektorie hat konstanten Abstand zum Ur-
sprung, ist also ein Kreis II = und dieser Kreis wird mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
k im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen.

Das Phasenportrait besteht also ausschlieBlich aus konzentrischen Kreisen um den Ursprung (Ab-
bildung L14.3).

—
)
)

N

Abbildung L.14.3: Phasenportrait fiir ¢ = 0

Das System ist konservativ; es gibt keine stabilen oder instabilen Trajektorien.

f) Mit der gegebenen Funktion f () := sin(&) hat die radiale Differentialgleichung die Gestalt:

7 = ersin(r?)
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Diese Gleichung besitzt auch bei € # 0 unendlich viele Fixpunkte:
ersin(r’) =0 = ri=kn
= r=vVknr wobei keNy, da >0

Die Stabilitit der Fixpunkte analysiert man am besten mit dem Verfahren des dynamischen Pfades:
Man trigt die rechte Seite der Gleichung iiber r auf, und markiert auf den Abschnitten des Graphen
den jeweiligen Durchlaufsinn: iiber der r-Achse nach rechts, unter der r-Achse nach links. Die
Schnittpunkte mit der r-Achse sind die Gleichgewichtspunkte.

Bei einem ¢ > 0 erhilt man den dynamischen Pfad in Abbildung L.14.4.

A
7 = er sin(r?)

M

f\j/\}/ r

X instabil

Abbildung L.14.4: zu L14.2 f: Dynamischer Pfad

Die stabilen und instabilen Gleichgewichtspunkte kann man daraus direkt ablesen:

£ 0 { stabil : r=+/(2k+1)m

instabil : 7 — v2kn }Vk € No

Bei € < 0 sind die jeweils anderen Fixpunkte stabil bzw. instabil.

Die stabilen (oder instabilen) Fixpunkte der radialen Differentialgleichung entsprechen im Ge-
samtsystem jeweils einem stabilen (oder instabilen) Grenzzyklus (beziehungsweise bei r = 0
dem Gleichgewichtspunkt im Ursprung).

Als Phasenportrait des Systems fiir £ > 0 ergibt sich qualitativ Abbildung L14.5.

Der Ursprung ist ein instabiler Gleichgewichtspunkt, und gleichzeitig das Zentrum von strikt ab-
wechselnden stabilen und instabilen exakt kreisformigen Grenzzyklen, die mit zunehmendem Ra-
dius immer dichter aufeinander folgen.

In der Abbildung sind stabile Grenzzyklen schwarz und instabile grau gezeichnet. AuBBerdem
sind zwei Trajektorien eingezeichnet, die sich dem innersten stabilen Grenzzyklus asymptotisch
ndhern.

Bei £ < 0 kehren sich die Stabilitdtseigenschaften der Grenzzyklen und des Ursprungs genau um.
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Abbildung L14.5: zu L14.2 g: Phasenportrait fiir ¢ > 0

h) Bei der gegebenen Funktion f ist f(0) = 0, so dass (wie in d) gezeigt) eine Linearisierung des
Systems im Ursprung keinen Aufschluss iiber dessen Stabilitdtseigenschaften ergibt. Die gerade
in Polarkoordinaten durchgefiihrte genauere Analyse erlaubt hier aber den folgenden Schluss:

e <0 = Der Ursprung ist stabil.

e >0 = Der Ursprung ist instabil.

e =0 = Der Ursprung ist ein labiler Gleichgewichtspunkt.
Es kann gezeigt werden, dass dies fiir alle Funktionen f gilt, bei denen in einer Umgebung des
Ursprungs gilt:

sgn f(z) =sgnx

L14.3 Van der Pol-Oszillator

a) Die Kennlinie eines letztendlich passiven resistiven Eintores kann zusétzlich zu passiven Betrieb-
spunkten (innerhalb der abgeschlossenen 1. und III. Quadranten der u-i-Ebene) auch beliebige
aktive Betriebspunkte in einer beschrinkten Umgebung [—U, U| x [—I, I] des Ursprungs enthal-
ten.

Der graue Bereich des Diagramms (Abbildung L.14.6) zeigt die prinzipielle Gestalt des Bereichs
der u-i-Ebene innerhalb dessen die Kennlinie eines letztendlich passiven resistiven Zweipoles
liegen darf.

Zahlreiche idealisierte resistive Eintore sind nicht letztendlich passiv, da immer Betriebspunkte

zu einem beliebig grolen Strom- oder Spannungswert existieren, in denen das Eintor Leistung
abgibt:
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Abbildung L.14.6: Lage der Betriebspunkte

— ideale Strom- und Spannungsquellen,
— negative Widerstandsgeraden.
Beispiele von letztendlich passiven resistiven Eintoren sind:
— alle passiven Eintore,
— reale Quellenzweipole,
— reale negative Widerstidnde mit S- oder N-Kennlinie.

Die Beispiele eines realen Quellenzweipols und eines negativen Widerstands mit N-Kennlinie
in Abbildung 1.14.7 zeigen, dass ein letztendlich passiver resistiver Zweipol durchaus aktiv sein

kann.

0.~ u 0 u

Abbildung L.14.7: Beispiele

Ein realer Quellenzweipol ist ein besseres Modell einer realen Strom- oder Spannungsquelle,
ebenso wie eine S- oder N-Kennlinie einen praktisch realisierbaren aktiven Widerstand genau-
er beschreibt als eine negative Widerstandsgerade. Wenn man bedenkt, dass die Definition der
letztendlichen Passivitit auch einfach auf Mehrtore erweiterbar ist, stellt man fest:

Jedes hinreichend genaue resistive Modell einer realen Schaltung ist letztlich passiv!

Die Kennlinie von F hat qualitativ die Gestalt aus Abbildung L.14.8. F ist nichtlinear, spannungs-
gesteuert, ungepolt, quellenfrei, aktiv und letztendlich passiv.

Die Gleichgewichtspunkte einer dynamischen Schaltung S mit linearen Reaktanzen sind die L6-
sungen der resistiven Schaltung, die man aus S erhilt, indem man die Kapazititen weglidsst und
die Induktivitdten kurzschlief3t:
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Abbildung L.14.8: Kennlinie von F

In Abbildung L14.9 sieht man sofort, dass der Ursprung (0, 0) der einzige Gleichgewichtspunkt
ist.

d) Die letztendliche Passivitit von F bedeutet hier, dass F bei groBen Spannungen dem LC-
Schwingkreis Energie entnimmt. Daher konnen die Kondensatorspannung und der Spulenstrom
keine beliebig groen Werte annehmen. Die Zustandsgroflen der Schaltung sind also beschrinkt.

Dies gilt sogar in einer viel allgemeineren, auf viele praktische Schaltungen anwendbaren Form:

Die ZustandsgroBien jeder dynamischen Schaltung, die nur aus positiven linearen Kapa-
zititen und Induktivititen, sowie letztendlich passiven resistiven Elementen besteht, sind
beschrinkt!

e) G sei der Kleinsignalleitwert von F im Ursprung:

dig

Gy = = (G (304113T — 6))’ = -G

ur=0
ur=0

= <LG (au? — ﬁuﬂ)
ur=0

dU]:

dU]:

Damit erhélt man im Ursprung das Kleinsignalersatzschaltbild aus Abbildung L.14.10.

Az
Aul _— C L Gy [

Abbildung L.14.10: Kleinsignalersatzschaltbild
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Uber die Zustandsgleichungen erhilt man die zugehérige Jacobi-Matrix:
L Au = —%(GoAu + Ai) —% 1
= J =
d A; 1
EAZ = ZAU

=l

Berechnung der Eigenwerte:

Go 1/ 1\ . Go, 1 _
(-S-2) v (-a) =+ Eas =

Mit Gq = — G heilit das:

_ BG BG\? 1
A—%i\/(%) ~ 10

Da G > 0, ist der Realteil beider Eigenwerte in allen Fllen positiv.

Damit ist der einzige Gleichgewichtspunkt der Schaltung (der Ursprung) instabil. Da gleichzeitig
die ZustandsgroBen beschrinkt sind, folgt, dass die Schaltung mindestens einen stabilen Grenz-
zyklus besitzt, also als Oszillator arbeitet.

Schwache Bediampfung kann als der Grenziibergang G — 0 interpretiert werden. Damit:

. . 1 ) 1
ginm)\—iJ\/ﬁ—ion = W=7 5

Ein Grenzzyklus des Oszillators ist eine geschlossene Kurve /" in der Zustandsebene, auf der gilt:
% ur(x) ir(x)de =0
r

wobei ¢ = ;L } der Zustandsvektor der Schaltung ist.

Da der Grenzzyklus wegen der schwachen Beddmpfung ungefihr ellipsenformig verlduft, ist fiir
die Kondensatorspannung der Ansatz u(t) = U sinwyt naheliegend.

Wir werten nun unter Beriicksichtigung von ur = u und i = G(au® — Bu) das Integral iiber
eine Periodendauer 7y = i—’g aus:

0 0
= | uG(au® — Bu)dt = G/ u?(au® — B)dt =

To To

0
= GUQ/ sin? wot (U2 sin? wot — ) dt = 0

To

0 0
:>ozU2/ sin4g0dcpzﬂ/ sin? o dy
2 2

e

93
= aUQZT = fm

~ 4ﬁ
U=V\134
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L14.4 Wien-Oszillator

a) Op-Amp im linearen Bereich =  u, =uy = uy = ry(Gyus)

; d G G
11 = G(U'H — Ul) == GT"H(GUUQ) — GU1 Eul == —aul + ETH(GUUZ)
=
; ; G G G
19 =11 — GUQ = GT’H(GUUQ) - G’u1 - GUQ %’UQ = —aul + ETH(GUUZ) — 5“2
b)
€ d, — _w 4 1 uz
GO, at 1 oo T o (GUUO Uo> a1 = —x1 + h(zs)
=
d
C d, — _wm o, 1 ug | _ up =Ty =—21+ h(x2) — 2
GUy dtu2 U =+ U()TH (GUUOUO> Uo dr 2 1 ( 2) 2

c) Gleichgewichtspunkte = &; =29 =10
Ty — X3 =25 =0
Da H quellenfrei ist, gilt weiter £(0) = 0, und damit
1 +h(0)=0 = z;=0

Wieder einmal ist der Ursprung (0, 0) der einzige Gleichgewichtspunkt.

Wir definieren hg := %E:) . Da ‘H strikt inkremental passiv ist, ist hg > 0.
x=0

Die Jacobi-Matrix im Ursprung lautet
| =1 h
=[]

Berechnung der Eigenwerte:

(=1 =N (ho—1=XN)+hy=...= 2+ (2—ho)A+1=0
Mitv = % < 1 folgt daraus durch quadratisches Ergénzen:

—v+jV1 —v? fir0 < hg < 4
A+l =v2-1 = rX={ —v h fiir ho = 4

—v+jvr? -1 fiir 4 < hy

Der Ursprung ist sicher instabil, wenn v > 0, also wenn hy > 2. Die Bedingung lautet also:

dh(z)
dx

> 2 @))

z=0
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d)
xl & = 119 + 1979 = —27 + 21h(13) — 2120 + Boh(1y) — 2

Wir fithren nun die Koordinaten der Punkte auf einem Kreis 7} mit Radius » um den Ursprung
ein:

T1 =T COS Y
Ty =TSsing

Mit sin?  + cos? ¢ = 1 erhilt man daraus:

T

= x'@ = —r?cos® o + rh(wy) cos o — r* cos® psin ¢ + rh(wy) sin p — r?sin® p =

= —12 4 rh(25)(cos p+sin ) —r? cos sin p < —r% + h(xs) [sin p + cos @| + 12 |cos @ sin |

Wir wenden darauf nun die gegebenen Abschitzungen an. Da H ungepolt und strikt inkremental
passiv ist, ist & punktsymmetrisch zum Ursprung und streng monoton steigend. Damit gilt als
weitere Abschitzung:

|h(x2)|r, < h(r)

und es ergibt sich:
r2 2
= xfz< -+ 5 + V2 |h(r)|r = —5 + V2 |h(r)|r

Die Beziehung
(z"&)|, <0

ist daher sicher mindestens dann erfiillt, wenn gilt:

7,2

V2 Ih(r)lr < 5

r
= |h(r)| < —%=
)| < 57
Eine hinreichende Bedingung fiir die Beschrinktheit der Trajektorien ist damit:

dr >0: h(z) (2)

- x
2v/2
e) Das normierte System besitzt (da es zweidimensional ist) sicher einen stabilen Grenzzyklus, wenn

der Gleichgewichtspunkt im Ursprung instabil ist und gleichzeitig die Trajektorien beschriankt
sind. Wie oben gezeigt wurde, ist dies dann der Fall, wenn gleichzeitig (1) und (2) gelten.

Durch Riicksubstitution mit der Normierungsgleichung fiir 74, sowie u := Uyz , erhilt man aus

(1):

dh(z) 1 d d d
I = ——ry(GU = —ry(G, =G, — =G,R
) e N dxm( o) . duTH( u) dlm(l) i 10

u=0



138 L14 Losung: Nichtlineare dynamische Schaltungen

=  GuRyg>2
wobei Ry der Kleinsignalwiderstand von H im Ursprung ist.
Wihlt man weiter i := G,Uyx , so fiihrt (2) auf:
Ugx 7

M) dz>0: GUpr) < — = H>0: ) <
) dz r( o) NG i (1) Wolel

Hierin kann man auch noch die begrenzte Ausgangsspannung u,,,; des Op-Amps beriicksichtigen:

. )
Usat > Uoyt = T?—L(Zv) + G_v
v

Insgesamt erhilt man folgende Bedingungen an H:

3i >0: <7’H(i) < 2\/; Gv> A <m(i) + GLU < Usat)

L14.5 FM-Sender

a)

b)

Fiir den Schwingkreis aus Abbildung L.14.11 ergibt sich
- 0 1] i 1
up = Lip =ue, ic=Cuc=—iy, *|= R R I W
L L C c C L e } [ . % 0 } ue 1/2 J JIC

Er schwingt mit f, = 27”}@, damit muss C' = 41,67 pF gelten. Mit der parallel geschalteten

L

icy
Lgur O ::JUC

Abbildung L14.11: Verlustloser Schwingkreis

Kapazitit erhilt man
1
211/ L(C+0,05 pF)

Ji2 = ~ 91,5 MHz + 55 kHz.

Sperrbereich: Die Grof3signalersatzschaltung fiir den Sperrbereich kann in Abbildung L.14.12 be-
trachtet werden. Da u,. < 0 und uge > 0 gilt, liegt der Gleichgewichtspunkt im Einzugsbereich
des Vorwirtsbetriebes und kann daher nie erreicht werden. Die zugehorige Kleinsignalersatzschal-
tung aus Abbildung L.14.13 ist passiv und verlustbehaftet. Daher ist der Gleichgewichtspunkt sta-
bil.

Sattigungsbereich: Die Grof3signalersatzschaltung fiir den Sittigungsbereich (Beide Dioden in
Durchlassrichtung) kann in Abbildung L.14.14 betrachtet werden. Da i;. < 0 und 7, > 0 gilt, liegt
der Gleichgewichtspunkt im Einzugsbereich des Vorwirtsbetriebes und kann daher nie erreicht
werden. Im Sittigungsbereich werden alle ZustandsgroBen im Kleinsignal zu Null, daher ist der
Gleichgewichtspunkt stabil.
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c) Siehe Abbildung L.14.15. Die Kapazititen C'; und C, konnen zu einer Kapazitit Cy zusammenge-
fasst werden. Die Kapazititen C', C5 und C, bilden die Schleife

: S : Cy. Oy,
Uy = —U1 + us, Uy = —U + Us, 19 = ——11 + —13.
Cy Ce

Daher kann die Kapazitit C5 durch eine gesteuerte Stromquelle ersetzt werden. Der Grad der
Schaltung verringert sich auf drei.

Mit iy = iug, fe = R%eug und der Niherung g = g—i >
fiir den Emitterknoten zu

1
ReHRbe

ergibt sich die Stromgleichung

0 =1de+ i+ i3+ (1 + Br)ibe,

o Br
0= -+

Z2+Z3+<}%e || Rbe+Rbe s

Cs Cs .
Ozilg—éjll—FZg—i‘gu;g,

- (G
3_02+Ce éll gus | .
Fiir den Kollektorknoten ergibt sich

0 =1+ 1 — 12 — Bipe,
Cs

ozz’L+z’1—52i3+éi1—gus,

e 1

N (—z’+@z‘+u)

1 O1+C'2 L C. 3 T gus |,

i = gl <—i+ Cs <@z’—u>+ u)

1 G1+C2 L Cy+ Ch @11 gus gus |,
C

’il = CTl(_(CQ+Ce>iL+Cegu3),
12e

, C. Cy ,

= — C Ce Ce - 9

3 Cy+ C. <0122e( ( 2+ )ZL+ gu?,) gus)

. Ce . 2

i3 = N (—CQZL — Clgus) ;

mit 01226 = C’l Cy + C’l Ce + C5C,. Damit erhiélt man die Differenzialgleichungen

1
L EUh
) 1 .
U = (—=(Cy + Co)if + Cegus) ,
12e
1 ~
Uz = —=5— (—CﬂL — Clgu3)
01226
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und das Zustandsgleichungssystem

iL 0 Ctae 0 ir
. 1 L

U = 2 —CQ — Ce 0 gCE U1
?lg 12e —CQ 0 —gC’1 us

Das charakteristische Polynom lautet

C (Co+Co) . g0l gCi(Cy+Ce)
)\ — _)\3 _ g )\2 _ )\ _ _ L 0
f( ) 01226 L0122e LCil2e LC%QB ’
C Cy+C g
A) = N Iy 2T Ty L.
f( ) + 01226 + L01226 + L01226 O

d) Mit C5C, < C’l (Cy + Ce) vereinfacht sich das charakteristische Polynom zu

0=N4+—9 24— 49 ,
CQ + Ce LCl LCl (CQ + Ce)

1 g
0=2x2 (A g Y
<+02+Ce)+LCl( +02+ce)’

g 2 1 )
0=+ A+ — .
( C2+Ce)< LCl

Die Eigenwerte mit der Ndherung lauten

g Azgzij;
Cy+C VLG,

M= —

Durch die Linearisierung f(\) =~ f(A2) + f'(A2)(A — A\2) des Polynoms an der Stelle A = j \/i?
1

soll eine bessere Niherung fiir A\, bestimmt werden (Newton-Verfahren).

C, Cy+ C, g
\) = )\3 g )\2 A
f( ) + 01226 L0122e LC%QB’
Plies) e L L gy GG
VIG, (VLG LChe " LCh. \I&, LCh.  (VIC)pch,
29C e
P = x4 20 21 G

01226 L01226 ’
/ ( 1 )__3 1 290, 1 Cy+Ce  —2C%, — CyC, +29C1V/LC,

— +] — = p
LCy Chae v LC, LCHy, LC\C?%y,
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0 _i_ CC +—201226—0206+j2901\/LC‘1 (A_j 1 )

( \% Lél)gc%Qe Lélclee V Lél

0 =jCoC: + <20122€ + C,C, — j2gC’1\/LC’1> <\/L@1)\ - j) ,

0= —j2C%,. — 29C1\/ LC; + <20§2e + CyC, — j2gén/Lél> LCY,

1 29C1V LC, + j2C%,

e 20%, + CoCe — j29C1V/LCY
N (zgél\/fél n j20122€> (20122e + 00, + j29Ch \/LT71>
LC, (203, + C2C.)? + 4g2LCY ’
\ 296102206: — 1 i 20T (20T + nge) + 492{16119’
(2C%,, + C,C.)" + 4g2LC3 LC, (2C%, + CyCe)” + 4g2LC3
v CoCe 1

~ — +] —.

2gLC? vV LC,
Da der Realteil der komplexen Eigenwerte positiv ist, ergibt sich ein instabiler Strudel im Vor-
wirtsbetrieb. Die Zustandsgroen strudeln vom Gleichgewichtspunkt weg. Aufgrund der jeweils
stabilen Gleichgewichtspunkte des angrenzenden Sittigungs- und Sperrbereiches, die jeweils im

Einzugsbereich des Vorwirtsbetriebes liegen, werden die Zustandsgréfen begrenzt. Es stellt sich
ein stabiler Zyklus mit dem Imaginirteil der komplexen Eigenwerte als Kreisfrequenz ein.

Die beiden Kapazititen C, und C; und der Widerstand R, in der Hochfrequenzersatzschaltung
hiangen von der Niederfrequenzquelle ab. Die genauen Groien von C, und Ry, haben keinen si-
gnifikanten Einfluss. Da der Imaginirteil der komplexen Eigenwerte die Kreisfrequenz bestimmt,
wird die Frequenz der Schwingung durch C. beeinflusst. Der Zusammenhang wyr(ung) kann in
die drei Abhédngigkeiten

1 Ceo

VI(C, 1+ C) Celtie) = V1 — te/V

und up.(ung) zerlegt werden.

WHF(Cc) =

Im Arbeitspunkt erhidlt man die GroB3signalersatzschaltung aus Abbildung L14.16. wuy, ist parallel
zu dem Widerstand ?;. Der Strom durch die Basis des Transistors ist fiir die Spannungen an den

Widerstinden R; und R, vernachlédssigbar klein.
Man erhilt die Arbeitspunktspannung . ap = —ﬁUO.
Fiir niedrige Frequenzen erhélt man die Modellschaltung aus Abbildung L.14.17. Weiterhin sei i,

vernachldssigbar klein und es gilt

fy ” Ry UNF
R1 H RQ —|— RNF '

Aupe = ch(UNF) — Upc,AP =

Die Amplitude Axr bestimmt die maximale und minimale Frequenz wyg. Die niedrige Frequenz
wnr bestimmt, wie schnell zwischen den beiden Grenzfrequenzen gewechselt wird.
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Ay, < A

Abbildung L.14.16: Modell im Arbeitspunkt Abbildung L.14.17: Modell fiir den NF Bereich

Ry

cap = ————Uy = —13,04V,
e Ry + Ry 0
Ry || Ry
Ube,max = Ube, AP + Ang = —12,56 'V,
be, be, AP i) H Ry + R NF
Ry || Ry
quin:uC - A :_13752\/7
be, be, AP R ” Ro + Rup NF
Ceap = Cao = 2,67pkF,
vV 1 - ch,AP/V
Ce
C’c,max - 0 = 2,72 pF,
1-— ubc,max/v
C(c,rnin - CCO = 2,62 pF7
11— ubc,min/v
1
= = 91,51 MHz,
Jurar =5 /L(Cy + Conp)
1
JHEmax = = 91,56 MHz,
271'\/ L(Cl + Cc,min)
1
JHEmin = = 91,45 MHz.

27T\/L(Cl + Cc,max)
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15.1 Verallgemeinerte Zustandsgleichungen

Gegeben sind die beiden folgenden Schaltungen in Abbildung 15.1.

C C > C!
' ’ R %Ll ::2 Rgu

Abbildung 15.1:

a) Stellen Sie die verallgemeinerte Zustandsgleichungen in Abhingigkeit von den Bauelementepa-
rametern auf.

b) Berechnen Sie jeweils das charakteristische Polynom det(A — AD).
c) Welchen Grad haben die beiden Schaltungen?

15.2 Gekoppelte Schwingkreise

Gegeben sind zwei durch den Kondensator Cx gekoppelten Schwingkreise gleicher Resonanzfre-
quenz mit nebenstehender Kantenzuordnung in Abbildung 15.2.

0.5F |0.5F

T

0.21

Abbildung 15.2:

144
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Die verallgemeinerten Zustandsgleichungen dieser Schaltung lauten:

0O 0 0 0 0 0 0 0 00 |w 1 -1 -1 100 0 O O O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |u -1 1 0 010 0 O O 0
0 0 0 0 0 0 0 0 00 |us o 0o o0 001 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |ug o o o0 000 O 1T 1 0
0O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |usf o o o0 00O0-10-1 1
o 0 000200 0O0{4| | 1 0 0O000O0OO0TO0 O
00,50 0 0 0 0 0 0 0/z¢ 0o 0 0 000 -10 0 0
0O 0 0 0 0 0 0 =20 0|73 o o 1 000 O O 0O 0
0 0 0050 0 0 0 0 0]¢i o o o0 000 O 0 -1 0
0O 0 0 0 1 0 0 0 0 0] is] | 0 0 0 00O0 0 0 0 =021
a) Zu welchen beiden Eigenwerten gehoren die beiden Eigenvektoren g; und g»?
-2 ] 121j ]
—2 100j
2 121
2 100j
_ 0. _ 21
q = j ; 92 = 55
-] —55
-] 25
] —55
0 | —110 |
j bezeichnet dabei die imaginire Einheit (j2 = —1). Geben Sie noch zwei weitere Eigenwerte und

Eigenvektoren an.
Die beiden Eigenldsungen sind stationdre Schwingungen (rein imaginére Eigenwerte). Fiir die Eigen-
losung ,,q;* gilt us = i5 = 0, wihrend fiir die Eigenlosung ,,q> i5 sich gerade gleichmifig auf i,

und i, aufteilt.

b) Entwickeln Sie aus dieser Beobachtung fiir die beiden Eigenlosungen jeweils ein ,,Ersatzschalt-
bild*“ aus zwei entkoppelten Schwingkreisen.

15.3 Explizite Zustandsgleichungen und numerische Probleme

1
- O——2

Go
—C == D e 1 4

Abbildung 15.3:

(51
Uz
Us
Uy
Us
i1
i2
i3
o
i5
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a) Stellen Sie fiir die Schaltung in Abbildung 15.3 die verallgemeinerten Zustandsgleichungen in
Abhingigkeit von den Bauelementeparametern auf. Benutzen Sie dabei die Knoten und Kanten-
nummerierung des nebenstehenden Netzwerkgraphen.

Hinweis: Verwenden Sie die Schleifengleichungen ,,2-3-1* und ,,2-4-1%, sowie die Knotenglei-
chungen (D) und Q) in dieser Reihenfolge.

Durch Vertauschen der Zeilen ([1,2,3,4,5,6,7,8] = [1,2,3,4,8,6,5,7]) und Spalten ([1,2,3,4,5,6,7,8]
= [7,2,8,4,5,6,1,3]) erhilt man ein lineares Algebro-Differentialgleichungssystem der Form:

419 2] 2] _[4n 4a] 2]

b) Identifizieren Sie die GroBen Das, A1y, A1a, Aoy, Ao, x1(t) und x5(t).

c) Welche algebraische Bedingung muss erfiillt sein, damit der Vektor x»(¢) einen zulédssigen Satz
von Zustandsvariablen erhilt?

d) Berechnen Sie mit Hilfe der Transformation Ay = D2_21 (Agy — Aoy A1_11A12) explizite Zustands-
gleichungen.

Hinweis:

001 0 0 0 071" [Ge+tGy -Gy 0 1 1 —117
01 0 1 0 0 1 O 0 0 0 0
00 0 0 1 1 | -Gy Gy 0 0 -1 0
1 0 0 0 0 —1 B 1 1 0 0 0 0
0 0 -1 Gy 0 0 — Gy o 1 0 0 1

1 0G, 0 0 0 —1 G 0 0 0 0 -1 |

Das Ergebnis von Ay — Ay A1_11A12 muss eine Thnen vertraute Leitwertmatrix sein

Der Leitwert G2 modelliere einen recht gro3en (parasitdren) Leitungsleitwert (kleinen Leitungs-
widerstand), der G4 um vier Grolenordnungen iibersteigt. G5 und G4 seien auf je drei Stellen genau
bekannt. Das gesuchte Ergebnis sind die Eigenwerte der Zustandsgleichungen, die das Einschwing-
verhalten der Schaltung beschreiben.

e) Mit welcher Stellenzahl muss eine Rechenmaschine mindestens arbeiten, um aus den expliziten
Zustandsgleichungen von Teilaufgabe d) ein auf 3 Stellen genaues Ergebnis berechnen zu kénnen?

f) Glauben Sie, dass es einen Algorithmus gibt, der ausgehend von den impliziten Zustandsglei-
chungen mit nur drei oder vier Stellen Rechengenauigkeit ein auf drei Stellen genaues Ergebnis
liefert?
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L15.1 Verallgemeinerte Zustandsgleichungen

a) Die verallgemeinerten Zustandsgleichungen fiir die beiden Schaltungen lauten:
Schaltung 1:

0 0 000O07] u 110 0 0 0 U
0 0 000 0] u 101 0 0 0 U
d{ 0 0 0000]| ug| 0O 00 1 1 1 U3
alc, 0o o000 44| |0 0O0-=1 0 0 i
0 Cy, 000 0] i 0 00 0 —-1 0 i
0 0 000 0] i | | 0 01 0 0 —Rs| i3 |
Schaltung 2:
[0 0 0 0 007 w ] -1 100 0 0 7 w]
00 0 0 00/ ug 1010 0 0 Us
d{0o 0 0 0 00| ug| 0 001 1 1 U3
dalo o o0 -, 00} 4| |1 000 0 0 i
0 Cy, 0 0 0 0/ 4 0 000 -1 0 i
(00 0 0 0 0] 4 | | 0 010 0 —Ry| i |

b) Aus dem Laplaceschen Entwicklungssatz fiir die Determinante
det(A — A\D)

ergibt sich jeweils das charakteristische Polynom:
Schaltung 1:

—R3(C1 + Cy)A —1
Schaltung 2:
—L1CoR3N? — L1\ — Rs

¢) Der Grad einer Schaltung ist gleich dem Grad des charakteristischen Polynoms der zugehorigen
(verallgemeinerten) Zustandsgleichungen; die Schaltung 1 hat somit den Grad eins (zwei parallele
Kapazititen), Schaltung 2 hat den (vollen) Grad zwei.
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L15.2 Gekoppelte Schwingkreise

a) Durch Einsetzen von g; in die verallgemeinerten Zustandsgleichungen ergibt sich:

0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0

0
-2

0O 0 0 0 O
0o 0 0 0 O
0o 0 0 0 O
0o 0 0 0 O
0O 0 0 0 O
o 0 0 0 O
0 050 0 O
0o 0 0 0 O
0 0 0050

0

-2 0 0

0 O
0
0

0

1

0O 0 0 O

Dgq,

0 0

-1 -1 10 O

1

—1

1
-1 0

0
0

0
0

0
0

i

0 -1 0 O

0
0
0

1

0
0
0
0

0

0 0 0 0

-1
0 0 0 0 0,21

0 0 0

0
0

Aql =

q; gehort somit zum Eigenwert j.

D2

o O O O

—110

50
~110

50
21j

121j

100j

121

100j

21j
55

—55
25
)
110

0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0

0
0
0
0

0
-2

o 0 0 0 O
0O 0 0 0 O
0O 0 0 0 O
0o 0 0 0 O
0o 0 0 0 O
0o 0 0 0 O
0 050 0 O
0O 0 0 0 O
0 0 0 050

0
0
0
0
0
0

0

-2 0 0

0 O
0
0

0

1

0O 0 0 0

Durch Einsetzen von g, in die verallgemeinerten Zustandsgleichungen ergibt sich:
0



b)

I =
—_
I
—_

[l el e Nl o)
S OO OO OO oo

g gehort somit zum Eigenwert 1, 1.

I
—_

SO OO o oo o

SO OO oo o oo

cleolololoNoNoRel =

OO OO OO OO oo

SO DD DD OO+ OO o

_ o O O

-1
0

N ool S oNoNo N

o

—0,21 |

L15.2 Gekoppelte Schwingkreise

121]
100j
1213
100j
21j
55
—55
55
—55

110

o O O OO

—121j
—55
—121j
—55

—23, 1]

= 1,1

o O OO

0
~110
50]
~110
50]

21j |

149

= 17 1.]p2

Da die Matrizen A und D reell sind, muss zu jedem Eigenwert und zu jedem Eigenvektor auch
das konjugiert komplexe Pendant existieren:

—92

fop—
u\ =

—jund @; =

—121j
—100j
—121j
—100j
—21j
55
—55
55
—55
110

*
VAV

= —1,1j.

Die Eigenlosung ,,1* beschreibt eine gegenphasige Schwingung der beiden Resonanzkreise; da-
durch liegt am Koppelkondensator weder eine Spannung noch fliet Strom. Der Koppelkonden-
sator ldsst sich fiir diesen speziellen Schwingungszustand durch einen Kurzschluss oder Leerlauf
ersetzen und man das folgendes Ersatzschaltbild in Abbildung L15.1.

20

o

SF

o — ¢

0.5F

20

Abbildung L15.1: zu L15.2 b Kopplung der

Schwingkreise, gegenphasige Schwingung

Abbildung L15.2: zu L15.2 b Kopplung der
Schwingkreise, gleichphasige Schwingung

Die Eigenlosung ,,2“ beschreibt eine gleichphasige Schwingung der beiden Resonanzkreise (Ab-
bildung L.15.2). Jeder Schwingkreis ,,sieht” noch die halbe Koppelkapazitit; durch die graue Ver-
bindung im zugehorigen Ersatzschaltbild flieBt kein Strom.
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L15.3 Explizite Zustandsgleichungen und numerische Probleme

a) Die impliziten Zustandsgleichungen lauten:

0O 0 0 O 00 0O Uy -1 1 1 0 0 0 0 0 Uy
0O 0 0 O 00 0O Us -1 1 0 1 0 0 0 O Us
0O 0 0 O 00 0O U3 0O 0 0 0 1 1 0 0 U3
i 0O 0 0 O 0 00O ug | _ |0 0 0 0 0 -1 1 1 Uy
dt| Cy 0 0 O 00 0O | o 0 0 o0 -1 0 0 0 11
0O 0 0 O 00 0O 19 0O G, 0 0 0 -1 0 O 19
0 0 C3 0 00 0O 13 o 0 o0 o 0 0 -1 0 13
| 0 0 0 O 000 0] 144 0 0 0 Gy O 0 0 =171 g
b) Fiir die verschiedenen Teilmatrizen erhilt man:
G0
D22 - I 0 Cg
[0 1 0 0 0 0 ] [ -1 1] [ is(t) ]
O 1 0 1 0 O -1 0 us(t)
0O 0 o0 0 1 1 . 0 0 | dal(?)
An=19 0 1 0 0 1|7 A= 0 ol O] L0
0 0 =1 G4 0 0 0 O i1(t)
| 0 G, 0 0 0 -1 | | 0 0 | ia(t) |

O 0O O O -1 0 00 t
A21:{_1 0 0 0 0 0 }; A22:{ ]; 502(75):{%5

¢) Der Vektor x,(t) enthilt genau dann einen Satz zuldssiger Zustandsvariablen, wenn A,, inver-
tierbar ist.

d) Fiir die expliziten Zustandsgleichungen erhélt man:

Ga _G
dt wus Gy GatGy Uus
Cs Cs

e) Um alle Stellen der Leitwertssumme G5 + (G4 iiberhaupt darstellen zu konnen, muss der Rechner
neben den drei Stellen zur Reprisentation der Einzelleitwerte vier weitere Stellen fiir den Gréen-
ordnungsunterschied von G und G4 zur Verfiigung stellen; die Rechenmaschine muss also eine
Rechengenauigkeit von mindestens sieben Stellen besitzen.

f) Die folgende Tabelle zeigt Analyseergebnisse fiir die Elementewerte

C, = 2,00F
G5 = siehe Tabelle
Cs = 1,00F

Gy = 1,008
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2
: . : : 1 G2+Gy G2 _ 4G2G4 \ _ Go+Gs  Go
Die numerischen Ergebnisse (der Eigenwert 5 <\/ ( (—03 + & ) C1Cs ) s o ) )

wurden einerseits auf direktem Weg aus den verallgemeinerten Zustandsgleichungen (QZ-
Algorithmus) und andererseits iiber den ,,Umweg* der expliziten Zustandsgleichungen berechnet.
Die Rechengenauigkeit der Maschine betrug 16 Dezimalstellen.

G,/S exaktes Ergebnis explizite Zustandsg]. QZ-Algorithmus

10°  -0,333333 185185 2181... -0,333333 185184 44... -0,333333 185185 22...
10°  -0,333333 333185 1851... -0,333333 381626 29... -0,333333333185 19...
102 -0,333333 333333 1851... -0,333309 233188 63... -0,333333333333 19...
10%  -0,333333 333333 3331... -0,380798 339843 75... -0,333333333333 33...

Ubertragen auf das Beispiel in Aufgabe f) wird es mit Hilfe eines guten Algorithmus also mdglich
sein bei drei oder vier Stellen Rechengenauigkeit direkt aus den impliziten Zustandsgleichungen
ein quasi exaktes Ergebnis zu berechnen, wihrend der Weg iiber die expliziten Zustandsgleichun-
gen offensichtlich vollig unsinnige numerische Resultate liefert, wenn die Dynamik der Bauele-
mentewerte zu grof ist.



16 Ubung: Komplexe Wechselstromrechnung

16.1 Zeigergrofien

Gegeben seien die Schaltungen in Abbildung 16.1 und 16.2.

O
Abbildung 16.1: Schaltung zur komplexen Abbildung 16.2: Schaltung zur komplexen
Wechselstromrechnung (A) Wechselstromrechnung (B)

Fiir die Elementewerte gilt:
R, =100082, Ry;=3001, L =318mH, und C' = 3, 18uF

a) Berechnen Sie fiir den eingeschwungenen Zustand den komplexen Widerstand Z fiir Schaltung
A, sowie die Ubertragungsfunktion U, /U fiir Schaltung B jeweils bei der Frequenz f’ = 50Hz.

b) Geben Sie die ,,Steady State“-Antwort des Stromes [ (Schaltung A,) bzw. der Spannung U
(Schaltung B) fiir eine Erregung u(t) = 1V cos(2n ft + 7) an. Wie lauten die zeitabhéngigen
Grofen?

16.2 GL-Glied

Diese Schaltung aus Abbildung 16.3 soll mit Hilfe der komplexen Wechselstromrechnung untersucht
werden.

a) Geben Sie den Zeiger I fiir den Fall io(t) = I cos(wt) und fiir den Fall io(t) = Iy sin(wt) an.

b) Welche Beziehung besteht zwischen i(t) und u(t)? Ubersetzen Sie diesen Zusammenhang in eine
Gleichung mit den Zeigern / und U.

c) Geben Sie mit Hilfe der Kirchhoff-Gesetze und des Ohm’schen Gesetzes den Zeiger [ in Abhin-
gigkeit der Zeiger U und I an.

d) Geben Sie nun den Zeiger [ abhédngig vom Zeiger I, an.
Von nun an soll 7y(¢) als Eingang der Schaltung und i(¢) als Ausgang angesehen werden.
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Abbildung 16.3: G L-Glied

e) Zeigen Sie, dass die Schaltung ein sogenannter Tiefpass ist, d.h. dass sie Signale iy (¢) mit niedriger
Frequenz passieren ldsst und Signale mit hoher Frequenz didmpft. Untersuchen Sie hierzu \%|

insbesondere fiir die Fille w = 0, w = &7 und w — oo.

f) Berechnen Sie den Zeiger / fiir den Fall [, = (1 +ih,w= 2.

g) Berechnen Sie den Zeiger [ fiir den Fall Iy = (1 — 0,5)) /5, w = .

Nun sei der Eingangsstrom

. 1 - 2
io(t) =11 Cos(ﬁt + Z) + /1,251, Cos(ﬁt + arctan(—0,5))

gegeben.

h) Bestimmen Sie basierend auf den bisherigen Ergebnissen fiir die Zeiger nun die zugehdrige Zeit-
funktion ().

Hinweis: /T = J-(1 + ) und y/T,25¢ #rtan(=0:5) — 1 — [,

S

i) Betrachten Sie nun ig(t) = Gu(t) als Ausgang der Schaltung und untersuchen Sie |II—§| fiir die

. 1
Fallewzo,w:ﬁundw—)oo.

Nun soll die duale Schaltung beziiglich der Dualitdtskonstanten R, betrachtet werden. Hierzu sollen
die Abkiirzungen C' = R%, R = R2G, u'(t) = Ryi(t), d(t) = %Z) und u((t) = Rgio(t) verwendet
werden.

j) Zeichnen Sie die duale Schaltung.
k) Bestimmen Sie den Zeiger U’ abhingig vom Zeiger Uy).

I) Bestimmen Sie R, so dass |%/| = % fir f = 1kHz gilt, wenn C' = 100 nF ist. Verwenden Sie
0
5~ 1,6.

™

Nun soll an Stelle einer sinusférmigen Erregung ein Dreieckssignal als Eingangssignal u () verwen-
det werden.
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m) Ist das Ausgangssignal /() ebenfalls ein Dreieckssignal? Begriinden Sie Thre Antwort.
Hinweis: Ein Dreieckssignal kann als sogenannte Fourierreihe wie folgt geschrieben werden:

ug(t) = —U—82 E cr cos((2k — 1)wt)
m
k=1

: 1
mit ¢, = 12

16.3 Schwingkreis

Berechnen Sie fiir die Parallelschaltung von R, L und C'
a) den komplexen Leitwert und Widerstand

b) die Resonanzfrequenz

c) die Giite

d) die 3db-Frequenzpunkte

e) die 3db-Bandbreite

16.4 Komplexe Leitwertsmatrix

Gegeben sei die Schaltung in Abbildung 16.4. Der Operationsverstérker arbeite im linearen Bereich.

Lo G Gy
— ]
L | | > 5
(NUI Ca Us |
—- 0O

Abbildung 16.4: zu 16.4: Aktives RC-Filter (1)

a) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion H (p) = U, /U, aus der Knotenleitwertsmatrix der Schal-
tung. Ersetzen Sie dazu die (nicht spannungsgesteuerte) Spannungsquelle durch dquivalente Quel-
lenumformung.

b) Bestimmen Sie die Eigenfrequenzen der Schaltung und klassifizieren Sie diese fiir C; = Cy = C
in Abhingigkeit von GG; und GG5. Welches Phasenportrait ergibt sich?

c) Skizzieren Sie das Bodediagramm fiir die normierten Elementewerte ¢, = C; = 1 und G; =
1,82, G5 =5,5.
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e

. S ——
1 ”—‘ R, |
Dy @ > U

+—
Abbildung 16.5: zu 16.5: Aktives RC-Filter (2)

16.5 Komplexe Ubertragungsfunktion

Gegeben sei die Schaltung in Abbildung 16.5.
Der Operationsverstérker arbeite im linearen Bereich.

a) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion H(jw) = U,/U; durch einfaches Aufstellen der
Maschen- und Knotengleichungen (,,by inspection®) unter Beriicksichtigung des idealen Operati-
onsverstirkers (Nullator).

b) Setzen Sie R, = R, Ry = 10R, C; = 10*C, Cy = C' und RC = 1 und zerlegen (faktorisieren)
Sie die Ubertragungsfunktion H (jw).

¢) Zeichnen Sie das Bode-Diagramm (20 1g(.) iiber dem FrequenzmaRstab) und geben Sie die ,,Eck-
punkte* und die Asymptoten fiir die normierten Elementewerte RC' = 1 an.

d) Skizzieren Sie den tatsdchlichen Verlauf von Betrag und Phase im Bode-Diagramm. Kennzeich-
nen Sie die 3db-Eckfrequenzen.

e) Welche Funktion erfiillt diese Schaltung?

f) Zeichnen Sie die Ortskurve von H (jw) in der komplexen H-Ebene und geben Sie einige wesentli-
che Frequenzpunkte dieser Ortskurve an. Vergleichen Sie dazu die Ubertragungsfunktion mit der
Impedanzfunktion eines Parallelschwingkreises.

16.6 Komplexe Leitwertsmatrix

Untersuchen Sie die Schaltung in Abbildung 16.6.

el

| ( ——=0
R R
ol o LR U
. o

Abbildung 16.6: zu 16.6: Doppel-T-RC-Glied
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a) Wandeln Sie die Spannungsquelle dquivalent um.

b) Stellen Sie die Leitwertmatrix auf

c¢) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion U, JUy.

d) Bestimmen Sie die Pol- und Nullstellen der Ubertragungsfunktion

e) Skizzieren Sie das Bode-Diagramm fiir die normierten Elementewerte RC' = 1.

16.7 Transferfunktion und Reziprozitit

Gegeben sei die Schaltung in Abbildung 16.7.

HIC&—

—Oo———_  F—+—1 -
Gy Go

D iUl -, I

Abbildung 16.7: zu 16.7: Uberbriicktes RC-Glied

a) Berechnen Sie die Transferfunktion H (p) = I, /U; mit Hilfe der Knotenleitwertsmatrix. Wandeln
Sie die nicht spannungsgesteuerten Elemente (Spannungsquelle und Kurzschluss) mit Hilfe von
Gyratoren.

b) Setzen Sie R; = Ry, = R und berechnen Sie die Nullstellen des Zihlerpolynoms von H (p) fiir
Cy,=10C,Cy = £.

c) Fiigen Sie die eben untersuchte Schaltung in die Gesamtanordnung aus Abbildung 16.8 ein und
berechnen Sie unter Verwendung des Ergebnisses von a) und der Reziprozitit die Ubertragungs-
funktion H (p)' = U, /Uy

(Der Operationsverstirker arbeite im streng linearen Bereich.)

16.8 Transferfunktion, Allpass

Gegeben sei die Schaltung in Abbildung 16.9.

a) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion H (p) = U, /U,

b) Dimensionieren Sie R; und R, so, dass die Schaltung ein sogenannter Allpass wird
(= [H (jw)| = 1).

c) Zeichnen Sie das Bode-Diagramm fiir die in b) hergeleitete Dimensionierung.
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i

—Oo—__
Dlw™ i
U(J U2 ‘
1 O
Abbildung 16.8: zu 16.7 c: Uberbriicktes RC-Glied als Riickkopplung

1
I

Rl R2

(ﬁf OOHUTJ

Abbildung 16.9: zu 16.8: Allpass

16.9 Transferfunktion, Weiche

Gegeben sei die Schaltung in Abbildung 16.10.

Abbildung 16.10: zu 16.9: Weiche

a) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktionen H,(p) = U, /Uy. Ha(p) = U, /U, fiir L/ R = RC.
b) Zeichnen Sie das Bode-Diagramm fiir beide Ubertragungsfunktionen.

¢) Stellen Sie eine Beziehung zwischen | H; (jw)| und | H2(jw)| auf und interpretieren Sie diese.
d) Zeichnen Sie die duale Schaltung. Benutzen Sie R, als Dualitétsinvariante.

e) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion Us /U,

f) Berechnen Sie die Nullstellen des Zihler- und Nennerpolynoms.



158 16 Ubung: Komplexe Wechselstromrechnung

16.10 Transferfunktion, Kreuzglied

Gegeben sei die Schaltung in Abbildung 16.11.

Abbildung 16.11: zu 16.10: Kreuzglied

a) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktionen H (p) = U, /Uj. Stellen Sie dazu die Knotenleitwerts-
matrix auf und berechnen Sie U, als Differenz zweier Spannungen.

b) Berechnen Sie das Ubertragungsverhiltnis v(w) = 201g | H (jw)| fiir Y; = jB; und Y, = jB, (rein
reaktiv) und Y, Y, = G? (Y] dual zu Y5 beziiglich G).

¢) Zeichnen Sie das Bode-Diagramm fiir B; = wC, B; = —ﬁ und G? = %

16.11 Detektorempfinger

Detektorempfinger sind einfache Geridte zum Empfang von Rundfunksignalen, die amplitudenmodu-
liert auf Kurz-, Mittel- oder Langwelle ausgestrahlt werden. Sie stammen aus den Anfangstagen des
Rundfunks, konnen aber auch heute noch eingesetzt werden.

Abbildung 16.12: Detektorempfingerschaltung

Mit der Schaltung aus Abbildung 16.12 kann ein Detektorempfianger realisiert werden, bei dem
die einzelnen Baugruppen entkoppelt wurden, damit sie unbelastet betrachtet werden konnen. Die
Operationsverstiarker konnen im streng linearen Bereich angenommen werden. Durch U;, und R,
wird die Antenne dargestellt. Fiir die Elementewerte gilt: L. = 9uH, C; = 1nF, C; = 1,6nF,
03 = 1,6 HF, R2 = IOQ, Rl = Rg = R4 = R5 = 101{9, RG = 1kQ.
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a) Berechnen Sie fiir den eingeschwungenen Zustand die Ubertragungsfunktionen H; (jw) = U, /Us
der Baugruppe 7P und Hy(jw) = Uy /Uy der Baugruppe HP jeweils bei den Frequenzen f =
1Hz,1kHz, 1 MHz.

b) Geben Sie jeweils die ,,Steady State“-Antwort der Spannung U, fiir eine Erregung us(t) =
1V cos (27 ft + %) mit f = 1 Hz, 1 kHz, 1 MHz an. Wie lauten die zeitabhéngigen GroBen?

¢) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion Hy(p) = U, /Ui, durch Knotenspannungsanalyse der
Baugruppe BP. Ersetzen Sie dazu die (nicht spannungsgesteuerte) Spannungsquelle durch dqui-
valente Quellenumformung.

d) Bestimmen Sie die Eigenfrequenzen der Baugruppe BP und klassifizieren Sie diese abhingig
von R;. Welches Phasenportrait ergibt sich jeweils? Zeichnen Sie jeweils qualitativ ein Pol-
Nullstellen-Diagramm.

e) Skizzieren Sie jeweils das Bodediagramm von U,y /Us und Us /Uj,.
f) Diskutieren Sie das Verhalten der Schaltung, wenn iiber die Antenne das Signal
Uin = 1mV - (1 + cos(2r - 1kHz - t)) cos(27 - 1,678 MHz - t)
empfangen wird. Beschreiben Sie das Verhalten der idealen Diode mit Hilfe der Néherung
max (cos(wt),0) ~ (cos (%))2 und den Zusammenhéngen cos(a) cos(8) = 1(cos(a + 8) +
cos(ov — 3)) und cos? @ = $(1 + cos(2a)).
16.12 Ortskurve

Gegeben sei die Schaltung in Abbildung 16.13.

Abbildung 16.13: zu 16.12: RL-Glied

a) Skizzieren Sie den Verlauf der Ortskurve des komplexen Widerstandes Z fiir positive Frequenzen.
b) Zeigen Sie, dass fiir den komplexen Leitwert gilt:
Re(Y} - 5) + (m{y})? =

¢ 2R . T iR

c) Skizzieren Sie den Verlauf der Ortskurve des komplexen Leitwerts Y fiir positive Frequenzen.
Kennzeichnen Sie die 3 dB-Grenzfrequenz.

16.13 Ortskurve 2

Gegeben sei das Eintor aus Abbildung 16.14 mit den angegebenen Zweipolfunktionen.
Essei R=18Q, L = 2mH, C' = 1 mF. Zunichst soll die Admittanz Y betrachtet werden.
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1
Z(jw) = R+ij+jw—C

) W?RC? + jwC (1 — w?LO) u —_—C
YOw) = "4 210 £ w2mece

Abbildung 16.14: Schwingkreis

a) Fir welche Werte von w wird der Realteil zu Null, fiir welche der Imaginérteil?

b) Fiir welche Werte von w gilt Im{Y'} = Re {Y'} # 0, fiir welche gilt In{Y'} = —Re{Y'} # 0?
c) Geben Sie in einer Tabelle fiir alle w aus a) und b) den Real- und Imaginérteil von Y an.

d) Skizzieren Sie die Ortskurve von Y.

e) Wiederholen Sie a) bis d) fiir die Impedanz Z.

f) Welcher graphische Zusammenhang besteht zwischen den beiden Ortskurven?

16.14 Komplexe Leistung

Berechnen Sie die komplexe Leistung fiir die Schaltungen A und B in Aufgabe 16.1 fiir die angege-
bene Dimensionierung bei einer Erregung u(t) = 1V cos(27 ft + 7).

16.15 Komplexe Leistung 2

Gegeben sei die Schaltung in Abbildung 16.15 mit u(t) = U cos(wt).

w0 (D ——c

Abbildung 16.15: RC-Glied

a) Geben Sie den komplexen Zeiger U sowie die Admittanz Y der Reihenschaltung von R und C'
an.
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b) Bestimmen Sie die komplexe Scheinleistung, die in der Schaltung umgesetzt wird.
¢) Wieviel Energie wird der Quelle in jeder Periode entnommen?

d) Fiir welches w wird diese Energie maximal? Wie grof} ist die maximale Energie?
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L16.1 ZeigergroBBen

a) Fir die Impedanzfunktion der Schaltung A gilt in Zeigerdarstellung:

U Ri s , R
Z0w) = F = Rotiwl b p= 2 = Ro ol + b
LT jwC

Mit w’ = 27 f" und f’ = 50Hz erhilt man
W'C=10"%S, w'L =100

1000 Q
Z(w') = 3009 +j100Q + — —— = 8000 — j400©)
j

In Schaltung B soll eine Ubertragungsfunktion % berechnet werden. Durch Aufstellen von
Knoten- und Maschengleichungen erhélt man

1
Us=Uc —Ups = Ipi—F — Ir2 R2
jwC

Fiir die Strome wird dabei die gleiche Zihlpfeilrichtung wie bei I angenommen.
U U

R+ ™ Ry+jwL

Ip =

Damit erhélt man fiir das Spannungsverhéltnis

1

Ul, Ri+—g R+l
Jw jw'C
1 Ry 1 3

_ _ _ _ — 0,4 —0,2]
1+jwRC Rotjw'l 1+ 3+] R

b) Schreibt man den komplexen Widerstand Z aus Schaltung A in Polarkoordinatenschreibweise
(Betrag und Phase) an, so gilt

U .
Z(jw/) — - =800 — j400Q = 894 (e i0-464

Daraus erhilt man den komplexen Zeiger des Stromes mit U = 1 Ve zu

_ b 046 im/4 _ 1.249
I = 894961 1Ve™* = 1.12mAé¢

162
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Fiir den zeitabhidngigen Stromverlauf gilt:

i(t) = Re {I*'} = 1.12mA cos(w't + 1.249rad)

Dies ist die Antwort des Stromes fiir den eingeschwungenen Zustand (,,steady state*). Sie kann
auch durch eine Transientenanalyse fiir { — co gewonnen werden, was aber viel hoheren Rechen-
aufwand erfordert. Die Verwendung von komplexen Zeigern ist also ein Hilfsmittel, um schnell
zum gewiinschten Ergebnis zu kommen.

Fiir Schaltung B verfahrt man in gleicher Weise und erhilt
H(jw') = —0.4 —j0.2 = 1/0.2¢736%
Uy = H(jw")U = 1V1/0,2e7Pe™* = 0,45 V'3V,
us = Re {Ugej”/t = 0,45V cos(w't + 4, 391rad)}

L16.2 GL-Glied

a)

b)
9
d)

g

h)

io(t) = Iycos(wt) = Iy = Iy

io(t) = I sin(wt) = I cos(wt — g) = Iy=le iz = —jfo
d . .
u(t):LEz(t) = U =jwLl
[=1I,—GU
1
I=1,-GU=1)—-GjwLl = [ = —7—-]
" o 1+ jwGL
I 1
w:(]: — = =
Il |1+j0-GL
1 I ’ 1 ’ 1 1
w = — — = = = —
GL IO 1+J 1/12_|_12 \/5
— L) li ! =
YT L T B TG T
1 .1 I
[=—Q+j)— =%
BT =
~ 1 1—-05)(1—2) » 1—05]—2j+i% —2.5] » |~
I—(1—0p) b = (L0020 1-05 =2+, 25 _ ij
1+2)  (1+2))(1-2j) 12 422 2
A ix ~ 1 1
L =1Lede =1, —(1+4] d -
1 1 1\/5( +j) und w el

. . A i 2
IQ = IQ\/LT5€JarCtan(_O’5) = 12(1 — %) und Wy = ﬁ
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. L ~ I ;
f)=Red — 1 _ogitl L Red 12 gt
it) e{l+ﬁqGL }+ e{1+qw¢n; }

fl iwrt _jj2 jwat
:Re{ﬁé }—FRG{TQJ }
= Re {[—12 (cos(wit) + ] sin(wlt))}
+ Re {% ((=j) cos(wat) +j(—j) Sin(jw2t))}
I, 1 I 2
= E Ccos (ﬁt) + 5 sin (ﬁt)

Wichtig: Das Superpositionsprinzip gilt nicht fiir Zeiger, die zu unterschiedlichen Frequenzen
gehoren! Darum werden hier die Zeitsignale tiberlagert und nicht die Zeiger.

) Io=1I—1T

w=20: [0_[):‘—;):0
Iy 14+j0-GL
e - e
GL Iy 14j 14j 1+4+j 12112 42
W — 00 : [O_I‘zlim‘l—¥:
Iy w—ro0 1+ jwGL

Das Verhalten ist genau umgekehrt als zuvor, das heifit es handelt sich nun um einen Hochpass,
der Signale hoher Frequenz passieren lisst.

Strome mit hoher Frequenz flieBen also vornehmlich duch G, Strome mit niedriger Frequenz
vornehmlich durch L.

j) Die duale Schaltung ist in Abbildung L16.1 zu finden. Zeichnen Sie die duale Schaltung.

ug(t) C) u'(t)) —Z C

Abbildung L.16.1: zu L16.2 j): Duale Schaltung zum G L-Glied

1

k U=—"—
) 1+ jwRC

U, (folgt aus d) wegen Dualitiit)
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Abbildung L16.2: Zu L16.3 a): Schwingkreis, Ortskurve

= 1= (27fRC)* = 1=2nfRC

1 1 1
1 _— = pu—
) V2 ’1 +j27rfRC' V1+ 27 fRC)?
1 1 1 5

— Q=—-kO~1,6kQ

R pu— pu—
T T 0 T 1P s L 10T AVl 27104 7

m) u)(t) ist eine Uberlagerung von Cosinus-Schwingungen mit den Kreisfrequenzen wj, = (2k—1)w.
Die zugehorigen Zeiger sind:
~ 8
U(g,k; - _UPC]{;

1 .
eJ(Qk—l)wt
— wRC

=ay, cos((2k—1)wt+px )

,\8 oo
!/
w(t) FQZk: CkRe{lJrj(Zk

1

Die GroBen a; und ¢, hingen von k ab, d.h. Signale mit verschiedenen Frequenzen werden un-
terschiedlich geddmpft und bekommen unterschiedlichen Phasenversatz.

= Reihe des Ausgangssignals ist qualitativ anders als die Reihe des Eingangssignals

= kein Dreieck am Ausgang

L16.3 Schwingkreis

a) Der komplexe Leitwert eines Parallelschwingkreises ist mit G = 1/ R beschrieben durch

1 .
Y=G+pCH+ —, p=o+jw
pL
Die komplexe Ortskurve von Y ist in der komplexen Leitwertsebene Y eine senkrechte Gerade,
die mit wachsendem w von —oo nach +oo (von ,,unten‘ nach ,,oben‘) durchlaufen wird. In der

komplexen Widerstandsebene Z = % ergibt sich als Ortskurve ein Kreis, der fiir wachsende w im
Uhrzeigersinn durchlaufen wird (Abbildung L.16.2).

b) Besonders ausgezeichnete Frequenzpunkte sind, auBer der Resonanzfrequenz fy = 22 = 2ﬁ\1ﬁ,

diejenigen Frequenzen, bei denen | Re{Y }| = | Im{Y}| ist und somit die Grenzen w_p und w, p
die Bandweite des Resonanzkreises darstellen.
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c) Wegen der groB3en praktischen Bedeutung von Resonanzkreisen haben sich folgende Begriffe und
Normierungen durchgesetzt. Dazu schreibt man Y als gebrochen rationale Funktion
P +Er+ s
p

Y=C

Normiert man Y auf den Wert Y (jwg) = G (bei der Resonanzfrequenz), so erhilt man

Y COpPP+Sp+4 -
o =— & LU VY
G G P
Wo p p

wobei () = “’Oc als Giite des Schwingkreises definiert wird. Normiert man auf die neue Frequenz-
variable s, m1t s = 50 + “;0 so erhilt man den normierten Leitwert als Funktion der Giite

Yo=1+sQ

Die Frequenzvariable s bezeichnet man als Verstimmung. Durch die Normierung liegt das Maxi-
mum von Y bei 1 und die Resonanzfrequenz bei s = 0.

d) Um die 3dB-Frequenzpunkte wyp zu ermitteln, geniigt es, s an den Stellen zu berechnen, wo
| Re{Ys}| = | Im{Ys}| , d.h. wo 1 = |s@|. Mit dieser Bedingung ergibt sich

le@rR)l ke (5-2)

Daraus folgt

= Wt ———wi=0, w,

Da negative Frequenzen nicht betrachtet werden sollen, ergibt sich

1 1
e (122

e) Die Bandbreite w,p — w_p ist bestimmt durch

Wo
Wip —W_p = a

Die Frequenzen w. p liegen geometrisch symmetrisch zu wy.
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Abbildung L16.3: zu L16.4: Schaltung mit Nullor

L16.4 Komplexe Leitwertsmatrix

Siehe ESB in Abbildung L.16.3.

a) Fir die Knotenleitwertsmatrix Y} (ohne Einbau von Nullator und Norator) gilt

G1+p(Cy + Cy) —pCh —pCs U,G,
Y, = —pCy Go + pChy —Go ) I(ll = 0
—pCs —Gy Gy pChy 0

Bei Beriicksichtigung des Op-Amps ergibt sich:

- Nullator zwischen Knoten 3 und 0: Addiere Spalte 3 auf Spalte O (fillt weg, da Knoten O
Bezugsknoten ist). Streiche Spalte 3.

- Norator zwischen Knoten 2 und 0: Addiere Zeile 2 auf O (fillt weg, da Knoten 0 Bezugsknoten
ist). Streiche Zeile 2.

Damit ergibt sich folgende Knotenleitwertsmatrix:

. Gl +p(C’1 + CQ) —pCl .
Y;C o —pCQ _G2 Iq o 0

Fiir die Ubertragungsfunktion folgt

- % . UkQGl —G (_1)(n+m) det }fnm
U, I, det Y,

H(p)

Mit U, am Knoten 2 (m = 2) und der Erregung [, (n = 1) ergibt sich

Hp) = G —Yi9 _ —pCyGy
"det Yy G1Go + pGa(Ch + Cy) + p?CiCy

b) Fiir C'| = Cy = C erhilt man

—pCyGy

H pu—
P) = 616y 1 200G, + PO
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Die Eigenfrequenzen ergeben sich durch Nullsetzen des Nennerpolynoms

/2
G1Go+2pCGy + p*C% =0 =  pio= G VGGG
’ C C
Die Eigenfrequenzen sind reell fir G2 — G1G> > 0 = Gy > G1. In diesem Fall erhilt
man zwei negative Eigenwerte und als Phasenportrait einen stabilen Knoten bei positiven Ele-
mentewerten. Fiir G, = (G ergibt sich eine doppelte Polstelle. Im Phasenportrait ergibt sich eine
spezielle Form eines stabilen Knotenpunktes. Fiir G5 < (G sind die Nullstellen konjungiert kom-

plex. Das Phasenportrait ist ein stabiler Strudel aufgrund der negativen Realteile.
Fiir die normierten Elementewerte ergibt sich bei einer dimensionslosen Frequenz w:

P12 = —5.5+ 45, P1 = —]_, P2 = —10

Zur Konstruktion des Bodediagramms wird die Ubertragungsfunktion in vier Teile faktorisiert:

1.82jw _ 1 1
- — = —0.182 jw — —
Ho Hi N — “——\—

H> Hs

H(jw) = -

Fiir jeden der vier Faktoren werden jeweils der asymptotische Betragsverlauf v(H ) und der Pha-
senverlauf p(H ) skizziert, die sich folgendermaflen berechnen:

; 5 arctan gﬂ}g% fir Re{H} >0
o(H) = 201 \/Re*{H} + m*{H}dB;  o(H) = e ]
arctan ( gormy ) £ fir Re{H} <0

Die sich daraus ergebenden Verldufe sind in Abbildung L.16.6 anhand von vier wichtigen Beispie-
len illustriert. Da fiir Produkte bzw. Quotienten von Ubertragungsfunktionen gilt:

v(HyHy) = v(Hy) + v(Hz) (H1Hy) = o(H1) + p(Hy)

v (1) = v(H) — () o (41) = wlH) = o(Hy)

ergeben sich der Betrag und die Phase von H (jw) im Bodediagramm aus der konstruktiven Uber-
lagerung der einzelnen Betrags- bzw. Phasenverldufe (Abbildung 1.16.4 und L.16.5):

L16.5 Komplexe Ubertragungsfunktion

a)

Bei der angegebenen Schaltung handelt es sich um einen invertierenden Verstdrker mit dem Ver-
starkungsfaktor % = —g—f. Die Widerstinde Z; und Z; sind dabei komplex.
1 32% Ry
i=Ri+—, Zy= 2 = -
! ! chl 2 R2 -+ qu%z 1 +JMCQR2

Damit ergibt sich fiir die Ubertragungsfunktion:

H ( ) Us Zy — Ry 1 — Ry JwCh
w)=m——= —— = =
1 U, A 1 +ij'2R2 R, + ‘W%l 1 +ij'2R2 1 +ij’1R1




L16.5 Komplexe Ubertragungsfunktion 169

v(w)/dBy o u1
0,1 1.7 10 100

T
\

Abbildung L16.4: zu 16.4 c: Betragsverlauf Abbildung L.16.5: Phasenverlauf

b) Mit Ry = R, Ry, = 10R, C; = 10*C, Cy = C' und RC' = 1 lisst sich die Ubertragungsfunktion
faktorisieren in

1

H(jw) = —10°jw . :
) T L

mit dimensionslosem w. Normiert man die Frequenzachse im Bodediagramm auf 1074, (W' =
701 ), so gilt fiir die normierte Frequenz w’:

1 1
H(jw') =-10 jw — —
~ =~ 1+45 145
Ho w22 L

H Hy

mit den beiden 3dB Eckfrequenzen oy = 10% und ap = 1.

c) Das Bodediagramm fiir Betrag und Phase erhilt man wieder durch Addition aus den einzelnen
Produkttermen (Abbildung L16.7).

d) Das Bodediagramm liefert nur einen asymptotischen Verlauf der Betrags- und Phasenfunktion.
Die Frequenzen und (Schnittpunkte der Asymptoten) bezeichnet man als 3dB Eckfrequenzen, da
hier die Verstarkung um 3dB gegeniiber dem Maximalwert abgefallen ist. Fiir den tatsdchlichen
Verlauf der Betrags- und Phasenfunktion gilt:

e) Die Schaltung arbeitet als Bandpass. Frequenzen zwischen o7 und a» werden ,,durchgelassen®,
auBerhalb von diesem Bereich wird unterdriickt. Der Verstdarkungsabfall betrigt im Sperrbereich
20dB pro Dekade. Die maximale Verstirkung liegt bei der Frequenz o in der Mitte von «; und
ap auf der logarithmischen Frequenzachse. Aufgrund der logarithmischen Darstellung gilt:

1
g = Jojas = Inay= 5(111041 + Inay)
Liegen die beiden Eckfrequenzen oy und «; nicht weit genug auseinander, so wird die maximale
Verstirkung von 20dB bei der Resonanzfrequenz nicht ganz erreicht (siehe Abbildung L16.8).
f) Fiir den Parallelschwingkreis gilt bei Normierung des Widerstandes auf R:
Z(jw) 1 jw jwL

R~ CR X —w?+jwh R—RLOW +jwlL
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volw) /dB = 201g | Hy|

A

0,1 1 10 100
T T T 7‘}
201g | — 0.182]
i o
v1(w)/dB = 201gw
A U
0,1 ¥ 10 100
T T T 7‘)
120
02(w)/dB = ~101g (1+ £5)
A
0,1 wo=1 10 100
Ll \\ T T 7‘)
A*—20 N
V3~
v3(w)/dB = —101g <1 + Z—;)
0
A
0,1 1 wo =10 100
L0 g
Abbildung L16.6:

L16 Losung: Komplexe Wechselstromrechnung

= [0 frHy>0
YOI =Y +x fiir Hy < 0
/2
0,1 / 1 10 100
—m/2
—-m Yo
—3m/2
p1(w) = /2
,,,,,,, i R
0,1 1 10 100
T T T 7‘}
—7/2
-7
—3m/2

—3m/2

zu 16.4 c: vier Teile der Ubertragungsfunktion
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Abbildung L16.8: zu L16.5 d: Betrags- und Phasenverlauf, tatsidchlicher Verlauf
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Fiir die Ubertragungsfunktion gilt:
jo'
1— %2 +jw/(10-3 4 1)

H(ju) = (~10)

Man erkennt, dass die beiden Ubertragungsfunktionen die gleiche Struktur besitzen und daher
auch die Ortskurven qualitativ iibereinstimmen miissen. Fiir die Ortskurve H (jw') ergibt sich also
ein Kreis. Wertet man die Funktion fiir o’ = 0 und w’ = oy = /a1 aus, so gilt

j31,6

H(Gw)|,—o=0, H(j")| ,_, =(—10 ~ —10

mit ooy = 31.6. Durch diese beiden Punkte ist der Kreis eindeutig festgelegt. Die Durchlaufrich-
tung erhilt man z.B. durch Auswertung der Funktion an den 3dB Eckfrequenzen. Die Ortskurve
ist in Abbildung L16.9 dargestellt.

Abbildung L16.9: zu L16.5 £, Ortskurve

L16.6 Komplexe Leitwertsmatrix

a) Fir die Knotenpotentialanalyse muss die Spannungsquelle U; in eine Stromquelle umgewandelt
werden. Dies kann in dem vorliegenden Fall nur durch einen Gyrator erfolgen. Ersetzt man den
Gyrator durch zwei gesteuerte Stromquellen mit dem Leitwert g, so ergibt sich das Ersatzschalt-
bild in Abbildung L16.10.

b) Die Knotenleitwertsmatrix ldsst sich direkt aufstellen unter Beriicksichtigung der gesteuerten
Quellen:

pC + G 0 —pC' -G —g 0
0 pC+G —pC -G 0 0
Yi=| —pC  —pC  2pC + 20 0 0 |; L= 0|; I=YU,
-G -G 0 2pC'+2G 0 0
g 0 0 0 0 Iy

¢) Fiir die Ubertragungsfunktion H (jw) gilt

) U. qU.
H(jw) = ﬁj:[—j
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I
T F T 0™ T

Abbildung L16.10: zu L16.6 a: Ersatzschaltbild

Die Funktion U2 kann durch Berechnung der Unterdeterminante det Y55 und und det Y, gewon-
nen werden, da die Spannung U, die Spannung am Knoten 2 darstellt (m = 2) und der Strom I/
in den Knoten 5 hineinflieBt (n = 5). Somit gilt:

(—1)5+2 det }[52

U=Y 'L, = B=Yp'ls Yo'="— o3

Damit ergibt sich fiir die Ubertragungsfunktion

H(jw) = 52 = g1 T3

Die Determinante Y}, erhilt man durch Entwicklung von Unterdeterminanten.

0 —pC -G —g
el | PC+G —pC -G 0 |
det ¥i = g(=1) —pC 2pC +2G 0 0|~
G 0 2pC+2G 0
pC+G  —pC -G
=g(=g)(=D)"*" | —pC  2pC +2G 0 -
G 0 2pC+2G

=¢° (4(pC + G)* = 2(pC)*(pC + G) = 2G*(pC + G)) =
= 2¢°(pC + G)(G* + 4pCG + p*C?)

Die Determinante det Y5, berechnet man aus der entstandenen Unterdeterminante nach Streichen
der 5. Zeile ([, stromt in den Knoten 5) und der 2. Spalte (U liegt am Knoten 2).

pC+ G —pC' -G —g
B 0 —pC -G 0 |
det¥so =| o 9pct26 0 0|

-G 0 2pC +2G 0
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0 —pC -G
= —g(—1)"| —pC 2pC +2G 0 = (=2)g(G + pC) ((pC)2 + GQ)
-G 0 2pC' + 2G

Somit gilt fiir die Ubertragungsfunktion:

B GQ —|—p202
G2+ 4GpC + prC?

H(p)

d) Die Nullstellen bzw. Polstellen erhilt man durch Nullsetzen des Zihlers bzw. Nenners:
Nullstellen: G* +p*C? =0 = p1p = £j&.

Polstellen: G + 4GpC + p*C?* =0 = po=-%+ ‘/4(,%2 - g—z =S (—2+£V3).

e) Durch Einsetzen der normierten Elementewerte RC' = 1 erhilt man fiir die Ubertragungsfunktion
H (jw) in faktorisierter Form

H(jw) = L+ (jw)” _ 1+ (jw)”

(jw + 3,73)(jw + 0, 27) (%H) (0{_;#1))

Das Bodediagramm (Abbildung L.16.11) setzt sich wieder aus der Uberlagerung der Funktions-
verlaufe fiir die einzelnen Produktterme zusammen. Dabei ist zu beachten, dass der Ausdruck
1+ (ju))2 aufgrund konjugiert komplexer Nullstellen nicht mehr faktorisiert werden kann. Der
logarithmierte Betragsverlauf hat bei w = 1 eine Polstelle, da H(j1) = 0 und damit In0 — oo
gilt. Der Phasenverlauf hat an dieser Stelle einen Phasensprung um den Wert 7.

L16.7 Transferfunktion und Reziprozitit

a) Fiir die Knotenpotentialanalyse muss die Spannungsquelle U; in eine Stromquelle [, = G4U;
umgewandelt werden. Ebenso muss der Kurzschluss I, durch einen Gyrator in einen Leerlauf
transformiert werden. Dadurch erreicht man, dass der Kurzschlussstrom [, durch eine Knoten-
spannung beschrieben wird. Somit ergibt sich das Ersatzschaltbild in Abbildung L.16.12:

Fiir diese Schaltung kann jetzt die Knotenpotentialanalyse angewendet werden. Unter Beriick-
sichtigung des Gyrators erhélt man:

[ G1 +pC'1 —p01 —Gl —Gd 0 0
—pCy Gy + pCh -Gy 0 Gy 0
Y}C = —G1 —GQ G1 + GQ +pC'2 0 0 ; Iq =0
Gy 0 0 0 0 1y
0 ~Gy 0 0 0 | 0 |

Der Kurzschlussstrom [, wird iiber den rechten Gyrator in die Knotenspannung Us = C]?_Z trans-
formiert. Fiir die Ubertragungsfunktion gilt somit:

L GyUs B
U &L L

(—1)4+5 det Y215
det Ys

H(p)



201, H (jw)]

20dB

L16.7 Transferfunktion und Reziprozitit

2.7 3.7 10

100

0.027 0.1 0.27

o A B PR Nl

S

Abbildung L16.11: zu L16.6 e, Betrag und Phase
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O O O

Iy idQ Ry Ry Oid .
D ( Co= D (

O

Abbildung L16.12: zu LL16.7 a, Uberbriicktes RC-Glied mit Gyratoren

Die Ubertragungsfunktion % entspricht dabei dem Matrixelement Y,;' der inversen Leitwerts-
matrix (n = 4, m = 5). Sie wird aus der Unterdeterminante det Y5 und der Determinante det Y}
berechnet. Die Determinante von det Y, wird durch fortgesetzte Entwicklung von Adjunkten zu
den Zeilen bzw. Spalten gebildet, die nur ein einziges Element besitzen.

det Y, = (—Gg)(—=1)" G (= 1) (=G) (—1)>T2Gy(—1)*TH Gy + Gy + pChy) =

= GG + Gy + pCs)

Die Unterdeterminante det Y5 erhdlt man durch Berechnung der Determinante der Matrix, die
nach dem Streichen der 5. Spalte und 4. Zeile iibrigbleibt.

G + pCh —pCy -Gy -Gy
_ —pCy Gy + pCh —Gy 0 B
det¥is =1 Gy Gt GatpCs 0 |7
0 -Gy 0 0

= (=Ga) (1) (=Ga) (1) ((=pC1)(G1 + G2 +pCy) — G2Gh)) =
= —G; (p°C1Cy + pCi(G1 + Ga) + G1Gy)
Somit erhilt man fiir die Ubertragungsfunktion

_ P2C1C'2 +pC’1(G1 + Gg) + G1Gy

H
(p) G+ Go + pCs

b) Fiir die angegebene Dimensionierung ergibt sich

_ p*C?*+0,2pCG + G?

H
(p) 2G 1 10pC

Durch Nullsetzen des Zihlerpolynoms p*>C? + 0, 2pC'G + G2 berechnen sich die Nullstellen zu

G 1 G G(1 .
Pa= o6+ 115 0V~ & (5%
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c¢) Das urspriingliche in a) analysierte RC'-Netzwerk wird hier mit U; = 0 (idealer Op-Amp) betrie-
ben. Damit gilt fiir die Ubertragungsfunktion H'(p):

U U

H'(p)=—=
(p) U(] R3[1

U1=0

Ferner wissen wir, dass das in a) untersuchte Netzwerk reziprok ist, da es nur aus reziproken
Bauteilen besteht, die alle linear sind. Fiir ein lineares, reziprokes Netzwerk gilt:

I
Ui

A

Us=0 U1=0

I

# , so ist dies genau die Ubertragungsfunktion des in a) un-

Betrachtet man die Funktion

Us=0
tersuchten Netzwerks. Da [1]—1 proportional dem Kehrwert der Ubertragungsfunktion H'(p)
2lui=0
gilt:
I
H(p)= — (Uy = 0 wegen Kurzschluss),
Ul Ua=0
I 1 1 1 2G + 10pC
= = e & Hb)= T R, 2072 2
U2 U1=0 H (p)Rg H(p)Rgg R3 P C + 0, QpCG + G

L16.8 Transferfunktion Allpass

a) Fiir den idealen Operationsverstirker folgt Ugs = Ug;. Aus der Maschengleichung erhilt man
ferner

1
U =1 Ry + —
1 RB( 3+pC’)

Damit ergibt sich fiir /z;:

oo, B Ui Ry, pC
L7 R R3_Rle+p—10_Rl "1+ pCR;

Eine zweite Maschengleichung liefert

R1—|—R2 pCR;;
U =U U, Uy = (R; + Ry)I U, = U
1 rl+Up+Us = (R + Ro)Ir1 + Uy i 11+pC’R3

+ U,

Damit ldsst sich die Ubertragungsfunktion H (p) angeben zu

_ U, RitRy pCRy _ Ri— RypCR, 1-pCHE

H(p)
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b) Die Betragsfunktion erhilt man, indem man Nenner und Zihler der Ubertragungsfunktion konju-
giert komplex erweitert und die Wurzel daraus bildet.

<1+jw0%> (1—jw0%?3) 1+<MC%?3)2
0+ CR) - 10F;) 1+ @CRR)

| H (jw)| =

Der Betrag von H (jw) ist genau dann gleich 1, wenn das Nennerpolynom gleich dem Zahlerpoly-
nom ist. Dies ist nur fiir R, = R; bei allen Frequenzen erfiillt. In diesem Fall ist die Verstirkung
frequenzunabhingig und hat den Wert 1. Ein Netzwerk mit frequenzunabhéngiger Betragsfunkti-
on bezeichnet man als Allpass.

c) Siehe Abbildung L.16.13. Die Betragsfunktion eines Allpasses ist im Bodediagramm immer eine

waagerechte Gerade. Fiir den Winkel gilt bei der Ubertragungsfunktion H (jw) = L:jﬁggi
1
¢(jw) = arctan(—wC R3) — arctan(wC R3) = —2 arctan (f) mit o=
« R3C

20Lg|H (jw)] $(w)
0.1 1T 10 0.1 1 10

Qe

Abbildung L16.13: zu L.16.8 ¢, Betrag und Phase

L.16.9 Transferfunktion Weiche

a) Um den Spannungsabfall am Widerstand 2 berechnen zu konnen, stellt man zuerst die Impedanz-
funktion Z = % auf:

U 1
7=Z1||Zz mit Zy,=pL+R und Zy=—+R

Z:
pC'

WL+ R) (5 +R) oL+ R)(1+pCR)

pPL+ R+ 5+ R - p2LC 4 2pRC +1

_ pL+p*RLC+ R+pCR?> _p*LC+pRC +pk+1

= R
p?LC + 2pRC + 1 p?LC 4 2pRC + 1
fiir }% = RC = i D.h. die Impedanzfunktion ist fiir diesen Fall nicht frequenzabhingig. Daraus
folgt:
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Ferner gilt fiir die Ubertragungsfunktion bei Anwendung der Spannungsteilerformel:

U R 1 R
H{(p)zﬁl:RijL = Hl(p):§R+pL
Us R pRC 1 pRC
Hl = — = = = H e —
2(P) = R+ L 1+pRC 2(P) = 37RO

b) Um das Bodediagramm zeichnen zu konnen, spaltet man die Ubertragungsfunktionen in einzelne
Produktterme auf:

Hy(jw) = 4t = 12

1
2 1+% 21+

= mit a=-4+ =2 (Abbildung LL16.14 und L16.15)

ofg

1200g|H (jw)|
0.l « 10«
4’7

———_6dB
-20dB \

Abbildung L16.14: Betrag von H; (jw) Abbildung L16.15: Phase von H; (jw)

w

w_1 (Abbildung 1.16.16 und L16.17)

A 20lg|H (jw)]|

0.l « 10« qﬁ(w)

—6dB y)—————Y 5
+ —20dB 0.l « 10«
: : —

Abbildung L16.16: Betrag von H(jw) Abbildung L16.17: Phase von Hj(jw)

c) Die Schaltung arbeitet als Frequenzweiche. Bei niedrigen Frequenzen sperrt H,, welche einen
Hochpass darstellt. Bei hohen Frequenzen sperrt H; (Tiefpass). Fiir die Betrége gilt:

. ) 1
H() P + | Haljo)® = -

Sie sind also zueinander komplementér.

d) Die Schaltung ldsst sich wie in Abbildung L 16.18 umzeichnen und in eine duale Struktur iiber-
fiihren (Abbildung L16.19).

Fiir die dualen Elementewerte gilt mit der Dualitdtskonstanten R;:
R

1 L
Iy,=—U, R = C'=—= L' =CR?
0 Rd 05 R’ Rgl’ d
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Abbildung L16.18: zu L.16.9 d, Weiche Abbildung L16.19: Duale Schaltung

e) Fir die Spannungen U; und U, erhélt man:

1
U, = ]/h — ]/L
U R+L T 14 pCR

R/pL/
Up=—1I'—2=
2 R/_'_pL/

Daraus folgt fiir die Ubertragungsfunktion
Uy  RpLl' 1+4+pC'R'  pL'(1+pC'R')
U R +pL R R+ pL’

H'(jw) =

f) Die Nullstellen des Zihlerpolynoms der Ubertragungsfunktion lauten

1

p1:O7 p2:_R,C,:_Oé

Die Nullstelle des Nennerpolynoms (Eigenfrequenz des Systems) ist

R/
pl = —E = —Q
Anmerkung: Die Pol- und Nullstelle p = —« darf in diesem Fall auch gekiirzt werden. Dies ist

aber nur erlaubt, wenn es sich um eine negative Polstelle (Nullstelle) handelt.

L16.10 Transferfunktion Kreuzglied

a) Um die Ubertragungsfunktion H (p) mittels der Knotenpotentialanalyse bestimmen zu konnen,
wird die artfremde Spannungsquelle Uy mit dem Lingsleitwert GG in eine Stromquelle [y = UyG
mit dem Parallelleitwert G gewandelt, siehe Abbildung L.16.20.

Fiir die Knotenleitwertsmatrix erhilt man durch direktes Aufstellen:
G+Yi+Y, -V =Y Iy
Y, = Y, G+Yi+Y, -G I,= 0
Y, -G G+Y1+Y, 0
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Abbildung L16.20: zu L16.10, Kreuzglied, Spannungsquelle in Stromquelle gewandelt

Damit ergibt sich fiir die Determinante:
detY, =
=(G4Y14Y2)? —2VYsG - Y7 (G+ Y1+ Ys) — Y (G4 Y1+ Ys) — GG+ Y1+ Vo) =
= (G+Y1+Y2)2(GY1 +GY1 +Y1Y2) =2V VoG = 2G (Y1 + Y2 ) (G + Y1+ Y2) +2Y1 Y5 (Y + Y3)
det Yy = 2(Y] + Y2)(G? + G(Y;, + Y,) + 1Y%)

Die Ubertragungsfunktion berechnet sich aus der Differenz der Verstirkungsfunktionen am Kno-
ten 2 und Knoten 3.

. U2 . UkQ — Uk3 _ G(—1>(1+2) det 1/12 — (—1)(1+3) det Yig

H = 2 =
() =7, Iol det Y,

Die einzelnen Unterdeterminanten berechnen sich zu

det Yo = =Y1(G + Y1 +Ys) — Yo, detYi3 = ViG + Ya(G + Y1 + Ya)

Daraus folgt fiir die Ubertragungsfunktion:

H( )_G(YI_Y2)(G+Y1+Y2)+(Y2—Y1)G_ (Y1 —Y5)G
D M+ ) (@ + G+ Ya) + 1Y) 2(G+ Y1)(G + Ya)

b) Setzt man die angegebenen Werte in die Ubertragungsfunktion ein, so gilt fiir H (jw):
.G (Bl + %j) iG (81 + %f)
H(Jw> - J . - G2 - . - G3 -
2(G +jbBy) (G—JB—1> 2<G2+331G—JB—1+G2>

pum - B G =
223 (B - £)
Bildet man den Betrag der Ubertragungsfunktion, so gilt fiir das Quadrat:
2
B el
(+%)

1 JR—
4(p c\> . 4
(6—3—1) +4

: B G
i* (& + %) e
G

|H (o) = v(w) = 201g| H(jw)| = ~6dB

Die Schaltung ist also ein Allpass, wenn die Leitwerte Y7 und Y5 zueinander dual und rein reaktiv
gewihlt werden.
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c) MitY; = jwCund Yy = J%L erhilt man fiir die Ubertragungsfunktion H (jw):

G(C-gz)  Gepre-n
2 (G + jwC) (G n L) 2(1+jwg) (1 +jwLG)

jwL

|H (jw)| =

Setzt man G = \/Z ein, so ergibt sich mit o = Nirek

(jw)?LC —1 1 jwVILC -1 11—

0 (T ov0) (14 v0) 2 (1+gvic) | 2145

Der Betrag besitzt den frequenzunabhédngigen Wert von —6dB. Beim Phasenverlauf verursacht
sowohl das Nennerpolynom als auch das Zihlerpolynom eine Abnahme des Winkels um %, da
arctan (—g) = — arctan (g) gilt.

Das Bodediagramm ist in Abbildung L.16.21 dargestellt.

. P(w)
01 1,710 « o. 10 o
I N ""“\\ ‘
_6dB /2
-20dB _p T

Abbildung L16.21: zu L16.10, Betrag und Phase

L16.11 Detektorempfinger

a) Das Ersatzschaltbild der Baugruppe 7P ist in Abbildung L16.22 gezeigt. Durch die Spannungs-
folger kann die Baugruppe unbelastet berechnet werden. Die Ubertragungsfunktion H, (jw) ergibt

sich zu
1 :
. Uy O 1 1 — jwRsCo
Hl(.]w) =7 = 2 1 = . = -
U3 R5 + wCs 1 +JWR5CQ 1+ ((.UR502)
Mit
'arctan(%) firz > 0
arctan(¥) 47 fiirz <0
z=x+jy =22+ y’exp(jy), ¢ =1 7/2 fire =0,y >0
—7/2 firr =0,y <0
| unbestimmt firr =y =0,
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—A }—o—
Rs
U{ Co —_— Uy

Abbildung L.16.22: ESB von TP

wobei z, , ¢ € R, kann die Ubertragungsfunktion auch umgeschrieben werden zu

1+ (WR:CH)? el Ce i . arctan(—
H(jw) = + (WhsC) exp (j- arctan <71+( L) = exp(j - arctan( WR502)).

1+ (wR5Cy)? m 1+ (wR5C5)?

Mit R5 = 10kS2, C5 = 1,6 nF findet man

fi=1Hz : w;=2nf;, wRsCy=0,0001,

Hi(jwy) &~ 1 —j0,0001 ~ 1exp(—j0,0001),
fo=1kHz : ws =2nfy, wyR5Cy~0,1,

Hi(jws) =~ 0,99 — j0,099 =~ 0,995 exp(—j0,1),
fs=1MHz: w3 =2nf;, w3R5Cs~ 100,

H, (jws) ~ 0,0001 — j0,01 ~ 0,01 exp (‘Jg) _

Die Ubertragungsfunktion Hs(jw) ergibt sich zu

Hy(jw) = Uw  Rs  jwReCj
T T D T R 1+ jwReCs
. (wR603)2 +ij603 . WRGC3 exp (J . arctan ( 1 ))
1+ (wReC3)? V14 (wRsC5)? wReC3/) )

Mit Rg = 1k, C's = 1,6 uF findet man fiir die verschiedenen Frequenzen

f1 =1Hz oW = 27Tf1, W1R6C3 7 0701,

Hy(jer) & 0,0001 + 0,01 = 0,01 exp Qg) ,
fo=1kHz : ws =27fy, wyRgC5~ 10,

Ha(juws) 2 0,99 + 0,099 ~ 0,995 exp(j0,1),
f3 = 1MHz: W3 = 27Tf3, W3R6C3 ~ 10000,

Hs(jws) ~ 1+ 30,0001 ~ 1exp(j0,0001).
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b) Der zu u3(t) gehorige Zeiger lautet Us = 1V - exp (] ( %) Mit Uy = Hs(jw)H(jw)Us ergibt sich:

fi=1Hz : Uy =00lexp ( - Lexp(—j0,0001) -1V - exp (j%)

2)
—0,01V- ex ( )

Uout(t) = 0,01V - cos (27rf1t + )
fo=1kHz :  Usu = 0,995 exp(j0,1) - 0,995 exp(—j0,1) - 1V - exp (j%)
=099V - exp ( )
Uou(t) = 0,99V - cos (27Tf2t + %)
fs=1MHz: Usu = 1exp(j0,0001)-0,01 exp (—jg) . exp (j%)
— 0,01 V- exp (—j%) ,
Uou(t) = 0,01 V- cos (27Tf3t — Z) )

c) Aus dem ESB in Abbildung L.16.23 ergibt sich zuniichst ohne Beriicksichtigung von Nullator und
Norator

— 1 Uin
/ R1 —+ JwL —|—Jw01 (1) 01 / R
YI-C N 0 R_Bl 1_R_31 ’ Iq - 0

Abbildung L16.23: zu L16.11 c: ESB der Baugruppe BP

Durch Einbau von Nullator (Spalte 1 und 3 addieren) und Norator (Zeile 2 streichen) ergibt sich
das Gleichungssystem

] Uin
R_l—"_JUJL +Jw01 0 } Ukl } _ i :| .
R—2 -+ % " Rs | 0

Yk Iq




d)
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Die Losung ist gegeben durch

Ut | _ 1 _R%, 0 %—':
Uk | iwC)(—2) | %~ ® ® tortwCi] 0]
k2 (Rl + JUJL +Jw 1)( RS) R2 R3 R1 JwL J 1
Damit erhalten wir

Uy = Upp = <_RL2_RL3)%T — <1+R3) ok Un.
( -+ 7 + jwC ) (—=) Ry ) jwL + Ry + (jw)?Ry LCy

JwL

Mit der Substitution jw — p ergibt sich die Ubertragungsfunktion

Us pL(1+ %)
Ho(p) = —_— = 5 .
Un Ri1+pL+p*RiLC,
Die Losungen von 0 = p>R, LC) + pL + R; und somit die Polstellen von Hy(p) sind gegeben
durch
—L++/L? - 4R}LC, 1 1 1
p1/2 = = - + Vel .
2R1L01 2R101 4R101 LCl

Die Nullstellen des Nennerpolynoms der Ubertragungsfunktion sind gleichzeitig die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms det(A — A1), d.h. die Eigenwerte der Zustandsmatrix.

Fiir § R2 o7 > I c ergeben sich also zwei verschiedene negative reelle Eigenwerte. Das zugehorige
Phasenportralt ist ein stabiler Knoten.

s 1 . 1 . . . . . . . .
Fiir e T I0 ergibt sich ein doppelter negativer reeller Eigenwert und somit ein nicht-

diagonalisierbarer stabiler Knoten.

Fir ; R2 o < 1o o ergeben sich konjugiert komplexe Eigenwerte mit negativem Realteil. Das Pha-

senportrait ist dann ein stabiler Strudel.
Die Pol-Nullstellen-Diagramme fiir die drei Fille sind in Abbildung L.16.24 zu sehen.

Im{p} Im{p} Im{p}
X
Re{p} Re{p} Re{p}
X
me > IO WO < Ior mor < Ior

Abbildung 1.16.24: zu LL16.11 d: Pol-Nullstellen-Diagramme
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e) Die Ubertragungsfunktion Hys(jw) = %’“‘ erhilt man aus den Ergebnissen von Aufgabe a) als

. Uout Uout U4 jw RG Cg 1
H = = =H H
(i) = 7= = g, = HUw) i) = T e TR
1 1 j 1 1
= jwReC3— . =& - —
1—|—JWR6031+JMR502 w21+~]w_21+Jw_1
Mitwy = zg und w; = 7= Der Betrag der Ubertragungsfunktion lisst sich wie folgt logarith-

misch als Funktion von w oder von J = 5= ausdriicken:

1
v(w) = 201g |Hyo(jw 201
(w) g [Hiz(jw)| = gw21+j“1+J
w 1 1
=201g|j—|+ 201 +201
gbm S PSS R P
:QOlg‘ ‘—i—QOlg —F|+201g — | =0(f
f 1+in 1 in ()
———— 2 | g 1
vi(f) va(f) v3(f)
mit fo = 2 = m ~ 100Hzund f; = & = m ~ 10kHz. Fiir die Phase erhalten wir
entsprechend

_ jw 1 1
w) = arg(Hi»(jw)) = ar
p(w) = arg(Hu(jw)) g<w1+r—kﬂ—>

|
=arg [ — ar
g w0 g 1+
s ) w w
= — —arg (1 +J—) — arg (1 +J—) — — arctan ( ) — arctan (—)
2 Wo w2 w1

= g — arctan (JJ;) — arctan (f1) (f)-
=~

AN

w1(f) e2(f) e3(f)

‘Sz

Das zugehorige Bodediagramm ist in Abbildung 1.16.25 gegeben.
Fiir die Ubertragungsfunktion Hy(jw) = % gilt

Rs jwL L
Hy(jw) =11 Aji
o(<) <+R)(Jw)2R1LCl+JwL+R1 L ORG) + ok T 75)

C1R1 + LCq
1 L1 1 Wo 1
= Ajw—= = Ajw—
VL 1 VI 1 1 C 2 5 o,wn 2
Ci Ry (jw)? + jw e o' T e Q (jw)* +jwg +wp
1 1
:Aj_i
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<V® o L)/ 7
1 101 102'103 10t 10° 106 1

‘ /HZ _______________ 4101
1 10t 10 10* 10° 10
- ) f/Hz
I N 903/
2 90290
5\

Abbildung L.16.25: zu L16.11 e: Betragsverlauf und Phasenverlauf von %

mit A = 1+ {2 ~ 1000, wy = f ~10,54-10%s " und Q = Ry, /<t ~ 100.

Fir ; R2 o7 < LC , also fiir Q) > 5, ergeben sich konjugiert komplexe Polstellen, so dass sich das
Nennerpolynom nicht reell faktorisieren ldsst.

Wir erhalten

. . 1
vo(jw) = 201g [Ho(jw)| = 201g|A| +201g o

1w w2 ’ 1 w)?
=201g(A)+201g (@w_o) —101g (1 — (w_o) ) + (@w_o)
———

0,1 (jw) - N B
vp,2 (jw) Y

und

uli) = ang( Holje)) = axg(4) + ang (152 ) -+ are s A

—0+ = —ar 1—(i)2 —l—'ii
- \2/ s Wo JQWOJ

. [\
v0,2(jw) ~
©0,3(jw)

wobel

Po3(jw) =< =3 w = wo

1 w

— <arctan (%) + 7T> w > wo.
1—(w
\ wo

Das zugehorige Bodediagramm ist in Abbildung 1.16.26 und Abbildung 1.16.27 gegeben.
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Vo3

Abbildung L16.26: zu L16.11 e: Betragsverlauf von Hy(jw)

ASOO(W)/W
1
2 ©0,2
1073 1072 1071 1 10 102 10°
T LI | T T T WV/WO
1 ©o
11 :

777777*777777777777777777777777@&3

Abbildung L16.27: zu L16.11 e: Phasenverlauf von Hy(jw)
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f) Wegen cos(a) cos(3) = 3(cos(a + ) + cos(a — 3)) gilt
Uin = 1mV - (1 4 cos(2m - 1kHz - t)) cos(2m - 1,678 MHz - t)

1 1
= 1mV - cos(27 frt) + B mV - cos(27(fr + 1 kHz)t) + B mV - cos(2n(fr — 1 kHz)t)

mit fr = 1,678 MHz. Das Eingangssignal ist also eine Uberlagerung von drei Signalen unter-
schiedlicher Frequenz. Da die Schaltung linear ist, kann die Wirkung der Schaltung auf diese drei
Signale jeweils unabhingig analysiert werden.

Der Schaltungsteil BP verstirkt Signale mit eine Frequenz von etwa fy = 5¢ ~ 1,678 MHz um
60dB (Faktor 1000). Signale anderer Frequenzen werden weniger verstirkt oder gar geddmpft. Da
fr =~ found fr+1kHz = f, werden alle drei Signale, die in u;, enthalten sind, deutlich verstarkt
und damit gegeniiber Signalen, die von der Antenna auf anderen Frequenzen empfangen werden

herausgehoben. Es gilt also
ug = 1V (1+ cos(2m - 1kHz-t)) - cos(2m frt).
Aufgrund der idealen Diode ergibt sich unter Verwendung der Hinweise aus der Angabe

ug ~ 1V - (1 +cos(2m-1kHz-t)) - max {cos(2m frt), 0}

J/

-~

>0

2
~1V-(1+cos(2r-1kHz-1)) <COS <2ﬂth))

2
— 1V (14 cos(2m- 1 kHz- 1)) - %(1 + cos(2m frt))

1 1 1
= §V+§V- Cos(27r-1kHz-t)+§V- cos (27 frt)

1 1
+ 1 V- cos(2m(fr + 1 kHz)t) + 1 V- cos(2m(fr — 1 kHz)t).

Der Schaltungsteil 7P dampft Signale mit f > f; und ldsst Signale mit f < f; durch. Da
fT > f1 und fT + 1kHz > f1 gilt

1 1
Uy N §V+§V- cos(2m-1kHz- t). (L16.1)

Der Schaltungsteil HP dampft Signale mit f < f, und ldsst Signale mit f > f, durch. Da
TV =1V.cos(2m-0-¢)und 0 < f, gilt

1
Ugut ~ 3 V- cos(2m - 1kHz - t). (L16.2)

L16.12 Ortskurve

a) Die Ortskurve wird fiir Z = R + jwL durch eine Gerade beschrieben (siehe Abbildung L16.28),
wobei fiir positive Frequenzen nur der Teil im ersten Quadranten durchlaufen wird.
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Im{Z} W ——>00

R Re{Z}

Abbildung L16.28: zu L.16.12, Ortskurve der Impedanz

b) Fiir den Leitwert muss der Kehrwert des komplexen Widerstandes gebildet werden.

1 R —jwL
Y = - =
R+jwLl  R?+ (wL)?

Durch Rechnung lisst sich zeigen:

1)? - R 1\? (wL)?
(Re{Y} - ﬁ) + (Im{Y'})” = (m — ﬁ) + W —
R*+ (wL)* — 2R*(wL)? (wL)? 4AR*
AR? (R? + (wL)?)” (R? + (wL)2)?4R2
R'+ (WD) —2RX(wL)? +4R%W?L*  (R*+(wL)?)? 1
AR? (R? + (wL)?)? AR (R? 4 (WL)2)? AR

c) Nachdem in b) gezeigt wurde, dass die Ortskurve einen Kreis mit dem Mittelpunkt (%, 0) und

dem Radius %% ergibt, muss noch der Durchlaufbereich iiberlegt werden. Hierfiir gilt:
. 1 .
Y(Jw)|w=0 = E’ Y(Jw)|waoo =0

Da der Imagindrteil stets negativ ist, ergibt sich damit eindeutig als Ortskurve die untere Hilfte
des Kreises fiir positive Frequenzen (siehe Abbildung L.16.29). Fiir die 3dB Eckfrequenz wy = ’—z
gilt Re{Y'} = Im{Y'}.

2R 3dB Grenzfrequenz

Abbildung L16.29: zu LL16.12, Ortskurve der Admittanz
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L16.13 Ortskurve 2

a) Realteil gleich Null:

0 WwrRC? L=
(1= w2LC)? + w2R2(C? W — 00

Imaginirteil gleich Null:

w=20
0 wC(1 —w?LO) I 1 _ 1000 (1
_(1—w2LC’)2+w2R202 T VLC T V2-100682 T V2

w — 00

b) Realteil gleich Imaginérteil fiir

w?RC? = wC(1 —w?’LC) = wRC =1—-WwLC = LCw?+ RCw—1=0

~RC + /(RO +4LC  —1ms=+ /T (ms)? + 8 (ms)? {500 51

2LC 4 (ms)? —1000s1

Wi/2 =
Realteil gleich minus Imaginirteil fiir
w?RC? = —wO(1 —Ww?LC) = wRC =w?’LC —1 = LCWw? — RCw —1=0

RC+ /(RCP?+4LC 1ms+ /T (ms)? +8 (ms)? {1000 51

w2 = 2LC 4 (ms)? ~ ) =500s°!
w Re{Y} | Im{Y}
0 0 0
) 500s~' 0,58 0,5S
C) 1000 =1
W S 1 S 0
1000~ 0,58 —-0,5S
00 0 0

d) Siehe Abbildung L16.30

e) Realteil gleich Null: 0 = R = nicht erfiillbar

Imaginirteil gleich Null:

= W

Realteil gleich Imaginérteil fiir

=

wC
_ 1 1000
VLC V2

1 1
— =2 0=wlL—- — = WLC=1
wC

1
R=wlL—— = wRC =w’LC -1 = LOW—RCw—-1=0

wC

191
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Im{Y}
w=>500s""
0,5S +
w=0s""! 1 Re{Y'}
N -1 __ 1000 _—1
w o0 s 0,5S w = N3 S
w=1000s""

Abbildung L.16.30: Zu L.16.13 d): Ortskurve

= w=1000s"
Realteil gleich minus Imaginirteil fiir

1
—R:wL—E = wRC =1—-WLC = LOW?>+ RCw—1=0

= w=>500s""

w Re{Z} | Im{Z}

500871 [ 1Q -1

1000 =1

W S 1 Q 0

100071 [ 1Q 19

Die Ortskurve ist in Abbildung L.16.31 zu finden.
1 1\"
Z = — = e

D Y Y+

entspricht Spiegelung am Einheitskreis und an der reellen Achse.

L16.14 Komplexe Leistung

In Schaltung A gilt fiir die komplexe Leistung P:

1 1 1 1 1 .
P=_UJI*=Z|UI?— = Z1V? —j0.464
UL =35lUF 7 =53V ggra®

Durch Abspaltung des Realteils und Imaginérteils erhilt man die Wirkleistung und die Blindleis-
tung.

P, = Re{P} = 0.56 mW cos (—0.464) = 0.5 mW

P, =Im{P} = 0.56 mW sin (—0.464) = —0.25 mW
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Im{Z} L
w = 1000s~1
050 4
| Re{Z}
0,5 Q w= % st
| w="500s""

Abbildung L.16.31: Zu L16.13 e): Ortskurve

In Schaltung B muss zunichst der komplexe Widerstand Z berechnet werden.

7 = =
Ri+ Ry +pL+ 5 p?LC+ (Ri+ Ry) pC + 1

U (Rl—i-p—lc> (Ry +pL) (1+pRC) (R + pL)
I

Wertet man die Funktion an der Stelle f” aus, so ergibt sich:
7 (jw) = 283 0142

Daraus folgt fiir die Leistung ':

P =177 mVAe*'*? Py = Re{P} = 1.75mW, Pp=Im{P} = 0.25mvar

L16.15 Komplexe Leistung 2

a) U=U
1 wC jwC+Ww)CR
" R+Zz 1+jwCR  1+w?R(C?

1 1 1 1. ,w?C?R — jwC
b) P=-UI'=-UYU)=:|UPY" =-U"~"—F——+H
) 2 2 (Yv) 2| | 2 1 4+ w?C?R?
c¢) Die Wirkleistung Py = Re { P} ist der Leistungsmittelwert,

T = % = 2% jst die Dauer einer Periode.
2m 271 ., Ww?C?R ~ w
E=T Py="- - Re{P}="—-U—"——— =qU*C*R—————
A {r} w2 1+ w?C?R? 14+ w?C?R?
! Als Einheiten der verschiedenen Leistungen verwendet man:
Komplexe Leistung (Scheinleistung): [P] = VA; Wirkleistung: [P,] = W, Blindleistung: [Py] = var; var steht fiir
Volt-Ampere-reaktiv.
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1 — W2C?R?
(1 + w’C2R2)?

_0E 14+ w?C?R?) — w(2wC?R?) O2CR

d _ . _ AZQ(
) 0=52 = 0PCR o oiciE

1
= 0=1-wCR = w=——
w w= 55
Fir w — 0 und w — oo wird £ = 0, dazwischen ist es stets positiv. Also muss es sich bei der
Stelle mit waagerechter Tangente um ein Maximum handeln.
T 1 PEAY 1
RC = 7T§CU2 =27~ QC (ﬁ) =27 §CU62ff

By = nU?C?R—1C
' 1+ &8



17 Ubung: Dynamische Mehrtore

17.1 Tiefpassverhalten realer Op-Amps

I R

O—% L +0 - w [ °
Ud A ———O C
Uq U2
i udl lAO Ug T i J’U,
L -0 o

O

Abbildung 17.1: zu 17.1, Op-Amp-Schaltung, TP-Verhalten

a) Fiir die in Abbildung 17.1 gegebene invertierende Verstirkerschaltung ist eine Ersatzschaltung zu
erstellen. Das dynamische Verhalten des Op-Amps soll durch das Modell ersten Grades beriick-
sichtigt werden.

b) Bestimmen Sie die komplexe Ubertragungsfunktion H (jw) der Schaltung.
c) Geben Sie fiir Ag > 1+ % eine geeignete Niherung H (jw) der Ubertragungsfunktion an.

d) Zeichnen Sie das Bode-Diagramm fiir den unbeschalteten Operationsverstdrker mit einer Leer-
laufverstirkung Ay = 10° und einer Eckfrequenz w,o = 10Hz.

e) Zeichnen Sie das Bode-Diagramm fiir den beschalteten Operationsverstirker mit B; = 1k{2 und
Ry = 100k{2.

f) Zeigen Sie, dass das Bandbreiteverstirkungsprodukt w, H (0) der Schaltung unabhéngig von der
Beschaltung stets einen konstanten Wert annimmt.

17.2 Kleinsignalanalyse einer Transistorschaltung

a) Analysieren Sie die Struktur der gegebenen Transistorschaltung in Abbildung 17.2.

b) Die angegebene Admittanzmatrix beschreibt die zugrundeliegende allgemeine Ersatzschaltung fiir
das Kleinsignalmodell der Emitterschaltung des Transistors 77. Geben Sie das Kleinsignalmodell
der Emitterschaltung an und bestimmen Sie die Modellparameter. Es gilt C'5 = C5;

Y, — g1 +jwChn  —jwCis
921 — jwCa1  gaa + jwCa

Im weiteren gilt: g;; = 0.4mS, go; = 40mS, goo = 0, C1; = 10nF, Cj5 = Cy = Cy% = 0 und
T, =1T,.

195
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i D iUo

Abbildung 17.2: zu 17.2, Transistorschaltung

c) Bestimmen Sie die Admittanzmatrix fiir das Kleinsignalmodell der Basisschaltung von Transistor
1.
d) Geben Sie das Kleinsignalmodell der Basisschaltung an und bestimmen Sie die Modellparameter.

e) Bestimmen Sie die Kleinsignalersatzschaltung der gesamten Transistorschaltung

f) Berechnen Sie die frequenzabhingige Kleinsignalstromverstirkung i, /ig der Schaltung. Es gilt
g11 > }%fl.

g) Zeichnen Sie den Frequenzgang der Kleinsignalstromverstdarkung in ein doppeltlogarithmisches
Diagramm.

17.3 Eingangsadmittanz der Sourceschaltung

—_ Augg

Ry L |
Dy 7 T I o
-?5 ’ o

o Augs
U1i LUQ o
gs

© . 50 . . ®)

Abbildung 17.3: zu 17.3, MOSFET-Schaltung

a) Berechnen Sie fiir die gegebene Schaltung (Abbildung 17.3) die komplexe Ubertragungsfunktion
H (jw). Verwenden Sie das angegebene dynamische Kleinsignalmodell des MOSFET.

b) Berechnen Sie die komplexe Eingangsadmittanz y.(jw) der unbelasteten Transistorstufe.

¢) Bringen Sie y.(jw) in die Form y.(jw) = jwC)y.
Die Millerkapazitiit Cy; soll als Funktion der komplexen Ubertragungsfunktion H (jw) dargestellt
werden.
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L17.1 Tiefpassverhalten realer Op-Amps

a) Ersatzschaltung der invertierenden Verstédrkerschaltung, siehe Abbildung L17.1.

Ro
I
Ry R
o—  }— ] O
) A — U —
lul UdT i 0 Ud 5_ L Uy = U‘
O +‘ . O

Abbildung L17.1: zu L17.1, Ersatzschaltung

3

b) Berechnung der komplexen Ubetragungsfunktion mit der Methode ,,by inspection®:

(1) us=wu

e Apu
2) uy=u= Aguy Jw%wj_ R JPw}l%C (Spannungsteiler)

1+ jwC
daraus folgt: wug = us W

Ag
R R R

3)  —ug=us+ (ug — ug) 2 _ UWla ¥ Uait (Spannungsteiler)

Ri+Ry  Ri+ Ry
(sieche Abbildung L.17.2)

U

Abbildung L17.2: zu L17.1 b, Spannungsabfille

mit (2) und (3) gilt:

1 +JMC . U1R2 + UQRl
Ay R+ R

197
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—u2(1 +JWC)(R1 + RQ) = Ao(u1R2 + UQRl)

H(jw) = uy —Ao Ry

X = T AoRi + (1 + jwRC) (R, + Ry)
_Re

H(jw) = -

Ut (5 +0e50) (1+42)

c) ALO (1 + %) kann vernachlissigt werden:
_ Ry
o R
Hjw) = ———F——
L+ jwis (1 + R—f)

d) Aus Gleichung (2) von b) folgt mit w,o = 10 Hz (siehe Abbildung L.17.3):
Ag 109
1+ J(URC I+ iom

Hy(jw) = (201g Ay =100 dB, da Ay = 10°)

e) Mit dem Ergebnis von c) und g—f = 100 folgt (siche Abbildung L.17.3):
~ —100 —100 —100
H(jw) = =

14 3(100 + 1) {511,555 T +3(100) 576 T RSN

A

100

20lgH(jw)dB ‘

80

60

201g| A (jw)|dB

40

20

0 —wHzt
1 10 10 10® 10* 10° 10° 107
Abbildung L.17.3: zu L17.1 d und L17.1 e, Bodediagramm, Betriige der Ubertragungsfunktionen

f) Die Grenzfrequenz oder 3dB-Eckfrequenz eines Verstirkers wird definiert als die Frequenz w,,
fir die gilt: Re{H (jw)} = Im{H (jw)}. Daraus folgt fiir die vorliegende Aufgabe die Bestim-

mungsgleichung:
R2 w,RC
1+— )= =1
( * Rl) A
Mit H(0) = {2 >> 1 gilt schlieBlich:
A
wyH(0) = g wgo Ao = const.

RC



L17.2 Kleinsignalanalyse einer Transistorschaltung 199

L17.2 Kleinsignalanalyse einer Transistorschaltung

a) Struktur der Transistorschaltung: 7} : Emitterschaltung T, : Basisschaltung

b) Kleinsignalmodell der Emitterschaltung in Abbildung L.17.4.

b C
o H H 3
Ci2
Ube | g11 ==  g21Upe p— oo |Uee
O . : . . . O
e Ci1— Cio Coo—Cig ©

Abbildung L17.4: zu L17.2 b, Ersatzschaltung

¢) und d)

Da T} = T; kann das Kleinsignalmodell der Basisschaltung von 75 aus dem Kleinsignalmodell
der Emitterschaltung von 7} ermittelt werden.

Emitterschaltung in Abbildung L17.5.

b C
1 G21Upe
Upe | g11 p— Uce b C
Cii Yy = g11 + jwChy 0 b
g ¢ ¢ g 921 0 c
Abbildung L17.5: zu L17.2 ¢ und d, Emitter-
schaltung
Vollstandige Admittanzmatrix:
b C e
g +jwCn 0 —g11 — jwChy b
Y = g21 0 —9g21 c
—g11 — g21 — jwChy 0  gui+ga+jwCh |e

Die Basisschaltung in Abbildung L.17.6 kann aus der vollstindigen Admittanzmatrix abgelesen
werden.

e) Kleinsignalersatzschaltung der gesamten Transistorschaltung, sieche Abbildung L.17.7.

(Mit Hilfe der Kleinsignalmodelle von Basis- und Emitterschaltung, dabei gilt fiir die gegebenen
Elementewerte mit gy; + go1 = go1)

f) Kleinsignalstromverstirkung der Schaltung:

1 1 1 ,
: = _931 : - : 20
g1 +jwCi g1 +jwCii Ry + g1y + jwCiy

ia = g21Ueb2 = 921(—G21Upe1)
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e g+t gn C
g21Uep
ueb — Lucb e C
Cu | 911+ 921 +jwCiyg 0

O . . 0 Y = 0

b b —021 C
Abbildung L17.6: zu L17.2 ¢ und d, Basis-
schaltung

921Upel G21Ueb2
Ueb2
921
p— 19
Cu

Abbildung L17.7: zu L17.2 e, Ersatzschaltung

mit gy; > Ry gilt:
’ig . —321 1 1 . —100
g 1 +jWC119511 1 +jw0119f11 (1 +j4l\quHz) (1 +j40°l:Hz)

()
Bemerkung: mit 5 = % als Kleinsignalstromverstdarkung des Transistors gilt:

1 1

io
1+ jwCiigy' 1+ jwCi18g5"

io
g) Abbildung L.17.8 zeigt den Frequenzgang der Kleinsignalstromverstdrkung.

2

%

“ 0

102 N
10 \
N\
1 \\
\

1071
\ wHz 1

102
1 10 102 10 10* 10° 10% 107

Abbildung L17.8: zu L17.2 g, Frequenzgang der Kleinsignalstromverstirkung



L.17.3 Eingangsadmittanz einer Sourceschaltung

L17.3 Eingangsadmittanz einer Sourceschaltung

a) Komplexe Ubertragungsfunktion:

Losung ,,by inspection” — Anwendung der Knotenregel am Knoten k (Abbildung L.17.9):

CHEE | —
Cua

11
Uy

Qll

as

O

gmU1

90 Ry, Ug

. . 0

Abbildung L17.9: zu L17.3 a, Sourceschaltung

. 1
Imur = (U1 — uz)jwCyq — ua(go + R
L
) 1 )
(gm — jwCya)ur = —us(go + R_L + jwCya)
E . —9m + jWng

H(jw) =

uy  go+ 7 +JjwCa

b) Komplexe Eingangsadmittanz y, = - :
Losung ,,by inspection‘:

i1 = ujwCys + (U1 — ug)jwCyq

- = JWCQS + (1 + i)chyd
U1 1

Ye(jw) = jwCls + (1 — H(jw))jwCa

u
u

¢) Millerkapazitit y.(jw) = jwC)y :

Ciar = Cy (1 + H(jw))Cyg
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