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ein unverzichtbares Werkzeug im Risikomanagement
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Zusammenfassung

Mathematik, vor allem die moderne Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik,
haben das téigliche Geschift der Finanzindustrie, insbesondere von Banken und
Versicherungen, grundlegend verdndert. Dies hat zu neuen Methoden gefiihrt, Risi-
ken abzusichern oder zu reduzieren. Die Kehrseite der Medaille zeigt allerdings auch
die Versuchung, sehr grosse Wetten mit einem Potential fiir extreme Verluste einzu-
gehen. Die Extremwerttheorie bietet hier Werkzeuge an, die zu einer Verbesserung

des Risikomanagement fiihren.



1. Einleitung

Die Krise von LTCM im Spétsommer und Herbst 1998 zeigte wieder einmal, wie inadéquat
traditionelles Risikomanagement mit extremen Ereignissen umgeht. Die kritischen Kom-
mentare in anerkannten Zeitungen und Zeitschriften sind nicht unverdient. Einige Bei-
spiele aus “Business Week” sind (vgl. Coy (1998) und Coy/Wolley (1998)):

e "Can you devise surefire ways to beat the markets? The rocket scientists thought
they could. Boy were they wrong.” (Headline).

e “The quants may have placed too much faith in their exquisitely tuned computer
models... Sources say, Long-Term-Capital’s worst-case scenario was only about 60% as
bad as the one that actually happened.”

e “In a certain sense, maybe the problem wasn’t too much rocket science, but too
little. Extreme, synchronized rises and falls in financial markets occur infrequently but
they do occur. The problem with the models is that they did not assign a high enough
chance of occurrences to the scenario in which many things go wrong at the same time —

the perfect storm scenario.”

Josef F. Wertschulte (Vorstand der Hypovereinsbank Miinchen) wird in einem Artikel des
Handelsblatts vom 28.10.98 folgendermassen zitiert:

e “Fille wie die folgenreichen Fehlspekulationen bei der Metallgesellschaft oder des
amerikanischen Investment-Hauses Long Term Capital Management haben bewiesen, dass
professionelles Risiko-Management bei immer stirker schwankenden Mirkten zur Uberle-
bensfrage fiir Unternehmen werden kann.”

Ein wichtiges mathematisches Werkzeug, um Risiken zu modellieren und zu messen,
liefert die Extremwerttheorie, die schon bei der Bestimmung der Deichhéhen in den Nie-
derlanden erfolgreich eingesetzt wurde (de Haan (1990)). Auch im Versicherungsgeschift
spielt die Extremwerttheorie eine bedeutende Rolle, obwohl es manchen Aktuaren viel-
leicht nicht bewusst ist. Vor allem Riickversicherungen arbeiten seit Jahrzehnten mit Pa-
retomodellen, um Grossschiden angemessen zu modellieren; Exzess-Loss (XL)-Vertréige
machen die Modellierung von Exzedenten notwendig. Im Vergleich dazu arbeiten Banken
vorwiegend mit Gauss’schen Modellen, die insbesondere hohe Risiken viel zu optimistisch
bewerten.

Ein Grund dafiir ist sicherlich die komplexe Datenlage, hohe Dimensionalitit und
die Notwendigkeit schneller Algorithmen im Bankgeschéft. Ein weiterer Grund mag auch
sein, dass die Normalverteilung und der zentrale Grenzwertsatz bei Praktikern und Oko-
nomieprofessoren wohlbekannt sind (er gehort zur Standardausbildung fiir alle Okono-
miestudenten), wihrend sogar ein Mathematikstudent sein Diplom erhalten kann, ohne
die Extremwerttheorie kennengelernt zu haben. Das ist umso bedauerlicher, als beide
Theorien sich ergénzen:

Der zentrale Grenzwertsatz beschreibt das Verhalten von Summen und Mittelwerten,



wiahrend die Eztremwerttheorie das extreme Verhalten einer Zeitreihe beschreibt.

Summen und Mittelwerte sind fiir das Risikomanagement von untergeordneter Be-
deutung, die Extremwerte einer Finanzzeitreihe sind es hauptsichlich, die das Risiko-
verhalten einfangen. Dies erkannte auch der Basler Ausschuss fiir die Bankenaufsicht,
der Mitte der 90er Jahre neue Standards fiir das Risikomanagement formulierte, die
insbesondere den Value-at-Risk als Risikomass vorschreiben, der als das p-Quantil der
Gewinn/Verlustverteilung definiert ist. Geschétzt wird dieses Quantil allerdings meist
entweder durch das empirische Quantil oder das Normalverteilungsquantil. In Emmer et
al. (1998) wird gezeigt, wie man ein Quantil mit Hilfe von Extremwertmethoden schitzen
kann, was zu einer hoheren Risikoeinschétzung fiihrt als die Schitzung mittels empirischer
oder normaler Methode.

Eine realistische Einschidtzung verschiedener Risiken mit Hilfe der Extremwerttheorie
ist moglich fiir

e Marktrisiken

e Kreditrisiken

e Betriebsrisiken

e Versicherungsrisiken

e Riickversicherungsrisiken.

Zur Extremwerttheorie und (Riick)-Versicherungsrisiken verweisen wir auf Embrechts
et al. (1997). Ein interessantes Beispiel eines Katastrophenbonds ist in Schmock (1999)
behandelt. Ein einfiihrendes Beispiel in VaR und Marktrisiken wird in Emmer et al. (1998)
behandelt, weitere Arbeiten zu diesem Thema findet man auf unserer Webseite www.ma.tum.de/stat/;
siehe z.B. Borkovec (1998), Borkovec/Kliippelberg (1998), Kliippelberg/Korn (1998) und
Rootzén/Kliippelberg (1999). Embrechts, McNeil und Koautoren haben ebenfalls sehr le-
senswerte Arbeiten zu diesen und verwandten Themen geschrieben, wir verweisen z.B.
auf Embrechts et al. (1998a,1998b) McNeil (1997,1998) und McNeil/Frey (1998), sowie
auf die Webseite www.math.ethz.ch/ finance. Schliesslich wurde die Extremwerttheorie in
Phoa (1999) und Cruz et al. (1998) verwendet, um Kredit- respektive Betriebsrisiken zu
schétzen.

Zur Datenanalyse verwenden wir die Software EVIS von Alexander McNeil. Sie be-
steht aus S-Plus Routinen, d.h. sie benétigt als Basis das Statistik-Programmpaket S-
Plus. EVIS steht auf der homepage www.math.ethz.ch/ mcneil/software.html kostenlos
zur Verfiigung.

Wiéhrend in Emmer et al. (1998) die klassische Extremwerttheorie fiir unabhingige
und identisch verteilte (iid) Daten benutzt wird, um sehr grosse oder sehr kleine Quantile
zu schitzen, wollen wir in dieser Arbeit erkliaren, welchen Einfluss zeitliche Abhéingigkeit
auf Quantilschitzer haben kann.

Es ist allgemein bekannt, dass Finanzzeitreihen nicht unabhéngig und identisch verteilt

sind. Ganz im Gegenteil, sie zeigen hiufig folgende Eigenschaften (sogenannte “stylized



features”):

e Die Daten sind langschwénzig.

e Die Volatilitdt verdndert sich in der Zeit.

e Die Daten neigen zu Clusterbildung in den Extrema.

e Die Daten sind (nahezu) unkorreliert, aber nicht unabhingig.

Volatilitdtsmodelle versuchen, diese “stylized features” adédquat abzubilden, und das
mit moderatem Erfolg. Als probabilistische Aufgabe scheint es schwierig zu sein, alle diese
Eigenschaften in einem parametrischen Modell zu erfassen. Als statistische Aufgabe er-
fordert die Anpassung eines einigermassen realistischen Modells oftmals die Entwicklung
neuer computerintensiver Methoden (Parameter werden mit Hilfe von aufwendigen Simu-
lationsverfahren geschétzt, z.B. mittels Markov Chain Monte Carlo (MCMC) Methoden);
vgl. zum Beispiel Elerian et al. (1998).

Der Vorteil von Extremwertmethoden liegt darin, dass man fiir das Risikomanagement
nicht die gesamte Zeitreihe modellieren muss. Es geniigt, den Teil der Zeitreihe adiaquat
zu beschreiben, der iiber einer hohen Schwelle liegt.

Wir erldutern die Methoden anhand der Wechselkurse $US/DEM vom 1.1.1996 bis
zum 31.12.1996. Die Kurse wurden halbstiindig gemessen. Die Daten haben die “stylized

features” wie oben beschrieben.
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Abb. 1. Wechselkurse $US/DEM vom 1.1.1996 bis 31.12.1996, jeweils halbstindig beob-
achtet und bereinigt (keine Wochenenden, Feiertage etc.). Daneben die zugehdrigen Ver-

luste (negativen Differenzen) der Wechselkurse.



2. Extremwerttheorie

Klassische Extremwerttheorie beschreibt das Verhalten der grossten Werte einer Stich-
probe oder der Exzedenten iiber einer hohen Schwelle. Fiir eine Stichprobe Xi,..., X,

(iid Zufallsvariable), betrachtet man in einem ersten Schritt die partiellen Maxima
M1:X1, Mn:m&X(Xl,...,Xn), n e N.
Der folgende Satz ist die Grundlage klassischer Extremwerttheorie

Satz 1. (Satz von Fisher und Tippett)

(Xn)n>1 sei eine Folge von wid Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F. Falls es nor-
mierende Konstanten a,, > 0, b, € R und eine nicht-degenerierte Verteilungsfunktion H
qibt, so dass

(1) lim P(M, < ap,x+b,) = lim F"(a,x+b,) = H(zx), z€R,

n—o0 n—00

dann ist H eine der folgenden Verteilungsfunktionen:
0, <0
Fréchet: O, (x) = a>0.
exp (—z7%), >0

exp (—(—=z)*), <0

Weibull: VU, (x) = a>0.
1, x>0

Gumbel: Alz) = exp(—e ™), z€eR.
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Abb. 2. Dichten der Standard-FExtremwertverteilungen. Fir die Fréchet und die Weibull

Verteilung haben wir a = 1 gewdhlt.



Die Grenverteilung H in (1) héngt ausschliesslich nur vom Tail der Verteilungsfunktion
F ab. Dies folgt sofort aus der Tatsache, dass die untenstehenden Aussagen (i) — (ii7) fiir
iid Daten dquivalent sind. Dabei sei u,, = a,x + b, und X eine Zufallsvariable mit der

gleichen Verteilung wie Xj.
(i) imy, 0o P(M, < u,)=H(z), z€R,
(i) lim, oo nP(X > u,) =—InH(z), z€R,
(iii) es gibt eine messbare, positive Funktion 3(-), fiir die gilt

F(u+ B(u) x)

) (14 &x)7'%,

0 (G5

fir 1+ &x >0und £ =1/a.

X>u>:

Die Aquivalenz dieser Aussagen werden wir spéter erliutern und auch verwenden.

3. Die Standard-POT-Methode

Die POT-Methode (POT steht fiir “Peaks Over Threshold”) ist eine Schétzmethode fiir
einen Tail oder ein Quantil, basierend auf extrem grossen Beobachtungen.
Die Methode setzt sich aus drei Komponenten zusammen. Jede basiert auf einem

probabilistischen Prinzip, das wir jeweils im folgenden erklidren wollen. Zur Verdeutlichung
soll Abbildung 3. dienen.
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Abb. 3. Daten X.,..., X153 mit zugehorigen Fxzessen Yi,...,Yn, .

u

(1) Der Punktprozess der Exzedenten
Wir wollen einen Grenzprozess fiir den Punktprozess der Uberschreitungen von hohen



Schwellen herleiten. Fiir eine hohe Schwelle u,, markieren wir die Beobachtungen der Stich-
probe Xi,..., X, die grosser als u, sind. (In Abbildung 3. sind das die Beobachtungen
Nummer 2, 3,5,6,10,12.) Fiir eine Grenzwertaussage soll der Umfang n der Stichprobe
gegen unendlich streben und gleichzeitig die Schwelle u,, immer hoher werden, und das
im richtigen Verhéltnis. Fiir iid Daten hat jeder einzelne Datenpunkt die gleiche Chance,
die Schwelle u,, zu iiberschreiten, ndmlich P(X; > u,) fir i = 1,...,n. (Fiir die endliche
Menge A ist #A die Anzahl der Elemente in A.) Dann ist die Anzahl der Beobachtungen,

die diese Schwelle iiberschreiten,
£00: X > upi=1,...,n}
binomialverteilt mit Parametern n und P(X > u,). Wenn nun

(3) lim nP(X > u,) =71 € (0,00),

n— 00

dann konvergiert nach dem klassischen Satz von Poisson die Verteilung von #{i : X; >
Un,i = 1,...,n} gegen eine Poissonverteilung mit Parameter 7. Falls X eine absolut
stetige Verteilung hat, also eine Dichte besitzt, ist (3) eine sehr schwache Bedingung: Fiir
alle bekannten absolut stetigen Verteilungen und jedes 7 > 0 kann man eine geeignete
Folge (u,) finden (siehe z.B Embrechts et al. (1997), Chapter 3). Markiert man in dem
Intervall [0, n| die Punkte {i : X; > u,,i =1,...,n}, so wird das Intervall immer grosser,
die markierten Punkte werden immer seltener (da die Schwelle u, mit n steigt). Eine
bessere Darstellung erhélt man, wenn man die Punkte nicht im Intervall [0, n] auftrigt,
sondern reskaliert im Intervall [0, 1]. Ein Exzedent X; von u, wird dann also nicht bei i

aufgetragen, sondern bei i/n. Bezeichnet man fiir n € N
(4) No((a, b)) = #{i/n € (a,b] : X; > u,,i=1,...,n},

fir alle Intervalle (a,b] C (0,1], so definiert N,, einen Punktprozess auf dem Intervall
(0, 1]. Er heisst der zeitnormierte Punktprozess der Ezzedenten. Wenn u,, so gewéhlt wird,
dass (3) gilt, dann konvergiert die Folge V,, von Punktprozessen fiir n — oo in Verteilung

gegen einen Poissonprozess mit Parameter 7.

(2) Die Verallgemeinerte Paretoverteilung
Bei den Exzedenten einer hohen Schwelle interessiert uns nicht nur, wann sie auftreten
oder wie oft das passiert, sondern auch, wie gross jeweils der Exzess X — u |X > w ist
(gegeben X > u, wird der Exzess X —u betrachtet). (In Abbildung 3. sind die Exzesse mit
Y1, ..., Yy, bezeichnet, dort ist N,, = 6 die Anzahl der Exzedenten.) Unter der Bedingung
(3) mit 7 = —In H(z) und u, = a, x + b, wie im Theorem 1. kann man zeigen, dass es

eine messbare, positive Funktion ( gibt, so dass fiir 1 + &y > 0 gilt

g i (> v [ x> 0) = e
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falls die linke Seite iiberhaupt konvergiert. Falls & = 0 ist, wird die rechte Seite als e™¥
interpretiert. Fiir alle £ € R ist die rechte Seite der Tail einer Verteilungsfunktion, der
sogenannten verallgemeinerten Paretoverteilung. Fiir € > 0 ist [0, 00) der Tréger der Ver-
teilung, fiir £ < 0 ist der Tréiger das kompakte Intervall [0, —1/£].

(3) Die Unabhéngigkeit
Zuletzt lisst sich zeigen, dass der Punktprozess der Uberschreitungen und die Exzesse,

also die Hohe der Uberschreitungen, im Limes unabhiingig sind.

Wie kann man diese Grenzwertsitze nutzen, um Tails und Quantile zu schéitzen?
Der folgende Abschnitt beschreibt die POT-Methode fiir eine Stichprobe X, ..., X,,. Fiir

eine hohe Schwelle u sei
Ny= #{i: X;>u,i=1,...,n}.

Mit Yi,..., Yy, bezeichnen wir die Exzesse von Xj,...,X,, wie auch in Abbildung 3.
dargestellt. Sei X eine Zufallsvariable mit der gleichen Verteilungsfunktion F'(z) = P(X <
1), z € R, wie jedes Xj, k = 1,...,n. Mit F = 1 — F bezeichnen wir den Tail von F.
Weiter sei F,(y) = P(Y1 >y | X > u), y > 0, dann gilt

Fuly) = P(X—u>y| X >u) = % y>0.
Folglich gilt
(6) Flu+y)= Fu)F.(y), y>0.

Einen Schétzer fiir den Tail (fiir Werte grosser als u) erhélt man, indem man beide Tails

auf der rechten Seite der obigen Gleichung schitzt.
Dazu verwendet man (1)—(3).

Man schiitzt F(u) durch das empirisches Gegenstiick, die relative Haufigkeit von Uber-

schreitungen von w durch Xy, ..., X,:

= N,
7 Flu) = —=
(7 (W) = =

Beachte, dass dieses Vorgehen fiir F'(u + y) selber nicht sinnvoll ist, da im allgemeinen
dazu zu wenige Beobachtungen zur Verfiigung stehen. Der zweite Faktor in (6) F,(y) wird
durch die verallgemeinerte Paretoverteilung approximiert, wobei man die Skalenfunktion

((u) beriicksichtigen muss. Sie wird als Parameter /3 in die Grenzverteilung integriert.

(8) Fuly) ~ (1 " 5%)1/5 |



wobei £ und 3 (durch é\und B) geschiitzt werden miissen.

Man erhilt dann einen Tailschitzer der Form

L — N, N ~1/€

Fiir gegebenes ¢ € (0, 1) erhéilt man durch Inversion einen Schitzer fiir das ¢—Quantil von

der Form

(10) Z, = u+§:<<]\%(1_q)>f_1) .

Schitzung des Value-at-Risk

Eine gidngige Methode, die Parameter £ und (3 zu schéitzen, ist die Maximum Likelihood
(ML) Schétzung. Diese beruht auf der numerischen Maximierung der Likelihood-Funktion
zu den betrachteten Datenpunkten, hier also den Y;,...,Yy,. Allerdings ist dabei zu be-
achten, dass die Schitzungen oft nur auf wenigen Daten basieren, da lediglich die Exzesse
in das Schétzverfahren einfliessen. Aus diesem Grund kann man sich nicht auf die asym-
ptotischen Optimalititseigenschaften der ML-Schétzer verlassen.

Wie im letzten Absatz zu sehen war, liegen der ML-Schitzung die Daten Y7, ..., Yy,

zugrunde, d.h. es muss ein Schwellenparameter u gewdhlt werden. Eine exzellente Moglich-

keit fiir die Wahl von u bietet wegen (8) die Ezzessfunktion
(11) e(u)= EX —u|X>u), u>0.

Man rechnet leicht nach, dass die Exzessfunktion der Exponentialverteilung eine Kon-
stante ist, ndmlich gerade ihr Parameter. Die Exzessfunktion von Verteilungen, deren
Tail leichter ist als der Tail der Exponentialverteilung, fillt gegen 0; bei Verteilungen mit
fetterem Tail strebt die Exzessfunktion gegen unendlich.

Es lidsst sich zeigen, dass die Exzessfunktion (11) im Falle einer verallgemeinerten
Paretoverteilung mit £ < 1 und beliebigem 3 > 0 linear steigt. Damit ist infolge (8) klar,
wie man theoretisch eine verniinftige Schwelle u w#hlt: Wahle u so, dass die empirische
mittlere Exzessfunktion in einer grosstmoglichen rechtsseitigen Umgebung von u linear
wichst. Abb. 4. zeigt eine steigende empirische mittlere Exzessfunktion, wobei es schwierig
ist, eine eindeutige Schwelle u zu finden. Wir legen deshalb an dieser Stelle die Schwelle
noch nicht fest, sondern schéitzen sdmtliche Parameter in Abhéngigkeit von w.

Mit 2" = max(z,0) bezeichnen wir wie iiblich den Positivteil von z. Die empirische

Funktion

1 n
Xi_ +7 >07
#{i:Xi>u,i:1,...,n};( u) h=

(12) en(u) =

schitzt die Fxzessfunktion
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Abb. 4. Die mittlere empirische Exzessfunktion der Verluste.

Wie in Emmer et al. (1998) gezeigt wurde, fiihrt eine Quantilschéitzung mit Hilfe der
Extremwerttheorie fiir iid Daten normalerweise zu einer sehr viel hoheren (realistischeren)

Risikoeinschétzung als die empirische und die normale Methode.

4. Die POT-Methode fiir stationire Zeitreihen

Wie wir in Abschnitt 3. gesehen haben, muss man zum Risikomanagement nicht die
gesamte Zeitreihe modellieren. Es geniigt, den Teil der Zeitreihe addquat zu beschreiben,
der iiber einer hohen Schwelle liegt. Die POT-Methode kann unter schwachen Bedingungen
an eine stationédre Zeitreihe modifiziert werden, so dass auch Cluster in den Extrema
erfasst werden.

Stationére Zeitreihen konnen sowohl Langzeitabhéngigkeit als auch lokale Abhéngig-
keiten aufweisen. Der Einfluss von Langzeitabhéngigkeit auf das extreme Verhalten von
Zeitreihen wird in dieser Arbeit nicht untersucht. Die hier vorgeschlagene Methode funk-
tioniert unter Mischungsbedingungen, die Langzeitabhdngigkeit ausschliessen, aber lokale
Abhéngigkeiten zulassen; vgl. Embrechts et al. (1997), Abschnitt 4.4.

Intuitiv diirfte klar sein, was Cluster sind; Volatilitdtscluster ist ein hidufig gebrauch-
ter Terminus. Cluster in den Extrema bedeutet, dass Volatilitdtscluster so grosse Aus-
schlége zeigen, dass sie {iber einer hohen Schwelle sichtbar werden. Das hat offensicht-
lich Konsequenzen fiir das Risikomanagement. Wesentlich fiir die mathematische Be-
handlung ist es, Cluster geeignet zu beschreiben. Dies kann auf verschiedene Art und
Weise geschehen. Der vielleicht einfachste Weg ist die “Blockdefinition”. Hierbei werden
die Beobachtungen Xj,..., X, einer stationiren Zeitreihe mit Randverteilungsfunktion
F(z) =P(X <x), z € R, firi=1,...,n, in k Blocke der Grosse r aufgeteilt. Wir neh-

men der Einfachheit halber an, dass n = kr (sonst nehmen wir r = [n/k], d.h. die grosste

10
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Abb. 5. X; = max(Yy, Yei1) fir iid Yy. Dann ist @ = 0.5, alle extremen Cluster ha-
ben deterministische Griosse 2. Fir mehr Details iber dieses Beispiel verweisen wir auf
Embrechts et al. (1997), Example 4.4.4.

natiirliche Zahl < n/k). Beachte, dass k£ und r von n abhéingen. Unsere Daten haben nun
die Form
Xl)'"7X7‘;"';X(k71)7‘+17'"7Xkr-

Fiir jeden Block wird nun dessen Maximum
(13) M(Z) :m&X(X(i_1)7«+1,...,Xir), 1= ]_,,]{I

bestimmt. Schliesslich wihlen wir eine Folge von Schwellenwerten (u,) so, dass (3) gilt,
d.h.

(14) lim nP(X; > u,) =7 € (0,00).

n—0o0

Die Definition der Cluster ist jetzt denkbar simpel: Sobald es Blocke gibt, in denen min-
destens eine Beobachtung iiber der Schwelle u,, liegt (d.h. wo M® > u, gilt), werden alle
Exzedenten in diesem Block zu einem Cluster zusammenfasst. Die Clusterposition kann
unterschiedlich definiert werden. Ublicherweise nimmt man immer den Beginn oder das
Ende des zugehorigen Blockes. Wenn man r respektive £ geeignet wihlt, kann man mit
Hilfe der oben genannten Mischungseigenschaften die (asymptotische) Unabhéngigkeit der
Cluster zeigen. In der Praxis ist die Wahl von r nicht ganz einfach. Zum einen kennt man
die genauen Mischungseigenschaften der zu untersuchenden Zeitreihe nicht. Zum anderen
steht man vor dem folgenden Dilemma: Fiir die asymptotische Unabhéngigkeit muss man

r hinreichend gross wéhlen, andererseits darf man r nicht zu gross wéhlen, da nur noch
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die Clustermaxima M®, i =1,..., k, zur Schiitzung herangezogen werden, wie wir spiter
sehen werden (vgl. (23) und (26)).
In Analogie zu (4) definieren wir den zeitnormierten Punktprozess der Clusterexze-

denten durch
(15) NY((a,b]) = #{ir/n € (a,b] : MD > u,,i=1,... k}

fiir alle Intervalle (a,b] C (0,1]. Wenn u,, so gewihlt wird, dass (14) gilt, sowie einige
weitere schwache technische Bedingungen fiir die Zeitreihe gelten, dann konvergiert die
Folge N¢ von Punktprozessen fiir n — oo in Verteilung gegen einen Poissonprozess mit
Intensitét 07 fir ein 6 € (0,1], was wiederum zeigt, dass die Cluster (asymptotisch)
unabhéngig sind.

Wichtig ist dabei, dass die Zeitreihe stationér ist. Der stationire Parameterraum und
der Tail der stationdren Verteilung ist explizit bekannt fiir lineare Modelle, ARCH(1),
GARCH(1,1), AR(1)+ARCH(1) (vgl. Embrechts et al. (1997), de Haan et al. (1989),
Mikosch /Starica (1998) und Borkovec/Kliippelberg (1998)). Fiir GARCH(p,q), p,q¢ > 1,
sind nur hinreichende Bedingungen fiir Stationaritdt bekannt, die leider fiir viele Finanz-
zeitreihen nicht erfiillt sind.

Der Parameter 6 heisst der extreme Index der Zeitreihe. Im néchsten Abschnitt wollen
wir die Bedeutung des extremen Index € erldutern. Er spielt eine wesentliche Rolle bei

der Modellierung und Interpretation fiir die Tail- und Quantilschitzung.

Der extreme Index

Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel, um die Bedeutung des extremen Index zu

erlautern.

Beispiel 1. Wir wollen die Eigenkapitalreserven berechnen, um ein Portfolio fiir 10 Tage
abzusichern, so dass es mit 95% Wahrscheinlichkeit als Reserve ausreicht. Angenommen,
dass die 99% und 99.5% Quantile der téglichen Verlusthhe 10 Mio bzw. 11 Mio betragen.
Falls die Tagesdifferenzen iid mit Erwartungswert 0 sind, dann sind Reserven in Hohe von
11 Mio nétig (0.995'° 2 0.95). Falls aber die Tagesdifferenzen abhiingig sind mit extremen
Index # = 0.5, dann sind Reserven in Hohe von 10 Mio ausreichend (0.99° ~ 0.95).

Dieses Beispiel zeigt, dass die Schitzung des extremen Indexes ein zentrales Problem
der Extremwertsstatistik fiir abhingige Daten ist. Eine solche Schitzung hat, wie auch
die Schitzverfahren fiir Quantile, mit dem Problem von kleinen Stichproben zu kdmp-
fen. Wir nehmen wieder probabilistische Eigenschaften des extremen Indexes zuhilfe, um
zuverldssige Schitzverfahren herzuleiten. Diese Eigenschaften fiihren auch zu Interpreta-
tionen des extremen Indexes.

Zuerst einmal beschreibt der extreme Index den Unterschied zwischen der Vertei-

lung des Maximums der Zeitreihe und dem Maximum einer unabhéngigen Stichprobe mit
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gleicher Randverteilung F'. Wir beginnen mit der technischen Definition: Falls man fiir

7 € (0,00) eine Folge (u,) findet, so dass

(16) lim nP(X >u,) = T,
n—0o0

(17) lim P(M, <wu,) = exp(—07),
n—o0

gelten, dann heisst 6 der extreme Index der Zeitreihe (X,,). Man kann dann zeigen, dass
0 € [0,1] liegt. Fiir iid Daten ist # = 1, der Fall # = 0 ist ein pathologischer Fall, der fiir
uns keine Rolle spielt.

Um einen Vergleich der Zeitreihe und den entsprechenden iid Beobachtungen zu ziehen,
ignorieren wir die Abhéngigkeit der Zeitreihe, d.h. wir schauen die sogenannte unabhéngi-
ge assoziierte Folge (X,) an ((X,) ist die iid Folge mit Verteilungsfunktion F).

Falls nun (X,,) den extremen Index 6 € (0, 1] hat, dann sind fiir Folgen (u,,) und Werte

7 € (0,00) dquivalent:

lim nF(u,) = 7,
n—00
(18) lim P(M, <wu,) = exp(-7),
n—o0
(19) lim P(M, <wu,) = exp(—07),
n—00

Der extreme Index hat eine schone, anschauliche Interpretation; er stellt gerade den

reziproken Wert der mittleren Clustergrosse dar. Betrachte dazu wieder den Punktprozess
der Exzedenten N,, in (4), d.h.

N,((a,0]) = #{i/n € (a,b] : X; > up,i=1,...,n},

fiir alle Intervalle (a,b] C (0, 1], wobei die X; jetzt nicht mehr unabhéingig sein miissen.
Mit Hilfe des Konvergenzresultates von N¢ kann man zeigen, dass N, fiir eine stati-
ondre Zeitreihe mit gleichen Mischungseigenschaften wie bisher in Verteilung gegen einen

zusammengesetzten Poissonprozess konvergiert, der sich wie folgt beschreiben lésst:

NCE()-N%(a)
N((a,b]) = Z Yo, (a,0] C(0,1],
n=1
wobei 20_ Y, = 0 gesetzt wird. N ist der Grenzprozess der Punktprozessfolge N,
also ein Poissonprozess mit Intensitit 67, und die Y, sind iid Zufallsvariable, die die
Clustergrosse beschreiben, d.h. die Y,, nehmen Werte in N an und haben eine diskrete
Wahrscheinlichkeitsverteilung (7, )nen.
Die folgende Rechnung erklirt die Interpretation von 6:

(20) 7 = lim nP(X > u,) = lim EN,(0,1] = EN(0,1] = 6rEY;.

n—0o0 n—00

Damit ist £Y; = 1/6, d.h. die mittlere Clustergrosse ist gerade 1/6.
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Um # zu schiitzen, betrachten wir wieder die Blockmaxima M® i = 1,... k,, aus
(13). Dabei nehmen wir an, dass r so gross gewéhlt ist, dass die Maxima der einzelnen
Blocke als unabhingig angesehen werden konnen (sie haben auch die gleiche Verteilung,

da die Zeitreihe stationér ist). Wegen dieser Unabhéingigkeit kann man nun das Gesamt-

maximum der Daten bestimmen durch (M® LMfori=1,..., k)
. K\"
(21)  P(M, < uy) = P(max MY <u,) = (P(M, < u,))k = (1 - ?> :

wobei K = NY((0,1]), d.h. die Anzahl Cluster respektive die Anzahl Blécke mit minde-
stens einem Exzedenten darstellt. Fiir die Approximation in (21) wurde die theoretische
Verteilungsfunktion durch die empirischen Verteilungsfunktion der iid M, ..., M®*) er-
setzt. Die Folge (u,) wurde wieder so gewihlt, dass (14) gilt.

Die Approximation (19) bedeutet, dass

P(M, <u,) ~ F"(u,) (: P(M, < un)") .

Das lésst sich tibersetzen in

. InP(M, <u,)
lim
n—oo  nln F(uy,)

=0.

Setzt man nun obige Approximation (21) in diese Beziehung ein, erhélt man den Schitzer

~ kln(l - K/k)

(22) "~ nln(l - N/n)’

Dabei ist N = N,((0,1]) die Anzahl der Exzedenten von u,, in X,...,X,, und k ist wie
zuvor die Anzahl der Blocke.

Nun kann man zeigen, dass unter Bedingung (3), wenn also (4) fiir den Parameter £
und Skalenfunktion 3(u) gilt, auch

MO g .
23 lim P ———— >y M(Z)>u>: 1+ &y) e,
(23) i P (22 (1+¢)
fiir 1 + &x > 0, gilt und zwar fiir den gleichen Parameter ¢ und gleiche Skalenfunktion
Bw).

Wie veridndert sich der Quantilschétzer (9) im Fall einer stationdren Zeitreihe mit

extremem Index 7 Die POT-Methode basiert nach wie vor auf der Zerlegung (5)
(24) Flu+y)=FuFu.(y), y=>0.

Es gibt verschiedene Ansitze, um die beiden Faktoren F(u) und F(u + y) zu schiitzen
(vgl. Coles/Tawn (1998)):
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Abb. 6. Urspringliche Daten (nur Verluste) und die Blockmazima. Als Blockgrisse wur-
de r = 20 gewdahlt.

1. Ignoriere die Abhingigkeit und benutze die Standard-POT-Methode, wie sie in (7)-
(10) beschrieben wurde. Diese Schitzmethode ergibt unter den entsprechenden Mi-
schungsbedingungen konsistente Schitzer, allerdings sind die Konvergenzraten er-

heblich langsamer (die Varianz der Schétzer ist grosser). Prézise Konvergenzraten
findet man in Drees (1999).

2. ldentifiziere die Cluster der extremen Beobachtungen und nehme als Daten nur die
Clusterpositionen und die Clustermaxima. Modelliere die Clusterpositionen als ho-
mogenen Poissonprozess mit Intensitit 760 und approximiere die Verteilungsfunktion
der Exzedenten der Clustermaxima durch eine verallgemeinerte Paretoverteilung,
unabhéngig von dem Poissonprozess der Clusterpositionen. Der Vorteil dieser Me-
thode ist es, dass sie einfach anzuwenden ist, der Nachteil, dass sie Datenmaterial

verschwendet. Ausserdem ist die Identifikation der Cluster meist willkiirlich.

3. Modelliere die Zeitreihe als lineares Modell, (G)ARCH oder stochastisches Vola-
tilitdtsmodell, fiir das man den extremen Index kennt. Der Vorteil ist, dass man
den extremen Index theoretisch berechnen kann, also nicht aus den Daten schitzen
muss. Allerdings wird die ganze Zeitreihe gefittet, nicht nur ihr extremes Verhalten.

Simulationen und Studien zeigen, dass diese Methode nicht zu empfehlen ist (vgl.
z.B. Mikosch/Starica (1998)).

4. Eine weitere Alternative, die wir in dieser Arbeit nicht beriicksichtigen, besteht

darin, die Abhéngigkeit in den Exzedenten explizit zu modellieren, z.B. durch ei-
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ne Markovkette (Smith et al. (1994)). Ein Vorteil dieser Methode besteht darin,
dass die Likelihoodfunktion explizit berechnet werden kann, und die Abhéngigkeit
beriicksichtigt wird. Ausserdem kann der extreme Index explizit berechnet werden,
muss also nicht aus den Daten geschétzt werden. Ein Nachteil der Methode ist die

Rechenkomplexitit sowie ein Mangel an Robustheit durch die Modellspezifikation.

Threshold
0.0101 0.0043 0.0032 0.0025 0.0021 0.0018 0.0017  0.0015 0.0012 0.0010 0.0008

0.8 1.0

0.6

theta (654 blocks of size 20)
0.4

0.2

0.0

52549 73 98 128 166 204 255 297 354 390 429 461 496 534 579 617 650
K

-~

Abb. 7. §(u) wurde mittels der Blockmethode fiir r = 20 geschitzt.

Die erste Methode haben wir in (7)-(10) beschrieben. Nun zeigen wir, wie man die 2.

Methode statistisch umsetzt. Fiir eine hohe Schwelle « sei nun

N¢ = #{Cluster von Exzedenten von u} .

Wir schitzen den extremen Index 6 mittels der Blockmethode. Dazu teilen wir die Be-
obachtungen in Cluster mit jeweils » Beobachtungen auf und schitzen 6 mittels 6, als
Funktion von verschiedenen Schwellenwerten wu.

Dann schétzt man F(u) durch
= N¢
25) Flu) = =,
nf,
d.h. wir ersetzen die Anzahl Exzedenten N, in (7) durch die Anzahl Clusterexzedenten,

multipliziert mit der mittleren Clustergrosse.

Als néchstes schiitzen wir F,(y) basierend auf den Exzessen der Clustermaxima, die
als iid modelliert werden. Fiir iid Beobachtungen haben wir F,(y) zuerst durch eine GPD
approximiert und dann die Parameter mittels ML-Schitzung geschétzt. Die Likelihood-
funktion ist in diesem Fall das Produkt der Randdichten.
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Threshold Threshold
0.0014 0.0015 0.0016 0.0017 0.0019 0.0020 0.0022 0.0026 0.0032 0.0045 0.0014 0.0015 0.0016 0.0018 0.0019 0.0021 0.0025 0.0030 0.0036 0.0050

0.4
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0.95)
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0.2

Shape (xi) (CI, p .
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900 838 777 716 655 594 533 472 411 350 289 228 167 106 45 452 421 391 361 331 301 271 241 210 180 150 120 90 60 30
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Abb. 8. Punktweise Maximum Likelihood Schditzer Eu fir Werte u > 0.0014 mit punkt-
weisen asymptotischen 95%-Konfidenzbdndern. Die linke Schitzung basiert auf allen Ver-
lusten, die rechte nur auf den Clustermaxima. Cluster wurden mittels der Blockmethode
fiir r = 20 definiert.

Im abhéngigen Fall haben wir die Cluster so gewihlt, dass die Clustermaximas iid
angesehen werden konnen. Diese werden nun zur Schiitzung von F,(y) herangezogen. Fiir
i=1,...,N¢ sei M® das Clustermaximum.

Nun schétzt man € und 3 durch ML-Schétzung, wobei als Daten die pseudo-iid Cluster-
maxima M®) i =1,..., N¢ herangezogen werden. Konkret sind die Schiitzer gegeben
durch

- N¢ (ni) _
(26) (&) = argmaxiey) [ —Nu I — (1+1/6) Y In <1 + w>
1=1

Mit dem gleichen Vorgehen wie im iid Fall erhalten wir einen Tailschétzer von der

Form
L NC’ - —1/5

(27) Fluty) = — (1+§2> . y>0.

no, o]
und durch Inversion schliesslich einen Schétzer fiir das ¢—Quantil (¢ € (0, 1) beliebig) von
der Form

~ ~ =3

~ B no,



= = = ‘

Schrankew | € 3 ¢ 3

0.0010 0.2630 0.00065 0.1470  0.00127
0.0015 0.2030  0.00098 0.1710  0.00126
0.0020 0.1700 0.00121 0.1360  0.00149
0.0025 0.1380 0.00140 0.1150  0.00166
0.0030 0.1010 0.00167 0.1070  0.00177
0.0035 0.0935 0.00175 0.0673  0.00198
0.0040 0.0573 0.00196  -0.0374 0.00250
0.0045 0.0741 0.00192 0.0098  0.00227
0.0050 0.0815 0.00193 0.0188  0.00227
0.0055 0.2609 0.00148 0.2009  0.00164
0.0060 0.6580 0.00089 0.5608 0.00101

Tab. 1. Eund B in Abhdngigkeit von u: Vergleich der Standard-POT-Methode (links) mit
der POT-Methode mit abhdingiger Modellierung (rechts).

Beachte, dass unser Schétzer fiir das ¢-Quantil noch entscheidender von der Schranke u
abhingt als im iid Fall, da jetzt noch zusétzlich der geschitzte extreme Index /G\u mit

hinzukommt.

5. Ergebnisse der Datenanalyse

In diesem Abschnitt wollen wir die Standard-POT-Methode, welche auf der (falschen)
Annahme beruht, dass die Daten unabhéngig sind, mit der POT-Methode fiir stationére
Zeitreihen vergleichen. Als zugrunde liegenden Datensatz haben wir die Wechselkurse
$US/DEM vom 1.1.1996 bis 31.12.1996, jeweils halbstiindig beobachtet und bereinigt
(keine Wochenenden, Feiertage etc.), genommen und haben die zugehorigen 95%, 97.5%,
99% und 99.9% Quantile der Verluste (negative Differenzen) berechnet. Die negativen
Verluste zeigen dabei die typischen “’stylized features” wie Clusterbildung in den Maxima
und grosse Fluktuationen (vgl. Abbildung 1.).

Um die POT-Methode fiir stationére Zeitreihen anwenden zu kénnen, muss man die
Blocklénge (d.h. die Lénge eines Clusters) von Anfang an festlegen. Es hat sich gezeigt,
dass fiir unseren Datensatz r = 20 eine verniinftige Wahl darstellt. Der Schétzer @\u fiir
den extremen Index in Abhangigkeit von der Schwelle u ist in Abbildung 7. dargestellt.
In Tabelle 1. sind die geschitzten Werte fiir £ ud [ fiir beide Methoden wiederum in
Abhingigkeit von u festgehalten. Abbildung 8. gibt einen weiteren Eindruck von der
Abhéngigkeit des Schétzers E von der Schwelle u bei beiden Verfahren. es zeigt sich, dass
¢ und f sehr stark von der Wahl der Schwelle v abhéngen.

Mit Hilfe der Formel (10) respektive (28) konnen wir schliesslich die Quantile in
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Abhéngigkeit von der Schwelle u berechnen. Abbildung 9. und Tabelle 2. geben die Re-
sultate wider. Zwei Dinge sind dabei bemerkenswert: Zum einen zeigt es sich, dass die
Wahl von u keinen so grossen Einfluss, wie vielleicht nach der Berechnung von £ und 3 er-
wartet, auf die geschétzten Quantile hat. Dies ist sowohl bei der Standard-POT-Methode
wie auch bei der POT-Methode fiir stationire Zeitreihen der Fall. Der Quantilschétzer
scheint also bei beiden Verfahren relativ robust gegeniiber Schwellenwechseln zu sein. Die
zweite Beobachtung ist sehr interessant. Aus Abbildung 9. ist deutlich sichtbar, dass die
Standard-POT-Methode fiir “kleinere” Quantile (95%, 97.5%) viel risikoaverser ist als
die POT-Methode basierend auf den Clustermaxima. Falls man aber Quantile schétzen
will, die sehr nahe an 1 liegen, dann verdndert sich das Bild drastisch. Dies zeigt, dass
man bei der Quantilbestimmung sehr vorsichtig sein sollte und immer mehrere Verfahren
anwenden sollte. Will man sehr grosse Quantile schitzen, dann liefert die POT-Methode

fiir stationére Zeitreihen die konservativere Schitzung.

99.9%Quantile |

0.008

0.006

0.004

99%-Quantile
L

1 . 97.5%-Quantile
95%-Quantile

0.002

0.0

0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006

Abb. 9. Schitzwerte z,(u), fir grosse Werte von w. Die Schitzung basiert auf der POT-
Methode, die gestrichelte Linie auf allen Daten (ohne Beriicksichtigung der Abhdingigkeit),
die durchgezogene Linie auf den Clustermazima. Da Quantile hoherer Ordnung héher sind,
gibt es fir sehr grosse Quantile ein grisseres Intervall méglicher Schwellenwerte (u >

zu wdahlen, ist nicht mdéglich).
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\ u \95% 97.5%  99%  99.9% 95%  97.5%  99%  99.9%

0.0010 | 0.00170 0.00235 0.00339 0.00745  0.00118 0.00213 0.00353 0.00803
0.0015 | 0.00174 0.00240 0.00358 0.00773  0.00133 0.00210 0.00344 0.00794
0.0020 0.00239 0.00363 0.00785 0.00216  0.00360 0.00785
0.0025 0.00361 0.00796 0.00357 0.00826
0.0030 0.00362 0.00810 0.00348 0.00820
0.0035 0.00366 0.00813 0.00353  0.00838
0.0040 0.00823 0.00877
0.0045 0.00815 0.00862
0.0050 0.00817 0.00846
0.0055 0.00799 0.00801
0.0060 0.00779 0.00762

Tab. 2. Schdtzungen des 95%, 97.5%, 99% und 99.9% Quantils in Abhingigkeit von w:
Vergleich der Standard-POT-Methode (links) mit der POT-Methode mit abhéingiger Mo-
dellierung (rechts).
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