
Optimale Portfolios mit beschr�anktem Value-at-RiskClaudia Kl�uppelberg Ralf Korn30. April 1999ZusammenfassungIn Analogie zum klassischen Portfoliooptimierungsansatz nach Markowitz l�osen wir einzeitstetiges Portfolioproblem, bei dem das erwartete Endverm�ogen unter der Nebenbedingungeiner oberen Schranke f�ur den Value-at-Risk zu maximieren ist. Im mehrdimensionalen Black-Scholes-Modell erhalten wir hierf�ur eine explizite L�osung, die wir mit der entsprechendenL�osung im klassischen Markowitz Erwartungswert-Varianz Problem vergleichen.We solve some continuous-time portfolio selection problem that consist of maximisingexpected terminal wealth under the constraint of an upper bound for the Value-at-Risk. In aBlack-Scholes world we obtain an explicit solution, which we compare to the correspondingsolution of the classical Markowitz mean-variance problem.1 EinleitungEmpirische Untersuchungen zeigen, dass bei einem langen Investitionszeitraum Anlagen in Ak-tien zu einem h�oheren Gewinn f�uhren als eine risikolose Anlage (siehe z.B. Goeppl et al. [4]).Langfristig gesehen, wachsen Aktienindizes schneller als ein risikoloses Instrument trotz sich wie-derholender Crashs am Aktienmarkt. In dieser Arbeit formulieren wir ein Optimalit�atskriterium,das genau diese Anlagestrategie als optimal erkennt.Klassische Portfoliooptimierung nach Markowitz [7] und Sharpe [9] basiert auf einer Erwar-tungswert-Varianz (EV) Analyse, d.h. es wird unter allen Portfolios, bei denen die Varianz desEndverm�ogens unter einer vorgegebenen Schranke liegt, das mit maximalem erwarteten End-verm�ogen ausgew�ahlt. Aus heutiger Sicht gibt es mehrere Kritikpunkte an diesem Ansatz. Zumeinen kann damit obiges Ph�anomen nicht erkl�art werden: benutzt man die Varianz als Risiko-mass, so ist das Portfolio mit dem geringsten Risiko automatisch ein reines Bondportfolio. Mehr1



noch, mit steigendem Zeithorizont wird ein Aktieninvestment durch das EV-Kriterium auch alsInstrument mit wachsendem Risiko beurteilt. Nimmt man die obigen empirischen Beobachtun-gen als Massstab, so bedeutet dies, dass das EV-Kriterium genau im Gegensatz zur Optimalit�atdes langfristigen Aktieninvestments steht. Zum anderen ist die Varianz mittlerweile auch ausanderen Gr�unden als ein unzureichendes Risikomass erkannt: Momente sind meist ungeeignet,Risiken zu messen.In dieser Arbeit konzentrieren wir uns auf den Value-at-Risk (VaR) als Risikomass f�ur diePortfoliooptimierung. Der VaR hat sich w�ahrend der letzten Jahre zum Benchmark-Risikomassentwickelt. Ausserdem ist der VaR auch von Aufsichts�amtern als Basismass akzeptiert, wenn dieH�ohe von Reserven zur Absicherung von Kapitalmarktrisiken festgelegt werden.Der VaR eines Portfolios ist �ublicherweise de�niert als die Di�erenz zwischen dem Erwar-tungswert � der Pro�t-Loss Verteilung und dem Downside Risikokapital, gegeben durch einQuantil. Wenn die Pro�t-Loss Verteilung eines Portfolios normal ist mit Erwartungswert � undStandardabweichung �, dann ist der VaR des Portfolios, basierend auf dem �-Quantil (z.B.� = 0:05) VaR = �� (�� �z�) = �z� ; (1.1)wobei z� das �-Quantil der Standardnormalverteilung ist. Eine statistische Sch�atzung des VaRist in diesem Fall einfach: � wird durch die empirische Standardabweichung gesch�atzt und z� isttabelliert. Wenn die Pro�t-Loss Verteilung nicht normal ist, was eher die Regel als die Ausnahmeist, wird es schwierig, genaue Sch�atzungen f�ur VaR zu erhalten. Eine L�osung dieses statistischenProblems, basierend auf Extremwerttheorie, wird in Emmer, Kl�uppelberg und Tr�ustedt [3] vor-geschlagen; f�ur den mathematischen und statistischen Hintergrund m�ochten wir auf das BuchEmbrechts, Kl�uppelberg und Mikosch [2] verweisen.In Analogie zu De�nition (1.1) m�ochten wir den VaR eines beliebigen dynamischen Portfo-lios als Di�erenz einer mittleren Anlage und dem Quantil des Endverm�ogens beschreiben. Zielunserer De�nition ist insbesondere, einen Risikovergleich verschiedener Portfolios mithilfe desVaR zu erm�oglichen. Das erreichen wir, indem wir den Erwartungswert in De�nition (1.1) durchdie sichere Anlage des Marktes, also ein reines Bondportfolio, ersetzen. Wir m�ochten aber daraufhinweisen, dass die De�nition von VaR f�ur unser dynamisches Portfolioproblem nicht eindeutigde�niert ist. Wir halten uns hier an die De�nition von Artzn�er et al. [1], m�ochten aber nichtverschweigen, dass es in der Literatur verschiedene De�nitionen gibt.Von einem eher praktischen Standpunkt aus wird das Problem der statischen Portfolioop-2



timierung unter VaR-Restriktionen von Zagst und Kehrbaum [10] betrachtet: sie �nden eineL�osung mittels numerischer Approximation und pr�asentieren auch eine sehr interessante Fall-studie. Scheuenstuhl und Zagst [8] l�osen das Optimierungsproblem f�ur Portfolios, die nebenAktien auch Optionen enthalten k�onnen.2 Optimale Portfolios und Value-at-RiskWir betrachten das Standardmodell eines Black-Scholes-Markts, der aus einer risikolosen Anlage,dem Bond, und mehreren risikobehafteten Anlagen, den Aktien, besteht. Die zeitliche Entwick-lung ihrer Preise (P0(t))t�0 (Bond) und (Pi(t))t�0 f�ur i = 1; : : : ; d (Aktien) werden durch die(stochastischen) Di�erentialgleichungendP0(t) = P0(t) r dt ; P0(0) = 1 ;dPi(t) = Pi(t)�bi(t)dt+Pdj=1 �ij(t)dWj(t)� ; Pi(0) = pi ; i = 1; : : : ; d ; (2.1)modelliert. Dabei ist W (t) = (W1(t); : : : ;Wd(t))0 eine Standard Brownsche Bewegung, r 2 R istdie risikolose Zinsrate, b(t) = (b1(t); : : : ; bd(t))0 der Vektor der mittleren Aktienertragsraten und� = (�ij)1�i;j�d ist die Volatilit�atsmatrix, die wir als regul�ar voraussetzen.Sei �(t) = (�1(t); : : : ; �d(t))0 ein zul�assiges Portfolio, d.h. �i(t) ist der prozentuale Anteil amVerm�ogen X�(t), der in Aktie i investiert wird (wir verweisen auf Korn [6] f�ur relevante De�-nitionen). Mit (X�(t))t�0 bezeichnen wir den zugeh�origen Verm�ogensprozess, dessen Dynamikdurch die stochastische Di�erentialgleichungdX�(t) = X�(t) �f(1� �(t)01)r + �(t)0bgdt+ �(t)0�dW (t)� ; t > 0 ; X�(0) = x ;beschrieben wird, wobei x 2 R das Anfangsverm�ogen des Investors ist und 1 = (1; : : : ; 1)0 derVektor (jeweils der richtigen Dimension), dessen Komponenten alle gleich 1 sind. Der Anteil desInvestments in den Bond ist dann 1��(t)01. Sei T ein fester Planungshorizont. Wir werden unsin [0; T ] auf konstante Portfolios �(t) = � = (�1; : : : ; �d) beschr�anken. Das bedeutet lediglich,dass die in Aktien investierten Verm�ogensanteile �uber die Zeit [0; T ] konstant gehalten werden.Man muss aber wegen der unterschiedlichen Entwicklung der Wertpapierpreise seine Positio-nen dynamisch in der Zeit anpassen, um die wertm�assigen Verh�altnisse zwischen den einzelnenPositionen konstant zu halten. In vielen Aufgabenstellungen der zeitstetigen Portfoliooptimie-rung stellt sich heraus, dass solch konstante Portfolios auch in einer weitaus gr�osseren Klassevon Portfolioprozessen optimale Strategien sind (vgl. z.B. Kapitel 3 und 4 in Korn [6]). Weiter3



erlaubt uns diese Restriktion eine explizite Bestimmung des optimalen Portfolios in unseremErwartungswert-VaR-Problem, und sie erlaubt auch eine �okonomische Interpretation unsererResultate.F�ur den Verm�ogensprozess X�(t) zum Portfolio � erhalten wir folgende explizite Formeln:X�(t) = x exp �(�0(b� r1) + r � k�0�k2=2)t+ �0�W (t)� ; (2.2)E(X�(t)) = x exp �(�0(b� r1) + r)t� ; (2.3)var(X�(t)) = x2 exp �2(�0(b� r1) + r)t� �exp(k�0�k2t)� 1� ; (2.4)Die Norm k � k ist die euklidische Norm in Rd . Man beachte, dass var(X) die Varianz derZufallsvariablen X ist, w�ahrend VaR(x; �; T ) Value-at-Risk bedeutet. Er ist wie folgt de�niert.De�nition 2.1 Wir betrachten den Black-Scholes Markt, gegeben durch die Gleichungen (2.2)-(2.4). Sei z� das �-Quantil der Standardnormalverteilung und � = (�1; : : : ; �d) ein konstantesPortfolio. Wir bezeichnen die Di�erenz zwischen dem Endverm�ogen der reinen Bondstrategie unddem �-Quantil der Verteilung von X�(T ) als Value-at-Risk des Portfolios � mit Anfangskapitalx und Planungshorizont T :VaR(x; �; T ) = x�exp(rT )� exp((�0(b� r1) + r � k�0�k2=2)T + z�k�0�kpT )�= x exp(rT ) (1� exp(f(�))) ;wobei f(�) = (�0(b� r1)� k�0�k2=2)T + z�k�0�kpT :Im Gegensatz zu Zagst und Kehrbaum [10], die den VaR als Di�erenz zwischen dem erwartetenEndverm�ogen des gerade betrachteten Portfolios und einem Quantil de�nieren, benutzen wir diereine Bondstrategie als Referenzmass. Das Risiko eines beliebigen Portfolios wird im Vergleichzu der risikolosen Anlage am Markt gemessen. Das erlaubt es nicht nur, f�ur ein bestimmtesPortfolio das Risiko zu messen, sondern auch verschiedene Portfolios bzgl. ihres Marktrisikos zuvergleichen.Abbildung 2.2 VaR(1 000; 1; T ) des reinen Aktienportfolios (� = 1) f�ur festes Kapital x =1000 in Abh�angigkeit des Planungshorizonts T .Man beachte, dass f(�)! �1 strebt f�ur k�0�k ! 1, so dasssup�2RdVaR(x; �; T ) = x exp(rT ) ; (2.5)4



d.h. eine riskante Anlagestrategie kann zu einem VaR f�uhren, der nahezu das gesamte Kapitalbeinhaltet.Der erste bemerkenswerte Unterschied zwischen den Konzepten des VaR und der Varianz alsRisikomass wird bereits bei der Bestimmung des Portfolios mit dem jeweiligen kleinsten Risikodeutlich. Die Varianz ist immer f�ur ein reines Bondportfolio minimal. Die Minimierung des VaRf�uhrt zu folgendem Resulat (f�ur � stellen wir uns einen sehr kleinen Wert wie 0:05 oder 0:1 vor,d.h. z� < 0, ausserdem setzen wir � = k��1(b� r1)k):� bi = r f�ur alle i = 1; : : : ; d.Dann ist � = 0 das Portfolio mit minimalem VaR(x; �; T ) = 0.� bi 6= r f�ur ein i 2 f1; : : : ; dg und pT� < jz�j.Dann ist � = 0 das Portfolio mit minimalem VaR(x; �; T ) = 0.� bi 6= r f�ur ein i 2 f1; : : : ; dg und pT� � jz�j.Dann ist � = �� � jz�jpT � (��0)�1(b� r1)k��1(b� r1)kund VaR(x; �; T ) = x exp(rT )�1� exp�12(pT� � jz�j)2�� < 0 :Man beachte, dass der VaR negativ werden kann, was implizit daran liegt, dass der VaR desreinen Aktieninvestments mit wachsendem Zeithorizont negativ wird. Dies l�asst sich damit er-kl�aren, dass die gegen�uber dem Bond h�ohere Driftrate auf lange Zeit gesehen die Schwankungdes Aktienpreises dominiert, so dass schliesslich das untere Quantil des Aktieninvestments �uberdem Wert des langfristigen Bondinvestments liegt.Eine �okonomische Interpretation �ndet man z.B. bei Artzn�er et al. [1]. Wenn der VaR positivist, interpretieren wir ihn als minimale zus�atzlich notwendige Reserve f�ur das Portfolio. Wennder VaR dagegen negativ ist, kann man diesen Betrag aus der Reserve herausnehmen.Wir wollen nun die eigentliche Optimierungsaufgabe l�osen:max�2RdE(X�(T )) so dass VaR(x; �; T ) � C ; (2.6)wobei C eine vorgegebene Konstante ist. 5



Dieses Optimierungsproblem kann analytisch gel�ost werden, und man erh�alt folgende opti-male Strategie: Unter der Bedingung, dassmin�0; x exp(rT )�1� exp�12(pT� � jz�j)2��� � C � x exp(rT )und dass bi 6= r f�ur mindestens ein i 2 f1; : : : ; dg hat das Problem (2.6) die L�osung�� = "� (��0)�1(b� r1)k��1(b� r1)k ; (2.7)wobei "� = (k��1(b� r1)k+ z�=pT ) +q(k��1(b� r1)k+ z�=pT )2 � 2c=T ; (2.8)c = ln�1� Cx exp(�rT )� :Das zugeh�orige maximale erwartete Endverm�ogen unter obiger Value-at-Risk Restriktion istdann nach (2.3) E(X��(T )) = x exp �(r + "�k��1(b� r1)k)T � : (2.9)Man beachte, dass das optimale erwartete Endverm�ogen von dem Aktienverm�ogen nur �uberk��1(b� r1)k, die relative Risikopr�amie f�ur Aktieninvestment, abh�angt, nicht aber explizit vonder Anzahl an Aktien. Ein solches Ergebnis wird als \mutual fund theorem" bezeichnet, da manden gleichen Ertrag durch Investition in lediglich zwei Wertpapiere mit geeigneten Drift- undVolatilit�atsparametern (als Fonds aufgefasst) statt einer Investition in mehrere Aktien erzielenkann.Abbildung 2.3 Erwartetes Endverm�ogen f�ur ein reines Bondportfolio (� = 0), ein reines Ak-tienportfolio (� = 1), sowie die optimale Strategie als L�osung des Optimierungsproblems (2:6).Als Parameter w�ahlten wir x = 1000 d = 1, r = 0:05, b = 0:15, � = 0:2 und � = 0:05. Alsobere Schranke f�ur den VaR haben wir C = VaR(1 000; 1; 5) gew�ahlt, also den VaR eines reinenAktienportfolios mit Zeithorizont T = 5.Abbildung 2.4 Optimales Portfolio, gegeben durch den Wert von �� aus (2:7), im Vergleichzum reinen Aktienportfolio � = 1.Abbildungen 2.3 und 2.4 illustrieren das Verhalten der optimalen Strategie und das maximaleerwartete Endverm�ogen f�ur unterschiedliche Planungshorizonte T . Abb. 2.3 zeigt das erwartete6



Endverm�ogen f�ur ein reines Bondportfolio (� = 0), ein reines Aktienportfolio (� = 1), sowie dieoptimale Strategie als L�osung �� gegeben durch (2.7) des Optimierungsproblems (2.6). Wie mansieht, ist das Resultat f�ur das optimale Portfolio deutlich besser als f�ur das reine Aktienportfolio.Die Ursache wird deutlich, wenn wir die zugeh�orige Portfolios anschauen.Abb. 2.4 zeigt das optimale Portfolio �� im Vergleich zum reinen Aktienportfolio � = 1 �ubereinen l�angeren Zeithorizont T . Es gibt drei strukturell verschiedene Abschnitte: Ungef�ahr bis zu5.5 Jahren enth�alt das optimale Portfolio eine Shortposition im Bond, zwischen 5.5 und 8 Jahrenenth�alt es eine Longposition in Bond und Aktie, danach enth�alt es wieder eine Shortposition inBond, die mit der Zeit steigt. Der Grund daf�ur liegt im fallenden VaR des Aktienportfolios, s.Abb. 2.2Abb. 2.5 zeigt die Erwartungswert-VaR E�zienzgrenze (VaR = C = VaR(1 000; 1; 5)) f�urdie obigen Parameter zum Planungshorizont T = 5. Wie nicht anders erwartet, hat sie die gleicheForm wie eine typische Erwartungswert-Varianz E�zienzgrenze.Abbildung 2.5 Erwartungswert-VaR E�zienzgrenze f�ur die obigen Parameter zum Planungs-horizont T = 5.3 Vergleich mit dem klassischen Markowitz PortfolioIn diesem Abschnitt vergleichen wir das optimale Portfolio ��, gegeben durch (2.7), mit demklassischen optimalen Portfolio nach Markowitz (genauer dem optimalen Portfolio in einer zeit-stetigen Variante des Markowitz-Problmes), in dem das Risiko durch die Varianz beschriebenwird.Dazu l�osen wir das Optimierungsproblemmax�2RdE(X�(T )) so dass V ar(X�(T )) � C ; (3.1)Mit Hilfe der expliziten Formel (2.4) f�ur die Varianz schreiben wir die Varianzrestriktion umund erhalten die �aquivalente Restriktion(b� r1)0�T � 12 ln� Cx2(exp(k�0�k2T )� 1)�� rT :Damit l�asst sich das Optimierungsproblem (3.1) explizit l�osen und man erh�alt folgende optimale7



Strategie, falls bi 6= r f�ur mindestens ein i 2 f1; : : : ; dg:b� = b" (��0)�1(b� r1)k��1(b� r1)k ; (3.2)wobei b" die eindeutige positive L�osung der nicht-linearen Gleichungk��1(b� r1)k"T � 12 ln� Cx2(exp("2T )� 1)�+ rT = 0 ; (3.3)ist. Das zugeh�orige maximale erwartete Endverm�ogen unter obiger Varianzrestriktion ist dannnach (2.3) E(Xb�(T )) = x exp((r + b"k��1(b� r1)kT ) ; (3.4)was von der selben Form ist wie (2.9). Insbesondere stehen die in die einzelnen Aktien investier-ten Betr�age in beiden optimalen L�osungen zueinander im selben Verh�altnis ! Der wesentlicheUnterschied liegt allerdings im Detail verborgen, n�amlich im Verhalten der Konstanten b" und"�. W�ahrend die zum Varianz-Problem geh�orende Konstante b" mit wachsendem Zeithorizontf�allt, also ein schw�acher werdendes Aktieninvestment bewirkt, w�achst die zum VaR-Problemgeh�orende Konstante "� und erlaubt somit ein zunehmendes Aktieninvestment.Abbildung 3.1 "� aus der Erwartungswert-VaR Optimierung und b" aus der Erwartungswert-Varianz Optimierung in Abh�angigkeit vom Planungshorizont T . F�ur den Vergleich haben wirC so gew�ahlt, dass "� = b" f�ur T = 10 gilt. F�ur einen l�angeren Planungshorizont emp�ehlt dieoptimale Strategie nach dem VaR-Kriterium einen h�oheren Anteil an Aktien im Portfolio als dieoptimale Strategie nach dem Varianz-Kriterium.4 Schlussbemerkung und AusblickDer Black-Scholes Markt erlaubt die explizite Berechnung der optimalen Strategien bei be-schr�anktem VaR im Vergleich zum klassischen Markowitz Ansatz mit beschr�ankter Varianz. Beirealistischeren Marktmodellen kann man explizite L�osungen nat�urlich nicht mehr erwarten.In Kl�uppelberg und Korn [5] �nden sich noch einige explizite Berechnungen f�ur Sprungdif-fusionen, d.h. die Wiener Prozesse in (2.1) werden zu zuf�alligen Zeiten durch Spr�unge zuf�alligerH�ohe gest�ort. Bei unserem Optimierungsproblem (2.6) stellt sich heraus, dass das VaR-Kriteriumdiese Spr�unge weitgehend ignoriert, was sicherlich zu Problemen im Risikomanagement f�uhren8



kann. Weiter noch, ist die Wahrscheinlichkeit f�ur einen Sprung gering, so ist der optimale An-teil am Gesamtverm�ogen, der in Aktien investiert werden soll h�oher als beim Standard-Black-Scholes-Modell, wenn die Aktienpreise in beiden Modellen gleiche Erwartungswerte besitzen.Auch dies ist wieder ein Hinweis auf Probleme mit dem VaR als Risikomass. Bekanntlichhat der VaR keineswegs alle w�unschenswerten Eigenschaften eines Risikomasses, was sich auchin diesem Modell zeigt.Alternative Risikomasse wie den Shortfall untersuchen wir momentan im Zusammenhang mitPortfoliooptimierung und werden zu einem sp�ateren Zeitpunkt die entsprechenden Ergebnissepr�asentieren.Literatur[1] Artzn�er, P., Delbaen, F., Eber, J.M. and Heath, D. (1998) Coherent measures of risk.Preprint.[2] Embrechts, P., Kl�uppelberg, C. und Mikosch, T. (1997) Modelling Extremal Events forInsurance and Finance. Springer, Berlin.[3] Emmer, S., Kl�uppelberg, C. und Tr�ustedt, M. (1998) VaR { ein Mass f�ur das extremeRisiko. Solutions 2, 53-63.[4] Goeppl, H. , Herrmann, R., Kirchner, T., Neumann, M. (1996) Risk Book: German Stocks1976-1995 Fritz Knapp Verlag.[5] Kl�uppelberg, C. und Korn, R. (1998) Optimal portfolios with bounded value-at-risk. Pre-print Technische Universit�at M�unchen und Johannes Gutenberg-Universit�at Mainz.[6] Korn, R. (1997) Optimal Portfolios. World Scienti�c, Singapore.[7] Markowitz, H. (1959) Portfolio Selection { E�cient Diversi�cation of Investments. Wiley,New York.[8] Scheuenstuhl, G. und Zagst, R. (1998) Integrated portfolio management with options. Ris-klab Research Papers No. 9804.[9] Sharpe, W. (1964) A theory of market equilibrium under condition of risk. Journal ofFinance 19, 425-442. 9
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