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Exakte Ein-/Ausgangslinearisierung
fir die translatorische Dynamik
eines Quadrocopters

Exact Input-Output Linearization for the Translational Dynamics of a Quadrotor Helicopter

Michael Buhl, Oliver Fritsch, Boris Lohmann, TU Miinchen

Zusammenfassung Der Beitrag beschreibt eine exakte E/A-
Linearisierung fir die translatorische Dynamik eines Quadro-
copters. Die hierfiir relevante Lageinformation reduziert sich auf
die Ausrichtung des Schubvektors (bzw. der korperfesten z-
Achse), welche mit zwei Freiheitsgraden beschrieben werden
kann. Hierzu wird im vorliegenden Beitrag ein spezielles Schub-
achsenquaternion eingefiihrt. Die E/A-Linearisierung selbst er-
folgt in zwei Stufen. Zundchst wird eine E/A-Linearisierung
zwischen der z-Position und dem Schub durchgefiihrt und an-
schlieBend eine E/A-Linearisierung zwischen der xy-Position
und den Stellmomenten.

»»» Summary This paper presents an exact input-
output linearization for the translational dynamics of a quadro-
tor helicopter. For this purpose the required attitude information
is fully given by the orientation of the thrust vector (coinciding
with the body-fixed z-axis), which can be described with only
two degrees of freedom. To this end a special quaternion for
the thrust axis is introduced in this paper. The input-output li-
nearization then consists of two stages. First an input-output
linearization relating z position to thrust is performed and follo-
wed by a second input-output linearization relating xy position
to the control torques.

Schlagwadrter Positionsregelung, Quaternionen, Quadrocopter, Ein-/Ausgangslinearisierung »»» Keywords Position

control, quaternions, quadrotor, feedback linearization

1 Einleitung

Unbemannte Flugsysteme besitzen ein breites und ste-
tig wachsendes Anwendungsspektrum. Dieses reicht
vom reinen Modellflug tiber kommerzielle Anwendun-
gen (beispielsweise Inspektionsaufgaben, Filmaufnahmen
oder Katastrophenschutz) bis hin zu militirischen
Missionen. Das Flugsystem fithrt die jeweilige Aufgabe
dabei entweder autonom oder von einem Bediener fern-
gesteuert durch.

Der Quadrocopter ist ein besonders agiles unbemann-
tes Flugsystem, welches als Senkrechtstarter zusitzlich
die Fihigkeit zum Schwebeflug mitbringt. Er besteht aus
einem kreuzformigen starren Rahmen, an dessen vier
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Enden sich je ein Rotor befindet. Wie in Bild 1 skiz-
ziert erzeugen die vier Rotoren Schubkrifte Fi,...,F,
und Momente Mj, ..., Ms. Aufgrund der paarweise ver-
schiedenen Drehrichtungen wirken die Momente M;, M3
gegensitzlich zu den Momenten M,, M.

Fiir die vorgestellte E/A-Linearisierung wird die Dyna-
mik der Rotoren vernachlissigt und davon ausgegangen,
dass tber die Rotordrehzahlen ny,...,ns jeweils eine
Schubkraft und ein Moment vorgegeben werden kann:

Fi=Fi(n;)  M; = M;(n;) (1)
Verschiebt man die Schubkrifte F; sowie die Momente

M; in den Schwerpunkt des Quadrocopters, so ergibt
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Bild 1 Beispiel fiir einen Quadrocopter. Hier der AscTec Hummingbird.

sich dort ein resultierender Schubkraftvektor S sowie ein
resultierender Momentenvektor M, welche sich im kor-
perfesten Koordinatensystem von Bild 1 darstellen als

0 0
s=|o0|= 0 , (2)
-S —(F1+F,+F3+F,)
T
M= (M, M, M) , (3)
F
M\ _ (0 L 0 -L\|E (@)
M) \L 0 -L 0)|F]|”’
'
M,=-M,+M,—M;+M, , (5)

wobei L die Entfernung zwischen dem Schwerpunkt des
Quadrocopters und den Rotoren bezeichnet. In diesem
Beitrag wird davon ausgegangen, dass der nichtlineare
Zusammenhang zwischen den Rotordrehzahlen n; und
den Kriften F; bzw. Momenten M; (in Form von Kenn-
linien) bekannt ist. Dadurch konnen anstelle der vier
Rotordrehzahlen der Vektor M und die z-Komponente
S des Schubkraftvektors S als Eingangsgroflien betrachtet
werden. Letztere wird im Folgenden auch als Schub be-
zeichnet.

Ziel der vorgestellten E/A-Linearisierung ist es,
ein Stellgesetz der Form M = M(...,vy,v,,v,) und
S=S(..., vy V), v;) zu bestimmen, so dass anschlieSend
tiber die drei virtuellen Eingangsgroflen vy, vy, v; zeitliche
Ableitungen der der AusgangsgrofSen x, y, z (Position des
Quadrocopters) vorgegeben werden konnen:

(62) Ve
)/(5)’) =|v]. (6)
(52) v

Durch geeignete Vorgabe der virtuellen Eingangsgréfien
Vx» Vy, ¥, ldsst sich darauf aufbauend eine gewtinschte Dy-
namik fiir das System (6) einstellen. Dieser letzte Schritt
beim Entwurf einer Positionsregelung muss fiir jedes
Quadrocoptersystem individuell erfolgen und steht des-
halb nicht im Fokus des Beitrags.

Durch die betrachteten vier Stellgréen (M € R® und
S € R) kann zusitzlich zu den drei Ausgangsgrofien x, y, z
als vierte Ausgangsgrofle die Orientierung des Quadroco-
pters um dessen korperfeste z-Achse geregelt werden. Der
Einfluss der zugehorigen Drehbeschleunigung «, auf den
Momentenvektor M wird in diesem Beitrag beschrieben.
Die konkrete Vorgabe von @, ist hingegen nicht Teil des
Beitrags, da sie unabhingig von der Positionsregelung
entworfen werden kann und auflerdem ebenfalls fur je-
des Quadrocoptersystem individuell erfolgen muss.

Neben dem Entwurf einer Positionsregelung auf Basis
einer exakten E/A-Linearsierung finden sich in der Lite-
ratur eine Vielzahl weiterer Ansitze. Ein Grofdteil dieser
Arbeiten lisst sich dabei den folgenden Gruppen zuord-
nen:

e Linearisierung des Systems um einen Arbeitspunkt
oder entlang einer Trajektorie und anschlieffender
Entwurf eines linearen Regelgesetzes, z. B. [3; 10].

e E/A-Linearisierung des Systems unter der Annahme
kleiner Euler-Winkel, z.B. [1;8].

e Entwurf von kaskadierten Regelungen mit einer inne-
ren Schleife fiir die Lage und ggf. den Schub und einer
duBeren Schleife fiir die Position des Quadrocopters,
z.B. [7;10;12].

e Entwurf von nichtlinearen Regelungen mittels
Backstepping, Sliding-Mode-Techniken oder anderen
Ansitzen, z. B. [5;6;8;9].

Mit wenigen Ausnahmen (z.B. [6]) konnen die
verschiedenen Arbeiten auch anhand der verwendeten
Lageparametrierung in folgende zwei Gruppen aufgeteilt
werden:

e Parametrierung mittels Quaternionen, z. B. [4;5].

e Parametrierung mittels Euler-Winkeln, z.B. [1-3;7-
12; 15].

Speziell in der zweiten Gruppe wird die erste Ablei-

tung der Euler-Winkel gelegentlich stillschweigend mit

den Drehraten approximiert [8;15]. Diese Approxima-
tion hat jedoch hochstens im Bereich kleiner Winkel
und kleiner Drehraten Giiltigkeit. Auch fiir den trans-
latorischen Teil der Dynamik wird oftmals die Annahme
kleiner Winkel getroffen [1;2;8]. Dies fithrt dazu, dass
sich die Dynamik insofern vereinfacht als den Bewe-
gungen in x- und y-Richtung dann jeweils genau ein

Euler-Winkel zugeordnet werden kann. Sobald jedoch

moglichst beliebige Bahnen im Raum hochdynamisch ab-

geflogen werden sollen, ist sowohl die Annahme kleiner

Euler-Winkel als auch kleiner Drehraten wenig sinn-

voll. Als Beispiel fiir ein in unseren Augen vollstindiges

Modell eines Quadrocopters, welches die Lage mittels

Euler-Winkeln parametriert und welches ohne wesent-

liche Vereinfachungen auskommt sei an dieser Stelle [9]

angefthrt.

Die in diesem Beitrag vorgestellte exakte E/A-Li-
nearisierung basiert auf einer Lageparametrierung mittels
Quaternionen. Diese bieten zum einen die in Ab-
schnitt 2.1 aufgefithrten Vorteile, zum anderen gestalten
sich nach Meinung der Autoren dadurch auch die explizit
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ausgeschriebenen Terme der E/A-Linearisierung deutlich
iiberschaubarer.

Neben der Verwendung von Quaternionen unter-
scheidet sich der vorliegende Beitrag gegeniiber den
in [4;11] beschriebenen exakten E/A-Linearisierungen
durch eine getrennte E/A-Linearisierung der z-Richtung
und der verbleibenden beiden Raumrichtungen. Die E/A-
Linearisierung in z-Richtung erfolgt als erstes und wird
durch Vorgabe des Schubs S erreicht. Dies entspricht
zum einen der intuitiven Erwartung, dass tber den
Schub die Hohe des Quadrocopters am besten beein-
flusst wird, zum anderen stellt der Schub fiir die beiden
anderen Raumrichtungen danach keine Stellgrofle mehr
dar. Letzteres ist insofern vorteilhaft, als sich dadurch
die relativen Grade 8, und &, soweit erhohen, dass bei
der anschliefenden E/A-Linearisierung beziiglich der x-
und y-Richtung keine interne Dynamik entsteht. Anders
als bei der in [4;11] angewandten dynamischen E/A-
Linearisierung wird im vorliegenden Beitrag durch die
zweistufige E/A-Linearisierung die Systemordnung nicht
erhoht.

2 Lageparametrierung mittels Quaternionen

2.1 Motivation fiir die Verwendung

von Quaternionen

Ein oftmals aufgefithrter Vorteil von Quaternionen ge-

gentiber Euler-Winkeln ist deren lokale Umkehrbarkeit.

Das heiflt, jeder Drehung kann wenigstens innerhalb

einer gewissen Menge (siehe dazu auch Abschnitt 2.2)

eindeutig ein Quaternion zugeordnet werden. Im Gegen-

satz dazu besitzt eine Euler-Winkel basierte Drehmatrix
so genannte kritische Punkte, an welchen diese nicht lo-
kal umkehrbar ist. Fiir die angestrebte E/A-Linearisierung
soll jedoch der Schubvektor des Quadrocopters S immer
nach ,oben® zeigen (STg<0), so dass diese kritischen

Punkte nicht erreicht werden.

Die Verwendung von Quaternionen wurde im vor-
liegenden Fall stattdessen durch folgende Punkte moti-
viert:

1. Aufgrund der Symmetrien ist bei einem Quadroco-
pter die Interpretation der Euler-Winkel als Rollen,
Nicken und Gieren eher fraglich. Stattdessen spielt fiir
die Bewegung des Quadrocopters die Ausrichtung des
Schubvektors eine zentrale Rolle. Ein Quaternion wird
direkt aus der Information tiber die Drehachse und
den Drehwinkel zwischen zwei Koordinatensystemen
gebildet. Daher kann die Ausrichtung des Schubvek-
tors mit einem geeigneten Quaternion (sieche hierzu
das in Abschnitt 2.3 eingefiihrte Schubachsenquater-
nion) deutlich transparenter wiedergeben werden als
mit Euler-Winkeln, bei welchen erst mit Hilfe der sich
ergebenden Rotationsmatrix auf die resultierende Aus-
richtung des Schubvektors geschlossen werden kann.

2. Sowohl bei der Berechnung der zeitlichen Anderung

als auch bei der Bestimmung der Rotationsmatrix tau-
chen keine trigonometrischen Funktionen auf. Dies

fordert zum einen die Ubersichtlichkeit der in diesem
Beitrag vorgestellten E/A-Linearisierung zum ande-
ren vereinfachen sich dadurch die Rechenoperationen,
welche fiir die Realisierung der E/A-Linearisierung no-
tig sind.

2.2 Benutzte Eigenschaften von Quaternionen

Bedeutung eines Quaternions

Mit einem Quaternion q € R* kann die Verdrehung
zwischen zwei Koordinatensystemen beschrieben wer-
den. Im Fall des Quadrocopters kann z. B. mittels eines
Quaternions die Verdrehung des in Bild 1 dargestellten
korperfesten Koordinatensystems gegentiber dem so ge-
nannten North East Down Systems (NED) und somit die
Fluglage des Quadrocopters beschrieben werden. Wie in
[16] dargestellt wird, ergeben sich die vier Komponenten
eines Quaternions aus der Drehachse und dem Drehwin-
kel zwischen den beiden Koordinatensystemen:

.o
asmE
a=| 2|, (7)

cos —
2

wobei a € R® die Drehachse und o den Drehwinkel
angibt. Da die Drehachse invariant gegeniiber der Ver-
drehung ist, hat sie im Ausgangs- und im Zielsystem die
gleiche Darstellung. Ferner wird der Betrag von a immer
zu eins gewdhlt, so dass auch q immer die Linge eins hat.
q wird deshalb auch als Einheitsquaternion bezeichnet.

Anhand von (7) kann man auch erkennen, dass falls
q eine Drehung um « beschreibt so fiihrt eine Drehung
um «+27 (um die selbe Achse) zum Quaternion —q.
Folglich beschreiben q und —q die selben Verdrehungen,
weshalb bei der Riickrechnung von einer Rotationsma-
trix auf das zugehorige Quaternion eine Zweideutigkeit
besteht. Diese wird im Folgenden durch die Forderung
qa > 0 vermieden.

Quaternionen-Multiplikation
Die Multiplikation zweier Quaternionen ist definiert als

44 —q93 942 q P1

q3 q4s  —q1 92 p2 ) (8)
4@ Q1 494 43| |DP3
41 92 —43 g4 \P4

Q(q)

r:qop:

Das resultierende Quaternion r beschreibt die Rotation,
die sich durch die beiden Rotationen q und p ergibt.
Hierbei ist zu beachten, dass p die zweite Rotation in dem
bereits um q verdrehten Koordinatensystem beschreibt.

Quaternionen-Kinematik
Rotiert das um q verdrehte korperfeste Koordinatensys-
tem mit den korperfesten Drehraten wy, w,, w,, so lautet



die zeitliche Verdnderung von q

q4 43 42 q1 Wx
e a - ool 9)
2192 q qs g3 Wz

q:
41 —G2 45 g4 0
Q(q)
Rotationsmatrix

Falls q die Rotation vom Koordinatensystem I nach K
beschreibt, so gilt fiir die Darstellung eines Vektors

x=R(q)kx (10)
mit

Gra-B-0 2@a—q3qs) 24195 +q244)

R(Q)=|2(q1g2+q4394) di—-1+ -3 2(4293—9144)

2qigs—q294)  2(qags+q1qs) qG-d1— D+ 45
(11)

2.3 Aufspaltung der Lage in zwei Drehungen
Die Lage des Quadrocopters kann durch die Verdrehung
des korperfesten Koordinatensystems gegeniiber einem
inertial festen Koordinatensystems (im Folgenden sei dies
das North-East-Down (NED) System) und somit mittels
eines Quaternions q exakt beschrieben werden.

Fir die angestrebte E/A-Linearisierung ist es notig q
als Produkt zweier Quaternionen q,, und q, darzustellen,

q=qyoq:. (12)

Das Quaternion qy, beschreibt dabei die Verkippung der
korperfesten z-Achse gegeniiber der z-Achse des NED-
Systems. Das sich hieraus ergebende Koordinatensystem
wird im Folgenden als Zwischensystem bezeichnet (siehe
Bild 2). Die Drehung des NED-Systems in das Zwi-
schensystem findet dabei um eine Achse a innerhalb der
inertialen xy-Ebene statt, wodurch sich fiir qy, die Struk-
tur

qu:(qx 4 0 QP)T (13)

ergibt. Aufgrund von

ap =11~} (14)

besitzt qy, nur die beiden Freiheitsgrade g, und g,.

Das zweite Quaternion q, beschreibt die fehlende
Drehung um die korperfeste z-Achse und hat dement-
sprechend die Struktur

q:=(00g, g,)" (15)

und besitzt wegen

av=\1-¢ (16)

nur den Freiheitsgrad q,.

Bild 2 Inertiales Koordinatensystem (Index I), Zwischenkoordinaten-
system (Index Z) und korperfestes Koordinatensystem (Index K).

Durch die Aufspaltung von q ist es moglich die Aus-
richtung des Schubvektors mittels der beiden Groflen gy
und g, zu beschreiben. Die dritte Grofe g, wird zwar
zur Beschreibung der Lage des Quadrocopters benétigt,
nicht jedoch fiir die Beschreibung dessen Schubvektors,
welcher fiir die E/A-Linearisierung von entscheidender
Bedeutung ist. Im Folgenden wird deshalb qy, als Schub-
achsenquaternion bezeichnet.

3 Dynamik des Schubachsenquaternions qxy
Die wesentliche Beeinflussung der Bewegung des Qua-
drocopters in xy-Richtung findet iiber die Ausrichtung
des Schubvektors und damit tber das Schubachsen-
quaternion q, statt (sieche auch Impulssatz (27)). Das
Schubachsenquaternion stellt jedoch keine Stellgrof3e dar.
In Vorbereitung auf die angestrebte E/A-Linearisierung
wird deshalb im Folgenden der Zusammenhang zwischen
der Dynamik des Schubachsenquaternions und der Stell-
grofle M hergeleitet.
Um q,, entsprechend

dp 0 Ay 9x Wy

0 g -9« g Wy (17)
-4y 4 g 0 Wz
“4x 4y 0 g | \0

0| =

. 1
qu = EQxya) =

zu bestimmen, bendtigt man die Drehrate @ des Zwi-
schensystems. Die dritte Komponente von @ kann aus
der Forderung qy,(3) = qu(3) = 0 bestimmt werden:

_ Qyx—qxQy

2 (18)
dp
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Setzt man dies in (17) ein, so erhilt man fiir die interes-
sierenden beiden Komponenten von q,,:

- 1 1[1-¢ - s
q}’ qp 2 q.qu qy w}’
—_—
VA

Da das korperfeste Koordinatensystem und das Zwi-
schensystem die gleiche z-Achse haben, kénnen die
Drehraten innerhalb der gemeinsamen xy-Ebene durch

Wx\ | cosg@
@,) |sing

—sin (pi| <a)x> (20)
cosg | \w,
S ——
R(P

einfach ineinander umgerechnet werden. Hierbei be-
zeichnen w,,w, die korperfesten Drehraten und der
Winkel ¢, welcher die Verdrehung des korperfesten Sys-
tems gegeniiber dem Zwischensystem beschreibt (siehe
Bild 2), ergibt sich zu ¢ =2 arcsing,.

Zur Bestimmung von . und ¢, leitet man (19) nach
der Zeit ab

. > 1 ~ 1 ~

(q) —(-Lz4-2 (‘”) +—7 (“’) : (21)
9y ) Wy) dp \%y

Die hierbei auftretenden Drehbeschleunigungen des Zwi-

schensystems ergeben sich durch Differentiation von (20)
zu

d)x o & Wy Wy
<‘by> —7 de (")y> R (“’y) 2

mit ¢ = w,—®,.

Kombiniert man (21) und (22) zeigt sich, dass (gy qy)T
in eine korperfeste Drehbeschleunigung (wx @y)” umge-
rechnet werden kann. Die hierfiir nétige Inversion von
R, und Z ist fiir g, # 0 immer moglich. Der Sonderfall
gp = 0 liegt vor, wenn die z-Achse des Quadrocopters
antiparallel zum Schwerkraftvektor ist bzw. wenn der
Quadrocopter ,auf dem Kopf steht“. Vernachlissigt man
diesen nicht interessierenden Sonderfall, so kann mit
Hilfe des Drallsatzes

M=Jo+wx (Jo) (23)

zu jeder Drehbeschleunigung o = (& @, ®,)T und so-
mit zu jeder Kombination g, §,,w, das dazugehorige
Stellmoment M berechnet werden. Der Wert fiir o,
stammt dabei aus einer separat und unabhingig zu ent-
werfenden Regelung fiir den Winkel ¢, welche in dieser
Arbeit nicht weiter betrachtet wird. Um die folgende E/A-
Linearisierung moglichst iibersichtlich darzustellen, wird
daher die Quaternionenbeschleunigung

_ (4«
v (%) (24

als Stellgrofle betrachtet, welche mit Hilfe der Gleichun-
gen (21), (22) und (23) immer auf die tatsichlichen
Stellmomente M umgerechnet werden kann.

4 Exakte E/A-Linearisierung
Grundlage fiir die E/A-Linearisierung ist die Beschrei-
bung der translatorischen Dynamik des Quadrocopters
durch die Bewegungsgleichungen

X X 0 0
mly|=-D{y]+| 0 |+R(gqy) | O |, (25)
z z mg =S
Gx
T )=u (26)
(%)

mit

e x=(xy 2z)T den Schwerpunktskoordinaten des Qua-
drocopters dargestellt im NED-System,

e m der Masse des Quadrocopters,

e S dem Betrag des Schubvektors,

e D = diag(d,,d,, d;) einer konstanten Diampfungsma-
trix, (Die im Folgenden vorgestellte Linearisierung ist
jedoch mit einer nichtlinearen Didmpfung ebenfalls
moglich.)

e R(qy,) der Rotationsmatrix zwischen dem NED Sys-
tem und dem Zwischensystem,

e u die in Abschnitt 3 Gleichung (24) eingefithrte Qua-
ternionenbeschleunigung.

Die 3 Eingangsgroflen fiir die translatorische Dynamik

(25), (26) setzen sich somit aus dem Schub S und der

Quaternionenbeschleunigung u zusammen.

4.1 E/A-Linearisierung in z-Richtung
Fiir die E/A-Linearisierung in z-Richtung wird zunéchst
der Impulssatz (25)

x x 0 ~2qyqp
m|yl=-D|y|+] 0 |+ 29xqp S (27)
z z mg 2q; +2q5-1

betrachtet, wobei R(q,,) entsprechend (11) eingesetzt

wurde. Da der Schub § eine Stellgrofe darstellt, ergibt

sich fiir den Ausgang

e x ein relativer Grad von 2 fur g,q, 7 0 bzw. falls der
Schubvektor nicht in der inertialen yz-Ebene ist,

e y ein relativer Grad von 2 fiir q.g, 7# 0 bzw. falls der
Schubvektor nicht in der inertialen xz-Ebene ist,

e z ein relativer Grad von 2 fiir g2 +q§ # 0,5 bzw. falls
der Schubvektor nicht in der inertialen xy-Ebene ist.

In den meisten Fillen betrigt somit der relative Grad des

Quadrocopters 3-2 = 6. Entsprechend den Bewegungs-

gleichungen (25), (26) besteht der fiir die translatorische

Dynamik relevante Zustandsvektor z aus den Kompo-

nenten

z= (XT x! qx Gy 4x q.y)T > (28)

wodurch sich eine Systemordnung von n = 10 > 6 ergibt.

In einem ersten Schritt wird die Stellgrof8e S, welche
die relativen Grade der drei Ausginge auf jeweils zwei
beschrankt, dazu verwendet fiir einen der drei Ausginge
ein lineares Verhalten zu erzeugen. Aus Sicht der bei-
den anderen Ausginge stellt sich danach S nicht mehr



als Stellgrofle sondern als Funktion von Zustinden und
des entsprechenden virtuellen Fingangs dar. Dadurch
erhohen sich die relativen Grade der verbleibenden bei-
den Ausginge. Im Ergebnis entpricht die Summe der
relativen Grade aus beiden Linearisierungsschritten im
vorliegenden Fall der Systemordnung. Somit verbleibt
nach Durchfithrung der zweistufigen E/A-Linearisierung
keine interne Dynamik.

Da im tiblichen Betrieb des Quadrocopters der Schub-
vektor sowohl in der inertialen xz- als auch in der
inertialen yz-Ebene liegen darf, nicht aber in der iner-
tialen xy-Ebene, wird S dazu verwendet die Dynamik in
z-Richtung zu linearisieren:

—-mg+d,z+mv,

29
2q§+2q)2,—1 (29)

Uber die Wahl von v, wird nun # vorgegeben. Eine mog-
liche Wahl fiir v, wire z. B.

! .. . .
Z = v, = Zeon+ a1(Zsoi1 — 2) + ao(Zson1— 2) . (30)

4.2 E/A-Linearisierung in xy-Richtung

Wie bereits erwihnt stellt aufgrund von (29) und (30)
der Schub S fiir die verbleibenden beiden Ausginge x
und y nicht mehr eine Stellgrof3e sondern eine Funktion
von Zustinden dar. Zur Bestimmung der relativen Grade
koénnen diese beiden Ausginge nun weiter abgeleitet wer-
den, siehe (34) und (35).

) =) s Gt ) oo, %
m 1+ A R P
(y‘3’ —d,j 2qx4p 2qp 0

—2qy
24y

(4) _ (3) s . _ _
m <x(4)> - ( dxx(3)> +3§ ( 2qu1’) +<2s [ 0 24 zqy} +S [ 0
y —dyy 2qxqp 2qp 0 2gx 24p

In (35) tauchen nun die Quaternionenbeschleunigun-
gen gy und g, auf, welche wie in Abschnitt 3 beschrieben
als Stellgrofle u angesehen werden konnen. Aufgrund von
(14) und (29) hingen ¢, und S ebenfalls von dx und g,
ab. Die entsprechenden Abhingigkeiten sind in (36) und
(37) gegeben. Setzt man diese in (35) ein, ergibt sich die
Beziehung (38). Fiir die dort auftretende Matrix W gilt

1 1
det(W) = ——

S 31)
2 2
14 l_qu_zqy

Solange also y # 0 (bzw. der Schubvektor nicht in der
inertialen xy-Ebene liegt) kann man fiir x) und y® eine
Vorgabe der Form

WLy, = xﬁjl)l + b3 (xSl)l—x(3)) +by (01— %)
+ by (%son — %) + bo (X011 — %) (32)
! .. ..
yW=v = yijl)l + bs ()’231)1‘)’(3)> +b2 (Vo1 —5)
+ bl()'/soll_)'/)'i'bo()/soll_)/) (33)

machen und aus (38) die Quaternionenbeschleunigung
u = u(Vy, vy, V, V5, 7;,2) bestimmen. Die Umrechnung
von u auf die Stellmomente M erfolgt wie in Abschnitt 3
beschrieben anhand der Gleichungen (21), (22) und dem
Drallsatz (23).

Uber die Wahl der Koeffizienten in (30) und (32) bzw.
(33) kann eine beliebige, stabile, lineare Fehlerdynamik
in x,y und z-Richtung vorgegeben werden.

qx
dy (34)
dp

—2qp —24y Zx
0 24« g

dp
dx
0 -2q, —2q,||.
+S [2% 0 2q.||¥ >
dp
Axdx+ 99
4 = ——
qp
. 1 ) ) .2 1 qx
g :——(qxw +q)——(qxq) . (36)
p a y T p ap Y dy
o ezt mi.—S(44uqc+ 4dyg))
N 22 +2q3-1
d,z® + sz—SS(qx ay) <qx) —45(4x gy) <qx) -45(qx q5) <qx)
§_ dy 4y 4 (37)

2q2 +2q}2,—1
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Anwendungen

X\ (—dax®\ | dZ® +mi, (2., s[4aaa/y  (4g}/y=1ap gy &
Mm@ )=\ g0 )t — |, H4S | 2 _ Gy
y Y % 9xp (1-4q;/v)ap —49:qqp/y  ax] \ .

dp
[44x0,dp/v + 224 dayaydp/y + Lay—dp Lap-ay] (%
+2S x.yp Qp.xq. y%/p qpqy.p?qu.}/ i,
R é%c _4quxqp/y_iqy qx— é% .
B 0
_44 Bap/y + L 4qlq /y+i_q )
+28 x2y P ap qz yap qap . qp <qx (38)
| Aqdp/y +ap— 7 Aaeyp/y =TT | A

w
mit y = 2qi+2q}2,—1.

5 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Artikel wurde eine E/A-Linearisierung fiir

die translatorische Dynamik eines Quadrocopters auf

Basis von Quaternionen beschrieben. Die hierzu vor-

geschlagene zweistufige Linearisierung (erst in z- und

anschlieflend in x, y-Richtung), sowie die Verwendung
von Quaternionen weisen aus Sicht der Autoren folgende
positive Eigenschaften auf:

e Die Dynamik des Systems wird bei der Durchfithrung
der E/A-Linearisierung nicht kinstlich erhoht. Die
Fehlerdynamik in z-Richtung kann um zwei Ordnun-
gen kleiner gewihlt werden als in x- oder y-Richtung.
Dies trigt auch der Erwartung Rechnung, dass die
Dynamik des Quadrocopters in z-Richtung iiber den
Schub deutlich besser beeinflusst werden kann als in x-
oder y-Richtung. Im Ergebnis entspricht das beschrie-
bene Vorgehen somit der in [13] mit quasi-statisch
bezeichneten Linearisierung.

e Die getrennte Linearisierung in z- und x, y-Richtung
hat auflerdem den Vorteil, dass fiir die Linearisierung
nur 2 x 2 Matrizen invertiert werden miissen.

e Obwohl der zentrale Ausdruck (38) fiir die E/A-
Linearisierung durchaus umfangreich ist, wiirde eine
E/A-Linearisierung auf Basis von Euler-Winkeln zu
deutlich komplexeren Ausdriicken fithren.

Aufgrund dieser Punkte erscheint der hier beschriebene

Ansatz besonders geeignet um beim vorliegenden System

eine exakte E/A-Linearisierung durchzufiihren.

Erste erfolgreiche Flugversuche haben bereits ge-
zeigt, dass die Umsetzung der beschriebenen E/A-
Linearisierung auf einem pController moglich ist. Die
Optimierung der hierzu notigen Zustandsschitzung so-
wie die Auslegung der Positionsregelung tiber die
virtuellen Eingangsgrofien vy, vy, v, sind Gegenstand un-
serer aktuellen Forschungstatigkeit.
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