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1. Einleitung

Das Zahnrad ist ein grundlegendes Element des Maschinenbaus, mit einem Paar zuein-
ander passender Zahnréder lassen sich Drehzahlen und Drehmomente in vorgegebenen
Verhiltnissen iibertragen. Das ist in sehr vielen technischen Anwendungen notwendig, da
der Motor nicht immer das passende Drehmoment beziehungsweise die passende Dreh-
zahl fiir die Anwendung liefert, oder aber der Motor aus Platzgriinden nicht direkt die
Welle antreiben kann an der das Drehmoment bendtigt wird. In einem herkdmmlichen
Kraftfahrzeug befinden sich beispielswiese im Hauptgetriebe, in den Verteilergetrieben,
die das Drehmoment auf die Reifen verteilen, und im Lenkgetriebe eine Vielzahl zum Teil
sehr unterschiedlicher Verzahnungspaare. In Abbildung 1.1 sind mehrere unterschiedliche
Arten von Zahnradern dargestellt.

Unterschieden werden Zahnridder hauptsichlich anhand ihre Achslage. AuB3enverzahnte
Stirnrdder, wie in den beiden ersten Darstellungen in Abbidlung 1.1, sind beispielsweise
durch parallele Achsen und gegenldufige Rotation gekennzeichnet. Sie haben zylindrische
Grundform; das Profil der Zahnrider bleibt in Richtung der Achse gleich.

Die Zahnradflachen, die in Kontakt stehen, werden Flanken genannt. In Abbildung 1.2
sind am Beispiel eines Stirnrades Flanken sowie die nicht in Kontakt stehenden Bereiche
Zahnfufl und Zahnkopf schematisch dargestellt. Zusitzlich nennt man die Menge aller
Beriihrpunkte im Wilzverlauf, Eingriffsfliche (siehe Abbildung 1.2). Da es sich um einen
Schnitt senkrecht zu den Achsen handelt, sind alle Flachen in dieser Abbildung nur die
Schnittkurven mit der Schnittebene. Beim abgebildeten Zahnradpaar handelt es sich um
geradverzahnte Stirnrdder. Diese Darstellung ist fiir alle Schnittebenen senkrecht zu den
Achsen identisch.

Zwei Zahnradflanken erfiillen das Verzahnungsgesetz, wenn durch die Zahnréder ein kon-
tinuierlicher Drehmomentiibertrag bei konstantem Drehzahlverhiltnis moglich ist. Diese
Bedingung hiingt vom Drehmoment ab, da es eine elastische Verformung der Zahnrider
verursacht und sich damit die Geometrie der Flanken veridndert. Der Begriff konjugierte
Verzahnung wird benutzt, um Zahnrider zu beschreiben, die ohne Beriicksichtigung der
Verformung das Verzahnungsgesetz erfiillen. Das Verzahnungsgesetz wird in der folgen-
den Arbeit ohne Beriicksichtigung der Elastizitét betrachtet. Im Folgenden geschichtli-
chen Verlauf der mathematischen Behandlung von Zahnriddern handelt es sich um rein
geometrisch kinematische Betrachtungen.

Die bis heute gebriuchlichste Form von Stirnrddern, die Evolventenverzahnung, geht auf
Leonhard Euler ([10],[11]) zuriick. Die Zahnradflanken haben dabei die Geometrie von
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Abbildung 1.1.: Oben von links: Geradverzahnte Stirnrdder [30], Schrigverzahnte Stirn-
rider[30], Konische Verzahnung (Beveloid)[2]
Unten: Geradverzahnte Kegelrdader[30], Spiralverzahnte Kegelrader[30],
Hypoidverzahnung[30]
Mit freundlicher Genehmigung von Prof. Stephen Radzevich und Dr.
Heiko Alxneit

Kreisevolventen und die Eingriffsflichen sind Ebenen, die parallel zu den beiden Achsen
liegen. Die ersten beiden Bilder in Abbildung 1.1 und die schematische Darstellung in
Abbildung 1.2 sind Beispiele fiir diesen Zahnradtyp. Diese spezielle Flankenform erfiillt
das Verzahnungsgesetz sowohl bei einem fest definierten Achsabstand als auch bei klei-
nen Variationen davon. Sie sind durch das Wilzfriasverfahren mit einfachen Werkzeugen
wirtschaftlich herstellbar.

Besonders im letzten Jahrhundert wurden viele neue Arten von Zahnriddern entwickelt.
Damit wurden hauptsédchlich neue Achslagen moglich, die ihre Vorteile in Kraftfahr-
zeugs-, Schiffs- und Industriegetrieben zeigen. Durch den Platzmangel treten beispiels-
weise in PKWs hiufiger ungewiinschte Achslagen auf. Kegelridder, Zahnrader mit kegeli-
ger Grundform und sich schneidenden Achsen, werden durch Beveloid- und Hypoidrider
ersetzt. Erstere sind in Abbildung 1.1 im dritten Bild zu sehen. Damit ist es moglich
Kegelrdder mit spitzen Achskreuzungswinkeln zu ersetzen. Bei der kontinuierlichen Her-
stellung von Kegelrddern wéchst die GroBe des virtuellen Planrads, das fiir das Werkzeug
entscheidend ist (S.76f [19]), fiir kleiner werdende Achskreuzungswinkel (S. 24 [19]).
Die fiir diesen Zweck entworfenen Beveloidrider haben im Gegensatz zu Kegelradern
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Abbildung 1.2.: Eingriffsverhiltnisse am Beispiel einer Stirnradverzahnung: Eingriffs-
fliche magenta, Flanken Zahnrad 1 blau, Zahnfuf} griin, Zahnkopf rot,
Zahnrad 2 schwarz gestrichelt

konstanten Abstand zwischen zwei aufeinander folgenden Flanken iiber der Zahnbreite
und sind wirtschaftlich auf Stirnradmaschinen herstellbar (S.162 [31]). Hypoidverzah-
nungen, wie im letzten Bild in Abbildung 1.1, haben windschiefe Achsen und werden
beispielsweise in Verteilergetrieben in hinterachsangetriebenen Autos benutzt, weil sie
mehr Freiheiten in der Konstruktion des Antriebsstrangs erlauben. Sie ermoglichen z.B.
mehr Bodenfreiheit (S. 36 [19]).

Litvin ([22]) formuliert einen allgemeinen Beschreibunsgrahmen fiir alle Zahnradtypen
und stellt damit das Verzahnungsgesetz fiir allgemeine Verzahnungen auf. Er gibt die
zu l6sende Gleichung an, um aus einem Profil das dazu passende konjugierte Profil zu
berechnen. Die Gleichung wird in dem Buch von Litvin an mehreren Beispielen exem-
plarisch geldst.

Bir ([6]) leitet das Verzahnungsgesetz fiir Stirnradverzahnungen mit Hilfe von komplexen
Zahlen her. Er 16st fiir Stirnradverzahnung die Gleichungen um zu einer gegeben Flanke
die dazu konjugierte Flanke zu berechnen. Zusétzlich wird aus dem Verzahnungsgesetz in
dem Artikel eine Differentialgleichung abgeleitet, mit der konjugierte Stirnradverzahnun-
gen aus einer Eingriffslinie heraus berechnet werden konnen. Durch die Nutzung kom-
plexer Zahlen ist dieses Verfahren auf zweidimensionale Probleme bechrinkt.

Dort erweitert in [8] unter anderem die Gleichungen von Bér [6] auf die Kugel. Die-
ses sphédrische Verzahnungsgesetz gilt fiir Kegelrdder und andere Verzahnungen mit sich
schneidenden Achsen. Aus dem Verzahnungsgesetz leitet Dort zwei Verfahren her um
Flanken zu berechnen. Zum einen um aus einem Verzahnungspartner den Anderen zu be-
rechnen und zum anderen eine Differentialgleichung mit der man aus einer sphirischen
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Kurve als Eingriffslinie das Profil der beiden Flanken als sphérische Linien berechnen
kann. In dem Bereich Kegelradgenerierung ist von Dort, Sauer et. al. ein Patent [9] ent-
standen.

DiPuccio, Gabiccini und Guiggiani leiten in [28] das Verzahnungsgesetz koordinatenfrei
aus den geometrischen Grundgroen Achslage und Zihnezahl her. Sie stellen ein not-
wendiges aber nicht hinreichendes Kriterium fiir Verzahnungen vor. Die Erzeugung eines
Verzahnungspartners aus einer einfachen Maschine heraus mit dem Verzahnungsgesetz
wird an einem Beispiel im letzten Kapitel in [28] dargestellt.

Johann und Scheurle erarbeiten in [18] eine koordinatenfreie Darstellung des Verzah-
nungsgesetzes. Sie stellen aufgrund einer grundlegenden Betrachtung zweier Zahnrider
eine notwendige und hinreichende Bedingung auf, die an allen Beriihrpunkten erfiillt sein
muss. Daraus wird eine geschlossene Form zur Berechnung einer Zahnradflanke aus ei-
ner anderen vorgegebenen Flanke gefolgert, die fiir alle Achslagen gilt. Zudem leiten sie
eine Differentialgleichung her, um aus einer implizit gegebenen Fliche, die die Eingriffs-
flache enthilt, die beiden Verzahnungspartner zu berechnen. Diese Differentialgleichung
wird im letzten Kapitel von [18] fiir einige ebene Eingriffsflachen bei parallelen und sich
schneidenden Achsen geschlossen gelost. Die Wahl von Koordinatensystemen oder ei-
ne Einschrinkung der Achslage ist bei der Herangehensweise von Johann und Scheurle
nicht notwendig. Das fiihrt zu einer kompakten Darstellung der Gleichungen, die auf alle
Achslagen anwendbar ist.

Alle diese Arbeiten haben gemeinsam, dass sie lokal Beriihrpunkte der beiden Partner
untersuchen und fiir diese das Verzahnungsgesetz herleiten. Es wird jedoch nicht geklért,
ob die Menge aller Flankenpunkte eine regulédre Fliche ist und ob sich die beiden Flanken
trotz tangentialen Kontaktes durchdringen. Diese Fragen blieben lange unbeantwortet, da
sie in der alltiglichen Produktion und Nutzung von Zahnriddern kaum eine Rolle spie-
len. Zahnrider werden zumeist aus Stahl gefridst. Zwei Flanken konnen sich wéhrend
des Abwilzens zwar nicht durchdringen, da das Material im Weg ist, aber es kommt in
bestimmten Féllen zu unerwiinschtem Kontakt der beiden Flanken. Vorzeitiger Zahnein-
griff ist ein solches Phidnomen, dabei beriihren sich Zahnkopf und Zahnfuf3 bevor die
zwei konjugierten Flanken in Kontakt sind (vgl S. 136f [21]). Das fiihrt zu verminderter
Tragfdhigkeit der Flanken.

Die Herstellungsmethoden von Zahnriddern sind so konstruiert, dass sie bekannte Zahn-
profile herstellen und diese nur mit kleinen Korrekturen versehen. Wenn man von Unter-
schnitt wihrend der Herstellung und mehrfacher Bearbeitung absieht, sind die Flanken
durch den bekannten und kontinuierlichen Herstellungsprozess reguldr. Neue Herstell-
verfahren, die beliebige Geometrien zulassen, und nicht auf einen Zahnradtyp festgelegt
sind, machen es fiir viele Firmen interessant, speziell auf den Anwendungsfall angepass-
te Zahnrédder zu benutzen und sich von bekannten Profilen zu entfernen. In den letzten
Jahren wurden viele neue Verzahnungsarten getestet, wie die beschriebenen Beveloid-
zahnréder.

Neben der Evolventenverzahnung gibt es in der Ingenieursliteratur, beispielsweise in [12]



oder [2], Versuche die Flankenform bestimmter Zahnrider zu optimieren. Dabei wird
stets eine bekannte Flankenform zugrunde gelegt und davon ausgehend genau definierte
Korrekturen an den Flanken vorgenommen.

Eine weitergehende Analyse der Flankengenerierung und ein allgemeiner Ansatz zur Op-
timierung der Verzahnungen sind Ziel der vorliegenden Dissertation. Zur Berechnung der
Flanken aus der Vorgabe der Eingriffsfliche als Losungsmenge einer Gleichung wird in
[18] ein System gewohnlicher Differentialgleichungen hergeleitet. Dieses System wird in
der vorliegenden Dissertation untersucht. Es wird bewiesen, dass die berechneten konju-
gierten Flanken regulidre Fldachen sind, solange die gewihlte Eingriffsfliche eine einfach
zu liberpriifende Bedingung erfiillt. Lokale Durchdringung der konjugierten Zahnradflan-
ken in den Beriihrpunkten lédsst sich mit einer Bedingung an die Flankenkriimmungen aus-
schlieBen. Fiir konvexe Verzahnungen bei parallelen und sich schneidenden Achsen wird
bewiesen, dass kein Schnittpunkt der zwei konjugierten Flanken auf3erhalb des Beriihr-
punktes existiert. Fiir nicht konvexe Verzahnungen bei paralleler Achslage wird um je-
den Beriihrpunkt mit Hilfe des Satzes iiber die implizite Funktion eine Umgebung ab-
geschitzt, in der sich die beiden Flanken nicht schneiden.

Um den Bereich fiir die Flanken sinnvoll zu begrenzen, wird das Konzept der Fundamen-
talzelle formuliert. Die Fundamentalzelle ist der geometrische Bereich relativ zur Zahn-
radachse in dem sich die Flanken befinden. Damit lassen sich Flankenbegrenzungen sehr
flexibel vorgeben. Die Beriihrpunkte zweier konjugierter Flanken liegen im Schnitt der
Fundamentalzellen beider Zahnrédder. Die Zahnradflanken werden wie beschrieben iiber
die Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung berechnet. Die unabhéngige Varia-
ble ist der Drehwinkel A eines Zahnrades. Bei der iiblichen Methode die Differentialglei-
chung numerisch zu 16sen, also der Vorgabe von Grenzen fiir A, ist es nur moglich sich
die Uberdeckung vorzugeben, einen Winkelbereich, in dem ein Flankenpaar in Kontakt
steht. Mit der Fundamentalzelle ist es moglich die Flanken an geometrischen Grenzen zu
beschneiden.

Die gewohnliche Differentialgleichung zur Berechnung der Zahnradflanken unter Vor-
gabe einer ebenen Eingriffsfliche generiert auf dieser Ebene ein dynamisches System.
Dieses wird fiir die drei moglichen Achslagen - parallele, sich schneidende oder wind-
schiefe Achsen - und alle moglichen Ebenen analysiert. Diese Klassifikation geht in die
Wahl der Eingriffsflachen in der nachfolgend beschriebenen Optimierung ein. Inbesonde-
re als Startwert wird stets eine Ebene als Eingriffsfliche gewdhlt. Die Analyse von Ebe-
nen ist auch damit begriindet, dass in der Praxis nahezu alle Eingriffsflichen sehr kleine
Kriimmungen haben. Eine Ausnahme bilden die gingigen Schneckenverzahnungen, bei
ihnen ist die Eingriffsflache stets gekriimmt.

Fiir den Fall geradverzahnter Stirnrdder mit evolventischem Profil wird eine analytische
Optimierung durchgefiihrt. Als Zielfunktion wird eine an der Hertz’schen Pressung ori-
entierte Funktion gewdhlt, die von geometrischen GroBen wie Kraftrichtung, Hebelarm
und Kriimmung abhéngt.

Das Berechnungsverfahren aus der Eingriffsflache heraus ermdglicht eine neue Herange-
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hensweise an die Optimierung. Statt an bekannten Verzahnungen definierte Korrekturen
vorzunehmen sind damit fast beliebige Veridnderungen der Eingriffsfliche moglich. Als
Optimierungsraum fiir die Eingriffsflichen werden NURBS-Flichen genutzt, damit ist
es moglich die Eingriffsfliche frei vorzugeben. NURBS steht fiir non-uniform rational B-
splines. NURBS-Flidchen sind parametrisierte Flachen, die mit Hilfe stiickweise rationaler
Funktionen gebildet werden. Sie werden im CAD und CAE Umfeld sehr hidufig genutzt
um Fldchen zu visualisieren. Die Generierung aus der Eingriffsfliche heraus fiihrt zu neu-
en Flankengeometrien, da die Eingriffsflache bis auf einige Einschrinkung, die sich aus
der Klassifizierung ebener Eingriffsflachen ablesen lassen, frei gewihlt werden kann.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt strukturiert. Im néchsten Kapitel ist neben einer kur-
zen Einfiihrung in die Differentialgeometrie von Kurven und Flidchen die Definition von
NURBS Flichen zu finden. Im Anschluss wird im ersten Teil des Kapitels 3 die Generie-
rung von Zahnradflanken auf Basis der Arbeit von Johann und Scheurle[18] genauer un-
tersucht. Dabei wird die Moglichkeit betrachtet aus der Eingriffsfliche heraus die beiden
konjugierten Zahnradflanken zu berechnen. In [18] wird die Fliche, die alle Beriihrpunk-
te enthdlt, in impliziter Form vorgegeben. In dieser Arbeit wird die Differentialgleichung
zur Flankengenerierung fiir parametrisierte Flichen formuliert, die im Folgenden Verzah-
nungsgleichung genannt wird, und anschlieBend wird die Variationsgleichung aufgestellt,
um zusitzlich die Richtung der Beriihrlinie und Kriimmungen der Flanken berechnen zu
konnen. Es wird bewiesen, dass die Losung des Anfangswertproblems der Verzahnungs-
gleichung und der dazugehdrigen Variationsgleichung existiert und eindeutig ist.

Im zweiten Abschnitt des dritten Kapitels werden die so generierten Zahnradflanken ana-
lysiert. Es wird zuerst unter einfachen Bedingungen an die Eingriffsfliche bewiesen, dass
die Flanken regulére Fldchen im Sinne der Differentialgeometrie sind. Fiir Paare von kon-
vexen Flanken bei parallen und sich schneidenden Achsen wird bewiesen, dass Durch-
dringung auBlerhalb des Beriihrpunktes ausgeschlossen ist. Fiir auBenverzahnte Stirnrdder
wird die durchdringungsfreie Umgebung um den Beriihrpunkt mit Hilfe des Satzes iiber
die implizite Funktion abgeschitzt.

Ebenfalls im zweiten Teil des Kapitels 3 wird das Konzept der Fundamentalzelle eines
Zahnrads zur Beschreibung der Lage der Flanken relativ zur Achse eingefiihrt. Die Fun-
dametalzelle wird genutzt, um eine sinnvolle Begrenzung der Zahnréader zu ermdglichen.
Bisher ist dies nur ad hoc méglich oder indem man einen bestimmten Winkelbereich vor-
gibt, in dem Kontakt stattfinden soll. Die iibliche Herangehensweise der Ingenieure ist es
aber, die Grofe eines Zahnrades vorzugeben. Mit der Fundamentalzelle ist es nun syste-
matisch moglich, pro Zahnrad die maximale Grée und Lage der Flanken vorzugeben.
Das erweitert zusitzlich die Anwendbarkeit der vorgestellten Methoden, da auch kom-
plexe Paarungen, beispielsweise kegelige Zahnradgrundkorper bei paralleler Achslage,
moglich sind.

Im dritten Abschnitt des Kapitels 3 werden alle moglichen ebenen Eingriffsflichen kate-
gorisiert und als zweidimensionale kontinuierliche dynamische Systeme betrachtet. Da-
mit ist es moglich, bestimmte Bereiche zu identifizieren, in denen die Eingriffsflache von
Verzahnungen am besten zu wéhlen ist.



Im letzten Kapitel wird die Flankengenerierung zur Optimierung benutzt. Als Zielfunkti-
on wird hier eine an der Hertz’schen Pressung orientierte Funktion gewéhlt. Sie hiangt nur
von kinematisch geometrischen GroB3en ab. Die Elastizitidtskonstanten werden in einem
allgemeinen konstanten Faktor zusammengefasst. Zuerst wird fiir geradverzahnte Stirn-
radpaare mit evolventischem Profil der optimale Eingriffswinkel analytisch bestimmt.
Anschlieend wird die in Kapitel 3 beschriebene Flankengenerierung benutzt, um mit
Hilfe von numerischen Algorithmen ein Verfahren zu entwickeln, mit dem sich beliebi-
ge Flanken optimieren lassen. Die Zielfunktion lésst sich aus kinematischen Groflen wie
Gleitgeschwindigkeiten oder Kriimmungsverhiltnissen frei wihlen. Als Optimierungs-
raum wird eine Untermenge der NURBS benutzt. Zum Abschluss des vierten Kapitels
werden - exemplarisch fiir hiufig vorkommende Verzahnungen - einige Ergebnisse des
Optimierungsverfahren prisentiert.

Im Ausblick wird an einem Beispiel die Herstellbarkeit von Zahnridern untersucht. Ge-
nauer betrachtet wird dabei das Herstellungsverfahren fiir zylindrische Stirnrdder sowie
kegelige Stirnrdader von Beveloidverzahnungen. Die Herstellung basiert auf der translato-
rischen Bewegung eines sogenannten Bezugsprofils mit der gleichzeitigen rotatorischen
Bewegung des Werkstiicks. Diese Modellvorstellung wird bei den wélzenden Herstellver-
fahren fiir die genannten Zahnradtypen benutzt, also zum Beispiel Wilzfrasen oder Wilz-
schleifen. Fiir diese Bewegungskombination wird das Verzahnungsgesetz aufgestellt. Da-
rauf aufbauend werden zwei Formeln hergeleitet, um analytisch aus einem Zahnrad das
zugehorige Bezugsprofil und umgekehrt fiir ein gegebenes Bezugsprofil das damit herzu-
stellende Zahnrad zu bestimmen.






2. Grundlagen der Differentialgeometrie

Bei der Untersuchung der unterschiedlichen Zahnradarten st6ft man auf die grundle-
genden Elemente der Differentialgeometrie: Kurven und Flachen. Zur Modellierung von
Stirnrddern und Planetenrddern mit parallelen Achsen eignen sich ebene Kurven. Bei zwei
zueinander parallelen Achsen reicht es, die Flanken auf den Ebenen senkrecht zu den Ach-
sen zu betrachten, da diese Ebenen invariant unter den Rotationen um die beiden Achsen
sind.

Fiir Verzahnungen mit sich schneidenen Achsen lassen sich die Flanken auf Kugelober-
flachen um den Achsschnittpunkt eingeschréinkt betrachten. Sie werden im zweiten Teil
dieses Kapitels vorgestellt.

Fiir Zahnréider auf windschiefen Achsen benutzt man den allgemeinen Flichenbegriff fiir
Flichen im Raum. Die Elemente der Differentialgeometrie werden in diesem Kapitel in
dem Ausmal beschrieben, in dem sie fiir die Betrachtung von Verzahnungen notwendig
sind. Weitergehende Begriffe und Beweise finden sich in den Standardwerken wie [7], [5]
oder [34].

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels werden die NURBS-Flichen eingefiihrt. Sie sind
eine spezielle Form von parametrisierten Flachen, die hiufig im Computer Aided Design
und Computer Aided Engineering benutzt werden um Flachen zu modellieren.

2.1. Ebene Kurven

Eine ebene Kurve ist eine Menge K C R?. Sie wird durch eine Parametrisierung defi-
niert:

Definition 2.1. Sei I C R ein reelles abgeschlossenes Intervall und c : I — R? eine C*
Abbildung, mit k > 1. Dann ist c(t) die Parametrisierung einer reguliren C* Kurve, falls

de(r)
(t) = ——=#0 2.1
)= 2 @)
Die Ableitung der Parametrisierung c(t) nennt man dann Tangentenvektor. Falls die Pa-
rametrisierung so gewdhlt wird, dass der Tangentenvektor normiert ist, dann heifit die

Kurve nach ihrer Bogenlidnge parametrisiert.
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2. Grundlagen der Differentialgeometrie

Sei nun ¢(t) eine regulire C¥ Kurve, dann heiBt n(¢) vom Intervall I nach R? ein Einheits-
normalenfeld auf ¢, falls

(n(t),¢(t)) =0und ||n(r)]| =1 Vtel (2.2)

Durch die Wahl des Einheitsnormalenfeldes wird das Vorzeichen der Kriimmung be-
stimmt. Die Kriimmung einer ebenen Kurve beziiglich Thres Einheitsnormalenfeldes wird
durch die zweite Ableitung der Parametrisierung beziehungsweise der ersten Ableitung
des Einheitsnormalenfeldes definiert. Die Definitionen sind dquivalent wie man im Fol-
genden sieht:

Definition 2.2. Sei c(t) eine reguliire C* Kurve mit k > 2, die nach ihrer Bogenliinge pa-
rametrisiert ist, und n(t) ein dazu gehorendes Einheitsnormalenfeld. Dann ist die Kriim-
mung X(t9) der Kurve ¢ im Punkt c(ty) beziiglich n(t) gegeben durch:

K(to) := (n(to), é(t0)) (2.3)

Falls die Kurve ¢(¢) nicht nach ihrer Bogenlinge parametrisiert ist existiert aber nach
der Bemerkung 2 auf Seite 18 [7] eine differenzierbare bijektive Umparametrisierung
t(s): J — I, wobei I,J C R Intervall seien, so dass c(¢(s)) eine, nach ihrer Bogenldnge
parametrisierte, Kurve ist. Die Kriimmung einer nicht nach ihrer Bogenlidnge parametri-
sierten reguliren CK-Kurve ist:

ZC c 2
K(1(s)) = (n(e(5)), g o+ o a)

2C
= (n(1(5)), g )

1 d?c
= W(”(I(S)), @(f(s)» (2.4)
dr
dc dr dr 1
dr

Die Kriimmung ist unabhéngig von der Parametrisierung. Die Kriimmung lisst sich auch
als Ableitung des Einheitsnormalenfeldes errechnen, das folgt aus dieser Gleichung:

(n(0), e(0)) =

@

d d

), 5e(0) =0

2

{50, el + (n(0), 550} =0

(0 3e@)+x(0) | £0)| =0
d d

ey = &0 O) e

d
<)

12



2.2. Sphirische Kurven

d d
En(t) und Ec(t) sind kollinear, da n(¢) normiert ist und deswegen En(t) senkrecht auf
n(t) steht:

N %<n<r>,n<r>> =0
& 2(%n(t),n(f)> =0 (2.7)

d
Da —c(t) ebenfalls senkrecht zu n(z) ist und alle Vektoren in der Ebene liegen, miissen

d
an(t) und ac(t) kollinear sein. Daraus folgt:

d
an(f)

x(1)] =

1 (2.8)

ECU)

Fiir Zahnréder gibt es eine Unterscheidung eines dufleren und eines inneren Normalenfel-
des, da sich auf der Innenseite der Kurve der Zahn befindet.

Definition 2.3. Sei c(t) eine regulire und zumindest C? Kurve nach ihrer Bogenlinge
parametrisiert und n(t) das duflere Einheitsnormalenfeld, dann nennt man eine Kurve

konvex, falls
k(t) <0,Vrel (2.9)

Oder strikt konvex, falls
k(t) <0,Vt €l (2.10)

2.2. Spharische Kurven

Kurven auf Kugeloberflichen lassen sich auf die gleiche Weise definieren. Sei S? die
Kugeloberfliche einer Kugel im R? um den Ursprung mit Radius .

Definition 2.4. Sei I C R ein reelles abgeschlossenes Intervall und ¢ : I — S eine C*
Abbildung, mit k > 1. Dann heift c(t) die Parametrisierung einer reguliren C* Kurve,

falls
&(t) = di;ﬁ £0 @.11)

Die Ableitung der Parametrisierung c(t) nennt man dann Tangentenvektor. Falls die Pa-
rametrisierung so gewdhlt wird, dass der Tangentenvektor normiert ist, dann heifit die
Kurve nach ihrer Bogenldnge parametrisiert.
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2. Grundlagen der Differentialgeometrie

Das Einheitsnormalenfeld n(z) kann wiederum frei gew#hlt werden, muss aber in jedem
Punkt senkrecht zur Kugeloberfldche und zur Kurve sein. Also ist

(n(t),c()) =0 A (n(t),é(t)) =0 (2.12)
Die Kriimmung ist iiber die zweite Ableitung definiert:

Definition 2.5. Sei c(t) eine regulire C* Kurve mit k > 2 und nach Bogenliinge para-
metrisiert und n(t) ein dazu gehirendes Einheitsnormalenfeld. Dann ist die Krimmung
K(to) der Kurve c im Punkt c(ty) beziiglich n(t) gegeben durch:

K(to) := (n(t0), é(to)) (2.13)

Konvex heifit eine Kurve dann, falls ihre Kriimmung bei einem dufleren Normalenfeld
stets kleiner als O ist.

Definition 2.6. Sei c(t) eine reguliire und zumindest C> Kurve, die nach ihrer Bogenliinge
parametrisiert ist, und n(t) das dufSere Einheitsnormalenfeld, dann nennt man eine Kurve

konvex, falls
k(t) <0,Vtel (2.14)

oder strikt konvex, falls

k(t) <0,Vtel (2.15)

2.3. Flachen

Flichen sind eine Menge E C R>. Sie werden durch vektorwertige Funktionen zweier
Verédnderlicher parametrisiert:

Definition 2.7. Sei [0;1)* das Einheitsquadrat und S - [0;1]* — R3 eine C* Abbildung, mit
k > 1. Dann heifst S(a,b) die Parametrisierung einer reguliren parametrisierten Fliche,

falls

aS aS
— und = linear unabhdngig sind. (2.16)
da ob

Die partiellen Ableitungen der Parametrisierung S(a,b) an einem Punkt p = S(ag,b)
spannen dann den Tangentialraum T, der Fliche im Punkt p auf.

Zusitzlich zur Parametrisierung der Flidche gibt man noch das Einheitsnormalenfeld
n:[0,1* — $3 (2.17)

vor, sodass der normierte Vektor n(a,b) im Punkt S(a,b) senkrecht zur Tangentialebene
ist.

Fiir den spiteren Verlauf wird hauptsichlich die Normalkriimmung der Fliche an einem
Punkt p in einer bestimmten Richtung v € T),,||v|| = 1 benétigt. Das ist die Kriimmung,

14



2.3. Fldchen

die eine nach Bogenlidnge parametrisierte Kurve hat, die in der Fldche liegt, die durch
den Punkt p verlduft, dort den Tangentenvektor v hat und deren Normale an diesem Punkt
kollinear zur Einheitsnormale im Punkt p ist:

c:(—€,€) = Smitc(0) =p==S(a,b) und ¢(0) = vund ¢(0) || n(a,b)
Ky(a,b) = (n(a,b),é(0)) (2.18)

Diese Kriimmung ist fiir Zahnréder interessant, da sie sich entlang einer Linie beriihren.
Die Normalkriimmung in die Richtung der Beriihrlinie ist also fiir beiden Zahnradflanken
gleich, da diese Kurve in beiden Flichen enthalten ist und die Flichen in jedem Beriihr-
punkt kollineare Normalen haben. Mit der Normalkriimmung der beiden Flanken senk-
recht zur Beriihrlinie 1dsst sich eine Abschitzung fiir die Materialbeanspruchung iiber die
Hertz’sche Pressung berechnen. Aulerdem lésst sich mit Hilfe der Normalkriimmungen
senkrecht zur Beriihrlinie lokale Durchdringung ausschlieBen.

Die Normalkriimmung am Punkt p in Richtung v lasst sich iiber die zweiten partiellen
Ableitungen berechnen. Jedoch ist wie in (2.4) eine Betrachtung der ersten Ableitung not-
wendig, um die Kriimmung zu berechnen. Um Lingen auf Flachen zu berechnen, benétigt
man die erste Fundamentalform 1

Definition 2.8. Die erste Fundamentalform am Punkt S(a,b) ist definiert als

(25(ah) 3S(ab)y s(ah) aS(ab),
N N R T (2.19)
( K
b

J)

da °’ db ob

Sei ¢(t) = (c1(t),c2(r))" eine ebene regulire Kurve im Einheitsquadrat, dann entspricht
cs(t) := S(c(t)) einer reguldren Kurve auf der Fliche S. Die Linge des Tangentenvektors
dieser Kurve ist dann tiber I berechenbar.

des _dSder | dSdes

dt dadr ' dbdr
dcs de\"  /dc
—ll=l=) I|= 2.20
a-(3) (%) 20
Auch die zweiten partiellen Ableitungen werden in einer kompakten Form, der zweiten
Fundamentalform II notiert. Es werden wie auch bei den Kriimmungen von Kurven nur
die zweiten Ableitungen in Richtung der Normale betrachtet:

Definition 2.9. Die zweite Fundamentalform am Punkt S(a,b) ist definiert als

9%8(a, 9%8(a,

a2 b)) (T n(a,b)) o
928(a,b) 928(a,b) :
Jaop "N\4, (Fapr—nla,b))

Mit Hilfe der ersten und zweiten Fundamentalform ldsst sich die Normalkriimmung be-
rechnen. Sie ist nicht nur von dem betrachteten Punkt S(a, b) abhingig, sondern auch von
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2. Grundlagen der Differentialgeometrie

einer Richtung v € 7}, und damit (v,n(a,b)) = 0. v ist dann eine Linearkombination von

aS(a,b) dS(a,b)
3 und 35 , also

aS(a,b) n dS(a,b)

T PR
Dann ist die Normalkriimmung der Fliche S im Punkt S(a,b) in Richtung v
(va v )II( v )
Ky (a,b) = b (2.22)

_(vg vb)l(zz).

Die Normalkriimmung, die mit Hilfe der ersten und zweiten Fundamentalform berechnet
wird, stimmt mit der Definition der Normalkriimmung {iber die Kriimmung einer Kurve,
wie in (2.18) iiberein (vgl. Seite 104 [7]).

2.4. NURBS

Zur Optimierung in Kapitel 4 benétigt man einen Optimierungsraum, in dem die Flanken
optimiert werden sollen. Dieser Raum soll aus parametrisierten Flichen bestehen. Zur
Optimierung beniitzt man eine Diskretisierung des Raumes aller parametrisierten Fldchen.
Eine Moglichkeit, sich parametrisierte Flichen vorzugeben, sind NURBS: non-uniform
rational B-splines [26]. Die Vorgabe erfolgt iiber sogenannte Kontrollpunkte, Gewichte
und Knotenvektoren. Die Kontrollpunkte geben zum einen den Rand der Flache vor und
zum anderen liegt die Flidche in der konvexen Hiille aller Kontrollpunkte (Seite 118 [26]).
Die Parametrisierung ist dann eine Summe von rationalen Basisfunktionen multipliziert
mit den Kontrollpunkten. Ein hohes Gewicht eines Kontrollpunktes bedeutet, dass die
Fléache sich diesem stirker annihert. Die Knotenvektoren geben den Parameterbereich fiir
die Kontrollpunkte vor.

Die rationalen Basisfunktionen sind ein Quotient aus einer B-Spline Basisfunktion und
der Summe aller B-Spline-Basisfunktionen. Diese B-Spline-Basisfunktionen hiangen nur
von den Knotenvektoren ab und sind polynomielle Funktionen des Grades p, die rekursiv
definiert werden konnen:

Definition 2.10 (B-Spline Basisfunktionen).

u
uz

Seiu = . mit u; < ujr,vi=1,2,....n—1 (2.23)
Up

u ist der Knotenvektor. Der erste und letzte Wert miissen jeweils p—Mal vorkommen.
Andere Werte konnen auch mehrfach vorkommen, das fiihrt dazu, dass der zugehorige
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2.4. NURBS

Kontrollpunkt in der Fliche liegt, sowie zu schwdcherer Regularitdit an diesem Punkt. Die
B-Spline-Basisfunktionen der Ordnung p sind fiir x € [0, 1] wie folgt definiert:

1 falls ui < x < ujyq
Niol¥) = {O sonst | N 2.24)
X —U; Ujr,—X
Ujitp — Ui Uit p+1 — Uit+1

Diese Basisfunktionen sind nichtnegativ, alle Basisfunktionen der Ordnung p sind eine
Zerlegung der 1. Die Funktionen der Ordnung p = 0 sind charakteristische Funktionen fiir
das Intervall[u;, u;+ ). Die Basisfunktionen vom Grad p sind stiickweise polynomiell vom
Grad p und nichtnegativ. Der Triger von N; , ist von (Wi, it il ). Die Regularitiit der Ba-
sisfunktionen an den Knotenpunkte hingt von der Vielfachheit des Knotenpunktes ab. Sie
sind dort p — k+ 1-Mal stetig differenzierbar, wobei k die Vielfachheit des Knotenpunktes
ist. AuBlerhalb der Knotenpunkte sind die Basisfunktionen als rationale Funktionen glatt.
Die NURBS sind dann bei gegebenen Knotenvektoren, Kontrollpunkten und Gewichten
wie folgt definiert:

Definition 2.11 (NURBS-Fliche). Seien u € R" ein Knotenvektor und {NL p} die darauf
definierten n € N B-Spline Basisfunktionen der Ordnung p und o € R™ ein Knotenvektor
mit m € N B-Spline Basisfunktionen {Ni,q} der Ordnung q, P; j das Kontrollpunktegitter
und w; ; die dazugehdorigen Gewichte, dann ist

n m
X X Nip()Nig(y)wi;P,;

x,y € [0,1] (2.26)

die NURBS-Fliche.

Diese Flachen lassen sich mit Hilfe der stiickweise rationalen Basisfunkionen R; ; verein-
fachen:

Definition 2.12 (Rationale Basisfunktionen). Bei den gleichen Voraussetzungen wie eben
sind die stiickweise rationalen Basisfunktionen:

i) = g ONaOM e 2.27)
Y )Y Nk,p(x)Nl,q(y)Wk,l
k=01=0
Dann folgt fiir die NURBS-Fldche:
n m
Stey) =Y Y Rij(xy)Pi; xyel0,1] (2.28)
i=0 j=0
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2. Grundlagen der Differentialgeometrie

Die rationalen Basisfunktionen haben viele Eigenschaften mit den B-Spline Basisfunk-
tionen gemeinsam (vgl. S128 [26]). Sie bilden eine Zerlegung der 1 und sind wiederum
nichtnegativ. Sie lassen sich zumindest p — k mal stetig differenzieren, wobei p die Ord-
nung der NURBS-Fliche ist und k die Vielfachheit der Knotenpunkte. Damit folgt auch
die zumindest p — k. -fache Differenzierbarkeit der NURBS-Flichen, mit k;,,,, der ma-
ximalen Vielfachheit der Knotenpunkte, wobei sie an allen Nicht-Knotenpunkte beliebig
oft differenzierbar sind. Die Formeln fiir die partiellen Ableitungen der NURBS-Flichen
und die zugehorigen numerische Algorithmen, um diese zu berechnen, finden sich in [26]
auf den Seiten 136ff.
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3. Flankengenerierung

3.1. Analyse aus Sicht der Eingriffsflache

In der Technik sind viele Arten von Zahnrdadern im Einsatz. Das in dieser Arbeit ver-
wendete mathematische Modell soll alle Moglichkeiten abbilden, darum ist es notwendig
die Grundlagen und Voraussetzungen flexibel zu gestalten. Diese Herangehensweise ist
analog zu [18]. Die Vorgabe der Achslage der beiden Wiilzpartner erfolgt koordinatenfrei
mit Hilfe von Achsaufpunkten a; und Richtungsvektoren b;. Die Rotationsrichtung ist im
mathematischen positiven Sinn um die Achse gewéhlt. Man benotigt auch die Zidhnezah-
len z; der Wilzpartner und das daraus resultierende Zdhnezahlverhéltnis v = i = i—‘ Im
technischen Umfeld ist das Zahnrad 1 immer auf der antreibenden Welle und Zahnrad 2
auf der abtreibenden. A; bezeichnet den Drehwinkel um das Zahnrad i und ®; die Rotati-
onsgeschwindigkeit des Zahnrads i. x; sei der Flankenpunkt des Zahnrades i, der sich zum
betrachteten Zeitpunkt im Eingriff befindet und an diesen Punkten sind die Flankennor-
malen n; definiert. Da die beiden Punkte im Eingriff sind, ist x; = x» und die Normalen n;
miissen parallel sein.

Abbildung 3.1.: Definition der Achslage (li.) und Notation(re.)

Zunichst bendtigt man das Verzahnungsgesetz, das an allen Beriihrpunkten der beiden
Zahnridern erfiillt sein muss. Das wird in [18] wie folgt hergeleitet: Es soll erfiillt sein,
falls ein kontinuierlicher Drehmomentiibertrag moglich ist. Die Rotationsgeschwindigkeit
der beiden Zahnrider muss dazu in festem Verhiltnis zueinander stehen. Das Drehzahl-
verhiltnis muss mit dem Zdhnezahlverhiltnis iibereinstimmen.

W = VO (3.1
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3. Flankengenerierung

Des Weiteren muss fiir jeden Beriihrpunkt gelten, dass die Relativgeschwindigkeit der
beiden Zahnradflankenpunkte, die sich im Eingriff befinden tangential zu den Flanken
sein muss. Ansonsten wiirden sich die Flanken durchdringen oder sie wiirden den Kontakt
verlieren.

<n,~,x’1 —x'2> =0 (3.2)

Daraus ldsst sich folgern:
(ni,by x (x—ay;)—vbyx (x—a))=0 i=1,2 (3.3)

Zusitzlich dazu fordert man, dass die Zahnrédder keine Reibgetriebe sind. Das bedeutet,
dass die Komponente der Flankennormale tangential an den Wilzkorper nicht O ist.

<n,~,b,-><(x—a,-)>:O i:1,2 (3.4)

Das sind die Vorausetzungen, die Zahnradflanken in allen Beriihrpunkt erfiillen miissen.
Die Gleichung (3.3) wird von nun an Verzahnungsgesetz genannt.

Das Verzahnungsgesetz ist vorerst keine Methode um Flanken zu berechnen. Man kann
lediglich iiberpriifen, ob bei vorhandenen Verzahnungen an allen Beriihrpunkten das Ver-
zahnungsgesetz erfiillt ist. In [18] werden zwei Mechanismen vorgestellt, um mit Hilfe
des Verzahnungsgesetzes Flanken zu erzeugen. Eine Moglichkeit besteht darin, die Flan-
ke eines Zahnrades vorzugeben und daraus die konjugierte Flanke des anderen Zahnrades
zu berechnen.

Die zweite, im Folgenden genauer betrachtete, Variante erfolgt mit Vorgabe der Eingriffs-
flache. Man gibt sich eine Obermenge aller Beriihrpunkte, die Eingriffsfliche, als Null-
stellenmenge einer Abbildung f : R? — R vor und n(x) = Vf(x) # 0 als Normale dazu.
Damit berechnet man die Kontaktpfade, also von einem Startpunkt aus den Verlauf des
Kontaktes innerhalb der Eingriffsfliche.

Die Kontaktpfade, die sich als Losung ergeben, sind nach dem Drehwinkel des Zahnra-
des 1 parametrisiert, in denen dieser Punkt ein Beriihrpunkt ist. Dadurch und durch das
konstante Drehzahlverhiltnis von Zahnrad 1 und Zahnrad 2 lassen sich die Flanken aus
den Kontaktpfaden berechnen. Die in [18] eingefiihrte Differentialgleichung fiir den Fall
by X (x—ay) —Vby X (x —ay) # 0 lautet:

ﬁx(’c,A) = by x (x(1,A) —a1) + Ar(x(t,A)) (3.5)
r(x):=by x (x—a1) —vby X (x—ap) (3.6)
. {nbix(x—a1))
A(n,x): = () 3.7)
Die Flanken erhilt man mit:
yl(’E,A) :a1+Dbl(—A,x(T,A)—a1) (3.8)
y2(T,A) = az + Dp, (—VA,x(T,A) — ay) (3.9
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3.1. Analyse aus Sicht der Eingriffsfliche

Wobei D, : [0;27] x R? — R? eine Drehung um die Achse b durch den Ursprung ist:

(2.b), , sin0, (3.10)

Dy : (0,z) = coshz+ (1 —cosd) Hb||2 5]

Als Startwerte x(t,0) gibt man sich die Beriihrlinie zum Drehwinkel A = 0 vor. Diese
kann in der Eingriffsflache frei gewihlt werden, solange es sich um eine regulire Kurve
handelt und man darauf achtet, dass die Tangentenrichtung der Beriihrlinie nicht mit der
Richtung des Kontaktpfades iibereinstimmt, also %x(r, 0) K %x(’c, 0).

Um sich eine Verzahnung zu erzeugen, ist also eine Eingriffsflache und die Linie des
initialen Kontaktes vorzugeben. Die Beriihrlinie zum Winkel A = 0 beschreibt, wie sich
die Verzahnung in Richtung der Zahnbreite verhélt. Ob eine Verzahnung beispielsweise
gerad-, schrig- oder spiralverzahnt ist. In Abbildung 3.2 sind zwei ineinander greifende
Zihne einer Stirnradschrigverzahnung abgebildet.

Abbildung 3.2.: Schrigverzahntes Stirnrad mit Zykloidenprofil. Die Eingriffsfliche sind
zwei Zylindermantelflachen. Die Darstellung ist in Nulllage. Die Linie
des Initialkontaktes ist die Kontaktlinie der beiden Flanken.

r(x) ist eine Abbildung von R? in einen zweidimensionalen affinen Unterraum des R°.
Der linearen Anteil von r(x) ist:
(b1 — Vb)) x x 3.11)

Das Bild davon ist zweidimensional. Das heiBt, {x € R|r(x) = 0} ist entweder die leere
Menge oder ein eindimensionaler affiner Unterraum des R, da

F(X() + (X(bl —Vbz)) = F(XQ) Yo e R (3.12)
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3. Flankengenerierung

Der Kern von r(x) ist genau dann nicht die leere Menge, wenn der konstante Anteil von r
im Bild des linearen Anteils ist. Das heift fiir diesen Fall:

<b1—Vb2,b1><( ) Vb2><( ))ZO
<—b1,Vb2 X ( )> <Vb2,b1 X ( )> =0
<b1,b2 X az) <b2, 1 ><611> =0
<b1 X b27a2> + <b2 X bl a1> =0

<b1 X bz,az—a1> =0 (3.13)

Das heif3t, die Achsen befinden sich in einer Ebene, da entweder b; und b; kollinear sind,
ap = aj oder die Verbindungslinie der Aufpunkte und die beiden Achsrichtungen in einer
Ebene liegen. Das ist der Fall fiir parallele oder sich schneidende Achsen, der Kern von
r(x) ist dann eine Gerade. Diese Gerade ist die bekannte Wilzgerade, an der die beiden
Zahnrider ohne Reibung aufeinander abrollen. Diese Gerade stellt auch eine Singularitit
der rechten Seite der Differentialgleichung (3.7) dar, die im folgenden Abschnitt und in
3.1.4 genauer untersucht wird.

3.1.1. Formulierung der Verzahnungsgleichung

Die Vorgabe der Eingriffsflache als Nullstellenmenge eines Skalarfeldes ist fiir die spéte-
re Optimierung nicht geeignet. Es sollen Standardobjekte der Flachenoptimierung genutzt
werden und diese sind in der Regel als Freiformflachen gegeben. Die am hiufigsten be-
nutzte Freiformfldche fiir solche Berechnungen sind NURBS, die im spiteren Verlauf be-
nutzt werden. Alle Freiformflichen haben gemeinsam, dass sie als parametrisierte Flichen
(sh. Kapitel 2) mit zugehorigem Normalenfeld gegeben sind.

Sei also E C R? eine regulire parametrisierte Fliche, S eine zumindest zweimal stetig
differenzierbare Parametrisierung von E und » ein Einheitsnormalenfeld:

S:[0,1> - E

S: ( ‘b’ ) — S(a,b)
. 0,12 — §?

: ( Z ) — n(a,b) (3.14)

S

S

Wihle nun einen Startwert in der Fliche E und ersetze n durch das Normalenfeld n(a, b).
Die Losung der Differentialgleichung (3.7) x(A) liegt dann immer in der Flidche E: Fiir
jeden Punkt x = S(ag,bo) € E mit der Normale N = n(ao, bg) folgt fiir aa—z

ox B <N,b1 x(x—al)
(N, 530 = Vb1 x (x=an) = S5 )
:<N,b| ><(x—a1)>—<N,b| X(x—a1)>%20 (3.15)

22



3.1. Analyse aus Sicht der Eingriffsfliche

gz ist also in jedem Punkt tangential an E. Die Dynamik lisst sich folglich auch in einer

Parametrisierung der Fldche S darstellen.

Durch die Reduktion der Dynamik auf den Parameterbereich ist es notwendig die Diffe-
rentialgleichung (3.7) umzuformulieren: Gesucht sind a“ und a—b Da a—x orthogonal zu

n(a,b) ist ldsst es sich als Linearkombination von a und gb schrelben

ox aaas+ ox dS
0A  0Ada  JAdb
Die zu 16sende Differentialgleichung fiir r 2 0 ist:

(3.16)

(88)( 5 ) - (veotonm - itiaetion )

(3.17)

Die Fortsetzung dieser Differentialgleichung auf den Fall r(x) = 0 ist in vielen Fillen
moglich. Wie bereits zu Beginn dieses Kapitels gezeigt, kann r(x) nur dann 0 sein, wenn
sich die Achsen in einer Ebene befinden. Der Kern von r(x) ist dann die Wilzgerade.
Vorerst nehme man nun an, dass die Wilzgerade in der Eingriffsfliche liegt. O.b.d.A. sei
die Wilzgerade S(0,0),b € [0, 1] Der zu betrachtende Term ist:

r(S(a,b))
(n(a,b),r(S(a,b))) (3.18)

Fiir r(S(a,b)) gilt, da r eine affin-lineare Abbildung ist:

—ar(Sa(Zb)) :(b1 —Vbz) X g—j
or(S(a,b)) a9
b 1T Vh) X (3.19)

Nun werden S und » in der Umgebung von (0, bg) durch ihre Taylor-Entwicklung darge-
stellt. 7(S(0,bg)) = 0 und ebenso alle partiellen Ableitungen nach b:

9 r(S(0,bp))
obk

Da sich die gesamte Wilzgerade in E befindet ist 7(S(0,5)) die Nullfunktion. Darum folgt
fiir 7(S(a,b)) in der Umgebung von (0,b):

=0 (3.20)

35(0, bo)

+Th.O. (3.21)
da

r(S(a,b)) = a(b; —vby) x
Da aber (b) — vb,) der Richtungsvektor der Wilzgerade ist, gilt: (b; —vby) || w. Das
heifit Joe € R, o0 # 0, sodass gilt:

35(0, bo)

n(O,bo) = O((bl —Vbz) X 3

(3.22)
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3. Flankengenerierung

Dementsprechend ist:

35(0, bo)

r(S(a,b)) = a(by —vby) x By

+Th.0. = aan(0,by) + T.h.O. (3.23)

Fiir den Nenner des Termes 3.18 gilt nun nach der Taylor-Entwicklung:

(n(a,b),r(S(a,b))) = a(n(0,by), (b1 — vb2) X g—j)} +T.h.O.=ao0+ThO. (3.24)

Fiir den gesamten Term folgt:

fSap)
(n(a,b),r(S(a,b))) 7(0,b0) +Th.0. ——— (0, bo) (3.25)

Die Singularitit ist hebbar, falls die Wilzgerade in der Eingriffsfliche liegt. Und es ergibt
sich insgesamt:

Fiir r(S(a,b)) # 0:

da
(% %) Zﬁ = (o< (Sta.b)—a) - mm{:?:ﬁ;iﬁ(i)b;m)>r(““’b)))
" (3.26)
Und fiir (S(a,b)) = 0:
da
( s 9% ) Zj = (b1 x (S(a,b) —ar) — (n(a,b),by x (S(a,b) —a1)>n(a,b)>
" (3.27)

Diese Differentialgleichung wird im Folgenden Verzahnungsgleichung genannt. Fiir den
Fall r(S(a,b)) # 0 sei die rechte Seite der Verzahnungsgleichung im Folgenden f(a,b):

(n(a,b),b1(S(a,b) —ay))

fla,b) =brx(Sla,b) —ar) === S b))

r(S(a,b)) (3.28)

Falls die Eingriffsfliche die Wilzgerade nicht enthilt, ist die rechte Seite dort nicht mehr
stetig hebbar, da zumindest eine partielle Ableitung nach b nicht mehr 0 ist. Daraus folgt
(b

bo)

k
fiir den Quotienten (3.18), dass ein Term ~—_~~ iibrig bleibt und dieser konvergiert nicht

fiir (a,b) — (0,by).

3.1.2. Alternative zur Vorgabe des Initialkontaktes

Die Vorgabe einer initialen Kontaktlinie als Kurve auf der Eingriffsfliche ist oftmals we-
der erwiinscht noch praktikabel. Ingenieure geben sich fiir Stirnrdder beispielsweise einen
Schrigungswinkel B vor. Dieser ist definiert als der Flankenlinienverlauf am Teilkreis (S.
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3.1. Analyse aus Sicht der Eingriffsfliche

65 [24]). Diese Defintion stammt aus einem Modell fiir verschiedene Herstellverfahren.
In diesem Modell wird eine virtuelle Zahnstange als Herstellwerkzeug benutzt. Diese
wird bei einer Schrigverzahnung ,.gegen die Achsrichtung um den Winkel B geneigt*
(S. 91 [21]). Diese Defintion ist fiir das im vorherigen Kapitel geschilderte Verfahren
nicht brauchbar, da es unabhingig von einem Herstellungsverfahren ist. Schriagverzahnte
Stirnrdder haben einen linear wachsenden Winkelversatz in Zahnbreitenrichtung. Diese
Eigenschaft macht man sich zu Nutze und gibt einen in Breitenrichtung linear wachsen-
den oder fallenden Winkel vor, in dem die Wilzgerade durchlaufen werden soll. Dies
lasst sich mit Hilfe der Verzahnungsgleichung ermoglichen, indem man als Startlinie die
Wilzgerade wihlt, jedoch als Startwinkel nicht konstant A = 0, sondern ein entlang der
Wilzgerade sich verdnderndes A(t). Das fiihrt dazu, dass sich bei konstantem Profil der
Eingriff um den Winkel A(t) verschiebt. Dieses Verhalten ist gewiinscht. Falls A(t) linear
in T gewidhlt wird und die Eingriffsflache eine Zylinderflidche ist, entsteht eine Schrigver-
zahnung mit in Breitenrichtung konstantem Profil. Bogenverzahnungen lassen sich mit
quadratischen Abhingigkeiten von 7T erreichen.

Kegelridder sind auch in gerad-, schridg und spiralverzahnte Varianten aufgeteilt. Fiir Ge-
radverzahnungen ist wieder die Wilzgerade als Startwert fiir A = 0 der Startwert. Bei
linearer Abhéngigkeit von 7 fiihrt das aber nicht zu einer gewiinschten Kegelradschriagver-
zahnung, da sich der Kegel zur Spitze hin verjiingt. Die aus der Praxis bekannten Kegel-
radschrigverzahnungen haben einen entlang der Wilzgeraden linear wachsenden Bogen-
versatz. Die Startwerte A(T) ergeben sich dann aus einer Division durch den variablen
Wailzradius von Achse des Zahnrades 1 aus gesehen. Fiir Spiralverzahnungen benétigt
man quadratische Faktoren fiir die Abhidngigkeit von 7.

Fiir windschiefe Achsen existiert keine Wilzgerade. Trotzdem werden bei Hypoidverzah-
nungen in der Praxis spiralverzahnte Varianten benutzt. Auch hier kann man die Vorgabe
Winkelversatz entlang einer Bezugslinie wihlen. Diese ist jedoch nicht mehr kanonisch
gegeben. Eine Moglichkeit ist die Kurve auf der Flache die von einem Punkt ausgehend
senkrecht zum Kontaktpfad ist. Diese Moglichkeit wird auch spéter im numerischen Ge-
nerierungsverfahren benutzt (sh. Kapitel 4.4).

3.1.3. Die Variationsgleichung der Verzahnungsgleichung

Durch die Vorgabe der initialen Kontaktlinie kann man die beiden Flanken y;(A,t),i= 1,2
als Losung der Verzahnungsgleichung berechnen. Die Richtung der Beriihrlinie w
ist damit aber nur tiber Polygonziige berechenbar. Fiir die Bewertung von Zahnradflan-
ken und damit fiir die Optimierung ist es auch notwendig, die Kriimmung der Flanken
senkrecht zur Beriihrlinie zu berechnen. Dazu ist zum einen die Richtung der Beriihrlinie
notwendig und zum zweiten muss die zweite Fundamentalform berechnet werden. Dazu
benotigt man die Variationsgleichung, wie sie beispielsweise in [3] auf Seite 128 definiert

wird:

Definition 3.1 (Variationsgleichung). Sei D C R" offen und nichtleer und f € C'(D,R")
und %—’[‘ = f(x) eine gewohnliche Differentialgleichung mit differenzierbarer rechten Seite
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3. Flankengenerierung

und sei x(t) : I — D eine Lisung mit Startwert x(0) = xo davon, dann heifst die lineare
Differentialgleichung

0 o)

gﬁx = %(r,x(r))&c, dx(0) = dxp (3.29)
die Variationsgleichung in Bezug auf die Lisung x(t). Wobei dxo eine Abweichung vom
Startwert xq entspricht.

In dem Fall der Gleichungen (3.26) und (3.27) ist man besonders an der Richtung der
Beriihrlinie % interessiert. Mit Hilfe der Variationsgleichung ldsst sich der Verlauf des
Tangentenvektor der Beriihrlinie wihrend des Abwélzens berechnen. Das Argument in
S,n und r und deren Ableitungen ist in den folgenden Gleichungen stets (a,b). Durch die
spezielle Struktur der Verzahnungsgleichung als lineares Gleichungssystem ergibt sich
folgende Variationsgleichung:

a
as as )9 [ 7 _
da b oA %
ot
da da
T 2 2 2 2 dJt
o of _( duds b s oa s, abols (3.30)
da b 3% 0Ada2 ' 0A0dadb OAdbda ' OA b2 b ’
ot ot

Insbesondere zu berechnen sind also g_i: und 3—{:

fula,b) =by x Sa— ({na,by x (S—ay)) + (n, b1 x S4)) <n—”r>
Fola,b) =by x Sy — ((np, b1 x (S—a1)) + (n, by 5,,>)<T’”r>

Auch fiir diesen Fall ist es notwendig den Sonderfall » = 0 genauer zu betrachten. Vorerst
sei nun wieder die Wilzgerade S(0,b) Teil der Eingriffsfliche: Man betrachte nun zuerst

fala,b):

Im Folgenden werden die Grenzwerte Term fiir Term gebildet. Fiir den ersten Term ist
keine Grenzwertbetrachtung notwendig. Der zweite Term hat als Bruch (n—rr> Dieser geht
fiir a — 0 gegen n, wie bereits bei der stetigen Fortsetzung oben gezeigt. Eine genauere
Analyse des dritten Terms folgt. Der multiplikative Vorfaktor ist fiir die Grenzwertbe-
trachtung nicht notwendig.

(n(a,b),r(a,b))rqs(a,b) —r(a,b) ((ny(a,b),r(a,b))+ (n(a,b),ra(a,b)))
(n(a,b),r(a,b))?

(3.33)
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3.1. Analyse aus Sicht der Eingriffsfliche

Nun betrachtet man die Taylor-Entwicklung der Funktionen S(a,b).n(a,b) und r(a,b) in
Umgebung von (0, by): Betrachte vorerst nur den Nenner. Das Argument ist im Folgenden
immer (0,by), es wird aus Griinden der Ubersicht weggelassen:

(n+ang + (b—bo)ny, ara>2 +Th.O.
=a*(n,r,) +a*(b—bo)*(ny,ra) +a* (ng,ry) + Th.O.

——a*(n,r,) (3.34)
a,b—0
Fiir den Zihler miissen insbesondere Faktoren beriicksichtig werden, die erster und zwei-
ter Ordnung in a sind:

1 1
(n+ang+ (b—bo)np,ar, + Eazraa + E(b — bo)zrbb +a(b—Dbo)rap)

(ra +ary, + (b - bO)rab)
1 1
— (Clra + Eazraa + E(b - bo)zrbb + a(b — bO)rab)
((ng,arg) + (n+ang+ (b —bo)np,rg +araa + (b —bo)rep))
+T.h.O. (3.35)

okr _

Reine Terme in b sind nicht moglich, da SiF

Die linearen Terme in a sind wie folgt.

a((n,ra)ra— (n,ra)ra) =0 (3.36)

0 fiir alle k, an denen die Ableitung existiert.

Diese heben sich auf. Terme, die linear in a und beliebiger Ordnung in b sind, sind nur
Ableitungen von (3.36) nach b, also wieder 0. Quadratisch in a sind:

1 1
a2 (<I’l, Eraa>ra + <na7ra>ra + <n7ra>raa - <na7ra>ra - E(nvra>raa - <n>raa>ra> (3.37)

n, ist senkrecht zu n, da n normiert ist. r, ist wie oben dargestellt kollinear zu n.
raa = (b1 — Vb3) X S4q. Insgesamt ergibt das im Grenziibergang:

<n7ra>raa - <n;raa>ra . lraa - <naraa>n

1
2 (mr? 2 (mra) -39
Fa(0,5) =by % Sa — ((nay by X (S—a1)) + (n, b1 x Sa))n
1 aa — ylaa
— by x (S —ap)) e el <n<,'1ar> " (3.39)

Der Nenner von f;, ist im Grenzwert a — 0 identisch zu dem Nenner von f,. Deswegen
wird im weiteren nur der Zihler untersucht:

(n+ang + (b—bo)np,arq + %azraa + %(b —bo)?rpp+a(b—bo)rap)
(o +arap+ (b —bo)rep)
—(arg+ %azraa + %(b —bo)*rpp +a(b—bo)rap)
((np,arg) + (n+ang + (b —bo)np,rp +arg, + (b —bo)rpp))
+Th.O (3.40)
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3. Flankengenerierung

Die linearen Terme in a sind wie folgt:
ak
aw((’l,wrb— (n,rp)7a) (3.41)

Das ist wieder 0, da wie eben beschrieben %r = 0,Vk € N. Quadratisch in a sind:

a’ ((nyra)rap — (np,ra)ra — (N, Fap)ra) (3.42)

(np,rq) =0,dar, || nund np L n, dan normiert ist. Fiir r, gilt:

d
Fab = %(Yn) = Ynp +Ypn (3.43)
Damit folgt fiir den ganzen Term:
ry(a,b) _r(a,b) ((np(a,b),r(a,b)) + (n(a,b),rs(a,b))) . (3.44)
(n(ab).r(a.b)) (n(a,b),r(a,))? abso 0

Das fiihrt dazu, dass der Grenzwert f,(0,b) und die Ableitung von der stetig erginzten
Funktion f,,(0,b) iibereinstimmen.

fb(O,b) =b; xS, — ((nb,bl X (S—Cll)> + <n,b1 X Sb>)n
— <I’L,b1 X (S—al))nb (3.45)

Daraus folgt, dass die Variationsgleichung der Verzahnungsgleichung wohl definiert und
auch stetig auf die Wilzgerade fortsetzbar ist.

3.1.4. Analyse der Verzahnungsgleichung

Eine genauere Analyse der Verzahnunsgleichung und ihrer Variationsgleichung ist not-
wendig. Zum einen um sicher zu gehen, dass die Losungen existieren und eindeutig sind
und um zum anderen Bereiche zu identifizieren, an denen die Eingriffsflaiche moglichst
gewihlen werden sollte bzw. welche nicht in der Eingriffsfliche enthalten sein diirfen.

Singularitaten der rechten Seite

Die rechte Seite von Gleichung (3.26) hat eine Singularitit, falls (n,r) = 0. Dies kann
auftreten, falls r = 0 oder falls r orthogonal zu # ist. Fiir den Fall r = 0, ist die Verza-
hungsgleichung, wie in Abschnitt 3.1.1 gezeigt, stetig fortsetzbar, solange die Wilzgera-
de in der Eingriffsfliche liegt. Falls die Eingriffsfliche die Wilzgerade in einem Punkt
schneidet, ist die rechte Seite von (3.26) dort nicht stetig fortsetzbar.

Falls n und r orthogonal zueinander sind, fiihrt das zu einer Singularitit der rechten Seite

der Verzahnungsgleichung. Falls die Achsen in einer Ebene liegen, ist (n,r) = 0 genau
dann, wenn die Gerade x + un die Wilzgerade schneidet. Ju € R : r(x+un) = 0.
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3.1. Analyse aus Sicht der Eingriffsfliche

Fiir windschiefe Achsen ist das Skalarpodukt (n, ) entlang der Linie minimalen Schlupfes
0 ,wenn sie in der Eingriffsfliche liegt oder sie tangential beriihrt. Die Linie des minimalen
Schlupfes bedeutet, dass r(x) normweise minimal wird. r(x) beschreibt fiir jeden Punkt
des Raumes die Relativbewegung der beiden Rotationen. Falls x ein Beriihrpunkt ist, ist
also r(x) genau der Schlupf der beiden Zahnradflanken an diesem Punkt.

r(x) = (b] —Vbz) Xx—by Xay+Vvby X ar (3.46)

Dieser ist minimal, falls r(x) ausschlieBlich Anteile in Richtung von b — vb; hat. Dies ist
der Fall fiir

Xms(O) = pms + (b1 — VD7)

(bl —Vbz) X (bl X ay + vby X az)
= 3.47

Und das Minimum, das angenommen wird, ist

(bl —Vbz)

r(x (OC)) = <—b1 X ai -I-Vbz X az,bl —Vb2>—
" b1 — Vb3

(3.48)

Falls die Normale orthogonal zu b — vb; ist, die Gerade minimalen Schlupfes tangential
an die Eingriffsflache liegt, kommt es hier zur Singularitit. Das heift insbesondere, dass
die Linie minimalen Schlupfes nicht in der Eingriffsfliche liegen kann.

(n,r(x)) = 0 fiir r(x) # 0 bedeutet anschaulich, dass beide Flanken in der Umgebung
des Kontaktpunktes genau der Eingriffslinie entsprechen und sich deswegen auf einem
ganzen Flichenstiick und nicht mehr in einer Kurve beriihren. Das fiihrt zu optimaler
Schmiegung. Das bedeutet, dass die Normalkriimmung der beiden Flanken senkrecht zur
Bertihrlinie in den Beriihrpunkten iibereinstimmt[24]. Ein Extremfall dafiir ist in der so-
genannten Wildhaber-Novikov-Verzahnung in Abbildung 3.3 dargestellt. Die Flankenform
der Stirnradverzahnung ist ein Kreisbogen. Im Stirnschnitt ist die ganze Flanke nur zu ei-
nem Zeitpunkt in Kontakt, fiir den Fall, dass der Mittelpunkt des Bogens der Wilzpunkt
ist. Um Drehmomentiibertrag zwischen den beiden Zahnridern zu garantieren muss diese
Verzahnung schrig- oder spiralverzahnt mit einer Sprungiiberdeckung grofer als 1 aus-
gelegt werden[24].

Gleichgewichtspunkte der Verzahnungsgleichung

Gleichgewichtspunkte der Verzahnungsgleichung sind durch folgende Gleichung charak-
terisiert:

=0 (3.49)

Ein Gleichgewichtspunkt bedeutet, dass die Beriihrpunkte auf der Eingriffsfliche konstant
sind. Durch die Drehung um den Winkel A bei der Berechnung der Flanken fiihrt das zu
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Abbildung 3.3.: Wilhaber-Novikov Verzahnung in Kontakt links. Beachte die Flanke des
roten Zahnrades und des blauen Zahnrades sind im Zeitpunkt des Kontak-
tes identisch. Rechts gibt es dann in diesem Schnitt keinen Kontaktpunkt.

Wilzkorpern, die die Zusatzbedingung (3.4) des Verzahnungsgesetzes verletzen:

—ayla(i’T) = b1 x(S(a(A,7),b(A,7)) —a1) +D;91A(%(S(a(A,T),b(A,r))) (3.50)
ayza(i,r) = —Vvby x (S(a(A,1),b(A, 1)) —a2) +D;2VA(8%(S(a(A,r),b(A,T))) (3.51)

Fiir einen Gleichgewichtspunkt entfillt jeweils der zweite Summand. Die Flankennormale
ni, i = 1,2 ist dann senkrecht zu b; x (S(a,b) —a;),i = 1,2 und das ist die Bedingung
(3.4).

Die Gleichgewichtspunkte konnen nur vorkommen, falls by X (x —a;) und r(x) linear
abhingig sind. Dazu miissen b; X (x —aj) und by X (x — ay) linear abhingig sein. Wenn
das der Fall ist, dann ist x ein Gleichgewichtspunkt:

Sei r(x) # 0,(n,r(x)) #0und Jo. € R : by X (x —a;) = or(x) dann gilt:

{n, or(x))
(n,r(x)

Das heiBit: Alle Punkte, an denen b; x (x —aj) und by X (x — ap) linear abhéngig sind,
(n,r(x)) # 0 und r(x) # 0, sind Gleichgewichtspunkte.

fx) =ar(x)— r(x) =ar(x)—ar(x) =0 (3.52)

Fiir nicht windschiefe Achsen sind alle Punkte der Ebene der Achsen, die nicht auf der
Wilzgeraden liegen Gleichgewichtspunkte.

by X (x—ay) und by X (x — ap) ist genau dann linear abhéngig, wenn x in der Ebene der
Achsen liegt:

Fall 1: Parallele Achsen, also b, = £b;. O.b.d.A. sei (a;,b;) = 0 und (az,b,) = 0. Dann
ist by X (x —ap) und by X (x —ay) genau dann linear abhingig, wenn

X—dal1 — <(x—a1),b1>b1 und X—ap — <(x—a2),b2>b2 (3.53)
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linear abhéngig sind. Das heif3t:

0 =04y (x—a1 — <(x—a1),b1>b1)—|—0€2 (x—az— ((x—az),b2>b2)
<0 :(061 +0€2) (x— <x,b1>b1) — (a1 — <a1,b1>b1) il 0.5 (az — <a2,b1>b1)
S 0=(0g +0)(x—{(x,b1)b1) —t1a; — 0ay (3.54)

Diese Gleichung ist genau dann I6sbar, wenn der Punkt x in der Ebene der beiden Achsen
liegt.

Fall 2: b; und b; sind nicht parallel Dann ist b; X (x —aj) und by X (x —ay) genau dann
linear abhiingig, wenn zumindest eine der drei Bedinungen erfiillt ist.

(<b] xbz,x—m) =0 A <b| sz,x—a2> :0)
bl X (x—al) =0
byx(x—az)=0 (3.55)

Die erste Bedingung besagt, dass x in einer Ebene E| mit Aufpunkt a; mit Normalen-
vektor by X by und in einer Ebene E> mit Aufpunkt @, mit Normalenvektor b x b, liegen
muss. Diese beiden Ebenen sind fiir sich schneidende Achsen identisch. Sie sind identisch
mit der Ebene, in der der beide Achsen liegen. Damit sind der zweite und der dritte Fall in
dieser Losung enthalten. Die Wilzgerade, die auch Teil dieser Ebene ist, muss aber aus-
genommen werden. Wie schon in Abschnitt 3.1.1 bewiesen, ldsst sich die Verzahnungs-
gleichung hier stetig forsetzen und kann auch ungleich O sein. Die Flankennormale ist fiir
diesen Fall bestimmt durch den Winkel zwischen Eingriffsfliche und Ebene der Achsen
und erfiillt des Verzahnungsgesetz, falls die Normale nicht kollinear zur Verbindungslinie
der Achsmittelpunkte ist. Fiir den Fall r(x) = 0 gilt die stetige Fortsetzung in (3.27). Sie
kann nur O sein, falls die Eingriffsfliche die Ebene der Achsen senkrecht schneidet.

Bei parallelen oder sich schneidenden Achsen sind alle Punkte in der Ebene der Achsen
Gleichgewichtspunkte der rechten Seite, falls an dieser Stelle (n,r(x)) # 0 ist. Wenn dort
aber (n,r) =0 und r(x) # 0 erfiillt ist, dann ist diese Singularitit wieder stetig hebbar
und die Punkte sind dann keine Gleichgewichtspunkte der rechten Seite. Dabel ist jedoch
das Verzahnungsgesetz verletzt: n; sei die Flankennormale an die beiden konjugierten
Flanken. Da n; in jedem Fall senkrecht zu r ist, weil r die Richtung der Ableitung der
Flanken y; und y; ist (sh. 3.2.1), und b; X (x—a;) und r linear abhingig sind, folgt daraus
(nij,by X (x—ay)) =0, i=1,2. Das ist aber genau die Bedingung (3.4) des Verzah-
nungsgesetzes. An diesen Beriihrpunkten kann kein Drehmoment iibertragen werden, da
sich die Zahnréder hier wie Wilzkorper verhalten.

Die einzige Moglichkeit, dass die Eingriffsflaiche die Ebene der Achsen schneidet, ist
demnach entlang der Wilzgeraden.

Fiir windschiefe Achsen sieht man aus der ersten Gleichung (3.55), dass die beiden Ebe-
nenen E| und E, parallel sind. Die beiden Achsen, die zweite und dritte Gleichung in
(3.55) miissen beachtet werden. Fiir by x (x —aj) = 0 oder b, X (x —a) = 0 kommt es zu
Nullstellen der rechten Seite. Das wiirde aber bedeuten, dass der Beriihrpunkt x auf der
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Achse eines Zahnrades liegt. Die Bedingung ist deshalb nur fiir Schnittpunkte der Achsen
mit der Eingriffsfliche erfiillt.

Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Fiir die weitere Analyse der Verzahnungsgleichung ist es zunéchst notig, deren Existenz
und Eindeutig zu zeigen, falls keine Singularitdten der rechten Seite auftreten. Nach dem
Satz von Picard-Lindelof existiert fiir das Anfangswertproblem eines Systems von Dif-
ferentialgleichungen erster Ordnung eine eindeutige Losung, falls die rechte Seite stetig
beziiglich der unabhingigen Variablen ist und Lipschitz-stetig beziiglich der abhingigen
Variablen. ([3] S. 110f)

Satz 3.1. Sei S(a,b) : [0,1]* — R3 eine zweimal stetig differenzierbare Parametrisierung
einer reguliren parametrisierten Fldche mit dem zugehorigen stetig differenzierbaren
Einheitsnormalenfeld n(a,b). Sei

(n(a,b),r(S(a,b))) #0 Va,b € [0,1] mit r(S(a,b)) #0 (3.56)
Und bei nicht windschiefen Achsen sei S(0,b) ein Stiick der Wiilzgerade, also
r(S(0,b)) =0 Vbe|0,1]. (3.57)

Dann existiert fiir das Anfangswertproblem (3.26) mit der stetigen Fortsetzung (3.27) und

Startwert (A )
alRo,To _ [ o
( b(Ao, o) > = ( b ) (3.58)

und fiir die dazugehorige Variationsgleichung (3.30) mit Startwert

J a(A(),’C()) _ 8a0
(aT b(Ao,T0) )\ O, (3-59)
eine eindeutige Losung.

Beweis. Fiir r(S(a,b)) # 0 hat die rechte Seite der Verzahnungsgleichung die gleiche Re-
gularitdt wie das Einheitsnormalenfeld der Fliche n(a,b), dieses soll zumindest einmal
Mal stetig differenzierbar sein, und ist damit Lipschitz-stetig. Die Verzahnungsgleichung
ist autonom, hiangt somit nicht explizit von A ab. Zu betrachten ist noch der Fall von Ach-
sen, die in einer Ebene liegen, und a = 0, also die Wilzgerade. Die rechte Seite ist auch
dort stetig differenzierbar. Die Ableitung ist die Variationsgleichung und deren stetige
Fortsetzbarkeit auf die Wilzgerade ist im Abschnitt 3.1.3 bewiesen.

Die rechte Seite der Variationsgleichung ist, wie im letzten Kapitel gezeigt stetig in A.

T
Sie ist auBBerdem linear in ( g—g % ) und damit auch Lipschitz stetig. Damit existiert,

nach dem globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz (vgl. [3] S.110f) fiir jedes (ag,bo)
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3.2. Analyse aus Sicht der Flanken

eine eindeutige nichtfortsetzbare Losung des Anfangswertproblems fiir (3.26), (3.27) und

fiir jedes
3.60
( Op, ) ( )

eine eindeutige Losung der zu dieser Losung beziiglichen Variationsgleichung. Da diese
linear, ist haben beide Losungen das gleiche Existenzintervall.

3.2. Analyse aus Sicht der Flanken

3.2.1. Differentialgeometrische Eigenschaften der generierten
Flanken

Singulare Punkte

Die durch die Verzahnungsgleichung erzeugten Flanken sollen reale Randbedingungen
fiir Zahnréder erfiillen. Das heif3t insbesondere, dass sich Flanke und konjugierte Flanke
nicht schneiden diirfen. Dazu gilt es zuerst zu iiberpriifen, ob die Flanken singulédre Punkte
im Sinne der Differentialgeometrie enthalten.

Abbildung 3.4.: Beispiel fiir Singularititen der Flanken. Die Flanken des roten Zahnrades
sind keine regulidren Kurven.

Nach der Definition von regulédren Fldchen in Abschnitt 2.3 ist ein Flichenpunkt singulér,
wenn die Tangentialvektoren linear abhédngig sind.

Satz 3.2. Es gelten die gleichen Voraussetzungen an die Eingriffsfliche wie in Satz 3.1.
Die Zahnradflanken, die iiber eine Losung der Verzahnungsgleichung mit einer reguldren
Kurve aus Startwerten a(0,7),b(0,T) berechnet werden, sind reguliire Flichen, falls die
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3. Flankengenerierung

Normale an die Eingriffsfliche n = n(a,b) in jedem Punkt x = S(a,b) folgende Bedingun-
gen erfiillt:

(n,by x (x—ay)) #0
(n,by X (x—ap)) #0 (3.61)

Fiir die initiale Kontaktlinie muss auflerdem in jedem Punkt gelten:

d [ a(0,7) d ([ a(0,1)

— ’ — ’ 3.62

7 ( b(0,7) )34\ b(0,7) (5:62)
Wenn die Eingriffsfiiiche keine Gleichgewichtspunkte der Verzahnungsgleichung enthiilt,
erfiillen die Flichen die Zusatzbedingung (3.4) fiir das Verzahnungsgesetz.

Beweis. Betrachte nun zuerst %:

Ohne Einschrinkung sei nun x := S(Ap,Tp) und r(x) # 0, dann sind die partiellen Ablei-
tungen der Flanken nach A wie folgt gegeben:

ay1 (A(),’C()) 0
A = aaDn (FAx—a)|aza
0S(Ap,T
=Db1(—Ao,—(aZ 0y x (x—ar) (3.63)
Iz (A aS(A
%O’TO) :Dbz(—vAo,w —Vby X (x—a)) (3.64)
Mit der Verzahnungsgleichung (3.26) folgt:
oyi(A=0,1=1
il - ) _ Dy, (— 80, M) () (3.65)
op(A=0,1=1
2] oA 2) _ Dy, (—vAo, (1 4+ A(x))r(x)) (3.66)
Fiir A(x) = —1 bzw. A(x) = 0 verschwindet jeweils eine der beiden Tangenten. In diesen

Fillen ist jeweils eine der Flanken fiir diese Parametrisierung keine regulire Fliche mehr.

A(x) = 0 folgt, falls
(n,by x (x—ay))=0 (3.67)

also wenn die Verldngerung der Normalen n = n(Ag,Tp) der Eingriffsfliche und die Achse
ai; +Rby in einer Ebene sind. Das ist durch (3.61) ausgeschlossen.

A(x) = —1 folgt, falls

(n,by x (x—ay)) = (n,bl X (x—ay) —vby X (x—ay))
S n,by x (—az)) =0 (3.68)

Die Verlingerung der Normalen der Eingriffsflache n und die Achse a; + R b; liegen dann
in einer Ebene. Das ist durch (3.61) ausgeschlossen.
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3.2. Analyse aus Sicht der Flanken

Betrachtet wird nun die Wilzgerade r(x) = 0. Dann folgt wiederum mit der Verzahnungs-
gleichung:

E)yl(A = A(),’C = ’C())

aA :Dbl(_AOa_<n7bl X (x—a1)>n) (369)
(A :aAAO’T = %) = Dy, (—VAo, —(n,b1 x (x —a1))n) (3.70)

Das Skalarprodukt (n,b; X (x —ay)) wird 0, wie in obigem Fall, genau dann, wenn die
Achse und die Verlingerung der Normalen in einer Ebene liegen. Das wird durch die
Vorraussetzungen an die Eingriffsflache (3.61) ausgeschlossen.

Die Vorraussetzung (3.61) liefert, dass die partiellen Ableitungen nach A stets ungleich 0
sind.

Die partiellen Ableitungen nach T betrachte man nun den Fall, dass der Punkt y;(Ag,To)
sich im Eingriff befindet. Dann ist die Tangente der Flanken gleich der Tangente der
Bertihrlinie, die in der Eingriffsfliche liegt:

9y s aS < g—i’ >
—=(¢ £ (3.71)
ot ( da  ob ) g

Die Richtung der Beriihrlinie ist die Losung der Variationsgleichung (3.30). Die Flussab-

bildung gO der Variationsgleichung, die Abbildung die einen Startwert oS ( Y auf den Wert

zum Zeitpunkt A aS(A uJ abbildet, ist fiir jedes A ein Isomorphismus, da es sich um eine

nichtautonome llneare homogene Differentialgleichung handelt (nach Korollar 4 auf Seite
250 in [4]). Da man sich zum untersuchten Zeitpunkt in Kontakt befindet ist die partielle
Ableitung der Flanken glelch der Richtung der Beriihrlinie, und damit der partiellen

Ableitung der Losung der leferentlalglelchung 5S¢~ Diese ist genau dann ungleich dem
Nullvektor, wenn die Beriihrlinie zum Startwert eine reguldre Kurve ist.

Es bleibt zu zeigen, dass die beiden Tangentialvektoren linear unabhéngig sind. Die Be-
riihrlinie liegt immer in der Eingriffsfliche. Daraus folgt:

dyi
ot

Die partielle Ableitung der Flanken nach A ist fiir den Fall r(x) # O ein vielfaches von
r(x) und das kann nicht senkrecht zu n sein, das wiirde zu einer Singularitiit der rechten
Seite der Verzahnungsgleichung fiihren. Fiir r(x) = 0 ist der Tangentenvektor in Richtung
von n und somit senkrecht zur Beriihrlinie. Die beiden Tangentialvektoren sind fiir einen
beliebigen Punkt beider Fldchen y;(A, t) ungleich 0 und linear unabhingig. Die beiden so
berechneten Flanken sind also regulédre Flidchen.

(Ao,%0) L n (3.72)

Zuletzt ist noch zu iiberpriifen, ob die Zusatzbedingung (3.4) an das Verzahnungsgesetzes
erfiillt ist. Die Richtung der Beriihrline im betrachteten Punkt sei nun [3:

dS(Ap,To) ; 95(Ao,T0)
B= —a = ( 9 (%2,10) ab(g(%n:o) > as(ggﬂo) (3.73)
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3. Flankengenerierung

Sei r(x) # 0, dann ist die Normale an die Flanke i:

ny, (Ao, To) || r(x) x B (3.74)

Da es entlang der Eingriffsfliche keine Gleichgewichtspunkte gibt, gilt fiir r(x) # 0 die
Aussage r(x) |f b1 X (x — ay). Die Zusatzvorraussetzung (3.4) ist fiir diesen Fall genau
dann verletzt, falls,

0

(ny,(A0,70),b1 x (x—a1))
&(r(x) xB,by x (x—ay)) =0
Sdog, o eR: B = Oclr(x) —l—OLz(bl X (x—al))

s =0 =0V A — mbi X (x—ai))
o (n,r(x))
Die erste Moglichkeit ist ausgeschlossen, da schon bewiesen ist, dass die Beriihrlinie zu
jedem Zeitpunkt eine reguldre Kurve ist. Die zweite Moglichkeit erhélt man, da B senk-
recht zu n sein muss. Das bedeutet aber, dass die Beriihrlinie zu diesem Zeitpunkt in
Richtung des Kontaktpfades zeigt. Die Richtung der Beriihrlinie ist die Losung der Ver-
zahnungsgleichung und diese ist nach Satz 3.1 eindeutig. Mit der rechten Seite f der
Verzahnungsgleichung ist f(S(a(A,7o),b(A,T0))) eine Losung der Variationsgleichung
(3.30) zum Startwert dxp = f(S(a(0,79),b(0,70)). Der Fluss der Variationsgleichung ist
fiir jedes A ein Isomorphismus. Deshalb kann die Richtung der Beriihrlinie nur dann par-
allel zur Richtung des Kontaktpfades sein, wenn sie es auch am Startzeitpunkt ist. Das
ist durch die Vorraussetzung (3.62) ausgeschlossen. Insgesamt sind so erzeugte Flanken
regulédre Flachen und erfiillen das Verzahnungsgesetz und die Zusatzbedingung.

(3.75)

In der technischen Entwicklung gibt es auch Zahnrider, die singuldre Punkte enthalten.
Sie entstehen bei Verzahnungen, deren Eingriffsflichen obige Bedingung nicht erfiillen.
Als Beispiel fiir solche Verzahnungen kann man die Zykloidenverzahnung betrachten, die
in Abbildung 3.2 dargestellt ist (sh. S. 42 in [24]). Die Parametrisierung der Eingriffs-
flachen ist in diesem Fall nur einmal stetig differenzierbar. Die Eingriffsflache hat entlang
der Wilzgeraden einen Kriimmungssprung und an der Stelle des Kriimmungssprungs ha-
ben die Flanken singuldre Punkte.

Durchdringung wahrend des Eingriffs

Zusitzlich zu Singularitidten ist es notwendig, dass die Kriimmungsdifferenz der bei-
den Flanken niemals O wird. Das entspriche perfekter Schmiegung und ein Vorzeichen-
wechsel der Kriimmungsdifferenz fiihrt zur Durchdringung der beiden Flanken. In Abbil-
dung 3.5 ist schematisch der Verlauf dargestellt, falls es zu einem Vorzeichenwechsel der
Kriimmungsdifferenz kommt. Zuerst herscht herkommlicher Kontakt. An der Nullstelle
der Kriimmungsdifferenz schmiegen sich die beiden Flichen einander an. Nach dem Vor-
zeichenwechsel beriihren sich die beiden Fldachen anschaulich auf der anderen Seite.
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3.2. Analyse aus Sicht der Flanken

7 7 A
1

A A
X Ao

— —
N D

Abbildung 3.5.: Moglichkeiten des Kontaktes.
Links: reguldrer Kontakt ohne Durchdringung
Mitte: optimale Schmiegung bei Kriimmungsdifferenz k; = 0
Rechts: nach Vorzeichenwechsel der Kriimmungsdifferenz k; (Durch-
dringung griin dargestellt)

Die zu beachtende Kriimmung bei sich entlang einer Linie beriihrenden Fldchen ist die
Kriimmung senkrecht zur Richtung der Bertihrlinie. Wie bereits in Abschnitt 2.3 darge-
stellt, berechnet sich die Kriimmung einer Flidche iiber die beiden Fundamentalformen I
und IT sowie einen Vektor & im Tangentialraum.

_ &'I(a,b)g
- EM(a,b)g
Zwei konjugierte Zahnradflanken haben die gleiche Tangentialebene und die gleiche Nor-
male. Sei nun bl ein normierter Vektor senkrecht zur Richtung der Beriihrlinie in der
Tangentialebene.

Definition 3.2. Dann ist bI'I;bl = 1 fiir i = 1,2. Wobei I die erste und 11 die zweite
Fundamentalform der Flanke i ist. Dann berechnet sich die Kriimmungsdifferenz, fortan
Ky genannt:

Ke(a,b) (3.76)

ks = bl” II;bl — b1” T, bl (3.77)

In den Abbildungen 3.6 und 3.7 sind Stirnradverzahnungen dargstellt, daneben der Kriim-
mungsdifferenzverlauf entlang der Beriihrpunkte. Fiir die Zykloidenverzahnung in Abbil-
dung 3.7 ist ein Pol am Wilzpunkt zu erkennen, an dieser Stelle ist ein singuldrer Punkt,
wie am Ende des letzten Kapitels beschrieben. Abbildung 3.8 zeigt stark vergroBert eine
Stirnradverzahnung, an der es zum Vorzeichenwechsel der Kriimmungsdifferenz kommt.
Die Flachen durchdringen sich tangential.

Seien nun y;(A1,T2) und y2(Az,7T2) zwei konjugierte Flanken, die iiber die Losung der
Verzahnungsgleichung mit C>-Fliche S (a,b) als Eingriffsfliche berechnet werden. Die
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Abbildung 3.6.: Links ein Stirnschnitt und rechts k; entlang des Kontaktpfades fiir eine

Evolventenverzahnung.
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Abbildung 3.7.: Links ein Stirnschnitt und Rechts k; entlang des Kontaktpfades fiir eine
Zykloidenverzahnung.

Eingriffsflache erfiille zudem die Vorraussetzungen aus Satz 3.1 und Satz 3.2. Es wird
angenommen, man befinde sich in einem Kontaktpunkt

x=y1(Ao,%0) = y2(Ao,T0) = S(Ao,To)- (3.78)

Dann sind die erste und zweite Fundamentalform von y; in diesem Punkt:

- ( AW AFE) (A )r(x), oty )
<;L(x)r(x),as( 0,%0 )> <8S(g 1:0)735'(%071-0))

T

(k(X)—f—l) (.X), S(Ap,To) <8S(A0,1:0) aS(A(),’C())>

o1 ) ot

12=(<<’“<<x)“>“’<’“” 1) ><>> <<x<x>+1>r<x>,w>> (3.79)
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Abbildung 3.8.: k; mit Vorzeichenwechsel. Links ein Stirnschnitt und rechts x; entlang
des Kontaktpfades. Darunter eine Vergoerung der Verzahnung zur Ver-
deutlichung der Durchdringung.

_ [ eéa f [ e b
III_(fl gl) 112_(fz gz>

Mit den Eintrdgen
(A , dS(Ao,
e = <no,% —((8(A0,70) —a1) — (b1,5(Ao,T0) —a1)by) —2by ¥ %>
- 9%5(A0,T0) 95 (4o, o)
fizlmo =g )
BZS(A()aTO)
g1=(no,~—5 57—
9%S(Ag, T
ez = (no, % ~ V2 ((8(A0,T0) — a2) — {b2,5(A0,T0) — a2)b2))
— (np,2vby x %>
B BZS(A(),‘C()) aS(A()?TO)
f= <HO,W — Vb2 % T>
9%S(Ag, T
- <no,%>- (3.80)
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Sei nun bl wieder ein normierter Vektor, der in der Tangtialebene liegt und senkrecht zur

Beriihrlinie ist. bl ldsst sich als Linearkombination von r und % darstellen: bl =
95(A0,T0)

Bir(x) + P25, mit B1, B, € R. Insbesondere ist f; # 0, da ansonsten bl in Richtung
der Beriihrlinie zeigen wiirde. In den Basen der beiden Tangentialebenen (die Basis ist
durch den Index in der Vektordarstellung gekennzeichnet) entspricht das:

Bi Bi
bl = ( A(x) ) = ( Ax)+1 > (3.81)
BZ Y1 BZ y2

Da bl normiert ist gilt:

bl I;bly, = bl Lbl, =1 (3.82)
Kq = bl II;bly, — bl Ibly, = bl! (II; — II,)bl,, (3.83)
Wobei:
B
T, x)+1 Xx)+
M= o (3.84)
A@)+1 82
Lemma 3.1. Fiir r(x) # 0 hat I} — I, die Form < (c) 8 ) ,ceR
Beweis. .
~ e f
m 1= 5 7 3.85
1 — Il < F e ) (3.85)
Wobei: 2 ( ) 2 ( )
. S(Ao,To S(Ao,T0),
g=(,——5— 55 =0 (3.86)
~ BZS(A(),’C()) aS(Ao,To) X(x) BZS(A(),’E()) aS(Ao,’Co)
f=loaa > T e TR+ < TG = )>
. aS(A(),‘C()) X(x) aS(A(),‘C())
= <n0,7\.(x) (bl —Vbz) 3t — K(x) 1 (7\‘()6) + 1)(b1 —Vbz) It >
0S(Ap,T 0S(Ap,T
— (0 () (b1 — ) 22T )y — vy BT
ot ot
(3.87)
|

Fiir den Sonderfall r(x) = 0 erhélt man fiir die erste Fundamentalform:

L= ( (= {mby x (e =) = (b X (5= an)n)- (= by X (x—a)n, S0 )

<_<n,b1 X (X—al)>n7w> <8S(%27T0),8S(%2’T°)>
[ by x (x—ar))? 0
B 0 (aS(AO’TO) 35(A07T0)>
it ' ot

(3.88)
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Die erste Fundamentalform ist fiir beide Flidchen identisch, da die ersten Ableitungen fiir
beide Fliachen identisch sind. In der zweiten Fundamentalform unterscheiden sie sich aber
nicht zu der Form in (3.80).

Da die erste Fundamentalform iibereinstimmt ist eine Verdnderung die Bilinearform nicht
notwendig, vielmehr kann direkt die Differenz der beiden Matritzen gebildet werden. Der
Beweis des folgenden Lemmas unterscheidet sich vom Beweis des Lemmas 3.1, vor allem
darin, dass in diesem Fall die Nullmatrix ausgeschlossen werden kann.

Lemma 3.2. Fiir r(x) =0 hat II} — 11, die Form ( (c) 8 ) , auflerdem ist ¢ # 0 € R.

Beweis.

II1 —112 = < (3.89)

. ™
ST NY
N———

§=0

~ oS (Ao, ‘C())
= (ng,— (b1 — Vb)) X —=——=

f =m0, (b1 =vb2) x =57 (3.90)

Wobei y# 0 € R. Damit ist gezeigt, dass die Matrix die gegebene Struktur hat. Zusétzlich

istc # 0:

ée—= (no, —(x() — a1) + <b1, (x() — a1)>b1 +V2(XO — a2)>
+ <l’lo,V2<b2, (X() — a2)>b2 — 2(b1 —Vbz) X W>
= (n(), —(X() — a1) -+ <b1, (xo — a1)>b1 +V2(XO — a2) —V2<b2, (X() — a2)>b2> (3.91)

Die rechte Seite des Skalarprodukts ist ein Vektor, der in der Ebene der beiden Achsen
liegt, weil xo als Punkt der Wilzgeraden in dieser Ebene liegt. ng kann nicht senkrecht
zur Ebene der Achsen sein, das fiihrt zu einem singuldren Punkt der Flanken, wie in
Abschnitt 3.2.1 beschrieben.

> = <I’l(),’Yl’l> =0

Ky ist fiir einen Punkt genau dann null, wenn II} — IT, die Nullmatrix ist. Da bl senk-
recht zur Beriihrline ist, kann er nicht ausschlieBlich durch w dargestellt werden.
Das heifit, dass die Wahl der Beriihrlinie zwar K; beeinflusst, die Nullstellen von K, sind
unabhiéngig von dieser Wahl. Zusitzlich kann entlang der Wilzgerade die Kriimmungs-

differenz keine Nullstelle haben.

Falls nun fiir alle Kontaktpunkte x; # 0 ist, sind die Flanken lokal um diesen Beriihrpunkt
herum Durchdringungsfrei, sie beriihren sich in unmittelbarer Umgebung der Beriihrlinie
kein zweites Mal:

Satz 3.3. Die Zahnradflanken, die iiber eine Eingriffsfiiiche, die die selben Vorraussetzun-
gen wie in Satz 3.2 erfiillt, berechnet werden und fiir die an jedem Beriihrpunkt x; # 0 gilt,
beriihren sich in einer Umgebung um einen Kontaktpunkt nur entlang der Beriihrlinie.
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Beweis. Betrachtet wird dazu die Funktion
£ :00,27] X [Amins Aman]* X [0,1]* — R
f(¢,A1,A2,T1,T2) = qu)l (yl(Ath) _al) +tai _DZ;I)<y2(A27TZ) —(12) —az (3.92)
Nullstellen dieser Funktion sind Punkte an denen sich die beiden Flanken y; und y»
beriihren oder schneiden. Eine Nullstelle davon ist beispielsweise ¢ = A; = Ay = ¢g und
T) = Tp = Tp. Der betrachtete Punkt x = S(do,To) liegt in der Eingriffsfliche, da es ein

Beriihrpunkt ist. Er sei vorerst nicht auf der Wilzgerade, also r(x) # 0. Betrachtet wird
im Folgenden die Jacobi-Matrix von f an dieser Stelle.

Jf(¢07¢07¢0710710) =

(r(x) Ax)r(x)  (—Mx) = 1)r(x)  Blom) _E’S<‘ggﬂ°>) (3.93)

Die ersten drei Eintrdge und die letzten beiden Eintrdge sind jeweils linear unabhingig.

Im Bildbereich wird die Basis ﬁ, as(%(%’m) ,ng gewdhlt, wobei ny die Normale an die
beiden Flanken im betrachteten Punkt ist. Daraus ergibt sich fiir die Jacobi-Matrix:

Jf(90,90,%90,70,%0) =

@) M) ()] (=Ax) = D flr(x)[] 00
0 0 0 1 -1 (3.94)
0 0 0 0 0

Nach dem Satz tiber die implizite Funktion gibt es eine Umgebung U um den betrachteten
Punkt, auf der zwei Funktionen A;(¢,A;,7T2) und T1(9,A;,7T2) eindeutig definiert sind,
sodass V(¢,A,72) € U :
F1(0,41(0,42,72), 80,71 (9,42, 72),T2) =0 (3.95)
F2(9,A1(0,42,72), 82,71 (9, A2,72),T2) = 0. (3.96)

In dieser Umgebung gibt es keine weiteren Nullstellen von (f1, f2).

Die beiden implizit definierten Funktionen kann man in die dritte Komponente einsetzen
und erhilt:

S3(0,482,70) = (n0, £(0,A1(9,A2,72),A2,T1(9,A2,72),T2)) (3.97)

Der Gradient davon ist am betrachteten Punkt O. Fiir die Hesse-Matrix werden die zweiten
partiellen Ableitungen benétigt:
0% f; 2f 92 f A Of A, 2f [9A\?
—_— :<n0, +2 + >
002 0?2 000A| ddp  IA| 0092 aAIZ 00
Of du  f Pu Ff (ou\' , 3 duds
8¢81:1 a(P 81:1 a¢2 8112 aq) a’ClAl 84) aq)

=(ng, —x+a1 + (x—ay, b)) +V*(x—a — (x—az, b)) — 2 (b1 x Mx)r(x)))

A
er (Ax)+1 28 .,
+7»(x)2_( AC) ) 1o

—|—(n0,2

)

(3.98)
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9% f3 O’ f  9*f 0A,  Of A *f 0A;  0°f 0A; 9A;

00 "0 30a; T 3098, 98, T 90, 900, | 9A10R 90 | 9A, 90 A,
9*f oty 9 f ot Of 9%ty 9*f Oty Oy

"0 5A20t 00 | 909, 9A; | 9ty 90A; | 912 aA2£>
82f a’Cl 8A1 82f 811 aAl

+(n

+<n0, a’tlAl %aAz + a’tlAl aAz 8(]) >
o AMx)+ 1 M)+
=(np, —(A(x) + 1)vby x r(x) + Q) by x A(x)r(x)) )2 eq
M) 1Y
__<—x<x> ) el +es (3.99)
ﬁ_m 82f+ f 0A;  Of Ay 9*f OA;  9*f 0A; 9A;
90T, 90T, | 000A; 0T, | 0A; 90T, | 0A0T2 00 | 9A2 00 OT
B R s ) A W A2
991,07, 00 ' 0007 0T, | OT; 00T, | 9712 012 IO
i Ff 0udA | Pf Iu oA
9141 90 012 | OT1A; 9T, 90
=0 (3.100)
02 02 f 2f OA;  Of %A, *f [9A\?
= =0, 55 +2 2 2 )
0A3 0A7  0A20A10Ay  0A; AT 0AZ \0A,
o2 0% f 811+8_f8211 2f (912 282f 91y A
10, aAza’C] 8A2 811 a(l)2 aAz a’C]A] 8A2 8A2
Ax)+1)2
:< (;»sz) ) el —e (3.101)
Pf ( 9% f 9%f 0A; Of 0%A 92f O0A;  9*f 0A; 9A,
aAz’Cz — V0, aAz‘Ez a(l>8A1 812 8A1 aAz’Cz aAla‘Ez 8A2 aA12 aAz a’Cz
o 9’ f ot % f % a_fa%l aZf@aM
110, a’CzaTl aAz aAza’ﬁ 8’52 811 aAz’Cz 8’512 812 aAz
n Ff 0udA S 9t dA
0 a’ClAl 81:2 8A2 a’ClAl aAz 81:2
—0 (3.102)
P f3 Rf . Pf A of PA RS [0Ar1)°
-2 = 2
a’C% <n0, a’E% + a‘CzaAl 87:2 + 8A1 81% * 8A12 (8’C2) >

82f 8’51 af 82’51 azf 811 +2 8 f a’Cl 8A1
710; 81281:1 8’52 81:1 a’Cz a’El 8’52 a’ClAl 8’52 8’52
=0 (3.103)

+(n
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e N Ax)+1) 2
Damit ist die Hesse-Matrix fiir a = < - ) e| —en:

A(x)
a —a 0
Hp = —a a O (3.104)
0 0O O

Fiir k7 # 0,A(x) # 0 und A(x) + 1 # 0 ist wegen Lemma 3.1 a # 0.

Falls der betrachtete Punkt x auf der Wilzgerade r(x) = O liegt, Erhélt man folgende
Jacobimatrix. Im Bildbereich wird die Basis aus der Normalen an die Eingriffsfliche n =
n(a(9o,7o),b(do,To)), der Richtung der Beriihrlinie w und ng, der Normalen an die
beiden Flanken im betrachteten Punkt gewéhlt. Damit ist die Jacobimatrix:

Jf(q)an)qu)OvTOvTO) =

—(n,by X (x—ay)) (n,by x(x—ay)) 0 O
0 0 01 -1 (3.105)
0 0 00 O

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es eine Umgebung U um den betrachteten
Punkt herum, auf der zwei Funktionen A (¢, Az,T2) und t1(0, Az, T) definiert sind sodass
V(9,A2,12) €U :

F1(0,A1(9,A2,72),A2,71(0,A2,72),72) =0 (3.106)
F2(0,A1(0,42,72), 42,71 (9,A2,72),T2) = 0. (3.107)

In dieser Umgebung gibt es keine weiteren Nullstellen von (f1, f2).

Die beiden implizit definierten Funktionen kann man in die dritte Komponente einsetzen
und erhilt:

[3(0,42,70) = (no, £(0,A1(9,A2,72),A2,T1(9,A2,72),72)) (3.108)

Der Gradient davon ist am betrachteten Punkt 0. Die Hesse-Matrix ist fiir a = e; — e»:

a —a O
Hy=1| —a a O (3.109)
0O 0 O

Fiir k7 # 0,A(x) # 0 und A(x) + 1 # 0 ist wegen Lemma 3.2 a # 0.

Damit hat die Hesse-Matrix fiir beide Fille einen doppelten Eigenwert O fiir die Eigen-
vektoren (1,1,0)7 und (0,0,1). Die Funktion f ist fiir ¢ = Ay und T; = T, konstant
0, diese Eigenrdaume der Hesse-Matrix konnte man also erwarten. Aus der Hesse-Matrix
lasst sich ablesen, dass die Funktion an dieser Stelle nur in die Richtungen ¢ = A, und
T null sein kann. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen sind fi und f> in einer Um-
gebung um den Punkt nur fiir die implizit definierten Funktionen null und f3 ist in einer
Umgebung um den Punkt nur in die beiden bekannten Richtungen null. Es existiert also
eine Umgebung um den aktuell betrachteten Punkt (¢ = A} = Ay = ¢ und T; = T = Tp),

44



3.2. Analyse aus Sicht der Flanken

sodass sich die beiden Flanken y;(Aj,T;) und y>(Az,72) in dieser Umgebung auBer an
den Beriihrpunkten kein weiteres Mal schneiden oder beriihren.

Da der gewihlte Beriihrpunkt beliebig ist, gilt diese Aussage fiir eine Umgebung um die
Bertihrlinie herum.

3.2.2. Makrogeometrische Zusatzbedingungen: Die
Fundamentalzelle

Die Singularititen der Flanken und die Punkte, an denen die Kriimmungsdifferenz das
Vorzeichen wechselt stellen Grenzen des Kontaktpfades dar. Man kann innerhalb dieser
Grenzen ein Teilstiickes des maximalen Kontaktpfades auswéhlen. In Abbildung 3.9 ist
der maximale Kontaktpfad mit den dazugehorigen Zihnen einer Evolventenverzahnung
dargestellt.

Abbildung 3.9.: Beispiel eines konjugierten Flankenpaares mit maximalem Kontaktpfad
fiir ein evolventisches Stirnrad. Die sehr groen Flanken fiihren dazu,
dass nur sehr kleine Zihnezahlen méglich sind.

Die einfachste Moglichkeit der Einschriankung ist eine Losung der Verzahnungsgleichung
(3.26) und (3.27) bis zu bestimmten Grenzen fiir A. Das entspricht einer Vorgabe der
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Gesamtiiberdeckung. Die Gesamtiiberdeckung €y gibt an wieviel Zdhne im zeitlichen Mit-
tel in Kontakt sind. Eine Uberdeckung groBer als 1 ist notwendig, um stetig Drehmoment
zu iibertragen. Verzahnungen mit hoherer Uberdeckung sind von Vorteil, da sich dadurch
das Drehmoment auf mehrere Zihne aufteilt und somit die Krifte verringert werden, die
auf das Material wirken.

Die Gesamtiiberdeckung lisst sich aufteilen in die Profiliiberdeckung €, und die Sprung-
tiberdeckung €g. Die Profiliiberdeckung entspricht der Uberdeckung entlang des Zahn-
profils. Fiir Stirnréader ist das senkrecht zur Achse und fiir Kegelrdader senkrecht zur Wilz-
geraden. Fiir Stirnrdder wird die Profiliiberdeckung durch die Linge des Kontaktpfades
bestimmt. Die Sprungiiberdeckung resultiert aus der Wahl der initialen Beriihrlinie. Eine
Sprungiiberdeckung &g > 0 bedeutet, dass entlang der Zahnbreite auch eine Aufteilung
auf mehrere Zihne stattfindet, wie beispielsweise bei einer Schrig- oder Spiralverzah-
nung. Fiir evolventische Stirnrdder findet man ausfiihrliche Informationen dazu in [24].
In Abbildung 3.10 ist die gleiche Eingriffsflache gewdhlt wie 3.9, jedoch mit der Ein-
schriankung, dass der Kontaktpfad symmetrisch um die Wilzgerade gewéhlt wird und die
Profiliiberdeckung auf 1 beschrinkt ist.

Die Verzahnungsgleichung lisst sich numerisch unter Vorgabe einer parametrisierten Fla-
che und Startwerten darauf 16sen. Wenn man sich eine Uberdeckung €, vorgibt, benotigt
man einen Winkelbereich fiir A von 80‘% an dem Kontakt zwischen den Flanken gegeben
sein muss. Fiir Stirnréder, bei denen die Startwerte x(t,0) parallel zur Wilzgeraden sind,
fiihrt das bei gleichem Ausschnitt fiir alle Startwerte zu geradverzahnten Zahnridern.

Abbildung 3.10.: Ausschnitt des maximalen Kontaktpfades, sodass Profiliiberdeckung 1
entsteht. Rechts eine Vergrolerung um den Kontaktpfad.

Fiir schrigverzahnte evolventische Stirnridder sind die Intervalle entlang der Zahnbreite
gleich lang, da die Profiliiberdeckung konstant bleibt. Die Intervallgrenzen hingegen sind
variabel. Die initiale Bertihrlinie ist in diesem Fall nicht parallel zur Zahnradachse wie
bei geradverzahnten Stirnrddern. Da bei konstanten Intervallgrenzen fiir A ein kegeliges
Zahnrad entstehen wiirde, miissen die Intervallgrenzen in Richtung der Zahnbreite ange-
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passt werden, um ein zylindrisches Rad zu erzeugen. Fiir evolventische Profile ist das ad
hoc moglich, andernfalls muss man die Winkelgrenzen explizit vorgeben.

Die Kontaktpfade, die mit der Verzahnungsgleichung berechnet werden fallen fiir wind-
schiefe Achslagen nicht mit der Profilrichtung iiberein. Eine Aufteilung in Sprungiiber-
deckung und Profiliiberdeckung ist daher mit Vorgabe der Intervalle fiir den Kontaktpfad
nicht moglich.

Abbildung 3.11.: Rotierte Zykloidenverzahnung mit Uberdeckung 1. Hier ist die Ein-
griffsflaiche zwei entlang der Wilzgeraden aneinandergeheftete Zylin-
derschalen, die zusitzlich um einen Winkel rotiert werden.

Abbildung 3.12.: Kegelradverzahnung der Uberdeckung 1 mit zwei aneinandergehefteten
Kegelmantelflachen, deren Spitzen sich im Achsschnittpunkt treffen, als
Eingriffsfliache.

Um allgemeine Zahnradflanken zu berechnen, ist es niitzlich sich vorab geometrische
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Grenzen vorzugeben, die einzuhalten sind. Diese Moglichkeit wird mit dem Konzept der
Fundamentalzelle umgesetzt. Die Herangehensweise im Maschinenwesen ist iiblicher-
weise die Vorgabe eines Ubersetzungsverhiltnisses und geometrischer KenngroBen, die
das Zahnrad erfiillen soll. Dazu zihlt beispielsweise eine maximale Grofe in Form eines
Kopfkreisradius (sh. [24]) oder eine Einschriankung an die Hohe der Zihne durch einen
FuBkreisradius. Das Konzept der Fundamentalzelle stellt eine flexible Moglichkeit dar,
diese geometrischen Voraussetzungen vorzugeben.

Die Fundamentalzelle ist der Bereich um die Zahnradachse, in dem sich die Flanken be-
finden. Alle Beriihrpunkte miissen im Schnittkorper der Fundamentalzellen beider Wilz-
partner sein. Zahnradgrundkorper sind fiir Stirnrdder und Planetengetriebe Zylinder, fiir
sich schneidende oder windschiefe Achsen meistens Zylinder oder Kegel. Es handelt sich
bei den genannten Beispielen um Rotationskorper beziiglich der Zahnradachse. Das ist
zwar keine notwendige Bedingung, aber der typische Anwendungsfall. Die Fundamen-
talzelle konnte zum Beispiel eine elliptische Form haben fiir Zahnrdder mit variablem
Ubersetzungsverhiltnis. Diese werden in dieser Arbeit nicht beriicksichtigt.

Achse Fundamentalzelle Achse Fundamentalzelle

"Nf

a | e |

Abbildung 3.13.: Fundamentalzelle fiir Stirnrad (li.) und Kegelrad konstanter
Zahnhohe(re.)

In Abbildung 3.13 sind zwei Beispiele fiir Fundamentalzellen dargestellt. Die linke Gra-
fik zeigt ein Rechteck mit den Seitenldngen Zahnbreite b sowie die Differenz von Kopf-
kreisradius r, und NutzfuBkreisradius ry¢. Rechts sieht man die Fundamentalzelle eines
Kegelrades konstanter Zahnhohe mit eingezeichneten KenngroBen Kopfkegelwinkel ,,
FuBkegelwinkel 6, Zahnhohe & und Zahnbreite b.

Es ist im Laufe des Losens der Verzahnungsgleichung darauf zu achten, dass keine der
beiden Fundamentalzellen verlassen wird. Die Vereinigung aller Kontaktpfade und die
Zahnradflanken liegen innerhalb der geometrischen Grenzen, falls die initiale Beriihrline
innerhalb des Schnittkorpers der beiden Fundamentalzellen ist.

Die numerische Umsetzung basiert auf Skalarfeldern im R3. Fiir beide Wilzpartner wird
eine Funktion fz; : R3 — R definiert, die innerhalb der Fundamentalzelle positiv, auBBer-
halb negativ und an den Réndern 0 ist. Die Funktionen werden wéhrend der Integration

der Verzahnungsgleichung auf Vorzeichenwechsel gepriift.

Bestimmte Verzahnungstypen lassen sich ausschlielich mit Hilfe der Fundamentalzelle
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Abbildung 3.14.: Mit Fundamentalzelle erstellte evolventische Stirnradverzahnung. Ein-
gezeichnet sind ebenso Kopf- und FuBlkreise als Berandung der Funda-
mentalzelle. Die Uberdeckung ergibt sich als 1.5465

Abbildung 3.15.: Uberdies lassen sich asymmetrische Verzahnungen mit der Fundamen-
talzelle einfach erzeugen, da eine gemeinsame Kopfhohe automatisch
erfiillt wird. Der griine Kontaktpfad entspricht einer Zykloidenverzah-
nung mit Uberdeckung 1.5751 und der blaue einer rotierten Zykloiden-
verzahnung mit Uberdeckung 1.3231.

berechnen. So ist zum Beispiel in der Abbildung 3.15 eine asymmetrische Verzahnung
mit nichtevolventischem Profil dargestellt. Das Profil der Vor- und Riickflanke sind unter-
schiedlich. Beide Flankenprofile miissen dafiir die gleichen Kopfradien haben. Mit Hilfe
der Fundamentalzelle ist das fiir beliebige Profile moglich. In Abbildung 3.16 ist der
Unterschied in der Vorgabe zwischen der Kronenradverzahnung, einer Kegelradverzah-
nung mit konstanter Zahnhohe und einer Kegelradverzahnung mit variabler Zahnhthe
ausschlieBlich eine veridnderte Fundamentalzelle.
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“100

Abbildung 3.16.: Zwei mit Fundamentalzelle erstellte Kegelradverzahnungen. Oben ist

50

die zur Zahnzehe hin verjiingende Zahnhohe deutlich erkennbar. Mit
Hilfe der Fundamentalzelle ist es moglich, sich die konstante Zahnhohe
als Randbedingung vorzugeben, (Mitte). In den untersten beiden Bil-
dern sieht man eine Kronenradverzahnung mit identischer Achslage und
identischer Eingriffsfliche wie die beiden Kegelradverzahnungen. Die
andere Geometrie resultiert aus einer anders gewihlten Fundamental-
zelle.
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3.2.3. Durchdringung auBerhalb des Eingriffs

Die bisherige Betrachtung der Durchdringungsproblematik von singulidren Punkten in
Abschnitt 3.2.1 oder Vorzeichenwechsel der Kriimmungsdifferenz in Abschnitt 3.2.1 be-
schiftigen sich mit der unmittelbarer Umgebung der Beriihrpunkte. Es ist jedoch moglich,
dass sich wihrend der Rotation der Zahnridder Flanken an Punkten schneiden die sich
nicht im Eingriff oder in einer kleinen Umgebung darum befinden. In diesem Abschnitt
werden zundchst die Sonderfille fiir konvexe Flanken bei nicht windschiefen Achsen be-
trachtet. Im Anschluss daran wird fiir Stirnrdder mit Hilfe des Satzes iiber die implizite
Funktion eine Umgebung um die Beriihrpunkte herum abgeschitzt, in der keine weiteren
Schnittpunkte zwischen den Flanken sein konnen.

Nichtdurchdringung konvexer Stirnradflanken

Im ersten Schritt wird zunichst das ebene Problem betrachtet. Dabei handelt es sich um
die Paarung zweier Stirnrdader oder eines Stirnrades mit einem innenverzahnten Hohlrad.
Die beiden Zahnradachsen a; +Ab; und ay + ub; seien parallel, folglich gilt by = £b;.
Die beiden Zahnradflanken seien aus einer Losung der Verzahnungsgleichung y;(A,t) mit
einer Eingriffsfliche berechnet. Die Vorraussetzungen des Satzes 3.2 seien wieder erfiillt.
Es werden vorerst nur die Schnittkurven der Flanken mit einer Ebene senkrecht zu den
Achsen untersucht. Diese Ebene identifizieren wir im folgenden mit dem R?

AuBerdem seien a; und a; die Schnittpunkte der Achsen mit der betrachteten Ebene. Die
Parametrisierung nach dem Winkel A ist moglich, da die Richtung der Beriihrlinie nicht
senkrecht zu by liegen kann. Dann wire ndamlich die Normale an die Eingriffsfliche n
kollinear zu b; und damit senkrecht zu r. Das ist jedoch durch die Voraussetzung aus
Satz 3.2 ausgeschlossen.

Y1 ¢ [Bin: Amar] — R? (3.110)

und
y2: [Amin;Amax] — RZ 3.111)

nach Vorraussetzungen aus Satz 3.2 sind das zwei regulire C2-Kurven. Es wird nun
zusitzlich gefordert, dass die Kurven konvex sind:

Es sei N;(4A;) die duBere Normale im Punkt y;(A;), dann folgt aus der Konvexitit:
9%yi(A)

N;i(4A),

) <0 (3.112)

Dariiberhinaus gelte fiir die Flanken, dass

ay,(0) i(B)
OA; OA; .
: - . VO(,, € Amin;Amax y = 1>2 3.113
()] 7 ol Pel i @.113)
0A; 0A;
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Satz 3.4. Seien y| und y, zwei Kurven, die die beschriebenen Vorraussetzungen erfiillen,
dann schneiden sich die Flanken vom ersten Kontakt A,;, bis zum letzten Kontakt Ay,
nur an den Beriihrpunkten

Beweis. Sei ¢ € [—m, 7| ein Parameter, der die Eingriffsstellung beschreibt. Eine Veridnde-
rung von ¢ fiihrt zu einer Rotation um ¢ der ersten Flanke um die Achse des ersten Zahn-
rades und eine Rotation um v¢ der zweiten Flanke um die Achse des zweiten Zahnrades.

0= 1,2 sei die um ¢ bzw. v¢ rotierte Flanke. Die beiden Flan-

¢ sei im Folgenden fest. y;,
ken beriihren sich im Punkt p = yql)(q)) = yqz)(q)) tangential. n, sei die Normale an beide
Flanken im Punkt p. nj sei so orientiert, dass sie mit der dufleren Normale von Zahnrad

2, N2¢ (0), identisch ist. Dann gilt:

7(9)
(n,—5=) >0
> oAl
%5(9)
(na, aZ% ) <0 (3.114)

Im folgenden wird das Skalarfeld s untersucht:

A [AmimAmax]z — R
s(A1,A2) = (n2,y3 (A1) —¥5(A2)) (3.115)

Zum Schnitt der beiden Flanken kann es nur an Nullstellen von s kommen. Es gibt offen-
sichtlich eine Nullstelle von s an allen Beriihrpunkten A; = A, = ¢. Das Verzahnungsge-
setz fiir Stirnrdder besagt, dass alle Flankennormalen im Kontakt durch die Wilzgerade
gehen. Falls sich zwei Flanken entlang eines Geradenstiickes beriihren wiirden, wiren die
Normalen an dieser Stelle parallel und wiirden sich demnach nicht schneiden. Das heif3t,

92y?
(ny, ; ZA (2¢) ) = 0 kann nur fiir eine der beiden Flanken in einer Umgebung um ¢ konstant
i
¢

0 sein. 0.B.d.A sei dies y;. Nun werden die beiden Summanden von s genauer untersucht.

Der erste Summand hingt ausschlieBlich von A; ab und hat an der Stelle A} = ¢ ein
Minimum:

9 0 Ay
A, (n2,y1(A1)) = (n2, oA, ) (3.116)
Am Punkt Ay = ¢ gilt
W (AI=0),
a<n2,—aA1 ) =0 3.117)

Fiir strikt konvexe y; ist das die einzige Nullstelle der ersten Ableitung, da die zweite Ab-
leitung dann echt grofler als O ist. Aus der Zusatzbedingung (3.113) folgt, dass es keine
weitere Nullstelle geben kann. Fiir den Fall (n, yqf(Al))> = 0 gibt es ein abgeschlossenes
Intervall U, mit A; € U fiir das, die erste Ableitung O ist. Nullstellen auflerhalb des In-

tervalls U sind wegen der Zusatzbedinung an die Tangenten ausgeschlossen. In der Folge
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werden nun das Minimum u,,;;, und Maximum u,,, von U gepriift. Fiir u,,;, = Apiy, ist die
Ableitung des ersten Summanden von s auf dem Intervall [A,;,, 9] identisch 0. Falls das
nicht der Fall ist, folgt aus der Konvexitét und (3.113) fiir alle A; < tyin:

9} (Ar)
0A;

(na, ) <0 (3.118)

Falls upgy = Apax, 1st die Ableitung des ersten Summanden von s auf dem Intervall
[0, Apay] identisch 0. Andernfalls folgt aus der Konvexitit und (3.113) fiir alle A > upqy

) (A1)
0A;

(ny, ) >0 (3.119)

Der erste Summand von s ist also fiir A| # ¢ stets groBer oder gleich (ny, y¢(¢)>.

Der zweite Summand hidngt nur von A ab. Er hat an der Stelle A, = ¢ ein Minimum. Fiir
die Ableitungen des zweiten Summanden von s gilt:

J 3(42) >
aAz aAZ

o? 0 %3 ()
2 M) = —(p, 222372
8A§ <n2>y2( 2)) <n27 BA%

— (m2,35(A2)) = —(na,
) (3.120)

Die erste Ableitung hat an der Stelle A, = ¢ eine Nullstelle, die zweite Ableitung ist
entweder positiv oder hat dort eine Nullstelle und gleichzeitig ein Minimum und ist in
einer Umgebung um ¢ positiv. Somit hat die Ableitung des zweiten Summanden von s
an der Stelle A, = ¢ eine Nullstelle und gleichzeitig ein Minimum und keine weiteren
Nullstellen der ersten Ableitung wegen (3.114). Demnach ist der zweite Summand fiir

Ay # 0 stets groBer als —(nz,yg)(¢)>.

Uberprﬁft wird noch der Fall A; € U und A, = 0. s ist fiir diesen Fall 0. An diesen Stellen
kommt es allerdings nicht zum Schnitt der beiden Flanken. Betrachte die Differenz

@A) —380) =55 (A1) =55 (0). (3.121)
Wenn sie 0 wire, wiirde sich die Kurve y? im Punkt p selbst schneiden. Da es sich jedoch
oyt (A1) oyt (A1)

um eine regulidre Kurve handelt, ist # 0 und auBerdem ist (n;,

=0.E
oA, an; °
handelt sich um ein Geradenstiick mit nicht verschwindender Tangente, diese kann sich

nicht selbst schneiden.

Fiir alle Eingriffsstellungen ¢ € [Ayin; Amax] kOnnen sich dementsprechend die beiden
Flanken nicht zusitzlich zum Beriihrpunkt schneiden.
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Im nichsten Schritt werden wieder die ganzen Zahnradflanken y;(A;,T;) untersucht. Wo-
bei T; der Parameter in Breitenrichtung der Zihne ist. Zwei Punkte von Stirnradflanken
konnen nurzusammenfallen falls

(br,y1(A1,71)) = (b1,y2(A2,T2)) ©T1 =T (3.122)

Im Folgenden sei T = T; = 7. Die beiden Flanken beriihren sich entlang der glatten Kurve
y?(q),’c). Falls fiir jedes T die Kurven y? (A;,7) konvex sind, so existiert nach dem Beweis
von Satz 3.4 eine in der gleichen Ebene liegende Gerade, die von beiden Kurven nicht
geschnitten wird. Da die Zahnradflanken ausreichend glatt sind, héngt die Beriihrnor-
male stetig und differenzierbar von T ab. Deswegen lassen sich diese Geraden zu einer
Regelfliche R zusammenfiigen. R beriihrt beide Flanken in der momentanen Beriihrli-
nie. Schnittpunkte sind nicht moglich, das steht im Widerspruch zum Beweis. Die beiden
Flanken y;(A;,T) schneiden sich im Abwélzvorgang nicht.

Zur Zusatzvoraussetzung

Die Voraussetzung (3.113) ist fiir Zahnradflanken mit evolventischem Profil genau dann
erfiillt, wenn die Profiliiberdeckung €, kleiner ist als min { o "—2} Denn die Tangenten-

22
vektoren der Flanken sind fiir alle Beriihrpunkte parallel. Deswegen ist:
a)’I (Amm) a)’1 (Amax) 27
‘ ( aAl Y aAl max min o ]’ll
ay2 (Amm) ay2 (Amax) 21
£ = V(Amax — Amin) = €q— 3.123
‘ < aAz Y aA2 ( max mm) o n2 ( )

Diese beiden Winkel miissen kleiner als 7 sein und daraus folgt die Bedingung fiir die
Profiliiberdeckung €.

Konvexe Flanken bei sich schneidenden Achsen

Dieses Vorgehen wird nun auf sich schneidenden Achsen angewandt. Der Schnittpunkt
der beiden Achsen sei der Ursprung des Koordinatensystems. Die beiden Achsaufpunk-
te seien ebenso der Schnittpunkt a; = a, = 0. Seien nun wieder y;(A,T),i = 1,2 zwei
zueinander konjugierte Flanken, die iiber eine Losung der Verzahnungsgleichung berech-
net werden. Die Voraussetzungen von Satz 3.2 seien wiederum erfiillt. Zwei Punkte der
beiden Zahnradflanken konnen sich nur schneiden, falls sie den gleichen Abstand zum
Ursprung haben, da dieser durch die Rotation um die beiden Achsen nicht veridndert wird.
Um Durchdringung auszuschlieen ist es ausreichend, jeweils die Flankenlinien auf allen
Kugelschalen um den Ursprung zu untersuchen.

Seien y; (A1) und y;(A;) nun die Flankenkurven der beiden Flanken, die auf einer Kuge-

loberfliche mit Radius R liegen. Eine Parametrisierung nach A ist moglich, da die Beriihr-
linie nicht tangential zu einer Kugeloberfliche um die Ursprung sein kann. Dann wiren
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3.2. Analyse aus Sicht der Flanken

die Voraussetzungen zu Satz 3.2 nicht erfiilt.
(Al =R VA,i=12 (3.124)

Strikte Konvexitit der Kurve y;(4A;) ist auf einer Kugeloberfliche genau dann erfiillt, wenn
fiir alle A; gilt:
az
y 33 Yi
oA?

Wobei N;(A;) die duBere Normale in der Tangentialebene an die Kugel ist.

(Ni(A) (A;)) <0 (3.125)

Zusitzlich muss bei Kugeloberflaichen auch darauf geachtet werden, dass die Flanken
nicht die ganze Kugeloberfliche einnehmen, sonst konnten sich zwei Flanken wegen der
Periodizitidt der Kugeloberfliche schneiden. Es soll deshalb fiir beide Kurven gelten:

£ (yi(0),yi(B)) < g V0L B € [Amins Amar] i = 1,2 (3.126)
Die beiden Flankenkurven haben solange sie in Kontakt sind immer einen Punkt gemein-
sam, daraus folgt, dass sich beide Flanken auf einer Halbkugel ohne Rand befinden, wobei
der momentane Beriihrpunkt der Pol dieser Halbkugel ist. Zusétzlich diirfen sich die Flan-
ken auf der Kugeloberfliche nicht aufrollen. Antiparallele Flankentangenten sind nicht
erlaubt. Als Analogon zur Bedingung (3.113) muss fiir Flankenkurven auf Kugelober-
flachen gelten:

i dyi . i .
y(B)v(aZ(a),aZ(B)>>0 VLB € [Amims Amar] si= 1,2 (3.127)

Ni(a) £ A,

Satz 3.5. Seien y| und y; zwei Kurven, die die beschriebenen Vorraussetzungen erfiillen,
dann schneiden sich die Flanken solange sie in Kontakt sind von Rotationen des Zahnra-
des 1 von Apin bis Ayqx nur an den Beriihrpunkten.

Beweis. Es wird wieder das Sakalarfeld s : [Ain, Amax)” — R analysiert:

S(A1,A) = (n2,y (A1) —¥3(A2)) (3.128)

Es sei np = —N;(¢) = N2(¢) und ¢ der Parameter, der die Eingriffsstellung angibt. A} =
A, = ¢ ist eine Nullstelle von s(Aj,Az). Im Folgenden wird gezeigt, dass diese Nullstelle
eindeutig ist. Dazu werden die zwei Summanden der ersten Ableitung untersucht.

n ] (Ar)
2 aAl
dieser Stelle ein Minimum. Es sind keine weiteren Nullstelle dieses Terms vorhanden,

ansonsten wiren (3.126) oder (3.127) verletzt. Der Wert des ersten Summanden von
s(A1,Ay) ist fiir alle Ay # ¢ groBer als (n2,y}(6)).

) hat an der Stelle A; = ¢ eine Nullstelle. Aufgrund der Konvexitit ist an

5 (A2)
oA

Konvexitit ist an dieser Stelle ein Minimum. Es kommt wegen (3.126) und (3.127) zu

Desweiteren hat —(n;, ) hat an der Stelle A, = ¢ eine Nullstelle. Aufgrund der
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3. Flankengenerierung

keiner weiteren Nullstelle der ersten Ableitung dieses Summanden, also ist der Wert des

zweiten Summanden von s fiir alle Ay # ¢ groBer als (ny, —yqz’(¢)>.

Daraus folgt wiederum, dass s(Aj,A) > 0 fiir alle A1, A2 € [Apin, Amax] gilt und s = 0 ist
nur nur fiir den Fall A} = A, = ¢ erfiillt. Das gilt fiir alle ¢ € [Ayin, Apax] und damit gilt
die Behauptung.

Im Folgenden seien die Zahnradflanken als zweimal stetig differenzierbare parametrisier-
te Fliachen y;(A;,T;) gegeben. 1; gibt als Parameter den Abstand zum Ursprung an. Die
Parameterkurven fiir konstante T liegen auf Kugeloberflichen. Zwei Punkte von Verzah-
nungen mit sich schneidenden Achsen kénnen nur dann zusammenfallen, wenn sie den
gleichen Abstand vom Ursprung haben.

qul)<A1’Tl)H = Hyg(Az,Tz)H SU=" (3.129)

Im Folgenden sei T = T; = T,. Die beiden Flanken beriihren sich entlang der glatten Kur-
ve y?(¢7r). Falls fiir jedes T die sphirischen Kurven y:P(A,-,'c) konvex sind, so existiert
nach dem Beweis von Satz 3.5 eine auf dieser Kugelschale liegende Kurve, die von bei-
den Flankenlinien nicht geschnitten wird. Da die Zahnradflanken ausreichend glatt sind,
hingt die Beriihrnormale stetig und differenzierbar von T ab. Deswegen lassen sich diese
Kurven zu einer Fliache R zusammenfiigen. R beriihrt beide Flanken in der momentanen
Beriihrlinie. Schnittpunkte sind nicht méglich, sie stehen im Widerspruch zum Beweis.
Also schneiden sich die beiden Flanken in jeder Eingriffsstellung ausschlieBlich entlang

der Beriihrlinie.

Nichtdurchdringung von allgemeinen Stirnradflanken

Im néchsten Schritt wird wieder das Problem von aulenverzahnten Stirnrddern analysiert,
dabei gilt stets b = —b,. Analog zum konvexen Fall beschrinkt sich die Analyse auf
Ebenen, die senkrecht auf beide Achsen stehen. Die Achsaufpunke a; und a; und die
beiden Flankenkurven y; und y; sind in dieser Ebene. Die Richtungsvektoren der Achsen
b1 und b, stehen auf diese Ebene senkrecht und seien normiert. Die Voraussetzungen
im folgenden Satz 3.7 beschrianken die maximale Kriimmung K,,,, der Eingriffsfliche
und die maximale Kriimmungsverdnderung J,,,, der Eingriffsfliche. Die Eingriffsfliche
soll die Wilzgerade enthalten und entlang der Wilzgeraden soll die Kriimmung O sei.
Zusitzlich dazu werden einige Bedingungen an die Flanken gestellt. Die Aussage des
Satzes ist, dass es in einer Umgebung mit einer explizit angegebenen Mindestgrofle um
die Bertihrlinie keine weiteren Schnittpunkte der beiden Flanken gibt.

Wie schon in Abschnitt 3.2.1 im Bewelis zu Satz 3.3 basiert der Beweis auf dem Satz iiber

implizite Funktionen. Es wird dieses Mal auch die Grofle der Umgebung mit Hilfe des
Folgenden Satzes abgeschitzt.
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3.2. Analyse aus Sicht der Flanken

Satz 3.6 (Satz iiber die inverse Abbildung). Sei W C R” eine offene Umgebung von xo und
F:W —R"c CY(W,R"). Sei yo = f(xo), falls die Jacobi-Matrix DF (xo) invertierbar ist,
dann gilt: R > 0 erfiille folgende Eigenschaften:

o Wy := BzR|L*1|(x0) cw

o [nnerhalb von W, erfiillen die ersten Ableitungen DF die Lipschitzbedingung:

1
DF(u)—DF(v)|| < —— |lu—v (3.130)
IDF (u) Ol R [Ju—v]

Dann existiert eine stetig differenzierbare Abbildung g : Br(yo) — Wo, so dass f(g(y)) =y
und Dg(y) = DF (g(y))~'Vy € Br(yo)

Dieser Satz und der dazugehorige Beweis sind in [17] detailliert ausgefiihrt.

Der folgende Satz ist eine Einschrinkung des Satzes 3.3 auf den Fall paralleler Achsen.
Der Unterschied besteht darin, dass eine untere Schranke der Grofle der Umgebung um
die Beriihrlinie in der es nicht zu Durchdringung kommt berechnet wird:

Satz 3.7. Es gelten die selben Vorraussetzungen wie in Satz 3.2. Es handele sich um paral-
lele Achsen by = —by. Man betrachte die Flankenkurven yi(A) und y»(A) in einer Ebene
senkrecht zu den Achsen. Der Schnitt der Eingriffsfliche mit dieser Ebene sei die Kurve
x(A). Zusditzlich sei die Parametrisierung der Eingriffsfliche zumindest drei Mal stetig dif-
ferenzierbar. Die Wiilzgerade sei in der Eingriffsfliche und im betrachteten Schnitt sei der
Punkt x(0) Teil der Wiilzgerade. Entlang der Wiilzgeraden sei aufSerdem die Kriimmung
der Eingriffsfiiiche 0. Die Normale der Eingriffsfliche sei aufserdem so gewdhlt, dass
(n,by x x') > 0O erfiillt ist. Die Zahnradflanken, die iiber diese Eingriffsfliche berechnet
werden, sollen zudem fiir alle A € I := [Ayin, Amax] die folgenden Eigenschaften erfiillen:

Ky > Kopin >0 (3.131)

0 < tmin < ||Y1(A)|| < tmaxstmin < |[Y2(A)|| < tmax (3.132)
r(x(4A)) 1

AN),—————)> -, A#0 3.133

A Tan T 2 A G139

|x(A) —ai|| < 1, [|X(A) —az|| < g, (3.134)

Viin < |[%'(A)]] < Vimaxs (3.135)

IO _ e @) v 136

@ A vimanr(x(A))
In"(A) —n'(A)x"(A)
e (A)|1?

H < Omax (3.137)

Dann gibt es eine Umgebung U um jeden Beriihrpunkt, die eine Kugel mit Radius Ry
enthdilt, in der sich die beiden Flanken auf3er am Beriihrpunkt kein weiteres Mal schnei-
den.
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3. Flankengenerierung

Beweis. Die zu analysierende Funktion f sei wie folgt definiert:
f:[0,2n) x I = R?
F(0,A1,82) := D (y1(A1) —a1) + a1 — D)2 (y2(A) — @) — aa. (3.138)

Die Nullstellen von f sind Schnittpunkte der beiden Stirnradflankenlinien. Fiir Ay = Ay =
¢ hat die Funktion Nullstellen. Es sind die Beriihrpunkte der Flanken entlang der Ein-
griffslinie x(A). Man ist an weiteren Nullstellen von f interessiert, da sie Durchdringung
der beiden Flanken bedeuten. Die drei partiellen Ableitungen von f sind:

gf;(%,%,(bo) by X (x(¢o) —a1) —Vvby x (x(¢) —az) = r(x(¢o)) (3.139)
2L (00,90,00) = 51.(00) = b1 x (x0) —a1) = 00 3.140)
f 21 (9o,00,00) = 9 (00) Vb2 x (x(9) ~ a2) = ~24(00) (3.141)

Die drei partiellen Ableitungen sind folglich paarweise linear abhéingig. Wenn man nicht
im Wilzpunkt ist, zeigen alle drei Vektoren in Richtung r(x(¢p). Falls man im Wilzpunkt
ist, ist die erste Komponente null und die beiden Tangenten sind kollinear zu n(¢y). Die
Jacobi-Matrix von f an der Stelle (¢, o,do) hat also Rang 1. Direkt ldsst sich der Satz
tiber die implizite Funktion auf das System nicht anwenden. Deshalb werden nun als

/
orthonormale Basis des Bildraumes die Basisvektoren % und no gewihlt, wobei
Y1(Qo
no die duere Einheitsnormale an die Flanke y; sei.
=(%)- o] 6142
{no,.f)
/
¥1(0o) / /
—7 r x J—
0 0 0

Da ||y} (9)]| > tmin > 0 gilt, ist es nach dem Satz iiber die implizite Funktion mdglich die
Gleichung f; = 0 nach A als Funktion von A, und ¢ aufzuldsen. Zusétzlich ist man daran
interessiert ein Gebiet abzuschitzen in dem diese Funktion A; (¢, Ay ) existiert. Dazu nutzt
man den Satz 3.6 iiber die Inverse Abbildung.

Man definiert zuerst die Funktion G(0,A1,A2) = (0,42, f1(9,A1,A2)). Die Jacobi-Matrix
von G ist:

1 0 0
DG = 0 1 0 (3.144)
o oA Ifi
d0  dAy 0JA

Falls die Voraussetzungen fiir den Satz iiber die implizite Funktion erfiillt sind, und dem-

nach 5
fl (¢0 ®0,00) # 0 (3.145)
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3.2. Analyse aus Sicht der Flanken

hat DG vollen Rang. Der Satz iiber die inverse Abbildung ist anwendbar. Die Menge

{(¢,Az,0)|H( Aq)z__q)qfo )H SR} (3.146)

ist dann im Gebiet auf dem die Inverse g definiert ist und fi(g(9,A2,0)) = 0. Um R zu
berechnen ist es notwendig, die Lipschitz-Konstante von DG abzuschidtzen. Dazu wer-
den die Lipschitz-Konstanten der ersten partiellen Ableitungen von f liber die zweiten
partiellen Ableitungen abgeschitzt:

0? _
> ::'ﬂﬁgn"lﬁlA‘<<A1>—a1»+v20““‘A2@<Az»—az»
< [be—an]| +V? e — aa||
<y +Vir, (3.147)
82
a¢a]21 - <||r Tk bl(blx)’l(AI)>’
< tmax (3.148)
0? r
aq)af;z = <||r2|| ( Vbsz2<A2)>‘
< tmax (3.149)
2
8aAlfA12 =0 (3.150)
0? _
55‘ZWﬁ%ﬁJﬂﬁM@WAn—zmxx%mJ—on+ao>
1

< ||« (A1) = 2b1 x X' (A1) —x(A1) +a1) ||
=1 x ¥ (A1) + X (A1) r(x(A1)) +Mx(A1))r (A1) = 2b1 x X' (A1) = x(A1) +ai |
= ||V (e(AD)r(x(A1)) +Mx(A1)r ((x(A1)) = b1 x (b1 % (x(A1) —ar)) +
by x (Mx(A1))r(x(A1))) —x(Ar) + a1
= [|A (x(An)r(x(A1)) +A(x(A1))F (A1) = b1 x (M(x(A1))r(x(A1)))]]

< ot @+ a0 x 80 - )

(8101 ¢ a(80) = an) G s S ) | I

SVWILDC(I‘}'I<ma)crkl)‘*’rkloc‘{‘tmax (3.151)

_|_
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9’ fi

.
| = (=L DYV (¥ (Ag) +2Vby x X (A2) +VPx(Ar) — a2))

[lrol] "
< H—x” Az) +2vb, X xl(Az) +V2X(A2) — az) ||
<[ (M(x(A2)) + 1)r(x(A2)) || + [IVAM(x(A2)) + 1)r(x(A2))

r(x(42))

< [ ot ) —em) s+
V2<n(A2),b2 X (x(A2) —ay)) (<n(£§;(ﬁi)()Az))) +
[V(A(x(A2)) + 1)r(x(A2)) |
gvzvmax(l + KinaxTt,) +v2rk20c+vtmax (3.152)

Es fehlt noch eine Absch'aitzung des Faktors o
O 1= max

0
A€l aA; n A

(n,r(x(A)))r (( 1)) = (7' (), r(x(A0)))r(x(Ar) — (n, 1 (x(Ar))) r(x(Ar))
(

= max
A€l

< max

A€l
max
A€l

< 4K,0xVimax + max
Al EI

(n'(A ) ((Az )>r(x( 2))

)
r(x(Ar)) = (n, r'(x(A)))r(x(Ar))

(3.153)

Der zweite Summand von o wird nun genauer untersucht. Man betrachte die Ableitung
des Nenners:

<”/(At)a r(x(Ar))) + <”<At)»”/(x<At)>> > Vinin — KimaxVmax ||[7(Ar) | (3.154)
Ly = Viin = KinaxVmax ||r(A7)]] (3.155)

Nach Vorraussetzung (3.136) ist Ly > 0 und damit ist
(n(Ar),r(Ar)) > Lnd, (3.156)

Man betrachte nun den Zihler:
|7/ (A [17(x(Ar)) = (r(x(Ar)), (A ) (A )|
= | (A)[| 117(x(0)) — (r(x(0)),n(0))n(0)

)
[P (8) — 00, m(E)(3) — (D), (B)) — (2, () ()

A
@ [ = trtata. @)~ (@) e (e

SOV [ ) D)(5) + () () ()
(3.157)
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3.2. Analyse aus Sicht der Flanken
n(A;) und n'(A,;) stehen senkrecht aufeinander, weil n(A;) normiert ist:
A[ '

S+ [ ) (5)

A
U+ [ rx(@)d

As T ,
§(1+v)vmaxl(max/0 Hr(x(O))H—I—/O | (x(8))|| dedz

At T
S(l +V)Vmameax‘/0 /0

A T
S(l + V)Vmameax/O /0 (1 + V)Vmaxded‘c

sy o

A
—(14+V)vmarK s /O (1 4+V)rmandt

(&)
2

=(1+V)*v2 0 Kmax (3.158)

Die zweifache Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechung sowie
Abschitzungen, die analog wie oben sind, liefern, dass der Zdhler mit maximal quadrati-
scher Ordnung in A; wichst. Damit folgt insgesamt fiir o:

Kipax(1 +V)2v%nax

o < 4KmaxVmax + T (3.159)
Die Lipschitz-Konstante von ||DG|| ist:
0 0 0
IpGt)-pew=|( 0 0 0
) %) w50 W - 5)
9 9
%)~ %)
9 9
|| hw-kw
ad ad
- 20)
2 2 2
< VL3l vIP LR, =P+ 13, ]
= L$+L§2+L§l lu—v||
(3.160)

Dabei sind Ly, La, und Ly, jeweils die Lipschitz-Konstanten der ersten partiellen Ablei-
tungen von fi. Diese lassen sich wiederum abschétzen als die 2-Norm der zweiten parti-
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ellen Ableitungen:
i i
00?2 0?2
dfi dfi 9> fi 9*fi
() — 2= < W< _
‘ 2 (u) 3 (v)’ < (max ‘a¢aA2 ,u—v) < |/max ‘aq)aAz ||u—v]|
9’ fi 9’ fi
000A| 00dA;
(3.161)
Das gilt analog fiir die zwei anderen ersten partiellen Ableitungen
Ly <\ /L +L3, +1L3,
2fi [\ 2fi |\’ 2f [\’
< - J2
- ((max o? ) 2 (max 000A| ) 2 (max 000A, ) "
1
(ma ﬁ )2—1— (max ﬂ )2 2
0A? 0A3
L < ( Tk, +V rkz 4(tmax)2 + (Vmax(l +Kmaxrk1) + rkl(x+tmax>2 +
2\ 2
(VWWA1+Kﬁumg+vrha+va)>
! 2

2Ly = 2L

Die implizit gegebene Funktion fiir A; ldsst sich in f> einsetzen. f> := f5(9,A1(9,A2),A2).
Der Gradient von fz ist wieder 0. Fiir die Hesse-Matrix von f> erhilt man, wie im Beweis
zu Satz 3.3, die folgende Struktur.

a —a
Hp, = ( u a ) (3.163)
(3.164)
Wobei ,
a = ||y5(00)||" Ka > triKmin > 0. (3.165)

Die Matrix Hj hat stets Rang 1 und ( }

Eigenvektor ist erwartet, da er in Richtung des Kontaktpfades ist. Es wird nun f, einge-
schrinkt auf den Bereich senkrecht zum Abwiélzvorgang analysiert:

) ist Eigenvektor zum Eigenwert 0. Dieser

h(y) = (0o + W, 00 — V) (3.166)

Man erhilt an der Stelle y = 0: 2(0) = 0, 4'(0) = 0 und 4"(0) = —2a. Auf /' wird
der schon besprochenen Satz iiber die inverse Funktion 3.6 angewandt. Dazu wird eine
Abschiitzung der Lipschitz-Konstante von 4" benétigt. Die Abschiitzung erfolgt iiber h3).
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3.2. Analyse aus Sicht der Flanken

Die Argumente in den Ableitungen von f> sind von nun an (¢ + , 0o — ), daraus erge-
ben sich als Argumente fiir die Ableitungen von f>: (¢o + W, A1 (0o + W, o — ¥), 00 — V).

8f2 afz
! e e
h(y) = o 9n
_ % df2 0A; 0f2 A1  df>

9%/ fH  *h
" _ .
V) =507 " %a00n, T A2
_Ph +32f2 0A 2+2 0% f> 0A n df2 0%A;
© 002 9AT \ 90 J000A| 00  JA[ 092
, 2f,  9%f 0A1  0*fr OA;  0°fr OA| 0A +% %A
000A; ' 000A; 0Ay ' 0A0A; 90 ' 9AZ 0A; 90 A 0A200
%f,  9%f <3A1)2 5 2f, 0A;  dfr A
aA% aA% oA, 0A20A; 0Ar  0A; BA%

_|_

(3.168)

Zur besseren Ubersichtlichkeit werden die Ableitungen in diesem Fall als untere Indizes
dargestellt.

h® (W) :f2¢¢¢ - 3f2¢¢A2 + 3f2¢A2A2 - f2A2A2A2
=F2000 T 3/28,00810 T 3f2A1A1¢A1¢2 + f2A1A1A1A1¢3
+ 20, B1000 T 3/24,08100 +2/2,4,A100A10
—3 (2008, + 2000, D18, + F20, A1 gon,
+f2n,8; (A1ooA1a, +2A108,A16) +2f24,0A1400)
+3 <f2¢A2A2 + f20m4, (Ara,)* + J2a,A1oasn,
+faa,n; (A1 aar A0+ 2A108,A14,) +2f20,001000,)

3
- f2A2A2A2 - f2A1A1A1 A]Az
_f2A1A1A2A2A2 - 2f2A1A1A1A2A2A1A2 (3169)
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Dazu benétigt man die dritten partiellen Ableitungen von f:
fovo = Dp, 1 (=b1 x (x(A1) — an) + Dy~ (Vb x (x(8) — a2)
Foon, =D}, (=Y1(A1)
foors = =V Dy (—¥3(A2)
foma, =D} (b1 % (y1)aa,)
Joan, =0
Jonsn, = —DZS (VD2 X (¥2)a0n,)

fA1A1A1 - Dil (yl>A1A1A1

fA1A1A2 =0
famn, =0
Tamn, = —DZE) (2) AyAsn, (3.170)

Das fiihrt zu den Abschitzungen:

1 2000] <1y, +Vr,
| 200A1] < tin
| 20040 < Vi
| 20A1A1| < Vinax (1 4+ KiaxTy ) + T, O+ tinax
|f2¢A2A2‘ < V3Vmax(1 + Kmaxrkz) + V3rk20( —I—Vzl‘max
|LAIAIAL| < || =261 x (Ar)' — (Ar) + (Ar)" |
< tyax + 2(Vmax(1 + Kmaxrkl) + 1K OC) + B
2828040 < |(1 =3V =3V (A2) + (Ar)” = 3vba x (Ar) +V2by X (x— a2) |
<1 =3V = 3V?|(Vin + 3Vmax (1 + Knax?h; ) + 71, &) + B (3.171)

Es bleibt der Term B, der noch abzuschitzen ist.

B=[r)
Vi (n,by x (x—ay))r\"”
N S
=((n,by x X"y +2(n’,by xx') + (n", by x (x—a1)>)<nrr>

+{n,by x x') (<n’rr>)/+<n,b1 X (x—ay)) ((n}:r>)”

"
r
B Svmax(z“‘ rkl(x‘I’ZKmameax +2Kmaxrk1 + Vinax + i, O+ H <W) (3.172)

<< ! >> :< ! 3 ((n,r) ()" = (" yryr — (n,r"yr) = 2(n, r)r ((n, o) + (1, 1))

n,r n,r)

+2 ((n, ')+ (n, r>)2 r)
(3.173)
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3.2. Analyse aus Sicht der Flanken

Wie in Gleichung (3.156) kann man den Nenner mit der Voraussetzung (3.136) abschi-
tzen:
(n(A),r(4))> > LyA’ (3.174)

Der Zihler wird nun wieder nach unten abgeschitzt. Dafiir wird nun zuerst bewiesen, dass
|7 (A)]] < YA. Dazu schitzt man x”(A) ab. Da die Kriimmung der Eingriffsfliche entlang
der Wiilzgeraden 0 ist, folgt fiir x”/(0) (Vgl. hierzu Abschnitt 3.1.3):

x"(0) = by xx'(0) — (n,by x X'(0))n— (n,by x (x—ay))n’(0) =0 (3.175)

Damit erhidlt man mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

A
:/ by xx"(t)dt
0

_/OA(<n”(’I:),bl x (x(t) —ap)) + ((n(7),by x (x"(1)))dT <ﬁ>

_/OA(<n/(‘E),b1 x (x(t) —ay1)) + ((n(7),by x (¥'(1)))dT (%)

()] <A(3T§§||x"u+zrkl W ||28max+Hx”(A)HKmax)+oc(rk1Kmax+vmax))
(3.176)

Hierbei wurde benutzt, dass
" (A)[| < [ (A) || Sy + || (A) || Ko (3.177)
Damit ist ||/ (A)|| < YA fiir

Y :(1 + V) (3 (Vmax(2 + Kmaxrkl ) + 2rk1 ( maxsmax + Kinax3 (Vmax(z + Kmaxrkl OC))
+O('<rk1 Kmax + Vmax))

(3.178)
H (<l’lrr> ) LlN + 21}\/ +4 ( maxsmax + Kmax3(vmax(2 + Kinaxr, )) + 8K nax
2 () ) = 2= )
(n,r)?
(3.179)

Es reicht zu zeigen, dass der folgende Term kleiner ist als ein kubisches Polynom in A.

2(n,r)r ((n, r') +{n',r)) —2<n,r/>2r—4<n',r> (n,r')r

—/ n,r) V200 )+ 2(n, Y (Y 20 )Y
—4(n,r">(n,r) —4(n”,r><n,r')r—4<n,r”><n’,r>rd’t

SA; (2(1+V) Vi Y + 2(KiaxViae (1))

+2Vmar(149)? (VaarOmar + Kinar3 (Vimar(2+ Knaxri, @) ))

2(KmaxVi e (14 V)?) + 42 (14 V)

+4 (VaraeOmar + Kinax3 Vmax (2 + KnaxTi, &) Ve (14 V)? + 4YKnanv g (14+V))
(3.180)
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3. Flankengenerierung

Damit ist B nach unten abgeschitzt. Es fehlen noch die Abschitzungen der impliziten Dif-
ferentiale der Funktion A;(¢,A,). Die folgenden Ableitungen existieren nur im Inneren
des Kreises um ({o, 0o, o) mit Radius R:

|Aro| = Jio | _ 1+
flAl o tmin
flA tmax
Arpy| = |7 <
| AZ’ flAl Umin
A | frop 2 10,0800 + fia,a,A15
|Arge| = ix
1
Aron,| = Fron, T ia0818 T fiaanA1g + fia,a A1
el Sia
1
A | f1a0n, F2f14,0,A14 +f1A1A]A1i2
[Aran,| = fia
1
1 2
|Arggo| = Tix (f1¢¢¢+3f1A1¢¢A1¢+3f1A1A1¢A1¢+3f1A1¢A1¢¢
1
+3f14,8,8168160 +f1A1A1A1A1$> ‘
1
|Argon, | = ’E (f1008, 1200818 +2f1a, 400810 + 2f 14,081,810
1

2
Thiaa8,810 1 2f14,081800 T f1a,8,8100 + f14,4, 818 A109

2
+2f1A1A1A1¢A1A2¢ + f1A1A1A1A1A2A2A1¢) ‘

|
|Atoasa,| = ’E (F1oasa, T 1,808,810  218,8,0818, +2f1,8,8,A1 6818
1
+f1A1A1¢Aliz +2f17,008100 T S14,081 800, + F14,8, 8160154,

+2f1A1A1A1A2A1A2¢ +f1A1A1A1A1i2A1¢) |
1 2
A1 pym00,| = ’E (1000000 318,000 A185 31 1,8,0,M1%, + 3140, A0
1
+3 10,8 D10 A1 8080 T f1a,08,A12,) | (3.181)
Der Nenner ist jeweils groBer als t,,;,. Die anderen Groflen sind in diesem Abschnitt

schon abgeschitzt worden. Insgesamt fiihrt das mit der Dreiecksungleichung zu einer
Abschiitzung fiir #3). Sei L, > 0 eine damit gegebene Lipschitzkonstante fiir 4"

(h@‘ <L, (3.182)

K2 .
Ry = min {R, 2’2:‘ } (3.183)

' ist in einer Umgebung U, die eine Kugel mit Radius Ry enthilt, invertierbar. Da #'(0) =
0 ist und #”(0) # 0 hat & an der Stelle ¥ = 0 einen Extremwert. Das heift, in U kann h
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3.3. Klassifizierung ebener Eingriffsflichen

keine Nullstelle haben. Damit ist Ry aus dem Satz 3.7 konstruiert und Satz 3.6 iiber die
inverse Abbildung liefert, dass es in einer Umgebung U um den aktuellen Punkt, die
eine Kugel mit Radius Ry enthilt, keine weiteren Schnittpunkte der Flanken gibt. Durch-
dringung der beiden Flanken ist in diesem Bereich ausgeschlossen. Da der Beriihrpunkt
beliebig und Ry unabhingig vom Beriihrpunkt ist, existiert eine solche Umgebung um die
ganze Beriihrlinie.

3.3. Klassifizierung ebener Eingriffsflachen

Fiir ebene Eingriffsflichen ist die Losung der Verzahnungsgleichung fiir einige Félle ana-
lytisch berechenbar. Das wurde in [18] im letzten Kapitel ausfiihrlich dargestellt. Dort
wird die Losung explizit berechnet, falls die Wilzgerade in der Eingriffsebene liegt. In
diesem Abschnitt wird das dynamische System analysiert, dass die Verzahnungsgleichung
auf einer beliebigen Ebene induziert. Diese Ebene wird im Folgenden Eingriffsebene ge-
nannt. Mit dieser neuen Herangehensweise an die Verzahnungsgleichung werden Gebiete
im Raum identifiziert an denen die Eingriffsflache zu wihlen ist oder welche Gebiete
dabei zu vermeiden sind.

Singularititen der rechten Seite der Verzahnungsgleichung (vgl. Abschnitt 3.1.4) werden
in diesem Abschnitt untersucht. Diese fiihren an den Zahnrddern zu gleichzeitigem Kon-
takt in Profilrichtung. Bei der in Abbildung 3.3 dargestellten Wildhaber-Novikov Ver-
zahnung fiihrt das zu erhohter Tragfihigkeit im Vergleich zur iiblichen Evolventenver-
zahnung (S.48 [24]). Die Kriimmungsdifferenz x; ist an diesen Stellen 0, die Flanken
schmiegen sich perfekt aneinander an.

An Gleichgewichtslagen der Verzahnungsgleichung kann kein Drehmoment iibertragen
werden (Vergleiche hierzu Abschnitt 3.1.4). Dort ist die Zusatzbedingung (3.4) an das
Verzahnungsgesetz verletzt. Als Flankenlinien erhélt man den um die jeweiligen Achsen
rotierten Gleichgewichtspunkt, also je einen Kreis um die Zahnradachse. Diese beiden
Kreise stellen den Ausschnitt eines Reibgetriebes dar.

Im Allgemeinen sind Singularitidten und Gleichgewichtslagen in der Eingriffsfliche aus-
zuschlieBen. Fiir spezielle Verzahnungen ist das Verhalten wie bei der Wildhaber-Novikov
Verzahnung wiinschenswert, liblicherweise ist es aber unerwiinscht. Durch die Anschmie-
gung der Flanken aneinander fiihren Verlagerungen der Zahnréider zu Eingriffsstorungen
und hohen Flankenpressungen (S.48 [24]). Flankenpunkte, die sich, zumindest lokal, wie
ein Reibgetriebe verhalten, tragen bei Vernachldssigung der Reibung keinen Beitrag in
der Ubertragung des Drehmoments und kénnen dadurch zu Drehwegfehlern fiihren.

Die Analyse der gewohnlichen Differentialgleichung basiert auf der Theorie dynamischer
Systeme (vgl. das Standardwerk Guckenheimer/Holmes [13]). Es werden in diesem Fall
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3. Flankengenerierung

hauptsichlich Gleichgewichtspunkte analysiert. Das sind Punkte an denen die rechte Seite
der Differentialgleichung O ist.

Definition 3.3 (Hyperbolischer Gleichgewichtspunkt). Sei % = f(x), wobei f:R" — R"
differenzierbar sei. Sei nun xo ein Gleichgewichtspunkt, f(xo) = 0, dann heift xo hyper-
bolisch, wenn die Jacobi-Matrix D f(xo) keinen Eigenwert mit Realteil O hat.

An hyperbolischen Gleichgewichtspunkten lédsst sich die Stabilitdt von Gleichgewichts-
punkten an den Eigenwerten ablesen. Das sagt der folgende bekannte Satz von Hartman-
Grobman aus. Diese Version des Satzes von Hartman-Grobman stammt aus dem Buch
von Guckenheimer und Holmes (S.13 [13]).

Satz 3.8 (Hartman-Grobman). Sei ‘;—’t‘ = f(x), wobei f:R" — R" differenzierbar und x
ein hyperbolischer Gleichgewichtspunkt sei. Dann gibt es einen Homoomorphismus h,
der auf einer Umgebung U des Punktes xo definiert ist und der Trajektorien des Systems
von f auf Trajektorien des linearen Systems % = Df(xo)x in eine Umgebung um die 0
abbildet. Dieser Homoomorphismus erhdilt die Orientierung der Trajektorien und kann
auch so gewdhlt werden, dass er die Parametrisierung erhdilt.

Der Beweis dazu findet sich in der Originalarbeit von Hartman [15] oder im Buch von
Amann[3] auf S.287. Der Satz von Hartman-Grobman sagt aus, dass man auf die Stabi-
litdat eines hyperbolischen Gleichgewichtspunkts mit Hilfe der Linearisierung schlieBen
kann. Ein Gleichgewichtspunkt eines linearen Systems ist asymptotisch stabil, das heif3t
alle Trajektorien in einer Umgebung laufen auf ihn zu, wenn alle Eigenwerte der System-
matrix negativen Realteil haben. Ein Gleichgewichtspunkt ist abstoend, wenn alle Ei-
genwerte positiven Realteil haben. Falls sowohl Eigenwerte mit positivem wie negativem
Realteil vorkommen, erhilt man einen stabilen Eigenraum und einen instabilen Eigen-
raum. Diese linearen Riume werden durch einen Homdomorphismus / auf eine stabile
bzw. instabile Mannigfaltigkeit des urspriinglichen nichtlinearen Systems von f abgebil-
det. (S. 290 vgl [3]).

Falls ein Gleichgewichtspunkt nicht hyperbolisch ist, somit ein Eigenwert der Jacobi-
Matrix mit Realteil O existiert, dann bendtigt man eine genauere Analyse der Abbildung
f.In diesem Fall wird in dieser Arbeit eine Approximation zweiter Ordnung durchgefiihrt,
dabei konnen auch Gleichgewichtspunkte auftreten, die einseitig stabil sind. Darauf wird
im speziellen Fall explizit hingewiesen. Fiir eine vertiefende Einfiihrung zum Thema dy-
namische Systeme wird an dieser Stelle auf das Standardwerk von Guckenheimer und
Holmes [13] verwiesen.

Im Folgenden werden alle Eingriffsebenen fiir die moglichen Achslagen klassifiziert und

das dynamische System untersucht, das von der Verzahnungsgleichung darauf induziert
wird.
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3.3. Klassifizierung ebener Eingriffsflichen

3.3.1. Parallele Achsen

Bei parallelen Achsen sind die Richtungsvektoren der beiden Zahnradachsen kollinear,
by = £b;. Die Wilzgerade hat als Richtungsvektor stets b1 — vb;. Er ist damit auch kolli-
near zu by und by, damit ist by —vby =nby, wobei 1 = 1 Fv. 1 # 0, ansonsten wiren die
Achs- und damit die Rotationsrichtungen beider Achsen identisch mit identischer Zdhne-
zahl. Diese Wahl ist nur sinnvoll, falls die beiden Achsen iibereinstimmen. Damit hétten
aber die beiden Zahnrider die gleichen Flanken. Eine Verzahnung ist das Negativ der
Anderen, dieser Typ der Verbindung wird in dieser Arbeit nicht beriicksichtigt.

Der Ursprung sei ein Punkt der Wilzgerade, damit ist by X (—aj) — Vb X (—az) = 0 und
damit vereinfacht sich r(x) zu

r(x) =nb; x x (3.184)
Die rechte Seite der Differentialgleichung (3.7) ist stets senkrecht zu b :
(b1, f(x)) = (b1,b1 X (x —a1) + Anb; xx) =0 (3.185)

Darum ist bei parallelen Achslagen oft von Eingriffslinien die Rede, da meist nur der
zweidimensionale Fall in einer Ebene senkrecht zu den Achsen betrachtet wird und darin
eine Linie gewihlt wird. In dieser Arbeit werden jedoch Ebenen im Raum untersucht. Zur
Grenzwertbetrachtung und zur Analyse wird diese Dimensionsreduktion genutzt.

Bereits in [18] wurde gezeigt, dass die rechte Seite der Differentialgleichung (3.7) auf
der ganzen Ebene konstant ist (vgl. Abbildung 3.17), wenn bei parallelen Achsen die
Wilzgerade in der Eingriffsebene liegt. Damit ist die Losung der Verzahnungsgleichung
geschlossen moglich. Sie ist in [18] explizit angegeben. Wenn die Eingriffsebene und die
Ebene der Achsen identisch sind, ist die rechte Seite der Differentialgleichung (3.7) die
Nullfunktion, wie schon in Gleichung (3.13) zu sehen ist.

Abbildung 3.17.: Qualitatives Phasenportrait auf einer Eingriffsebene, die die Wilzgerade
enthdlt. Das System ist konstant, alle gezeigten Trajektorien werden mit
der selben konstanten Geschwindigkeit durchlaufen.

Falls die Eingriffsebene die Achsen und damit auch die Wilzgerade senkrecht schneiden,
ist n = b und damit (n,r(x)) = O fiir alle Punkte x der Eingriffsebene. In diesem Fall
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3. Flankengenerierung

ist die ganze Eingriffsebene singuldr. Anschaulich stellt diese Eingriffsebene keine Wahl
dar, da alle moglichen Eingriffslinien in dieser Ebene liegen.

Es bleiben also noch die beiden Fille, dass die Ebene die Wilzgerade in einem Punkt
schneidet oder parallel zu ihr ist und sie nicht schneidet.

Eingriffsebene ist parallel zur Walzgerade, enthélt sie aber nicht.

Wenn die Eingriffsebene E parallel zur Wilzgeraden ist, sie aber nicht enthilt, wird E
von den Richtungsvektoren b; und einem dazu orthogonalen Vektor d aufgespannt. In
den Koordinaten fiir o und f erhdlt man das System:

E:x=An+ab; +Bd,a,p € R beliebig
n=bixd, |d=1, (b1,d)=0, A>0
o =0

B—(n,by xay))

B/:<d,b|><(An—a1)— T]B

b1 x An) (3.186)

Damit ist die rechte Seite in (3.186) fiir § = 0 singuldr, wenn (n,b; x (a;)) # 0. Das ist
erfiillt, wenn die Eingriffsebene die Ebene der Achsen nicht orthogonal schneidet.

Die Singularitit der rechten Seite kann entweder abstolend oder anziehend sein. Die ein-
seitigen Grenzwerte fiir § — 0 von f/ sind:

B— <n,b1 X a1)>

li b An — — by xA
ng_<d, 1 X (An—ay) B nby x An)
. (n,by x ay)
=1 d,b An— ————(MAd) + Ad
Bg]([)l—< ,b1 x (An—ay) P (NAd) +Ad))

=sgn(A(n,b; X ay))oo

(n,by X (An+Bd —ay))
(n,nb1 x (An+Bd))

=sgn(—A(n,by X ay))eo (3.187)

Blir(l;l+<d,b] X (An—al) — T]b] ><An>

Dabei ist sgn die Signumsfunktion. Die Singularitit der rechten Seite von ' in (3.186) ist
abstoBend, wenn (n,b; x a1) < 0, und anziehend, wenn (n,b; x a;) > 0.

Falls die Eingriffsebene die Ebene der Achsen nicht orthogonal schneidet und auch nicht

parallel zu ihr ist, dann gibt es eine Gerade von Gleichgewichtspunkten. Sie befindet sich
an der Stelle p = —Ag‘,’zi—izi;. Da alle Gleichgewichtspunkte auf einer Geraden liegen,
konnen sie nicht asymptotisch stabil sein. Da o = 0, kann man das System eingeschrinkt

auf die Gerade in der Eingriffsebene senkrecht zu b; betrachten. Die Ableitung von [/
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3.3. Klassifizierung ebener Eingriffsflichen

nach B ist:
<d,—B_(B_ <l;127b1 Xa1>)(—Ad>
_ plmbi xar) (3.188)

B2
Da der Nenner und A in (3.188) immer positiv sind, ist fiir die Stabilitidt ausschlieflich
der Term (n,b; X a;) zu betrachten. Zu beachten ist hierbei, dass die Bedingungen fiir
Singularititen und fiir die Gleichgewichtspunkte einander entsprechen, also abstoflende
Singularititen konnen nur bei stabilen Gleichgewichtspunkten auftreten und anziehende

Singularitdten nur bei instabilen Gleichgewichtspunkten. Vgl. dazu die linke Darstellung
in Abbildung 3.18.

Abbildung 3.18.: Qualitatives Phasenportrait auf einer Eingriffsebene, die parallel zur
Wiilzgerade ist. Rechts zusitzlich parallel zur Ebene der Achsen

Falls die Eingriffsebene parallel zur Ebene der Achsen ist, gibt es keine Gleichgewichts-
punkte. Vgl. dazu die rechte Darstellung in Abbildung 3.18.

Falls die Eingriffsebene die Ebene der Achsen orthogonal schneidet, ist (n,b; x a;) = 0.
Die rechte Seite in (3.186) ist konstant und fiir B = O stetig erginzbar:

B =(d,by x (—a1))

lim B’ =(d, by x —ay)) (3.189)
B—0

Das Phasenportrait auf der Ebene ist dann qualitativ wie in Abbildung 3.17.

Eingriffsebene schneidet die Walzgerade

Im Folgenden wird der Fall untersucht, dass die Eingriffsebene die Wilzgerade in einem
Punkt schneidet. Dieser Punkt sei der Ursprung des Koordinatensystems. Die Eingriff-
sebene

E :od; +Bda, o, B € R beliebig (3.190)
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3. Flankengenerierung

ist dann gegeben durch die beiden normierten Richtungsvektoren

by — (n,by)n
d1 =
b1 — (n,b1)n||
dy Ld |da]|=1 n=d xd, (3.191)

Das fiihrt zu dem Differentialgleichungssystem:
(n,b1 x (Bdz —a))

of = (dy,by x (Bdy —ay) — 1.5y % Bab) by x Bdy) =0
B = (ds. by x (o —ay) — <”’lz;;f§dégz>“”>bl < o) (3.192)

Fiir o = 0, erhilt man eine konstante rechte Seite mit der stetigen Fortsetzung von (3.192)
bei B =0:

éil%ﬁl = (da,b1 x (—ay)) (3.193)

Abbildung 3.19.: Qualitatives Phasenportrait auf der Eingriffsebene, die die Wilzgerade
schneidet, der Schnittpunkt ist durch den Kreis hervorgehoben, dort ist
die rechte Seite stetig fortsetzbar.

Sei nun o0 = 0, dann ist die Gleichung fiir f’ in (3.192) fiir das feste ol identisch zu einer
rechten Seite fiir f/, wie in (3.186) wobei

s = Sgl’l(O€0<b1 X dz,d1>)

5 dr — (da,b1)b;

> lda— (o, 1) b
n=>by xdp
A= OL()(fl,d|>
do = 0o (b1,d1)
E : Aii + dgby + Bd>. (3.194)
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Die Dynamik entlang dieser Geraden mit Geradenparameter 3 wurde im vorherigen Ab-
schnitt dieses Kapitels bereits ausfiihrlich behandelt, da es sich hierbei um eine Ebene
handelt, die parallel zur Wilzgeraden ist. Die Orientierung von d» ist notwendig, damit
A > 0 ist. Insgesamt ergibt sich qualitativ ein Phasenportrait wie in Abbildung 3.19.

Insgesamt lédsst sich fiir parallele Achsen schlussfolgern, dass die Eingriffsflache so ge-
wihlt werden sollte, dass sie die Ebene der Achsen nur in der Wilzgeraden schneidet. An
Schnittpunkten der Eingriffsebene mit der Ebene der Achsen auflerhalb der Wilzgeraden
kann kein Drehmoment iibertragen werden, da die Flankennormalen radial von den Zahn-
radmittelpunkten weg zeigen. Abseits der Ebene der Achsen muss ansonsten nur darauf
geachtet werden, dass die Normale der Eingriffsfliche nicht in Richtung der Wilzgerade
zeigt, das fiihrt zu Singularititen der rechten Seite.

3.3.2. Sich schneidende Achsen

Der Schnittpunkt der Achsen sei fiir den Rest dieses Abschnittes der Koordinatenursprung
und gleichzeitig der Aufpunkt fiir beide Achsen, das heifit a; = a, = 0. Das fiihrt zu den
folgenden Vereinfachungen:

r(x) = (by —vby) xx
(n,by X x)

/
—=b Xx—
X O by — Vo) X )

(b] —Vbz) XX (3.195)

An der Gleichung sieht man, dass x’ stets senkrecht zu x ist. Damit ist || x(A) || konstant. Die
Losungen der Differentialgleichungen (3.7) verlaufen auf Kugeln um den Achsschnitt-
punkt. Die rechte Seite der Verzahnungsgleichung wird fiir alle Punkte singulir, wenn die
Eingriffsebene die Wilzgerade senkrecht schneidet.

Ebenen, die die Walzgerade enthalten

Fiir Ebenen, die die Wilzgerade enthalten, ergibt sich ein lineares System mit einem Zen-
trum (vgl. S.189f [3], bzw. Abb. 3.20). Die Trajektorien darauf sind Kreise, die mit kon-
stanter Geschwindigkeit durchlaufen werden, jeder Orbit ist ein periodischer Orbit. Die
Geschwindigkeit wichst mit dem Abstand zum Achsschnittpunkt. Der Schnittpunkt der
beiden Achsen ist ein Gleichgewichtspunkt.

b1 —vb
E:x= M%—Bd,a,BERbeliebig
by —Vvby
o =(———" b xd
b1 Voo 7P
bl—Vbz
"= (d,b x ———= 3.196
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Fiir C = <HZ‘_—Vb2 by x d) erhdlt man:

Ak
(5)-(%0)(5) a1

Das System ist fiir diesen Fall linear. Die Eigenwerte der Systemabbildung sind rein ima-
gindr, auBer fiir den Fall, dass die Eingriffsebene die Ebene der Achsen ist. Dann ist
die Systemmatrix die Nullmatrix und jeder Punkt ist ein Gleichgewichtspunkt. Wenn die
Wailzgerade in der Eingriffsebene liegt ist die Verzahnungsgleichung geschlossen 16sbar
und allgemein in [18] angegeben.

// \\

o
N

N

Abbildung 3.20.: Qualitatives Phasenportrait bei sich schneidenden Achsen und einer
Eingriffsebene, in der die Wilzgerade liegt

Eine Transformation in Polarkoordinaten r und @ ergibt:
!/
r 0
((p) _(—Cr) (3.198)

Ebenen, die parallel zur Walzgerade sind, sie aber nicht enthalten

Fiir Ebenen, die parallel zur Wilzgeraden sind, sie aber nicht enthalten, erhélt man fol-
gendes System gewohnlicher Differentialgleichungen:

ne ﬁ xd, (dbi—vb) =0, |ld|=1, [n]=1,4>0
o = (ﬁ,bl % (An+Bd))
B = (d.b (An—aﬁ) _ (n,by % (aﬁ -l-Bd))% « An)
(3.199)
Fiir B :A<ﬁ,b1 xn)und C = <ﬁ,b1 x d) erhdlt man das System:
,
G-(5%) o
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B # 0, denn sonst wiirde die Wilzgerade wieder in der Eingriffsebene liegen. C = 0, falls
die Eingriffsebene parallel zur Ebene der beiden Achsen ist.

Die Transformation in Polarkoordinaten r und ¢ ergibt:

/ 0
.
( 0 ) - ( —Bsin(p—BCSOif(P(p —rC ) (3.201)

Man untersucht das System eingeschriankt auf einen Kreis um den Punkt x = An mit
Radius r = Ry > 0. Fiir @ = 0 und ¢ = 7 hat die rechte Seite (3.201) eine Singularitit.
Diese kann wie im Fall paralleler Achsen absto3end oder anziehend sein.

lim ¢’ = sgn(—B@)x (3.202)
©o—0

Die Singularitit der rechten Seite an der Stelle ¢ = 0 ist anziehend fiir B > 0 und absto-
Bend fiir B < 0.
. /I _ oo
lim ¢" = sgn(B(¢—m)) (3.203)

Die Singularitit der rechten Seite an der Stelle ¢ = 7 ist anziehend fiir B < 0 und absto-
Bend fiir B > 0.

Wenn C # 0, die Eingriffsebene nicht parallel zur Ebene der beiden Achsen ist, dann
hat die Differentialgleichung (3.201) fiir B; = —g eine Gerade von Gleichgewichtspunk-
ten. In Polarkoordinaren sind die Gleichgewichtspunkte bei @ = arcsin(—c%o) und @ =

7 — arcsin( —C%O). Diese beiden Gleichgewichtspunkte gibt es nur falls Ry > ]g} ist. Fiir
kleinere Radien existieren auf den Trajektorien keine Gleichgewichtspunkte. Vgl. hierzu
das rechte Bild in Abbildung 3.21.

Die Gleichgewichtspunkte konnen stabil bzw. instabil entlang der Trajektorien sein, auf
denen sie liegen. Uberpriift wird dazu die Linearisierung der Differentialgleichung (3.201)
fiir :

R <cos(p+ —ZCoscps?nicp —cos® (p)
sin” @
—B ( o ) (3.204)
sin” @
Fiir ¢p = arcsin(—c%o) ist das:
V1%
Bl Y—— (3.205)
P

Der Gleichgewichtspunkt (Rg, @) ist fiir B > 0 instabil und fiir B < 0 stabil.

Fiir ¢ =1 — arcsin(—c%o) ist das:

1—¢?
Bl XY (3.206)
01
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3. Flankengenerierung

Der Gleichgewichtspunkt (Rg, @) ist fiir B < 0 instabil und fiir B > 0 stabil.

Fiir den Fall, dass Ry = ‘g| ist, gibt es nur eine Gleichgewichtslage, fiir ¢ = —% falls
g > 0 oder ¢ = —7 falls g < 0. An dieser Stelle hat die Linearisierung eine Nullstelle.
Die zweite Ableitung der rechten Seite von ¢’ ist an dieser Stelle —B fiir ¢ = 5 und B
fir = —7. Die Gleichgewichtslage ist in jedem Fall nur einseitig stabil. Die vier Fille
unterscheiden sich fiir die Vorzeichen von B und C, die in der folgenden Tabelle dargestellt
sind:

B>0 B <0
C>0 | 9= —7, linksseitig stabil | ¢ = 70, linksseitig stabil
C <0 | @=7, rechtsseitig stabil | ¢ = —7, rechtsseitig stabil

Wenn die Eingriffsebene parallel zur Ebene der Achsen ist und damit C = 0, dann gibt es
auf der Ebene keine Gleichgewichtspunkte. Man erhilt ein Phasenportrait, wie im linken
Bild der Abbildung 3.21 dargestellt.

Es ergeben sich keine ganzen Kreisbahnen als Trajektorien, weil jeder Kreis zwei Singu-
laritdten der rechten Seite (3.201) enthilt. Falls C # 0 und der Radius des Kreises grofier
als !g‘ ist, enthilt er auch zwei Gleichgewichtspunkte, die mehrere Trajektorien trennen.

[ i)
N
.

~ -

O\
/

]

|
g

Nl

N

I/
C?
\\\\(_/ \\\ /
Abbildung 3.21.: Qualitatives Phasenportrait bei sich schneidenden Achsen und einer

Eingriffsebene, die parallel zur Wilzgeraden ist. Links: Eingriffsebene
parallel zur Ebene der Achsen, Rechts: Schnitt mit Ebene der Achsen.

N

An der Stelle x = An bzw. r = 0 ist keine Singularitét der rechten Seite. An dieser Stelle
ist die Abbildung nicht definiert und der Grenzwert nicht eindeutig. Allerdings ist dieser
Punkt der Mittelpunkt aller Kreise, auf denen die Trajektorien liegen.
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3.3. Klassifizierung ebener Eingriffsflichen

Ebenen, die die Walzgerade in einem Punkt schneiden

Falls die Ebene E die Wilzgerade orthogonal schneidet, das heiflit die Ebenennormale n
und die Richtung der Wilzgeraden kollinear sind, ist die rechte Seite der Differentialglei-
chung (3.7) fiir keinen Punkt definiert, da der Nenner (n,r(x)) = 0 Vx € E. Deswegen
schneide die Ebene E die Wilzgerade nicht orthogonal.

E :x=An+ad; 4 Bdy, o, P € R beliebig
dl _ (b1 —Vbz) — <n,b1 —Vb2>n
(b1 = Vb2) — (n, by — Vb2)n||
d Ldp ||d2H:1, n=dy xXd», A>0
n,by x (Otdl —|—l3d2)>
n, (b1 —Vbz) X de)
)
)

o = (di,b1 x (An+Bds) — < (b1 —Vvb2) x Bdy)

{
B (n,by x (ady + Pdy)
(n, (b] —Vbz) X de

[3/ = <d2,b1 X (An—i—O(.dl) (bl —Vbz) X (An+(1d1)> (3.207)

Fiir

B:A<d1,b1 Xl’l>

C = (dr,b1 X dp — 0 (;’:vflvzzcgzi 0 (b1 — Vb)) X db)
D= " (é’?fl\;jli rn (dy,(by —Vby) x dy)
erhélt man das System:
o\’ B+CB+ Do
< B) :(—Ca—B%—D%Z) (3.208)
Eine Transformation in Polarkoordinaten r und ¢ ergibt:
O\ 0
( () ) - ( —Bsin@ — Bc;i;p — Drsin@cos @ — Drcs(;f(;p —Cr > (3.209)

D # 0 sonst wire die Eingriffsebene wieder parallel zur Wilzgeraden. Es wird im Weite-
ren das System eingeschrénkt auf einen Kreis um den Punkt x = An mit Radius r =Ry >0
untersucht. Singularitéiten der rechten Seite (3.209) liegen bei ¢ = 7 und ¢ = O vor. Falls
das Vorzeichen B + DRy negativ ist, so ist die Singularitit bei ¢ = 0 abstoBend. Fiir
¢ = 7 ist sie abstoflend, falls B — DRy > 0, ansonsten umgekehrt. Das heif3t fiir Radi-
en Ry < |%‘ haben die beiden Singularititen entgegengesetzte Eigenschaften, fiir grofere
Radien wechselt eine der beiden Singularititen ihre Eigenschaften je nach Vorzeichen
von B und D. Im Verlauf dieser Analyse wird der Fall Ry = ‘%| noch ausfiihrlich be-
schrieben.

Fiir o = 0, = 0 ist man wiederum im Mittelpunkt aller Trajektorien. An dieser Stelle ist
die rechte Seite der Differentialgleichung (3.208) nicht definiert.
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3. Flankengenerierung

C = 0 bedeutet, dass der Richtungsvektor d; parallel zur Ebene der Achsen ist. In diesem
Fall kommt es fiir o0 = —% und 3 # 0 zu Gleichgewichtspunkten. Das heift, nur fiir Ry >
%‘ konnen auf den Trajektorien Gleichgewichtspunkte liegen. Um Aussagen iiber die
Stabilitit zu treffen, wird die Linearisierung fiir ¢’ gebildet.

1
B2 4 DRy— (3210)
sin” @ sin” @
Fiir ¢ = arccos <—DL;€O> und fiir ¢ = —arccos (_L)L;eo) ist die Linearisierung DRy. Die

Gleichgewichtslagen sind somit abhingig vom Vorzeichen von D Senken oder Quellen
der eindimensionalen Differentialgleichung (3.209) fiir ¢. Das fiihrt zu einem qualitativen
Phasenportrait wie in der linken Darstellung in Abbildung 3.22.

Fiir C # 0 hat die rechten Seite der Differentialgleichung (3.208) fiir § = % und
B # 0 eine an einem Punkt unterbrochene Gerade von Nullstellen. Fiir Ry < R, befindet
sich auf den Kreisen kein Gleichgewichtspunkt. Fiir Ry = R, gibt es genau einen Gleich-

gewichtspunkt, und fiir Ry > R, existieren zwei. Dabei ist R, = 4/ %zcz.

Fiir Rp = R, ist entweder an der Stelle ¢; = arctan%, falls BD < 0, oder an der Stelle
¢, = T+ arctan 1%, falls BD > 0, ein Gleichgewichtspunkt. Fiir B = 0 ist der betrachtete
Punkt der Ursprung, der bereits behandelt wurde. Seien im Folgenden B # 0 und D # 0.
Fiir den Fall, dass beiden Konstanten das gleiche Vorzeichen haben, sowie gleichermaflen
fiir verschiedene Vorzeichen, ist die Linearisierung von ¢’ an den beiden Gleichgewichts-
punkten 0. Die Gleichgewichtslagen sind nur einseitig stabil abhédngig von der zweiten
Ableitung

—B —2DR,cos(¢) — Bcos?(9)

sin3((p) (3.211)
) ) ~BC2Dy/ S - .

Fiir @ erhilt man TD Da BD < 0 ist hingt, das Vorzeichen nur von dem

Vorzeichen von C ab. Wenn C > 0 ist ist der Gleichgewichtspunkt linksseitig stabil, an-

sonsten rechtsseitig stabil. Fiir ¢, erhiilt man eingesetzt in die zweite Ableitung von ¢’

7BC2D /c2+D?
T’ﬁ. Da BD > 0 ist, ist der Gleichgewichtspunkt linksseitig stabil fiir C < 0 und
rechtsseitig stabil fiir C > 0.

Wenn R, < Rp < ‘%| gilt, erhélt man zwei Gleichgewichtspunkte ausgehend von @ bzw.
¢, an den Stellen

93.4 = Arg(—BDRy F C/Ro(D? + C2) — B2, —BCRo £ Dy /Ro(D? + C2) — B?). (3.212)

Dabei ist Arg die iibliche Argumentfunktion fiir komplexe Zahlen, wie sie beispielsweise
in [18] auf Seite 68 zu finden ist. Einer der beiden Gleichgewichtspunkte ist stabil und der
andere instabil, je nachdem ob der einzelne Gleichgewichtspunkt bei Ry = R, links- oder
rechtsstabil ist. Fiir Ry > ‘ %| erhilt man dieselben zwei Gleichgewichtspunkte, aber dann
haben beide die gleichen Stabilititseigenschaften. Sie sind also entweder beide stabil oder
beide instabil. Der Gleichgewichtspunkt, der bei Ry = }%‘ das Vorzeichen wechselt bzw.
dort 7 ist, wechselt die Stabilititseigenschaft.
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3.3. Klassifizierung ebener Eingriffsflichen

Einen Sonderfall erhilt man fiir Ry = |5 |. Hier liegt der Schnittpunkt der Ebene mit der
Wiilzgeraden auf dem betrachteten Kreis. An der Stelle o0 = —% und B = 0. Bei gleichen
Vorzeichen von B und D bei ¢ = 7 und bei unterschiedlichen Vorzeichen bei ¢ = 0.
Gepriift wird der Grenzwert von ¢’ in diesem Fall:

. . B B
(})1_% —Bsin(@)(1 —cos(@)) +C5 - (@) (cos?(¢) — cos* ()
B B
:CB — (plg%) os(@) (—2sin(¢) cos(@) + 3sin(¢) cos’ (9))
B
:CB (3.213)
(})i_r}r;t —Bsin(9)(1+cos(@)) — Cg ~ (o) (cos?(¢) +cos®(¢))
B
—e (3.214)

An dieser Stelle ist die Differentialgleichung entlang der Trajektorie fortsetzbar. Das ist
schematisch in der Abbildung 3.22 im gestrichelten kleinen Kreis der rechten Darstellung
abgebildet. Fiir Ry = ‘%] und C # 0 liegt nur eine Singularitit der rechten Seite auf dem
Kreis, und zwei Gleichgewichtspunkte wie bereits gezeigt.

Fiir C = 0 befindet sich an dieser Stelle ein Gleichgewichtspunkt, dessen Stabilitit von

dem Vorzeichen von B abhiingt. Die Linearisierung konvergiert am Punkt ¢ = 0 zu —g
und fiir ¢ =7 zu g. Das System hat dann nur diesen einen Gleichgewichtspunkt und eine
Singularitit der rechten Seite. Die folgende Tabelle stellt abhéngig von den Vorzeichen

von B und D die Stabilitdt und die Position des Gleichgewichtspunktes dar.

B>0 B <0
D >0 | ¢ =m,instabil | ¢ =0, instabil
D <0 | ¢=0, stabil ¢ = T, stabil

Es liegen alle Trajektorien auf Kreisbahnen. Die meisten Kreise auf der Ebene um den
Punkt An enthalten zwei Stellen, an denen die rechte Seite der Differentialgleichung
(3.209) eine Singularitit aufweist.

Fiir sich schneidende Achsen gilt dasselbe wie fiir parallele Achsen. Die Eingriffsfliche
sollte so gewdhlt werden, dass sie die Ebene der Achsen nur entlang der Wilzgerade
schneidet. Abseits der Ebene der Achsen sollte darauf geachtet werden, dass die Normale
nicht in Richtung der Wilzgeraden zeigt, den dort kommt es zu Singularititen der rechten
Seite der Verzahnungsgleichung.
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Abbildung 3.22.: Qualitatives Phasenportrait bei sich schneidenden Achsen und einer
Eingriffsebene, die die Ebene der Achsen schneidet. Links C = 0,
Rechts C # 0.
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3.3.3. Windschiefe Achsen

Die Analyse des dynamischen Systems, das durch die Verzahnungsgleichung auf einem
ebenem Eingriffsfeld induziert wird, entkoppelt fiir windschiefe Achsen nicht allgemein,
wie bei den anderen Achslagen. Die Analyse in diesem Abschnitt konzentriert sich darauf,
Bereiche zu identifizieren, an denen die Eingriffsfliche moglichst nicht gewihlt werden
soll, weil sich beispielsweise dort eine Singularitiit der rechten Seite oder ein Gleichge-
wichtspunkt befindet.

Die Linearisierungen der Gleichgewichtspunkte und die Singularitédten sind im folgenden
Bereich zwar stets angegeben, eine ausfiihrliche Analyse der Art der Gleichgewichtslagen
oder Singularititen wie fiir die beiden anderen Achslagen ist im Umfang dieser Arbeit
nicht moglich. Fiir konkrete Fille 1dsst sich mit den dargestellten Ergebnissen aber schnell
die Methode der dynamischen Systemen anwenden.

Ebene parallel zu beiden Achsen

Sei zunéchst die Ebene parallel zu beiden Achsen. AuBerdem sei ausgeschlossen, dass die
Achse a + ub> in der Ebene liegt. Die Achsen sind vertauschbar. Deshalb ist es ausrei-
chend im Folgenden den Fall zu untersuchen, bei dem die Achse des ersten Zahnrades in
der Ebene liegt. a; sei der Ursprung und a, die kiirzeste Verbindung der beiden Achsen,
die insbesondere senkrecht zu b; und b5 ist.
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3.3. Klassifizierung ebener Eingriffsflichen

E:=An+ob; +Bd,o,p € R beliebig
n:blxd, <b1,d>:0,HdH:1, <b2,n>:(), aQHn
ar=0, ax#0, An#a

p

o= _B_ <n,Vb2 X (ocbl + Bd) <b17(_Vb2 X (An—a2)>

B = —A— gy — X?abl R (—A—(d,—Vvby x (An—a3)))  (3.215)

Das ist dquivalent zu:

L CB
N [3—C10c—C2B
/ (A+D)p
= A4+ —
B * B—Clot—Czﬁ
C= <b1, (Vbz X (An—a2)> D= —<d,Vb2 X (An—a2)>
Cy = (n,vby X by) Cy = (n,vby x d) (3.216)

C # 0 und C; # 0, sonst wéren die beiden Achsen parallel.

Eine der Achsen liegt in der Ebene

Fiir A = 0 liegt die Achse des ersten Zahnrades in der Ebene, dann sind die Stellen = 0
und o # 0 Gleichgewichtslagen. AuBlerdem liegen alle Trajektorien auf Geraden mit dem
Richtungsvektor (C, D). Die Trajektorien liegen somit auf den Geraden § = %oc + 0. Auf
dieser Geraden erhilt man das eindimensionale System:

Do+ Coyg
o =5 = (3.217)
co+0p—Cro—C(zo+0p)

Falls D # 0 ist auch C; # 0, dann ist 0 = — l%oco bei 0 # 0 die einzige Gleichgewichtslage
auf jeder Geraden. Die Linearisierung ist an dieser Stelle

CCroy

C2C?
D2

(3.218)

2
&

Da C # 0 und C; # 0 sind diese Punkte als Gleichgewichtspunkte auf den Geraden hy-
perbolisch und abhéngig von dem Vorzeichen von CC;0 stabil bzw. instabil. Vgl. dazu
die linke Darstellung in Abbildung 3.23.

Fiir 2(1—C) # C) hat die rechte Seite von (3.217) bei

—(ap(1 —C2))
Oe="5 D (3219)
C 1 C
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eine Singularitét. Fiir den Fall, dass g(l —(C,) = C} ist, haben die Geraden fiir oy # 0 kei-
ne Singularitdten der rechten Seite. Die Gerade der Singularitéten ist dann kollinear zum
Richtungsvektor aller Trajektorien. Das System ist somit fiir den Parameter oy = 0 ent-
lang einer Geraden nicht definiert. Vgl. dazu die rechte Darstellung in Abbildung 3.23

Fiir D = 0 erhilt man 3 = o und

Coy
= — . 3.220
« g —Cro ( )

Damit liegen auf den Geraden keine Gleichgewichtspunkte auller auf der Gerade durch
den Ursprung. Diese Gerade besteht ausschlieBlich aus Gleichgewichtspunkten. Das ist
auch der einzige Fall, fiir den die rechte Seite stetig auf den Ursprung ergénzbar ist.

Die Singularititen der rechten Seite (3.220) sind fiir 0y 7 0 bei Oleo = g—?. Sie sind abhéngig
vom Vorzeichen des Produkts aus C,0p und C; attraktiv bzw. abstof3end. Wenn

CCrop >0, (3.221)

erfiillt ist, dann ist die Singularitit anziehend, andernfalls abstoBend.

7
/

%/ /
i

Abbildung 3.23.: Qualitatives Phasenportrait bei windschiefen Achsen und einer Eingriff-
sebene, die die Achse eins Zahnrades enthélt und zu beiden Achsen
parallel ist. Links fiir C; # 1 und rechts fiir C; = 1. Der Ursprung ist in
beiden Fillen nicht definiert.
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Die Ebene ist parallel zu beiden Achsen, aber keine liegt in der Ebene

Fiir A #£ 0 gibt es keine Gleichgewichtslagen. Fiir C; # 1 erhilt man fiir f = IE—ICZOL eine
Gerade, entlang der die rechte Seite (3.216) singuldr wird. Fiir C; = 1 erhilt man die

Gerade der Singularitéten fiir o0 = 0.

Der Phasenraum wird durch die oben gegebene Gerade von Singularititen der rechten
Seite (3.216) in zwei Teile geteilt. Sie stellt eine Separatrix dar. Fiir die detaillierte Ana-
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lyse des System dieser beiden Gebiete, wird das System transformiert. Sei
Y=(1-G)B-Cio (3.222)

Fiir Y > 0 ist man auf einer Seite der Gerade, sonst auf der anderen. Das fiihrt zu dem
System:

A—D
Y
1-G)(A—D)—-CC
Eine weitere Transformation mit = Uch)fijD )7C1C[3 — vy fithrt zu
& =K
o
Y :K2+K3§
(1-C)(A+D)—-CiC
Ki=-A —(1-G)A
! A+D (1-G)
Ky =(1-C)A+(A+D)
Kz =(A+D) (3.224)
Eine letzte Transformation mit u = % fiihrt zu:
! 1 2
u = §(K1 — Kou— Kzu”)
q/ =K, + Kzu (3.225)

Fiir Y= 0 erhilt man die Separatrix, die Kurve, die den Phasenraum aufteilt. Es gibt keine
Trajektorien, die diese Gerade schneiden. Am Ursprung der Ebene ist die Differential-
gleichung (3.216) nicht definiert, die rechte Seite konvergiert an dieser Stelle nicht. An
der letzten Transformation ldsst sich ablesen, dass dieser Punkt spezielle Eigenschaften
hat. Wenn das quadratische Polynom in u zwei Nullstellen hat, erhdlt man fiir das System
(3.216) zwei Geraden durch den Ursprung, die invariant unter der Differentialgleichung
sind.

Die Ebene beinhaltet eine Achse und schneidet die Zweite

Die Ebene beinhalte nun die erste Achse und schneide die zweite in einem Punkt. Der
Schnittpunkt sei a>. Der Achsaufpunkt der ersten Achse a; sei der Ursprung und sei so
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gewdhlt, dass a; kollinear zu d ist.

E :=ab; +Bd,o,p € R beliebig

n=byxd, (b1,d)=0, dlbs, a1 =0, d= "2
laz]|
p
o = (b, — —Vby x Bd —a
b1 B— (n,vb; x (ocb1+[3d—a2)>( 23 Pd —a2))
'=(d,— p —Vvby X ab 3.226
B < B—(I’L,Vl’)zx ((Xb1+Bd—a2)>( 2 1)> ( )
Das ist dquivalent zu:
_ CiB* +Cap
(1+K1)B+K20€—|—K3
B/ _ _Cla’B
(1+K1)B+K20€—|—K3
Cy = (b1,Vby x d) D = (d,vby x by)
G = —<b1,\/b2 X a2> K = —<n,Vb2 X d>
K>, = —<l’l,Vb2 X b1> K5 = <l’l,Vb2 X a2> (3.227)

Wobei C; # 0 ist, da andernfalls die Ebene wieder parallel zu beiden Achsen wire und
die getroffene Wahl von d nicht moglich wire. K7, K3 werden 0, wenn die beiden Achs-
richtungen senkrecht aufeinander stehen. Das sei vorerst ausgeschlossen. K, = 0 falls die
Ebene die zweite Achse orthogonal schneidet.

Die Differentialgleichung (3.227) hat fiir B = 0 eine Gerade von Gleichgewichtspunkten
und fiir (o0 = 0, = ||az]|) noch einen zusitzlichen Gleichgewichtspunkt. Die Linearisie-
rung ist fiir einen Punkt (0, 0) der Geraden:

<o Co (K20 + K3) )

3.228
0 —CI(XQ(KQ(X0+K3) ( )

Die Richtung der Geraden ist wie zu erwarten ein Eigenvektor zum Eigenwert 0. Der
zweite Eigenwert ist —C1 0 (K> 0o + K3 ). Die Stabilitit der Gleichgewichtspunkte verdn-
dert sich mindestens ein Mal entlang der Geraden fiir o, = 0, wenn K3 # O ist. Falls K> # 0
ist, erhdlt man noch einen zweiten Stabilititswechsel entlang der Gerade der Gleichge-
wichtspunkte bei oy = —%. Wenn die beiden Achsrichtungen aufeinander senkrecht ste-
hen, ist die Stabilititseigenschaft der Gleichgewichtspunkte fiir negative und positive 0
identisch. Fiir o,y = 0 erhélt man in jedem Fall einen ausgearteten Gleichgewichtspunkt.

Fiir den Punkt (o0 = 0, = ||a2||) ist die Linearisierung von (3.227):

C K C
—KC — Koy (1=K)C =t
_C 0

(3.229)

AuBerdem gibt es auf der Ebene eine Gerade von Singularititen der rechten Seite von
(3.227) bei den Nullstellen des Nenners, das heif3t fiir alle Punkte (o, ), die die Glei-
chung

B— (n,vby x (ab; +Pd —az)) =0 (3.230)
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erfiillen.

Wenn die beiden Achsrichtungen senkrecht aufeinander stehen und die Ebene die zweite
Achse orthogonal schneidet, vereinfacht sich das System zu:

o =Cip—|laz||Cy
B/: —Cio
Ci = (b1, Vb x d) (3.231)

Das ist ein lineares System mit konstanter Inhomogenitit. Die Losung davon ist ein Zen-
trum bei (0, ||az||).

Zu beachten ist hierbei, dass diese Wahl sehr gute Eigenschaften als Losung der Diffe-
rentialgleichung darstellt. Die daraus resultierende Verzahnung ist dagegen nicht sinnvoll.
Die Flanken des Zahnrades zwei wiirden nur in dieser einen Ebene liegen. Die Flichen
die sich ergeben wiirden, hitten die Flankennormale in Richtung von b;, und konnten da-
mit kein Drehmoment tibertragen. Da (n,b, x (x —ay)) = O fiir alle Punkte x der Ebene

E erfiillt ist, sind alle Flankenpunkte singulidr im Sinne der Differentialgeometrie (Vgl.
Abschnitt 3.2.1).

Die Ebene ist parallel zu einer der Achsen und schneidet die andere

Sei die Ebene nun parallel zur zweiten Achse und schneide die erste Achse im Ur-
sprung.
E :=aby +Bd, o, B € R beliebig
n=byxd, (by,d)=0,d||b;, a1=0, ay| by xby
(n,by x (0by + Bd))
(n,by X (aby +Bd) —vby x (Bd — a2))
(n,b1 x (0by 4 PBd))

OC/:<b2,b1 Xﬁd— (bl XBd)>

"= (d,by x oby — by X 0by —Vby X (—
B = by b = b+ Bd) — Vo x (Bd —aa)y Pt @2 Vo2 X (ma2)))
(3.232)
Das ist dquivalent zu:
K K>3>
Kzou+ K4+ Ks
K K —Co+D
B’:—Coc—i—( 10+ K3f) (—Ca+ D)
Ko+ (Ko + K3)B+ Ky
C= <b2,b1 X d) D= <d,(Vb2 X a2)>
K1 = <n,b1 X b2> Kz = <n,b1 X d>
K3 = —<n,Vb2 X d> Ky = <n,Vb2 X a2> (3.233)

K4 # 0, sonst wiirde entweder die erste Achse doch in der Ebene liegen, falls a; || n, oder
aber ay || by, dann wiirden die beiden Achsen aufeinander liegen. C # 0, weil sonst die
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3. Flankengenerierung

Ebene parallel zu beiden Achsen wire. An der Stelle oo = B = 0 hat dieses System einen
Gleichgewichtspunkt. Die Linearisierung an dieser Stelle liefert:

0 c (3.234)
—C+ 5L DK, '

K4 # 0, ansonsten wiirde entweder die erste Achse doch in der Ebene liegen, falls a; || n,
oder aber a; || by, dann wiirden die beiden Achsen aber aufeinander liegen.

Es liegt eine Gerade von Singularititen vor, wenn der Term Kjo+ (K> + K3)P + K4 in
den Nennern der rechten Seiten (3.233) 0 wird. Das ist wieder eine Geradengleichung,
entlang der die rechte Seite der Verzahnungsgleichung singuldr wird. Diese Gerade stellt
wieder eine Separatrix des Systems dar.

Die Ebene schneidet jede Achse jeweils in einem Punkt

Nun schneide die Ebene beide Achsen. Dabei gibt es zwei Moglichkeiten, entweder die
Normale der Ebene ist kollinear zur Richtung b; — vb,, also n || (b; — vby) oder nicht
parallel dazu.

Fall 1: n || (b; —Vb»)

Es wird angenommen, dass der Aufpunkt der ersten Achse der Ursprung des Koordina-
tensystems (a; = 0) sei. Dann ist K = (n,r(x)) = (n,vb, X ay) konstant. Es gibt demnach
keine Singularititen der rechten Seite. Es existieren zwei Gleichgewichtspunkte an den
Schnittpunkte der Eingriffsebene mit den Achsen.

E :=od; + Bda, 0, B € R beliebig

b] —Vb2 ar
n=d xdyn=—21""2 g =2 all=1, (d,d)=0
B T L P
b od d.
o = (di,by x Bds — {n, IX(K1+B 2)>(b1 —vby) x Bds)
b od d
B = (db, by x Odj — {n.b1 <K1+B 2»(1)1 x ody — by x (ad; —az))  (3.235)
Das ist dquivalent zu:
K K
o = cp+ K19
Ko+ K
B'= —Cot %ZB(—DOL—kC])}
C = (d1,b1 x da) D = (dy, (b1 — Vb2) X dy)
C = (dz,Vbz X a2> K| = <I’l,b1 X d1>
Ky = (n,b) x dy) K = (n,vby X ay) (3.236)
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3.3. Klassifizierung ebener Eingriffsflichen

An den Stellen oo = = 0 und o = ||az ||, B = 0 ist jeweils ein Gleichgewichtspunkt. Die
Linearisierung ist fiir (0,0):

0 C
(e o) @237

Die Linearisierung an der Stelle (||az]|,0) ist:

0 C+ LKy
( _C_|_K1(C1—I?D||az||) Kz(C1—KD azl]) ) (3.238)

Man sollte bei dieser Wahl beachten, dass die GroBe des Nenners K vom Achsabstand
abhéngt. Fiir kleiner werdende Achsabstinde wird der Wert der rechten Seite (3.235) be-
tragsmiBig sehr groB. Fiir sich schneidende Achsen ist diese Wahl der Eingriffsebene
nicht moglich, da die rechte Seite der Verzahnungsgleichung an keinem Punkt definiert
ist. Diese Ebene ist als Eingriffsfliche ungeeignet, wenn die Grée des Zahnrads im Ver-
gleich zum Abstand der Achsen gro8 ist. Das ist zum Beispiel bei Hypoidverzahnungen
oder achsversetzten Beveloidverzahnungen der Fall. Der Betrag der rechte Seite (3.235)
entspricht der Geschwindigkeit, in der die Kontaktpfade durchlaufen werden. Wenn die-
se Geschwindigkeit grof ist im Vergleich zur ZahnradgroBe, sinkt die Uberdeckung, die
innerhalb der Fundamentalzelle erreicht werden kann. Das Drehmoment kann nicht mehr
kontinuierlich iibertragen werden, wenn die Gesamtiiberdeckung &y kleiner als 1 wird.

Fall 2: n H/(bl —Vbz)

Hier gibt es eine Gerade in der Ebene, an der die rechte Seite der Verzahnungsgleichung
Singularititen aufweist. Abhiingig von der Lage der Ebene gibt es zwei Gleichgewichts-
punkte. a; sei wieder der Koordinatenursprung.

E = ad; + PBda, 0, B € R beliebig
a
n=dixdy, d= m ldall =1, (di,d2) =0
<d1, (bl —Vbz) X Bd2><n,b1 X ((Xdl + de))
<n,b1 X ((Xdl + de) —Vby X ((Xdl -+ de —a2)>
<d2,b1 X od] —Vby X (Otdl —a2)>(n,b1 X (Otdl + Bd2)>

o = (di,b1 x Bda) —

= dy,by x ady) — 3.239
B < 271 1> <n,b1 X (O(.dl —|—I3d2) —Vby X (O(.dl —I—de —a2)> ( )
Das ist dquivalent zu:
K]OC—i—KzB
o =CB+ D
p K;o+ K4+ K B
K]OC-}-KQB
"= —Ca+ —Do+C
C = (d1,b1 x d2) D = (dy, (b1 —Vb2) X d3)
Cy = (dy,vby X a3) Ky = (n,by x d)
K>, = <n,b1 X d2> K3 = <n, (b] —Vbz) X d]>
Ky = <n, (bl —Vbz) X d2> K = <n,Vb2 X az) (3.240)
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3. Flankengenerierung

Die Gleichgewichtspunkte sind wie im vorherigen Fall bei (0,0) und (||az||,0). Die Li-
nearisierung ist fiir (0,0):

0 C
(—cine so) @241

Die Linearisierung fiir (||az||,0) ist:

DK laa ||
0 C+ ==
—C+ M, M,

(C1K1 —2K1D |laz|) (K3 ||az || + K) + K3KiD ||aa||* + K3CiKi [|az |
(K3 [|az|| +K)?
K»(C1 — D |laa|) (K3 |laz|| + K) — Ka(CiK1 ||az|| — KD |az ||

M, = (3.242)
? (K3 [[az|| + K)?

M, =

Die Gerade von Singularitiiten der rechten Seite von (3.240) ist die Punktemenge, die die
Gleichung
K30+ K4 +K =0 (3.243)

erfiillt.

Bei windschiefen Achsen ergibt sich ein komplexeres Bild als fiir den Fall, dass bei-
de Achsen in einer Ebene liegen. Allgemein lésst sich schlussfolgern, dass die rechte
Seite nicht singuldr werden darf. Die Gleichgewichtspunkte sollten nicht im Eingriffs-
gebiet liegen. Zusitzlich zu vermeiden sind die Geraden, die invariant unter der Verzah-
nungsgleichung sind. In diesen Bereichen wird je nach Art der Invarianten in Vor- bzw.
Riickwirtsrichtung die Kontaktlinie stark deformiert, sodass die Beriihrlinie sehr stark
verkiirzt wird.
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4. Flankenoptimierung

Nach der allgemeinen Beschreibung zur Flankengenerierung fiir beliebige parametrisier-
te Fldchen als Eingriffsflichen und damit der Berechnung von zueinander konjugierten
Flankenflichen, ist man nun daran interessiert eine in einem bestimmten Sinn optima-
le Verzahnungspaarung zu finden. Die méglichen Zielfunktionen werden im folgenden
Abschnitt genauer vorgestellt. Eine analytische Optimierung beziiglich der Hertz’schen
Pressung von Verzahnungen wird im Fall von geradverzahnten evolventischen Stirnrddern
durchgefiihrt. Das sind diejenigen Zahnréder, die von Leonhard Euler konstruiert wurden.
Fiir viele andere Verzahnungsarten ist eine lokale numerische Optimierung moglich, die
anhand einiger Beispiele in dieser Arbeit beschrieben wird. Aufgrund der nichtlinearen
Nebenbedingungen, die in diesem Kapitel angegeben werden, ist es notwendig spezielle
Verfahren zu nutzen. Das Verfahren, mit dem die genannten Beispiele berechnet werden,
wird in diesem Kapitel kurz vorgestellt.

4.1. Zielfunktionen

Die Wahl der Zielfunktion hingt stark vom Anwendungsfall fiir die Zahnrdder ab. In die-
sem Abschnitt werden kurz die fiir Zahnrdder relevanten Schidden dargestellt. Quellen
hierfiir sind fiir die folgenden Absitze stets [24] S. 123-138 und [21] S. 171-180. Die
Ursachen dieser Schiden sollen vermieden werden, um moglichst tragfihige Verzahnun-
gen zu erhalten. Die Zielfunktion der Optimierung sollte so gewéhlt werden, dass sie die
Ursachen der releventen Schiden der konkreten Verzahnung abbilden.

Fiir normale Laufverzahnungen, wie sie etwa in Kraftfahrzeugen zum Einsatz kommen,
ist der wichtigste Schadensfall die sogenannten ,,Griibchen. Griibchenbildung ist ein
Ermiidungsschaden, der durch hohe Flankenpressung verursacht wird. Die Pressung ist
der Druck, der auf der verformten Kontaktfliche wirkt. Dabei entstehen im Laufe der Zeit
Risse in den Flanken, die durch weitere Beanspruchung zum Abplatzen des Materials
fiihren. Ein dhnliches Schadensbild aber mit geringerer Ausprdgung, ist Graufleckigkeit.
Dabei ist die Rissbildung nur in den oberflichennahen Schichten und fiihrt zum matten
Aussehen der Flanken. Dieser Schaden wird ebenso durch hohe Flankenpressung ver-
ursacht, hiangt aber mafgeblich von der Oberflichengiite und der Schmierfilmdicke ab.
Fiir diese beiden Schadensbilder ist es notwendig, die Flankenpressung zu begrenzen um
moglichst, langlebige Verzahnungen zu erhalten.

Fiir besonders schnelldrehende Verzahnungen ist besonders das Schadensbild des Warm-
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4. Flankenoptimierung

fressens zu vermeiden. Es entsteht bei zu hohen Oberflichentemperaturen, die bei sehr ho-
hen Reibgeschwindigkeiten und gleichzeitig unzureichender Kiihlung entstehen. In die-
sem Fall ist es deshalb sinnvoll, die hochste Gleitgeschwindigeit der beiden Flanken zu
minimieren.

Eine weitere Moglichkeit der Schiddigung von Laufverzahnungen ist Zahnbruch. Das
ist der vollstdndige Bruch eines Zahnes vom Zahnrad, der zum Totalausfall des Getrie-
bes fiihrt. Dieses Schadensbild wird entweder durch einen Gewaltbruch, eine kurzzei-
tige starke Uberlastung hervorgerufen oder durch einen Ermiidungsbruch. Letzterer tritt
haupséchlich am Fuf} des Zahnrades auf und wird stark vom Herstellungsverfahren beein-
flusst, insbesondere vom Hirteverfahren. Groen Einfluss auf die Anfilligkeit fiir Zahn-
bruch hat die Form der FuBausrundung, die Verbindung der Flankenenden. Diese Form
ist aus mathematischer Sicht frei wihlbar und hingt in der Praxis maB3geblich vom Her-
stellungsverfahren ab.

Aus den genannten Beispielen ldsst sich folgern, dass fiir eine konkrete Verzahnung je
nach Anwendungsbereich eine angepasste Zielfunktion zu wihlen ist. Der im Folgen-
den prisentierte numerische Algorithmus ist unabhingig von einer Zielfunktion. In den
Beispielen wird eine an die maximale Hertz’schen Pressung angelehnte Zielfunktion ver-
wendet, da sie bei der Zahnradauslegung oft als Merkmal genutzt wird und sich ohne die
Losung der Elastizitdtsgleichung berechnen lésst.

Die Formel fiir den Hertz’schen Kontakt ([16]) von zwei Zylindern der Lange / mit den
beiden Radien r| und r,, die mit Kraft F' gegeneinander gedriickt werden, ist folgender-

malen definiert:
FE
= 4.1
pH \/Zle(l—vz) (4.1

ri+nr

E ist das Elastizititsmodul und v die Querkontraktionszahl.

Zahnrider sind keine Zylinder, deswegen miissen ein paar Annahmen gemacht werden,
die die Nutzung der Hetz’schen Pressung als Zielfunktion rechtfertigen. Die erste Annah-
me ist die konstante Linienlast, das hei3t dass sich das Drehmoment gleichméBig auf der
gesamten Beriihrlinie verteilt. Die zweite Annahme ist, dass die Kriimmung der Beriihr-
linie keine Auswirkung auf die Verformung hat und nur die Kriimmung senkrecht zur
Bertihrlinie betrachtet werden muss. Zusitzlich bleiben die Annahmen von Hertz beste-
hen, es handelt sich um homogones und isotropes Material und die Kraft fiihrt nur zu
kleiner Verformung des Materials. Das sind die Grundannahmen der linearen Elastizitit,
des Hookeschen Gesetzes fiir homogone und isotrope Materialien ([20]).

Die Annahme der konstanten Linienlast fiihrt dazu, dass das Moment gleichmiBig auf
die ganze Beriihrlinie aufgeteilt wird. Das bedeutet aber nicht, dass auch die Normalkraft,
die in die Pressungsformel eingeht auch konstant ist. Der Zusammenhang zwischen den
vektorwertigen Grolen Moment M, Hebelarm h und Kraft F ist:

M=hxF 4.2)
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4.1. Zielfunktionen

Das Moment ist bekannt, es ist ein Vektor in Richtung der Achse von Zahnrad 1 mit einem
vorgegebenem Betrag M:
M = Mb, 4.3)

Der Hebelarm h ist der Verbindungsvektor zwischen dem Beriihrpunkt x und der Ach-
se:
h=(x—aj)—((x—a1),b1)b; 4.4)

Der Betrag F der Kraft F ist gesucht. Die Richtung von F ist normal zu den Flanken y
und y; im betrachteten Beriihrpunkt x.

F=Fn 4.5)

Daraus folgt:
M
F = (4.6)
<b1,()€—611) Xn>
Die Kraftanteile lings der Achse die dabei auftreten konnen, miissen von der Lagerung
der Zahnréder beziehungsweise der Welle aufgenommen werden.

Statt der Zylinderradien werden die lokalen Kriimmugskreisradien senkrecht zur Bertihr-
linie verwendet. Wenn die Normalenkriimmung senkrecht zur Beriihrlinie von Flanke i

Kﬁl ist, dann folgt:
11
rir xl k2 1
— 1 T~ 2 (4.7)
rntr S4+5 0 Ktk

Der Term ist identisch zum Kehrwert der Kriimmungsdifferenz aus 3.2.1, die ohnehin
berechnet werden muss. Sie geht direkt in die Formel der Hertz’sche Pressung ein.

Damit kann der Verlauf der Hertz’sche Pressung entlang einer Beriihrlinie berechnet
werden. Fiir alle moglichen Beriihrlinien zusammen, ergibt sich ein zweidimensiona-
les Pressungsbild. Als Zielfunktion wird beispielsweise das Maximum oder die mittlere
Hertz’sche Pressung verwendet. Fiir Ingenieure ist die maximale Pressung als Zielfunkti-
on interessant, da die Flanke am Punkt der hochsten Pressung am anfilligsten fiir Schiden
ist. Es nicht sinnvoll die mittlere Pressung zu optimieren, wenn dabei an einem Beriihr-
punkt die Pressung sehr hoch ist.

Fiir die numerische Optimierung ist die Maximumsnorm kaum geeignet, da sie nicht stetig
differenzierbar ist. Um dieses Problem zu umgehen, wird zur numerischen Optimierung
die Maximumsnorm durch die p-Norm mit groBen p angendhert. In Abbildung 4.1 ist
die Anniherung iiber die p-Norm veranschaulicht. In dem gezeigten Modellbeispiel wird
die numerische Optimierung durchgefiihrt, auf die in Abschnitt 4.6 genauer eingegangen
wird. Als Beispiel wird ein geradverzahntes Stirnrad herangezogen. Die unterschiedlichen
Werte fiir p fiihren in der Pressungsverteilung des Optimums zu unterschiedlichen Ergeb-
nissen. Fiir kleine p ist die Pressungsverteilung zum Rand des Eingriffsgebietes deutlich
abfallend, wobei sich fiir grolere p die Pressungsverteilung immer mehr einer konstanten
annihert. Der Stetigkeitssprung am Rand des Eingriffsgebiet tritt auf, weil an der Stelle
des Sprungs der nachfolgende Zahn in Eingriff kommt und sich so die Beriihrlinie ver-
doppelt. Aus diesem Grund féllt die Pressung ab. Im letzten Bild in Abbildung 4.1 wird
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aus den Optimierungsergebnissen fiir p = 1,3, 10,100, 1000,5000 und 10000 auf p = oo

extrapoliert.
Optimum fiir 3-Norm mit 6 Freiheitsgraden PressL ing entlang der Flanker g: 2.025702)
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Extrapolation zur co—Norm mit 6 Freiheitsgrad Presst ing entlang der Flanker ung: 2.011774)
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Abbildung 4.1.: Optimierungsergebnisse fiir 6 Freiheitsgrade bei einer Verzahnung mit
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Zihnezahlverhéltnis u = % Achsabstand 2 und fiir beide Wélzpartner
Kopfkreisradius=1.07 und FuBkreisradius=0.82. Die Zahnkopfdicke ist
in diesem Beispiel nur durch 0 beschrinkt und die minimale Uberde-
ckung ist 1. Die zwei oberen Bildpaare untereinander sind die Optima
fiir unterschiedliche Werte p in der Norm (p=3,p=1000). Das dritte Paar
ist eine Extrapolation auf die co-Norm.



4.2. Analytische Optimierung geradverzahnter evolventischer Stirnrdder

4.2. Analytische Optimierung geradverzahnter
evolventischer Stirnrader

Geradverzahnte Stirnrdder mit evolventischem Flankenprofil weisen einige Besonderhei-
ten auf, durch die man die optimale Wahl der Flankenparameter analytisch berechnen
kann. Als einziger Freiheitsgrad bleibt der Eingriffswinkel o, der Winkel zwischen der
Eingriffslinie und der Geraden durch den Wilzpunkt senkrecht zur Ebene der Achsen.

Als Zielfunktion wird die Hertz’sche Pressung herangezogen, die bereits in Abschnitt
4.1 besprochen wurde. Die Hertz’sche Pressung ist ein Mal3 fiir die Materialbeanspru-
chung, die aus dem Aufeinanderpressen zweier Korper entsteht. Beim Fall geradverzahn-
ter Stirnrdder ergibt sich zu jedem Zeitpunkt eine Kontaktlinie der beiden Flanken die
in Achsrichtung verlduft. Die Kriimmung der Zahnradflanken senkrecht zur Beriihrlinie
ist in diesem Fall entlang der Beriihrlinie gleich. Es ergibt sich dementsprechend lokal
das Verhalten zweier sich beriihrender Zylinder. Die Hertz’sche Pressung fiir zwei Zy-
linder kann, wie bereits im Abschnitt 4.1 durchgefiihrt, mit folgende Formel berechnet

werden:
FE
= — 4.8
PH=A 2t (1=v2) “8)

E ist das Elasitizitits-Modul und v die Querkontraktionszahl. Diese beiden Faktoren sind
Materialgrof3en, die wie die Beriihrlinienléinge / als Konstanten betrachtet werden konnen.
r ist eine Grofe, die sich aus den beiden Zylinderradien r| und r, berechnet.
rr
ri=
r+nr

Somit kann in jedem Beriihrpunkt des Flankenpaares die Hertz’sche Pressung berechnet
werden. Dazu bendétigt man die Kriimmungsradien und die Normalkraft. Evolventische
Stirnrdder haben ein Geradenstiick als Kontaktpfad. Der normierte Richtungsvektor die-
ser Gerade sei d. Im Folgenden sei der Wilzpunkt a,,, der Ursprung des Koordinaten-
systems, deswegen ist die Gerade gegeben durch ud, u € R. Die Kriimmungsradien der
Flanken lassen sich nach [24] leicht angeben fiir den Fall, dass der betrachtete Flanken-
punkt im Eingriff ist. Der Kriimmungskreismittelpunkt in diesen Stellungen ist fiir alle
Beriihrpunkte konstant und liegt an der Stelle, an der die Verldngerung des Kontaktpfades
tangential an einen Kreis um die Zahnradmittelpunkte ist. Die Kriimmungskreismittel-
punkte sind fiir diesen Fall die Stellen der Eingriffslinie, an denen die Flanken singulér
werden wiirden, vgl. Abschnitt 3.2.1. Sie sind der Beriihrpunkte der sogenannten Grund-
kreise mit der Eingriffslinie (Vergleiche hierzu auch Abbildung 4.2).

4.9)

Da die beiden Kriimmungskreismittelpunkte konstant sind und auf der Eingriffslinie lie-
gen, folgt, dass r; 4+ r» =: R konstant ist. Damit ldsst sich » umformen:
c(R—c)

r=—p (4.10)

Die Normalkraft F auf die Flanke ist bei gegebenem Drehmoment M fiir alle Eingriffsstel-
lungen betragsmaBig gleich. Das folgt aus der besonderen Geometrie, da sich das Dreh-
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Abbildung 4.2.: Schematische Darstellung der maximale Eingriffslinie(durchgezogene
blaue Linie zwischen den blauen Punkten) bei einer evolventischen Stirn-
radverzahnung. Die Mittelpunkte der Zahnrdader und die Grundkreise
sind auch eingezeichnet.

moment berechnet aus M = Mb; = h x F. Es soll konstant sein mit Betrag M. Der Hebel-
arm h ist die Verbindung des Zahnradmittelpunktes mit dem untersuchten Beriihrpunkt:

h=ud—a (4.11)

Da die Eingriffslinie durch den Wilzpunkt geht und die Flankennormale ebenfalls durch
den Wilzpunkt gehen muss, um das Verzahnungsgesetz zu erfiillen, ist die Normalkraft
F = Ad. Daraus folgt:

M=hxF = (ud —a;) x \d = —ha; xd = —Al|a;||cosab; = —Ar,cosab; (4.12)

Da M konstant sein soll, miissen A und dementsprechend F konstant sein.

M
F =

= 4.13
7y COS O ( )

Wobei r,, die Norm von a; ist. Das ist der Abstand des Zahnradmittelpunktes des ers-
ten Zahnrades zum Wilzpunkt und damit der Radius des Wilzkreises zu Zahnrad 1. Zu
bestimmen sind noch die Groen R und ¢, die sich aus der Geometrie ergeben. Der Achs-
abstand sei A = r,, (1 +u), wobei u = % das Zihnezahlverhiltnis sei.

R ist der Abstand der beiden Kriimmungskreismittelpunkte der Flanken. Das sind die
Punkte, an denen die Eingriffslinie tangential an einen Kreis um die beiden Zahnrider ist.
Da die Eingriffslinie eine Gerade ist, lisst sich R leicht bestimmen:

R = Asin(Q) (4.14)
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Fiir die Berechnung der Pressung ist noch der Faktor ¢ notwendig. Er gibt die Position des
Beriihrpunktes an. ¢ ist in einem Intervall, das beschrinkt ist durch den Eingriffsbeginn
und das Eingriffsende. Die Linge des Intervalls bestimmt zudem die Profiliiberdeckung
€4, die angibt wie viele Zihne im zeitlichen Mittelwert gleichzeitig Kontakt haben. Die
Profiliiberdeckung ist bei gegebener Intervalllidnge /7 :

Iiny

= 4.15
72T COS O ( )

€q

Die Hertz’sche Pressung p vereinfacht sich folglich:

B E FR mE Atanl 416
P\ ami v\ e®—c) — \ m2mi(1=v2) \| c(Asino—c) (4.16)

Sei die Intervalllange /; zunédchst so gewihlt, dass die Profiliiberdeckung der Verzahnung
€y = 1 ist. Damit ist immer nur ein Zahn pro Zahnrad im Kontakt. Das Drehmoment teilt
sich nicht auf mehrere Zihne auf. Da im Nenner von p eine quadratische Funktion steht,
befindet sich das Pressungsmaximum entweder am Eingriffsbeginn oder am -ende. ¢ muss
immer im Intervall [O;R] sein. Die Lage des Kontaktpfades kann frei gewihlt werden.
Wenn man ihn symmetrisch um den Mittelpunkt der beiden Kriimmungskreismittelpunk-
te, um g wihlt, ergibt sich der kleinst mogliche Wert fiir die Hertz’sche Pressung. Deshalb

rylcosa, R + 7, TTCOS O
ny > 2 ny

wird ¢ im Intervall [% — } gewdhlt. Hiermit lédsst sich die Pressung

an einem beliebigen Flankenpunkt berechnen. Man ist ausschlieflich an der maximalen
Pressung interessiert. Der Funktionswert ist unabhéngig davon, welchen Randpunkt man
wihlt, da die quadratische Funktion im Nenner symmetrisch zum Mittelpunkt des Kon-
taktpfades ist. Das Pressungsmaximum ergibt sich demnach wie folgt:

B mE Atano
Pmex =\ 2ml (T—v2) | (B — BBessty (4 gin g — K 4 mcoser

ni ni

4.17)

_ 5 \/ mE tan(o)
o 2 YY) . 2
rp2ml(1=V2)A\| (14 u)sin® (o) — (lii)n% cos2(a)
Sei nun A := (1 +u). puax(ct) ist die maximale Hertz’sche Pressung abhingig vom Ein-
griffswinkel o. Im Intervall [0;7] gibt es nur ein Extremum, bei dem es sich um ein
Minimum handelt. Es wird angenommen bei:

A2 442 4 [ Kb 4 4042022 + 1447

o = arcsin _
4A%n% + 16m2

(4.18)

Dieser Wert ist bei einer typischen Verzahnung etwas grofer als §. Im Grenzfall fiir ny —
oo bzw. A — oo fillt fiir Pmax der cos2-Term weg und das Minimum liegt bei %.

Falls man den Mittelpunkt der Eingriffsstrecke nicht bei § wihlt, sondern um einen Faktor
d,, > 0 verschoben, ergibt sich folgender Wert fiir die maximale Pressung:

B mE Atanal 4.19)
Pmax = rw2ml(1—v2) (17? —d, — rwncosoc)(A SinoL— g +d, + rWchosoc) .

ni ni
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4. Flankenoptimierung

Fiir €5, > 1 ergibt sich eine andere Verteilung der Pressung auf der Flanke, da sich das
Drehmoment auf mehrere Zahne verteilt. Dadurch kommt es zu mehreren Unstetigkeits-
stellen in der Pressungsverteilung. Hier sind entweder |€q| oder [€y]| Zdhne im Eingriff.
Von Interesse ist nur die Unstetigkeitsstelle, die am néchsten zum Eingriffsbeginn liegt, da
dort die Pressung am hochsten ist. Die Pressung an den Réindern des Intervalls berechnet
sich wie folgt:

¢ mE tan( )
ple = (4.20)
rand w2l (1 —Vv2) | /Teq] \| Asin? 4’2 ’%t cos? (o
Die Pressung an der relevanten Unstetigkeitsstelle ist:
. mE 2 tan(ot) @21
unstetig rWZﬂZZ (1 — Vz) |_80LJ A SiIl2 (00 % COSZ (00
Das Pressungsmaximum fiir festes o ist folglich:
pftzstetig o > O
MAX{ Pyrsterigr Prand ) = e, a<ac (4.22)

Wobei o der Wert fiir o ist, an dem Piﬁsz etig UNd p‘:gn , den gleichen Wert annehmen.

A2n%
Ol ;= arccos 4.23
¢ AZn? + 472 (g0 — 4|€q |3 + 4| €0 2€a) 425

.. €, . .
Das Minimum von p,% , wird angenommen bei:

4A%n? + 1684>m2

*
ran

o

4 -= arcsin (4.24)

Sei € := (2|€a] — €q), dann wird das Minimum von p*_ . ., angenommen bei:

A2 A€ 4 [ A+ 40AZMT2,” + 144y
= arcsin (4.25)
4A2n? + 166,72

*

O('unstetlg

Daraus folgt:
OCfand > (x;kmstetig (426)

Fiir festes €, ist nun der Winkel gesucht, an dem das Pressungsmaximum minimal wird.

Fiir oc < o), erig 11egt das gesuchte Minimum bei o etig Und hat den Funktionswert

pe etig FUT Oy oie < Olc < O, ist das Minimum bei oic. pe und pio erig aben fiir
diesen Fall identische Werte SchlieBlich ist das Minimum fiir den Fall oc > o, bei
o, und der Wert ist pmn g
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4.3. Parametrisierung mit Hilfe von NURBS-Fléchen

Das Minimum pg_ wird fiir den Winkel oy wie folgt angenommen:

/

* *
0Cunsl‘etig falls Oc < OcLmsletig
* % %
of =< ac fallS Ofygrrip < O < Oy (4.27)
* *
L O falls ac > o -
(o *
p unstetig falls Oc < Ocunstetig
* €a * *
Pey = punstetig O(‘unstetig <0c < O(.mnd (428)
€ *
\Prand falls ac > ®and

€q 1st nach oben beschrinkt, da die Einriffslinie maximal die Lidnge von R haben kann:

nl+n2
o= 0

tan(o) (4.29)

Fiir groB3e €4 bzw. ot kommt es zu sehr breiten Zihnen, sodass die gewiinschten Zihnezah-
len nicht immer erreicht werden konnen. Die eigentlich optimale Wahl des Eingriffsmit-
telpunkts als Mittelpunkt der Kriimmungskreismittelpunkte ist aus diesem Grund nicht
immer moglich.

4.3. Parametrisierung mit Hilfe von NURBS-Flachen

Zur numerischen Optimierung ist die numerische Generierung in einem festgelegten Opti-
mierungsraum notwendig. Der Optimierungsraum wird in diesem Kapitel eine Teilmenge
der NURBS-Flichen sein. Die Eingriffsflichen werden mit Hilfe von NURBS (sh. Ab-
schnitt 2.4) modelliert. Aus der Klassifizierung der ebenen Eingriffsflichen in Abschnitt
3.3 ergibt sich, dass bei parallelen oder sich schneidenden Achsen die Eingriffsflache
so gewdhlt werden sollte, dass die Wilzgerade darin liegt. Das wird mit doppelten Kno-
tenpunkten entlang der Wilzgeraden bewerkstelligt. Es gibt fiir nicht windschiefe Achsen
zwel Moglichkeiten die Freiheitsgrade zu wihlen. Zum einen nur senkrecht zur Wilzgera-
den, damit wird ein entlang der Zahnbreite konstantes Flankenprofil berechnet. Die Fldche
ist dann fiir parallele Achsen in Achsrichtung eine Zylinderflache. Fiir sich schneidende
Achsen laufen die Kontrollpunkte und damit die NURBS-Fldache zum Achsschnittpunkt
zu. Dieses Verhalten lésst sich abschalten, sodass sowohl senkrecht als auch tangential
zur Wilzgeradenrichtung Freiheitsgrade gewihlt werden konnen. Dies ist besonders bei
Beveloidridern interessant.

Die Kontrollpunkte senkrecht zur Wilzgerade werden dquidistant gewihlt. Die Flidche
wird automatisch so grof3 skaliert, dass sie aus dem Schnittkorper der beiden Fundamen-
talzellen herausragt. Die Freiheitsgrade entsprechen dem Winkelanteil von Polarkoordi-
naten.

Die Zahnbreite ist ein Vorgabeparameter. Falls die Freiheitsgrade ausschlielich senkrecht
zur Wilzgerade gewihlt werden, werden insgesamt 6 zusitzliche Linien von Kontroll-
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4. Flankenoptimierung

punkten berechnet, die wie beschrieben in Achsrichtung verschoben und dann gegeben-
falls noch auf den Achsschnittpunkt zulaufend skaliert werden. Falls auch Freiheitsgrade
in Achsrichtung gewihlt werden, sind alle Kontrollpunkte fiir den Optimierungsalgorith-
mus frei gegeben. Fiir windschiefe Achsen ist zudem ein Punkt py der Eingriffsfliche
vorzugeben. Im windschiefen Fall sind die Freiheitsgrade dreidimensionale Vektoren, um
die die urspriingliche Ebene durch den Punkt variiert wird. Die Gerade durch py, die in
Richtung des Kontaktpfades ist bleibt Teil der Kontrollpunkte. In der NURBS-Flichen
miissen die Kontrollpunkte nicht zwingend enthalten sein. Die Gerade oder der Punkt py
miissen nicht in der Eingriffsflache liegen.

Als Startwert der Optimierung wird stets eine Ebene verwendet. Fiir Achslagen mit Wilz-
gerade ist der Eingriffswinkel o vorzugeben, der zwischen der Eingriffsebene und der
Ebene ist, die die Ebene der Achse an der Wilzgeraden senkrecht schneidet. Fiir wind-
schiefe Achsen wird die Ebene gewihlt, die durch den vorgegebenen Punkt py geht
und senkrecht zum Vektor r(pg) ist. In Abschnitt 3.3 wurden die ebenen Eingriffsfel-
der ausfiihrlich analysiert. Die Ebene wird mit einer Normale kollinear zu r(py) gewihlt,
damit die Singularititen der rechten Seite der Verzahnungsgleichung sich nicht in einer
Umgebung um den Punkt py befinden. Diese Wahl ist konsistent mit den anderen Achs-
lagen. Die Startwerte bei paralllen und sich schneidenden Achsen sind Ebenen, die die
Wilzgerade enthalten. Dabei ist n auch stets kollinear zu r(x) fiir alle Punkte x der Ebe-
ne.

Um die Anzahl der Freiheitsgrade fiir die Optimierung zu begrenzen, wird den Kontroll-
punkten alle das Gewicht 1 zugewiesen. Die Implementierung der NURBS-Algorithmen
fiir MATLAB [23] wird von Mark Spink iibernommen. Er hat die Algorithmen aus [26]
implementiert und sie unter der GPL-Lizenz zur freien Verfiigung gestellt.

4.4. Numerische Generierung

Mit Hilfe der durch NURBS beschriebenen Flidchen ist es moglich sich daraus und aus
zusitzlich vorzugebenden Groflen Flankenpaare zu generieren. Die Quellcodes zu einem
in MATLAB [23] geschriebenen Programm sind im Anhang A aufgelistet.

Zusitzlich zur NURBS-Fliche sind die beiden Achsen, die Ziahnezahlen, die Fundamen-
talzellen der beiden Zahnradpartner und die initiale Kontaktlinie vorzugeben. Zur Aus-
wertung und spiteren Optimierung werden Pressungswerte auf der Fliche an einem Netz
aus Punkten berechnet. Die Anzahl der Punkte in Zahnbreiten bzw. Profilrichtung, an de-
nen die Pressung berechnet werden sollen, ist vorzugeben. Zahnbreitenrichtung bedeutet
fiir Verzahnungen mit parallelen oder sich schneidenden Achsen in Richtung der Wilzge-
raden und fiir windschiefe Achsen senkrecht zur Richtung des Kontaktpfades im vorgege-
benen Punkt py der Eingriffsfliche. Im folgenden Absatz wird ausschlieBlich der Begriff
Wilzgerade verwendet. Bei windschiefen Achsen gibt es keine Wilzgerade, es ist dabei
die Kurve auf der Eingriffsfliche gemeint, die senkrecht zur Richtung des Kontaktpfades
im Punkt pg ist.
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4.5. Nebenbedingungen

Die Vorgabe der initialen Kontaklinie erfolgt als winkelversetztes Durchlaufen durch die
Wilzgerade. Die Anzahl der Punkte fiir den Winkelversatz ist identisch mit der Anzahl der
Punkte in Zahnbreitenrichtung bei dem gewéhlten Netz. Fiir eine Stirnradschrigverzah-
nung gibt man beispielsweise einen linear wachsenden Winkel an. Bei spiralverzahnten
Getrieben hingt der Winkel quadratisch von der aktuellen Zahnbreite ab. Diese Wahl der
Vorgabe fiihrt dazu, dass die NURBS-Flidche nicht entlang einer weiteren Gerade festge-
setzt werden muss. AuBerdem sind damit auch Verzahnungen berechenbar die zu keinem
Zeitpunkt iiber der ganzen Zahnbreite Kontakt haben. Als erster Schritt der numerischen
Berechnung der Zahnradflanken wird von der Wilzgeraden aus dieser Winkelversatz in-
tegriert. Die Losung ist eine erweiterte initiale Kontaktlinie, diese muss aber nicht gleich-
zeitig eine Berliihrlinie des Zahnrades sein, sondern kann eine lingere Kurve sein, die eine
Bertihrlinie enthilt. Die erweiterte initiale Kontaktlinie kann iiber die Fundamentalzellen
hinausragen. Die Trajektorien von Punkten auBerhalb schneiden die Fundamentalzellen
in threm Verlauf und sind dann Bestandteil der Eingriffsfliche.

Die Fundamentalzellen werden als charakteristische Funktionen vorgegeben, wie in Ab-
schnitt 3.2.2 beschrieben. Fiir das Programm gibt es eine vereinfachte Mdoglichkeit der
Vorgabe, namlich ein Viereck in Zylinderkoordinaten um die Achse, wobei die Winkel-
komponente vernachldssigt werden kann, da die Fundamentalzelle als radialsymmetrisch
angenommen wird.

Die numerische Integration startet an der erweiterten initialen Kontaktlinie in Vorwirts-
und Riickwirtsrichtung. Wihrend der numerischen Integration der Differentialgleichung
wird iiberpriift, ob die Fundamentalzelle verlassen wird. Falls dies der Fall ist, wird der
Schnittpunkt entlang der Trajektorie bestimmt und dort die Integration beendet. Diese
Nullstellensuche entlang der Trajektorien ist in MATLAB[23] integriert und in [32] und
[33] genauer beschrieben. Mit dem selben Verfahren werden zeitgleich die Bedingungen
fiir singulédre Punkte und fiir Vorzeichenwechsel der Kriimmungsdifferenz iiberpriift. Falls
eine Nullstelle vorliegt, wird die Losung dort gestoppt. Fiir den Fall, dass ein Teil der er-
weiterten initialen Kontaktlinie au3erhalb des Schnittkorpers der Fundamentalzellen liegt,
werden nicht immer die Vor- und Riickrichtung die Schnittmenge beider Fundamental-
zellen treffen, deswegen ist die Uberpriifung des Randiiberschreitens der NURBS-Fliche
notwendig.

4.5. Nebenbedingungen

Wie beschrieben, sind Teile der Nebenbedingungen bereits im Konstruktionsverfahren aus
Abschnitt 4.4 integriert. Die Uberpriifung, ob singulire Punkte auftreten, Kriimmungsdif-
ferenzen Nullstellen aufweisen oder die Fundamentalzellen verlassen werden, ist keine
Nebenbedingung des Optimierungsverfahrens. Jedoch sind nicht alle generierten Zahn-
rdder auch mogliche Losungen. Wenn zum Beispiel eine Verzahnung mit Gesamtiiber-
deckung kleiner als 1 berechnet wird, muss diese verworfen werden. Damit ist kein steti-
ger Drehmomentiibertrag moglich, weil nicht zu jedem Zeitpunkt ein Zahn im Eingriff ist.
Das heif3t es gibt Momente, in denen die beiden Zahnréader nicht in Kontakt sind. Meistens
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wird sogar gefordert, dass eine gewisse Mindestgesamtiiberdeckung eingehalten wird, die
grofer als 1 ist. Wenn sehr grole Drehmomente iibertragen werden sollen oder kleine
Zahnriader verwendet werden, ist es von Vorteil immer mindestens zwei Ziahne im Ein-
griff zu haben. Das Doppeleingriffsgebiet beschreibt den Bereich in dem zwei Zihne im
Eingriff sind. Es ist stets an den Flankenridndern. Das Einzeleingriffsgebiet, in dem das
Material am stirksten beansprucht wird, wird durch eine groere Gesamtiiberdeckung
weiter weg von Flankenridndern liegen. Der Flankenkopf, das Gebiet in der Nihe der
Spitze des Zahnes, ist durch die geringe Materialdicke anfillig fiir Schaden. In Praxisver-
zahnungen geht dies oft soweit, dass am Kopf keine Last mehr anliegt, der aktive Bereich
der Flanken folglich nicht bis zum Zahnkopf reicht.

Die Berechnung der Gesamtiiberdeckung ist nach Berechnung der Verzahnung iiber diese

Formel moglich:

A _Am'n
&= (Anax o Jn (4.30)

Wobei A, und A, der grofBte bzw. kleinste Winkel sind, an dem noch ein Beriihrpunkt,
also Losung der Verzahnungsgleichung existiert. Die Forderung, dass eine Mindestiiber-

deckung eingehalten werden muss, ist eine nichtlineare Nebenbedingung im Raum der
NURBS.

AuBerdem muss iiberpriift werden, ob alle Zihne iiberschneidungsfrei an beide Zahnréider
passen. Dariiber hinaus ist es wiinschenswert, dass eine Mindestzahnkopfdicke eingehal-
ten wird. Die Zihne der Zahnrédder sollen nicht spitz zulaufen, sondern am Zahnkopf
soll zwischen Vor- und Riickflanke noch ein Mindestabstand eingehalten werden. Diese
Bedingung wird nicht direkt iiberpriift, da die Riickflanke nicht berechnet wird. Es wird
deshalb angenommen, dass die Verzahnung symmetrisch ist, die Riickflanke das Spiegel-
bild der Vorflanke ist. Fiir Stirnradverzahnungen ist das fast immer der Fall. Besonders
spiralverzahnte Kegel- und Hypoidrider sind jedoch auf eine Umdrehungsrichtung aus-
gelegt und sind deswegen asymmetrisch verzahnt. Der Platzbedarf eines Zahnes wird so
abgeschitzt, dass Zahnliicke und symmetrischer Zahn gleich viel Platz benotigen, dabei
wird die Spiral- bzw. Schriagverzahnung mit beriicksichtigt. Bei Verzahnungen mit wind-
schiefen Achsen wird diese Abschitzung nicht verwendet. Da sie stets asymmetrisch sind
und die Riickflanke in der Regel klein ausgefiihrt wird, diirfen die Vorflanken, die opti-
miert werden, in diesem Fall doppelt so viel Platz beanspruchen wie die Riickflanken.

4.6. Numerische Optimierung

4.6.1. Grundlagen der numerischen Optimierung

Die Grundlagen der nichtlinearen Optimierung werden in dieser Arbeit ohne die notigen
Beweise zusammengefasst. Eine ausfiihrliche Einfiihrung findet sich in dem Textbuch
von Alt [1] bzw. Nocedal/Wright [25]. Im hier untersuchten Fall handelt es sich um ein
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Problem der nichtlinearen Optimierung unter nichtlinearen Ungleichungs-Nebenbedin-
gungen. Diese Art der Probleme lassen sich wie folgt beschreiben:
min f(x)

Nb.g(x) <0 (4.31)

Dabei ist D C R” eine offene Menge, f : D — R die Zielfunktion und g : D — R™ die
vektorwertige Funktion der Nebenbedingungen. Die zulédssige Menge fiir das Problem
ist

F={xeDl|g(x) <0}. (4.32)
f und g seien zumindest zweimal stetig differenzierbar. Ein Punkt x ist ein lokaler Ex-
tremwert des Systems wenn er die Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen erfiillt:

Vf(x0) +Dg(x0) =0
pi €Ru; <0 pjgi(xo) =0,j=1,...m
Vg (xo) sind linear unabhéngig, V1 < j < m,mit g;(xp) =0 (4.33)

u heilen dabei Lagrange-Multiplikatoren. Viele numerische Methoden zur Optimierung
nichtlinearer Probleme unter Nebenbedingungen basieren auf dem Losen der KKT-Glei-
chungen.

Durch die Formulierung mit Ungleichungen in der KKT-Bedingung (4.33) ist ein Newton-
Verfahren nicht anwendbar. Deswegen betrachtet man oft das reduzierte KKT-System

Vf(x0) +& (x0) 1= 0
2(x0) =0, (4.34)

Wobei in ¢ nur die momentan aktiven Ungleichungen stehen und i die dazu passenden
Komponenten aus den Lagrange-Multiplikatoren aus der KKT-Bedingung sind.

4.6.2. Das gewahlte Verfahren: Active-Set

Der MATLAB [23] Befehl finincon ermoglicht die Nutzung mehrere Algorithmen zur
nichtlinearen Optimierung unter Nebenbedingungen. Die fiir den untersuchten Fall geeig-
nete Variante ist der Active-Set Algorithmus. Es handelt sich dabei um ein SQP-Verfahren,
das hei3t Sequential Quadratic Programming. Bei diesem Verfahren wird in jedem Itera-
tionsschritt ein Quadratisches Optimierungsproblem gelost. Dabei werden die momentan
aktiven Nebenbedingungen linearisiert und die Lagrange-Funktion quadratisch approxi-
miert. Die Berechnungen der Hessematrix der Lagrangefunktion wird aber eingespart und
nur eine Approximation davon berechnet. Dieses Problem wird dann mit quadratischer
Programmierung geldst. Aus der Losung dieses Problems ergibt sich die Suchrichtung.
Die Schrittweite wird nach Formeln von Han [14] und Powell [27] berechnet. Dabei wird
eine Merit-Funktion verwendet, die inaktive Nebenbedingungen miteinbezieht, die in vor-
herigen Schritten aktiv waren. Das Verfahren wird im Folgenden detailliert vorgestellt.
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Die Lagrange-Funktion
m
L(x,u) = f(x)+ Y migi(x). (4.35)
i=1

soll minimiert werden. Dazu wird sie in jedem Schritt £ quadratisch durch die positiv-
definite Matrix H; approximiert. Fiir jeden Schritt wird zur Bestimmung der néchsten
Schrittrichtung d, das folgende quadratische Problem gelost:

: 1 T T
51’6112 q(d) d kd—l— f(xk) d

V() d+gi(x) <0,i=1,..,m (4.36)

Da x; fest ist, handelt es sich um ein quadratisches Problem mit linearen Nebenbedin-
gungen. Die aktiven, also mit Gleichheit erfiillten Ungleichungen der Nebenbedingung
werden in jedem Schritt / in einer Matrix A; zusammengefasst. Seien Q und R die Ma-
trizen der QR-Zerlegung von A;. Z; sei die Matrix aus den letzten m — a-Spalten aus Q,
wobei a die Anzahl der linear unabhédngigen aktiven Nebenbedingungen ist. Dann gilt
Z1A; = 0. d; minimiert das quadratische Problem (4.36), wenn es aus dem Nullraum von
Ay ist, und damit eine Linearkombination aus den Spalten von Z;. Im Folgenden wird die
Zielfunktion als Funktion von p € R™™“ untersucht:

. 1
q(p) = EPTZIT HZip+V f(x) Zip (4.37)
Da Hj, positiv-definit ist, ist das minimal, wenn V§(p) = 0 erfiillt ist:
ZIHZip+ZIV () =0 (4.38)

Die Losung des lineares Gleichungssystem sei p*. Die neue Richtung zur Minimierung
des quadratischen Problems ist dann §; = ZIT p*und

die Schrittweite. Wobei in I ausschlieBlich die nicht-aktiven Nebenbedingungen sein sol-
len, die durch §; vergroBert werden:

I={1<i<m|((A;)i® >0)N(A)id; # gi(xx)} (4.40)
Die nichste Iteration dieses Verfahrens beginnt mit d; | = d; + otd;.

Dieses Verfahren wird so lange iteriert bis das Optimum des quadratischen Problems
(4.36) erreicht wird. Das ist der Fall, wenn §; = 0, oo = 1 ist, oder n linear unabhéngi-
ge Nebenbedingungen erfiillt sind und alle Lagrange-Multiplikatoren y; > 0 sind. u kann
direkt berechnet werden:

Appiu ==V [f(x) (4.41)

Wenn alle y; positiv sind, ist d;;; die Losung von (4.36). Wenn es aber negative y; gibt,
dann wird die korrespondierende Zeile in A; | entfernt und weiteriteriert.
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Dieses Verfahren liefert eine Reihe von zulédssigen Punkten fiir das quadratische Problem,
solange der Anfangswert dy zuléssig ist. Dieser wird iiber ein lineares Optimierungspro-
blem berechnet:

i 4.42
YEHIR%IGIR"Y ( )
Veilxp)d —v<gi(xx), i=1,.m (4.43)

Die Schrittrichtung d ist die Losung des quadratische Problems (4.36). Die Schrittweite
B ergibt sich als Minimum entlang der Geraden x; + Bd einer Merit-Funktion y : D — R.
In MATLAB[23] ist die folgende Formel von Han [14] und Powell [27] implementiert:

x)+ Z rer1;max {0, gi(x)} (4.44)
i=1
”k+1 = maX {lln )it } (4.45)
f()
(l”()),' H Vgl (x) (446)

Die in jedem Schritt neu berechneten Terme (r¢); heiBen Penalty-Parameter.

Im letzten Schritt wird die Aktualisierung der quadratischen Approximation H; beschrie-
ben. Das erfolgt mit Hilfe der BFGS-Updateformel, die nach Broyden, Fletcher, Goldfarb
und Shanno benannt ist (S. 124 [1]):

T T
qrq Hksks Hy
Hip1 = Hi+ 7o — =
9 Sk st Hisi

Sk = Xp4+1 — Xk

qk = <Vf(xk+1) + i#ivé’i(xlﬂ—l)) - (Vf(xk) + i#ivé’i(xk)) (4.47)

i=1 i=1

Nach [27] ist es sinnvoll, dafiir zu sorgen, dass die approximierte Hessematrix positiv
definit ist. Diese Voraussetzung ist erfiillt, falls in jedem Schritt q,{sk > ( gilt. Wenn das
nicht der Fall ist, wird g; elementweise modifiziert. Zuerst wird der negativste Summand
aus q,{sk wiederholt halbiert, solange bis q,{sk > 0. Wenn das nicht erfolgreich ist, wird
auf g ein geeignetes Vielfaches wy des Vektors v addiert:

qk = gk +wv (4.48)
b ) V8iluki1)8i(k1) = Vilu)gi(xe),  wenn w(gr)i < 0 und (g)i(se)i <O
l 0 sonst
(4.49)
i=1,..m (4.50)

Am Startwert der Optimierung muss die Hessematrix nicht postiv-definit sein, da die Ziel-
funktion nicht unbedingt konvex sein muss. Es kann demnach passieren, dass im ersten
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Iterationsschritt des Optimierungsverfahrens die Matrix Hp nicht postiv-definit ist. Die
Konvergenz des QP-Verfahrens zur Losung des Problems (4.36) kann in den Vorausset-
zungen zwar abgeschwicht werden (vgl. S. 209ff [1]), aber auch dieses Kriterium kann
nicht iiberpriift werden. Das Problem, dass das QP-Verfahren nicht konvergiert und damit
keine giiltige Richtung als Losung berechnet werden kann, ist im Umfeld dieser Dis-
sertation nicht aufgetreten, sollte sich aber durch eine verinderte Wahl des Startpunktes
beheben lassen.

4.7. Ausgewahlte Ergebnisse bei speziellen Achslagen

Der numerische Optimierungsalgorithmus wird nun an ausgewihlten Beispielen getes-
tet. Fiir die Beispiele an Stirnrddern sind Nennmomente und Materialkonstanten bekannt.
Diese gehen in die Formel fiir die Hertz’sche Pressung ein. Fiir die anderen Achslagen
wird eine an die Hertz’sche Pressung angelehnte Zielfunktion genutzt, die alle Material-
grofen vernachldssigt. Da diese alle multiplikativ in die Formel eingehen, sind die berech-
neten Optima fiir alle Materialien giiltig. Nur die Pressungswerte sind unterschiedlich.

4.7.1. Parallele Achsen

Fiir Parallele Achsen gilt die in Abschnitt 4.3 beschriebene Vereinfachung, dass das Profil
tiber der Zahnbreite konstant ist, deswegen werden alle Freiheitsgrade in Profilrichtung
gewdhlt.

Geradverzahnt

Das hier gewihlte Testbeispiel ist die Standard-C-Verzahnung (vgl. C-PT Verzahnung
S.13ff [29]). Diese Verzahnung ist so konstruiert, dass sie Griibchen-Schiden in Priif-
standsldufen provoziert. Die Hertz’sche Pressung ist dementsprechend hoch. Diese Ver-
zahnung wird als Startwert gewihlt. Die Verzahnungsdaten sind in der Tabelle in Abbil-
dung 4.3 aufgefiihrt. Die Sprungiiberdeckung kommt durch Schrig- oder Spiralverzah-
nung zusitzlich dazu. In diesem Beispiel ist die Sprungiiberdeckung 0, da es sich um
geradverzahnte Stirnrdader handelt.

In Abbildung 4.3 sind die Flankenprofile und die Eingriffsfliche im Stirnschnitt darge-
stellt. Wobei der Mittelpunkt des Zahnrades mit der roten Flanke negativen y-Wert hat
und das Mittelpunkt des Zahnrades der schwarzen Flanke positiven y-Wert. Die Eingriffs-
linie ist eine Gerade, da die Verzahnung evolventisches Profil hat. o, ist der Eingriffs-
winkel der Verzahnung, der Winkel zwischen der Horizontalen und der Eingriffslinie. b
ist die Zahnbreite. Die Fundamentalzellen der beiden Zahnrédder sind jeweils Zylinder-
schalen der Hohe b, wie in Abbildung 3.13. Die Radien sind fiir das rote Zahnrad innen
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4.7. Ausgewdhlte Ergebnisse bei speziellen Achslagen
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Abbildung 4.3.: Standard C-Verzahnung mit dazugehoriger Pressungsverteilung

34.1245mm und auflen 41.225mm und fiir das blaue Zahnrad innen 52.0005mm und au-
Ben 59.175mm. Das Nenndrehmoment dieser Verzahnung sind 305Nm am Ritzel, dem
Zahnrad mit weniger Zihnen. Im Pressungsverlauf im rechten Bild sind deutlich die Ste-
tigkeitsspriinge zu erkennen, die charakteristisch fiir Geradverzahnungen sind, da der vor-
laufende Zahn schlagartig den Kontakt verliert beziehungsweise der nachfolgende Zahn
schlagartig in Kontakt kommt. Wie bereits bei der analytischen Optimierung in Abschnitt
4.2 ist der quadratische Verlauf der Pressung zu sehen. Das Pressungsmaximum ist am
Ende des Einzeleingriffsgebietes.

An der optimierten Verzahnung in Abbildung 4.4 sind im Pressungsverlauf die deutlich
niedrigeren Pressungswerte der optimierten Verzahnung zu erkennen. Die Nebenbedin-
gungen sind in Bezug auf die Zahnkopfdicke analog zur C-Verzahnung. Die Mindestiiber-
deckung ist 1,35. Die Verbesserung beziiglich der maximalen Pressung sind mehr als 9%.
An der Verzahnung ist deutlich zu erkennen, dass es sich nicht um ein evolventisches
Profil handelt, da die Eingriffslinie keine Gerade ist, auch fehlt im Pressungsverhalten der
quadratische Verlauf.

Schragverzahnt

Fiir schrigverzahnte Stirnrdder wird ebenso ein Beispiel betrachtet, bei dem der Startwert
eine Verzahnung ist, die als Griibchen-Testverzahnung ausgelegt ist. Der Schrigungswin-
kel betrdgt 16°. Daraus ergibt sich eine Sprungiiberdeckung von 0.872, die unabhéngig
von der Eingriffsflache ist und deswegen im optimierten Fall identisch. Das Nenndrehmo-
ment der Verzahnung ist 400Nm. Das Ritzel mit 29 Ziahnen hat einen AuB8endurchmesser
von 96,77mm und die Flanken reichen von 86,55mm bis zum AuBendurchmesser. Es
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Pressung

imi (p,, _ =1627 N/mm?)
Optimierte Verzahnung H,max

1800,
57 N
£
= 1600 i ~
pd
>0 c
§’14oo—
2 )
o 5 0 5 0 O
X Q. 1200 i
50 100
Flankenpunkte
71| 16 | - b | 14mm

2124 | a|91,5mm | g | 1,356

Abbildung 4.4.: Optimiertes Profil mit C-Verzahnung als Startwert mit dem roten Pres-
sungsverlauf im rechten Bild. Zum Vergleich der blaue Pressungsverlauf
der C-Verzahnung.

dreht sich um die Achse mit positivem y-Wert, ist in Abbildung 4.5 das obere Zahnrad.
Das Rad hat 35 Zihne und einen Aulendruchmesser von 115,23mm. Die Flanken reichen
von 105,065mm bis zum Auflendurchmesser. Die iibrigen Verzahnungsdaten sind in der
Tabelle in Abbildung 4.5 beschrieben.

In Abbildung 4.5 ist die Verzahnung wieder im Stirnschnitt dargestellt. Im jetzt zweidi-
mensionalen Pressungsverlauf ist deutlich die Diagonalstruktur zu erkennen. Sie resultiert
aus der Schrigverzahnung. Die Eingriffslinie ist wieder eine Gerade, da es sich erneut um
ein evolventisches Profil handelt. Das Profil einer Schrigverzahnung ist in jedem Stirn-
schnitt identisch nur um die Zahnradachse verdreht. Deswegen werden wie eben bei ge-
radverzahnten Stirnrddern und in Abschnitt 4.3 beschrieben nur Freiheitsgrade senkrecht
zur Wilzgerade gewihlt. Die Fundamentalzellen sind erneut Zylinderschalen.

In Abbildung 4.6 ist das Ergebnis des Optimierungsalgorithmus dargstellt. Die Zahnkopf-
dicken sind jeweils wieder identisch zum Startwert gewéhlt und die Mindestiiberdeckung
bei 2,377, sodass die Profiliiberdeckung mindestens 1,5 ist. Das Pressungsbild ist inso-
fern erstaunlich, als dass es fiir weite Bereiche nahezu konstant ist. Es werden nur unter-
schiedliche Werte fiir das Doppel- beziehungsweise Einzeleingriffsgebiet angenommen.
Der maximale Pressungswert konnte durch das Optimierungsverfahren um mehr als 10%
von 1164# auf 1045# verringert werden.
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4.7. Ausgewdhlte Ergebnisse bei speziellen Achslagen
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Abbildung 4.6.: Optimierte Stirnradschrigverzahnung
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Abbildung 4.5.: Griibchen Testverzahnung
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4. Flankenoptimierung

4.7.2. Sich schneidende Achsen

Fiir sich schneidende Achsen teilt sich die Optimierung in zwei Teilbereiche auf. Zum
einen Verzahnungen mit konstantem Profil entlang der Wilzgerade und Verzahnungen mit
variablem Profil. Zur ersten Kategorie gehdren gerad-, schriag- und spiralverzahnte Ke-
gelrider, zur zweiten Kategorie Beveloidridder, konische Stirnrdder und Kronenrider. Der
Unterschied in der Optimierung ist, dass fiir konstantes Profil, &hnlich wie bei Stirnrddern,
die Fldche nur senkrecht zur Wilzgerade variiert wird. Fiir variables Profil wird die Ein-
griffsfliche auch entlang der Wilzgeraden variiert, wie in Abschnitt 4.3 beschrieben.

Konstantes Profil

Zuerst wird auf das Beispielergebnis fiir konstantes Profil eingegangen. Es handelt sich
hierbei um ein geradverzahntes Kegelradpaar mit Schnittwinkel £ = 90°. Die Flanken
und das Pressungsbild sind in Abbildung 4.7 dargestellt. Es handelt sich um Kegelridder
mit konstanter Zahnhohe, das heif3t, dass die Fundamentalzellen jeweils Kegelschalen mit
konstanter Dicke sind. Die Berandung der Fundamentalzelle an der Spitze und Riickseite
des Kegelstumpfes ist senkrecht zur Wilzgeraden. Der Eingriffswinkel o der Verzahnung
ist 20°. Die blaue Flidche in der Abbildung 4.7 ist die Menge aller Beriihrpunkte. Die
rote Flanke gehort zum Ritzel, dem kleineren Zahnrad mit 9 Zihnen, das sich um die x-
Achse dreht. Die Zahnhohe am Ritzel ist 9,58mm. Die gelbe Flanke gehort zum groeren
Zahnrad mit 34 Zdhnen, es dreht sich um die y-Achse. Die Zahnhohe am Rad ist 9, 66mm.
Das Nenndrehmoment der Verzahnung ist 350Nm.

Pressung in N/mm?
70 2500

o
S

o
S

2000

B
S

@
S

Profilrichtung

1500

£ 20

+ 10

B By e A ; : /
A0 12 a4 g .13/ / ﬁ"/“/*‘#-mo 0 1000
20 22 24 925 g 30 X [1] 10 20 30 40 50
Breitenrichtung

2119 | b|26mm | By 0° Mpn | 3,5Tmm
22| 34X | 90° | g | 1.5809 | ayp 20°

Abbildung 4.7.: Geradverzahnte GO-Verzahnung variabler Zahnhthe

In Abbildung 4.7 sieht man in der Pressungsverteilung, dass die Pressung an einem Rand,
das ist der Ritzelfuf3, der Flankenbreich des kleineren antreibenden Zahnrades (in der Gra-
fik rot) der am nichsten zur Zahnradachse ist. An diesem Punkt ist fiir diese Verzahnung
ein singuldrer Punkt (sh. Abschnitt 3.2.1) und die Pressung steigt sehr stark an.
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Abbildung 4.8.: Optimiertes Kegelrad auf Basis der GO-Verzahnung

In Abbildung 4.8 sieht man, dass der Optimierungsalgorithmus die Eingriffsflache in dem
Bereich rechts oben, der dem Kontakt am Ritzelfu entspricht, sehr stark korrigiert und
von der Ebene abweicht. Das resultiert in erheblich reduzierten Pressungswerten auch
in diesem Bereich und fiihrt zu einem sehr viel gleichméBigeren Pressungsbild ohne die
beim Startwert auftretenden Uberlasten.

Variables Profil

Die folgende Verzahnung ist eine Beveloidverzahnung. Das ist ein Rad mit konischem
Grundkorper, aber evolventischem Profil, wie bei einem Stirnrad. Die Fundamentalzelle
des zweiten Partners wird frei gelassen. Die Flanken sind makrogeometrisch nur durch
die Fundamentalzelle des Ritzels beschrinkt. Die Fundamentalzelle des Ritzels hat die
Linge 40mm, der innere Radius der Fundamentalzelle verjiingt sich von 96.8028mm zu
90.455mm, der @uBere von 78.2138mm zu 71.8660mm. Die Kegelschale ist an der Spitze
aber nicht senkrecht zur Wilzgerade abgeschnitten wie bei Kegelrddern, sondern senk-
recht zur Zahnradachse wie bei Stirnrddern. Der zweite Partner wird Beveloidrad genannt.
Die Eingriffsfliche der Startverzahnung ist eine Schraubflaiche um die Wilzgerade her-
um. Der Eingriffswinkel ist entlang der Wilzgerade nicht konstant. Ganz im Gegensatz
zu Stirn- oder Kegelrdadern. In diesem Fall gab es kein Nenndrehmoment und keine Ma-
terialangaben der Verzahnung, deswegen fehlt die Skalierung im Pressungsverlauf.

In Abbildung 4.9 kann man diese Schraubfliche als Eingriffsfliche erkennen. Die Pres-
sungswerte an der Zehe des RitzelfuBBes, der Bereich der bei einem konischen Rad der
Achse am nichsten ist. Dort ist das Zahnrad am stirksten beansprucht. Die Optimierung
wird mit 25 Freiheitsgraden gestartet, jeweils 5 senkrecht zur Wilzgerade und das in 5
Abschnitten entlang der Wilzgerade.
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4. Flankenoptimierung

Beveloid Verzahnung
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Abbildung 4.9.: Beveloid- Verzahnung mit schrigverzahntem Evolventenrad

Optimiertes Profil
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Abbildung 4.10.: Optimierte Beveloidverzahnung

In der optimierten Beveloidverzahnung in Abbildung 4.10 ist die Pressung um 37% ge-
ringer als im Referenzfall in Abbildung 4.9. In Abbildung 4.10 ist zu erkennen, dass der
Bereich, der fiir schlechte Pressungswerte sorgte, in der optimierten Eingriffsflache nicht
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4.7. Ausgewdhlte Ergebnisse bei speziellen Achslagen

mehr vorkommt. Das ldsst sich auch an der nun verringerten Gesamtiiberdeckung €y ab-
lesen, die jedoch noch deutlich iiber der minimalen Gesamtiiberdeckung liegt, die in der
Nebenbedingung durch 1,5 nach unten beschrinkt ist.

4.7.3. Windschiefe Achsen

Das letzte Beispiel in Abbildung 4.11 zeigt eine Hypoidverzahnung. Dabei handelt es sich
um eine Verzahnung mit kegeligen Zahnriddern. Diese Verzahnungen werden auch Ke-
gelrdder mit Achsversatz genannt. Die Achslage ist windschief, in diesem Fall mit Achs-
versatz von 31,75mm. Das Ritzel rotiert um die Z-Achse. Das Rad rotiert um die Achse
in x-Richtung durch den Punkt ( 0 31,75mm O )T. Die Zahnhohe am Ritzel (rot) ist
zwischen 4, Imm und 7,2mm. Die Zahnhéhen am Rad zwischen 6,0mm und 7,0mm. Die
Fundamentalzellen laufen zum Achsschnittpunkt hin zu.

Hypoidverzahnung Startwert Pressung
100 g T
o 0.02
70 80
N 0.01

60 60

0.01
10 40

20\ 20 0.00

30 . g 1520

5 10 15 0 .

0 10 20 30 40

z1| 9 | b |33, 7Tmm | a | 31.75mm | b | 26mm
22|34 X 90° &y 2,64 - -

Abbildung 4.11.: Hypoid-Verzahnung

In diesem Fall gibt es keine Wilzgerade mehr, die in der Eingriffsfliche liegt, sondern
die Flidche ist im Raum freier beweglich. In diesem Fall werden die Freiheitsgrade nur
senkrecht zur Richtung des Kontaktpfades im Vorgabepunkt py gewdhlt, und zwar auch
gleichmiBig fiir das ganze Gitter. Alle Gitterlinien orthogonal zu der Gerade in Richtung
des Kontaktpfades werden von der Variation durch die Freiheitsgrade gleich verschoben.
Dabei erhilt man fiir die 4 Gitterlinien parallel zur besprochenen Gerade jeweils ein Vek-
tor. Zusitzlich dazu ist die ganze Eingriffsfliche verschiebbar mit einem fiinften Vektor.
Damit ergeben sich insgesamt 15 Freiheitsgrade fiir die Optimierung.

In Abbildung 4.12 ist das Ergebnis der Optimierung zu sehen. Die maximalen Pressungs-
werte haben sich um mehr als 40% verringert, wiederum auf Kosten der Gesamtiiberde-
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Abbildung 4.12.: Optimierte Hypoid-Verzahnung

ckung. Man kann an der Eingriffsfliche auch erkennen, dass die Lage der Flache ginz-
lich veridndert hat. Die Eingriffsfliche ist deutlich langgezogener und ist in positiver z-
Richtung verschoben.
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5. Ausblick

Eine noch weitgehend ungeloste Frage ist die wirtschaftliche Herstellbarkeit von belie-
bigen Flankengeometrien. Es gibt Verfahren, mit denen sich beliebige Zahnrider produ-
zieren lassen. Mit GieBen oder Sintern ist es moglich, beliebige Geometrien herzustellen.
Das schrinkt die Materialwahl aber ein und die so hergestellten Zahnriader haben meist
geringere Tragfihigkeit [24].

Als Beispiel soll die Produktion von stark beanspruchten Stirnrddern mit Frasern genauer
analysiert werden. Mit Finger- oder Profilfrasern lassen sich eine Vielzahl von Verzah-
nungen produzieren. Das sind sogenannte Einzelteilverfahren, da jede Zahnliicke seperat
gefrist wird. Das Fingerfrifen ist zudem ein sehr zeitaufwendiger Prozess, da ein kleiner
Friaskopf benutzt wird. Der Nachteil des Profilfrisens ist, dass fiir jede Zahngeometrie ein
spezielles Werkzeug gefertigt werden muss.

Stand der Technik ist mit spezialisierten Maschinen Verzahnungen in hohen Stiickzahlen
zu produzieren. Der GroBteil der Strinrdder wird mit sogenannten Wilzfriasern erzeugt.
Dieses Verfahren ist kontinuierlich, es werden in einem Arbeitsgang ohne Absetzen alle
Zihne erzeugt. AuBerdem ist es beim Wilzfrisen moglich mit einem Werkzeug unter-
schiedliche Zahnrider zu erzeugen. Diese beiden Faktoren fiihren dazu, dass dieses Ver-
fahren wirtschaftlicher ist als die anderen schon erwihnten Friasverfahren [24]. Die Fein-
bearbeitung nach dem Hirten der Zahnréder erfolgt oft mit einem verwandtem Verfahren,
dem Wilzschleifen. Dabei werden auch alle Zdhne kontinuierlich mit einer Schleifschne-
cke geschliffen.

Fiir andere Verzahnungstypen gibt es jeweils spezielle Verzahnungsmaschinen. Fiir Ke-
gel- und Hypoidriader beispielsweise gibt es Maschinen, die sowohl kontinuierlich als
auch im Einzelteilverfahren fertigen konnen. Diese Maschinen haben speziell fiir die-
sen Zweck gewihlte Achslagen. Die Voreinstellungen und die Maschinenverfahrwege zu
berechnen, um eine gegebene beliebige Zahngeometrie zu fertigen, ist ein ungelostes Pro-
blem.

Fiir die Herstellung eines Wilzfriserprofils bzw. dem Profil einer Wilzschleifscheibe
wird im Folgenden ein Verfahren vorgestellt, das die Konstruktion eines Werkzeuges
ermoglicht beziehungsweise Problemstellen der Verzahnung kennzeichnet:

Ein Wilzfréser ist ein schneckenartiges Werkzeug, das so konstruiert ist, dass es einer

Verzahnung Zahnstange mit Stirnrad entspricht. Das Profil des Wilzfrisers wird bestimmt
durch das Bezugsprofil des Strinrades. Das ist das Profil einer Zahnstange, dass tangen-
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5. Ausblick

tial zum Stirnrad verschoben wird. Wird gleichzeitig das Stirnrad mit einer definierten
Geschwindigkeit rotiert, abhéngig von der Translationsgeschwindigkeit der gedachten
Zahnstange, so entsteht eine Verzahnung Zahnstange-Zahnrad. Diese Verzahnung erfiillt
wieder ein Verzahnungsgesetz, das im Folgenden aufgestellt wird.

Die beiden Bewegungen sind eine Translation in Richtung b; mit Geschwindigkeit v und
eine Rotation um die Achse ay + Aby mit Winkelgeschwindigkeit @, = 1. Sei y; ein Punkt
des Bezugsprofils und n; die Flankennormale an diesem Punkt. y; sei der dazu konjugierte
Punkt auf dem Zahnrad mit der Flankennormale 7, an diesem Punkt.

Wie in [18] dargestellt, gilt wieder, dass die Flankennormalen senkrecht zur Relativge-
schwindigkeit sein miissen.
<n,~,vb1—b2>< (x—a2)> (5.1)

Eine Zusatzbedingung analog zu (3.4) ist fiir diesen Fall nicht notwendig, da die beiden
Bewegungen nicht abhingig voneinander sind. Das liegt daran, dass im Herstellprozess
beide Wiilzpartner angetrieben werden.

Damit lassen sich nun 2 Verfahren konstruieren. Einmal um aus dem Bezugsprofil der
Zahnstange einen Zahn des Zahnrades zu erzeugen oder um aus dem Zahnrad das zu-
gehorige Zahnstangenprofil zu berechnen.

Die Herangehensweise ist analog zu der Herangehensweise in [18]: Nach Verschieben um
einen bestimmten Faktor Avb| des Bezugsprofils und gleichzeitiger Rotation des Zahnra-
des um den Winkel A soll das Verzahnungsgesetz erfiillt sein. Nach Riickrotation um den
Winkel A erhilt man das gesuchte Zahnrad:

y2 =ay+ Dy, (—A)(y1 +vAb| — ay) (5.2)

Durch die Translation veridndert sich die Normale der Flanke nicht. Es folgt also:

0= (n1,vb; — by X (y1 +vAb| — a3))
= <n1,vb1 —b2 X (y1 —a2)> — <n1,b2 X va1> (5_3)

(n1,vby — by x (y1 — a))
<I’l 1, bz X Vb1>

Die Konstruktion eines Zahnrades mit einer Zahnstange bzw. mit einem Wilzfréser ist

eindeutig bestimmt, solange der Nenner nicht O ist. Das ist der Fall, wenn »; und b,

parallel sind. Das stellt keine sinnvolle Wahl fiir ein wilzendes Verfahren, da die Schneide

in Achsrichtung des Zahnrades bewegt wird, um die sich das Werkstiick dreht.

—~ A= 5.4

Die zweite Moglichkeit fiir eine Null im Nenner ist, dass n; senkrecht zu by X vby ist.
Dann ist eine andere Achslage bzw. ein anderes Bezugsprofil zu wihlen.

Ausgehend von einer Flanke des Zahnrades kann man auch das zugehorige Bezugsprofil
berechnen. Beginnend mit einem Flankenpunkt y, mit Normale n; erhélt man:
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y1 = a2+ Dy, (A)(y2 — az) — vAb; (5.5)

0= (D, (A)(n2),vb1 — b2 X (Dp, (A)(y2 — a2))
= (Dp, (8)(n2),vb1) — (D, (A) (n2),b2 X (Dp, (A) (y2 — a2))
= (Dp,(A)(n2),vb1) — (n2,b2 X (y2 — a2))
= COSA((nz,b1> — <n2,b2><b2,b1>)

. 1
—I—SlIlA(bz X nz,b1> + <n2,b2><b2,b1> — ;<n2,b2 X (y2 —a2)> (5.6)

Diese Gleichung hat die Gestalt A + BcosA + CsinA = 0. Diese ist abhingig von den
Faktoren A,B,C 16sbar:

A=arg (—ABiC B2+ (2 — A2, _ACFBVB +C2—A2> (5.7)

Mit der Argumentsfunktion

arctan falls x >0
n+arctan fallsx <0
arg(x,y) =43 fallsx=0undy >0 (5.8)
-3 fallsx=0undy <0
 beliebig flirx=y=0

Falls B>+ C? > A? gibt es mindestens eine Losung und damit lisst sich fiir beliebige
Zahnrader ein Bezugsprofil ausrechnen. Dieses Bezugsprofil ldsst sich wie beschrieben in
ein Herstellwerkzeug umrechnen, mit dem dann das gewiinschte Zahnrad gefertigt werden
kann. Das Besondere daran ist, dass dieser Algorithmus nicht auf Flanken beschrinkt ist,
sondern sich auch auf den FuB3, also die komplette Zahnliicke anwenden lésst. Die gesamte
Liicke muss dann allerdings glatt sein. Es muss an jedem Punkt eine eindeutige Normale
definiert sein.

Besonders zu beachten ist, dass die berechneten Flanken bzw. Bezugsprofile nicht un-
bedingt regulidre Kurven (Vgl. Abschnitt 2.1) sind. Falls singulédre Punkte auftreten, kann
man daraus ableiten, dass diese Verzahnung mit dieser Translationsgeschwindigkeit v und
den Abstinden nicht wilzfrisbar ist.
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A. Matlab Quellcodes

Im folgenden Anhang befindet sich der Quellcode zum MATLAB [23] Programm, dass
zur Optimierung benutzt werden kann. Die ausgewihlten Ergebnisse in Abschnitt 4.7
werden auch damit berechnet. Die Datei main.m wird aufgerufen, diese liest die Datei
eingabe.fleo ein. Darin stehen die Verzahnungsachsen, Fundamentalzellen und die Einga-
bedaten fiir die Nebenbedingungen. Die Nebenbedingungen werden in fg_nl.m berechnet.
Mit der Datei fg_output.m werden die Flanken berechnet und damit wird die Zielfunktion
pressung.m aufgerufen.

A.1. main.m

function main
filepath = (’../work/config.dat’);

fid = fopen(filepath);
if (fid==-1)
error ('config.dat.nicht_lesbar’);

end
nol = O;
while 1
tline = fgetl (fid);
if tline == -1
break
end
nol = nol+1;
end

fclose (fid);
fid = fopen(filepath);
lines = cell(nol,1);

for 1 = 1:nol
lines{i,l} = fgetl(fid);

end

fclose (fid);
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for j = 1:nol
active_line = lines{j,1};
if length(active_line)>10
varname = ’INPUT_opt.=_";
if stremp(active_line (1:length(varname)),varname)
input_opt = (active_line (13:length(active_line)
)
end
end
end

for j = 1:nol
active_line = lines{j,1};
if length(active_line)>10
varname = OUTPUT_ opt.=.";
if strecmp(active_line (1:length(varname)),varname)
output_opt = (active_line (14:length(active_line
))) s
end
end
end
input_opt
[data] = einlesen(input_opt);

expo=0;

al=data.al ’;

a2=data.a2 ’;

bl=data .bl ’;

bl=bl/norm(bl) ;

b2=data .b2 ’;

b2=b2 /norm(b2) ;

nl=abs(data .ZAEHNEZAHL (1)) ;
n2=abs(data .ZAEHNEZAHL(2) ) ;
Num=data .PUNKTEDICHTE (1) ;
Num_wr=data .PUNKTEDICHTE(2) ;
len_param=data . FREIHEITSGRADE(1) ;
len_wr=data . FREIHEITSGRADE (2) ;
opt=data . OPTIMIERUNG;

b=data .ZAHNBREITE(2) ;
Points_1=data . FUNDAMENTALZELLE_ 1;
Points_l=reshape(Points_1 ,2,4);
Points_2=data . FUNDAMENTALZELLE 2;
Points_2=reshape (Points_2 ,2,4);
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k_min=data . UEBERDECKUNG_MIN;
width_min=data . KOPFZAHNDICKE_MIN ;
betas=data .SCHR WINKELVERLAUF/180x pi ;
alpha=data . BETREINGRIFFSWINKEL./180 x pi ;
hypoid_p=data . HYPOID_P’;
if mod(len_param ,2)==
len_param=Ilen_param+1;
end
if (numel(alpha)==1)
start_params=alphaxones(len_paramxlen_wr,1);
else
start_params=zeros(len_wrxlen_param ,1);
for i=1:len_wr
start_params ((i—1)xlen_param+1:ixlen_param )=alpha (i
)xones (len_param ,1) ;
end
end
min_params=zeros (len_wrxlen_param ,1) ;
for i=1:len_wr
min_params (len_wr*(i—1)+1)=5/180x*pi;
end
max_params=50/180x pixones (len_param=x*len_wr ,1);
nu=nl/n2;
blnb2=bl—nux*xb2;
wr=blnb2/norm(blnb2) ;

if norm(cross(bl,b2))<le—10
d = al—-a2; %bzw cross(bl,b2);
% wp=[0,;0,0]
if all(bl==b2)
wp=al+(al—a2)*(nl/(n2—nl));

% cross (bl ,wp—al )—nuxcross (b2 ,wp—a2)
else
wp=al+nl/(nl+n2)x(a2—al);
end
schnitt=0;
else

d=cross (bl ,b2);

if ((al—a2)’xd<=le—10)
Y%Berechne Achsschnittpunkt
q=[—bl b2]\(al—-a2);
YDSchnittpunkt
schnitt_p=al+q(1l)x*bl;
wp=schnitt_p;
wil=f1 (wp);
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wi2=12 (wp) ;
wl=min ([ wfl wf2])+1;
pP=Wp+Wr;

wil=f1(p);
wi2=f2(p);
w2=min ([ wfl wf2])+1;

while w2<=—1
wil=f1(p);
wi2=f2(p):
w2=min ([ wfl wf2])+1;
pn=p—(p—wp) / (W2—w1) xw2;

| w2>=1

Wp=p ;
p=pn;
wl=w2;
end
pl=wp;

vv=pl—schnitt_p;
vv=vv/norm(vv) ;

p2=bxvv+pl;

Wp=p2;

wl=min ([ f1 (wp) f2(wp)]) +1;
pP=Wp+Wwr;

w2=min ([ f1(p) f2(p)]) +1;
while w2>=1 || w2<=-1

w2=min ([ f1 (p) f2(p)])+1;
pn=p—(p—wp) / (W2—w1) xw2;
Wp=p;
p=pn;
wl=w2;
end
p2=wp;
vv=p2—pl;
schnitt=1;
else
% hypoid
schnitt=2;
r=cross (bl ,hypoid_p—al)—nuxcross (b2, hypoid_p—a2);
wr=bl—nuxb2 ;
n=r;
nN=n/norm(n) ;
lambda=—nN’x* cross (bl , hypoid_p—al)/(nN’xr);
cs=cross (bl ,hypoid_p—al)+lambdaxr;
dl=cs/norm(cs);
d2=cross(dl,r);
d2=d2/norm(d2) ;

120



A.l. main.m

start_params=zeros (len_param=x3,1);

min_params=—10xones (len_paramx3,1);

max_params=10*xones (len_param=3,1);
end

end
d=d/norm(d) ;
rs=cross (wr,d);

CBl=[cross (bl ,[1;0;0]) cross(bl,[0;1;0]) cross(bl,[0;0;1])
I;
CB2=[cross(b2,[1;0:;0]) cross(b2,[0;1;0]) cross(b2,[0;0;1])
I3
value =0;
[srf ,sp]=create_nurb(start_params);
warning off all;
[ flank1 , flank2 ,normall ,normal2 , epsilon , press]=fg_output(al,
bl,nl,a2,b2,n2, @fl, @f2, srf ,sp ,Num) ;
g=fg_nl(al,bl,nl,a2,b2,n2, @fl,@f2,srf ,sp,k-min,width_min) ;
warning on all;
if any(q>0)
warning (’Nebenbedingung._schon_am._Startwert_verletzt..
Mindestkopfzahndicken _bzw._Mindestueberdeckung.
kleiner .waehlen’) ;
end
warning off all;
warning off MATLAB:oded45:IntegrationTolNotMet;
warning (* off’ ,’MATLAB: ode45: IntegrationTolNotMet ) ;
if opt
disp (’ Starte .Optimierung ... );
if (opt==2)
opts=optimset(’Algorithm’,’ Active—Set’,’  Display’,’
iter —detailed ’);
else
opts=optimset(’Algorithm’,  Active—Set’,’  Display’,’
final ) ;
end
[erg ,value]=fmincon( @fg_optimize , start_params
,[1.[],[]1.,[],min_params,max_params, @fg _nonlinear ,
opts) ;
value=(press—value)/press x100;
[srf ,sp]=create_nurb(erg);
[ flank1 , flank2 ,normall ,normal2 ,epsilon ,”]=fg _output(al,
bl,nl,a2,b2,n2,@f1,@f2, srf ,sp,Num) ;
end
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ausgabe (flankl , flank2 ,normall ,normal2 , epsilon , value);

function erg=fg _optimize (params)
[srf ,sp]=create_nurb (params) ;
[7,7,7,”,  ,erg]=fg_output(al ,bl,nl,a2,b2,n2,@f1,@f2, srf

end

function [erg,ceq]=fg_nonlinear (params)
ceq=0;
[srf ,sp]=create_nurb (params) ;
erg=fg_nl(al,bl,nl,a2,b2,n2,@fl,@f2, srf ,sp,k_-min,
width_min) ;
end

function [srf ,sp]=create_nurb (params)
flag=1;
while (flag "=0)
if (“schnitt)
len_wr_a=6;
params_n=[params (2:(len_param+1)/2) ;params (1) ;0;
params (1) ; params ((len_param+3)/2:len_param) |;
pnts = zeros(3,len_param+2,len_wr_a);
len_pp=1;
end_pp=0;
min_pp=0;
while 1
p=wp+wrxb/2;
if f1(p)<0
WI=—WTI ;
p=wp+wrxb/2;
if f1(p)<0
error (' Fehler_in_der_Fundamentalzelle . _
Waelzpunkt_liegt_nicht_drin’);
end
end
j-gennurb=1;
rl=sin(params_n(j_gennurb))=*d+cos(params_n (
j-gennurb) )*rs;
rl=(j_gennurb —(len_param+3)/2)x*rl;
p=p+len_ppxrl;
vall=abs (fl1 (p)*f2(p))xmax([fl(p) f2(p)]);
p=wp+wrxb/2;
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j-gennurb=Ilen_param+1;

rl=sin(params_n(j_gennurb))xd+cos(params_n (
j-gennurb))*rs;

rl=(j_gennurb —(len_param+3)/2)x*rl;

p=p+len_ppxrl;

val2=abs (fl1 (p)*xf2(p))*max([fl (p) f2(p)]);

val=abs(vallxval2)smax([ vall val2]);

if val>0
if min_pp==
break
else
end_pp=1;
len_pp=2«len_pp;
end
else
if end_pp==
break ;
else
min_pp=1;
len_pp=len_pp/2;
end

end
end
len_pp=len_pp*2-expo;
for iter_gennurb=1:len_wr_a
p=wp+wrx(1—1le—6)xbx(iter_gennurb —1)/(len_wr_a
—1);
for j_gennurb=1:len_param+2
rl=sin(params_n(j_gennurb))*d+cos(params_n(
j-gennurb ) )*rs;
rl=(j_gennurb —(len_param+3)/2)x*rl;
pnts (:,j_gennurb ,iter_gennurb )=p+len_ppx*rl;
end
end
knots{1} = [0 O linspace(0,0.5,(len_param+1)/2)
linspace (0.5,1 ,(len_param+1)/2) 1 1]; % knots
along u
knots{2} = [zeros(l,len_wr_a) ones(l,len_wr_a)]; %
knots along v
sp=[0.5%xones (1 ,Num_wr) ;linspace (2xeps,l —2xeps,
Num_wr) |;
elseif (schnitt==1)
if (len_wr==1)
len_wr_a=6;
params_n=[params (2:(len_param+1)/2) ;params (1)
;0; params (1) ; params ((len_param+3)/2:
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len_param) ];
len_pp=1;
end_pp=0;
min_pp=0;
vv=p2—pl;
rs_fac=norm(vv)/norm(pl);
v_fac=linspace (0,1 ,len_wr_a);

while 1
p=pl+0.5%xvv;
j-gennurb=1;

rl=sin(params_n(j_gennurb))*rs+cos(params_n
(j_gennurb))=xd;
rl=(j_gennurb —(len_param+3)/2)x*rl;
p=p+len_ppxrl «(1+0.5%xrs_fac);
vall=max ([ f1(p) f2(p)]);
p=pl+0.5%xvv;
j-gennurb=Ilen_param+1;
rl=sin(params_n(j_gennurb))*rs+cos(params_n
(j-gennurb ) )x*d;
rl=(j_-gennurb —(len_param+3)/2)x*rl;
p=p+len_ppx*rl «(1+0.5xrs_fac);
val2=max ([ fl (p) f2(p)]);
val=max ([ vall val2]);
if val>0
if min_pp==1
break
else
end_pp=1;
len_pp=2x«len_pp;
end
else
if end_pp==1
break ;
else
min_pp=1;
len_pp=len_pp/2;
end
end
end
len_pp=len_pp *2~expo;

for iter_gennurb=1:len_wr_a
p=pl+v_fac(iter_gennurb )xvv;
for j_gennurb=1:len_param+2
rl=sin(params_n(j_gennurb))*xrs+cos(
params_n(j-gennurb))=xd;
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rl=(j_gennurb —(len_param+3)/2)x*rl;
pnts (:,j_gennurb ,iter_gennurb )=p+rlx
len_ppx*(l+rs_facxv_fac(iter_gennurb)
)
end
end
knots{1} = [0 O linspace (0,0.5,(len_param+1)/2)
linspace (0.5,1,(len_param+1)/2) 1 1]; %
knots along u
knots{2} = [zeros(l,len_wr_a) ones(l,len_wr_a)
1
sp=[0.5%xones (1 ,Num_wr) ;linspace (1/(Num_wr+2)
,1 =1/(Num_wr+2) ,Num_wr) |;
else
params_a=reshape (params,len_param ,len_wr) ’;
params_a=[params_a (:,2:(len_param+1)/2)
params_a(:,1) zeros(len_wr,l) params_a(:,1)
params_a (: ,(len_param+3)/2:len_param) |;
len_pp=1;
end_pp=0;
min_pp=0;

while 1
p=pl+0.5xvv;
j-gennurb=1;
rl=sin(params_a((len_wr+1)/2,j_gennurb))=*rs
+cos(params_a((len_wr+1)/2,j_gennurb))x*d

rl=(j_gennurb —(len_param+3)/2)x*rl;

p=p+len_ppxrl;

vall=max ([ fl(p) f2(p)]);

p=pl+0.5xvv;

j-gennurb=Ilen_param+1;

rl=sin(params_a ((len_wr+1)/2,j_gennurb))xrs
+cos(params_a((len_wr+1)/2,j_gennurb))x*d

rl=(j_gennurb —(len_param+3)/2)x*rl;
p=p+len_ppx*rl;

val2=max ([ f1(p) 2(p)1);
val=max ([ vall val2]);

if val>0
if min_pp==1
break
else
end_pp=1;

len_pp=2«len_pp;
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end
else
if end_pp==
break ;
else
min_pp=1;
len_pp=len_pp/2;
end
end

end
len_pp=len_pp *2~expo;
for iter_gennurb=1:len_wr

vv=p2—pl;
v_fac=linspace (0,1,len_wr);
p=pl+v_fac(iter_gennurb )xvv;
for j_gennurb=1:len_param+2
rl=sin(params_a(iter_gennurb ,j_gennurb)
)xrs+cos(params_a(iter_gennurb ,
j-gennurb ) )x*d;
rl=(j_gennurb —(len_param+3)/2)x*rl;
pnts (:,j_gennurb ,iter_gennurb )=p+rlx
len_pp :%x(l+rs_facxv_fac(
iter_gennurb));
end
end

knots{1} = [0 O linspace (0,0.5,(len_param+1)/2)
linspace (0.5,1,(len_param+1)/2) 1 1]; %
knots along u
knots{2} = [zeros(l,len_wr) ones(l,len_wr)];
sp=[0.5%xones (1 ,Num_wr) ;linspace (1/Num_wr,1 —1/
Num_wr, Num_wr) ];
end
elseif (schnitt==2)
9HYPOID
len_pp=1;
len_qq=1;
end_pp=0;
min_pp=0;
end_qq=0;
min_qq=0;
while 1
p=hypoid_p+len_pp=x*dl;
vall=abs (fl1 (p)*f2(p))«xmax([fl(p) f2(p)]);
p=hypoid_p—len_pp=*d2;
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val2=abs (fl1 (p)*f2(p))sxmax([fl1(p) f2(p)])
val=abs(vallxval2)«max([ vall val2]);
if val>0
if min_pp==
break
else
end_pp=1;
len_pp=2x«len_pp;
end
else
if end_pp==
break ;
else
min_pp=1;
len_pp=len_pp/2;
end
end
end
len_pp=len_pp *2-expo;
while 1
p=hypoid_p+len_qq=*d2;
vall=abs(fl1(p)*f2(p))*max([fl(p) f2(p)]);
p=hypoid_p—len_qq=*d2;
val2=abs (fl1 (p)«f2(p))«xmax([fl(p) f2(p)]);
val=abs(vallxval2)sxmax([ vall val2]);
if val>0
if min_qq==1
break
else
end_qq=1;
len_qq=2xlen_qq;
end
else
if end_qq==
break ;
else
min_qq=1;
len_qq=len_qq/2;
end
end
end
len_qq=len_qq *2"expo;
params_n=reshape (params,3,len_param);
for iter_gennurb=1:len_param
for j_gennurb=1:len_param

A.l. main.m

b
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end

pnts (:,j_gennurb ,iter_gennurb )=hypoid_p+(
iter_gennurb —ceil (len_param/2))/
len_paramsx*len_ppx*xdl+(j_gennurb—ceil (
len_param/2))/len_param=xlen_qqx*d2+
params_n (:,iter_gennurb);
end
end
knots{1}=[0 O linspace(0,0.5,(len_param —1)/2)
linspace (0.5,1,(len_param —1)/2) 1 1];
knots{2}=knots {1};
sp=zeros (2 ,Num_wr) ;
for iter_gennurb=1:Num_wr
sp(:,iter_gennurb)=[0.5+b/4/len_pp *(
iter_gennurb )/Num_wr;0.5+b/2/1len_qq *(
iter_gennurb )/Num_wr];
end
end
srf = nrbmak(pnts , knots);
[sp,flag]=create_sps(srf,h6 betas ,sp);
if (“flag)
break ;
end
if expo>20
error (" Eingriffsfeld .zu_Bgro.._Ist._der.
Schraegungswinkel _sehr._Bgro?’);
end
expo=expo+1;
end

function [sp,iterate]|=create_sps(srf,h betas ,sp)
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dsrf=nrbderiv (srf);
iterate =0;
for iter_sp=1:length(betas)
if betas(iter_sp)™= 0
options=odeset(’RelTol’,1le—6,  Events’, @events) ;
warning off all
warning off MATLAB:oded45:IntegrationTolNotMet;
warning (’ off’ , "MATLAB: ode45 :
IntegrationTolNotMet )
[tends ,yends |=oded4S5( @starter3 ,[0 —betas(iter_sp
)],sp(:,iter_sp)’,options);
if ((tends(end)>(—betas(iter_sp)+eps)) || (
iterate "=0))
iterate =1;
break ;
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end
sp(:,iter_sp)=yends(end,:) ’;
end
end
function tau=starter3 (7,tau)
if any(tau(1:2)>1) || any(tau(1:2)<0)
tau(tau(1:2)>1)=1—eps;
tau(tau(1:2) <0)=eps;
iterate =1;
% error(’Aus EF rausgelaufen ’);
end
[y, de] = nrbdeval(srf, dsrf, {tau(l), tau(2)});
Dl=[de{1} de{2}];
n=cross(DJ(:,1) ,DJ(:,2));
norm_n=norm(n) ;
nN=n/norm_n;

bl1x=CBlx*(y—al);
b2x=CB2x(y—a2);
r=blx—nux*xb2x;
if norm(r)<le—5
cs=blx;
cs=cs —(cs ’*nN) *nN;
else
lambda=—nN’*blx/(nN’*r) ;
cs=blx+lambdaxr;
end
if iterate
tau (1:2)=0xtau(1:2);
else
tau (1:2)=DJ\cs;
end
end
function [value ,terminate ,direction]=events (™, tau)
value (1)=min(tau (1:2)) —0.01;
value (2)=0.99 —max(tau (1:2));
terminate=[1 1]’;
direction=[0 0]’;
value=value ’;
end
end

function erg=fl(x)
Y%liegt x in der konvexen Huelle von Points_1I
conn=x—al ;
x_new (1)=conn’xbl;
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x_new (2)=norm(conn—x_new (1) xbl) ;
erg=in_ch (Points_1 ,x_new’) ;
end

function erg=f2(x)
YDliegt x in der konvexen Huelle von Points_2
conn=x—a?2;
x_new (1)=conn’xb2;
x_new (2)=norm(conn—x_new (1) *b2) ;
erg=in_ch (Points_2 ,x_new’) ;
end

function erg=in_ch(Points ,hx)
m=length (Points);
left=zeros(m,1) ;
Side=zeros (2 ,m) ;
Con_x=zeros (2 ,m);
for iter_inch=1:m-1

Side (:,iter_inch)=Points (:,iter_inch+1)—Points (:,

iter_inch);
Con_x(:,iter_inch)=x—Points (:,iter_inch);
end
Con_x (: ,m)=x—Points (: ,m) ;
Side (: ,m)=Points (: ,1)—Points (: ,m) ;
for iter_inch=1:m
left(iter_inch)=det ([ Side (:,iter_inch) Con_x(:,
iter_inch)]);
end
erg=min(left)s«max(left);
end
end

A.2. Eingabedatei eingabe.fleo

$ ANFANG

$ GEOMETRIEDATEN_OPTIMIERUNG

OPTIMIERUNG =1
PUNKTEDICHTE = 50 20
FREIHEITSGRADE =51
$ ACHSLAGE

al = [ 0 36.6 0 ]
bl = 001 ]
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a2 = [ 0 =549 0 ]
b2 = [ 00 —1 ]

$ VERZAHNUNG

BETREINGRIFFSWINKEL = 22.43897

ZAEHNEZAHL = 16 24

SCHR_WINKELVERLAUF =[00.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
0.8 09 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 ]

ZAHNBREITE = 14 14

FUNDAMENTALZELLE 1 = [ 0 34.1245 0 41.225 14 41.225
14 34.1245 ]

FUNDAMENTALZELLE 2 = [ —14 52.0005 —14 59.175 0
59.175 0 52.0005 ]

UEBERDECKUNG_MIN = 1.1

KOPFZAHNDICKE_MIN = 0.5 0.6

$ HYPOID

HYPOID P = [ ]

$ ENDE

A.3. Nebenbedingung fg nl.m

function erg=fg_nl(al,bl,nl,a2,b2,n2,fl,f2,srf,start_points
,k_min , width_min)

warning off all;

warning off MATLAB:oded45: IntegrationTolNotMet;

warning (’ off’ ,’MATLAB: ode45: IntegrationTolNotMet )

if abs(det([bl b2 al—a2]))>le-5
tooth_type=1.5;

else
tooth_type=1;

end

nu=nl/n2;

CBl=[cross (bl ,[1;0;0]) cross(bl,[0;1;0]) cross(bl,[0;0;1])
I;

CB2=[cross (b2 ,[1;0;0]) cross(b2,[0;1;0]) cross(b2,[0;0;1])
I3

blnb2=bl—nux*xb2;

CBINB2=[cross (blnb2 ,[1;0;0]) cross(blnb2 ,[0;1;0]) cross(
blnb2 ,[0;0;1]) ];

dsrf = nrbderiv(srf);

ddsrfl=nrbderiv (dsrf{1});
ddsrf2=nrbderiv (dsrf{2});
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D=pi/2;
len_sp=size(start_points ,2);
start_points_u=zeros(5,len_sp);
for i=1:len_sp
[a,b]=nrbdeval (srf ,dsrf,{start_points(l,i) start_points
(2,1) 1)
DI=[b{1} b{2}];
if i7=1
dxO=start_points (1:2,1i)—start_points (1:2,i—1);
else
dxO=start_points (1:2,i+1)—start_points (1:2,1);
end
dx0=DJ*dx0;
dx0=dx0/norm(dx0) ;
start_points_u (:,i)=[start_points (:,1);dx0];
end

options=odeset(’Events’,@events, ’RelTol’ ,1e—6);

len_

tau=size (start_points_u ,2);

kd_s=zeros(len_tau ,1);
Solvl=cell (len_tau ,1);
Solv2=cell (len_tau ,1);
tc_min=zeros (len_tau ,1);
tc_max=zeros (len_tau ,1);
tca_min=zeros (len_tau ,1);
tca_max=zeros (len_tau ,1);
tcb_min=zeros(len_tau ,1) ;
tcb_max=zeros(len_tau ,1) ;
u_dabei=zeros(len_tau ,1);
startkO=zeros(len_tau ,1);

for
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u=1:len_tau

warning off all

warning off MATLAB:oded45:IntegrationTolNotMet;

warning (’off >, ’MATLAB: ode45 : IntegrationTolNotMet )
soll=o0de45( @starter ,[0 —D],start_points_u (:,u),options)
warning off all

warning off MATLAB: oded45: IntegrationTolNotMet ;

warning (’ off >, "MATLAB: ode45 : IntegrationTolNotMet )
sol2=0de45( @starter ,[0 D], start_points_u(:,u),options);

iel=soll .ie;
ie2=s0l2 .1¢e;
Solvl{u}=soll;
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Solv2{u}=so0l2;
start=events (0, start_points_u(:,u));
start=start (1) ;
if start >0
u_dabei(u)=1;
if isempty(iel)
tc_min(u)=soll .x(end) ;
elseif any(iel ==3)
tc_min(u)=0.99xso0ll .xe(1);
else
tc_min(u)=soll .xe(1);
end

[7,7,kl1,k2,7,"]=calc_flanc (start_points_u (:,u));
kd_s(u)=sign(kl—-k2);
if isempty(ie2)
tc_max (u)=sol2.x(end);
elseif any((ie2==3))
tc_max(u)=0.99xso0l2 .x(end) ;
else
tc_max (u)=sol2.x(end);
end
elseif start <0
if any(iel==2)
k_entry =0;
k_out=0;
for j_entry=1:length(iel)
if (iel(j_entry)==2) && (k_entry==0)
k_entry=j_entry ;
end
if (iel(j_entry)™=2) && (k_entry~"=0)
k_out=j_entry ;
end
end
startkO (u)=1;
u_dabei(u)=1;
if (k_out==0)
tca_min(u)=soll .x(end) ;
else
tca_min(u)=soll .xe(k_out);
end
tc_min(u)=tca_min(u);
tca_max (u)=soll .xe(k_entry);
tc_max (u)=tca_max(u);
p-entry=soll .ye(:,k_entry);
[7,7,kl1,k2,7,"]=calc_flanc (p-entry);
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kd_s(u)=sign(kl—-k2);

end
if any(ie2==2)
k_entry =0;
k_out=0;
for j_entry=1:length(ie2)
if (ie2(j_entry)==2) && (k_entry==0)
k_entry=j_entry ;
end
if (ie2(j_entry)™=2) && (k_entry~"=0)
k_out=j_entry ;
end
end
if u_dabei(u)==
startkO (u)=2;
else
startkO (u)=1;
tc_min(u)=sol2.xe(k_entry);
end

u_dabei(u)=1;
if (k_out==0)

tcb_max (u)=sol2.x(end);
else

tcb_max (u)=sol2.xe(k_out);
end
tcb_min(u)=sol2.xe(k_entry);
tc_max (u)=tcb_max(u);
p-entry=sol2.ye(:,k_entry);
[7,7,kl1,k2,7,"]=calc_flanc (p_entry);
if kd_s(u) =sign(kl—-k2)

u_dabei(u)=0;

end
kd_s(u)=sign (kl—-k2);
end
end
end
first_u=0;
last_u=0;

for index_u=1:length(u_dabei)
if u_dabei(index_u)==
if first_u==0
first_u=index_u;
end
else
if first_u
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last_u=index_u —1;
break ;
end
end
end
if “last_u
last_u=length (u_dabei);
end
kappa_ind=ceil ((last_u—first_u)/2)+first_u;
if u_dabei(kappa_ind) =1
for j_dabei=1l:size(start_points ,2)
if u_dabei(j_dabei)==1
kappa_ind=j_dabei;
break ;
end
end
end
kappa_vz=kd_s (kappa_-ind);
u_dabei=((kd_s==kappa_vz) + u_dabei)==2;
for index_u=kappa_-ind:—1:1
if u_dabei(index_u) =1
first_u=index_u+1;
break ;
end
end
for index_u=kappa_ind:length (u_dabei)
if u_dabei(index_u) =1
last_u=index_u —1;
break ;
end
end
if last_u"=length(u_dabei)
u_dabei(last_u+1:end)=0;
end
if first_u"=1
u_dabei(1:first_u —1)=0;
end
delta_min=max(tc_max (u_dabei==1));
delta_max=min(tc_min(u_dabei==1));

for index_u=first_u:last_u
if startkO(index_u)™=2
if tc_min(index_u)<delta_min
delta_min=tc_min (index_u);
end
if tc_max(index_u)>delta_max
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delta_max=tc_max (index_u);
end
end
end
for index_u=first_u:last_u
if startkO(index_u)==
if abs(tcb_min(index_u)—delta_min)+abs(tcb_max(
index_u)—delta_max )<=abs(tca_min(index_u)—
delta_min )+abs(tca_max (index_u)—delta_max)
tc_min(index_u)=tcb_min (index_u);
tc_max (index_u)=tcb_max (index_u);
else
tc_min(index_u)=tca_min(index_u);
tc_max (index_u)=tca_max (index_u) ;
end
end
end
t_min=min(tc_min(u_dabei==1));
t_max=max(tc_max (u_dabei==1));
k=(t_max—t_min)/2/pixnl;

k=k_min—k;
y_min=[];
y-max =[];
z_min=[];
z_max=[];
%

for u=1:len_tau
if u_dabei(u)==
delta=[tc_min(u) tc_max(u) ];
if delta(1)<0
a_min=deval (Solvl{u},delta(1l));
else
a_min=deval (Solv2{u},delta(l));
end
x_min=nrbeval (srf ,{a_min(1l), a_min(2)});
yl=arr_plus (al,drehung(—delta(1l),bl,arr_plus(—al,
Xx.min)));
zl=arr_plus (a2 ,drehung(—nuxdelta (1) ,b2,arr_plus(—a2
,X_min)));
y_min=[y_min yl ];
z_min=[z_min zl ];
if delta(2)<0
a_max=deval (Solvl{u},delta(2));
else
a_max=deval (Solv2{u},delta(2));
end
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x_max=nrbeval (srf ,{a_max (1), a_max(2)});

yl=arr_plus (al ,drehung(—delta(2),bl,arr_plus(—al,
X_-max)));

zl=arr_plus (a2 ,drehung(—nuxdelta(2) ,b2,arr_plus(—a2
,X_max))) ;

y_-max=[y_max yl];

z_max=[z_max zl];

end
end
function [phi,norms]= compute_norm_phi(points ,reference ,
b_richt)
len=size (points ,2);

norms=zeros (len ,1);
phi=zeros(len,1);

for

end
end

if -

iter_cn=1:len

points (:,iter_cn)=points (:,iter_cn)—points (:,iter_cn)  x
b_richtxb_richt;

norms(iter_cn )=norm( points (:,iter_cn));

points (:,iter_cn)=points (:,iter_cn)/norms(iter_cn);

phi(iter_cn)=real (acos(reference '« points (:,iter_cn)));

isempty (y_min)
y_max=arr_plus(—al ,y max);
y_min=arr_plus(—al ,y_min);
ref=y_max (:,1);
ref=ref—ref "«blxbl;
ref=ref/norm(ref);
ref=cross (bl ,ref);
[phi_min ,n_min]=compute_norm_phi(y_min,ref ,bl);
[phi_max ,n_max]=compute_norm_phi(y_-max,ref ,bl);
if max(n_max)>max(n_min)
maximum=max(n_max ) ;
else
maximum=max(n_min) ;
end

phi_line=max ([ max(phi_min)—min(phi_min) max(phi_max)—
min ( phi_max)]) ;

phi_diff=max([ phi_max; phi_min ])—min ([ phi_max ; phi_min])—
phi_line;

phi_kopf=width_min (1) /maximum;
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l=phi_kopf/2+phi_diff —tooth_typex*xpi/nl;

z_max=arr_plus(—a2,z_max);
z_min=arr_plus(—a2,z_min);
ref=z_max(:,1);

ref=ref —ref "«b2xb2;
ref=cross (b2, ref);
ref=ref/norm(ref);

[phi_min ,n_min]=compute_norm_phi(z_min,ref ,b2);
[phi_max ,n_max]=compute_norm_phi(z_max,ref ,b2);

if max(n_max)>max(n_min)
maximum=max(n_max ) ;
else
maximum=max(n_min) ;
end
phi_line=max([max(phi_min)—min(phi_min) max(phi_max)—
min( phi_max)]) ;
phi_diff=max([ phi_max ; phi_min ])—min ([ phi_max ; phi_min])—
phi_line;
phi_kopf=width_min (2) /maximum;
p=phi_kopf/2+phi_diff —tooth_typexpi/n2;

else

0;
0

1
p=V;

end
erg=[k 1 p];
if Tisreal(erg)
error ('Nebenbedingung _Komplex ) ;
end

function tau=starter (7, tau)
if any(tau(1:2)>1) || any(tau(1:2)<0)
tau(tau(1:2) >1)=1—eps;
tau(tau(1:2) <0)=eps;
end

end
function [value ,terminate ,direction]=events (™, tau)

if any(tau(1:2)>1) || any(tau(1:2)<0)
tau(tau (1:2)>1)=1—eps;
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tau(tau(1:2) <0)=eps;
end
[y,”,kl,k2,yls,y2s,"]=calc_flanc (tau);
lambda=yls’ xy2s;
kd=k1-—k2;
value=zeros (6,1);
a=fl(y);
b=f2(y);
value (1)=min([a b]);
value (2)=value (1) ;
value (3)=lambda;
value (4)=min(tau (1:2)) —0.01;
value (5)=0.99 —max(tau(1:2));
value (6)=kd;
terminate=[1 0 0 1 1 0]’;
direction=[—1 1 0 0 0 0] ";
end
function [y,r_s ,kl,k2,yls,y2s,nN]=calc_flanc (tau)

[y, de,dde] = nrbdeval2 (srf, dsrf,ddsrfl ,h ddsrf2, {tau
(1), tau(2)});

r_s=tau,;

DJ=[de{1} de{2}];

n=cross(DJ(:,1) ,DJ(:,2));

norm_n=norm(n) ;

nN=n/norm_n;

blx=CBl*(y—al);
b2x=CB2x*(y—a2);
r=blx—nu*b2x;
blt=tau(3:5);
bltn=blt/norm(blt);
y1t=DJ\ bltn;

Ndl=cross(de{1},dde{3})+cross(dde{1},de{2});
Nd1=Ndl/norm_n;

NdI1=Nd1-NdI’ *nN=nN;
Nd2=cross(de{1},dde{4})+cross(dde{2},de{2});
Nd2=Nd2/norm_n;

Nd2=Nd2—Nd2’ *nN%nN ;

DN=[Ndl Nd2]:

dx2=DJ\ blt ;

dn=dx2/norm(blt) ;
dn=DNxdn ;

139



A. Matlab Quellcodes

140

if norm(r)<le—5

else

end

cs=blx;

cs=cs —(cs  *nN)*nN;

yls=cs—blx;

y2s=yls;

da=CB1x(dx2(1)*DJ(:,1));

da=da—da’ *nN*nN—(dx2 (1)*DN(:,1) "xblx)*nN—0.5%(nN" %
bl1x)«DN(:,1)*xdx2(1);

db=CB1x*(dx2(2)«DJ(:,2));

db=db—db’ *nN+nN—(dx2 (2)*DN(: ,2) *xblx)*nN—(nN’xblx) *
DN(:,2)*dx2(2);

xst=da+db;

ylss=(y—al) —((y—al) xbl)xbl -2«CBlxcs;

y2ss=nu”"2x((y—a2) —((y—a2) xb2)*b2)—2xnuxCB2x*cs ;

lambda=—nN’xblx/(nN’xr) ;

lambdas=(—dn’*blx—nN’*CBlxblt)/(nN xr)+(nN’*blx *(nN
"% (CBINB2xblt)+dn’xr))/(nN’xr) "2;

xst=CBlxblt+lambda *x(CBINB2xblt)+lambdasx*r;

yls=lambdaxr;

y2s=(1+lambda)x*r;

cs=blx+lambdaxr;

rs=CBINB2xcs ;

ylss=(y—al) —((y—al) ’«bl)*xbl—CBlxcs+lambdaxrs ;

y2ss=nu”"2x((y—a2) —((y—a2) xb2)*b2)—nuxCB2xcs +(
lambda+1)xrs ;

yltt=DNxylt;
ylst=xst—CBlxblt;

N=cross(yls, blt);
nN=N/norm(N) ;

blr=

cross (blt ,nN);

blr=blr /norm(blr);

BF1=

[yls blt];

warning off all;

blra=BF1\blr;

warning on all;
[I=[ylss’+«nN ylst’+«nN;ylst’«nN yltt’ «nN];
I=[yls’xyls yls’xblt;yls’xblt blt xblt];
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kl=blra’xIIxblra/(blra’xIxblra);

y2st=xst—nuxCB2xblt ;
BF2=[y2s blt];
warning off all;
blra=BF2\blr;
warning on all;
IT=[y2ss ’*nN y2st’ *nN;y2st’ *nN yltt *nN];
I=[y2s’xy2s y2s’xblt;y2s xblt blt’ xblt];

k2=blra’xIIxblra/(blra’«Ixblra);
r_s(1:2)=DJ\cs;
r_s(3:5)=xst;

end

end

A.4. Flankenberechnung fg output.m

function [flankl ,flank2 ,normall ,normal2 ,k,erg]=fg_output(al
,bl,nl,a2,b2,n2,fl1 ,f2,srf,start_points ,Num)

warning off all

warning off MATLAB:oded45: IntegrationTolNotMet;

warning (’ off ’ , ’MATLAB: ode45 : IntegrationTolNotMet )

nu=nl/n2;

CBl=[cross (bl ,[1;0;0]) cross(bl,[0;1;0]) cross(bl,[0;0;1])
I;

CB2=[cross(b2,[1;0;0]) cross(b2,[0;1;0]) cross(b2,[0;0;1])
I3

blnb2=bl—nux*xb2;

CBINB2=[cross (blnb2 ,[1;0;0]) cross(blnb2 ,[0;1;0]) cross(
blnb2 ,[0;0;1]) ];

dsrf = nrbderiv(srf);

ddsrfl=nrbderiv (dsrf{1});

ddsrf2=nrbderiv (dsrf{2});

D=pi/2;

options=odeset(’Events’,@events, ’RelTol’ ,1e—-7);
len_tau=size (start_points ,2);
start_points_u=zeros(5,len_tau);

for i=1:len_tau
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end

len_

[a,b]=nrbdeval (srf,dsrf,{start_points(l,i) start_points
(2.1) )
DJ=[b{1} b{2}1;
if i7=1
dxO=start_points (1:2,1)—start_points (1:2,1i—1);
else
dxO=start_points (1:2,i+1)—start_points (1:2,1);
end
dx0=DJ*dx0;
dx0=dx0/norm(dx0) ;
start_points_u (:,i)=[start_points (:,1);dx0];

tau=size (start_points_u ,2);

Solvl=cell (len_tau ,1);
Solv2=cell (len_tau ,1);
tc_min=zeros (len_tau ,1);
kd_s=zeros(len_tau ,1);
tc_max=zeros(len_tau ,1) ;
tca_min=zeros (len_tau ,1) ;
tca_max=zeros (len_tau ,1);
tcb_min=zeros(len_tau ,1);
tcb_max=zeros (len_tau ,1);
u_dabei=zeros(len_tau ,1);
startkO=zeros(len_tau ,1) ;
flankl=cell (len_tau ,1);
flank2=cell (len_tau ,1);
normall=cell (len_tau ,1);
normal2=cell (len_tau ,1);

for
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u=1l:len_tau

warning off all

warning off MATLAB:oded45S:IntegrationTolNotMet;

warning (’ off’ , "MATLAB: ode45: IntegrationTolNotMet )
soll=o0de45( @starter ,[0 —D],start_points_u (:,u),options)
warning off all

warning off MATLAB:ode45: IntegrationTolNotMet;

warning (’ off’ , "MATLAB: ode45: IntegrationTolNotMet )
sol2=0de45( @starter ,[0 D], start_points_u(:,u),options);

iel=soll .ie;

ie2=s0l2 .1e;

Solvl{u}=soll;

Solv2{u}=so0l2;
start=events (0, start_points_u (:,u));
start=start (1);
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if start >0
u_dabei(u)=1;
if isempty(iel)
tc_min(u)=soll .x(end) ;
elseif any(iel ==3)
tc_min(u)=0.99xsoll .xe(1);
else
tc_min(u)=soll .xe(1);
end

[7,7,kl,k2,”,"]=calc_flanc (start_points_u (:,u));
kd_s(u)=sign(kl—-k2);
if isempty(ie2)
tc_max (u)=sol2.x(end);
elseif any((ie2==3))
tc_max(u)=0.99%xso0l2 .x(end);
else
tc_max(u)=sol2 .x(end);
end
delta=linspace (tc_min(u),tc_max (u) ,Num) ;
elseif start <0
if any(iel==2)
k_entry =0;
k_out=0;
for j_entry=1:length(iel)
if (iel(j_entry)==2) && (k_entry==0)
k_entry=j_entry ;
end
if (iel(j_entry)™=2) && (k_entry~"=0)
k_out=j_entry ;
end
end
startkO (u)=1;
u_dabei(u)=1;
if (k_out==0)
tca_min(u)=soll .x(end) ;
else
tca_min(u)=soll .xe(k_out);
end
tc_min(u)=tca_min(u);
tca_max (u)=soll .xe(k_entry);
tc_max (u)=tca_max(u);
p-entry=soll .ye(:,k_entry);
[7,7,kl1,k2,7,"]=calc_flanc (p-entry);
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end

end

kd_s(u)=sign(kl—-k2);

if any(ie2==2)

end

k_entry =0;
k_out=0;
for j_entry=1:length(ie2)
if (ie2(j_entry)==2) && (k_entry==0)
k_entry=j_entry ;
end
if (ie2(j_entry)™=2) && (k_entry~"=0)
k_out=j_entry ;
end
end
if u_dabei(u)==
startkO (u)=2;
else
startkO (u)=1;
tc_min(u)=sol2.xe(k_entry);
end
u_dabei(u)=1;
if (k_out==0)
tcb_max (u)=sol2.x(end);
else
tcb_max (u)=sol2.xe(k_out);
end
tcb_min(u)=sol2.xe(k_entry);
tc_max (u)=tcb_max(u);
p-entry=sol2.ye(:,k_entry);
[7,7,kl1,k2,7,"]=calc_flanc (p_entry);
if kd_s(u)==—sign(kl—k2)
u_dabei(u)=0;
end
kd_s(u)=sign (kl—-k2);

if (startkO(u)==1)

delta=linspace (tc_min(u),tc_max(u) ,Num) ;

elseif (startkO(u)==2)

else

end

delta=[linspace(tca_min(u),tca_max (u) ,Num)
linspace (tcb_min(u),tcb_max(u) ,Num) |;

delta=zeros (Num,1) ;

d_pos=delta(delta >=0);
d_neg=delta (delta <0);
if “isempty(d_-neg)
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IT=deval (soll ,d_neg);
else

11 =[];
end

if “isempty(d_pos)
12=deval (sol2 ,d_pos);

else

12 =[];
end
I=[11 1217;

m=size (1,2);
loa=zeros (3 ,m) ;
normal=loa;
for j=1:m
tau=1(:,j);
if any(tau(1:2)>1) || any(tau(1:2)<0)
tau(tau(1:2)>1)=1—eps;
tau(tau(1:2) <0)=eps;
end
[x,DJ] = nrbdeval(srf ,dsrf, {tau(l), tau(2)});

nN=cross (DJ{1},DJ{2});

loa(:,j)=x;

r=CBlx(x—al)—nu*xCB2x*(x—a2) ;

if norm(r)<=le—5
r=nN;

else
lambda=—nN’*«CBl*x(x—al)/(nN’*r) ;
r=lambdaxr ;

end

normal (:,j)=cross(1(3:5,j),1);
normal (:,j)=normal (:,j)/nmorm(normal(:,j));
end
if ((Tisempty(loa)))
flank1{u}=arr_plus (al,drehung(—delta ,bl,arr_plus(—
al,loa)));
flank2{u}=arr_plus (a2, drehung(—nuxdelta ,b2,arr_plus
(—a2,loa)));
normall{u}=drehung(—delta ,bl,normal);
normal2{u}=drehung(—nuxdelta ,b2,normal);
end
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first_u=0;
last_u=0;
for index_u=1:length(u_dabei)
if u_dabei(index_u)==
if first_u==0
first_u=index_u;
end
else
if first_u
last_u=index_u —1;
break ;
end
end
end
if “last_u
last_u=length (u_dabei);
end

kappa_ind=ceil ((last_.u—first_u)/2)+first_u;
if u_dabei(kappa_ind) =1
for j_dabei=1l:size(start_points ,2)
if u_dabei(j_dabei)==1
kappa_ind=j_dabei;
break ;
end
end
end
kappa_vz=kd_s(kappa_-ind);
u_dabei=((kd_s==kappa_vz) + u_dabei)==2;
for index_u=kappa_ind:—1:1
if u_dabei(index_u) =1
first_u=index_u+1;
break ;
end
end
for index_u=kappa_ind:length(u_dabei)
if u_dabei(index_u) =1
last_u=index_u —1;
break ;
end
end
if last_u"=length(u_dabei)
u_dabei(last_u+1:end)=0;
end
if first_u"=1
u_dabei(1: first_u —1)=0;
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end
delta_min=max(tc_max (u_dabei==1));
delta_max=min(tc_min(u_dabei==1));

for index_u=first_u:last_u
if startkO(index_u) =2
if tc_min(index_u)<delta_min
delta_min=tc_min (index_u);
end
if tc_max(index_u)>delta_max
delta_max=tc_max (index_u);
end
end
end
for index_u=first_u:last_u
if startkO(index_u)==
if abs(tcb_min(index_u)—delta_min)+abs(tcb_max(
index_u)—delta_max )<=abs(tca_min (index_u)—
delta_min )+abs(tca_max (index_u)—delta_max)
flank1{index_u}=flankl {index_u }(: ,Num+1:2xNum) ;
flank2 {index _u}=flank2{index_u } (: ,Num+1:2%Num) ;
normall {index_u }=normall{index_u } (: ,Num+1:2%Num
)
normal2{index_u}=normal2{index_u }(: ,Num+1:2xNum
)
tc_min(index_u)=tcb_min (index_u);
tc_max (index_u)=tcb_max (index_u);
else
flank1{index_u}=flankl {index_u }(:,1:Num);
flank2 {index_u}=flank2 {index_u } (:,1:Num) ;
normall {index _u}=normall {index_u }(:,1:Num);
normal2{index_u}=normal2{index_u }(:,1:Num) ;
tc_min(index_u)=tca_min(index_u);
tc_max (index_u)=tca_max (index_u);
end
end
end

flank1=flank1l (u_dabei);

flank2=flank2 (u_dabei) ;

normall=normall (u_dabei) ;

normal2=normal2 (u_dabei);
t_min=min(tc_min(u_dabei==1));

t_max=max(tc_max (u_dabei==1));
k=(t_max—t_min)/2/pixnl;
delta_a=t_min:2%pi/nl/Num:t_min+2xpi/nl*(Num—1)/Num;
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len_da=length(delta_a);
kappa_d=zeros(ceil (len_daxk),len_tau);
hal=zeros(ceil (len_daxk),len_tau);
agl=zeros(ceil (len_daxk),len_tau);
gl=zeros(ceil (len_daxk) ,len_tau ,3);

bl _length=zeros(len_da ,1);

for qq=1:1len_da
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delta=delta_a(qq);

len_deltas=floor ((t_max—delta)/2/pixnl)+1;
deltas_o=delta+(0:len_deltas —1)x2xpi/nl;

bla=NaNxzeros (3, ceil (k));
bln=bla;
for u=1:length (tc_min)

if u_dabei(u)==
deltas=deltas_o ;
if startkO(u)
d_index =(((deltas >=tca_min(u)) + (deltas<=
tca_max(u))))==2;
d_index=d_index + (((deltas>=tcb_min(u)) +
(deltas <=tcb_max(u))))==2;
else
d_index =((deltas >=tc_min(u)) + (deltas <=
tc_max(u)))==2;
end

for i=1:len_deltas
if gqg"=len_da
if ((deltas(i)<tc_min(u)) && ((delta_a/(
qq+1)+(i —1)*2xpi/nl)>tc_min(u)))
deltas (i)=tc_min(u);
d_index (i)=1;
end
else

if ((deltas(i)<tc_min(u)) &% ((delta_a
(1)+i*2xpi/nl)>tc_min(u)))
deltas (i)=tc_min(u);
d_index (i)=1;
end
end
if qq =1
if ((deltas(i)>tc_max(u)) &% ((delta_a(
qq—1)+(i —1)*2xpi/nl)<tc_max(u)))
deltas (i)=tc_max(u);
d_index (1)=1;
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end
else
if i7=1
if ((deltas(i)>tc_max(u)) && ((
delta_a(len_da)+(i—2)x2xpi/nl)<
tc_max(u)))
deltas (i)=tc_max(u);
d_index (i)=1;
end
end
end
end
d_vz=—(deltas <0) + (deltas >=0);
for i=1:length(deltas)
if d_index (1)
if d_vz(i)>0
bl_temp=deval (Solv2{u},deltas(i));
elseif d_vz(i)<0
bl_temp=deval (Solvl{u},deltas(i));
end

if any(bl_temp(1:2)>1) || any(bl_temp
(1:2)<0)
bl_temp (bl_temp (1:2) >1)=1—eps;
bl_temp (bl_temp (1:2) <0)=eps;
end
[x,”,kl,k2,yls,y2s,nN]=calc_flanc (
bl_temp) ;
bln(:,1)=x;
agl(qq+(i—1)*xlen_da ,u)=(yls—y2s)’xyls/
norm(yls);
gl(qq+(i—1)xlen_da ,u,:)=yls—y2s;
kd=k1-k2;
hal (qq+(i—1)*len_da ,u)=abs(bl *xcross(
bln(:,1i)—al ,nN));
kappa_d(qq+(i—1)xlen_da ,u)=kd;

if any(“isnan(bla(:,1)))
blt=bln(:,i)—bla(:,1);
bl_length (qq)=bl_length (qq)-+norm (
blt);
end

else

bln (:,1i)=NaNx«bln (:,1);
end
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end
bla=bln;
end
end
end
erg=pressung? (kappa_-d,bl_length ,hal);

function tau=starter (7, tau)
if any(tau(1:2)>1) || any(tau(1:2)<0)
tau(tau(1:2)>1)=1—eps;
tau(tau(1:2) <0)=eps;
end

end

function [value ,terminate ,direction]=events (”,tau)
if any(tau(1:2)>1) || any(tau(1:2)<0)
tau(tau (1:2)>1)=1—eps;
tau(tau (1:2) <0)=eps;
end
[y,”,kl,k2,yls,y2s,"]=calc_flanc (tau);
lambda=yls ’*xy2s;
kd=k1-k2;
value=zeros (6,1);
a=f1(y);
b=f2(y);
value (1)=min([a b]);
value (2)=value (1) ;
value (3)=lambda;
value (4)=min(tau (1:2)) —0.01;
value (5)=0.99 —max(tau (1:2));
value (6)=kd;
terminate=[1 0 O 1 1 0]’;
direction=[—-1 1 0 0 0 0]’;
end
function [y, r_s ,kl1,k2,yls,y2s,nN]=calc_flanc (tau)

[y, de,dde] = nrbdeval2(srf, dsrf,ddsrfl ,ddsrf2, {tau
(1), tau(2)});

r_s=tau,;

DJ=[de{1} de{2}];

n=cross(DJ(:,1) ,DJ(:,2));

norm_n=norm(n) ;
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nN=n/norm_n;

blx=CBl*(y—al);
b2x=CB2x*(y—a2);
r=blx—nu*b2x;
blt=tau (3:5);
bltn=blt /norm(blt);
y1t=DJ\ bltn;

Ndl=cross (de{1},dde{3})+cross(dde{1},de{2});
Nd1=Ndl/norm_n;

NdI1=Nd1-NdI’ *nN=nN;
Nd2=cross(de{1},dde{4})+cross(dde{2},de{2});
Nd2=Nd2/norm_n;

Nd2=Nd2—-Nd2’ *nN%nN ;

DN=[Ndl Nd21;

dx2=DJ\ blt;
dn=dx2/norm(blt) ;
dn=DNxdn ;

if norm(r)<le—5

cs=blx;

cs=cs —(cs  *nN)*nN;

yls=cs—blx;

y2s=yls;

da=CB1x(dx2(1)*DJ(:,1));

da=da—da’ *nN«nN—(dx2 (1) *DN(:,1) *+«blx)*«nN—0.5%(nN" %
bl1x)«DN(:,1)*xdx2(1);

db=CB1x*(dx2 (2)«DJ(:,2));

db=db—db’ *nN*nN—(dx2 (2)*DN(:,2) "xblx)*nN—(nN’xblx )%
DN(:,2)*dx2(2);

xst=da+db;

ylss=(y—al) —((y—al) bl )*bl—-2«CBlx*cs;

y2ss=nu"2x((y—a2) —((y—a2) xb2)*xb2)—-2xnuxCB2xcs ;

else
lambda=—nN’xblx/(nN’xr) ;
lambdas=(—dn’*xblx—nN’*«CBlxblt)/(nN’*r)+(nN’*xblx x(nN

% (CBINB2«blt)+dn’xr))/(nN’*xr1r)"2;

xst=CBlxblt+lambda x(CBINB2xblt)+lambdasxr;
yls=lambdasxr;
y2s=(1+lambda)*r;
cs=blx+lambdaxr;
rs=CBINB2xcs ;
ylss=(y—al) —((y—al) ’«bl)xbl—-CBlxcs+lambdaxrs ;
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y2ss=nu”"2x((y—a2) —((y—a2) xb2)*b2)—nuxCB2xcs +(
lambda+1)x*rs ;
end

y1tt=DNxylt;
ylst=xst—CBlxblt;

N=cross(yls, blt);
nN=N/norm(N) ;

blr=cross (blt ,nN) ;
blr=blr /norm(blr);
BF1=[yls blt];
warning off all;
blra=BF1\blr;
warning on all;
[T=[ylss ’+«nN ylst’+«nN;ylst’«nN yltt’ «nN];
[=[yls’xyls yls’xblt;yls’xblt blt xblt];
(blra’xIxblra)
I
IT
blra
2%xI1(2,1)xblra(l)xblra (2)
pause
IT_o=1I;
kl=blra’xIIxblra/(blra’x«Ixblra);
blra_o=blra;
y2st=xst—nuxCB2xblt;
BF2=[y2s blt];
warning off all;
blra=BF2\ blr;
warning on all;
[T=[y2ss ’«nN y2st’+«nN;y2st’«nN yltt’ «nN];
[=[y2s xy2s y2s’xblt;y2s’xblt blt’xblt];

k2=blra ’«x IIxblra/(blra’xIxblra)
blrae=blra(1l)/blra_o(1);
IT(1)=I1(1)*blrae"2;
IT1(2)=1I1(2)xblrae;
I1(3)=11(3)x*blrae;

k2=blra_o ’xIIxblra_o/(blra xIxblra)
IT-II_o

pause

(blra’xIxblra)

r_s(1:2)=DJ\cs;
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r_s(3:5)=xst;
I
lambda=1;
2x11(2,1)*blra(l)*blra(2)
blra
pause

end

end

A.5. Zielfunktion Hertzsche Pressung pressung.m

function erg = pressung( kappa.d,bl_length ,hal)
9PRESSUNG Berechnung der Hertz ’schen Pressung aus
Kruemmungsdifferenz ,
Y%Beruehrlinienlaenge und Hebelarm
press=kappa_d;
[n_row,n_col]=size (kappa_d);
k=length (bl_length);
for i=1:k
for j=i:k:n_row
ind=hal (j,:) >0;
press(j,ind)=sqrt(abs(kappa_d(j,ind))./hal(j,ind)/
bl_length(i));
end
end
erg=norm(reshape(press ,n_rowxn_col ,1),5000);

A.6. Hilfsfunktionen

function y=arr_plus(a,y)

for i=1:numel(y)/numel(a)
y(i,1)=a+y(:,1);

end

function a_x=drehung(a_phi,b,a_c)

a_x=a._c;

c_phi=cos(a_phi);

s_phi=sin(a_phi);

for i=1:length(a_phi)
c=a_c(:,1);
ax(:,1)=c_phi(i)*c+(l—c_phi(i))*(c’+«b)xb+s_phi(i)x

cross(b,c);
end
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