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Die Optimalitt der Zustandsséttizung nach Kalman basiert auf der Annahme, dass die zu re-
gelnde Strecke ausschlief3lich durch mittelwertfreies Blaars ge<irt wird. In der Praxis ist
dies jedoch oftmals nicht zutreffend. In dieser Arbeit wirteeZustandsséizung nach Kal-
man auf einem variabel begrenzten Horizont vorgeschlalyeben dem Zustand wird bei der
verwendeten Implementierung auch der zeitliche VerlauSiteung geschtzt. Mit Hilfe dieser
Information wird die lange des Horizonts zu jedem Zeitpunkt so angepasst, dagsetiemflikt
zwischen dem Unteridcken von Rauschen und der Wiedergabe von schnellen abgangén
Zustandanderungen aufgrund von@tngen gemindert wird. Die Vorteile der sich ergeben-
den Zustandssétzung werden beispielhaft im Zusammenspiel mit einertstrvériablen Re-
gelung anhand eines inversen Pendels im Laborversuch dsresh
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1 Einleitung

Aus technischen oder wirtschaftlicheni®den ist es in der Regel nichtiglich alle Zustands-
grofRen eines Systems messtechnisch zu erfassen. Die Vemgeaoher Zustandsregelung ist
daher nahezu immer an die Notwendigkeit einer Zustandsaehg gekoppelt. In der Kom-
bination aus Zustandssatzung und Zustandsckfuhrung ist die Gte der Zustandssatrung
wesentlich @ir die Qite der gesamten Regelung verantwortlich.

Fur lineare Systeme stellt die Zustandsiezlaing nach Kalman einéaggige und unter gewis-
sen Annahmen auch optimalé$ung dar. Die Optimatit gilt, wie in [6] gezeigt, beiglich
verschiedener ®emal3e. Soll die optimaledisung beiaglich eines unendlich langen Zeit-
horizonts gefunden werden, so hat die Zustandsggcdmg nach Kalman die Struktur eines
Luenberger-Beobachters [5]. Bemerkenswert hierbei ists dés optimale Scitzung rekur-
siv bestimmt werden kann. Das heil3t, die &ziaing zu einem Zeitpunkt basiert ausschliel3-
lich auf der Schtzung zum vorherigen Zeitpunkt und der inzwischen antggfah Mess- bzw.
Stellinformation. Eine Speicherung weiter #akliegender Werte ist nichtotig, weshalb die
Schatzunguiber einen unendlich langen Zeithorizont sehr attraktivisirch die Betrachtung
eines unendlich langen Horizonts wird auch der Einfluss dessk&uschens auf die $thung
minimiert, wodurch die Unsicherheit in der Sthung mit der Zeit abnimmit.

Dieses Verhalten ist jedoch an die Annahme gekoppelt, dasschliel3lich mittelwertfreies,
gaul3verteiltes weil3es Rauschen auf die Strecke und den gisgeken. In der Praxis ist die-
se Annahme oftmals nicht bzw. nur zeitweisal#tf Beispielhaft konnte man sich vorstellen,
dass auf ein ansonsten stochastischagest System zu einem gewissen Zeitpunkt ein Schlag
d.h. eine impulgirmige Sbrung, wirkt. In diesem Fall kann eine Sahung bessere Ergeb-
nisse liefern, die beémlich eines begrenzten Zeithorizonts optimal ist uachsiche Informa-



tion aul3erhalb dieses Horizonts ignoriert [7]. Sobaldhiich der Schlag den begrenzten Ho-
rizont verlassen hat, sind die zugrundeliegenden stasbhsn Annahmen wieder @it und

der Sclatzer liefert eine optimale dsung. Bei einem unendlichen Horizont hingegen werden
auch die irrelevant gewordenen Signalaeife von vor dem $tereignis bdicksichtigt, was zu
entsprechenden Fehlern in der Zustandasating fihrt.

Im Hinblick auf dieseUberlegung kommt in dieser Arbeit eine Zustandsgzting nach Kal-
man auf einem begrenzten Horizont zum Einsatz. Eine Herlgifur eine solche Sdétizung
findet sich z.B. in [7]. Die Herleitung dort basiert auf der dehkten lbsung fir einen unend-
lich langen Horizont und wertet diese nur fdie Lange des Horizonts aus. Um die Sttung
dabei nicht durch Werte aul3erhalb des Horizonts zu beesaftysvird die Unsicherheitif den
Anfangswert im Horizont als unendlich grol3 angenommen.

Ein anderer Zugang findet sich in [10]. Dort wird die &tdung direkt aus der Minimierung
eines dem Kalman Filter zugrundeliegendeat€nalles bestimmt. Auf diese Weisénken
auch nichtlineare Systeme betrachtet werden.

In der vorliegenden Arbeit wird der in [10] beschriebene Vdeg lineare Systeme angewandt,
wodurch die losung des Optimierungsproblems analytisch gefunden ween. Anders als
bei den losungen, die einen unendlich langen Horizont betrachidef@. sich daraus herleiten
[7], liefert die Losunguber die direkte Minimierung desi®emales auch eine Sthung tir
den zeitlichen Verlauf der 8tungen. Diese Information wird géhinlich im Regelgesetz nicht
direkt verwendet. Wie sich zeigen wird, kann sie jedoch zeteRtion von signifikanten, nicht
stochastischen 8tungen genutzt werden. Treten solchérBhgen auf, iihrt ein langer Beob-
achtungshorizont zu einer schlechten &ezhng. Es wird deshalb vorgeschlagen, cdi@die des
Horizonts in diesen Phasen auf ein Minimum zu égden, um niglichst schnell den Einfluss
der nicht stochastischen®tng auf die Schtzgite zu mindern.

Der vorgestellte Ansatz ist somit in der Lage eine impuigarSbrung zu erkennen und im
Anschluss daran nach einer sehr kurzen und wohl definieg@ndeder eine gute S&tzung

zu liefern. Der resultierende Zustandsg@er harmonisiert aufgrund dieser Eigenschaften sehr
gut mit einer strukturvariablen Regelung, bei der laut [8]kdassische Luenberger-Beobachter
aus theoretischer Sicht keine befriedigendsing darstellt.

Die verbleibende Arbeit gliedert sich wie folgt: Abschritbeginnt mit der Herleitung des Zu-
standsschtzers auf einem festen Horizont alddung eines Optimierungsproblems. Aufbauend
auf der gleichen Kostenfunktion wird in Abschnitt 3 beseben, wie impulsartige 8tun-
gen detektiert werdendkinen. Dies wird in Abschnitt 4 genutzt um diérige des Horizonts
zu variieren. In Abschnitt 5 finden sidBberlegungen zur Kombination des vorgestellten Zu-
standsschitzers mit einer strukturvariablen Regelung. Die hierndiedten Simulations- und
Versuchsergebnisse werden in Abschnitt &gantiert. Abschnitt 7 fasst die wichtigsten Ei-
genschaften und Ergebnisse des vorgeschlagenen Zusthitdsss zusammen und gibt einen
Ausblick iber nogliche Erweiterungen. Zurifssigeren Darstellung wurden der Nachweis, dass
der vorgestellte Zustandssitker fir beobachtbare Systeme immer entworfen werden kann, so-
wie eine Beschreibung der verwendeten strukturvariablereleeg und die Zahlenwerte der
Strecke bzw. der Regelung in den Anhang der Arbeit gelegt.



2 Entwurf eines Kalmanfilters auf begrenztem Horizont

2.1 Ausgangspunkt
Betrachtet wird ein diskretes lineares dynamisches Syser®inung:

X1 = Axy + Bug + Gwy, 1)
yr = Cxp + vy, (2

mtx €¢ R, A ¢ R”", B € R, ue R, y,veR,weR,GeR*undC €
R?*™, Das System wird durch unkorreliertes, gauldsches, weil3escRanv und w gesbrt.
Die zugeldrigen KovarianzmatrizeR € R?*? und Q € R"*" sind damit diagonatfrmig und
positiv definit.

Im weiteren Verlauf soll fir obiges System der aktuelle Zustand gészhwerden. Hiekir
werden ausschlief3lich die Eingangs- und Ausgarig&gm der letzten Zeitpunkte benutzt. Zur
besseren Darstellung wird im Folgenden der aktuelle Zekpmit dem IndeX) bezeichnet, so
dass deriir die Sclatzung betrachtete Horizont immer mit dem Index beginnt. Geschizte
Grol3en werden mit einept kenntlich gemacht.

2.2 Theorie
Dem Zustandssdéizer liegt folgendes Modell der Strecke zugrunde:

X1 = AXy + Bug + GWy, Vi = CXy. (3

Aus (3) ergibt sich iir jeden gesdhtzten Zustanc_; bzw. geschtzten Ausgang_; im be-
trachteten Horizont:
R=A7% - ) (AHGW_ + AT Buy)
k=1
y-i =Cx

mit —i € [—j,0]. Die Differenz aus der Messung_ ; undy_; bezeichnet den Sétewert fir
die Sbrung auf den Ausgang

Voi=y-i—Y-i (4)
Um die weiteren Gleichungeibersichtlicher darstellen zwknen, werden Vektoren definiert,
die samtliche GblRen innerhalb des betrachteten Horizontes beinhalten:

A~

u_; Yo W1
a=| |, y=|:i|, w=| 1. (5)

A~

U—j Y—i W—j

Zusatzlich werden die folgenden, positiv definiten Gewichsmagtrizen passender Dimensio-
nen eingdihrt:

Rfl Qfl



Unter Verwendung von (5) edit man fir die Sclatzung der Ausgangs$stung innerhalb des
gesamten Horizonts

. C
) ) Yo ) _ _ _ . B CA—1
Y- CA—j
[0 0 0 | [0 0 0 ]
CA'G 0 0 CA'B 0 0
G—_|CA2G CA'G 0 B—_|CA™?B CA'B 0
CAG CA7''G CA™'G CAB CA/"'B CA™'B|
(7)

Mit Hilfe der eben eingafhrten Vektorendsst sich das @emal? eines Kalman-Filters auf be-
grenztem Horizont ohne Informatidarber den Startwertes_; (bzw. mit unendlich groRer Ko-
varianzP_; oder entsprecherﬂjjl. = 0) angeben als [10]:

; .
J=Y V"R +> %Q W =V RV+wQ W (8)

Setzt man in das @emal? (8) den Zusammenhang aus Gleichung (6) ein, ergib¢si quadra-
tisches Optimierungsproblem in den Variabierundw. Dieses kann analytisch gt werden.
Zunachst wird das Optimum béglich X, bestimmt:

0J :2<av> RV =o0. (9)

9%, 9%,

Hieraus erhlt man
0= QLR <y — Quk, — Bii — va)
= —QLR7'y + QLR 'Qp%o + QLR 'Ba + QLR IGW. (10)
Die Ableitung nachw liefert
o _, (8_Q
oW ow

woraus sich eirghnlicher Zusammenhang wie in (10) ergibt:

T
) RV +2Q W =0. (11)

0= —-GTR! (y — Qu%, — Bii — év*v) +Q'w
=GR 'y+G"R'Qz% + GTR'Ba+ G'R'Gw + Q 'w. (12)
Reiht man die Gleichungen (10) und (12) untereinander urid stewie folgt um:
0— - {@ﬁf}l] - [@ﬂf}”?] at {%E“QB _QsRIG ] H
GTR! G'R'B GTR'Qp G'R'G+Q!| |Ww

A, A, W

(13)
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kann man direkt nach den gesuchter®@n aufbsen:

[’gg] — WA, 7 - WA, (14)
Zur Bestimmung der &sung dieses Gleichungssystems muss die M&fixvertiert werden,
was immer dann figlich ist, wenn ein ausreichend langer Horizont betrachted und das
zugrundeliegende System nach Kalman beobachtbar ise(8iehang 8.1).

Mit den Vektorenx, undw lasst sichwv nach (6) und damit der aktuelle Weitrfdas Gitemalf3
(8) bestimmen.

Zusammenfassend ist man damit in der Lage, den aktuellemmZis/ektor und alle Stun-
gen innerhalb des Horizontes zu atten. Zuatzlich kann mit Hilfe des in jedem Zeitschritt
bestimmbaren Gtemalies ein Indikatoiif die Qualiat der aktuellen S&tzung gewonnen wer-
den, wie im folgenden Abschnitt detaillierter beschrieberm.

3 Storungsdetektierung mit Hilfe des Gitemal3es

Erfullen die Sbrungen innerhalb eines Horizonts die angenommenen ststizen Eigen-
schaften, so edit man fir das Gitemalies (8) den Erwartungswert:

—(J+1)-q+1-7". (15)

Nimmt das Gitemald Werte an, die deutliéiber dem Erwartungswert liegen, kann man da-
von ausgehen, dass nicht-stochastisciheuBgen (Scldge oder St3e) auf das System wirken.
Der aktuelle Wert des @@emalies ist somit ein Indikator, ob dié&ingen die angenommenen
stochastischen Eigenschaften aufweisen, oder ob nictiastische tungen angenommen
werden niissen. Die Bestimmung eines entsprechenden Schwellwentsik&infacher Weise
im Versuch oder der Simulation erfolgen.

J

250 1 — GutemaR
- - GutemaBschwelle
Fehlersignaix 50

200

150

100

3.98 3.99 4.00 4.01 4.02 4.03 4.04 4.05

Abbildung 1: Verlauf des Gtemal3es nach einer schlagartigedr&tg (Simulation).

Abbildung 1 zeigt den Verlauf desi®&malies aus der in Abschnitt 6 vorgestellten Simulation.
Dabei wird das zugrundeliegende System sowohl andauenotiastisch als auch bei= 4s



mit einem Schlag gestt, der im Betrag um Gif3enordnungeiiber dem Rauschen liegt, daf
aber nur einen Zeitschritt andauert. Die Schrittweite wwrdAt¢ = 2 ms gewahlt, die Schwel-

le zur Erkennung des Schlags Zsknweie = 60. Zur Reaktion auf erkannte nicht-stochastische
Stdrungen wird ein Fehlersignal einggirt, dessen Wert im Normalfallist und das beUber-
schreiten der Gtemal3schwelle zugesetzt wird.

Wie man erkennen kaniiberschreitet dasi@efunktional exakt einen Zeitschritt nach auftreten
des Schlags, also bei= 4,002, die Schwelle und das grau dargestellte Fehlersignal wird z
1. Nachdem der Schlag den Horizont verlassen hat, treffeamienommenen Eigenschaften
beziglich der Sérungenw und v wieder zu. Dementsprechend liegt der Wert dége@GalRes
abt = 4.01 s wieder unterhalb der Schwelle und das Fehlersignal wirdlgneuoO.

4 Variation der Horizontl ange

4.1 Prinzipielles Vorgehen

Bei der Auslegung von Zustands$thern existiert ein Zielkonflikt bei der Auswahl| das f
die Sclatzung zu bdicksichtigenden zeitlichen Horizonts.aMt man einen kurzen Horizont,
so verschwinden Anfang$stingen (oder auch nicht-stochastische, schlagartigrensyen zur
Laufzeit) sehr schnell aus dem Horizont, wodurch nach eetsend kurzer Zeit eine gute
Schatzung ndglich wird. Wirkt hingegen nur weil3es, gaul3sches Rausdwewerkleinert sich
die Kovarianzmatrix (Unsicherheit) der Zustandsgehng mit &nger werdendem Horizont [4],
so dass ein langer Horizont in diesem Fall besser in der lsaiggds Messrausch zu eliminieren
und somit zu einer besseren &ttung fihrt.

Durch die Verwendung eines Zustandssziers nach Kalman mit einem variablen Horizont,
kurz VRHKF (Variable Receding Horizon Kalman Filtgrkann dieser Zielkonflikt teilweise
entsclarft werden. Die Variation findet hierbei auf Basis der in Afositt 3 beschriebenen De-
tektion von signifikanten nicht-stochastischer8hgen nach folgender Strategie statt:

Zu Beginn und jedesmal nachdem der Wert dage@allesiber dem in Abschnitt 3 beschrie-
benen Schwellwert liegt, wird der Horizont auf die minimaéage verkirzt. Zu allen anderen
Zeitpunkten wird die &nge des Horizonts um eins éttt, bis die maximalednge erreicht ist.
Zur Veranschaulichung der Strategie sind in Abbildung 2Higgizontlangen @r ein System
der Ordnung: = 3 dargestellt. Die minimale Horizorgthge betigt damit3 Zeitschritte, die
maximale wurde z6 gewahlt. Oben ist der Verlauf des Fehlersignals dargestellf,wiéihrend
derUberschreitung der emaRschwelle ziigesetzt wird und sonstist. Die beiden vertika-
len Linien markieren Beginn und Ende eines Schlags (einaiféignten nicht-stochastischen
Storung), welcher im @temal3 erkannt werden kann. Vor undhwend der Zeitpunkte = 1
undt = 2 wirken nur stochastische@ungen auf das System, so dass zu diesen Zeitpunkten die
maximale Horizontinge gewhlt wird. Auch im Zeitschritt = 3 findet noch eine S&izung
der Zusénde auf vollem Horizont statt, allerdingberschreitet hier dasi@mal} aufgrund des
Schlags die festgesetzte Schwelle, so dass das Fehlémigngesetzt wird. Daraufhin wird im
nachsten Schritt dertkzestndgliche Horizont gewhlt. Ab dem Zeitschritt = 7 hat der Schlag
den Horizont verlassen, weshalb daist&nal? wieder unter die Schweli@lf. In der Konse-
guenz daraus wird ab diesem Zeitpunkt die Horizomgle schrittweise wieder veiisert, bis
ab dem Zeitschritt = 10 erneut die volle Bnge erreicht ist.
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Abbildung 2: Horizonthngen vor und nach einer erkennbaren nicht-stochastisfiaimg

4.2 Anpassung des @temal3es bei kirzeren Horizonten

Wie an Gleichung (8) erkennbamdert sichiir kiirzere Horizonte aufgrund der kleineren Sum-
me der Wert des ®@emalfies auch bei gleicher &tdung vor¥ undw. Daher mussifr verkirzte
Horizonte entweder der Schwellwert oder die Berechnung désrzal3es angepasst werden. Da
der Schwellwert empirisch bestimmt wurde, ist eine Anpagsies Gitemafies mit geringerem
Aufwand verbunden:

J J
J=kpY VIRV, +kg Y WL.QT'W_, (16)

t=0 s=1
mit
J+1
aktuelle Horizonthnge+ 1

J
aktuelle Horizonthnge

kr = und kg =
Fur die Auslegung der Zustands$ther auf den verlkrzten Horizonten wird das urdprgliche
Gutemal (8) mit einer entsprechend vieten Summe verwendet.

Da eine Schtzung auf verliarztem Horizont andere Wertéarfv undw liefert, stimmt der Wert
des skalierten Gtemalf3es (16) nicht ganz mit dem Wert des originalé@te@ales (8)berein.
Simulations- und Versuchsergebnisse haben jedoch gedeisg fir die angestrebte Verwen-
dung die Naherung (16) ausreichend genau ist.

5 Kombination mit einer strukturvariablen Regelung

Um die aus dem schnellen Einschwingvorgang resultiereNderile des vorgestellten Beob-
achtungansatzes besonders auszunutzen, wird dieseemfgwendung mit einer schnellen,
strukturvariablen Regelung kombiniert.



Unter strukturvariablen Regelungen versteht man Regelubgiewelchen zwischen verschie-
denen, linearen Zustandskfihrungen in diskreter oder kontinuierlicher Weise gegehakw.
variiert wird (siehe hierzu [1]). Die Variation kann hiersgatischd.h. ausschlie3lich als Funkti-
on des Systemzustands odgnamischd.h. unter Nutzung z@ézlicher (reglerinterner) Zushde
erfolgen. Im Folgenden wird nur die deutlich verbreitetestatische Variante betrachtet. Ge-
meinsames Ziel aller strukturvariablen Regelungen ist @gliwhst schnelles Abklingen von
Storungen zu erreichen.

Wie in [8] beschrieben existiert allerdings bis jetzt ausadtetischer Sicht noch keine befrie-
digende Bsung fir die Kombination einer strukturvariablen Regelung mieenZustandsbe-
obachter. Der wesentliche Grund higrfiegt darin, dass die Auswahl der aktuelleindRfiihrung
bei allen strukturvariablen Regelungen immer auf dematdtichen Zustandsvektor basiert.
Benutzt maniir die Auswahl der Bckfuihrung stattdessen die Zustand$dzbing eines Luenberger-
Beobachters so konnte in [2] die asymptotische Stabitler Ruhelage nachgewiesen werden.
Wie in [8] gezeigt, ist in diesem Fall allerdings so gut wienkeepraktische Aussage meiper

die Gio3e des sich ergebenden Einzugsbereichglich.

Verwendet maniir die strukturvariable Regelung jedoch den vorgeschlag@unstandsscit-
zer, verbessert sich die Situation wesentlich. Dies liaghd, dass der vorgeschlagene Zustands-
schatzer in Abwesenheit von &tungen nach einer sehr kurzen und wohl definierten Zeitspan
T eine richtige Zustandssatzung liefert. Will man also die Menge aller Punkte bestenm
welche von der Regelung in die Ruheldgeeriihrt werden Bnnen, so kann dies mit Hilfe der
folgendenUberlegung geschehen:

Befindet sich das System zum Zeitpunkt 0 aufgrund einer Anfangswertstung am Punkt
Xg, SO existiert @ir ein lineares System mit einem begrenzten EingangssanalUmgebung
D(xo,T) um xg, in der sichx(T") befinden muss. LiegD(x,,T") vollstandig im Einzugsbe-
reich ); der idealen strukturvariablen Regelung (welche den wahtestand zur Veidgung
hat), so kanrx, von der realen Regelung in die Ruhelageerihrt werden und liegt folglich
innerhalb des Einzugsbereicig der realen strukturvariablen Regelung (welche auf Basis der
vorgestellten Zustandssatzung arbeitet). Dies bdgndet sich einfach damit, dass in Abwe-
senheit von weiteren 8tungen der vorgeschlagene Zustandaszr fir ¢ > 7 den wahren
Zustand ermittelt und somit die reale Regelung genauso wialdale Regelung arbeitet. Eine
Veranschaulichung diesélberlegung findet sich Abbildung 3.

D(xq,T) Q

Abbildung 3: Skizze der Einzugsbereiclie; Einzugsbereich der idealen Regelung (ohne Beobacliterkin-
zugsbereich der realen Regelung (mit vorgeschlageneaddsschtzung)

Auf eine genaue Bestimmung der Umgeblig:, 7') bzw. des Einzugsbereicli; der realen
strukturvariablen Regelung kann verzichtet werden fdalie ideale strukturvariable Regelung
in allen bekannten&len ebenfalls keine exakte Beschreibung des Einzugsiste} vorhan-
den ist, sondern blofl3 eine konservative Aligezhng auf Basis einer Ljapunow-Funktion. Da



T sehr kurz undD(z, T') entsprechend sehr klein ist, kann man davon ausgehen, @ses d
Abschatzung tir 2; entweder auchiir die reale Regelung gilt oder zumindest einen sehr guten
Anhaltspunkt darstellt.

6 Ergebnisse

Um die Performance des Beobachters zu beurteilen, wurde ddraBkter in einer Simulatio-
nen und an einem Versuchsstand getestet. In beidierfwurde ein inverses Pendel betrachtet,
welches auf einem beweglichen Schlitten befestigt ist.illlobg 4 zeigt den schematischen
Aufbau.

In der Modellierung wurden, &, ¢ und ¢ als Zustands@fien gewhlt, die Spannung auf den
antreibenden Elektromotor stellt den Eingandes Systems dar und ist att80 V beschankt.
Die Dynamik des elektrischen Kreises wurde bei der Modellllnig vernactdssigt. Der Aus-
gang wird durch die beiden Mes&fgenz und ¢ gebildet. Die Werteiir das linearisierte kon-
tinuierliche Zustandsraummodell finden sich im Anhang.3.

Der Regelkreis wurdé@ber einen leicht modifizierten, strukturvariablerRegler geschlossen,
welcher im Anhang 8.2 detailliert beschrieben ist.

Schlitten

&) Riementrieb

Abbildung 4: Schema des Versuchstands

©

Die Rauschprozesse und v werden in der Simulation tknstlich hinzugeigt. Die hierfir
gewahlten Kovarianzmatrize® undR wurden dabei gleich den am Versuchsaufbau empirisch
ermittelten Werten geahlt.

Die GutemafRschwelle wurde in der Simulation Zdgnweie = 60 und im Versuch zWschwelle =

900 gewahlt. Der Unterschied zwischen diesen beiden Werten isttdanbegiinden, dass die
Annahmen beixglich der stochastischen Eigenschaften dérutg fur das reale System nicht
ganz zutreffen. Die gefundenen Werte €) undR erzeugen deshalb im realen System etwas
andere Werteiir das Gitemalf3 als in der Simulation.

6.1 Simulationsergebnisse

Zunachst werden die Simulationsergebnisse betrachtet. Nederstochastischen @ungen
wirkt zum Zeitpunktt = 4 s eine impulsartige $rungw* fir die Dauer eines Zeitschrittes auf
das Pendel.
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Abbildung 5: Simulationsergebnisse zum Vergleich Abbildung 6: Vergleich der Simulationsergebnisse
der Beobachter. Der Regelkreis wurdber die bei SchlieBung des Regelkreis@ser die verschie-
wahren Zusinde geschlossen. denen Beobachter.

Um die Zustandss@tzungen unaliingig von der Regelung beurteilen zanken, wurde der
Regelkreidiber den wahren Zustandsvektor geschlossen. Abbildunmbdie Zustandsséit-
zungeny der Winkelgeschwindigkeit des Pendels frerschiedene Beobachter in Geijeer-
stellung mit dem wahren Wert. Verglichen wurde das VRHKF reduzierten Luenberger-
Beobachtern unterschiedlicher Polkonfigurationen. Didefaim Klammern geben jeweils den
langsamsten Pol der kontinuierlichen Beobachterdynamik an

Wie zu erwarten klingt der Beobachtungsfehler bei den LusgdreBeobachtern nach dem
Schlag in exponentieller Weise ab. Im Gegensatz dazutidér'VRHKF nachdem der Schlag
den Horizont verlassen hat sofort wieder eine sehr gutat@ehg und ist somit deutlich schnel-
ler als alle betrachteten Luenberger-Beobachter.

Um die Auswirkung der Zustandsstizung auf die Performance der Regelung zu untersuchen,
wurde nun der Regelkreisber die bereits erahnten Beobachter geschlossen. In Abbildung 6
sind die sich ergebenden Vaufe des messbaren Pendelwinkeldargestellt. (Die Zuordnung
entspricht der Legende aus Abbildung 5.) Es zeigt sich,dias?egelung auf Basis des VRHKF
nahezu dieselben Ergebnisse liefert, wie die Regelung aig Bastatachlichen Zusinde. Die
Regelungen basierend auf den reduzierten Luenberger-Baebaageagiert hingegen etwas
langsamer. Da von dehZustandsgil3en2 direkt gemessen werden, ist der Unterschied in der
Performance zwischen dem VRHKF und den reduzierten Lueeb&gobachtern jedoch nicht
so grof3, wie man auf Basis von Abbildung 5 erwarténde.

Bestimmt man die Amplituden der maximabiglichen Schihge (Sérungsdauer ein Zeitschritt),
so dass der Regler das Pendel trotzdem stabilisieren kaebesrgich die folgenden Werte:

Kreis geschlosseiiber Maximaler Schlag:*

Wahren Zustand 1390
VRHKF 1380

Red. Luenberger (-60) 1370
Red. Luenberger (-40) 1360
Red. Luenberger (-20) 1320

Man erkennt, dass auch in diesem Fall dieekfiihrung mit VRHKF zwischen deriickfiihrung
der wahren Zuginde und dem schnellsten Luenberger-Beobachter einzuoistne



6.2 Ergebnisse am Versuchsstand

Am realen Versuchsstand wird zachst das Verhalteriif den rein stochastisch gédien Fall
betrachtet. Hierzu wird das Pendel mit Hilfe der bereitsadmten Zustandsbeobachter stabili-
siert. Abbildung 7 zeigt die unterschiedlichen Zeitéerfie {ir die Position des Wagens (es gilt
wieder die Legende aus Abbildung 5).
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Abbildung 7: Wagenpositionrz im ungesbrten Abbildung 8: ¢ im Kreis mit Schlag, geschlossen
Kreis, geschlosseiiber verschiedene Beobachter. tiber den jeweiligen Beobachter.

Wie man sehr gut erkennen kann, \@thsich das System mit VRHKF deutlich ruhiger als
alle Systeme mit Luenberger-Beobachter. Offensichtlitialiso die gewhlte Lange des Ho-
rizonts von20 Zeitschritten bzw40ms ausreichend um die Rauschprozesse gut nachzubilden
und somit eine bessere Sthung des Zustands zu erreichen als mit den reduzierterbleuger-
Beobachtern.

Nun wird auch das reale System mit einem Schlag bei4 s beaufschlagt. Abbildung 8 zeigt
die Verlaufe der Scatzungeniir die Winkelgeschwindigkeiten der unterschiedlichen Babl
ter, wobei der Regelkreis nurber den jeweiligen Beobacher geschlossen wurde. Auchittier g
die Legende aus Abbildung 5.

Wie man durch Vergleich von Abbildung 8 und Abbildung 5 enken kann, knnen die Ergeb-
nisse der Simulation am realen System im Wesentlicheratigistverden. Einen Unterschied
zur Simulation bildet der deutlich unruhigere Verlauf vodes VRHKF im Zeitraum zwischen
4,0s und4, 15s. Zur Erklarung dieses Verhaltens sind in Abbildung 9 die Messwertdign
sem Zeitraum sowie eine Approximation der Messwerte msig@ler Fourier-Reihe dargestellt.
Hierbei zeigt sich, dass durch den Schlag eine Schwinguadpréeheinlich des Antriebsrie-
mens) bei cal72H » angeregt wird. Die zeitliche Ableitung der Fourier-Reihaibeten Ap-
proximation ist in Abbildung 10 zu sehen. Offensichtlicltalt es sich also bei der Sitzung
des VRHKF im Zeitraum vont, 0s und 4, 15s nicht um ein fehlerhaft veratktes Messrau-
schen, sondern um die géagflete Wiedergabe einer tathlich vorhandenen Schwingung.
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Abbildung 9: Messwertelfr » und Approximation Abbildung 10: Vergleich der Sétzung des VR-

des Verlaufs vorp mittels einer Fourier-Reihe HKF aus Bild 8 vonj (schwarz) und der Ableitung
der Fourier-Reihen basierten Approximation von
aus Bild 9 (grau)

Im Gegensatz dazu liefern die Luenberger-Beobachter ararréé@rsuchsstand einémnlich
glatten Signalverlauf wie in der Simulation. Genauso widen Simulation stimmt dieser Ver-
lauf jedoch im Zeitraum zwischeh 0 s und4, 15 s mit dem tat&chlichen Verlauf nichiiberein.
Wie in Abbildung 11 zu sehenafit nach dem Abklingen der Strukturschwingung bei«d3 s
der Werte des Gtemal3es dauerhaft unter den festgelegten Schwellwederlfrolge wird ab
4,15s der Horizont wieder ver@fdert, wodurch der VRHKF ab dann korrekterweise einen
deutlich glatteren Verlaufifr ¢ liefert.

Der Peak im Verlauf des @@emalies zwischen 4,3 s und 4,4 s ist durch die starke undlkchn
Veranderung der Stellgf3e (Abbildung 11 unten) bedingt. Diese wiikter die Struktur des
Versuchstands teilweise in unmodellierter Weise (und saifsi Sbrung) auf die Bewegung
des Schlittens bzw. des Pendels. Durch eine geeignete Walschwellwerts/s ;.. kann
verhindert werden, dass in diesen Bereichen diede des Horizonts ungewollt vénzt wird.

7 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Beitrag wurde gezeigt, dass durch die VariatiorHigizontlange eines Zustands-
schatzers der Zielkonflikt zwischen der Elimination von Mess@hen und der Abbildung von
impulsartigen Sirungen verringert werden kann: Trotz einer guten Elinidmavon Messrau-
schen ist der vorgestellte VRHKF in der Lage nach dem Auftretaer impulsartigen $tung
innerhalb einer wohl definierten und sehr kurzen Zeitspamieeler eine korrekte Zustands-
schatzung zu liefern. Aus diesem Grund erreicht eine Regelungr iutzung des VRHKF
nahezu den (idealen) Einzugsbereich, den dieselbe Regailvfngasis des wahren Zustands
hatte. Speziell iir strukturvariable Regelungen ist die &ttung mittels VRHKF daher sehr
interessant. Dies konnte anhand von Simulations- und Yhssigebnissen beispielhait fein
inverses Pendel gezeigt werden.

Durch die Auswertung desiiiemalies ist der VRHKF in der Lage zu erkennen, wann eine
grol3e Unsicherheit in der Zustandsatdung besteht. Diese Informatioairknte in vorteilhafter
Weise auch von der Regelung genutzt werden. DenkbBae w.B. das Umschalten auf eine sta-
tische Ausgangsickfuhrung oder im Falle von stabilen Strecken das kurzfristigeschalten
der Regelung bis die Zustandsatdtung wieder als ausreichend zug@sdig eingestuft wird.
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Abbildung 11: Oben: Verlauf desittemalles und der Horizoatlge nach einer schlagartigerdofsing des realen

Systems. Unten: Verlauf der Steltideu. Wie von der strukturvariablen Regelung angestrebt, wadStellhub
Uber einen grof3en Zeitraum volsidig ausgenutzt.

8 Anhang

8.1 Zur Invertierbarkeit von W

Um die Invertierbarkeit der Matri¥V zu zeigen, wird ein Satizber Inverse von Hypermatrizen
berbtigt [10]:

Satz 1 (Frobenius Formel) Sind in einer Hypermatrix

a2 3

A undF = D — CA'B regukr, so gilt:

H-! — A-YBF'CA'+1I) —A'BF!
- ~FI!CA™! F-!

Damit ist es also ausreichend, wenn Invertierbarkeit de8atz benutzten Teilmatrizeh und
F gegeben ist.



Die Matrix W lasst sich wie folgt als Hypermatrix angeben (siehe auch AbH):

_[QER™'Qs  QRTIG
- GTRleB GTRflG_’_Qfl '

Wendet man nun die Frobenius Formel an, ergibt sich, dadsettien Matrizen

M, = QER_IQB und
M, =G'R'G+Q '—

GTR'Qp (QFR Q) QFR'G

regulr sein niissen.

Zunéachst wirdM; = QLR 'Qj untersucht. Br den Rang einer allgemeinen Matu gilt:
RangA) = RangdATSA), sofernS eine voll besetzte Diagonalmatrix ist, wie¢~!. Daraus
ergibt sich, das®I; genau dann vollen Rang hat, und damit invertierbar ist, w@anden
hochstnoglichen Rang: besitzt. Diese Anforderung deckt sich mit dem KalmanscheobBe
achtbarkeitskriterium, dé)B — fur ausreichend lange Horizonte — eine nach unten erweiterte
Beobachtbarkeitsmatrix des Systems ist.

Um M, zu untersuchen, wird diese wie folgt umgeschrieben:

-1

M, = Q7+ G'R (1 Qs (QhR'Q5)
Qgﬁ—l) G.
Aufgrund der speziellen Struktur vdR ! |asst sicHVI, weiter umformen bis man Gleichung

(17) ertalt. Zusammen mit deblberlegungen zM; sieht man, dass die Matri% positiv se-
midefinit ist und genau Eigenwerte bei 0 und alle anderen bei 1 hat.

1-RiQs (QPR7Qs) QR |RUEG @)

J/

M, =

g

S

O

|

+

4 Q'
~

Th

|

~
positiv semidefinit

Damit ertéalt man in Klammern eine neue, positiv semidefinite Matrix genau: Eigenwerte

bei 1 und alle verbleibenden bei 0 hat. Auch nach Multipltaimit den beiden Matrizen von
links und rechts bleibt der rechte Summand positiv semiefrch die Addition zuQ 2, die
positiv definit ist, ergibt sichifr M, eine positiv definite Matrix, die damit vollen Rang besitzt
und invertierbar ist.

Somit ist gezeigt, das¥v ! genau dann existiert, wenn das System beobachtbar ist ond ei
ausreichend langer Horizont betrachtet wird. Im allgereimst eine Horizonéinge vonn
Zeitschritten hinreichend, c@B dann der Beobachtbarkeitsmatrix des Systems entspricht. Bei
MehrgroRensystemen kann Beobachtbarkeit auch schonieméten Horizonten erreicht wer-
den.

8.2 Modifizierter a-Regler

Der in dieser Arbeit verwendete Regler stellt eine leicht ifimidrte Version des in [3] vorge-
stelltena-Reglers dar. Wie in [3] wird auch bei der modifizierten Versiau jedem Zeitschritt



das gblRtea € [amin; maz] gEWRNIL, welches mit dem aktuellendie Ungleichung:

4bTPb
Tpx < 2 18
*EX S 0pTPD _ q)2 mar (18)

N

R

n

erfullt. Die Matrix P = P(«) ist dabei die positiv (semi-)definitedsung der Riccati Gleichung
(A+4$I)"P +P(A + $I) — 2Pbb’P =0 (19)

mit A, b der Systemmatrix bzw. dem Eingangsvektor ki@stinuierlichenSystems. In [3] wur-
de als Regelgesetz

u=—b"Px (20)
gewahlt.
Solang€lu| < umq. fuhrt dieses Regelgesetz zu einer exponentiellen Abnahmigajgmow-
FunktionV = x"Px entsprechend# = —aV’. In den Bereichen des Zustandsraums in denen

gilt |u| > wunma., reduziert sich die Abnahme vdn stetig. Die kleinste Niveawithe vonl/

auf der zum ersten mal = 0 auftreten kann, ist mit’ = » (mit n aus 18) gegeben und stellt
daher die Grenzdif eine Abschtzung des Einzugsbereichs auf Basis der Ljapunow-Funktion
V =x"Px dar.

Um die Dynamik der Regelung zu verbessern, wurden folgendett&cdurchgeiihrt:

e Auswahl vona wie in [3] entsprechend (18).

¢ Mit Hilfe des gefundeny wird

Uy = —b P(a)x (21)
ul, = —bTMX (22)
do

bestimmt. Solange < «,,., wird zusatzlich auch noch
Ug,,,. = =D P(Qnas)X (23)
berechnet.

e Fir die Bestimmung vom kdnnen nur2 Falle unterschieden werden:
Fall 1: Fallsa < e, U, - (ug,,,, — ta) > 0 wird die Steigung

. ua - ua .
u . = min (u'a, L) fur u, >0
Umagz — &
Uamae — Ua \ g
u, . = max (u’a, L) fur u, <0
Ompaz — &

ermittelt. Daraus bestimmt sieh zu

Uy = Ug + U (Upaz — @) (24)

Falls
V(uy) = 2x7 (PA)x 4 2x"Pb - uy < —faV (25)



wird u = u; gewahlt, andernfalls wird; zu

"y —faV —2xT(PA)x
B 2xTPb

(26)

gewahlt. Der Parametef € |0; 1] stellt den einzigen z@zlichen Freiheitsgrad der mo-
difizierten Regelung dar.
Fall 2: Ansonsten wird: = u,, gewahlt.

Fall 2 entspricht exakt der in [3] beschriebenen Regelung.Nbodifikation findet nur im Fall

1 statt. Dort wird beiicksichtigt, dass der schnellste Regleg (,.) und der chst schnellere
Regler (.1 4.) das Regelgesetz in gleicher Weisearatern. In dieser Situation wird versucht
die StellgbRe entsprechend anzupassen (B&er die Forderung (25) bzw. deren erzwungene
Erfullung (26) wird dabei ge@hrleistet, dass trotzdefri < 0 gilt und somit die Stabilit
sichergestellt bleibt.

8.3 \Verwendete Werte
8.3.1 Strecke mit Sbrung

Fur daskontinuierlicheZustandsraummodell des inversen Pendels wurden folgeradiezigh
verwendet:

0 O 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0
A 3891 0 —0.0423 —616.2 |’ B= 0.6377 |’ G = 0.6377 141.1
0.176 0 —0.002 —158.2 0.1637 0.1637 0.6377

100 0
C_{0100}

Die Kovarianzmatrizen der Rauschprozedsew undv wurden zu

102.66 0 10—7.11 0
Q - |: 0 10—4.24 :| ’ R = [ 0 10—7.33 :|
angenommen.

8.3.2 Regelung
Der verwendete strukturvariable Regler variiert den Patanaeim Intervall [1;6.72]. Der Pa-
rameterf wurde zu0.5 gewahlt.
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