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1. EINLEITUNG 
Par die Berechnung von "EinschuingvorgRngen", Insbesondere falls sich das Sy- 

stem as Beginn der Beobachtung bereits in angeregtem Zustand befindet, wird die 
Laplace-Transformation (LT) geseinhln als besonders geeignet angesehen /1,2/. 
Ein wesentlicher GNIXI dafclr Ist, da6 die abliche Ableitungsregel der LT auf 
der Bildseite sogenannte Anfangswerte des Zeitsignals enthalt, welche bei LT 
einer linearen Differentialgleichung (DGL) in deren Bildgleichung eingehen und 
zur Bertlckslchtigung des Systes-Anfangszustandes benutzt werden. Wie seit lan- 
ges bekannt, sind aber die derart sathesatisch spezifizierten Anfahgsuerte 
nicht in allen PRllen i8 Einklang sit den physikalischen Gegebenheiten 131. 
Hancherlei Ursachen dieses Widerspruchs wurden in Betracht gezogen; die Exi- 
stenzberechtigung des Anfangswerts der Ableitungsregel wurde jedoch offenbar 
bisher nicht besuelfelt. Erst vor kurzes wurde vos Autor darauf hingewiesen, 
da0 der Anfaugsuert fehl as Platze 1st 19-61. 

Ikrrch das Wegfallen des Anfangswerts der Ableitungsregel wird die Berackslch- 
tigung von System-Anfangszustanden vereinfacht und von den erughnten WidersprG- 
chen befreit, weil die physikalischen Gegebenheiten ohne formal vorweggenomene 
BeschrRokungen bertlcksichtigt werden kennen /7/. Dies wird ia folgenden as Bel- 
spiel eines einfachen Modells eines Relbungsschwlngers desonstrlert. 

2. DAS SGHWINGERWDELL 
Der Relbungssclulnger kann seinerseits als Musterbeispiel derjenigen Klasse 

selbsterregter System! aufgefaBt werden, welche durch das Zusamenwirken einer 
nichtlinearen Kennlinie sit negativer Steigung (Plg.1) und eines linearen Reso- 
nator gekeMZeiChnet Ist Wsikal. Streich- und Blasinstrusente /Si; Reibungs- 
schwingungen in Bremsen und Antrieben 1911. 

Pig.1. Beispiele fGr Kennlinien selbsterregter Schwinger. 
a: SchallfluR p als Punktion der Druckdifferenz Aq (Blas- 
instrusente). b: Kraft p als Punktion der Relativge- 
schulndigkelt Aq (ReibungsschwInger). c: Schesatlsche 
Vereinfachung von b. 

Haft- und Gleitrelbung 
nach Kennlinie Pig.lc 
sachgebildet. 

Im vorliegenden Modell werden die Reibungskennllnie durch die Charakteristik 
nach Flg.lc und der lineare Resonator durch seine Eigenschwingungen gekenn- 
zeichnet, Pig.2 selgt das elektrische Analogon. Das Systes wird durch die ein- 
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gepr&gt.e SchwingungsgröSe qo(t) (beispielsweise die Schnelle eines Geigenbo- 
gens) angeregt. Die parallelgeschalteten Reihenschwingkreise reprgscntieren die 
Beitrage der Eigenschwingungen des linearen Resonators (z.B. der Geigensaite) 
zur Eingangsimpedanz bzw. Admittanz. Die letztere ergibt sich bei N Eigen- 
schwingungen durch LT der DGL zu 

N 
YN(s) = 1 

S 

n=l Mn(S-Sn)(S-Sg) 
; wobei (1) 

SnrS+n = On+&; On = -R,/(2!4,); q, = + 
2’ nncn)-'-R~/(2nn) . (2) 

Die Reibungskennlinie Qig.lc wird durch folgende Vorschrift nachgebildet: 
(a) Der Schalter wechselt von 1 nach 2, wenn p(t) (z.B. die Kraft wischen Sal- 
te und Bogen) einen festen llaximaluert pmx erreicht: (b) wenn Aq(t)=O (z.B. 
verschwindende Relativgeschwindigkeit wischen Saite und Bogen), erfolgt Um- 
schalten von 2 nach 1. Die Gleichspannungsquelle p= reprgsentlert die ge- 
schwlndlgkeitsunabhgnglge Kraft im Falle Aq(t)>O gernaß Qig.lc, wobei p= < bx 
vorausgesetzt wird. 

Die Aufgabe besteht darin, die SchwingungsgrGBen p(t) und q(t) als Punktion 
der Zelt zu bestimen, wobei qO(t) als elngepr&gt gilt. Solange der Schalter 
in einer Position verbleibt, ist das System linear und zeltlnvariant. Daher 
können die VorgBnge abschnittsweise mit der LT berechnet werden, wobei der am 
Beginn jedes Zeltabschnitts vorhandene Zustand aus dem Endzustand des vorherge- 
gangenen Abschnitts ermittelt werden muß. 

Der Uberslchtlichkelt und Kurze halber wird die Berechnung Im folgenden unter 
der Annahme N=l durchgeftihrt. 

3. BERECHNUNG 
Schalter in 1 (Beginn). In dieser Phase muß p(t) aus qO(t) bestirt wer- 

den. Es wird angemmen, daB qB(t) ab t=O wirksam wird und der Kondensator 
In diesem Zeltpunkt ungeladen ist (neutrales System). QUr die Bildfunktion P(s) 
gilt dann mit (1) und N=l 

P(s) = Qob)/Y,b) = aocs>n,[s-2a,+(~~~)/s]. (3) 

Durch Amendung der anfangswertfreien Ableitungsregel 04ultlplikation mit s 
entspricht Ableitung) sowie der Integrationsregel (Division durch s entspricht 
Integral) erhilt man aus (3) 

p(t) 1 . (4) 

Das Integral Ober qO(t) erfaSt die Kondensatorspannung pc(t). In tdl ist 
dieselbe gleich Null, weil voraussetxungsgaZB das System am Beginn neutral 
und qo(t) kausal ist. 

IJms&altung 1 - 2. Das Umschalten beim Erreichen des Kriteriums p(t)=pmax 
hat zur Folge, daß qO(t) vollstRndig vom Resonator abgetrennt wird. Danach 
ergibt sich q(t) durch Uberlagerung eines -erregten" Anteils, uelcher durch 
p= verursacht wird, und eine8 "spontanen" Anteils, welcher durch die Konden- 
satorladung bedingt ist IT/. Beide Anteile werden unabhgnglg voneinander be- 
rechnet und am SchluB addiert. Bezeichnet man den Umschaltzeitpunkt mit t12, 
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so lautet die LT des erregten Anteils 

Qe(a) = p=t-‘t -st12Y,(s) = p=t- stqM, (s-s, m3-s+j ,y . (5). 

Daraus bekommt man mittels einer LT-Tabelle die zugehörige Ztitfunktlon: 

st(t) = P=b$ll) -1,q(t-t12) sinq tt-tj21. (6) 

Die LT dta spontanen Anteils 1aSt sich durch die Formel 

c&(s)= 
%ll2+8 - 2o1qa12+ + qs12+ 

t 
-st,2 

b-q)kB-fl) 
(7) 

ausdrucken /1,7/. Darin sind qs12+ bnr. qs12+ die Werte, welche q(t) bzw. 
q(t) umitttlbar nach da Mchalttn annehmen; alt q tlszitn aus physikalischen 
Ubtrltgungen hergeleitet werden. Invtrst Transformation von (71 liefert 

qs(t) = ,w-t12) 
iI 

9*12+co=q (t-t12)+ 

«Li1(q~,2+-u,q~,2+)slnq(t-t,2) . 1 0’) 

Der Anfangwert qs12+ ergibt sich daraus, da8 Im Dmschaltzeitpunkt q(t) wegen 
Hl nicht springen kann, no da0 q(tl2+)=qO(t12). Da nach (6) st(t) In 
tl2 keinen Beitrag zu q(t) leistet, ergibt sich 

Qs12+ = qo(t12). 

Der Wert &12+ 1Bßt sich mittels (4) aua der Tatsacht ableiten, da0 die Kon- 
dermatorspannung pc im Umschaltzeitpunkt stetig ist. Es ergibt sich 

&312+ = 4(-j(tQ) - n;'(Prax+P=). (m) 

Durch Einsetzen von (9) und (10) in (8) und Addition von (6) und (8) erhalt man 
das Signal q(t) in Schalterstellung 2. Wenn q(t)=qO(t) erreicht wird, Ist 
4~0 und ta erfolgt vereinbarungagemg0 die Umschaltung von 2 nach 1. 

Umchaltung 2 - 1. Im Ikschaltzeltpunkt t21 ist vorauasttzung8gemgS q 
gleich 90, d.h. stetig. Die Kondtnaatorspannung pc ist im allgemeinen in 
t2l von Null verschieden. Deshalb gilt nach dem Dmschalttn: 

p(t) + pc(t21) . (11) 

Dieser Ausdruck entspricht bla auf den Anfangswert pg(t2,) vellig (4). Da 
pc(t) in t21 stetig ist, kann pg(t21) aua dem Zustand btrtthntt werden, 
welcher urritttlbar vor dem Wehalten herrscht: 

PC(h) = P= - qa2,1 - 2u,q(t2,)]. (14 
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Darin ist dem Umschaltkriterium Aq=O entsprechend q(t21)=qO(t21), und 
i(t21) wird aus den Ableitungen von (6) und (8) durch Einsetzen von t21 ge- 
wonnen. 

Wenn p(t)=b erreicht wird, erfolgt erneut die Umschaltung von 1 nach 2, 
und so fort. Plg.3 illustriert das Ergebnis fUr den Fall, da0 qO(t) in t=O 
von null auf einen konstanten Wert springt. 

Pig.3. SchwlngungagrWen des Elnfach- 
resonators (N=l), welcher durch eine 
Sprungfunktion qO(t) angeregt wird. 
Der Sprungeln8atz bewirkt sofortigen 
Ubergang In die Gleitphase (Sch. In 2); 
das System wird zuerst durch p= ange- 
angeregt. StatlonBre Schwingungen kom- 
men nur zUL)tande, wenn die Amplltude 
von qO(t) einen durch G1.6 bestlmten 
Wert nicht Uberschreltet. 

0 f- 
4. SCHLUSSB04ERKUNGEN 

Zumindest Im Falle des zugrundegelegten Modells kann man alt der beachrlebe- 
nen whalbanalytlschenn Methode offenbar nicht nur die SchulngungsgrCIBen wlr- 
kungsvoll berechnen, sondern wertvolle Einsichten in die Wirkung der verschle- 
denen Parameter - einerseits des linearen Resonators, andererseits der nichtll- 
nearen Mechanismen - gewinnen. Die Qnfangawertfrele Laplace-Tranr,formatlon* 
erweist. sich dabei als außerordentlich ntitzlich, weil die Vorteile der LT (be- 
queme netzwerktheoretische Rechemethoden) In vollem Umfange zum Tragen k-en, 
wghrend die Bertlckslchtlgung der physikalischen Ubergangwuatgnde des zeltva- 
riablen Systems frei von vorueggenoanenen fomlen Beschrgnkungen bleibt. 

Weil zur numerischen Berechnung der Zeitfunktionen In der Regel ein Dlgltal- 
rechner benutzt wird, Ist ca ferner au0erordentllch nGtzllch zu wissen, da0 
ea dafUr ein Verfahren gibt, welches umlttelbar mit der Laplace-Bildfunktion 
arbeitet /lO/, so daS in vielen Fgllen die formale RUcktransformatIon Oberhaupt 
nicht vorgenmen werden mu0.l Der System-Anfangszustand kann dabei In der- 
selben Welse berUckaichtlgt werden wie lm vorliegenden Beispiel. 

Die vorliegende Arbeit entstand Im Sonderforschungabereich 204 "Gehi5rn, 
Wnchen, gefördert durch die Deutsche Porschungsgemeinachaft. 
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