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Vorbemerkung

Die von William Kaula ausgearbeitete Theorie (Kaula 1961) der Umlauf-
bewegung eines Erdsatelliten unter der Einwirkung des anisotropen
Gravitationsfeldes der rotierenden Erde wird unbrauchbar, wenn die mittlere
Bewegung des Satelliten kommensurabel mit der Erddrehung ist. Es treten dann
verschwindende Nenner auf. Die Darstellung der Bewegung weist Singularititen
auf. Es kommt zu resonanzartig liberhdhten Storungen in den beschreibenden
Bahnelementen.

Wie in (Mai&Schneider&Cui 2008) gezeigt worden ist, konnen die
Singularititen vermieden werden, wenn man von der Zeit auf eine andere
unabhingige Variable wechselt. Nach einer solchen Renormierung erhélt man
eine Darstellung der gestorten Bahnelemente, die auch bei Vorliegen von
Kommensurabilititen brauchbar bleibt und ins Unendliche wachsende
Storungen vermeidet. Die Wirkung der resonanten Harmonischen des
anisotropen AuBlenraumpotentials wird so beseitigt. In Bezug auf die
renormierte unabhéingige Variable erscheinen die Storungen nichtresonant.

Die Renormierung beseitigt die mathematische Singularitit der Losungs-
darstellung. Die Resonanz scheint eine Folge einer ungeeigneten mathe-
matischen Variablenwahl zu sein, also nicht notwendig physikalisch begriindet
zu sein. Die Renormierung zeigt einen Weg auf, wie man bei Vorliegen von
Kommensurabilititen in der Losungsdarstellung singuldre Terme vermeiden
kann, die Singularitdten mathematisch hebbar sind. Aber man bekommt so keine
Aussage dariiber, ob es nur eine mathematisch bedingte Singularitit ist oder
eine physikalisch verursachte Singularitét.

Eine dhnliche Situation ist vom harmonischen Oszillator her bekannt. Wenn
dieser durch eine duflere Kraft mit einer Frequenz angeregt wird, die gegen die
Eigenfrequenz des Oszillators geht, dann wird die Losungsdarstellung ebenfalls
unbrauchbar, es liegt eine (jedenfalls mathematische) Singularitit vor.

In der vorliegenden Studie wird am Beispiel des linearen Oszillators eine
Resonanztheorie entwickelt, die die Behandlung des Bewegungsverlaufs im
Resonanzfall erlaubt.

Die auf der Verwendung von Integralgleichungen basierende Resonanztheorie
wird am Beispiel des linearen harmonischen Oszillators zwar entwickelt und
illustriert, sie kann aber auf nichtlineare dynamische Systeme mit mehreren



Freiheitsgraden iibertragen werden, sie wird aber 1. allg. nicht mehr in analy-
tischer Form durchfiihrbar sein.

1. Randwertaufgabe zur Bewegungsgleichung des Oszillators

Die Bewegungsgleichung des linearen ungeddmpften Oszillators

X+ @yx+ K, cos(wt)=0

1.1
x+  f(x(t,)) =0 (1.1
;>0 Kkonstant
o Erregerfrequenz
K, Konstante
Danach erfiahrt der Oszillator eine riicktreibende (bezogene) Kraft
—ayX(t) (1.2)

und eine periodisch mit der Frequenz o auf den Oszillator einwirkende
(bezogene) Kraft

—K, cos(at) (1.3)

Gesucht wird eine Losung x(t), die ganzperiodischen Randbedingungen

geniigt, d.h., ein Bewegungsablauf, der sich nach einer Zeitspanne T, der
Periode, exakt wiederholt

x(t)=x(t+T) und X(t)=x(t+T) (1.4)
Die Losung ldsst sich darstellen in der Form

x(t,)=const x, +X(t,), (1.5)

Es wird im Folgenden eine normierte Zeitzahlung

t—>t/T >0<t <1 (1.6)



verwendet, mit T als der Periode der gesuchten periodischen Losung.

In (1.5) ist X(t,) Losung der Integralgleichung

7(tn)=T2jKB(tn,rn)f(x(rn))dfn (1.7)

Zu beachten ist, dal} im Integranden

f(x)=f(%(t)+X(t,)) (1.8)

steht, hingegen auf der linken Seite der Integralgleichung x(t,).

Weiter ist

1

RE (t rn)=—%|tn—rn|+5(t oY (1.9)

ns

der Integralgleichungskern.

X, (t,) ist eine Eigenldsung der gestellten Randwertaufgabe , die orthogonal zu
x(t,) sein muB, d.h. die Orthogonalitatsbedingung

jX(rn)DXO(rn)drnzo. (1.10)

0

erfiillt werden muf3, und zudem die LOsbarkeitsbedingung

J:XO(Tn)f(XO(Tn)+7(7n))drn:0 (1.11)

einzuhalten ist.

2. L6sung der Randwertaufgabe nach der Methode der unendlich
vielen Variablen

Als Losungsverfahren werde die Methode der unendlich vielen Variablen

(Hammerstein 1930) verwendet. Danach ergeben sich die Koeffizienten x*° der
Losungsdarstellung

%(t,)=3 (x5 (t,)+ X7 (t,)) 2.1)



aus den Bedingungsgleichungen

A

14

gee -1 jgﬁf’c(rn) £ (% (2,)+X(z,))dr, . 2.2)

Eigenwerte und Eigenfunktionen sind

A =(2wr)2 = aj(tn):ﬁSin(\/Zth) fir v=1(1)o0. (2.3)
V o, (t,)= \/Ecos(x/zvtn)

Der Integralgleichungskern hat die Bilinear- oder Selbstdarstellung

ke (,0) =3 2 ()2 (70) + 20 (8) 22 (7). (2.4)

Gesucht werden die Wurzeln x3° der Bedingungsgleichungen (2.2) sowie die
Eigenlosung x,(t,). Diese mul die Losbarkeitsbedingung (1.11) erfiillen, d.h.
orthogonal zur Inhomogenitit f (x(tn )) sein und iiberdies nach (1.10) orthogonal

zur gesuchten Losung x(t,) sein.

3. Beispiele zur Behandlung der Randwertaufgabe

Es soll nach zunehmender Kompliziertheit der Inhomogenitét f(x(tn)) in der

Bewegungsgleichung (1.1) vorgegangen werden Zunichst wird der Newton -
Operator L, :=d*/dt* als primédrer Differentialausdruck angenommen.

Behandelt werden die Fille

1. freier ungeddmpfter Oszillator (s. § 3.1)
2. erregter ungedampfter Oszillator (s. § 3.2)

Daran anschlieBend sollen diese Fille unter Zugrundelegung eines linear
erweiterten Newton-Operators A, behandelt werden, um auftretende

Singularititen behandeln zu konnen. Aus der Literatur bekannte strenge
Losungen sind im ANHANG A zusammengestellt.



SchlieBlich wird die Bewegungsgleichung um ein Dampfungsglied erweitert
und die vorgenannten Félle nochmals behandelt.

3.1 Freier, ungedampfter Oszillator
Die Bewegungsgleichung des freien ungedampften Oszillators lautet

K+aopx=0 < X+f(x(t,))=0 (3.1)
und damit die Integralgleichung (1.7)

=T a)OJK )+Y(rn)}drn

Die Bedingungsgleichungen (2.2) ergeben sich hier zu

2 1

2
ch:a)g; J_f’c(Tn){Xo(Tn)+7(Tn)}dTn = (l—a)g; jxjﬁ:O

v 0

Die Orthogonalitatsbedingung lautet

IX(TH)DXO(rn)drnzo (3.1)

0

und die Losbarkeitsbedingung
IXO(TH)DX(rn)drn:O. (3.2)

Beide Bedingungen laufen hier auf dasselbe hinaus.

Da im Falle ganzperiodischer Randbedingungen gilt

X, (t,) =X, =const , (3.3)
folgt

X7¢=0 . (3.4)



Die Auflosung der Bedingungsgleichungen (2.2)

2 T’

l-w; — [X°=0 3.5
[ a)O ﬂv j v ( )

ergibt eine nichttriviale Losung
X¢#0 fir v=12,..0 (3.7)

genau dann, wenn

2

(l—a)gT J:o. (3.8)

Da die Eigenwerte 1, >0, konnen ganzperiodische Losungen nur im Falle
w, >0 existieren. Weiter konnen @, und die Periode T nicht unabhingig
voneinander gewéhlt werden. Es folgt ja aus (3.8)

Ty VT, . (3.9)

o0

Eine mogliche Periode T ist demnach ein bestimmtes Vielfaches von T,.
Umgekehrt kann nicht gleichzeitig

T=vT, und T =T, (3.10)

sein, wenn v= u, Somit existieren keine Losungen , in denen verschiedene

Indizes v in der Losungsdarstellung auftreten. Da zufolge der Orthogonalitéts-
und Losbarkeitsbedingung x5° =0, lautet die Losungsdarstellung

x(t,)=X(t,) =% (t,)+x?r (t,) (3.11)
woflir man mit
X ='Acos und X/ ='isin (3.12)
1 * \/5 }/ 1 . \/5 }/ .

und unter Beachtung der Additionstheoreme fiir trigonometrische Funktionen
schreiben kann

x(t,)=X(t,)= Asin(2zt, +) (3.13)



Dieses  Ergebnis ist aus der Literatur bekannt (Macke,1960,

Landau&Lifshiz,1962).

3.2 Erzwungene Schwingungen des linearen Oszillators

Die Bewegungsgleichung (1.1) lautet jetzt

X+ayx+ K, cos(wt)=0 < %+ f(x(t,))=0

und damit die Integralgleichung

n

1
Y(tn):szKB (tn,rn){a)gx+ K, cos(érn)}dr
0

(3.14)

(3.15)

worin @ =T . Die Bedingungsgleichungen (2.2) flir ganzperiodische Losungen

ergeben sich zu

21
XS = T —s,c
v _/1 v

v 0

(rn){a)gx+ K, cos(cbrn)} dr,

Beachtet man die Bedingungen (3.1)-(3.2), so erhélt man

we =T x4 K,Co¥ (o))
ﬂ, 0 0~y

|4

bzw. umgestellt

T? K T? K T?
1— 2 s,e _ o Cs (4 s,¢ _ 0 CS (&
( @)~ JXV —iv S e) = X —(ﬂv —a)(sz) s ()

|4

Im Unterschied zum freien linearen Oszillator ist jetzt mit mehreren
Koeffizienten x3° v>1 in der Losungsdarstellung

(3.16)

(3.17)

(3.18)

2.1)



zu rechnen. Die Integrale C;(®) in (3.18) ergeben sich zu

224 (l—Aczosa)) wenn @” = A4,
C(d)= A, - (3.19)
0 wenn @’ =1,
—\/wai?zw wenn &> # A4,
ci(o)=1 "7 (3.20)
L wenn &° = 1
\/5 v
Aus (3.17) erhilt man fiir die Periode der ganzperiodischen Schwingung
T A X (3.17a)

T o+ K ,C (D)

Betrachtet seien nun die Sonderfalle:
a) Freier Oszillator

Der freie Oszillator ist definiert durch @ — 0 und /oder K, =0. Fiir ihn folgt
aus (3.17a) die Beziehung (3.8)

T2 _ j’vxs’c _ /Iv
- 2ysc 2"
@, X, 23

Danach ist die Periode unabhéngig von der Schwingungsamplitude (s. (3.12))

X bzw. A,
ein bekanntes Ergebnis. Weitere Félle sind

e &—-0und @’ =1, = C*(&)=0 fur alle v=1(1) (3.21)
Das hat nach (3.18) zur Folge x}° =0.d.h. die Ruhestellung des
Oszillators.

e DerFall ®—>0und ®*=4,=0 tritt nicht ein, weil 1, >0 firalle v=1,..0 .

b) Erregerfrequenz nahe der Eigenfrequenz des freien Oszillators
8



Zu betrachten sind die Fille:

1) -, =0+ (3.22)
(2) o0—>w, &=1,=w; fir ein v=y, (3.23)

14

Resonanzfall (1)
d—>w, O =m0, %,

Bei einer Anregung mit einer Frequenz

> > w, , (3.24)

also der Eigenfrequenz o, des freien linearen harmonischen Oszillators,
ergeben sich die Amplituden aus (3.18), d.h. aus

T2 s,C K T2 s,C a
[1—0)3 ijv, ZE—VCV’ (Cl)) (3.18)
mit
S 224, (1-coso, ¢ V2w, sin o,
CV (600): ;Lf_a)g 0) und CV (a)o):ﬁ , (325)
oder umgestellt
s,C 1 K T2 s,C s,C K s,C
Xv’ = T2 2 Cv, (a)o) = Xv’ =ﬂ—oc"’ (Cl)o) (326)
(1—505%] v (T;—a)éj
Die Periode ergibt sich aus
T2 - A X, (3.17b)

WX+ K, CEC ()

14

Sie ist abhdngig von der Eigenfrequenz, der mit dieser iibereinstimmenden
Erregerfrequenz, sowie der Amplitude der harmonischen Anregung und der
Schwingungsweite

T= f(a)o,c?):a)O,KO,Xj’C) (3.17¢)



Resonanzfall (2)
d—>w, @ =1,=wm;, firein v=y,

In diesem Fall stimmt die Eigenfrequenz mit einem der Eigenwerte iiberein.

Fiir die Amplituden erhélt man jetzt

XS = KOT2 Cs¢ (

A 2.) (3.27)

Ve

Nach (3.9) ist

2
T:vz—”::vT1 = ﬂv—ngzlev—a)g(vcz—ﬁ] =1, -4, (3.28)
W, o ’
Damit folgt
K,T? K,T?
. _ CS’C ¢ __*0° CS’C 329
Xy —(/%c—/%) (o) = % oG- (o) (3.29)
mit
1
C'=0 und C°= — 3.30
14 v \/5 ( )
so daf
LKT? 1K, [ 27) 1K, A 1K/
X =0 und X’ =——0 =— 0|, 22| o 0% 0% 3.31
0 V2 oz[V%oO] 02, 0 2 (331)
Die Losungsdarstellung (2.1)
% 1 K
X(t)=> (x> (t )+ x>p° (t.))+=—>p>°(t 3.31a
(n) Z( vwv (n) 14 ¢v(n)) 0\/§¢Vc (n) ( )

weist danach eine Singularitat auf. Auch die aus (3.17) erhéltliche Periode
wird wegen (3.31) unbestimmt.

10



Zu Untersuchung der Singularitdt im Resonanzfall (2) wird im Folgenden ein
linear erweiterter Newton-Operator A, als primédrer Differentialausdruck

herangezogen.

3.3 Ubergang zum linear erweiterten Newton-Operator a,
Die Differentialgleichung
X+a;x+K,cos(wt)=0 < %+ f(x(t,))=0 (3.32)
kann mit dem linear erweiterten Newton-Operator
Ay (x(1)) =Ly (x(t))+Amx(t)  mit 1>0 (3.33)
umgeschrieben werden in

Ay (X(t,))+ T (x(t,))=0

: - - (3.34)
mit £ (x(t,))=f(x(t,))-Ax(t,) 1>0
Die Integralgleichung ist somit zu ersetzen durch
)=X(t I (ty, 705 4) fdrn A=AT? (3.35)
0
Der Integralgleichungskern lautet fiir ganzperiodische Randbedingungen
sinﬁ(l—tn—rn)+sinx/z(tn—z'n) ‘<
n — Tn
2ﬁ(cosﬁ - 1)
K®(t,,7,;4) = fur (3.36)
sinﬁ(l—rn—tn)+sinx/z(fn—tn) <t
Tn - n
Zﬁ(cos\/z - 1)
und er besitzt die Selbstdarstellung (Bilineardarstellung)
&~ o (4) s (%)
®(t,. 73 4) = _” z 3.37
N (3.37)

vorausgesetzt, der Parameter 4 stimmt mit keinem der Eigenwerte

11



Zo=0  Z,=(2vz) v=1(1)
iiberein. D.h., es muf} gelten

A#2,=0 und 2%, =(2vz) v=1(1)o0
Wenn hingegen

A=2,=0 oder ze{ZV:(zv;r)z Vzl(l)oo},

dann lautet die Selbstdarstellung des Kerns

In (3.35) ist

so daB} eine Losung der Integralgleichung

1
X(t,)=T J. (t,. 703 4) fdz,  A:=AT>

0

zu bestimmen 1ist.
3.3.1 Freier Oszillator

Der freie Oszillator ist definiert durch @ —0 und K,=0.

Es ist

und damit folgt

12

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)



=T’ le (t,, 75 4) X(7, )dz, = AT le (t,. 7.3 4)x(t,)dz, (3.45)

In diese Integralgleichung sind einzutragen

e die LoOsungsdarstellung als Reihe nach den Eigenfunktionen

X(1,)= D [6B5 (t,)+ x\BE< (1, )} (3.46)

@; (t,)=1 zum einfachen Eigenwert 1, =0 (3.47)

und
J25sin (21/7ztn - (0)

D2 (t,)= ¢ beliebige Phasenkonstante (3.48)
V2 cos(2vat, — )

zum zweifachen Eigenwert Az, =(2vr) v=1(1)» (3.49)
und

e die Bilineardarstellung des Integralgleichungskerns

w B.S A B.s + B.c T B.c
R2 (1,757, ) = 3 D O () O )0 (3.50)
v=0 v~ Mo

Nach Koeffizientenvergleich zu gleichen Eigenfunktionen erhilt man das
System der Bedingungsgleichungen fiir 1=4_ zu

j (z,):i4,)dz, v=1(1) (3.51)

V O'

Die Koeffizienten x;° miissen zusétzlich der Orthogonalitéts- und der
Losbarkeitsbedingung geniigen.

13



Setzt man in (3.51) entsprechend (3.44) ein, so bekommt man

YA, -4, 3.52
) ’ .5
Tz(a)g_ﬂw—)]&)Bsc d ( )
Sy e R DR
und es folgt daraus

T2 2_;1 o 2 2

TN O
2,2, Ay

Wie im Falle des nicht erweiterten Newton-Operators resultiert eine nichttriviale

Losung nur dann, wenn

14 o

[MIJO L T{ei-A)-(F-T)=0 (3.54)

bzw. wenn man A= AT> beachtet

A 2
AN, gy e (3.55)
@, w, @,

3.3.2 Erzwungene Schwingungen des linearen Oszillators

Mit
f(x(rn);ﬁj)=a)§x(tn)+ K, cos(at,)—Ax(t,) (3.56)

lauten die Bedingungsgleichungen

(3.57)

2 1
Xt =1 {(a)j—/L)Xj”+KOJ‘EDS’“(rn)cos(a}rn)drn}
0

oder umgestellt

14



-I-z 2_/1 2 L
{ g%f)]_; [ oos(m (3.59)

T og-4)| T
sl T M SO 3.59
RETET R -

bzw.

X;© = C: (@) (3.60)

Sonderfalle: 1. 21— o0 : Dieser Fall ist wegen der Voraussetzung 1>0
Ausgeschlossen!

2. Resonanzfall (1) & -, und «? # 1 : Man erhilt

X = Ci*(a) (3.61)

oder wegen T’ =—3oT’e =1,
a)O
_ Zv KO
" e (B -2 (@7, -4,
Als Periode der ganzperiodischen Schwingung des angeregten ungedampften
harmonischen Oszillators ergibt sich im Resonanzfall (1)

s,C

(3.62)

C* (@)
)

AKX

T2 =
2.,8,C s.C
@y x> +K,.Cs (a)o)

3. Resonanzfall (2) &—w, und o] =1

o

Es ist jetzt

15
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X o= C>(2no
Ay
_ (3.63)
1K, e
=— —C, (27[0')
2,(1-4,)
Wegen
C (270) = 2 2:1 (1- cos27ra) 24, 0 _ (3.64)
A, —(27[0') A, =2y
C: (200 = Y2 270)sin (279) _V2(270)0 (3.65)
A, =, A, =4,
folgt fiir die Amplituden des kritischen Terms
A, K,
Xs’C =~G—~CS’C 2 =0 . 3.66
o /10_(1_16) o ( 7[0) ( )
In der Losungsdarstellung
i{ ) XD (1)) (3.67)
fehlt danach der kritische Term v =0, d.h., es ist
i{ )X ()} (3.68)

Die Amplituden x3° fur v#o ergeben sich nach (3.19)-(3.20) zu

o T?K,
"R T e A

)J Cr(@) 4 #a (3.69)
Fiir die Periode der ganzperiodischen Schwingung des angeregten
ungeddmpften harmonischen Oszillators erhdlt man aus (3.17b)

ZXSC

T2 =
X KCE (@)

firvzo (3.70)




4. Gedampfter linearer harmonischer Oszillator

Die Bewegungsgleichung (1.1) soll um eine geschwindigkeitsproportionale
Dampfung erweitert werden

X+ wgx— px+K, cos(wt)=0  S>0

K+ f(x(t) =0 *D

Wieder werden ganzperiodische Losungen gesucht.

4.1 Freier gedampfter harmonischer Oszillator

Es ist zu erwarten, daf3 zufolge der Dampfung keine(!) ganzperiodische

Losung existiert. Denn Dampfung fiihrt bekanntlich zu einem Abklingen der
Schwingungsamplitude, d.h., es liegt keine ganzperiodische Losung im Sinne
von (1.4) vor. Das soll bestétigt werden.

Die Bewegungsgleichung (4.1) vereinfacht sich im Fall des freien Oszillators zu

?(:+ WX — X =0 B>0 42)
x+ f(x(t,)) =0
Die Integralgleichung lautet
1 1
Y(tn)sz{JKB (tn,rn)a)g{XO(Tn)+Y(Tn)}—,BJ.IZB (tn,rn)Xdrn} (4.3)
0 0

Geht man in diese Gleichung mit einer Entwicklung nach den Eigenfunktionen
des Integralgleichungskerns als Losungsansatz ein, so resultieren analog wie in
§ 3.1 die Bedingungsgleichungen

17



T2 L d{x(z,)+X(z,)}
- s,C q
oder wegen
dx dx, dx(t,) 1 d &, . .
ax _a% 0.t t
aoa a7 ()R ()

=25 (¢ (1) - X7 (1)

v=l

als Bedingungsgleichungen

T2 S 1—sc s—s c=s
=l 3 [ (5 (60 () + X (1)) d,
v v=l
_ﬂT2 Vﬂ'i j‘asc(r ){Xs(pc(f )_Xc(ps(r )}dT
ﬂ/‘/ T V:1 0 Vv n 14 Vv n Vv Vv n n

bzw.

In Matrixdarstellung lautet (4.8)

2 2
l_ng +,BT v

A, AT x| (0
T° 2ur , T2 XS ~lo
—f—— l-wy— Y
ﬂzv T " A

|4

und bei verschwindender Dampfung =0

18

(4.4)

4.5)

(4.6)

4.7)

(4.8)

4.9)



1—wy —

\4

Die Gleichung (4.9) bzw. (4.10) besitzt nur dann eine nichttriviale Losung

X® 0
( ZJ;&(OJ flr wenigstens ein v>1,
XV

wenn die jeweilige Koeffizientendeterminante verschwindet

2 2
l_a)g T_ +ﬂT_2£
A, AT ,T?
T2 ) T2 =0 = 1—600 7
\Z4 2 v
[f—" P —
p AT s
(4.12)
Lost man
2
T? T
-0 — | =—| p—=2
bzw.
/IVZ T2 jﬂ2vz7zT
Wy Wy
oder umgestellt
T2+j’82V2ﬂT —/1—3:0
23 Wy
nach T auf, so erhilt man
_l_:jﬂ2v27zi /I_Vz_j,b’2vz7r
2w, @ 2w,

1—(002— 0 S
|4 XV _
O 2T2 (XEJ (

(4.10)

4.11)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

Danach wire T komplex, d.h., es existiert keine ganzperiodische Losung! Wenn

hingegen keine Diampfung vorliegt, also

dann existiert eine
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ganzperiodische Losung. Jede noch so geringe Ddmpfung verhindert die
Existenz einer ganzperiodischen Losung.

4.2 Gedampfter linearer Oszillator mit uf3erer Erregung

Die Bewegungsgleichung lautet jetzt

X+ wyx—px+K cos(awt)=0  f>0

X + f(x(t,)) =0 17)

und damit die Integralgleichung

{i 7, )oixdr, —zz[K 7,)%dz, + K, [K® (t,.7, ) cos(z, )dr }>(4 18)

0

Die Bedingungsgleichungen (2.2) ergeben sich zu

1
)z, —B—| &7 ( 2 )dz, +Ky— )eos(wr, )dz,
Vi S Tl Ceon)
o 1
= Z _[ /1(0/1 )+XZ€”Z(Tn)}dTn
ﬂ’v vu=l ¢
TS 2 [ () (1)~ X (5,
ﬂv‘, = T . V HTu HT TN n
KT
CSC
scr(a)
(4.19)
und nach Auswertung der Integrale
2 2
X = @ ﬂlﬁW°+&ch@ (4.20)
ﬂ“l/ ZV
x°:a)zzx°—ﬂzzmxs+K°TZC°(a3) (4.21)
14 0 /1 14 /1 T 14 /1 14 °

bzw. in Matrixdarstellung
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T? T2 v

2

[1—0)0 ﬂ_] +ﬂ/1_? Xj KT2 Cs(a)ﬂ)
14 _ 0 14

14

T (H,JZJ x| A |CiH@)
A, T °

(4.22)

14

Die Auflosung dieses inhomogenen linearen Gleichungssystems nach der
Cramerschen Regel ergibt

s (A ? c( A T2
R e
A, P pT2vr
’ ﬂ/V ZV
(4.23)
¢ A ,T? s A T2vr
KT V(w)(l_%vj Cv(a))[ﬂ i ]
A T2 Tovr )
l—af
=) )
Im dadmpfungsfreien Fall ergibt sich daraus
oo KT?_C (@) (4.24)
2

Y ﬂ, 2 I
ﬂ,v

in Ubereinstimmung mit (3.18)

5. Quasiperiodische Bewegungen

Es seien jetzt Randbedingungen fiir quasiperiodische Bewegungen gestellt

(5.1)

Nach der Periode T unterscheiden sich Ort und Geschwindigkeit um jeweils

feste Werte b, bzw. lez .

Die Losung ist als Losung der folgenden Integralgleichung (0<t,z<1)
21



||
><|>

f (x,%,7)d7 (5.2)

zu bestimmen (Schneider 1,1992). Sie kann dargestellt werden in der Form

x(t) =X (t)+const x, (5.3)

mit (t)=%(t) i( X5 (1) X225 (1) (5.4)
NI VY gy

und (1) =22+ (0,=20) o2t (5.5)

Die Koeffizienten x}° miissen als Losungen der Bedingungsgleichungen

T 1_30
ﬂ, ¢v T (5'6)

v 0

bestimmt werden.

AuBerdem miissen die Losbarkeitsbedingung

1

JX(T)XO(T)C]T=0 (5.7)

0

und die Orthogonalitatsbedingung

[%( )z =0 (5.8)
0
erfillt werden.

5.1 Freier ungedampfter linearer Oszillator

Fur
f(X):=apx (5.9)

ergeben sich die Bedingungsgleichungen (5.6) zu
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2 1 ks
X =w§£ J'_j‘ (r){const X +X(7)+ %75 (7 )+X§¢§(T)}d7
v 0 o=l
T?| ¢ . 1
=a;§/1 { @.° (7)const xdr+_[(p 7)X(7) dT+I(ﬁ ZXG%
12 0 0

oder umgestellt
- I(p (7)const xdr+I (z)x(r)dz
s,C 2 0

X =0y — | | .
& + 7 ()] 7 (T)(ZXZ(Z? (7)+xos (r)jdr

0 0

und aufgeldst nach den gesuchten Koeffizienten

212
S,C _ Ns,c 1 _ Ns,c (OOT
Xv ~— ''RB -

A T -2,
1- 272
@,

Fiir den Faktor N3 erhélt man

_ b, b r b
Nis = | @ {—1——2+ b —2b ———zrz}dr
RB .([ () 2 2 (1 2) 2
1 -2 1
&2 e O g s -2 j “(e)rdr
_ 0 +(b1_2b2) 1y s.c & 2 s
2 ! 2

o2 v 2

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)
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Im Sonderfall der ganzperiodischen Bewegungen ist

b,=0=>K*=0 (5.16)
womit die schon bekannte Bedingung folgt
s,C 2 T2
x| o, /1 -1(=0 (5.17)
Die Integrale in (5.14) ergeben sich zu
1
1 Isin(szr) J2
"3 = [ (r)dr=+2| ° rdr =1 (2vr)’ (5.18a)
‘ Icos(2wzr) 0
0
1 V2(2-(2vr)’)
1 Isin(2vm’) (2v7)
2|5’C=I_‘/S’C(T)T2df=\/§ 01 ldr = , (518b)
‘ jcos(va') \/5(2_(2‘/”) )
0 (21/71')3
Das Gleichungssystem (5.15), d.h.
Xj[a)gT —lj:wozT K
ﬂV ﬂl/
i i (5.19)
XE(&)ZT —ljza)éT K;
il/ ﬂ/\/
lautet in Matrixschreibweise
A 1 0\ x K’
- = 5.20
o e o

und hat die Losung
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xe= L (5.21)

Sie ist unbestimmt, wenn entweder

a) der Nenner verschwindet

[a)zﬁ—lj—O:a)zE—l@i =T’ (5.22)
0 ﬂ, - 0 /1 - v — 20 *

|4 14

Dazu sei auf die Diskussion im Fall ganzperiodischer Bewegungen
verwiesen (§ 3.1).
b) oder wenn Zahler und Nenner verschwinden

K3* 0
0 5.23
oek .
@, ——1
ﬂ/V
Die Zéhler
Kee = {—(bz “20) e B 2|j’°} (5.24)
2 2

verschwinden im Falle ganzperiodischer Bewegungen, d.h. fiir b, =0.

Mit den Integralen (5.18a-b) folgt

(b,-26) V3 b V2(2-(2v2))

K® .=

' 2 (21/7[)2 2 (21/7[)3
) (5.25)
KC-:_E\/E(Z_(ZVH) )
2 (21/7[)3

bzw.
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v * 2 + v
2 (2wn)

Ks_ (b2_2bl) \/5 KC

(5.26)
b 2(2-(2vr)’)
ve * 2 (2\/72')3
Die Bedingungsgleichungen lauten damit
. T°
Xj _ w, ﬁ,v (b2 _2b1) \/5 _E \/5(2_(21/7[)2) (5 27)
( . T? ) 2 (2wr) 2 ()
w, ——1
ﬂV
a)ZT2 NG
0 4 2(2—-(2vr
xio A B ( (3)) (5.28)
(wéz—lj 2 ()

Man erkennt wiederum, dass die oben angesprochene Unbestimmtheit nur
auftritt, wenn b,=0, also die Randbedingungen fiir ganzperiodische

Bewegungen gestellt sind. Ist dann noch die Periode durch

T cosalzio i —ar 5.29
6’)0/1 = :>a)0/1__ A4, =0 ( )

|4 14

festgelegt, dann liegt der obige Fall b) der Unbestimmtheit vor. Wiederum
kommt nur ein Index in Frage, so dal} etwa

oA 2 (5.30)

@, @,

Es verbleiben noch die weiteren Bedingungen:

1. Losbarkeitsbedingung

1

IX(T)'XO(T)dTIO (5.31)

0
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l‘l(i(r)Jri(Xf,(ﬁj (7)+x.0: (z‘))+ const X, (r)].xo (z)dz=0

{(ﬁ(r)+const X, (1)) X, (7)dz =0

bzw. 1 1
:>I?(r)-xo(r)dr=—constjx0(r)x0(r)dr
0 0
(b b b
:>const:—.!(El—é+(b2—2bl)%_?2r2jdr
(5.32)
also
Const=—J.(%—?—;+(b2—2bl)§—%r2jdr
Ob ] ) - (5.33)
t© bt
=| —ZLt+=2t—(b,—2b)—+=2—1 =0
{ 2 02 (b, bl)4+2 3}0
2. Orthogonalitatsbedingung
1
IXO(T)- f(x(z))dz=0 (5.34)
0
d.h. fiir f(x):=ayx
; ‘(b b 7 b
;| X X(7)dr =0 < (—1——2+ b, —2b ———zrzjdr=0 (5.35)
°£° !212(2 1)22

Es werden zwar beide Bedingungen erfiillt. Dennoch existiert keine
quasiperiodische Bewegung im Fall des freien ungeddmpften harmonischen
Oszillators.

5.2 Freier gedampfter linearer Oszillator

Die Bewegungsgleichung lautet jetzt

27



X + @}x—p% =0 mit >0

X+ f(x(t)) =0
(5.36)

Die Bedingungsgleichungen folgen damit in der Gestalt

2 1

Xf’°=w§; I@f xdr+oo0 7)X(r)dz+
)
T2 i
o — |7 () L (%73 () + X5 (= ))df (5.37)
v 0 o=1

T2 2VZ ( —gey \
~p T [E ()R(e )dr——/f

v 0 o‘:]

bzw.

+@; T X3¢ (5.38)

[0 (01327 (7t 1) X7 1, ) o
0 T

Wertet man die rechte Seite weiter aus, so resultiert

T ST T2 20 ) foee s
(1 @)~ J—[ T ]I(pv (z)X(7)dz
' A ’ (5.39)

2 1 0
_ ﬂT I—sc 2_Or'ﬁ(x;(ﬁ;(r)—x;gﬁj(r))dr

o=

bzw.
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. T . T owr T T2 b,—2b) ) _, .
xv=a)§/1—xv— /1—$Xv+[a)§/1 —/3’/1— _‘Fﬂ]{( ) _ 1)){[% (r)dr—szr¢v (r)dr}

14 14

. T . T?owr T T2 b,—2b) )¢ _. .
xvzcoj/1 - Z$Xv+(wgl__'g,1v "Fﬂj{[(zz 1)]! V(T)dr—szr(pv(r)dr}

14

(5.40)
bzw. nach Auswertung der Integrale
2 2 2 2
Xj:a)gT_X‘f_ T_st_bz a)éT__ﬁT_Zﬂ 1|j
A, AT A, A, T
T2 T2 2 -I-2 T2 2 (541)
\Z \Z4
XC:a)Z_XC_ __XS_b a)z__ - = 1IC
v OlVVﬁ/lVTVZ(OﬂV ﬂ/ll/-rjv
Die Integrale 'I:°sind durch (5.18a) gegeben, so dal3
2 2 2 2
N A ;—ﬂﬁxs—bz[wél——ﬂ;—ﬂﬂjws
i i ' ' (5.42)
XC _ a)ZT_ZXC _'Bzzﬂ S
v 0 14 2{ T

Ist b, =0, so gehen diese Beziehungen in (4.8) iiber. b, geht nicht in (5.42) ein.
Eine Erweiterung um eine duBlere Erregung soll hier nicht vorgenommen
werden. Es wird dazu auf § 4.2 verwiesen.

6. Ubertragung des Losungskonzeptes auf Systeme mit (drei )

Freiheitsgraden

Mit dem Newtonschen Differentialausdruck (Schneider I, 1992)

L, ;:%(m%) 6.1)

lautet die Newton-Eulersche Bewegungsgleichung eines Massenpunktes der
Masse m, der sich unter der Kraft K(r,f;t)=—F(r,f;t) bewegt
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Lyr+F(r,i;t)=0 (6.2)

Bestimmt werden sollen Losungen r(t) dieser Bewegungsgleichung, die
zeitliche Randbedingungen vom Sturmschen Typ B (Schneider |, 1992)

U=r, —-kr, = B

6.3
U, = k,mF, —mr, =$B2 (6:3)

erfiillen. Die Bewegungen sind fiir k, =1

e (quasiperiodisch (bedingt-periodisch)
e ganzperiodisch, wenn zusitzlich B, =B, =0.

In diesen Fillen ist

bzw. (6,4)

rB='>A__Bz rAer

—| -

Da wegen k, =1 die kritische Determinante
Dy =(1-k,)’ (6.5)

verschwindet, muf} zu einer Integraldarstellung der Losung eine erweiterte
Greensche Funktion (Schneider I, 1992)

G (t,r):%IZB(t,r) (6.6)

konstruiert werden. Die Integraldarstellung der Losung r(t) lautet mit der
erweiterten Greenschen Funktion

K® (t,r)=—%|t—r|+%(t—r)2+é (6.7)
r(t):?(t)+%fKB(t,r)F(r,l",T)dr , (6.8)

worin
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f(t):%—%+(82—281)é—%t2 (6.9)

den Randbedingungen vom Typ B Rechnung trigt.

Dieser Losung kann eine den (homogenen) Randbedingungen geniigende
nichttriviale Losung der homogenen Bewegungsgleichung

L,r=0 (6.10)
tiberlagert werden. Eine solche existiert fiir den Eigenrandparameter

ko=1. (6.11)

Bezeichnet man diese Losung mit r,,(t), so lautet die allgemeine Losung der
gestellten Randwertaufgabe

r(t)=?(t)+k(0)rw (t) (6.12)

Zur eindeutigen Losungsdarstellung separiert man r,,(t) durch die
Orthogonalitatsbedingung (Schneider 1, 1992)

_ff(r)[ho(r)dr=0. (6.13)

Da bei den hier interessierenden Randbedingungen fiir quasi-/ganzperiodische
Bewegungen r,,(t) zeitunabhéngig ist, 14sst sich die Bedingung (6.13) schreiben

rlOD_fT(z')dz':O (6.14)

0

Zusitzlich muf} die Losbarkeitsbedingung

[ F(r,f,7)dr =0 (6.15)

erfiillt werden. Wegen der Zeitunabhéngigkeit von r,,(t) 1dsst sich die
Losbarkeitsbedingung schreiben in der Gestalt

rlODfF(T+ k(o)rw,f,r)dr=0 (6.16)

0
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woraus die Konstante k, berechenbar ist.

Ergebnis: Die Bestimmung einer im zeitlichen Grundgebiet quasiperiodischen/
ganzperiodischen Losung l4uft darauf hinaus, das Gefiige von Bedingungen

e Integralgleichung
e Orthogonalitatsbedingung
e | Gsbarkeitsbedingung

zu erfullen.

Anstatt vom newtonschen Differentialausdruck L, kann man auch von seiner
linearen Erweiterung A, ausgehen, also von der Bewegungsgleichung

Ay +F(r,1,t)=0

. - N (6.17)
mit F=F—-Amr (1>0)
und damit von der Integraldarstellung
. T2 - . N
r(t)=r(t)+—[K®(t;4)Fde  (2:=4T7) (6.18)

my

der gesuchten Losung, einer Integralgleichung vom Fredholmschen Typ. Der
Integralgleichungskern ist fiirk, =1 gegeben zu

sinﬁ(l—t—r)+sinﬁ(t—7)
Zﬁ(cosﬁ—l)

K®(t,7;4)= far (6.19)

sinﬁ(l—r—t)+sinﬁ(r—t)
Zﬁ(cosﬂ—l)

Die Eigenwerte sind Nullstellen der Determinante (Schneider 1,1992)
AN =1-k2 cos~/2 — 2K, (6.20)
fir k, =1, also aus der Eigenwertgleichung
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cosvA =1 (6.21)

zu bestimmen.

2, =0 2, =(2va) v=1(1)w
einfacher zweifacher (6.22)
Eigenwert

Die zugehorigen auf dem zeitlichen Grundgebiet [t,,t;]0[0,1] orthonormierten
Eigenfunktionen sind

oF =1

B2 (t,) = {ﬁcos@wztn —a) v=I1(1)w

(6.23)
V2 sin (2vat,—a)  «a beliebige Phasenkonstante

Der Eigenwert 4, =0 bedeutet, daB nicht nur eine Eigenldsung von A, sondern
auch zu L, vorliegt. Diese ist mit der Losung r,(t)fiir den Eigenrandparameter
k, =1 identisch.

Der Integralgleichungskern ldsst sich nach den vorgenannten Eigenfunktionen
entwickeln. Man erhélt die Bilineardarstellung (Schneider 1, 1992)

_B —

Sk - (%)
B (1,.2,4) = Y —2 (&) P, 6.24
GZ:;) ) (6.24)

vorausgesetzt, der Parameter A stimmt mit keinem der Eigenwerte {iberein.
D.h., es muB} gelten

A#ky A+, v=1(1) (6.25)

Andernfalls, und das ist fiir die Behandlung von Resonanzen wichtig, tritt in der
Bilineardarstellung des Kerns ein verschwindende Nenner auf. In diesem Fall ist
eine erweiterte Greensche Funktion mit Hilfe der zugehorigen Eigenfunktion
zu konstruieren. Stimmt A beispielsweise mit dem Eigenwert 4 iiberein, so ist

die (einfach) erweiterte Greensche Funktion T(t,.7,:4,) als Losung der
vereinfachten Differentialgleichung

AT (4702, ) | == (7, ) + @2 (t,) D2 (z,) (6.26)
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zu bestimmen. In der Bilineardarstellung der erweiterten Greenschen Funktion
fehlt dann der Term mit der Eigenfunktion ®Z(t,), d.h., es resultiert als

Bilineardarstellung des Integralgleichungskerns

P ( CTD

< w

( ) (6.27)

gg

AR

Damit stehen alle Mittel zur Verfiigung, um die Fredholmsche Integralgleichung
nach der auf Hammerstein (Hammerstein 1930) zuriickgehenden Methode der
unendlich vielen Variablen zu l6sen.

Danach wird als Losungsansatz eine Entwicklung der gesuchten Lésung nach
dem auf dem zeitlichen Grundgebiet orhonormierten System der
Eigenfunktionen des Integralgleichungskerns verwendet

t)=f(t +V§( 2 (4,)+1 (1,)) (6.28)

Zusammen mit der Bilineardarstellung des Integralgleichungskerns in die zu
l6sende Integralgleichung eingetragen erhdlt man nach dem Vergleich der
Koeffizienten zu gleichen Eigenfunktionen das unendliche System von
Bedingungsgleichungen

f (r,f;7,)dz,  v=1(1)o (6.29)

V

fiir die Entwicklungskoeffizienten des Losungsansatzes. Eine Losung
r’° v=1(1)o dieses Gleichungssystems beschreibt, vorausgesetzt es werden

\4

auch die LoOsbarkeits- und die Orhogonalitatsbedingung erfiillt, eine
periodische Losung des vorgelegten Bewegungsproblems. Diese Losung hat die
Darstellung

(6.30)

Il
-1>
_|_
M8
—_—
el
§

: (t, )) Ko Tio (t)

Anm.: 1. Die obere Summationsgrenze wird aus praktischen Griinden in der
Regel eine endliche natlrliche Zahl sein

+Vi( DT ) 3 (67 )+ e () +r () (63D)
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Die zweite Summe der rechten Seite wird als vernachlassigbar klein
angenommen.

2.Die Zeitvariable t ist normiert gemaf

t=t ::t_TtAQOStsl T=t,-t, (6.32)

3. Die vorstehenden Ausflihrungen gelten sinngemald auch dann, wenn mit
einer erweiterten Greenschen Funktion zu arbeiten ist.

- d’r  GM
AN+F(r,r,t)=0<:>F=— a3®
N A GM, - -
4. Beispiel: Ist mit F=+—=2r-Amr (120) (6.33)
a

und A, =L, +Amr

so liegt die Bewegungsgleichung fiir eine Keplersche Kreisbahn vor. Die
Gleichung (3.55) bedeutet dann

A, 2rv
T:\/GM /a®  n
® (6.34)

. M .
mit @, =n= GM, mittlere Bewegung

2
T _om, (6.35)

bzw. fir v =1 -
a

Fur den kleinsten Eigenwert 7 =(2z)* erhalt man das 3.Keplergesetz fiir eine

ganzperiodische Keplersche Kreisbahn. Dieses Ergebnis trifft auch noch fur
elliptische Keplerbahnen zu!

Zusammenfassung und Ausblick

Am Beispiel des linearen harmonischen Oszillators wurde ein Weg aufgezeigt,
auf dem der Resonanzfall beherrschbar ist. Ausgehend von der Fredholmschen
Integralgleichung, die die (quasi-/ganz-)periodische Bewegung beschreibt,
wurde nach dem Verfahren der unendlich vielen Variablen die Losung der
Integralgleichung aufgesucht. Dazu war ein System von unendlich vielen
Bedingungsgleichungen fiir die Reihenkoeffizienten einer Entwicklung der
gesuchten Losung nach den FEigenfunktionen des Integralgleichungskerns
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aufzuldsen. Die Losung musste noch einer Orthogonalititsbedingung geniigen
sowie einer Losbarkeitsbedingung. Erstere fordert, dal die Eigenlosung zur
Inhomogenitit der Bewegungsgleichung orthogonal ist, letztere, dafl die Losung
des Bewegungsproblems orthogonal zur EigenlGsung ist.

Wenn in der Bilineardarstellung des Integralgleichungskerns

i@; 2, (7, ); o, (t,) 2, (7,) (2.4)

(e

einer der Eigenwerte 4, mit dem Parameter A in der Bewegungsgleichung

(3.34) iibereinstimmt, dann tritt ein verschwindender Nenner auf. In diesem Fall
ist eine erweiterte Greensche Funktion zu konstruieren

o (1,)82 (1,) 627

ooq) 8 (.
)Z T

Darin fehlt der Term mit der Eigenfunktion zum Eigenwert _.

Diese Situation liegt im Resonanzfall des mit einer periodischen Kraft
angeregten Oszillators vor.

Anm.: Die Losbarkeitsbedingungen stellen sicher, dal3 die Losungsdarstellung
keine unbestimmten Terme enthalt und dadurch unbrauchbar wird.

Im Resonanzfall (1) also fir @ —>®, und &’ =] #4,, sind die Reihen-
Koeffizienten durch (3.61) bzw. (3.62) gegeben

Xs,c — /T K Csc (a) ) (3419—3.20))
0

AR
ZM(I—COSQA))

A2

e ZKO A —@

o _ v o
& _[wg(/z_za)—(wgiv—za)] Zﬁé)(l—cosc?)) Hr & =4
PR
durch
2,24, (1-cos @, )
oo LK, A, — @,
’ [a)g(zv—zg)—(wgzv—ﬂ;)] 226(1-cos , )
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Im Resonanzfall (2) ist &’ =4, =2, =, , so da3 verschwindende Nenner in den

Ausdriicken  fiir die Reihenkoeffizienten auftreten (s. (3.31)), was zu
Singularititen fiihrt. Das ist im Einklang mit dem aus der Literatur bekannten
Ergebnis (Macke 1960, Landau & Lifshiz 1962).
Wenn man die Losungsdarstellung vermittels der erweiterten Greenschen
Funktion verwendet, dann gelangt man zu folgendem Ergebnis
o A, K, o B
x5 3 (1—/:{0)(:0- (270)=0 . (3.66)

dieser kritische Term fehlt in der Losungsdarstellung bei Verwendung der
erweiterten Greenschen Funktion

0

X(t) = D0 (X2 (t,)+ B2 (t,)} (3.68)

v=0
vVEo

Danach tritt keine Singularitat in der Losungsdarstellung auf.

Das vorgestellte Verfahren kann iibertragen (s. ANHANG B) werden auf
gekoppelte Bewegungsgleichungen, wie sie etwa auftreten bei der Suche
periodischer Losungen in einem Kkonstant rotierenden Bezugssystem
beispielsweise im eingeschriankten Dreikdrperproblem (Schneider 11, 1993). In
solchen Fillen ist ein Greenscher Tensor zu konstruieren (Frohlich 1994,
Schneider 1, 1992), bei Auftreten von Singularitdten (Kommensurabilitdten)
erweiterte Greensche Tensoren.

Die periodischen Losungen konnen nach Poincare auch als intermediére
Losungen interessant sein - und weiter nach Poincare:

,,Daruber hinaus aber gibt es ein Faktum, das ich nicht streng beweisen
kann, das mir aber dennoch sehr wahrscheinlich richtig zu sein scheint:
Wenn zu einem System von (kanonischen ) Differentialgleichungen eine
partikulare Lésung gegeben ist, so wird man immer eine periodische
Losung finden kénnen — deren Periode allerdings sehr lang sein wird -, so
daR die Differenz dieser beiden Losungen wahrend eines beliebig langen
Zeitraums beliebig klein bleibt. ...**

Es bleibt zu untersuchen, ob man auf diese Weise eine gendherte Losung etwa
einer Zielbewegung — entsprechend der Vorgabe von Randortern zu zwei
Zeitpunkten - durch eine periodische Losung angeben kann und damit die
Losung der zugehorigen Fredholmschen Integralgleichung, die eine I. Randwert-
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aufgabe (Schneider 1, 1992) beschreibt. Damit konnte der Beweis der
Vermutung von Poincare gefiihrt werden.
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Anhang A

Aus der Literatur sind folgende analytischen Losungen der
Bewegungsgleichung

X+ayx=f(t) (A.1)
des harmonischen Oszillators bekannt:
1) freier, ungedampfter harmonischer Oszillator

X+ayx=0= X(t):-acos(c-oot+a) (A2)
a Phasenlage @, Eigenkreisfrequenz

2) angeregter ungedampfter harmonischer Oszillator
X+aw;x=f(t)

x(t)=acos(ayt +a)+%cos(yt +f) y#®, nichtresonant

a) —
f(t)=f,cos(yt+p4)= (fo 7/)
x(t)=acos(amt+a)+ 5 Ctsin(w,t+ ) im Resonanzfall y — a,
@,
[ Phasenlage v Erregerkreisfrequenz
(A.3)
Anm.: Die Formel im Resonanzfall ist nur fiir kleine t brauchbar.
3) freier gedampfter harmonischer Oszillator
X+apx+2A%=0= x(t)=ae*cos(awt+a) mit w=ao;-1° (A4)
A Dampfungskonsstante
Alternative
x(t)=ae“sin(wt+a) mit o= o, -1’
. 2
mit a:\/x§+(mj und tana = Xoa)‘ (A.5)
@ AXy + X,

Anfangswerte x, =x(t=0) X, =X(t=0)

Anm.: Die Lésung wird u.a. in (Mai et al. 2008) hergeleitet und diskutiert.
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4) angeregter gedampfter harmonischer Oszillator

X+ayx+2A% = f (t)= f cosyt
= Xx(t)=ae " cos(awt+a)+bcos(yt+5)

mit b= fo

2

ez =) +ary’ ri-o
Sonderfall ( Anregungsfrequenzy nahe der Eigenfrequenz w,)

Ist y=w,+emitel 1 und nimmt man an A0 @,, so folgt

2

V- =(r+w)(y—w) = 2we

und damit
f A
b=—F—— und tgo=—
20N+ A &

Uberlagerung von Schwingungen

x(t) =acos(amt+a)+bcos(wt+f)

Falle 1. o~w, und a=b reine Schwebung

x(t)=a(cos(amyt+a)+cos(wt+B))

=2acos| 2 =%t |cos a)o_+a)t
2 2

Schwebungsfrequenz o, = “’02‘6"
2r
Schwebungsdauer T, =
W, —
Grundschwingungsfrequenz o, = “)0;’“’

2. o~o,und a=zb unreine Schwebung

x(t) =acos(amt+a)+bcos(wt+f)

und tgo :2/1—7/

(A.6)

(A.7)

(A.8)

(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)
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a+b a-b @, + @ @, —® (A.15)

Mit A= A="— o, = @, =
2 2 2 2
und ¢::a+,8 é:za_ﬂ (A.16)
2 2
erhalt man X(t)=2Acos(wst+@)cos(ast+¢) (A.17)
Gleichwertig zur Darstellung
x(t) = acos(m,t)+bcos(wt) (A.18)

ist der Ausdruck
X(t)=(a—b)cosa)ot+2bcos(w°2_wtjcos(w°;wtj : (A.19)




Anhang B

Oszillatorgleichungen im Falle
des Dreikorperproblems

B.1 Bewegungsgleichungen

Fiir die Relativbewegungen in einem Dreikdrperproblem lauten die
Bewegungsgleichungen bei newtonscher Gravitationswechselwirkung

£, =—M %M, X
el

mit X:L r123 + r233 + r313]

[ N |
und M, fiir (ikv)=(123),(231),(312) (B.1)
oder M, fir (ikv)=(ikv),( kvi),(vki)

v

3
M=>M, mit G=1
n=1

_ r123 + M3 r123 r233 r313
Ira| ol s [r]
i r r r
also Fyp=1-M—2-+M, r123 + 5o 3L (B.2)
P, i) L S
~M I'-313 +M, r123+ I’233+ r313
Ir ol el Il

B.2. Bewegungsintegrale

Multipliziert man (B.1) vektoriell mit r,
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Mit

lautet (B.3)

-M

M= m

rl 2

3
Irs)|

+M,

|r23|3
r31

3
Il

+M,

rl 2 r23 r3 1

3 3 3
ol e el ]

r12 + r23 + r3l
|r12|3 |r23|3 |r31|3

rl 2 r23 r3 1

3 3 3
ol [rs [l

N; =, XM,

r12

In.|

M 3 r23

T+ r313 xT,
[

31

MZ{ r123+ r233} ><r31
Ukl e

(B.3)

(B.4)

(B.5)

Anm.: Die obige Drehimpulsdefinition weicht von der tblichen ab, und zwar
durch den Massefaktor

N, =r, xMf, vs. N, =r, xM,I;,

Skalare Multiplikation mit ergibt (Spatprodukt!) weiter

r,, XTI,
M3[23 12 4

3
0]

M, [rn X ';23 +
Ir.|

I’31><I3’12 T, =0
i
I’31><I;23 T, =0
i

'\/I2 [rlz X223
Ira|

r23 X r31
+ r,=0

3
0]

(B.6)

(B.7)

Danach steht jeweils die zeitliche Anderungsrate des oben definierten
Bahndrehimpulses der Relativbewegung der Teilchen 1 und k senkrecht auf
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derem Abstandsvektor r, als Folge der obigen Definition des Bahndrehimpulses
der Relativbewegung.

Multipliziert man (B.1) skalar mit r,

_M r12 + '\/l3 r12 r23 r3l D:-lz
3 3 3 3
A ol sl el )]
Fiolh, i r r r ]
Flhy p =9 -M 233+M1 r123 233 3’13 Fs (B-8)
T, L ol sl [l
_M r31 + M R r12 r23 r31 [r31
3 3 3 3
. ral fral I
so folgt
1 dr122 I’12|:f‘12 I’12 r23 r31
——=|=-M +M + +
2 dt Irf ’ rof el I f :
1 dr223 r23[r23 r12 r23 r31 ;
—= =-M =—=+M + + Ny
2 dt raf Ul el Il (B.9)
1 dr321 r31[|;-31 r-12 r23 r31 -
R T +M T
2 dt rf el el )
und nach unbestimmter Integration iiber die Zeit
1 dré} r12[r12 ( r12 r23 r31 J ’
— =-M +M + + T
(2 dt |r12|3 ol Il )"
t
L) —Mj SIENRY j( + ]D’lzdt
Iraf Ir.f |r23| | 31| (B.10)

. D t

r1_2:_MJ‘r12Ed';12 +M3J‘[ "123 n r233 n r313][blr12
2

i Ir |r23| Il

—_—Mj —[dr12+M j 2 Y Vs
r12 ar23 8r31

oder umgestellt

45



=2 P n,
Iy +M J‘ aulz[drlz _ M}J’ oy, +6U23 +6U31 dr,
or, or, Or, Ory,

) U}
LI MU, (r,)=M, U, , Uy Ay dr,,
2 or, ory, or,

) 5P
bzw. 24 MU,, (ry)~M U, (1) =M, | Ny, Yat by
2 or, | or,
) v
e (M, +M,) - M j(aUB au31] r,
2 ar23 31
Analog bekommt man
24 (M, +M,) =M I{auu au“j[drB
ar12 r31
) 3
LM +Mm,) - M j(aulz 8U23J[dr31
2 or, or,

Anm.: Auf der rechten Seite wird iiber einen anderen Weg
integriert als iiblich!!

Multipliziert man schlieBlich (B.1) vektoriell mit dem Vektor X

r, x X

|r,k|

r,xX=-M

und anschlielend skalar mit X, so erhélt man

|k><><

|r,k|

(X=0

I, xX)X=-M
ik

woraus folgt
(rlk X X)DX =0

und daraus weiter
d(hkxX)

dt
[ (1% X) + (B x X) [X =0 (B x X)X =0

(X=0
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(B.11a)

(B.11b)

(B.11¢)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)



Danach stehen die Vektorprodukte ¥, xX und r, xX senkrecht auf dem fiir alle

Relativbewegungen gemeinsamen Vektor X. Die Vektorprodukte &hneln einer
Momentenbildung (!) mit dem Vektor X und diirften physikalisch bezogene
Drehmomente sein.

B.3 Oszillatorgleichungen

Sei X =X(t) in Reihe um die Relativbewegungen r, (t)— gendhert
Keplerbewegungen(!) — entwickelt. Dazu ersetzt man in

X(t)=X(r,(t),r; (1)1, (1)) (B.16)

die Relativbewegungen entsprechend

o’:OO-! (B.17)
mit ry, (t) ungestorte Keplerbewegung < X =0
und erhalt
X(t)=X (1, (t),ry (1),r5, (1))
= 1 (dor P N o~ 1 (dr o
=X 12 t—t ), —| —=2 t—t),> —| — t—t
[gg! dt” L;(t)( 0) ;)0'[ dt” Jrg(t)( 0) ;U'( dt” l“l(t)( 0) ]
(B.18)
X(t)=X (1 (1)s s (t),1 (1))
bzw. X, X, o oX., (B.19)
= X(1r5 (1), (1), 1) (1)) + =0, + =L, Ty +

oder
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= X(I’IO2 (t), o (t)’ r (t))

I, r. r
8 (r123 n r233 n r313}] ) )
N | 12| | 23| | 31| . L(d r,

or,, ~o!

Ny + N3 + s (B.19a)
(mr .| Uml(d

I, I. I.
o { 123 n 233 n 313}} )
|r12| |r23| |r31| Dw L(d I’31j (t—to)g

oder
X(r, (), rs (t),r3l(t)):x(rl‘)2 (t),ro (1),rs, (t))
|r12| = l{d I j
+ 0y — 12 -t
or, GZ::‘ ol dt? ru(t)( )
(,{|r23| ] (B.19b)
My dor -
—elpHe) ()
i
5{ r]
Aptlgron)
or, ool dt? .0
|rlk|3 _ 1 arik a|rlk|3 — I 3 a|rik|
Ory ||’k|3 Ory Ony § ||’ik|3 |r.k|4 Ory
und mit 8( rik3] (B.20)
|rik| | 3 r|k®r
ol Inlt Il

® steht fir dyadisches Produkt
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— I 3 () o 1 d(T .
L My 3"12 }D _[ Ez j (t-t,) (B.19¢)
| r(t)
I _ 3 r;Qn,
_|r23|3 |r23|4 |r23|

I3 r31®r31} - 1£d"r3lj .
+ -~ D —| = (t—t,)" +...
Il el Il a7 o

Zu Oszillatorgleichungen gelangt man mit einem Ansatz
i, = Rikkep +dik (B'ZO)

fiir die Abweichungen von den ungestorten Keplerbewegungen. Eingetragen in
die Bewegungsgleichungen

i M, _ M, s B
r,+M =M, R — 3
Ir,| L L
i I P s B
fy+M—2-=M,| - 5 (B.21)
) L S
i h, M, s B
r31 +M 3 Mz 3 3 3
r31| |r12| |r23| |r31|
und jeweils um R;? (t)in Taylorreihe entwickelt, bekommt man
- kep 4 kep kep kep
Rf§p+dlz+|\/| Rklz +d123 =M, Rklz +d123 + Rk23 +d233+ Rk31 +d313
ep ep ep ep
R +d,, R +d,| R +d,|  [REP+d,,
- kep 4 kep kep kep
Rkep_,_d +M Rlz d12 =M Rlz +d12 + R23 +d23 + R31 +d31
12 12 kep 3 kep 3 3 kep 3 kep 3 kep 3
‘Rlz +d12 ‘Rlz +d12 ‘Rm +d12 ‘R23 +d23 ‘R31 +d31‘
. 1 . d
kep 12 —
R12 1+MT +d12+MT— .....
‘Rlz +d12‘ ‘R12 +d12

(B.22)
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bzw.

. . i
R 1+M——7 |+d, +M ——2
12 kep 3 12 kep 3
‘Rlz +d12 ‘Rl2 +d12
A kep kep kep
~F'lep M 1 d M d12 _ R12 +d12 R23 +d23 R31 +d31
~ 2 1+ kep 3 + 12 + kep 37 03 kep 3 kep 3 kep 3
‘Rlz ‘ ‘Rlz ‘R12 +d12‘ ‘R23 +d23‘ ‘RSI +d31‘

(B.22a)
Wegen
1

R [1+M ,
R

=0 (B.23)

3

erhilt man als Bestimmungsgleichung fiir die Abweichung von der ungestorten
relativen Keplerbewegung

a 5 + M alZ — I\/I3 R;(;p +d12 R';ép +d23 R:*;P +d31 (B 243)
1 o 3 o 3 o 3 o 3 :
RIS R +d,[ [REP+dy[  [REP+d,,
und analog fiir die beiden anderen Bewegungsgleichungen
'C'I +M dz3 — leip +d12 Rgp +d23 R:?p +d31 (B 24b)
23 Rkep 3 ! Rkep d 3 Rkep d 3 Rkep d 3
23 12 + 12 23 + 23 31 + 31
d +M d31 =M le;p +d12 Rgp +dz3 Rlﬁp +d31 (B 240)
3 Rkep 3 2 Rkep d 3 Rkep d 3 Rkep d 3 )
‘ 31 ‘ 12 + 12 ‘ 23 + 23 ‘ 31 + 31
Die rechten Seiten dieser Gleichungen konnen in der hier angestrebten
Naherung geschrieben werden in der Gestalt
Rkep Rkep Rkep
v k]e2p 3 kzz 3 ksei) 3P (B.25)
‘RIZ ‘R23 ‘R31

so daB sich ergibt
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d R kep R kep R kep
12 12 + 23 + 31

d,+ = B.26a

SRl R R R B
d Rkep Rkep Rkep

d,, +M - =M, k1;3+ kir333+ kZ;S (B.26b)
‘R23 ‘RIZ ‘RZS ‘R:’)]
i kep kep kep

g, Mm-S _y | RS, RT RS (B,26¢)
‘ I3<elzp ‘Rkep ‘Rkep ‘Rkep

Das sind Schwingungsgleichungen fiir die Abweichungen von den ungestorten
Keplerbewegungen,

Die Eigenfrequenzen

GM

v B.27
S (B.27)

sind zeitveranderlich und es wirken zeitverdnderliche — im Rhythmus der
ungestorten Keplerbewegungen — Kepler-Krifte auf die Oszillatoren d, (t) ein.

Sonderfalle

1. Eingeschranktes Dreikdérperproblem M, —0

d,+M

L-=0 mit M =M, +M,
ep
R (B.28)

=, (1) > 1 (1) = RE (1) +,s (£)+O((d (1))

Bei R} (t) = Kreisbahn = \ngp (t)‘ =a,, = const

2. Zweizentrenproblem r,(t)=const=r}

3. Lagrangesche Dreieckslosung r, (t)=const=r; =a,
4,

kep kep kep
d12 _ M RIZ + R23 + R31
‘Rkep 3 ‘Rkep ‘Rkep ‘Rkep

12

d,+M (B.29a)
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kep kep kep
d 23 Rlz R 23 R 31

d,, + M =M, S+ o+ . (B.29b)
RE? RE[ R |RY
. d Rkep Rkep Rkep
d, +M kz; -=M, klezp - kz - ki; - (B.29¢)
‘R?:l ‘RIZ ‘R23 ‘RZ’)]
oder wegen
Rkep Rkep Rkep M . . .
B B R MR e RT) =0 (B3O)
‘RIZ ‘R23 ‘R31 12
d,+m92_g (B.31a)
12 3 °
12
d,+M %:o (B.31b)
23
d, +M %o (B31c)
a31
Wenn alle Seiten gleich sind
a, =a (B.32)
dann ergibt sich einheitlich
dik+|v|d—i3k=0 M=M+M,+M, mit M, =0 (B.33)
a

Frage: Ist eine nichttriviale Losung d, (t)#0 vertrdglich mit
der Konstanz von a ?

Zu 16sen sind drei Oszillatorgleichungen fiir die Abweichungen d, (t) der
Relativbewegungen r, (t) von deren ungestorten Keplerbewegungen Ri”(t) .

Gesucht sind insbesondere Losungen von Gleichungen, die ungedampfte
harmonische Oszillatoren mit periodischen Eigenfrequenzen und (periodischen)
Erregungen beschreiben. Dabei werden kommensurable Bewegungen
besonders interessieren, wie sie beispielsweise im planetaren
Mehrkorperproblemen auftreten.
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