Obemeicht vom Ve rfasse

Uber die Wirkung von Abnahmekontrollen auf das Verteilungs-
gesetz von normalen Produktionsprozessen bei bekannter

Standardabweichung

Von R. Rackwitz, Miinchen

On the effect of compliance control on the distribution of normal production processes with known standard deviation

L’effect des controles des processus normaux de production sur la loi de distribution avec Pécart-type connu

Die auf die Verteilung von Werkstoffeigenschaften giinstig wir-
kende Filterwirkung von Abnahmekontrollen wird studiert. Dabei
ist angenommen, daf die urspriingliche Verteilung normal und das
Qualitdrsangebot bekannt ist. Uber die Annahme eines Loses wird
aufgrund eines einfachen Mittelwerttests entschieden. Es zeigt
sich, daf die Verteilung bei realistischen Annahmen im unteren
Bereich um rund eine Grifenordnung verringert wird, wodurch
sich wiederum die Versagenswahrscheinlichkeit der Bauteile um
mindestens eine Griflenordnung verringert.

M anuskript-Eingang 29. Dezember 1978

1. Einfiihrung

Bei Zuverldssigkeitsbetrachtungen von Bauelementen mecha-
nischer Systeme kommt es héufig vor, daB man, um die
Uberlebenswahrscheinlichkeit eines Bauelementes berechnen zu
konnen, nicht nur einen gewissen AusschuBprozentsatz des
Werkstoffes als Indikator fiir seine Eignung, sondern die ge-
samte Verteilungsfunktion der interessierenden Materialkenn-
groBe kennen muB. Ist nicht nur die Beanspruchbarkeit R
(z. B. die Festigkeit) sondern auch die Beanspruchung S (z. B.
eine Spannung) eine Zufallsvariable, so ist die Zuverlissigkeit
Ps als Wahrscheinlichkeit fiir das Nichtversagen bei einmaliger
Belastung — z. B. nach dem Ausdruck:

Ps=Pr(R>5)= | [ fgs(r,s)drds (1)

R>S!

zu berechnen. Darin ist fg s(r,s) die gemeinsame Dichte von
Beanspruchbarkeit R und Beanspruchung S. Sind insbesondere
R und S unabhiingig, so ist bekanntlich fg ¢(r,s)="fr(r)-Is(s).
Einige Verfahren, um Gl (1) analytisch oder numerisch zu
bewiiltigen, sind z. B. in [1; 2] beschrieben — auch wenn mehr
als zwei unsichere Variable vorkommen oder wenn R bzw. §
parameterabhéngige (zeitabhingige) Zufallsfunktionen R(t) bzw.
S(t) sind und daher die Wahrscheinlichkeit des Verbleibens des
zufilligen Vektorprozesses (R(1), S(f)) im sicheren Bereich in
einem vorgegebenem Zeitraum [0,7 ] zu ermitteln ist. Dabei ist
unmittelbar einsichtig, daf die Zuverlissigkeit Ps nach Gl (1)
zunimmt, wenn bei gleichbleibender Dichte fiir die Beanspru-
chung § sich z. B. der Mittelwert von R vergréfBert, sich bei
gleichem Mittelwert die Streuung verringert oder aber z. B.
durch filternde Kontrolle, sich der urspriingliche Wert der
Dichtefunktion fg(r) im mabBgebenden Bereich (kleine Werte
von R) verringert. Dieser letzte, im Hinblick aufl die Zuver-
lissigkeit giinstige Einflul wurde zwar im Schrifttum hiiufig
angesprochen, jedoch noch kaum je explizit in Zuverlissigkeits-
untersuchungen beriicksichtigt, obwohl der bedeutende Einflufl
der Form der Verteilungsfunktion auf Zuverliissigkeitsaussagen
nach Gl (1) bekannt ist. Im folgenden wird ein Spezialfall
niher untersucht,

2. Ableitung des Verteilungsgesetzes

Nicht selten kann man annchmen, daB3 das interessierende
Merkmal des Werkstoffes durch ein Modell der Form

X=X+X; (2)
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ausreichend gut erfaBt wird. Das Merkmal X ist die Summe
ciner Zufallsgrofie X ; mit dem Mittelwert Null und der Stan-
dardabweichung o, >0, welche die Streuung innerhalb der Be-
trachtungseinheit (Loses, Bauwerks, etc.) erfaBt, und einer Zu-
fallsgroBe X, mit dem Mittelwert m; und der Standardab-
weichung o, >0, die folglich die Streuung von Xy, also zwischen
den Einheiten, beschreibt. Zur Vereinfachung der Darstellung
wird im folgenden nur noch von Losen als mogliche Betrach-
tungseinheiten gesprochen. Das Modell pafit z. B., wenn beim
Entwurf eines technischen Systems die Lieferquelle(n) fiir den
Werkstoff unbekannt sind, diese aber aufgrund unterschiedlicher
(voneinander unabhéngiger) Produktionstechnologien bzw.
-strategien jeweils andere Zielwerte X ; anstreben oder wenn in
der Produktion bei wechselnden Rohstoffeigenschaften nur eine
Homogenisierung in Produktionseinheiten gewisser Grilie er-
reicht werden kann. Die ZufallsgréBe X hat dann den Er-
wartungswert

(—co<m <+ o)

m=E[X]=m,
und die Varianz

o’=Var[X]=0l+03 (c?>0)
und folgt, sofern X; und X, normalverteilt sind, eben der
Normalverteilung mit den vorstehend angegebenen Parametern.
Gefragt sei nach der Wirkung von Kontrollen auf das Ver-
teilungsgesetz der GroBe X, d.h. in Losen, die dem Modell
nach GL (2) geniigen.
Das Los sei durch einen einfachen einseitigen Mittelwerttest
mit der Entscheidungsregel

ek .‘-I= X >a: Annahme des Loses 3)
[: =X =a: Ablehnung des Loses

gepriift. Die Stichprobenfunktion z = %, ist der aus einer unab-
hiingigen und zufilligen Stichprobe vom Umfang n berechnete
Mittelwert der Stichprobe (x;,xa,.... X,), @ eine vorgegebene
Abnahmegrenze. Die Operationscharakteristik des Testes lautet
dann bekanntlich [3]:

Lim)= L(x,

a,n, ;)= Pr[Annahme des Loses]=

I B ]
exp —u
J/2n [ alE

als Dichte der standardisierten Normalverteilung. Nimmt man
an, daB die abgelehnten Lose nicht zur Verwendung gelangen
bzw. weiteren Untersuchungen unterzogen werden, deren Er-
gebnis hier vernachlissigt wird, so liBt sich die Dichte f(x) wie
folgt berechnen.

Die Dichte der GrioBle X'y nach der Kontrolle ist offensicht-
lich das Produkt der Wahrscheinlichkeit, daB X, = x,, und der

"ok ( T (o2 0

)

mit ¢(= [ @)du und @)
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pannungen

\nnendruckbeanspruchten, dickwandigen Rohr
sind die Haupipormalspannungen von der Lage in der Rohr-
wand abhiingig; \jie bekannten Zusammenhinge sind in Fig. ¢
aufgefiihrt, Im Gdgensatz zu den Bezichungen zwischen Form-
anderungen und Spannungen sind die im Bild angegebenen
Gleichungen solangd giiltig, wie die Rohrform erhalten bleibt,
also auch im Bereich Yleibender Verformung.

Die Vergleichsspann\ng berechnet sich aus den genannten
Werten fiir die Hauptnokmalspannungen zu

uy

=13p- 4 5

Vergleich der gemessenen und b&rechneten Spannungen

Die entsprechend den vorausjggangencen Abschnitten be-
rechneten Spannungen sind in Fig. {0 fur den Druckbereich bis
700 bar eingetragen. Das Abweichen\der Kurvenziige vom pro-
portionalen Zusammenhang zwischely gemessenen Spannun-
gen und Innendruck oberhalb von 500 Rar bestitigt das bereits
in Abschn. 2.6 erwihnte Einsetzen bleibgnder Verformungen
bei einer Vergleichsspannung von ca. 180 /mm?°. Dieser Wert
entspricht annihernd der fiir diesen WerkNofT im l6sungsge-
glithten Zustand nach SEW 670 gewihrleisigten 0,2%-Dehn-

10a zeigt die Zusammenhinge an der Innenoberﬂa he. Bf:l kon-
sequenter Auslegung der Untersuchungsergebnisse\geben die
Berechnungen aus Innendruck und Rohrabmessungel im vor-
liezenden Fall zu geringe Spannungswerte an. Fiir die\Auflen-
oberflache gelten @hnliche Aussagen, wenngleich in\abge-
schwiichter Form, vel. Fig. 10b und die Zusammenstellugg in
Tab. 3.

Es muB davon ausgegangen werden, daB die beiden angefiil\r-
ten Berechnungsansitze nach Abschnitt 2.7 die Beansp
chungsverhiltnisse richtig beschreiben. Dann lassen sich zur
Deutung der festgestellten Unterschiede drei Bereiche hinzuzie-
hen: die MeBtechnik, der Werkstoff und die Priifkdrpergeomet-
rie.

Ein EinfluB seitens der MeBtechnik konnte auf der Grundla-
ge von Kontrolluntersuchungen ausgeschlossen werden. Zudem
erwiesen sich alle MeBstreifen nach Beendigung der ausgewer-
teten Versuche noch als uneingeschrinkt funktionsfihig.

Werkstoffseitig kann eine von der Rohrherstellung herriih-
rende Anisotropie der mechanischen Eigenschafien nicht aus-
geschlossen werden. Da das untersuchte Rohr jedoch im 16-
sungsgeglithten Zustand vorlag, sind derartige Anisotropien als
alleinige Ursache der gemessenen Spannungsdifferenzen wenig
wahrscheinlich. Allenfalls kénnte ein von der Wirmebehand-
lung verursachter Eigenspannungszustand in der beobachteten
Richtung wirksam geworden sein,

SchlieBlich ist priifkorperseitig ein Einflul der angeschweif3-
ten Kappen denkbar, da aufgrund der DMS-Anbringungs-
technik der Abstand der MeBstellen vom Rohrende begrenzt

Tab. 3 Vergleich der gemessenen und berechneten Spannungen bei einem Innen-
druck von 500 bar')

Comparison of calculated and measured stresses caused by an internal pressure of
500 bar

Spannungen Innenoberflache AuBenoberfliche
N/mm’ Gemessen Berechnet Gemessen Berechnet
o 151 110 73 60

oy 54 31 40 32

o, 175 138 63 53

'y VgL Abschn, 2.7
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Fig. 10: Vergleich der gemessenen und berechneten Spannungen an der Innenoberfli-
che (a) und an der AuBenoberfliche (b)

Comparison of measured and calculated stresses present in the internal surface (a)
and in the external surface (b)

sar. Umfangsmessungen an der Auflenoberfliche im Anschluf3
aR den letzten Innendruckversuch mit 1700 bar ergaben aller-
dings keinen Hinweis auf eine derartige Beeinflussung. Weiter-
hin dNirften sich die Kappen eher im Sinn einer Verformungsbe-
hinderyng auswirken, d. h. die gemessenen Spannungen miif-
ten gerihger sein als die berechneten Werte.
Somit tuB die Frage nach einer Ursache fiir die festgestellten
Unterschiede zwischen den nach verschiedenen Verfahren be-
stimmten Spynnungswerten vorerst offenbleiben.

3. Zusammenfassung

Im Druckrauxn innendruckbeanspruchter, dickwandiger
Rohre wurden Fyrminderungsmessungen mit Widerstands-
DehnungsmeBstreifgn bis 1700 bar durchgefiihrt. Die Leitungs-
durchfithrung und Agbringungstechnik wurden bis 3700 bar
optimiert.

Die hochsten erfaba¥en Forminderungen werden sowohl
durch das System Priifkérper/Klebstoff/ Trigermaterial /Gitter
als auch durch den Versuchsaplauf begrenzt. Als oberer Grenz-
wert wurde in den vorliegendey Untersuchungen eine bleiben-
de Forminderung von 3% bestigmt,

Eine zufriedenstellende Ubereihstimmung zwischen den Er-
gebnissen der Spannungsberechnurly, an dickwandigen Rohren
und den aus Forminderungsmessunggn abgeleiteten Spannun-
gen konnte nicht festgestellt werden. Ra die Ursachen fiir die
nachgewiesenen Unterschiede nicht zu ¥rkennen waren, sind
die Verfasser fiir Hinweise aus dem Lesefreis dankbar.

Die Verfasser danken den Herren S. Mann, G. Schliren\ynd K. Nicklisch fir die
Durchfuhrung der Untersuchungen, MP 233
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Wahrscheinlichkeit, daf eine positive Abnahmeentscheidung

getroffen wird:
1 (.\‘I—m,\
Bl
”1q)-. s ) (x1]...)

f(xy:my,00)dx; = - dx; . (5)

v Xy - "I] ’
j o ( o ) ..(,\11...]dx1

Der normalisierende Nenner besagt, daB nur die angenom-
menen Lose beriicksichtigt werden. Formuliert man f(x) als
Dichte einer Bayesschen Verteilung (Prediktorverteilung) [8]
entsprechend dem durch Gl. (2) ausgedriickten Modell, so
erhilt man:

= jf{x\x,.czj-f(x.;ml\nljdx'

s | (.\'—xi“ 1 (x,—m,\ (,\'lfu')
; Forc ) FEiey ol S = Ydx
'J-: T2 g \ Oz )‘71 S )(b a,/)/n !

= M 5 Aae ST bt ,’,,,.,__ (6)

:f I/(p(_\'l:m,_) (b(.\',f“ 3 o
o O \ (s 7] \

o2/l n/

Der Begriffl der Prediktorverteilung ist z. B. in [4] ausfiihrlich
erliutert. Hier ist Gl. (6) die Dichte zukiinftiger Beobachtungen
der ZufallsgroBe X und genau diese ist bei Zuverlissigkeitsun-
tersuchungen maBgebend. Die vorkommenden Integrale kon-
nen ausgewertet werden. Man beachtet dazu folgendes:

o(x)=0(—x) (A)
d(x)=1—d(—x) (B)

x—m X =Mz (o=t =t x—m >
() (m)e (e (0) @
2| / g2 \ o / (_10—’ G,
feehe '.\'*mi \) fos m:) 10 fmy— m;)

— — - — " Jdx =— — D
0102 j,m( Oy (.P( T2 i GLP(\_ (9] ) =)
1 ny — \) —m; )
- dx

O2 J:Lb( Gy ) (

RS W e

m| -m; )

=
o
i

i
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mit m=(m;/o? +mz/od)-(1/o}+1/63)" " und o =(of+0cd)'2
Gln. (D) und (E) sind wegen Gl. (C) sofort ersichtlich. GI. (C)
entsteht durch elementare Umformung.

Anwendung von Gln. (E) mit (B) auf den Nenner von Gl. (6)
ergibt:

: = .t,—m,' Xy —da i my—a
T I

mit &’ =(c1 + o3/n)/2

Der Zihler von Gl. (6) wird zunichst entsprechend Gl. (C)
umgeformt. AnschlieBend wird GL (E) benutzt. Das Ergebnis
lautet:

ftx) = g © i S Al N A (8)

mit "' =(o?+ o3)'/%. Man iiberzeugt sich leicht unter Anwen-
dung von GL. (E), daB GL. (8) in der Tat zu einer Verteilungs-

funktion gehort, da j f(x)dx=1 und F(—o0)=0. Die Vertei-

X
lungsfunktion F(x)= [ f(t)dr erhilt man entweder durch nu-

-
merische Integration oder durch Entwicklung von f(x) in eine
konvergente Reihe und anschlieBende Integration. Insbesondere
kann man die Verteilungsfunktion

dlc)

R
=1 ™) ‘b[wﬁm]
e [ el

9

T
X —m

1 =\
= | r——.-.---‘-‘fm('ff'%) J oly)dydr,

a=3

3,0

201 -
Efx) / i 1
10+ 2
g
0 : — 1.4
10 T= “'_':
S -1
09 P— !

Var(x) ' ‘ [}
081 S A 1
0.7 t l e
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Fig. 2: Mittelwert und Varianz der Griofie x fiir einige Werte (1) des Mittel
werttests

4 Fig. 13 Verteilungsfunktion der GriBe x fiir ausgewiibite Parameter (a,r) des

Mittelwerttests

TN




bzw. o und o' durch

und m"
Koeflizientenvergleich mit Gl. (8) ermitteln, als Integral der
zweidimensionalen Normalverteilung angeben. Mit Hilfe der
Substitutionen

wobei sich die GroBen ¢, m™

z=(x—m'" """, u=y-z(c"/c')
und

v=u(l + o' /a2

bekommt man nach einigen Rechnungen
w— |/ {1+ S )

AT 4
F(x) =
il | |

Y(z,v; o)dedz (10)

mit der Dichte der standardisierten zweidimensionalen Normal-

verteilung
1 1 (22—2z004+ 02
Y(z,v;0) = exp| — ( ““,l ") (11)
T @o)=¢? 2\ e FECE
und o= —(¢”"/c™")-(1 + " */c'")!/2.

Fiir die numerische Auswertung von Gl. (10) kann man eine
von Owen [5) angegebene, gut konvergierende Reihe fiir die mit
dem Integral GL. (10) zusammenhingende T-Funktion oder eine
auf Mehler zuriickgehende asymptotische Entwicklung [6] mit
Vorteil benutzen (s. [ 7]).

3. Diskussion

Zur Veranschaulichung enthilt Fig. I die Verteilungsfunktion
im durch die Normalverteilung verzerrten Ordinatenmafstab
fir einige Werte der GroBle a bzw. der Stichprobengrébe n.
Fig. 2 zeigt den Erwartungswert und die Standardabweichung
in Abhingigkeit von ¢ und n. Man erkennt insbesondere in
Fig. 1, daB mit zunehmendem a und n kleine Auspriigungen

von X durch Kontrolle spiirbar verhindert werden kénnen
Bei praxisnahen Werten um a=~ —1 vermindert sich der Wert
der Verteilungsfunktion im unteren Bereich allerdings nur noch
um rund eine Grillenordnung. Auch wird deutlich, dall F(x)
nur wenig von einer Normalverteilung, diese aber mit modifi-
zierten Parametern, abweicht. Bei deterministischer Beaufschla-
gung §=s5 des betrachteten Systems ist die Verteilungsfunktion
Gl. (10) nichts anderes als die Versagenswahrscheinlichkeit
Pi(s)=Pr(R<35)=F(s). (12)

Erwiihnt sei, daB der praktisch wichtige Fall log-normalver-
teilter Werte X; und X ; durch entsprechende Transformation
bedient werden kann.

Der Fall unbekannter Standardabweichungen o; bzw. o ist
wesentlich komplizierter. Uber einige diesbeziigliche Ergeb-
nisse wird in Kiirze an anderer Stelle berichtet.
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Verbundwerkstoffe — Grundlagen

und Anwendung. Von J. Schlichting,
G. Elssner, W. Giinther, K. M. Griintha-
ler, D. Kehr, G. Niederstadt, P. R. Sahm
und B. Stéckel Band 25 in der Reihe
Kontakt + Studium der Technischen Aka-
demie Esslingen. 232 §., zahlr. Fig. und
Lit.-Stellen, 39,50 DM. Grafenau/
Wiirtt.: Lexika Fachverlag fur berufliche
Bildung 1978.

Die Lehr- und Fachbuchreihe Kontakt
+ Studium versteht sich als ein Hilfsmit-
tel insbesondere flr den im Beruf Ste-
henden — um den Anschluf an die neue-
sten wissenschaftlichen Erkenntnisse
und Technologien zu ermoglichen. In zu-
nehmendem Male stolit man so bei-
spielsweise auf Grenzen, die durch das
Eigenschaftsspektrum der bekannten
und verfugbaren Werkstoffe bedingt
sind. Grundsétzlich neue Maoglichkeiten
eroffnen sich durch den Ubergang zu
Verbundwerkstoffen, deren gemeinsa-
mes Merkmal und Entwicklungspotential
darin zu sehen ist, dall sich gunstige Ei-
genschaften verschiedener Werkstoffe
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oder Werkstoffgruppen kombinieren las-
sen. Langfristige technische Zielsetzung
ist die Entwicklung ,, mafigeschneider-
ter’’ Werkstoffe.

In Zusammenarbeit mit der Deut-
schen Gesellschaft fiir Metallkunde
(DGM) wurde vom Fachausschull fur
Verbundwerkstoffe ein vielbeachteter
Lehrgang an der Technischen Akademie
Esslingen durchgefiihrt und im Anschlufs
daran von diesem kompetenten Autoren-
team das vorliegende Fachbuch verfafdt,
um die bisherigen Ergebnisse und die
umfangreiche, weltweite Forschungsar-
beit dem groRen Kreis der Interessierten
transparent zu machen.

Dem Leser wird dadurch die Kenntnis
vom Aufbau der Verbundwerkstoffe be-
zuglich ihrer chemischen und mechani-
schen Vertraglichkeit vermittelt und er
tiberschaut die verschiedenen Herstel-
lungsmethoden, die Vielzahl der bekann-
ten Verbundwerkstoffe und gewinnt
neue ldeen fiir eigene Arbeiten in der In-
dustrie oder im Hochschulbereich. Der

Inhalt umfat die Grundlagen im Hin-
blick auf die mechanische und chemi-
sche Vertraglichkeit in einem Verbund-
werkstoff, faserverstarkte Kunststoffe —
insbesondere auch solche mit Kohlen-
stoffaserverstarkung (CFK), faserver-
starkte Metalle (Al — besonders auch bor-
faserverstarktes Ni), keramische Ver-
bundwerkstoffe, Verbundwerkstoffe in
der Elektrotechnik, eutektische Verbund-
werkstoffe flir hohe Temperaturen,
Schutzschichten flir Hochtemperatur-
Anwendungen, Moglichkeit der Aufbrin-
gung von Schutzschichten durch Ab-
scheidung aus der Gasphase sowie Kon-
struieren mit Verbundwerkstoffen. Diese
Beitrage sind jeweils von zustandigen
Spezialisten verfaldt.

Zweifellos ist es diesen Autoren und
dem Fachausschull fur Verbundwerk-
stoffe mit dem Band gelungen, die zu-
nehmende Bedeutung dieser modernen
Konstruktionswerkstoffe deutlich zu ma-
chen.

MP 7107 J. Zillmann
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