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Formoptimierung von Freiformschalen
Mathematische Algorithmen und Filtertechniken

Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden im Kontext der Strukturoptimierung zwei Teildisziplinen behandelt
und weiterentwickelt: mathematische Optimierungsalgorithmen fiir grofse Probleme und
Verfahren fiir die Formoptimierung von Freiformschalen mit Parametrisierung direkt am
FE-Netz.

Basierend auf der Methode der beweglichen Asymptoten werden Approximationstechni-
ken mit dualen Losungsverfahren zu einem effizienten Optimierungsalgorithmus, der fiir
Probleme mit vielen Entwurfsvariablen und vielen Restriktionen geeignet ist, kombiniert.
Der entwickelte mathematische Optimierungsalgorithmus ist problemunabhéngig und uni-
versell einsetzbar. Die vielen numerischen Beispiele aus Mathematik und Strukturmechanik
belegen die Leistungsfahigkeit des Algorithmus.

In der Formoptimierung wird ein innovatives Verfahren zur Optimierung von Freiform-
schalen ohne den Einsatz von CAD in der Modellparametrisierung vorgestellt. Die Ein-
schrankung des Losungsraumes durch die Verwendung von CAD-Elementen wird mit der
Parametrisierung direkt am FE-Netz aufgehoben, sodass die entwickelten Verfahren den
Einsatz der Formoptimierung in der frithen Entwurfsphase ermoglichen. Zur Kontrolle
der fiir die am FE-Netz parametrisierten Geometrien charakteristischen Welligkeit der Sys-
temantwort und damit auch der Strukturgeometrie werden globale Filtertechniken einge-
setzt. Die Untersuchung des Einflusses der Locking-Phdnomene auf den Optimierungspro-
zess zeigt einen Zusammenhang zwischen dem mechanischen Defekt in verschiebungsfor-
mulierten finiten Elementen und der Welligkeit auf Elementebene, die die kleinste Skala der
auftretenden Oszillationen in der Formoptimierung darstellt.

Die grofle Entwurfsfreiheit der Parametrisierung direkt am FE-Netz ermoglicht die Erwei-
terung des Verfahrens auf die Sickenoptimierung. Durch Lokalisierung der Filterwirkung
werden die Sickenkorper dort gebildet, wo es fiir die Verbesserung der mechanischen Ei-
genschaften der Struktur am meisten zutraglich ist. Nach Konvergenz des Sickenmusters
verbindet ein SickenschliefSungsalgorithmus die einzelnen Sicken nach einem mechanischen
Kriterium.

Mit den vorgestellten Techniken soll der Einsatz der Formoptimierung im Vorentwurf er-
moglicht und etabliert werden. Die numerischen Beispiele dokumentieren den Erfolg der
Methode.
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Shape optimization of freeform shells
Mathematical algorithms and filter techniques

Abstract

This thesis discusses two aspects of structural optimization. The first topic concerns the
development of mathematical algorithms for large scale optimization. The second one treats
of shape optimization of freeform shells with model parametrization directly on the finite
element mesh.

On the basis of the method of moving asymptotes (MMA) combined with the dual method
an efficient mathematical optimization algorithm for problems with many design variables
and many constraints is developed. The presented algorithm is problem-independent. Va-
rious numerical examples from mathematics and structural mechanics show the performan-
ce of the developed optimization algorithm.

Furthermore, this thesis presents an innovative approach for shape optimization without
using CAD to parametrize the models. The Parametrization directly on the finite element
mesh cancels the restrictions in design space due to CAD-parametrization, which enables
using shape optimization in the preliminary design. To control the wiggly shapes, which
are characteristic for shape optimization with model parametrization directly on the finite
element mesh, filter techniques are applied. In this context, the investigation of the influence
of locking phenomena shows a correlation between the mechanical defect of displacement
elements and the waviness of structural response on element level — the smallest scale of the
oscillations.

The gained freedom in the optimization process based on model parametrization directly
on the finite element mesh allows the application to bead optimization. By means of a local
filter it is possible to predict the location of the beads to significantly improve the mechanical
properties of the optimized structures. After convergence of the bead pattern the adjacent
beads can be joined due to a mechanical criterion.

The proposed approach aims to establish shape optimization in the early phase of design.
The numerical examples confirm the efficiency of the presented method.



Inhaltsverzeichnis

Einleitung
1.1 Der Optimierungsprozess . . . . . . . . . . .. v v i vt

1.2 Zieledieser Arbeit . . . . . . . ..

Mathematische Optimierungsalgorithmen

Einfithrung in die mathematische Programmierung (MP)
2.1 Klassifikation der Optimierungsstrategien . . . . . . ... ... ... ... ...
2.2 Allgemeine Formulierung einer Optimierungsaufgabe . .. .. ... .. ...
221 EinkleinesBeispiel . . . .. .. ... ... ... oo L L.
2.3 Existenz und Eindeutigkeitder Losung . . . . ... ... ... .. ... ....
23.1 ExistenzderLosung . ... ....... ... ... ... .. .. ...
23.1.1 Unbeschrankte Optimierung . . . . . .. ... ... ......
2.3.1.2 Beschrankte Optimierung . . . ... ... .. ... ... ...
23.1.3 Die Lagrange-Funktion . . . .. ... ..... ... ......
23.14 Die Kuhn-Tucker-Bedingungen . . . . ... ... .......
23.1.5 Dieduale Funktion . ... ... ... ..............
2.3.2 Eindeutigkeitder Losung . . . ... .. ... ... .. ....... ...
2321 Unbeschriankte Optimierung . . . . . . ... ... ... ....
2322 DieKonvexitat . . . ... ... ... ... .. .00 L.

2323 Beschrdankte Optimierung . . . ... ... ...........



1A% Inhaltsverzeichnis
3 Mathematische Optimierungsalgorithmen und Approximationstechniken 31
31 Einleitung . . . ... .. ... 31
3.2 Klassifikation der Optimierungsalgorithmen . . . . ... ... ... ... ... 32
3.3 Approximationstechniken . . . . .. ... ... . o 0 L 0oL 36
3.3.1 Lokale Approximationsverfahren . .. ... .. ... .. ... .. ... 36
3.3.1.1 Approximationen erster Ordnung . . . . . . ... ... ..., 36

3.3.1.2 Approximationen hoherer Ordnung . . ... ... ... ... 39

3.3.2 Globale Approximationsverfahren . . . . ... ... ... ... .. ... 39
3.32.1 Die Response-Surface-Methode . . . . . ... ... ...... 40

3.3.2.2 DieKriging-Methode . . . . .. ... ..... ... ...... 41

3.3.3 Gemischte lokale-globale Approximationsverfahren. . . . . . . .. .. 42

4 Die Methode der beweglichen Asymptoten (MMA) 45
41 MMA . e 45
411 Mathematische Formulierung . . . . . ... ... ... .......... 46

42 Extended Method of Moving Asymptotes (EMMA) . . ... ... ....... 48
421 Approximation der Zielfunktion . . . ... ... ... ... ... ... 49

422 Problemder Nullstellen . . ... ...................... 54

423 Approximation der Gleichheitsnebenbedingungen . . ... ... ... 54

4.3 Dual Extended Method of Moving Asymptotes (DEMMA) . . .. ... .. .. 57
43.1 Kurze Zusammenfassung . . . . ... ... ... 57

43.2 Approximation der Side Constraints . . . . ... ... ... ... ... 58

43.3 Duale Losungsverfahren. . . . . . ... ..... ... ..... .. ... 60

434 LosungdesUnterproblems . ... ... .................. 61

4.3.5 Beriicksichtigung der Side Constraints. . . . .. ... ... ... .... 63

43.6 Maximierung der dualen Funktion . . . . ... ... ... .. ... ... 64

4.3.7 Ein modifiziertes Verfahren der konjugierten Gradienten . . . . . . . . 65

43.8 Ein quadratischer LineSearch . . . . . ... ... ... ... ... ... 68

439 Vorkonditionierung und Funktionsskalierung . . . ... .. ... ... 70

44 Numerische Beispiele . . . . ... ... ... ... ... . .. . 0 L. 73
441 Mathematische Beispiele. . . . . . ... ..... ... ..... .. ... 74

4411 Beispiel 1: Entkoppelte Entwurfsvariablen . . . . . .. .. .. 74



Inhaltsverzeichnis Vv

4412 Beispiel 2: Gekoppelte Entwurfsvariablen . . ... ... ... 75
442 Beispiele aus der Strukturoptimierung . . . . . ... ... . L. 76
443 Topologieoptimierung . . . . . ... ... ... ... ... ... 76
444 Pormoptimierung . . . . .. .. ... ... ... . ... . 77
II Formoptimierung 79
5 Formoptimierung von Freiformschalen 81
5.1 Einfiihrung in die Formoptimierung diinnwandiger Strukturen . . ... ... 81
52 Die Frage der Parametrisierung . . . . . . ... ... ... ... ......... 82
5.3 Der Anfang war die FE-Parametrisierung . . . . . ... ... ... .... ... 84
5.4 Die CAD-Parametrisierung . . . . . ... ... ... ... ... ... ... ... 87
6 FE-Parametrisierung im Kontext der Formoptimierung 91
6.1 Einfihrung . .. .. ... ... . .. 91
6.2 Bedeutungder Welligkeit . . . .. ... ... ............ .. ... .. 93
6.3 Kontrolle der Welligkeit mit Filtertechniken . . . . . ... ... ... ... ... 95
6.3.1 Mathematische Grundlagen . . . . . . ... ................ 96
6.3.2 Formfunktionen und duale Funktionen . . . . . ... ... ... .... 98
6.3.3 Anwendungsbeispiel . . . . .. ... oL oo L 99
6.4 Filtertechniken in der Formoptimierung. Die globale Filterung . . . . . . . . . 104
6.4.1 Diskretisierung der Filtergleichung . . ... ... ... ... ...... 107

6.4.2 Softwaretechnische Umsetzung der Filtergleichung. Ein Vorwartsal-
gorithmus . . .. ... ... ... ... ... ... 110

6.5 Anwendung der Filtertechniken in der Formoptimierung. Numerische Bei-
spiele . ... 112
6.6 Abschlieffende Bemerkungen . . . . ... ... ... .. ... .. ... .. .. 114
6.6.1 Die Projektion auf den Direktor . . . . ... ... ... ... ... ... 115
6.6.2 DieRandeffekte . . . . . ... ... ... o o oo 117
6.6.3 FEinfluss der unregelméafiigen Vernetzung . . . . . ... ... ... ... 119

6.6.4 FEinfluss der Locking-Phdnomene . . . . ... ... ... ... ...... 120



VI

Inhaltsverzeichnis

7 Sickenoptimierung als Applikation der Formoptimierung mit FE-Parametrisierung121

7.1
7.2
7.3
7.4

Einfihrung . . . . . .. ... .. . 121
Die Sicke als Konstruktionselement . . . . . ... ... ... .. ... ...... 122
Verfahren der Sickenoptimierung . . . . .. .. ... ... .. ... ... ... 122
Sickenoptimierung mit FE-Parametrisierung. Der lokale Filter . . . . . . . .. 123

74.1 Die Suche nach den ,,Hot Spots”. Der Sickenalgorithmus im Detail . . 123

742 Durchdringung vonSicken . ... ... ... .. ... ... . ... ... 126

74.3 Der Sickenschlieffungsalgorithmus . . . . ... ... ... .. ... ... 128

7.5 Numerische Beispiele . . . . . ... ... ... ... . ... ... . . .. 130
751 DasWellblech . . . ... ... .. . ... 130

752 DerGasbehdlter. . . . .. ... ... 131

8 Sensitivitdtsanalyse in der Formoptimierung 135
81 Einfihrung . .. ... ... .. .. ... 135
8.2 Klassifikation der Verfahren . . . . . ... ... ... ... ... .. ... 136
8.3 Die diskrete Sensitivitdtsanalyse . . .. ... .. ... ... .. ... .. .. 137
8.3.1 Das Verfahren der finite Differenzen . . . . . .. ... ... ... .... 138
8.3.1.1 Das Schrittweiten-Dilemma . . ... ... ... ... ..... 138

8.3.2 Die diskrete analytische Sensitivitdtsanalyse . . .. ... .. ... ... 140
8.3.2.1 Die diskrete direkte Sensitivitdtsanalyse . .. .. ... .. .. 142

8.3.2.2  Die diskrete adjungierte Sensitivitdtsanalyse . . . . . . .. .. 143

8.3.3 Die diskrete semianalytische Sensitivitidtsanalyse . .. ... ... ... 147

8.3.4 Fazit und Zusammenfassung der diskreten Verfahren . . . . . . . . .. 150

8.4 Die variationelle Sensitivitdtsanalyse . . . . . . ... ... ... .. ..... .. 151
8.5 Entwurfssensitivitat. . . . . . .. ... Lo 152
9 Locking-Phidnomene in der Formoptimierung 155
91 Einfihrung . .. ... .. ... .. .. 155
9.2 Der Timoschenko-Balken . . . . . . ... ... ... ... ... . ... 158
9.3 Kilassifikation der Locking-Phdnomene. Locking-freie Elementformulierungen 163
9.4 Einfluss der Locking-Effekte auf den Optimierungsprozess . . . . . . ... .. 164
9.41 Der unregelmafiige Finfluss der Versteifung . . .. ... .. ... ... 165

9.4.2 Der Einfluss auf den zuldssigen Bereich . . . .. .. ... .. ... ... 167

9.43 Hoheres ,Rauschen” infolge Locking . . . ... ... .......... 168



Inhaltsverzeichnis VII

10 Schlussfolgerungen und Ausblick 173

Literaturverzeichnis 175






Kapitel 1
Einleitung

Optimierung ist alltdglich. Es liegt in der Natur des Menschen, sich verbessern zu wollen
und die bisherigen Errungenschaften zu tibertreffen. Auch wenn diese Eigenschaft, der stete
Wunsch nach dem Optimum, nicht offensichtlich ist, dennoch begleitet sie uns in fast jeder
Situation und in jedem Bereich des Lebens. Wir alle, die Ingenieure, die Kaufleute, die Ju-
risten, die Handwerker und viele andere, streben in unserem Tun nach dem maximal mog-
lichen Ertrag bei geringstem Aufwand unter den gegebenen Umstdnden. So konnte man
allgemein eine Optimierungsaufgabe formulieren. In dieser Definition spiegelt sich, neben
der pragmatischen verfahrenstechnischen Sichtweise, ebenso eine soziale philosophische
Komponente wider, in der jede Verbesserung, jeder Schritt in Richtung Optimums als Ziel
einer Optimierungsaufgabe interpretiert und als ein akzeptables Optimum aufgefasst wird.
Diese zweite weniger rigorose Sichtweise hat sich, aufgrund der Komplexitit der sich stel-
lenden Herausforderungen in der industriellen Praxis in gewisser Hinsicht etabliert, weil
ein Optimum im mathematischen Sinne nicht immer mdglich ist.

Die in Teil I dieser Arbeit behandelten Optimierungsverfahren sind zwar generische, diszi-
plintibergreifend anwendbare Methoden, sie werden dennoch im Kontext der Strukturopti-
mierung vorgestellt und erortert.

Die ersten systematischen Untersuchungen und Entwicklungsarbeiten in der Strukturopti-
mierung konnen bis Mitte des 19. Jahrhunderts zurtickverfolgt werden. In den Pionierarbei-
ten von Maxwell [ ] werden vor allem Gewichtsminimierungsaufgaben von idealisier-
ten Strukturen behandelt. Den wohl bekanntesten Beitrag leistete Michell [ ] Anfang
des 20. Jahrhunderts, in dem die Gewichtsminimierung auf Fachwerke angewandt wur-
de. Die aus orthogonalen Trajektorien bestehenden Michell-Strukturen bilden bis heute die
Grundkonstruktionsregeln in der Strukturoptimierung. Erwdhnenswert sind ebenfalls die
Arbeiten von Galilei in der Formfindung [ ]und [ ], die allerdings vielmehr auf
experimenteller Basis beruhten und ohne die mathematischen Grundlagen der Variations-
rechnung, die im 17. und 18. Jahrhundert von Bernoulli, Euler und Lagrange entwickelt
wurden, auskommen mussten. Ebenso stellten die Arbeiten von Newton und Leibnitz in
der Differenzial- und Integralrechnung Ende des 17. Jahrhunderts die Grundlage der ma-
thematischen Optimierungsalgorithmen. Eine Zusammenfassung der Geschichte der Opti-
mierungsverfahren mit weiterfithrender Literatur ist in [ ] zu finden.

Die Anwendung der ersten Optimierungsmethoden in analytischer Form beschriankte sich
auf kleine Systeme mit entsprechender Abstraktion, die vor allem im zweiten Weltkrieg in
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der Gewichtsminimierung von Flugzeugen mit einfachen Beulnebenbedingungen stattge-
funden hat. Erst Ende der Vierzigerjahre, Anfang der Fiinfzigerjahre konnten die numeri-
schen Verfahren — mit der Entwicklung der ersten Rechner — in der Optimierung eingesetzt
werden. Die lineare Programmierung (LP) wurde daraufhin, nach der Ubertragung vom
Operation Research auf die Strukturmechanik, in der Optimierung von Rahmentragwerken
in Kombination mit der Fliefigelenktheorie verwendet. Ein weiterer Meilenstein im Laufe
der Fiinfzigerjahre war die Entwicklung der Methode der finiten Elemente, die die numeri-
sche Strukturanalyse bis zur heutigen Zeit dominiert.

Die Ara der modernen mathematischen nichtlinearen Optimierungsverfahren, die mathe-
matische Programmierung (MP), ldutete Schmit mit seinem fundamentalen Werk [ |
Anfang der Sechszigerjahre ein. Der wesentliche Beitrag darin bestand in der Kopplung der
Verfahren der mathematischen Programmierung mit der Methode der finiten Elemente als
universelles Analysewerkzeug, um automatisierte Optimierungsprozesse durchfiihren zu
konnen. Die Strukturoptimierung als tibergeordneter multidisziplindrer Prozess war damit
geboren.

Trotz der frithen Reife der universellen problemunabhidngigen mathematischen Verfahren
konnten diese, aufgrund der beschrankten Leistungsfihigkeit der damaligen Rechner, nur
auf kleine Probleme mit geringer Anzahl an Entwurfsvariablen und Nebenbedingungen
angewandt werden. Aufgrund dessen verlagerte sich die Entwicklungsarbeit Anfang der
Sechzigerjahre auf Methoden, die zwar problemspezifisch sind, aber diese Probleme sehr
effizient 16sen konnen. Es entstanden die Methoden der Optimalitdtskriterien (OC) [ 1,
[ ], die sehr intuitiv aufgebaut sind und keine rigorose mathematische Grundlage be-
sitzen, dennoch meistens nach wenigen Iterationen Ergebnisse in der Ndhe des Optimums
geliefert haben. Einer der wesentlichen Vorteile der OC-Verfahren ist die Unabhédngigkeit
der Methodeneffizienz von der Problemdimensionalitédt, die durch Ausarbeitung von Re-
kursionsformeln fiir das Update der Entwurfsvariablen erreicht wird. Die OC-Verfahren
sind fiir eine Vielfalt von praxisrelevanten Problemen aufgestellt worden und dominierten
das Geschehen in der Strukturoptimierung bis tief in die Achtzigerjahre.

Erst mit den modernen Rechnerarchitekturen und der Verfiigbarkeit der benétigten Rechen-
leistung hat die mathematische Programmierung wieder an Bedeutung gewonnen. Hinzu
kam der Bedarf nach universellen Verfahren zur Bewiltigung der grofien Vielfalt an neu-
en Problemstellungen, die in der numerischen Simulation beriicksichtigt werden konnten
bzw. mussten. Weiteren Schub haben die mathematischen Methoden durch die Entwick-
lung von Approximationsverfahren erhalten, die die Anzahl der Struktur- und Sensitivi-
tatsanalysen und den damit verbundenen Rechenaufwand erheblich reduzieren. Erwih-
nenswert ist die Tatsache, dass die parallelverlaufende Entwicklung der konkurrierenden
OC- und MP-Verfahren, methodisch gesehen, in der Formulierung von dualen Algorith-
men, unter Verwendung geeigneter Approximationstechniken, zu einer gemeinsamen Basis
zusammenlduft, wodurch die mathematischen Optimierungsalgorithmen die Effizienz der
OC-Algorithmen erhalten und den universellen problemunabhéngigen Charakter beibehal-
ten. Diese Klasse von Optimierungsverfahren wird im weiteren Verlauf von Teil I dieser
Arbeit detailliert erortert.



1.1. Der Optimierungsprozess 3

1.1 Der Optimierungsprozess

Nach dem kurzen Riickblick auf die Historie der Optimierungsverfahren soll in diesem Ab-
schnitt der Optimierungsprozess ganzheitlich und in allgemeiner und abstrakter Form na-
her beleuchtet werden.

Ein steht fest: Die automatisierte Strukturoptimierung hat unsere Philosophie im Ent-
wurfsprozess grundsitzlich verdndert. Nicht nur die vielen Entwiirfe, die im Laufe der nu-
merischen Simulation durchlaufen werden, sondern die neue Einsicht in das Tragverhalten,
die anhand stdandiger Designverbesserungen gewonnen wird, sei es die intensivere Materi-
alausnutzung durch Querschnittsoptimierung oder Topologieverdnderungen, Steifigkeits-
erhohung durch Formdnderungen oder bessere Lastabtragung durch bessere Orientierung
der Materialfaser, erlaubt uns mutiger und kreativer zu werden. All diese Einblicke in das
Innerste der Strukturen verlagern den Schwerpunkt im Entwurfsprozess, denn viele Ent-
scheidungen, die frither nur mit jahrelanger Erfahrung und trainierter Intuition getroffen
werden konnten, bekommen ein méchtiges Entwurfswerkzeug zur Seite gestellt, mit dessen
Hilfe neue Perspektiven ertffnet werden. Dennoch kann und soll dieser automatisierte De-
signzyklus — ermoglicht durch das Zusammenwirken von leistungsfahiger Soft- und Hard-
ware und numerischer Optimierungs- und Analyseverfahren — die Erfahrung und Intuition
des Ingenieurs nicht génzlich ersetzen. Die Rolle der menschlichen Kontrolle verlagert sich
lediglich in der Entscheidungskette, indem gewisse Sensibilitdt bzw. Misstrauen gegentiber
dem Wust an Zahlen und bunten Bildern der numerischen Simulation angebracht ist.

Das Motto: ,,Garbage in, Garbage out” bringt das Problem der uniibersichtlichen Menge an
Operationen, die im digitalen Zeitalter durchgefiihrt werden, auf den Punkt. Der Computer
macht keine Fehler. Die Fehlerquelle ist immer menschlicher Natur, entweder in der Ein-
gabe, Programmierung oder Interpretation. Eine bittere Wahrheit. Im Endeffekt muss das
Resultat vom gesunden Menschenverstand zumindest auf Plausibilitdt tiberpriift zu wer-
den.

Der Einfluss der automatisierten Strukturoptimierung auf den Entwurfsprozess wird deut-
lich durch Betrachtung der, bis zum endgiiltigen Produkt, zu durchlaufenden Etappen. Im
Allgemeinen kann dieser Zyklus in folgende vier Entwicklungsstufen unterteilt werden

[ L1 I:

e Erstellung des Anforderungskatalogs, in dem die Ziele, die mit der zu entwerfenden
Struktur erreicht werden sollen, aufgefiihrt werden. Zu beachten ist, dass sich diese
Ziele aus Sicht der Optimierung haufig widersprechen, wie Gewichts- und Steifig-
keitsoptimierung.

e Erstellung des Entwurfskonzepts, das die grundsatzlichen Fragen zur Struktur beant-
wortet, wie die Entscheidung bei einer Briicke fiir eine Fachwerk-, eine Bogen- oder
doch eine Schragkabelbriicke. Auch wenn die Entscheidungen in diesen Grundsatz-
fragen im so genannten Vorentwurf immer noch vorwiegend auf Kreativitat und Fach-
wissen des Ingenieurs aufbauen, mischen die modernen Optimierungsverfahren in
den letzten wenigen Jahren auf dieser Ebene kréftig mit. In der Topologieoptimierung
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ist es heutzutage tiblich, den gesamten zur Verfiigung stehenden Designraum der Op-
timierung freizugeben, um sich dann durch die sich einstellende Materialverteilung
beim Basisentwurf inspirieren zu lassen. In der Formoptimierung hingegen ist der
Einsatz in der frithen Entwurfsphase immer noch nur bedingt moglich.

Genau diese Liicke versucht diese Arbeit in Teil II zu schliefien, indem geeignete Ver-
fahren fiir den Umgang mit der maximalen Modellformfreiheit, basierend auf der
CAD-freien Parametrisierung, entwickelt und prasentiert werden.

e Optimierung des Basisentwurfs. In jedem Design gibt es mehrere Alternativen fiir
die Anordnung der konstruktiven Elemente der Struktur. Wenn wir beim Beispiel der
Briicke bleiben, so konnen, im Fall der Fachwerkbriicke, Position, Neigung und Quer-
schnitte der Fachwerkstibe in unendlich vielen Varianten vorkommen. In dieser Dis-
ziplin spielen automatisierte Optimierungsverfahren ihre Starke aus und ermoglichen
die iterative Anndherung an optimale Losungen, die die wesentlichen Anforderungen
erfiillen. Diese Methoden sind nicht mehr vom Alltag des konstruktiven Ingenieurs
wegzudenken und stellen eine exzellente und unverzichtbare Orientierungshilfe in
der immer grofler werdenden Komplexitidt der heutigen Modelle.

e Verifizierung und Validierung. Ublicherweise sind die Modelle, die im Optimierungs-
zyklus analysiert und modifiziert werden, einer hoheren Abstraktion unterworfen als
die Modelle, in denen alle abzubildenden Details aller beteiligten Disziplinen vertre-
ten sind. So sind Optimierungs- und Analysemodelle meistens detaildrmer, indem z.B.
die einzelnen Komponenten von Anschliissen und Verbindungen durch Annahmen
auf einfache Ersatzsysteme reduziert werden. Nachdem die Gesamtstruktur optimiert
wird, muss das Ergebnis validiert und verfeinert werden. So miissen unter Umstan-
den die Kriimmungsradien von Ijbergéingen angepasst und die Stofse zwischen den
Bauteilen bemessen werden.

Die Strukturoptimierung ist von Natur aus multidisziplindr, daher fliefSen die unterschiedli-
chen Einfliisse der involvierten Teilbereiche in eine ganzheitliche Darstellung eines Optimie-
rungsprozesses ein. Dennoch ist es moglich die Abstraktion einer Optimierungsaufgabe auf
das anfangs von Eschenauer eingefiihrte Dreisdulenkonzept der Optimierung [ ] zu-
riickzufiihren. Laut des Dreisdulenkonzepts kann jede Strukturoptimierungsaufgabe durch
drei miteinander verkniipfte Modelle, deren erfolgreiches Zusammenspiel Effizienz und
Qualitdt der Optimierung mafigeblich beeinflusst, reprasentiert werden. Diese drei Modelle
sind Geometrie-, Analyse- und Optimierungsmodell. Die Verkntipfungsvorschriften zwi-
schen den Modellen sind Diskretisierung und Parametrisierung.

Das Geometriemodell stellt die Basis dar, auf der die restlichen Schritte und Konstrukte
beruhen. Mithilfe verschiedener Techniken des CAGD! kénnen die Geometrien der zu ana-
lysierenden und zu optimierenden Strukturen digital abgebildet und visualisiert werden.

Das Analysemodell, auch Berechnungsmodell genannt, wird vom Geometriemodell durch
Diskretisierung abgeleitet. Dadurch, dass die numerischen Berechnungsverfahren, insbe-

IComputer Aided Geometric Design. Im weiteren Verlauf wird verallgemeinernd nur CAD verwendet.
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sondere die Methode der finiten Elemente, die analytischen Methoden praktisch vollstan-
dig verdrangt haben?, muss die kontinuierliche Welt der Geometrie und der funktionalen
Zusammenhinge zwischen Einwirkung und Systemantwort in diskrete Grofien tiberfiihrt
werden, die mittels Gleichgewicht in Form von algebraischen Gleichungssystemen vorlie-
gen. Das Geometriemodell wird anhand eines Netzes bestehend aus Knoten und Elementen
approximiert, wodurch das Berechnungsmodell, die Grundlage der numerischen Analyse,
entsteht. Dieser Vorgang wird als Diskretisierung bezeichnet.

Das Optimierungsmodell entsteht durch Parametrisierung eines der beiden anderen Model-
le, Geometrie- oder Berechnungsmodell. Die Parametrisierung bedeutet die Vereinbarung
der Entwurfsvariablen — die freien Parameter im System — die variiert werden, um Ver-
besserungen herbeizufiihren. Wird die Parametrisierung basierend auf dem CAD-Modell
(Geometriemodell) durchgefiihrt, spricht man von der CAD-Parametrisierung. Bei Parame-
trisierung des Berechnungsmodells wird von CAD-freier Parametrisierung oder von FE-
Parametrisierung oder von der Parametrisierung direkt am FE-Netz gesprochen. Im Opti-
mierungsmodell werden Zielfunktion und Nebenbedingungen als explizite oder implizite
Funktionen der Entwurfsvariablen formuliert. Es entsteht eine Formulierung der Optimie-
rungsaufgabe, die vom Optimierungsalgorithmus verarbeitet werden kann.

Im Zentrum des Dreisdulenkonzepts steht der Optimierungsalgorithmus, der zwar rein for-
mal dem Optimierungsmodell zuzuordnen ist, dennoch als abgekapselte Einheit das Herz-
stiick des Optimierungsprozesses bildet. Es ist ein ganzer Forschungszweig um das Thema
Optimierungsalgorithmen herum entstanden. In Zusammenhang mit dem Optimierungsal-
gorithmus ist die Sensitivitdtsanalyse zu erwédhnen, die im Fall von Gradientenverfahren die
benotigten Ableitungen liefert. Die Sensitivitdtsanalyse gewinnt insofern an Bedeutung, als
sie den Lowenanteil des Rechen- und Zeitaufwandes der Optimierungsaufgabe ausmacht.
Aus diesem Grund hat sich die Sensitivitdtsanalyse Mitte der Achtzigerjahre zu einem ei-
genstandigen Forschungsgebiet entwickelt.

In Abbildung 1.1 sind die oben angesprochenen Modelle, die moglichen Zusammenhénge
und weitere wichtige Komponenten einer Optimierungsaufgabe schematisch dargestellt.

1.2 Ziele dieser Arbeit

Die vorliegende Arbeit behandelt zwei Schwerpunkte des Optimierungsprozesses: in Teil
I werden die mathematische Programmierung und die Approximationstechniken bespro-
chen, wahrend Teil II der Formoptimierung von Freiformschalen mit Parametrisierung di-
rekt am FE-Netz gewidmet ist.

Die mathematischen Optimierungsalgorithmen haben methodisch gesehen einen langen
Reifeprozess durchgemacht und stellen heutzutage die Basis fiir robuste, universelle und
problemunabhéngige Verfahren dar. Insbesondere in Kombination mit geeigneten Appro-
ximationsverfahren werden die Nachteile der mathematischen Algorithmen, die vielen Ite-
rationen und der damit verbundene Bedarf an Funktions- und Ableitungsevaluierungen,

ZBis auf wenige Anwendungsgebiete, z.B. in gewissen Bereichen der Dynamik.
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Abbildung 1.1: Die Komponenten eines Optimierungsprozesses.

behoben und ergeben — bei Erhaltung des universellen Charakters — von der Effizienz her
Methoden, die mit den Verfahren der Optimalitdtskriterien vergleichbar sind. Eine der wich-
tigsten Approximationstechniken, die Ende der Achtzigerjahre ihre Geburtsstunde erlebte,
ist die Methode der beweglichen Asymptoten (Method of Moving Asymptotes, kurz MMA).
Basierend auf methodischen Erweiterungen der MMA-Approximation (EMMA?) wird ein
dualer Algorithmus entwickelt, der besonders fiir grofse Probleme mit vielen Entwurfsva-
riablen und vielen Nebenbedingungen geeignet ist.

Die Formoptimierung wird im aktuellen Stand der Technik, trotz machtiger CAD-Software,
aufgrund von konzeptionellen Problemen fast ausschliefilich in der spédten Entwurfsphase
verwendet. Ein Einsatz im Vorentwurf als elementares Kreativitdts- und Inspirationswerk-
zeug, analog zur Topologieoptimierung, kann nur realisiert werden, wenn die durch die
CAD-Parametrisierung stark eingeschrankte Formfreiheit des Optimierungsmodells wie-
derhergestellt wird. In dieser Arbeit wird ein Konzept basierend auf der Optimierung di-
rekt am FE-Knoten prasentiert. Die bekannten Probleme der Parametrisierung am FE-Netz

3Extended Method of Moving Asymptotes.
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werden klassifiziert, erlautert und anhand Filtertechniken behoben. Die im Rahmen der Ge-
nauigkeit des Berechnungsmodells maximale Formfreiheit, gewadhrleistet durch die Para-
metrisierung direkt am FE-Knoten, kann in vielfdltige Anwendungen genutzt werden. Die
Formoptimierung und -findung von membranartigen Freiformschalen ist eine dieser An-
wendungsgebiete. Die Sickenoptimierung mit lokalen Filtertechniken ist eine weitere Ap-
plikation.

Die Gliederung der Arbeit stellt sich wie folgt dar:

o Teil I

- In Kapitel 2 wird zuerst die Klassifizierung der Optimierungsstrategien in der
Strukturoptimierung vorgenommen. Des Weiteren werden einige mathematische
Grundlagen, Begriffsdefinitionen und die verwendete Nomenklatur im Kontext
der mathematischen Programmierung erldutert.

- In Kapitel 3 wird die Klassifizierung der Optimierungsalgorithmen vorgenom-
men, vor allem die mathematischen Verfahren, die spéiter in der Entwicklung
des Algorithmus DEMMA®* zum Einsatz kommen. Des Weiteren beschiftigt sich
das Kapitel mit Approximationstechniken, die im Vorlauf der eigentlichen Opti-
mierungsarbeiten im Optimierungsalgorithmus angewandt werden, um ein zum
Originalproblem &dquivalentes Ersatzproblem mit gezielten Eigenschaften zu er-
zeugen. Diese Eigenschaften konnen die Effizienz der mathematischen Algorith-
men erheblich steigern. Die Eigenschaften und Einsatzgebiete der unterschiedli-
chen lokalen und globalen Approximationsschemata werden kurz angeschnitten.

- In Kapitel 4 wird im Detail auf den Optimierungsalgorithmus DEMMA einge-
gangen. Ausgehend von den dualen Verfahren wird gezeigt, inwiefern die Se-
parierbarkeit des Approximationsschemas MMA genutzt werden kann, um eine
Rekursionsformel zu formulieren, analog zu den OC-Algorithmen, wodurch sich
die Effizienz des vorgestellten Verfahrens erklirt. Die hohe Glattheit der MMA-
Approximation ermoglicht die Herleitung von leistungsfahigen Suchalgorithmen
basierend auf Informationen zweiter Ordnung. Numerische Beispiele runden das
Kapitel ab.

o Teil I

- In Kapitel 5 ,Einfiihrung in die Formoptimierung diinnwandiger Strukturen”
werden die unterschiedlichen Parametrisierungstechniken thematisiert. Die Vor-
ziige der CAD-Parametrisierung werden angesprochen, aber auch deren konzep-
tionelle Defizite, weshalb die Formoptimierung nicht in der frithen Entwurfspha-
se zum Finsatz kommt. Die Probleme alternativer Modellparametrisierungsme-
thoden, wie die Parametrisierung direkt am FE-Knoten, werden anschaulich dar-
gelegt.

- In Kapitel 6 werden die Parametrisierung direkt am FE-Knoten und die damit
verbundenen charakteristischen Phdnomene genauer unter die Lupe genommen.

“Dual Extended Method of Moving Asymptotes.



Kapitel 1. Einleitung

Es wird aufgezeigt, dass die inhdrente Welligkeit der Systemantwort etwas Op-
timales in sich hat, das lediglich kontrolliert werden muss. Diese Kontrolle kann
durch mehrere in anderen Disziplinen bewéhrte Verfahren, wie Filtertechniken
und Stabilisierungsverfahren erlangt werden. In dieser Arbeit werden die von
der Signaltechnik bekannten Filtertechniken auf die Formoptimierung von Frei-
formschalen iibertragen. Die Leistungsfahigkeit des entwickelten globalen Filters
wird anhand ausgewahlter Beispiele untermauert.

In Kapitel 7 wird der in Kapitel 6 prasentierte globale Filter, basierend auf der ho-
hen Formfreiheit der Parametrisierung direkt am FE-Netz, in einen lokalen Filter
tiberfiihrt, der dann zur Sickenoptimierung verwendet werden kann. Es werden
mechanische Kriterien zur Sickenbildung, -durchdringung und -schliefSung for-
muliert. Numerische Beispiele schliefSen das Kapitel ab.

Kapitel 8 widmet sich der Sensitivitdtsanalyse, die die Grundvoraussetzung fiir
Gradientenalgorithmen ist. Insbesondere werden die Ableitungsverfahren von
diskreten algebraischen Gleichungssystemen besprochen, wie sie in der Methode
der finiten Elemente vorkommen. Die prinzipielle Vorgehensweise in der varia-
tionellen Sensitivitdtsanalyse wird ebenso kurz angeschnitten.

In Kapitel 9 wird auf die Locking-Phdnomene im Kontext der Formoptimierung
eingegangen. Der Einfluss des Locking auf die Strukturanalyse ist ein eigenstan-
diges Forschungsgebiet, weshalb hier nur die Grundlagen der Versteifungsef-
fekte erldutert werden, um dann die Auswirkungen auf die Formoptimierung mit
Parametrisierung direkt am FE-Knoten anschaulich darzulegen. Die wesentliche
Feststellung der Untersuchungen ist die Tatsache, dass Locking die mechanische
Ursache der Verrauschung auf Elementebene (kleinste Skala) darstellt.
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Kapitel 2

Einfiihrung in die mathematische
Programmierung (MP)

2.1 Klassifikation der Optimierungsstrategien

Bevor auf die Grundlagen der mathematischen Programmierung eingegangen wird, sol-
len die Klassen der Optimierungsaufgaben, die sich im Laufe der Optimierungsgeschichte
herauskristallisiert haben, ndher betrachtet werden. Eine Optimierungsaufgabe kann allge-
mein einer der vier folgenden Optimierungsstrategien zugeordnet werden (Abbildung 2.1):

(a) Topologieoptimierung. (b) Faseroptimierung.
(c) Querschnittsoptimierung. (d) Formoptimierung.

Abbildung 2.1: Klassen der Optimierungsstrategien.

¢ In der Topologieoptimierung stellt sich die Frage nach der optimalen Materialver-
teilung im vorgegebenen Entwurfsraum. In Abbildung 2.1(a) wird die Verzerrungs-
energie (Compliance) eines Einfeldtragers unter Gleichstreckenlast optimiert. Dabei
werden die nicht mehr benotigten Materialpartikeln, hier finite Elemente, mit einer
sehr kleinen Materialdichte versehen und grafisch ausgeblendet.

e In der Faseroptimierung wird die optimale Neigung der Materialfaser eines nicht iso-
tropen Werkstoffes ermittelt. Diese Winkelinformationen konnen bereichsweise in Re-
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gionen mit ausgezeichneter Faserausrichtung zusammengefasst werden, wie in Abbil-
dung 2.1(b) zu sehen ist.

e In der Querschnittsoptimierung geht es darum, in einer Struktur mit vorgegebener
Topologie und Topographie, die optimalen Querschnittsdaten zu ermitteln. Insbeson-
dere bei Fachwerken stellt sich die Frage der optimalen Querschnittsflichen (Abbil-
dung 2.1(c)), aber auch bei Systemen mit Biegung, wie Balken, Platten und Schalen,
konnen z.B. Bauteildicken optimiert werden.

e In der Formoptimierung werden geometrische Parameter der Struktur, wie Bauteilab-
messungen, Loch- und Kriimmungsradien, Lage bestimmter Stellen (CAD- oder FE-
Knoten) im Raum, etc., variiert, um gewissen Optimalitdtsbedingungen zu gentigen.
In Abbildung 2.1(d) wird die Form einer an den Ecken gelagerten ebenen Platte unter
dem Gesichtspunkt der Steifigkeitsmaximierung optimiert. Durch Variation der Kno-
tenraumkoordinaten entsteht die als ,,Isler-Schale” bekannte Form.

Zu einer Optimierungsstrategie gehort allerdings mehr als die Festlegung des Aufgaben-
typs, Topologie-, Faser-, Querschnitts- oder Formoptimierung. Abgesehen davon, dass die-
se Aufgabentypen in einem Optimierungsprozess kombinierbar sind, muss vor der Durch-
fihrung einer Optimierung noch das Optimierungsverfahren gewédhlt werden. Unter Op-
timierungsverfahren versteht man den verwendeten Optimierungsalgorithmus, womit je-
doch meistens andere Techniken zusammenhdngen, wie Approximationstechniken, Sensi-
tivitdtsanalyse oder Prozessparallelisierungstechniken. Die auf den Problemtyp angepasste
Visualisierung und die grafische Auswertung der Optimierungsergebnisse ist ebenso ein
wichtiger Bestandteil der Optimierungsstrategie.

In Kapitel 3 werden die Optimierungsverfahren nach Anforderungen und Einsatzgebiet
klassifiziert, wobei der Schwerpunkt auf die mathematischen Algorithmen gelegt wird. Da-
her werden in den folgenden Abschnitten einige Begriffsdefinitionen aus dem Umfeld der
mathematischen Programmierung vereinbart und die entsprechenden Grundlagen erldu-
tert.

2.2 Allgemeine Formulierung einer Optimierungsaufgabe

Eine Optimierungsaufgabe kann allgemein mathematisch wie folgt formuliert werden:

Min. f(x), x € R"

d. (x) < i=1...

s.d g](x)_O, ] 1,---,m 2.1)
h]-(x):O, j=m+1,--- ,m+m,
x<x<X

Darin konnen die wichtigsten Komponenten eines Optimierungsproblems identifiziert wer-
den:



2.2. Allgemeine Formulierung einer Optimierungsaufgabe 13

Entwurfsvariablen x € R": In jedem zu optimierenden Modell miissen systeminterne Pa-
rameter variiert werden konnen, um Verdanderungen (Verbesserungen) herbeizufiihren. Me-
chanische oder geometrische Grofien, die im Optimierungsmodell durch Entwurfsvariablen
reprasentiert werden, hingen vom Typ der Optimierungsaufgabe und von der verwende-
ten Parametrisierung ab. In der Strukturmechanik konnen z.B. die relative Materialdichte
(Topologieoptimierung), Neigung der Materialfaser (Faseroptimierung), Querschnittsflache
oder Bauteildicke (Querschnittsoptimierung), Raumkoordinaten von CAD- bzw. FE-Knoten
(Formoptimierung) und vieles mehr, als Entwurfsvariablen definiert werden. Die Entwurfs-
variablen werden in einem n-dimensionalen Vektor x € R"” zusammengefasst und stellen in
jeder Iteration den aktuellen Zustand des Optimierungsmodells dar.

Zielfunktion(en) f(x): In jeder (Struktur-) Optimierungsaufgabe geht es um die Verbesse-
rung einer oder mehrerer Eigenschaften f eines Modells, charakterisiert durch den Startent-
wurf xg, dabei kann die Verbesserung die Minimierung oder Maximierung sein. In dieser
Arbeit wird immer von einer Minimierung ausgegangen, was keine Einschrankung der All-
gemeingiiltigkeit darstellt, denn jede Minimierungsaufgabe kann durch Vorzeichenwechsel
in eine Maximierung umgewandelt werden. Als Beispiel fiir gédngige Eigenschaften, die in
der Praxis optimiert werden, konnen Profitmaximierung, Kosten- oder Verbrauchsminimie-
rung angefiihrt werden. In der Strukturmechanik sind Gewicht (Masse), Volumen, Steifig-
keit und Eigenfrequenzen Beispiele fiir hdufig optimierte Zielfunktionen.

Nicht selten kommt es in der industriellen Praxis vor, dass zwei sich widersprechende Ei-
genschaften, wie Gewicht und Steifigkeit, gleichzeitig optimiert werden sollen. In diesem
Fall spricht man von einer Mehrkriterienoptimierung, in der zwei oder mehrere Zielfunk-
tionen beteiligt sind. Im Rahmen dieser Arbeit wird immer von einer einzigen Zielfunk-
tion ausgegangen, wobei jede Mehrkriterienoptimierung mittels einer gewichteten Summe
der involvierten Funktionen zu einer Standardoptimierung mit einer Zielfunktion tiberfiihrt
werden kann. Diese Wichtungsfaktoren sind meistens benutzerdefinierte Grofien, die die
Bedeutung der zu optimierenden Eigenschaften reprasentieren.

Nebenbedingungen g;(x),/;(x): In den meisten praxisrelevanten Optimierungsaufgaben
muss die gesuchte Losung eine Reihe von Nebenbedingungen erfiillen, die als Gleichheits-
hi(x) oder Ungleichheitsnebenbedingung ¢;(x) formuliert werden. Diese Nebenbedingun-
gen, auch Restriktionen genannt, konnen beliebige nichtlineare Funktionen der Entwurfs-
variablen aber auch der Zustandsvariablen sein. Genau darin besteht die Schwierigkeit der
Strukturoptimierung, denn die in einem Optimierungsprozess involvierten Funktionen sind
meistens hochgradig implizite Funktionen der Entwurfsvariablen in der Form F(x, u(x)).
Die Zustandsvariablen u beschreiben die Systemantwort auf dufiere Einwirkungen und sind
im Falle der Finite-Elemente-Methode die Knotenverschiebungen, die Hauptunbekannten
im algebraischen Gleichungssystem des Gleichgewichts. Dies bedeutet, dass die Funktions-
verldufe der Optimierungsaufgabe nicht a priori bekannt sind, und dass jede Auswertung
eine komplette Systemanalyse erfordert, was zeit- und ressourcenintensiv sein kann. Das
Problem verschérft sich, wenn Ableitungen fiir Gradientenverfahren benétigt werden. Mit
diesem Problem beschiftigt sich die Sensitivitdtsanalyse in Kapitel 8.

Beispiele fiir Nebenbedingungen in der Strukturoptimierung sind Spannungsrestriktionen,
bei denen gefordert wird, dass die z.B. von Mieses Spannung an jeder Stelle im System ein
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gewisses Niveau nicht tiberschreitet. Bei Verschiebungsnebenbedingungen wird verhindert,
dass die Deformation der Struktur an einer oder mehreren Stellen zu groff wird. In den letz-
ten Jahren wurden Fertigungsrestriktionen von der Industrie immer mehr gefordert, bei de-
nen die optimierten Modelle nach einem bestimmten Fertigungsprozess produziert werden
sollen und damit gewissen Gestaltungsbedingungen unterworfen sind. Ein Beispiel dafiir
ist die Vorgabe einer Auszugsrichtung bei Gussteilen, damit das Bauteil nach dem Gussvor-
gang ohne Hinterschnitte aus der Gussform gezogen werden kann.

Hinzu kommt, dass jede der oben erwdhnten Zielfunktionen ebenso als Nebenbedingung
verwendet werden kann, wenn die jeweilige Eigenschaft durch einen Grenzwert beschrankt
wird. Ein Beispiel dafiir ist die Volumennebenbedingung in der Topologieoptimierung, bei
der das Volumen (Masse) des Optimierungsergebnisses z.B. auf die Hélfte des Ausgangsmo-
dells reduziert werden soll. Diese Restriktion kann sowohl als Gleichheits- oder Ungleich-
heitsnebenbedingung vorgeschrieben werden.

Eine besondere Form der Restriktionen stellen die Ober- und Unterschranken der Entwurfs-
variablen x und X dar. Diese konnen zwar auch als ,normale” Nebenbedingungen betrachtet
werden, dennoch ist es {iblich, diese einer Sonderbehandlung zu unterziehen, da sie einfa-
che und direkte Funktionen der Entwurfsvariablen in der Form x —x < Qund x—x < 0
sind.

Es ist darauf hinzuweisen, dass die in dieser Arbeit behandelten Funktionen, Zielfunktion
und Nebenbedingungen, skalare Funktionen von vektoriellen Variablen sind, wie sie in der
Strukturoptimierung iiblicherweise vorkommen. Des Weiteren gilt, dass die Ungleichheits-
nebenbedingungen immer < 0 definiert werden.

2.2.1 Ein kleines Beispiel

In einem eindimensionalen Beispiel werden, mithilfe der grafischen Darstellung einer ma-
thematisch aufgestellten Optimierungsaufgabe, elementare Begriffe der Optimierung erldu-
tert.

Min. f(x) = (x—4)2+3,
sd. gi(x) = —x+1<0,
@(x) = 2x2-11<0, 2.2)

w< x <o

In Abbildung 2.2 ist die Optimierungsaufgabe dargestellt, worin zu sehen ist, wie die Ne-
benbedingungen den urspriinglichen zulissigen Suchraum x € [—oo, 00| einschriinken und auf
den Bereich [1, 3] reduzieren. Des Weiteren kann beobachtet werden, dass das unbeschrink-
te Minimum der Zielfunktion an der Stelle x = 4 ist, das allerdings die Nebenbedingung
g2(—4) = 21 > 0 verletzt. Somit ist das absolut beste Ergebnis unzulissig und muss einem
anderen durch die Restriktion g, beschrinkten Optimum weichen.

Die Nebenbedingung g1 schrankt den Suchraum von links ein, also den Bereich der gro-
Beren Zielfunktionswerte. Somit kann festgestellt werden, dass die Restriktion g; das be-
schrankte Optimum des Problems nicht beeinflusst und von der Aufgabenstellung wegge-
lassen werden kann, ohne dass sich das Endergebnis dndert.
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Abbildung 2.2: Ein kleines Beispiel.

Folglich konnen dem Beispiel 2.2 folgende Definitionen entnommen werden:

Eine erfiillte Nebenbedingung ist eine Restriktion, deren Auswertung fiir den aktuellen
Entwurfsvariablenvektor x* (in der k-ten Iteration) die Nebenbedingung befriedigt bzw. giil-
tig macht. D.h., die Evaluierung einer erfiillten Ungleichheitsnebenbedingung muss kleiner
gleich null sein g]-(xk ) < 0. Eine Gleichheitsnebenbedingung ist nur dann erfiillt, wenn de-
ren Evaluierung exakt gleich null ist ;(x*) = 0.

Eine verletzte Nebenbedingung ist eine Restriktion, deren Auswertung fiir den aktuellen
Entwurfsvariablenvektor x* (in der k-ten Iteration) die Nebenbedingung nicht erfiillt, al-
so ungiiltig macht. D.h., die Evaluierung einer verletzten Ungleichheitsnebenbedingung ist
grofier als null gj(xk) > 0. Eine Gleichheitsnebenbedingung ist verletzt, wenn deren Evalu-
ierung ungleich null ist k; (xK) £ 0.

Eine aktive Nebenbedingung ist eine Restriktion, die das Optimum mitbestimmt, was im-
pliziert, dass die Evaluierung der Nebenbedingung am Optimum exakt gleich null ist. Gra-
fisch gesehen liegt der Entwurfsvariablenvektor dann direkt auf der Nebenbedingung. Da-
durch, dass der Optimierungsprozess ein iterativer Vorgang ist, bezieht sich die Bezeich-
nung aktiv auf den Zustand der Restriktion am Ende der jeweiligen Iteration. Gleichheitsne-
benbedingungen miissen immer aktiv sein. Es werden zwar in manchen Optimierungsver-
fahren Zwischenzustinde, bei denen eine Gleichheitsnebenbedingung verletzt ist, akzep-
tiert, aber am Ende der Iteration muss die Restriktion aktiv sein.

Eine redundante Nebenbedingung ist eine Restriktion, die auf das Optimierungsergebnis
keinen Einfluss hat und von der Aufgabenformulierung hitte entfernt werden konnen. Die-
se Figenschaft ist am Anfang der Optimierung meistens leider nicht ersichtlich, sodass man-
che Nebenbedingungen lange im iterativen Prozess unnétigerweise berticksichtigt werden
miissen, wodurch die Problemdimension erhoht und die Effizienz des Algorithmus redu-
ziert wird.
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Eine linear abhidngige Nebenbedingung ist eine Restriktion, die aus der Linearkombination
anderer Nebenbedingungen in der Problemformulierung entstehen kann. Diese Nebenbe-
dingungen sind tiberfliissig, da sie durch andere bereits berticksichtigt werden. Sie erhohen
die Problemdimensionalitdt und reduzieren den Rang der Kriimmungsmatrix, wodurch die
meisten Gradientalgorithmen Konvergenzprobleme bekommen. Leider konnen diese linea-
ren Abhingigkeiten nur mit groffem Aufwand, z.B. nach Untersuchung der Sensitivitaten-
matrix, aufgespiirt und behoben werden.

Der zuldssige Bereich ist das Gebiet im Entwurfsvariablenraum, aus dem jeder Entwurfsva-
riablenvektor alle Nebenbedingungen erfiillt. Somit muss die Losung einer Optimierungs-
aufgabe im zuldssigen Bereich liegen.

Die beschrankte Minimierung ist eine Optimierungsaufgabe, in der die Minimierung einer
Funktion, die Zielfunktion, unter Beriicksichtigung von Nebenbedingungen stattfindet.

Die unbeschrinkte Minimierung ist eine Optimierungsaufgabe, in der nur eine Funktion
vorkommt, die minimiert werden soll. Wenn die Nebenbedingungen in einer beschrankten
Minimierungsaufgabe alle redundant sind, kann — zumindest in der Umgebung des Mini-
mums — von unbeschrankter Minimierung gesprochen werden.

2.3 Existenz und Eindeutigkeit der Losung

2.3.1 Existenz der Losung

Wie es bei der Erbringung eines mathematischen Beweises {iiblich ist, miissen sowohl not-
wendige als auch hinreichende Bedingungen erfiillt werden. Die erforderlichen Bedingun-
gen werden im Folgenden besprochen, wobei dabei zwischen der beschrankten und der
unbeschrankten Optimierung unterschieden wird.

2.3.1.1 Unbeschrinkte Optimierung

An einem Extremum, Minimum wie Maximum, im n-dimensionalen Raum gilt die Statio-
naritidtsbedingung der betrachteten Funktion. Somit muss an einem Optimum die erste Ab-
leitung der Zielfunktion f beziiglich der Entwurfsvariablen x verschwinden:

VE(x) =0 (2.3)
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2.3.1.2 Beschrinkte Optimierung

Bevor auf die mathematisch rigorose Formulierung der Optimalitét eines beschrankten Op-
timierungsproblems eingegangen wird, soll eine intuitive Herangehensweise vorgefiihrt
werden [ ], die nicht nur als Beweis der im Anschluss angegebenen mathematischen
Bedingung dient, sondern auch als Grundgeriist fiir direkte Optimierungsverfahren ver-
wendet wird.

In Abbildung 2.3 ist ein zweidimensionales beschréanktes Optimierungsproblem mit einer
Nebenbedingung dargestellt. Darin sind die Hohenlinien der Zielfunktion und die Neben-
bedingung, also die Linie g(x) = 0, abgebildet. Ausgangsposition ist der Punkt A, der zwar
auf der Nebenbedingung liegt, allerdings nicht das beschrankte Minimum ist.

Um den aktuellen Entwurf zu verbessern, wird eine Suchrichtung S benétigt, die einerseits
die Zielfunktion reduziert, andererseits die aktive Nebenbedingung nicht verletzt. Die erste
Bedingung wird durch Definition des brauchbaren Sektors erfiillt, in dem alle Richtungen,
also Suchvektoren, die Zielfunktion reduzieren. Es ist klar, dass die am Punkt A zur Hohen-
linie der Zielfunktion tangentiale Linie (im n-dimensionalen Raum eine Hyperebene) genau
den gesuchten brauchbaren Sektor abgrenzt. Jede Richtung auf der zum Gradienten V{(x)
abgewandten Seite reduziert die Zielfunktion, wodurch sich die Bedingung des brauchba-
ren Suchvektors wie folgt ableiten lasst:

S.Vf(x) <0 (2.5)

Eine einfache Interpretation der Gl. (2.5) lautet: der Winkel zwischen dem Gradienten der
Zielfunktion und der brauchbaren Suchrichtung muss zwischen 90° und 270° sein.

Auf dhnliche Weise stellt die zur Nebenbedingung am Punkt A tangentiale Hyperebene
die Begrenzung fiir den zulédssigen Sektor, in dem eine endliche Bewegung entlang jeder
Suchrichtung die Nebenbedingung nicht verletzt. Somit kann die zuldssige Richtung wie
folgt definiert werden:

S-Vg(x) <0 (2.6)
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Abbildung 2.3: Beschriankte Optimierung.

Die gesuchte Richtung, die eine Entwurfsverbesserung bewirkt und gleichzeitig die aktiven
Nebenbedingungen nicht verletzt, muss daher aus dem brauchbaren und zuldssigen Sektor
gewdhlt werden, wie in Abbildung 2.3 zu sehen ist. Wird der Suchvektor in der Néahe der
Tangentialebene der Zielfunktion gewdahlt, dann konnen, falls die Zielfunktion nicht stark
nichtlinear ist, grofiere Schritte zuriickgelegt werden, bevor eine Restriktion verletzt wird,
allerdings schreitet die Entwurfsverbesserung nur langsam voran. Ein Suchvektor in der
Néahe der Tangentialebene der aktiven Restriktion reduziert zwar die Zielfunktion schnell,
tiihrt aber nach kurzer Distanz zur Verletzung der Nebenbedingung. Ein guter Suchvektor
stellt ein Kompromiss zwischen den beiden Grenzebenen dar.

An dieser Stelle ergibt sich die Frage: was zeichnet das Optimum aus? Bei der unbeschrank-
ten Minimierung konnte die Stationaritdtsbedingung eine Antwort darauf geben, indem
eine infinitesimale Bewegung entlang dem Gradienten am Optimum das Ergebnis nicht
verandert hat, dadurch dass der Gradient null ist. Aufbauend darauf kann die erweiter-
te Stationaritdtsbedingung formuliert werden, die besagt, dass am beschrankten Minimum
nur Suchrichtungen in der Tangentialebene moglich sind, wie am Punkt B in Abbildung
2.3 zu sehen ist. Die Tangentialebene beider Bedingungen, Brauchbarkeit und Zuléssigkeit,
stimmen am beschrankten Minimum {iberein, so dass der Raum der moglichen Suchrich-
tungen auf genau diese Tangentialebene schrumpft, in der allerdings keine Verbesserung
der Zielfunktion mehr erreichbar ist. Das Zusammenfiihren der beiden Tangentialebenen
ergibt sich aus der Linearkombination der Gleichungen (2.5) und (2.6), sodass die erweiter-
te Stationaritdtsbedingung mathematisch wie folgt formuliert werden kann:
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S-Vf(x)+AS-Vg(x) =
S-(Vi(x) +AVg(x) =
Vi(x) +A Vg(x) = 0, (2.7)

wobei A hier ein Skalierungsfaktor ist. Die erweiterte Stationaritatsbedingung Gl. (2.7) kann
folgendermafien gelesen werden: die vektorielle Summe aller Gradienten am Optimum
muss null sein.

In Abbildung 2.3 sind diese Zusammenhéinge grafisch dargestellt. Die Gradienten von Ziel-
funktion und Nebenbedingung stehen jeweils senkrecht auf die gemeinsame Tangentialebe-
ne und sind entgegengesetzt gerichtet.

Erwihnenswert ist die Tatsache, dass es im n-dimensionalen Raum bis zu # aktive Nebenbe-
dingungen geben kann, die alle Gl. (2.7) erfiillen miissen. Die Erweiterung der Stationaritats-
bedingung auf diesen allgemeinen Fall wird mathematisch anhand der Lagrange-Funktion
erlautert.

2.3.1.3 Die Lagrange-Funktion

Eine weitere Moglichkeit, die beschrankte Optimierung durchzufiihren, ist, im Kontrast zu
den direkten Methoden, die im vorigen Abschnitt angesprochen wurden, die Klasse der in-
direkten Methoden, bei der die beschrankte Optimierung der Zielfunktion unter Berticksich-
tigung von Restriktionen in die Optimierung eines Ersatzproblems tibergeht, dessen Losung
mit der Losung des Originalproblems iibereinstimmt. Die Besonderheit des Ersatzproblems
ist, dass es ohne Nebenbedingungen oder nur mit einfachen Schranken auskommt, sodass
einfache und robuste Algorithmen zum Einsatz kommen koénnen.

Die Formulierung des Ersatzproblems besteht darin, die Lagrange-Funktion aufzustellen,
in der Zielfunktion und gewichtete Summe der Nebenbedingungen in einem funktionalen
Zusammenhang zusammengefasst werden:

m m-+m,
L(X,/\) = f(X) + ZAJ - g](X) + Z /\k - I’lk(X) (28)
j=1 k=m+1
mit
Aj >0, (2.9)

Dabei wird gefordert, dass die Lagrange-Multiplikatoren der Ungleichheitsnebenbedingun-
gen positiv sein miissen.

Die Lagrange-Funktion besitzt eine Reihe interessanter Eigenschaften, die von speziellen
mathematischen Algorithmen genutzt werden, um zur Losung des Ersatz- und damit auch
des Originalproblems zu gelangen:
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e Die Lagrange-Funktion transferiert das Originalproblem vom primalen Raum, das ist
der n-dimensionale Raum der Entwurfsvariablen x, in den erweiterten Raum der dua-
len und primalen Variablen. Die dualen Variablen sind die Lagrange-Multiplikatoren
Aj und Ag. Im erweiterten Raum (x, A) gibt es keine Nebenbedingungen, lediglich die
Ungleichheitsnebenbedingungen unterliegen den Schranken der GLI. (2.9).

¢ Am Optimum (x*, A*), die gemeinsame Losung des Original- und Ersatzproblems, gilt
die Konsistenzbedingung:

A7 gi(x') =
Af b (x*) = (2.10)
Darin wird gefordert, dass die Lagrange-Multiplikatoren der erfiillten (nicht aktiven)
Nebenbedingungen null sein miissen, um die korrespondierenden Restriktionen aus
der Problemformulierung zu eliminieren. Die aktiven Nebenbedingungen besitzen
Lagrange-Multiplikatoren ungleich null und erfiillen dennoch die Konsistenzbedin-
gung dadurch, dass g;(x*) = 0 bzw. i (x*) = 0 definitionsgemaf ist.

e Die Lagrange-Funktion stellt im erweiterten Primalen-Dualen-Raum eine Sattelflache
dar, deren Sattelpunkt die Losung des Problems ist. In Abbildung 2.4 ist die grafische
Losung des Beispiels in Abschnitt 2.2.1 sowohl im primalen als auch im Primalen-
Dualen-Raum dargestellt.

Die Sattelpunkteigenschaft ist die Basis vieler mathematischer Optimierungsalgorith-
men, insbesondere diese, die auf der im weiteren Verlauf dieses Kapitels erlduterten
dualen Funktion beruhen.

e Die Losung des Ersatzproblems entspricht am Optimum der Losung des beschrankten
Originalproblems. Dies kann anhand der Konsistenzbedingung auf einfache Weise ge-
zeigt werden. Das Einsetzen der Gl. (2.10) in die Lagrange-Funktion Gl (2.8) und die
Evaluierung am Sattelpunkt (x*, A*) ergibt:

0
“m Am+m,; h
LK AY) = () + Y A -g0)+ ) Af-hi(x)
j=1 k=m-+1
L(x*, A*) = f(x") (2.11)

2.3.1.4 Die Kuhn-Tucker-Bedingungen

Durch Uberfithrung des beschrankten Optimierungsproblems GI. (2.1) in eine unbeschrank-
te Optimierung anhand der Lagrange-Funktion kann die notwendige Optimalitdtsbedin-
gung Gl. (2.3) angewandt werden. Die Stationaritdtsbedingung im erweiterten Primalen-
Dualen-Raum, die so genannte Kuhn-Tucker-Bedingung, kann wie folgt geschrieben wer-
den:
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Abbildung 2.4: Die Sattelpunkteigenschaft der Lagrange-Funktion.
V,L(x*A*) = 0
V,iL(x*,A*) = 0 (2.12)

Ausgeschrieben erhilt die Kuhn-Tucker-Bedingung folgende Form:
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m m+m,
ViE(xX*) +) AT - Vagi(x) + ) Af-Vihg(x*) = 0 (2.13)
j=1 k=m+1
Vo, L(X",A%) =gi(x*) = 0 (2.14)
VAkL(X*,/\*):hk(X*) =0 (2.15)

Wiéhrend Gl. (2.14) und Gl. (2.15) die mathematische Ausdrucksweise der Forderung, dass
das Ergebnis der beschrankten Optimierung zuldssig sein muss, darstellen, stellt Gl. (2.13)
ein vektorielles Gleichgewicht dar, in dem der Gradient der Zielfunktion durch eine Li-
nearkombination der aktiven Nebenbedingungen im Gleichgewicht gehalten wird. Die
Lagrange-Multiplikatoren spielen dabei die Rolle der Skalierungsfaktoren, die die Bedeu-
tung bzw. den Beitrag der korrespondierenden Nebenbedingung enthalten und wiederge-
ben (fiir mehr Details siehe Abschnitt 8.5).

2.3.1.5 Die duale Funktion

In Abschnitt 2.3.1.3 wurde die Lagrange-Funktion eingefiihrt, um beschrankte Optimie-
rungsprobleme 16sen zu konnen. Es wurde dabei festgestellt, dass die auf der Lagrange-
Funktion aufbauenden Losungsverfahren im erweiterten (n + m + m,)-dimensionalen
Raum arbeiten miissen. Diese Verfahren, die so genannten Lagrange-Verfahren, nutzen al-
lerdings nicht die besonderen Eigenschaften der Lagrange-Funktion, vor allem die Sattel-
punkteigenschaft. Die Klasse der dualen Verfahren macht sich dies zunutze, indem die be-
schrankte Optimierungsaufgabe im erweiterten Raum der primalen und dualen Variablen
in Teiloptimierungen in den jeweiligen Raumen zerlegt wird. Dabei liegt dem Verfahren
folgende Idee zugrunde: bei bekannten Lagrange-Multiplikatoren geht die Aufgabe in eine
unbeschrdnkte Optimierung iiber, die im primalen Raum einfach zu l6sen ist. Daher wer-
den die Lagrange-Multiplikatoren als Hauptunbekannten gewé&hlt und werden in diesem
Kontext als duale Variablen bezeichnet. Die primalen Variablen sind damit Funktionen der
dualen Variablen (implizit oder explizit) in der Form

x = x(A) (2.16)

Die Problemdimensionalitdt reduziert sich auf den dualen Raum. Die Lagrange-Funktion
geht in diesem Fall in die duale Funktion D(A) tiber:

L(x(A),A) = L(A) = D(A) (2.17)

Die Transformation vom Primalen-Dualen-Raum in den Raum der dualen Variablen erfolgt
mittels der Kuhn-Tucker-Bedingungen, die den funktionalen Zusammenhang zwischen den
primalen und dualen Variablen liefern. Allerdings ergibt die Anwendung der Kuhn-Tucker-
Bedingungen im allgemeinen Fall ein nichtlineares Gleichungssystem, sodass eine explizi-
te Formulierung der Gl. (2.16) nicht moglich ist. Der in der Regel implizite Charakter der
Beziehung x = x(A) ergibt die Trennung der Arbeitsrdume in den dualen Algorithmen:
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(b) Sattelpunkt im Primalen-Dualen-Raum

(a) Darstellung im primalen Raum. (Draufsicht).

Abbildung 2.5: Darstellung im primalen und erweiterten Raum.

maximiere im dualen Raum nach A und minimiere im primalen Raum nach x bis zur Kon-
vergenz.

Diese Minmax-Dualitét stellt die Basis fiir sehr effiziente Optimierungsalgorithmen dar, die
sogar in Zusammenhang mit geeigneten Approximationstechniken an die Leistungsfahig-
keit der Verfahren der Optimalitdtskriterien herankommen, ohne den universellen Charak-
ter mathematischer Optimierungsalgorithmen zu verlieren. In Kapitel 3 wird gezeigt, wie
die Separierbarkeit der Entwurfsvariablen im Approximationsschema MMA in Kombinati-
on mit dem dualen Losungsverfahren zu einer Rekursionsformel fiir die Optimierung im
primalen Raum fiihrt, in der die Beziehung x = x(A) explizit angegeben werden kann.

Das folgende Beispiel demonstriert die Herleitung der dualen Funktion und die Funktions-
weise des Minmax-Algorithmus:

Min. f(x) = x2+35,
sd.  g(x) = x+2<0, (2.18)
—0o< x <o

In Abbildung 2.5 ist die Optimierungsaufgabe sowohl im primalen als auch im erweiterten
Primalen-Dualen-Raum dargestellt.

Die Lagrange-Funktion ergibt sich zu:

L(x,A) = x> +5+ A (x+2) (2.19)
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Abbildung 2.6: Darstellung der dualen Funktion im erweiterten Primalen-Dualen-Raum.
Die Kuhn-Tucker-Bedingung im primalen Raum liefert (minimiere nach x):

%’;’M:zxwx:o — )= -2 (2.20)

Somit kann durch Riickeinsetzen in die Lagrange-Funktion Gl (2.19) die duale Funktion
explizit ermittelt werden:

A A 1
D(A):(—5)2+5+A-(—5+2)Z—ZA2+2A+5 (2.21)

Die duale Funktion kann dann nach A maximiert werden, um die Losung des Problems
analytisch zu erhalten:
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dD(M) A
A - 20 =
o 4 Gl (2.20)
= -2 (2.22)

Wesentlich interessanter, aus algorithmischer Sicht, ist die grafische Darstellung der dualen
Funktion im erweiterten Primalen-Dualen-Raum (Abbildung 2.6).

Darin ist zu erkennen, dass die duale Funktion die Spur der Minimierungsergebnisse im
primalen Raum (minimiere nach x) und der Maximierungsergebnisse im dualen Raum (ma-
ximiere nach A) darstellt. Die in Abbildung 2.6(a) gefiihrten Schnitte I — I in x-Richtung und
IT — I in A-Richtung zeigen die Minmax-Eigenschaft deutlich auf, wie in Abbildung 2.7 zu
sehen ist.

F2a
F20
16

vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv

(@) Schnitt I — I in A-Richtung. (b) Schnitt II — II in x-Richtung.

Abbildung 2.7: Die Minmax-Vorgehensweise im dualen Algorithmus.

2.3.2 Eindeutigkeit der Losung
2.3.2.1 Unbeschrinkte Optimierung

Die anhand der notwendigen Bedingung erreichte Losung stellt nicht immer ein Minimum
dar und muss daher noch verifiziert werden. Die unbeschrankte Minimierung im eindimen-
sionalen Fall gibt keinen Aufschluss tiber den Charakter der stationdren Losung der GI. (2.3).
In Abbildung 2.8 ist deutlich zu sehen, dass die drei Stellen A, B, und C die notwendige Be-
dingung erfiillen, dennoch ist lediglich die Stelle B ein Minimum.

Des Weiteren kann beobachtet werden, dass die Kriimmungsinformation an den jeweiligen
Kandidaten A, B, und C hilfreich sein kann, um den Charakter einer potentiellen Losung
(Vxr = 0) eindeutig zu identifizieren. Bei einem Extremum ist die Kriimmung ungleich
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+ F(x)

X

Abbildung 2.8: Die hinreichende Bedingung im eindimensionalen Fall.

null. Sie ist negativ bei einem Maximum, Stelle C, und positiv bei einem Minimum, Stelle B.
Die indifferenten Stellen, die meistens Wendepunkte sind, weisen eine Nullkriimmung auf.

Die Ubertragung der hinreichenden Bedingung auf den unbeschrankten n-dimensionalen
Fall erfordert die Aufstellung und Untersuchung der Matrix der zweiten Ableitungen, die so
genannte Hesse-Matrix H(x) an allen potentiellen Losungen, die die notwendige Bedingung
erfiillen:

[ OF(x)  dF(x) OF(x) T
ox2  9x10xa  0x10xn
JoF(x)  JF(x) oF (x)
H(x) = 0x20x1 ax% 0x20x;, (2.23)
JoF(x)  JF(x) JF (x)
| 0x,0x; Ox,0x2 ox2 |

Eine positivdefinite Hesse-Matrix weist, analog zum eindimensionalen Fall, auf ein Mini-
mum hin, wahrend die Negativdefinitheit der Hesse ein Maximum bedeutet. Bei Stellen mit
semidefiniter Hesse-Matrix handelt es sich nicht um ein Extremum.

Anzumerken ist, dass die Positivdefinitheit einer Matrix durch eine Eigenwertanalyse tiber-
prift wird, bei der alle Eigenwerte grofier als null sein miissen. Entsprechend sind alle Ei-
genwerte negativ bei der negativdefiniten Matrix. Bei einer semidefiniten Matrix ist min-
destens ein Eigenwert gleich null.

Erwdhnenswert ist in diesem Zusammenhang, dass die Aufstellung der Hesse-Matrix in
der Strukturoptimierung durch analytische Verfahren sehr kompliziert und vor allem sehr
zeit- und rechenintensiv sein kann, sodass die Optimierungsverfahren, die Informationen
zweiter Ordnung benétigen, auf Approximationen der Hesse zuriickgreifen miissen.

2.3.2.2 Die Konvexitit

Eine der ewig jungen Diskussionen in der Optimierung, insbesondere in Zusammenhang
mit den Vor- und Nachteilen der verwendeten Optimierungsverfahren, ist die Frage nach
dem lokalen bzw. globalen Minimum. Ein Merkmal der mathematischen Gradientenver-
fahren ist der lokale Charakter der durchgefiihrten Suche, denn ein Gradientenalgorithmus
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(a) Nicht konvexe Funktion. (b) Konvexe Funktion.

Abbildung 2.9: Konvexitidt im eindimensionalen Fall.

findet immer nur das nidchstgelegene Minimum und kommt nicht aus dem Tal heraus. So-
mit konnen unterschiedliche Ausgangspositionen zu unterschiedlichen Ergebnissen fiihren,
bei der Existenz von mehreren lokalen Minima. Auch wenn der Beweis, das globale Mini-
mum erreicht zu haben, nicht moglich ist, haben stochastische Verfahren bessere Chancen,
diesem Ziel ndher zu kommen. Ohne die Diskussion tiber die Vor- und Nachteile der je-
weiligen Verfahren zu vertiefen, sei darauf hingewiesen, dass viele Anwendungen in der
Strukturoptimierung nicht an grofien Verdnderungen gegentiiber dem Ausgangsentwurf in-
teressiert sind, hdufig wird das ndchste Minimum gesucht.

Die Suche nach der lokalen bzw. globalen Losung ist eng mit der Konvexitit der involvierten
Funktionen verkniipft. Mathematisch gesehen ist eine Funktion f(x) im Entwurfsfenster
[x,X] konvex, wenn folgende Bedingung erfiillt ist:

flaxa+ (1 - a)xs) < flaxa) + (1—w)f(xs),  x€[xX] (2.24)

Eine einfache Interpretation der Gl. (2.24) lautet: eine Funktion ist konvex, wenn jede gerade
Verbindung zweier Punkte auf der Funktion den Graphen der Funktion nicht schneidet, wie
in Abbildung 2.9 fiir den eindimensionalen Fall zu sehen ist.

Ist eine Funktion im betrachteten Entwurfsfenster konvex, dann besitzt sie nur ein Mini-
mum und die Hesse-Matrix ist in diesem Bereich positivdefinit (lokale Konvexitit). Die glo-
bale Konvexitit ist gesichert, wenn das Entwurfsfenster auf den gesamten Entwurfsraum
erweitert werden kann oder, in anderen Worten, die Hesse-Matrix global positivdefinit ist.

2.3.2.3 Beschrinkte Optimierung

Die Losungseindeutigkeit und die Antwort auf die Frage des lokalen bzw. globalen Mini-
mums in beschrankten Problemen erfordern die Erweiterung der Konvexitat auf die gesam-
te Problemformulierung. In Abbildung 2.10(a) ist ein beschranktes zweidimensionales Pro-
blem mit einer Restriktion g(x) dargestellt. Es ist ersichtlich, dass die Stellen A, B und C die
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(a) Nicht konvexes beschranktes Problem. (b) Konvexes beschranktes Problem.
Abbildung 2.10: Konvexitit in der beschrankten Optimierung.

Kuhn-Tucker-Bedingungen erfiillen. Das globale Minimum in C kann lediglich durch Ver-
gleich der Zielfunktionsevaluierungen identifiziert werden. Weiterhin ist erkennbar, dass
die Restriktion g(x) nicht konvex ist, denn es ist moglich, zwei Punkte D und E mit einer
Gerade zu verbinden, die den Graphen der Funktion schneidet und zum Teil im unzuldssi-
gen Bereich liegt. Die Restriktion erfiillt nicht die Konvexititsbedingung der Gl. (2.24). Im
Vergleich sind Ziel und Restriktionsfunktion in Abbildung 2.10(b) konvex, daher besitzt das
beschrankte Problem ein einziges Minimum.

Ein Optimierungsproblem wird als konvex bezeichnet, wenn alle beteiligten Funktionen
konvex sind. In diesem Fall besitzt das Problem nur ein Minimum, das globale Minimum,
und die Hesse-Matrix der Lagrange-Funktion ist an jeder Stelle positivdefinit.

Auch wenn die Konvexitit fiir grofSe Probleme in der Strukturoptimierung nicht global
nachgewiesen werden kann, da die Informationen tiber diese Probleme meistens nur an we-

A F(x)

X

»
»

X X

Abbildung 2.11: Nicht konvexe Funktion mit einem globalen Minimum.
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nigen diskreten Stellen erhiltlich sind, ist diese Eigenschaft dennoch von grofier Bedeutung,
denn die meisten Approximationstechniken setzen lokale Konvexitdt voraus und bilden in
der Umgebung der Informationsstellen konvexe einfach zu losende Probleme. Die Losung
dieser lokalen Ersatzprobleme bedarf keiner Untersuchung der hinreichenden Bedingung,
aufgrund der garantierten Konvexitit.

Erwidhnenswert ist die Tatsache, dass die geforderte Problemkonvexitidt, um ein globales
Minimum zu garantieren, mathematisch gesehen zu streng ist, denn Abbildung 2.11 zeigt
eine Konstellation, bei der die Zielfunktion nicht konvex ist, das Problem dennoch nur ein
einziges Minimum besitzt.






Kapitel 3

Mathematische
Optimierungsalgorithmen und
Approximationstechniken

3.1 Einleitung

Der Optimierungsalgorithmus ist das Herzstiick im Optimierungsprozess und der Kern, in
dem die eigentliche Entwurfsverbesserung stattfindet. Aufgrund der vielfaltigen Problem-
klassen in der Strukturoptimierung kann als vorweg genommenes Fazit konstatiert werden,
dass es den absolut alleskonnenden Optimierungsalgorithmus nicht gibt und naturgemafs
nicht geben kann. Die Wahl des geeigneten Optimierungsverfahrens richtet sich nach vielen
Faktoren und Gegebenheiten, wie die zu optimierende Problemklasse und die Informatio-
nen, die iiber die darin vorkommenden Funktionen zur Verfiigung stehen, ob mit linearen
oder hochgradig nichtlinearen, gutmiitigen oder schlecht konditionierten Verldufen zu rech-
nen ist. Glattheit und Kontinuitit der Funktionen und des Entwurfsraumes spielen dabei
eine wesentliche Rolle. Z.B. weisen Gradientenverfahren bei glatten und kontinuierlichen
Problemen hohe Effizienz auf, sind aber fiir diskrete Probleme ungeeignet.

Ein weiterer wichtiger Aspekt ist die Problemgrofie. Dabei kann zwischen kleinen Proble-
men mit wenigen Entwurfsvariablen und wenigen Restriktionen, mittelgrofien Problemen
mit vielen Entwurfsvariablen und wenigen Restriktionen und grofien Problemen mit vie-
len Entwurfsvariablen und vielen Restriktionen unterschieden werden. Die Unterschiede
zwischen den Algorithmen in Bezug auf die Problemgrofie konnen methodischer Natur
sein, indem ein Verfahren nur wenige Nebenbedingungen berticksichtigen kann, wie z.B.
die Verfahren der Optimalitdtskriterien. Es kann sich aber auch um den Einfluss der Pro-
blemdimension auf die numerische Stabilitit der Methode handeln, wie es z.B. bei dem Ver-
fahren der zulédssigen Richtungen der Fall ist, in dem die Konvergenzgeschwindigkeit deut-
liche Einbufen erfahrt bei steigender Anzahl der aktiven Nebenbedingungen. Ein weiterer
Aspekt ist die Beziehung zwischen Genauigkeit und Problemdimensionalitédt. Ein Beispiel
dafiir sind die dualen Verfahren in Kombination mit separierbaren Approximationstechni-
ken, denen die Entkopplung der Entwurfsvariablen als Annahme zugrunde gelegt wird.
Die Annahme der Entkopplung trifft bei steigender Anzahl der Entwurfsvariablen immer
besser zu, sodass das Verfahren insgesamt genauer wird.
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Haufig muss die Entscheidung fiir ein Optimierungsverfahren aufgrund der vorliegenden
Software getroffen werden und nicht aus rein technischen Gesichtspunkten, wie Effizienz
und Eignung fiir die behandelte Problemklasse. Die Optimierung ist eine relativ junge Wis-
senschaft, die aufgrund des multidisziplindren Charakters auf verschiedene vorhandene
Werkzeuge zuriickgreifen und diese miteinander koppeln muss, wie z.B. die Programme
tiir Analyse und Auswertung der Optimierungsfunktionen und deren Gradienten, Pre- und
Postprozessoren, Optimierungsalgorithmen u.v.m. Die Komplexitdt und Heterogenitat heu-
tiger Optimierungssoftware macht es schwierig, neue Konzepte einzubauen. Als Beispiel
dafiir dienen die mathematischen gradientenbasierten Verfahren, die auf das Vorhanden-
sein von Sensitivititen angewiesen sind. Viele Optimierungsaufgaben, wie die Formopti-
mierung, benotigen sogar hochwertige analytische Ableitungsinformationen. Dies erfordert
den Zugriff auf den Quellcode des Analyseprogramms (FE-Programm) und die Kenntnis
tiber die verwendete Elementtechnologie. Daher verfiigen viele der heutigen Optimierungs-
umgebungen nicht tiber eine Sensitivitdtsanalyse. In diesem Fall konnen keine Gradien-
tenverfahren verwendet werden und muss auf Methoden nullter Ordnung zuriickgegriffen
werden. Ein anderes Beispiel ist die Fahigkeit des benutzen Programmcodes, Prozesse zu
parallelisieren, denn einige Optimierungsverfahren, wie die Monte-Carlo-Simulation bzw.
die stochastischen Verfahren allgemein sind auf die Parallelisierungstechniken angewiesen,
um in angemessener Zeit zu einem Ergebnis zu kommen. Ist diese Funktionalitédt nicht im-
plementiert, konnen stochastische Verfahren fiir praxisrelevante Probleme nicht eingesetzt
werden.

Die Mannigfaltigkeit der (Struktur-) Optimierungsaufgaben und die zahlreichen einfluss-
nehmenden Faktoren erfordern eine grofle Vielfalt an Optimierungsverfahren, sodass sich
die Entwicklung von Optimierungsalgorithmen zu einem eigenstdndigen Forschungszweig
etabliert hat. Daher ist es nicht moglich, im Rahmen dieser Arbeit auf Einzelheiten aller Op-
timierungsalgorithmen einzugehen. Im Anschluss werden die bekannten und weitverbrei-
teten Optimierungsverfahren nach unterschiedlichen Kriterien in Klassen eingeteilt. Fiir die
technischen Details und den Aufbau der jeweiligen Optimierungsalgorithmen sei auf die
umfangreiche Literatur verwiesen.

3.2 Klassifikation der Optimierungsalgorithmen

Zur Klassifikation der Optimierungsverfahren konnen mehrere Kriterien herangezogen
werden. Es entsteht eine baumartige Struktur, die am Ende von diesem Abschnitt in Ab-
bildung 3.1 vorliegt. Im Prinzip muss man sich bei der Einordnung eines Algorithmus in
ein vorhandenes Schema dieselben Fragen beantworten, die man sich stellt, wenn man ein
Optimierungsverfahren fiir ein bestimmtes Problem sucht.

Die wesentlichen Kriterien sind Glattheit und Nichtlinearitdt der zu optimierenden Funk-
tionen, Anzahl der Nebenbedingungen und Typ des zu erhaltenden Optimums. Danach
ergeben sich drei tibergeordnete Klassen: Die Verfahren der mathematischen Programmie-
rung, die stochastischen Verfahren und die Verfahren der Optimalitatskriterien.

Mathematische Algorithmen benétigen zumindest abschnittsweise glatte Entwurfsraume
und weisen durch den Einsatz von Informationen hoherer Ordnung hohe Effizienz auf, die
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sich durch eine geringe Anzahl an Iterationen auszeichnet. Stochastische Verfahren arbei-
ten tiblicherweise mit Funktionsinformationen nullter Ordnung und sind sinnvollerweise
bei wenig glatten und diskreten Problemen einzusetzen, vor allem wenn nicht das néchste
lokale, sondern das globale Optimum von Interesse ist. Auch wenn es keine Garantie daftir
gibt, das globale Optimum zu erhalten, werden die Chancen, dieses zu bekommen, durch
die Verwendung von z.B. genetischen und evolutiondren Algorithmen verbessert [ ].
Die Streuung der Eingangsparameter, mit der eine Unsicherheit betreffend des Optimie-
rungsergebnisses verbunden ist, erfordert ebenso den Einsatz von stochastischen Verfahren,
wie die Monte-Carlo-Simulation oder die wesentlich intelligenteren Methoden des Robust-
Designs [ ]. Die Verfahren der Optimalitdtskriterien sind halbempirische Methoden,
bei denen Optimalitdt eintritt, wenn ein beliebiges vordefiniertes Kriterium erfillt ist. Ein
bekanntes Beispiel dafiir ist der Fully-Stressed-Algorithmus fiir die Optimierung von Fach-
werken, bei dem die Struktur optimal ist, wenn alle Stdbe die maximal zuldssige Spannung
aufweisen. Diese Verfahren haben den Vorteil, den Entwurfsupdate mittels einer Rekur-
sionsformel durchfiithren zu konnen, wodurch sich die Effizienz dieser Methoden erklirt.
Nachteilig ist die Tatsache, dass die Optimierungsergebnisse, bei nicht mathematischen Op-
timalitdtskriterien vom tatsdchlichen Optimum abweichen [ ].

Des Weiteren werden die Algorithmen beziiglich der Restriktionen in Verfahren fiir unbe-
schrankte Probleme und Verfahren fiir beschrédnkte Probleme eingeteilt. Dabei ergeben sich
einige Unterklassen, in denen die Klassifikation verfeinert wird. Die Problemdimensionali-
tat, also Anzahl der Nebenbedingungen und Entwurfsvariablen, spielt dabei eine tragende
Rolle. Die Verfahren der unbeschriankten Optimierung werden in Algorithmen fiir eindi-
mensionale Probleme, besser bekannt als Liniensuche (Line Search), und in Verfahren fir
n-dimensionale Probleme unterteilt. Die Algorithmen der beschriankten Optimierung glie-
dern sich nach dem Raum, in dem die primére Suche stattfindet, und dem Einsatz von Straf-
termen in folgende Untergruppen: primale Verfahren, duale Verfahren, Lagrange-Verfahren
und Penalty-Verfahren. Die primalen Algorithmen arbeiten im Raum der Entwurfsvaria-
blen und benétigen dementsprechend keine Lagrange-Funktion. Die meisten Verfahren in
dieser Klasse sind einfache Methoden basierend auf Funktionsauswertungen, wie die Ras-
tersuche oder die genetischen Algorithmen. Dennoch existieren leistungsfiahige gradienten-
basierte Algorithmen in dieser Klasse, wie die Methode der zuldssigen Richtungen (Method
of Feasible Directions) und die Methode der verallgemeinerten reduzierten Richtungen (Ge-
neralized Reduced Directions) [ ]. Die dualen Verfahren arbeiten hingegen im Raum
der Lagrange-Multiplikatoren und zerlegen das beschrankte Problem in zwei aufeinander
folgende Probleme. Das eine ist unbeschrankt und wird im primalen Raum gelost, das an-
dere ist lediglich im Falle von Ungleichheitsnebenbedingungen durch einfache Schranken
restringiert, sodass in beiden Rdaumen die Verfahren der unbeschrankten Optimierung in an-
gepasster Form angewandt werden konnen [ ]. Die Lagrange-Methoden nutzen nicht
die speziellen Eigenschaften der Lagrange-Funktion und arbeiten daher im vollen Primalen-
Dualen-Raum. Ein prominenter Vertreter dieser Klasse ist die Methode der sequenziellen
quadratischen Programmierung SQP [Evt, ]. Die Penalty-Methoden arbeiten ebenfalls
nur im primalen Raum und transferieren das beschridnkte Problem in ein unbeschrank-
tes anhand der Addition der Nebenbedingungen zur Zielfunktion in Form von geeigneten
Straftermen. Die Penalty-Algorithmen sind methodisch gesehen robuste Verfahren, die al-
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lerdings darunter leiden, dass die Konvergenz erst mit sehr grofien Straffaktoren eintritt,
wodurch das Problem numerisch schlecht konditioniert wird [ ]. Diese schlechte Kon-
ditionierung wird von der Augmented-Lagrange-Methode behoben, indem die Strafterme
zur Lagrange-Funktion und nicht zur Zielfunktion addiert werden, wodurch endlich kleine
Straffaktoren ausreichen. Die Augmented-Lagrange-Algorithmen stellen die Basis moder-
ner und effizienter Optimierungsverfahren, insbesondere in Kombination mit geeigneten
Approximationstechniken.

Nach der Ableitungsordnung der Funktionen werden die Algorithmen in Verfahren nullter
Ordnung, bei denen lediglich Funktionsauswertungen zum Einsatz kommen, in Verfahren
erster Ordnung, bei denen zusétzlich die Funktionsgradienten verfiigbar sind, wie z.B. die
Verfahren der konjugierten Gradienten, und in Verfahren zweiter Ordnung, bei denen sogar
die Kriimmungsinformationen, exakt oder approximiert, eingesetzt werden. Die Newton-
und Quasi-Newton-Methoden sind die bekanntesten Vertreter dieser Klasse.
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3.3 Approximationstechniken

Ein Nachteil der mathematischen Optimierungsverfahren, insbesondere derjenigen, die
Sensitivitaten benotigen, ist der grofle Rechenaufwand fiir Funktionsauswertungen und vor
allem deren Gradienten, womit in der Strukturoptimierung tiblicherweise eine komplette
Struktur- und Sensitivitdtsanalyse verbunden ist. Aus diesem Grund hat die Gemeinde der
Strukturoptimierer Anfang der Siebzigerjahre damit begonnen, geeignete Approximations-
verfahren zu entwickeln [ 11 ] mit dem Ziel, das zu optimierende Problem, das
so genannte Originalproblem, addquat durch vordefinierte analytisch formulierte Funktio-
nen, das so genannte Unterproblem, zu ersetzen. Der Vorteil besteht in der einfachen und
billigen Evaluierung der Approximationsfunktionen, die meistens hohe Glattheit besitzen,
sodass die Ermittlung der Sensitivitidten oder sogar Kriimmungen kein Problem darstellt.
Die Optimierung des Unterproblems, das in der Regel konvex konzipiert wird, ist mittels
mathematischer Optimierungsalgorithmen sehr effizient moglich. Offen bleibt, ob die Rei-
he aufeinanderfolgender Unterprobleme im Laufe des iterativen Prozesses eine konvergen-
te Sequenz bildet, womit impliziert wird, dass die Art der verwendeten Approximations-
technik eine gute Annédherung fiir das Originalproblem darstellt. Dies bedeutet, nicht jede
Approximation ist fiir jede Problemklasse geeignet. Auch wenn die in diesem Kapitel vor-
gestellten Approximationstechniken einen universellen Charakter haben, ist die Erfahrung
im Umgang mit Approximationsverfahren und die Eignung fiir die unterschiedlichen Pro-
blemtypen der Strukturoptimierung unerlasslich.

Im Kontext der Optimierung konnen die Approximationsverfahren in drei Gruppen unter-
teilt werden: lokale Approximation, globale Approximation und gemischte lokale-globale
Approximation, die, wie die Bezeichnung verrét, einen Versuch darstellt, der lokalen Ap-
proximation eine grofiere Reichweite zu verleihen.

3.3.1 Lokale Approximationsverfahren

Die lokale Funktionsapproximation ist die am meisten verbreitete Technik in der Optimie-
rung. Eine der ersten Verfahren war der Simplex Algorithmus fiir lineare Probleme [ ],
der aufgrund seiner Robustheit fiir die Optimierung von nichtlinearen Problemen zum Ein-
satz kam, indem diese in der Umgebung des aktuellen Entwurfsvariablenvektors linearisiert
wurden. Der bekannteste Algorithmus dieser Klasse ist die sequenzielle lineare Program-
mierung (SLP). Ein wichtiger Grund fiir den Erfolg der lokalen Approximationsverfahren
ist die Tatsache, dass die globale Approximation fiir grofie Probleme mit vielen Entwurfs-
variablen unpraktikabel rechenintensiv wird.

3.3.1.1 Approximationen erster Ordnung

Die in der Strukturoptimierung mit vertretbarem Aufwand erhéltlichen Informationen sind
Funktionsauswertung und Gradienten. Aufgrund dessen erhalten die Approximationen
erster Ordnung eine besondere Rolle in der Optimierungspraxis.
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Die einfachste Methode, eine Funktion zu approximieren ist die Entwicklung einer Taylor-
Reihe um die Entwicklungsstelle xo. Angenommen, die Funktion F(x) soll mittels F(x) ap-
proximiert werden, so ergibt die Taylor-Reihe mit einem Glied:

F(x) ~ FL(x) = Flxo) + (%  x0) (;’—F) (3.1)

i=1

Die Linearisierung der Funktionen mit einer Taylor-Reihe konnte allerdings fiir nichtlinea-
re Funktionen, vor allem in schlecht konditionierten Problemen, auch in der unmittelbaren
Umgebung der Entwicklungsstelle sehr ungenau sein. Eine mogliche Losung ist die Ver-
wendung von mehr Gliedern, die jedoch Informationen hoherer Ordnung erfordern. Eine
weitere Moglichkeit, der Nichtlinearitdt der Funktionen mit denselben Informationen null-
ter und erster Ordnung Rechnung zu tragen, ist die Linearisierung mittels reziproker Varia-
blen z;:

1

Durch Linearisierung der Funktion F(x) mittels z; erhdlt Gl. (3.1) folgende Form:

F(2) ~ Fue) = Flao) + Yz~ 20 (5. ) 63)

i=1

Anhand einfacher algebraischer Umformungen kann die Approximation durch die ur-
spriinglichen Entwurfsvariablen x ausgedriickt werden:

o1 1 oF
— Flxo) + (———)( )
; Xi Xoi axl, X0
_ Xoi — X 2 81—"
= Flo) + L) (ax1>x0
_ o\ Xoi (OF
= R0+ - (50) 64

Der grofie Erfolg der Approximationstechnik mit reziproken Variablen ist auf die Fachwerk-
optimierung zuriickzufiihren, das Hauptanwendungsgebiet bis Mitte der Achtzigerjahre, in
der die Spannungs- und Verschiebungsnebenbedingungen fiir statisch bestimmte Fachwer-
ke lineare Funktionen der reziproken Variablen sind, und daher mit der reziproken Appro-
ximation exakt erfasst werden. Es hat sich gezeigt, dass die reziproke Approximation auch
fiir statisch unbestimmte Strukturen eine gute Anndherung darstellt, die vor allem die Ska-
lierungseigenschaft der Steifigkeitsmatrix erhélt. Dies bedeutet, wenn die Steifigkeitsmatrix
eine homogene Funktion der Ordnung i des Entwurfsvariablenvektors x ist, dann sind die
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Verschiebungen eine homogene Funktion der Ordnung —h des Entwurfsvariablenvektors
x. Oder in anderen Worten, wenn die Steifigkeitsmatrix eine lineare Funktion der Struk-
turdicke t ist, dann ist die Verschiebung eine lineare Funktion der reziproken Variablen %
Die reziproke Approximation erhilt die Skalierungseigenschaft und ist daher exakt bei der
Skalierung des Optimierungsproblems.

Die in Gl. (3.4) vorgestellte Form der Approximation ist empfindlich gegentiber betragsma-
Big kleinen Entwurfsvariablen. Strebt eine Variable gegen null, tendiert die Funktionsap-
proximation gegen unendlich, wodurch grofie Fehler zu erwarten sind. Aus diesem Grund
prasentierte Haftka [ ] folgende Modifikation:

T _ S\ X0i+ X (OF
Frm(x) = F(xq) + l;(xl Xoi) P (aXi>x0 , (3.5)

in der x,,; eine problemabhéngige, im Vergleich zu x; betragsméfig tiblicherweise kleine
Variable darstellt. Mit x,,; kann die Nichtlinearitit der Approximation gesteuert werden.
Wird x,,; sehr grof8 gewihlt, tendiert F(x) zu einer Geraden.

Eine weitere Technik ist die konservative Approximation, die eine hybride lineare bzw. re-
ziproke Approximation darstellt. Die Bezeichnung konservativ bezieht sich darauf, dass die
Nebenbedingungen F(x) < 0 so approximiert werden, dass entlang jeder Variablen x; die
positivere Kurve verwendet wird. Basis dieser Uberlegung ist die Differenz der beiden be-
teiligten Approximationen Fy (x) und Fg(x):

Fuo ~ Ty = 3 -0 (5) (36)

= Xi axi

Entlang jeder Achse x; entscheidet das Vorzeichen des Ausdrucks xl

1

(g—i)x , das dasselbe
0

Vorzeichen besitzt wie x; (%) , iber die vorgenommene Approximation. Ist das Vorzei-
i/ xo

chen positiv, ist die lineare Approximation konservativer (positiver), ansonsten wird die
reziproke bevorzugt. Daher kann die Approximationsvorschrift wie folgt angegeben wer-
den:

Fi(x) = F(xo) + iGi (xi — x0i) (a—F> 3.7)

1 wenn x; (g—;)x >0
0

G = (3.8)

2 sonst
1

Die konservative Approximation hat den grofien Vorteil konvex zu sein, womit das approxi-
mierte Problem ein einziges Optimum besitzt. Allerdings hat sich gezeigt, dass diese Tech-
nik relativ ungenau und nur zu empfehlen ist, wenn sowohl die Konvexitat als auch die
Konservativitidt wichtig fiir das untersuchte Problem sind [ ].
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Ende der Achtzigerjahre hat Svanberg eine weitere Variante der reziproken Approximation
vorgeschlagen, die Methode der beweglichen Asymptoten MMA!, in der sogar die Problem-
kriimmung durch empirische Parameter beeinflusst werden kann. Diese Approximations-
technik und die darauf aufbauenden Ergénzungen bilden den Kern des in dieser Arbeit ent-
wickelten Optimierungsalgorithmus. Daher werden diese im Verlauf des ndchsten Kapitels
detailliert erldutert.

3.3.1.2 Approximationen hoherer Ordnung

Der Vollstandigkeit halber sollen diese Techniken kurz angesprochen werden, die allerdings
in der Strukturoptimierung, insbesondere in Zusammenhang mit grofien Problemen, keine
Rolle spielen. Nicht nur der enorme Rechenaufwand bei der Ermittlung der Ableitungen
hoherer Ordnung verhindert den Einsatz dieser Methoden, sondern auch der damit ver-
bundene Aufwand bei der Codierung spricht gegen die Verwendung solcher Verfahren.
Dennoch findet man in der Literatur einige Einsatzgebiete solcher Approximationen, wie
in Optimierungsaufgaben mit Eigenwertanalysen. Rommel 1983 verwendete quadratische
Approximationen in Flatterberechnungen [ I

Eine quadratische Approximationsvorschrift ergibt sich aus einer Taylor-Reihenentwicklung
mit zwei Gliedern. Die mathematische Formulierung sieht wie folgt aus:

! oF 14 & 0°F
Fol) = o)+ =) (50) 43X Lt w9 (5750) 09

i i=1j=

Analog zur Approximation erster Ordnung existieren Formulierungen fiir quadratische re-
ziproke Approximationen, die in der Lage sind, hohere Nichtlinearitdten zu berticksichti-
gen.

3.3.2 Globale Approximationsverfahren

In der globalen Approximation wird versucht, mittels Funktionsinformationen, iiblicher-
weise nullter Ordnung auch wenn Gradienten manchmal zum Einsatz kommen, ein fiir
den gesamten Entwurfsraum und nicht nur fiir die unmittelbare Umgebung der Entwick-
lungsstelle, giiltiges Ersatzproblem zu konstruieren. Die globalen Verfahren haben ihren
Ursprung in der experimentellen Physik, in der das Interesse besteht, auf eine Vielzahl von
kostspieligen Experimenten bzw. Versuchen, die der Validierung eines Produktes dienen, zu
verzichten und diese durch ein reprasentatives approximiertes Modell zu ersetzen. Anhand
des Ersatzmodells konnen Voraussagen iiber das Systemverhalten numerisch durchgefiihrt
werden. Diese Idee kann auf die Strukturoptimierung iibertragen werden, indem die Ver-
suchsergebnisse durch Ergebnisse der numerischen Systemanalyse getauscht werden.

Method of Moving Asymptotes.
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Die wichtigsten Techniken auf diesem Gebiet sind die Konstruktion von Antwortfldchen, die
so genannten Response Surfaces und die Bildung von Kriging-Modellen. In beiden Verfah-
ren werden gute Versuchsplane benotigt, in denen der Entwurfsraum abgetastet wird, um
eine aussagekriftige Informationsbasis fiir die Approximation zu gewdahrleisten. In [ ]
wird anhand von einfachen Beispielen demonstriert, inwiefern die Anordnung der Aus-
wertungsstellen im Entwurfsraum die Giite der Approximation beeinflussen kann. Der Ver-
suchsplan wird nach Wahl der Approximationsart aufgestellt, indem die Anzahl der beno-
tigten Funktionsevaluierungen und die Auswertungsstellen festgelegt wird. Im Allgemei-
nen steigt die Anzahl der erforderlichen Analysen (Experimente) dramatisch mit steigender
Anzahl der Entwurfsvariablen, sodass die globale Approximation nur fiir Probleme mit ge-
ringer Dimension geeignet ist.

3.3.2.1 Die Response-Surface-Methode

Die Aufgabe bei der Response-Surface-Approximation besteht darin, einen analytischen
globalen funktionalen Zusammenhang zwischen den unabhangigen Entwurfsvariablen und
der Systemantwort herzustellen. Dazu werden z.B. lineare oder quadratische Polynome ver-
wendet. Ansédtze hoherer Ordnung oder trigonometrische Funktionen sind ebenso denk-
bar, was von der Problemklasse und den zur Verfiigung stehenden Informationen abhangt.
Die Koeffizienten der Polynome werden durch punktuelle Funktionsauswertungen ermit-
telt und mittels des Fehlerquadratminimums angepasst.

Eine allgemeine Definition der Polynome kann wie folgt angegeben werden:

!
— xX] — Xy — X X, — X
1 2 2 n n
Frs(x) =co + o1 — m o —;
1 X Xy
I\ 2 ! I\ 2
1— X X — X Xp — X,
+ Cup1 m + Cny2 T +...cm m
X X
1 2 n
+ o (3.10)

mit n Anzahl der Entwurfsvariablen und

!’ Ximax + Xi min
i f
Ximax — Ximi
x;/ _ imax i,min (3‘11)
2

Dabei stellen x; ,, und x; i, die Grenzen des abgetasteten Entwurfsraums dar.

Nach Aufstellung der Antwortfliche muss deren Qualitidt bewertet werden, bevor mit der
Optimierung am Ersatzproblem begonnen werden kann. Es stehen mehrere Qualitétskrite-
rien zur Verfiigung. Die einfachste Methode besteht in der Entfernung eines Messpunktes
und die erneute Bildung der Antwortflache. Die Differenz zwischen der Approximation und
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dem Messergebnis (bzw. Analyseergebnis) geht in die Qualitdtsbewertung ein. Dieses Vor-
gehen, auch als Cross Validation bezeichnet, wird fiir alle Stiitzstellen wiederholt, um die
maximale und mittlere Abweichung im Modell als Giitemerkmal zu verwenden.

Eine weiteres Giitekriterium besteht in der Auswertung des Regressionsparameters R?, mit

L (F(xi) — Frs(xi))?

2 _1_
= o (Fi) — F)2

(3.12)

mit F(x;) das Messergebnis an der Stiitzstelle x;, Frs(x;) das Approximationsergebnis der
Antwortfliche und F(x) = w Der Regressionsparameter nimmt im Idealfall den
Wert 1 ein.

Sobald die Optimierungsaufgabe analytisch komplett formuliert ist, d.h. die Antwortflache
aufgestellt und deren Qualitdt gesichert ist, konnen beliebige Algorithmen verwendet wer-
den, um das analytisch formulierte Problem zu optimieren.

Die Aufgabe der Aufstellung der Antwortflache hat einen iterativen Charakter, indem die
Modellbildung oftmals wiederholt wird, mit dem Zweck, eine bessere Approximation zu
erhalten. Haufig wird das Optimierungsergebnis eines Response-Surface-Modells als quali-
tativ hochwertigen Startpunkt fiir weitere genauere Optimierungsverfahren verwendet.

3.3.2.2 Die Kriging-Methode

In der Kriging-Approximation werden keine Polynome verwendet, weil Polynome dazu
neigen die Randbereiche schlecht zu approximieren. Stattdessen wird die zu ersetzende

FKr FKr
4 4 [ ]

3,55 3,55
3 3
2,51 2,51

2 . x 2 L x

o 0,6 1 1,5 2 2,5 3 o 0,6 1 1,5 2 2,5 3

(a) bp =3.0und 6; = 6, = 20. (b) bp =3.0und 6; = 6, = 2.

Abbildung 3.2: Die Kriging-Approximation.
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Funktion aus Uberlagerung einer Basisfunktion bp(x) und einer Verteilungsfunktion an den
Stiitzstellen approximiert [ I:

n
Fr(x) = by + Y (F — bo)e */F (3.13)
i=1
mit F; das Mess- bzw. Analyseergebnis an der Stiitzstelle x;, 6; ein Steuerungsparameter und
tl' = ‘X — Xi|.

Der ﬂberlagerungseffekt und der Einfluss des Steuerungsparameters 6; auf die Verteilungs-
funktion wird in Abbildung 3.2 ersichtlich.

Die Qualitdt der Kriging-Funktionen muss ebenfalls mittels der beschriebenen Cross-
Validation-Methode oder des Regressionsparameters iiberpriift und gegebenenfalls ange-
passt werden.

3.3.3 Gemischte lokale-globale Approximationsverfahren

In der gemischten lokal-globalen Approximation geht es darum, die Reichweite der lokalen
Approximation zu erweitern, sodass sich die Modellgiiltigkeit nicht nur auf die Umgebung
einer Entwicklungsstelle erstreckt, sondern einen grofieren Bereich abdeckt. Die wichtigste
Methode, um dies zu bewerkstelligen, ist die iterative Einbeziehung von Informationen an
unterschiedlichen Stiitzstellen im so genannten Mehrpunktverfahren (Multipoint Approxi-
mation).

Die Idee der Mehrpunktapproximation besteht darin, die Informationen der vorigen Itera-
tionen nicht zu verwerfen, sondern diese in die Verbesserung des Approximationsmodells
einzubeziehen. Ein Zweipunktverfahren basierend auf einer Linearisierung mittels der Ex-
ponentialvariablen z; = x!" wird in [ ] vorgestellt. Die Approximationsvorschrift kann
in Abhdngigkeit der urspriinglichen Entwurfsvariablen x; wie folgt angegeben werden:

o-reo B2 @)@, o

mit xg die erste zur Verfiigung stehenden Stiitzstelle.

Der Exponent p wird im Laufe der Iterationen anhand der neu hinzukommenden Stiitzstel-
len (Losungen) angepasst. Wenn die Gradienten an der neuen Stiitzstelle x; bekannt sind,
liefert die Differenziation der GI. (3.14) und die Auswertung am Punkt x:

(%), - ().~ () () 615
axi x1 axi X1 X0i axi Xo

Aus Gl. (3.15) kann der neue Wert fiir den Exponenten p; ermittelt werden:

(3.16)




3.3. Approximationstechniken 43

Die Exponenten werden in diesem Verfahren im Bereich [—1, +1] begrenzt, um die Appro-
ximationsfehler nicht zu verstarken und die Konditionierung des Problems beizubehalten
bzw. nicht zu verschlechtern.

Erwdhnenswert ist, dass die Approximationstechnik EMMAZ?, die die Basis des im nichs-
ten Kapitel vorgestellten Optimierungsverfahrens bildet, ebenso als ein gemischtes lokal-
globales Verfahren aufgefasst werden kann. Durch Approximation der Kriimmungen der
Lagrange-Funktion im primalen Raum mittels Differenzen der Gradienten an unterschied-
lichen Stiitzstellen verbessert sich die Anpassung an das Originalproblem im Laufe der Ite-
rationen.

2Extended Method of Moving Asymtotes.






Kapitel 4

Die Methode der beweglichen
Asymptoten (MMA)

In Abschnitt 3.3.1.1 ist angedeutet worden, dass die reziproken Approximationstechniken
zu den leistungsfdhigsten Verfahren in der Strukturoptimierung gehoren. Es hat sich ge-
zeigt, dass dieser Zusammenhang zwischen zu verdndernden Parametern, wie Geometrie,
Material usw. auf der einen Seite und Systemantwort, wie Verschiebungen, Spannungen,
Eigenfrequenzen usw. auf der anderen Seite, oder mit anderen Worten zwischen Entwurfs-
variablen und Funktionen, eine gute Approximation fiir einige Problemklassen in der Struk-
turoptimierung darstellt. Besonders bewihrt hat sich das Verfahren in Querschnitts-, Form-
und Topologieoptimierung.

41 MMA

Eine der wichtigsten Erweiterungen der konvexen Linearisierung stellte Svanberg 1987 in
seiner Arbeit [ ] vor. Der essenzielle Beitrag bestand in der Einfiihrung von zwei
Asymptoten, eine obere und eine untere. Die beiden Asymptoten reduzieren den giiltigen
Suchraum auf den Asymptotenabstand und steuern die Konvexitdt bzw. Kriimmung der
approximierten Funktionen und damit die Gesamtkriimmung der Lagrange-Funktion.

Die Grundidee des Verfahrens der beweglichen Asymptoten (Method of Moving Asym-
ptotes) besteht in der Zerlegung des n-dimensionalen Raums in 7 eindimensionale Raume,
in denen die zu optimierenden Funktionen anhand einer Summe iiber die einzelnen ent-
koppelten Raume approximiert werden. Die Summanden bestehen jeweils aus nur einer
reziproken Entwurfsvariablen, was auch die Entkoppelung bzw. Separierbarkeit und die
Konvexitdt im System wiedergibt. Auf die Eigenschaften der Reziprozitit, der Konvexitat
und der Separierbarkeit wird im Folgenden ndher eingegangen.
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4.1.1 Mathematische Formulierung

Die Optimierungsaufgabe als beschrankte Minimierung einer nichtlinearen Funktion wird
im Kontext der MMA-Approximation wie folgt angegeben:

minimiere f(x) , x€eR"
s.d. gj(x)go , j=1...m
hi(x) =0 , j=m+1...m+m, (4.1)
SCu(x;) =x;—x; <0 , i=1...n
SCZ(Xi):_i—xiSO ’ i=1...n
mit
n e Anzahl der Entwurfsvariablen
m . Anzahl der Ungleichheitsnebenbedingungen
M, ... Anzahl der Gleichheitsnebenbedingungen
f(x) e Originalzielfunktion
gi(x) . Vektor der Ungleichheitsnebenbedingungen (Originaldaten)
hi(x) . Vektor der Gleichheitsnebenbedingungen (Originaldaten)
SCu(x;) ... obere Schranke der Entwurfsvariablen x; (Originaldaten)
SCl(x;)) ... untere Schranke der Entwurfsvariablen x; (Originaldaten)
X (x1 ...x,) Vektor der Entwurfsvariablen

Auf Funktionsinformationen nullter und erster Ordnung beruhend wird zuerst eine Koor-
dinatentransformation vorgenommen:

1 1
bzw. Z; =

zZj =
! Ui — Xj xz-—ll-

(4.2)

Die Originalfunktionen der in Gleichung (4.1) allgemein formulierten Optimierungsaufgabe
werden nach den Variablen z; linearisiert. Folgende Abkiirzungen werden vereinbart:

go(x) = f(x), g(x) ~§(x), hi(x)=hi(x), SCu(x;) =~ SCu(x;), SCI(x;) = SCl(x;)

(4.3)
und die linearisierte Approximation erhilt folgende Form:
Pji gji
= 44
8 = h+2ul_xl —l) (4.4)
mitj =0---m+ m, und
9
) (ui— x0i)? ax \XO, wenn axi‘XO >0
pii = 5 (4.5)
0 , wenn 3o lx <0
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] , wenn Z%M >0 16
gji = o \20% 3% 0 (4.6)
(u; — x0;) 3 |xor wenn ax,-|Xo <
n .. ..
r=gixo) = (- i (47)

i1 Ui — Xj X — ll‘
Funktionsauswertung &;(xo) und Ableitung % |x, werden an der Entwicklungsstelle xo bzw.
z ermittelt.

Die Ober- und Unterschranken, die im weiteren Verlauf als Side Constraints bezeichnet wer-
den, werden nicht approximiert, sondern durch bewegliche Limits «; und f; berticksichtigt,
so dass

i <o <x; < Bi <u
o > X; (4.8)
Bi < X;

Die Asymptoten /; und u; werden anhand der Formel

ll‘ = X0i — Al‘ und U; = Xo;i + Al‘ (49)

ermittelt. Der halbe Asymptotenabstand A; wird fiir die ersten zwei Iterationen aus

A; = sg (fz' — zi) mit O0<sg<1 (410)

berechnet und fiir die weiteren Iterationen gilt

AF=s AT mit s=0,7 (4.11)

Das Verfahren besitzt die Vorteile der reziproken Approximation, insbesondere spielt die ga-
rantierte Konvexitit der produzierten Unterprobleme eine grofse Rolle bei der Wahl der Lo-
sungsverfahren. Durch die garantierte Problemkonvexitét ist die Losung der Kuhn-Tucker-
Bedingungen eindeutig. Die Separierbarkeit, also die Entkopplung der Entwurfsvariablen,
ist ebenso ein entscheidender Vorteil, der bei der Losung des Unterproblems im primalen
Raum zum Tragen kommt. Aus der Summe dieser Eigenschaften bieten sich duale Algorith-
men an, um das approximierte Problem, das Unterproblem, zu l6sen, worauf im weiteren
Verlauf ndher eingegangen wird.

Ein Merkmal dieser Approximation (Abbildung 4.1) ist die Ubereinstimmung zwischen ap-
proximierter Funktion (gestrichelte Linie) und Originalfunktion (durchgezogene Linie) an
der Entwicklungsstelle xg sowohl im Funktionswert als auch in der Ableitung.

Das Verfahren weist in der vorgestellten Form einige Schwichen auf, die im Falle von stark
nichtlinearen und/oder nicht konvexen Originalfunktionen, die mittels konvexer Approxi-
mation schlecht erfasst werden konnen, zu Konvergenzschwierigkeiten fiihren. Im wesent-
lichen sind es folgende Aspekte:
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Abbildung 4.1: Approximation der Zielfunktion nach Svanberg (Originalfunktion in gestrichelter

Linie).

e Die heuristische Adaption der Asymptotenabstiande, die direkt in die Kriimmung der

Lagrange-Funktion eingehen, fiihrt u.U. zur schlechten Approximation, was die Kon-
vergenzgeschwindigkeit des Originalproblems beeintréachtigt.

Die Gleichungen (4.4), (4.5) und (4.6) zeigen, dass die Originalfunktionen lediglich
durch einen an die obere oder untere Asymptote sich anlehnenden Ast, aufsteigend
oder absteigend, approximiert werden. Abhéngig vom Vorzeichen der Ableitung wird
die obere bzw. untere Asymptote verwendet. Dies konnte dazu fiihren, falls alle Ab-
leitungen beziiglich einer Entwurfsvariablen dasselbe Vorzeichen aufweisen, dass eine
unbeschrankte Minimierung entlang der betroffenen Variablen stattfindet. Das Unter-
problem besitzt dann keine Losung. Dieses Problem wird durch die eingefiihrten be-
weglichen Limits «; und B; entschirft, fithrt jedoch trotzdem zu Konvergenzschwie-
rigkeiten.

Gleichung (4.4) behandelt nur die Approximation von Zielfunktion und Ungleich-
heitsnebenbedingungen. Die Approximation von Gleichheitsnebenbedingungen
nimmt einen besonderen Stellenwert ein, da deren Lagrange-Multiplikatoren auch
negativ sein konnen, was im Laufe der Iterationen die Konvexitdt der Lagrange-
Funktion beeintrachtigen konnte. Weiterhin sind Gleichheitsnebenbedingungen im-
mer aktiv und bendtigen daher eine garantierte Nullstelle zwischen den Asymptoten.
Die Erfassung solcher Nebenbedingungen wird im néchsten Abschnitt behandelt.

4.2 Extended Method of Moving Asymptotes (EMMA)

Einige wichtige Erweiterungen der urspriinglichen MMA-Approximation werden in [ ]

vorgestellt. Darin wird das Problem der unbeschriankten Minimierung behoben, die Adap-
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tion der Asymptoten mit der Kriimmung der Lagrange-Funktion verkniipft und die Appro-
ximation der Gleichheitsnebenbedingungen eingefiihrt.

4.2.1 Approximation der Zielfunktion

----------

Abbildung 4.2: Approximation der Zielfunktion der EMMA-Approximation.

Bei genauer Betrachtung der Approximationsgleichungen von MMA GL. (4.4), (4.5) und (4.6)
ist ersichtlich, dass die Anzahl der unbekannten Parameter (17 + 1)(1 + m) und die An-
zahl der Gleichungen identisch sind. D.h. die vorhandenen Informationen nullter und erster
Ordnung werden ausgeschopft. Somit ist es nicht moglich, ohne weitere Bedingungen neue
Parameter einzuftiihren.

Die Verbesserung der Approximation besteht darin, die Zielfunktion anhand der beiden
Asymptoten zu konstruieren, um ein eindeutiges unbeschranktes Minimum zwischen den
Asymptoten zu erhalten, wie in Abbildung 4.2 zu sehen ist.

Dies hat allerdings zur Folge, dass n zusatzliche Unbekannten hinzukommen, die genau
soviele Zusatzinformationen benotigen. An dieser Stelle scheint es geeignet, Informationen
zweiter Ordnung ins Approximationskonzept aufzunehmen, denn der Asymptotenabstand
(24;), die Kriimmung der Zielfunktion und die Kriimmung der Lagrange-Funktion stehen
in direktem Zusammenhang. Da allerdings Ableitungen zweiter Ordnung in der Struktur-
optimierung nur mit enormem Aufwand erhiltlich sind, werden diese in der ersten Iteration
geschétzt, tiblicherweise wird die Einheitskriimmung angenommen. In den weiteren Itera-
tionen kann die Kriimmung mittels finiter Differenzen berechnet werden. Es entstehen die
fehlenden n Zusatzgleichungen, mit denen die neue Formulierung vollstindig definiert ist.

Die Approximation der Zielfunktion mittels der beiden Asymptoten wird wie folgt angege-
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ben:

go(x) =ro+ Y (-F0 4

(4.12)
i-1 Ui —Xx; xi—li)

mit po; # 0 und go; # 0 und ¢ wie in der MMA-Vorschrift.

An der Entwicklungsstelle sollen Funktionsauswertung, erste Ableitung und Kriimmung
der approximierten Lagrange-Funktion mit den entsprechenden Originalwerten, also mit
den Daten aus der numerischen Analyse tibereinstimmen. Diese Bedingungen kénnen wie
folgt formuliert werden:

L(x, /\)|x0 = g()(X()) + ZA]g](Xg) = i(XO, A) (4.13)
j=1
aL(X, A) ago X() i ag] XO _ ai(XO, /\)
o o= ZA =—= (4.14)
0°L(x,A) 8 g, Xo ~ 9%L(xqo,A)
X2 lxo = + ZA = 2 (4.15)
mit
L(x,A) Approximierte Lagrange-Funktion
L(x,A) Original-Lagrange-Funktion.

Das Einsetzen von Gl. (4.4), GL. (4.9) und Gl. (4.12) in Gl. (4.14) und GI. (4.15) und die Aus-
nutzung der Separierbarkeit ergeben:

oL(x,A) 1 oL(xp, A)
aﬂIWZE(m %+§Amz%0=—3;— (4.16)

9?L(x, M) 2 u 9?L(xg, M)

—=5 Ix = 73 i i Ai(pji i) | = ——=—— 4.17
ax;?_ Ixo A? (PO + 490 +; ](P] +4j )) ax;?_ (4.17)

Die Separierbarkeit der MMA-Formulierung fiithrt dazu, dass die Ableitung einer approxi-
mierten Funktion nach einer Entwurfsvariablen x; alle Terme eliminiert, bis auf einen, der
x; enthélt.

Nach wie vor gilt die Problemkonvexitdt, somit wird immer von positiven zweiten Ablei-
tungen ausgegangen. Bei nichtlinearen nichtkonvexen Funktionen ist diese Annahme solan-
ge verletzt, bis das ndchste konvexe Tal erreicht wird (lokale Konvexitit). In der Suchphase,
in der die Originalkrimmung negativ ist, wird von einer gedampften positiven approxi-
mierten Kriimmung ausgegangen.

Um die Schreibweise etwas tibersichtlicher zu gestalten, werden folgende Abkiirzungen
eingefiihrt:
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ai(x, A)
! —
L= axi
-
o % (4.18)

1

Aus Gl. (4.16) und Gl. (4.17) ergeben sich folgende Beziehungen:

1

Poi = ZA?L”—F A2L' ZA]p]l (4.19)
1
qoi = ZATL" = 3 Ly Z)\]c]]l (4.20)

Zwei Gleichungen mit drei Unbekannten py;, qo; und A;. Fiir die fehlende Gleichung wird
in [ ] folgende Vorgehensweise vorgeschlagen:

Es wird angenommen, die Problemlosung x,; sei bekannt, sodass der Gradient der
Lagrange-Funktion an der Stelle x,,; die Kuhn-Tucker-Bedingung erfiillt:

poi + LjS1 Ajpji qoi + Ljty Ajgji

L'(Xm,A) = (Ai+6)2 (D= 6:)2

=0 (4.21)
mit

(Sl' = X0i — Xmi (4.22)

Das Einsetzen von Gl. (4.19) und Gl. (4.20) in Gl. (4.21) ergibt folgende Beziehung:

LI
r= s b (423)

Es kann beobachtet werden, dass der halbe Asymptotenabstand A; gegen unendlich strebt,
was einer quadratischen Approximation entspricht, wenn J; gegen den Wert f—,’, tendiert.
Dies motiviert die Annahme, dass A; als ein Vielfaches von ¢; ausgedriickt werden kann:

-0, L'>0
A = a; - o; wenn (4.24)
—a;-6;, wenn L' <0
Das Einsetzen in Gl. (4.23) liefert:
14a?|L!
— iu (4.25)

e a; L"
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Allerdings muss noch garantiert werden, dass die Koeffizienten py; und gp; immer posi-
tiv bleiben, um die Problemkonvexitdt zu erhalten. Daher ergeben sich aus Gl. (4.19) und
Gl. (4.20) folgende zu erfiillende Bedingungen:

poi >0, qoi>0 = (4.26)
2 !

A > L” 22/\]g] wenn L >0, (4.27)
2 a ~1 ! !

A > F(22Ajg]- —L"), wenn L'<0, (4.28)

— +
wobei Y bzw Y. die Summe iiber alle negativen bzw. positiven Summanden A; g; bedeutet

9g;(x)

und g] a v ist. Somit konnen fiir 4; folgende Grenzwerte aufgestellt werden:

0O<a; <a = [\/ — L2 A] , wenn L' <0 (4.29)
0<a <= [B VB2 L/Z] wenn L' >0 (4.30)

H

+
A = 2) Ag-L (4.31)

B = L'-2) A3 (4.32)

Wird a; auf die Obergrenze a; gesetzt, erhdlt man die urspriingliche MMA-Approximation
mit po; = 0 oder gp; = 0. Die Untergrenze hingegen bedeutet einen unendlich grofien
Asymptotenabstand und eine quadratische Approximation. Ublicherweise wird a; in fol-
gender Form ausgedriickt:

a; =c-a; (433)

mit ¢ € [0, 1]. Werte im Bereich ¢ = 0,5 — 0, 7 liefern konvexe Probleme mit gutem Konver-
genzverhalten.

Probleme treten auf, wenn die erste Ableitung der Lagrange-Funktion beziiglich einer Ent-
wurfsvariablen gegen null tendiert — bevor die Gesamtkonvergenz eintritt —, dann kann
A; nicht berechnet werden, da die Gleichungen (4.29) und (4.30) nicht ausgewertet werden
konnen. Es kann allerdings gezeigt werden, dass A; durch folgende Grenzwertbildung er-
hiltlich ist:
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2 A
g}g}) A; = S wemn L'<0 (4.34)
Llirr}) A= %% , wenn L'>0 (4.35)
!—

Bei der Optimierung von allgemein nichtlinearen Problemen kommt es allerdings vor, dass
die Kriimmung der Lagrange-Funktion in gewissen Bereichen negativ sein kann, zumin-
dest bis das nichste konvexe Tal erreicht wird. In diesen Fillen darf L” nicht negativ in die
Berechnung von A; eingehen. Daher wird die Positivdefinitheit der Hesse-Matrix (hier eine
Diagonalmatrix) durch Einfiihrung eines Dampfungsfaktors garantiert und die Formel zur
Ermittlung von A; geht in folgende Form tiber:

k
AF — 1+ a% st’
! a;  max(spL"k, ®LIk-1)

(4.36)

Mit s¢ ein Skalierungsfaktor, ® ein Dampfungsfaktor und k der Iterationszédhler. Nach Wahl
des Parameters ¢ wird die gesamte Approximation und das Anpassungsverhalten der ap-
proximierten Funktionen mittels sy und @ gesteuert. Kleine Werte fiir ® und grofie fiir s¢
fithren zu groflen Schrittweiten, die eventuell in der Ndhe des Optimums zu Oszillationen
fiihren, sodass ein wiederholter Line Search die Konvergenz garantieren muss. In der Praxis
hat sich gezeigt, dass die Wahl dieser Parameter im Allgemeinen keinen starken Einfluss
auf das Konvergenzverhalten hat, sodass grobe Abschitzungen (z.B. sy = 1.0 und ® = 0.2
ausreichen.

Die Gleichungen (4.19), (4.20) und (4.36) zeigen, inwiefern die Funktionen in der EMMA-
Approximation mittels Kriimmungsinformationen im Laufe der Iterationsgeschichte ver-
bessert werden. Insgesamt passen sich damit die approximierten Funktionen den Original-
verlaufen schneller an.

In der vorliegenden Arbeit wird ein anderer Ansatz zur Ermittlung von A; gewdahlt, um
die Anzahl der empirischen Steuerungsparameter zu reduzieren. Ausgangspunkt sind die
Gleichungen (4.19) und (4.20), die jeweils eine kubische Gleichung in A; sind. Die einzige
essentielle Bedingung, die die Parameter p(; und qo; erfiillen miissen, um die Konvexitat
der Zielfunktion zu gewdhrleisten, ist, dass beide grofier als null sein miissen. Somit reicht
es, die grofite reelle und positive Losung beider kubischen Gleichungen zu nehmen und
diese mit einem geeigneten Faktor zu skalieren:

m
%ﬂu&&y—gnga oder
]:

A; = sy - max(reele Nullstelle von) . o m (4.37)
ZAZ' L” - EAZ LI - ];1 /\]q]l =0
mit
5f o 0 Original MMA mit py; = 0 oder qo; =0, (4.38)
oo quadratische Approximation
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Ublicherweise ist s ¢ = 2 eine ausreichende Skalierung.

4.2.2 Problem der Nullstellen

In der Praxis ergibt sich mit steigender Anzahl an Nebenbedingungen das Problem, dass
die Nullstellen der Nebenbedingungen auflerhalb der Asymptoten sein konnen, was bei
verletzten Restriktionen dazu fithren kann, dass der gesamte Entwurfsraum zwischen den
Asymptoten unzuldssig wird, wodurch das Unterproblem nicht 16sbar wird, wie in Abbil-
dung 4.3 zu sehen ist.

lluf)ll||4|.||||8|||||12|||\T|6||

X

———————— Nebenbedi ngung g
Zi el funktion F

Abbildung 4.3: Probleme mit dem zuléssigen Bereich.

Aus diesem Grund muss nach Ermittlung der A;-Werte sichergestellt werden, dass der zu-
lassige Raum nicht eine leere Menge ist. Deshalb miissen die Nullstellen aller Restriktionen
mittels der Bedingung gi(x) = 0 ermittelt und mit den Asymptoten u; und /; verglichen
werden. Fiir die Nullstelle x{ wird die Entwicklungsstelle xo mit variabler Komponente x;
eingesetzt. Bei Nullstellen auflerhalb des zulédssigen Bereichs muss der Skalierungsfaktor s¢
angepasst (erhoht) werden.

4.2.3 Approximation der Gleichheitsnebenbedingungen

Eines der Probleme der Approximation von Gleichheitsnebenbedingungen mit der
Original-MMA-Approximationsvorschrift Gl. (4.4) ist die Tatsache, dass die Nullstellen
der Restriktion nicht garantiert im Suchraum zwischen den Asymptoten liegen, wodurch



4.2. Extended Method of Moving Asymptotes (EMMA) 55

das Unterproblem nicht losbar ist. Die EMMA-Approximation liefert daher eine modifi-
zierte Vorschrift, bei der die Separierbarkeit der Entwurfsvariablen erhalten bleibt und die
Gleichheitsnebenbedingung eine garantierte Nullstelle zwischen den Asymptoten besitzt:

" pii pji
X)=r;+ — 4.39
80 =7; Z;Mz xi o xi—l @3

mit

1 ag;i(xo)

pi = E(ui—xi)zgg];T (4.40)
1

no= gix) (4.41)

Ein weiterer Vorteil dieser Approximation ist die Moglichkeit, eine einfache Bedingung zu
formulieren, um die Problemkonvexitit zu tiberwachen und zu kontrollieren. Die Gleich-
heitsnebenbedingungen besitzen eine unangenehme Eigenschaft, dass deren Lagrange-
Multiplikatoren auch negative Werte besitzen kénnen, womit die Problemkonvexitdt nicht
garantiert werden kann, wie der Kriimmungsgleichung der Lagrange-Funktion entnommen
werden kann:

aZL(X,/\) 2 m m+me
ax2 B (I/lz‘ - Xz‘)3 (pOi " Z/\jpji * Z /\jpji

i j=1 j=m+1
2 m m+m,
T (x; — I;)3 qJoi + Zquji - Z Ajgji (4.42)
! ! j=1 j=m+1

Es ist ersichtlich, dass die Konstellation, bei der die zweite Ableitung der Lagrange-Funktion
auch negativ werden kann, nur durch die Lagrange-Multiplikatoren der Gleichheitsneben-
bedingungen hervorgerufen wird.

Um einen einfachen Kontrollmechanismus fiir die Positivdefinitheit der Hesse-Matrix zu
formulieren, wird die Kuhn-Tucker-Bedingung herangezogen:

aL(X, A) 1 m m+ni,
ax,- (ui — xl-)Z <p01 ; jPji j=;:+l ]pll)
1 m m-+m,
(x; — 1,2 qoi+ Y Adji— Y Ajpji (4.43)
1 1 ]=l ]:m+1

Folgende Abkiirzungen werden zur einfachen Darstellung eingefiihrt:
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m
P, = poi+ ) Ajpji
=1

m
Qi = qoi+ ) A
=1
m-+m,

Pi = ). Apji (4.44)
j=m+1

Die Kuhn-Tucker-Bedingung geht fiir das approximierte Problem in folgende Form {iber:

dL(x,A) P; + P, Q; — Py
ox; (i —x)* (% —1;)? (4.45)

Eine eindeutige Losung zwischen den Asymptoten ; < x7 < u; existiert nur dann, wenn
beide Zahler dasselbe Vorzeichen haben, entweder negativ oder positiv. Somit konnen fol-
gende Regeln aufgestellt werden:

Pi+P,;>0
Ql._liz.>0 } —P< P < Q; (4.46)
1 el
oder
Pi+P,; <0
Ql,_;l,<0 } Qi < Poi < —Q; (4.47)
1 el

Dadurch, dass P; und Q; immer positiv sind, ist ersichtlich, dass der Fall in Gl. (4.47) nicht
eintreten kann. Somit bleibt GI. (4.46) als alleinige Kontrollregel iibrig, anhand der die Pro-
blemkonvexitdt im Laufe der Iterationen sichergestellt werden kann.

Die Erganzung der Problemformulierung um die Gleichheitsnebenbedingungen beeinflusst
die Berechnung des halben Asymptotenabstandes A;. Gleichung (4.32) muss um die Terme
der Gleichheitsrestriktionen erweitert werden und erhilt damit folgende Form:

+
Me m
A = ZAjg;-Jrz ) Ajg;-—L' (4.48)
j=1 j=me+1

m, m
B = L'- ‘Z;Ajg;—zl ZHA]-g; (4.49)
= j=me
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Die kubischen Gleichungen 4.37 miissen ebenfalls angepasst werden:

LA371n 4 1 A271 & e
g7 LT+ 5 AL — ;1 Aipji — ‘_Z 1)\]';7]'1' =0, oder
A; = sg - max(reele Nullstelle von) r Jy;f;zfe
}TA?L“ - %A%LI - X Ajqji + Y Aipii =0
]=l ]:m+1

(4.50)

4.3 Dual Extended Method of Moving Asymptotes (DEMMA)

Nach Aufstellung des Ersatzmodells mittels EMMA, in dem die Formulierung des Opti-
mierungsproblems in Form von analytischen Funktionen vorliegt, anstatt der punktuellen
Auswertung der Originalfunktionen, kann das glatte, konvexe und separierbare Problem
mit verschiedenen Optimierungsverfahren gelost werden. In dieser Arbeit wird gezeigt, in-
wiefern duale Verfahren in Kombination mit der EMMA-Approximation zu effizienten Op-
timierungsalgorithmen fiihren, die fiir grofe Probleme mit vielen Nebenbedingungen und
vielen Entwurfsvariablen geeignet sind.

Im Rahmen dieser Arbeit stehen folgende Aspekte im Mittelpunkt:

e Die Reduktion der freien Parameter. Mathematische Algorithmen sind zwar allgemei-
ne Verfahren, im Gegensatz zu den Methoden der Optimalitdtskriterien, leiden aber
darunter, dass sie viele problemabhédngige Parameter enthalten, die fiir jedes Problem
Jjustiert” werden miissen. Dies stellt eine Hiirde vor die Etablierung dieser Verfahren
als anerkannten Standard.

e Approximation der Side Constraints mit einem EMMA-kompatiblen Schema, sodass
diese effizient beriicksichtigt werden konnen. Es wird gezeigt, dass die separierba-
re Formulierung im primalen Raum zur Entkopplung der mit den Ober- und Un-
terschranken korrespondierenden Lagrange-Multiplikatoren fiihrt, wodurch die Pro-
blemdimensionalitit erheblich reduziert werden kann.

¢ Entwicklung eines effizienten Algorithmus zur Losung des Ersatzproblems, indem
duale Methoden angewandt werden. Die Separierbarkeit und Glattheit des Unterpro-
blems bieten eine Fiille an algorithmischen Moglichkeiten, die im weiteren Verlauf
erlautert werden.

4.3.1 Kurze Zusammenfassung

Bevor die Erweiterungen von DEMMA und die verwendeten Losungsverfahren vorgestellt
werden, werden die bisherigen Grundlagen und Erkenntnisse kurz zusammengefasst:

Approximation der Zielfunktion,

= Poi qoi
go(x) =r+) ———+—— (4.51)

i1 Ui — Xi X; — ll'
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mit po; # 0 und go; # 0.

Approximation von Ungleichheitsnebenbedingungen (j = 1...m),

n
Pji qji
(X) =1j + + (4.52)
&0 =7, Z;ui—xi X — 1
mit
35 33
P = (i = x0)? G, wenn a;‘;|x0 >0 @5
: 0, wenn g%|x° <0
33
0 wenn =L, >0
. ’ 0 i X0 —
Gi=9 aé 0 (4.54)
(ul xOZ) axi|X0/ wenn axi‘xo <
n
_5 Pii | 4ji
rj=3§j(x0) = }_ ata (4.55)

i=1

mit pj; = 0 oder gj; = 0, §j(xo) die Evaluierung und g% |x, die Ableitung der Originalfunktion
an der Entwicklungsstelle xg.

Approximation von Gleichheitsnebenbedingungen (j = m+1...m+m,),

= Pji pji
() = 7+ _ 4.56
80 =7; i;ui—xi xi — i (450
mit
- 1 , N2 ag}'
pji = 2(ul —Xx;) 2, o (4.57)
T]' = g](XQ) (458)

4.3.2 Approximation der Side Constraints

Wird die allgemeine Formulierung einer Optimierungsaufgabe GI. (4.1), Abschnitt 4.1.1 be-
trachtet, so fehlt die Approximation der Side Constraints, die Ober- und Unterschranken
der Entwurfsvariablen. In der Literatur | 11 11 ] wird ausdriicklich davor
gewarnt, diese Nebenbedingungen als diskrete Sprungfunktionen einzubringen. In diesem
Fall erhalten die Schranken keine Lagrange-Multiplikatoren und werden damit nicht direkt
in die Optimierung einbezogen. Sie nehmen auf den Optimierungsprozess Einfluss, indem
die Entwurfsvariable, die im Verlaufe der Iterationen ihre Schranke iiber- bzw. unterschreitet
x; < x;bzw. x; > X;, sprunghaft auf den Schrankenwert gesetzt wird x; = x; bzw. x; = X;. Die
Spriinge auf der Lagrange-Funktion fiithren zu Oszillationen in der Konvergenzgeschichte.
Diese Vorgehensweise wird in dieser Arbeit vermieden, indem die Side Constraints in die
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Optimierung eingebunden werden und gesonderte Lagrange-Multiplikatoren erhalten. Die
Behandlung dieser Ober- und Unterschranken nimmt insofern eine besondere Stellung ein,
als die Auswertung dieser Nebenbedingung immer exakt moglich ist, sowohl der Funkti-
onswert als auch die Ableitung.

SCl(x;) = x—x<0
9SCI(x;)
= -1
ax,-
SCu(x)) = x-%<0
oSCu(x;)
o, = +1 (4.59)

Bei Approximation der Side Constraints ist die Separierbarkeit, also die Entkopplung der
Entwurfsvariablen, einfach zu erfiillen, indem die Summe tiber alle Entwurfsvariablen na-
turgemafs entfillt, da jede Schranke nur eine einzige Variable betrifft. Dennoch ist es wichtig,
darauf zu achten, dass das gesamte Approximationsschema erhalten bleibt, um die algorith-
mischen Vorteile der dualen Losungsverfahren nutzen zu konnen. Daher wird die Original-
unterschranke SCI(x;) mittels einer sich an die untere Asymptote anlehnenden Hyperbel
SCI(x;), und die Originaloberschranke SCu(x;) mittels einer sich an die obere Asymptote
anlehnenden Hyperbel SCu(x;) approximiert, wie in Abbildung 4.4 zu sehen ist.

W
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Abbildung 4.4: Approximation der Ober- und Unterschranken.

Die mathematische Formulierung der approximierten Side Constraints kann wie folgt an-
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gegeben werden:
~ p
SCl(x;) = SCI(x;) = 7' + —, i=1on (4.60)
i~ h
mit
pio= (1)’
o= =1 (4.61)
und
~ p?‘
SCu(x;) = SCu(x;) =ri + —+—, i=1--'n (4.62)
u; — X
mit
pio= (ui—7)°
ri = —(ui—7%) (4.63)

Die Parameter p!, 7}, p* und r* werden durch Erfiillung der Bedingungen in Gl. (4.59) be-
stimmt.

Bei der Approximation der Side Constraints, deren exakte Kurve eine Gerade ist, durch
eine Hyperbel wird ein geringfiigig verschlechtertes Konvergenzverhalten beobachtet, bei
aktiver Ober- bzw. Unterschranke.

4.3.3 Duale Losungsverfahren

In diesem Abschnitt werden die fiir DEMMA relevanten Eigenschaften der Lagrange-
Funktion mit einer kurzen Erlduterung zur Dualitdt zusammengefasst.

Zur unbeschrankten Minimierung stehen einige Verfahren zur Auswahl, kommen aber Ne-
benbedingungen hinzu, stellt sich diese Aufgabe etwas schwieriger dar. Eines der bedeu-
tendsten Verfahren zur Berticksichtigung von Nebenbedingungen nicht nur in der Optimie-
rung, sondern auch in der Strukturmechanik allgemein [ ], ist die Aufstellung der
Lagrange-Funktion, in der Zielfunktion und gewichtete Summe der Nebenbedingungen in
einem funktionalen Ausdruck zusammengefasst werden. Fiir die mit EMMA approximier-
ten Funktionen erhilt die Lagrange-Funktion folgende Form:

m-+m, m+me+n

m
LA ) = go(x) + ) Ajgi(x) + ), wili(x)+ ), A;SC(x:) (4.64)
j=1 j=m+1 j=m+me+i
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mit SC(x;) stellvertretend fiir die Ober- bzw. Unterschranken. Es sei darauf hingewiesen,
dass in Bezug auf eine Entwurfsvariable x; immer nur eine Schranke zu berticksichtigen ist,
entweder die obere oder die untere, da nicht beide gleichzeitig aktiv sein konnen.

Die Lagrange-Funktion stellt im erweiterten Raum R"*" "+ eine Sattelfliche dar. Der
Sattelpunkt (x*, A*, u*) entspricht dem Minimum des beschrankten Problems im primalen
Raum, der Raum der Entwurfsvariablen x.

Die Sattelpunkteigenschaft gilt nicht nur fiir konvexe, stetige und zweifach differenzier-
bare Funktionen, wie es auf dem ersten Blick erscheint, sondern auch fiir nicht konvexe,
nicht ableitbare oder sogar fiir diskontinuierliche Funktionen. Somit ist es moglich, dua-
le Verfahren fiir Optimierungsaufgaben mit diskreten Variablen zu verwenden [ ]. Es
muss lediglich die lokale Konvexitit in der Nahe des Optimums gelten. Die wesentliche Ei-
genschaft der Dualitat, auf der duale Algorithmen basieren, wurde von Uzawa angegeben
[ I. Er zeigt, dass die beschrankte Minimierung mittels der Lagrange-Funktion mit be-
kannten Lagrange-Multiplikatoren A* und p* zu einer unbeschrankten Minimierung iiber-
geht. Die Aufgabe besteht darin, die richtigen Multiplikatoren zu finden. Diese Erkenntnis
resultiert im Grunde genommen aus der Anwendung der Kuhn-Tucker-Bedingungen auf
die Lagrange-Funktion Gl. (4.64),

IL(x, A, p)  9g0(x) | v gi(x) " y(x) 9SC(x;)
ax,- N ax,- +§A] axi +‘_Z ‘Ll] axi +)\m+m5+1 axi
j=1 j=m+1
JL(x A p)
a/\] - g](X)
oL(x, A, u)
Skl /R (4.65)

Aus Gl (4.65) kann eine explizite oder implizite Beziehung fiir die primalen Variablen als
Funktion der Lagrange-Multiplikatoren x = x(A, ) ermittelt werden. Das Riickeinsetzen
in die Lagrange-Funktion Gl. (4.64) liefert eine Funktion, in der nur duale Variablen vor-
kommen. Diese Funktion wird als duale Funktion bezeichnet. Das Maximieren der dualen
Funktion liefert die optimalen Multiplikatoren am Sattelpunkt.

4.3.4 Losung des Unterproblems

Die direkte Anwendung der Kuhn-Tucker-Bedingungen auf die mit EMMA approximier-
ten Funktionen (GIn. 4.51, 4.52 und 4.56) liefert, dank der separierbaren Formulierung, ei-
ne explizite Beziehung der primalen Variablen als Funktion der Lagrange-Multiplikatoren
x = x(A,u), die stark an die Rekursionsformeln der Verfahren der Optimalitdtskriterien
erinnert, womit die Verwandtschaft beider Methoden unterstrichen werden soll.

Die Minimierung im primalen Raum liefert
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OL(x,A, p) Poi qoi i ( pji qji )
ek S d o R - + YA -
ox; (ui—x;)?  (xi=1;)? ]; P\ (i —x)? (x; = 1;)?
¢ pji pji )
+ ‘ +
]':%_1‘”] ((”i —x)? (i —1;)?
S/ p!
. [ .l Tt 4 =
+  Atmgti =12 “l—l_(ui—xi)z o; 0, (4.66)
mit ocg = 1 und &} = 0 bei aktiver Unterschranke und ocg = 0 und &} = 1 bei aktiver

Oberschranke.

Mit der Annahme von Uzawa, nach der die dualen Variablen zu Hauptvariablen des gesam-
ten Problems deklariert werden, kann nach den primalen Variablen aufgelost werden (siehe
auch [ Jund [ D,

VQi+ VP,
mit

m m+m,

Pro= poit Y APt Yo W Pjit Awemeri P - o
j=1 j=m+1
. e I

Qi = qoit Y Ajgii— Yo W Pjit Ampmeri Pi (4.68)
j=1 j=m+1

Die Kontrolle der Konvexitit gestaltet sich hiermit sehr einfach, denn es reicht, das Vor-
zeichen von P; und Q; zu tiberwachen, um fiir die Positivdefinitheit der Hesse-Matrix zu
garantieren. Mit anderen Worten, die Lagrange-Multiplikatoren der Gleichheitsnebenbedin-
gungen, die auch negativ sein konnen, miissen wahrend des Iterationsprozesses im Unter-
problem unter Beobachtung gestellt werden, so dass die Konvexitat erhalten bleibt.

Das Riickeinsetzen von Gl. (4.67) in die Lagrange-Funktion Gl.(4.64) ergibt die duale Funk-
tion, die allerdings in diesem Fall zu einem komplizierten Ausdruck fiihrt. Einfacher zu
handhaben ist die implizite Betrachtung der dualen Funktion, die jederzeit ausgewertet und
nach den dualen Variablen abgeleitet werden kann.

Die in Gleichung (4.67) ermittelte Rekursionsformel stellt eine ,billige” Losung des Pro-
blems im primalen Raum dar, da keine Iteration notwendig ist. Die iterative Optimierungs-
aufgabe reduziert sich auf die Maximierung der dualen Funktion, in der nur bei Ungleich-
heitsnebenbedingungen den dualen Variablen einfache Schranken A; > 0 auferlegt werden,
ansonsten handelt es sich um eine unbeschriankte Optimierungsaufgabe.
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4.3.5 Beriicksichtigung der Side Constraints

Die direkte Einbeziehung der Side Constraints in den Optimierungsprozess erhoht augen-
scheinlich die Problemdimensionalitit um die n neu hinzukommenden Lagrange-Multi-
plikatoren der Ober- bzw. Unterschranken von R"*"*"e quf R"+"+"+" Dank der Sepa-
rierbarkeit der EMMA-Approximation ergibt sich eine Entkopplung der mit einer Ober-
bzw. Unterschranke korrespondierenden Lagrange-Multiplikatoren von den restlichen dua-
len Variablen des Problems, sodass diese nicht bis zur Konvergenz mit iteriert werden miis-
sen. Ein Lagrange-Multiplikator einer Ober- bzw. Unterschranke steht in direkter Beziehung
zur jeweiligen Entwurfsvariablen und kann bei Verletzung einer Schranke sofort, ohne In-
teraktion mit den anderen Lagrange-Multiplikatoren, so justiert werden, dass eine aktive
Nebenbedingung (Schranke) entsteht, wie der Gl. (4.67) entnommen werden kann.

Algorithmisch ergibt sich folgende Fallunterscheidung:

e Bei Verletzung einer Unterschranke x; < x; muss der korrespondierende Lagrange-
Multiplikator aktiviert bzw. korrigiert werden A, ,,,+; > 0. Dies bedeutet die Korrek-
tur von Q; in GL (4.68). Mit x; = x; kann Gl. (4.67) nach dem neuen berichtigten Q**

aufgelost werden:

. ui/Qf" + Liv/P;
- VO + VP

2
Qrt = P (L_ll> (4.69)

Ui — X

Die Korrektur des Lagrange-Multiplikators ergibt sich zu:

It It I =
Q= QI (Aptei = Mt P
neu alt
— alt Y
%’Jlr[mgﬂ - )\um+me+i+T (4.70)
i

e Bei Verletzung einer Oberschranke x; > X; muss der korrespondierende Lagrange-
Multiplikator aktiviert bzw. korrigiert werden A, ,,,+; > 0. Dies bedeutet die Korrek-
tur von P; in Gl. (4.68). Mit x; = X; kann Gl. (4.67) nach dem neuen berichtigten P/"*"
aufgelost werden:

L u/Qi /P

X =
1 \/@ + Piﬂ(,’ll
=\ 2
pr = Q, (”; - ’;) (4.71)
1 1

Die Korrektur des Lagrange-Multiplikators ergibt sich zu:
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neu __ alt neu alt u
Pz' = Pz' + ( m+me+i Am—l—mﬁ-z‘)Pi =
preu _ szlt
neu _ alt i i
m+me+i T Am+m5+i + py (4-72)
i

e Bei erfiillten Side Constraints x; < x; < X; und einem aktiven Lagrange-Multiplikator
Amtm,+i aus der vorigen Iteration, stellt sich die Frage, ob die in der aktuellen Ite-
ration nicht mehr aktive Schranke tatsdchlich nicht mehr aktiv ist, denn die aktuelle
Entwurfsvariable x; ist mit einem falschen Lagrange-Multiplikator A, berechnet
worden (siehe Gl. (4.67)). Die Losung besteht darin, den Lagrange-Multiplikator auf
null zu setzen (Annahme einer inaktiven Restriktion) A, ,,+; = 0 und die erneute
Berechnung der Entwurfsvariablen x}** durch Auswertung der Gl. (4.67). Falls bei-
de Schranken erfiillt bleiben, dann ist die Losung x/** und A, 4, +; = 0 endgiiltig. Bei
einer verletzten Schranke muss der Lagrange-Multiplikator nach dem oben vorgestell-
ten Schema berechnet werden.

Algorithmisch kann auf den dritten Fall verzichtet werden, indem alle Lagrange-
Multiplikatoren der Side Constraints vor Aktualisierung der Entwurfsvariablen auf null
gesetzt werden. Auf diese Weise konnen nur die ersten zwei Moglichkeiten eintreten.

4.3.6 Maximierung der dualen Funktion

Nachdem die Aufgabe der beschriankten Optimierung auf die Maximierung der dualen
Funktion reduziert wurde, konnen die unterschiedlichen Verfahren der unbeschrankten Op-
timierung angewandt werden, unter Berticksichtigung der Schranken der Lagrange-Multi-
plikatoren der Ungleichheitsnebenbedingungen A; > 0. Fiir konvexe Probleme mit bekann-
ten Ableitungen eignen sich Gradientenverfahren besonders gut. In Gl. (4.65) sind die Ablei-
tungen erster Ordnung der dualen Funktion nach den dualen Variablen angegeben. Diese
Gradienteninformationen sind ohne grofien Aufwand erhiltlich, da es sich dabei um die
sowieso vorhandenen Auswertungen der Restriktionen handelt.

In der Literatur sind viele Losungsmoglichkeiten zur unbeschrankten Optimierung zu fin-
den, unter anderem wird das Verfahren der konjugierten Gradienten! als besonders effektiv
eingestuft, gute Problemskalierung bzw. gut konditionierte Gradientenmatrix vorausgesetzt
[ ]. In dieser Arbeit wird basierend auf dem CG-Verfahren von Fletcher und Reeves ein
angepasster Suchalgorithmus verwendet. Im Original Fletcher-Reeves werden die konjugier-
ten Suchrichtungen wie folgt berechnet:

Sk = —VF(AY) 4 prsk1 (4.73)

mit

L Auch als CG-Verfahren bezeichnet (Conjugated Gradients).
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k Iterationszéhler

Sk Vektor der Suchrichtung fiir die aktuelle Iteration

Sk1 Vektor der Suchrichtung der vorigen Iteration

VF(Ak) Vektor der Ableitungen ausgewertet fiir den aktuellen Vektor der dualen Variablen Ak

g Konjugationsbeiwert.

Der Konjugationsbeiwert ¢ wird wie folgt angegeben:

F(AM)|2
B* = IVEA)I" (’: )1| (4.74)
|IVE(A" )12
Im nachsten Abschnitt wird eine Modifikation des Verfahrens vorgestellt, in der eine Taylor-
Reihenentwicklung zweiter Ordnung als Herleitungsgrundlage verwendet wird.

Mit den konjugierten Gradienten wird die m + m.-dimensionale Aufgabe auf eine eindi-
mensionale Optimierung reduziert. Die Aufgabe besteht darin, die Funktion F(A) entlang
des Vektors S* zu optimieren. Diese Aufgabe wird mit den Verfahren der eindimensiona-
len Optimierung, die so genannten Line Searches, bewiltigt. In der Literatur sind viele Line
Searches zu finden, die auf Informationen nullter und erster Ordnung basieren. Da Line
Searches im Laufe einer Iteration hdufig durchgefiihrt werden, ist es wichtig, ein effizientes
Verfahren zu verwenden. Aus diesem Grund wird im Kontext der EMMA-Approximation
ein auf die Glattheit des Unterproblems abgestimmter Algorithmus zur Liniensuche vorge-
stellt.

4.3.7 Ein modifiziertes Verfahren der konjugierten Gradienten

Die Funktionen der EMMA-Approximationen sind Hyperbeln mit einer bzw. zwei Asymp-
toten, die den zuldssigen Suchraum eingrenzen. Diese Approximationen sind damit ausrei-
chend glatt, um Ableitungen beliebiger Ordnung ohne grofien Rechenaufwand zu liefern.
Somit ist es moglich, ein Gradientenverfahren mit Kriimmungsinformationen anzuwenden.

Ausgangspunkt ist eine Taylor-Reihenentwicklung mit zwei Gliedern, die zuerst in allge-
meiner Form angeschrieben wird:

oF 1 ,°F
F(x + 1) v=xy = F(x0) + hz | + Ehzﬁb‘:xo (4.75)

In vektorieller Form mit h = aS* und x = x*:

St 4 La2 gk VE|,

xk=xk) 2

F(x* + aSY)]| F(xp) + & VF| 5 sk (4.76)

xk:xg = xk=x
Die direkte Anwendung auf die duale Funktion mit der vertrauten Notation ergibt die
Grundgleichung des modifizierten Verfahrens. Die Taylor-Reihe muss in diesem Fall im

dualen Raum um den aktuellen Vektor A¥ entwickelt werden, da die dualen Variablen als
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Hauptvariablen tibrig geblieben sind. Die primalen Variablen sind bereits anhand Gl. (4.67)
eliminiert.

1
LA +a S*) = L(AF) +aV,L S* + szsz V3L st (4.77)

Der skalare Faktor a gibt an, wieviel in Richtung des Vektors S* zuriickgelegt wird, um das
Optimum dieser Liniensuche zu erhalten. Um «,,; zu bekommen, wird Gl. (4.77) nach «
maximiert.

ViL=0= S V,L+aS" - VL. Sk =0=> (4.78)
Lo Stw 4.79)
T gk VAL sk '

Damit zeigt sich der erste Vorteil gegeniiber dem Standard-CG-Verfahren, indem kein Line
Search mehr erforderlich ist. Mit &,,; wird das Linienmaximum direkt anhand einer qua-
dratischen Approximation erreicht. Der zweite Vorteil steckt im Nenner der Gl. (4.79), und
zwar wird die Kriimmung der dualen Funktion in die Suche nach dem Optimum entlang
Sk einbezogen. Diese Kriimmungsinformationen miissen allerdings erst ermittelt werden.

Zur Ermittlung der Kriimmung dient die duale Funktion erneut als Basis der Herleitung
mit dem Fokus auf die implizite Abhdngigkeit aller Funktionen von den dualen Variablen

A

m+m,

L(A) = go(x(1)) + i:/\jgj(X(/\)) + ) 1/\jhj(X(7t)) (4.80)
j= j=m+

Die Ableitung der dualen Funktion nach den Hauptvariablen A erfordert die Anwendung
der Kettenregel, da die approximierten Funktionen go(x), g(x) und h(x) nur implizit von A
abhdngen.

oL  9gp 0x agj ax mdtte  oh; 9x
oA~ oxoa TSIxAD A+ ZAJ ax oA T )+ L Mg (4.81)
j=m+1
Nach Sortierung der Terme ergibt sich
oL ago g] M ie a]’l] X ' ‘
E ( ZA ];H/\] —~ | 31 T &(x(A) +1(x(A)) (4.82)

am Optimurn =0

Somit bleiben lediglich die Auswertungen der Restriktionen in der Ableitung der dualen
Funktion tibrig:

O = gx(A) + Iy(x(1)) (4.9
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Damit ist man noch nicht am Ende der Ableitungsarbeiten, denn in Gl. (4.79) wird die Ab-
leitung zweiter Ordnung nach den dualen Variablen benotigt:

FL - _ 98
Nk, | oA oA
dg: oh;
_ 98 0x 9 ox (4.84)

Ox OAr | Ox I

Die partielle Ableitung von x(A) nach den dualen Variablen A wird aus der Differenziation

der Gleichung (4.67) hergeleitet:

v~ wuVQit+ VP
" T VaHVR
ax,- . axi an axi E)Pl- (4 85)

Ak 0QidAx 0P OAk

Aus Gl. (4.68) ergibt sich:

ox; 1 VQi(ui—1)

B " AVRWQ VP

axi — 1 \/Fl (ui - ll) (4 86)
0Q; 2V/Qi (VQi++VP)? '

Fiir Ungleichheitsnebenbedingungen g;(x) gilt:

o

oA Pii

0 _ .

A, 9ji j=1---m (4.87)

Fiir Gleichheitsnebenbedingungen £;(x) gilt:

o,
A
0Q; .

QZ — _p]Z ; ]:1+m"'m+me (4‘88)
A

Nach Ermittlung der optimalen Schrittweite a,,; muss die Suchrichtung S aktualisiert wer-
den. Der Update der konjugierten Gradienten erfolgt mit Gl. (4.73), die hier auf die duale

Funktion angepasst wird:

Sl — v,L 4 pks* (4.89)



68 Kapitel 4. Die Methode der beweglichen Asymptoten (MMA)

Die Suchrichtungen S¥*! und S¥ miissen V3L konjugiert sein, also

sF.viL.sM1 = o =
S*. V3L (V,L+gfsf) =
S*.ViL-V,L+p's*.viL.sf = 0 = (4.90)

4

Der Konjugationsfaktor g* ergibt sich aus folgender Gleichung:

_St.viL-v,L
Sk. V3L - Sk

gk = (4.91)

In der ersten Iteration ist der Vektor der Suchrichtung S! nicht initialisiert. Fiir gewohnlich
wird mit dem Verfahren des steilsten Abstieges begonnen, in dem

S' = g—i = gj(x(A)) + hj(x(A)) (4.92)

und

Bl=0 (4.93)

Im Laufe der Iterationen zahlt sich die etwas aufwandigere quadratische Approximation aus
und belohnt mit weniger Iterationsschleifen im Unterproblem. Die Berechnung der Kriim-
mungsinformationen, die aufgrund des grofien erforderlichen Rechenaufwandes die grofste
Hiirde von Newton-Verfahren ist, stellt im Unterproblem kein Problem dar. Das Approxi-
mationsschema von EMMA mit den entkoppelten Entwurfsvariablen liefert eine Struktur
zur effizienten Berechnung von Ableitungen zweiter Ordnung.

4.3.8 Ein quadratischer Line Search

In vielen Anwendungen der Optimierung und der Strukturmechanik werden Minimie-
rungsaufgaben entlang eines Vektors mittels Line Searches erledigt. Im Standard Verfah-
ren von Fletcher-Reeves sind Erfolg und Effizienz von der Qualitdt des Line Searches stark
abhangig.

In der Literatur ist eine Fiille an Algorithmen zur Liniensuche zu finden, die allerdings meis-
tens nur Informationen nullter und gegebenenfalls erster Ordnung verwenden. Im Hinblick
auf die EMMA-Approximation, in der die Ermittlung von Ableitungen erster Ordnung und
sogar Kriimmungen ohne grofien Aufwand moglich ist, ist ein Line Search im dualen Raum
mit Krimmungsinformationen eine attraktive und effiziente Alternative.

Gegeben ist der aktuelle Entwurfsvariablenvektor x¥, der Vektor der Lagrange-Multipli-
katoren A* und die Auswertung und Sensitivitdten aller Funktionen der Optimierungsauf-
gabe an der Stelle (x*, AF ). Die Suchrichtung Sk ist vom Optimierungsverfahren abhidngig
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und wird als bekannt vorausgesetzt. Die Aufgabe besteht darin, das Linienoptimum ent-
lang des Vektors S* zu finden. In Formeln ausgedriickt: gesucht ist «, so dass L(A* + aSk)
optimal wird.

LA 4+ aSF) = L(Ak)+aVAL---s’<+%azsk---v—}L---sk
oL
= Sk---VAL+¢xSk---V%L---Sk
2L
=7 = Sk---V%L---Sk (4.94)

Die Berechnung der ersten und zweiten Ableitung der dualen Funktion nach den dualen
Variablen ist bereits im vorigen Abschnitt abgehandelt worden.

Die Herleitung in GI. (4.94) kann wie folgt anschaulich interpretiert werden. Fiir die Ermitt-
lung des Linienoptimums entlang S* kann die Kurve auf der Sattelfliche, entstehend aus
dem Schnitt einer vertikalen Ebene, die den Vektor S* enthilt, und der Sattelfliche selber,
durch eine quadratische Parabel approximiert werden.

L(a) = Aa* + Ba +C (4.95)
mit folgenden Randbedingungen:
( \
L(0) = L(A) = L
a=0= < %'“:0 = sk.v,L= I/ ¢ bekannt (4.96)
\ %M:O = sk.viL.sk= " )

Durch Einsetzen von L, L' und L” kénnen die Koeffizienten der Parabel berechnet werden.

C =1
B = I
= L (4.97)
5 .

L'(a) = 2Aa+B=0 =

LI
Ropt = ~—7u (4.98)
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Die Genauigkeit des Line Searches ist vom Grad der Nichtlinearitdt der dualen Funktion
abhingig. Ist diese exakt quadratisch, kann nach einem Schritt abgebrochen werden. Bei
hoheren Nichtlinearititen muss der Vorgang solange wiederholt werden, bis Konvergenz
eintritt.

In der Berechnung der Gradienten der dualen Funktion g—i gehen die Funktionsauswertun-
gen der Nebenbedingungen g(x(A)) und h(x(A)) ein (siehe GL. (4.94)), da

O = Gix(A) + Iy(x(1)) (499

Daher muss darauf geachtet werden, dass nur aktive und verletzte Nebenbedingungen
in die Berechnung von g—ﬁ eingehen, ansonsten werden die Ableitungen fiir die falsche
Lagrange-Funktion berechnet.

4.3.9 Vorkonditionierung und Funktionsskalierung

Die Strukturoptimierung mit den Teildisziplinen Topologie-, Querschnitts-, Material- und
Formoptimierung befasst sich mit Aufgaben, die numerisch gesehen, hiufig als schlecht
konditioniert bezeichnet werden. Es werden Funktionen unterschiedlicher Dimensionen
miteinander verkniipft, wie z.B. wenn Spannungs- und Verschiebungsnebenbedingungen
gleichzeitig erfiillt werden miissen. Auf Entwurfsvariablenebene treten dhnliche Probleme
auf, indem unterschiedliche geometrische Grofien, wie Breite und Dicke eines Bleches, in
derselben Problemformulierung vorkommen. Schlecht konditionierte Aufgaben beeinflus-
sen den Optimierungsalgorithmus in hohem Maf3. Oszillationen sind in der Iterationsge-
schichte zu beobachten bis hin zur Divergenz. Insbesondere mathematische Algorithmen
basierend auf Gradientenverfahren sind davon betroffen.

Dieses Problem kann im Optimierungsalgorithmus anhand der Konditionszahl der Gradi-
entenmatrix erkannt werden. Die Gradientenmatrix ist ein zweidimensionales Feld mit den
Ableitungen aller Funktionen beztiglich der Entwurfsvariablen, die zeilenweise abgespei-
chert werden (Annahme). Die Kondition einer Matrix ist unter anderem ein Maf$ dafiir, um
welches Verhidltnis im schlimmsten Fall die Genauigkeit des Losungsvektors ® der Glei-
chung A® = b unter jener des Rechte-Seite-Vektors b liegt, falls man mittels Gaufischer
Elimination im Rahmen beschrankter Genauigkeit der Zahlendarstellung das Gleichungs-
system 16st [ 1.

Gut konditionierte Matrizen sind solche mit kleiner Konditionszahl, schlecht konditionierte
besitzen eine grofie Konditionszahl. Je grofier die Konditionszahl ist, umso néaher liegt die
Matrix bei einer Singularitit. Singuldre Matrizen haben die Konditionszahl cc.

Je nach untersuchtem Problem gibt es verschiedene Definitionen der Konditionszahl einer
Matrix A. Eine einfache und allgemein tibliche [ ] ist das Produkt

Koo = [|Alloo [[A™]oo (4.100)
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mit der Norm

|Allw = max(}_ ) ai), (4.101)

n
=1k=1

worin m und n Anzahl der Zeilen und Spalten ist.

Fiir iterative Gleichungsloser ist jedoch die spektrale Konditionszahl [ ] aussagekrafti-
ger,
K= Amaz (4.102)
Amin

also das Verhiltnis des grofiten Eigenwerts der Matrix zum kleinsten.

Iterative Gleichungsloser sind besonders empfindlich gegeniiber schlecht konditionierten
Matrizen. Schlechte Kondition bewirkt, dass der Gleichungsloser entweder sehr viele Itera-
tionen benotigt oder tiberhaupt nicht konvergiert, oder konvergiert, ohne dass die Losung
sinnvoll ist. Je besser die Kondition der Matrix ist, umso weniger Iterationen wird der Glei-
chungsloser fiir das Problem benétigen bzw. umso wahrscheinlicher ist es, dass ein Glei-
chungssystem mit dieser Matrix {iberhaupt iterativ gelost werden kann [ I

Die optimale Losung des Problems der schlechten Konditionierung besteht darin, diesen
Umstand vorab zu vermeiden, indem die Funktionen in der Phase, in der die Optimie-
rungsaufgabe formuliert wird, normiert werden. In der Praxis sieht es aber anders aus. Op-
timierungsumgebungen bestehen iiblicherweise aus heterogenen Komponenten vom Pre-
processing iiber den Solver bis zum Optimierungsalgorithmus. Aus diesem Grund sollte
ein guter Algorithmus mit diesem Umstand umgehen kénnen, indem die zu optimierenden
Eingangsinformationen, die Entwurfsvariablen, die Funktionsauswertungen und die Sensi-
tivitdten auf ihre Kondition untersucht und gegebenenfalls konditioniert werden.

In der Literatur findet man einige Verfahren zur Verbesserung der Konditionszahl von Ma-
trizen. In [ ] und [ ] wird eine Vorabskalierung der Matrix A mit Diagonal-
matrizen D1 und D2 vorgestellt in der Form A" = D1 - A - D2. Damit kann die Kondition
signifikant verbessert werden. Ziel muss es dabei sein, alle Elemente von A auf ungefihr die
gleiche Grofienordnung zu bringen. Dieses Verfahren kann allerdings nur bei quadratischen
Matrizen angewandt werden.

In DEMMA wird, aufgrund der im Allgemeinen rechteckigen Sensitivititenmatrizen, ei-
ne andere Skalierung vorgenommen, in der sowohl eine Normierung als auch eine An-
gleichung der Nebenbedingungen erreicht wird. Ziel dieser Skalierung ist die indirekte
Konditionierung der Hesse-Matrix, Matrix der zweiten Ableitungen. Die Konditionierung
der Hesse-Matrix, indem die gleiche Kriimmung in allen Richtungen des n-dimensionalen
Raums erreicht wird, wirkt bei Gradientenverfahren stabilisierend und reduziert die An-
zahl der Iterationen. Diese Tatsache verdeutlicht Abbildung 4.5, in der das rechte Teilbild
4.5(b) einen verzerrten zweidimensionalen Raum darstellt, in dem die Kriimmungen unter-
schiedlich sind, sodass der Gradientenalgorithmus viele Iterationen benétigt und vor allem
in der Ndhe des Optimums zu oszillieren beginnt. Im linken Teilbild 4.5(a) ist der Raum



72 Kapitel 4. Die Methode der beweglichen Asymptoten (MMA)

so skaliert, dass dieselbe Kriimmung in beide Richtungen herrscht, wodurch der Optimie-
rungsalgorithmus mit einer Iteration am Ziel ist.

(a) Hohenlinien einer Funktion mit Konditions- (b) Hohenlinien einer Funktion mit Konditions-
zahl 1 der Hesse-Matrix. zahl grofler 1 der Hesse-Matrix.

Abbildung 4.5: Hohenlinien und Iterationsgeschichte fiir unterschiedliche Skalierungen.

Kriimmungsinformationen der Originalfunktionen sind in der Strukturoptimierung nur mit
grofiem Aufwand erhiltlich, daher miissen sich die Approximationsverfahren mit Informa-
tionen erster Ordnung begniigen. Aus diesem Grund wird versucht, durch geeignete Skalie-
rung der Sensitivititenmatrix eine indirekte Konditionierung der Hesse-Matrix vorzuneh-
men.

Die Funktionsweise des Vorkonditionierens kann anschaulich erldutert werden. Angenom-
men, die Sensitivititenmatrix wére A der Dimension 1 + m + m, Zeilen und n Spalten

a1 ai 2 SR 5 7]
a1 az2 R 7]

A=|. . L (4.103)
Ntm+m, 1 M+m+m,2 °°° aAdl+m+men

Die fettgedruckten Matrixelemente stellen diejenigen dar, die in der jeweiligen Zeile den
grofiten Zahlenwert haben (Absolutwerte). So ergibt sich der Vektor der Skalierungsfakto-
ren Scale der Dimension 1 + m + m, zu

ai 2

a
Scale = 2 ! (4.104)

a1+m+me n
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Durch Normierung der Zeilen der Sensitivititenmatrix wird erreicht, dass die Kriimmung
im Laufe der Iteration in allen Richtungen angeglichen wird. Die vielen Beispiele anerkann-
ter Benchmarks fiir Optimierungsalgorithmen [ ] bestdtigen den Erfolg der Methode.

Vorsicht ist allerdings bei Skalierungs- und Konditionierungsverfahren geboten, denn die
Anderung der Zahlenwerte in den zu konditionierenden Matrizen kann zu einer anderen
Problemstellung fiithren. Somit muss sichergestellt werden, dass die Losung des skalierten
Problems auch der des Originalproblems entspricht.

Betrachtet man die Lagrange-Funktion in allgemeiner Form,

m—+me
L(x,A) = go(x) + ) A;gj(x), x€R” (4.105)
j=1

ergibt sich, dass die Skalierung der Funktionsauswertung lediglich den Betrag des
Lagrange-Multiplikators beeinflusst, ansonsten beliebig sein kann. Ein Blick auf die Sen-
sitivitdten in der Kuhn-Tucker-Bedingung,

oL 9go(x) | "Ee  9gi(x)
%= et ,Zl =g =0 (4.106)

die ein Gleichungssystem mit n Zeilen darstellt, zeigt den Einfluss der Skalierungsfaktoren.
Zur Veranschaulichung dieser Gleichungen werden diese fiir das Beispiel n = 3 (Anzahl der
Entwurfsvariablen) und m + m, = 2 (Anzahl der Nebenbedingungen) ausgeschrieben.

dgo dg1 9 _

a—xl + /\1@ + AZE =0

950 0g1 092 B

Mo, TMe, = ©

dgo dg1 9 _

ovs  Maxs T Moy, = 0 (.107)

Die fettgedruckten Ableitungen stellen eine Spalte im angegebenen Gleichungssystem und
eine Zeile in der Sensitivititenmatrix dar. Diese Zeile wird im Zuge der Skalierung durch
denselben Faktor dividiert. Bekanntermafsen dndert sich die Losung eines Gleichungssys-
tems nicht bei Zeilen- bzw. Spaltenoperationen. Somit dndert sich auch das zu optimierende
Problem nicht, wenn solch eine Konditionierung vorgenommen wird.

4.4 Numerische Beispiele

In diesem Abschnitt wird der mathematische Optimierungsalgorithmus DEMMA auf , Herz
und Nieren” getestet. In der Literatur [ ] ist eine Fiille von Testbeispielen zur nichtli-
nearen Programmierung zu finden, die aufgrund der grofien Vielfalt und der gezielt zusam-
mengestellten Funktionen als Mafsstab fiir Qualitat und Effizienz gelten.
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Der im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Optimierungsalgorithmus ist in mehreren Op-
timierungsumgebungen implementiert worden. Im Zuge des vom BMBF? unterstiitzten
Verbundprojektes ELAnO? wurde DEMMA in die Optimierungssoftware TOSCA der Fa.
FE-Design integriert und ist bei Testberechnungen in der Topologieoptimierung zum Ein-
satz gekommen. In einer Diplomarbeit in Kooperation mit der Fa. MSC ist der Optimie-
rungsalgorithmus in eine hausinterne Version von msc.Nastran implementiert worden. Fiir
die allgemeine Anwendung in der Strukturoptimierung, vor allem in der Formoptimie-
rung, ist DEMMA Teil des Lehrstuhl eigenen Forschungsprogramms CARAT*, bei dem eine
vollstindige Integration in die Optimierungsumgebung erfolgt ist. Es folgen Beispiele aus
Topologie- und Formoptimierung, die die Leistungsfahigkeit des Optimierungsalgorithmus
demonstrieren.

4.4.1 Mathematische Beispiele
4.4.1.1 Beispiel 1: Entkoppelte Entwurfsvariablen

In diesem Testbeispie15 sollen die Vorziige von DEMMA in der Optimierung von Problemen
mit entkoppelten Entwurfsvariablen, bei denen die Approximationsstrategie mittels sepa-
rierter Variablen exakt zutrifft, aufgezeigt werden. In dieser Aufgabe ist die Kondition des
Problems schlecht gewdhlt worden, um die Effizienz der Skalierungsroutine zu demonstrie-
ren.

Minimiere  f(x) = .01x3 + x3 — 100 (4.108)
so, dass
g(x) = —=10x; +x2+10 <0 (4.109)

2 < X1 <50
~50< x <50 (4.110)

Die Losung liegt bei x* = (2,0)

Die I’cerationsgeschichte6 in Tabelle 4.1 zeigt die schnelle Konvergenz zur richtigen Losung.

2BMBF: Bundesministerium fiir Bildung und Forschnung

3ELAnO: Entwicklung und Konstruktion von innovativen Leichtbauprodukten unter konsequenter Verwen-
dung adaptierter Analyse- und Optimierungsmethoden

4CARAT: Computer Aided Research Analysis Tool
5Problem Nr. 21 in [ ]

%Die Funktionswerte sind skaliert.
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Start 1. Iteration 2. Iteration 3. Iteration
X (-1,-1) (2,-1.25) (2, 6.716E-002) (2,-1.212E-005)
f(x) -49.495 -42.228 -50.021 -49.980
g(x) 1.900 9.31E-005 -0.989 -0.999
M 0.0 12.664 0.0 0.0
Ay 0.0 6.000 1.999E-002 1.999E-002
A3 0.0 0.0 0.0 0.0
L(x, M) -49.495 -42.227 -50.021 -49.980

Tabelle 4.1: Iterationsgeschichte (Beispiel 1)

4.4.1.2 Beispiel 2: Gekoppelte Entwurfsvariablen

7 In diesem Testbeispiel wird die Fahigkeit der separierbaren Approximation demonstriert,
Funktionen trotz gekoppelter Entwurfsvariablen dennoch gut zu approximieren.

Minimiere f(x)

so, dass

=e

X1X2X3X4X5

h(x)= x3+x3+x3+xj+x2-10 =0
ha(x) = X2X3 + 5x4x5
h3(x) = x4+ +1

-23<
-23<
-32<
-32<
-32<

<23
<23
<32
<32
<32

Die Losung liegt bei x* = (—1.717, 1.595, 1.827, —.763, —.763)

(4.111)

(4.112)

(4.113)

Die Iterationsgeschichte® in Tabelle 4.2 zeigt die schnelle Konvergenz der dualen Variablen
trotz vorhandener Koppelung der primalen Variablen.

7Problem Nr. 80 in [ ]

8Die Funktionswerte sind skaliert.
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Start 1. Iteration 2. Iteration 3. Iteration 4. Iteration

X (-2,2,2,-1,-1) (-1.728,1.645, (-1.716,1.595, (-1.716,1.594, (-1.716,1.594,
1.833,-0.795,  1.830,-0.765,  1.830,-0.764,  1.830,-0.764,
-0.795) -0.765) -0.764) -0.764)

f(x) 3.35E-004 3.71E-002 5.35E-002 5.40E-002 5.40E-002

hy(x) 4.000 0.315 4.55E-3 1.38E-7 -3.36E-5

hy(x) -1.000 -0.149 -4.60E-3 5.66E-6 2.87E-5

h3(x) 1.000 0.291 1.13E-2 1.54E-5 3.43E-5

A1 0.0 6.43E-4 3.25E-2 4.00E-2 4.02E-2

Ay 0.0 -3.89E-4 -3.13E-2 -3.80E-2 -3.79E-2

A3 0.0 4.17E-5 4.3E-3 5.30E-3 5.23E-3

Tabelle 4.2: Iterationsgeschichte (Beispiel 2)

4.4.2 Beispiele aus der Strukturoptimierung

Im Folgenden werden zwei Beispiele aus Topologie- und Formoptimierung présentiert, in

denen die Fahigkeit des Optimierungsalgorithmus, Probleme mit vielen Entwurfsvariablen

und vielen Nebenbedingungen zu optimieren, unter Beweis gestellt wird.

4.4.3 Topologieoptimierung

Abbildung 4.8: Kragarm nach 10. Iteration

Abbildung 4.9: Kragarm nach 20. Iteration

In diesem Beispiel wird ein Kragarm mit zweidimensionalen Kontinuumselementen model-

liert und mit einer Knotenlast am unteren Kragarmende belastet. Die Topologieoptimierung
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Abbildung 4.12: Kragarm nach 50. Iteration Abbildung 4.13: Kragarm nach 60. Iteration

erfolgt mit der Optimierungssoftware TOSCA der Fa. FE-Design und dem Optimierungsal-
gorithmus DEMMA. Die linearelastische Strukturanalyse wird mit dem FE-Progamm’® AN-
SYS durchgefiihrt. Ziel der Optimierung ist die Minimierung der Verzerrungsenergie unter
Einhaltung einer Volumengleichheitsnebenbedingung:

n
V= % Z Vx; = 0.45 (4.114)
i=1
mit
n Anzahl der finiten Elemente mit variabler Dichte (Anzahl der Entwurfsvariablen).
I’ Volumen des Kragarms bei voller Materialdichte.
v? Volumen des i-ten finiten Elements bei voller Materialdichte.
X; i-te Entwurfsvariable. Reprdsentiert die relative Materialdichte die zwischen 0 und 1

variiert. Das Optimierungsergebnis soll ein 0-1-Modell sein, d.h., ein Element hat zum
Schluss entweder die volle Materialdichte, oder es wird nicht benétigt und ist leer. In
der algorithmischen Umsetzung darf die Dichte nicht null sein, denn dadurch
verschwindet die Steifigkeit des finiten Elements und die Systemsteifigkeitsmatrix wird
singulir. Daher wird eine Untergrenze festgesetzt, die iiblicherweise bei ca. 102 liegt.

Das System wird mit 3994 Elementen diskretisiert, die alle eine variable Dichte besitzen
(3994 Entwurfsvariablen). Das Ergebnis und die Iterationsgeschichte sind in den Abbildun-
gen unten dargestellt. Es stellt sich, wie zu erwarten war, eine strebenartige Struktur ein, die
an die Michell-Strukturen stark erinnert [Mic04].

4.4.4 Formoptimierung

Nachdem im vorigen Beispiel der Schwerpunkt bei der Verarbeitung von vielen Entwurfs-
variablen lag, werden in diesem Beispiel viele Nebenbedingungen behandelt. Die Formop-
timierung der Unterkannte eines Durchlauftragers wird unter Berticksichtigung von Span-

9Tm Kontext der Optimierung auch als FE-Solver genannt.
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(b) Verteilung der von Mieses Spannung im Aus-
gangsmodell.

(a) Ausgangsgeometrie und Belastung.

Abbildung 4.14: Ausgangsentwurf: Geometrie, Belastung und von Mieses Spannungen.

(b) Verteilung der von Mieses Spannung im op-
timierten Modell.

(a) Optimierte Geometrie.

Abbildung 4.15: Optimierungsergebnis: Geometrie und von Mieses Spannungen.

nungsrestriktionen durchgefiihrt. Die Unterkante des Zweifeldtragers wird anhand von
Bezier-Elementen parametrisiert, deren Kontrollknoten als Entwurfsvariablen deklariert
werden. Genauer gesagt, ist die vertikale Raumkoordinate von insgesamt neun Kontroll-
knoten variabel, wie in den Abbildungen 4.14(a) und 4.15(a) zu sehen ist.

Ziel der Optimierung ist die Minimierung des Gewichtes der gesamten Struktur unter der
Bedingung, dass die von Mieses Spannung an keiner Stelle den Grenzwert von o,; = 300
tiberschreitet. Durch die gewdhlte Diskretisierung von 40 Elementen mit jeweils vier Gauf3-
punkten, an denen die Spannungsnebenbedingung ausgewertet wird, ergeben sich 320 Re-
striktionen. Das Ergebnis der Optimierung ist der wohlbekannte Voutentrager, wie in Ab-
bildung 4.15(a) zu sehen ist. Das Spannungsbild (Abbildung 4.15(b)) zeigt die bessere Ma-
terialausnutzung durch Anpassung der Bauhohe.
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Kapitel 5

Formoptimierung von
Freiformschalen

5.1 Einfiihrung in die Formoptimierung diinnwandiger Struktu-
ren

Die Formoptimierung von Flachentragwerken wie Platten- und Schalenstrukturen, auch als
Gestaltoptimierung bekannt, beschéftigt sich mit den Verfahren und Algorithmen zur Mo-
difikation der formbeschreibenden Parameter der zu optimierenden Schalenstrukturen, mit
dem Zweck die Struktureigenschaften gezielt zu verbessern. Dieser Verbesserungsprozess
stellt im mathematischen Sinne eine Minimierung bzw. Maximierung einer oder mehrerer
Zielfunktion(en), wie Gewicht, Eigenfrequenz oder Verzerrungsenergie dar. Fiir Details tiber
die mathematische Formulierung der Optimierungsaufgabe siehe Kapitel 2.1. Aufgrund der
engen Verbindung zwischen Struktursteifigkeit, minimalem Gewicht und der optimalen
Lastabtragung wird im Rahmen dieser Arbeit die Verzerrungsenergie als einzige Zielfunk-
tion optimiert.

Die Implementierung einer Zielfunktion bzw. Nebenbedingung, wie Spannungs-,
Verschiebungs- oder Fertigungsrestriktionen, ist mit einem groflen Codierungsaufwand ver-
bunden, insbesondere wenn die Gradientenermittlung mittels analytischer Sensitivitdtsana-
lyse erfolgt (mehr Details in Kapitel 8). Die Gradienten der in einer Optimierungsaufgabe
involvierten Funktionen werden in den Optimierungsalgorithmen mit Gradientenverfahren
benotigt, um die Aktualisierung der Entwurfsvariablen vorzunehmen.

Die Strukturanalyse und die damit verbundene Evaluierung der Funktionen der Opti-
mierungsaufgabe wird im Rahmen dieser Arbeit ausschliefllich mit der Methode der fini-
ten Elemente durchgefiihrt. Daher spielen die unterschiedlichen Versteifungseffekte, auch
als Locking-Effekte bezeichnet, infolge deren die Strukturantwort zu steif abgebildet und
die mechanische Tragwirkung verfdlscht wird, eine wichtige Rolle. Die Verwendung von
locking-freien Elementformulierungen ist aufgrund der geringen Wandstédrke der optimier-
ten Strukturen essentiell, nicht nur in Zusammenhang mit der korrekten mechanischen Sys-
temantwort, sondern auch fiir die Aufstellung der Optimierungsaufgabe, denn die unter-
schiedlichen Locking-Phidnomene konnen den zuldssigen Bereich beeintrachtigen und kon-
nen damit das Optimierungsergebnis komplett verfalschen (mehr Details in Kapitel 9).
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(a) Autokarosserien. (b) Filigrane Bauwerke. (c) Blechbauteile.

Abbildung 5.1: Beispiele fiir diinnwandige Schalenstrukturen.

Die im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Verfahren beziehen sich auf raumliche Flachen-
tragwerke beliebiger Gestalt, die im Weiteren als Freiformschalen bezeichnet werden. Es
handelt sich dabei um die Formoptimierung diinnwandiger Strukturen, wie Flugzeugau-
lenhaut, Automobilkarosserien, Fliissigkeitsbehéltnisse oder schlanke Schalenstrukturen
des Bauwesens, z.B. als filigrane Halleniiberdachungen mit grofen Spannweiten u.v.m. In
Abb. 5.1 sind einige Beispiele dargestellt.

Bei der Formoptimierung von Schalentragwerken hinsichtlich minimaler Verzerrungsener-
gie (maximaler Steifigkeit) ohne Restriktionen tendieren die Optimierungsergebnisse dazu,
Membranstrukturen zu produzieren, da die Membranverzerrungen ein niedrigeres Ener-
gieniveau liefern als die der Biegung. Diese Tendenz ist {iblicherweise mit grofien struk-
turellen Veranderungen verbunden. Somit eignen sich diese Methoden fiir die frithe Ent-
wurfsphase, in der die Kenntnis {iber die benétigten Formen kein fortgeschrittenes Stadium
erreicht hat. Jedoch nicht selten besteht die Optimierungsaufgabe darin, ein vorhandenes
Produkt zu verbessern, ohne grofie geometrische Modifikationen vorzunehmen. In diesen
Fallen sind Verfahren vonnoten, die lediglich lokale Aussteifungen bewirken. Daher ist die
automatische Erkennung von Ort und Form dieser lokalen Aussteifungen —in der Literatur
als Sickenoptimierung bezeichnet — ein wichtiger Schwerpunkt dieser Arbeit. Dabei wird
ein Hauptaugenmerk darauf gelegt, dass die Grofle der entstehenden Aussteifungsmulden
bzw. Sicken und die Art und Weise wie diese miteinander interagieren (Durchdringungs-
verhalten) mittels geometrischer Steuerungsparameter vom entwerfenden Ingenieur beein-
flussbar sind (mehr Details in Kapitel 7).

5.2 Die Frage der Parametrisierung

Eine der grundlegenden Fragen bzw. Entscheidungen in der Formoptimierung ist die Wahl
der Methode zur Formbeschreibung der zu optimierenden (Schalen-) Strukturen. In einer
(Form-) Optimierungsaufgabe sind im Allgemeinen drei Modellebenen zu beachten: das
Geometrie-, das Optimierungs- und das Analysemodell. Diese drei Ebenen stehen in direk-
ter hierarchischer Verbindung, wie in Abbildung 5.2 zu sehen ist.

Der aktuelle Stand der Technik in der Formoptimierung sieht es vor, dass das geometri-
sche Modell in der obersten Ebene steht, wovon Analyse- und Optimierungsmodell abge-
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CAD-Modell CAD-Modell
Geometrie + Parametrisierung Geometrie

= T
Berechnungsmodell Optimierungsmodell  Berechnungsmodell
FE-Netz FE-Netz Variable FE-Knoten

(a) CAD-Parametrisierung. (b) FE-Parametrisierung.

Abbildung 5.2: Die Beziehungen zwischen Geometrie-, Analyse- und Optimierungsmodell.

leitet werden. Die Parametrisierung der Geometrie wirkt sich demnach auf die darunter-
liegenden Ebenen aus. Diese Vorgehensweise bringt einige Vorteile fiir den Optimierungs-
prozess, hat allerdings auch Nachteile, die im Verlaufe des Kapitels erldutert werden. Bei
der Formbeschreibung des (Schalen-) Geometriemodells, das in der Regel aus mehreren
Grundformen zusammengesetzt ist, iibernimmt das CAGD! eine essentielle Rolle. Dabei
wird die Geometrie bereichsweise mit geometrischen Objekten, auch Patches oder Design-
Elemente genannt, diskretisiert [ ]. Diese Design-Elemente verfiigen iiber nur wenige
Kontrollpunkte und Schliisselinformationen anhand derer die Form beschrieben und be-
stimmt wird. Z.B. kann die Form eines Kuppel-Design-Elements (Halbkugel) mittels Ra-
dius und Zentrums vollstandig beschrieben werden. Im Vergleich dazu werden wesent-
lich mehr Informationen benétigt, um dieselbe Form mit einem Netz aus Knoten und Ele-
menten zu erfassen. Die Parameter der Design-Elemente werden wihrend der Modellie-
rung der Optimierungsaufgabe als Entwurfsvariablen definiert. Man spricht dabei von der
CAD-Parametrisierung. Das Analysemodell, tiblicherweise ein FE-Modell, wird durch Ver-
netzung der Design-Elemente abgeleitet. Im Optimierungsmodell (sieche auch Abschnitt 2.2)
wird die Optimierungsaufgabe — Entwurfsvariablen, Zielfunktion und Nebenbedingungen
- so formuliert, dass der Optimierungsprozess, die gezielte Verbesserung des Entwurfs, im
Optimierungsalgorithmus vollzogen werden kann. Analyse- und Optimierungsmodell sind
in dieser Parametrisierung voneinander nur mittelbar abhiangig (siehe Abb. 5.2).

Obwohl sich die Parametrisierung der Optimierungsaufgabe basierend auf Design-
Elementen? mittlerweile als Standard in der Formoptimierung durchgesetzt hat, ist dieses
Modellierungswerkzeug nicht unbedingt intuitiv zu bedienen. Hinzu kommt ein nicht zu
vernachldssigender Codierungsaufwand, um die drei o. g. Modelle miteinander zu ver-
kniipfen. Die Komplexitdt der Umsetzung macht Erganzungen und Erweiterungen schwer
umsetzbar.

IComputer Aided Geometric Design. Im weiteren Verlauf wird verallgemeinernd nur CAD verwendet.

2Im weiteren Verlauf als CAD-Parametrisierung bezeichnet
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Eine alternative Parametrisierungsart ist die Reduktion der Anzahl der benétigten Mo-
delle, indem das Optimierungsmodell direkt mit dem Analysemodell (FE-Modell) ver-
kniipft wird. Darin werden die Raumkoordinaten der Knoten des Finite-Elemente-Netzes®
als Entwurfsvariablen deklariert, womit Analyse- und Optimierungsmodell in einander
tibergehen. Man spricht dabei von der Parametrisierung direkt am FE-Netz oder kurz FE-
Parametrisierung. Das dariiber liegende Geometriemodell kann nach wie vor zur Erzeu-
gung des FE-Modells verwendet werden. Allerdings entfillt der Bedarf der Parametrisie-
rung in dieser Ebene, was aus software-technischer Sicht vorteilhaft ist. In Abb. 5.2 werden
tiir beide Parametrisierungen, CAD und FE, die Beziehungen zwischen den unterschiedli-
chen Modellen schematisch dargestellt.

Die Griinde fiir die aktuelle Dominanz der CAD-Parametrisierung in der Formoptimierung
und die damit verbundenen Vor- und Nachteile fiir den Optimierungsprozess werden in
den kommenden Abschnitten beschrieben. Anschliefsend wird der Bedarf nach einer ande-
ren Parametrisierungsart — die FE-Parametrisierung — erldutert und begriindet.

5.3 Der Anfang war die FE-Parametrisierung

Ein kurzer Riickblick soll an dieser Stelle die Chronik der Entwicklung in der Formopti-
mierung bis hin zum aktuellen Stand der Technik nachzeichnen. Die Idee, ein vorhandenes
FE-Netz, das fiir die Systemanalyse als diskretisiertes Berechnungsmodell vorliegt, eben-
so fiir die Optimierung zu verwenden, ist nicht neu. Mitte der Siebzigerjahre haben Ver-
suche stattgefunden, diese natiirliche Parametrisierung in der Formoptimierung anzuwen-
den [ 1l 1l ]. Die in der Literatur préasentierten Ergebnisse zeigen erhebli-
che Probleme auf, die damals dazu gefiihrt haben, die FE-Parametrisierung schnell zu ver-
werfen, um auf die CAD-Parametrisierung als Allheilmittel umzusteigen. Die Ursachen der
Probleme in der FE-Parametrisierung wurden daher nicht tiefgriindig erforscht. Bevor auf
diese noch unverifizierten Probleme eingegangen wird, sollen an dieser Stelle die Schwie-
rigkeiten der Formoptimierung von Freiformschalen mit FE-Parametrisierung anhand von
Optimierungsbeispielen einiger Grundformen, wie Kreis- und Rechteckplatten, aufgezeigt
werden. Diese Beispiele zeigen symptomatisch die Probleme der FE-Parametrisierung, die
zum allgemein herrschenden Urteil beztiglich der Tauglichkeit der FE-Parametrisierung ge-
fiihrt haben [ | ].

Im ersten Beispiel (Abb. 5.3) wird die Verzerrungsenergie! einer Navier-gelagerten Kreis-
platte minimiert (Maximierung der Steifigkeit) fiir den Lastfall Eigengewicht. Die Aus-
gangsgeometrie wird mittels geeigneter CAD-Objekte im Preprozessor erstellt und mit dem
Freivernetzer vernetzt. Im zweiten Beispiel (Abb. 5.4) wird die Form einer allseitig gelenkig
gelagerten quadratischen Platte unter Eigengewicht optimiert. Zur Erstellung des Analyse-
modells wird diesmal ein strukturiertes Netz verwendet, um zu zeigen, dass die Netzqua-
litat keinen grofien Einfluss auf den Charakter des Optimierungsergebnisses hat. In beiden

3Im weiteren Verlauf als FE-Netz bezeichnet.

4Samtliche Formoptimierungsaufgaben in dieser Arbeit und alle vorgestellten Verfahren behandeln aus-
schlieSlich die Zielfunktion Verzerrungsenergie. Dies stellt keine Einschrankung der Allgemeingiiltigkeit der
Verfahren dar.
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Beispielen basiert die Parametrisierung des Optimierungsmodells auf dem FE-Netz’, indem
die drei Raumkoordinaten aller FE-Knoten, bis auf die Randknoten, als Entwurfsvariablen
deklariert werden. Das Ergebnis der Optimierung beider Strukturen ist in Abb. 5.3 und Abb.
5.4 zu sehen. Das Optimierungsergebnis, qualitativ betrachtet, bestétigt die in der Literatur
veroffentlichten Erfahrungen mit der FE-Parametrisierung [UWO03],[FRZ75]. Durch die hohe
Welligkeit der Losung und die unregelmifigen Oszillationen entsteht der Eindruck, ledig-
lich numerischen Schrott zu produzieren, was dazu gefiihrt hat, diese intuitive und einfach
umzusetzende Methode aufzugeben.

(a) Freivernetzte Ausgangsgeometrie. (b) Optimierungsergebnis.

Abbildung 5.3: Erste Versuche der Formoptimierung mit FE-Parametrisierung. Freivernetzte Kreis-
platte unter Eigengewicht.

Die charakteristischen Phianomene der FE-Parametrisierung werden im Folgenden zusam-
mengefasst:

e Die Ergebnisse der Optimierung weisen eine hohe Welligkeit auf und die Oszillatio-
nen konzentrieren sich auf Regionen mit hohem Zielfunktionsgradienten. Dabei ist
eine Vielfalt an Wellenlingen zu beobachten. Das Gesamtbild besteht aus einer Uber-
lagerung von hochfrequenten kurzen Wellen und langeren Wellen bis hin zur grofien
Welle, die meistens den gesamten Entwurfsraum erfasst.

e Bedingt durch die hohe Welligkeit entsteht ein mathematisch schlecht gestelltes Pro-
blem, wodurch die Optimierungsalgorithmen Konvergenzschwierigkeiten erfahren.

SErwéhnenswert ist die Tatsache, dass die Startgeometrie nicht exakt eben sein darf, da eine komplett waage-
rechte Platte (senkrecht zur Belastung) nur auf Biegung abtrégt und damit ein Maximum an Verzerrungsenergie
liefert. Die Ableitungen der Zielfunktion tendieren am Extremum gegen null® und die Optimierungsaufgabe ist,
ausgehend von einem Extremum, mit Gradientenverfahren nicht l6sbar. Aufgrund dessen wird die Geometrie
aus der Ebene in Plattenmitte etwas ausgelenkt.
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(a) Strukturiert vernetzte Ausgangsgeometrie. (b) Optimierungsergebnis.

Abbildung 5.4: Erste Versuche der Formoptimierung mit FE-Parametrisierung. Quadratische Platte
mit strukturiertem Netz unter Eigengewicht.

Die Folge ist die Uneindeutigkeit der Losungen. Hinzu kommt, dass die resultieren-
den Formen héufig aus Sicht des Ingenieurs unerwiinscht sind, da nicht produzierbar
oder unésthetisch. Ahnliche Probleme gab es in den Anféngen der Topologieoptimie-
rung, indem identische FE-Netze unterschiedliche Ergebnisse geliefert haben.

e Ein eingehender Blick auf die Problemzonen zeigt eine fortschreitende Netzinstabili-
tat in Form von Degeneration bzw. Durchdringung der finiten Elemente. Die Qualitat
der Elemente nimmt im Laufe der Iterationen allméihlich ab, was zum Abbruch der
Systemanalyse fithren kann und sonst mechanisch wenig sinnvolle Systemantworten
liefert. Die Qualitét eines finiten Elements bezieht sich im Kontext der Elementdege-
neration auf dessen Fahigkeit das Strukturverhalten bestmoglich wiederzugeben.

e Ein weiterer an die Losungswelligkeit gekoppelter Aspekt ist der hadufige Kriim-
mungswechsel” in der Strukturgeometrie. Dieses Strukturverhalten wird in der Ma-
thematik als ein schlecht gestelltes bzw. konditioniertes Problem bezeichnet®. Die ma-
thematische Sichtweise liefert wichtige Erkenntnisse und Losungsverfahren, wie Fil-
tertechniken und Stabilisierungsverfahren [T5Y90], [Cam04].

e Ein Phidnomen, das aus den bisher prasentierten Beispielen (Abb. 5.3 und Abb. 5.4)
nicht hervorgeht, ist die Netzabhdngigkeit der Losungen. Dies bedeutet eine direkte

"Das Kriimmungsmag ist dabei unerheblich. Es konnen sowohl die Hauptkriimmungen als auch die mittlere
Kriimmung verwendet werden.

8111-posed problems
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Verbindung zwischen den ,optimalen” Schalenformen und der verwendeteten Dis-
kretisierung. In Bezug auf die beobachtete Welligkeit entstehen dann mit der Netz-
verfeinerung kiirzere Wellen, die vorher beim groberen Netz nicht aufgelost werden
konnten. Eine eindeutige Losung kann dadurch nicht erreicht werden (siehe Abb. 6.5
in Abschnitt 6.3).

e Mit der Netzabhingigkeit korrespondiert auch die Tatsache, dass das Optimierungs-
problem viele lokale Minima besitzt, was die Arbeit von gradientenbasierten Optimie-
rungsalgorithmen zusatzlich erschwert.

e Die hohe Anzahl an Entwurfsvariablen ist ebenso ein Merkmal dieser Parametri-
sierungsart. Die Optimierungsverfahren werden dadurch zeit- und rechensintensiv.
Dieser auf den ersten Blick offensichtliche Nachteil verleiht andererseits der FE-
Parametrisierung die erwiinschte Form- und Entwurfsfreiheit. Denselben hohen Preis
hat man in der Topologieoptimierung erbracht, indem jedes finite Element bzw. dessen
relative Dichte zu einer Entwurfsvariablen deklariert wurde.

Die obige Zusammenstellung der Probleme in der FE-Parametrisierung dient der Charakte-
risierung, um im weiteren Verlauf der Arbeit diese Probleme mathematisch und mechanisch
aufzuarbeiten und entsprechende Losungsanséatze zu erarbeiten.

5.4 Die CAD-Parametrisierung

Das Restimee aus den Erfahrungen mit der FE-Parametrisierung war, dass die inhdren-
te ,,Unglattheit” der Optimierungsergebnisse das zentrale Problem darstellt. Schafft man
es, die FE-Knoten auf einer glatten Oberfliche zu bewegen, verschwinden automatisch
die Netz- und Losungsinstabilitdten. Daraus entstand der Gedanke, iibergeordnete CAD-
Patches fiir die Parametrisierung der Optimierungsaufgabe zu verwenden. Es handelt sich
dabei um vordefinierte Geometrieobjekte, die jeweils einen grofieren Bereich der Struktur-
geometrie beschreiben und in Summe das Geometriemodell ergeben. Analyse- und Op-
timierungsmodell werden danach vom Geometriemodell abgeleitet. Die mathematischen
Grundlagen fiir die Geometriebeschreibungen mittels CAD sowie die softwaretechnische
Umsetzung werden in [ 11 11 1 I ]Jund [ ] ausfiihrlich beschrie-
ben.

Die Formoptimierung im Allgemeinen, unabhéngig von der Parametrisierung, ist eine Auf-
gabe der Variationsrechnung, bei der die formbeschreibenden Funktionsverldufe gesucht
werden, die bestimmte Zielfunktionale optimal erfiillen. Diese Aufgabe, also die Bestim-
mung der strukturweit geltenden Gestaltfunktionen, kann allerdings nicht fiir beliebige
Korper gelost werden. Es sind nur wenige analytische Funktionen/Losungen bekannt, wie
Katenoide, die in geschlossener Form aus der Variationsrechnung hergeleitet werden kon-
nen [ ]. In diese Sackgasse ist die Strukturmechanik einst geraten, indem die aufgestell-
ten problembeschreibenden Differentialgleichungen nicht geschlossen gelost werden konn-
ten. Dies hat dazu gefiihrt, dass die Optimierung von beliebigen Formen nur mittels N&-
herungsverfahren durchgefiihrt werden kann. Die Geometrie der zu optimierenden Struk-
tur wird durch bereichsweise geltende Ansatzfunktionen angendhert, analog zur Methode
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der finiten Elemente. Diese Ansatzfunktionen sind die CAD-Patches bzw. Design-Elemente.
Die Diskretisierung der Geometrie transferiert die Optimierungsaufgabe von der Variations-
rechnung, in der die unbekannten Funktionsverldufe gesucht werden, in eine gewthnliche
Parameteroptimierung, in der die gesuchten Grofien die Freiwerte der Ansatzfunktionen
sind.

An die Geometrieansatzfunktionen werden in der Regel hohe Glattheitsanforderungen ge-
stellt, sodass die Probleme der Netzinstabilitidt, des starken Kriimmungswechsels und der
oszillierenden Losung behoben werden bzw. erst gar nicht auftreten konnen.

Die Vorteile der CAD-Parametrisierung konnen wie folgt zusammengefasst werden:

e Netzstabilitdt. Das Berechnungsmodell in Form eines FE-Netzes entsteht durch die
Vernetzung der Design-Elemente, entweder mittels eines Freivernetzers oder direkt
durch den Benutzer, meistens um strukturierte Netze (qualitativ bessere) zu erhalten.
In jedem Fall wird das FE-Netz im Laufe des iterativen Optimierungsprozesses nicht
direkt vom Optimierungsalgorithmus modifiziert. Die CAD-Parametrisierung sieht es
vor, dass lediglich Kontrolldaten der Design-Elemente als Entwurfsvariablen in Frage
kommen. Kontrolldaten sind alle Informationen, die zur Beschreibung des Design-
Elements benotigt werden, wie Raumkoordinaten der Kontrollknoten, Strukturdicken
an den Designknoten, Lochradien oder vorgeschriebene Tangenten [ ]. Dadurch
dass die Design-Elemente grofiere Bereiche abdecken, wird die Degeneration der fini-
ten Elemente verzogert und tritt erst ein, wenn ein Patch selber entartet. Dieser Entar-
tungsprozessist allerdings aufgrund der Grofse und der Formbeschreibung wesentlich
langsamer als bei feindiskretisierten im dreidimensionalen Raum freibeweglichen fi-
niten Elementen. Insbesondere wenn die Geometrie nach jeder Iteration neu vernetzt
wird, was allerdings bei Freivernetzern zeitintensiv sein kann, bleibt die Qualitdt der
finiten Elemente und damit die Qualitdt der Systemantwort lange erhalten.

e Glattheit der optimalen Strukturen. Die Glattheit der Ergebnisse ist allerdings mehr
eine Vorgabe als ein Resultat. Bei der Parametrisierung direkt am FE-Netz waren
die welligen und oszillierenden Ergebnisgeometrien der treibende Motor fiir die Ent-
wicklung der CAD-Parametrisierung. Dabei war es eine Vorgabe, dass die generier-
ten Formen die Glattheit der Anfangsgeometrie nicht verlieren, was durch Glattheits-
und Kontinuitdtsanforderungen an die verwendeten Polynome und Bézier-Elemente
[ ] erzwungen wird. Unter dem Begriff der Glattheit wird in diesem Kontext ver-
standen, dass die zweite Ableitung der Geometriefunktion(en) keine Spriinge auf-
weist.

o Losungseindeutigkeit. Ein Verdienst der erzwungenen Geometrieglattheit ist unter
anderem das Vermeiden der vielen lokalen Minima, die aufgrund der inhédrenten Lo-
sungswelligkeit existieren. Das Vorschreiben von Flachenfunktionen mittels der CAD-
Patches ist der Versuch, die Wellenldnge im Optimierungsprozess zu kontrollieren, in
der Hoffnung diese optimal zu treffen.

e Geringe Anzahl an Entwurfsvariablen. Fiir die Diskretisierung der Strukturgeometrie
werden nur wenige grofiflichige Design-Elemente benétigt, abhiangig von der Kom-
plexitdt der zu modellierenden Strukturen. Somit wird die Formvielfalt und -freiheit
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auf die wenigen Kontrollinformationen der Patches reduziert. Die Dimensionalitidt des
Optimierungsproblems wird entsprechend reduziert, was sich auf die Stabilitdt und
das Konvergenzverhalten des Optimierungsalgorithmus positiv auswirkt.

Die o.g. Vorziige der CAD-Parametrisierung haben die Akzeptanz der Formoptimierung
in der industriellen Praxis erhoht und dazu gefiihrt, dass Anfang der Neunzigerjahre die
Entwicklung von leistungsfahigen CAD-Werkzeugen zur gleichzeitigen Modellierung und
Parametrisierung der Geometrie einen Schub erfahren hat. In der Anwendung hat der stei-
gende Bedarf an Formfreiheiten im Entwurf und der Wunsch nach Automatisierung des
Optimierungsprozesses die Komplexitit der CAD-Software erhoht. Trotz dieser rasanten
Entwicklung ist die Formoptimierung9 iiber den Einsatz in der spiten Entwurfsphase, in
der sich die Kenntnis tiber die gewiinschte bzw. benotigte Gestalt in einem fortgeschritte-
nen Stadium befindet, nicht hinausgekommen. Die Griinde dafiir, dass die Formoptimie-
rung nicht den Erfolg der Topologieoptimierung erlangen konnte, liegen im Grundkonzept
der CAD-Parametrisierung. Speziell sind folgende Aspekte zu nennen:

e Der stindige Drang nach mehr Funktionalitit in der CAD-Software!® und der
Wunsch, diese nahtlos in die Strukturanalyse und -optimierung einzubinden, hat zur
Entwicklung méchtiger aber auch komplexer CAD-Tools gefiihrt. Die Modellerstel-
lung und vor allem die Parametrisierung des CAD-Modells wird zu einer zeit- und
kostenintensiven Aufgabe.

e Die Gewdhrleistung der Kontinuitdt zwischen den benachbarten Patches — vor allem
wihrend des Optimierungsprozesses — ist keine triviale Aufgabe.

e Der springende Punkt bei Modellparametrisierung ist die Tatsache, dass die Entschei-
dung fiir eine bestimmte Konfiguration von Parametern gewissermafien die Kenntnis
vom gesuchten Optimum impliziert. Dieses Paradoxon resultiert aus der massiven
Einschrankung des Suchraumes und der Formfreiheiten im Optimierungsproblem
durch Einfiithrung der CAD-Patches. Durch die Wahl von Design-Elementen wird ver-
sucht, das Optimum in eine bestimmte Richtung zu steuern, was allerdings nur dann
funktioniert, wenn die Parametrisierung geeignet war. Genau darin besteht das Pro-
blem der CAD-Parametrisierung, denn bei ungeeigneter Konfiguration der Entwurfs-
variablen sind die Ergebnisse unbrauchbar. Die Riickkopplung vom Optimierungs-
modell zum CAD-Modell ist kostspielig, da meistens eine komplette Neuparametri-
sierung notwendig ist. Genau aus diesem Grund sind neue Verfahren fiir die Anwen-
dung in der Vorentwurfsphase notwendig geworden.

Fazit: die Formoptimierung mit CAD-Parametrisierung ist ein robustes Verfahren fiir Ent-
wurfsverbesserungen mit geringen Modifikationen — ohne grundsitzliche Anderungen am

9Die Formoptimierung mit CAD-Parametrisierung wird in der industriellen Anwendung als Parameteropti-
mierung bezeichnet. Der Begriff Formoptimierung wird hingegen haufig mit lokalen Oberflachenmodifikatio-
nen zwecks der Spannungshomogenisierung (ohne Zielfunktion) in Verbindung gebracht.

10preprozessoren
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Ausgangsmodell — und ist lediglich fiir die spdte Entwurfsphase geeignet. Der Bedarf an fle-
xiblen Optimierungsverfahren, die hohe Formfreiheiten bieten, bei denen der entwerfende
Ingenieur keine a priori Informationen tiber das Optimum bzw. tiber das optimale Verhalten
seiner Struktur besitzt, erfordert die Riickkehr zur FE-Parametrisierung, bei der die maxi-
male Formfreiheit im Rahmen der Diskretisierung gewéhrleistet ist. Allerdings miissen die
verfahrenspezifischen Probleme verstanden und behandelt werden.

Im Verlauf der nachsten Kapitel wird auf die Phdanomene der Optimierung direkt am FE-
Modell eingegangen. Dabei werden Methoden vorgestellt, anhand deren die anfdanglichen
Schwierigkeiten verstanden, kontrolliert und behoben werden.



Kapitel 6

FE-Parametrisierung im Kontext der
Formoptimierung

6.1 Einfithrung

Die in Kapitel 5.3 angesprochenen Phianomene — Welligkeit und Uneindeutigkeit der Lo-
sung, starke Kriimmungswechsel in der Strukturgeomtrie, die lokalen Minima und die
Netzabhdngigkeit —haben dazu gefiihrt, dass die Formoptimierung direkt am FE-Modell fiir
untauglich erklart wurde [Spr94], [UWO03],[FRZ75]. Die Forschung in der Formoptimierung
setzte seitdem auf das CAD als alleinige Methode zur Modellparametrisierung ungeachtet
der Tatsache, dass damit das Ziel, die Formoptimierung als Entwurfs- und Kreativitatswerk-
zeug im Vorentwurf zu etablieren, nur schwer erreichbar ist. Genau mit dieser Aufgabe —die
Anwendung der Formoptimierung im Vorentwurf — beschéftigt sich diese Arbeit.

Auf dem Weg zu einem anwendungsreifen und anwenderfreundlichen Verfahren miissen
die Phdanomene der Parametrisierung direkt am FE-Modell hinsichtlich Mathematik und
Mechanik verstanden und kontrolliert werden.

Ein Sprung zuriick zum sprichwortlich holprigen Anfang soll dabei helfen, die zentralen
Phdnomene zu identifizieren. In Abb. 6.1 wird das vorige Beispiel der Kreisplatte in einem
grofieren Mafistab dargestellt.

Abbildung 6.1: Phdanomene der FE-Parametrisierung.

Der erste Eindruck, das Ergebnis der numerischen Simulation sei beliebig und unkontrol-
lierbar, tduscht. Bei eingehender Beobachtung fillt auf, dass das Wellenmuster gewissen Re-
geln gehorcht. Es existieren kurze Wellen, mit der kleinsten von der Strukturdiskretisierung
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(a) Wellblech. Eine kurze Welle (b) Bogen. Eine lange Welle (c) Kuppel. Die globale Welle

Abbildung 6.2: Lokal kontra global.

darstellbaren Wellenldnge (Netzabhingigkeit), die sich auch mit langeren Wellen {iberla-
gern. Diese langeren Wellen bilden eine Hierarchie von Wellenldngen bis hin zur grofsen
strukturweiten Welle.

Die Charakteristik der Welligkeit ist ein Ausdruck fiir einen Konflikt zwischen lokalen und
globalen Phanomenen. Dieses Verhalten, also die Vielfalt an widerstreitenden Losungen in
den unterschiedlichen Skalen, kann am Beispiel der Formoptimierung einer quadratischen
Platte, mit dem Ziel die Steifigkeit zu maximieren, erldutert werden (Abbildung 6.2).

Eine Losung mit lokalen kurzen Wellen kann durch eine Wellblechlésung reprasentiert wer-
den. Es stellt ein lokales Minimum der Verzerrungsenergie dar (Abb. 6.2(a)). Die einfach
gekriimmte Zylinderschale, Bogen in eine Richtung, bietet eine lange Welle dar, mit ei-
nem niedrigeren Energieniveau (Abb. 6.2(b)), also ein besseres lokales Minimum. Hinge-
gen konnte eine allgemein parabolische Kuppel die globale Welle, globales Minimum der
Verzerrungsenergie, sein (Abb. 6.2(c)).

Alle drei Alternativen reduzieren die Verzerrungsenergie des Systems im Vergleich zur ebe-
nen Platte und sind damit zuldssige Losungen. Im Endeffekt obliegt es dem entwerfenden
Ingenieur zu entscheiden, welches Design die Anwendungskriterien am besten erfiillt. Es
sind selten alleine die mechanischen Kriterien, z.B. kleinste Verzerrungsenergie, die den Ent-
wurf pragen. Vielmehr sind es funktionale und &dsthetische Beweggriinde, die die Modellie-
rung und letztendlich die Optimierung am meisten beeinflussen. In diesem Sinne wére ein
Verfahren fiir die frithe Entwurfsphase sehr hilfreich, in dem sich die eine oder andere Ska-
la in der Unmenge an Wellen bzw. Lésungen nach geometrischen iibergeordneten Uberle-
gungen herauskristallisieren wiirde. Die soeben genannten geometrischen tibergeordneten
Uberlegungen kénnen z.B. eine bestimmte Wellenlinge sein, die in der endgiiltigen Lésung
nicht unterschritten werden darf, worauf im weiteren Verlauf niaher eingegangen wird.

Als Fazit wird konstatiert: in der Formoptimierung herrscht ein standiger Konflikt zwi-
schen den verschiedenen moglichen Wellen, der sich, falls keine Losung dominiert, als ei-
ne zufillige Uberlagerung vieler Wellen beliebiger Wellenlinge darstellt. Die erfolgreiche
Formoptimierung mit der FE-Parametrisierung bedingt die Kontrolle der Welligkeit unter
benutzerdefinierten Gesichtspunkten, wie die Vorgabe der kleinsten gewtiinschten Welle z.B.
aus Fertigungs- oder Designgriinden. D.h. die Verfahren zur Formoptimierung sollten in
der Lage sein, ein geometrisches Mafs vom entwerfenden Ingenieur entgegenzunehmen,
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(a) Der Aquadukt war Teil der Wasserversorgung fiir die (b) Kuppel des Pantheon-
Stadt Nemausus Tempels in Rom

Abbildung 6.3: Optimale Lastabtragung in der Geschichte.

um damit die Strukturwelligkeit so zu beeinflussen, dass keine kiirzeren Wellenldngen im
optimierten Ergebnis auftauchen.

6.2 Bedeutung der Welligkeit

Die Einflussnahme auf die im Optimierungsergebnis vorhandenen und darzustellenden
Wellenldngen kann nur dann vollzogen werden, wenn grundlegendes Verstdndnis fiir den
Hergang der Oszillationen und deren Uberlagerungsmechanismus vorhanden ist. Ursa-
chenforschung soll betrieben werden, um den Anteil der strukturmechanischen Phanomene
und deren Auswirkung auf die Welligkeit herauszufinden. Die Forschung in der Element-
technologie hat in den letzten Jahrzehnten den enormen Einfluss der Locking-Effekte auf
die Ergebnisse der Systemanalyse aufgezeigt [ L[ L[ ]. Die Ubertragung die-
ser Untersuchungen auf den Optimierungsprozess hat erst vor wenigen Jahren begonnen.
Die ersten Ergebnisse in [ ] und [ ] zeigen den Einfluss dieser Effekte auf die
Systemantwort, insbesondere in der Sensitivitdtsanalyse. In Kapitel 9 wird das Locking und
dessen Einfluss auf die Formoptimierung mithilfe von ausgewihlten Beispielen kurz vorge-
stellt. Viele der im weiteren Verlauf prasentierten Verfahren sind Kombinationen von Tech-
niken, die sich in anderen Disziplinen, wie Topologieoptimierung, Membranformfindung,
Signaltechnik und CAD-Gldttung bewédhrt haben.

Auf der Suche nach optimalen Formen stellt sich die Frage, inwiefern die Welligkeit eine
optimale Lastabtragung bewirken kann. Zum Teil kann die Mechanikgeschichte Auskunft
dariiber geben. Vor langer Zeit haben unsere Vorfahren die Vorziige der Bogenwirkung ent-
deckt. Die romischen Arkaden und die vielen Kirchenkuppeln sind nur wenige Beispiele
dafiir (Abb. 6.3). Andererseits begiinstigt ein gewisses Mafs an Welligkeit in der Strukturgeo-
metrie die Lastabtragung, indem die Systemsteifigkeit erhoht wird. In Abb. 6.4 sind einige
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Abbildung 6.4: Optimale Geometrien aus der Membranformfindung.

Geometrien aus der Membranformfindung dargestellt. Der Eindruck, der damit vermittelt
werden soll, ist die Tatsache, dass eine Grundwelligkeit in einer Struktur die Verzerrungs-
energie gegeniiber ebenen oder weniger welligen Geometrien reduzieren kann.

Mit der Erkenntnis, dass die anfanglich als wirre Mondlandschaft bezeichneten Oszillatio-
nen in den Losungen der FE-Parametrisierung eine verschliisselte Botschaft enthalten, kon-
nen mathematische Verfahren zur Kontrolle der Wellenldngen angewandt und angepasst
werden. Diese Verfahren sind in der Literatur unter dem Begriff Filtertechniken zu finden.

Die mit der hohen Welligkeit einhergehende Netzinstabilitit und Elementdegeneration
kann mit dem standigen Vorzeichenwechsel der Hauptkriimmungen kausal verkniipft wer-
den, wodurch Regularisierungs- bzw. Stabilisierungsverfahren [15Y90] mit Stabilisierungs-
termen basierend auf dem Kriimmungsinformationen zur Reduktion der Strukturwellig-
keit angewandt werden koénnen. Ein vielversprechendes Regularisierungsverfahren wird
in [Cam04] vorgestellt. Darin wird zur Zielfunktion F ein geeigneter Kriimmungsterm wie
folgt addiert:

Fg=F+ b / (x —%)*dQ (6.1)
2 Ja
mit
F Originalzielfunktion.
Fg Regularisierte Zielfunktion.
B Regularisierungsterm.
K Ein geeignetes Kriimmungsmafs (z.B. mittlere Kriimmung).
I3 Vorgeschriebene Kriimmungsfunktion desselben Kriimmungsmafes.

In Gl. (6.1) wird jede Abweichung von der vorgeschriebenen Kriimmungsfunktion ¥ be-
straft, wodurch eine Gliattung der optimierten Geometrien erreicht wird.

Eine weitere Mafsnahme zur Wellenkontrolle bieten die Techniken der Variablentransforma-
tion, bei denen die Aufgabenformulierung und die Parametrisierung von Geometrie und
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(a) Grobes Gitter: lange Welle. (b) Feines Gitter: kurze Welle.

Abbildung 6.5: Netzabhédngigkeit der Ergebnisse. Ein unerwiinschter Effekt.

Funktionen in den Kriimmungsraum transformiert werden. Die Variablentransformation
wird erfolgreich im eindimensionalen Fall angewandt [BNB03]. Die Ubertragung dieser Ver-
fahren in den dreidimensionalen Raum fiir Schalentragwerke ist Gegenstand aktueller For-
schungsarbeiten.

6.3 Kontrolle der Welligkeit mit Filtertechniken

Die Filtertechniken finden ihren Ursprung in der Signaltechnik, in der die Verarbei-
tung von analogen und digitalen Signalen die Anwendung von geeigneten Filtern bedarf
[RG75, Nat83]. Nicht nur in der numerischen Simulation finden die Filtertechniken Anwen-
dung, denn auch die Sozialwissenschaften, die Statistik, Probabilitdt, Stochastik u.v.m. sind
auf die Bereinigung von Stérungen und unerwiinschten Effekten angewiesen, um aussage-
kraftige Ergebnisse zu liefern.

Die Formoptimierung von Freiformschalen ohne weitere Mainahmen fiihrt, zu Formen, de-
ren Welligkeit von dem zugrunde liegenden Diskretisierungs- und Approximationsgitter
abhéngt. Je feiner das Netz, desto hochfrequenter und kurzwelliger die Ergebnisse. Die-
se Netzabhingigkeit ist in Abb. 6.5 am Beispiel einer einseitig freiliegenden Platte darge-
stellt!. Auf diese Tatsache hat jedoch die Parametrisierung prinzipiell keinen Einfluss. Es
gilt gleichermafien fiir CAD- und FE-Netze. Der Grund fiir die glatteren Ergebnisse der
CAD-Parametrisierung ist lediglich in der groberen Diskretisierung der CAD-Patches be-
griindet. Fur die Approximation der Strukturgeometrie reichen haufig grofsflachige Design-
Elemente. Eine dhnlich grobe Diskretisierung bei einem FE-Netz wiirde im Hinblick auf die
schlechten mechanischen Eigenschaften ausscheiden.

Die Welligkeitskontrolle in der CAD-Parametrisierung erfolgt durch die Definition der Poly-
nomordnung der formbeschreibenden Design-Elemente und kann aus diesem Grund nach-
traglich nur durch umstandlichen Wechsel des Patchtyps erreicht werden, womit die Defi-
nition von zuséatzlichen Kontrollknoten einhergeht.

Zur Wellenkontrolle in der FE-Parametrisierung konnen Filtertechniken mit flexiblen Al-
gorithmen herangezogen werden, bei denen die Polynomordnung der Filterfunktion und

IDie Platte wird mit einer Gleichflachenlast belastet. Drei Seiten sind Navier-gelagert, der linke Rand ist frei.
Alle nicht gelagerten Knoten sind im dreidimensionalen Raum variabel.
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die Ausdehnung der Integrationsdomaéne die Glattheit der Optimierungsergebnisse auf ein-
fache Weise steuern konnen. Der wesentliche Unterschied zur CAD-Parametrisierung ist,
dass keine Anderungen in Geometrie- oder FE-Modell notwendig sind. Es miissen lediglich
Steuerungsparameter angepasst werden.

6.3.1 Mathematische Grundlagen

Die Filtertechniken erfahren in vielen Disziplinen hohe Akzeptanz. Die wesentlichen
Grundlagen des in dieser Arbeit entwickelten Filters fiir die Formoptimierung basieren auf
der Analogie zu dhnlichen Phanomenen in der Signaltechnik, in der, insbesondere bei der
Digitalisierung von analogen Signalen, dem so genannten Sampling, geeignete Tiefpassfilter
verwendet werden, um das Eingangssignal bandzubegrenzen?. Ein Tiefpass- oder Antialia-
singfilter ist ein mathematisches Instrument, um die hochfrequenten Anteile einer Welle zu
entfernen [ ], wie im folgenden Beispiel erldutert wird.

Gegeben ist die Funktion F(x) = sin(x) + isin(2x), die den globalen Trend einer Welle,
z.B. ein Signal darstellt. Uberlagert wird eine hochfrequente Storung F,ise = %sin(20x) +
%sin(le), die eine Verrauschung der interessierenden Informationen reprasentiert. In Abb.
6.6(a) ist die verrauschte Gesamtfunktion F(x) + F,,;s. dargestellt. Die jeweiligen Anteile
der verrauschten Welle, die unverrauschte Funktion F(x) gestrichelt und die Verrauschung
Fy0ise in durchgezogener Linie, sind in Abb. 6.6(b) zu sehen.

(b) Bestandteile der verrauschten Funk-
tion. Grundwelle (gestrichelt), Verrau-
schung (durchgezogen).

(a) Verrauschte Gesamtwelle.

Abbildung 6.6: Beispiel einer gestorten bzw. verrauschten Welle.

Geht man davon aus, dass die Grundwelle F(x) die wesentlichen interessierenden Infor-
mationen enthélt, und dass die kurzwelligen Anteile lediglich storende Nebeneffekte sind,

Die Bandbegrenzung bedeutet in diesem Zusammenhang, dass die hochfrequenten Anteile des Eingangs-
signals entfernt werden, sodass die hochste im Spektrum vertretene Frequenz bekannt bzw. festgelegt wird.
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dann besteht die Aufgabe darin, diese Anteile herauszufiltern, bevor die Funktion, in die-
sem Beispiel ein Signal, weiter verarbeitet wird. Zu diesem Zweck kann auf elementare
Techniken der Signalfilterung und Wavelettransformation zuriickgegriffen werden [ |
worin eine zu transformierende Funktion mittels geeigneter Formfunktionen approximiert
wird. Die Originalfunktion F(x) wird somit durch die Approximation F(x) repréasentiert.

n
F(x) ~ F(x) =) _NI(x)-F (6.2)
i=1
Dabei ist n Anzahl der Stiitzstellen, an denen die Originalfunktion ausgewertet wird, p die
Polynomordnung, und F; ist die Auswertung an der Stiitzstelle i. Aus GI. (6.2) wird deut-
lich, dass die Wahl der Formfunktionen mafigebend ist fiir Wellenldngen, die mittels der
Approximation dargestellt werden konnen. Somit ist es moglich, durch eine Linearkombi-
nation mehrerer Formfunktionen beliebige Wellenldngen der Originalfunktion wiederzu-
geben. Mit anderen Worten: Die Wahl der Formfunktion N;(x) legt die kleinste mogliche
Wellenlidnge fest.

Ein weiterer wichtiger Begriff in diesem Kontext stellt die duale Funktion D;(x) dar, die
definitionsgemafs eine komplementédre Funktion zur Formfunktion ist. Laut Definition gilt:

1
— NP(&) - DY (§) d& = 6;; 6.3

Mit () als Integrationsbereich, der die Rolle des Einzugsbereiches des Filters tibernimmt und
spéter als Filterradius bezeichnet wird. Die duale Funktion gewinnt durch das Einsetzen
von Gl. (6.3) in Gl. (6.2) an Bedeutung, indem die Amplituden der Originalfunktion an den
Stiitzstellen i aus der Approximation F(x) herausgefiltert werden kénnen:

™
Il

i Jow E@ - DI@) dg _

2 Jog (Tl NP (x) - F) - DI (§) dE =

St fo N(©) - D)@ d2-F = 1) (64)

Es ist ersichtlich, dass die resultierende Amplitude ﬁi eine von kurzen Wellen, die durch Df
nicht aufgelost werden konnen, bereinigte Evaluierung ist. Bei geeigneter Wahl der dualen
Funktion,

| pl@d=1 65)
Ofx)

kann die Amplitude der Originalfunktion reproduziert werden.

Fi(x) ist der gefilterter Verlauf der Originalfunktion, dabei wird um jeden Punkt x der In-
tegrationsbereich () zur Filterung herangezogen. In gewissem Sinne wird innerhalb () eine
Mittelung vorgenommen, was wiederum der Idee einer Glattung entspricht. Es ist wichtig
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zu erkennen, dass die Glattung unter Berticksichtigung benachbarter Funktionswerte kei-
nen Qualitdtsverlust darstellt, sondern den gefilterten und niederfrequenten Anteil liefert,
der im Verlaufe der Integration lediglich von den hochfrequenten Oszillationen bereinigt
wird. Informationsverluste treten erst dann ein, wenn die duale Funktion die globale Welle
nicht mehr zu reprasentieren vermag.

Fiir die Umsetzung dieser Techniken in Form eines Filters fiir Formoptimierung von Frei-
formschalen — zweidimensionale Strukturen im dreidimensionalen Raum — miissen noch
einige Fragestellungen beziiglich der Diskretisierung der Gl. (6.4) gekladrt werden.

Die Strukturanalyse der optimierten Schalentragwerke wird in dieser Arbeit ausschliefilich
mit der Methode der finiten Elemente durchgefiihrt. Somit sind alle in der Optimierung
involvierten Funktionen nur implizit bekannt und konnen damit nicht analytisch integriert
werden. Daher muss Gl. (6.4), basierend auf Funktionsauswertungen, an speziellen Stellen
numerisch integriert werden.

Eine weitere offene Frage ist die Wahl geeigneter dualer Funktionen, die gezielt uner-
wiinschte Oszillationen in der Systemantwort und damit in den optimierten Geometrien
entfernen.

Bevor die speziell auf die Optimierung von Schalentragwerken angepasste Form der allge-
meinen Filtergleichung 6.4 erldutert wird, sollen zunachst einige Formfunktionen und duale
Funktionen eingefiihrt werden. Darauf hin soll die Anwendung des allgemeinen Filters in
analytischer Form auf das einfiithrende Beispiel (Abb. 6.6) die Effektivitdt der bisher prasen-
tierten Verfahren demonstrieren.

6.3.2 Formfunktionen und duale Funktionen

Das Prinzip der Formfunktionen im Kontext der Filterung unterscheidet sich nicht von dem
in der Methode der finiten Elemente. Die Polynomordnung des Ansatzes hdangt von der An-
zahl der Stiitzstellen bzw. Anzahl der Informationen im Geltungsbereich ab. Lineare Form-
funktionen ax + b bendtigen zwei Informationen zur Bestimmung der Koeffizienten 2 und b,
quadratische benétigen drei Stiitzstellen usw. Die Funktionsverldufe fiir beliebige Ansatz-
ordnung p kann mit den Lagrange-Polynomen bestimmt werden [ ]:

(6 —=¢1)(€ = G2) ()€ = Gic1)(€ — Gir1)(E — Gpr1)
Gi — €1)(Gi — €2)(-+)(Gi — &i—1)(&i — Gir1)(&i — Gpt1)

N/ (&) = ( (6.6)

Dabei ist ¢ die lokale Variable der Formfunktion und ¢; die benétigten Stiitzstellen. Die kor-
respondierenden dualen Funktionen werden hingegen mit Hilfe von GL. (6.3), die Komple-
mentaritdtsbedingung, ermittelt. Es entsteht ein lineares Gleichungssystem, dessen Losung
die Koeffizienten der dualen Funktionen ergibt. Der Geltungs- bzw. Integrationsbereich der
Variable ¢ wird tiblicherweise () = [0, 1] gewdhlt.

Dieser Vorgang, die Bestimmung der Koeffizienten der dualen Funktion, wird im Folgenden
exemplarisch fiir einen quadratischen Ansatz durchgefiihrt.
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Die quadratischen Formfunktionen mit drei Stiitzstellen konnen aus Gl. (6.6) ermittelt wer-
den:

2 (C Cz)(é Cs)
Ni(¢) = =) = &) (6.7)
2 _ (C §1)(¢ — Cs)
MO = G- ©8)
2 (6 —¢1)(¢—¢2)
MO = LraG-a) (63)
Mit ¢; =0, > = 5 und {3 = 1 ergibt sich
NF(&) = 28°-3Z+1 (6.10)
N3 (&) = 4% —4¢ 6.11)
N3(&) = 28°-¢ (6.12)
Die korrespondierenden dualen Funktionen werden wie folgt definiert
D) = m&+bif+a (6.13)
D3() = m&+bi+o (6.14)
D3(&) = asf+Dbs¢+cs (6.15)

Die Anwendung der Gl. (6.3) ergibt ein Gleichungssystem mit neun Unbekannten, dessen
Losung den gesuchten Koeffizienten a;, b; und c; entspricht. Exemplarisch wird Gl. (6.3) fir
die Kombination N7 und D3 ausgeschrieben (eine der 9 Gleichungen):

/O 1 N?.D3d¢ = 63 (6.16)

/ (46— 4) (@@ bE e = 0 (617)

/0 1 (40203 + 40y + 4eof + —4ay* + 4bo 2 — 40y @)dE = 0 (6.18)
%a2+%b2+§02 = 0 (6.19)

In den Tabellen 6.1, 6.2 und 6.3 werden die Formfunktionen und die dazugehorigen dualen
Funktionen bis zur Polynomordnung drei angegeben.

6.3.3 Anwendungsbeispiel

Das in Kap. 6.3.1 begonnene Beispiel wird in diesem Abschnitt mit dem vorgestellten Fil-
terverfahren behandelt. Die Aufgabe besteht darin, die Verrauschung aus der Gesamtwel-
le Fges(x) = sin(x) + 3sin(2x) + +sin(20x) + £sin(10x) (Abb. 6.6) herauszufiltern, um die
Grundwelle F(x) = sin(x) + %sin(2x) zu erhalten, kurzum die kurzwelligen Anteile sind zu
eliminieren. Um die unterschiedlichen Filterfunktionen beurteilen zu konnen, ist es wichtig
herauszufinden, was fiir eine Wellenldnge die Verrauschung besitzt. Aus den zwei Wellen
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i Formfunktion Duale Funktion

17 43
1 \ 3]
0,8 \

0, 6

0, 4

1
NI(E) =1-¢ Di(¢) =4-65
Oé // ; tr ‘ij‘OjA‘ ‘Xi‘ ‘0,‘6‘ o ‘D‘,S‘ o ‘1
2 b‘ I ‘0‘2‘ o ‘014‘ o ‘0‘6‘ o ‘0‘8‘ o ‘1‘ -
NL(©) =¢ DI(¢) = —2+6¢

Tabelle 6.1: Lineare Formfunktionen (p = 1) und die korrespondierenden dualen Funktionen.

%sin(ZOx) und %sin(le) ist ersichtlich, dass die mafigebende Wellenlinge W,,;; = % be-
tragt.

Die Anwendung eines Filters mit einer dualen Funktion D? erfolgt nach Gl. (6.4). Eine Li-
neare duale Funktion,

(6.20)

mit R = @ die Halfte des Integrationsbereiches, was auch als Filterradius bezeichnet wird,
liefert folgendes Ergebnis fiir unterschiedliche Werte fiir R (Abb. 6.7, Abb. 6.8 und Abb. 6.9):

Die zentrale Aussage der abgebildeten Diagramme ist die Beziehung zwischen Filterradius
und den Wellenldngen, die in der gefilterten Funktion immer noch dargestellt werden. Je
grofier der Filterradius ist, desto weniger Details — kurze Wellen — konnen aufgelost wer-
den. Einen Schwellwert bzw. eine spiirbare Grenze stellt der Radius R = W,,;; dar, da exakt
bei dieser Einzugsbreite die Verrauschung eliminiert werden kann. Jeder Filterradius klei-
ner als die kritische Wellenlénge W,,;; lasst die hochfrequente Verrauschung nicht komplett
verschwinden Abb. 6.7. Bei Filterradien grofier als W, aber kleiner als die Wellenldnge
der Grundwelle, wirkt sich der Filterungsprozess nicht mehr auf die charakteristische Wel-
lenldnge der geglatteten Funktion aus, lediglich die Amplituden der Grundwelle sind von
der Filterung betroffen. Dies stellt aber in aller Regel kein Problem dar, denn die Funktions-
werte, insbesondere die der Sensitivititen, werden im Optimierungsalgorithmus vor jeder
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Formfunktion

Duale Funktion

9 0,2 0.4 \c,e\ 0,8 1
] xi —

\ /
IR e

N2(g) =1 -3¢ +2¢2

D2(¢) = 9 — 368 + 30¢

13
0,8
0, 6

0,4

D3(&) = —3 + 15¢ — 15¢2

N2(Z) = —& + 222

D3(g) = 3 — 24¢ + 30¢?

Tabelle 6.2: Quadratische Formfunktionen (p = 2) und die korrespondierenden dualen Funktionen.

Iteration normiert. Insofern ist die Wahl des Filterradius eine nicht all zu sehr sensible Ent-
scheidung, da es ausreicht, eine Einzugsbreite zu wahlen, bei der die Verrauschung nicht
mehr aufgelost werden kann.

Allerdings ist darauf zu achten, den Radius nicht zu grofs zu wéhlen, sodass die Grundwelle
nicht mehr dargestellt werden kann. Z.B bei dem obigen Beispiel fiihrt die Wahl R = 27t zum
Verschwinden der gesamten Informationen, da die Gesamtwelle im Integral geglattet wird.
Die gewichtete Mittelung ergibt exakt die Nullamplitude.

Die Verwendung einer quadratischen dualen Funktion,

D*=1—(

¢—Gi
R )2

(6.21)
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i Formfunktion Duale Funktion
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/
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Tabelle 6.3: Kubische Formfunktionen und die korrespondierenden dualen Funktionen p = 3.
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Abbildung 6.7: Filterung mittels linearer dualer Funktion R = = {g- Verrauschte Gesamtwelle
(durchgezogene Linie), Grundwelle (gestrichelte Linie), gefilterte Welle (punktierte
Linie).
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Abbildung 6.8: Filterung mittels linearer dualer Funktion R = W,,;; = %. Verrauschte Gesamtwelle
(durchgezogene Linie), Grundwelle (gestrichelte Linie), gefilterte Welle (punktierte
Linie).

liefert ein Egebnis, das in Abb. 6.10, 6.11 und 6.12 zu sehen ist.

Es ist ersichtlich, dass sich die Wirkung des quadratischen Filters prinzipiell nicht von der
des linearen unterscheidet. Das wesentliche Charakteristikum der Filterung, bei der die
Glattung der kurzen Wellen erst ab einem Filterradius R > W,,;; stattfindet, bleibt erhalten.
Bei genauer Betrachtung stellt man fest, dass die Filterwirkung im Vergleich zum linearen
Filter etwas stdrker ist. D.h. bei Unterschreitung der kritischen Wellenldnge R < W,,;; wer-
den die Oszillationen der Verrauschung etwas besser gedampft. Dieser Trend setzt sich mit
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Abbildung 6.9: Filterung mittels linearer dualer Funktion R = 2W,,;; = ZT” Verrauschte Gesamtwel-
le (durchgezogene Linie), Grundwelle (gestrichelte Linie), gefilterte Welle (punktier-
te Linie).

~\

Y

Abbildung 6.10: Filterung mittels quadratischer dualer Funktion R = % = {g- Verrauschte Ge-
samtwelle (durchgezogene Linie), Grundwelle (gestrichelte Linie), gefilterte Welle
(punktierte Linie).

steigender Polynomordnung fort.

6.4 Filtertechniken in der Formoptimierung. Die globale Filterung

Wie in Kap. 5.3 erldutert, leidet die Formoptimierung direkt am FE-Netz unter der inha-
renten Losungswelligkeit mit den damit verbundenen Nebeneffekten, wie Netzinstabilitit,
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Abbildung 6.11: Filterung mittels quadratischer dualer Funktion R = W,.;; = 7. Verrauschte Ge-
samtwelle (durchgezogene Linie), Grundwelle (gestrichelte Linie), gefilterte Welle
(punktierte Linie).

1

Abbildung 6.12: Filterung mittels quadratischer dualer Funktion R = 2W,;; = ZT” Verrauschte Ge-
samtwelle (durchgezogene Linie), Grundwelle (gestrichelte Linie), gefilterte Welle
(punktierte Linie).

Elementdegeneration und Netzabhédngigkeit. Die Oszillationen in der Schalengeometrie, die
im Verlaufe der Iterationsgeschichte entstehen, sind das Resultat der Konkurrenz zwischen
langwelligen globalen und kurzwelligen stark netzabhdngigen Losungen. Ein Mehrskalen-
problem liegt vor. Basierend auf dieser Erkenntnis konnen Filtertechniken dazu verwen-
det werden, um zwischen diesen Skalen umzuschalten. In der Terminologie der Filterver-
fahren spricht man dabei von geeigneter Wahl der dualen Funktion und des Filterradius.
Der Filterradius bietet demnach dem entwerfenden Ingenieur die Moglichkeit, anhand geo-
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metrischer Uberlegungen zu entscheiden, wie grof3 die kleinsten im System verbleibenden
Wellenldngen sein diirfen. Die Aufgabe des Filters besteht dann darin, die Wellen in der
Strukturgeometrie mit Wellenldngen unterhalb des Filterradius herauszufiltern, sodass die
Optimierungsergebnisse netzunabhingig und vor allem glatt sind.

Welche mechanische Information soll gefiltert werden?

Die Welligkeitsinformationen des fiir die Formoptimierung zur Verfligung stehenden Lo-
sungsraums sind nicht nur in der FE-Parametrisierung — in den Raumkoordinaten der FE-
Knoten — vorhanden, sondern ebenso in den Sensitivititen. Die Sensitivitdten sind im Kon-
text der Formoptimierung mit FE-Parametrisierung die Ableitungen der im Optimierungs-
prozess involvierten Funktionen nach den Raumkoordinaten der FE-Knoten. Die in dieser
Arbeit vorgestellten Verfahren behandeln eine ausgewéhlte Zielfunktion, die Verzerrungs-
energie ohne Nebenbedingungen®. Somit enthilt die Sensitivitit der Zielfunktion beziiglich
einer Raumkoordinate die Information, wie sich die Systemsteifigkeit bei einer Verdnderung
der Strukturgeometrie in Richtung dieser Raumkoordinate des betreffenden FE-Knotens &n-
dert. Die Grundregel in der Mechanik allgemein und in der Methode der finiten Elemente
speziell, dass die Ableitung aufraut und die Integration glittet, gilt ebenso in der Optimie-
rung. Die Welligkeit in der Systemantwort wird folglich durch die Ableitung verstarkt, was
nicht vom Ableitungsverfahren abhangig ist. Diese Eigenschaft hat fatale Folgen fiir die Op-
timierung mit Gradientenverfahren, wie am Beispiel einer Sinuswelle in Abb. 6.13 zu sehen
ist.

107 A/

X

b 11

4 5 6

o

- .
WP Py

(a) F =10 sin(x) + sin(10x) (b) Z—I; = 10 cos(x) + 10 cos(10x)

Abbildung 6.13: Verstarkung der Welligkeit durch Ableitung.

Somit ist es notwendig, die Ableitungsdaten von Verrauschungen und hochfrequenten Os-

3Einfache Nebenbedingungen, Ober- und Unterschranken der Entwurfsvariablen, werden dennoch bertick-
sichtigt.
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zillationen vor der Ubergabe an den Optimierungsalgorithmus zu bereinigen. Die Sensiti-
vitdtsanalyse kann analytisch, semianalytisch, mittels Differenzen oder adjungiert durchge-
filhrt werden (siehe Kap. 8).

Dadurch, dass der Optimierungsprozess von Freiformschalen sehr sensibel auf Welligkei-
ten und Rechenungenauigkeiten numerischer und mechanischer Natur in den Sensitivita-
ten reagiert, sollten die Ableitungen vorzugsweise mittels analytischer oder adjungierter
Sensitivitdtsanalyse von locking-freien Schalenelementen ermittelt werden. Der Einfluss der
Locking-Phanomene auf die Systemanalyse und den Optimierungsprozess wird in Kap. 9
behandelt.

Fazit: Nach der Sensitivitatsanalyse liegen, im Kontext der Filtertechniken, noch verrauschte
Ableitungen vor, die strukturweit (global) gefiltert werden miissen, bevor sie an den Opti-
mierungsalgorithmus weitergereicht werden konnen. Der Vorgang der Filterung von dis-
kreten Systemantwortsdaten wird im folgenden Abschnitt beschrieben.

6.4.1 Diskretisierung der Filtergleichung

Im Optimierungsprozess, der prinzipiell ein iterativer Vorgang ist, miissen Zielfunktion und
Nebenbedingungen mehrfach ausgewertet werden. Betrachtet man grofie, praxisrelevante
Problemstellungen, so wird fast ausschlieslich die Methode der finiten Elemente fiir die
Strukturanalyse, mithin fiir die Evaluierung der in der Optimierung involvierten Funktio-
nen, verwendet. Dadurch, dass die Finite-Elemente-Methode ein numerisches Approxima-
tionsverfahren ist, in der die problembeschreibenden Differentialgleichungen in ein alge-
braisches Gleichungssytem iiberfiihrt werden, sind die funktionalen Zusammenhénge zwi-
schen den Entwurfsvariablen und den zu optimierenden Funktionen nicht mehr explizit
vorhanden. D.h. jede Funktionsauswertung benétigt eine komplette Systemanalyse und je-
de Ableitungsinformation benotigt eine komplette Sensitivitdtsanalyse. Die Auswirkungen
auf die allgemeine Filtergleichung Gl. (6.4) bestehen darin, dass die Integration nicht mehr
analytisch durchfiihrbar ist. Somit muss Gl. (6.4) ebenfalls diskretisiert und numerisch inte-
griert werden.

In der allgemeinen Filtergleichung

R 1
B = /Q L F@ D@ e (6.22)

muss das Integral in eine Summe tiber alle im Integrationsbereich vorhandenen Stiitzstellen
umgewandelt werden. Die Stiitzstellen sind dabei die FE-Knoten (und nicht die Gaufspunk-
te), da die Sensitivititen der Zielfunktion beziiglich der Raumkoordinaten der FE-Knoten
ermittelt werden.

Mit dem Wissen um die Bedeutung der Sensitivititen in einem gradientenbasierten Opti-
mierungsalgorithmus (siehe Abschnitt 6.4) miissen die Sensitivitidten (und nicht die Funk-
tionsevaluierungen) gefiltert werden, wodurch die Diskretisierung der Gl. (6.22) in der An-
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wendung auf Sensitivitdten folgende Form erhilt:

i pP. 2o
Of =1 ' %%
F (6.23)
j y. DY
i=1
mit

n Anzahl der Knoten innerhalb des Integrationsbereiches, dessen Zentrum der Knoten k
ist. In der Formoptimierung von Schalentragwerken stellt der Integrationsbereich eine
zweidimensionale Fldche im dreidimensionalen Raum dar.

% die gefilterte Ableitung der Funktion f nach der Raumkoordinate j am Knoten k, wobei

! k € [1,n] der zentrale Knoten ist, an dem gerade gefiltert wird.
% die nicht gefilterte Ableitung der Funktion f nach der Raumkoordinate j am Knoten i.
]

Dlp = D ((R — Ry;)?) die duale Funktion, die die Rolle einer exponentiellen
Abstandsfunktion spielt, in der sowohl der raumliche als auch der topologische
Abstand berticksichtigt werden muss. Diese in der Formoptimierung spezielle
Eigenschaft muss algorithmisch umgesetzt werden (siehe unten).

p Polynomordnung.

R der Filterradius, der das Integrationsgebiet () reprasentiert.

Ry der Abstand zwischen FE-Knoten k, dem Zentrum des Integrationsgebiets und dem

Knoten i.

Durch die Diskretisierung wird das kontinuierliche Integrationsgebiet (2 in diskrete Stiitz-
stellen, die FE-Knoten innerhalb des Filterradius, aufgelost und wird durch den Bereich
[1, n] repréasentiert. Der Filterungsprozess in Gl. (6.23) ist in dhnlicher Form in der Topolo-
gieoptimierung unter dem Begriff der Glédttung [ ] zu finden. Sowohl in Form- als auch
in Topologieoptimierung kann der Filter als eine Art gewichtete Mittlung der Ableitungs-
daten tiber das Integrationsgebiet aufgefasst werden. Eine der wesentlichen Besonderheiten
der Filterung in der Formoptimierung von Schalenstrukturen ist die Notwendigkeit, den
topologischen Abstand zu berticksichtigen.

In der Formoptimierung von Freiformschalen stellt sich zusitzlich die Frage nach dem ge-
messenen Abstand, da die direkte raumliche Distanz, wie in der Topologieoptimierung,
nicht ausreichend ist, um den Einflussbereich des Glattungsradius bestimmen zu konnen.
Diese Tatsache kann anhand einer Schnittkurve auf einer gekriimmten Fldche erldutert wer-
den (siehe Abb. 6.14).

Betrachtet man die Stiitzstelle am Knoten k, an dem die Sensitivitdten gefiltert werden sol-
len, so ist ersichtlich, dass die Stelle 1 topologisch gesehen nédher an k ist als die Stelle 2
und damit eine hohere Gewichtung besitzen sollte. Wird allerdings der raumliche Abstand
(R — Ry;)? angewandyt, erhilt die Stelle 2 ein hoheres Gewicht. Somit muss eine Modifikation
vorgenommen werden, indem die Abstdnde direkt auf der gekriimmten Flidche gemessen
werden, was jedoch auf der diskretisierten Flache ein Problem darstellt. Um die Problema-
tik der Abstandsmessung auf gekriimmten Flichen zu umgehen, ist es notwendig, in die
Formel der gewichteten Mittlung Gl. (6.23) ein hierarchisch topologisches Konzept einzuar-
beiten.
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(a) Geometrie einer allgemein ge- (b) Schnitt durch eine allgemein ge-
kriimmten Schale. kriimmte Schale.

Abbildung 6.14: Rdumlicher und topologischer Abstand.

Abbildung 6.15: Topologische Karte.

In diesem hierarchischen Konzept werden alle FE-Knoten mit variablen Raumkoordinaten
durchlaufen und einzeln bearbeitet. Die Filterung an einem FE-Knoten (Zentrum) beginnt
mit der Klassifizierung der Nachbarknoten. Die benachbarten FE-Knoten werden, ausge-
hend von der Stiitzstelle, an der gerade gefiltert wird, das Zentrum, mit einer topologischen
Kennung bzw. Gewichtung versehen (Abb. 6.15). Die Knoten, die topologisch (auf der Fla-
che) ndher liegen, erhalten ein hoheres Gewicht. Dieses hierarchische Konzept ldsst sich al-
gorithmisch effizient umsetzen (siehe Abschnitt 6.4.2), indem die Topologie des FE-Netzes
abgetastet wird, bis der gewtiinschte Glattungsradius erreicht wird. Auf diese Weise wird die
kleinste Wellenldnge in der optimierten Losung von einem diskretisierungsabhingigen Maf3
— die Elementgrofie — auf eine strukturbezogene Grofle modifiziert, was einen Skalensprung
in der Optimierungsaufgabe bedeutet.

Der vorgestellte Sensitivitdtenfilter wird strukturweit auf die Ableitungsdaten aller FE-
Knoten im Entwurfsraum angewandt, um die Verrauschung in der Strukturantwort zu eli-
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NOD_LEV
Knoten-Nr. 13 22 23 24 25 26 27 28 29 s 41
Level 1 2 2 2 2 2 2 2 2 s 3

Abbildung 6.16: Topologische Karte.

minieren, daher wird dieser Vorgang als globale Filterung bezeichnet.

6.4.2 Softwaretechnische Umsetzung der Filtergleichung. Ein Vorwirtsalgorith-
mus

Die Implementierung des Filteralgorithmus in eine Softwareumgebung fiir Optimierung
und Systemanalyse wird beispielhaft am Programm CARAT, dem Forschungsprogramm
des Lehrstuhls fiir Statik an der Technischen Universitdt Miinchen, erldutert. Die prinzi-
pielle Funktionsweise des Algorithmus ist im Allgemeinen programmunabhingig, muss
aber dennoch an die jeweilige Programmstruktur angepasst werden. Die Datenhaltung und
die Struktur dieser Daten im Speicher haben einen wesentlichen Einfluss auf den Aufbau
des Filterungsprozesses. Das Programm CARAT ist in der Programmiersprache FORTRAN
77 geschrieben, womit eine prozessuale — und keine objektorientierte — Struktur impliziert
wird.

Die Filterung der Sensitivititen an jedem variablen FE-Knoten ist eine rechen- und ressour-
cenintensive Aufgabe, die einiges an Vorarbeit erfordert, bevor mit der Anwendung der
Filtergleichung begonnen werden kann. Im Vordergrund steht das eingefiihrte hierarchi-
sche Konzept fiir die Erfassung des topologischen Abstandes der untersuchten FE-Knoten
zusdtzlich zur Rdumlichen Distanz zum Zentrum.

Die Idee des Vorwartsalgorithmus besteht darin, die FE-Knoten um das Zentrum herum
systematisch in Form von nummerierten Schichten, sprich Hierarchien, zusammenzufassen
und abzutasten. Die erste Hiirde besteht darin, dass ein FE-Knoten in einem FE-Programm
seine Nachbarknoten nicht ,sieht”. Daher muss einmalig eine Karte der Nachbarknoten er-
stellt werden. Die kartographische Erfassung der FE-Knoten wird mittels kleiner Felder der
Anzahl NUMNP bewerkstelligt, mit NUMNP Anzahl der FE-Knoten in der Struktur. Jedes
dieser kleinen Felder enthilt lediglich die unmittelbaren Nachbarknoten eines FE-Knotens
und wird nach diesem benannt. Diese Felder haben daher unterschiedliche Dimensionen Nj,
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wobei N; Anzahl der Nachbarknoten ist. Fiir den Knoten 13, das Zentrum in Abb. 6.16, wird
das Feld TOPO13 kreiert und mit den unmittelbaren Nachbarknoten aufgefiillt. Die Rei-
henfolge der Nachbarknoten ist abhdngig von der Knotennummerierung in jedem finiten
Element und ist fiir die Filterung unerheblich. Fiir den Knoten 13 kénnte das Feld TOPO13
z.B. folgenden Inhalt haben: 27, 26, 25, 24, 23, 22, 31, 30, 29, 28.

Der zweite Schritt ist der Vorwaértsalgorithmus, der sukzessiv die Umgebung des Knotens,
an dem die Sensitivitdten gefiltert werden (das Zentrum), abtastet und erst dann aufhort,
wenn der Filterradius (das Integrationsgebiet) itiberschritten wird. Schwierigkeiten entste-
hen dadurch, dass die Anzahl der zu durchlaufenden Hierarchien unbekannt ist und dass
das Stoppsignal nicht nach dem ersten Knoten, der aufierhalb des Integrationsgebiet liegt,
ausgelost wird, sondern nach Feststellung, dass die komplette ndchste Knotenschicht (Hie-
rarchie) aufSerhalb liegt.

Die Klassifizierung der FE-Knoten, ausgehend vom Zentrum, ist in Abb. 6.16 dargestellt.
Wihrend der Abtastung wird ein zweidimensionales Feld NOD_LEV (NUMNP, 2) erzeugt,
in dem jedem Knoten im Integrationsgebiet eine Hierarchienummer, auch Level genannt,
zugewiesen wird. Diese Hierarchienummer entscheidet spéter iiber die Gewichtung der
Ableitungsinformation am jeweiligen Knoten. In der ersten Ebene bzw. Hierarchie (Level
Nr. 1) steht nur ein Knoten und zwar das Zentrum. Im Allgemeinen sind im Level Nr. i
mehrere Knoten.

In einer Schleife werden die Knoten des aktuellen Levels untersucht. Fiir jeden Knoten wird
das Feld der Nachbarknoten aufgerufen und durchlaufen. Liegt ein Nachbarknoten inner-
halb des Integrationsgebiets, wird ein neues Level erzeugt, in das der Nachbarknoten ein-
bezogen wird. Nachdem alle Knoten des aktuellen Levels untersucht worden sind, wird
die Anzahl der neu hinzugekommenen Knoten des potenziellen niachsten Levels tiberpriift.
Ist diese Anzahl ungleich null, wird diese Ebene als aktuell deklariert und die Suche wird
neugestartet. Das Flussdiagramm in Abb. 6.17 gibt diesen Ablauf wieder.

Um die wiederholte Uberpriifung bereits untersuchter Knoten zu vermeiden, da sich die
Felder der Nachbarknoten tiberlappen, wird ein logisches Feld NODSTAT(NUMNP) zur
Markierung untersuchter FE-Knoten verwendet.

Nach Abschluss der Knotenklassifizierung kann die Anwendung der diskretisierten Filter-
gleichung Gl. (6.23) mit Hilfe der Hierarchiedaten im Feld NOD_LEV direkt vollzogen wer-
den.

Die in Abb. 6.16 und Abb. 6.17 erlduterte Kartographierung der Nachbarknoten um den
Knoten, an dem die Filterung der Sensitivititen vorgenommen wird, liefert nicht nur das
Feld NOD_LEV mit den Hierarchiedaten, sondern auch die Variable LEV EL mit der Anzahl
der benétigten Hierarchien, um das Integrationsgebiet abzudecken. Mittels einer Schleife
tiber alle Levels kann das Feld NOD_LEV durchlaufen werden. Fiir jeden Knoten kann da-
mit entsprechend seiner Hierarchienummer und seiner Entfernung die Gewichtung ermit-

n
telt werden. Die Summe der gewichteten Sensitivitaten ergibt den Zahler ) Dlp . % und die
i=1 j

n
Summe der Gewichte ergibt den Nenner ) D! im Ausdruck der der gefilterten Sensitivitat
i=1
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!

Schleife tiber alle Nachbar-

knoten N-Nachbar x
Zahler NOD-k

Berechnung der rdumlichen Distanz DIST
zwischen dem Zentrum NOD-i und NOD-k

nein

Ist DIST > R-filter

N-neu = N-neu + 1
Knoten NOD-k auf NOD-LEV schreiben
die Stelle NOD-K auf NODSTAT markieren

Abbildung 6.17: Vorwiértsalgorithmus zur Anwendung der Filtergleichung in der Formoptimie-

rung.
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6.5 Anwendung der Filtertechniken in der Formoptimierung. Nu-
merische Beispiele

In Abschnitt 6.3.3 wurde die Effizienz der Filtergleichung in analytischer Form gezeigt. In
diesem Abschnitt geht es um die Anwendung der Filtertechniken in der Formoptimierung
von Freiformschalen mit FE-Parametrisierung an diskretisierten Strukturen. Bei der Dis-
kretisierung handelt es sich um die Vernetzung der zu analysierenden und optimierenden
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Abbildung 6.18: Vernetzte Ausgangsgeometrie.

Strukturen im Sinne der Methode der finiten Elemente. Es wird gezeigt, inwieweit der Fil-
terungsprozess die Kontrolle iiber die Vielfalt an Wellen (siehe Abschnitt 5.3, Abb. 5.3 und
5.4) in der Strukturgeometrie ermoglicht. Ein besonderes Augenmerk richtet sich dabei auf
die Glattheit der optimierten raumlichen Flachen.

Erwidhnenswert ist ein weiteres Charakteristikum der bisher angesprochenen Filtertechni-
ken. Die genaue Betrachtung der Filtergleichung sowohl in allgemeiner Gl. (6.4) als auch in
diskretisierter Form Gl. (6.23) zeigt den globalen Charakter dieser Formulierung. Die Inte-
gration erfolgt tiber die gesamte Domaéne, also iiber die gesamte zur Optimierung freigege-
benen Struktur. Aus diesem Grund wird ein Filter nach dem Algorithmus in Abschnitt 6.4.2
als globaler Filter bezeichnet. Im Kontrast dazu steht der lokale oder selektive Filter, der in
Kapitel 7 in Zusammenhang mit Sickenoptimierung, als Applikation der Filtertechniken in
der industriellen Anwendung, prasentiert wird.

Die Leistungsfahigkeit des globalen Filters wird am Beispiel der Optimierung der bisher ge-
zeigten Grundformen, wie Kreis- und Rechteckplatte demonstriert. Die Formoptimierung
eines Behilters mit quadratischem Ausgangsquerschnitt rundet die Beispiele in diesem Ab-
schnitt ab.

Die Optimierung der Verzerrungsenergie der Kreis- und Rechteckplatte unter Gleichlast oh-
ne Wellenkontrolle (Abschnitt 5.3) offenbarte den Konflikt zwischen den unterschiedlichen
Wellenldngen, die durch das gewihlte FE-Netz dargestellt werden. Die gleiche Optimierung
der Form eines Behilters unter Innendruck, bei dem Boden und Deckel durch Randbedin-
gungen ersetzt und der Einfachheit halber eingespannt angenommen werden, zeigt eben-
falls die starke Tendenz zu Oszillationen im Bereich hoher Zielfunktionsgradienten, was
dann in den Ecken zur Elementdurchdringung und -degeneration fiihrt. In Abb. 6.18 ist die
Ausgangsgeometrie der drei Strukturen zu sehen. Abb. 6.19 zeigt das Ergebnis der Formop-
timierung ohne Filterung der hochfrequenten Wellen.

Die Anwendung eines Sensitivitatenfilters mit quadratischer dualer Funktion und eines Fil-
terradius der halben Spannweite eliminiert die kurzen Wellenldngen, sodass die grofse glo-
bale Welle entstehen und dominieren kann. Das Ergebnis der Formoptimierung ist in Abb.
6.20 dargestellt. Darin ist erkennbar, dass die lokalen kurzwelligen Losungen der grofsen
globalen Welle gewichen sind.
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Abbildung 6.19: Optimierungsergebnis ohne Filter.

Des Weiteren ist der glatte Ubergang zwischen den Teilstrukturen im optimierten System
auf natiirliche Weise realisierbar. Dies wird in der CAD-Parametrisierung nur durch zu-
sdtzliche aufwandige Mafsnahmen, wie Tangenten-Patchs, erreicht, . Das Gleichgewicht im
System, analog zur Membranformfindung, sorgt fiir die notwendige Geometrieglattheit.

Erwidhnenswert ist die Tatsache, dass die grofie globale Welle in einer Struktur haufig zu Lo-
sungen fiihrt, in denen fast nur Membrankréfte die Lastabtragung tibernehmen und damit
den wesentlichen Anteil der Verzerrungsenergie ausmachen. Die Membranstrukturen wei-
sen eine hohe Materialausnutzung auf und zeichnen sich daher durch die hohe Steifigkeit
(geringe Verformung) und die giinstige Lastabtragung aus.

Allerdings ist grofse Vorsicht beim Umgang mit membranartigen Losungen geboten, denn
diese Strukturen sind hochgradig sensibel. Die Sensibilitdt der vor allem druckbeanspruch-
ten Membranstrukturen bezieht sich auf die erhthte Stabilitatsgefdhrdung und Lastfallab-
hédngigkeit der resultierenden optimalen Geometrien [KR04].

6.6 Abschlieffende Bemerkungen

Die vorgestellten Filtertechniken stellen robuste und effiziente Verfahren zur Verfiigung,
die in vielen Disziplinen erfolgreich eingesetzt werden. Die Leistungsfahigkeit dieser Ver-
fahren, verrauschte Funktionsverlaufe im kontinuierlichen Fall und Funktionsevaluierun-
gen im diskreten Fall zu glatten von Oszillationen freien Funktionen gezielt zu tiberfiihren,
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Abbildung 6.20: Optimierungsergebnis mit einem quadratischen Filter. Filterradius ist die halbe
Spannweite.

basiert auf Annahmen, die im Folgenden erortert werden. Im Wesentlichen sind dabei die
Projektion auf den Direktor, die Randeffekte, die adaptive unregelméfiige Vernetzung und
die Locking-Phdnomene zu beachten.

6.6.1 Die Projektion auf den Direktor

Eines der schwerwiegendsten Probleme der Formoptimierung mit FE-Parametrisierung
ist die Netzinstabilitat, die einerseits durch die Losungswelligkeit verursacht, andererseits
durch Elementdurchdringung und -degeneration hervorgerufen wird.

Die Elimination der Verrauschung in der Systemantwort und die Kontrolle iiber die kon-
kurrierenden mehrskaligen Wellen kann, wie bereits ausfiihrlich erortert, mittels der Fil-
tertechniken erlangt werden. Diese Verfahren reduzieren ebenso die Gefahr der Entartung
der finiten Elemente. Dennoch kann dieses Problem nicht komplett vermieden werden. Der
Grund liegt in der Natur der FE-Parametrisierung, in der ein FE-Knoten — mit variablen
Raumkoordinaten in alle drei Raumrichtungen — Bewegungen in der Elementebene erhilt,
die die physikalisch mechanische Systemsteifigkeit nicht dandern, da dadurch keine Geome-
trieinderungen entstehen. Trotzdem erfahrt die Systemsteifigkeit eine kiinstliche Anderung
infolge der Elemententartung, die zu einer nicht korrekten Berechnung der Determinante
der Jacobi-Matrix fiihrt, wie in Abbildung 6.21 zu sehen ist. Dieser Versteifungseffekt, die
Netzverzerrungsempfindlichkeit, wird in der Literatur auch als ein Locking-Phdnomen auf-
gefiihrt (fiir mehr Details siehe Kapitel 9).
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sl

(a) FE-Netz in der Ausgangslage. (b) FE-Netz nach Bewegung in Elementebene.

Abbildung 6.21: Degeneration der finiten Elemente.

Dieses Problem ist in der Membranformfindung bereits bekannt und duflert sich dabei in
Form von Singularititen beziiglich Bewegungen in der Ebene des finiten Elements*. Die in
der Membranformfindung entwickelte Losung basiert auf Homotopieverfahren, in denen
die Bewegungen in der Ebene bestraft werden [B1V01]. Diese Methode kann nicht ohne wei-
ters auf die Formoptimierung von Schalentragwerken {ibertragen werden. Somit wird die
Idee der Homotopieverfahren, die Knotenbewegungen senkrecht zur Ebene bevorzugt zu
erlauben, aufgegriffen, indem die Sensitivitdten der Verzerrungsenergie beziiglich der drei
Raumkoordinaten am FE-Knoten auf die Richtung des Direktorvektors projiziert werden,
wie in Abbildung 6.22 zu sehen ist.

Abbildung 6.22: Projektion der Sensitivitdten auf den Direktor.

Der Direktor ist in der zugrunde liegenden Schalenformulierung [Cam04] der zwischen den

4Nichtlineares dreidimensionales Membranelement.
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angrenzenden Elementen gemittelte Normalenvektor und approximiert die Normale auf
die diskretisierte gekriimmte Flache. Die Projektion der Sensitivitdaten beziiglich der globa-
len Raumkoordinaten X, Y, Z auf den Direktor ergibt die Sensitivitdt beziiglich einer ent-
lang dem Direktor verlaufenden Variable s und bewirkt eine Verkniipfung der urspriinglich
unabhédngigen Entwurfsvariablen x, y, z (in Richtung der globalen Achsen). Die neue Sensi-
tivitat, die Richtungsableitung, kann anhand der folgenden Formel berechnet werden:

of  of . . of . . of .. .
== = == - diry(i) + == - diry (i) + 5= - dir, (i 6.24
asi axi x()+ayl y()+azl Z() ( )
mit
% Richtungsableitung. Sensitivitat der Funktion f beztiglich der entlang dem Direktor
verlaufenden Variable s am i-ten variablen Knoten.
% Sensitivitat der Funktion f beziiglich der globalen X-Achse am i-ten variablen Knoten.
g—;_ Sensitivitat der Funktion f beziiglich der globalen Y-Achse am i-ten variablen Knoten.
% Sensitivitdt der Funktion f beztiglich der globalen Z-Achse am i-ten variablen Knoten.

diry(i) X-Komponente des normierten Direktors am i-ten variablen Knoten.
diry(i) Y-Komponente des normierten Direktors am i-ten variablen Knoten.
dir,(i) Z-Komponente des normierten Direktors am i-ten variablen Knoten.

Durch diese Technik gewinnt der Optimierungsprozess deutlich an Stabilitdt, die sich in
Form von Bewegungen senkrecht zur Tangentialebene dufSern, wodurch fast ausschliefslich
mechanisch sinnvolle Aktualisierungen der Entwurfsvariablen erzeugt werden, die wieder-
um Elemententartung erheblich verringern.

Ein weiterer Vorteil der Projektion auf den Direktor ist die Reduktion der Problemdimen-
sionalitdt im Optimierungsalgorithmus, denn die Anzahl der Entwurfsvariablen wird auf
ein Drittel vermindert. Ein interessanter Nebeneffekt ist die Anschaulichkeit der Sensitivitat
beziiglich einer Bewegung auf dem Direktor im Vergleich zum Sensitivitdtentripel beziig-
lich der globalen Raumkoordinaten, die bei beliebig gekriimmten Flachen nur schwer zu
interpretieren sind.

6.6.2 Die Randeffekte

Die in Abschnitt 6.3.1 angegebenen mathematischen Grundlagen und das im Anschluss
angefiihrte Beispiel in Abschnitt 6.3.3 implizierten eine unendliche Ausdehnung der ver-
rauschten Originalfunktion, also eine Aufgabe ohne Randbedingungen. Es wurde davon
ausgegangen, dass die zu gldttende bzw. zu filternde Funktion lediglich ein Ausschnitt aus
einer unendlichen Ausdehnung ist. Diese Annahme hat zur Konsequenz, dass die Filterung
am Rande des Funktionsauschnitts trotzdem einen giiltigen Einzugsbereich in der gedach-
ten Ausdehnung besitzt. Diese Annahme verdeutlicht Abb. 6.23. Darin wird am Rande des
interessierenden Ausschnittes, der eingekreiste Bereich, im Zuge der Filterung (Integration
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duale Funktion

implizierte m implizierte
Funktionsausdehnung Funktionsausdehnung
2R
\ a
y \'(w\ ur\'\I\ L \NI
W\ \\ \\J /4\

zu integrierender
Funktionnsauschnitt

Abbildung 6.23: Funktionsgiiltigkeitsgebiet und Integrationsgebiet.

tiber den Integrationsbereich 2R) der Teilbereich der dualen Funktion auflerhalb des inter-
essierenden Funktionsauschnittes® trotzdem mit der Originalfunktion {iberlagert. Diese An-
nahme ist korrekt, solange die Informationen im Ausdehnungsbereich vorhanden sind, z.B.
weil die Originalfunktion stetig ist und in analytischer Form vorliegt.

Bei der Anwendung der Filtertechniken in der Formoptimierung von Freiformschalen fallt
auf, dass die Originalfunktion, z.B. die Ableitung der Verzerrungsenergie, einerseits nicht
mehr analytisch und stetig erhiltlich ist, sondern eine implizite Funktion der Entwurfsva-
riablen und der Zustandsgrofien ist und nur an diskreten Stellen, die FE-Knoten, ausgewer-
tet wird, andererseits der Giiltigkeitsbereich der Funktion eindeutig begrenzt ist, und zwar
durch die Geometrie der optimierten Struktur. D.h. der Verlauf der Funktionen endet am
geometrischen Rand der untersuchten Struktur. Eine Funktionsevaluierung auflerhalb des
Giiltigkeitsbereichs ist nicht moglich. Diese Sachlage stellt eine Verletzung der allgemeinen
Filtergleichung Gl. (6.4) dar, die zu Ungenauigkeiten bzw. Abweichungen in den gefilterten
Funktionsauswertungen am Rande des Funktionsgitiltigkeitsbereiches fiihrt.

In Abbildung 6.24 ist das Randproblem eingearbeitet, indem das Integrationsgebiet (2 an
den Giiltigkeitsbereich der verrauschten Funktion angepasst wird (der schraffierte Bereich),
wodurch die gefilterten Funktionswerte zum Rand hin immer mehr verfalscht werden.

Es stellt sich die Frage nach dem Einfluss dieses Randproblems auf den Optimierungspro-
zess und nach moglichen Anpassungen und Korrekturen des Filteralgorithmus.

In der Formoptimierung von Freiformschalen, in der der Giiltigkeitsbereich der zu filtern-
den Funktionen eine zweidimensionale Fldche ist, zeigt die Erfahrung, dass dieser Fehler
durch die zweite Dimension weitestgehend abgeschwécht wird. Lediglich die Eckknoten
weisen diesen Fehler deutlicher auf.

Die Frage der Korrekturmoglichkeiten stellt sich dabei noch schwieriger, denn die fehlenden
Informationen der weggeschnittenen Bereiche konnen nicht ohne weiteres ersetzt werden.

5Unter der Voraussetzung, dass Funktionsauswertungen aufserhalb des Integrationsgebiets moglich sind.
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Abbildung 6.24: Einfluss des fehlenden Funktionsgiiltigkeitsgebiets. Randeffekte.
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Eine der wenigen Losungen besteht darin, den Giiltigkeitsbereich der zu filternden Funk-
tionen {iber die Geometriegrenzen hinweg zu erweitern und die Funktionsverldufe durch
Extrapolation zu ermitteln. Jedoch zeigt die Anwendung der Filtertechniken in der Formop-
timierung mit FE-Parametrisierung, dass diese storungsbehafteten Bereiche, aufgrund der
verfahrensbedingten feinen Diskretisierung, sehr klein und damit unbedeutend sind. Aus
diesem Grund werden im Rahmen dieser Arbeit keine Mafinahmen getroffen, um diesem
Randeffekt Rechnung zu tragen.

6.6.3 Einfluss der unregelmifsigen Vernetzung

Das Problem der verrauschten Daten auf einem unregelmafligen Raster beschiftigt die Wis-
senschaft in vielen Disziplinen seit einigen Jahrzehnten. Dabei spielt es keine Rolle, ob es
sich um experimentelle, statistische oder analytische Daten handelt. Die Frage der Aus-
sagekraft der Informationen stellt sich in den Naturwissenschaften gleichermafien wie in
Wirtschafts- und Sozialwissenschaften.

Bei der Entwicklung von Gldttungs- und Filterungsverfahren ist vor allem unklar, ob die
Verteilung der Storgrofien und Welligkeiten bei der Verwendung von adaptiven und un-
regelméfiigen Gittern immer noch denselben Gesetzmafiigkeiten der gleichméfiigen Vernet-
zung gehorcht. Diese Problematik beschiftigte einige Wissenschaftler [ 1L ] seit
geraumer Zeit. Die meisten prasentierten Verfahren bedienen sich Homogenisierungstech-
niken, bei denen eine Umverteilung der unregelmafSigen Daten auf ein gedachtes regelma-
3iges Netz basierend auf Spline-Flachen stattfindet.

In der Strukturmechanik stellt sich dieses Problem — in Zusammenhang mit den numeri-
schen Losungsverfahren, wie die Methode der finiten Elemente — nicht so gravierend dar.
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Die Suche nach optimalen Netzen im Sinne der Fehlerminimierung® ist zwar immer noch
Gegenstand der Forschung, betrifft die Filteralgorithmen aber nur am Rande. Die in die-
ser Arbeit vorgestellte Optimierungsstrategie ist von der Grundidee her fiir den Einsatz im
Vorentwurf konzipiert, wodurch auf die feine bzw. adaptive Diskretisierung fiir die best-
moglich Erfassung von abgeleiteten Zustandsgrofien, wie Verzerrungen und Spannungen,
verzichtet werden kann. Der présentierte Filteralgorithmus ist dennoch weitestgehend re-
sistent gegentiber grofleren Unterschieden in Elementabmessungen, dadurch dass sowohl
der raumliche als auch der topologische Abstand bei der Ermittlung der Wichtungsfaktoren
berticksichtigt wird (siehe Abschnitt 6.4).

6.6.4 Einfluss der Locking-Phidnomene

Die Betrachtung der Optimierungsergebnisse ohne Anwendung eines Filters (Abbildung
6.19) konnte den Eindruck erwecken, dass Entartung der finiten Elemente und die verwen-
dete Elementformulierung eine tragende Rolle spielen. Die Untersuchungen bestétigen die-
sen Eindruck und zeigen, dass die unterschiedlichen Locking-Phdnomene einen grofsen Ein-
fluss auf den Optimierungsprozess haben, wodurch die Optimierungsergebnisse komplett
verfdlscht werden konnen. Dieses wichtige und tiefgreifende Thema wird im Kontext der
Formoptimierung gesondert in Kapitel 9 behandelt.

67.B. Energiefehler.



Kapitel 7

Sickenoptimierung als Applikation
der Formoptimierung mit
FE-Parametrisierung

7.1 Einfiihrung

Die Sickenoptimierung ist eine interdisziplindre Aufgabe, die in der industriellen Praxis
einen besonders hohen Stellenwert einnimmt. Diese Sonderstellung ist darin begriindet,
dass die angestrebten Verbesserungen an einem Ausgangsmodell durch nahezu gewichts-
neutrale lokale geometrische Modifikation der Modelle erreicht wird. Wie es der Begriff ,,Si-
ckenoptimierung” verrét, handelt es sich um die Idee, mechanische Struktureigenschaften,
wie Steifigkeit, Eigenfrequenz oder Lebensdauer, durch den Einsatz von Sicken zu verbes-
sern. Dabei ergeben sich Fragestellungen auf zwei unterschiedlichen Skalen. Zum einen die
globale Skala, in der die Verteilung, Orientierung und Ausdehnung der Sicken in der un-
tersuchten Teilstruktur, der so genannte Entwurfsraum, gesucht werden. Man spricht dabei
vom Sickenbild (Abb. 7.1). Zum anderen ist die lokale Skala zu betrachten, in der der Si-
ckenkoérper bzw. -querschnitt einen nicht zu vernachldssigenden Einfluss auf das gesamte
Tragverhalten der versickten Struktur hat.

Die Sicke wird in der einschldgigen Literatur [Sch03], [Mai92], [Emm04] definiert als ,ei-
ne rinnenartige Vertiefung oder Erh6hung in ebenen oder gewdlbten Blechflachen, wobei
die Tiefe gegeniiber der Lange klein ist”. Zusitzlich zur lokalen Beschaffenheit des Sicken-
querschnitts und zum gesamten Sickenbild interessiert ebenso der Versickungsgrad, der das
Verhiltnis der versickten zur ebenen Flache darstellt.

Abbildung 7.1: Sickenbilder von [Sch03].
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7.2 Die Sicke als Konstruktionselement

Die Sickenoptimierung kann als Entwurfs- und Konstruktionswerkzeug tiberall verwen-
det werden, wo die mechanischen Eigenschaften von Flachentragwerken verbessert werden
sollen. Die Automobilindustrie, vor allem im Karosseriebereich, und die Luft- und Raum-
fahrtindustrie sind prominente Vertreter der Anwender dieser Techniken, aber auch in der
Herstellung von Fliissigkeitsbehéltern kommt die Sickenoptimierung zum Einsatz.

Die durch den Einsatz von Sicken signifikante Verbesserung des Tragverhaltens von flachen-
artigen Strukturen war Gegenstand Jahrzehnte langer Untersuchungen und Forschungsvor-
haben. Bereits in den Fiinfziger- und Sechzigerjahren entstanden die ersten Konstruktions-
regeln, Empfehlungen und Musterlosungen fiir einfache Geometrien [ ]. Der wesent-
liche in der Literatur erwdhnte Einfluss der Sicke auf das Tragverhalten eines Flachentrag-
werks ist die Ethohung des Flachentragheitsmoments, indem die Materialmasse auf Regio-
nen oberhalb bzw. unterhalb der Querschnittsschwerachse verlagert wird. Die Steinerschen
Anteile des Tragheitsmoments sorgen fiir den tiberproportionalen Zuwachs im statischen
Moment zweiten Grades Gl. (7.1)

L=1+A-d3 (7.1)
mit
L Tragheitsmoment um eine um d; verschobene Achse.
I Tragheitsmoment um die Schwerachse.
A Querschnittsfldche.
dq Abstand zwischen Schwerachse und verschobener Achse 1 — 1.

Ein weiterer wesentlicher Effekt, der in der Literatur keine besondere Beachtung erhilt, ist
die Verdnderung der Arbeitsanteile in der Verzerrungsenergie, wo die Sicke eine rdumliche
Tragwirkung in den eher ebenen Ausgangsgeometrien erzwingt und damit die giinstigeren
Membrankrafte weckt. Diese Verdnderung in der Tragwirkung ist bereits in der Formopti-
mierung von Freiformschalen angesprochen worden.

Basierend auf denselben globalen Mechanismen der Formoptimierung mit FE-
Parametrisierung wird im weiteren Verlauf ein Lokalisierungsalgorithmus entwickelt, der
in der Sickenoptimierung zum Einsatz kommt.

7.3 Verfahren der Sickenoptimierung

Die Bemiihungen, dieses fiir die Industrie wichtige Konstruktionselement in Form von kon-
kreten Methoden bzw. Vorschriften zu formulieren, haben in den frithen Fiinfziger zu Ge-
staltungsrichtlinien fiir Sickenbilder gefiihrt [ 10 10 ]. Die Verfahren wa-
ren trotz katalogisierter Musterlosungen empirisch und erforderten grofie Erfahrung im
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Umgang mit Sicken. Die veroffentlichten Richtlinien waren dazu nur fiir einfache Regelgeo-
metrien und Standardlastfille geeignet. Im letzten Jahrzehnt mit steigender Kapazitat und
Leistungsfahigkeit der zur Verfiigung stehenden Simulationstechniken, sowohl methodisch
als auch software- und hardwaretechnisch, haben die numerischen Optimierungsverfahren
in die multidisziplindre Aufgabe der Sickenoptimierung Einzug gehalten. In [ ] und
[ ] werden einige Ansétze vorgestellt, die sich der CAD-FEM-Kopplung erfolgreich be-
dienen. Im Folgenden soll ein weiterer Ansatz prasentiert werden, der sich von den o.g.
insofern unterscheidet, als eine generische mathematisch fundierte Optimierung der Ver-
zerrungsenergie von Schalenstrukturen direkt am FE-Netz vorgenommen wird.

7.4 Sickenoptimierung mit FE-Parametrisierung. Der lokale Filter

Die in Kapitel 6 vorgestellten Techniken stellen die Grundlage fiir eine Familie von globa-
len bzw. strukturweiten Filtern dar. Die Hauptaufgabe dieser Filtertechniken besteht dar-
in, eine Schnittstelle zwischen dem entwerfenden Ingenieur und den Systemantwortgrofien
zu schaffen. Der Designer ist mithilfe dieses Werkzeugs in der Lage zu bestimmen, wel-
che Wellenldnge, unabhéngig von der Netzfeinheit, er in seiner optimierten Struktur zulas-
sen mochte. In diesem Kontext entstand die Idee, auf diesen global agierenden Algorithmus
einen lokalen Filter aufzusetzen, mit dem Ziel ,spezielle” Stellen oder sogar Bereiche in der
Struktur anzusprechen. Diese , speziellen” Bereiche sollen im Verlauf der Optimierung die
einzelnen Sicken und danach das vollstandige Sickenbild formen.

Auf der Suche nach lokalen Gestaltsénderungen, die die mechanischen Eigenschaften des
gesamten Tragwerks! signifikant verbessern, stellt sich die Frage nach den Informationen
oder Attributen, die aus mechanischer Sicht diese Stellen gemein haben. In [ ] wer-
den die Hautspannungstrajektorien herangezogen, um den Pfad der Sicken nachzuzeich-
nen, was in biegedominierten ebenen Ausgangsgeometrien ein guter Ansatz ist.

In dieser Arbeit wird ein generischer Ansatz verfolgt, in dem die Verzerrungsenergie und
vor allem deren Gradienten, die mittels adjungierter Sensitivitdtsanalyse ermittelt werden,
zur Beurteilung der FE-Knoten herangezogen werden. Die Intensitdt der Ableitungen ent-
hélt die mechanische Aussage iiber die Auswirkung einer lokalen Gestaltsanderung. Die-
se Information macht sich der Sickenalgorithmus zunutze bei der Ermittlung von Ort und
Form der benétigten lokalen steifigkeitsteigernden Formanderungen.

7.4.1 Die Suche nach den ,Hot Spots”. Der Sickenalgorithmus im Detail

Nach Anwendung des globalen Filters (siehe Abschnitt 6.4) herrschen weitgehend oszillati-
onsfreie Systemsantworten im gesamten Entwurfsraum. Daraufhin kénnen die Gradienten
der Verzerrungsenergie absteigend sortiert und klassifiziert werden. Der Gradient drtickt
den ,Wunsch” des FE-Knotens aus, sich in eine Richtung im dreidimensionalen Raum zu

Hier auch beschrénken sich die numerischen Beispiele auf die Verzerrungsenergie als Zielfunktion. Dies ist
keine Einschrankung der Allgemeingiiltigkeit der prasentierten Verfahren.
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bewegen, um das Energieniveau im System zu reduzieren. Die Gradienten am FE-Knoten
enthalten somit die mechanische Aussage, in welche Richtung und mit welchem Betrag die
Bewegung erfolgen soll. Auf dieser Basis lassen sich die FE-Knoten herausfiltern, die eine
deutliche Verbesserung im Tragverhalten herbeifiithren konnen. Um Sickenverldufe zu er-
mitteln, miissen allerdings weitere Bedingungen erfiillt werden. Von den FE-Knoten, die mit
den sortierten Sensitivitdten korrespondieren, werden nur diese als Kandidaten fiir Sicken-
zentren, die so genannten , Hot Spots”, markiert, deren Sensitivitat hoher als ein bestimmter
Schwellwert ist. Dieser Schwellwert kann anwenderdefiniert oder eine Funktion des Mittel-
wertes aller Sensitivitdten im System sein. Die markierten Kandidaten werden im zweiten
Schritt auf Tauglichkeit tiberpriift. Der FE-Knoten mit der betragsméfsiig grofiten Sensitivi-
tat wird als erstes Zentrum deklariert. Die restlichen Kandidaten werden in der sortierten
Kandidatenliste sukzessive {iberpriift, indem der raumliche Abstand zu allen bekannten
Zentren (am Anfang ist es nur ein Zentrum) berechnet und mit dem vom Anwender defi-
nierten maximalen Sickenradius, entspricht der halben Sickenbreite, verglichen wird. Ist der
Abstand zu irgendeinem Zentrum kleiner als die vorgegebene Sickenbreite, ist dieser Kno-
ten im Einzugsbereich vorhandener Sicken und wird von der Kandidatenliste gestrichen. Ist
dieser Abstand grofier als die maximal gewtinschte Sickenbreite, wird der Kandidat in die
Zentrenliste eingetragen.

Nach Erhalt der Sickenzentren kann mit der Sickenbildung begonnen werden. Die Liste der
feststehenden Zentren wird durchlaufen. Die Umgebung innerhalb des Sickenradius um das
Zentrum wird gescannt und als Teil einer Sicke gekennzeichnet. In diesem Zusammenhang
stehen einige Optionen bzw. Gestaltungsmoglichkeiten zur Verfiigung. Da die Knoten im
kreisformigen Einzugsbereich eines Sickenzentrums im Allgemeinen unterschiedliche Sen-
sitivitdten aufweisen — meistens abklingend zum Sickenrand — konnen diese erneut einer
Klassifizierung unterzogen werden.

Es entsteht eine Vielfalt an anwendergesteuerten Gestaltungsmoglichkeiten fiir den Sicken-
korper (Sickenquerschnitt):

e Die von der algorithmischen Umsetzung einfachste Variante ist die ,nattirliche” Sicke,
bei der die FE-Knoten im kompletten Einzugsbereich2 ohne weitere Manipulationen
einen zur eigenen Sensitivitdt proportionalen Faktor zugewiesen bekommen. Dieser
Faktor legt die Schrittweite der Knotenbewegung in der kommenden Iteration fest.
Aufgrund der meistens Gaufs-dhnlichen Verteilung der Sensitivititen um das Zentrum
herum, entstehen geschlossene kreisformige nicht ganz gleichméfig gewolbte Sicken,
wie in Abb. 7.2 zu sehen ist>.

e Im Hinblick auf die Herstellbarkeit der gefundenen Sickenbilder kann ein Sickenkor-
per mit gleichbleibender Bauhohe unter Umstdnden erwiinscht sein. Dies kann durch
die Homogenisierung der Sensitivitidten im gesamten Einzugsbereich erreicht werden.

2Der Einzugsbereich ist die Summe aller FE-Knoten, die zum Sickenzentrum, dem Hot Spot, einen raumli-
chen Abstand, der kleiner als der Sickenradius ist, besitzen.

3In Abb. 7.2 kann in der zentralen Sicke eine Unebenheit im Eckbereich beobachtet werden. Diese Unregel-
mafigkeiten werden durch einen Fehler im verwendeten Freivernetzer verursacht, der unsymmetrische Netze
produziert, trotz symmetrischer Geometrie.
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Abbildung 7.2: Sickenoptimierung einer quadratischen Platte unter Gleichlast ohne Homogenisie-
rung.

Unter Homogenisierung wird in diesem Fall das Gleichsetzen der Gradientenintensi-
taten auf einen errechneten mittleren Wert verstanden. Dadurch entstehen kreisformi-
ge geschlossene Sicken mit einem gleichbleibenden Querschnitt, in dem die FE-Knoten
ein Plateau bilden, wie in Abb. 7.3 zu sehen ist.

4 il

Abbildung 7.3: Sickenoptimierung einer quadratischen Platte unter Gleichlast ohne Sickendurch-
dringung mit Homogenisierung.
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e Mit den bisher gewdhlten Filtern ist es moglich, lediglich quadratische oder kreisfor-
mige Sicken zu produzieren. In vielen Fillen, in denen ein nahezu eindimensionaler
Kraftfluss stattfindet, sind langgezogene Sicken mit Orientierung der Sickenldngsach-
se in Richtung der Lastabtragung wesentlich effizienter. Die Information {iber die
Sickenorientierung ist ebenfalls in den Sensitivitdten der Verzerrungsenergie gespei-
chert und zwar in der Verteilung der , Ableitungsintensitdten” im Sickenkorper. Eine
selektive Klassifikation der FE-Knoten im Einzugsbereich eines Zentrums (im Um-
kreis vom Sickenradius), bei der nur Knoten mit Intensititen iiber einem bestimmten
Niveau ausgewdhlt werden, bringt den langgezogenen und gerichteten Sickenkorper
hervor. Die restlichen Knoten erhalten den Nullfaktor und bleiben damit unverédndert.

Ein guter Schwellwert fiir die Grenzintensitit ist ®,, der sich aus dem arithmetischen
Mittel zuziiglich der Varianz der Sensitivititen innerhalb des Einzugsbereichs? ergibt.

Oy = Vof 4| Y (U T 72)
7 n—1 = ax; x ’
mit
n Un
Vif = == (7.3)
dabei ist

V.f  das arithmetische Mittel der Sensitivititen im Einzugsbereich.
9 fm
axi

n Anzahl der FE-Knoten im Einzugsbereich.

die gefilterte Sensitivitdt am i — fen Knoten.

Eine darauf folgende Homogenisierung fiihrt zu einer gleichbleibenden Bauhohe in
der langgezogenen Sicke, wie in Abb. 7.6 bei der Sickenoptimierung eines Kragarms
zu sehen ist.

e Aufbauend auf dem selektiven Algorithmus ergibt sich eine weitere Gestaltungsmog-
lichkeit fiir den Sickenkorper. Wie oben beschrieben, entsteht die langliche Sicke durch
Entfernung der nicht relevanten Knoten aus dem Sickenkorper. Eine sinnvolle Ergéan-
zung wdre die Erhaltung der Knoten mit geringer Sensitivitit, allerdings mit einer
verminderten Schrittweite. Das Ergebnis des mit diesen Optionen fungierenden Si-
ckenalgorithmus ist eine abgetreppte Sicke mit einem langgezogenen Kern und einem
kreisformigen dufseren Umriss, wie in Abb. 7.4 zu sehen ist. Die unregelméfliige Form
der mittleren Sicke ist auf Ungenauigkeiten im Ausgangsnetz und auf die grobe Dis-
kretisierung zurtickzufiihren.

7.4.2 Durchdringung von Sicken

Das bisher vorgestellte Verfahren ist in der Lage, einzelne Sicken ausfinding zu machen
und deren Querschnitt, also den Sickenkorper, mittels unterschiedlicher anwendergesteur-

“Hier ist zwischen Sickenkorper und Einzugsbereich zu unterscheiden, denn im Falle des selektiven Algo-
rithmus ist der Sickenkorper nur eine Teilmenge des Einzugsbereichs.
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Abbildung 7.4: Sickenoptimierung einer quadratischen Platte unter Gleichlast mit Abstufung der
Bauhohe.

ter Optionen zu gestalten. Haufig sind jedoch geschlossene Sickenverldufe, entweder grof-
flachige oder schmale langgezogene, erwiinscht oder aus mechanischen Griinden sogar not-
wendig. Um dem Gentige zu tun, wird der Sickenalgorithmus um zwei Fahigkeiten ergédnzt.

Die grofiflichige Sicke, bei der mehrere benachbarte Sicken zu einer groflen zusammenge-
fiihrt werden, kann durch Einfithrung der Durchdringungseigenschaft erreicht werden. Es
handelt sich dabei um einen Interaktionsfaktor, der die Abstinde zwischen den Sickenzen-
tren neu regelt.

Wie bereits oben beschrieben werden die Kandidaten der Sickenzentren nur dann zu neuen
Zentren, wenn deren Abstand zu allen bereits bekannten Zentren grofier ist als die vorgege-
bene Sickenbreite (doppelter Sickenradius). Somit reicht es, einen Interaktionsfaktor

A isch iZ
INTERAKT — bstand ZV\{']SC en z.we1 entren 7.4)
Sickenradius

einzufiihren, der den minimal zuldssigen Abstand zwischen den Sickenzentren regelt. Ist
INTERAKT = 2.0, erhalten wir dasselbe Verhalten, wie oben beschrieben, also die direkt
benachbarten aber getrennten Sicken (Abb. 7.5). Wird INTERAKT > 2.0 gewdhlt, konnen
die Sicken auseinander gebracht werden. Bei INTERAKT < 2.0 konnen sich die Sicken
durchdringen und bilden damit eine grofsflichige Sicke, wie in Abb. 7.5 zu sehen ist.

Ein moglicher Nachteil der durch einfache Relaxation des Interaktionsfaktors entstehenden
grofiflichigen Sicken ist aus mechanischer Sicht die Tatsache, dass sich damit auch benach-
barte Sicken durchdringen wiirden, obwohl dies der Verbesserung des Tragverhaltens nicht
zutraglich wire. Dieses Phanomen kann in ldnglichen Strukturen mit einem nahezu ein-
achsigen Kraftfluss, wie z.B. in auskragenden Strukturen, beobachtet werden. In solchen
Strukturen sind meist langgezogene parallel zueinander verlaufende Sicken wesentlich ef-
fizienter. Diese Anforderung kann der bisher prasentierte Sickenalgorithmus nicht erfiillen.
Eine weitere Ergdnzung, um diese Aufgabe zu meistern, ist der Sickenschliefsungsalgorith-
mus.
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Abbildung 7.5: Sickenoptimierung einer quadratischen Platte unter Gleichlast mit Sickendurchdrin-
gung.

7.4.3 Der Sickenschliefungsalgorithmus

Die technischen Merkmale des bisher vorgestellten Sickenalgorithmus enthalten das Auffin-
den der Stellen, an denen Sicken die grofitmogliche Verbesserung der mechanischen Struk-
tureigenschaften, hier die Steifigkeit, bewirken. Weiterhin ist es moglich, die Schar an be-
nachbarten Sicken, mittels eines einfachen nicht mechanisch motivierten Kriteriums, zu ei-
ner grofsflachigen Sicke zusammenzufassen.

In diesem Abschnitt wird ein Algorithmus vorgestellt, bei dem eine gezielte Untersuchung
der Randknoten (Fugenknoten) erfolgt, sodass die benachbarten durch Fugen getrennten
Sicken nur dann vereint werden, wenn dies der Steigerung der Struktursteifigkeit zutraglich
ist.

Diese Problematik, eine Sickenfuge aufzuheben oder nicht, ist in Abbildung 7.6 dargestellt.
Es stellt sich die Frage, welcher der beiden Sickenrdnder 1 oder 2 sinnvollerweise aufgeho-
ben werden soll, um die zwei Sicken zu vereinen, und welcher Sickenrand besser bleiben
sollte. Das Sickenbild in Abb. 7.6(b) ist Teil eines Kragarms mit der Belastung am Kragar-
mende Abb. 7.6(a). Die korrekte Entscheidung wiirde dem entwerfenden Ingenieur nicht
schwer fallen, denn die Aufhebung des Randes 1 produziert eine lange zum Kraftfluss pa-
rallele Rippe, wihrend die Aufhebung des Randes 2 die gewonnene Bauhohe wieder riick-
gangig machen und damit die Steifigkeit reduzieren wiirde.

Wie kann allerdings ein Computer diese Entscheidung zuverlassig treffen? Diese Frage kann
einzig und alleine der FE-Knoten direkt auf dem Sickenrand beantworten. Dank einer er-
neuten Sensitivitdtsanalyse fiir die betroffenen Knoten, also die Knoten, die zwei Sicken von
einander trennen, kann eine systematische Beurteilung vorgenommen werden. Die Knoten,



7.4. Sickenoptimierung mit FE-Parametrisierung. Der lokale Filter 129

(a) System im Gesamtbild. (b) Sickenfugen im Detailbild.
Abbildung 7.6: Sickenoptimierung eines Kragarms ohne SickenschlieSung.

die besser die Sicken vereinen, besitzen Sensitivititen, die den Knoten eine solche Bewe-
gung verleihen. Falls es besser wire die Sicken eher getrennt zu lassen, zeigt der Gradient
in die entgegengesetzte Richtung. Im Beispiel in Abb. 7.6(b) zeigen die Grenzknoten auf der
Linie 1 eine Tendenz nach oben, wéahrend die Grenzknoten auf der Linie 2 eine Bewegung
nach unten bevorzugen. Unter Beriicksichtigung dieser im Knoten gespeicherten mecha-
nischen Information liefert der Sickenschlieffungsalgorithmus geschlossene Sickenverldufe
unter dem Gesichtspunkt der Steifigkeitsmaximierung.

Im Zuge der SickenschliefSung ergibt sich ein wichtiges an den dynamischen Prozess der
Sickenentstehung gekoppeltes Phanomen, das auf den Zeitpunkt der Aufhebung der Si-
ckenfugen einen entscheidenden Einfluss nimmt. Das Phidnomen betrifft die Stabilitdt der
erzeugten Sickenbilder, die im Laufe der Iterationen einem standigen Wandel unterworfen
sind. Einerseits kommen, aufgrund der Strukturverdnderungen, neue Sickenzentren hinzu,
andererseits wird ein Seitenwechsel der Sicken beziiglich der Ausgangslage beobachtet. Al-
so kommt es vor, dass eine Sicke, die sich nach oben gebildet hat, die Seite beziiglich der
neutralen Faser wechselt und nach unten muss. Dies bedeutet, dass die bereits ausgebilde-
ten Sickenkorper im weiteren Verlauf der Sickenoptimierung das Vorzeichen der Sensitivi-
taten wechseln und damit sich symmetrisch zur neutralen Faser bewegen — ein so genann-
tes Umsttilpen der Sicke. Dieses Phanomen wird durch Beobachtung der Sensitivitdten der
Sickenzentren kontrolliert, indem die Geschichte der Ableitung in den Sickenzentren auf-
gezeichnet wird. Erst wenn keine neuen Sicken hinzukommen und keine Sicken die Lage
beztiglich der neutralen Faser dndern, wird die Konvergenz des Sickenbildes angenommen.
Dieses Verhalten der Sickenentstehung ist in Abbildung 7.7 dargestellt. In Abbildung 7.7(a)
ist das Ergebnis der Sickenoptimierung nach der ersten Iteration zu sehen. Die Entstehung
von zwei neuen Sicken und vor allem den Seitenwechsel einiger Sicken verzeichnet die
zweite Iteration in Abbildung 7.7(b). Dieses Sickenmuster konvergiert dann zu einem stabi-
len Sickenbild. Erst dann kann der Sickenschlieffungsalgorithmus seine Arbeit aufnehmen.
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(a) Entstehen erster Sicken (b) Umsttilpen der Sicken (c) Konvergenz zum endgiil-
(nach der 1. Iteration). (nach der 2. Iteration). tigen Sickenbild. Sickenschlie-
Bung).

Abbildung 7.7: Sickenoptimierung einer Kragplatte.

Das Ergebnis der SickenschliefSung ist Abbildung 7.7(c) zu entnehmen. Darin wird ersicht-
lich, dass die Fugen senkrecht zum Kraftfluss aufgehoben wurden und die Grenzen parallel
dazu dahingehend modifiziert werden, dass die Lastabtragung durch breitere Sicken be-
glinstigt wird. Erkennbar ist ebenfalls die gleichméaflige Materialverlagerung jenseits der
neutralen Faser, sodass Zug- und Druckgurt anndhernd die gleiche Fldche aufweisen.

7.5 Numerische Beispiele

7.5.1 Das Wellblech

In diesem Beispiel wird versucht eines der bekanntesten Losungen im konstruktiven Inge-
nieurwesen — das Wellblech — zu reproduzieren. Die rippenartigen Strukturen sind insbe-
sondere in Tragwerken mit einachsigem Kraftfluss, wie Kragarme oder Plattenstreifen, sehr
effiziente Losungen. Im vorliegenden Beispiel wird die Sickenoptimierung einer einachsig
tragenden Platte vorgenommen. In Abbildung 7.8(a) ist das statische System dargestellt, in
dem die langen Rénder Navier-gelagert und die kurzen frei sind, wodurch die einachsi-
ge Lastabtragung erzwungen wird. Die Struktur wird durch eine Gleichflichenlast bean-
sprucht.

Im Vorlauf der Sickenoptimierung miissen die Sensitivitdten mit einem globalen Filter des
Radius Rgjopa = 2.0, was der kurzen Plattenspannweite entspricht, gegléttet werden. Der
Sickenradius, der Radius des lokalen Filters, wird Rjor, = 1.45 etwas grofier als die hal-
be Spannweite gewahlt, damit eine durchgehende Sicke entstehen kann, wie in Abbildung
7.8(b) zu sehen ist.
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(a) Statisches System. Plattenstreifen. (b) Wellblechlosung.

Abbildung 7.8: Sickenoptimierung eines Plattenstreifens.

Einen interessanten Vergleich zur Beurteilung der Effizienz in der Lastabtragung stellt Ta-
belle 7.1 zur Verfiigung. Darin wird die Verzerrungsenergie von drei Strukturen, der Plat-
tenstreifen, die Sickenlosung und die Membranlosung verglichen.

Plattenstreifen Wellblech Membran
6,7914E-02 2,4950E-02 0,56254E-02

Tabelle 7.1: Vergleich der Verzerrungsenergie.

Es ist deutlich zu sehen, in welchem Mafie die Membranstrukturen tiberlegen sind, wobei
diese stark an den Randbedingungen, Einwirkung und Lagerung, gebunden sind und auf
Abweichungen sehr empfindlich reagieren. Die versickte Struktur liefert ebenso eine erheb-
liche Verbesserung gegeniiber dem Plattenstreifen. Die Verteilung der von Mieses Spannun-
gen in den drei Losungen (Abbildung 7.9) bestitigt die Aussage der Ergebnisse der Verzer-
rungsenergie, indem der Plattenstreifen die wesentlich hoheren und die Membranstruktur
die geringsten Spannungen aufweist.

7.5.2 Der Gasbehilter

In diesem Beispiel wird die Aussteifung eines Behilters (ohne oberen und unteren Boden)
unter Innendruck mittels Sickenoptimierung durchgefiihrt. Im Behalter mit quadratischem
Querschnitt werden alle vier Seitenwédnde der Optimierung freigegeben, indem die drei
Raumkoordinaten jedes FE-Knotens als Entwurfsvariable deklariert werden. Die Sensitivi-
taten werden strukturweit mittels eines globalen Filters mit Filterradius Rgjops = 5.0, was
der halben Behilterbreite entspricht, gefiltert. Der Sickenradius betragt Ror, = 2.15 damit
die Sicken in jeder Seitenwand gentigend Platz haben, um sich bilden zu kénnen.

Anzumerken ist, dass sich das Sickenbild dndern wiirde bei Wahl eines anderen Sickenra-
dius, was die Freiheit ausmacht, die dem entwerfenden Ingenieur durch das Verfahren zur
Verfiigung gestellt wird.
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(a) Plattenstreifen. (b) Sickenlosung.

(c) Membranlosung.

Abbildung 7.9: Von Mieses Spannungsverteilung.

Es bilden sich in jeder Seitenwand neun Sicken und zwar in den Ecken, in der Mitte jeder
Kante und im Zentrum, wie in Abbildung 7.10(a) zu sehen ist. Das Sickenmuster konvergiert
in der zweiten Iteration zu einem stabilen Sickenbild. Darin ist zu beobachten, dass sich
die Sicken abwechselnd nach innen und nach aufien bilden, um die maximale rdumliche
Tragwirkung, in der die giinstigen Membrankréfte aktiviert werden, auszuschopfen.



(a) Seitenansicht. (b) Schréagansicht.

Abbildung 7.10: Sickenoptimierung eines Behilters unter Innendruck.
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(a) Draufsicht. (b) Perspektivdarstellung.

Abbildung 7.11: Sickenoptimierung eines Behilters unter Innendruck.






Kapitel 8

Sensitivitdatsanalyse in der
Formoptimierung

8.1 Einfiihrung

Die Sensitivitdtsanalyse hat sich im Laufe der vergangenen Jahrzehnte zu einer eigenstandi-
gen Wissenschaft entwickelt, die in vielen Disziplinen, wie Natur-, Sozial-, Umwelt- und Fi-
nanzwissenschaften Anwendung findet. Im Allgemeinen ist eine Sensitivitdtsanalyse iiber-
all dort sinnvoll oder notwendig, wo ein Modell als Ersatz fiir ein reales System oder einen
Prozess verwendet wird. Einige Wissenschaftler vertreten die Meinung, dass die Sensitivi-
tatsanalyse eine Grundvoraussetzung fiir eine zuverldssige Modellbildung ist [ ]. Auf-
grund der vielfdltigen Einsatzgebiete der Sensitivitdtsanalyse sind ebenso viele spezialisier-
te Definitionen vorhanden, die die Besonderheiten der jeweiligen Anwendung ausmachen.
Dennoch existiert ein diszipliniibergreifender Charakter, der eine allgemeine Definition er-
moglicht. Demnach untersucht die Sensitivitdtsanalyse den Zusammenhang zwischen den
Eingangs- und Ausgangsdaten eines Modells.

Im Laufe der Jahre hat sich der Begriff der Sensitivititsanalyse, in dem lediglich die Emp-
findlichkeit der Modellantwortsgrofien infolge einer Variation des Inputs gesucht wird, um
die konzeptionellen und strukturellen Modellunsicherheiten erweitert. Die Sensitivitdtsana-
lyse hat prinzipiell die Aufgabe, die Zuverldssigkeit eines Modells zu erhShen [ ]. Dies
impliziert:

e das Auffinden der wesentlichen Eingangsparameter, die eine signifikante Variation
der Antwortsgrofien hervorrufen.

e die Identifikation der interessanten Regionen im Raum der Eingangsdaten, die zum
Kalibrieren des Modells herangezogen werden. Die Materialgesetze sind ein gutes Bei-
spiel aus der Strukturmechanik fiir diese Art von Anwendung.

¢ die Identifikation der einflussarmen Eingangsparameter mit dem Ziel, diese aus dem
Modell zu entfernen oder zumindest nicht mehr zu variieren bzw. zu streuen.

In den unterschiedlichen Fachgebieten, die auf die Sensitivitdtsanalyse zuriickgreifen, erhalt
der allgemeine Begriff eine fachbezogene Spezialisierung. In der Chemie z.B. stellt die Sensi-
tivititsanalyse das Verhiltnis zwischen den thermodynamischen Eingangsgrofien und den
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messbaren Ausgangsgrofien einer Reaktion dar. In der Strukturoptimierung bestimmt die
Sensitivitdtsanalyse das Maf3 der Verdnderung der an einer Optimierungsaufgabe beteilig-
ten Funktionen - Zielfunktion(en) und Nebenbedingungen — aufgrund einer Variation der
Entwurfsvariablen. In anderen Worten, mittels der Sensitivititsanalyse werden die Ablei-
tungen von Zielfunktion und Nebenbedingungen beziiglich der Entwurfsvariablen ermit-
telt. Ublicherweise ist lediglich die Ableitung erster Ordnung gemeint, denn Ableitungen
hoherer Ordnung sind nur mit extrem groflem Herleitungs-, Codierungs- und Rechenauf-
wand erhéltlich. Bei den weniger genauen Differenzenverfahren ist die zweite Ableitung
mit unvertretbaren Ungenauigkeiten behaftet, sodass die Aussagekraft verloren geht.

Die Ableitungsdaten werden in der Strukturoptimierung von den gradientenbasierten Opti-
mierungsalgorithmen bendétigt, um die Aktualisierung der Entwurfsvariablen gezielt vorzu-
nehmen. Die Gradientenverfahren, im Gegensatz zu den Verfahren nullter Ordnung, fithren
in jeder Iteration dank der Ableitungsinformation zu einer Entwurfsverbesserung.

Diese Arbeit beschéftigt sich mit neuartigen Verfahren in der Formoptimierung von Frei-
formschalen, daher ist der Schwerpunkt auf die linearelastische Analyse gelegt, um die
Komplexitdt und die unbekannten Seiteneffekte der geometrischen und materiellen Nichtli-
nearitdten zu vermeiden. Somit gilt ebenso das Interesse in der Sensitivitdtsanalyse den dis-
kreten linearen Gleichgewichtsbeziehungen der Strukturmechanik. Die variationellen Ver-
fahren der Sensitivitdtsanalyse werden daher nur kurz vorgestellt.

8.2 Klassifikation der Verfahren

In der einschldgigen Literatur sind mehrere Moglichkeiten vorzufinden, die Verfahren der
Sensitivitdtsanalyse zu klassifizieren. Von der softwaretechnischen Seite wird zwischen Ver-
fahren unterschieden, bei denen keine Kenntnisse tiber die Elementformulierung erforder-
lich sind, wie das globale Differenzenverfahren und in gewisser Hinsicht die semianalyti-
sche Sensitivitdtsanalyse, und Verfahren bei denen die Elementsteifigkeitsmatrix abgeleitet
werden muss, sodass der volle Zugriff auf den FE-Code erforderlich ist, wie die diskrete
direkte Sensitivitdtsanalyse.

Eine weitere mogliche Klassifikation, nach der sich diese Arbeit richtet, ist die Einteilung ei-
nerseits in diskrete Verfahren, bei denen erst die Modelldiskretisierung mittels der Methode
der finiten Elemente stattfindet und danach die Ableitung der Funktionen und der diskreten
Zustandsgrofien nach den Entwurfsvariablen. Andererseits kann die Differenziation zuvor
auf der Ebene der problembeschreibenden Gleichungen erledigt werden und danach erfolgt
die Diskretisierung. Zu dieser Klasse gehoren die variationellen Methoden, die hier nur kurz
angeschnitten werden.

In der Tabelle 8.1 werden die unterschiedlichen Verfahren der Sensitivititsanalyse zusam-
mengefasst.
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Nach Genauigkeit (nach Reihenfolge der Operationen | Zustand der abzuleitenden
unten aufsteigend) Gleichungen

Differenzen (numerisch) Direkt Diskret

Semianalytisch Adjungiert Variationell

Analytisch

Tabelle 8.1: Klassifikation der Verfahren der Sensitivitdtsanalyse.

8.3 Die diskrete Sensitivitiatsanalyse

Die Ermittlung der Ableitungen erfolgt in der diskreten Sensitivitdtsanalyse durch Diffe-
renziation der algebraischen Gleichungen, die mittels Diskretisierung der problembeschrei-
benden (partiellen) Differenzialgleichungen entstehen, und im Falle der Strukturoptimie-
rung das statische oder dynamische Gleichgewicht reprédsentieren. Die Diskretisierung be-
deutet in diesem Zusammenhang die Uberfﬁhrung der unbekannten Funktionsverlaufe der
Systemantwortsgrofsen in diskrete Unbekannten an speziellen Stellen, wie FE-Knoten oder
Gauflpunkte. Der Unterschied zwischen der diskreten und der variationellen Sensitivitats-
analyse wird bei Betrachtung der Gleichgewichtsgleichungen des kontinuierlichen GI. (8.1)
und des diskreten Falls Gl. (8.2) deutlich.

gijj+fi =0 in Q)
u; =4 auf l"gz- (81)
Uij * 1j = hl auf l"hl

Gleichung 8.1 ist die starke Form in der linearen Elastostatik und stellt den funktionalen
Zusammenhang zwischen den unbekannten Verldufen der Systemantwort, die Verschie-
bungen u; und die Spannungen ¢;;, und den vorgeschriebenen Randbedingungen, Direchlet
gi auf I'y; und Neumann ; auf I'y; dar (fiir mehr Details siehe [ ]). Die Differenziation
der starken Form bzw. der dquivalenten schwachen Form beziiglich der Entwurfsvariablen
ist Gegenstand der variationellen Sensitivitdtsanalyse, die in Abschnitt 8.4 kurz beschrieben
wird.

Die Diskretisierung der starken Form (bzw. der dquivalenten schwachen Form) fiihrt zu
einem algebraischen Gleichungssystem der unbekannten diskreten Knotenverschiebungen
u,

K-u=R (8.2)
mit K die Systemsteifigkeitsmatrix, u Vektor der unbekannten Knotenverschiebungen und
R Vektor der konsistenten Knotenkrifte.

Mit der Differenziation des Gleichungssystems (8.2) beschiftigt sich die diskrete Sensitivi-
tatsanalyse, auf die in den folgenden Abschnitten eingegangen wird.
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8.3.1 Das Verfahren der finite Differenzen

Bei der Methode der finiten Differenzen handelt es sich um eine Approximation der Ab-
leitungsdaten. Es ist von der Umsetzung und der Codierung her das einfachste, aber bei
weitem nicht das effizienteste Verfahren zur Ermittlung von Sensitivitdten. Wie bereits die
Bezeichnung des Verfahrens es vermittelt, wird die Steigung der untersuchten Funktion an
der aktuellen Stelle des Entwurfsvariablenvektors sg durch Bildung des Differenzenquoti-
enten der Funktionsauswertungen jeweils an der aktuellen Stelle sy und an einer benachbar-
ten Stelle sq, die eine Storung des aktuellen Zustandes mittels der Schrittweite As darstellt,
ermittelt.

Es ergibt sich eine ganze Familie an Approximationen, wovon hier die zwei wichtigsten
kurz vorgestellt werden. Die einfachste Methode der finiten Differenzen ist das Vorwarts-
differenzenverfahren, indem eine Approximation erster Ordnung der Sensitivititen vorge-
nommen wird. Die Ableitung der Funktion u nach der Entwurfsvariablen s; (in Komponen-
tenschreibweise) ergibt sich zu:

B_u N & _u(s1,82,...,8i + Asj, ..., 54) — (51,82, ..., Si -, S1) 83)
aSi o ASi N ASZ' '

Im n-dimensionalen Raum, mit n Anzahl der Entwurfsvariablen, impliziert die Ableitungs-
vorschrift in Gl. ( 8.3), dass die abzuleitende Funktion u zusétzlich! n mal ausgewertet
werden muss. In der Strukturoptimierung bedeutet jede Auswertung eine komplette FE-
Analyse, wodurch klar wird, dass das Finitedifferenzenverfahren zeit- und rechenintensiv
ist, bei dem der Rechenaufwand linear mit der Anzahl der Entwurfsvariablen steigt.

Eine Approximation zweiter Ordnung stellt das Verfahren der zentralen Differenzen dar,
bei dem die Informationen hoherer Ordnung durch zusitzliche Auswertungen angenédhert
werden.

a_u N % _u(s1,82,-..,5i + As;, ..., 8y) —u(sy,82,..., 5 — Asj, ..., 5,) (8.4)
E)si - ASZ' N ZASl‘ '

In GL. (8.4) wird deutlich, dass eine weitere Auswertung an der Stelle s; — As; benétigt wird,
wodurch Rechenaufwand und Speicherbedarf merklich steigen.

8.3.1.1 Das Schrittweiten-Dilemma

Bei jeder Approximation stellt sich die Frage der Genauigkeit und der Abhdngigkeit
von der Schrittweite As. Zur Abschdtzung der Approximationsfehler wird eine Taylor-
Reihenentwicklung, die mathematische Basis der Differenzenverfahren, herangezogen. Im
Allgemeinen konnen zwei Fehlerquellen ausgemacht werden: Der Abbruchfehler e4 und
der Konditionsfehler ek (fiir mehr Details siehe [ D).

1 Zusitzlich zur Strukturanalyse, die an der Stelle sy durchgefiihrt wird.
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Der Abbruchfehler entsteht durch Vernachldssigung der Glieder hoherer Ordnung in der
Reihenentwicklung. Im Vorwiértsdifferenzenverfahren im eindimensionalen Fall kann der
dieser Fehler wie folgt formuliert werden:

du (As)? du
132

= — <¢< .
u(s+ As) = u(s) + As s (s) + s (s+¢As), 0<¢<1 (8.5)
Der Abbruchfehler aus Gl. (8.5) ergibt sich zu:
(As)? du
ea(Bs) = =5 (s+4As), 0<G<1 (8.6)

Die Betrachtung der Gl. (8.6) zeigt, dass der Abbruchfehler eine quadratische Funktion der
Schrittweite As ist. Je grofier die Schrittweite, desto grofier der Abbruchfehler.

Der Konditionsfehler entsteht durch Rundungsfehler bei der Berechnung des Quotienten

Au
As’

spielen. Der wesentliche Beitrag kommt hingegen von der numerischen Auswertung der
Funktion u, die meistens anhand schlecht konditionierter Problemstellungen stattfindet. Ei-
ne weitere Fehlerquelle sind iterative Losungsverfahren, bei denen unter Umstdnden zu
frith abgebrochen wird.

die allerdings bei der heutigen Rechengenauigkeit moderner Rechner keine Rolle mehr

Bei Begrenzung des maximal moglichen Fehlers bei der Evaluierung der Funktion u auf
€, kann der Konditionsfehler fiir das Vorwartsdifferenzenverfahren wie folgt konservativ
geschétzt werden:

2
ex(8s) = e, (8.7)

In GL (8.7) wird das Konditionsproblem deutlich wiedergegeben, indem die Verfeinerung
der Diskretisierung, hier die Schrittweite, den Konditionsfehler in die Hohe treibt.

Der Vergleich beider Fehlergleichungen GI. (8.6) und Gl. (8.7) offenbart das Schrittweitendi-
lemma, unter dem die Differenzenverfahren generell leiden. Bei Vergroflerung der Schritt-
weite dominiert der Abbruchfehler und bei der Verkleinerung tiberwiegt der Konditions-
fehler. Somit stellt sich heraus, dass die Bestimmung der optimalen Schrittweite, oder zu-
mindest den Bereich, in dem der Gesamtfehler in akzeptablen Regionen liegt, die zentrale
Aufgabe bei der Anwendung eines Differenzenverfahrens ist. Diese Aufgabe ist nicht im-
mer eindeutig losbar. Hinzu kommt die Tatsache, dass der Bereich des tolerierbaren Fehlers
entweder sehr klein oder gar nicht vorhanden ist [ ].

Trotz der angesprochenen Unzuldnglichkeiten der Verfahren der finiten Differenzen, die
numerische Ineffizienz und das Schrittweitendilemma, ist eine fiir den Erfolg dieser Verfah-
ren wesentliche Eigenschaft zu erwdhnen. Die Betrachtung der Gleichungen (8.3) und (8.4)
zeigt, dass die Differenziation keinerlei Informationen tiber die Elementformulierung beno-
tigt. Die problemabhéngige Diskretisierung und die darunterliegende Elementtechnologie
werden lediglich als , Blackbox” verwendet und spielen bei der Differenziation keine Rolle.
Somit ist das Verfahren, einmal codiert, ein universelles Werkzeug zur Ableitung von Funk-
tionen. Diese Eigenschaft, zusétzlich zur einfachen Implementierung, war der Hauptgrund
fiir die weit verbreitete Anwendung in der Industrie.
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8.3.2 Die diskrete analytische Sensitivititsanalyse

In der diskreten analytischen Sensitivititsanalyse bezieht sich die Bezeichnung analytisch
auf das Ableitungsverfahren, und nicht auf den Charakter der Groflen, nach denen abge-
leitet wird. Mit anderen Worten, bei der Differenziation findet keine Approximation der
Gradienten, z.B. mittels Differenzen (siehe Abschnitt 8.3.1), statt. Da aber die problembe-
schreibenden Gleichungen in diskretisierter Form vorliegen Gl. (8.2), handelt es sich bei den
Zustandsgrofien, die Knotenverschiebungen u, um diskrete und damit im Allgemeinen ap-
proximierte Grofsen.

Die Funktionen in der Strukturoptimierung, deren Gradienten mittels der Sensitivitdtsana-
lyse ermittelt werden, sind im Allgemeinen Strukturantwortsgrofien, wie Verschiebungen,
Spannungen, Gewicht, Masse, Volumen, Verzerrungsenergie, Eigenfrequenz u.v.m. Diese
Strukturantworten sind generell direkte Funktionen der Entwurfsvariablen s, die freien Pa-
rameter im System, wie Querschnittswerte (Querschnittsflache, Schalendicke, Tragheitsmo-
ment), Geometriewerte (Knotenkoordinaten, charakteristische Abmessungen, wie Lochra-
dien, Kugelradius etc.) oder Materialkennwerte (Faserausrichtung, relative Materialdichte).
Sie konnen aber auch indirekte implizite Funktionen der Entwurfsvariablen tiber die Ab-
hédngigkeit von den Knotenverschiebungen u, die Zustandsvariablen, sein. Somit ergeben
sich fiir eine Funktion f mehrfache Abhdngigkeiten von s:

f=f(s,u(s)) (8.8)

Die analytische Ermittlung der Sensitivitdt der Funktion f nach dem Vektor der Entwurfs-
variablen s erfordert daher die Anwendung der Kettenregel:

df _3f _3f .1 ou
ds ~9s " Gu) 3 (89)

Die gesuchte Sensitivitdt der Funktion f ist die totale Ableitung %, die zum einen die par-

tielle Ableitung % als Ausdruck fiir die direkte explizite Abhingigkeit der Funktion f von
den Entwurfsvariablen s enthilt, und zum anderen stellt der Term (% )T g—‘s' den indirekten
impliziten Zusammenhang tiber die Zustandsvariablen u dar.

Die direkte Abhédngigkeit % ist in aller Regel einfach zu bekommen oder oft sogar null. Der
wesentliche und rechenintensive Teil ist die Bestimmung der Sensitivitidten der Verschie-
bungen ‘3—‘5‘.

Die Sensitivititen der Knotenverschiebungen konnen durch die direkte Ableitung der
Gleichgewichtsgleichungen Gl. (8.2) wie folgt ermittelt werden:

K-u = R (8.10)
dK du dR
du dR dK
du g (R_AK (8.13)

ds
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.. 1. 0 d
Dadurch, dass u nur von s abhéngt, gilt 55 = 4.

Die Vereinfachung, die mit der linearen Kinematik einhergeht, ist die Unabhadngigkeit der
Systemsteifigkeitsmatrix K von den Zustandsvariablen u. Eine weitere Vereinfachung ist die
Annahme von konservativen und deformationsunabhingigen Lasten R = R(s) und nicht
R = R(u(s),s).

Der Ausdruck %—E — ‘é—ls( -u auf der rechten Seite in GI. (8.12) wird, aufgrund der Ahnlichkeit

mit dem Systemlastvektor R, der Pseudolastvektor R* genannt:

R*:C;—I:—E;—Is(-u (8.14)
Die Strukturanalyse mittels der Methode der finiten Elemente erfordert die Losung des Glei-
chungssystems GL. (8.10), wodurch die Systemsteifigkeitsmatrix K, tiblicherweise, nach dem
Cholesky-Verfahren faktorisiert? wird. Dadurch reduziert sich der Aufwand bei der Berech-
nung der Sensitivitdtskoeffizienten erheblich, denn nach der Aufstellung des Pseudolast-
vektors muss kein komplettes Gleichungssystem geldst werden. Durch Vorhalten der fak-
torisierten Systemsteifigkeitsmatrix gentigt das Riickwértseinsetzen, um die Koeffizienten
der Matrix ‘é—;‘ zu erhalten.

Anschliefiend kann in Gl. (8.9) eingesetzt werden, um die vollstindige Ableitung der Funk-
tion f zu bestimmen:

af _ %Jr(%)T.K*l.(dR_dK )

ds  9s odu ds  ds
_ % g T -1 *
= S +(GT-KTR (8.15)

Die Berechnung der Sensitivitdtskoeffizienten dominiert den Rechenaufwand der gesam-
ten Optimierungsaufgabe und muss in jeder Iteration erneut durchgefiihrt werden. Daher
lohnt es die Bestimmungsgleichung (8.15) genauer zu analysieren und die unterschiedli-
chen Moglichkeiten, einerseits die Reihenfolge der Matrizenoperationen, andererseits die
Verfahren zur Bestimmung der involvierten Felder zu vergleichen und gegeniiberzustellen.

Bei der Reihenfolge der Operationen ist zwischen der direkten und der adjungierten Me-
thode zu unterscheiden, deren Vor- und Nachteile in den folgenden Abschnitten erldutert
werden.

Bei der Aufstellung der in Gl. (8.15) beteiligten Felder spielt der Pseudolastvektor R* eine
besondere Rolle, denn darin kommen die Ableitungen der Steifigkeitsmatrix und des Ele-
mentlastvektors vor, womit die Differenziation auf Elementebene erforderlich wird. Damit
riickt die verwendete Elementtechnologie bzw. Elementformulierung in den Vordergrund,
wodurch die Differenziation und die resultierenden Ausdriicke, je nach Typ der Optimie-
rungsaufgabe — Querschnitts-, Topologie-, Material- oder Formoptimierung — unterschied-
lich kompliziert werden konnen. Um den Einfluss der Elementformulierung und des Typs

2Die Faktorisierung einer Matrix bedeutet die Dreieckszerlegung, bei der die urspriingliche Matrix in das
Produkt zweier Dreiecksmatrizen tiberfiihrt wird (mehr Details in [ D.
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der durchgefiihrten Optimierung zu verdeutlichen, soll die Ableitung der Elementsteifig-
keitsmatrix in allgemeiner Form kurz abgehandelt werden:

k¢ = /BT-C-BdQ
Q

dke dBT r ~ dB T d(dQ)
g QK-C-BdQJr/QB -C-EdQJr/QB cBEIT (816

B Matrix der abgeleiteten Formfunktionen und der Korrekturterme?. Die Dimension ist
abhingig von der Anzahl der Freiheitsgrade im Element.

C  Materialtensor. Es wird davon ausgegangen, dass der Materialtensor unabhédgig von
Zustandsgrofien und Entwurfsvariablen ist.

() Integrationsgebiet.

Dabei wird deutlich, dass der Finite-Elemente-Code nicht mehr als Blackbox verwendet
werden kann. Die Ableitungen auf Elementebene implizieren den Zugriff auf den Quell-
code und die Kenntnis von den elementtechnologischen Details.

Ein weiterer Punkt ist der Einfluss des Optimierungsproblems auf den Umfang der Differen-
ziation. Als Beispiel dafiir gilt der Vergleich zwischen Querschnitts- und Formoptimierung.
Bei der Formulierung der Optimierungsaufgabe wird klar, dass das Integrationsgebiet (2
in der Querschnittsoptimierung, bei der Querschnittsdaten, wie Querschnittsflache, -dicke
oder -tragheitsmoment als Entwurfsvariablen in Frage kommen, nicht von den freien Pa-
rametern abhéngig ist, und damit nicht abgeleitet werden muss. Im Gegensatz dazu steht
die Formoptimierung, in der z.B. die Raumkoordinaten der Knoten* die Entwurfsvariablen
sind, wodurch eine Abhéngigkeit des Integrationsgebiets () ins Spiel kommt. Dies ist mit-
unter ein Grund, weswegen die Formoptimierung zu den schwierigsten Optimierungsauf-
gaben gehort.

Die technischen Schwierigkeiten bei der Aufstellung des Pseudolastvektors, sowohl in Be-
zug auf die Differenziation als auch auf die Verfiigbarkeit des Quellcodes, haben dazu ge-
fuhrt, dass spezielle Approximationsverfahren entwickelt wurden, um den Zugriff auf den
Quellcode des Analyseprogramms zu umgehen. Somit wird nach der Methode, mit der der
Pseudolastvektor berechnet wird, zwischen der analytischen und der semianalytischen Sen-
sitivitdtsanalyse unterschieden.

8.3.2.1 Die diskrete direkte Sensitivitdtsanalyse

In dieser Form der Sensitivitdtsanalyse werden die Ableitungen —im Rahmen der Diskreti-
sierungsgenauigkeit — exakt nach Gl. (8.9), die hier der Ubersichtlichkeit halber wiederholt
wird, berechnet.

3Die Korrekturterme betreffen die Verfahren zur Vermeidung von Locking ([ 10 ]) und miissen
im Allgemeinen, im Zuge der Sensitivititsanalyse, auch abgeleitet werden (fiir mehr Details siehe [ ]

45owohl CAD- als auch FE-Knoten.
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d_f - %_F(g)T.K—l.(dR_dK. )

ds  9s Ju ds ds v
_ Y, Ofyr du
~ 9Os (au) ds (8.17)

Die Bezeichnung ,direkt” bezieht sich auf die Reihenfolge, in der die Matrizenoperationen
durchgefiihrt werden. In diesem Fall wird zuerst die Ableitung der Knotenverschiebungen
nach den Entwurfsvariablen,

du _1 ,dR dK
durch Losung des Gleichungssystems
du dR dK

ermittelt. Dabei miissen fiir jede Entwurfsvariable und jeden Lastfall sowohl der Pseudo-
lastvektor, analytisch oder semianalytisch, aufgestellt als auch das Gleichungssystem einmal
gelost werden. Wie bereits erwahnt, wird die faktorisierte Systemsteifigkeitsmatrix nach der
Systemanalyse (Berechnung von u aus Gl. (8.2)) vorgehalten, was den Rechenaufwand bei
der Ermittlung der Sensitivitdten erheblich reduziert.

Das Einsetzen von ‘é—;‘ aus Gl. (8.18) in GI. (8.17) ergibt:

df _9f  0f 7 1 dK  dR

ds — 35 3u e (8.20)

Der Vektor % muss fiir jede in der Optimierungsaufgabe involvierten Funktion, Zielfunkti-

on oder Nebenbedingung, berechnet werden. Die Berechnung ist tiblicherweise einfach und
ohne grofien Rechenaufwand moglich, wie am Beispiel der Verzerrungsenergie auf Seite 146
zu sehen ist.

Zum Vergleich mit der im folgenden Abschnitt erlduterten adjungierten Methode sei noch-
mals erwidhnt, dass der rechenintensive Teil der Berechnung die Losung des Gleichungssys-
tems Gl. (8.19) ist. Dies muss bei der direkten Methode #; - nyc mal durchgefiihrt werden.
Mit ng; Anzahl der Entwurfsvariablen und n; - Anzahl der Lastfille.

8.3.2.2 Die diskrete adjungierte Sensitivititsanalyse

In diesem Abschnitt wird die adjungierte Sensitivitdtsanalyse aus zwei unterschiedlichen
Perspektiven betrachtet. Zum einen werden die theoretischen Grundlagen dargelegt, zum
anderen wird die algorithmische Umsetzung des Sonderfalls der Verzerrungsenergie be-
sprochen. Die Aussage dieser Untersuchungen kann allerdings vorweg genommen werden.
Der Unterschied zur direkten Methode liegt lediglich in Reihenfolge und damit auch Anzahl
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der durchgefiihrten Matrixoperationen. Die Entscheidung fiir die eine oder andere Metho-
de ist von der Konstellation, also Anzahl der Entwurfsvariablen, Anzahl der Lastfille und
Anzahl der abzuleitenden Funktionen abhéngig.

Wird die Gleichung (8.17) zugrunde gelegt, dann kann folgende Abkiirzung eingefiihrt wer-
den:

A= (%)T K1 (8.21)

auch adjungierte Variable genannt. Durch Ausnutzung der Symmetrie der Systemsteifig-
keitsmatrix, kann A als Losung des folgenden Gleichungssystems ermittelt werden:

K-A= (%)T (8.22)

Somit geht GL. (8.17) in folgende Form tiber:

af o ) @R K

is — s s ds W
df  of \
T = 3. TAR (8.23)

Der numerische Aufwand in dieser Form hingt im Wesentlichen davon ab, wie oft das Glei-
chungssystem (8.22) gelost werden muss. Darin kommt der Vektor der Funktionsableitung
% ny Mal vor, mit n ¥ Anzahl der in der Optimierungsaufgabe involvierten Funktionen.

Somit kann die Entscheidung fiir die numerisch effizientere Methode, direkt oder adjun-
giert, durch den Vergleich n; - nyc % ny getroffen werden. In kleinen Problemen mit we-
nigen Lastfdllen und Entwurfsvariablen aber mit vielen Nebenbedingungen konnte die
direkte Methode die richtige Wahl sein. Allerdings mit der Erkenntnis, dass in einem n-
dimensionalen Raum maximal n Nebenbedingungen aktiv sein konnen, ist die adjungierte
Sensitivitdtsanalyse, bei entsprechender Qualifikation der Nebenbedingungen, immer effi-
zienter und daher das bevorzugte Verfahren.

Anzumerken ist, dass der Unterschied zwischen beiden Verfahren, direkt und adjungiert,
bei Optimierungsaufgaben mit vielen Entwurfsvariablen und wenigen bzw. ohne Nebenbe-
dingungen, wie es in der Formoptimierung von Freiformschalen mit FE-Parametrisierung
héufig vorkommt (siehe Kapitel 6), gravierend sein kann, weshalb die adjungierte Sensitivi-
tatsanalyse dringend zu empfehlen ist.

Eine weitere Moglichkeit, die Gleichungen der adjungierten Sensitivitdtsanalyse herzulei-
ten, ist die Lagrange-Methode, bei der das Optimierungsproblem dahingehend modifiziert
wird, dass die Zustandsvariablen u unabhéngig von den Entwurfsvariablen s angenommen
werden. Dafiir muss das Gleichgewicht Gl. (8.2) als Nebenbedingung®

h(u,s) = K(s) -u—R(s) (8.24)

SDie Nebenbedingung h ist ein Vektor von Gleichheitsnebenbedingungen der Dimension 1.4, mit . Anzahl
der Freiheitsgrade im System. Daher ist A ebenso ein Vektor von Lagrange-Multiplikatoren der Dimension 7.
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in die Lagrange-Funktion L(u, s, A) eingebaut werden, um den funktionalen Zusammen-
hang zwischen Zustands- und Entwurfsvariablen wieder herzustellen:

L(u,s,A) = f(u,s)+ AT h(u,s)
= f(us)+AT-(K(s)-u—R(s)) (8.25)

Die Stationaritdtsbedingung der Lagrange-Funktion, die so genannte Karush-Kuhn-Tucker
Bedingung (siehe Abschnitt 2.3.1.4), liefert folgende Losung:

oL o e
s  9s as =0 (8:26)
oL _ of ., oh _

E = x + A% x =0 (8.27)
JdL

Auf dem Weg zur Berechnung der Sensitivitdten der Zielfunktion % muss der Vektor der

Lagrange-Multiplikatoren A*, die in diesem Kontext auch adjungierte Variablen genannt
werden, am Sattelpunkt der Lagrange-Funktion ermittelt werden.

Die Gl. (8.27) kann nach A* aufgeldst werden:

p= Ly

1
- (8.29)

%u)

Die gesuchten Sensitivitdten 3—£ konnen mittels des totalen Differenzials der Lagrange-
Funktion ermittelt werden:

af+A ﬁbd +(Wf

dL = (au Ju

o T qus+hdA (8.30)

Dadurch, dass die Variablen u, s und A definitionsgemafs unabhingig sind, gilt

du ds dA

o0 —=1 -Z=0 8.31
ds ds ds (8.31)
Hinzu kommt die Tatsache, dass die Lagrange-Funktion und die Zielfunktion und deren
Ableitungen am Losungspunkt (u*,s*, A*) identisch sind (vergleiche Gl. (8.25) mith = 0
aus GL. (8.28)):

L(u*,s*,A*) = f(u*s*
dL(u*,s*,A%) df(u*,s*)

1s = is (8.32)
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Die Division der Gl. (8.30) durch ds liefert die allgemeine Formel fiir die Berechnung der
Sensitivitdten:

df _ (f . %hy du 0f . ok ds odA

ds Ju Ju’ ds Js dJs’ ds ds
N~ ~ ~——
0 1 0
of . oh
= 3 +A g (8.33)

Mit der Kenntnis, dass h die Gleichgewichtsbedingung ist (siehe Gl. (8.24)), und dass A* die
adjungierte Variable aus Gl. (8.29) ermittelt wird, ergibt sich:

df %_(%)T.(%)fl dh

ds Js ou ou’  Os
9 fr 4 0K oR
~ 0s (au) K= Js v Js ) (8.34)

Das Ergebnis der Gleichungen (8.20) und (8.34) ist identisch.

Diese Herangehensweise — anhand der Lagrange-Funktion — verleiht dem Lagrange-
Multiplikator, hier die adjungierte Variable, eine wichtige mechanische Bedeutung. Im Kon-
text der Systemantwortssensitivitdt spiegelt der Lagrange-Multiplikator die Empfindlich-
keit des Systems beziiglich der korrespondierenden Nebenbedingung, in diesem Fall das
Gleichgewicht. Somit reprasentiert der Betrag der adjungierten Variablen die Systememp-
findlichkeit (siehe Abschnitt 8.5).

Ein Sonderfall: Die Verzerrungsenergie®

Wie bereits erwdhnt, muss bei der adjungierten Sensitivitdtsanalyse das Gleichungssystem

of \1
K-A= (5
(55
im Allgemeinen fiir jede Funktion in der Optimierungsaufgabe gelost werden. Fiir die Funk-
tion der Verzerrungsenergie, die aufgrund der bedeutsamen mechanischen Aussage’ haufig
als Zielfunktion optimiert wird, reduziert sich der Rechenaufwand erheblich, wie im Fol-
genden gezeigt wird.

In GL. (8.34) sind noch die partiellen Ableitungen der Funktion f jeweils nach den Entwurfs-
und Zustandsvariablen zu ermitteln. Die Verzerrungsenergie kann im kontinuierlichen Fall
wie folgt formuliert werden:

f= %/ oe dQ) (8.35)
o)

%Auch Forméanderungsenergie genannt.

7Minimierung der Verzerrungsenergie <> Maximierung der Struktursteifigkeit.
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Die Diskretisierung der Gl. (8.35) fiihrt zu folgender Form:

1
f=5u"K-u (8.36)

Somit ergeben sich die gesuchten partiellen Ableitung zu:

of _ 1, 9K

s 2u g-u
9 _ Ku (8.37)
Ju

Das Einsetzen in Gl. (8.34) zeigt, dass sich die Systemsteifigkeitsmatrix K und deren Inverse
K1 aufheben, wodurch das Losen eines Gleichungssystems entfallt:

% _ % - (%)T.Kl,(%_lz.u_%_lj) (8.38)
_ % _ (K-u)T-K_1-(%—IS<-u—%—1:)
_ % _ uT_KT,K—l.(%_I:.u_%_I:)
_ % _ uT.(%_I:-u—?)—lj):—%%JruT-%—l:

Die Berechnung der abgeleiteten Systemsteifigkeitsmatrix %—I: und des abgeleiteten Lastvek-
tors %—IS{ erfolgt auf Elementebene und ist vom Aufwand her vergleichbar mit der Aufstellung
eines Systemlastvektors. Vor allem, wenn es sich bei den Entwurfsvariablen um die Raum-
koordinaten der FE-Knoten handelt, wie bei Formoptimierung mit FE-Parametrisierung
(siehe Abschnitt 5.3), dann sind alle fiir die Ableitung benétigten Informationen direkt auf
Elementebene verfiigbar. Mit steigender Anzahl der Entwurfsvariablen erhoht sich die Ef-
fizienz der adjungierten Sensitivitdtsanalyse der Verzerrungsenergie im Vergleich zu einer
Strukturanalyse, bei der ein Gleichungssystem geldst werden muss. Dadurch erklért sich die
Leistungsfahigkeit der vorgestellten Algorithmen, trotz hoher Anzahl der freien Parameter.

8.3.3 Die diskrete semianalytische Sensitivititsanalyse

In den vorigen Abschnitten 8.3.2.2 und 8.3.2.1 wurden die Verfahren zur exakten Berech-
nung der diskreten Sensitivitdten besprochen. Dabei ging es vordergriindig um den Aspekt
der numerischen Effizienz, da beide Verfahren, direkt oder adjungiert, denselben Hergang
haben und sich lediglich in der Reihenfolge der durchgefiihrten Operationen unterscheiden.

Was allerdings noch aufier Acht geblieben ist, ist die Aufstellung des Pseudolastvektors
Gl. (8.14), in dem die eigentliche Differenziation auf Elementebene vollzogen wird, und
der fiir die direkte und die adjungierte Methode gleichermafien berechnet werden muss.
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In Gl (8.14) kommen die Ableitungen der Systemsteifigkeitsmatrix und des Systemlastvek-
tors beztiglich der Entwurfsvariablen vor. Diese Ableitungen, vor allem die der Steifigkeits-
matrix, erfordern den Abstieg auf Elementebene und die Kenntnisse tiber die verwendete
Elementformulierung und sind daher fiir jedes Element neu zu ermitteln und zu codie-
ren. Dartiiber hinaus konnen sich diese Ableitungen, im Fall der Formoptimierung, auf den
Integrationsbereich erstrecken, wenn die Raumkoordinaten als Entwurfsvariablen gewahlt
werden, wodurch die Implementierung deutlich erschwert wird.

Die Idee der semianalytischen Sensitivitidtsanalyse besteht darin, die analytische Ablei-
tungsvorschrift beizubehalten und die Approximation lediglich bei der Ermittlung des
Pseudolastvektors vorzunehmen. Dabei wird die Approximation mittels Differenzen durch-
gefiihrt, wie in Gl. (8.39) zu sehen ist:

R* ~ R(Sl, S2,...,8; + As;, ..., Sn) — R(S],Sz, ey Siyeney Sn) B
- ASi
K(s1,52,...,8i + Asi, ..., 5n) — K(s1,52, ., Siy oer Sn)

ASi

‘u (8.39)

Die Approximation der abgeleiteten Systemsteifigkeitsmatrix % und des abgeleiteten Sys-

temlastvektors ﬁ—g erfolgt elementweise und wird nach derselben Vorschrift assembliert,

wie die Systemsteifigkeitsmatrix und der Systemlastvektor selber. Erwdhnenswert ist die

Tatsache, dass einige Belastungsarten von den Entwurfsvariablen unabhéingig sind, wie z.B.

die Knotenlasten bei variablen Knotenraumkoordinaten. In diesen Fillen verschwindet der
AR

Belastungsterm A5,

Das semianalytische Verfahren kann, beziiglich Effizienz und Genauigkeit, als Kompromiss
zwischen den analytischen Methoden und den Differenzenverfahren gesehen werden. Der
grofie Vorteil ist der universelle Charakter des Verfahrens, da es formulierungsunabhingig
und daher fiir alle in einem Optimierungscode verfiigbaren finiten Elemente gilt. Der Co-
dierungsaufwand ist dabei nur geringftigig mehr als beim globalen Differenzenverfahren.

Allerdings werden die Vorteile der semianalytischen Sensitivitdtsanalyse von Rechenun-
genauigkeiten getriibt, die unter Umstdnden gravierend sein konnen [ ]. Die ersten
Erfahrungen haben gezeigt, dass es sich dabei nicht nur um Rundungs- und Abbruchfehler
handelt, die zum Schrittweitendilemma fithren (siehe Abschnitt 8.3.1), sondern auch, um die
fehlerhafte Approximation von bestimmten Verformungsmoden, vor allem bei Balken und
Schalen, wenn die Entwurfsvariablen geometrische Grofien sind. Das schwerwiegende an
den auftretenden Abweichungen ist der proportionale Zusammenhang zwischen dem Feh-
ler und der Netzverfeinerung, wodurch die Grundregel der Konvergenz in der Methode der
finiten Elemente aufler Kraft gesetzt wird.

Einen der frithen Erkldrungsversuche findet man in [ ], worin die Ungenauigkeiten
bei der Berechnung der Ableitungskoeffizienten auf die Verletzung der zugrunde liegen-
den Theorie zurtickgefiihrt wird. Der Pseudolastvektor stellt bei Ermittlung der Sensitivita-
ten die Belastung dar, um ein Verschiebungsfeld ‘3—‘; zu erhalten (siehe GI. (8.12)). Dadurch
werden allerdings Verformungszustiande produziert, die die Annahmen der zugrunde lie-
genden Theorie stark verletzen. Zwei wesentliche Faktoren konnten ausgemacht werden,
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die die Groflenordnung der auftretenden Fehler stark beeinflussen, und zwar die Element-
schlankheit und die Netzfeinheit. Je diinner die Elemente und je feiner das Netz, desto gro-
8er der Approximationsfehler.

Die spidteren Forschungsarbeiten auf diesem Gebiet haben gezeigt, dass die Hauptfehler-
quelle in der numerischen Ableitung des Pseudolastvektors von der Differenziation der
Steifigkeitsmatrix herriihrt [ ]. Jede Elementsteifigkeitsmatrix besitzt so viele Eigen-
formen wie Elementfreihei’csgrade8 . Diese Eigenformen konnen in Starrkdrperbewegungen,
die zu den Nulleigenwerten gehoren und keine interne (Verzerrungs-)Energie produzieren,
und in Deformationsmoden, bei denen die Verzerrungsenergie entsteht, eingeteilt werden.
Einige Arbeiten [ LI 11 ] zeigen, dass die numerische Ableitung der Starr-
kopermoden, vor allem die Starrkorperrotation, fiir die Probleme in der semianalytischen
Sensitivitdtsanalyse verantwortlich sind.

Zur Verbesserung der Leistungsfdhigkeit der semianalytischen Sensitivitdtsanalyse existiert
eine Fiille an Methoden, die in drei Kategorien unterteilt werden kénnen. Die erste Kate-
gorie der Verbesserungsvorschldge befasst sich mit der Approximationsordnung des Dif-
ferenzenverfahrens und deren Einfluss auf die optimale Schrittweite. Die zweite Kategorie
befasst sich mit der Korrektur der numerisch abgeleiteten und daher fehlerhaften Starrkor-
permoden. Die prinzipielle Idee der Korrekturterme kann den Grundeigenschaften der Ei-
genvektoren entnommen werden. Ein Eigenvektor erfiillt definitionsgemaf folgende Glei-
chung [ ]:

Ke-®; = A, D; (8.40)

mit
k¢ Elementsteifigkeitsmatrix.

®; deri-te Eigenvektor.
A;  der mit dem i-ten Eigenvektor korrespondierende Eigenwert.

Dadurch, dass der zum Starrkdrpermode gehdrende Eigenwert null ist, ergibt sich:

K- ®; =0 (8.41)

Die Ableitung der Gl. (8.41) nach den Entwurfsvariablen s liefert:

e .
ddks @ + k- d;;’ =0 (8.42)
Das Premultiplizieren mit ®7 ergibt:
e .
q>f-%-d>i+¢f-ke-d£’:0 (8.43)

8Die Elementfreiheitsgrade = Anzahl der Elementknoten x Anzahl der Freiheitsgrade am Knoten
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Die Anwendung von Gl. (8.41) ergibt die Grundgleichung, an der sich die Korrekturverfah-
ren orientieren:

dke®
ds

or. ®;, =0 (8.44)

In der semianalytischen Sensitivitdtsanalyse dufsern sich die defekten Starrkdrpermoden da-
durch, dass sie Gl. (8.44) nicht erfiillen. Meistens ist es lediglich die Starrkorperrotation, die
Gl. (8.44) verletzt [ ]. Erwdhnenswert ist die Tatsache, dass der Korrekturterm meist
ein Skalar ist, der allerdings von der Elementsteifigkeitsmatrix und daher von der darunter
liegenden Elementformulierung abhingt und fiir jedes finite Element neu ermittelt werden
muss.

In der dritten Kategorie der Verbesserungsvorschliage werden die Starrkdorpermoden sepa-
rat exakt abgeleitet, sodass sich der Approximationsfehler auf Abbruch- und Konditions-
fehler, in Zusammenhang mit der Wahl der Schrittweite fiir die Deformationsmoden, re-
duziert [ ]. Anzumerken ist der Fakt, dass die Starrkérpermoden in einer Element-
steifigkeitsmatrix nicht von der Elementformulierung abhdngen, sondern lediglich von der
Anzahl der Freiheitsgrade am FE-Knoten, wodurch diese modifizierte semianalytische Sen-
sitivitdtsanalyse die urspriingliche Attraktivitit, ein universelles elementunabhéngiges Ver-
fahren zu sein, wieder gewinnt.

8.3.4 Fazit und Zusammenfassung der diskreten Verfahren

Die bisher besprochenen Verfahren der diskreten Sensitivitdtsanalyse erledigen die Diffe-
renziation am algebraischen Gleichungssystem — das Ergebnis der Diskretisierung der pro-
blembeschreibenden (partiellen) Differenzialgleichungen. Dabei sind zwei charakteristische
Merkmale festzustellen. Die diskreten Verfahren sind entweder exakt (direkt und adjungiert
mit analytischem Pseudolastvektor), dafiir aber aufwendig in Herleitung und Codierung,
und vor allem bendtigen sie den Zugriff auf den Quellcode auf Elementebene, oder sie wen-
den Approximationen an (globale Differenzen oder semianalytisch), die schwerwiegende
Abweichungen aufweisen konnen, vor allem in der Formoptimierung, in der der Integrati-
onsbereich variabel ist und daher abgeleitet werden muss.

Die Entscheidung fiir das eine oder andere Verfahren wird meistens nicht aus technischen
Griinden getroffen, denn, falls der Quellcode des Programms, mit dem die Strukturanalyse
durchgefiihrt wird, verfiigbar ist, dann sind analytische Ableitungen mit der adjungierten
Sensitivitdtsanalyse und exaktem Pseudolastvektor — vor allem im Hinblick auf die hohen
Anforderungen der Formoptimierung von Freiformschalen — dringend zu empfehlen. Ist
allerdings der Zugriff auf den Quellcode nicht moglich, dann ist die adjungierte Metho-
de mit semianalytischem Pseudolastvektor, bei dem die Starrkérpermoden exakt abgeleitet
werden, eine gute Wahl.
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8.4 Die variationelle Sensitivititsanalyse

In dieser Arbeit werden sowohl bei der Parametrisierung als auch in der Analyse ausschlief3-
lich diskretisierte Modelle — mit der Methode der finiten Elemente — erortert und verwendet.
Daher werden die Verfahren der kontinuierlichen Sensitivitdtsanalyse lediglich der Vollstan-
digkeit halber erwdhnt. Fiir mehr Details wird auf die einschldgige Literatur verwiesen.

Die variationellen Methoden setzen noch vor der Diskretisierung an und fiithren die Ab-
leitungen direkt an den problembeschreibenden (partiellen) Differenzialgleichungen bzw.
deren schwache Form durch. Die resultierenden Gleichungen kénnen dann mittels eines
Analyseprogramms gelost werden. Der grofie Vorteil dieser Verfahren besteht darin, dass
keine Kenntnisse tiber das Analyseprogramm erforderlich sind. Die aufgestellten Gleichun-
gen sind aber von der abgeleiteten Differenzialgleichung abhidngig und miissen daher fiir
jeden Problemtyp, wie Balken, Platte oder Scheibe neu ermittelt werden. Eine weitere Vo-
raussetzung ist die Fahigkeit des verwendeten Analysecodes, diesen Problemtyp zu analy-
sieren. D.h. um Sensitivitdten der Verschiebungen in einer Platte beziiglich Variationen in
der Plattendicke berechnen zu kénnen, muss das Analyseprogramm in der Lage sein, ein
Plattenproblem zu l6sen.

Das folgende Beispiel der Differenzialgleichung des ebenen Bernoulli-Balkens zeigt das
prinzipielle Vorgehen in der variationellen Sensitivititsanalyse [ ]. Die bekannte Dif-
ferenzialgleichung kann wie folgt angegeben werden:

d? d?w(x, s)
— |EI(x,s) - ————| = gq(x 8.45
d x2 ( ) d x2 5]( ) ( )
mit
X Koordiante in Balkenldngsachse.
E Elastizitdtsmodul des Balkenmaterials.

I(x,s) Tragheitsmoment des Balkenquerschnitts um die Biegeachse. Ist im Allgemeinen eine
Funktion von x und s.

w(x,s) Die Durchbiegung. Also die Verschiebung der Balkenldngsachse senkrecht zu x. w ist
hier eine Funktion von x und s .

g(x)  Allgemeine Belastungsfunktion.

Fiir die Strukturanalyse von Systemen, die mittels des Bernoulli-Balkens modelliert werden
kénnen, muss die Differenzialgleichung (8.45) in der schwachen Form diskretisiert’ werden
und in Form eines Finite-Elemente-Programms verfiigbar sein. Der erste Schritt zur Ermitt-
lung der Sensitivititen beziiglich der Entwurfsvariablen ‘3—2’ besteht in der Differenziation
von GL. (8.45) nach s:

o dZM 2 2
q d [Edl(x) (drw(xs)] (8.46)

- . ds el
dx? [El(x, s) dx2 dx2 ds dx?

Durch die Annahme, dass

9Fiir mehr Detail iiber die Methode der finiten Elemente siehe [ ]
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~ dw(x)
o) = ds ’
A2 [LdI(x) d*w(x)
p(x) = —@[ P } (8.47)
kann GI. (8.46) in folgende Form gebracht werden:
d? d?v
. [El(x) . @] — p(x) (5.45)

Die Ahnlichkeit zwischen Gl. (8.45) und Gl. (8.48) liefert eine Methode zur Ermittlung der
gesuchten Sensitivitdten, die anhand desselben Finite-Elemente-Codes der Strukturanalyse
berechnet werden konnen. Es bedarf lediglich der Berechnung der neuen rechten Seite p(x),
auch Pseudolastvektor genannt, um das Feld v = ‘?1—’;’ berechnen zu konnen.

8.5 Entwurfssensitivitat

Ein weiterer wichtiger Begriff in der Optimierung, der ebenso unter dem allgemeinen Be-
griff der Sensitivitdtsanalyse vorkommt, ist die Entwurfssensitivitdt. Darunter wird die Sen-
sibilitit der Losung, also des optimierten Entwurfs, beziiglich Verdnderungen in den be-
schrankenden Nebenbedingungen erfasst [ ]. Die Entwurfssensitivitit kommt dort zur
Anwendung, wo sich die Frage stellt: Wie empfindlich ist meine Losung gegeniiber Veran-
derungen in der Problembeschreibung, die gewissen Unsicherheiten oder Streuungen un-
terworfen sein kann. Die Antwort auf diese Frage geben die Kuhn-Tucker-Bedingungen,
in denen die Lagrange-Multiplikatoren das Bindeglied zwischen dem Gradienten der Ziel-
funktion und dem der Nebenbedingungen tibernimmt, um das vektorielle Gleichgewicht
am Optimum herzustellen. Der Anschaulichkeit halber wird der eindimensionale Fall mit
einer Nebenbedingung erortert.

Die Optimierung des beschrankten Problems

min. f(x) s.d (8.49)
g(x) <0
erfolgt mittels der Lagrange-Funktion
L(x,A) = £(x) + A - g(x) (8.50)
Die Stationaritatsbedingung der Kuhn-Tucker-Bedingung im primalen Raum liefert:
df L, %) _ (8.51)

dx dx

Das totale Differenzial der Zielfunktion ergibt sich durch Multiplikation mit dx zu:



8.5. Entwurfssensitivitiit 153

df = —Adg ]
\|
: >
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A

Abbildung 8.1: Entwurfssensitivitat beztiglich Verdnderungen in den Nebenbedingungen.

df _,  dsg(x)

e dx = A ar dx
df = —-A-dg
d—f = —A (8.52)
dg

Die Beziehung in Gl. (8.52) liefert die Empfindlichkeit des Optimierungsergebnisses be-
ziiglich Variationen in der Nebenbedingung, die betragsméfiig durch den korrespondieren
Lagrange-Multiplikator ausgedriickt wird. D.h., eine Relaxation in der Nebenbedingung,
z.B. die Erhohung der zuldssigen Spannung in einer Spannungsnebenbedingung, wiirde
die Zielfunktion reduzieren, was in einer Minimierungsaufgabe einer Entwurfsverbesse-
rung entspricht. Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 8.1 dargestellt.

Bemerkungen:

e In der Optimierung von grofien Problemen mit vielen Entwurfsvariablen und vielen
Nebenbedingungen ist es gdngige Praxis, die Nebenbedingungen zu skalieren bzw. zu
normieren. Daher trdgt der resultierende Lagrange-Multiplikator diese Skalierung in
sich und muss zum Schluss zurtickskaliert werden, um die Aussagekraft wieder zu
erlangen, wie in Gl. (8.53) zu sehen ist:

df A SF-dg(x)
dx  SF dx (8.53)

e Es ist darauf zu achten, dass die Voraussage der Variation der Zielfunktion df =
—A - dg lediglich eine Linearisierung der Beziehungen und nur in der unmittelbaren
Umgebung des Optimums Giiltigkeit besitzt. Bei hochgradig nichtlinearen Funktio-
nen stellt der Betrag —A - dg lediglich eine grobe Abschédtzung dar.
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e In einigen Verfahren der beschrankten Optimierung wird auf die Lagrange-Funktion
verzichtet, wie z.B. in der Methode der zulédssigen Richtungen (method of feasible
directions). Daher miissen die Lagrange-Multiplikatoren nachtrédglich ermittelt wer-
den, um eine Entwurfssensitivitdt durchfithren zu konnen [ ]. Erneut kommt die
Kuhn-Tucker-Bedingung zum Einsatz, wodurch ein Gleichungssytem mit n Gleichun-
gen und m Unbekannten entsteht. Wobei n Anzahl der Entwurfsvariablen und m < n
Anzahl der aktiven Nebenbedingungen ist.

Vif(x) +A-Vyg(x) =0 (8.54)

FEine Moglichkeit ist die Auswahl der ersten m Gleichungen. Eine Alternative ist die
Multiplikation der Gleichung (8.54) mit (Vxg(x))T, sodass ein Gleichungssystem mit
m Gleichungen und m Unbekannten entsteht:

Vif (%) - (Vxg(x))T + - Vig(x) - (Vxg(x))" = 0 (8.55)

Die Losung liefert den gesuchten Vektor der Lagrange-Multiplikatoren A, anhand des-
sen der Einfluss der korrespondierenden Nebenbedigungnen auf das Optimierungs-
ergebnis beurteilt werden kann. Grofle Lagrange-Multiplikatoren deuten auf grofse
Abweichung im Ergebnis bei einer Variation der Nebenbedingung.

An dieser Stelle soll daran erinnert werden, dass die Strukturoptimierung allgemein und
die Formoptimierung speziell ein Werkzeug zur Produktion von sensiblen Strukturen ist,
worauf bei der Validierung der optimalen Strukturen besonders geachtet werden muss, z.B.
durch Betrachtung der Entwurfssensitivitat (fiir mehr Detail siehe [ D-



Kapitel 9

Locking-Phianomene in der
Formoptimierung

9.1 Einfiihrung

Der interdisziplindre Charakter der Strukturoptimierung wird bereits bei der Aufstellung
der Optimierungsaufgabe deutlich. Schon in der Definitions- und Modellierungsphase
durchdringen sich CAGD fiir Erstellung der Geometrie und die eventuell anschliefSende
Parametrisierung, FE! fir die Diskretisierung und die anschlieffende Strukturanalyse in-
klusive einer eventuellen Sensitivitdtsanalyse, MP? fiir die Erstellung des mathematischen
Optimierungsproblems und die algorithmische Umsetzung der Losungsverfahren mit even-
tueller Problemapproximation, Software-Engineering, um die immer komplexer werdende
Software ressourcenschonend umzusetzen und andere Disziplinen, die problemabhangig
involviert sein konnen.

Die erfolgreiche Durchfithrung der (Struktur-) Optimierung erfordert, dass jede Teildiszi-
plin fiir sich selber effizient und zuverldssig abgearbeitet wird. Die Verzahnung und das
Zusammenspiel zwischen den Teilbereichen muss aber genauso gut funktionieren. In die-
sem Kapitel geht es hauptsidchlich um den mechanischen und numerischen Hintergrund
der Strukturanalyse mit der Methode der finiten Elemente.

Eine der wichtigsten Eigenschaften in der Strukturanalyse mit der Methode der finiten Ele-
mente, wie bei jedem Diskretisierungsverfahren, ist die Konvergenz. Diese Eigenschaft war
bereits seit den frithen Anfingen Gegenstand vieler, vor allem mathematischer Arbeiten
[ ], aus denen folgende Bedingungen hervorgehen, die finite Elemente erfiillen mdiis-
sen, um Konvergenz zu gewéhrleisten [ I:

o Konsistenz: ein FE-Netz wird als konsistent bezeichnet, wenn die Ansatzfunktionen,
also die verwendeten Formfunktionen, vollstindig sind und die Ansdtze zwischen
den Elementen kompatibel sind. Vollstindigkeit bedeutet, dass die Formfunktionen
in der Lage sein miissen, alle Polynome bis zur Polynomordnung m zu représentieren,

IMethode der finiten Elemente.

2Mathematische Programmierung.
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wobei m der variationelle Index? des problembeschreibenden Funktionals ist. Kompa-
tibilitit bedeutet, dass die Ansatzfunktionen zwischen den Elementen C”~! kontinu-
ierlich und im Element selber C™ kontinuierlich sein miissen.

e Stabilitit: ein FE-Netz ist stabil, wenn dessen (Gesamt-) Steifigkeitsmatrix den kor-
rekten Rang hat. Dies bedeutet, dass nicht mehr Nulleigenwerte vorhanden sind als
Starrkopermoden und somit keine unphysikalischen ,Nullenergiemoden” (zero ener-
gy modes) existieren. Ein weiterer Indikator ist die Determinante der Jacobi-Matrix,
die an jeder Stelle im Element positiv sein muss.

In Abb. 9.1 werden diese Zusammenhédnge kurz zusammengefasst.

Vollstandigkeit
Konsistenz |
Kompatibilitat
Konvergenz <
Korrekter Rang
Stabilitat <

Positive Jacobi-Determinante

Abbildung 9.1: Konvergenzanforderungen an finite Elemente.

In Zusammenhang mit der Konvergenz stellt sich automatisch die Frage der Konvergenzra-
te, die nach dem Lemma von Céa mittels einer Fehlerschédtzung fiir abgeleitete Grofien, wie
Verzerrungen und Spannungen, in Gl. (9.1) definiert wird:

u— w1 = CH¥ ||/ 9.1)

mit
Il f(x)|ln,o H"-Norm der Funktion f(x) im Bereich Q.

2
| f(x)|l,o H'-Norm = \/f ((f(x))2 + (%(xx)) > dx, (abgeleitete Verschiebungen).
Q

Vektor der Verschiebungen.
Charakteristische Elementgrofie.
Eine netzunabhingige Konstante, in der die Materialparameter vertreten sind.

SO T

Polynomordnung der Ansatzfunktion.

Die Konvergenzgeschwindigkeit der Spannungen und Verzerrungen (abgeleitete Grofien)
ist daher von der Ordnung O(/*) und hangt von der Netzfeinheit und der verwendeten

3Die héchste Ableitungsordnung im Funktional.
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Polynomordnung ab. Fiir die Verschiebung gilt die H’-Norm (L?-Norm), die damit eine um
eine Ordnung hohere Konvergenzrate O(h*t1) besitzen.

In der obigen Diskussion um die Konvergenzrate, insbesondere betreffend der beeinflussen-
den Parameter, ist ein Phanomen nicht berticksichtigt worden, das Mitte der Sechzigerjahre
bereits in den ersten Elementformulierungen (Verschiebungselemente) zu beobachten war.
Dabei wurde registriert, dass die Konvergenzrate unter bestimmten Umstdnden deutlich
schlechter wurde. Es handelt sich dabei um das Phdnomen der Versteifungseffekte, das so
genannte Locking.

Die ersten systematischen Untersuchungen, bei denen die Konvergenzrate mit einem kriti-
schen Parameter, wie z.B. der Elementdicke oder -schlankheit, in Verbindung gebracht wur-
de, haben erst Anfang der Neunzigerjahre [ ] stattgefunden.

Locking ist praktisch so alt, wie die Methode der finiten Elemente (FEM) selbst. So ver-
wundert es nicht, dass dieselben Wissenschaftler, die an der Entwicklung der FEM beteiligt
waren — Ingenieure4 und Mathematiker — auch die Versteifungsphdnomene erforscht haben.
In der Literatur [ 1l 1l ] wird aufgrund der unterschiedlichen Ansichten keine
einheitliche Definition fiir das Phanomen der Versteifung angegeben.

In den Arbeiten mathematischer Herkunft wird nicht explizit von Locking gesprochen, son-
dern bevorzugt von schlecht konditionierten Problemen, bei denen die Eigenschaften der
zugehorigen Differenzialgleichungen analysiert werden. In der Ingenieurliteratur wird in
Zusammenhang mit Locking das Auftreten von parasitiren Spannungen, die, wenn der kri-
tische Parameter gegen einen Grenzwert strebt, das untersuchte Problem dominieren und
das Ergebnis verfalschen.

In [ ] wird der Versuch gemacht, eine allgemeine, diszipliniibergreifende Formulie-
rung fiir Locking zu finden. Dabei wird festgestellt, dass durch den Versteifungseffekt die
gesuchte Grofle in einer diskreten Losung kleiner ist als die der analytischen. Entsprechend
sind die Verschiebungen in einer strukturmechanischen Analyse, infolge der zu steifen Ab-
bildung des Systems, zu klein. Die Konvergenz tritt mit der Netzverfeinerung zwar ein, aber
wesentlich langsamer als bei einer locking-freien Elementformulierung. Kennzeichnend fiir
ein Locking-Phdnomen ist die Abhdngigkeit der Losung von einem kritischen Parameter,
bei dem der Analysefehler zunimmt, wenn der Parameter — fiir ein gegebenes Netz — gegen
seinen Grenzwert tendiert.

Bevor auf die Versteifungseffekte ndher eingegangen wird, soll noch ein weiterer auf die
Konvergenzrate einflussreicher Effekt erwdhnt werden. Das in Gl. (9.1) formulierte Lem-
ma von Céa setzt strukturierte Netze voraus. Nicht berticksichtigt sind damit der Einfluss
der Netzverzerrung und -topologie auf die Konvergenzgeschwindigkeit. Die zahllosen Ele-
mentformulierungen besitzen eine unterschiedliche Netzverzerrungsempfindlichkeit. Dies
ist im Einzelfall zu untersuchen und zu beurteilen. Im Rahmen dieser Arbeit wird dieser
Effekt nicht weiter beachtet, da die verwendeten Netze meist strukturiert sind und das be-
nutzte Reissner-Mindlin-Schalenelement keine besonders hohe Netzverzerrungsempfind-
lichkeit aufweist.

4Die Bauingenieure waren mit der Statik die Vorreiter in der Entwicklung der Methode der finiten Elemente.
Erste Anwendungen haben Mitte der Fiinfzigerjahre im Flugzeugbau stattgefunden [ ].
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B wr
]
" r)/
dx
(a) Undeformierte Lage. (b) Deformierte Lage.

Abbildung 9.2: Differenzielles Element eines Timoschenko-Balkens.

9.2 Der Timoschenko-Balken

Die unterschiedlichen Betrachtungsweisen und Interpretationen des Locking-Effekts kon-
nen anschaulich am Beispiel des zweidimensionalen schubweichen Timoschenko-Balkens
aufgezeigt werden. Beim Timoschenko-Balken bleiben die Annahmen der Euler-Bernoulli-
Balkentheorie erhalten, lediglich die Querschnittsnormale, die beim schubstarren Bernoulli-
Balken nach der Verformung als Normale erhalten bleibt, erhélt durch die Schubgleitung y
eine Abweichung von der normalen Position, wie in Abb. 9.2 zu sehen ist.

Zur Verdeutlichung der Versteifungseffekte wird die schwache Form des finiten
Timoschenko-Balkenelements benétigt. Im Folgenden werden die Gleichgewichtsbeziehun-
gen anhand eines differenziellen Balkenelements, die so genannte starke Form, hergeleitet,
die dann mittels der Methode der gewichteten Residuen (Bubnov-Galerkin), in die schwa-
che variationelle Form tiberfiihrt wird [ ].

In Abb. 9.3 ist ein im Gleichgewicht stehendes, allgemein belastetes, differenzielles Element
dargestellt (7(x) und r7(x) werden gleichverteilt angenommen).

LT
) X _D_}m(ﬁD_}_D | M + 9Mdx

[« >
Abbildung 9.3: Gleichgewicht am differenziellen Element eines Timoschenko-Balkens.

Im zweidimensionalen Raum stehen, nach Vernachldssigung der Normalkrafte, zwei
Gleichgewichtsbeziehungen zur Verfiigung, Summe der vertikalen Kréfte

ZFz:OﬁQ—Q—%dx—q'(x)dxzo (9.2)
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und Summe der Momente (um das linke Schnittufer):

Y M=0= —M+m(x) dx—(Q-I-(ilQ

40 dm dx?
X

dx 2

Das Einsetzen von GL. (9.2) in Gl. (9.3) und Vernachlédssigung des sich ergebenden quadrati-
schen Terms 7(x) deZ liefern die folgenden Gleichgewichtsbedingungen

dr)dy+ M+ - de—g(x) 2 =0 (9.3)

d
o = -2 =
m(x) = —%+Q - _M+Q

Die Anwendung der Methode der gewichteten Residuen (Bubnov-Galerkin), bei der Test-
und Ansatzfunktionen identisch gewahlt werden, um symmetrische und positiv semidefi-
nite Elementsteifigkeitsmatrizen zu bekommen, auf die starke Form in GI. (9.4) ergibt:

/01 (bw (+ Q)+ (m+M —Q)) dx=0 (9.4)

Die Methode der gewichteten Residuen ist der erste Schritt vor der Approximation der un-
bekannten Hauptvariablenfelder durch Ansatzfunktionen. Dabei kann Gl. (9.4) so interpre-
tiert werden, dass die Gleichgewichtsgleichungen nach der Approximation nicht mehr an
jedem Punkt erfiillt werden, aber die Summe aller gewichteten Approximationsfehler5 iber
das gesamte Gebiet, hier die Elementldnge I, Null sein muss.

Die partielle Integration der Gl. (9.4) liefert

l 1 1 1 l
/qéwderQ(Sw‘g—/ Q(Sw'dx+/ m(S,de—I—M(S,B‘é—/M(S,B’dx—/ Qépdx =0

0 0 0 0 0
9.5)

Durch die Einfithrung der Neurnann—Randbedinzc:»;ungen6 am linken und rechten Rand des
finiten Elements

Qx=0)=Qy Mx=0)=My, Qx=0)=Q, Mx=)=M (9.6

und das Zusammenfassen der Terme, kann Gl. (9.5), wie folgt geschrieben werden:

I
/ (7 0w +m 6p) dx+ Qp dw; — Qo dwo + M; 68, — Mo B0
0

~ vl
-~

; ot 9.7)
—/ (Q(0w' +6B) + M ép') dx =0
~ 0 7

N
SITint

5In der Strukturmechanik sind es Energiefehler.

5Die Kraftrandbedingungen oder auch die nicht essentiellen Randbedingungen.
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Die Variation der inneren Energie des schubweichen Timoschenko-Balkens §TT" kann mit-
hilfe der zugrunde liegenden Kinematik und des verwendeten linearelastischen Stoffgeset-
zes umgeschrieben werden, so dass die Terme in den priméren Variablen ausgedriickt wer-
den. Die Kinematik des Timoschenko-Balkens ist in Abb. 9.2 dargestellt und kann wie folgt
formuliert werden:

v = w+p
k = p 9.8)

v Schubgleitung (Winkel der Schubverzerrung).
B Verdrehung des Stabquerschnitts.
w  Verschiebung senkrecht zur Stablidngsachse (in Richtung der lokalen Z-Achse).

K Verkriimmung.

Das Hooke’sche Stoffgesetz fiir den Timoschenko-Balken kann wie folgt angegeben werden:

= aGAy

Q
M = Elx
E

G Schubmodul.
A Querschnittsflache des Balkenelements.
o Schubkorrekturfaktor, der die Verteilung der Schubspannungen iiber die Querschnittshohe

berticksichtigt.
E  Elastizititsmodul.
I Tragheitsmoment des Balkenquerschnitts um die Biegeachse.

Somit kann Gl. (9.7) in folgende Form {iberfiihrt werden:

STI 4 6IT™ = 0 (9.10)

Der hier interessierende Term der Variation der inneren Energie kann wie folgt formuliert
werden:

i l
_mint:/ (Q(ow' + 8B) + M é8') dx:/ (Qdy + M k) dx (9.11)
0 0

Das Einsetzen des Stoffgesetzes liefert:

, I
—oTI™ = / («GA7y 6 + Elx 6x) dx (9.12)
0
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Als Hauptunbekannte werden w und B gewdhlt (und nicht etwa x und <), um die Dirichlet-
Randbedingungen sinnvoll formulieren zu konnen. Die wesentlichen Randbedingungen
(Dirichlet-Randbedingungen) konnen fiir Schubgleitung v und Kriimmung x kaum inge-
nieurmifig vorgegeben werden. Die Variation der inneren Energie (virtuelle Arbeit) kann
fiir die Hauptunbekannten folgendermafien geschrieben werden:

) / l (aGA(w' + B) (w' + B) + EIB' 6p') dx (9.13)
0

Zu beachten ist der variationelle Index 1 fiir beide Unbekannten, daher miissen die Ansatz-
funktionen mindestens linear sein, damit die ersten Ableitungen (konstante Verzerrungen
und Spannungen) im Element repréasentiert werden konnen, wodurch die Vollstandigkeits-
bedingung erfiillt wird (siehe Abb. 9.1). Die Konsequenzen der gleichen Ansatzordnung fiir
Biegung und Schub im Funktional werden im weiteren Verlauf erortert.

Durch Wahl der Querschnittsdaten eines Rechteckquerschnitts

A = bt
bp
= - 9.14
B (9.14)
mit
b Querschnittsbreite.
t Querschnittsdicke und im Sinne des Locking das Schlankheitsmafs.
geht Gl. (9.13) in folgende Form tiber:
—(5Hi”t:Eb—t3/l _r l(w'—l—ﬁ) S(w'+ B) |+ B 6p' | dx (9.15)
12 Jo | 2(1+v) |2 —— '
< > , Wy
Wy

Das Locking-Phianomen, hier Querschub-Locking, lasst sich anhand GI. (9.15) sowohl ma-
thematisch als auch ingenieurméfig identifizieren und charakterisieren.

Aus mathematischer Sicht wird die Elementdicke ¢ als der kritische Parameter identifiziert,
durch den die schlechte Konditionierung des Funktionals in GI. (9.15) hervorgerufen wird.
Der kritische Grenzwert ist in diesem Fall Null, denn wenn ¢ gegen Null strebt, gilt

lim(—611") = 0. /l ( oo (# 0)]+ (# 0)) dx, (9.16)

t—0 0
bzw.
lim —L = oo (9.17)
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wodurch die schlechte Konditionierung des Problems zutage tritt. Eine im Grenzfall sehr
grofSe Zahl . 7 wird mit einem infolge der Diskretisierung nicht verschwindenden Fehler
multipliziert, sodass dieser erheblich vergrofiert wird.

Die mechanische Deutung dieses Versteifungseffekts bedarf der Erwdahnung, dass die virtu-
ellen inneren Arbeitsanteile einer schubweichen Struktur durch Biegung und Schub verrich-
tet werden, wobei die Biegung meist den wesentlichen Anteil ausmacht. Bei dicken schei-
benartigen Systemen steigt der Anteil der Schubgleitung in der Verzerrungsenergie, hinge-
gen dominieren die Kriimmungsanteile (Biegung) in immer diinner werdenden Strukturen.
Betrachtet man den Ausdruck der inneren Energie

_ ST = Eb—t3 T sw,) dx (9.18)
12 J, \ @ v '

so ist ersichtlich, dass der Schub im Grenzfall t — 0, entgegen dem tatsdchlichen mechani-
schen Tragverhalten, das Problem dominiert. Diese physikalisch unbegriindeten Querkréafte

werden als parasitdre Krafte bezeichnet und stellen ein Merkmal fiir einen Versteifungsef-
fekt dar.

Das Auftreten der parasitiren Spannungen, die in der variationellen Formulierung im
Grenzfall aufgezeigt wurden, kann anhand eines einfachen Beispiels ebenso in der Struk-
turanalyse eines Einfeldtragers unter reiner Biegung verdeutlicht werden.

In Abb. 9.4 ist das statische System dargestellt, in dem die Struktur mit einem einzigen
Timoschenko-Element diskretisiert wird.

B1 B2 M
1 2
(©) © o ®
AN Pa (é 4)
) )
w1 w2

Abbildung 9.4: Beispiel eines Einfeldtrdgers unter reiner Biegung. Statisches System und Belastung.

Die analytische Losung des Problems, in der sich ein konstanter Momentenverlauf und kei-
ne Querkrifte einstellen (reine Biegung), ist bekannt.

Die numerische Analyse mittels der Methode der finiten Elemente, durch Diskretisierung
der Struktur mit einem einzigen linearen Element, liefert das Ergebnis in Abb. 9.5.

B1

w1:0 2—0
w=0 B="7

Abbildung 9.5: Ergebnisse der numerischen Analyse mit einem einzigen Timoschenko-
Balkenelement.
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Dadurch, dass die Formfunktionen fiir w und f linear sind, ergibt sich fiir die Verschiebung
w (Durchbiegung) unter Bertiicksichtigung der Dirichlet-Randbedingungen w; = w, = 0, so
dass im gesamten Element w = 0 ist. Die kinematischen Beziehungen in Gl. (9.8) ergeben
indessen eine linear verdnderliche Schubgleitung, also einen linearen Querkraftverlauf im
Element. Diese Querkraft ist parasitdr und leistet einen verfalschenden Beitrag in der Ver-
zerrungsenergie, wodurch das System, aufgrund der ﬂberschétzung der inneren Arbeit, zu
steif abgebildet wird. Ein eindeutiges Signal fiir Locking.

9.3 Klassifikation der Locking-Phianomene. Locking-freie Ele-
mentformulierungen

Basierend auf der Natur des kritischen Parameters konnen die unterschiedlichen Locking-
Phanomene in geometrische und materielle Versteifungseffekte eingeteilt werden. Die geo-
metrischen Locking-Effekte werden durch die Einhaltung kinematischer Bedingungen, also
Gleichungen mit ausschliefilich geometrischen Groflen, in Abhidngigkeit von einem geome-
trischen Schlankheitsparameter aktiviert. Die wichtigsten heute bekannten und erforsch-
ten geometrischen Locking-Phdnomene sind das Querschub-Locking, das Inplane-Schub-
Locking, das Membran-Locking und das trapezoidal Locking [ 11 ]. Die materiel-
len Versteifungseffekte sind von einem Materialparameter abhédngig, wie das volumetrische
Locking, in dem der Kompressionsmodul die Rolle des kritischen Parameters tibernimmt.

Es ist wichtig, darauf hinzuweisen, dass die Versteifungseffekte prinzipiell vom Struktur-
tragverhalten abhédngig sind. D.h., ein rdumliches Flachentragwerk, das als Schalenmodell
modelliert ist und unter Membran-Locking leidet, wiirde im Falle der Modellierung mit
Kontinuumselementen (Solids) ebenso einen, wenn auch anderen formulierungsabhéngi-
gen Versteifungseffekt aufweisen, der bei den Kontinuumselementen das Inplane-Schub-
Locking sein kann.

Aufgrund des gravierenden Einflusses von Locking auf die Konvergenzrate, vor allem beim
Querschub- und Membran-Locking, ist ein ganzer Forschungszweig in der Elementtechno-
logie zur Entwicklung von locking-freien Elementformulierungen entstanden. Der Umfang
dieser Forschungsarbeiten wiirde den Rahmen dieses Kapitels und dieser Arbeit bei wei-
tem sprengen, so dass auf die technischen Details zu den Methoden zur Vermeidung von
Locking verzichtet wird. Eine Zusammenfassung und Orientierungshilfe leistet Tabelle 9.1,
in der die wichtigsten Informationen zu den heute bedeutendsten Versteifungseffekten auf-
gelistet sind.

Es sei noch erwidhnt, dass sich die derzeitigen wissenschaftlichen Bemiihungen in Bezug
auf die Versteifungseffekte und deren Vermeidung bisher fast ausschliefslich auf die geo-
metrisch lineare Kinematik konzentrierten. Man ist dabei lange davon ausgegangen, dass
die Verfahren zur Vermeidung von Locking durch Linearisierung der Gleichgewichtsbedin-
gungen auf den geometrisch nichtlinearen Fall tibertragbar sind. Die jiingsten Erkenntnisse
haben allerdings gezeigt, dass diese Ubertragbarkeit nicht immer zuldssig ist, wie es die
Instabilitaten von EAS-Kontinuumselementen bei grofien Deformationen beweisen [ ].
Die Forschung in der Elementtechnologie steht bei locking-freien nichtlinearen Elementfor-
mulierungen noch am Anfang.
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Locking-Phanomen kritischer Parameter Auftreten Methode zur
Vermeidung
Querschub-Locking Elementschlankheit Strukturelemente mit | ANS?, DSG?, RI¢,

einer schubweichen
(Reissner-Mindlin-)

SRI“, p-Elemente®

Kinematik
Inplane-Schub- Seitenverhiltnis der Kontinuumselemente | EAS/, RI, SRI, Hybrid
Locking Elemente bei der Abbildung Stress, p-Elemente
von Biegezustinden
Trapezoidal-Locking Seitenverhiltnis der Bei Kontinuumsele- DSG, RI, SRI,
Elemente menten in p-Elemente
gekrimmten,
diinnwandigen
Strukturen
Volumetrisches Kompressionsmodul Kontinuumselemente | EAS, Hybrid Stress,
Locking Querdehnzahl (bes. plain strain u. RI, SRI, p-Elemente
3D)
Membran-Locking Elementschlankheit gekriimmte Elemente | DSG, EAS, ANS, R],

(bes. quadratische
Ansatzfunktionen) in
diinnwandigen
Strukturen

SRI, p-Elemente

ANS: Assumed Natural Strain.

YDSG: Discrete Strain Gap.

‘RIL: Reduced Integration.

4SRI: Selective Reduced Integration.

‘Finite Elemente, deren Ansatzfunktionen Polynome hoherer Ordnung sind.

fEAS: Enhanced Assumed Strain.

Tabelle 9.1: Zusammenfassung der wichtigsten Versteifungseffekte

9.4 Einfluss der Locking-Effekte auf den Optimierungsprozess

Die Optimierung ist eine multidisziplindre Aufgabe, deren Erfolg vom Teilerfolg in jeder
der beteiligten Komponenten abhingt. Im Mittelpunkt des Optimierungsprozesses steht
neben einem leistungsfihigen Optimierungsalgorithmus ebenso die korrekte Strukturana-
lyse. Der Begriff der Strukturanalyse beinhaltet in diesem Kontext nicht nur die Berechnung
von Deformationszustdnden und die Auswertung von Funktionen der abgeleiteten Grofien,
wie Verzerrungen und Spannungen, sondern schliefdt, im Falle der Verwendung von Gra-
dientenalgorithmen, die Sensitivitdtsanalyse ein. Eine effiziente und qualitativ hochwertige
Sensitivitdtsanalyse ist sowohl von der Methode, mit der die Differenziation durchgefiihrt
wird, abhédngig (siehe Kapitel 8), als auch von der zugrunde liegenden Elementformulie-
rung, selbst wenn die Ableitung nicht auf Elementebene erfolgt (diskret analytisch, siehe
Abschnitt 8.3.2).



9.4. Einfluss der Locking-Effekte auf den Optimierungsprozess 165

Der Einfluss der Versteifungseffekte auf den Optimierungsprozess iiber den Umweg der
Strukturanalyse ist ein weitgehend unerforschtes Thema. Die geringe Erfahrung mit den
Konsequenzen der locking-behafteten Elementformulierungen auf die Optimierungsergeb-
nisse ist — obwohl diese schwerwiegend sein konnen, wie im weiteren Verlauf gezeigt wird
— vielleicht mit dem noch jungen Alter der Disziplin der Strukturoptimierung und mit den
vielen bisher noch offenen Fragen zu begriinden.

Die vielen Arbeiten iiber Locking-Phdnomene zeigen, dass die Versteifungseffekte den un-
tersuchten Strukturen — mittels parasitdrer Spannungen — eine kiinstliche Steifigkeit verlei-
hen. Infolge der Uberschitzung des Schubbeitrages erscheint fiir das Tragwerk die Lastab-
tragung tiber Biegung als giinstig, was zur Unterschdtzung der Verschiebungen fiihrt. Der
durch die Versteifung fehlgeleitete (Form-) Optimierungsprozess erzeugt somit Geometrien,
deren Lastabtragung nicht optimal ist.

Die fehlerhafte Strukturanalyse der verschiebungsformulierten finiten Elemente hat zur
Konsequenz, dass die darauf aufbauenden Prozesse irregefiihrt werden und falsche Ergeb-
nisse liefern. Die Untersuchungen im Rahmen dieser Arbeit, aufbauend auf den Arbeiten
[ Jund [ ], fithren zu Erkenntnissen und Empfehlungen, die im Folgenden pra-
sentiert werden.

9.4.1 Der unregelmifliige Einfluss der Versteifung

Eines der Probleme bei Erkennung, Identifizierung und Umgang mit einem Locking-Effekt
ist der unregelméfiige Einfluss auf die Ergebnisse der numerischen Simulation. Bei den
Verschiebungen ist zwar stets eine Unterschdtzung der Deformationen festzustellen, al-
lerdings handelt es sich dabei nicht um einen strukturweiten homogenen Fehler, sondern
um element- und knotenweise unterschiedliche Abweichungen von der richtigen Losung.
Der ungleichmaflig verteilte Locking-Fehler ist dadurch zu begriinden, dass sich die Verzer-
rungsenergie in der diskretisierten Struktur auf Biege- und Membranverzerrungen (Schub-
und Normalanteile) nach geometrischen und materiellen Kriterien aufteilt. Je nach Art der
parasitiaren Spannung, fillt der durch die Versteifung verursachte Fehler in jedem Element
anders ins Gewicht. Bei den Spannungen ist keine eindeutige Tendenz zu erkennen. Insbe-
sondere die Schubspannungen konnen tiber- bzw. unterschatzt werden [ 1.

Die unmittelbare Auswirkung der fehlerhaften Systemabbildung durch einen Versteifungs-
effekt auf die Ableitungen der in einer Optimierungsaufgabe involvierten Funktionen
nach den Entwurfsvariablen ist nicht absehbar, wie das Beispiel der Formoptimierung ei-
ner Navier-gelagerten quadratischen Platte unter Gleichflichenlast in Abbildung 9.6 zeigt.
Die Protokollierung der Analyseergebnisse im Laufe der Iterationen (Tabelle 9.2) zeigt,
dass die Verzerrungsenergie F durch die verschiebungsformulierten Schalenelemente stets
unterschatzt wird, da die verwendeten schubweichen Elemente (Reissner-Mindlin) unter
Querschub-Locking leiden’, bei dem die parasitdren Schubspannungen fiir kiinstliche Stei-
figkeit sorgen. Bei den Sensitivitdten g—SF]_ ist allerdings eine unregelmafiige Abweichung —

"Die Elemente leiden zwar auch unter Membran-Locking, da sie im Laufe der Optimierung nicht mehr eben
bleiben, dennoch kann dieser Einfluss im Rahmen der Anwendung vernachlassigt werden [ ]
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(a) Mit Verschiebungselementen, ohne Filterung.

(b) Mit DSG-Elementen, ohne Filterung.

Abbildung 9.6: Einfluss des Locking in der Formoptimierung.

auch infolge der Welligkeit der Systemantwort (siehe Abschnitt 6.4) — festzustellen, die nicht
proportional zum Fehler in der Auswertung ist und sogar das Vorzeichen wechselt, so dass
dariiber keine Voraussage gemacht werden kann. In Tabelle 9.2 werden Auswertung (F bzw.
Fjs¢) und Sensitivitit® (g—fi bzw. aangg ) der Zielfunktion® der locking-behafteten und locking-

freien Elementformulierung am Knoten in Plattenmitte (siehe Abb. 9.6) gegeniibergestellt.

Die locking-freien Referenzergebnisse wurden mit DSG-Schalenelementen berechnet
[BBRO0], [Bis99], [Kos04]. Die verwendeten Elemente sind frei von Querschub-Locking
und weisen eine hohe Effizienz sowohl in der Struktur- als auch Sensitivitdtsanalyse auf
[CamO04].

Itr. | F Fisg F;d—zg % VF= | VE,= aggjg VFV—PZS?S& %
1 0078438 | 0,090987 | -13,79 0001329 | 0,001721 22,78

2 |0020076 | 0030466 | -4,56 0,000184 | 3,94E-005 366,56

3 |0010753 | 0011626 | 7,51 0,000337 | 0,000320 5,48

4 |0007586 | 0,008152 | -694 -0,000128 | -6,38E-005 99,84

5 |0005652 | 0006564 | -13,89 4,49E-005 | -2,98E-005 250,68

Tabelle 9.2: Oszillation der Sensitivitdten in Verschiebungselementen.

Als Zwischenfazit kann konstatiert werden, dass der unregelméfiige Einfluss der Verstei-
fungseffekte auf die Systemantwort in der Formoptimierung von Freiformschalen fiir die
hochfrequenten Anteile der Losungswelligkeit verantwortlich ist, also fiir die Wellen in der
kleinsten Skala auf Elementebene. Die Auswertung des Querkraftverlaufs (Abbildung 9.7)
untermauert die Korrelation zwischen der Welligkeit im Optimierungsergebnis (Abbildung
9.6) auf Elementebene und der Oszillation der Querkréfte infolge Locking. Die Verwendung
von locking-freien Elementen behebt das Problem der kurzen Wellen (kleinste Skala), sodass

8Ablei’cung der Zielfunktion nach der variablen Z-Koordinate (senkrecht zur Plattenebene).

9Verzerrungsener‘,c:{ie.
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die Kontrolle der Welligkeit auf Strukturebene, anhand der in Abschnitt 6.3 prasentierten
Filtertechniken, wesentlich effizienter durchgefiihrt werden kann.
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(a) Querkraftverlauf mit Verschiebungselemen-
ten.

(b) Querkraftverlauf mit DSG-Elementen.

Abbildung 9.7: Influence of locking on shape optimization.

9.4.2 Der Einfluss auf den zuldssigen Bereich

Der Erkenntnis iiber die verfdlschende Wirkung der Versteifungseffekte auf die Verschie-
bungen, das Ergebnis der Strukturanalyse, folgt die Schlussfolgerung, dass alle Funktionen
und Funktionale, die von der Systemverzerrungsenergie oder vom Vektor der Knotenver-
schiebung abhédngen, diese Einfliisse ebenso in sich tragen und an die darauf aufbauenden
Konstrukte weiterleiten. Untersuchungen auf diesem Gebiet [Cam04] zeigen, inwieweit sich
der Einfluss der Locking-Phdnomene in der Optimierungsaufgabe fortpflanzt. Darin wird
gezeigt, dass Locking die Funktionsverldufe, vor allem die der Nebenbedingungen (z.B.
Spannungsnebenbedingungen), dahingehend modifiziert, dass der zuldssige Bereich des
Optimierungsproblems, der durch die Nebenbedingungen beschrankt wird, falsch abge-
bildet wird. Dieses Problem kann schwerwiegende Folgen haben, denn die Verlagerung des
zuldssigen Bereichs fiihrt zu Losungen, die nicht nur suboptimal, sondern unter Umstdnden
sogar unzuldssig sind, wie exemplarisch in Abbildung 9.8 gezeigt wird.

In [CBKO3] wird deutlich gemacht, wie das Querschub-Locking die Ergebnisse der Opti-
mierung nicht nur quantitativ, sondern auch qualitativ dndert. Die darin optimierte Scha-
lenstruktur erfiillt, im Falle der Analyse mit verschiebungsformulierten Reissner-Mindlin-
Schalenelementen, die vorgegebenen Spannungsnebenbedingungen nicht und liegt damit
im unzuldssigen Bereich. Die Umsetzung des Modells der locking-behafteten Optimierung
wiirde eine Struktur ergeben, die im Grenzfall unzuldssig hohe Spannungen aufweist und
damit einsturzgefdhrdet wére.



168 Kapitel 9. Locking-Phianomene in der Formoptimierung

A X2

zulédssiger Bereich:yzuldssiger Bereich
(Locking) (Locking-frei)

Abbildung 9.8: Einfluss des Locking auf den zuldssigen Bereich (exemplarisch).

9.4.3 Hoheres ,Rauschen” infolge Locking

In Kapitel 6 (Abschnitt 6.3) wurde festgestellt, dass die welligen Ergebnisse der Formop-
timierung mit Modellparametrisierung direkt am FE-Netz die Folge von konkurrierenden
und entgegengesetzt wirkenden Wellen in der Systemantwort sind. Diese Wellen, die mithil-
fe von Filtertechniken kontrolliert werden konnen, konnen in unterschiedlichen Skalen auf-
treten. Die Feinstanteile, die hochfrequenten Oszillationen, wurden auch als Verrauschung
bezeichnet.

Im Zuge der Suche nach den Ursachen dieses Rauschens wurde in Zusammenhang mit den
unterschiedlichen Locking-Phidnomenen festgestellt, dass die verschiebungsformulierten fi-
niten Elemente, hier Reissner-Mindlin-Schalenelemente, das Auftreten von kurzen Wellen
begiinstigen und damit den Optimierungsprozess zuséatzlich erschweren. In Abbildung 9.6
ist zu erkennen, dass die locking-behafteten Elemente ein hoheres Rauschen aufweisen. Die
locking-freien DSG-Elemente wirken dabei gldttend, wenn auch nur auf lokaler Element-
ebene. Eine strukturweite Glattung kann nur mittels eines globalen Filters erreicht werden.

In der Optimierung allgemein — und in der Formoptimierung in besonderem Mafle — fiihrt
dieser Umstand zu uniiberschaubaren Uberlagerungen vieler Effekte, wodurch das Struk-
turverhalten nicht mehr richtig prognostiziert und damit nicht interpretiert werden kann.
Das folgende Beispiel zeigt das in Abschnitt 7.4.3 zur Demonstration des Sickenschliefungs-
algorithmus présentierte Kragarmmodell. Es zeigt sich, dass eine erfolgreiche Optimierung
mit Verschiebungselementen nicht moglich ist. Erst die Verwendung von locking-freien
(DSG-) Elementen, bei denen das physikalisch korrekte Systemverhalten und die raumli-
che Tragwirkung der Sicken richtig abgebildet werden, machte es moglich, eine mechanisch
sinnvolle Losung zu erhalten.

In Abbildung 9.9 ist das Ergebnis der Formoptimierung mit eingeschaltetem Sickenalgorith-
mus unter Verwendung von Verschiebungselementen dargestellt. Trotz Anwendung eines



9.4. Einfluss der Locking-Effekte auf den Optimierungsprozess 169

(b) Nach der 2. Iteration. Mechanisch unmoti-
viertes Umsttilpen.

(a) Nach der 1. Iteration.

Abbildung 9.9: Sickenoptimierung einer Kragplatte mit Verschiebungselementen.

globalen Filters konnen die kurzwelligen Oszillationen auf Elementebene nicht eliminiert
werden. In Abbildung 9.9(a) ist das Ergebnis der Sickenoptimierung nach der ersten Iterati-
on dargestellt. Darin ist die hohe Welligkeit der Systemantwort in Form von vielen verstreu-
ten Sicken deutlich zu sehen. Im Vergleich dazu weisen die locking-freien DSG-Elemente in
Abbildung 9.11(a) geringeres Rauschen auf. Dieser Trend setzt sich in den weiteren Iteratio-
nen fort. So fithren die — aufgrund von Querschub-Locking — mit Oszillationen behafteten
Sensitivitaten der Verschiebungselemente in der zweiten Iteration zu einem Seitenwechsel
(Umsttiilpen) vieler Sickenkorper (siehe Abschnitt 7.4.3), ohne einen erkennbaren mecha-
nischen Grund (Abbildung 9.9(b)). Die DSG-Elemente hingegen geben das korrekte Trag-
verhalten der Sicken wieder und modifizieren das System in der zweiten Iteration so, dass
sich an der Einspannstelle die doppelte Bauhohe einstellt. Die neu hinzugekommen Sicken-
zentren bilden ebenfalls eine neue Rippe auf der unteren Seite des Tragwerks (Abbildung
9.11(b)). Die Konvergenz tritt dabei nach Erhalt eines stabilen sich nicht &ndernden Sicken-
musters ein. Dies tritt bei den Verschiebungselementen erst nach der fiinften Iteration ein.
Die locking-freien Elementen benotigen dafiir lediglich zwei Iterationen.

Der anschlieflende Sickenschlieffungsalgorithmus (Abbildung 9.10) fiihrt bei den Verschie-
bungselementen entsprechend dem erzeugten Sickenbild und den oszillierenden Sensiti-
vitdten zu einem verrauschten Endergbenis im Gegensatz zum Optimierungserbenis der

DSG-Elemente (Abbildung 9.12).

Ein Beleg dafiir, dass die Herkunft der bei Verschiebungselementen beobachteten Sys-
temantwortswelligkeit in den Locking-Phdnomenen zu finden ist, liefert dieselbe Sicken-
optimierung mit einer dicken Struktur. Da der kritische Parameter des hier dominierenden
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(a) Perspektivdarstellung (hinten). (b) Perspektivdarstellung (vorne).

Abbildung 9.10: Sickenoptimierung mit Verschiebungselementen nach der SickenschliefSung.

(b) Nach der 2. Iteration. Mechanisch moti-
viertes Umstiilpen.

(a) Nach der 1. Iteration.

Abbildung 9.11: Sickenoptimierung einer Kragplatte mit DSG-Elementen.
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(a) Perspektivdarstellung (hinten). (b) Perspektivdarstellung (vorne).

Abbildung 9.12: Sickenoptimierung mit DSG-Elementen nach der Sickenschlieffung.

Querschub-Locking die Elementdicke ist, kann der Einfluss des Versteifungseffekts durch
Erhohung der Elementdicke deutlich reduziert werden. In Abbildung 9.13 ist ersichtlich,
dass die Welligkeit abnimmt und vor allem das Rauschen in den Sensitivitdten verschwin-
det, wodurch ein mechanisch sinnvolles und zum Ergebnis der locking-freien Elemente ana-
loges Resultat erzielt werden kann.

Fazit: im Allgemeinen kann konstatiert werden, dass die Verschiebungselemente im Kon-
text der Formoptimierung mit FE-Parametrisierung stark verrauschte Systemantwortsdaten
liefern, so dass die Formoptimierung im Allgemeinen und die Sickenoptimierung im Beson-
deren erheblich erschwert und sogar fehlgeleitet werden kann. Ein direkter Zusammenhang
zwischen der Welligkeit der Formoptimierungsergebnisse und der Oszillation der Struktur-
antwort infolge Locking, insbesondere bei Querkraften, kann festgestellt werden.

Die Verwendung von locking-freien Elementen, in dieser Arbeit DSG-Elemente, fiihrt hin-
gegen zu deutlich geringerem Rauschen und repariert den mechanischen Defekt, der sich
in Form von streuenden Sensitivititen dufiert. Die mechanisch korrekte Struktur- und Sen-
sitivitdtsanalyse mit locking-freien Elementformulierungen ermdoglicht erst eine sinnvolle
Formoptimierung von diinnwandigen Flachentragwerken.
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(b) Nach der 2. Iteration.Mechanisch moti-

(a) Nach der 1. Iteration. . N
viertes Umstiilpen.

Abbildung 9.13: Sickenoptimierung einer dicken Kragplatte mit Verschiebungselementen.

-¢

(a) Perspektivdarstellung (hinten). (b) Perspektivdarstellung (vorne).

Abbildung 9.14: Sickenoptimierung nach der SickenschlieSung einer dicken Kragplatte mit Ver-
schiebungselementen.



Kapitel 10

Schlussfolgerungen und Ausblick

Der Erfolg eines Optimierungsprozesses hingt, bedingt durch den ausgepréagten multidiszi-
plindren Charakter der (Struktur-) Optimierung, einerseits von der Effektivitat, mit der die
einzelnen Disziplinen ihren Anteil durchfiihren, und andererseits von der Verzahnung der
Teildisziplinen ab. Dadurch werden neue strukturelle Anforderungen an die Softwarearchi-
tektur gestellt, vor allem in Bezug auf Ressourcenplanung und Kommunikation zwischen
den einzelnen Bestandteilen. Von den vielen potenziellen Disziplinen einer Optimierungs-
aufgabe sollen die Eckpfeiler des Dreisdulenkonzepts der Optimierung hervorgehoben wer-
den: die Geometriebeschreibung mit der ganzen Vielfalt des CAGD, die Analyse, die eben-
falls den Teilbereich der Sensitivitdtsanalyse zur Gradientenermittlung einschliefit, und die
Modellparametrisierung, unter der die Erstellung des mathematischen Optimierungsmo-
dells und die Optimierungsstrategie subsummiert werden.

Die Forschung hat im Bereich der Optimierungsalgorithmen methodisch gesehen zwar ein
fortgeschrittenes Stadium erreicht, dennoch bleiben einige Aspekte, wie Effizienz, numeri-
sche Stabilitédt bei grofien Problemen mit vielen Entwurfsvariablen und vielen Nebenbedin-
gungen und die Problemadaptivitdt der verwendeten Approximationstechniken, bei denen
ein standiger Verbesserungsbedarf besteht. Vor allem im Hinblick auf die neuen Anwen-
dungen und wachsenden Bediirfnisse der industriellen Praxis spielen die mathematischen
universellen (problemunabhédngigen) Optimierungsalgorithmen immer mehr eine tragende
Rolle, sodass Robustheit, Zuverladssigkeit und Benutzerfreundlichkeit dieser Verfahren zu
den wesentlichen Eigenschaften zdhlen, um die Akzeptanz der Optimierungsverfahren als
unverzichtbares Werkzeug im gesamten Entwurfsprozess zu erhohen.

In der Formoptimierung sind die Forschungsbemiihungen nach der Entwicklung der CAD-
Verfahren und -software in den Neunzigerjahren etwas ins Stocken geraten. Durch die Pa-
rametrisierung am CAD-Modell konnte sich die Formoptimierung als Quasistandard eta-
blieren. Dennoch sind diese Verfahren, bedingt durch konzeptionelle Defizite, nicht tiber
den Einsatz in der spiaten Entwurfsphase, in der die Gestalt der zu optimierenden Modelle
durch viele Gegebenheiten restringiert ist, hinausgekommen. Grundsétzliche Verdnderun-
gen an den Ausgangsgeometrien sind wegen der Einschrankung des Entwurfsraumes durch
vorgeschriebe CAD-Elemente nur bedingt moglich. Die Modellparametrisierung direkt am
FE-Netz, verkniipft mit Filtertechniken zur Kontrolle der Formwelligkeit, stellt eine viel-
versprechende Methode zur Erweiterung des Entwurfsraumes dar. Die Verfahren basierend
auf der Parametrisierung am FE-Knoten bieten von der Gestaltungsfreiheit her eine hervor-
ragende Plattform fiir eine Fiille von Applikationen in der Formoptimierung von Freiform-
schalen. Z.B. stellt die Sickenoptimierung dem entwerfenden Ingenieur eine mechanisch
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fundierte Schnittstelle zur Interaktion mit dem Tragwerk zur Verfiigung. Es wird sich in
der Zukunft zeigen, inwiefern diese Verfahren die Akzeptanz der Optimierungsgemeinde
erlangen und Einzug in die industrielle Praxis halten.
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