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Kapitel 1

Einleitung

Die kernmagnetische Resonanzspektroskopie (NMR-Spektroskopie, Nuclear
Magnetic Resonance) hat seit ihrer Entdeckung [1, 2] eine Entwicklung vollzo-
gen, die nur wenigen spektroskopischen Methoden beschieden war. Inwischen
reicht ihre Anwendung von der Routinespektroskopie iiber Anwendungen in
der Medizin (Imaging [3]) bis hin zur Untersuchung komplexer chemischer Sy-
steme (in situ Spektroskopie [4], Strukturaufklirung biochemischer Systeme
[5]). Dariiberhinaus eignet sich die Methode sehr gut, um quantenmecha-
nische Modelle zu priifen, z.B. aus der Quanten-Informationsverarbeitung

(Quantum Computing [6]).
Die Vielseitigkeit der Methode fiihrte dazu, dafl die verfiighare Hardwa-

re stetig verbessert wurde. Doch Spektrometer-Hardware trigt nur teilwei-
se zum FKErfolg eines Experimentes bei. Daher gab es zusétzlich eine star-
ke Enwicklung auf dem Sektor der Pulsprogramm-Entwicklung. Inzwischen
gibt es eine Reihe von wichtigen Standard-Experimenten, welche aus dem
spektroskopischen Alltag nicht mehr wegzudenken sind. Die Entwicklung des
Produktoperator-Formalismus [7, 8] erdffnete die Moglichkeit, unter verein-
fachten Annahmen vorhandene Pulssequenzen zu analysieren bzw. neue Ex-
perimente zu entwickeln. Allerdings vernachléssigen unter solch vereinfach-
ten Bedingungen entwickelte Experimente bestimmte quantenmechanische
Effekte. So stellt sich stets die Frage, ob eine vorhandene Implementierung
eines Experimentes die best mogliche ist, d.h. ob die durch die Quantenme-
chanik gegebene Grenze des erwiinschten Transfers in der kiirzest moglichen
Zeit erreicht wird. Kenntnis iiber diese sog. unitére Grenze eines Experimen-

tes ist insofern wichtig, weil (nahezu) maximaler Kohérenztransfer z.B. eine

1
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Verkiirzung der bendtigten Gesamtmefzeit durch besseres Signal/Rausch-
Verhiltnis ermoglicht. Ebenso wichtig ist es zu wissen, ob man den gewiinsch-
ten Kohérenz-Transfer in moglichst kurzer Zeit erreicht, weil die spektrale In-
formation eines Experimentes exponentiell zu seiner Dauer durch Relaxation

verringert wird.

Neben der Information iiber die Zeitoptimalitét eines Experimentes ist es
ebenso wiinschenswert, NMR-Experimente unter Beriicksichtigung inhiren-
ter quantenmechanischer Effekte zu entwickeln. Zu diesem Effekten zéhlen
z.B. Resonanzfrequenz-Offsets oder der dirkete Einschlufl von Relaxation. Die
Beriicksichtigung von Resonanzfrequenz-Offsets ist wichtig, weil man durch
eine groflere Bandbreite eines Experimentes die generelle Anwendbarkeit
einer Pulssequenz erhoht. Kernmagentische Relaxation ist ein Effekt, wel-
cher wihrend der analytischen Entwicklung von NMR~Experimenten schwie-
rig zu handhaben ist. Zum einen eroffnet dieser quantenmechanische Effekt
neue Transfer-Wege (durch Kreuzrelaxation und kreuzkorrellierte Relaxa-
tion), welche durch Standard-Betrachtungsweisen unberiicksichtigt bleiben,
bzw. verschlechtert die Eigenschaften bestimmter Transfer-Wege dramatisch,
wenn bestimmte schnell-relaxierende Operatoren erzeugt werden. Inzwischen
versucht man Experimente zu entwickeln, welche bestimmte Relaxations-
Pfade beriicksichtigen (z.B. TROSY [9], ctINEPT [10]), jedoch bleibt auch
hier die Frage der Optimalitdt weitgehend unbeantwortet. Fiihrt man sich
die Komplexitit der zu beriicksichtigenden Effekte vor Augen, so ist es nicht
verwunderlich, dafl vermehrt numerische Computer-Methoden in der NMR
eingesetzt werden, um optimierte Experimente zu entwickeln. Grundlage der
meisten hierbei verwendeten Optimierungs-Verfahren sind Kombinationen

aus statistischen und auf Gradienten-Methoden beruhenden Algorithmen.

Das Ziel, Verfahren zu entwickeln, welche zu optimalen Losungen verschie-
dener Probleme fiihren, beschéftigt die Wissenschaft seit ldngerem. Bereits
um 1910 beschiftigte sich der dédnische Mathematiker Erlang mit der Mo-
dellierung des Auslastungsgrades von Telefonnetzen, um die Ausbaukosten
des Netzes unter bestimmten Anforderungen zu minimieren. Kurz darauf ver-
wendete Edison die Methode des tactical game board um verschiedene Routen
fiir Handelsschiffe zu bewerten. Aus diesen Anfangen entwickelte sich ein ei-
genstéandiges wissenschaftliches Feld, welches das Problem der Optimierung

immer besser zu beschreiben vermochte.



Jahr Entdeckung

1868  Stabilitdts-Anlyse des Zentrifugal-Reglers nach Watt (Maxwell)

1877  Stabilitats-Kriterium (Routh)

1890  Nichtlineare Stabilitét (Lyapunov)

1910  Gyroskop und Autopilot (Sperry)

1927  Riickkopplung elektronischer Verstéirker (Black)
Differentialmesser (Bush)

1932 Stabilitdts Kriterium (Nyquist)

1938  Frequenzgang-Methoden (Bode)

1942 Design optimaler Filter (Wiener)

1947  Abtastdaten-Systeme (Hurewicz)
Nichols-Diagramm (Nichols)

1948  Wurzelortskurve (Evans)

1950  Nichtlineare Analyse (Kochenburger)

1956 Maximum Prinzip (Pontryagin)

1957  Dynamische Programmierung (Bellman)

1960 Triagheits-Navigation (Draper)
Optimale Bewertung (Kalman)

1969  Mikroprozessor (Hoff)

TABELLE 1.1: Historische Entwicklung der Steuerung-Technik [11]. Stets sind
wichtige mechanische Erfindungen die Triebfeder der Weiterentwicklung der
Steuerung-Theorie gewesen. So war es zu Mitte des 19. Jahrhunderts die Dampf-
maschine und im 20. Jahrhundert die Luft- und Raumfahrt, die die mathematische
Formulierung der Steurungs-Theorie vorantrieb.

Ein Teil dieses Feldes setzt sich mit der optimalen automatisierten Steue-
rung von Systemen finiter Freiheitsgrade auseinander, die sog. optimale Steue-
rung dynamischer Systeme. Wie man Tablle 1.1 entnehmen kann, folgte die
theoretische Entwicklung der Steuerungs-Theorie stets der industriellen Ent-
wicklung. Hierbei war es zunéchst Mitte des 19. Jahrhunderts die Dampfma-
schine, welche die Entwicklung automatisierter mechanischer Steuerungssy-
steme vorantrieb!. Zu Beginn des 20. Jahrhunderts wurden durch die Ein-
fithrung der motorisierten Luftfahrt neue Anwedungsbereiche fiir Steuerungs-
systeme erschlossen. In der Mitte des 20. Jahrhunderts waren es vor al-

lem die sowjetischen und amerikanischen Weltraumprogramme, welche die

In diesem Zusammen ist interessant, daf die Dampfmaschine von Watt um 1790 die
Dampfmaschinen Newcomens fast vollstidndig verdrangt hatte, weil letzteren u.a. die au-
tomatisierte Kontrollmoglichkeit fehlten. Dieser Zentrifugal-Regler war zunéchst ein empi-
risch entwickeltes Kontrollsystem. Es dauerte fast 80 Jahre bis dieses System mathematisch
untersucht wurde.
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Steuerungs-Theorie zu neuen Erkenntnissen anspornte.

Betrachtet man nun die in der NMR verwendeten Systeme, so stellt man
fest, dafl eine Pulssequenz auch als Formulierung der Kontrollgesetze fiir
die Bewegung eines Spinsystems aufgefalit werden kann. Unter diesem Ge-
sichtspunkt stellte sich nun die Frage, ob man die Steuerungstheorie auch zur
Erzeugung solcher Kontrollgesetzte, d.h. Pulssequenzen verwenden kann. Die
Bewegungsgleichungen eines Spinsystems sind fiir die NMR bekannt, somit
verblieb die Formulierung der entsprechenden steuerungstheoretischen Geset-
ze als Voraussetzung, um NMR-Experimente innerhalb dieses Rahmenwerkes
formulieren zu koénnen.

Diese Arbeit widmet sich der Anwendung der Steuerungstheorie auf Fra-
gestellungen der NMR-Spektroskopie, speziell der Anwendung des Pontryag-
inschen Maximum-Prinzips. In Teil I (Theorie) werden die fiir diese Ar-
beit notwendigen theoretischen Prinzipien und Bergriffe erldutert werden.
In Teil II (Numerik) werden Anwendungen auf numerisch untersuchte Fra-
gestellungen unter Verwendung der im Rahmen dieser Arbeit entwickelten
Optimierungs-Software vorgestellt werden. Hierbei wird der Einflufl von Stor-
termen graduell erhoht werden. In Kapitel 5 werde Optimierungen unter
idealen Bedingungen beschrieben. In Kapitel 6 werden Optimierungen unter
Einschlufl von Relaxation diskutiert, wiahrend die in Kapitel 7 vorgestellte
Optimierung unter Beriicksichtung von sowohl Bj-Inhomogenitéit als auch
Offset-Effekten durchgefithrt worden sind. In Teil III (Experimente) wer-
den an Modell-Systemen vollzogenen NMR~Experimente besprochen werden,
welche auf Prinzipien der Steuerungsthorie beruhen. In Teil IV (Software)
wird die auf den Prinzipien der Steuerungstheorie beruhende Optimierung-

Software vorgestellt werden.
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Theorie






Kapitel 2

Dichtematrix Theorie

Die Dynamik von Kernspinsystemen kann durch einen quantenmechanischen
Formalismus beschrieben werden, welcher als Dichtematrixtheorie bezeichnet
wird [12]. Die Dichtematrixtheorie ermoglicht eine vollsténdige Beschreibung
eines Spinsystems. Im Gegensatz zum klassischen Bloch-Modell [13], welches
die Gesamtmagnetisierung des Spinsystems vektoriell erfait und deren Ent-
wicklung anhand dieses Vektors darstellt, kann man durch die Entwicklung
der Dichtematrix alle Informationen iiber das Spinsystem zu jedem Zeitpunkt
eines beliebigen NMR-Experimentes erhalten.

Nach einer Darstellung der quantenmechanischen Grundlagen soll in die-
sem Kapitel die Dichtematrix-Theorie und deren Anwendung auf das Phéno-

men der Kernresonanz dargestellt werden [14].

2.1 Grundlagen der Quantenmechanik

Bevor die Dichtematrix eingefithrt werden kann, sollen einige grundlegende
Postulate und Schreibweisen der Quantenmechanik [15, 16] eingefithrt wer-

den, welche fiir die darauffolgende Darstellung der Theorie wichtig sind.

2.1.1 Die Schrédinger-Gleichung

Generell wird die zeitliche Entwicklung eines quantenmechanischen Systems

durch die zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung beschrieben:

AUt -
ih == = RU(). (2.1)

Der Hamilton-Operator H enthilt die physikalischen Vorgaben, die die zeitli-

che Entwicklung eines Spinsystems bestimmen. Er kann hierbei zeitabhéngig

7
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oder zeitunabhingig sein. Die Losung der Schrodinger-Gleichung bezeichnet
man als Wellenfunktion des Systems, W(¢); sie enhélt alle moglichen Infor-
mationen iiber den Zustand des Systems. Die Wahrscheinlichkeit, daf} sich
ein System zum Zeitpunkt ¢ im Zustand ¥(t) befindet, wird durch die Wahr-
scheinlichkeitsdichte

P(t) = U (£) (1) (2.2)

ausgedriickt. Wenn die normierte Wellenfunktion nun bekannt ist, kann man
alle beobachtbaren Eigenschaften durch Anwendung entsprechender mathe-

matischer Operationen bestimmen.

2.1.2 Die Eigenwertgleichung

Um den Wert einer Observablen berechnen zu kénnen, ordnet man einer
Observablen A einen hermiteschen Operator! A zu [17, 18]. Hierbei gilt die
Eigenwertgleichung

A (t) = Mp(t), (2.3)
wobei A den zu dem Operator A gehorenden Eigenwert darstellt.

In der Quantenmechanik von Spinsystemen definiert Gleichung (2.3) ei-
nen Satz von N Eigenfunktionen ¢ und N Eigenwerten A. Da die Eigenfunk-
tionen zu einem hermiteschen Operator gehoren, bilden diese wiederum einen
orthonormalen Satz von Funktionen. Ein vollstdndiger Satz orthonormaler
Funktionen ist ein Satz Basisfunktionen eines N-dimensionalen Vektorrau-

mes, des Hilbert-Raumes.

2.1.3 Der Erwartungswert

Gleichung (2.3) macht nur Aussagen dariiber, welche Mefiwerte bei einer Mes-
sung auftreten konnen, aber nicht dariiber, welcher der moglichen Mef3werte
bei einer Messung zu erwarten ist. Fiir eine Einzelmessung kann im allgemei-
nen nicht vorhergesagt werden, welcher der Eigenwerte des Operators A als
MefBwert auftritt. Aussagen kénnen aber iiber den Erwartungswert gemacht
werden, der bei einer Folge von Messungen zu erwarten ist [19]. Mathematisch

formuliert man den Erwartungswert (A) einer Observablen A durch

(A) = / U () AV (t)dr (2.4)

'Ein hermitescher Operator hat reelle Eigenwerte.
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als Skalarprodukt von ¥ und AW. Ist die Wellenfunktion des Systems eine
Eigenfunktion des Operators /1, U = 1), dann kann man fiir jede Messung
nur ein Ergebnis erhalten, ndmlich den Eigenwert \,. Haufig ist die Gesamt-
Wellenfunktion des Systems aber keine Eigenfunktion des Operators. Diese
Wellenfunktion 148t sich allerdings als Linearkombination aus Basisfunktio-

nen darstellen:

N
U=>" cuthn. (2.5)
n=1
Mit dieser Linearkombination ergibt sich aus Gleichung (2.4) der Erwartungs-
wert zu [14]
N
<A> = Z C;Cj)\j (26)
j=1

unter Verwendung der Orthonormalitit der Eigenfunktionen. Gleichung (2.6)
kann man nun wie folgt interpretieren: Wiirde man fiir ein System, des-
sen Wellenfunktion eine Eigenfunktion ist, den Erwartungswert messen, so
wiirde dieser stets einer der Eigenwerte des Systems sein. Betrachtet man
jedoch ein Ensemble, wird ein Eigenwert proportional zum Koeffizientenqua-
drat cjc; beobachten, d.h. man kann diesen Faktor als die Wahrscheinlichkeit
ansehen, einen Eigenwert A; in einer einzelnen Messung zu erhalten. Dieser
Wahrscheinlichkeits-Faktor thrt dazu, dafl der fiir ein Ensemble mef3bare Er-
wartungswert (A) aus einem kontinuierlichen Wertebereich stammen kann,
obwohl die fiir A erlaubten Werte durch die diskreten Menge der Eigenwerte
gebildet wird.

2.2 Die Dichtematrix

Die Berechnung von Skalarprodukten und Erwartungswerten sind in der
Quantenmechanik héufig auftretende Operationen. Berechnungen dieser Art
werden durch eine Formulierung der Quantenmechanik von Spinsystemen
erleichtert, die nicht mehr die Wellenfunktion des Systems in den Vorder-
grund stellt, sondern die Dichtematrix des Systems verwendet. Die Darstel-
lung dieses Formalismus und die damit zusammenhéngenden symbolischen

Operationen werden zusétzlich durch die Dirac-Schreibweise [20] vereinfacht.
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2.2.1 Die Dirac-Schreibweise

Die Dirac-Schreibweise ist ein kompakter Formalismus, um Skalarprodukte
darzustellen. Eine Wellenfunktion (¢) wird durch einen Ket-Vektor |¢/(t))
dargestellt. Die hierzu komplex-konjugierte Wellenfunktion ¢*(¢) wird durch
einen Bra-Vektor (1 (t)| dargestellt. Ein Skalarprodukt aus diesen beiden wird

schliefllich durch Zusammenziehen von Bra und Ket formuliert:

/@D*(t)so(t)df = (W(@®)]e(1))- (2.7)

Eine beliebige Wellenfunktion ¥(t¢) kann man in der Dirac-Schreibweise

als Superposition eines Satzes orthomormaler zeitunabhéngiger Kets durch

N

[T(t)) = > calt) ) (2.8)

n=1
darstellen. Die Kets |n) werden auch als Eigenkets oder Basiskets bezeich-
net, ¢,(t) sind zeitabhéngige komplexe Zahlen und N ist die Dimension des
zugehorigen Vektorraumes. Man kann die Koeffizienten ¢, (¢) als Amplituden-
faktoren auffassen, welche den Anteil eines jeden Basiskets an der Gesamt-
wellenfunktion zu einer bestimmten Zeit angeben. Wenn die Basiskets nun
zeitunabhéngig sind, dann ist jegliche Zeitabhéangigkeit der Wellenfunktion
in den komplexen Koeffizienten enthalten.
Der Erwartungswert (A) einer Observablen A kann in der Dirac-Schreib-

weise unter Verwendung von Gleichung (2.8) als
(A) = e (tealt) (m| Aln) (2.9)

formuliert werden. Die Skalarprodukte (m|A|n) sind fiir einen gegebenen
Basissatz konstant. Die Zeitabhédngigkeit der Observablen A fiir einen be-
stimmten Zustand des Systems wird damit durch das Koeffizienten-Produkt
¢ (t)cn(t) bestimmt. Sowohl (m|A|n) als auch ¢, (t)c,(t) konnen als Matrix

formuliert werden. Es gilt
(A) =" cr(t)ea(t) A, (2.10)

wobei A, das (mn)-te Matrixelement der N x N-Matrix-Darstellung des
Operators A in einer gegebenen Basis ist. Sobald nun die Matrixdarstellung

der Koeffizienten bekannt ist, kann der Erwartungswert berechnet werden.



2.2 Die Dichtematrix

11

Die Produkte ¢, (t)c,(t) konnen als Elemente einer Matrixdarstellung eines

Operators P aufgefafit werden

~

P, = (m|P|n) = ¢ cy. (2.11)

Setzt man nun Gleichung (2.11) in Gleichung (2.10) ein, so erhélt man fiir

den Erwartungswert folgende einfache Gleichung
(A) = Sp{PA}. (2.12)

Gleichung (2.12) bedeutet, dal man den Erwartungswert einer Observablen,
z.B. die x-Magnetisierung, A = I, durch Berechnung der Spur des Matrix-
produktes der Operatoren P und A erhalten kann.

2.2.2 Dichtematrix und Dichteoperator

Der Giiltigkeitsbereich der bisher dargestellten Theorie ist auf Systeme be-

grenzt, die ausschlieflich durch eine einzige Wellenfunktion vollstdndig be-

schrieben werden. Eine solche Theorie ist fiir die Beschreibung der Kernresonanz-

Spektroskopie ungeeignet, weil man es dort mit einem System-Ensemble zu
tun hat. Die vollstandige Wellenfunktion eines solchen Systems wird eine sehr
komplizierte Funktion sein, daher ist ein statistischer Ansatz vorzuziehen.
Jedes in der Probe enthaltene System kann durch eine Wellenfunktion ¥
beschrieben werden, deren Beitrag zum Ensemble-Zustand durch eine Wahr-
scheinlichkeitsdichte P (V) ausgedriickt werden kann. Den statistischen Wert
des Eigenwertes fiir einen solchen gemischten Zustand erhélt man dann, in-

dem man {iber die Wahrscheinlichkeitsverteilung mittelt

@ = [P (@)
= Y Gl (mlAln). (2.13)

Die Mittelung iiber alle Systeme der NMR-Probe zeigt, dal nur die Ko-
effizientenprodukte ¢, (¢)c,(t) von Spinsystem zu Spinsystem unterschiedlich
sind. Die Matrixelemente A,,, sind fiir die einzelnen Spinsysteme der Pro-
be gleich. Das Mittel der Koeffizentenprodukte, ¢, (t)c,(t), bildet nun eine
Matrix, die man als Dichtematrix o bezeichnet. Die Dichtematrix wiederum

ist die Matrixdarstellung eines Operators, des sog. Dichteoperators 7. Es gilt
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somit

uBeat) = (m|Pln)

m

Tmn (2.14)

Man kann die Matrixform des Dichteoperators innerhalb der gegebenen Ba-
sis direkt auf Eigenschaften des Spinsystems zuriickfithren. Die Diagonal-
elemente der Dichtematrix entsprechen den Besetzungen der verschiedenen
Energieniveaus, alle Auflerdiagonalelemente stellen sog. Kohdrenzen zwischen
verschiedenen Zustdnden dar.

Um nun einen Erwartungswert fiir ein System im gemischten Zustand
berechnen zu kénnen, setzt man anstelle des Operators P in Gleichung (2.12)

den Dichteoperator & ein. Es ergibt sich?
(A) = Sp{6AT}. (2.15)

Kennt man nun die Matrixdarstellung des Dichteoperators und die des
zur Observablen gehdrenden Operators, so kann man mit Gleichung (2.15)

den Erwartungswert der Observablen einfach bestimmen.

2.3 Die Liouville-von Neumann-Gleichung

Mit dem Dichteoperator hat man nun eine Beschreibung fiir reale Spinsy-
steme, die es erlaubt, einen beliebigen Erwartungswert zu jeder Zeit zu be-
stimmen. Da der Dichteoperator eine Funktion der Zeit ist, reicht es aus,
eine exakte Darstellung des Dichteoperators zu einer Zeit t = 0 s zu kennen,
wenn man eine Differentialgleichung finden kann, die die Entwicklung des
Dichteoperators in Abhéngigkeit der Zeit beschreibt. Diese Beschreibung ist

mit der Liouville-von Neumann-Gleichung mdoglich [22]

do(t) ... ~
o =1[6(t), H]. (2.16)

Die Losung der Liouville-von Neumann-Gleichung (2.16) ist einfach, wenn

der Hamilton-Operator zeitunabhéngig ist. Wie sich durch Differenzieren

2Der in Gleichung (2.15) noch enthaltene Uberstrich, der die Mittelung andeutet, wird
im Folgenden nicht mehr verwendet. Dennoch ist von nun an immer die Mittelung gemeint,
es sei denn, es wird explizit darauf hingewiesen.
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leicht zeigen 148t, ist

6(t) = exp(—iHt) 5(0) exp(iHt)
= Us(O)U™! (2.17)

eine Losung von Gleichung (2.16), wobei U = eXp(—i'l:(t) als Propagator

bezeichnet wird.

2.3.1 Losung fiir zeitabhingige Hamilton-Operatoren

Eine NMR Pulssequenz besteht in der Regel aus zwei unterschiedlichen Tei-
len: Radiofrequenzpulsen und Wartezeiten, in denen kein Radiofrequenz-
puls wirkt. Ein Radiofrequenzpuls wirkt direkt auf das Spinsystem als ei-
ne zeitabhéngige Storung. Auch in den Wartezeiten spielen Prozesse eine
Rolle, die das Spinsystem zeitabhéingig verindern. In beiden Féllen wird
der Hamilton-Operator zeitabhéngig sein, so da} die Losung der Liouville-
von Neumann-Gleichung, wie sie in Gleichung (2.17) angegeben ist, nicht
richtig ist. Man mufl nun einen Weg finden, die Liouville-von Neumann-
Gleichung auch fiir zeitabhéngige Hamilton-Operatoren 16sen zu kénnen. Ei-
ne einfache Moglichkeit ist es, eine Transformation durchzufiihren, die einen
zeitabhingigen Hamiton-Operator in einen zeitunabhéngigen iiberfiithrt. Ei-
ne solche Transformation kann man sich als quantenmechanisches Aquivalent
zu der Uberfithrung in das rotierende Koordinatensystem im Vektormodell
nach Bloch vorstellen.

Eine auf den Labor-Dichteoperator &(t) angewendete Ahnlichkeits-Trans-

formation [23] fiihrt zu einem transformierten Dichteoperator 67 (t), so daf
ol(t) = Up o(t) Uzt (2.18)

wobei Ur ein unitérer Operator ist. Analog zu Gleichung (2.16) kann man fiir
die zeitliche Entwicklung des transformierten Dichteoperators formulieren
de™'(t)
dt

= i[67(t), HT], (2.19)

wobei H7 fiir den transformierten Hamilton-Operator steht. Der transfor-
mierte Hamilton-Operator ergibt sich ebenfalls durch eine unitére Transfor-
mation zu [14]

dUz!

HT =Ur HUp' —ilUr—

(2.20)
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Findet man nun eine solche unitédre Transformation, die einen transformier-
ten Hamilton-Operator liefert, der zeitunabhéngig ist, dann kann man fiir die
Liouville-von Neumann-Gleichung eine zu Gleichung (2.17) analoge Losung

angeben
6T(t) = exp(—iHTt) 67(0) exp(iHTt).
= UusT (ot (2.21)

Hierbei ist U ein unitdrer Operator, den man als Propagator bezeichnet.

2.4 Quantenmechanische Beschreibung der
NMR-Spektroskopie

Die quantenmechanische Beschreibung der NMR-Spektroskopie kann nun als
Grundlage zur Simulation von NMR-Spektren dienen, denen eine beliebig
komplizierte Pulsfolge vorausgegangen ist. Das Spinsystem wird zu Beginn ei-
nes Experimentes durch seine Gleichgewichts-Dichtematrix beschrieben, wel-
che dann mit der Liouville-von Neumann-Gleichung (2.16) zeitlich entwickelt
wird. Der Hamilton-Operator, der hierbei die Entwicklung der Dichtematrix
bestimmt, besteht aus Zeeman- und skalaren Kopplungstermen
A~ N A N A A
H=> wly+2m Yy JLl; (2.22)
i=1 i>j

Den Erwartungswert bestimmt man nach Gleichung (2.15) als Spur des Pro-
duktes von Dichteoperator und Beobachtungsoperator.

Nimmt man von dem Gitter an, dafl es eine unendliche Warmekapazitét
besitzt, d.h. es befindet sich im thermischen Gleichgewicht mit der Umge-
bung bei der Temperatur 7', dann befinden sich auch die Spinzustidnde im
thermischen Gleichgewicht mit dem Gitter. Daraus folgt, dafl die Wahr-
scheinlichkeitsdichte P(W¥) (vergl. Abschnitt 2.2.2) so beschrénkt ist, daf
die Spinzustéinde, welche den Diagonalelementen der Dichtematrix entspre-
chen, geméB der Boltzmann-Verteilung besetzt sind (sog. ensemble average).
Dariiberhinaus ist die Dichtematrix dann eine Diagonalmatrix, denn es beste-
hen keine Kohérenzen zwischen den einzelnen Zustdnden. Ein Dichteoperator

der Form

(2.23)
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erfiillt diese Forderungen. Man kann nun zwei Vereinfachungen einfiihren:
(1) Die Zeeman-Terme des Hamilton-Operators (2.22) sind erheblich grofier
als die bilinearen Terme; J-Kopplungen sind in Groéflenordnungen von Hz,
wéhrend Larmorfrequenzen Groéflenordnungen von MHz aufweisen. (2) Die
zu den Larmorfrequenzen gehdérenden Energien sind wesentlich kleiner als
die thermische Energie. Daher kann man die Tylor-Reihenentwicklung der
Exponentialfunktion nach dem ersten Glied abbrechen. Somit ergibt sich als

Néherung

51 =

(2.24)

Wenn man nun beachtet, daf§ der Einheitsoperator invariant unter unitéren

Transformationen ist, so kann man ihn vernachlassigen und gelangt zu
0% = ———=> wil;. (2.25)

Fiir einen einzelnen Spin ist somit 6°¢ o I,.
Die komplexe Magnetisierung, die wéhrend der Akquisitions-Zeit eines

NMR-Experimentes gemessen wird, ist durch
M~ = N~h Sp{6(t) F*} (2.26)

gegeben [22]. N entspricht hierbei der Anzahl Spins pro Einheitsvolumen.
Fiir den Beobachtungsoperator gilt

K K
B =0 =S (T + i), (2.27)
k=1 k=1

wobei K die Anzahl der Spins gleicher Art bezeichnet. Eine Behandlung von
Spinsystemen im Dichtematrix-Formalismus fiihrt somit zu einer Grundla-
ge, welche zur Berechnung beliebig komplizierter NMR-Experimente genutzt

werden kann.

2.5 Quantenmechanik von N-Spinsystemen

In diesem Abschnitt soll der Nutzen des Dichteoperatoren verwendenden An-
satzes fiir skalar gekoppelte N-Spinsysteme gezeigt werden. Die zeitliche Ent-

wicklung solcher Spin-Systeme kann durch eine alternative Beschreibung, z.B.
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das Bloch-Modell, nicht mehr korrekt wiedergegeben werden. Hierbei ist das
Kernproblem, eine geeignete Matrixdarstellung von Wellenfunktionen und
Operatoren eines allgemeinen N-Spinsystems zu finden. Im Rahmen dieser
Arbeit wurde eine direkte Produktbasis verwendet; allerdings ist es durch
Ahnlichkeitstransformationen moglich, auch andere Basissiitze zu verwenden
25].

2.5.1 Direkte Produktbasis

Um N-Spinsysteme mit N > 1 beschreiben zu kénnen, mufl eine entprechen-
de Basis der Operator-Algebra formuliert werden. Eine mogliche Darstellung
ist die sog. direkte Produktbasis. Operatoren kénnen direkt aus dem Ein-
Spinraum durch das Bilden des direkten Produktes mit N — 1 Einheitsope-

ratoren, 1, dargestellt werden
IA'r]]\]/Y{: 9,0 ® 1,1 ® fskspin ® ik+1 Q- @1y, (2.28)

wobei n = z,y oder z ist. Durch diese Vorgehensweise erhélt man z.B. aus

der 1-Spinbasis fiir Spin—%—Teilchen 2N neue Basisoperatoren, mit denen die

Algebra des N-Spinraumes vollstdndig darstellbar ist.

2.5.2 Skalarer Kopplungs-Hamilton-Operator

Der Laborsystem-Hamilton-Operator, welcher die freie Prézession beschreibt,
ist durch Gleichung (2.22) gegeben. Die Eigenfunktionen dieses Hamilton-
Operators werden als Basisfunktionen verwendet, um den Dichteoperator in
der Matrixdarstellung zu erhalten. An dieser Stelle soll noch auf die Einfliisse
einer starken Kopplung eingangen werden. Die in der direkten Produktbasis
definierten Wellenfunktionen sind nur dann Eigenfunktionen des Hamilton-

operators, wenn die Bedingung
<1 (2.29)

erfiillt ist. Diese Bedingung beschreibt den Bereich der sog. schwachen Kopp-
lung. Ist sie nicht erfiillt, so befindet man sich im Bereich der starken Kopp-
lung. In diesem Fall sind die Wellenfunktionen mit derselben magnetischen
Quantenzahl innerhalb der Produktbasis nicht mehr vollstéindig von einan-

der unabhéngig. Einen geeigneten Basissatz kann man erhalten, indem man
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Linearkombinationen aus der Teilmenge von Wellenfunktionen mit dersel-
ben magnetischen Quantenzahl bildet. Gruppentheoretische Methoden [25]
erleichtern dies im Falle stark gekoppelter Spinsystemen mit mehr als zwei
Spins. Diese Betrachtungen werden notwendig, wenn beispielsweise dquiva-

lente Kerne® in dem zu beschreibenden Molekiil enthalten sind.

32.B. die drei Protonen einer Methylgruppe.
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Kapitel 3

Relaxation

Bisher wurde der Dichtematrixformalismus dazu verwendet, den Einfluf} ver-
schiedener Spin-Hamilton-Operatoren auf den Dichteoperator eines Spinsy-
stems zu beschreiben. Doch dariiber hinaus gibt es noch andere Vorgéinge,
die die Dichtematrix beeinflussen. In diesem Kapitel soll das Phénomen der
Kernspin-Relaxation vorgestellt werden. Hierbei kehrt eine vom thermodyna-
mischen Gleichgewichtszustand verschiedene Dichtematrix in diesen Gleich-
gewichtszustand zuriick. Es soll gezeigt werden, wie man das Ph&nomen der

Relaxation in den Dichtematrixformalismus einschlieflen kann.

3.1 Allgemeine Einfiihrung

Voraussetzung fiir Relaxation ist, dafl sich das Spinsystem in einem Zu-
stand befindet, der nicht dem thermodynamischen Gleichgewichtszustand
entspricht. In der Sprache des Dichtematrixformalismus bedeutet dies, dafl
zum einen die Diagonalelemente der Dichtematrix nicht mehr die Gleich-
gewichtspopulationen der Spinzustéinde geméfl einer Boltzmann-Verteilung
darstellen. Dariiberhinaus kénnen in diesem vom Gleichgewichtszustand ver-
schiedenen Zustand auch Kohérenzen vorhanden sein, welche durch Aufler-
diagonalelemente der Dichtematrix beschrieben werden. Relaxiert ein Spinsy-
stem nun, so miissen die Auflerdiagonalelemente der Dichtematrix wieder auf
Null abklingen und die Diagonalelemente miissen wieder die einer Boltzmann-
Verteilung folgenden Populationen der Spinzusténde darstellen, wie sie durch
Gleichung 2.25 beschrieben werden.

Man kann zeigen [21], dafl sowohl spontane als auch induzierte Emission

von Photonen keinesfalls einen Ubergang aus einem energetisch angeregten
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Zustand in den Grundzustand eines magnetischen Dipols mit gentigend hoher
Wahrscheinlichkeit erlauben. Somit konnen diese beiden Mechanismen nicht
die Ursache fiir Relaxation sein.

Die Ursache fiir Relaxation liegt nicht in Ubergéngen von Energiezu-
stdnden unter Aussenden von Photonen, sondern darin, daf§ das Spinsystem
an das Gitter gekoppelt ist. Das Gitter besteht sowohl aus allen Freiheits-
graden der beteiligten Molekiile als auch aus anderen Molekiilen, die das zu
untersuchende Spinsystem beeinflussen (vergl. Abschnitt 2.2.2). Die Ener-
giezustiande, die das Gitter einnehmen kann, sind quasi-kontinuierlich; daher
wird zu jedem bei Relaxation auftretenden Energieiibergang innerhalb des
Spinsystems auch ein Energieiibergang innerhalb des Gitters vorhanden sein,
so daf} diese Energie in einem Austauschprozefl aufgenommen werden kann.
Dariiberhinaus nimmt man an, daf§ das Gitter zu jeder Zeit im thermischen
Gleichgewicht mit der Umgebung steht. Dadurch, daf§ die Molekiile einer
Brownschen Bewegung gehorchen, beeinflussen sie das lokale Magnetfeld am
Ort des zu beobachtenden Spins, d.h. die lokalen magnetischen Felder werden
zeitabhiingig!. Diese lokalen Felder kann man nun mittels Fourier-Analyse
zerlegen. Zusétzlich kann man diese Felder durch zum Hauptmagnetfeld par-
allel und rechtwinkling verlaufende Anteile darstellen.

Die transversalen Komponenten sind fiir die nicht-adiabatischen Antei-
le der Relaxation verantwortlich. Enthélt das Fourier-Spektrum der fluktu-
ierenden transversalen lokalen Felder Anteile mit Frequenzen, welche den
Ubergéingen zwischen Eigenzustinden des Spinsystems entsprechen, dann
werden solche Ubergénge durch Energieaustausch zwischen Gitter und Spin-
system moglich. Da man nun Relaxation beobachtet, mufl der Prozess des
Energietransfers aus dem Gitter in das Spinsystem weniger wahrscheinlich
sein als der umgekehrte Vorgang. Dies liegt daran, dal das Gitter immer
im thermischen Gleichgewicht mit der Umgebung ist und die Besetzung
der Energieniveaus innerhalb des Gitters einer Boltzmann-Verteilung folgt.
Ein Prozef}; der das Spinsystem iiber einen Energieaustausch an das Git-

ter koppelt, bringt das Spinsystem in thermisches Gleichgewicht mit dem

"Wenn die Molekiilbewegung statistisch ist, werden diese durch die zufillige Stérung
modulierten lokalen magnetischen Felder auch als stochastische lokale Felder bezeichnet.
Resultiert eine statistische Fluktuation der elementaren Dipolmomente aus der als stati-
stisch aufgefafiten Molekiilbewegung, dann kann man eine hieraus resultierende Relaxation
im sog. Mechanismus der stochastischen Felder ausdriicken.
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Gitter. Daher werden die Besetzungen innerhalb des Spinsystems auch einer
Boltzmann-Verteilung folgen miissen, wenn sich das vollstindig relaxierte
System im thermischen Gleichgewichtszustand befindet. Nach einer Stérung
dieser Verteilung mufl ein Vorgang, der die Gleichgewichtsverteilung wieder
herstellt, wahrscheinlicher sein als ein Prozefl; welcher den stationdren Zu-
stand noch weiter von der Gleichgewichtslage entfernt. Daraus ergibt sich,
daB durch einen Ubergang aus einem angeregten Kernniveau des Spinsy-
stems in einen energetisch tiefer liegenden im Gitter ein Ubergang von einem
niedrigeren Energieniveau zu einem hoheren induziert wird, z.B. wird eine
molekulare Rotation beschleunigt. Da diese Art von Relaxation auf einer
energetischen Kopplung zwischen Spinsystem und Gitter beruht, bezeichnet
man diese als Spin-Gitter-Relaxation (vergl. Abbildung 3.1.c).

Die zum &dufleren Magnetfeld parallelen Anteile der fluktuierenden Felder
sind nun fiir die adiabatischen Beitrdge der Relaxation verantwortlich. Durch
diese Felder werden Verédnderungen in der z-Richtung des am Kernort wir-
kenden Gesamtfeldes verursacht, wodurch sich die energetische Aufspaltung
der Energieniveaus ebenfalls statistisch dndert. Daraus folgt, dafl sich die
Larmorfrequenzen der Kernspins ebenso zufillig verindern. Uber eine linge-
re Zeit hinweg werden die Kernspins ihre Phasenkohérenz verlieren und die
Auflerdiagonalelemente der Dichtematrix werden auf Null abklingen. Dabei
wird die Besetzung der Energieniveaus allerdings nicht verédndert, d.h. es wird
keine Energie zwischen dem Gitter und dem Kernspinssystem ausgetauscht.
Da diese Art von Relaxation auf den Phasenverlust der Prézessionsbewe-
gung der einzelnen Spins zuriickzufiihren ist, bezeichnet man sie auch als

Spin-Spin-Relaxation (vergl. Abbildung 3.1.a).

3.2 Semiklassische Relaxationstheorie

Eine mikroskopische halbklassische Theorie, welche die Spinrelaxation be-
schreibt, wurde von Wangsness, Bloch und Redfield [26, 27] formuliert. Hier-
bei wird das Spinsystem quantenmechanisch behandelt, wohingegen das Git-
ter durch die Gesetze der klassischen Physik beschrieben wird. Diese Theorie
birgt allerdings den Nachteil, dafl das Spinsystem zu einem Endzustand ent-
wickelt wird, in dem die Energiezustinde gleichbesetzt sind. Daher ist diese

Theorie eigentlich nur fiir unendliche Spintemperaturen korrekt; man kann
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ABBILDUNG 3.1: Darstellung von Relaxation im Vektormodell. (a) Spin-Spin-
Relaxation. Durch den Verlust der Phasenbeziehung der einzelnen Spins klingt
der in die transversale Ebene projezierte Summenvektor auf Null im thermischen
Gleichgewichtszustand ab. Wegen dieses Zusammenhanges bezeichnet man diese
Art von Relaxation auch als transversale Relaxation. (b) Prizessionskegel eines
Spin—%—Systems. Aus den den einzelnen Spins zugeordneten Vektoren ergibt sich
ein Gesamtmagnetisierungsvektor, dessen Projektionen in a und ¢ Verwendung fin-
den. Zu Beginn befindet sich das System im thermischen Gleichgewichtszustand.
Stort man diesen, z.B. durch einen Puls, so wird das System nach der Zeit ¢,, wie-
der den Gleichgewichtszustand erreicht haben. Die beiden unabhéngigen Vorgénge
sind getrennt in a und ¢ gezeigt. (c) Spin-Gitter-Relaxation. Aufgrund von Ener-
gieiibergdngen im Spinsystem werden in zunehmendem Mafle energetisch giinsti-
gere Kernzusténde besetzt bis schlieflich im thermischen Gleichgewicht die Beset-
zung wieder der Boltzmann-Verteilung gehorcht. Da hierbei der in die longitudi-
nale Ebene projezierte Summenvektor wieder in seine Ausgangslage zuriickkehrt,
bezeichnet man diese Art von Relaxation auch als longitudinale Relaxation.
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allerdings eine empirische Korrektur einfiihren, die auch die Beschreibung ei-
nes der Boltzmann-Verteilung geméflen Gleichgewichtszustandes ermoglicht.
Eine vollstindig auf der Quantenmechanik beruhende Beschreibung [21, 27]
der Spinrelaxation entbehrt dieses Fehlers und sagt die Erreichung des Gleich-
gewichtszustandes korrekt voraus. Diese Behandlung ist jedoch kompliziert

und fiir diese Arbeit nicht relevant.

3.2.1 Erweiterte Liouville-von Neumann-Gleichung

In der semiklassischen Relaxationstheorie formuliert man den Hamilton-Ope-
rator des betrachteten Systems als Summe eines deterministischen quanten-
mechanischen Hamilton-Operators ﬂdet(t), der nur auf das Spinsystem wirkt,
und eines stochastischen Hamilton-Operators ﬂstat (t), welcher das Spinsy-
stem an das Gitter koppelt. Dariiberhinaus kann man den deterministischen
Hamilton-Operator ﬂdet(t) wiederum als eine Summe eines zeitunabhéngigen
Hamilton-Operators H,o und eines zeitabhéngigen Hamilton-Operators 7:(rf(t)

darstellen

H(t) = Haer(t) + Hsar ()
= 7:(0 + ﬂrf(t) + ﬂstat(t)- (3.1)

Man kann die Hamilton-Operatoren ﬂrf(t) und ﬂstat(t) als zeitabhéngige
Storungen auffassen, die auf den zeitunabhéngigen Haupt-Hamilton-Opera-
tor Ho wirken. Die Entwicklung der Dichtematrix wird allgemein durch die
Liouville-von Neumann-Gleichung

do(t) ..o
" = il (), () (3.2)

beschrieben. Man kann den Einfluf} des zeitunabhingigen Hamilton-Opera-
tors entfernen, wenn man die Liouville-von Neumann-Gleichung (3.2) in ein
Wechselwirkungs-Koordinatensystem iiberfithrt. In Abwesenheit eines Ra-
diofrequenzfeldes sind der Dichteoperator und der stochastische Hamilton-

Operator durch

6T(t) = exp(iHot) 6(t) exp(—iHot) (3.3)
ﬂgat(t) = exp(i'l:lot) 'Hstat(t) exp(—i’l:lot) (3.4)



24

Relaxation

gegeben. Daraus ergibt sich die Liouville-von Neumann-Gleichung in ihrer

transformierten Form zu

do(t)
dt

= i[67 (1), Hitae (8)]. (3.5)

Die Transformation in das Wechselwirkungs-Koordinatensystem ist zu der
in das rotierende Koordinatensystem (vergl. Abschnitt 2.3.1) isomorph; es
besteht jedoch einen wichtiger Unterschied. Die Transformation in das rotie-
rende Koordinatensystem ergibt einen zeitunabhédngigen Hamilton-Operator,
indem durch die Transformation die Zeitabhéngigkeit des Radiofrequenz-
Hamilton-Operators entfernt wird. Der zeitunabhéngige Haupt-Hamilton-
Operator Ho wirks vollsténdig im rotierenden Koordinatensystem. Die Uber-
fithrung in das Wechselwirkungs-Koordinatensystem hingegen entfernt aus-
driicklich die Abhéngigkeit von dem Haupt-Hamilton-Operator Ho. Die Zeit-
abhingigkeit des transformierten stochastischen Hamilton-Operators HZ, ()
bleibt jedoch erhalten.

Die Liouville-von Neumann-Gleichung (3.5) kann man durch Integration

umformulieren [21, 27]. Man erhlt?

do () _ _ | dr T (t), (e =), 67 (0) = (0] (3.6)

Hierbei gilt Gleichung (3.6) nur unter folgenden Annahmen [14, 21]: (1) Es
muB erlaubt sein, die Korrelation von H%, (t) und 67 (t) wihrend der Mitte-
lung zu vernachléssigen, damit man diese beiden Gréflen eigenstandig mitteln
kann. (2) Die Korrelationszeit 7, fiir HX,, (t) ist erheblich kleiner als ¢ und
R;jl, wobei I?;; die Relaxations-Geschwindigkeitskonstante des Dichtematrix-
Elementes o;; darstellt®. (3) Der Term 6(0) kann in Gleichung (3.6) eingefiihrt
werden, damit sichergestellt wird, dafl der thermische Gleichgewichtszustand
durch die Entwicklung des Dichteoperators nach Gleichung (3.6) erreicht wer-

den kann?.

2Der Uberstrich bedeutet hierbei, da iiber die Kernspins gemittelt wird. Gem&8 der
Vereinbarung in Kapitel 2.2.2 ist dies bei Dichteoperatoren bereits impliziert.

3In Fliissigkeiten betrsigt 77 etwa den Wert einer Kollisionszeit, also 10714 s bis 10712 s.
t und R;jl sind um Groéflenordnungen grofler. Die Kollisionszeiten sind allerdings stark
von der MolekiilgroBle abhéingig. Die hier durchgefithrte Schitzung gilt fiir mittelgrofle
Molekiile; hierbei ist diese Bedingung immer erfiillt.

4Dies ist die zu Beginn angefiihrte empirische Korrektur, die bei der semiklassischen
Relaxationstheorie nétig ist.
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Wie man Gleichung (3.6) entnehmen kann, wére der Dichteoperator zeit-
unabhéngig, wenn der stochastische Hamilton-Operator verschwinde. Da
dieser Hamilton-Operator nur eine geringfiigige Storung darstellt, wird die
Veranderung der Dichtematrix langsam sein.

Man kann den stochastischen Hamilton-Operator und den transformier-
ten stochastischen Hamilton-Operator (3.4) durch eine Linerarkombination

von Tensor-Operatoren ausdriicken [21, 28]:

2
Hstat(t) - Z Fq(t)Aq (37)

q=—2
Hierbei sind A“ Tensor-Operatoren, die auf die Variablen des betrachteten
Spinsystems wirken. Durch den Index ¢ werden die irreduziblen Kompo-
nenten der Tensoren unterschieden. Dariiberhinaus kann man die Tensor-

Operatoren durch Basisoperatoren ausdriicken:
AT=3" Al (3.8)
p

Mit den Zerlegungen (3.7) und (3.8) ergibt sich nun fiir die Liouville-von

Neumann-Gleichung (3.6) in Operatorschreibweise

W S S UA AL 70— 6(0)]) 7wy (3.9)

Die spektrale Dichtefunktion j%(w,) ist durch

#9(w,) = Re { / Z Fa(t) Fa(t + 1) eXp(—z'wT)dT} (3.10)

gegeben. F9(t) sind zeitabhiingige Zufallsfunktionen®. Transformiert man

Gleichung (3.9) in das Labor-Koordinatensystem zuriick, so erhélt man die

Liouville-von Neumann-Gleichung in Super-Operator-Schreibweise®

dizfst) — —i Ho 6(t) - D {6(t) - 6(0)}, (3.11)

5Diese Zufallsfunktionen stammen aus der Zerlegung des stochastischen Hamilton-
Operators (3.7). Sie treten hierbei als Koeffizienten der Basisoperatoren A% auf und werden
auf Kugelfliichenfunktionen vom Rang 2 zuriickgefiihrt (vergl. Gleichung (3.14)).

6Als Super-Operator bezeichnete man solche Operatoren, die auf Operatoren wirken.
Z.B. kann man den folgenden Kommutator als Super-Operator formulieren:

[Ho,6(t)] = Ho 6(2).

Super-Operatoren werden durch ein doppeltes Operatorzeichen kenntlich gemacht [22].
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mit dem Relaxations-Superoperator
D= 3[40 (A2, )] j%(wy). (3.12)
a p

Man erkennt an Gleichung (3.11), dafl die urspriingliche Liouville-von Neu-
mann-Gleichung (2.16) nur um einen Summanden erweitert wurde, d.h. daf§
effektiv die Wirkung verschiedener Operatoren, hier der das Spinsystem be-
schreibende Hamilton-Operator und der Relaxations-Operator, linear gekop-

pelt wird.

3.2.2 Spektrale Dichtefunktionen

Gleichung (3.10) stellt eine allgemeine Formulierung der spektralen Dichte-
funktion dar. Betrachtet man Relaxation isotroper Fliissigkeiten, so gilt im

Hochtemperatur-Grenzfall [29]:

Jw) = (=17 j°(w). (3.13)

Diese Vereinfachung fiihrt dazu, dafl nur eine autospektrale Dichtefunktion
j77%(w) berechnet werden muf. Die riumlichen Zufallsfunktionen F°(t) aus

Gleichung (3.10) kann man nun fiir ¢ = 0 als

FO(t) = co(t) YO(O(1), (1)) (3.14)

formulieren. Hierbei stellt YO(6(t), ¢(t)) eine normierte Kugelflichenfunk-
tion dar (vergl. Tabelle 3.1) und ¢y(t) ist eine rdumliche Funktion, die vom
jeweiligen Relaxationsmechanismus bestimmt wird. Wenn man nun die sta-

tistische Korrelationsfunktion

C(1)=co(t) colt +7) YO (O(t),0(t) YOOt +T7),0(t+ 7)) (3.15)

in Gleichung (3.10) einfiihrt, so ergibt sich fiir die autospektrale Dichtefunk-
tion

P(w) = Re{ [ o eXp(in)dT}. (3.16)
Fiir ein starres sphérisches Molekiil, dessen Bewegung durch die Brownsche
Molekularbewegung beschrieben wird, ist ¢o(t) = ¢y konstant. Somit ergibt

sich die autospektrale Dichtefunktion zu

(W) = J(w). (3.17)
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q y4 Yy — y—a
0 $(3cos?0(t) — 1) $(3cos?0(t) — 1)
1 \/g sin 0(t) cos 0(t) exp(ip(t)) 2 sin 0(t) cos O(t) exp(—iep(t))

\)

3 5in? §(t) exp(2ip(t)) 2 sin? (t) exp(—2ie(t))

TABELLE 3.1: Normierte Kugelflichenfunktionen [30]

J(w) ist hierbei die sog. reduzierte spektrale Dichtefunktion, die durch

J(w) = Re {/_O:O C3(7) exp(—in)dT} (3.18)

gegeben ist. Darin (3.18) bedeutet C2)(7) wiederum die Orientierungs-Kor-

relationsfunktion, welche als

Coo(m) = Yo (0(t), ¢(t)) YO (Ot +7),0(t + 7)) (3.19)

formuliert wird. Im Falle isotroper Rotation eines starren Rotators kann man

die Orientierungs-Korrelationsfunktion durch

Coo(T) = éexp (_T> (3.20)

TC
ausdriicken. 7. ist die Korrelationszeit, d.h. die Zeit, welche der betreffende
Kern-Kern-Vektor im Mittel benotigt, um sich einen Radian zu drehen. Die
Korrelationszeit héngt allgemein von der Molekiilgrofle, der Viskositét der
Losungsmittels und der Temperatur ab, sie liegt im Bereich von Picosekun-
den fiir kleine Molekiile bis Nanosekunden fiir Makromolekiile in wafiriger
Losung. Mit Gleichung (3.20) ergibt sich die spektrale Dichtefunktion zu

27,

M) = 5T

(3.21)

Aus Gleichung (3.21) ergibt sich eine Lorentz-Form fiir die spektrale Dich-
tefunktion eines starren Rotators (vergl. Abbildung 3.2). Man unterscheidet
zwei Grenzfille fiir die spektrale Dichtefunktion. Ist die molekulare Bewe-
gung hinreichend langsam, damit w?7? > 1 erfiillt ist, so befindet man sich
im Spindiffusions-Grenzfall. Hierbei wird die spektrale Dichtefunktion als

J(w) o< w™? angenommen. Wenn die Molekiilbewegung hingegen hinreichend
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ABBILDUNG 3.2: Spektrale Dichtefunktionen eines starren Rotators. Die Gra-
phen wurden nach Gleichung (3.21) unter Verwendung der Korrelationszeiten
T =2 ns (—) und 7. = 10 ns (+++) berechnet.

schnell ist, so dal w?7? < 1 gilt, so befindet man sich im sog. extreme nar-
rowing limit’. Fiir die spektrale Dichtefunktion wird hierbei J(w) ~ J(0)
angenommen (vergl. Abbildung 3.2).

3.2.3 Wechselwirkung von Relaxation

Oftmals ist mehr als nur ein statistischer Hamilton-Operator wirksam, wel-
cher Relaxation verursachen kann. Wenn dies der Fall ist, dann kann man
Gleichung (3.7) zu

Hoar(t) = D2 D F (1) AL, (3.22)

verallgemeinern, wobei sich die Summe iiber m auf die verschiedenen Re-
laxations-Wechselwirkungen bezieht. Aus Gleichung (3.12) ergibt sich unter
dieser Verallgemeinerung ein Relaxations-Superoperator, welcher diese Wech-

selwirkungen beriicksichtigt [14]

"Die Bedingung des extreme narrowing limit wird von kleinen Molekiilen in nicht-
viskosen Losungsmitteln erfiillt.
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Hierbei stellt die Summe iiber m den Relaxations-Superoperator dar, welcher
die Relaxation auf Grund des m-ten Relaxationsmechanismus beschreibt; die
Summe iiber mn steht fiir einen kreuzkorrelierten Relaxationsmechanismus,
welcher durch Interferenzeffekte aus dem m-ten und n-ten Einzelmechanis-

mus entsteht.

3.3 Relaxationsmechanismen

Wie in Abschnitt 3.1 herausgestellt wurde, kann Spinrelaxation mit ausrei-
chender Wahrscheinlichkeit nur durch Prozesse verursacht werden, welche in
irgendeiner Art und Weise ein fluktuierendes Feld mit dem zu relaxieren-
den Kern wechselwirken lassen. Hierbei mufl zudem die Modulationsfrequenz
mit der Energie des zu relaxierenden Energieiiberganges iibereinstimmen. Im
folgenden soll ein kurzer Uberblick iiber die wichtigsten Relaxationsmecha-

nismen gegeben werden [14, 21, 22, 31, 32].

3.3.1 Dipol-Dipol Relaxation

Jeder magnetische Kern innerhalb eines Molekiils erzeugt unmittelbar ein
zum magnetischen Moment des Kernes proportionales magnetisches Dipol-
feld. Wenn sich ein Molekiil in Losung ungeordnet bewegt, wird dieses Feld
fluktuieren® und somit einen geeigneten Relaxations-Ubergang in benachbar-
ten Dipolen anregen kénnen. Die dipolare Kopplung der betrachteten Kerne
liegt im Kilohertz-Bereich, sie kann aber aufgrund der schnellen isotropen
Reorientierung nicht beobachtet werden; hieraus entsteht jedoch ein Relaxa-

tionsmechanismus. Hierbei ist fiir strukturelle Untersuchungen interessant,

8Diese Art von Fluktuation bezieht sich auf einen punktfsrmigen Beobachter (Kern),
welcher einen rotierenden Dipol sieht. Da das Dipol-Feld somit verschiedene Orientierun-
gen zum Beobachter einnimmt, erscheint dies als fluktuierend.
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TABELLE 3.2: Dipolare Spinoperatoren [14]

daf die Effizienz der dipolaren Relaxation nicht nur von den beteiligten kern-
magnetischen Momenten abhéngt, sondern auch umgekehrt proportional zur
sechsten Potenz des Abstandes der betrachteten Kerne ist. Da Protonen ein
grofles gyromagnetisches Verhéltnis besitzen, ist die dipolare Relaxation die
fiir die 'H-NMR-Spektroskopie wichtigste Relaxationsart.

Um nach Gleichung (3.12) den Relaxations-Superoperator fiir die Dipol-
Dipol-Relaxation bestimmen zu kénnen, mufl man die rdumliche Funktion ¢
aus Gleichung (3.17) kennen. Sie ergibt sich zu [14]

~ V6uoh i

T
47 0

Cy —

(3.24)

Dariiberhinaus miissen die Spinoperatoren /1;:‘1 bekannt sein, um die entspre-
chenden Doppelkommutatoren in Gleichung (3.12) berechnen zu kénnen. Sie

sind in Tabelle 3.2 zusammengefafit.

3.3.2 Relaxation durch anisotrope chemische Verschie-
bung

Eine generell bei der NMR-Spektroskopie auftretende Eigenschaft ist, dafl
die beobachtete Resonanzfrequenz eines Kernes von der lokalen Umgebung
des betrachteten Kerns abhingt. Die auftretenden Unterschiede in den Reso-
nanzfrequenzen bezeichnet man als chemische Verschiebung. Diese benutzt
man dazu, um zwischen Kernen in verschiedenen chemischen Umgebungen

unterscheiden zu konnen.



3.3 Relaxationsmechanismen

31

q p Al .
2 7 2 7

0 O %zl _6],21

1 0 -irft iy

TABELLE 3.3: CSA-Spinoperatoren [14]

Das Phinomen der chemischen Verschiebung entsteht dadurch, dafl die
durch das duflere Magnetfeld induzierten dipolaren Felder der Elektronen zu
sekundédren Magnetfeldern fithren. Dadurch wirkt am Kernort ein effektives
Magnetfeld, welches sich aus der Summe des dufleren statischen und der
sekunddren Magnetfelder ergibt. Hierbei kann der Einflul der sekundéren
Felder das dulere Magnetfeld verstirken oder abschwéchen. Im allgemeinen
ist die elektronische Ladungsverteilung anisotrop, was durch einen in einer
3 x 3 Matrix darstellbaren Abschirmungstensor x beschrieben werden kann.
Hierfiir 148t sich eine Transformation in eine diagonale Matrixdarstellung
mit den Komponenten kg, Ky, und k., finden. Diese Komponenten haben
folgende Bedeutung: Wenn ein Molekiil so angeordnet ist, dal die k-te Achse
lings der z-Achse des statischen Magnetfeldes ausgerichtet ist, dann ergibt

sich das am Kernort wirkende Magnetfeld durch
Beg = (1 — k) Bo. (3.25)

Chemische Verschiebungen spiegeln somit die elektronischen Einfliisse wider,
welche die lokalen magnetischen Felder an einem Kernort beeinflussen. Da
die chemische Verschiebung anisotrop? ist, verindern sich die Komponenten
der lokalen Felder durch die Molekiilbewegung. Diese variierenden lokalen
Magnetfelder fiihren zu einem moglichen Relaxationsmechanismus.

Die rdumliche Funktion ¢q aus Gleichung (3.17) ergibt sich fiir CSA-

Relaxation zu [14]

2
Co = \/g (0'” — O'L) ’YlBo, (326)

9Tm englischen wird die Anisotropie der chemischen Verschiebung als ,chemical shift
anisotropy “bezeichnet. Daher kiirzt man den darauf beruhenden Relaxationsmechanismus
als CSA-Relaxation (Chemical Shift Anisotropy) ab.
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falls der chemische Abschirmungstensor als axialsymmetrisch angenommen
wird, d.h. k| = k., und K| = Kuy = Kyy. Die bendtigten CSA-Spinoperatoren

Azij sind in Tabelle 3.3 zusammengestellt.



Kapitel 4

Theorie der Steuerung
dynamischer Systeme

Die Theorie der Steuerung dynamischer Systeme (Optimum Control Theory)
beschéftigt sich allgemein damit, die Bewegung von dynamischen Systemen
zu optimieren. In der NMR-Spektroskopie entspricht das Spinsystem dem zu
steuernden dynamischen System, dessen Beschreibung im Dichtematrixfor-
malismus moglich ist (vergl. Kapitel 2 und 3). Durch die Verbindung von
Steuerungstheorie und Quantenmechanik erhélt man einen Formalismus, der
es ermoglicht, NMR-Experimente zu entwickeln, die unter Erfiillung des not-
wendigen Optimalititskriteriums die Dichtematrix aus einem Startzustand
in einen definierten Zielzustand iiberfithren. In diesem Kapitel sollen die
grundlegenden Ideen zur Anwendung der Steuerungstheorie auf die NMR-
Spektroskopie dargestellt werden. Hierbei wird allerdings auf weiterfiihren-
de mathematische Beweise verzeichtet, weil dies den Rahmen dieser Arbeit
sprengen wiirde. An dieser Stelle sei auf die grundlegende Literatur zur

Optimierungs-Theorie [33]-[85] verwiesen.

4.1 Die Steuerbarkeit

4.1.1 Allgemeine Definition

Damit die Bewegung eines Systems durch die Steuerungstheorie erfafit wer-
den kann, mufl das System die Voraussetzung der Steuerbarkeit erfiillen.

Grundsétzlich 148t sich dieser Begriff auf drei Kriterien zuriickfiihren.
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e Existenz einer Bewegungsgleichung: Die Steuerung eines Systems
ist nur dann moglich, wenn es sich bei diesem um ein dynamisches
System handelt. D.h. die Bewegung des Systems kann durch eine zeit-

abhéngige Differentialgleichung der allgemeinen Form

&= flz,...). (4.1)

beschrieben werden. Gemif} (4.1) verfiigt das System iiber verschiede-
ne Systemzusténde x(t). Ist diese Voraussetzung erfiillt, so kann man
das Steuerungsproblem prinzipiell als die Uberfithrung des Systems aus

0 1

einem Startzustand x(tp) = z" in einen Zielzustand x(t;) = x

10— z! (4.2)

formulieren.

e Existenz von &dufleren Kontrollvariablen: Um das System nun
steuern zu konnen, mufl die Bewegungsgleichung (4.1) um duflere Kon-
trollvariablen wuy(t), us(t), ..., u,(t) erweiterbar sein'. Durch die Wahl
dieser Terme ist es moglich, die Bewegung des Systems zu jeder Zeit
t zu beeinflussen und so letzendlich auf einem kontrollierten Pfad xz(t)
vom Start- zum Zielzustand zu steuern. Die Bewegungsgleichung des

zu steuernden dynamischen Systems hat somit die Form

T = f(z,u). (4.3)

e Existenz von Kontrollpfaden: Damit die Bewegung des System nun
durch die &ufleren Kontrollvariablen u kontrolliert werden kann, miissen
die Kontrollvariablen v wéhlbar sein, d.h. es miissen mehrere mogliche
Kontrollpfade z;(t) = X" existieren. Die Wahl der Kontrollen legt die
Bewegung auf einem Kontrollpfad z(t) € X fest.

Ein einfaches Beispiel fiir ein kontrollierbares System stellt das in Ab-
bildung 4.1 gezeigte Spiel dar. Die Spielebene kann kontrolliert um zwei or-

thogonale Achsen gekippt werden (dufiere Kontrolle durch Beschleunigung

1Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wird im weiteren Verlauf die Gesamtheit der
Kontrollvariablen > ; u;(t) als u bezeichnet.
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ABBILDUNG 4.1: Beispiel eines kontrollierbaren Systems. In diesem Geschick-
lichkeitsspiel wird die Bewegung der Spielkugel durch das Kippen der Ebene kon-
trolliert. Durch die Neigung der Ebene erfihrt die Kugel variable Parallel- bzw.
Seitenbeschleunigungen a(t), wodurch die Geschwindigkeit und Richtung von au-
Ben steubar ist.

der Kugel im Gravitationsfeld der Erde), wodurch die Geschwindigkeit und
Richtung der Spielkugel (beschrieben durch die Differentialgleichung der Ki-
nematik) gesteuert werden kann. Durch geschicktes Einsetzten der dufleren
Kontrollen soll es dem Spieler ultimativ gelingen, die Kugel auf einem Weg
kontrolliert von einem Startpunkt z° zu einem Endpunkt z! zu bewegen,
ohne daf} die Kugel auf dem Weg in ein Loch féllt.

Aus dem bisher gesagten 148t sich der Begriff der Steuerbarkeit formali-

sieren [34]:

Defintion 4.1 Gegeben sei ein dynamisches System, dessen Bewegung durch
eine Differentialgleichung f(x,u) beschrieben werden kann. Hierbei seien x
die Zustands- und u die Kontrollvariablen.

Man bezeichnet die Bewegung eines solchen Systems von einem Ausgangs-
zustand 1° zu einem Endzustand x' als steuerbar, wenn mehrere mdgliche
Wege zwischen diesen Punkten bestehen. Die Auswahl des benutzen Weges

ist ausschliefllich durch systemunabhdingige (dufere) Kontrollen méglich.

4.1.2 Ubertrag auf die NMR

Das dynamische System der NMR-Spektroskopie wird durch das Spinsystem
dargestellt, d.h. die Zustandsvariable entspricht der Dichtematrix o des Spin-
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systems. Allgemein 148t sich das Ziel von Kohérenztansfer-Experimenten als
die Uberfithrung des Spinsystems ausgehend von einem (priparierten) Start-

0

zustand o (ty) = 0¥ in einen definierten Endzustand o (¢;) = o' formulieren:

o’ — ot (4.4)

Die Bewegung dieses Systems wird durch die Liouville-von Neumann Glei-

chung
o= —Z[Htot,a] (45)

beschrieben. Hierbei wird die Bewegung durch den Gesamt-Hamilton-Opera-
tor Hyot bestimmt. Dieser 148t sich in einen systemabhéngigen (drift: Hq) und
einen systemunabhéngigen (control: H.) Anteil zerlegen. Der Drift- Anteil ent-
spricht der intrinsischen Dynamik des Spinsystems (z.B. Kopplungs-Hamil-
ton-Operator, Offset-Hamilton-Operator). Der steuerbare Anteil wird durch
die RF-Felder dargestellt, durch die die Magnetisierung kontrolliert rotiert
werden kann. Hierbei stellt die RF-Amplitude der einzelnen Felder (mit der
Phase v € z,y) die &uBere Kontrollvariable? dar. Somit 148t sich unter Ver-

wendung von

Htot = Hd + Hc

i=1
die geforderte Form (4.3) der Bewegungsgleichung (4.5) zeigen:
N
o=—1|Ha+ ) 2mu(t)], ;0| = f(o,u). (4.7)
i=1

Somit erfiillt das NMR-System o die allgemeinen Bedingungen der Steuer-
barkeit.

’Die Verwendung von RF-Felder als Kontrollen hat einen Einflu auf die Differn-
zierbarkeit. Die RF-Felder sollen unstetig sein kénnen, d.h. die RF-Amplitude soll sich
sprunghaft &ndern diirfen. Dariiberhinaus verfiigen die Kontrollen aufgrund ihres physi-
kalischen Erzeugungsprozesses iiber einen eingeschriankten Wertebereich. Die in diesem
Kapitel gewihlte Darstellung setzt allerdings stetig differenzierbare Funktionen voraus
(klassischen Variationsrechnung). Daher konnen die gezeigten Berechnungen nicht als ma-
thematischer Beweis gewertet werden, die gezeigten Ergebnisse sind dennoch korrekt. Auf
die Beweisfithrung mittels nicht-klassischer Variationsrechnung wurde verzichtet, weil dies
iiber den Rahmen dieser Arbeit hinausgeht.
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4.2 Die Kostenfunktion

4.2.1 Allgemeine Definition

Wie in Abschnitt 4.1.1 beschrieben, wird fiir die Steuerbarkeit eines dyna-
mischen Systems vorausgesetzt, daf fiir das allgemeine Steuerungsproblem
(4.2) mehrere Kontrollpfade x;(t) exisitieren. Ziel der optimalen Steuerung
ist es, den besten Pfad z*(¢) zu identifizieren. Es gilt also ein Kriterium zu
entwickeln, durch das die Giite der verschiedenen Kontrollpfade ausdriickt
werden kann, die sog. Kostenfuntkion J. Durch die Minimierung eines sol-
chen Kriteriums kann man schliefllich Kontrollvariablen erhalten, die den
kostengiinstigsten Kontrollpfad wéhlen.

Prinzipiell kann man zwei Anteile fiir die Kosten eines Pfades definieren:

e laufende Kosten (running cost): Die Pfade unterscheiden sich durch
ihre Eigenschaften wahrend des Transfers. Die Formulierung ist stets
vom betrachteten Problem abhéngig. So kann ein Transferprozefl z.B.
Energie benttigen und man méchte den Kontrollpfad identifizieren, der
die geringste Energie verbraucht. Ein anderes Beispiel wire die Mi-
nimierung der zuriickgelegte Wegstreckte zwischen zwei Punkten. Ei-
ne Eigenschaft ist bei allen Kriterien identisch. Sie sind ein {iber die
Transferzeit gebildetes Wegintegral. Somit 148t sich die entsprechende
Funktion stets als

.= [ " Lla(t), u(t))dt (4.8)
0
darstellen. Die spezielle Form der Funktion £(z(t), u(t)) wird durch das

Optimierungsziel bestimmt.

e abschlieBende Kosten (final cost): Durch einen Kontrollpfad z(t)
wird das System in einen Endzustand x(t;) iiberfithrt. Ein abschlie-
Bendes Kostenkriterium ist z.B. die Ndhe des erreichten zum geforder-
ten Zielzustand x'. Wie bereits bei den laufenden Kosten ist die spe-
zielle Formulierung dieses Kriteriums von dem Optimierungsproblem
abhéngig. Einzig die Definition eines zu minimierenden Kriteriums fiir
das Ende des Transfers ist ausreichend fiir eine abschlieBenden Kosten-

funtkion, d.h. die Definition einer Funktion

Ji = L(z(ty)) (4.9)
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fithrt die Minimierung der abschlieflenden Kosten in das Optimierungs-

problem ein.
Aus diesen beiden Funktionen 148t sich nun eine Gesamt-Kostenfunktion

J =T+ (4.10)

bilden. Ein Kontrollpfad wird dann als optimal bezeichnet, wenn durch ihn
die Kostenfunktion minimiert wird. Somit 1483t sich das allgemeine Optimie-

rugnsproblem (4.2) in
20 D) (4.11)

umschreiben.

4.2.2 Ubertrag auf die NMR

Wie bereits festgestellt, ist die Kostenfunktion stets vom speziellen Opti-
mierungsproblem abhéngig. Hier werden die Kosten so beschrieben, wie sie
generell im Rahmen dieser Arbeit verwendet wurden?.

Fiir die Optimierung von NMR-Transferexperimenten stellt die Maximie-
rung der Projektion des erreichten auf den Zielzustand ein wichtiges Kriteri-

um dar, wodurch sich die abschlieBende Kostenfunktion z.B. als
L(z(tr)) = (o(t1)|o) (4.12)

darstellen 1a83t.

Die laufenden Kosten eines Transfers konnen z.B. durch die wéhrend des
Experimentes eingestrahlte Energie formuliert werden, die minimiert werden
soll. Im Rahmen dieser Arbeit wird die Energiebeschrankung nicht durch
eine Kostenfunktion, sondern durch einen beschrinkten Wertebereich der
Kontrollen formuliert. Diese Formulierung hat den Vorteil, dafl die erzeug-
ten RF-Frequenzen eine bestimmte Grenze nicht iiberschreiten, was durch
die integrale Darstellung nicht gewihrleistet wird. Somit ergeben sich die

laufenden Kosten zu

L(x(t), u(t)) = 0. (4.13)

3Im Falle der in Kapitel 7 vorgestellten Optimierung war es sinnvoll, eine fiir das
Problem speziell angepafite Kostenfunktion zu verwenden. Diese wird dort detailliert be-
sprochen.



4.3 Das Pontryaginsche Maximum Prinzip

39

4.3 Das Pontryaginsche Maximum Prinzip

4.3.1 Allgemein

Um nun den optimalen Pfad zu identfizieren ist es nach (4.11) notwendig,
die Kostenfunktion des Transfers zu minimieren. Die notwendige Bedingung

fiir eine optimale Kontrolle v* ist, dal die Variation

7. 0T,

ist. Allerdings stellt sich nun das Problem, dafl éx und éu nicht unabhéngig
voneinander sind, sondern durch die Bewegungsgleichung miteinander ver-
kniipft sind. Formal bedeutet dies, dafl es sich um ein durch eine Nebenbe-
dingung beschrinktes Minimierungsproblem handelt. Allgemein kann man
ein solch beschrianktes Problem min(f) durch die Einfithrung von Lagrange-
Faktoren A und einer Nebenbedingungs-Funktion ¢ in ein unbeschrianktes
Problem min(f + Ag)tiberfithren. Um nun die Variation 67 bestimmen zu
konnen, mufl zunédchst die durch die Zustandsgleichung gegebene Neben-
bedingung formuliert werden. Da die Bewegungsgleichung zu jeder Zeit ¢

wihrend des Transfers erfiillt sein muf}, kann der Ausdruck

t1

O = [ A#) (f(x(t), u(t)) —2(t)) dt (4.15)

to

als Nebenbedinungs-Gleichung in (4.10) eingefiihrt werden, wodurch (4.14) in
ein unbeschrianktes Problem tiberfiihrt wird. Die zu minimierende Funktion

ergibt sich nun zu

J = Jit+T+®
= L(z(t1))
[ L), u(t)) + M) F (), ult)) — AE)i(t)dt. (4.16)

to

Durch Einfithren der Hamilton-Funktion
H(z, u) = L(z(t),u(t)) + A1) f(z(1), u(t)) (4.17)

und partielle Integration von

t1 .

/ DA = At)z(ts) — Alte)z(to) — / At)x(t)dt (4.18)

to to
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ergibt sich aus (4.16) die unbeschrénkt zu minimierende Kostenfunktion zu

J = L(z(t1)) — AMt1)z(t1) + Ato)z(to)
+ /t H(z,w) + A@)a(t) ) dt. (4.19)

Die in (4.14) benétigten partiellen Ableitungen lassen sich nun zu

86_{ _ % CA(h) +/tt {w 4 A(t)}dt (4.20)
oJ (1 OH(z,u)
= - /to = (4.21)

bestimmen, woraus sich die Variation der Kostenfunktion unter Umordnen

der Terme zu

5T = (% - A(t1)> 5z

e { (M + A(t)) Su + W(Su} dt (4.22)

to 6$ U

ergibt.

Aus der notwendigen Bedingung fiir ein Extremum
6J =0 (4.23)

folgt, daf jeder Summand in (4.22) ebenfalls Null sein mufi. Wertet man die

einzelnen Terme aus, so erhélt man die Lagrange-Faktoren zum Zeitpunkt #;

OL(z(t1))
AMt) = —————2~ 4.24
(1) = 2200 (4.21)
die Bewegungsgleichung der Lagrange-Faktoren
: OH(z,u)
At) = —= 4.25
(t) o (4.25)
und ein Gradienten-Kriterium
OH(z,u)
—2 =0. 4.2
ou 0 (4.26)

Wenn ein Steuerungsprozef diese Kriterien erfiillt, so ist auch das notwendige

Kriterium der Optimalitét erfiillt (Pontryaginsches Maximum Prinzip).
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4.3.2 Ubertrag auf die NMR

Aus der Standard-Kostenfunktion (4.12) und Gleichung (4.24) ergibt sich fiir
hermitische Matrizen
0{o(t)lo")
o (t1)
= o' (4.27)

Ah) =

die Zieldichtematrix fiir die Lagrange-Faktoren bei ¢;.
Die Hamiltonfunktion ergibt sich aus (4.17) unter Verwendung von (4.13)

H(o,u) = (A(t)|a(t)). (4.28)

Unter Verwendung von (4.28) kann man aus (4.25) die Bewegungsgleichung

der Lagrange-Faktoren zu

i) = _8H((9: u)

= [_ZHtota )‘] (429)

bestimmen. Man beachte die Identitdt der Bewegungsgleichung (4.29) zur
Bewegungsgleichung des Spinsystems (4.5). Dariiberhinaus erhdlt man aus
(4.26) unter Verwendung der Hamilton-Funktion (4.28) und der Bewegungs-
gleichung (4.7) das Gradienten-Kriterium als

_ OH(z,u)
_ 8‘1 - {)\T(t) [—Z(Hd + 2 2m(t) L), a(t)] }
= tr {\(t) [-o2mui(t) Li, o ()]} - (4.30)

Im Falle einer optimalen Kontrolle u* betragt der Gradient Null, andernfalls
beschreibt der Gradient die Anderungsrichtung der i-ten Kontrolle u;, durch
deren Einfiithrung

OH
| OH@w)

4.31
. (4.31)

die Kostenfunktion minimiert wird. Hierbei stellt der Faktor € die Schritt-

weite der Anderung in die durch den Gradienten gegebene Richtung dar.
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4.3.3 Ubertrag in einen Algorithmus

Aus den in Abschnitt 4.3.1 bzw. 4.3.2 festgestellten Beziehungen kann das

prinzipielle Vorgehen einer (numerischen) Optimierung ersehen werden.

e Initialsierung:

1. Definition des Startzustandes z° = o (#)
2. Definition des Zielzustandes z* = o(t)

3. Erzeugung einer zufilligen Start-Kontrolle w(t)
o Iteration

1. Propagation des Startzustandes x° ), x(t1) gemafl Gleichung

(4.3) bzw. (4.5)

2. Bestimmen der Lagrange-Faktoren A(¢;) aus den abschlieflenden
Kosten geméafl Gleichung (4.24) bzw. (4.27)

3. Propagation der Lagrange-Faktoren A(¢;) o, A(to) geméaf Glei-
chung (4.25) bzw. (4.29)

4. Anpassen aller Kontrollen u;(t) = u;(t) + e 2824 ynter Verwen-

Oou;
dung von Gleichung (4.26) bzw. (4.31)

Wenn die Gradienten Null betragen, ist das Pontryaginsche Maximum
Prinzip erfiillt und der Algorithmus ist konvergiert. Aus der zufélligen Start-

kontrolle u(t) wurde eine optimale Kontrolle u*(t) erzeugt.



Teil 11

Numerik

43






Kapitel 5

Optimierungen fiir ideale
Spinsysteme

Jeder Kohérenztransfer wird in seinen Transfer-Eigenschaften durch die ihm
zugrunde liegende Quantenmechanik beschrinkt. Eine charakteristische Gros-
se stellt hierbei die maximal erreichbare Transfer-Amplitude dar, die sog.
unitdre Grenze 7, [58]. Diese ist fiir jeden Kohérenztransfer bestimmbar.
Berechnet man nun fiir alle Zeiten ¢ die optimale Transferamplitude, so exi-
sitiert stets eine minimale Zeit t*, ab der die unitédre Transfergrenze durch
eine theoretisch optimale Steuerung bzw. ein Experiment erreicht werden
kann, d.h. {nept(t > t*) = n*} = num. Fiir Zeiten ¢ < ¢* folgt die optimale
Transfer einer zeitabhéngigen Funktion 7op(t) mit 7opt < 7uni- In Abbildung
5.1 sind diese allgemeinen Eigenschaften von Kohérenztransfer-Funktionen
schematisch dargestellt.

Um solche allgemeinen Daten beziiglich beliebiger Kohérenztransfers zu
ermitteln, kann man prinzipiell zwei Ansitze verfolgen. Eine Maoglichkeit
besteht darin, eine Transferfunktion analytisch zu bestimmen. Fiir einfa-
che Spinsysteme ist dies mit noch vertretbarem Aufwand moglich. Werden
die Systeme jedoch komplexer, so ist die Bestimmung der Transferfunktio-
nen mit numerischen Computermethoden vorzuziehen. Wenn hierbei jeder
Datenpunkt durch eine Pulssequenz-Optimierung gewonnen wird, so setzt
dies voraus, dafl die entsprechende Sequenz die fiir die jeweilige Mischzeit
optimale ist. Daher bezeichnet man solche numerisch bestimmten Trans-
ferfunktion auch als TOP-Kurven (Time Optimal Pulses). Im Allgemeinen
wird bei der Berechnung von TOP-Kurven der Einflu von Stértermen be-

wuflt vernachlassigt, weil man zu jeder Zeit das theoretische Maximum eines

45
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unitire Grenze

Time Optimal Pulse (TOP)

t

mix

ABBILDUNG 5.1: Die Transfereigenschaften von Kohérenztransfers werden durch
die Quantenmechanik begrenzt. Es gibt eine bestimmbare unitire Grenze, die der
maximal erreichbaren Transferamplitude entspricht. Diese kann durch Experimen-
te ab einer Zeit t* erreicht werden. Fiir Zeiten t < t* ist die optimale Transferam-
plitude zeitabhingig. Die entprechende fiir alle Zeiten optimale Transferamplitude
wird als TOP-Kurve bezeichnet.

Kohérenztransfers bestimmen mochte!.

In diesem Kapitel werden numerisch bestimmte Transferfunktionen fiir
zwei Grundtypen von Spinsystemen vorgestellt. In Abschnitt 5.1 werden
TOP-Kurven fiir Spinsysteme des Typs I,,S mit n € [1, 3] vorgestellt, wihrend
in Abschnitt 5.2 entprechende Ergebnisse fiir den Transfer entlang eindimen-
sionaler Spinketten I,, mit n € [2,5] gezeigt werden.

Die numerische Bestimmung der TOP-Kurven folgt dabei diesem prin-
zipiellen Protokoll: Zunéchst werden fiir den jeweiligen Kohéarenztransfer 10
(Systeme mit n > 4 Spins) bzw. 20 (Systeme mit n < 3 Spins) Pulssequen-
zen bis zu einer Konvergenzschranke von ¢ = 10~% optimiert. Aus dieser
Voroptimierung wird die Pulssequenz mit den besten Transfereigenschaften
als Startkontrolle fiir die finale Optimierung ausgewihlt, wobei die Konver-
genzschranke bei ¢ = 107° liegt. Durch diesen statistischen Ansatz senkt
sich die Wahrscheinlichkeit, daf} sich der Optimierungs-Algorithmus durch
einen Hyperflaichen-Bereich geringer Steigung auf das absolute Maximum
bewegt, wodurch zwei Effekte vermieden werden kénnen. Zum einen besteht

die Moglichkeit, dal durch die geringe Steigung das Konvergenzkriterium

!Die Vernachlissigung von Stértermen bedeutet, dafl ein nicht relaxierendes, vollstéindig
on-resonantes Spinsystem verwendet wird. Die erzeugten RF-Felder sind dariiberhinaus
ohne Inhomogenitéits-Fehler. Erst durch Annahme dieser idealen Bedingungen kénnen
theoretische Transfergrenzen bestimmt werden.
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viel zu friith erfiillt wird, d.h. das absolute Maximum wird nicht erreicht.
Wird die Konvergenzschranke in diesem Bereich jedoch nicht unterschritten,
so verringert sich die Konvergenzgeschwindigkeit, was wiederum zu einem
grofleren Bedarf an Rechenzeit fiihrt. Durch die Bestimmung eines grofieren
Satzes an voroptimierten Sequenzen konnen solche Félle mit einer grofie-
ren Wahrscheinlichkeit fiir die Hauptoptimierung ausgeschlossen werden, d.h
diese wird mit grofleren Wahrscheinlichkeit nahe an das absolute Transfer-
maximum konvergieren.

Dariiberhinaus gilt zu beachten, dafl die Kontrollen geniigend Freiheits-
grade benétigen, damit die Optimierung gegen die maximale Transferampli-
tude einer Pulssequenz konvergieren kann. Um dies bei den hier vorgestellen
Optimierungen zu gewahrleisten, wurde jede Kontrolle in 400 Datenpunkte

digitalisiert.

5.1 Kohirenztransfer in I,,S-Spinsystemen

5.1.1 Theorie

Bei den in diesem Abschnitt untersuchten Spinsystemen handelt sich in der
Regel um heteronukleare Systeme, z.B. CH,-Gruppen mit n € [1,3]. Daher
ist es fiir die Beschreibung der systemischen Dynamik (Driff?) ausreichend,

ausschliefllich den Hamilton-Operator der schwachen Kopplung
Hueak = 275, > I (5.1)
1

zu beriicksichtigen.

Die auf diese Spinsysteme anwendbaren Kontrollen kénnen in zwei Klas-
sen eingeteilt werden. Da es sich bei den /- und S-Spins eines Systems um
unterschiedliche Kernspins handelt, werden diese stets durch getrennte RF-
Kanile angesprochen. In der Sprache der Steuerungstheorie bedeutet dies,
daf} die I- und S-Spins durch selektive Kontrollen gesteuert werden. Bei
I,S-Systemen mit n > 1 besteht nun zusétzlich die Mdoglichkeit, daf§ alle

I-Kernspins ebenfalls durch selektive RF-Felder manipuliert werden koénnen.

2Da die Optimierungen keine Offset-Effekte beriicksichtigen, entspricht der Kopplungs-
Hamiltonian dem Drift-Hamiltonian.
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Der entsprechenden vollstédndig selektive Kontroll-Hamiltonian

Heel = 27 {U07z(t)5x + vy, (1) S, + Z Uno(t) Lz + Z yn,y(t)fn,y} (5.2)
1 1

verfiigt dementsprechend iiber 2(1 4+ n) Kontrollfelder v, ,(t) mit n € [0, 3]
und ¢ € {z,y}. Diesem Fall der maximalen Steuerbarkeit eines Spinsy-
stems steht in der Realitdt haufig der Fall gegeniiber, dafl man diese spin-
selektiven RF-Pulse nicht oder nur unter sehr groflem Aufwand realisieren
kann. Der Fall vollstdndig I-unselektiver RF-Pulse wird durch einen Kontroll-

Hamiltonian
Hunsel = 27 {Z/O,x(t)Sz + Z/O,y(t)Sy + l/lyx(t)Fz + VLy(t)Fy} (5.3)

beschrieben. Dieser Term verfiigt entsprechend nur iiber vier Kontrollfelder
Vn,o(t) mit n € [0,1] und ¢ € {z,y}.

Unter Verwendung der zwei moglichen Gesamt-Hamiltonians

Htot,l = Hweak+Hsel (54)
Htot,2 = Hweak+Hunsel (55)

sollen nun jeweils TOP-Kurven fiir zwei in der mehrdimensionalen Kern-
resonanz-Spektroskopie haufig auftretenden heteronuklearen Transferschritte

berechnet werden, speziell fiir den Transfer von Antiphase-Kohérenz
2F, S~ S F~ (5.6)
und Inphase-Kohérenz

5 L F (5.7)

5.1.2 Numerische Ergebnisse

Die Ergebnisse fiir das 2-Spinsystem 1.5 sind in Abbildung 5.2 gezeigt (Tafel
5.2.A: Antiphase-Transfer, Tafel 5.2.B: Inphase-Transfer). Da in diesem Sy-
stem nur ein I-Kern enthalten ist, entfillt die Unterscheidung selektiver und
unselektiver Kontrollen fiir diese Kernsorte. Die folgenden Abbildungen be-
ziehen sich auf die hoheren Spinsysteme [,,S (Antiphase-Transfer: Abbildun-
gen 5.3 (n =2) und 5.5 (n = 3); Inphase-Transfer: Abbildungen 5.4 (n = 2)

und 5.6 (n = 3)), wobei nun die Seletivitidt der I-Pulse unterschieden werden



5.1 Kohirenztransfer in I,S-Spinsystemen

49

A B
/

0.8 0.8

5 0.6 5 0.6
(=} <}
= =

0.4 0.4

0.2 0.2

0 0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 02 04 06 08 1 12 14

Tmix [14] Tix [14]

ABBILDUNG 5.2: Numerisch bestimmte Aufbaukurven fiir den Kohérenztrans-
fer in gekoppelten 2-Spinsystemen. (A) Transfer von Antiphase-Magnetisierung
21,5~ — I~, schwache Kopplung, selektive Pulse. (B) Transfer von Inphase-
Magnetisierung S~ — I, schwache Kopplung, selektive Pulse.

kann. Alle Abbildungen folgen der Konvention, da} zur Berechnung der in
Tafel A gezeigten TOP-Kurve [-selektive Pulse verwendet wurden, wéhrend
Tafel B auf der Annahme [-unselektiver Pulse beruht.

Die den TOP-Kurven zu entnehmenden charakteristischen Transfer-Daten
sind in Tabellen 5.1 (Antiphase-Transfer) und 5.2 (Inphase-Transfer) zu-
sammengestellt. Die unitiren Grenzen fiir die hier numerisch untersuchten
Kohérenztransfers wurden bereits in [48] bestimmt. Durch die Numerik wer-
den im Rahmen der numerischen Genauigkeit Pulssequenzen generiert, die
die unitdre Grenze erreichen (die maximale Abweichung (nu,; — n*) liegt in
der GréBenordnung von 1073). Neben der Erkenntnis, daf8 es Pulssequenzen
gibt, die als maximale Transferamplitude die unitdre Grenze besitzen, kann
man den Kurven zusétzlich die minimale Zeit t* entnehmen, in der diese
Transfergrenze noch durch eine Sequenz realisiert werden kann?®. Hierbei be-
stimmt sich die Genauigkeit durch die digitale Auflésung des Zeitvektors; bei
den hier gezeigten Ergebnissen betrug diese 1072/.J.

3An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, daf8 die numerisch gewonnenen Daten n* und
t* ausschlieBlich fiir den durch die Optimierung betrachteten Zeitraum gelten.
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ABBILDUNG 5.3: Numerisch bestimmte Aufbaukurven fiir den Transfer von
Antiphase-Magnetisierung 2F,S~™ — F~ in einem gekoppelten 3-Spinsystem. (A)
Schwache Kopplung, selektive Pulse. (B) Schwache Kopplung, unselektive Pulse.
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ABBILDUNG 5.4: Numerisch bestimmte Aufbaukurven fiir den Transfer von
Inphase-Magnetisierung S~ — F~ in einem gekoppelten 3-Spinsystem. (A) Schwa-
che Kopplung, selektive Pulse. (B) Schwache Kopplung, unselektive Pulse.
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ABBILDUNG 5.5: Numerisch bestimmte Aufbaukurven fiir den Transfer von
Antiphase-Magnetisierung 2F,S~™ — F~ in einem gekoppelten 4-Spinsystem. (A)
Schwache Kopplung, selektive Pulse. (B) Schwache Kopplung, unselektive Pulse.
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ABBILDUNG 5.6: Numerisch bestimmte Aufbaukurven fiir den Transfer von
Inphase-Magnetisierung S~ — F~ in einem gekoppelten 4-Spinsystem. (A) Schwa-
che Kopplung, selektive Pulse. (B) Schwache Kopplung, unselektive Pulse.
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nowee) [0 /I e ]
1 selektiv 1 1 1
unselektiv - - -
2 selektiv. 0,707 0,707 | —5=0,707
unselektiv | 0,707 0,707 % =0,707

3 selektiv | 0,744 2 L42V3 — () 744

unselektiv | 0, 744 2 1+2\/§ = 0,744

TABELLE 5.1: Zusammenfasung der Daten beziiglich des Transfers von Anti-
phase-Kohérenz 2F,S~ — F~ in I[,S-Systemen. Aufgefiihrt sind die numerisch
bestimmten Werte fiir die maximale Transferamplitude n* und die minimale Zeit
t*, die eine Pulssequenz fiir deren Umsetzung bendtigt. Zum Vergleich sind die
theoretisch bestimmte unitére Grenze ny,; [48] angegeben.

n vee() [ I e [
1 selektiv 1 1,5 1
unselektiv -

2 selektiv [ 0,707 1,15 | 3 =0,707
unselektiv | 0,649 0,95 | 32 =0,650
3 selektiv | 0,787 2 343 — (), 789

unselektiv | 0,787 2 S1V3 — ), 789

TABELLE 5.2: Zusammenfasung der Daten beziiglich des Transfers von Inphase-
Kohédrenz S~ — F~ in [,,S-Systemen. Aufgefiihrt sind die numerisch bestimmten
Werte fiir die maximale Transferamplitude n* und die minimale Zeit t*, die eine
Pulssequenz fiir deren Umsetzung bendtigt. Zum Vergleich sind die theoretisch
bestimmte unitidre Grenze 7yn; [48] angegeben.
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5.2 Kohirenztransfer in Spinketten

5.2.1 Theorie

In diesem Abschnitt werden TOP-Kurven beziiglich des Kohérenztransfers
in Spinketten vorgestellt. Hierunter versteht man aus n Spin-1/2-Teilchen
aufgebaute Spinketten I,,, in denen Kopplungen nur zwischen den n#chsten
Nachbarn bestehen. Da hierbei keine Beschrinkung in der Art der Kopplung

besteht, werden im Folgenden die Grenzfille der schwachen Kopplung

n—1
Huear = 21 > Jiip1lidita (5.8)
und der isotropen Kopplung
n—1
Hiso =21 Y Jiiv1 Liplivie + Liglivry + L2 Liva ) (5.9)

betrachtet. Das Optimierungsziel besteht gemaf
Iy — I, (5.10)

darin, -1-Quatenkohérenz von einem Ende der Kette zum anderen zu trans-
ferieren. Wie bereits in Abschnit 5.1 sollen auch zwei Grenzfille der Pulsse-
lektivitat betrachtet werden. Sind alle Spins der Kette selektiv bepulsbar, so

erhalt man einen Kontroll-Hamiltonian
Hsel = 27‘(’ Z (l/iJ(t)IiJ + Vi,y(t)ji,y) s (511)

der iiber 2n Kontrollfelder verfiigt. In dem Fall, dafl kein Spin selektiv ma-

nipulierbar ist, reduziert sich dieser zu
Hunsel = 27 (Vz(t)Fx + Vy(t)Fy) ; (512)

wobei nur 2 Kontrollen auf das System wirken koénnen.

Die Kombination dieser Operatoren fiihrt zu vier unterschiedlichen Gesamt-

Hamiltonians
Hiot,a = Hweak + Hael (5.13)
Hiotp = Hweak + Hunsel (5.14)
Hiot,c = Hiso + Hsel (5.15)
Hit,p = Hiso + Hunsel, (5.16)

unter deren Verwendung TOP-Kurven fiir den Transfer (5.10) in I,,-Spinketten

mit n € [2, 5] berechnet werden sollen.
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5.2.2 Numerische Ergebnisse

Die Ergebnisse der Berechnungen sind in Abbildungen 5.7 (n = 2) bis 5.10
(n = 5) gezeigt, wobei die Unterabbildungen stets dieser Konvention folgen.
Tafeln A und B zeigen die Ergebnisse der Optimierung unter Verwendung
der schwachen Kopplung. Hierbei entspricht Tafel A dem Fall vollstandig
spinselektiver RF-Felder geméf Gleichung (5.11), wihrend fiir Tafel B der
unselektive Kontroll-Hamiltonian (5.12) verwendet wurde. Analog hierzu zei-
gen Tafeln C bzw. D die Ergebnisse unter Annahme selektiver bzw. unselek-
tiver Kontrollfelder, jedoch wird in diesen Fallen gemafl Gleichung (5.9) eine
isotrope Kopplung aller néichsten Nachbarn angenommen.

In Tabelle 5.3 sind die durch die Optimierung gewonnenen charakteristi-
schen Daten n* und t* beziiglich des Kettentransfers von -1-Quantenkohérenz
geméfl Gleichung (5.10) zusammengefait. Da die Werte durch in einem In-
tervall 7 € [0, tayx] numerisch optimierte Pulssequenzen bestimmt wurden,
ist ihre Giiltigkeit nur auf diesen Bereich beschriankt. Z.B. kénnen fiir die
in Tafeln 5.7.D bis 5.10.D gezeigten Kohérenztransfers durch isotropes Mi-
schen [40] fiir 7 > ¢* eine Transferamplitude n > n* erreicht werden; die hier
bestimmten TOP-Kurven entsprechen dem Ausschnitt der jeweiligen Trans-

ferfunktion innerhalb des Optimierungsintervalls.
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ABBILDUNG 5.7: Numerisch bestimmte Aufbaukurven fiir den Transfer von
Inphase-Magnetisierung S~ — I~ in einem gekoppelten 2-Spinsystem. (A) Schwa-
che Kopplung, selektive Pulse. (B) Schwache Kopplung, unselektive Pulse. (C)
Isotrope Kopplung, selektive Pulse. (D) Isotrope Kopplung, unselektive Pulse.
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ABBILDUNG 5.8: Numerisch bestimmte Aufbaukurven fiir den Transfer von
Inphase-Magnetisierung I;” — I3 in einem gekoppelten 3-Spinsystem. (A) Schwa-
che Kopplung, selektive Pulse. (B) Schwache Kopplung, unselektive Pulse. (C)
Isotrope Kopplung, selektive Pulse. (D) Isotrope Kopplung, unselektive Pulse.
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ABBILDUNG 5.9: Numerisch bestimmte Aufbaukurven fiir den Transfer von
Inphase-Magnetisierung I} — I, in einem gekoppelten 4-Spinsystem. (A) Schwa-
che Kopplung, selektive Pulse. (B) Schwache Kopplung, unselektive Pulse. (C)
Isotrope Kopplung, selektive Pulse. (D) Isotrope Kopplung, unselektive Pulse.
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ABBILDUNG 5.10: Numerisch bestimmte Aufbaukurven fiir den Transfer von
Inphase-Magnetisierung I} — I in einem gekoppelten 5-Spinsystem. (A) Schwa-
che Kopplung, selektive Pulse. (B) Schwache Kopplung, unselektive Pulse. (C)
Isotrope Kopplung, selektive Pulse. (D) Isotrope Kopplung, unselektive Pulse.
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[n Kopplung wpe() [ " [] ¢ [1/J]]
2 schwach selektiv 1 1,5
unselektiv 1 1,5
isotrop selektiv 1 0,5
unselektiv 1 0,5
3 schwach selektiv 1 1,9
unselektiv 1 3,45
isotrop selektiv 1 0,8
unselektiv | 0,75 0,67
4 schwach selektiv 1 2,35
unselektiv 1 4,4
isotrop selektiv 1 1,2
unselektiv | 0,837 )
5 schwach selektiv 1 2,7
unselektiv 1 4,9
isotrop selektiv 1 1,55
unselektiv | 0,433 1,7

TABELLE 5.3: Zusammenfasung der Daten beziiglich des Transfers von -1-
Quantenkohérenz I, — I, in Ising-Spinkette I,,. Aufgefiihrt sind die numerisch
bestimmten Werte fiir die maximale Transferamplitude n* und die minimale Zeit
t*, die eine Pulssequenz fiir deren Umsetzung bendtigt.
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5.3 Schlufifolgerung

Die in diesem Kapitel gezeigten Untersuchen zeigen, dafl die numerische Op-
timierung von NMR-Experimenten unter Verwendung des in OCTANE im-
plementierten steuerungstheoretischen Algorithmus moglich ist. Die korrekte
Funktionsweise des Algorithmus wurde dadurch bestétigt, dal durch die Op-
timierung von Kohérenztranfers, deren unitdre Grenzen bereits durch theo-
retische Betrachtungen bekannt waren, im Rahmen der numerischen Genau-
igkeit identische Werte gefunden wurden.

Da die Optimierungen fiir jeden Zeitpunkt eine optimale Kontrolle (RF-
Sequenz) erzeugen, kann man in einem gegebenen Zeitraum 7 € [0, tpax]
neben der maximalen Transfergrenze n* auch die minimale Zeit t* erhalten,
die eine Pulssequenz benétigen wird, um den gewiinschten Kohérenztransfer

zu implementieren.



Kapitel 6

Optimierung unter Einschlufl
von Relaxations-Effekten

In diesem Kapitel werden Anwendungen von OCTANE zur Optimierung von
Pulssequenzen unter dem Einflul von Relaxation vorgestellt. Hierbei wird
sich auf die Annahme von dipolar induzierter Relaxation beschrénkt. Zunéchst
wird der einfachste Fall des Pseudo-1-Spin-Systems untersucht, das keine
komplizierten Relaxationseigenschaften aufweist. Nachdem an diesem Fall
die Prinzipien verdeutlicht wurden, wird die Optimierung eines in der mehr-
dimensionalen NMR-Spektroskopie hiufig verwendeten Transferschritts vor-

gestellt.

6.1 Theorie

Wie in Kapitel 4 dargestellt, mufl die Bewegung des Systems o bzw. des kon-
jugierten Systems A durch Differentialgleichungen der Form & = f(x,u) zu
beschreiben sein. Werden die Einfliisse von Relaxation vernachléssigt, so sind
die entsprechenden Bewegungsgleichungen durch die Ausdriicke (4.5) und
(4.29) gegeben. Um nun Relaxation wiahrend Optimierungen zu berticksich-
tigen, werden die entsprechenden Gleichungen des Optimierungsalgorithmus
(vergl. Abschnitt 4.3.3) geméf der in Kapitel 3 vorgestellten semiklassische
Relaxationstheorie angepafit.

Die Bewegung des Spinsystems wird durch die Liouville-von Neumann

Gleichung
o) = —1L,|0) (6.1)

61
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beschrieben. Durch den Ubergang in den Liouville-Raum wird das Spin-
system durch einen Superket reprisentiert [41]. Hierbei wird die Gesamt-

Dynamik des Systems durch den Superoperator
Lo=—1Hy — T (6-2)

bestimmt. Dieser als Liouvillian bezeichnete Operator setzt sich aus dem
Super-Hamiltonian Hyo, (Beschreibung der Spindynamik) und der Redfield-
Matrix I' (Beschreibung der Relaxation) zusammen.

Die Bewegungsgleichung der Lagrange-Faktoren ergibt sich durch Aus-
werten des Ausdrucks (4.25) unter Beachtung von Beziehung (4.28) zu

IA) = —aLy|A). (6.3)

Wie bereits in Kapitel 4 ergibt sich im Liouville-Raum ebenfalls eine Identitét
der Bewegungsgleichgungen des Spinsystems und der Lagrange-Faktoren. Le-

diglich der Liouvillian
,C)\ = _ZHtot +T (64)

weist einen Unterschied auf. Wie dem Algorithmus 4.3.3 zu entnehmen ist,
werden die Lagange-Faktoren ausgehend vom Endzeitpunkt ¢, zeitlich zuriick-
entwickelt, d.h. die Entwicklungsperioden A = t;, — t; sind wegen t; > tg
negativ. Hierdurch wird die Wirkung des Operators wihrend der Propagati-
on zeitlich umgekehrt. Da sich die Lagrange-Faktoren ausgehend von einem
Startzustand A(;) zu einem Endzustand A(ty) entwickeln, wirkt hierbei auch
die Relaxation ddmpfend entlang der inversen Zeitachse. Dies kommt dadurch
zum Ausdruck, daf8 das Vorzeichen der Redfield-Matrix I' in Gleichung (6.4)
gegeniiber Geichung (6.2) umgekehrt ist.

6.2 Das Pseudo-1-Spinsystem

Der einfachste Fall eines Spinsystems ist das 1-Spinsystem. Dieses verfiigt
jedoch nicht iiber die dipolaren Wechselwirkungen, die fiir den entsprechen-
den Relaxationsmechanismus notwendig sind. Daher muf3 eine Beschreibung
gew#hlt werden, die zum einen die Spindynamik des 1-Spinsystems und zum
anderen iiber die dipolaren Relaxationseigenschaften eines hoheren Spinsy-
stems verfiigt. Eine mogliche Darstellung ist die eines nicht-gekoppeltes 2-

Spinsystems. Wegen der fehlenden Kopplung verhalten sich die beiden Kerne
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wie isolierte Teilchen, d.h. die Charakterstik des 1-Spinsystems bleibt ge-
wahrt. Durch den zweiten Spin wird jedoch das benétigte Dipolmoment ein-
gefiihrt, wodurch der gewiinschte Relaxationsmechanismus erméglicht wird.
Die Beschréankung auf zwei Kernspins fiihrt dariiber hinaus dazu, dafl das Sy-
stem iiber nur eine Dipol-Dipol-Kopplung verfiigt, wodurch ausschliellich au-
tokorrelierte Relaxation moglich ist. Dieses Modell legt die Bezeichnung des
Pseudo-1-Spinsystems nahe. Hiermit kann nun das zeitabhéngige Verhalten
der Terme eines Spin-1/2-Teilchens unter dem Einflu} dipolarer Relaxation

untersucht werden.

6.2.1 Die theoretische Erwartung

Dieses einfache System wurde wegen seiner einfache Beschreibbarkeit aus-
gewihlt, um erste Optimierungs-Versuche relaxierender Systeme durchzu-
fithren. Die Relaxation 148t sich vollstdndig durch zwei Relaxationsraten be-

schreiben, was in den bekannten Bloch-Gleichungen [13]

Iz(t) = Iz,O - (Iz,O - IZ(O)) eXp(_t/Tl)a
Hagy(t) = T2y (0) exp(=t/T5). (6.5)

resultiert. Hierbei ist 1/7) die Relaxtionsrate der longitudinalen Komponen-
te (Spin-Gitter-Relaxation) und 1/7% entspricht der Rate der transversalen
Relaxation (Spin-Spin-Relaxation).

In OcTANE wird Relaxation im Rahmen des in Kapitel 3 beschriebenen
Wagnes-Bloch-Redfield-Modells beschrieben. Durch Verwendung der Metho-
den setRedfield bzw. readRedfield wird die zur Erzeugung des Liouville-
Operators benctigte Redfield-Matrix an die Optimierungs-Bibliothek iiber-
geben. Im Falle des Pseudo-1-Spinsystem entspricht die Redfield-Matrix der
eines 2-Spinsystems, die durch Gleichung (3.12) unter Verwendung der dipo-
laren Spintensoren geméafl Tabelle 3.2 und einer geeigneten spektralen Dich-
tefunktion beschrieben wird.

Da im Pseudo-1-Spinsystem die Relaxationseigenschaften bekannt sind
und sich alle Spinterme durch die entsprechenden Spinterme I,,I, und I,
darstellen lassen, eignet sich das System sehr gut dazu, die Fahigkeit der
numerischen Bibliothek zu demonstrieren, unter dem Einflul von Relaxation

optimierte Losungen zu bestimmen.
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Durch die moglichen Spinterme sind zwar keine komplizierten Transfers
als Optimierungsziel moglich. Jedoch weisen die vorhandenen Terme unter-
schiedliche Relaxationseigenschaften auf, die durch eine Pulssequenz ausge-

nutzt werden konnen. Betrachtet man nun z.B. den Fall
I, 51, (6.6)

als Optimierungsziel, so kann man aufgrund der gréfleren transversalen Re-
laxationsrate eine Pulssequenz als Ergebnis erwarten, die moglichst schnell
die Magnetisierung entlang der longitudinalen Achse speichert, um sie erst
bei der Zeit 7 wieder in transversale Magnetisierung zu transformieren. Dies

entspricht einem Transferschema

LB L) S () B (6.7)
wobei die langsam relaxierenden Terme mit “[ |” gekennzeichnet sind. Durch

dieses Transferschema werden die Transfereffizienzen der transversalen und

longitudinalen Komponenten vereinheitlicht, d.h.

(Le(T)|L2) = (L(T)[ L) (6.8)

6.2.2 Das numerische Ergebnis

Fiir die numerische Optimierung wird eine dipolare 2-Spin-Redfield-Matrix
(s. Teil IV, Kapitel 13.1) mit einer Korreltionszeit 7. = 5 ns verwendet.
Die Entwicklung der transversalen und longitudinalen Komponenten unter
diesem Relaxationsoperator sind in Abbildung 6.1 zusammengefaflt. Sehr
deutlich erkennt man die unterschiedlichen Relaxationsraten. Im betrachte-
ten Zeitraum kling die transversale Komponente anndhernd vollstandig ab,
wiahrend die longitudinale noch einen endlichen Erwartungswert aufweist.
Um eine deutliche Diskriminierung des transversalen Zustandes zu erreichen,
wird die Zeit der Optimierung 7 = 0,25 s gewéhlt. An diesem Punkt wiirde
das Transferschema (6.6) praktisch keine Magnetisierung erwarten lassen.

Wird jedoch das Schema (6.7) verwendet, so ist nach
(I,(t =0,258)|I,) = (I.(r = 0,258)|L,) = 0,65 (6.9)

noch ein hoher Anteil transversaler Magnetisierung zu erwarten. Fiir die nu-
merische Optimierung wurde eine willkiirliche RF-Pulsform mit einer maxi-

malen Feldstidrke von 1 Hz erzeugt, die in 5000 Punkte diskretisiert vorlag,
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ABBILDUNG 6.1: Zeitabhiingige Entwicklung der transversalen (durchgezogen)
und longitudinalen (gestrichelt) Komponente eines Pseudo-1-Spinsystems unter
dem Einflu} dipolar induzierter Relaxation. Die Daten entstammen einer Simula-
tion gemifl des Wagness-Bloch-Redfield-Modells unter Verwendung der spektralen
Dichtefunktion eines starren Rotors mit einer Korrelationszeit 7. = 5 ns. Man
erkennt die deutlich unterschiedlichen Relaxationsraten fiir transversale und lon-
giudinale Spinanteile.
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ABBILDUNG 6.2: Durch die optimierte Pulssequenz erzeugten 1-Spin-
Basisoperatoren I, (durchgezogen) und I, (gestrichelt). Durch die Sequenz wird
die schnell relaxierende transversale ohne Zeitverlust in die langsam relaxierende
longitudinale Komponente umgewandelt. Am Ende erfolgt dazu analog die Riick-
transformation in den Zielterm. Somit ist ausschlieslich die longitudinale Relaxati-
onsrate die wihrend der gesamten Pulsseuenz wirkwirksam, d.h. der Erwartungs-
wert des Zieloperators stimmt mit dem des longitudinalen Operators iiberein.
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d.h. der Abstand der RF-Werte betriagt 50 us. Die Pulsform verfiigt iiber

keine Beschrinkung der Phase, geméifl
Hrr = 271 (v3(0) 1, + vy (t) 1) (6.10)

werden dafiir zwei orthogonale RF-Anteile verwendet. Neben der Spin-Relax-
ation wurden keine weiteren Storeffekte beriicksichtigt. Die Optimierung wur-
de unter Verwendung der Methode konjugierter Gradienten (optimizeCG)
durchgefiihrt, wobei die Konvergenzschranke mit ¢ = 1076 festgelegt wurde.

In Abbildung 6.2 sind die durch die optimierte Pulssequenz erzeugten
Operatoren aufgetragen. Hierbei werden die gemachten Voraussagen voll-
standig erfiillt. Das Transferschema (6.7) wird durch die numerische Opti-
mierung in einer Pulssequenz implementiert, so dal der Erwartungswert des
Zieloperators mit (I,(7)) = 0,6478 den in Gleichung (6.9) vorhergesagten
Wert sehr gut annéhert.

Durch dieses Ergebnis wird demonstriert, dal die Optimierung von Puls-
sequenzen fiir relaxierende Spinsysteme prinzipiell moglich ist. Im Folgenden

gilt es, diese Art von Optimierung auf komplexere Fille anzuwenden.

6.3 Das 2-Spinsystem

Die bisher besprochenen Ergebnisse beziiglich relaxationsoptimierter NMR-
Experimente in 1-Spinsystemen sind natiirlich nicht von realem experimen-
tellem Interesse. Sie machen jedoch deutlich, dal die numerische steuerungs-
theoretische Optimierung unter Einschlufl von Relaxation moglich ist und
relaxtionsstabilisierte Transferschemata identifiziert werden kénnen.

Im Folgenden soll ein Fall untersucht werden, der einen direkten Bezug
zu praktisch relevanten Kohérenztransfers aufweist. In vielen bei der Struk-
turaufkldrung Anwendung findenden zweidimensionalen NMR-Experimenten
ist ein Transferschritt zwischen zwei gekoppelten Kernspins ein wichtiges Ele-
ment, der konventionell z.B. als INEPT-Schritt implementiert wird. Durch
die Grofle der hierbei verwendeten Molekiile ist die molekulare Rotations-
geschwindigkeit jedoch so langsam, dafl die entstehenden fluktuierenden di-
polaren Felder Relaxation effektiv ermdglichen. Daher ist es von groflem In-
teresse, einen solchen Transferschritt unter Einschlul von Relaxation mittels

der Steuerungs-Theorie zu untersuchen.
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ABBILDUNG 6.3: Zeitabhéngigkeit der Transferamplituden fiir I, — 2I,,S, unter
der Wirkung eines diploaren Relaxationsoperators fiir INEPT (gestrichelt) und
ROPE (durchgezogen). Die Kurven sind fiir ein mit J = 100 Hz gekoppeltes
2-Spinsystem berechnet. Die hierbei verwendete Redfield-Matrix wurde mit der
spektralen Dichte eines starren Rotors mit einer Korrelationszeit 7. = 50 ns be-
stimmt.

6.3.1 Die numerische Untersuchung

Es wird ein gemaf
H, = 2rJ LS. (6.11)

schwach gekoppeltes 2-Spinsystem als Basis fiir die Optimierung herangezo-

gen. Zu untersuchen ist der Transferschritt
I, 2138, (6.12)

wobei «a, 3,7 € {x,y, z}. Konventionell wird dieser Schritt durch INEPT-

Elemente verwirklicht, wobei das Transferschema
L, 51, Loor,s, 5 21,8, (6.13)

erfiillt wird. Da in diesem Schema ausschliellich schnell relaxierende Spin-
terme beteiligt sind, ist die Effizienz des Transfers durch das Verhaltnis aus
Relaxation und Kopplung bestimmt. So gilt fiir gleiche Relaxationseigen-
schaften, dal der Transfer durch eine gréflere Kopplung effizienter wird, weil
die Mischzeit geringer wird.

In einem gegebenen Spinsystem kann man den zeitabhéngigen Verlauf

der Transferamplitude unter dem Einflufl einer Relaxationsmatrix fiir das
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Transferschema (6.13) simulieren. In Abbildung 6.3 ist diese (gestrichelt) fiir
ein mit J = 100 Hz gekoppeltes 2-Spinsystem gezeigt. Man erkennt sehr gut
die gegensitzlichen Effekte des Aufbaus durch den Transfer und den Abbau
durch Relaxation. Fiir kurze Zeiten ist der Aufbau effizienter als der Ab-
bau, jedoch fiir lingere Mischzeit kehrt sich dieses Verhéltnis um, bis sogar
durch das Uberwiegen der Relaxation der maximale Transfer nicht mehr er-
reicht werden kann. Im Falle des INEPT-Transfers (6.13) wére im Idealfall
(keine Relaxation) der Transfer nach ¢ = 1/2J vollstandig zu erreichen, d.h.
n(1/2J) = 1. Im verwendeten Spinsystem entspricht dies einer Zeit von ¢t = 5
ms. Wie man der Abbildung entnehmen kann, ist dies unter dem Einflul
von Relaxation nicht mehr die optimale Losung. Das Maximum der INEPT-
Transferamplitude hat sich durch die zusétzliche Dynamik zu kiirzeren Zei-
ten verschoben und stellt nur noch einen Bruchteil des maximal md&glichen

Transfers dar. Der beste mogliche Transfer n(t2NEPT) = 0, 3938 wird nun fiir

opt
tINEPT

opt = 2,9 ms erreicht.

Unter Verwendung desselben Spinsystems sollen nun steuerungs-theore-
tisch optimierte Pulssequenzen unter Verwendung der Bibliothek OCTANE
numerisch bestimmt werden. Hierbei sollen die beiden Kerne selektiv bepuls-
bar sein, d.h. der RF-Hamiltonian hat die Form

Her = 27 (Vo1 () To + vy 1 (D], + Vsa(t)Ss + 1y2(1)S,) - (6.14)

Unter dieser Voraussetzung sind Rotationen der einzelnen Spinterme durch
harte selektive Pulse in vernachléssigharer Zeit und somit frei von Relaxations-
Einfliissen moglich. Da somit die Transformationen I, — I, I, — Iz und
S, — S, vor bzw. im Anschlufl an die Mischsequenz ohne Zeitbedarf (d.h.
auch ohne Relaxations-Verluste) darstellbar sind, 148t sich das Optimierungs-
ziel (6.12) als

{A=1} - {F=2I5.} (6.15)

formulieren. Neben der Relaxation werden in der Optimierung keine weite-
ren Storeffekte beriicksichtigt. Die Optimierung wird mit der Methode der
konjugierten Gradienten (optimizeCG) durchgefiihrt, wobei eine Konvergenz-
schranke ¢ = 1079 verwendet wird.

In Abbildung 6.3 sind zunéchst die Transferamplituden dieser ROPE-
Sequenzen (Relaxation Optimized Pulse Elements) aufgetragen (durchgezo-

gene Kurve) und dem konventionellen Ansatz (INEPT, gestrichelte Kurve)
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gegeniibergestellt. In dem Bereich ¢ = [0,#1], t; < ti3e" " ist der Verlauf der
Transferamplituden fiir den konventionellen und optimierten Ansatz iden-
tisch, d.h. INEPT stellt dort die optimale Losung dar!. Fiir Zeiten t > ¢;
erweist sich die Relaxation fiir einen reinen INEPT-Transfer als zu effizient,
was sich vor allem darin manifestiert, dafl die Dampfung starker ist als der
Transfer. Die ROPE-Sequenzen zeigen in diesem Bereich bemerkenswerter
Weise eine asymptotische Anndherung an eine maximale Transferamplitude,
die deutlich iiber dem Maximum des INEPT-Transfers liegt.

Die Analyse der Pulssequenz gibt Aufschluf} iber den Grund dieses bes-
seren Transferverhaltens. Zerlegt man die sich unter der Pulssequenz ent-
wickelnde Dichtematrix des Spinsystems in die zeitlichen Anteile der Basis-
operatoren (vergl. Abbildung 6.4), so erkennt man zunéchst, dafl die Sequenz
in zwei prinzipiell symmetrische Anteile aufgeteilt ist. Die Grenze der Teilung
liegt hierbei immer bei ¢t = 7/2.

Im Bereich ¢ = [0,7/2] ist das prinzipielle Vorgehen, den relaxations-
anfilligen transversalen Startoperator durch einen harten Puls, d.h. in mog-
lichst kurzer Zeit, in den gegeniiber Relaxation unempfindlichen longitudina-
len zu transformieren. Daraufhin wird dieser Zustand mit einer bestimmten
Geschwindigkeit zuriick in die transversale Ebene rotiert. Die Rotationsge-
schwindigkeit ist hierbei nicht konstant; sie bestimmt sich durch das optima-
le Verhiltnis zwischen Kopplungstransfer und Relaxation. Diese erste Phase
ist beendet, wenn die longitudinale Magnetiserung vollstéandig zuriickrotiert
wurde. An diesem Punkt hat die transversale Magnetisierung I, ein Maxi-
mum erreicht, ebenso wie der Zielterm 27,,S..

Im folgenden Bereich t = [7/2, 7] wird ausgehend von diesen lokalen Ma-
xima wiederum ein mit dem Relaxationsoperator (in erster Ndherung) kom-
mutierender Spinoperator durch eine zu der ersten Phase analogen Rotation
erzeugt. Hierbei entwickelt sich unter der Kopplung die verbliebene trans-

versale Magnetisierung in den schnell relaxierenden bilinearen Term 21,5,

In Abbildung 6.3 erkennt man bei 7(#*) eine scheinbare Unstetigkeitsstelle. Diese stellt
ein Artefakt des numerischen Algotithmus dar. Die analytische Losung [42] zeigt, daB es
einen definierten Zeitpunkt gibt, an dem der Wechsel von INEPT zu ROPE so erfolgt, daf3
die Kurve der Transferamplitude eine stetige Funktion bildet. Der numerische Algorithmus
kann diesen Punkt nur im Rahmen einer gewissen Schwankungsbreite identifizieren, die
durch die Konvergenzschranke ¢ bestimmt wird. Da der Zeitbedarf fiir eine Optimierung
invers proportional zu ¢ steigt, definiert man in der Regel einen endlichen Wert ¢ > 0. Im
speziellen Fall betrug ¢ = 1076,
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ABBILDUNG 6.4: Zeitliche Entwicklung des Spinsystems unter der optimierten
Pulssequenz. Gezeigt ist der Anteil der kartesischen Basisoperatoren an der Dichte-
matrix des Spinsystems zu jedem Digitalisierungszeitpunkt am Beispiel der ROPE-
Sequenz fiir 7 = 9 ms. Charakteristisch ist die Aufteilung in zwei symmetrische
Teilsequenzen fiir ¢ = [0,7/2] bzw. t = [7/2,7]. Zu Beginn der Sequenz wird der
fiir Relaxation anfillige Startoperator I, sofort in relaxationsstabile longitudina-
le Magnetisierung I, verwandelt. Diese wird langsam in die transversale Ebene
zuriickrotiert. Durch die Rotationsgeschwindigkeit wird ein fiir den Transfer opti-
males Verhiltnis zwischen Kopplungsentwicklung und Relaxation erreicht. Diese
Rotation ist vollstdndig am Ende der ersten Phase. Der dazu symmetrische Teil
beruht auf den selben Prinzipien. Hier findet die Rotation ausgehend vom schnell
relaxierenden Operator 21,5, zu dem mit dem Relaxationsoperator (anndhernd)
kommutierenden Operator 27,5, statt. Aus diesem relaxationsstabilen Term wird
am Ende durch einen harten Puls der Zielzustand generiert.
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der gleichzeitig durch die Rotation in einen langsam relaxierenden bilinea-
ren Term 21,5, verwandelt wird?>. Am Ende der Phase wird letzterer wieder
durch einen harten Puls in den Zieloperator zuriickverwandelt.

Diese Erkenntnisse lassen sich in dem Transferschema

I, "5 L) = I, 5 21,8, = [21:5.] 25 21,8, (6.16)
zusammenfassen. Hierbei werden relaxations-stabile Reservoirs durch “[]”
dargestellt, die genannten langsamen Rotationen werden durch “=—" sym-
bolisiert. Als Nebenbedingung fiir die als Reservoir dienenden Operatoren
gilt, dafl sie mit dem Relaxationsoperator I' kommutieren?®.

In [42] konnten diese Erkenntnisse durch entsprechende analytische Losun-
gen bestétigt werden, insbesondere konnten analytische Beziehungen fiir die
gegebenen Rotationen angegeben werden. In Kapitel 14 wird ein Verfahren
vorgestellt, mit dem die analytische Losung in eine Hartpuls-Ndherung um-
gesetzt werden kann. Erste diese Ndherung verwendende Experimente zeigen,
daB sich diese Transferschemata auch in realen Spinsystemen implementieren

lassen.

6.4 Schluf3folgerung

Es konnte in diesem Kapitel gezeigt werden, dafl mit OCTANE Optimierungen
unter dem Einschlufl von Relaxationseffekten moglich sind. Durch die Ana-

lyse der Optimierungsergebnisse konnen Transferschemata entwickelt wer-

2Voraussetzung fiir die Stabilitéit eines bilinearen Operator gegeniiber Relaxation ist,
dafl der entsprechende Term mit dem Relaxationsoperator kommutiert. Durch die nume-
rische Optimierung wurde der Term 27,5, als Reservoir gewihlt, diese Wahl ist jedoch
nicht die einzig mogliche. Ausgehend vom Term 21, S, kénnen durch selektive Rotationen
vier Terme erzeugt werden: (1) Rotation um S,: 2I,,S,, (2) Rotation um S,: 2I,S;, (3)
Rotation um I,: 2I,S,, (4) Rotation um I,: 21,.S,. Hiebei kommutieren die Terme (1)-(3)
mit dem Relaxationsoperator und stellen somit geeignete Zielterme dar.

3Betrachtet man den Grenzfall langsamer molekularer Rotation (spin diffusion limit,
wiTe > wgTe > 1), so gilt fiir die spektralen Dichtefunktionen J(w = 0) > J(wg) >
J(wr) = J(wrtwsg). D.h. der Relaxationoperator wird durch die spektrale Dichte J(w = 0)
bestimmt. In erster Ndherung kann man den Beitrag aller weiteren Terme vernachlassigen
und erhilt als Relaxationsmatrix fiir diesen Grenzfall

2
care21.8.,21.5.,]],

I'=—
15

wobei ¢y durch Gleichung (3.24) gegeben ist. Mit diesem einfachen Relaxationsoperator
lassen sich die benotigten Kommutatoren relativ einfach bestimmen.
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den, die gegeniiber konventionellen Experimenten verbesserte Relaxationsei-
genschaften aufweisen. Durch die Verwendung des Wagness-Bloch-Redfield-
Formalismus ist es moglich, die Relaxation beliebiger Molekiile zu modellie-
ren. Dabei ist man nicht auf die in diesem Kapitel verwendete Relaxation

aufgrund diplolarer Wechselwirkungen beschrénkt.



Kapitel 7

Optimierung unter Einschlufl
von Offset-Effekten

Verwendet man ideale Bedingungen zur Optimierung von Pulssequenzen, so
kann man die quantenmechanischen Grenzen fiir bestimmte Kohérenztrans-
fers erforschen (vergl. Kapitel 5). So gewonnene Ergebnisse sind zwar theo-
retisch interessant, fithren jedoch nicht zu in der Praxis direkt verwertbaren
Pulssequenzen.

Um den erfolgreichen Einsatz der Optimierungsbibliotkek OCTANE zur
Erzeugung einer praxisrelevanten Puls-Form zu verdeutlichen, werden in die-
sem Kapitel die Ergebnisse eines Projektes vorgestellt, dessen Ziel die Ent-

wicklung eines breitbandigen und fehlertoleranten Anregungspulses war.

7.1 Die numerische Optimierung

Um in der Praxis allgemein einsetzbare RF-Formen zu erhalten, ist es not-
wendig, die real herrschenden Bedingungen durch ein entsprechendes Mo-
dell bereits wihrend der Optimierung abzubilden. Die hierbei wichtigsten
Einfliisse sind Resonanzfrequenz-Offsets und Radiofrequenz-Offsets (B;-Feld-
Inhomogenitéten). OCTANE stellt die zu dieser Modellierung benétigten Me-
thoden bereit (add0ffset und setBlerrGauss).

Da die zu optimierende RF-Form einen groflen Resonanzfrequenz-Off-
setbereich abdecken soll (z.B. £20 kHz), besteht die Moglichkeit, dafl der
Optimierungsalgorithmus versucht, diesen Bereich durch entsprechende RF-
Leistungen (z.B. 40 kHz) abzudecken. Nun kénnen durch die RF-Bauelemte

eines Spektrometers keine beliebig hohen Feldstirken erzeugt werden. Da-

73



74

Optimierung unter Einschluf3 von Offset-Effekten

her muf} die erlaubte Leistung der RF-Felder bereits wihrend der Optimie-
rung auf ein durch die verwendete Spektrometer-Hardware begrenztes Ma-
ximum beschrankt werden. Von OCTANE wird hierzu die Methode 1imitRF
zur Verfiigung gestellt.

Das Optimierungsziel eines Anregungspulses 148t sich vollsténdig durch
ein 1-Spinsystem darstellen. Somit kénnen die in der Klasse 0CT_rho fiir all-
gemeine N-Spinsysteme implementierten Algorithmen an diesen Spezialfall
angepafit werden. Dazu wurde die spezialisierte Klasse 0CT_rho_1sp abge-
leitet. Eine Verringerung der Laufzeit um den Faktor 7 lief} sich z.B. durch
Quaternion-Propagation [43] der Dichtematrix erreichen. Weitere Anderun-

gen in den algortihmischen Strukturen werden im Folgenden erldutert.

7.1.1 Die Kostenfunktion

Wie bereits in der Einleitung gesagt, ist das Optimierungsziel ein Anre-

geungspuls. Quantenmechanisch 148t sich dies als
A=1] 5 [F=1] (7.1)

formulieren. Hierbei sei T" die fiir die Einstrahlung der RF-Form gewiinschte
Zeit. Verwendet man die standardméfig in OCTANE implementierte Minime-

rung der Kostenfunktion
min (¢ =1 — (o(T)|F)), (7.2)

so wird ausschliellich gewéhrleistet, dafl die Projektion des durch die Optim-
ierung erreichten Zustandes auf die Zielachse maximal ist. Im Idealfall ent-
spricht der erreichte Zustand vollstéindig dem Zielzustand, d.h. & = 0. Wer-
den jedoch Storeffekte in die Optimierung eingeschlossen, wird in der Regel
ein Minimum der Kostenfunktion ® = (¢ > 0) durch die Optimierung er-
reicht. Fiir das durch Gleichung (7.1) gegebenen Optimierungsziel bedeutet
dies, dal die erreichte Magnetisierung innerhalb eines Konus verteilt sein
wird, dessen Hauptachse identisch zur Zielachse ist (vergl. Abbildung 7.1.A).
Da es jedoch das Ziel der Optimierung ist, mdoglichst viel Magnetisierung
mit einheitlicher Phase in die transversale Ebene zu iiberfiihren, sind alle
Anteile am erreichten Zustand, die noch eine Projektion (o(7)|1,) > 0 auf-

weisen, diesem entgegengesetzt. Daher ist es notwendig, die Kostenfunktion
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ABBILDUNG 7.1: Qualitative Darstellung des Einflusses der Kostenfunktion auf
das Optimierungsziel. (A) Verwendet man die Minimierung gemifl Gleichung (7.2)
als Maf} der Konvergenz, so wird der Algorithmus nur die Projektion der Magne-
tisierung auf die Zielachse maximieren. Da keine Raumrichtungen unterschieden
werden, ist das Ergebnis ein Konus mit minimierter Basisfliche, dessen Haupt-
achse mit der Zielachse iibereinstimmt. (B) Durch Einfiithrung von rdumlichen
Gewichtungsfaktoren ay, , .3 und der Formulierung des Konvergenzkriteriums als
Minimierung geméfl Gleichung (7.3) konnen bestimmte raumliche Anteile diskri-
miniert werden. Im Falle des Anregungspulses soll die durch die Anregung erreichte
Phasenlage der Magnetisierung moglichst maximal entlang der Zielachse (z.B. der
x-Achse) liegen. Das Ergebnis ist im Extremfall die Schnittfliche eines Konus (z.B.
die Schnittfliche des Konus mit der zz-Ebene).

so zu formulieren, dafl diese Komponenten moglichst vollstdandig unterdriickt

werden (vergl. Abbildung 7.1.B). Durch numerische Auswertung von

min (cp = Y @ -F) |1V>2) (7.3)

v={z,y,2}
kann dieser Fall ndherungsweise erreicht werden. Das generelle Optimierungs-
ziel wird weiterhin erreicht, weil die in Gleichung (7.2) zu maximierende
Projektion durch die zu minimierende Abweichung des optimierten Zustan-
des vom Zielzustand erreicht wird. Durch die Einfithrung der durch ay,
parametrisierten Summe iiber die Projektion des optimierten Zustandes auf
die orthogonalen Basiszustéinde kann man dariiberhinaus die einzelnen Bei-
triage unterschiedlich gewichten. Da die Kostenfunktion (7.3) minimiert wird,
besteht die Moglichkeit den Anteil mit der Phase y stérker zu gewichten und

diesen so aus dem optimierten Zustand annidhernd zu entfernen.

7.1.2 Die Parametrisierung der Optimierung

Im konkreten Fall soll der einem Anregungspuls entsprechende Transfer gemaf

Gleichung (7.1) numerisch optimiert werden. Die durch die optimierte RF-
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T [ms]

ABBILDUNG 7.2: TOP-Kurve fiir Anregungspulse, berechnet fiir einen Offset-
bereich vog € [—20kHz, 20kHz] und relative Fehler im erzeugten B;-Feld Err, =
+5¢.

Form erreichte Anregung soll einen moglichst kleiner Phasenfehler aufweisen.
Daher werden die rdumlichen Gewichtungsfaktoren der Kostenfunktion (7.3)
so gewdhlt, dal Anteile mit y-Phase diskreminiert werden. Da es sich bei
dem zugrunde liegenden Spinsystem um ein 1-Spinsystem handelt, verfiigt
das System iiber keinen Kopplungs-Hamiltonian, d.h. der Flufl der Systems
(Drift) wird einzig durch die Offset-Hamiltonians bestimmt. Die zu optimie-

rende RF-Form wird durch einen Operator
Hrr = 27 (v, ()1, + v, (t) 1) (7.4)

dargestellt, wodurch die effektive Phase des Pulses in ¢ € [0, 27| liegen kann.

Die Gesamt-Dauer des Pulses wurde 7' = 2 ms gewéhlt. In dieser Zeit ist
es moglich, die fiir diese Parameter maximale Anregung zu erreichen (vergl.
Abildung 7.2). Die RF-Form wurde in 4000 Punkten pro Phasenanteil digi-
talisiert, d.h. das Zeitinkrement zwischen zwei RF-Werten betragt 0,05 us.

Um die Zielsetzung eines moglichst breiten Anregungsprofiles zu errei-
chen, wurden die Parameter der Methode add0ffset so gewihlt, daf} ein Be-
reich von Offset-Frequenzen v.g € [—20 kHz, 20 kHz| beriicksichtigt wurde.
Dieser wurde in 81 Stiitzpunkten diskretisiert, d.h. Av,g = 500 Hz. Zusétz-
lich wurde die maximal erlaubte Amplitude der RF-Form mit 1imitRF auf
20 kHz begrenzt.

Die Inhomogenitit des Bi-Feldes wurde durch die Verwendung der Me-
thode setBlerrGauss fiir eine maximale Abweichung von + 5% modelliert.
Hierbei wird eine Fehlerverteilung nach Gauss mit einer Halbwertsbreite von

0,1 berechnet. Diese Fehlerverteilung wurde in 5 Datenpunkte digitalisiert.
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ABBILDUNG 7.3: Optimierte Pulsform BEBOP (Broadband Excitation By
Optimized Pulses). Wéhrend der numerischen Optimierung wurden 8.000 Parame-
ter beriicksichtigt. Die RF-Form erreicht das Optimierungsziel I, — I, zu 99,5¥ .
(A) Resultierende RF-Amplitude, berechnet aus den gemé#fl Gleichung (7.4) ein-
zeln optimierten Anteilen v,(t) und v(t). Die maximale Amplitude betrégt By maq
= 17,5 kHz. Uber den gesamten Zeitraum gemittelt betrigt die Wurzel aus dem

mittleren Leisungsquadrat \/ B? = 7,7 kHz. (B) Resultierende Phase, berechnet
aus den relativen Anteilen der orthogonalen Komponenten.

Der Algorithmus optimizeCG wird als konvergiert angesehen, wenn die

Minimierung der Kostenfunktion (7.3) eine Verbesserung & < 10™® erreicht.

7.1.3 Die numerische Optimierung

In Abbildung 7.3 ist die optimierte RF-Form BEBOP (Broadband Excitation
By Optimized Pulses) gezeigt. Fiir die Abbildung wurde aus den getrennt
optimierten RF-Anteilen v, (t) und v, (¢) die fiir jeden Zeitpunkt effektive RF-
Amplitude und Phase des Pulses berechnet (Abbildung 7.3.A bzw Abbildung
7.3.B). Hierbei ergibt sich die maximale RF-Amplitude zu By 4, = 17,5 kHz.
Mittelt man alle RF-Amplituden iiber die Dauer der RF-Form, so erhélt man
als Wurzel aus dem mittleren Leisungsquadrat \/3:12 = 7,7 kHz.

Die optimierte RF-Form erreicht das Optimierungsziel der Anregung geméf

Gleichung (7.1) iiber alle in die Optimierung eingeschlossenen RF-Offsets und
Bi-Inhomogenititen gemittelt zu 99,5% . Dies entspricht der bereits in Ab-
bildung 7.2 erkennbaren Grenze fiir diese Art von Optimierung.

Neben diesem charakterischen mittleren Qualitatsfaktor sind die gene-
rellen Transfereigenschaften einer Pulsequenz von Interesse. Um diese Giite
der numerisch optimierten RF-Form zu iiberpriifen, wurden die durch die
RF-Form erreichten Anregungamplituden fiir einen erweiterten Bereich von
Offset-Frequenzen und B;-Inhomogenoitdten simuliert. Fiir das in Abbildung
7.4 gezeigte Profil wurde ein Offset-Bereich vgp € [—25kHz, 25kHz| und eine
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ABBILDUNG 7.4: Simuliertes Profil des Anregungspulses in Abhéingigkeit der
Bi-Inhomogenitét Err.e(B1) und der Offset-Frequenz vog (Offset-Bereich: vrp €
[—25 kHz, 25 kHz], 201 Datenpunkte; Inhomogenitits-Verteilung: +20%, 31 Daten-
punkte). Man kann sehr deutlich das durch die Optimierungsparameter (Offset-
Bereich: vpr € [—20 kHz, 20 kHz|; Inhomogenitéts-Verteilung: +5%) bestimmte
Plateau erkennen.

Inhomogenitéts-Verteilung von +20% gewihlt. Der Offsetbereich wurde hier-
bei in 201 Punkte digitalisiert (im Gegensatz zu 81 Datenpunkten wihrend
der Optimierung), die Inhomogenitéts-Verteilung wurde durch 31 Punkte
dargestellt (im Gegensatz zu 5 Datenpunkten wéhrend der Optimierung).
Man erkennt sehr deutlich das durch die Optimierungsparameter begrenz-
te Plateau. In diesem Bereich ist die Anregung durch die RF-Form nahezu
uniform. Die Stabilitit gegeniiber B;-Inhomogenitéten ist auch {iber den op-
timierten Bereich hinaus noch erstaunlich gut. Dahingegen ist die Sequenz
erheblich empfindlicher gegeniiber Offset-Frequenzen, die auflerhalb des op-

timierten Bereiches liegen.

7.2 Die experimentelle Uberpriifung

Um die numerisch erzielten Ergebnisse experimentell zu iiberpriifen, wurde
die optimierte Pulsform zur Erzeugung von Anregungsspektren verwendet.

Hierbei wurde [U-13Cg]-Lysin als Probe verwendet.
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ABBILDUNG 7.5: Experimentelles Anregungsprofil der numerisch optimierten
RF-Form. Im Experiment wurde der Puls so kalibriert, dal die Einstrahldauer
1,25 ms betrégt. Die erwartete Bandbreite betragt 64 kHz (s. Text). Durch diese
Kalibrierung erreicht man aufgrund hoherer absoluter RF-Amplituden eine héhere
Bandbreite. Die Anregung betréigt mehr als 93¢ {iber die gesamte Bandbreite von
64 kHz, wobei die Phasenfehler kleiner als 8° sind.

Zunachst wurde der Einflufl realer Offset-Frequenzen auf die Giite der
Anregung getest. Die hierbei experimentell verwendete RF-Form wurde fiir
eine Einstrahldauer von 1,25 ms kalibriert. Durch diese relative Verkiirzung
auf 62,5% (Skalierungsfaktor 5/8) der urspriinglichen Dauer von 2 ms steigt
die erwartete Anregungsbandbreite von 40 kHz um 62,5 (Skalierungsfaktor
8/5) auf 64 kHz. Um nun die Abhéngigkeit der Offset-Frequenz zu ermitteln,
wird das NMR-Signal eines Kohlenstoff-Atoms bei einer bestimmten relati-
ven Trégerfrequenz beobachtet. Durch systematische Variation der Trégerfre-
quenz erhélt man das in Abbildung 7.5 gezeigte Profil. Man sieht eine iiber
den gesamten Offset-Bereich stabile Anregung, die 93% nicht unterschrei-
tet. Der hierbei maximal auftretende Phasenfehler betragt 8°. Auflerhalb des
in der Optimierung eingeschlossenen Offset-Bereichs ist kein systematisches
Anregungsverhalten zu beobachten. Wie bereits in den Simulationen (vergl.
Abbildung 7.4) ist auch hier die Grenze zwischen optimiertem und nicht op-

timiertem Bereich sehr scharf.

Neben der Bandbreite der Anregung war die Stabilitit gegeniiber In-
homogenitéiten der erzeugten Bi-Felder ein weiteres Optimierungskriterium.
Um dieses experimentell zu iiberpriifen wurde die maximale RF-Amplitude
durch Variationen der Ddmpfungsfaktoren systematisch verindert. Die nume-
risch optimierte RF-Form wurde in diesem Fall auf eine Einstrahldauer von
4 ms kalibiriert (Skalierungsfaktor 2 gegeniiber der urspriinglichen Dauer),

wodurch die erwartete Anregungsbandbreite auf 20 kHz sinkt (Skalierungs-
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ABBILDUNG 7.6: Vergleich der Anregungsprofile verschiedener Anregungspulse.
Zum einen wurde die Abhéngigkeit von der Offset-Frequenz ermittelt (Abszis-
se), zum anderen die Stabilitit gegeniiber B;-Inhomogenititen (Ordinate). Letz-
tere wird durch eine gewollte Mikalibrierung der maximalen RF-Amplitude bei
gleicher Einstrahldauer erreicht. (A) Numerisch optimierte RF-Form mit einer
auf eine Einstrahldauer von 4 ms kalibrierten Leitung. Die erwartete Bandbrei-
te betrégt 20 kHz (s. Text). (B) Harter (7/2)-Puls. (C) Zusammengesetzter Puls
24,152_,346,152_,24, [44].

faktor 1/2). In Abbildung 7.6.A sind die experimentellen Ergebnisse fiir die
optimierte Pulsform zusammengefafit. Diesen werden in Tafel B und C ana-
loge Ergebnisse unter Verwendung bekannter Anregungspulse gegeniiberge-
stellt. Zum einen handelt sich dabei um einen harten (7/2)-Puls (Tafel B),
zum anderen um einen zusammengesetzten Puls (Tafel C). Die numerisch
optimierte RF-Form deckt zum einen wiederum die erwartete Bandbreite
vollstdndig ab, dariiber hinaus zeigt die Variation der B;-Felder nur geringen
Einflu} auf die Giite der Anregung iiber den gesamten Offset-Bereich. Dieses
Verhalten bestatigt das der Simulation (vergl. Abbildung 7.4). Im Gegensatz
zu der scharfen Grenze der durch die Optimierung erzwungenen Bandbreite,

ist der Einflufl von Amplituden-Variationen der B;-Felder erheblich geringer.
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7.3 Schlufifolgerung

Die Optimierungs-Bibliothek OCTANE wurde zur numerischen Optimierung
eines Anregungspulses mit hoher Bandbreite und Toleranz gegeniiber Bi-
Inhomogenitéiten verwendet. Aufler einer fiir dieses Optimierungsziel speziell
angepafiten Kostenfunktion wurden nur Standard-Methoden der Bibliothek
verwendet. Die optimierte RF-Form zeigte bereits in den Simulationen sehr
gute Eigenschaften, die durch die experimentellen Daten bestétigt werden
konnten.

Durch die Ergebnisse konnte gezeigt werden, dafl sich OCTANE iiber die
in Kapitel 5 betrachteten Ideal-Félle hinaus auch zur Optimierung von Puls-

sequenzen unter dem EinfluB von Storeffekten produktiv einsetzen 1a8t.
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Kapitel 8

Zeit-optimaler Inphase-Transfer
in IS-Spinsystemen

Um die Sensitivitdt von NMR-Experimenten zu maximieren, ist die Verwen-
dung optimaler Pulssequenz-Elemente fiir jeden einzelnen Kohérenztransfer-
Schritt notwendig [45]. Fiir den Fall, dal Relaxation vernachlissigbar ist,
kann man die theoretisch moglichen oberen Grenzen eines Transfers zwi-
schen einem beliebigen Anfangs- und Endzustand des Dichteoperators be-
stimmen [46, 47, 48]. Fiir die Implementation eines Experimentes hingegen
ist es nun erstrebenswert, diese theoretisch maximal mogliche Transferam-
plitude in moglichst kurzer Zeit zu erreichen, um die durch die Relaxations-
Eigenschaften des Molekiils zeitgleich zum Kohérenztransfer stattfindende
Dekohérenz auf ein Minimum zu beschrénken [49]. Im Rahmen von NMR-
Untersuchungen grofler Molekiile (z.B. der Strukturparameter-Bestimmung
von Biomolekiilen) liegen die Relaxationsraten im Bereich der Groflie typi-
scher Kopplungskonstanten, d.h. der Prozefl der Dekohérenz ist vergleich-
bar effizient wie der gewiinschte Kohérenztransfer unter Ausnutzung der
Kopplungs-Eigenschaften der Spins.

Ein héufig gewéhlter Ansatz, um einen akzeptablen Kompromifl zwischen
Relaxation und Kohé&renztransfer zu erreichen, ist die Verkiirzung der im
Experiment verwandten Mischzeiten 7,,,;,. Grundlage dieses Vorgehens ist die
experimentelle Erfahrung, daB Aufbaukurven in solchen Féllen tatséchlich
ein Maximum fiir kiirzere Mischzeiten aufweisen als die fiir den vollstédndigen
Transfer unter idealen Bedingungen benoétigten. In der Regel ist es allerdings
so, daf} dieses durch linerares Verkiirzen einer Sequenz erreichte Transfer-

Maximum keinesfalls die fiir diese Mischzeit erreichbare obere Transfergrenze
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darstellt.
Zur Losung dieses Problems gilt es die damit verkniipften theoretischen

und praktischen Fragen zu beantworten:

e Was ist die kiirzest mogliche Mischzeit 7., mit der noch die unitére

Grenze n* [47, 48] des erwiinschten Transfers erreicht werden kann?

e Wie ist der zeitliche Verlauf der maximal moglichen Transferamplitude

Nopt (Tmiz) fir Mischzeiten 7, < T

maix

und was sind die zugehdrigen

unitaren Transformationen?

e Durch welche experimentellen Bausteine konnen diese optimalen unitéaren

Transformationen fiir 7,,;, < 7,7, umgesetzt werden?

Beziiglich der ersten beiden Punkte wurden bereits analytische Losungen
fiir den Fall des zeitoptimalen Kohérenzordnungs-selektiven Transfers in he-
teronuklearen 2-Spinsystemen (IS Spinsystem) formuliert [50]. In diesem Ka-
pitel wird nach einer kurzen Besprechung der theoretischen Grundlagen die
Ubersetzung dieser theroretischen Ergebnisse in praktisch einsetzbare Puls-
sequenzen diskutiert. Die mit diesen Pulssequenzen erzielten experimentellen
Ergebnisse werden zum einen mit den theoretischen Voraussagen, zum ande-
ren mit den durch konventionelle Verkiirzung der Mischzeiten erreichbaren

Transferamplituden fiir gleiche Gesamt-Mischzeiten verglichen.

8.1 Theorie

8.1.1 Die optimale Lésung

Es wird ein heteronukleares IS Spinsystem mit einer sklaren Kopplungskon-
stante J betrachtet. Die beiden Spins haben die Offset-Frequenzen v; und
vg. Der entsprechende das System beschreibende Hamilton-Operator hat die

Form
Ho = 2nvil, + 27vgS, + 2w J1,S,. (8.1)

Der zu untersuchende Kohérenzordnungs-selektive Transfer von Inphase-
Kohérenzen ausgehend vom S-Spin zum I-Spin S~ — I~ wird durch folgende

Dichteoperatoren beschrieben:

[p(()) =S — Z’Sy] - [p(T) =1, - ny] . (82)
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Die normierte absolute Transferamplitude fiir eine Mischzeit 7,,;, fiir die-
sen Transfer unter Ausnutzung des Hamilton-Operators (8.1) ist gegeben
durch [48]:

| [p(Tmiz))|

o) = T o

= %Tr{Ier(Tmm)}.

Das Ziel ist es nun, eine optimale Pulssequenz zu finden, die die Trans-
feramplitude 7(7,,) fiir jede mogliche Mischzeit 7,,,;, maximiert. Beruhend
auf Prinzipien der geometrischen Steuerungstheorie wurde in [51] gezeigt, daf
der optimale Hamilton-Operator H,,; in Abhangigkeit der Mischzeit 7, for-

muliert werden mufl und die allgemeine Form

2nJ

mix

7_(ozr)t =

(T21pSy + 1)1y Sy + 1.1,5>) (8.4)
hat. Hierbei wird die gesamte Mischzeit in drei Anteile gemaf
Timiz = To + Ty + T» (8.5)

zerlegt. Es konnte gezeigt werden, dafi gleiche Mischzeit-Anteile wie sie in
der konventionellen Sequenz-Verkiirzung verwendet werden, nicht zu einer
optimalen Transferamplitude fithren. Um die Bedingung der Optimalitat zu
erfiillen, werden die planaren Anteile 7, , in Abhéngigkeit des longitudinalen

T, formuliert:

1 1
To =Ty =TL= 7 arctan (5 tan (J7r7‘z)> . (8.6)

In Abb. 8.1 ist diese funktionale Abhéngigkeit der longitudinalen und
transversalen Mischzeit von der Gesamt-Mischzeit aufgefiithrt. Hierbei wird
deutlich, dafl die Mischzeit-Anteile 7, und 7, zur Erreichung einer fiir al-
le Mischzeiten 7, optimalen Transferamplitude ungleichméfig verdndert
werden miissen, was die Ungiiltigkeit des konventionellen Ansatztes unter-
streicht.

Unter Verwendung dieser anteilméfligen Mischzeiten gem&fl Gleichung
(8.6) ergibt sich fiir jede Gesamt-Mischzeit 7., < 1.5J7! die zugehorige

optimale Transferamplitude als

Nopt (Timiz) = sin (Jr,) sin (J77,) . (8.7)
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ABBILDUNG 8.1: Grafische Darstellung der optimalen Mischzeiten 7, (durchge-
zogene Linie) und 7, = 7, = 7, (gepunktete Linie) als Funktion der Gesamt-
Mischzeit Tiz-
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ABBILDUNG 8.2: Vergleich der konventionellen isotropen Transferamplitude 7;,,
(Theorie: gestrichelte Linie, berechnet nach Gleichung (8.10), experimentelle Da-
ten: offene Punkte) mit der des optimalen Kohé#renztransfers n,,; (Theorie: durch-
gezogene Linie, berechnet nach Gleichung (8.7); experimentelle Daten: gefiillte
Punkte) als Funktion der Gesamt-Mischzeit 7, fiir eine skalare Kopplungskon-
stante J = 213 Hz.
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Die funktionale Abhéngigkeit der Transferamplituden von der Gesamt-
mischzeit 7,,,;, fiir sowohl den optimale Kohérenztransfer nyp:(7mi) als auch
den konventionellen isotropen 7;s,(Tmiz) ist in Abbildung 8.2 gezeigt.

Fiir Mischzeiten 7,,;; > 1.5J 7! ist das Maixmum der Transferamplitude
Nmaz(Tmiz) = 1 invariant gegeniiber der Gesamtmischzeit des Kohdrenztrans-
fers. Dies entspricht dem Erreichen der unitidren Grenze des Kohérenztrans-
fers [48]. Somit bestimmt sich die Mischzeit fiir den zeitoptimalen Kohérenz-

transfer zu

The = 15J71 (8.8)

maix

8.1.2 Vergleich optimaler und konventioneller Losung

Der optimale Hamilton-Operator H,,; erreicht fiir die Mischzeit T,,iy = 7
gemif Gleichungen (8.4-8.6) und Abbildung 8.1 den Grenzwert des isotropen
Hamilton-Operators [52, 53, 54] mit 7, = 7, = T, = Tyiz/3-

2 J
mw:%—@&+@%+@&) (8.9)
Dies entspricht dem bekannten Befund, daf} isotropes Mischen die unitére
Grenze fiir 7,,;, = 1.5J 7! [54] erreicht. Daher ist es es interessant die durch
Gleichung (8.7) gegebene optimale Transferamplitude 7ypt(7ini;) mit der fiir

heteronukleare isotrope Mischexperimente [54]
niso(Tmiz) = Sin2 (WJTmzx/3) . (810)

zu vergleichen.

In Abbildung 8.2 sind die von der Gesamt-Mischzeit abhéngigen Verlaufe
der Transferamplituden fiir diesen beiden Fille (7opt(Timiz) fiir das optima-
le und 7);s0(Timiz) fiir das konventionelle Experiment) grafisch dargestellt.
Um einen besseren Vergleich zwischen den beiden Misch-Experimenten zu
ermoglichen, ist in Abbildung 8.3 das Verhiltnis der Transferamplituden
Nopt/Miso gegen die Mischzeit aufgetragen. Aus dieser Abbildung wird er-
sichtlich, daf} die Transferamplitude des optimalen Misch-Experimentes im

Grenzfall kurzer Mischzeiten 7,,;, << 7. bis zu 12,5¢ hoher ist als die des

mix
konventionellen Experimentes.
Vereinfachend kann der Einflul von Relaxation durch eine zeitabhéngi-

ge exponentielle Ddmpfung mit einer einzigen Relaxationsrate I' beschrieben
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ABBILDUNG 8.3: Grafische Darstellung des Verhéltnisses 7yt /7iso der von der
Gesamt-Mischzeit 7,,,;, abhéngigen Transferamplituden des optimalen und des kon-
ventionellen isotropen Mischexperiments (Theorie: gestrichelte Linie, berechnet
nach Gleichungen (8.5-8.7); experimentelle Werte: Kreuze, mit Fehlerbalken ver-
sehen, die durch das im Experiment auftretende Hintergrundrauschen bestimmt
sind).
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ABBILDUNG 8.4: Gewinn in der maximalen Transferamplitude des Misch-
Experimentes in Abhéngigkeit der Relaxationsrate I' (in Einheiten der skala-
ren Kopplung) gemifl Gleichungen (8.11-8.12) durch Verwendung des optimalen
Hamilton-Operators im Vergleich zum konventionellen isotropen Mischen.
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werden. So ist es moglich aus den durch Gleichungen (8.7, 8.10) gegebenen
ungedédmpften Transferamplituden die Maxima der entsprechenden geddmpf-

ten Transferamplituden zu bestimmen:

n(g?)atlx(Tmiz) = Inax {nopt (Tmlz) - €Xp (_FTmm)} ) (811)
Mo (Tniz) = MAX {Niso(Tmiz) - €XP (=" Tpniz) } - (8.12)
Wiederum der besseren Vergleichbarkeit wegen wird in Abbildung 8.4 das

max /,,max
opt / Niso

Funktion der Relaxationsrate I' fiir einen Bereich 0 < I' < 7J dargestellt.

Dem Graphen kann man entnehmen, dafl im Falle von Relaxationsraten im

Verhéltnis dieser Maxima der geddmpften Transferamplituden 7 als

Bereich I' = 2J der maximale Gewinn durch Verwendung des optimalen
Hamilton-Operators ca. 6% gegeniiber dem konventionellen Ansatz betrigt,
fiir Relaxationsraten I' > 5.J {ibersteigt der Gewinn in der maximalen Trans-
feramplitude bereits 10§ .

8.2 Experimente

Um die theoretischen Voraussagen zu iiberpriifen, wurden der durch Glei-
chung (8.4) definierte optimale H,,; und der durch Gleichung (8.9) gege-
bene isotrope Hamilton-Operator H,;,, unter Verwendung eines Modell IS-
Spinsystems implementiert. Das Modell-System wird durch den natiirlichen
13CH-Anteil von Chloroform (70 CHCI3 geldst in in Acteon-d6, T=298 K)
mit einer skalaren Kopplung von J = 213 Hz représentiert. Im Folgenden

werden *C-Kerne als S-Spin und die Protonen als I-Spin bezeichnet.

8.2.1 Diskussion der Pulssequenz

Die zur Messung der Transferfunktionen verwendete Pulssequenz ist in Ab-
bildung 8.5 gezeigt. Die Inphase-Kohérenz des S-Spins wurde durch hetero-
nuklearen NOE-Transfer mit anschlieBendem (7/2),(S)-Puls prépariert. Der
sich vor diesem Puls befindende Gradient zerstort die zu diesem Zeitpunkt
vorhandene transversale Magnetisierung, d.h. die durch den Puls erzeug-
te xz-Magnetisierung wird nicht verunreinigt (“Spoil Gradient”). Das hete-
ronukleare Kohérenzordnungs-selektive Transfer-Echo [55, 56] wurde durch
einen vor den Transfer-Block plazierten defokussierenden und einen nach dem

Transfer refokussierenden Gradienten realisiert. Dariiberhinaus wird so das
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ABBILDUNG 8.5: Pulssequenz zur Implementierung des Kohérenzordnungs-
selektiven Inphase Transfers: (a) zyz-ICOS-CT Sequenz [57] und (b) vereinfachte
Sequenz fiir Offset-Frequenzen v; = vg = 0 Hz. Die Mischzeiten fiir den optima-
len Transfer werden durch Gleichung (8.6) definiert. Die konventionelle isotrope
Pulssequenz wird durch die Mischzeiten 7, = 7, = 7, = Tyn5/3 erreicht.
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Signal der '2CHCIls-Protonen unterdriickt, weil hier der letzte Gradient die
transversale Magnetisierung der 2C-gebundenen Protonen dephasiert, jedoch
die der '3C-gebundenen refokussiert (vor Transfer-Beginn ist keine transver-
sale Protonen-Magnetisierung vorhanden, die durch den Transfer erreichte
liegt jedoch dephasiert vor und wird durch diesen Gradienten rephasiert).
Die Protonen-Signale werden unter Entkopplung von Kohlenstoff aufgenom-
men. In dem bisher noch nicht niher diskutierten mittleren Block (vergl. die
graue Box in Abbildung 8.5) kénnen nun verschiedene Pulssequenz-Elemente
verwendet werden, um ihre Transfer-Eigenschaften beziiglich des Inphase-

Transfers zu messen.

Experimentelle Transfer-Blocks, die den optimalen Misch-Hamiltonian
H,pt implementieren, kénnen von bekannten Pulssequenz-Elementen [57] da-
durch abgeleitet werden, daf8 die Mischzeiten 7., 7, und 7, geméf Gleichung
(8.6) angepafit werden. In den durchgefiihrten Experimenten wurde die zyz-
ICOS-CT Pulssequenz (vergl. Abildung 8.5.a und [57]) als Basis fiir die op-
timalen und isotropen Misch-Sequenzen gewéhlt. Man beachte, dafl diese
Sequenz selbst fiir Mischzeiten 7, = 7, = 7, nur dann einen wirklich isotro-
pen Hamilton-Operator implementieren wiirde, wenn am Ende der Sequenz
ein (m/2),(S)-Puls gefolgt von einer (7w/2),(S)-Rotation eingefithrt werden
wiirde. Jedoch haben diese Pulse fiir die Messung des Transfers von S~ (oder
ST) — I~ keinen Einfluf} auf die Transfereffizienz und kénnen daher ausgelas-
sen werden. Desweiteren wurde auch die Anzahl der Pulse auf ein Minimum
beschriankt, um weitere experimentelle Imperfektionen auszuschliefen (z.B.
die Bj-Inhomogenitiaten der RF-Spulen). Da die Offsetfrequenzen der beiden
Spins im IS-System auf 0 Hz (d.h. v; = vg = 0 Hz) gesetzt werden konnen,
entfillt die Notwendigkeit, die durch die Offset-Terme in H, auftretenden
Effekte durch die sechs m-Pulse zu refokussieren. Da allerdings in dem so
modifizierten Experiment eine ungerade Anzahl von 7-Pulsen pro Kanal ent-
fernt wurde (vergl. Abbildung 8.5.b, es werden drei m-Pulse pro Kanal ausge-
lassen), kehrt sich die Kohdrenzordnung um, d.h. der stattfindende Transfer
entspricht S* — IT anstatt dem gewiinschten Transfer S* — I*. In den
durchgefiithrten Experimenten wurde diese Tatsache dadurch kompensiert,
daBl das Vorzeichen des Refokussierungs-Gradienten vor der Detektion inver-
tiert wurde. Eine andere Md6glichkeit wire es gewesen, die Phase des letzten

(m/2)(I)-Pulses zu invertieren, um den TransferS* — I+ zu erreichen.



94

Zeit-optimaler Inphase-Transfer in IS-Spinsystemen

(a) (b) (c)

ABBILDUNG 8.6: 'H-NMR-Spektren von '*CHCI3 nach optimalem (linkes Signal)
und isotropem (rechtes Signal) Kohrenzordnungs-selektiven Inphase Transfer aus-
gehend von 3C unter Verwendung von Mischzeiten 7, (a) 1,76 ms= 0.2677%,,,
(b) 3,52 ms= 0.5157,},.., (c) 5,28 ms= 0.7887 .. und (d) 7,04 ms= 7,

m miz

(d)

T

8.2.2 Diskussion der Ergebnisse

Um die Mischzeit-abhéngigen Transferkurven fiir sowohl den optimalen als
auch isotropen Inphase-Transfer zu messen, wurden NMR-Spektren fiir 47
verschiedene Mischzeiten 7,,,;, < 7,7.. mit je 42 Scans und einem Relaxations-
Delay von 30s aufgenommen. In Abbildung 8.6 werden beispielhaft Spektren
fiir Mischzeiten Tinip = (1/4)750 Tmiz = (1/2)T)0s Tmie = (3/4)Th,., und
Tmiz = Tomiz g€zeigt. Um die Effizienz des Transfers zu quantifizieren, wurden
die entprechenden Signale integriert und auf einen direkt erzeugten Zielzu-
stand normiert (d.h. die Werte liegen im Bereich [0,1] und sind direkt mit den
berechneten Transferamplituden 7 vergleichbar). In Abbildung 8.2 sind diese
Intergrale fiir den Fall des optimalen Transfers als Punkte, fiir den des isotro-
pen Transfers als Kreise eingetragen. Man sieht eine gute Ubereinstimmung
zwischen den theoretischen und experimentellen Werten. Um einen besse-
ren Vergleich der relativen Transferamplituden der beiden Pulssequenzen zu
ermoglichen, sind diese in Abbildung 8.3 aufgefiihrt. Die dort eingezeichneten
Fehlerbalken berechnen sich aus dem Signal/Rausch-Verhéltnis, das durch-
aus die Intergrale beeinflussen kann. Wiederum kann man eine gute Uber-
einstimmung zwischen Theorie und Experiment feststellen. Die vorhandene
systematische Abweichung fiir kleine Mischzeiten kénnen einer unvollstandi-

gen Unterdriickung der *?CHCI3 Protonen-Signale zugeschrieben werden. Es
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wurden keine weiteren Versuche unternommen, diese verbleibenden Artefakte

zu korrigieren.

8.3 Schluf3folgerung

Es konnte gezeigt werden, dafl sich die Prinzipien der geometrischen Steue-
rungstheorie nicht nur zur Ableitung der bestmoglichen Kohérenztransfer-
Amplituden fiir Spinsysteme aus zwei gekoppelten Spins anwenden lassen
[50], sondern sich diese Erkenntnise auch experimentell verifizieren lassen.
Verglichen mit konventionell eingesetzten Experimenten (isotropes Mischen)
wurden Verbesserungen der Transferamplituden des Inphase-Transfers S~ —
I~ in IS-Spinsystemen von bis zu 12,5% vorausgesagt und experimentell
bestatigt. Mit den durchgefithrten Experimenten wurde dariiberhinaus ge-

zeigt, daf} bereits existierende Pulssequenz-Elemente durch einfache Anpas-

sungen der experimentellen Parameter in zeitoptimale Pulssequenzen iiberfiihrt

werden konnen.

Selbst geringe Verbesserungen der Transferamplituden eines Transfer-
Blocks kénnen in der Praxis von grofler Bedeutung sein, insbesondere wenn
mehrere solcher Transferschritte in einem Experiment sequentiell durchgefiihrt
werden sollen. So kann die insgesamt benétigte Mefzeit eines Experimen-
tes mit drei aufeinander folgenden Kohérenzordnungs-selektiven Inphase-
Transfer Schritten ohne Verlust an Gesamt-Sensitivitdt um mehr als 25%
(50%") verringert werden, wenn jeder dieser Transfer-Schritte eine um 5¢
(12,5%) verbesserte Transfer-Amplitude aufweist.

Diese Untersuchung zeigt dariiber hinaus, dafl die iibliche Strategie der
linearen zeitlichen Stauchung zur Minimierung der Einfliisse von Relaxation
zu nicht optimalen Transfer-Eigenschaften fiihrt. Generell ist es nicht ausrei-
chend, einfach die Misch-Perioden eines Transferschrittes zu verkiirzen, um
einen Kompromif} zwischen Kohéhrenztransfer und durch Relaxation beding-
ten Verlusten zu finden. Unter Umstéinden mufl die Pulssequenz modifiziert
werden, um die maximal mogliche Transferamplitude zu erreichen.

In den in diesem Kapitel diskutierten Sequenzen wurde der Einflufl von
Relaxation der Einfachheit halber als eine exponentielle Dadmpfung mit ei-
ner einzigen Relaxationsrate I' dargestellt. Durch diese Betrachtung wird die

Tatsache vernachlissigt, dal es Terme im Dichteoperator eines Spinsystems
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gibt, die langsamer als andere relaxieren. Wie in Kapitel 6 gezeigt, kann
man durch Einschlufl konkreter Relaxationsmechanismen auf quantenmecha-
nischer Basis bereits wihrend der Entwicklung von Pulssequenzen weitere

Sensitivititsgewinne erreichen.



Kapitel 9

Zeitoptimale Implementierung
eines SWAP(1,3)-Gatters

Wie bereits in Kapitel 8 gezeigt, kann man durch Anwendung der geo-
metrischen Optimale-Kontroll-Theorie die Transfereigenschaften von Puls-
sequenzen erheblich verbessern. In diesem Kapitel wird die Implementierung
einer zeitoptimalen geodétischen Pulssequenz fiir ein linear gekoppeltes 3-
Spinsystem vorgestellt (vergl. auch die in Kapitel 5 vorgestellten numerischen
Simulationen beziiglich dieser Kopplungtopologie).

Die Motivation, eine zeitoptimale Pulssequenz zu verwenden, wurde be-
reits in Kapitel 8 erwidhnt. Im Allgemeinen versucht man die Sensitivitit
eines Experimentes dadurch zu maximieren, dal man die diesem Ziel entge-
gengesetzten Einfliisse minimiert. Da einer der wichtigsten Effekte, die die
Sensitivitdt eines NMR-Experimentes herabsetzen, das Relaxationsverhal-
ten eines molekularen Systems ist, ist es erstrebenswert, den gewiinschten
Kohérenztransfer in moglichst kurzer Zeit durchzufithren (es gehen weni-
ger Informationen durch Dekohérenz verloren). Durch quantenmechanische
Betrachtungen unter Vernachlédssigung von Relaxation kann man nun die
unitdre Grenze 7,,; eines Kohirenztransfers fiir ein bestimmtes System fin-
den [58, 59]. Beziiglich der Entwicklung zeitoptimaler NMR-Experimente ist
die Kenntnis der maximalen Transferamplitude nur eine Teilinformation, es
fehlt weiterhin die Information, welches die kiirzest mogliche Zeit ist, in der
man diesen maximalen Kohérenztransfer erreichen kann. Durch die inhérente
Quantendynamik eines Spinsystems, welche durch die Kopplungseigenschaf-
ten der Kernspins definiert wird, muf} es eine Zeit geben, deren Unterschrei-

tung die Transferamplitude 7 in einen zeitabhéngigen Bereich mit 1 < 1y
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iiberfiihrt (vergl. Kapitel 5-6). Eine Pulssequenz, die die unitidre Grenze des
Kohérenztransfers fiir die minimal notwendige Zeit erreicht, bezeichnet man
als zeitoptimal. Speziell in der Quanteninformatik ist die Verfiigharkeit zeit-
optimaler Operationen von groflem Interesse, weil der Informations-Verlust
jeder Operation durch z.B. Dekohérenz die generelle Brauchbarkeit eines
Quantenalgorithmus einschrénkt.

Ein in der Quanteninformatik haufig auftretendes Problem ist die Erzeu-
gung trilinearer Propagatoren [64, 65, 66]. Diesbeziigliche zeitoptimale Losun-
gen wurden fiir eine linear gekoppelte Spinkette fiir Spin 1/2-Teilchen theore-
tisch abgeleitetet [62]. Konventionelle Ansétze zur Erzeugung der benétigten
Hamilton-Operatoren beruhen auf der Entkopplung bestimmter Spinbezie-
hungen wahrend der Pulssequenz. Dies erweist sich als zeitlich uneffizient.
Man kann nun diese konventionellen Pulssequenzen verbessern, indem man
die Notwendigkeit der Entkopplung aufhebt, wodurch die Sequenz erheb-
lich verkiirzt werden kann. Verwendet man nun die geometrische Optimale-
Kontroll-Theorie zur Losung des Problems, so kann man Sequenzen ent-
wickeln, deren Zeitoptimalitéit gezeigt werden kann.

In diesem Kapitel wird die praktische Implementierung dieser Sequenzen
vorgestellt. Hierbei muBten einige Anderungen eingefiithrt werden, die einen
grofleren Bereich von Offset-Frequenzen der Kerne erlaubt. Diese breitban-
digen Pulssequenzen werden hierbei sowohl durch numerische Simulationen

als auch durch experimentelle Daten charaktersiert.

9.1 Theorie

9.1.1 Grundlagen

Als zu Grunde liegendes Spinsystem wird eine Kette von drei heteronuk-
leraren Spins mit einer Kopplungstopologie J;92 = Jo3 = J und J13 = 0
angenommen. Die einzelnen Kerne besitzen die Resonanz-Frequenzen vy, vy
und v3. Im mehrfach rotierenden Koordinatensystem [63] ergibt sich der freie

Evolutions-Hamiltonian Hg zu

Ho = Heoup + Hosrs (9.1)
wobei der Anteil der skalaren Koppung Hcoup durch

Heowp = 2mJ 1115, + 27T 5, 13, (9.2)
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und der Offset-Hamiltonian H,g durch
Hoff = 271'7/1]12 + 27TVQIQZ + 27TV3jgz (93)

gegeben ist. Der Hamilton-Operator (9.1) gilt auch fiir den Fall, da§ der
erste und dritte Kernspin homonuklear sind, wihrend nur der zweite Kern
heteronuklear ist.

Fiir viele Anwendungen in der NMR-Spektroskopie und Quanteninforma-
tik [64, 65, 66] ist es erstrebenswert, trilineare effektive Hamilton-Operatoren

der Form
Hopy = 205 110 lopls, (9.4)

zu erzeugen. Hierbei sei {a, 3,7} € {z,y,2} und J&k eine effektive trilinea-
re Kopplungskonstante. Die Generierung eines solchen effektiven Hamilton-

Operators ermoglicht die Implementierung trilinearer Propagatoren der Form
Uppy (k) = exp{—1k 21 I1412513,} (9.5)

in einer Zeit

K
eff *
‘]123

T =

(9.6)

Beispielsweise benotigt die Implementierung eines Ay-Gatters [67] die Erzeu-
gung eines trilinearen Propagators U,,.(1). Indirekte SWAP-Gatter konnen
nun (vide infra) durch die trilinearen Propagatoren U,.,(1), U,.,(1) und
U.,..(1) erzeugt werden [62].

9.1.2 Diskussion der Pulssequenzen

Das Ziel einer SWAP-Operation ist es im Allgemeinen den Inhalt zweier
Qubits auszutauschen ohne dabei die Inhalte weiterer Qubits zu beeinflus-
sen. In der NMR-Quanteninformatik werden die Werte eines Qubits durch
die moglichen Zustéinde des magnetischen Kernmoments dargestellt, was die
Zielsetzung eines SWAP-Gatters als Austausch der Spinzustédnde zweier Ker-
ne formulieren 148t. Hierbei werden die M&glichkeiten der Implementierung
einer solchen Operation dadurch erschwert, wie sich diese Spinzusténde durch
ein Spinsystem bewegen lassen. Es kommen nur physikalischen Pfade in Frage

wie z.B. die Ausnutzung der Fermi-Kontakte der Kerne mit den Elektronen
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ABBILDUNG 9.1: Erzeugung einer indirekten SWAP(1,3)-Operation durch se-
quentielle Anwendung direkter SWAP-Operationen geméf Gleichung (9.7).

(manifestiert in skalaren Kopplungen). Im Falle einer SWAP(1,2)-Operation
ist die Umsetzung recht unproblematisch, weil bei der Verwendung zwei-
er direkt gekoppelter Spins der Bedarf an intermediérer Spins als temporére
Register entfallt, deren urspriinglicher Spinzustand wieder hergestellt werden
muB. Diese sog. direkten SWAP-Gatter sind Gegenstand aktueller Forschung
(68, 69, 70].

Da die in der NMR-Quanten Informatik verwendeten Spinsysteme immer
mehr Spins (Qubits) enthalten, ist es nun von Interesse SWAP-Operationen
zu entwickeln, die es ermoglichen auch die Zustdnde entfernter Spins aus-
zutauschen. Eine Moglichkeit dieses Ziel zu erreichen ist es, direkte SWAP-
Gatter sequentiell so anzuwenden, dal nach der Operation nur die Zusténde
der gewiinschten Spins vertauscht sind. Im Falle eines 3-Spinsystems konnte
man eine SWAP(1,3)-Operation z.B. durch drei sequentielle direkte SWAP-
Gatter erreichen (vergl. auch Abbildung 9.1):

SWAP(1,3) = SWAP(L,2) x SWAP(2,3) x SWAP(L, 2) (9.7)

Hierbei ist die Dauer der gesamten Operation durch 3 -3/2J = 4.5/J gege-
ben. Erhéht sich nun die Zahl der beteiligten Kernspins, so wird eine solch
sequentielle Implementation immer mehr Zeit benttigen und daher sehr viel
anfélliger fiir Informationsverluste durch Relaxation.

Um diesen Effekt zu minimieren, ist es erstrebenswert, die Erzeugung des
trilinearen Propagators (9.5) zeitlich zu verkiirzen und im Grenzfall zeitop-
timal zu gestalten. In Abbildung 9.2 ist die konventionelle Implementierung
dieses Propagators gezeigt. Man erkennt deutlich zwei Perioden A; und A,
wéhrend denen selektiv je eine Kopplung aufgehoben wird (J;3 wihrend A

bzw. Jio wiahrend A,). Die Gesamtdauer dieser Pulssequenz betréigt allge-
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mein

24+ kK

TA(H):Q'AI_'_AZ:T;

(9.8)

bzw. fiir den Fall des fiir ein SWAP-Gatter benétigten trilinearen Propagators
mit Kk =1
3

TA(l) = ﬂ

(9.9)

Eine erste Verbesserung l&t sich dadurch erzielen, dal man die Notwen-
digkeit der partiellen Entkopplung des Spinsystems authebt. Die entspre-
chende Pulssequenz ist in Abbildung 9.3 gezeigt. Ein weiterer Vorteil dieser
Sequenz liegt in der Tatsache, dal man nun die die Kerne I 3 bedienenden
RF-Kanile nicht mehr benotigt. D.h. in dem Falle, dafl diese Kerne homonu-
klerar sind, entféllt der Einsatz selektiver Pulse, die noch in der in Abbildung
9.2 gezeigten Pulssequenz notig sind. Der gesamte Zeitbedarf der Erzeugung

eines trinlinearen Propagators mittels dieser Pulssequenz betréigt allgemein

1+k

T(K) =2 A1+ Dy = (9.10)
bzw. fiir den Fall des fiir ein SWAP-Gatter benétigten trilinearen Propagators
mit Kk =1

T8(1) = l (9.11)

J

was einer Verringerung der Gesamtdauer auf 66,6% gegeniiber der konven-
tionellen Pulssequenz bedeutet.

In [62] konnte jedoch gezeigt werden, dal die in Abbildung 9.4 gezeigte
Pulssequenz zeitoptimal ist. Hierbei wird die Magnetisierung des Kerns auf
einer geodétischen Bahn kontrolliert bewegt, welcher der kiirzest moglichen
entspricht. Hierbei errechnet sich der Zeitbedarf der Sequenz im allgemeinen
Falle zu

K- (4—K)

To(k) = A1 = YA (9.12)

bzw. fiir den Fall des fiir ein SWAP-Gatter benétigten trilinearen Propagators

mit Kk =1

To(1) = X2, (9.13)
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ABBILDUNG 9.2: Die konventionelle Pulssequenz, schmalbandige Implementie-
rung des Propagators U, ... Die angegebenen Delays sind definiert als 73 = 1/8J,
71 =1/4J, Ay =1/2J, 70 = £/8J, 7% = K/4J, Ao = Kk /2.
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ABBILDUNG 9.3: Die verbesserte Pulssequenz, schmalbandige Implementierung
des Propagators U, ... Die angegebenen Delays sind definiert als A; = 1/4J, Ay =
k/2J. Der Winkel des schraffiert dargestellten Pulses ist 7x/2.

1
-y X
- X
| 2227222222722

ABBILDUNG 9.4: Die zeitoptimale Pulssequenz, schmalbandige Implementierung
des Propagators U, ... Das angegebene Delay ist Ay = \/k(4 — k)/2J). Die Winkel
der grauen und weilen schraffierten Pulse sind 7 (2 — k) bzw. 7 (2 — k/2). Die
RF-Amplitude des grauen schraffierten Pulses ist (2 — k)J/v/k(4 — K).
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ABBILDUNG 9.5: In Abhéngigkeit von x erzeugen die Pulssequenzen bestimmte
effektive Kopplung J¢. Diese ergeben sich unter Verwendung von Gleichung (9.6)
und den Gleichungen (9.8, 9.10, 9.12). Gezeigt sind die effektive Kopplungskon-
stanten fiir angenommene Einheitskopplungen Ji3 = Jog = 1 Hz, die von der kon-
ventionellen Pulssequenz (gepunktet), der verbesserten Pulssequenz (gestrichelt)
und der zeitoptimalen Pulssequenz (durchgezogen) erzeugt werden.

Dies entspricht einer Reduktion der Dauer auf 57,7¢ der konventionellen
bzw. auf 86,6% der verbesserten Pulssequenz.

Nachdem nun der Zeitbedarf der einzelnen Sequenzen bekannt ist, kann
man die in Gleichung (9.4) angefiihrte effektive Kopplungskonstante fiir einen
Bereich von x unter Verwendung der Gleichungen (9.8, 9.10, 9.12) berechnen.
In Abbildung 9.5 sind die entsprechenden Kurven gezeigt. Deutlich erkennt
man die von der konventionellen iiber die verbesserte hin zur zeitoptimalen
Sequenz ansteigende Skalierung der Kopplungskonstante.

Mit diesen Bausteinen kann man nun den fiir ein indirektes SWAP(1,3)-
Gatter benotigten Gesamt-Propagator

Usor = Upzz Z/{yzy U... eXp(ZgIZz)- (914)

erzeugen. Hierbei fillt auf, dafl die Sub-Propagatoren stets vom Typus U,
sind, d.h. nur die Phasen der I; 3-Kerne miissen durch Rotationen der ent-
sprechenden Referenz-Koordinatensysteme angepafit werden. In Abbildung
9.6 ist das prinzipielle Vorgehen gezeigt.

Durch diese Art der Verkettung der in den Abildungen 9.2-9.4 gezeig-
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ABBILDUNG 9.6: Allgemeine Vorgehensweise, um individuelle Pulssequenz-
Elemente, die trilineare Propagatoren U, ,, erzeugen, durch Rotationen der ent-
sprechenden I 3-Referenzsysteme in eine Sequenz trilinearer Propagatoren Uyq
mit @ = {z,y,x} zu iberfithren. Diese Abfolge dreier trilinearer Propagatoren ist
fiir die Erzeugung eines indirekten SWAP(1,3)-Gatters gemifl Gleichung (9.14)
notig.

ten Bausteine entstehen notwendigerweise zusammengesetzte Pulse an den
Ubergingen von einem Baustein zum néchsten. Man kann nun diese entste-
henden Komposit-Pulse durch einen Puls neuer Phase und eine z-Rotation
ersetzen. Diese z-Rotationen um den Winkel ¢ konnen nun durch die Puls-
sequenz geschoben werden, indem man die Phasen der “iiberholten” Pulse
um —¢ korigiert. Schliefflich kann man diese nun am Ende der Sequenz ste-
henden z-Rotationen zu einer einzigen zusammenfassen und entweder die
Receiver-Phase so anpassen, dafl diese Rotation kompensiert wird, oder in
einen zusammengesetzten Puls zuriickverwandeln. Wendet man diese Vor-
gehensweise auf die drei bisher besprochenen Bausteine an, so erreicht man
eine wesentlich geringere Anzahl an notwendigen Pulsen und kann so die
experimentellen Fehler reduzieren.

Nun hat man eine Pulssequenz zur Verfiigung, die den fiir die SWAP(1,3)-
Operation bendtigten Propagator (9.14) erzeugt. Da jedoch bisher wéhrend
der freien Entwicklungsphasen auf eine Refokussierung der chemischen Ver-
schiebungen verzichtet wurde, besitzen die Experimente ein sehr schlechtes
Verhalten fiir Kerne, deren Resonanz-Frequenzen von der Trégerfrequenz ab-
weichen. Um nun breitbandige Varianten der Pulssequenzen zu erhalten, kann
man in den Féllen, in denen tatséchlich freie Evolutionsperioden vorhanden

sind, m-Pulse zur Refokussierung einfiihren.
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ABBILDUNG 9.7: Breitbandige Variante zur Erzeugung einer SWAP(1,3)-
Operation geméf Gleichung (9.14) auf Basis des Bausteines zur Erzeugung trili-
nearer Propagatoren aus Abbildung 9.3 unter Verwendung eines [5.S-Spinsystems.
Die angegebenen Delays sind wie folgt definiert: A; = 1/8J und Ay = k/4J. Der
schraffierte Puls ist von x abhéingig: Fiir £ < 1 betrégt der Pulswinkel (1 — k)m/2
und fiir k > 1 (k — 1)7/2. Im idealen Falle des SWAP(1,3)-Gatters ist x = 1, was
einem Winkel von 0 entspricht, d.h. dieser Puls kann ausgelassen werden

Im Falle des konventionellen Pulssequenz-Bausteins (Abbildung 9.2) fiihrt
die Anwendung der eben besprochenen Vorgehensweisen zu einer recht lan-
gen Pulssequenz; daher wird hier auf eine bildliche Darstellung dieser Se-
quenz verzichtet. Wendet man diese Vorgehensweise auf den verbesserten
konventionellen Pulssequenz-Baustein (Abbildung 9.3) an, so erhilt man die
in Abbildung 9.7 gezeigte Pulssequenz, die den Propagator (9.14) vollstindig
implementiert.

Betrachtet man den zeitoptimalen Baustein (Abbildung 9.4), so erkennt
man, daf} in diesem Falle keine Perioden freier Evolution vorhanden sind, d.h.
diese Sequenz kann nicht ohne weiteres den iiblichen Schemata zur Refokus-
sierung der chemischen Verschiebung unterworfen werden. Dariiberhinaus ist
die Einstrahlleistung dieses geodétischen Pulses gering, was auch die Anre-
gungsbandbreite der Sequenz einschrénkt. Daher ist es erstrebenswert diese
zeitoptimale Losung so zu gestalten, dafl sowohl die chemische Verschiebung
refokussiert als auch die Einstrahlleistung erhoht werden kann. Anstatt die
Kopplungsentwicklung und Rotation innerhalb eines Pulses zu kombinieren,
kann man dies ebenfalls durch eine Serie kurzer harter Pulse und freier Ent-
wicklungsperioden erreichen. In Abbildung 9.8 ist das prinzipielle Vorgehen
beispielhaft gezeigt. Die Gesamtrotation um den Winkel o wird durch n ein-
zelne Rotationen um den Winkel o/ ersetzt, so dafi gilt
, o«

N-n’
wobei N der Anzahl Pulse pro Basiszyklus und n der Anzahl Basiszyklen ent-
spricht. Fir A, /(N -n) < 1/J ist die Entwicklung des Spinsystems durch die

a (9.15)
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ABBILDUNG 9.8: Expansion des geodétischen Pulses durch eine Folge harter Pul-
se. Der Grundzyklus der Expansion bestimmt sich durch den Phasenzyklus der in
die entstehenden freien Entwicklungsperioden zur Refokussierung der chemischen
Verschiebung eingefiigten m-Pulse. In dem gezeigten Falle wird ein MLEV-4-Zyklus
verwendet, andere sind aber ebenfalls moglich. Soll der geodétische Puls eine Ge-
samtrotation um den Winkel o implementieren, so errechnet sich der Winkel der
harten Pulse zu o/ = a/(N - n), wobei N derAnzahl Pulse des Basiszyklus ent-
spricht und n der Anzahl Wiederholung dieses Basiszyklus.

in Abbildung 9.8 gezeigten Sequenzen identisch, falls die Spins on-resonance

sind. Selbst fiir Offset-Frequenzen Av > J stellt die Expansion eine sehr gute

Néherung fiir den geodétischen Puls dar, falls A; /(N -n) < 1/Awv. Sind die-

se Bedingungen erfiillt, so kann man die urspriingliche Entwicklungsperiode

durch N -n Perioden der Léange
Ay

" Non

A (9.16)
ersetzen, d.h. man nahert den urspriinglich fiir den geodétischen Puls ange-

nommenen Propagator
U, = exp (1l — 1A1Hyp) (9.17)

durch eine Produktsumme von Propagatoren der paarweisen freien Evolution

und Rotation geméaf3

n+N

Uv = T] exp(lapa’) - exp(—1AiHo). (9.18)
1

Durch dieses Vorgehen erreicht man die Verwendung harter Pulse mit hoher
Anregungsbandbreite und die Entstehung freier Evolutionsperioden, die nun
wiederum dazu genutzt werden kénnen, die Entwicklung der chemischen Ver-

schiebung durch Einfithrung von 7-Pulsen zu refokussieren. Hierbei kénnen



9.2 Experimente

107

[ X =x-x X ] y[x-x-x X] -y[x-x-x x| y-x
« TN 1 DRRD [ RHHD ||
o a o

'ymx - mx -

IR i

% -xFx1x

i

C R 2 =

1 1

‘-

ABBILDUNG 9.9: Breitbandige Variante zur Erzeugung einer SWAP(1,3)-
Operation geméf Gleichung (9.14) auf Basis des Bausteines zur Erzeugung trili-
nearer Propagatoren aus Abbildung 9.4 unter Verwendung eines [5.5-Spinsystems.
Hierbei wurde der geodétischen Puls durch zwei des in Abbildung 9.8 gezeigten
Zyklus ersetzt. Der Pulswinkel ergibt sich zu o/ = /8 = (2 — k)7/8, die freien
Entwicklungsperioden entsprechen A} = A;/8.

nun verschiedene Phasenzyklen verwendet werden, die experimentelle Imper-
fektionen reduzieren, z.B. MLEV-N-Zyklen mit N = 21,

In Abbildung 9.9 ist eine mogliche Pulssequenz gezeigt, die die Bedingun-
gen fiir diese Naherung erfiillt. Hierbei werden zwei Basiszyklen (d.h. N = 2)
mit n = 4 verwendet, wobei die Phasen der zur Refokussierung verwendeten
m-Pulse einem MLEV-4-Zyklus entsprechen. Somit ergibt sich der Pulswinkel

zu

, a 2r—0/2) (2—kK)7
o = o= e (9.19)

Die freien Entwicklungsperioden zwischen diesen Pulsen betragen entspre-

chend A} = A,/8.

9.2 Experimente

Um das von der Theorie vorausgesetzte linear gekoppelte Spinsystem experi-
mentell zu realisieren, wurde die rotationsgehinderte Amidgruppe von [*NJ-
Acetamid (vergl. Abbildung 9.10) mit einem Anreicherungsgrad von 95% °N
verwendet. In Tabelle 9.1 sind die wichtigsten NMR-Daten dieses Systems
zusammengefafit. Wie man erkennen kann, sind die 'Jy z-Kopplungen so-
wohl hinreichend dhnlich als auch grof§ genug im Vergleich zu den restlichen

Kopplungen, um eine lineare Kopplungstopologie darzustellen.
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ABBILDUNG 9.10: Als Modellsystem wird in den Experimenten die rotations-
gehinderte Amidgruppe von [??N-95%]-Acetamid verwendet. Die innerhalb dieses
Kapitels verwendete Nummerierung der Protonen ist in Klammern angegeben.

Spin N H! H? H?
v [Hz] 6705,08 4071,31 4429,15 -

}
Jy, [Hz] - 88,79 87,26 12
Jm, [Hz]  88.79 - 29 07
Jy2, [Hz] 87,26 2,9 - 00
Jps, Hz] 12 0,7 00 -

TABELLE 9.1: Relevante NMR-Daten von [!°N]-Acetamid. Die !Jy -
Kopplungen sind #dhnlich und grofl genug gegeniiber den restlichen Kopplungen,
um die von der Theorie geforderte lineare Kopplungstopologie zu erfiillen.

direkt Mischzeit (th) [ms] Mischzeit (exp) [ms]
konventionell 517,23 399,41
DIPSI 172,41 152,52

indirekt Mischzeit (th) [ms] Mischzeit (exp) [ms]
konventionell 51,12 50,88
verbessert 34,08 33,06
geodétisch 29,52 27,99

TABELLE 9.2: Benotigte Mischzeiten einer SWAP(1,3)-Operation durch verschie-
dene Pulssequenzen. Die Werte beziehen sich auf den jeweilig zu erreichenden
maximalen Transfer. Die experimentellen Mischzeiten (exp) liegen unterhalb der
theoretischen (th), weil sich das Maximum der Transferkurven durch Relaxations-
einfliisse zu kiirzeren Mischzeiten verschiebt. Diese Verschiebung ist umso grofler,
je langer die Mischzeit der entsprechenden Sequenz ist.
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Da das experimentelle System noch eine direkte ' Jz ;-Kopplung aufweist,
besteht die Moglichkeit diese zur Implementation eines direkten SWAP(1,3)-
Operation auszunutzen. Hierzu wurde sowohl homonukleares isotropes Mi-
schen (DIPSI) [71] als auch die in [68] vorgeschlagene Sequenz (konventionel-
les direktes SWAP(1,2)-Gatter) verwendet. Da die direkte Kopplung jedoch
sehr klein ist, ergibt sich fiir beide Sequenzen eine sehr lange Mischzeit. Im
Falle des Acetamids sind die theoretisch idealen Mischzeiten in Bereichen,
in denen Relaxation bereits starke Einfliisse zeigt. Dies kann man daran er-
kennen, dafl die in Tabelle 9.2 angegebenen Zeiten fiir das Erreichen des
Maximums der experimentellen Aufbaukaurven erheblich kiirzer sind, als die
theoretisch (ohne Beriicksichtigung von Relaxationseinfliissen) fiir den maxi-
malen Transfer bendtigten.

Aus Griinden der besseren Vergleichbarkeit werden die Pulssequenzen
durch den Transfer [0(0) = I,(H')] — [0(tmiz) = I.(H?)] charakterisiert.
Die Anwendung eines SWAP-Gatters vertauscht nun detektierbare Magne-
tisierung des Spins H' mit undetektierbarer des Spins H?, wodurch die
Effizienz durch Intergration des Antwortsignals quantifiziert werden kann.
Normiert man dieses Intergral auf das der direkten Anregung, so liegt die
Transferamplitude in n € [0, 1], wodurch die Ergebnisse direkt mit den ent-
sprechenden Simulationen fiir das dieser Transferamplitude entsprechende
Skalarprodukt

1 = (0(7p)12) (9.20)

vergleichbar sind.

9.2.1 Direkte und schmalbandige indirekte SWAP-Gat
ter

In Abbildung 9.11 sind die Simulationsergebnisse der schmalbandigen Puls-
sequenzen gezeigt. Die Simulationen wurden unter der Annahme des Spinsy-
stems der Amidgruppe fiir ein statisches Magnetfeld von 14,09 T (v ., =
600 MHz) durchgefiihrt. In der Abbildung ist die Abhéngigkeit der Sequen-
zen vom Parameter k gezeigt. Alle Sequenzen sollten die SWAP-Operation
fir kK = 1 implementieren, was durch die Simulationen bestétigt wird. Die

Schwankungen der Transferamplituden fiir £ # 1 unterstreichen recht deut-
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lich, daf die schmalbandigen Sequenzen ausschlieflich fiir ein ideales 3-Spin-
system hergeleitet wurden.

In Abbildung 9.12 werden zusammenfassend die numerischen (Abbildung
9.12.A) und experimentellen Daten (Abbildung 9.12.B) der bisher bespro-
chenen Sequenzen (direkte und schmalbandige indirekte SWAP-Gatter) ver-
glichen. Man erkennt eine gute Ubereinstimung der experimentellen mit den
numerischen Daten. Einzig der nicht in der Simulation beriicksichtigte Ef-
fekt der Relaxation zeigt fiir die direkten SWAP-Operationen einen starken
Einflufl im Experiment, was allerdings durch die sehr langen Dauern der Ope-
rationen verstdndlich ist. Dieser Einflu} 148t ebenfalls die im Experiment zu
erreichende maximale Transferamplitude stark sinken. Die reprasentativ fiir
die indirekten SWAP-Gatter gezeigte Transferamplitude der schmalbandin-
gen verbesserten Sequenz zeigt diesen Effekt nicht und erfiillt den durch
numerische Simulation vorhergesagten Kurvenverlauf sehr gut.

Um die Schmalbandigkeit zu illustrieren, wurde die schmalbandige geodéti-
sche Pulssequenz in Abhéngigkeit der Offset-Frequenzen vermessen. In Ab-
bildung 9.13 sind die experimentellen Transferamplituden der schmalban-
digen und der breitbandigen Variante gegeniibergestellt. Es werden Isolini-
en 7 (Vo) fir Variationen der Protonen-Frequenz bei konstanter Stickstoff-
Frequenz (schmalbandige Variante: Tafel 9.13.A; breitbandige Variante: Ta-
fel 9.13.B) und der Stickstoff-Frequenz bei konstanter Protonen-Frequenz
(schmalbandige Variante: Tafel 9.13.C; breitbandige Variante: Tafel 9.13.D)
gezeigt. Hierbei ist die jeweils konstante Frequenz so gewéhlt, dafl die entspre-
chende Kernfrequenz on-resonance ist. Man kann der Abbildung entnehmen,
daf§ die schmalbandige Variante fiir den idealen Fall die SWAP-Operation
korrekt implementiert, jedoch sehr empfindlich auf geringe Anderungen der
Offset-Frequenzen reagiert. Die breitbandige Variante erweist sich als wesent-

lich robuster gegeniiber diesen Einfliissen.

9.2.2 Breitbandige indirekte SWAP-Gatter

In Abbildung 9.14 sind die Transferamplituden der breitbandigen Varianten
der indirekten SWAP-Gatter in Abhéngigkeit von k dargestellt. Durch Va-
riation von k erhélt man nach Gleichungen (9.8-9.12) eine Zeitabhingigkeit,
welche als Abszisse dargestellt ist.

Die in Abbildung 9.14.A gezeigten Ergebnisse beziehen sich auf eine Simu-
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ABBILDUNG 9.11: Numerische Simulation der Transferamplitude 1 der schmal-
bandigen Sequenzen in Abhingigkeit des Parameters . (A) konventionelle indirek-
te Sequenz. (B) verbesserte indirkete Sequenz. (C) zeitoptimale indirekte Sequenz.
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ABBILDUNG 9.12: Transferamplituden 7(7,) der schmalbandigen verbesserten
indirekten Sequenz (durchgezogen), DIPSI (gestrichelt) und der konventionellen
direkten Sequenz (gepunktet).(A) Numerische Simulation. (B) Experimentelle Da-

ten.
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ABBILDUNG 9.13: Vergleich der Offset-Abhéingigkeit der experimentellen Trans-
feramplitude der geodatischen Sequenz. Die linken Teilabbildungen entsprechen
Isolinien der Offset-Abhiingigkeit der schmalbandigen Sequenz fiir den 'H-Kanal
(A) und den '°N-Kanal (C), wihrend die rechten Teilabbildungen Isolinien der
Offset-Abhingigkeit der breitbandigen Sequenz fiir den 'H-Kanal (B) und den
15N-Kanal (D) entsprechen.
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ABBILDUNG 9.14: t(k)-Abhéngigkeit der Transferamplitude 7 fiir die breitbandi-
gen Varianten der konventionellen Sequenz (gepunktet), der verbeseerten Sequenz
(gestrichelt) und der zeitoptimalen Sequenz (durchgezogen). (A) Simulation unter
der Annahme idealer Bedingungen (3-Spinsystem H!-!/N-H? mit linearer Kopp-
lungstopolgie, alle Spins sind on-resonance. Die Pulse haben keine zeitliche Dauer
und besitzten keine Bi-Inhomogenitét). (B) Simulation unter Annahme realer Be-
dingungen (4-Spinsystem {Hl—[15}N—H2}— H3 mit realer Kopplungstopologie, die
Offset-Frequenzen der Spins wurden beriicksichtigt (vergl. Tabelle 9.1). Die Pul-
se wurden mit ihren respektiven Dauern (7us fiir den 'H-Kanal bzw. 45,5us fiir
den 1°N-Kanal, bestimmt fiir eine 7/2-Rotation) und einer Fehlerverteilung zur

Modellierung der Bj-Inhomogenitét (Gauss-Verteilung mit 109 Halbwertsbreite)
versehen). (C) Experimentelle Daten.

lation der Pulssequenzen unter idealen Bedingungen. Da hierbei alle von der
Theorie geforderten Bedingungen erfiillt sind und weiterhin mogliche Storef-
fekte aufler Acht gelassen werden, verhalten sich alle Sequenzen gleich gut. Sie
implementieren fiir kK = 1 die SWAP-Operation vollstédndig, fiir k # 1 sinkt

die Transferamplitude. Dies zeigt, daf die in die Pulssequenzen eingefiihrten

Modifikationen den geforderten Propagator nicht verdndern.

In Abbildung 9.14.B sind wiederum Ergebnisse numerischer Simulatio-
nen gezeigt. Hierbei wurden allerdings realistische Bedingungen angenom-
men. Das Spinsystem wurde um das storende Methyl-Proton H® erweitert
und die Kopplungstopologie sowie die Kernfrequenzen dem realen Spinsy-
stem angeglichen (vergl. Tabelle 9.1). Neben dem realistischen Spinsystem
wurden auch realistische RF-Pulse angenommen. Zum einen wurden die im
Experiment ermittelten Einstrahldauern beriicksichtigt (7us fiir einen m/2-
Puls des Protonen-Kanals; 45, 5us fiir einen m/2-Puls des Stickstoff-Kanals).
Zum anderen wurde die Inhomogenitit der erzeugten RF-Felder durch eine
synthetische Fehlerverteilung simuliert (Fehlerverteilung nach Gaufl mit 10%
Halbwertsbreite). Dieser Einschluf realistischer Effekte zeigt bereits in der Si-
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ABBILDUNG 9.15: Beispiele von SWAP(1,3)-Operationen. (A) I;; — Iz, (B)
21, S,—21 S, and (C) Ly +21, S, — Isy +2 11, S,

mulation einen merklichen Einflufl auf die erreichten Transferamplituden. Die
maximal erreichte Effizienz sinkt fiir alle Sequenzen, wobei die Einfliisse auf
die Sequenzen unterschiedlich sind. Die beste Robustheit zeigt die breitban-
dige geodétische Sequenz, wihrend die beiden konventionellen Pulssequenzen
stérker von den realistischen Simulationsbedingungen beeinflufit werden. Die
SWAP-Operationen werden fiir K = 1 implementiert, die Einfliisse der relati-
ven Offset-Frequenzen der einzelnen Spins sind jedoch nicht mehr vorhanden,
was durch das Fehlen der in Abbildung 9.11 noch vorhandenen Modulationen
zum Ausdruck kommt.

In Abbildung 9.14.C sind die exerimentell ermittelten Transferamplituden
aufgetragen. Die Ubereinstimmung mit den numerischen Transferamplituden
ist gut, man kann lediglich eine Ddmpfung der Kurven festellen. Dies ist durch
Relaxationseinfliisse zu erkldren, die in den Simulationen nicht beriicksichtigt
wurden.

In Abbildung 9.15 sind drei Beispiele fiir SWAP(1,3)-Operationen gezeigt.
Hierbei steigt die Komplexitdt der verwendeten Spinterme mit jedem Bei-
spiel. Im ersten Beispiel (vergl. Abbildung 9.15.A) wird die SWAP-Operation
auf einen Zustand des Systems angewendet, in dem nur ein Spin angeregt

wurde. In diesem Fall wurde z-Magnetisierung auf dem Proton H! préipariert,
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d.h. 0(0) = I1,. Nach Anwendung des SWAP-Gatters haben die Protonen
ihren Zustand wie erwartet ausgetauscht, d.h. der Zustand des Systems ent-
spricht o(7,) = Iz,. Im zweiten Beispiel (vergl. Abbildung 9.15.B) entspricht
der Priparationszustand einem Antiphase-Term des Protons H! beziiglich des
Hetero-Kerns, d.h. ¢(0) = 2 I,,S,. Wie erwartet entsteht nach Anwendung
der SWAP-Operation der entsprechende Antiphase-Term o(7,) = 2 5,5,
d.h. die Protonen tauschen ihre Zustédnde aus, ohne den Stickstoff-Kern zu
beeinflussen. Das dritte Beispiel (vergl. Abbildung 9.15.C) entspricht einer
Kombination aus den beiden vorherigen Beispielen. Der préaparierte Zustand
besteht aus einem transversalen Term des Protons H! und einem Antiphase-
Term des Protons H?, d.h. ¢(0) = I, + 2 I5,S.. Nach erfolgter SWAP-
Operation zeigt das Spektrum die erwarteten Terme o(7,) = Io; + 2 11,5,.
Da hierbei allerdings beide Protonen beteiligt sind und die Sequenzen im
realen Fall Transferamplituden n < 1 aufweisen (s.o0.), iiberlagern sich die
Endzustdnde mit den verbleibenden Fragmenten der Anregungszustinde. Im
Spektrum ist dies daran zu sehen, dafl das jeweils linke Teilsignal der bei-
den Dubletts kleiner erscheint, weil dort im Priparationszustand jeweils ein
Teilsignal mit einem negativen relativen Vorzeichen vorhanden war.

In Abbildung 9.16 sind die Transferamplituden der verbesserten (Simu-
lation: Abbildung 9.16.A; Experiment: Abbildung 9.16.B) und zeitoptimalen
Sequenz (Simulation: Abbildung 9.16.C; Experiment: Abbildung 9.16.D) in
Abhéangigkeit der Offset-Frequenzen gezeigt. Die Simulationen wurden unter
der Annahme realer Bedingungen (s.o.) fiir eine (11 x 11)-Matrix von Offset-
Frequenzen durchgefiihrt und lieen eine Bandbreite von £5kHz erwarten.
Unter Bandbreite ist in diesem Fall der Bereich zu verstehen, in dem die
Transferamplitude n > 0.5 ist. Die experimentellen Transferamplituden wur-
den fiir die gleiche Matrix von Offset-Frequenzen bestimmt. Man sieht eine
qualitativ gute Ubereinstimmung zwischen den numerischen und experimen-

tellen Daten.

9.3 Schluf3folgerung

Durch die Anwendung der geometrischen Optimalen-Kontroll-Theorie konn-
te eine zeitoptimale Losung zur Erzeugung einer SWAP(1,3)-Operation an-

gegeben werden [62]. Diese geodétische Pulssequenz konnte direkt in einem
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ABBILDUNG 9.16: Offset-Abhéngigkeit der breitbandigen Implementierungen.
Die Konturlinien entsprechen Transferamplituden n = 0,0 (schwarz); 0,1; 0,2; ...;

)

1,0 (weiB). (A) verbeserte Pulssequenz, Simulation. (B) verbesserte Pulssequenz,
experimentelle Daten. (C) zeitoptimale Sequenz, Simulation. (D) zeitoptimale Se-
quenz, experimentelle Daten.

Spinsystem implementiert werden. Durch einen Vergleich mit konventionellen
Implementierungen konnte experimentell nachvollzogen werden, dafl die zeit-
optimale Losung 57,7¢ der Dauer eines konventionellen indirekten SWAP-
Gatters bzw. 5,7¥ der einer konventionellen direkten SWAP-Operation benotigt.
Neben den experimentellen Untersuchungen der theoretisch abgeleite-
ten Pulssequenzen konnte dariiberhinaus gezeigt werden, daf sich diese Se-
quenzen durch Anwendung von NMR-spektroskopischen Uberlegungen so-
weit modifizieren lassen, dafl sich sowohl die Anregungsbandbreite als auch
die Robustheit gegeniiber variierenden Offset-Frequenzen erheblich verbes-
sern lassen. Diese modifizierte Sequenz wurde sowohl durch numerische Si-
mulationen als auch experimentell charaktersiert. Durch die Modifikationen
an der theoretisch abgeleiteten Pulssequenz konnte ein zeitoptimales indirek-

tes SWAP(1,3)-Gatter realisiert werden, welches allgemein anwendbar ist.



Kapitel 10

Effizienter Koharenztransfer in
5-Spinketten

Der Transfer von Kohérenz entlang einer Kette von Spins ist ein in der (bio-
molekularen) NMR Spektroskopie héufig auftretender Schritt. Daher ist es
von Interesse, diese Problematik im Rahmen der Steuerungstheorie zu un-
tersuchen. Bereits in Kapitel 5 sind numerische Betrachtung beziiglich des
Transfers von Inphase-Kohérenz entlang Spinketten I, fir n € [2,5] vorge-
stellt worden. Diese Ergebnisse konnten in [72] verallgemeinert und durch
eine analytische Losung beschrieben werden.

In diesem Kapitel werden die ersten experimentellen Ergebnisse vorge-
stellt, bei denen Pulssequenzen verwendet wurden, die dieser analytischen

Losung entsprechen.

10.1 Theorie

Vorausgesetzt wird ein Spinsystem, das dem 1-dimensionalen Ising-Modell
[73] entspricht. D.h. es wird ein System betrachtet, welches eine lineare Kette
von Spin-1/2-Teilchen enthélt. Dariiberhinaus sind die einzelnen Spins nur
mit ihren direkten Nachbarn gekoppelt. In der NMR-Spektroskopie erfiillen
Spinsysteme diese Voraussetzung, die aus N Spin-1/2-Teilchen mit einem

Kopplungs-Operator

N
Hc =27 Z kal,k I(k—l),z Ik,z (101)
k=2

aufgebaut sind. Im Folgenden wird angenommen, daf§ das Spinsystem iiber ei-

ne einheitliche Kopplungskonstante J verfiigt. Weiterhin sollen die Resonanz-

117
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frequenzen der einzelnen Kernspins so grofie Differenzen aufweisen, dafl sie
als selektiv bepulsbar anzusehen sind.

Betrachtet man nun einen solche Kette von Kernspins, stellt man fest,
daf} der Transfer entlang dieser im Wesentlichen von zwei Faktoren beeinflufit
wird. Zum einen mufl Magnetisierung innerhalb eines einzelnen Atomkerns

durch Rotationen
Urr = exp (—7, Hrr) (10.2)

transformiert werden, zum anderen kann Kohérenz nur unter Ausnutzung

der Kopplung von einem zum néchsten Kernspin transferiert werden:

U. = exp (—1m Hy) (10.3)
Hierbei gilt in der Regel

VR > J. (10.4)

Daraus folgt, dafl der Zeitbedarf der Transformation durch RF-Pulse ge-
geniiber der Kopplungs-Entwicklung vernachléssigbar ist, d.h. die zum Ko-
hérenztransfer notige Mischzeit wird durch die Dauer der freien Entwick-
lungsperioden bestimmt. Diese ist zudem von den zu {ibertragenden Spinter-
men abhéngig. Soll ein ein 1-Spinzustand, z.B. A = I, iiber eine Kopplung

iibertragen werden, so ergibt sich die minimale Transferzeit zu
min {7. (Ar — Aks1)} = 3/2J. (10.5)

Sollen hingegen 2-Spinterme wie B = 213,15, iiber ein Kopplung transferiert

werden, so ergibt sich das Minimum zu
min {Tc (Bk,kJrl — Bk+1,k+2)} = 1/2.] (106)

Um nun beliebige Kohérenzen entlang einer Kette mit maximaler Geschwin-
digkeit zu transferieren, wurde in [72] daher vorgeschlagen, einen sog. Soliton-
Operator A, zu erzeugen, der mit einer Rate von 2J durch die Spinkette be-
wegt werden kann. Damit der Vorteil der schnellen Propagation nicht durch
eine langwierige Erzeugungsphase zunichte gemacht wird, soll dieser Opera-
tor zudem moglichst lokalisiert sein. Dies fiihrt zu der allgemeinen Formulie-

rung der zeitoptimalen Pulsequenz geméfl

I = A=A, — = A=A, — .

Erzeugung Propagation Abbau
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ABBILDUNG 10.1: Schematische Darstellung von Kohé#renztransfer entlang einer
1-dimensionalen Ising-Spin-Kette mit N Kernspins. (A) Transfer durch sequenti-
elle SWAP-Operationen. Diese entsprechen selektivem isotropem Mischen, was in
jeweils drei Perioden H,,, Hyy und ‘H.. der Dauer 1/2.J zerlegt werden kann. Damit
ergibt sich die Dauer eines Schrittes I, — I,_ ; zu 3/2J. (B) Transfer durch effek-
tive Soliton-Operatoren. Die ersten und letzten beiden Mischperioden der Dauer
1/2J entsprechen dem Auf- bzw. Abbau des Soliton-Operators (dargestellt durch
einen grauen Pfeil) gemifl Gleichungen (10.9, 10.10). Der Soliton-Operator selbst
wird innerhalb 1/J gem&f Gleichung (10.8) um eine Position in Transferrichtung
propagiert.
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Trnix(iS0): Tix(N)

ABBILDUNG 10.2: Mischzeitverhiltnis von sequentiellem isotropem Mischen und
Soliton-Sequenz in Abh#ngigkeit von der Lénge der Spinkette. Bereits fiir kleine

Spinketten (drei bis fiinf Kerne) betriigt der Gewinn der Soliton-Sequenz 50% bis
1009 .

Der effektive Soliton-Operator soll die Form

Ak,ac 2Ik—2,acjk—1,z
A=\ Moy | = | 2Lp-121k- (10.7)
Ak,z 4Ik72,z1k71,y1k,z
haben, damit er durch
Uy = exp(—1HAt) exp(—1(m/2)F,), (10.8)

in At = 1/2J propagiert werden kann. Der Aufbau des Soliton-Operators
erfolgt durch Anwendung von

U = exp(—1HAt) exp(—(m/2) (11, + Ioy)) exp(—tH At)

x exp(—u(m/2)11,) exp(—(m/2)]1,). (10.9)

Hierbei ist At = 1/2J, d.h. die zum Aufbau des Soliton-Operators benétigte

Zeit ergibt sich zu 1/J. Der Abbau des Operators erfolgt durch Anwendung
von

U, = exp(_l(ﬂ-/2)]k,w) eXp(_ZHcAt) exp(_l(ﬂ-/Q)(Ik,ac - Ik—l,y))

x exp(—tH.At) exp(—(m/2)F),), (10.10)
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wobei wiederum gilt At = 1/2J. D.h. der Abbau benétigt dieselbe Dauer
1/J wie der Aufbau.
Somit ergibt sich die Gesamt-Dauer einer solchen Pulssequenz fiir ein

N-Spinsystem zu

1 N-3 1 14N

Ttot, A = j + 7 + 7= 7 (10.11)

Im Vergleich dazu wiirde eine schrittweise Propagation durch Anwendung

selektiver isotroper Mischperioden
Iy =1y = Iy ==L — I

gemafl Abbildung 10.1.A

3
ot, iso = (N — 1) X — 10.12
Ttot, ( )XQJ ( )

benotigen.

Der maximale Gewinn des Soliton-Ansatzes ergibt sich durch

. Ttot, iso . N — 1)
lim (—— | = lim (3-——— ) = 3. 10.13
N (Ttot, A> NLOO( N+1 ( )

In Abbildung 10.2 ist der Verlauf des Mischzeitverhéltnisses zwischen Soliton-
Sequenz und selektivem isotropem Mischen fiir Spinketten mit N = [3,12]
Kernspins gezeigt. Man erkennt, daf bereits fiir kleine Spinsysteme aus drei
bis fiinf Kernen der zeitliche Gewinn der Soliton-Sequenz zwischen 50% und
100¥ betrégt.

10.2 Experimente

Als Modellsystem fiir eine linear gekoppelte Spinkette wurde die aliphatische
Region der Aminosdure Lysin verwendet (vergl. Abbildung 10.3). Um die auf
Kohlenstoff basierenden NMR-Experimente durchfiihren zu kénnen, wurde
eine vollstindig ¥C-markierte Probe mit 99% Isotopenreinheit verwendet.
Wie man Tabelle 10.1 entnehmen kann, werden die von der Theorie gemach-
ten Annahmen gut erfiillt. Die Kopplungstopologie sind #hnlich genug, um

die in Gleichung 10.1 angenommene einheitliche Kopplung darzustellen.
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HZN\
CGH_CBHZ_CVHZ_ C5H2_CEH2_NH2
HOOC

ABBILDUNG 10.3: Als Modellsystem wird die aus den fiinf aliphatischen Koh-
lenstoffatomen gebildete Spinkette von [U-'3Cg-99% ]-Lysin verwendet.

C.. C; C, Cs C.  C(O)

v [Hz] 80364 44816 3288,0 4024,0 59488 245551
Jo. [Hz] - 33.8 - 55,5
Jo,, [Hz] 3338 - 32,4 - - -
Jo, [H4 - 32,4 - 33,8 - -
Jo,, Hz] - - 33,8 - 338 -
JCQ Hz - - - 33,8 - -

o). [Hz] 55,5 - - - - -

TABELLE 10.1: Relevante NMR-Daten (DMX600) von [U'3Cs-99% |-Lysin. Die
1 J-Kopplungen sind #hnlich genug, um das von der Theorie geforderte einheitlich
gekoppelte Spinsystem darzustellen.

10.2.1 Diskussion der Pulssequenzen

Um nun Spinzusténde entlang dieser Spinkette zu transferieren, sind neben
der Soliton-Sequenz noch weitere Experimente denkbar. Das zu entwickeln-
de NMR-Experiment soll neben diesen austauschbaren Transfer-Blocken eine
moglichst flexible Praparation des zu transferierende Anfangszustandes bie-
ten. Im speziellen Fall soll die Moglichkeit bestehen, die Zustande I, I, I,
und I~ des Kernspin C. zu erzeugen. In Abbildung 10.4 ist zunéchst dieses
generelle Rahmenwerk gezeigt. Das Experiment beginnt mit einer den hetero-
nuklearen Kern-Overhauser-Effekt (NOE) ausnutzenden Polarisationstrans-
fer-Periode, worauf ein C.-selektiver und ein unselektiver (7/2),-Puls folgt,
so dafl der selektierte Kern entlang der longitudinalen Achse polarisiert ist,
wéahrend die Magnetisierung der iibrigen Spins transversal ist. Diese wird mit
einem Gradienten dephasiert. Es folgen optionale (grau bzw. grau schraffiert
dargestellte) Elemente, die je nach gewiinschtem Anfangszustand benotigt

werden.

e Anfangszustand I,: Der sich vor dem Transfer-Block befindende Puls

muf} ag = (7/2), gewihlt werden. Alle weiteren optionalen Elemente
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ABBILDUNG 10.4: Pulssequenzen zum Kohérenztransfer entlang einer Spinket-
te. Die allgemeine Sequenz dient zur Prapation des zu iibertragenden Zustandes.
Je nach gefordertem Anfangszustand sind die grau (schraffiert) eingezeichneten
optionalen Elemente zu verwenden (s. Text). In dieses Geriist kann eine beliebige
Sequenz als Transfer-Block verwendet werden, z.B. (a) planares Mischen [74], (b)
sequentielles INEPT, (c) SOLITON.
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entfallen.

e Anfangszustand I,: Der sich vor dem Transfer-Block befindende Puls
muf} ag = (7/2)_, gewidhlt werden. Alle weiteren optionalen Elemente

entfallen.

e Anfangszustand I,: Der selektierte Spin ist bereits entlang der longi-
tudinalen Achse polarisiert, d.h. vor dem Transfer-Block werden keine
weiteren Elemente benétigt. Lediglich um den transferierten Zustand

detektieren zu konnen, mufl der Puls 8y = (7/2), gewdhlt werden.

e Anfangszustand I~: Um fiir den Transfer I; — I, Inphase-Magnet-
isierung zu erzeugen, muss der selektierte Kernspin zunéchst in die
transversale Ebene {iberfithrt werden, z.B. durch as = (7/2),. Nun
wird die Magnetisierung durch einen Gradienten (grau schraffiert) de-
phasiert. Nach erfolgtem Transfer wird die Magnetisierung durch ei-
nem dem Dephasierungsgradienten invers entsprechenden Gradienten
rephasiert. Da nach der Rephasierung bereits ein detektierbarer Zu-

stand vorliegt, entfallen alle weiteren Elemente.

Das bisher als Transfer-Block bezeichnete Element der Sequenz kann nun
durch verschiedene Elemente ersetzt werden, die den préparierten Zustand
des selektierten Spins durch die Spinkette transferieren. Im Rahmen der hier
vorgestellten Experimente wurden isotropes Mischen (DIPSI), planares Mi-
schen (Abbildung 10.4.a [74]), INEPT (Abbildung 10.4.b) und die bereits
besprochene Soliton-Sequenz (Abbildung 10.4.c) verwendet.

Ein wichtiger Unterschied zwischen den verwendeten Transfer-Blocken
liegt in der Anzahl der transferierten Komponenten. So sind INEPT und pla-
nares Mischen ausschliellich dazu in der Lage, eine transversale Komponente
zu iibertragen. Der in Abbildung 10.4.a gezeigte Basiszyklus des planaren Mi-
schens ist ausschliefllich dazu in der Lage, Terme des Typs I, zu transferieren.
Der in Abbildung 10.4.b gezeigt INEPT-Schritt ist in Abhéngigkeit der Phase
¢ auf den Transfer von Termen I, (® =y V x) beschrankt. Verwendet man
hingegen isotropes Mischen oder die Soliton-Sequenz, so konnen gleichzeitig

alle transversalen Komponenten transferiert werden.
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Planares Mischen

Im Fall des planaren Mischens gilt zu beachten, dafl durch die Sequenz
der planare Hamilton-Operator H,44,, durch sequentielle Implementierung
der jeweiligen bilinearen Anteile H,, bzw. H,, generiert wird. In Mehrspin-
Systemen kommutieren diese Terme nur fir 7 < 1/J [75]. Somit bestimmen
sich die Parameter 7 und n durch empirische Maximierung des Antwortsi-
gnals. Der optimale Transfer wurde bei einer Zykluszeit von 27 = 7,6 ms
und n = 7 gefunden. Dies ergibt eine Mischeit von 53,20 ms, was gut mit

den in [74] bestimmten Daten korrespondiert (27 = 8 ms, Tyix =~ 65 ms).

Sequentielles INEPT

Die experimentellen Parameter der sequentiellen INEPT-Sequenz werden
durch das verwendete Spinsystem bestimmt. Um einen Spinzustand {iber ei-
ne Kopplung zu transferieren, mufl die Periode 7 = 1/2J gewéhlt werden. Da
man in jedem Schritt genau eine Kopplung iiberbriickt, betragt n = N — 1.
Die letzte 7-Periode dient dazu, den Antiphase-Term zu refokussieren. Da-
mit dies geschieht, darf nur die Kopplung aus der Transferrichtung aktiv sein,
andere Kopplungen miissen gegebenenfalls entkoppelt werden. Da in den an
Lysin durchgefiihrten Experimenten C,, der Zielkern ist, mufite die Kopplung
Ja,,c(o) entkoppelt werden. Dazu wurde der in der letzten 7-Phase vorhande-
ne 7-Puls so kalibriert, daf er bei der C(O)-Resonanz seinen Null-Durchgang
besitzt.

SOLITON

Wie bereits in Abschnitt 10.1 erldutert, betrdgt die Dauer einer Periode
T = 1/2J. Wahrend des Auf- bzw. Abbaus des Soliton-Operators sind nach
Gleichungen (10.9) und (10.10) noch zusétzliche selektive Pulse erforder-
lich. Der Aufbau beginnt mit zwei selektiven Pulsen, die im Experiment je-
doch ausgelassen werden konnen, weil sie nur die Elemente des Start-Vektors
umsortieren, die Werte jedoch gleich bleiben. Die néchsten zwei selektiven
Pulse lassen sich durch einen unselektiven (7/2),-Puls und eine den Offset-
Frequenzen der Kerne angepafite Verschiebung des Refokussierungs-Pulses
ersetzen. Hierbei wurde die Verschiebung A; so gewéhlt, daf§ Cs aufgrund sei-
ner Offset-Frequenz eine (7/2),-Rotation beziiglich C. erfuhr, d.h. C, erfihrt
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keine z-Rotation. Wihrend des Abbaus des Soliton-Operators wurden die
gleichen Prinzipien auf die Implementierung der selektiven Pulse angewen-
det. Hierbei ist die Verschiebung A, so bestimmt, dal C, bezogen auf Cg eine
(m/2),-Rotation und Cps keine effektive z-Rotation erfihrt. Nun kénnen die
urspiinglich selektiven Pulse wiederum durch einen unselektiven (7/2),-Pulse
ersetzt werden. Der letzte urspriinglich selektive Puls kann prinzipiell unse-
lektiv sein, weil hier der Zielkern bereits die vollstédndige Polarisation erhalten
hat. Zusétzlich muss wihrend des Soliton-Abbaus die Kopplung Jc, c(o0) ent-
koppelt werden, weil C, den Zielkern darstellt. Dies wird dadurch erreicht,
daf die letzten beiden Refokussierungspulse so kalibriert sind, dafl sie bei der

C(O)-Resonanz einen Nulldurchgang besitzten.

10.2.2 Experimentelle Daten

Die besprochenen Pulssequenzen wurden fiir den Transfer verschiedener Spin-
zustande verwendet. In Abbildung 10.5 sind die experimentellen NMR-Signale
des Kerns Kerns C, fiir diese Kohédrenztransfers gezeigt. Hierbei beschréankt
sich die Abbildung auf jene Pulssequenzen, welche den erwiinschten Transfer
ausschliellich unter Ausnutzung der schwachen Kopplung ermdglichen, die
Daten fiir isotropes Mischen sind in Tabelle 10.2 aufgenommen.

Betrachtet man zunéichst den Transfer kartesischer 1-Spinoperatoren (Ab-
bildung 10.5.(a): I,(C:) — 1,(Cy); Abbildung 10.5.(b): I,(C:) — I,(Cy); Ab-
bildung 10.5.(c): I,(C:) — I,(C,)), so erkennt man, dafl alle Pulssequenzen
wie erwartet mindestens eine transversale Komponente entlang der Spinkette
transferieren. Im speziellen erméglicht das sequentielle INEPT mit & = y den
Transfer von z-Magnetisierung, wihrend planares Mischen den erwarteten
Transfer von y-Magnetisierung zeigt. Wie bereits in Abbildung 10.1.B darge-
stellt, ist die Propagation effektiver Soliton-Operatoren darauf ausgelegt, alle
kartesischen 1-Spinzustdnden transferieren zu kénnen. Wie Abbildung 10.5 zu
entnehmen, 148t sich dies experimentell bestédtigen. Zu beachten ist hierbei,
dafl durch die Sequenz in Abhéngigkeit der zu iibertragenden Komponente
zwei unterschiedliche Typen von Operatoren erzeugt werden, im speziellen
werden die z- und z-Komponenten durch die Erzeugung bilinearer Operato-
ren durch die Kette propagiert, wiahrend die y-Komponente einen durch trili-
neare Operatoren gebildeten Transferweg beschreibt. In Abhéngigkeit dieser

Transferwege wahrend sowohl Auf- und Abbau als auch Propagation des
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ABBILDUNG 10.5: NMR-Signale des Kernspins C, nach erfolgtem Transfer ent-
lang der Spinkette fiir verschiedene Pulssequenzen (SOLITON: 7 = 14,3 ms,
A1 = 129,8 us; sequentielles INEPT: 7 = 14,3 ms, n = 4, planares Mischen:
7 = 3,8 ms, n = 7). Gezeigt sind erfolgte Transfers von (a) I,(C:), (b) I,(C:), (c)
I(C;) und (d) I~ (C,).
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Soliton-Operators ist der Einflufl von Relaxation unterschiedlich. Durch die-
se Tatsache erkldrt sich zum einen die unterschiedliche Signalform als auch
die Variation in der Intensitéit des Signals bei dem Transfer von z- und y-
Magnetisierung. Der Transfer der z-Komponente erfolgt iiber den bilinearen
Weg, so daf die Signalform dhnlich zu dem Transfer der z-Komponente ist,
jedoch ist die Intensitét des Signals ein wenig grofer. Dies 148t sich durch die
Tatsache erkldaren, dafl die Relaxationsrate der longitudinalen Komponenten
geringer ist als die der transversalen. Da im Mittel wiahrend des Transfers der
z-Komponente mehr longitudinale Zustidnde exisitieren ist der Dampfungs-
effekt durch Relaxation geringer.

Préapariert man -1-Quantenkohérenz als zu transferierenden Zustand (Ab-
bildung 10.5.(d): I7(C.) — I~(C,)), so ist zu erwarten, dafl sequentielles
INEPT und planares Mischen nur die Halfte des urspriinglichen Zustandes
iibertragen, wihrend die Soliton-Propagation zu vollstdndigem Transfer des
Ausgangszustandes fithren. D.h. das Antwortsignal der Soliton-Sequenz wird
die doppelte Intensitdt verglichen mit den restlichen Sequenzen aufweisen.
Hierbei gilt zu beachten, dafl die gezeigten NMR-Signale wegen der verwen-
deten Gradienten-Selektion nicht direkt mit den in Abbildung 10.5.(a)-(c)
gezeigten vegleichbar sind. Vergleicht man die Antwort-Signale der verwende-
ten Pulssequenzen jedoch untereinander, so wird ersichtlich, dal der Soliton-
Transfer diese Annahme erfiillt. Da -1-Quantenkohérenz I~ = I, — ¢/, aus
beiden transversalen Komponenten besteht, erscheint das Signal als Uberla-
gerung der Formen des Transfers der Einzelkomponenten. Wie bereits fest-
gestellt, unterscheiden sich die Transferwege dieser Komponenten durch die
auftretenden Operatoren. Dariiberhinaus wurde deutlich, daf3 der bilineare
Transferweg der longitudinalen Komponente beziiglich der Relaxationseigen-
schaften giinstiger ist, als der entsprechende bilinear erfolgende Transfer der
x-Komponente. Hieraus 148t sich eine Verbesserung des Transfers von -1-

Quantenkohérenz durch das Transferschema

Al AU SIS Y S LU SRDY A Ll S S
erreichen, weil auf diesem Weg die giinstigeren Transferpfade der x- und z-
Komponente verwendet werden.

In Tabelle 10.2 sind die quantitativen Transferdaten der vier experimen-

tell verwendeten Transfer-Elemente zusammengefaft. Hierbei ist die Trans-
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Sequenz Transfer 7 [msec] 7 (Timix)
planares Mischen Iy — 1oy 53,20 0,2422

Ia,z - Ia,z -
I- —1; 0,1405

sequentielles INEPT 1., — I, , 71,43 0,2890
Is,z - Ia,z

I- 1 0,1282

SOLITON I, — I, 85,71 0,2835
I..,— 1, 0,3007
I- —1; 0,2357
isotropes Mischen Iep — 1oy 30,58 0,2669
I-— 1, 0,2167

TABELLE 10.2: Experimentelle Mischzeiten und Transferamplituden fiir den
Transfer eines transversalen, eines longitudinalen und eines -1-Quantenkohérenz
entsprechenden Spinzustandes.

feramplitude als auf einen direkten Anregungszustand normiertes Transfer-
Integral des C,-NMR-Signals definiert. Dadurch beschrankt sich der Werte-
bereich der Transferamplitude auf n € [0, 1]. Die absoluten Werte beziiglich
des Transfers von -1-Quantenkohérenzen liegen wegen der hierbei verwende-
ten Gradientenselektion unter den entsprechenden transversalen Transferam-
plituden. Vergleicht man jedoch die Werte einer Transferart fiir die verschie-
denen Sequenzen, so bestétigen die Werte die zuvor qualitativ gemachten
Aussagen. Die Einfliisse von Relaxation wurden bereits diskutiert.
Betrachtet man die Mischzeiten, so wird deutlich, dafl die Dauer des
Transfers (bei gleicher Art der Kopplung) mit der Anzahl der iibertragbaren
Terme steigt. Wie bereits erwédhnt, wird durch isotropes Mischen ein isotro-
per Hamiltonoperator erzeugt, wodurch die Mischzeit im Vergleich zu den

weiteren Pulssequnzen erheblich geringer ist.

10.3 Schluf3folgerung

Es konnte gezeigt werden, dafl durch die Propagation effektiver Soliton-
Operatoren Kohirenztransfer in schwach gekoppelten Ising-Spinketten expe-
rimentell umgesetzt werden kann. Die in Kapitel 5.2 fiir dieselbe Zielsetzung

durchgefiihrten Optimierungen zeigen, dafl der sich Zeitbedarf der Soliton-
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sequenz mit 7, = (N + 1)/2J in der Ndher der minimalen Zeit fiir den
vollstdndigen Transfer von -1-Quantenkohérenz befindet, d.h. die Sequenz
stellt eine effiziente Methode fiir solche Kohédrenztransfers dar, die jedoch

noch Spielraum fiir Verbesserungen bietet.
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Kapitel 11

Optimierungsbibliothek
OCTANE

Die Optimierungs-Bibliothek OCTANE (Optimum Control Theory Applied
to NMR Experiments) wurde entwickelt, um den Prozel der Pulsprogramm-
Entwicklung zu automatisieren. Hierbei sollte das in Teil I vorgestellten
theoretische Rahmenwerk eingesetzt werden. Die verwendeten Algorithmen
wurden zunéchst als Prototypen in Matlab [76] implementiert und gete-
stet. Da die Verwendung dieser Umgebung jedoch eine interpretierte Code-
Ausfithrung bedeutet, was das Laufzeit-Verhalten der Routinen negativ be-
einfluflt, wurde die endgiiltige Version der Optimierungs-Bibliothek in der
Programmier-Sprache C++ [77]-[82] realisiert’. Dies bot iiber das verbes-
serte Laufzeitverhalten hinaus die Moglichkeit, den Code nach einem ob-
jektorientierten Ansatz? zu strukturieren, was die Verwendung, Pflege und
Erweiterung der Bibliothek stark vereinfacht. Ein grundlegendes Objekt wird
duch die Templat-Klasse [77]-[80] Matrix dargstellt. Diese Klasse stellt die
benotigten Matrix-Oprationen typunabhéngig zur Verfiigung. Diese Klasse
kann unabhéngig von der Optimierungs-Bibliothek verwendet werden, ihre

Synthax wird im Referenz-Teil IV in Kapitel 12 detailliert erldautert.

'Es wurde zunschst auch versucht, den Matlab-Compiler von The MathWorks zu ver-
wenden, der Matlab-Code autmatisch in C++-Code iibersetzen soll und dann mit einem
nativen Compiler unter zu Hilfenahme der Matlab C/C++ Math Library in lauffihigen
Binércode tibersetzt werden soll. Dies scheiterte jedoch an der Umsetzung der von The
MathWorks bereitgestellten Tools; die Probleme konnten trotz intensiver Beratung mit
Support-Mitarbeitern und Entwicklern von The MathWorks nicht zufriedenstellend gelost
werden.

’Die objektorientierte Programmierung (OOP) fait Daten und die zur Bearbeitung
benstigten Funktionen (Methoden) in einem Variablentyp (Klasse) zusammen. Variablen
dieses Typs bezeichnet man als Objekt.

133
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Octane

Spinzustand Ziel der Transformation
p Optimierung u
Y Y
Spi nSys Spi nSys
OCT rho CCT_u

ABBILDUNG 11.1: Die Problemstellung bestimmt die Wahl der zu verwendenden
Klassen. In dem Falle, dafl das Ziel der Optimierung durch Spinzusténde beschreib-
bar ist, kommt die Klasse 0CT_rho zur Anwendung. Soll jedoch eine Pulssequenz
berechnet werden, die eine Transformation implementiert, so ist die Klasse 0CT_u
zu verwenden. Beide Klassen sind von der Basisklasse OCT_base abgeleitet (vergl.
Abbildung 11.2). Beiden Problemen gemeinsam ist die Darstellung der Pulssequenz

in Form von Spinmatrizen, weshalb die Klasse SpinSys in allen Féllen Anwendung
findet.

OCTANE kann derzeit (ab Version 0.6) zwei grundsétzliche Optimierungs-
Probleme behandeln (vergl. Abbildung 11.1). In der NMR-Spektroskopie ist
in der Regel die Uberfiihrung eines Spinsystems (dargestellt durch seine Dich-
tematrix) von einem definierten Anfangs-Zustand in einen End-Zustand Ziel
eines Experimentes. Eine hierauf abzielende Optimierung mufi nun Routinen
beinhalten, die diese Spin-Zustédnde als Grundlage fiir die Berechnung einer
Pulssequenz verwenden. Die Klasse OCT_rho stellt die fiir diesen Fall benotig-
ten Methoden zur Verfiigung. In der Quanten-Informationsverarbeitung ist
es jedoch hiufig erstrebenswert, eine gewisse Transformation (reprisentiert
durch den zugehorigen Propagator) durch eine Pulssequenz zu implemen-
tieren. Die entsprechende Klasse OCT_u enthélt die dazu benotigten Metho-
den. Fiir eine bessere Ubersicht sind in Abbildung 11.2 die Abhingigkei-
ten und Vererbungsebenen der Bibliothek in einem UML-Digramm (Unified
Modelling Language) [83] skizziert.

Im Laufe dieses Kapitels werden die verschiedenen Klassen erklirt, die
von der Bibliothek bereit gestellt werden. Hierbei wird zunécht die Kon-

struktion der entsprechenden Objekte besprochen, worauf eine Erlduterung
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ABBILDUNG 11.2: UML-Digramm von OCTANE, welches Abhiingigkeiten aller
Objekte beschreibt. Aufgefiihrt sind die 6ffentlichen Methoden der Bibliothek.
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aller 6ffentlichen Methoden?® der Klasse folgt. Jedes Unterkapitel schlieBt mit
einem einfachen Beispiel-Programm ab, was die Verwendung der Bibliothek
zur Entwicklung eines spezifischen Optimierungs-Programmes verdeutlichen

soll.

11.1 Definition eines Spinsystems

Grundlage der Darstellung eines NMR-Experimentes im Dichtematrix-For-
malismus sind stets Spin-Matrizen. Eine Bibliothek, deren Ziel es ist, opti-
male Pulssequenzen zu berechnen, mufl neben den benétigten Optimierungs-
Routinen auch ein Rahmenwerk bereitstellen, mit dem sich die bené6tigten
Spin-Operatoren darstellen lassen. Innerhalb von OCTANE wird dafiir die
Klasse SpinSys verwendet. Im folgenden wird die Verwendung dieser Klasse

erlautert.

11.1.1 Objekt-Konstruktor

Zunidchst mufl der Anwender ein Objekt der Klasse SpinSys erzeugen. Zur
Deklaration von Objekten dieser Klasse stellt OCTANE den Konstruktor
SpinSys( int ) bereit. Die Bedeutung des Parameters ist wie folgt.

e int N:
Das Spinsystem soll iiber eine bestimmte Anzahl an Spins verfiigen.
Diese Zahl wird wiahrend der Objekt-Initialisierung dem Konstruktor

als Parameter iibergeben.

Wiéhrend der Objekt-Initalisierung wird eine vereinfachte kartesische

Spinbasis I,(1),...,I,(N) mit v € [z,y, 2] fiir die gegebene Grofie des

3Durch den objektorientierten Ansatz besteht die Notwendigkeit hierarchischer Zu-
griffsrechte auf die Methoden einer Klasse. Diese werden iiber definierte Zugriffs-
Spezifikationssymbole (access specifiers) dargestellt. Die Schnittstelle zur Verwendung der
Klasse (class interface) wird durch 6ffentliche Methoden (public members) dargestellt. Zu-
griff auf diese Mehtoden ist auf der Ebene eines deklarierten Objektes moglich. Dariiber-
hinaus gibt es private Methoden (private members), die die Daten der Klasse manipulieren.
Diese stellen die Implementierung der Klasse dar (class implementation), weshalb der Zu-
griff intern auf das Objekt selbst beschréinkt ist. Auch im Falle einer abgeleiteten Klassen
sind diese auf die Basisklasse beschrinkt. Eine spezielle Art privater Methoden wird durch
die geschiitzten Methoden (protected members) dargestellt. Diese verhalten sich prinzipiell
wie private Methoden mit einem auf die gesamte Vererbungshierarchie erweiterten Zu-
griffsbereich.
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Spinsystems im Hilbert-Raum berechnet. Hierzu werden rekursiv so
lange Kronecker-Produkte zwischen der Einheitsmatrix und der ent-
sprechenden Pauli-Matrix geméf Gleichung (2.28) berechnet, bis die

GroBe der Spinmatrizen (2, 2Y) fiir ein N-Spinsystem erreicht hat.

Zusétzlich zur Berechnung der Spinbasis wird eine N x N Matrix reser-
viert, die zur Verwaltung der Kopplungs-Topologie dient. Diese Matrix
wird als Null-Matrix initialisiert, d.h. jeder Spin wird als isoliert be-
trachtet. Will der Anwender Kopplungen in das System einfiihren, so

kann er die entsprechende Interface-Funktion setJ (s. dort) verwenden.

11.1.2 Objekt-Methoden

Nachdem ein Objekt der Klasse SpinSys angelegt wurde, konnen die von
dieser Klasse bereit gestellten Methoden verwendet werden. Diese Funktionen
dienen dazu, Parameter des Spinsystems an das Objekt zu iibergeben bzw.
Parameter und Operatoren (Basis- und Spin-Hamilton-Operatoren) fiir das

gegebene Spinsystem abzufragen.

e void setJ( int, int, double ):
Bereits wiahrend der Objekt-Konstruktion wird eine Kopplungs-Matrix
angelegt. Diese ist zunichst als Null-Matrix initialisiert, d.h. alle J-
Kopplungen sind auf 0 Hz gesetzt. Durch Verwendung der Methode
setJ kann man nun Werte in diese Matrix schreiben. Die Funktion
erwartet drei Parameter. Die ersten beiden Parameter vom Typ int
beschreiben die Indices der Spins in nicht-informatischer Zahlweise?*, die
mit einer J-Kopplung verbunden werden sollen. Der dritte Parameter

vom Typ double ist die Gréfle der Kopplung in Hertz.

Wird eine Kopplung zwischen zwei Spins unter Verwendung dieser
Routine gespeichert, so wird intern auch das diagonal-symmetrische
Matrix-Element mit diesem Wert versehen. Es reicht also aus, die Kopp-
lung eines Spin-Paares (M, N) ein einziges Mal zu definieren; das ent-

sprechende Element (N, M) wird automatisch korrekt verwaltet.

4Unter nicht-informatischer Zihlweise versteht man eine Indizierung gem#8 i € [1, N|
(postive natrliche Zahlen). Als informatische Z&hlweise bezeichnet man eine Indizierung
gemif ¢ € [0, I] (positive ganze Zahlen).
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e double J( int, int ):

Méchte man die gesetzte Kopplung zwischen einem Spin-Paar (M, N)
abfragen, so kann man diese Routine benutzen. Sie liefert den Wert
der Kopplungs-Matrix der ensprechenden als Parameter vom Typ int
iibergebenen Spin-Indices als Wert vom Typ double zuriick. Wie un-
ter der Beschreibung der Routine setJ angemerkt, werden diagonal-
symmetrische Elemente der Kopplungs-Matrix automatisch mit glei-
chen Werten versehen. Daher kann man z.B. mit J(2,1) den Wert der
Kopplung des Spin-Paares (1,2) abfragen, der vorher mit setJ(1,2,
1.0) gesetzt wurde.

Matrix<complex<double> > Ix( int ):

Diese Routine dient dazu, Operatoren I, der vereinfachten Spin-Basis
abzufragen. In der Regel wird diese Routine in Verbindung mit ihren
Analoga Iy und Iz verwendet, um alle im Rahmen einer Optimierung
benotigten Operatoren aufzubauen. Diese Routine verlangt einen Pa-
rameter, der dem Index des Spins in nicht-informatischer Zahlweise

entspricht, dessen Basis-Matrix I, man abfragen mochte.

Matrix<complex<double> > Iy( int ):
Diese Routine ist analog zu der unter Ix beschriebenen. Sie liefert Basis-
Matrizen I, als Riickgabe-Wert.

Matrix<complex<double> > Iz( int ):
Diese Routine ist analog zu der unter Ix beschriebenen. Sie liefert Basis-
Matrizen I, als Riickgabe-Wert.

Matrix<complex<double> > Im( int ):
Diese Methode stellt den Absteige-Operator

[ =1, 1, (11.1)

als Riickgabewert bereit. Der Parameter entspricht dem Index des Spins,

dessen Absteige-Operators berechnet werden soll.

Matrix<complex<double> > Ip( int ):
Diese Methode stellt den Aufsteige-Operator

It = I, +1, (11.2)
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als Riickgabewert bereit. Der Parameter entspricht dem Index des Spins,

dessen Aufsteige-Operators berechnet werden soll.

e Matrix<complex<double> > Fx( void ):

Diese Methode stellt den Summen-Operator

N
Fo=> I, (11.3)
1

als Riickgabewert bereit. Die Summe wird {iber alle N Kernspins des

Spinsystems berechnet und ist daher parameterfrei.

e Matrix<complex<double> > Fy( void ):
Diese Routine ist analog zu der unter Fx beschriebenen. Sie liefert Basis-
Matrizen F, als Riickgabe-Wert.

e Matrix<complex<double> > Fz( void ):
Diese Routine ist analog zu der unter Fx beschriebenen. Sie liefert den

Summenoperator F), als Riickgabe-Wert.

e Matrix<complex<double> > Hweak( void ):

Der Hamilton-Operator der schwachen Kopplung

N i—1

Hyeak = 271—2 Z Jz,kIZ(Z)Iz(k) (114)

=2 k=1

wird von dieser Routine als Riickgabewert bereitgestellt. Er wird fiir das

aktuell durch die Kopplungs-Matrix definierte Spinsystem berechnet.

e Matrix<complex<double> > Hiso( void ):

Der isotrope skalare Kopplungs-Hamiltonian

N i—1

iy =213 3 JoalL(D L (k) + 1,(0), (k) + L(G)L(K))  (11.5)

=2 k=1

wird von dieser Routine als Riickgabewert bereitgestellt. Er wird fiir das

aktuell durch die Kopplungs-Matrix definierte Spinsystem berechnet.
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11.1.3 Beispiel-Programm

Innerhalb dieses Kapitels soll ein einfaches Beispiel-Programm entwickelt
werden. Ziel dieses Programmes ist es, ein einfaches Optimierungs-Problem
zu behandeln. Bevor jedoch das Losungsverfahren fiir dieses Problem in ein
Programm umgesetzt werden kann, mufl man das Spinsystem initialisieren,
fiir das im Anschlufl eine Pulssequenz optimiert werden soll. Im Beispiel-
Programm soll nun ein 3-Spinsystem mit einer linearen Kopplungs-Topologie
beschrieben werden. Da fiir das Optimierungs-Problem zun&chst nur ideale
Bedingungen angenommen werden, sollen alle Spin-Kopplungen der Einheits-
kopplung entsprechen. Unter Verwendung von OCTANE wird dies wie folgt

in Programm-Code umgesetzt.

1 #include "spinsys.h"

: int main( void )

: q{

2 SpinSys mySys(3);
3 mySys.setJ(1,2, 1.0);
4 mySys.setJ(2,3, 1.0);

Unter Position 1 wird zunéchst die benétigte Spinsystem-Bilbliothek ein-
gebunden. Unter Position 2 wird durch Aufruf des Spinsystem-Konstruktors
ein Objekt der Klasse SpinSys unter dem Namen mySys angelegt, welches
fiir die Verwaltung von 3 Spins ausgelegt ist. Die Grofle des Spinsystems wird
dem Konstrukor als Parameter {ibergeben. Unter den Positionen 3 und 4 wird
nun die Kopplungstopologie festgelegt. In diesem Falle soll die Kopplungs-
Topologie linear sein, d.h. es miissen nur Kopplung zwischen den Spinpaaren
(1,2) und (2,3) definiert werden. Im Beispiel werden Einheits-Kopplungen
Jio = Jos = 1Hz an das Objekt iibergeben. Damit ist das Spinsystem fiir

eine Optimierung hinreichend beschrieben.
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11.2 Basis-Klasse 0CT base

Vor den in den Unterkapiteln 11.3-11.4 zu besprechenden abgeleiteten Klas-
sen zur vollstdndigen Implementierung einer Optimierungen, sollen an dieser
Stelle die 6ffentlichen Methoden der Basis-Klasse vorgestellt werden, weil
diese einen integraler Bestandteil der aus ihr abgeleiteten Klassen darstellen.
Die Basisklasse selbst kann nicht eigensténdig verwendet werden, viele ihrer
(geschiitzten) Methoden sind nur virtuelle Funktionen und werden daher erst
durch Uberladung in den Unterklassen mit den entsprechenden algorithmi-
schen Strukturen versehen. Dariiberhinaus implementieren die Unterklassen
zusétzlich neue Methoden, die eine Optimierung erst ermoglichen. Da jedoch
grundlegende Methoden von den Unterklassen ererbt werden, soll deren Syn-
tax an dieser Stelle erklirt werden. Da diese Klasse nicht direkt vom An-
wender zu verwenden ist, wird auf das Beispiel am Ende dieses Unterkapitels
verzichtet. Es sei auf die Beispiele der abgeleiteten Klassen verwiesen, die die

hier besprochenen Methoden enthalten.

11.2.1 Objekt-Konstruktor

Die Basis-Klasse verfiigt iiber einen Parameter-freien Standard-Konstruktor,
der allerdings nur auf Ebene des Compilers eine Rolle spielt. Das Objekt
selbst wird intern iiber die Konstruktoren der respektiven Unterklassen in-

itialisiert (s. dort und 0CT_init).

11.2.2 Objekt-Methoden

e void OCT_init( double, int, int, double ):
Diese Methode wird von den abgeleiteten Klassen verwendet, die dy-
namische Initialisierung der Basisklasse vorzunehmen. Sie erwartet vier

Parameter, deren Bedeutung wie folgt ist.

double seqTime:

Die im spéteren Programm-Ablauf noch zu definerenden Kontroll-Felder
(s. addCoil) sollen fiir eine bestimmte Zeit 7, auf das Spinsystem ein-
gestrahlt werden. Dieser Parameter definiert die Zeit der Einstrahlung

in Sekunden.
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int nPointsPerSec:

Dieser Parameter bestimmt die Anzahl der fiir die digitale Darstellung
der Puls-Shape zu verwendenden Datenpunkte. In der Regel sind fiir
kurze Zeiten 7, geringere Digitaliserungen notwendig, daher definert
dieser Parameter die Anzahl Datenpunkte pro Sekunde. Je hoher die-
ser Wert gewahlt wird, desto hédufiger 148t man eine Verdnderung der

Radiofrequenz-Felder zu.

Bei der Wahl der Digitalisierung der Puls-Shape sollte man beach-
ten, dal der Radiofrequenz-Verstiarker im Experiment mit dieser zeit-
lichen Digitalisierung die Amplituden der einzustrahlenden Radiofre-
quenz verdndern soll. Die vorhandene Spektrometer-Ausstattung defi-
niert somit das sinnvolle Maximum der Digitalisierung. Dariiber hin-
aus werden wihrend der Optimierung fiir jeden Digitalisierungs-Punkt
Gradienten berechnet, d.h. die Anzahl numerischer Operationen pro
Iteration wird durch die Wahl dieses Parameters direkt beeinfluf3t; je
feiner die Digitalisierung gewé#hlt wird, desto mehr Operationen miissen

durchgefiihrt werden.

Neben der vom Benutzer zu ermittelnden maximalen Digitalisierung
sollte eine minimale absolute Digitalisierung von 4 Punkten nicht un-
terschritten werden. Zum einen mufl das Kontrollfeld iiber geniigend
Freiheitsgrade verfiigen, um optimale Ergebnisse erzielen zu koénnen,
zum anderen werden 10% der Gesamt-Digitalisierung bei einer digita-
len Auflosung iiber 50 Punkten bzw. 50§ fiir kleinere Digitalisierungen
wahrend der Initialisierung mit der maximalen Amplitude uStrength
zufillig erzeug, wiahrend die restlichen Datenpunkte durch einen kub-
sichen Spline-Fit iiber diese Werte berechnet werden, um eine glatte
Kurvenform der Puls-Shape zu gewéhrleisten. Die Berechnung eines ku-
bischen Spline-Fits ist bei einer zu geringen Digitalisierung nicht mehr
moglich. Daher entsprechen in diesem Fall alle digitalen RF-Werte der

erzeugten Pulsform Zufallswerten.

int nIterations:
Unterschreitet die Differenz des funktionalen Optimierungsziels der letz-
ten beiden Optimierungs-Schritte einen Schwellenwert, so wird der Al-

gorithmus als konvergiert angenommen und die Optimierung beendet.
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Dafiir sind in der Regel N Iterationen zu durchlaufen. Durch die-
sen Parameter definiert man eine Obergrenze an zu durchlaufenden
Iterationen, d.h. der Algorithmus wird gezwungen, sich nach diesen
nlterations < N Iterationen zu beenden, ohne das normale Abbruch-

kriterium erfiillt zu haben.

double uStrength:

Ausgangspunkt der Optimierung ist eine zufillig erzeugte Pulsform.
Neben der bereits definierten Lénge 7, und Digitalisierung der Puls-
form benétigt das Objekt zur Erzeugung einer solchen Sequenz noch
die erwiinschte Radiofrequenz-Feldstédrke der zufillig erzeugten Start-
Pulsform. Die maximale Amplitude wird durch diesen Parameter ge-

setzt.

e int addCoil (Matrix<complex<double> >),
int addCoil (Matrix<complex<double> >,Matrix<complex<double> >):
Neben dem durch den Drift-Hamiltoninan (s. dazu Abschnitt 11.6) defi-
nierten statischen Anteil enthélt ein Hamilton-Operator, der die Puls-
Sequenz zu jeder Zeit beschreibt, einen dynamischen Anteil, der den

eingestrahlten Radiofrequenz-Feldern entspricht:
Hseq = Hstat + HRFa (116)

wobei der die Puls-Sequenz beschreibende Anteil Hgrp in der Regel
als Summe iiber alle verfiigbaren Kontrollen, die auf das Spin-System

ausgeilibt werden konnen, dargestellt wird:

Hrr = sz:uj,k(t)fk(j)- (11.7)

J

Hierbei lauft der Index j iiber die selektiv bepulsbaren Kerne, d.h.
in der Regel die verfiigharen RF-Kanéle; der Index k lauft iiber die
wéihrend der Optimierung erwiinschten Phasen der RF-Felder, welche
in der Regel durch eine orthogonale Phasen-Basis dargestellt werden.
Der Term u;(t) représentiert die zeitliche Modulation der RF-Felder;
die optimale Form dieser Terme ist das Ziel der Optimierung und wird

somit automatisch intern verwaltet.
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OCTANE-Syntax

Hrr =

addCoil (_2pi*mySys.Ix(1),_2pi*mySys.Iy(1));

addCoil (_2pi*mySys.Ix(2));

Uy (t)27'('[z
+ Ug(t)Q’ﬂ'Iy

+ us (t)27TS$

TABELLE 11.1: Ubersezung von erwiinschten Pulsen (s. Text) in OCTANE-Syntax

am Beispiel eines hetero-nukleraren 2-Spin-Systems. Der Optimierung werden zwei
RF-Kaniile hinzugefiigt, wobei einer der Kanile durch seine orthogonale Phasen-

Basis I, und I, dargestellt wird, der andere durch eine feste Phasen-Basis S,.

Durch die Methode addCoil koénnen dem Optimierungs-Problem nun
sequentiell Summanden Ij(j) hinzugefiigt werden. Damit man eine Op-
timierung jedoch starten kann, mufl mindestens ein solcher Term defi-
niert werden. Die dariiberhinaus gehende Anzahl an Kontroll-Termen
ist duch sizeof (int) limitiert, auf normalen 32-bit Systemen sind so-
mit maximal 65536 Kontroll-Terme moglich. Die Reihenfolge der Defi-
nition im Quellcode ist nicht wichtig, weil Summen immer kommutie-
ren. Dariiberhinaus behandelt OCTANE die dynamischen, modulierten
Hamiltonian-Operatoren stets als Einheit aus Modulations-Feld und

Operator.

Fiir Routinen, die den Verwaltungs-Index der Kontroll-Terme benoti-
gen, wird dieser von der Methode als Riickgabewert bereitgestellt. Die-
se Indices werden in der Regel von optionalen Methoden verlangt, die
Eigenschaften eines physikalischen RF-Kanales modellieren (vergl. die
Unterpunkte 1imitRF und setBlerrGauss in Abschnitt 11.6). Daher
werden Kontroll-Terme in Form logischer RF-Kanile in OCTANE defi-
niert, die entweder aus einem Operator zur Darstellung einer konstan-
ten RF-Phase oder zwei Operatoren zur Beschreibung einer moglichen

RF-Phase von 27 bestehen konnen.

In Tabelle 11.1 wird der Mechanismus des sequentiellen Definierens von
Kontroll-Termen verdeutlicht. In dem dort angenommenen Falle eines
hetero-nukleraren 2-Spin-Systems IS sollen beide Kerne iiber getrennte
RF-Kanéle ansprechbar sein. Zur Veranschaulichung der Verwendung

beider iiberladenen Varianten der Methode soll nur der erste Kanal
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iiber eine RF-Phase von 27 verfiigen, der zweite soll eine feste Phase x
besitzen. Die zwei Methoden-Aufrufe resultieren somit in drei Kontroll-
Feldern geméf Gleichung (11.7).

11.3 Optimierung von Kohirenz-Transfers

In diesem Kapitel wird die Klasse OCT_rho vorgstellt. Sie wird zur Optimie-
rung von Pulssequenzen verwendet, die ein Spinsystem in einer vorgegebenen
Zeit moglichst optimal von einem definierten Anfangszustand in einen End-
zustand iiberfithren sollen. Hierzu miissen vom Anwender einige Parameter
vorgegeben werden, welche intern in Datenstrukturen umgesetzt und verwal-
tet werden. Im folgenden wird das prinzipielle Design eines Optimierungs-
Programmes beschrieben, das iiber den minimalen Funktionumfang verfiigt.

Unter einem minimal definierten Optimierungs-Problem versteht man
die Aufgabe eine Puls-Sequenz unter Ausschluf§ aller Stor-Effekte berech-
nen zu lassen. Im Falle der Darstellung des zu optimierenden Zustandes
durch eine Spin-Dichtematrix zédhlen zu den Storefekten neben den Inhomo-
genitdten der eingestrahlten Radiofrequenz-Felder auch die Stérungen durch
die Eigenschaften des Spinsystems, d.h. Relaxation und die Abstdnde der
Kern-Resonanzfrequenzen beziiglich der Trégerfrequenz (“RF-Offsets”). Die-
ses Problem wird deshalb als minimal bezeichnet, weil dies ausschliefllich
durch Parameter beschrieben wird, deren Definition OCTANE zwingend er-
wartet. Ein auf diese Weise minimal definiertes Optimierungs-Problem wird
in der Regel dazu benutzt, um fiir den Kohérenz-Tranfer in einem Spinsystem
die durch die Quantenmechanik bestimmten Grenzen (“Unitary Bounds”
[58]) zu ermitteln bzw. die wichtige Frage zu beantworten, was die mini-
male Zeit ist, in der diese Grenze erreicht werden kann. Dieses Problem der
Zeit-Optimalitat wird in Kapitel 5 fiir verschiedene Félle diskutiert.

Dieses minimale Optimierungs-Problem kann schliellich noch durch op-
tionale Funktionen verfeinert werden. Eine Beschreibung dieser optionalen
Routinen ist in Kapitel 11.6 zu finden.

Die Optimierung von Pulssequenzen zur Erreichung eines vorgebenen
Kohérenz-Transfers ist innerhalb des Objektes OCT_rho gekapselt, d.h. der
Anwender muf} sich vor jeder Optimierung ein Objekt dieses Typs erzeugen.

Hat man mittles des Konstruktors das Objekt initialisiert, so kann man das
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Optimierungs-Problem unter Verwendung der Objekt-Methoden definieren.

11.3.1 Objekt-Konstruktor

Der Konstruktor OCT_rho( double, int, int, double ) verlangt vier Pa-
rameter. Da diese Klasse aus der Basis-Klasse 0CT_base abgeleitet ist, wird
der Konstruktor neben der eigentlichen Objekt-Konstruktion auch zur In-
itialisierung der Basis-Klasse verwendet. Die Bedeutung der Parameter ist

identisch mit denen in Abschnitt 11.2 unter Punkt OCT_init besprochenen.

11.3.2 Objekt-Methoden

Hat man das grundlegende Objekt angelegt, so mufl man das Optimierungs-
Problem beschreiben. Verwendet man diese Klasse, so ist das Ziel der Op-
timierung eine Pulssequenz, die ein Spinsystem aus einem definierten An-
fangszustand in einen definierten Endzustand iiberfithrt. Neben den obliga-
torischen Methoden der Basisklasse miissen hierzu zwei Methoden der Un-

terklasse verwendet werden:

e void setInitialRho( Matrix<complex<double> > ):
Die zu optimierende Puls-Sequenz soll ein Spin-System aus einem Start-
Zustand in einen Ziel-Zustand iiberfiiren. Im Dichtematrix-Formalismus
wird der Zustand eines Spin-Systems durch die entsprechende Dichte-
matrix des Spinsystems zu einer gegebenen Zeit beschrieben. In der
Regel kennt man den Zustand des Spin-Systems vor Beginn des NMR-
Experimentes, das optimiert werden soll. Dies kann entweder dem ther-
mischen Dichteoperator entsprechen, der durch die Boltzmann-Verteil-
ung bestimmt ist, wenn keine Préparations-Phase dem Transfer-Block
vorangestellt wird. Oftmals hat man schon einige Transformationen der
Dichtematrix vorgenommen, um das Spin-System in einen definierten

vom thermischen Gleichgewicht entfernten Zustand zu iiberfiihren.

Diesen Zustand vor Beginn des zu optimierenden NMR-Experimentes
mufl man der Optimierungs-Routine mitteilen. Dazu benutzt man die
Methode setInitialRho. Die Start-Dichtematrix wird dieser Funktion

als Parameter iibergeben.



11.3 Optimierung von Kohirenz-Transfers

147

e void setTargetRho( Matrix<complex<double> > ):
Wie unter dem vorigen Punkt erlautert mufl man den Start- und Ziel-
zustand des Spin-Systems kennen. Die Anwendung von Radiofrequenz-
Pulsen beschrieben durch die vorhandenen Kontroll-Felder iiberfiihrt
nun das Spin-System vom definierten Start-Zustand aus in einen End-
zustand. Durch Projektion dieses Endzustandes auf den gewiinschten
Ziel-Zustand kann man ein Maf} dafiir errechnen, wie gut die aktuelle

Pulssequenz fiir diesen Kohérenz-Transfer geeignet ist.

Den Zustand, den man aus einem gegebenen Start-Zustand erreichen
mochte, definiert man mittels der Methode setTargetRho. Die Routine

erwartet die diesen Zustand beschreibende Dichtematrix als Parameter.

11.3.3 Beispiel-Programm

In diesem Abschnitt soll das in Abschnitt 11.1.3 begonne Beispiel-Programm
nun um das eigentliche Optimierungs-Problem ergénzt werden. Das Spin-
system soll vom Typ IS sein, somit reicht zur Beschreibung des Drift-
Hamiltonians der Hamilton-Operator der schwachen Kopplung aus. Zudem
sind zwei Kern-Sorten vorhanden, was die Moglichkeit bietet, diese iiber ge-
trennte RF-Kanéle zu addressieren. Der durch die zu berechnende Pulsse-
quenz zu erreichende Koh#hrenz-Transfer soll ein Inphase-Transfer I} —
I, sein, was einer Start-Dichtematrix ¢(0) = I, — ¢/,; und einem Ziel-
Dichteoperator von o(T") = I, — 11,2 entspricht. Die Zeit, innerhalb wel-
cher der Transfer erreicht werden soll, wird 7" = 1/J gewahlt. Im Besipiel-
Programm werden diese Forderungen wie folgt mittels OCTANE-Syntax for-

muliert:

: #include "spinsys.h"
1 #include "oct_rho.h"

: int main( void )

0 Ao
SpinSys mySys(3);
mySys.setJ(1,2, 1.0);
mySys.setJ(2,3, 1.0);



148

Optimierungsbibliothek OCTANE

2 O0CT_rho myOCT(1, 200, 1le6, 1);

3 myOCT.setInitialRho( (mySys.Ix(1) - _i*mySys.Iy(1))
/ (mySys.Ix(1) - _i*mySys.Iy(1)).normFrobenius() );
4 myOCT . setTargetRho( (mySys.Ix(3) - _i*mySys.Iy(3))
/ (mySys.Ix(1) - _i*mySys.Iy(3)).normFrobenius() );

5 myOCT.setDrift( mySys.Hweak() );

6 my0CT.addCoil( _2pix* ( mySys.Ix(1) + mySys.Ix(3) ),
: _2pix ( mySys.Iy(1) + mySys.Iy(3) ) );
7 my0CT.addCoil( _2pi* mySys.Ix(2),

_2pi* mySys.Iy(2) );

8 myOCT . optimizeCG() ;
D}

In Position 1 wird zunédcht der kontroll-theoretische Teil 0CT_rho der Bi-
bliothek eingebunden, der die Behandlung von Kohérenz-Transfers ermoglicht.
Nun kann in Position 2 ein Objekt myOCT der Klasse OCT_rho initialisiert
werden. Hierbei werden die grundlegenden Optimierungs-Parameter an den
Konstruktor iibergeben: (1) Die Pulssequenz soll eine Linge von 1s haben,
(2) die Kontroll-Felder sollen in 200 Punkte pro Sekunde digitalisert werden,
(3) die Optimierung soll sich spatestens nach 1.000.000 Iterationen beenden
und (4) die initiale Feldstérke soll 1Hz betragen. Die geringe Start-Feldstérke
begriindet sich dadurch, dal keine Offset-Effekte in die Optimierung einge-
schlossen werden sollen, daher ist eine geringe Feldstédrke zur Kontrolle der
Spindynamik ausreichend. Nachdem nun dieses Objekt initalisiert ist, wer-
den die fiir die Optimierung relevanten Operatoren hinzugefiigt. In Position
3 wird der Start-Dichteoperator /; definiert. Hierbei kommen die Interface-
Funktionen des Spinsystem-Objektes zum Einsatz, die die Basis-Operatoren
des Spinsystems zuriickgeben. Damit das Skalarprodukt zwischen dem End-
Operator innerhalb eines Intervals von [0, 1] liegt, wird dieser Operator noch
mit seiner Frobenius-Norm normiert. In Position 4 wird auf gleiche Weise der
Ziel-Dichteoperator I; normiert an das Optimierungs-Objekt iibergeben. In

Position 5 wird der optionale Drift-Hamiltonian definiert; wiirde im gege-
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ben Fall allerdings kein Drift-Term definiert, so wére der gewollte Kohérenz-
Transfer durch keine Pulssequenz zu erreichen. Da es sich im betrachteten
Fall um ein heteronuklerares Spinsystem handelt, fiir dessen Beschreibung
der schwache Kopplungs-Hamiltonian verwendet werden soll, wird dieser
iiber die Interface-Funktion Hweak des Spinsystem-Objektes abgefragt und
an das Optimierungs-Objekt iibergeben. In den Positionen 6 und 7 werden
die logischen RF-Kanéle initalisiert. Fiir ein I5S-System sind zwei RF-Kanile
moglich, welche durch je zwei orthogonale Basis-Phasen dargestellt wird. So
stellt die Position 6 den auf die I-Spins wirkenden RF-Kanal dar, wihrend
die Position 7 den auf den S-Spin wirkenden RF-Kanal darstellen. Um nun
die Optimierung zu starten wird in Position 8 eine Methode verwendet, die
iterativ die Pulssequenz fiir das definierte Optimierungs-Problem berechnet;

die Optimierungs-Methoden werden in Abschnitt 11.5 detailliert besprochen.

11.4 Optimierung von Transformationen

In diesem Kapitel wird die Klasse 0CT_u besprochen werden. Sie wird zur Op-
timierung von Pulssequenzen verwendet, die in einer vorgegebenen Zeit eine
Transformation (gegeben durch den entsprechenden Propagator) moglichst
optimal erreichen sollen. Wie die bereits diskutierte Klasse 0CT_rho ist sie
von der Basisklasse OCT_base abgeleitet und an das Optimierungsproblem
angepaflt.

Probleme, die man mit dieser Klasse bearbeiten kann, entstammen haufig
der Quanten-Informationsverarbeitung. Hierbei ist es oftmals so, dall man
eine gewisse Transformation durchfithren méchte (z.B. SWAP-Gatter), wobei
Zeitoptimalitét eine wichtige Rolle spielt (vergl. Kapitel 9).

Im Gegensatz zur Optimierung von Pulssequenzen zur Erreichung eines
Kohéarenztransfers ist die Anzahl der Definitionen fiir das Problem geringer.
In diesem Fall reicht es aus, den Zielpropagator zu kennen, der durch die
Pulssequenz erreicht werden soll; der Startpropagator entspricht in jedem

Falle der Einheitsmatrix.

11.4.1 Objekt-Konstruktor

Der Konstruktor OCT_u( double, int, int, double ) verlangt vier Para-

meter. Da diese Klasse aus der Basis-Klasse 0CT_base abgeleitet ist, wird der
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Konstruktor neben der eigentlichen Objekt-Konstruktion auch zur Initialisie-
rung der Basis-Klasse verwendet. Die Bedeutung der Parameter ist identisch

mit denen in Abschnitt 11.2 unter Punkt OCT_init besprochenen.

11.4.2 Objekt-Methoden

e void setTargetU( Matrix<complex<double> > ):
Wie bereits in der Einleitung erlduter, reicht es aus, den Zielpropagator
zu kennen, um eine Pulssequenz zu berechnen, durch die dieser darge-
stellt werden soll. Ausgehend von einer beliebigen Pulssequenz kann
man nun den Propagator berechnen, der der Pulssequenz entspricht.
Durch einen Vergleich des durch die aktuelle Pulssequenz dargestell-
ten Propagators mit dem Zielpropagator kann man nun ein Maf} dafiir
berechnen, wie man die Pulssequenz verdndern muf}, um eine bessere
Ubereinstimmung zwischen dem aktuellen und angestrebten Propaga-

tor zu erreichen.

Den zu erreichenden Propagator definiert man mittels der Methode
setTargetU. Die Routine erwartet die diesen Propagator beschreibende

Matrix als Parameter.

11.4.3 Beispiel-Programm

Um die Verwendung dieser Klasse mit einem kurzen Beispiel zu verdeutli-
chen, soll ein Optimierungsprogramm fiir einen Trivial-Fall entwickelt wer-
den. Ziel der Optimierung soll es sein, fiir ein 1-Spinsystem eine Pulssequenz

zu berechnen, die einen 7/2-Puls mit der Phase x implementiert.

: #include "spinsys.h"

1 #include "oct_u.h"
: int main( void )
: q{

2 SpinSys mySys(1);

3 OCT_u myOCT(1, 200, le6, 1);
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const complex<double> alpha ( 0.5*M_PI, 0);
4 myOCT.setTargetU( expm(-_i*alpha * mySys.Ix(1) ) );

5 my0CT.addCoil( _2pi* ( mySys.Ix(1) ),

6 myOCT . optimizeCG() ;

In Position 1 wird zunéchst der kontroll-theoretische Teil der Bibliothek
eingebunden, mit dem die Behandlung dieses Problems mdglich ist. In Posi-
tion 2 wird das 1-Spinsystem deklariert, was hier ausschliellich dazu dient,
Spinmatrizen korrekter Grofle zur Hand zu haben. In Position 4 wird der ei-
nem (7/2),-Puls entsprechende Propagator als Optimierungsziel an das Ob-
jekt iibergeben. Um eine solche Transformation zu implementieren, benotigt
man nur ein Kontrollfeld, welches in Position 5 als logischer RF-Kanal mit
einer festen Phase definiert wird. Schliellich wird in Position 6 die Optimie-

rung gestartet.

11.5 Optimierungs-Methoden

Nachdem man das Optimierungs-Problem durch seinen Parameter-Satz be-
schrieben hat, reicht es aus, die numerische Optimierung durch den Aufruf
einer Optimierungs-Methode zu starten. In den Beispiel-Programmen aus
den Abschnitten 11.3.3 und 11.4.3 wurde in Position 8 bzw. 6 bereits die Op-
timierung unter Verwendung der Methode optimizeCG aufgenommen ohne
jedoch n&dher darauf einzugehen. OCTANE stellt zwei Gradienten-Verfahren
zur Verfiigung, die zur iterativen Optimierung der Pulssequenz verwendet

werden konnen.

11.5.1 Die Methoden

Generell erwarten die Methoden den Wert der fiir die Optimierung erwiinsch-
ten Konvergenz-Schranke als Parameter; wird der Wert ausgelassen, so wird
eine Schranke von ¢ = 10~7 angenommen. Unter der Konvergenz-Schranke
versteht man den Wert, den in der N-ten Iteration die Differenz der Qua-
litdts-Faktoren QF(N) — QF (N — 1) unterschreiten muf}; damit die Opti-
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Start:
opti m ze( BPS)
Pulstabelle berechnen: Gradienten berechnen:
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ABBILDUNG 11.3: FluBidiagramm des generellen Verfahrens zur Optimierung.
Von der aufrufenden Routine werden zwei Grenzwerte an die Optimierung iiber-
geben. EPS ist die absolute Konvergenzgrenze der Optimierung, TOL entspricht der
zu erreichenden Grenze zur Bestimmung des Linienmaximums.

mierung als konvergiert betrachtet werden kann. Im Falle des minimal de-
finierten Optimierungs-Problems wird in OCTANE das Skalarprodukt aus
End-Dichteoperator und Ziel-Dichteoperator als Qualitédtsfaktor angenomen.
Schlieft man jedoch weitere Effekte in das Optimierungs-Problem ein, so
dndert sich die Defintion des Qualitétsfaktors (s. dazu Abschnitt 11.6).

Der zweite optionale Parameter der Optimierungs-Routinen entspricht
der Toleranz-Grenze zur Bestimmung des Linienmaximums. Nachdem die
Gradienten berechnet wurden, wird die maximale Schrittweite in Richtung
des Gradienten bestimmt, durch die der Qualitatsfaktor ein Maximum er-
reicht. Dies entspricht dem Optimierungsproblem max {QF (un, + ﬁ%)}. We-
gen der eindimensionalen Charakteristik bezeichnet man diese Optimierung
als Linienmaximierung. Das Linienmaximum gilt als bestimmt, wenn die
Grenze QF (k) — QF(x') die definierte Toleranz-Grenze unterschreitet. Je
héher man die Anforderungen an die Bestimmung der maximalen Schritt-

weite stellt, desto hoher ist der Rechenaufwand dieser Unterroutine.

In Abbildung 11.3 ist der prinzipielle Ablauf einer Optimierung mittels

eines FluBdiagrammes gezeigt. Bevor jedoch die iterative Berechnung be-
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ABBILDUNG 11.4: Illustration der Ineffizienz von Algorithmen, die die stiikrste
Steigung zur Optimierung benutzen. Ausgehend von einem Punkt auf einer Hy-
perfliche entspricht die Richtung der grofiten Steigung stets der Orthogonalen
beziiglich der Kontourlinie. Folgt man diesem Gradienten so lange, bis ein Lini-
enextremum erreicht ist, so endet dieser Schritt als Parallele zu einer Kontourlinie.
Die neue Richtung wird wiederum die Orthogonale beziiglich dieser Kontourlinie
sein. Je ndher dieses Verfahren dem Extremum kommt, desto langsamer wird die
Konvergenz, weil dieses nur durch eine infinitesimal kleine Schrittweite erreicht
werden kann.

ginnt, werden alle statischen Operatoranteile in Tabellen gespeichert (“Drift
Tables”). Da die Kontrollfelder nur innerhalb einer Iteration konstant sind,
miissen aus ihnen in jedem Schritt die entsprechenden Tabellen berechnet
werden (“Pulse Tables”). Nachdem nun alle Tabellen angepafit sind, kénnen
die Gradienten fiir jeden Punkt der Kontrollfelder berechnet werden. Im An-
schlufl wird die Schrittweite bestimmt, welche die grofite Verbesserung in
Richtung der Gradienten ergibt. Hierbei wird die Schrittweite bis auf die
durch den Parameter TOL vorgegeben Prézision bestimmt. Nachdem sowohl
die Richtung der Verdnderung als auch die Gréfle der Verdnderung bekannt
sind, kénnen die Kontrollfelder dementsprechend angepéfit werden. Unter-
schreitet die Differenz der letzten beiden Qualitéatsfaktoren die als EPS iiber-
gebende Konvergenzgrenze, so ist wird der Algorithmus als konvergiert an-

genommen und die Iteration abgebrochen.

Die zur Verfiigung stehenden Methoden unterscheiden sich in der Be-
rechnung der Gradienten, der prinzipielle Ablauf der Optimierung ist jedoch

identisch. Im folgenden sollen beide Methoden kurz besprochen werden.
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Methode der groiten Steigung (Steepest Descent)

Dies ist die einfachste Methode eines Gradienten-Verfahrens und zeigt dem-
zufolge auch ein schlechtes Konvergenz-Verhalten (s. dazu Abschnitt 11.5.2).
Hierbei werden die nach dem Maximum-Prinzip berechneten Gradienten di-
rekt verwendet, d.h. die eingefithrten Verdnderungen der Kontrollen folgen
direkt der gréfiten Steigung.

Das schlechte Konvergenzverhalten dieser Methode ist in Abbildung 11.4
verdeutlicht. Hier ist eine Vergroflerung einer zweidimensioneln Optimierung
gezeigt. Die Suchrichtung entlang der grofiten Steigung ist stets orthogonal
zur Kontourlinie. Berechnet man nun die optimale Schrittweite entlang die-
ser Richtung, so endet sie dort, wo sie die Parallele zu einer Kontourlinie ist.
Bestimmt man nun dort wiederum die grofiten Steigung, so ist diese wieder-
um orthogonal zur vorgehenden Suchrichtung. In der Néhe eines Extremums
geht hierbei die Schrittweite gegen Null, ohne jedoch genau das Extremum
zu treffen, woraus eine unendlich langsame Konvergenzgeschwindigkeit resu-
liert. Ist die Entfernung vom Extremum jedoch grof, so liefert diese Methode
befriedigende Resultate.

Um diese Optimierungs-Methode zu verwenden, sind in OCTANE drei
iiberladene Variante der Methode optimizeSD in der Basisklasse OCT_base
implementiert. In jedem Falle entspricht der Riickgabewerte der Methode

dem erreichten Qualitatsfaktor.

e double optimizeSD( double, double ):
Diese Variante verwendet die in der Reihenfolge EPS, TOL iibergebenen
Werte als Schranken fiir die Optimierung. Hierbei entspricht EPS der
Konvergenzschranke beziiglich des Qualitédtsfaktors und TOL der Tole-
ranz bei der Isolierung des Linienmaximums. Beide Werte haben einen
direkten Einflufl auf die benotigte Rechenzeit, je niedriger diese Schwel-
lenwerte gewahlt werden, desto ldnger verbringt die Optimierung in den

jeweiligen Unterroutinen.

e double optimizeSD( double ):
Ubergibt man nur einen Wert an die Methode, so entspricht dieser
der Konvergenzschranke des Qualitatsfaktors EPS. Der Schwellenwert
fiir die Berechnung der optimalen Schrittweite entspricht hierbei dem
Wert TOL = 2-107%.



11.5 Optimierungs-Methoden

155

e double optimizeSD( void ):
Wird die Optimierungsmehtode parameterfrei aufgerufen, so werden fiir
beide Schranken die Werte EPS = 10~7 und TOL = 2 - 10~* vorgegeben.

Methode der konjugierten Richtung (Conjugate Gradient)

Wie bei der Methode der grofiten Steigung erklért, ist die Verwendung der
direkten Gradienten durch schlechtes Konvergenz-Verhalten in der Néhe des
Extremums ausgezeichnet. Daher ist die Berechnung eines Satzes von sog.
konjugierten Richtungen aus diesen Gradienten giinstiger [85]. Eine notwen-
dige Bedingung zur Berechnung der konjugierten Richtung ist allerdings, dafl
man sich in einem Punkt auf dem Linienmaximum befindet. Somit wéchst
der Anspruch an die Genauigkeit der Bestimmung des Linienmaximums.

In der Regel sollte man dieser Methode aufgrund der besseren Konvergenz-
Eigenschaften in der N&he des Extremums den Vorzug geben. Allerdings soll-
te der Parameter TOL nicht grofler als der Standardwert gewé#hlt werden.

Die Methode wird in vierfach iiberladener Form von der Basisklasse be-

reitgestellt. Der Riickgabewert entspricht dem erreichten Qualitétsfaktor.

e double optimizeCG( double, double, int ):
In diese Variante entsprechen die Parameter den Werten EPS, TOL und
CG. Hierbei entspricht EPS der Konvergenzschranke beziiglich des Qua-
litatsfaktors und TOL der Toleranz bei der Isolierung des Linienmaxi-
mums. Beide Werte haben einen direkten Einflul auf die benétigte Re-
chenzeit, je niedriger diese Schwellenwerte gewéahlt werden, desto langer
verbringt die Optimierung in den jeweiligen Unterroutinen. Der dritte
Parameter CG ist ein Flag zur Wahl der zu berechnenden konjugierten
Richtungen. CG = 0 bedeutet, dafl die konjugierten Richtungen nach
dem Kriterium von Pollak-Ribiere berechnet werden. W&hlt man CG =

1, so wird das Kriterium nach Fletcher-Reeves verwendet.

e double optimizeCG( double, double ):
Ubergibt man nur zwei Parameter an die Methode, so enstprechen diese
den Schwellenwerten in der Reihenfolge EPS und TOL. Als Kriterium
zur Berechnung der konjugierten Richtungen wird das Kriterium von

Pollak-Ribiére verwendet.
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e double optimizeCG( double ):
Ubergibt man nur einen Wert an die Methode, so entspricht dieser
der Konvergenzschranke des Qualitatsfaktors EPS. Der Schwellenwert
fiir die Berechnung der optimalen Schrittweite entspricht hierbei dem
Wert TOL = 2-10~%. Es werden die konjugierten Richtungen nach Pollak-

Ribiére berechnet.

e double optimizeCG( void ):
Wird die Optimierungsmehtode parameterfrei aufgerufen, so werden fiir
beide Schranken die Werte EPS = 10~7 und TOL = 2 - 10~* vorgegeben.
Die konjugierten Richtungen werden geméafl dem Kriterium von Pollak-

Ribiére berechnet.

11.5.2 Vergleich der Methoden

Wie im voran gegangenen Abschnitt erldutert, stellt die gegenwirtige Version
von OCTANE zwei Gradienten-Verfahren zur Optimierung bereit. In diesem
Abschnitt soll kurz auf die Unterschiede der beiden Verfahren eingegangen
werden.

Beide Verfahren benutzen Gradienten zur Bestimmung der optimalen
Verdnderung der Pulsform. Die Methode optimizeSD verwendet die nach
dem Maximum-Prinzip berechneten Gradienten direkt, d.h. sie folgt der
grofiten Steigung (engl. “Steepest Descent”). Der grofie Nachteil dieses Ver-
fahrens besteht in dem Verhalten in der Ndhe des zu bestimmenden Extre-
mums. Je ndher der Alghoritmus gegen das Extremum konvergiert, desto
langsamer ist der Gesamt-Flufl. Dies liegt daran, daf§ die bestimmten Rich-
tungen orthogonal zu einander liegen werden, die optimale Schrittweite sich
dabei jedoch stark reduziert.

Diesen Hauptnachteil des direkten Gradienten-Verfahrens kann man durch
die Verwendung von konjugierten Richtungen ausgleichen (engl. “Conjuga-
te Gradients”). Durch die Bestimmung der konjugierten Richtungen ist die
Gesamt-Bewegung des Systems in Richtung des Extremums asymptotisch,
d.h. die FluB-Geschwindigkeit wird nicht durch orthogonale Bewegungen ver-
langsamt. Dies fiihrt zum einen dazu, dafl die FluBgeschwindigkeit in Rich-
tung des Extremums erhoht wird, d.h. die Verwendung der konjugierten Rich-

tung wird im Vergleich zum Steepest Descent Verfahren bereits frither gegen
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das absolute Extremum konvergieren. Zum anderen erhéht die Verwendung
der konjugierten Richtung die Geschwindigkeit der Konvergenz am Extre-

mui.

Dieser Befund soll anhand eines einfachen Optimierungs-Besipiels darge-
stellt werden. In einem 2-Spin System soll der Term I,(1) in [,(2) tiberfiihrt
werden. Die theoretisch minimale Zeit fiir den vollstédndigen Transfer n = 1
unter Verwednung der schwachen Kopplung betrigt 1/.J, welche somit als
Zeit T, fiir die zu optimierende Pulsform vorgegeben wurde. Damit beide Ver-
fahren mit einander verglichen werden konnen, wird eine einheitliche Start-

form der RF-Kontrollen vorgegeben.

In Abb. 11.5 kommt das vorausgesagte Verhalten klar zum Ausdruck. Hier
werden die erreichten Transfer-Amplituden in Abhéngigkeit der Konvergenz-
Schranke € gezeigt. Zum einen erkennt man, dafl die Methode der konjugier-
ten Richtungen fiir die schwichste Konvergenz-Grenze bereits einen Wert
viel ndher am theoretischen Maximum erreicht hat. Dariiberhinaus fiihrt
die Verstiarkung des Abbruchkriteriums zu einer stédrker assymptotischen
Anndherung an das Transfer-Maximum als bei der Methode der grofiten Stei-
gung. Durch Verwendung der konjugierten Gradienten kann man also bereits
durch ein schwaches Abbruchkriterium relativ gute Ergebnisse erzielen. Die
Methode der stiarksten Steigung konvergiert zwar ebenfalls gegen das Extre-
mum, jedoch muf} das Abbruchkriterium sehr streng gewéahlt werden; in dem
angefiihrten Beispiel ist hierbei ein Abbruchkriterium ¢ = 10~7 nétig, um
vergleichbare Ergebnisse wie die Methode der konjugierten Richtungen fiir

ein Abbruchkriterium € = 10™° zu erreichen.

Dieses Konvergenzverhalten hat einen direkten Einflufl auf die Anzahl
der benotigten Rechenoperationen und damit auf die fiir eine Optimierung
bendtigte Rechenzeit. In Abb. 11.6 sind die Anzahl der benétigten Iteratio-
nen in Abhéngigkeit des Abbruch-Kriteriums ¢ aufgefiihrt. Betrachtet man
zunachst das generelle Verhalten beider Verfahren, so stellt man fest, dafl die
Anzahl der Operationen (und damit auch die benotigte Rechenzeit) des Ver-
fahrens der groBiten Steigung in Abhéngigkeit der Konvergenz-Schranke stark
nicht-linear ansteigt. Das Verfahren der konjugierten Richtung zeigt hingegen
einen vergleichweise vernachlassigbaren Anstieg des Aufwandes iiber den sel-
ben Bereich der Konvergenz-Schranke. Betrachtet man nun den bereits oben

erwahnten Fall dhnlicher Konvergenz beider Verfahren (Steepest Descent:
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ABBILDUNG 11.5: Vergleich der Konvergenz der beiden Methoden optimizeSD
(Steepest Descent, gestrichelt) und optimizeCG (Conjugate Gradients, durchgezo-
gen). Gezeigt sind die Werte fiir die Transfer-Amplitude 7 in Abhémgigkeit der
Konvergenz-Schranke €. Man erkennt, dafl die Steepest Descent Methode deutlich
langsamer gegen das Optimum konvergiert.
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ABBILDUNG 11.6: Vergleich des benétgiten Rechenaufwandes optimizeSD (Me-
thode der grofiten Steigung, gestrichelt) und optimizeCG (Methode der konju-
gierten Richtung, durchgezogen). Dargestellt wird die Anzahl der benétigten Ite-
rationen in Abhéngigkeit der Konvergenz-Schranke e. Es wird deutlich, daf} die
Methode der grofiten Steigung aufgrund des schlechteren Konvergenz-Verhaltens
auf strengere Abbruch-Bedingungen mit einem starken Anstieg der Rechenopera-
tionen reagiert.



11.5 Optimierungs-Methoden

159

n(e = 1077, Conjugate Gradients: n(e = 1075), so mufl man feststellen, daf
die numerischen Kosten zur Erreichung von Ergebnisse dhnlicher Giite stark
unterschiedlich sind. Das Steepest Descent Verfahren benotigt in diesem Falle
den 80fachen numerischen Aufwand des Conjugate Gradients Verfahren.
Die Ergebnisse dieses Vergleiches bestétigen in vollem Umfang das aus
den mathematischen Prinzipien der Verfahren vorhergesagte Verhalten; das
Verfahren der konjugierten Richtung ist dem der grofiten Steigung eindeu-
tig iiberlegen und sollte in Optimierungen prinzipiell vorgezogen werden.
Dariiberhinaus bleibt festzustellen, dal die Verwendung von konjugierten
Richtungen die Anspriiche an die verwendete Konvergenz-Schranke erheb-
lich absenkt. Somit konnen Optimierungen unter Verwendung dieser Metho-
de erheblich schneller zu verwertbaren Pulsformen gelangen. Bedenkt man
vor allem, daf der Einschlufl weiterer Effekte (breite Anregungsprofile, B;-

Inhomogenitéten, etc.) den numerischen Aufwand durch die Erhéhung der

Problem-Komplexitit stark (und unabhéngig von der verwendeten Gradienten-

Methode) ansteigen 148t, so dréngt sich die Verwendung geschickter Gradienten-

Verfahren geradezu auf.

11.5.3 Kombination von Optimierungs-Methoden

In den vorigen Abschnitten wurde auf die Unterschiede zwischen den Op-
timierungsmethoden hingewiesen. Aus dem dort Gesagten kann man zwei
Fakten festhalten. Zum einen werden beide Verfahren bei grofler Entfernung
vom Extremum in etwa &dhnlich schnell konvergieren, lediglich die Konver-
genzgeschwindigkeit in der Ndhe des Optimums legt die Verwendung der
Methode der konjugierten Richtungen nahe. Andererseits ist man hierbei bei
der Wahl des Parameters TOL eher festgelegt, bei der Methode der grofiten
Steigung kann man diesen Parameter jedoch frei wahlen, weil hier die Errei-
chung des Linienextremums nicht notwendig ist. Dieser Parameter bestimmt
jedoch teilweise die Rechenzeit.

Daher liegt es nahe, Optimierungs-Protokolle zu entwickeln, die beide
Verfahren kombinieren. Zu Beginn (man befindet sich sicherlich noch nicht
in der Ndhe des Optimums) kénnte man die Methode der grofiten Steigung
mit einer grofziigigen Toleranz TOL der Bestimmung des Linienmaximums
einsetzen, um sich rasch in die Ndhe des Optimums zu begeben, d.h. fiir

eine relativ grofle Konvergenz-Schranke EPS. Befindet man sich an diesem
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Punkt, so kénnte man nun zur Berechnung der Gradienten die Methode
der konjugierten Richtungen verwenden, d.h. man tauscht den Gewinn der
schnelleren Linienmaximierung der Methode der gréfiten Steigung gegen eine
hohere Konvergenz-Geschwindigkeit der Methode der konjugierten Richtung.

In den Tabellen 11.2 und 11.3 sind Daten zusammengefafit, die diese Idee
illustrieren. In allen Fallen wurde das selbe Problem mit OCTANE optimiert.
Die ersten vier Eintradge illustrieren die Abhéngigkeit vom Parameter der
Linienmaximierung TOL. Wie man Tabelle 11.2 entnehmen kann, ist der Ein-
flul auf den insgesamt erreichten Qualitédtsfaktor vernachléssigbar. Jedoch
der Bedarf an Rechenzeit steigt mit abnehmender Toleranz wiahrend der
Bestimung des Linienmaximums (s. Tabelle 11.3). Verbindet man nun die
Vorteile beider Methoden, so kann man bei Erreichung eines vergleichbaren
Qualitéitsfaktors einen Rechenzeitgewinn von iiber 25% erreichen. So kann
man der abschlieSenden Bemerkung aus Abschnitt 11.5.2 nur hinzufiigen,
dafl eine geschickte Kombination der zur Verfiigung stehenden Methoden
nicht minder erstrebenswert ist.

Diese Kombintationen sind vom jeweiligen Optimierungsproblem abhéngig,
daher stellt OCTANE diese nicht als fertig implementierte Optimierungspro-
tokolle zur Verfiigung. Es bleibt dem Anwender iiberlassen, diese in seinem

Optimierungsprogramm zu implementieren.

11.6 Optionale Optimierungs-Routinen

Nachdem in den Abschnitten 11.3 und 11.4 beschrieben wurde, wie man
ein minimal definiertes Optimierungs-Problem in OCTANE beschreibt, soll in
diesem Abschnitt zunéichst auf die Routinen der Bibliothek eingegangen wer-
den, welche die Komplexitdt des Optimierungs-Problem heraufsetzen. Hier-
bei handelt es um Routinen, die bestimmte experimentelle Effekte beriick-
sichtigen. Dariiberhinaus werden noch einige Routinen aufgefiihrt, die sich

mit der Verwaltung eines Optimierungs-Projektes befassen.

11.6.1 Erweiterung des Optimierungs-Problems

Die durch ein minimal definiertes Optimierungs-Problem zu erreichenden Er-
gebnisse sind prinzipieller Natur, weil dabei bewufit experimentelle Effekte

aufer acht gelassen werden. Die so erlangten Daten dienen in der Regel dazu,
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Methode EPS TOL QF QF/QF 1ax

optimizeCG 10~% 10=' 0,990704 0,9963
optimizeCG 10~% 1072 0,994196 0,9998
optimizeCG 10~* 1073 0,994277 0,9999
optimizeCG 10~% 10~* 0,994069 0,9997
optimizeSD 10~* 107! 0,990704 0,9963
optimizeCG 10~* 107

optimizeSD 107° 107! 0,994392 1,0000
optimizeCG 107* 107*

TABELLE 11.2: Erreichte Qualititsfaktoren QF in Abhéngigkeit von den Opti-
mierungsparametern. Die ersten vier Optimierungen variieren den Parameter TOL
bei konstantem EPS bei Verwendung der Methode der konjugierten Richtung. Die
letzten beiden Optimierungen kombinieren die Methoden der gréfiten Steigung mit
der der konjugierten Richtung.

Methode EPS TOL CPU [sec] CPU/CPUpay Iterationen

optimizeCG 107* 10! 115,270 0,7274 98
optimizeCG 10~% 1072 148.010 0,9306 113
optimizeCG 10~% 107% 153.990 0,9682 115
optimizeCG 10~% 107% 154.360 0,9705 113
optimizeSD 10~* 10! 116.390 0,7318 99 (98, 1)
optimizeCG 10~% 1074

optimizeSD 1073 10! 159.050 1,0000 118 (2, 116)

optimizeCG 10~% 1074

TABELLE 11.3: Benotigte Rechenzeit CPU in Abhéngigkeit von den Optimie-
rungsparametern. Die ersten vier Optimierungen variieren den Parameter TOL bei
konstantem EPS bei Verwendung der konjugierten Gradienten Methode. Die letz-
ten beiden Optimierungen kombinieren die Methoden der grofiten Steigung mit
der der konjugierten Gradienten. Hierbei beziehen sich angegeben Daten auf die
Kombination der Methoden. Die bei den Iterationen in Klammern angegebenen
Zahlen beziehen sich auf die verwendeten Methoden im einzelnen.
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die theoretische Grenze von Kohérenz-Transfers zu bestimmen, daher werden
die so entwickelten Pulssequenzen in der Praxis nur bedingt einsetztbar sein.
In diesem Abschnitt werden Routinen vorgestellt, die solche experimentellen
Faktoren in die Optimierung einflielen lassen konnen.

Jede dieser Routinen kann optional aufgerufen werden, um die Problem-
Komplexitdt dem realen Optimierungsziel anzupassen. Hierbei gilt es zu
beachten, dafl alle diese Effekte wihrend der Optimierung kreuzkorreliert
beriicksichtigt werden. Fiigt man mehrere Effekte der Optimierung hinzu, so
steigt der numerische Aufwand nicht linear, sondern exponentiell. Dariiber
hinaus verfiigen die meisten dieser Effekte iiber einen Digitalisierungs-Para-
meter, der fiir jeden dieser Effekte den Rechenaufwand zusétzlich beeinflufit.
Somit ist es fiir den Anwender von Bedeutung, die Parameter fiir sein spezi-
elles Problem so zu ermitteln, dafl der numerische Aufwand in akzeptablen
Grenzen bleibt.

Optionale Methoden der Basisklasse

Die optionalen Methoden der Basisklasse werden von allen abgeleiteten Klas-
sen ererbt und stehen somit dort zur Verfiigung. Daher werden diese getrennt

von den optionalen Methoden der abgeleiten Klassen besprochen.

e void setBlerrGauss( int, int, double ):
Eine wichtige Eigenschaft realer Spulen ist, daf§ die abgestrahlten RF-
Felder fehlerbehaftet sind. In der Regel werden die Flip-Winkel a;.cq
iiber einen bestimmten Bereich [anin, mae] gestreut, d.h. die endgiilti-
ge Lage des makroskopischen Magentisierungs-Verktors wird nicht durch
eine Richtung bestimmt, sondern einen bestimmten von der verwende-
ten Spule abhéingigen Winkelbereich abdecken (vergl. Abbildung 11.7).
Diese Eigenschaft kann man durch eine Fehlerverteilung modelieren, in
der Regel wird hierzu eine Verteilungsfunktion nach Gaufl angenom-

men.

Mit der Routine setBlerrGauss kann man eine solche Verteilungsfunk-
tion fiir jeden mit addCoil definierten logischen RF-Kanal einschlielen.
Hierbei gilt zu beachten, dal widhrend der Berechnung jedes Gradien-
ten diese Fehlerverteilungen korreliert beriicksichtigt werden, d.h. je

mehr Fehlerverteilungen in die Optimierung aufgenommen werden, de-
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ABBILDUNG 11.7: RF-Fehlerverteilung einer Spule, berechnet mit einer Digi-
talsierung von 101. Die Abszisse entspricht dem im Verhéltnis zum angestrebten
Pulswinkels «;qeq tatsichlich erreichten. Durch die Ordinate wird der Anteil der
mit dem jeweiligen Winkel bepulsten Einheiten dargestellt. Die Summe der Fehl-
ergewichte betréigt 1.

sto stérker steigt die benotigte Rechenzeit an. Dariiberhinaus beeinflufit
auch die Digitalisierung den Bedarf an Rechenzeit. Je feiner digitali-
siert die Fehlerverteilungen werden, desto stérker steigt die benotigte
Rechenzeit an, insbesondere wenn mehrere Fehlerverteilungen beriick-
sichtigt werden. Die Definition des Qualitéatsfaktors wird durch Ver-

wendung dieser Methode nicht verdndert.

Der erste Parameter dieser Funktion vom Typ int enspricht dem In-
dex des logischen RF-Kanals, dessen RF-Inhomogenitit beriicksichtigt
werden soll. Dieser Index wird als Riickgabewert von addCoil bereits-
getellt. Der zweite Parameter vom Typ int definiert die Digitalisie-
rung der Fehlerfunktion und sollte ungerade geweédhlt werden, damit
das Maximum der Verteilungsfunktion wéhrend der Rechnung beriick-
sichtigt werden kann. Der dritte Parameter vom Typ double entspricht
der halben Breite bei halber Hohe der Gauf’schen Verteilungsfunktion

und bestimmt die maximale Abweichung vom idealen Pulswinkel.

e void 1imitRF(int, double ):
Fithrt man die Beriicksichtung von Resonanzfrequenz-Offsets in das

Optimierungs-Problem ein, so wird in der Regel die Feldstirke der be-
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rechneten RF-Felder in der Groflenordung des Offset-Bereiches liegen.
Unter Umsténden kann es passieren, dafl die durch die Optimierung be-
stimmte Feldstédrke der Pulssequenz die vom Verstarker mogliche iiber-
steigt. Daher ist in diesen Féallen wichtig, die iiber eine Spule einzu-
strahlende Feldstéirke bereits wéhrend der Berechnung der Sequenz auf

ein giiltiges Limit zu begrenzen.

Als ersten Parameter vom Typ int erwartet diese Methode den Index
des logischen RF-Kanals, dessen Feldstérke auf ein Maximum begrenzt
werden soll. Dieser Index wird von der Methode addCoil als Riickgabe-
wert bereitgestellt. Der zweite Parameter vom Typ double entspricht

der maximal erlaubten RF-Amplitude in Hertz.

Optionale Methoden der Klasse OCT_rho

Bildet ein Spinsystem die Grundlage der Optimierung, so kann man unter
Verwendung der optionalen Methoden dieser Klasse das Verhalten des Spin-
systems wahrend der Dauer der Pulssequenz verfeinern. Folgende Methoden

werden von der abgeleiteten Klasse dazu bereitgestellt:

e void setDrift( Matrix<complex<double> > ):

Eine wichtige Eigenschaft von Spinsystemen ist es, dafl sich Kohérenz
aufgrund der Eigenschaften des Systems in ihm verteilen kann. Diese
Methode der Basisklasse definiert den wéhrend der Optimierung zu ver-
wendenden freien Evolutionsoperator. Im Rahmen von OCTANE wird
dieser Operator als statisch betrachtet, weil er nicht durch Kontroll-
Felder verdndert wird, sondern wéihrend der gesamten Puls-Sequenz
vollstédndig unmoduliert aktiv ist. Er entspricht dem in der Kontroll-
Theorie als “Drift Hamitonian” bezeichneten Operator, der den intrin-
sischen Flu} des Systems definiert. In der NMR-Spektrospokpie ent-
spricht dies in der Regel dem Kopplungs-Hamiltonian. Besitzen die Ker-
ne des verwendeten Spinsystems unterschiedliche Resonanz-Frequenzen,
so konnen die entsprechenden Offset-Hamiltonians dem statischen Ha-
milton-Operator hinzugefiigt werden. Innerhalb von OCTANE wird so-

mit ein Operator

Hstat - HJ + Hoff (118)
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als statischer Hamiltonian betrachtet. Z.B. kann der Term H; dem
Fall der schwachen skalaren Kopplung (z.B. fiir heteronukleare Experi-
mente) entsprechen. Die Angabe von Offset-Hamiltonians ist moglich,
aber nicht zwingend. Werden hier allerdings Offset-Terme definiert, so
werden nur diese speziellen Offset-Freqeunzen wahrend der Pulsform-
Berechnung beriicksichtigt; man erhélt auf diese Art keine generell
breitbandigen Sequenzen (s. auch Abschnitt 11.6 zur Erweiterung des
Optimierungsprogrammes um diese Forderung). Generell ist die De-
finition des Drift-Hamiltonians jedoch vom jeweiligen Optimierungs-
Problem abhéingig, z.B. ist im Fall eines 1-Spinsystems kein Drift-

Hamiltonian notwendig.

e void readRedfield( char*, char* ):
Ein fiir reale Spinsysteme wichtiger Effekt ist ihr Relaxations-Verhalten
(vergl. Kapitel 3). Mittels WBR-Theory kann man eine Redfield-Matrix
berechnen, die die Relaxationsparameter enthilt. Hierbei liegt es am
Anwender, welche Relaxations-Mechanismen er in der Optimierung ein-
schliefen mochte. Die entsprechenden Matrizen lassen sich z.B. mit dem
Computer-Programm wtest [87] berechnen und als Datei sichern®. In
Matlab-Dateien wird jede Matrix unter einem symbolischen Namen
abgelegt, der vom Anwender z.B. in wtest gewé#hlt wurde. Die Rou-
tine readRedfield erwartet als ersten Parameter den Dateinamen als
String und den symbolischen Namen der Redfield-Matrix als zweiten

Parameter ebenfalls als String.

Wird eine Redfield-Matrix eingelesen, werden alle Operatoren in ihre
entsprechenden Konstrukte des Liouville-Raumes transformiert. Hier-
bei gilt zu beachten, dal die Dimension des Liouville-Raumes der qua-
dratischen des Hilbert-Raumes entspricht, entsprechend sind die Ma-
trizen fiir ein N-Spinsystem nun (4% x 4), was sich natiirlich in einem
Anstieg der Rechenzeit manifestiert. Neben der Raum-Transformation

werden auch alle Evolutions-Routinen dem Liouville-Raum angepaft.

SOCTANE kann derzeit nur das Little Endian Level 1.0 Format von Matlab lesen. wtest
kann allerdings nur auf Computern der Firma sgi betrieben werden (Big Endian). Méchte
man also ein mit wtest berechnete Matrix in OCTANE verwenden, so mufl man die Datei
auf einem Little-Endian System (z.B. 1386-kompatible Systeme) mit Matlab 6ffnen und
unter Verwendung des Befehls save [MATRIX] [FILENAME] -V4 exportieren. Erst dann
vermag OCTANE die Redfield-Matrix korrekt zu importieren
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Natiirlich kann man pro Spinsystem stets nur eine einzige Redfield-
Matrix verwenden. Das Hinzufiigen von Relaxations-Effekten hat neben
den eben beschriebenen keine weiteren Effekte auf die Optimierung.

Prinzipiell wird nur das Drift-Verhalten des Spinsystems modifziert.

void setRedfield( Matrix<complex<double> > ):

Neben der Moglichkeit, eine Relaxationsmatrix aus einer Datei zu le-
sen, besteht die Moglichkeit, eine solche Matrix in einer Variablen zur
Laufzeit zu erzeugen. Mochte man diese an OCTANE {iibergeben, so
kann man dazu die Methode setRedfield verwenden. Sie erwartet die
Redfield-Matrix als Parameter. Die anschliefende interne Verwendung
einer mit dieser Methode an OCTANE iibergebenen Redfield-Matrix ist
analog zu readRedfield (s. dort).

int addOffset( Matrix<complex<double>>,double,double,int ):
Ein wichtiges Qualitdtsmerkmal einer Pulssequenz ist ihre Breitban-
digkeit, d.h. wie grof§ darf die Differenz der Resonanzfrequenz eines
Kernes zu der Einstrahlfrequenz des RF-Feldes sein, ohne dafl sich
das Transfer-Verhalten dndert. Im mininmal definierten Optimierungs-
Problem wurde auf den Einschlufl solcher Effekte génzlich verzichtet;
die dort berechneten Sequenzen haben in der Regel eine Bandbreite
weniger Hertz. Mochte man allerdings eine Pulssequenz berechnen, de-
ren Bandbreite einige Kilohertz betrédgt, so mufl man diese Forderung
mit in die Formulierung des Optimierungs-Problems aufnehmen. Hierzu

stellt OCTANE die Routine add0ffsetHamiltonian zur Verfiigung.

Als Parameter erwartet die Routine (1) den Offset-Hamiltonian Hog =
271, ., (2) die niedrigste zu beriicksichtigende Offset-Frequenz in Hertz,
(3) die groBite zu berticksichtigende Offset-Frequenz in Hertz und (4) die
Digitalisierung dieses Offset-Bereiches. Hierbei ist eine gute Wahl der
Digitalisierung dem Anwender iiberlassen. Wahlt man diesen Wert zu
niedrig, so vermag OCTANE zwar den Transfer an diesen Stiitzpunkten
zu optimieren, jedoch kann es passieren, dafl die Transfer-Amplituden
in den Frequenz-Bereichen zwischen den Digitalisierungs-Punkten des
Offset-Bereiches stark abfallen. In der Regel gibt es eine minimale Di-
gitalisierung, ab der auch die Zwischenbereiche in guter Qualitdt den

geforderten Kohérenz-Transfer erfiillen.



11.6 Optionale Optimierungs-Routinen

167

Durch sequentielle Verwendung dieser Methode kann man Bereiche
fiir mehrere Offset-Hamiltonians definieren. So macht es Sinn, in ei-
nem heteronuklearen Experiment den Offset-Bereich fiir alle RF-Kanéle
moglichst breit zu optimieren. Werden mehrere Offset-Terme in die
Optimierung eingefiihrt, so wird eine entsprechend mehrdimensiona-
le Stiitzmatrix wihrend der Optimierung verwendet, deren Grofie von
den gewihlten Offset-Parametern abhéngt. Allgemein gilt, dafl fiir &
Offset-Bereiche O; eine k-dimensionale Stiitzmatrix verwendet wird,
deren Grofle dim(O;) x - -+ x dim(Oy) betragt. Nun werden fiir jedes
Element dieser Stiitzmatrix Gradienten bestimmt, d.h. der Rechenauf-

wand steigt mit der Anzahl der Matrixelemente der Stiitzmatrix.

Durch die Einfithrung von Offset-Termen &ndert sich die Definition
des Qualitats-Faktors. Er ist nun die Summe iiber die Skalar-Produkte
zwischen End- und Ziel-Dichteoperator fiir alle Elemente der Stiitzma-
trix und liegt somit innerhalb eines Intervalls von [0, dim(O;) x --- X
dim(Oy)]. Am Ende einer Optimierung wird der charkteristische Qua-
litdtsfaktor der Sequenz ausgegeben, was dem arithmetischen Mittel

des Gesamt-Qualitéatsfaktors entspricht.

11.6.2 Optionale Routinen zur Projekt-Verwaltung

In diesem Abschnitt werden Routinen beschrieben, die zur Verwaltung von
Optimierungs-Projekten genutzt werden konnen. Hierbei handelt es sich im
speziellen um Reinitialisierungs- und I/O-Routinen, die von der Basisklasse
bereitgestellt werden. Dariiberhinaus bieten die Unterklassen noch Methoden

zur Analyse von Pulssequenzen, die im OCTANE-Format vorliegen.

Optionale Methoden der Basisklasse

e void reinitControlFields( void ):
Mochte man einen neuen Satz zufélliger Start-Kontrollfelder erzeugen,
so kann man dies durch Aufruf dieser Routine. Hierbei werden die sel-
ben Parameter bei der normalen Initialisierung eines Kontroll-Feldes
mit addControlledHamiltonian verwendet. Diese Routine wird in der
Regel eingesetzt, um nach einer erfolgten Optimierung die optimier-

ten Felder zu l6schen und eine neue Optimierung zu starten, falls das
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Level Beschreibung
0 Nur Ausgabe der Optimierungs-Parameter und des erreichten
Qualitatsfaktor am Ende der Optimierung
1 Zusétzliche Ausgabe des Qualitéatsfaktors wiahrend jeder Iteration
2 Vollstandige Ausgabe aller Informationen wihrend jeder Iteration

TABELLE 11.4: OCTANE stellt verschiedene Level fiir die Ausgabe von Informa-
tionen wihrend der Laufzeit des Programmes zur Vefiigung. Je hoher das Level
gewihlt wird, desto mehr Ausgaben generiert die Bibliothek auf der Standardaus-
gabe.

Optimierungs-Objekt innerhalb des aktiven Giiltigkeitsbereich (Scope)

nicht durch Aufruf des Destruktors vollstdndig entfernt werden soll.

e void LogLevel(int):

Die in OCTANE implementierten Methoden sind darauf ausgelegt, den
Benutzer iiber ihren Status zu informieren. Die hierbei moglichen In-
formationen werden stets auf der Standardausgabe ausgegeben, mochte
man also eine Protokoll-Datei der Optimierung speichern, so bietet es
sich an, die Standardausgabe in eine Datei umzulenken (s. dazu die
iiblichen UNIX-Dokumentationen). Da in der Regel wéhrend einer Op-
timierung eine grofle Menge solcher Informationen anfallen, kann man
diese Methode verwenden, um den Umfang der Ausgabe zu steuern.
Hierbei erwartet die Methode das erwiinschte Ausgabe-Level als Para-
meter. In Tabelle 11.4 sind die dafiir derzeit zur Verfiigung stehenden
Werte aufgefiihrt.

Da es sich hierbei um einen optionalen Methodenaufruf handelt, wird
der Ausgaben-Level 0 als Standard angeommen. Dieses entspricht ei-
nem rudimentarem Protokoll, d.h. es werden nur Daten wéahrend der
Initialisierungs-Phase und nach Beendigung der Optimierung ausge-
geben. Erst ab Level 1 werden zusétzlich Laufzeit-Informationen der
Optimierung ausgegeben. Hierbei beschrinkt Level 1 die Ausgabe auf
den Qualitatsfaktor wiahrend jeder Iteration. Das hochste Level erlaubt

allen Methoden alle verfiigharen Informationen auszugeben.

e void enableC0S( charx ):

Ruft man diese Methode auf, so wird der Status der Optimierung in



11.6 Optionale Optimierungs-Routinen 169

jeder Iteration in einer Bin&rdatei gesichert, die dem Matlab Level 1.0
Format [90] entspricht.. Der Parameter, der an diese Methode iiberge-
ben wird, entspricht der Wurzel des Dateinamens, der vor der Speiche-
rung geméfl “[WURZEL] _[#] .mat” erzeugt wird. Hierbei entspricht [#]
der Nummer der durchlaufenen Iteration. Die Datei “[WURZEL] _[#-1] .mat”

wird nach erfolgter Speicherung gel6scht.

e void writeSet(charx ):
Hat man ein Optimierungs-Problem definiert, so kann man es mit die-
ser Methode in eine Datei im Bindrformat schreiben. Den Namen der
Datei wird der Routine als String iibergeben. Das Bindrformat ent-
spricht einer Matlab Level 1.0 Datei [90], so dafl man die Daten dort
weiterverarbeiten kann. In der Regel wird diese Routine verwendet, um

eine erfolgte Optimierung zu sichern.

Neben einigen Flags enthélt die Datei die RF-Felder, die Zeitachse der
RF-Felder und den zugehérigen Hamilton-Operator unter den symboli-
schen Namen u[#], u[#]_t und H[#], wobei [#] eine ganze natiirliche
Zahl ist. [#] ergibt sich durch die Reihenfolge, in der die Kontrollter-
me hinzugefiigt wurden. Wurde die Optimierung im Liouville-Raum
durchgefiihrt, so entsprechen die Hamilton-Operatoren ihren Super-
Hamiltonians. In diesem Falle befindet sich zusitzlich die verwendete
Relaxationsmatrix unter dem symbolischen Namen red in der Projekt-
datei.

e void readSet(char* ):
Diese Routine 14dt ein vorher mit writeControlSet gespeichertes Pro-
jekt. Der Name der Projektdatei wird der Methode als String iiberge-
ben. Hierbei wird dieselbe Struktur logischer RF-Kanéle wiederherge-
stellt, wie sie vor der Speicherung definiert wurde. Allerdings werden
eventuell zuvor gesetzte RF-Fehlerverteilungen und RF-Limits entfernt,
d.h. ladt man ein Projekt, so werden wieder ideale RF-Kanéile angenom-
men. In der Regel erfolgt dies, um anstatt zufélliger Start-Kontrollfelder

einen definierten Ausgangspunkt fiir die Optimierung zu haben.
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Optionale Methoden der Klasse 0CT_rho

Die optionalen Methode der Unterklasse dienen dazu, die Qualitat des durch
eine Pulssequenz erreichten Kohéarenztransfers ogiary — 0zie1 in Abhéngigkeit
verschiedener Parameter ein- oder zweidimensional zu berechnen. Die Daten
werden hierbei bindr in einer Matlab-Datei gespeichert. Mit Matlab kann
man dann sehr einfach daraus die entsprechenden Plots bzw. Kontour-Plots

erstellen (vergl. dazu die entsprechende Matlab Dokumentation).

e void evalSeq( char*, int, double, double, int, int, double,
double, int ):
Diese Methode dient zur Bewertung einer Sequenz im OCTANE-Format
in Abhéngigkeit zweier Offset-Terme. Der erste Parameter entspricht
dem Namen der Ausgabedatei. Dann folgen die Parameter der beiden
zu beriicksichtigenden Offset-Terme, die zuvor mit add0ffset hinzu-
gefiigt wurden. Hierbei konnen allerdings die Offset-Bereiche und deren
Digitalisierung neu gewihlt werden. Die Parameterliste int, double,
double, int (zweiter bis fiinfter bzw, sechster bis neunter Parameter)
entsprechen dem Index des Offset-Hamiltonians (wie von addOffset
zuriickgegeben), der niedrigsten Offset-Frequenz in Hertz, der hochsten
Offset-Frequenz in Hertz und der Digitaliserung der Achse. Die Aus-
gabedatei enthélt drei Matrizen. Hierbei entspricht die Matrix TE dem
Qualitatsfaktor und somit der z-Achse des Plots. Die Matrizen off0
und off1 enthalten die entpsrechenden Offsetfrequenzen, die zur Dar-

stellung der x- und y-Achse verwendet werden.

e void evalSeq( char*, int, double, double, int ):
Diese Methode berechnet den Qualitiatsfaktor der aktuellen Pulsse-
quenz in Abhéngigkeit eines Offset-Hamiltonians. Hierbei entspricht
der erste Parameter dem Namen der Ausgabedatei. Die restliche Liste
definiert den zu verwendenden Offset-Term durch seinen Index int,
die niedrigste und hochste zu verwendende Offset-Frequenz double,
double und die fiir die Bewertung zu verwendende Digitalisierung int.
Die Ausgabedatei enthélt zwei Matrizen. Hierbei entspricht die Matrix
TE dem Qualitatsfaktor und somit der Ordinate des Plots. Die Matrix
off0 enthalt die entpsrechenden Offsetfrequenzen, die zur Darstellung

der Abszisse verwendet werden.
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e void evalSeq( char*, int, int, double, int, double, double,
int ):
Diese Methode dient zur Berechnung des Qualitétsfaktors in Abhéngig-
keit eines Offset-Terms und der Fehlerverteilung eines logischen RF-
Kanals. Hierbei wird der Name der Ausgabedatei als erster Parame-
ter iibergeben. Es folgt die zu verwendende Fehlerverteilung des logi-
schen RF-Kanals mit dem Index int (Riickgabewert von addCoil).
Die in int Punkte digitalisierte Fehlerverteilung beschreibt gewichtete
Pulswinkel-Anteile o/ajgea in einem Intervall von double. Die letzten
Parameter definieren den zu verwendenden Offset-Term durch seinen
Index int, die niedrigste und hochste zu verwendende Offset-Frequenz
double, double und die fiir die Bewertung zu verwendende Digitali-
sierung int. Die Ausgabedatei enthélt drei Matrizen. Hierbei entspricht
die Matrix TE dem Qualitdtsfaktor und somit der z-Achse des Plots.
Die Matrizen BlerrO und off0 enthalten die entpsrechende Fehlerver-
teilung und Offsetfrequenzen, die zur Darstellung der z- und y-Achse

verwendet werden.

Optionale Methoden der Klasse 0CT_u

Die optionalen Methode dieser Unterklasse dienen dazu, die Qualitdt des
durch eine Pulssequenz implementierten Propagators mit dem als Optimie-
rungsziel formulierten Propagators in Abhéngigkeit verschiedener Parameter
ein- oder zweidimensional zu berechnen. Die Daten werden hierbei binér in
einer Matlab-Datei gespeichert. Mit Matlab kann man dann sehr einfach dar-

aus die entsprechenden Plots bzw. Kontour-Plots erstellen.

e void evalSeq( char*, int, int, double ):
Diese Methode wird dazu verwendet die Giite der Implementation eines
Propagstors in Abhéngigkeit der Fehlerverteilung eines logischen RF-
Kanals zu berechnen. Die Daten werden in der durch den ersten Pa-
rameter spezifizierten Ausgabedatei gespeichert. Die Fehlerverteilung
wird fiir den Kanal int angenommen, wobei diese in int Punkte di-
gitalisiert wird und einen Winkelanteils-Bereich o/ajgea; von double
abdeckt. Die Ausgabedatei enthélt zwei Matrizen. Hierbei entspricht
die Matrix TE dem Qualitatsfaktor und somit der Ordinate des Plots.
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Die Matrix BlerrO enthélt die entsprechende Fehlerverteilung, die zur

Darstellung der Abszisse verwendet wird.

void evalSeq( char*, int, int, double, int, int, double ):

Diese Methode wird dazu verwendet die Giite der Implementation ei-
nes Propagstors in Abhéngigkeit der Fehlerverteilung zweier logischer
RF-Kanéle zu berechnen. Die Daten werden in der durch den ersten
Parameter sperzifizierten Ausgabedatei gespeichert. Es folgt die Defin-
tion der ersten Fehlerverteilung. Diese beschreibt fiir den Kanal int
einen in int Punkte digitalisierten Winkelanteils-Bereich o/cjgea von
double vewendet. Die letzten drei Parameter definieren analog die zwei-
te Fehlerverteilung. Die Ausgabedatei enthélt drei Matrizen. Hierbei
entspricht die Matrix TE dem Qualitétsfaktor und somit der z-Achse des
Plots. Die Matrizen BlerrO und Blerrl enthalten die entpsrechenden
Fehlerverteilungen, die zur Darstellung der x- und y-Achse verwendet

werden.



Kapitel 12

Templat-Klasse Matrix

Die Grundlage aller Berechnungen, die im Rahmen der Behandlung von Spin-
systemen im Dichtematrix-Formalismus durchgefiihrt werden, bildet das ma-
thematische Konstrukt der Matrix. Daher ist es notwendig, eine Bibliothek
zur Verfiigung zu haben, die die Arithmetik dieser mathematischen Objekte
umsetzt. Im Rahmen dieser Arbeit wurde die Templat-Klasse Matrix ent-
wickelt, die die mathematische Grundlage der Optimierungs-Bibliothek Oc-
TANE (s. Kapitel 11) bildet. Diese Bibliothek stellt zwar einen integralen
Bestandteil der Optimierungs-Bibliothek OCTANE dar, kann jedoch davon
losgelost benutzt werden.

Das prinzipielle Design dieser Klasse enthélt zum einen die Typen-Un-
abhingigkeit der Matrix-Elemente, d.h. es lassen sich Matrizen jeden Typs
damit abbilden. Zum anderen werden Operatoren und Funktionen der in
C++ fiir Variablen anderen Typs definierten Syntax nachempfunden, um die
Konsistenz der Programmiersprache zu erhalten. Dariiberhinaus wurden die
Routinen aufgrund von Rechenleistungs-Vorteilen wenn moglich als inline-
Funktionen implementiert, was die Spriinge im Hauptspeicher des Computers

und somit die Laufzeit minimiert.

12.1 Verwaltung von Matrix-Objekten

In diesem Abschnitt werden die Verwaltungs-Routinen der Klasse beschrie-
ben. Zunéchst sollen die notwendigen Konstruktoren und Destruktoren der
Klasse besprochen werden, durch welche Objekte dieser Klasse deklariert
bzw. geloscht weden kénnen. Im Anschlufl werden Mehtoden vorgestellt, mit

denen sich die Grofle einer Matrix fiir ein allokiertes Objekt setzen bzw.
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auslesen lassen. Der dritte Abschnitt wird sich mit den zur Verfiigung ste-
henden Subskript-Operatoren beschéftigen, iiber die einzelne Matrix-Elemte

addressiert werden konnen.

12.1.1 Allgemeine Objekt-Verwaltung

Zu den Routinen der allgemeinen Verwaltung von Objekten zéihlen in der
Regel Konstruktoren und Destruktoren. Die Konstruktoren werden verwen-
det, um Speicherplatz fiir ein Objekt der Klasse Matrix zu allokieren, mittels
des Destruktors kann dieser wieder freigegeben werden. Die Klasse Matrix
stellt zwei Varianten von Konstruktoren zur Verfiigung, um die Allokierung
von Matrizen moglichst flexibel zu gestalten. Mit dem Default-Konstruktor
konnen leere Matrizen bestimmter Grofle angelegt werden, mit dem Copy-

Constructor kann eine Objekt-Kopie erstellt werden.

Konstruktoren

e Matrix<Type> (size_t = 6, size t = 6):
Dieser Konstruktor stellt den Default-Konstruktor dar. Durch Verwen-
dung wird eine Matrix mit Matrix-Elemten vom Typ Type angelegt, der
jedem von C++ bereit gestellten Typ entsprechen kann. Die Grofle der
anzulegenden Matrix wird durch die {ibergebenen Parameter vom Typ
size_t bestimmt. Hierbei entspricht der erste Parameter der Anzahl
der Zeilen und der zweite Parameter den Spalten der zu allokierenden
Matrix. Wird die Parameter-Liste ausgelassen, so wird eine (6 x 6)-

Matrix angelegt.

Beispiel:

1. Anlegen einer (6 x 6)-Matrix mit Elementen vom Typ int € R:
Matrix<int> myMatrix2(Q);

2. Anlegen einer (7x5)-Matrix mit Elementen vom Typ double € St
Matrix<complex<double> > myMatrix3(7,5);

e Matrix<Type> (const Matrix<Type> ):
Diese iiberladene Variante des Konstruktors stellt den sog. “Copy-

Constructor” dar. Durch Verwendung dieses Konstruktors wird eine
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Kopie eines bereits allokierten Matrix-Objektes erstellt. Das Quell-

Objekt wird hierbei als Parameter iibergeben.

Beispiel:

1. Anlegen einer Matrix-Kopie:

Matrix<double> myMatrix2( myMatixl );

Destruktor

e ~Matrix ():
Der Destruktor 16scht ein bereits angelegte Objekt der Klasse Matrix
und gibt den allokierten Hauptspeicher wieder frei. Normalerweise wird
dieser bei Verlassen des Objekt-Scopes ! automatisch ausgefiihrt. Mochte
man ein Objekt jedoch innerhalb seines Scopes l6schen, kann man den

Destruktor manuell auffrufen.

Beispiel:

1. Manuelles Loschen eines Matrix-Objektes:

~myMatrix() ;

12.1.2 Verwaltung der Matrix-Grofle

Die charakteristische Eigenschaft einer Matrix ist ihre Grofle. Die Klasse
Matrix stellt Methoden zur Verfiigung, mit denen man die Gréfle einer Ma-

trix setzen bzw. auslesen kann.

Setzen der Grofie

e void setSize(size_t, size_t):
Um die Grofe einer Matrix nach ihrer Allokierung zu veréandern, kann
man diese Methode benutzen. Die neue Grofle der Matrix wird als Pa-
rameter vom Typ size_t iibergeben. Hierbei entspricht der erste Pa-

rameter der Anzahl der gewiinschten Zeilen und der zweite Parameter

!'Unter Scope versteht man den Giiltigkeitsbereich einer Variablen, in diesem Fall den
eines Objektes. Normalerweise wird der Scope durch den Ort der Deklaration definiert.
Allokiert man eine Variable lokal z.B. innerhalb einer Schleife, so ist der Scope nur auf diese
Schleife begrenzt. Wird die Schleife verlassen, wird automatisch der Destruktor ausgefiihrt.
Global allokierte Objekte werden vor Beenden der Haupt-Routine vom Compiler abgebaut.
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den gewiinschten Spalten. Wird eine Matrix vergréfert, bleibt die ur-
spriingliche Matrix in ihren alten Grenzen als Submatrix vollstindig
erhalten. Soll die Matrixgréfle verkleinert werden, so bleiben nur die

alten Werte innerhalb dieser neuen Grenzen erhalten.

Beispiel:

1. Vergroflern einer Matrix:
Matrix<int> myMatrix(3,3);

myMatrix.setSize(4,4);

Qoo  aop1 A2 03
Qoo Qo1 Ap2
Q10 a1l Q2 a3
aip aix Qa2 -
Q20 A21 Q22 a23
Q20 QA21 A22
a3zp asi1 as2 a33
2. Verkleinern einer Matrix:
Matrix<int> myMatrix(3,3);
myMatrix.setSize(2,2);
Qoo Ao1 Qo2 Gy do
aip Aai a12 — a a
10 11
G20 QA21 Q22

Auslesen der Grofle

e size_t rows():
Mit dieser Methode kann die Anzahl der in einer Matrix vorhandenen

Zeilen ausgelesen werden. Der Riickgabewert ist vom Typ size_t.

Beispiel:

1. Auslesen der Anzahl Zeilen einer Matrix:

size t rows = myMatrix.rows();

e size_t cols():
Mit dieser Methode kann die Anzahl der in einer Matrix vorhandenen

Spalten ausgelesen werden. Der Riickgabewert ist vom Typ size_t.
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Beispiel:

1. Auslesen der Anzahl Spalten einer Matrix:

size t cols = myMatrix.cols(Q);

12.1.3 Verwaltung von Matrix-Elementen

Um die Elementen eines Matrix-Objektes addressieren zu konnen, wurde der
“Bracket-Operator” definiert. Unter Verwendung dieses und des Zuweisungs-
Operators “=" konnen einzelne Matrix-Elemente ausgelesen oder gesetzt wer-
den. Hierbei ist zu beachten, dafl die Elemente in informatischer Zahlweise
indiziert werden, d.h. die Zéhlung beginnt mit dem Element (0, 0) und endet

bei (rows — 1, cols — 1).

e Type &operator () (size_t, size_t):
Um den Wert eines Matrix-Elementes zu setzen, wird dieser Operator
verwendet. Uber die Parameter vom Typ size_t in der Reihenfolge
(Reihe, Spalte) wird dieses Element in informatischer Z&hlweise (s.o.)
addressiert. Der zu setzende Wert mul vom Typ Type sein, der bei
der Allokierung des Objektes vereinbart wurde, unter Umstdnden muf3

Type-Casting 2 eingesetzt werden.

Beispiel:

1. Setzen eines Matrix-Elements:
Matrix<complex<double> > myMatrix(2,2);
myMatrix(0,0) = (complex<double>)1.0;

e Type operator () (size_t, size_t) const:
Um den Wert eines Matrix-Elementes auszulesen, wird dieser Opera-
tor verwendet. Uber die Parameter vom Typ size_t in der Reihenfolge
(Reihe, Spalte) wird dieses Element in informatischer Zahlweise (s.o.)
addressiert. Der Riickgabewert ist vom Type Type, der bei der Allokie-
rung des Objektes gewahlt wurde.

2Unter “Type-Casting” versteht man das Maskieren eines Variablen-Typs als ein an-
derer Typ. Zu beachten ist, dafl bei Type-Casts in einen Typ niedriger Prézision Infor-
mationen verloren gehen, z.B. wenn ein FlieSkomma-Typ als Ganzzahl-Typ maskiert wird
verliert man die Mantissen-Information.
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Beispiel:

1. Auslesen eines Matrix-Elements:
Matrix<complex<double> > myMatrix(2,2);

complex<double> myElement = myMatrix(0,0);

12.1.4 Generierung spezieller Matrizen

Zwei Matrizen besitzen gruppentheoretisch besondere Bedeutung. Wegen ih-
res haufigen Auftretens in der Matrix-Algebra wurde eine einfache Generie-
rung dieser Matrizen in die Klasse Matrix aufgenommen Dies ist zum einen
die Nullmatrix als neutrales Element der Matrix-Addition und zum anderen
die Einheitsmatrix, die das neutrale Element der Matrix-Multiplikation dar-
stellt. Werden die in diesem Abschnitt vorgestellten Methoden verwendet, so
beachte man, daf§ die urspriinglich im Objekt gespeicherten Daten mit den

Werten der gewiinschten Matrix iiberschrieben werden.

Nullmatrix

e void null():
Um eine allokierte Matrix unter Beibehaltung aller weiteren Parameter
mit den Werten der Nullmatrix zu fiillen, kann man diese Methode ver-
wenden. Hierbei wirkt die Methode direkt auf die Datenelemente des
Objekts, d.h. es wird weder eine Parameter-Liste noch ein Riickgabe-

wert benotigt.

Beispiel:

1. Erzeugung einer Nullmatrix:
Matrix<complex<double> > myMatrix(2,2);
myMatrix.null();

e void null(const size_t, const size_t):
Um ein bereits angelegtes Matrix-Objekt in eine Nullmatrix neuer
Grofle umzuwandlen, kann man diese Methode der Klasse verwenden.
Hierbei wird die neue Matrix-Grofle als Parameter-Liste (Reihe, Spalte)
vom Typ size_t iibergeben. Diese Methode verfiigt iiber keinen Riick-

gabewert, weil sie direkt auf die Datenelemente des Objektes wirkt.
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Beispiel:

1. Erzeugung einer Nullmatrix neuer Grofle:
Matrix<complex<double> > myMatrix(2,2);
myMatrix.null(4,4);

Einheitsmatrix

e void unit():
Um eine allokierte Matrix unter Beibehaltung aller weiteren Parameter
mit den Werten der Einheitsmatrix zu fiillen, kann man diese Methode
verwenden. Hierbei wirkt die Methode direkt auf die Datenelemente
des Objekts, d.h. es wird weder eine Parameter-Liste noch ein Riickga-
bewert benétigt. Ist die Matrix vor Auffruf der Methode nicht quadra-
tisch, so bestimmt die kleinste Dimension der Quellmatrix die Dimensi-
on der Einheitsmatrix. War die Matrix vorher z.B. eine (3 x 7)-Matrix,

so hat sie nach Aufruf dieser Methode die Dimension (3 x 3).

Beispiel:

1. Erzeugung einer Einheitsmatrix:
Matrix<complex<double> > myMatrix(2,2);

myMatrix.unit();

e void unit(const size_t):
Um ein bereits angelegtes Matrix-Objekt in eine Einheitsmatrix neu-
er GroBle umzuwandlen, kann man diese Methode der Klasse verwen-
den. Hierbei wird die neue Matrix-Grofle in einem Parameter des Typs
size_t iibergeben, weil eine Einheitsmatrix in jedem Falle eine quadra-
tische Matrix sein muf. Diese Methode verfiigt {iber keinen Riickgabe-

wert, weil sie direkt auf die Datenelemente des Objektes wirkt.

Beispiel:

1. Erzeugung einer Einheitsmatrix neuer Grofe:
Matrix<complex<double> > myMatrix(2,2);

myMatrix.unit(4);
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12.2 Operatoren

Um die Algebra von Matrizen in C++ darstellen zu kénnen, miissen die ent-
sprechenden in der Programmiersprache definierten Operatoren iiberladen
werden und fiir die Verwendung innerhalb der Klasse angepafit werden. Hier-
bei sollte der in C++ iibliche Umfang an Operationen definiert werden, vor
allem die haufig eingesetzten mit Berechnungen kombinierten Zuweisungs-
operatoren.

Die mit Zuweisungen verkiipften Operationen werden unter dem entspre-
chenden Operator beschrieben. Wie bei einer Zuweisungs-Operation iiblich,
wird stets der rechts vom Operator stehende Variablen-Wert der links vom
Operator stehenden Variable zugewiesen. Hierbei gilt stets zu beachten, daf3
die urspriinglichen Objekt-Daten iiberschrieben werden.

Die Wirkung des Zuweisungsoperators unter Verwendung des Bracket-

Operators wurde bereits in Abschnitt 12.1.3 besprochen.

12.2.1 Der Zuweisungsoperator =

e Matrix<Type> = (const Matrix<Type>):
Diese Zuweisungs-Operation weist der linken Matrix den Wert der rech-
ten Matrix zu, so daf fiir die Operation B = A die Elementbeziehung
bi;j = a;; gilt. Neben den Element-Werten {ibernimmt die linke Matrix
ebenfalls die Grofle der rechten Matrix, falls beide Matrizen vor An-

wendung des Operators unterschiedliche Dimensionen aufwiesen.

Beispiel:

1. Zuweisen von Matrizen:

myMatrix2 = myMatrixi;

12.2.2 Der Additions-Operator +

e Matrix<Type> + ():
Diese Operation stellt den Spezial-Fall der Multiplikation einer Matrix
mit dem Skalar +1 dar. Diese Operation ist prinzipiell ohne Wirkung,
mufite aber in den Sprachumfang aufgenommen werden, damit C+-+-

Compiler keine Probleme bereiten.
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o Matrix<Type> + (Matrix<Type>, Matrix<Type>):
Dieser Operator stellt die Matrix-Addition dar. Dies ist die zuweisungs-
freie Variante, das Ergebnis wird als Riickgabewert vom gleichen Typ

wie die Eingabe-Matrizen bereitgestellt.

Beispiel:

1. Addieren von Matrizen ohne Verwertung des Riickgabewertes:

( myMatrixl + myMatrix2 );

2. Addieren von Matrizen mit Ubergabe des Riickgabewertes an eine
Funktion:

myFunction( myMatrixl + myMatrix2 );

3. Addieren von Matrizen mit anschlieBender Zuweisung:

myMatrix3 = myMatrixl + myMatrix2;

e Matrix<Type> += (const Matrix<Type> ):
Diese Operation stellt die mit einer Zuweisung kombinierte Matrix-

Addition dar. Diese Operation ist dquivalent zur Formulierung A =
A+ B.

Beispiel:

1. Kombiniertes Zuweisen und Addieren von Matrizen:

myMatrixl += myMatrix2;

12.2.3 Der Subtraktions-Operator -

e Matrix<Type> - ():
Diese Operation stellt die Negierung aller Matrix-Elemente dar. Es ent-
spricht dem Spezial-Fall der Multiplikation einer Matrix mit dem Skalar
—1. Das Ergebnis der Operation wird als Matrix gleichen Typs wie die

Eingabematrix bereitgestellt.

Beispiel:

1. Negieren von Matrix-Elementen ohne Verwertung des Riickgabe-

wertes:
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( -myMatrix2 );
2. Negieren von Matrix-Elementen mit Ubergabe des Riickgabewer-

tes an eine Funktion:

myFunction( -myMatrixl );

3. Negieren von Matrix-Elementen mit anschlielender Zuweisung:

myMatrix2 = -myMatrixi;

e Matrix<Type> - (Matrix<Type>, Matrix<Type>):
Dieser Operator stellt die Matrix-Subtraktion dar. Dies ist die zuwei-
sungsfreie Variante, das Ergebnis wird als Riickgabewert vom gleichen

Typ wie die Eingabe-Matrizen bereitgestellt.

Beispiel:

1. Subtrahieren von Matrizen ohne Verwertung des Riickgabewertes:

( myMatrixl - myMatrix2 );

2. Subtrahieren von Matrizen mit Ubergabe des Riickgabewertes an
eine Funktion:

myFunction( myMatrixl - myMatrix2 );

3. Subtrahieren von Matrizen mit anschlieBender Zuweisung:

myMatrix3 = myMatrixl - myMatrix2;

e Matrix<Type> -= (const Matrix<Type> ):
Diese Operation stellt die mit einer Zuweisung kombinierte Matrix-
Subtraktion dar. Diese Operation ist dquivalent zur Formulierung A =

A—-B.

Beispiel:

1. Kombiniertes Zuweisen und Subtrahieren von Matrizen:

myMatrixl -= myMatrix2;

12.2.4 Der Multiplikations-Operator *

e Matrix<Type> * (Matrix<Type>, Matrix<Type>):
Dieser Operator stellt die Matrix-Multiplikation dar. Dies ist die zuwei-

sungsfreie Variante, das Ergebnis wird als Riickgabewert vom gleichen
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Typ wie die Eingabe-Matrizen bereitgestellt.

Beispiel:

1. Multiplikation von Matrizen ohne Verwertung des Riickgabewer-
tes:

( myMatrixl * myMatrix2 );

2. Multiplikation von Matrizen mit Ubergabe des Riickgabewertes
an eine Funktion:

myFunction( myMatrixl * myMatrix2 );

3. Multiplikation von Matrizen mit anschlieBender Zuweisung:

myMatrix3 = myMatrixl * myMatrix2;

e Matrix<Type> * (Type, Matrix<Type> ):

Dieser Operator stellt die Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar
geméfl der Formulierung s - A dar. Hierbei mufl der Skalar vom selben
Typ sein, wie die Elemente der Matrix. Ist dies nicht der Fall, muf
der Skalar mittels Type-Cast (s. FuBnote in Abschnitt 12.1.3) maskiert
werden. Dies ist die zuweisungsfreie Variante, das Ergebnis wird als
Riickgabewert vom gleichen Typ wie die Eingabe-Matrizen bereitge-
stellt.

Beispiel:

1. Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar ohne Verwertung des
Riickgabewertes:
( 2.0 * myMatrix );

2. Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar mit Ubergabe des
Riickgabewertes an eine Funktion:

myFunction( 2.0 * myMatrix );

3. Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar mit anschlieSender
Zuweisung:

myMatrix2 = 2.0 * myMatrixl;

e Matrix<Type> * (Matrix<Type>, Type ):

Dieser Operator stellt die Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar
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gemaf der Formulierung A - s dar. Diese Operation ist die permutier-
te Formulierung von Matrix<Type> * (Type, Matrix<Type> ), da-

her gilt das dort gesagte auch fiir diesen Fall.

Matrix<Type> *= (const Type ):
Diese Operation stellt die mit einer Zuweisung kombierte Multiplikati-
on einer Matrix mit einem Skalar dar. Diese Operation ist dquivalent

zur Formulierung A = s - A.

Beispiel:

1. Kombiniertes Zuweisen und Multiplizieren einer Matrix mit einem

Skalar:
myMatrixl *= 2.0;

Matrix<Type> *= (const Matrix<Type> ):

Diese Operation stellt die mit einer Zuweisung kombinierte Matrizen-
Multiplikation dar. Diese Operation ist dquivalent zur Formulierung
A=A-B.

Beispiel:

1. Kombiniertes Zuweisen und Multiplizieren einer Matrix mit einem
Skalar:

myMatrix2 *= myMatrixl;

12.2.5 Der Divisions-Operator /

e Matrix<Type> / (Matrix<Type>, Matrix<Type>):

Dieser Operator stellt die Matrix-Division gemif8 A - B~! dar. Dies ist
die zuweisungsfreie Variante, das Ergebnis wird als Riickgabewert vom

gleichen Typ wie die Eingabe-Matrizen bereitgestellt.

Beispiel:

1. Division von Matrizen ohne Verwertung des Riickgabewertes:

( myMatrixl / myMatrix2 );
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2. Division von Matrizen mit Ubergabe des Riickgabewertes an eine
Funktion:

myFunction( myMatrixl / myMatrix2 );

3. Division von Matrizen mit anschlielender Zuweisung:

myMatrix3 = myMatrixl / myMatrix2;

e Matrix<Type> / (Type, Matrix<Type>):

Dieser Operator stellt die Division eines Skalars durch eine Matrix
gemif der Formulierung s - A~! dar. Hierbei mufl der Skalar vom sel-
ben Typ sein, wie die Elemente der Matrix. Ist dies nicht der Fall, muf}
der Skalar mittels Type-Cast (s. Fufinote in Abschnitt 12.1.3) maskiert
werden. Dies ist die zuweisungsfreie Variante, das Ergebnis wird als
Riickgabewert vom gleichen Typ wie die Eingabe-Matrizen bereitge-
stellt.

Beispiel:

1. Division eines Skalars durch eine Matrix ohne Verwertung des
Riickgabewertes:

( 2.0 / myMatrix );

2. Division eines Skalars durch eine Matrix mit Ubergabe des Riick-
gabewertes an eine Funktion:

myFunction( 2.0 / myMatrix );

3. Division eines Skalars durch eine Matrix mit anschlieBender Zu-
weisung:

myMatrix2 = 2.0 / myMatrixi;

e Matrix<Type> / (Matrix<Type>, Type ):
Im Gegensatz zur Multiplikation ist die skalare Division nicht permuta-
tiv. Daher stellt dieser Operator die Division einer Matrix durch einen
Skalar geméafl der Formulierung A - % dar. Hierbei mufl der Skalar vom
selben Typ sein, wie die Elemente der Matrix. Ist dies nicht der Fall,
muf der Skalar mittels Type-Cast (s. FuBnote in Abschnitt 12.1.3) mas-
kiert werden. Dies ist die zuweisungsfreie Variante, das Ergebnis wird
als Riickgabewert vom gleichen Typ wie die Eingabe-Matrizen bereit-

gestellt.
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Beispiel:

1. Division einer Matrix durch einen Skalar ohne Verwertung des
Riickgabewertes:
( myMatrix / 2.0 );

2. Division einer Matrix durch einen Skalar mit Ubergabe des Riick-
gabewertes an eine Funktion:

myFunction( myMatrix / 2.0 );

3. Division einer Matrix durch einen Skalar mit anschlielender Zu-
weisung:

myMatrix2 = myMatrixl / 2.0;

e Matrix<Type> /= (const Type ):
Diese Operation stellt die mit einer Zuweisung kombinierte Division ei-
ner Matrix durch einen Skalar dar. Diese Operation ist dquivalent zur

Formulierung A = % - A.

Beispiel:

1. Kombiniertes Zuweisen und Dividieren einer Matrix durch einen
Skalar:
myMatrix /= 2.0;

12.2.6 Logische Operatoren

e bool == (const Matrix<Type>, Matrix<Type> ):
Dieser Operator entspricht der positiven relationalen Vergleichsopera-
tion fiir zwei Matrizen gleichen Typs. Die Routine vergleicht die Wer-
te der Matrix-Elemente gleicher Position beider Matrizen und hat den

Riickgabewert true fiir identische Matrizen bzw. false fiir unterschied-
liche.

Beispiel:

1. Verleich von Matrizen ohne Verwertung des Riickgabewertes:

( myMatrixl == myMatrix2 );
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2. Verleich von Matrizen mit Verwertung des Ergebnisses in einer
konditionalen Anweisung:

if ( myMatrixl == myMatrix2 ){ ... };

e bool != (const Matrix<Type>, Matrix<Type> ):
Dieser Operator entspricht der negativen relationalen Vergleichsopera-
tion fiir zwei Matrizen gleichen Typs. Die Routine vergleicht die Werte
der Matrix-Elemente gleicher Positionen beider Matrizen und hat den
Riickgabewert true fiir unterschiedliche Matrizen bzw. false fiir iden-

tische.
Beispiel:

1. Verleich von Matrizen ohne Verwertung des Riickgabewertes:

( myMatrixl != myMatrix2 );

2. Verleich von Matrizen mit Verwertung des Ergebnisses in einer
konditionalen Anweisung:

if ( myMatrixl !'= myMatrix2 ){ ... };

12.2.7 Operatoren mit funktionaler Bedeutung

e Matrix<Type> ! (Matrix<Type>):
Durch Verwendung dieser Methode kann man die Inverse A~! einer
Matrix berechnen. Dies ist die zuweisungsfreie Variante, das Ergebnis
wird als Riickgabewert vom gleichen Typ wie die Eingabe-Matrix be-
reitgestellt.

Beispiel:

1. Berechnung der Inversen einer Matrix ohne Verwertung des Riick-
gabewertes:

( 'myMatrix );

2. Berechnung der Inversen einer Matrix mit Ubergabe des Riickga-
bewertes an eine Funktion:

myFunction( !myMatrix );
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3. Berechnung der Inversen einer Matrix mit anschliefender Zuwei-
sung:

myMatrix2 = !myMatrixi;

e Matrix<Type> " (Matrix<Type>, size_t):
Diese Operation berechnet die skalare Potenz B = (A)" einer Matrix,
so daf} die Beziehung B = [],, A gilt. Hierbei ist die anzugebende Potenz
vom Typ size_t. Dies ist die zuweisungsfreie Variante, das Ergebnis
wird als Riickgabewert vom gleichen Typ wie die Eingabe-Matrizen be-

reitgestellt.

Beispiel:

1. Berechnung der sklaren Potenz einer Matrix ohne Verwertung des
Riickgabewertes:

( myMatrix"3 );

2. Berechnung der skalaren Potenz einer Matrix mit anschlieBender
Zuweisung:

myMatrix2 = myMatrix1”3;

e Matrix<Type> "= (const size_t ):
Dieser Operator entspricht der mit einer Zuweisung kombinierten Be-
rechnung der skalaren Potenz A = (A)" einer Matrix, so daf} die Be-
ziechung A = IJ,, A gilt. Hierbei ist die anzugebenden Potenz vom Typ

size_t.

Beispiel:

1. Berechnung der skalaren Potenz einer Matrix mit anschliefender
Zuweisung:

myMatrix "= 3;

e Matrix<Type> ~ (Matrix<Type>):
Die Verwendung dieses Operators berechnet die Transponierte der Eingabe-
Matrix B = AT gem#fl der Beziechung b;; = a;;. Dies ist die zuweisungs-
freie Variante, das Ergebnis wird als Riickgabewert vom gleichen Typ

wie die Eingabe-Matrix bereitgestellt.
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Beispiel:

1. Berechnung der Transponierten einer Matrix ohne Verwertung des
Riickgabewertes:
( “myMatrix );

2. Berechnung der Transponierten einer Matrix mit anschlieBender

Zuweisung:

myMatrix2 = ~myMatrixi;

12.3 Funktionen

12.3.1 Funktionale Matrix-Operationen

Die im Folgenden beschriebenen Routinen sind in zwei Klassen eingeteilt.
Zunéchst werden die innerhalb des Objektes als Methoden implementierten
Operationen (Members) besprochen. Daran schliefit sich eine Auflistung der
auBerhalb des Objektes als Funktionen (Non-Members) definierte Operatio-
nen an. Diese Aufteilung fiihrt in einigen Féllen zu renundanten Definitionen,

die jedoch zu synthaktischen Vorteilen in der Verwendung der Klasse fithren.

Members

e Matrix<Type> adj( void ):
Diese Methode berechnet die Adjungierte einer Matrix B = A' fiir
A € S gemifl der Beziehung b;; = aj;. Dies ist die zuweisungsfreie Va-
riante, das Ergebnis wird als Riickgabewert vom gleichen Typ wie die

Eingabe-Matrix bereitgestellt.

Beispiel:

1. Berechnen der Adjungierten einer Matrix ohne Verwertung des
Riickgabewertes:

( myMatrix.adj() );
2. Berechnung der Adjungierten einer Matrix mit anschliefender Zu-
weisung:

myMatrix2 = myMatrixl.adjQ;
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e Matrix<Type> inv( void ):

Diese Methode berechnet die Inverse einer Matrix B = A~! gemif der
Beziehung A-A~! = 1. Dies ist die zuweisungsfreie Variante, das Ergeb-
nis wird als Riickgabewert vom gleichen Typ wie die Eingabe-Matrix

bereitgestellt.

Beispiel:

1. Berechnen der Inversen einer Matrix ohne Verwertung des Riick-
gabewertes:

( myMatrix.inv() );
2. Berechnung der Inversen einer Matrix mit anschlieBender Zuwei-
sung;:

myMatrix2 = myMatrixl.inv(Q);

Type norm( void ):

Diese Methode berechnet die Norm einer Matrix geméfl

| All= ‘/;; |aijl.

Die Norm wird fiir das aktuelle Objekt bestimmt und als Riickgabe-
wert vom Typ Type bereitgestellt, der bei der Allokierung des Objektes

vereinbart wurde.

Beispiel:

1. Berechnen der Norm einer Matrix ohne Verwertung des Riickga-
bewertes:

( myMatrix.norm() );

2. Berechnung der Norm einer Matrix mit anschliefender Zuweisung:

double myNorm = myMatrix.norm();

e Type normFrobenius( void ):

Diese Methode berechnet die Frobenius-Norm einer Matrix geméaf

I All=/Sp{AT- A}.
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Die Frobenius-Norm wird fiir das aktuelle Objekt bestimmt und als
Riickgabewert vom Typ Type bereitgestellt, der bei der Allokierung

des Objektes vereinbart wurde.

Beispiel:

1. Berechnen der Frébenius-Norm einer Matrix ohne Verwertung des
Riickgabewertes:

( myMatrix.normFrobenius() );

2. Berechnung der Frébenius-Norm einer Matrix mit anschliefender
Zuweisung:

double myNorm = myMatrix.normFrobenius();

e double normInfinity( void ):
Diese Methode berechnet die Unendlichkeits-Norm einer Matrix, d.h.

die maximale Reihensumme, geméf

I A = max {Z |%’|} :

J

Die Unendlichkeits-Norm wird fiir das aktuelle Objekt bestimmt und
als Riickgabewert vom Typ double bereitgestellt.

Beispiel:

1. Berechnen der Unendlichkeits-Norm einer Matrix ohne Verwer-
tung des Riickgabewertes:

( myMatrix.normInfinity() );

2. Berechnung der Unendlichkeits-Norm einer Matrix mit anschlie-
Bender Zuweisung;:

double myNorm = myMatrix.normInfinity();

e Matrix<Type> kron( Matrix<Type> ):
Diese Methode berechnet das direkte Matrix-Produkt (das sog. Kronecker-
Produkt) gemé C' = A® B, wobei die Matrix A durch das aufrufende
Objekt referenziert wird und die Matrix B als Parameter gleichen Typs
Type wie das Objekt. Dies ist die zuweisungsfreie Variante, das Ergeb-

nis wird als Riickgabewert vom gleichen Typ wie die Eingabe-Matrizen
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bereitgestellt.

Beispiel:

1. Berechnen des direkten Produktes zweier Matrizen ohne Verwer-
tung des Riickgabewertes:
( myMatrixl.kron( myMatrix2 ) );

2. Berechnung des direkten Produktes zweier Matrizen mit anschlie-
Bender Zuweisung;:

myMatrix3 = myMatrixl.kron( myMatrix2 );

e Type trace( void ):
Diese Methode berechnet die Spur einer quadratischen Matrix geméf
Sp(A) = X, a;;. Dies ist die zuweisungsfreie Variante, das Ergebnis wird
als Riickgabewert vom gleichen Typ wie die Eingabe-Matrizen bereit-

gestellt.

Beispiel:

1. Berechnen der Spur einer Matrix ohne Verwertung des Riickgabe-
wertes:

( myMatrix.trace() );

2. Berechnung der Spur einer Matrix mit anschliefender Zuweisung:

double myTrace = myMatrix.trace();

Non-Members

o Matrix<Type> expm( Matrix<Type> ):
Diese Funtion berechnet unter Verwendung der Padé-Naherung [88, 89]
die Exponierte einer Matrix geméafl B = exp(A). Die Funktion erwartet
eine Matrix vom Typ Type als Eingabe-Parameter und stellt die Expo-
nierte als Riickgabewert gleichen Typs bereit.

Beispiel:

1. Exponieren einer Matrix:

myMatrix2 = expm( myMatrixl );
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e Matrix<Type> commute(Matrix<Type>, Matrix<Type>):
Diese Funktion berechnet den Kommutator zweier Matrizen geméaf
[A,B] = A- B — B+ A. Die Funktion erwartet die zu kommutierenden
Matrizen vom Typ Type als Eingabe-Parameter und stellt die kommu-

tierte Matrix als Riickgabewert gleichen Typs bereit.

Beispiel:

1. Berechnung des Kommutators einer Matrix:

myMatrix3 = commute( myMatrixl, myMatrix2 );

e Matrix<Type> kroncommute(Matrix<Type>, Matrix<Type>):
Diese Funktion berechnet den Kronecker-Kommutator zweier Matrizen
gemif [A, B] = A® B — B® AT. Die Funktion erwartet die zu kom-
mutierenden Matrizen vom Typ Type als Eingabe-Parameter und stellt

die kommutierte Matrix als Riickgabewert gleichen Typs bereit.

Beispiel:

1. Berechnung des Kronecker-Kommutators einer Matrix:

myMatrix3 = kroncommute( myMatrixl, myMatrix2 );

e Type trace( Matrix<Type> ):
Diese Funktion berechnet die Spur einer quadratischen Matrix geméaf
Sp(A) = ¥; a;;. Die Funktion erwartet die Matrix, deren Spur bestimmt
werden soll, als Eingabe-Parameter. Das Ergebnis wird als Riickgabe-
wert vom gleichen Typ Type wie die Elemente Eingabe-Matrix bereit-
gestellt.

Beispiel:

1. Berechnung der Spur einer Matrix :

double myTrace = trace( myMatrix );

e Matrix<Type> adj( Matrix<Type> ):
Diese Funktion berechnet die Adjungierte einer Matrix B = A' fiir
A € § gemiB der Beziehung b;; = aj;. Die Funktion erwartet die Ma-

trix, deren Adjungierte bestimmt werden soll, als Eingabe-Parameter.



194

Templat-Klasse Matrix

Das Ergebnis wird als Riickgabewert vom gleichen Typ Type wie die
Eingabe-Matrix bereitgestellt.

Beispiel:

1. Berechnen der Adjungierten einer Matrix:

myMatrix2 = adj( myMatrixl );

Matrix<Type> sub( size t,size t,size_t,size_t,Matrix<Type> ):
Diese Funktion liest eine Untermatrix aus einer gegebenen Matrix aus.
Die Elemente, die in der Quellmatrix die Sub-Matrix bestimmen, wer-
den iiber die ersten vier Parameter vom Typ size_t in der Form (Zeile
(Start), Spalte (Start), Zeile (Ende), Spalte (Ende)) definiert. Hierbei
werden Elemente in informatischer Zahlweise addressiert. Der fiinfte
Parameter ist die Matrix, aus der die Untermatrix ausgelesen werden
soll. Das Ergebnis wird als Riickgabewert vom gleichen Typ Type wie
die Eingabe-Matrix bereitgestellt.

Beispiel:

1. Auslese einer Sub-Matrix:
Matrix<int> myMatrix(3,3);
sub(0,0, 1,1, myMatrix);

Qoo Qo1 Qo2
Qoo Qo1
Q10 a1l Q12 -

G20 QA21 Q22

12.3.2 I/0O-Routinen

e writeMAT4( char*, charx ):

Diese Methode schreibt eine Matrix unter einem symbolischen Namen
in eine Datei, deren Format dem bindren Level 1.0 Format von Mat-
lab [90] entspricht. Hierbei werden die Parameter in der Reihenfolge

Dateiname, Symbolname als String iibergeben.
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Beispiel:

1. Speichern einer Matrix:

myMatrix.writeMAT4(’’file.mat’’, ’’myMatrix’’);

e readMAT4( char*, charx ):
Diese Methode liest eine Matrix unter einem symbolischen Namen aus
einer Datei, deren Format dem bindren Level 1.0 Format von Matlab
[90] entspricht. Hierbei werden die Parameter in der Reihenfolge Da-

teiname, Symbolname als String iibergeben.

Beispiel:

1. Einlesen einer Matrix:

myMatrix.readMAT4(’’file.mat’’, ’’myMatrix’’);

e ostream& << (ostream, Matrix<Type>):
Dieser Operator definiert den Outstream fiir eine Matrix. Hierbei wird
die Matrix im Klartext (ASCII) iiber den definierte Outstream ausge-
geben.

Beispiel:

1. Ausgabe einer Matrix auf die Standard-Ausgabe:

cout << myMatrix;

e istream& >> (istream, Matrix<Type> ):
Dieser Operator definiert den Instream fiir eine Matrix. Hierbei wird

die Matrix {iber den definierte Instream eingelesen.

Beispiel:

1. Eingabe einer Matrix {iber die Standard-Eingabe:

cin >> myMatrix;
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Kapitel 13

Wtest-Programme

In diesem Kapitel werden die im Rahmen dieser Arbeit geschriebnen Wtest-
Skripte gezeigt. Dabei handelt es sich um reine dipolare Relaxations-Op-
eratoren (DD und DD/DD-kreuzkorreliert). In den hier gezeigten Versionen
wird dabei die spektrale Dichtefunktion des starren Rotors verwendet (vergl.
Kapitel 3.2.2).

13.1 2-Spinsystem

# #
# File: redfield.2spin.wtest #
# Project: create a matlab file containing the Redfield relaxation matrix for #
# a 2-spin system

# Date: Sep 13, 2000 #
# #

#*

# Constants - parameters - defintions
# #

# DEFINITION: spin system: is (i=1H, s=13C)
spins ab
setisp a,b

# gyromagnetic ratio of i (bcd)= 1H - [s*A/kg]
setvar g_i = 2.6752e8

# gyromagnetic ratio of s (a) = 13C - [s*A/kg]
setvar g_s = 6.728e7

# distances between two nuclei - [m]

setvar r_ii 1.75e-10
setvar r_si 1.07e-10

# correlation time - [s]
setvar tau_c = 5e-9

# CONSTANTS: somes usefull constants
# Planck’s h/2pi - [J*s]
setvar hq = 1.0546e-34

# permeability of vacuum - [Vks/(A*m)]

197
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setvar m0 = 1.256637061e-6

# gyromagnetic ratio of 1H - [sxA/kgl
setvar g_1H = 2.6752e8

# CONSTANTS: magnetic field strength
# spectrometer frequency - [1/s]
setvar vO = 600e6

# CALCULATED: spin frequencies

evalu v_i = vO * g_i / g_1H
evalu v_s = vO * g_s / g_1H

evalu w_i = 2*pi * v_i
evalu w_s = 2*pi * v_s

# spectral densities #
# #
# spectral density functions

[ S S

evalu tau_c / (5 * (1 + pow(O*tau_c, 2) ) )

evalu tau_c / (5 * (1 + pow(w_ixtau_c, 2) ) )

evalu tau_c / (5 * ( 1 + pow(w_s*tau_c, 2) ) )

evalu * tau_c / (6 * (1 + pow((w_i + w_i)*tau_c, 2) ) )

evalu * tau_c / (6 * (1 + pow((w_i - w_s)*tau_c, 2) ) )

evalu * tau_c / (6 * (1 + pow((w_i + w_s)*tau_c, 2) ) )

# spatial functions for dipolar relaxation

8 - o - -

evalu cOdp_si = -sqrt(6) * mO * hq * g_s * g_i / ( 4 * pi * pow(r_si, 3) )

evalu cOdp_ii = -sqrt(6) * mO * hq * g i * g_i / ( 4 * pi * pow(r_ii, 3) )

# Legendre polynoms #
# #
# legendre polynoms

§ o

evalu P_auto = 1

# tensor operators for the dipolar interaction: A_q_w_spins #
# e.g. pOiMsAB: A for (q = +0), (w = wi-ws) and (spins = ab) #
# m2iPsAC: A for (q = -2), (w = witws) and (spins = ac) #
# #

# q =0, w=0, hetero nuclear

#q9=2, w=+(v_i + w_s)
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seto p2iPsAB = 0.5 * at+*b+

#q=-2, w=+(u_i + w_s)

seto m2iPsAB = 0.5 * a-*b-

# relaxation operator GAMMA: AUTO-CORRELATED
#

sets LautoM2 \
= 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_iPs * [p2iPsAB, [m2iPsAB, ]]

sets LautoMi \
= -0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_s * [p1sAB, [misAB, 1] \
- 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_i * [p1iBA, [m1iBA, 1]

sets LautoO \
= 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_O * [pOOAB, [p0OAB, 11 \
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_iMs * [pOiMsAB, [pOiMsAB, ]]

sets LautoP1 \
= -0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_s * [misAB, [p1sAB, 1] \
- 0.5 % cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_i * [m1iBA, [p1iBA, 1]

sets LautoP2 \
= 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_iPs * [m2iPsAB, [p2iPsAB, 1]
# complete L_auto.

sets L_auto \
= LautoM2 + LautoMi + LautoO + LautoP1 + LautoP2

# relaxation matrix.
#

# relaxation operator GAMMA - [1/s72]
#

sets red \

= L_auto

save redfield.JO.5ns.mat, red

quit

13.2 3-Spinsystem

File: redfield.3spin.wtest

Project: create a matlab file containing the Redfield relaxation matrix for
a 3-spin system

Date: Sep 13, 2000

HHH O H R

# Constants - parameters - defintions
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spins abc
setisp a,bc

# gyromagnetic ratio of i (bcd)= 1H - [s*A/kgl

setvar g i = 2.6752e8

# gyromagnetic ratio of s (a) = 13C - [s*A/kgl

setvar g_s = 6.728e7

# distances between two nuclei - [m]

setvar r_ii = 1.75e-10
setvar r_si = 1.07e-10

# bond’s angle - []
setvar theta_isi = 109.44

# correlation time - [s]
setvar tau_c = le-9

# CONSTANTS: somes usefull constants

# Planck’s h/2pi - [J*s]
setvar hq = 1.0546e-34

# permeability of vacuum - [V*s/(A%m)]

setvar m0 = 1.256637061e-6

# gyromagnetic ratio of 1H - [s*A/kgl

setvar g_1H = 2.6752e8

# CONSTANTS: magnetic field strength

# spectrometer frequency - [1/s]

setvar vO = 600e6

# CALCULATED: spin frequencies

evalu v_i = vO * g_i / g_1H
evalu v_s = vO * g_s / g_1H

evalu w_i = 2*pi * v_i
evalu w_s = 2*pi * v_s

# spectral densities
#

# spectral density functions

tau_c / (5 *
tau_c / (5 *
tau_c / (5 *
* tauc / (5
* tau_c / (5
* tau_c / (5

evalu
evalu
evalu
evalu
evalu
evalu

# spatial functions for dipolar relaxation

# o~ ~

evalu cOdp_si = -sqrt(6) * mO * hq * g_s * g_i / ( 4 * pi * pow(r_si, 3) )
evalu cOdp_ii = -sqrt(6) * mO * hq * g_i * g_i / ( 4 * pi * pow(r_ii, 3) )

* K K o~~~

AAAR B R

I

pow(O*tau_c, 2) ) )
pow(w_ixtau_c, 2) ) )
pow(w_s*tau_c, 2) ) )

+ pow((w_i + w_i)*tau_c, 2) ) )
+ pow((w_i - w_s)*tau_c, 2) ) )
+ pow((w_i + w_s)*tau_c, 2) ) )

# Legendre polynoms
#

*

# angles between

setvar t_ab_ac = 109.44
setvar t_ab_bc = 35.28

setvar t_ac_ab = 109.44
setvar t_ac_bc = 35.28

setvar t_bc_ab = 35.28
setvar t_bc_ac = 35.28

# legendre polynoms
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evalu P_auto =1

evalu P_ab_ac = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_ab_ac), 2) - 1)
evalu P_ab_bc = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_ab_bc), 2) - 1)
evalu P_ac_ab = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_ac_ab), 2) - 1)
evalu P_ac_bc = 0.5 * ( 3#pow(cos(t_ac_bc), 2) - 1)
evalu P_bc_ab = 0.5 * ( 3#pow(cos(t_bc_ab), 2) - 1)
evalu P_bc_ac = 0.5 * ( 3#pow(cos(t_bc_ac), 2) - 1)

# tensor operators for the dipolar interaction: A_q_w_spins #
# e.g. pOiMsAB: A for (q = +0), (w = wi-ws) and (spins = ab) #
# m2iPsAC: A for (q = -2), (w = witws) and (spins = ac) #
# #

seto pOOAB = (2/sqrt(6)) * az*bz
seto pO0AC = (2/sqrt(6)) * az*cz

#q=0, w=+-(v_i - w_i) = 0, homo nuclear

( bzxcz - 0.25%b+xc- - 0.25%b-*c+ )

seto pOiMsAB =
seto pOiMsAC =

.5/sqrt(6)) * ( bt*a- + b-*xa+ )
.5/sqrt(6)) * ( ct+*a- + c-*xa+ )

seto plsAB = -0.5 * bz*a+
seto plsAC = -0.5 * cz*a+

seto misAB = 0.5 * bz*a-
seto misAC = 0.5 * cz*a-

seto pliBA = -0.5 * b+*xaz
seto pliBC = -0.5 * b+xcz

seto pliCA = -0.5 * c+*az
seto pliCB = -0.5 * c+*bz

seto mliBA =
seto m1iBC =

seto m1iCA = 0.5 * c-*az
seto m1iCB = 0.5 * c—*bz

seto p2iPiBC = 0.5 * bt+*c+

#q=-2, w=+(ui+w.i)

seto p2iPsAB = 0.5 * a+xb+
seto p2iPsAC = 0.5 * at+xc+
#q=-2, w=+-(v_i+ w.s)
§ o
seto m2iPsAB = 0.5 * a-*b-
seto m2iPsAC = 0.5 * a-*c-
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# relaxation operator GAMMA: AUTO-CORRELATED #
# #
#q=-2=>pow(-1, q) = +1.

g o e

sets LautoM2 \

= 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_iPi * [p2iPiBC, [m2iPiBC, 1] \
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_iPs * [p2iPsAB, [m2iPsAB, 1] \
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_iPs * [p2iPsAC, [m2iPsAC, 1]
sets LautoM1 \

= -0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_s * [pisAB, [m1sAB, 1] \

- 0.5 % cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_s * [plsAC, [misAC, 1] \

- 0.5 % cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_i * [pliBA, [m1iBA, 1] \

- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [pliBC, [m1iBC, 1] \

- 0.5 % cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_i * [pliCA, [m1iCA, 11 \

- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [p1iCB, [m1iCB, ]]

#q =0 => pow(-1, q) = +1.

§ o

sets LautoO \

= 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_O * [pOOAB, [pOOAB, 11 \

+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_O * [pOOAC, [pOOAC, 11 \

+ 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_O * [pOOBC, [pOOBC, 11 \

+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_iMs * [pOiMsAB, [pOiMsAB, 1] \
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_iMs * [pOiMsAC, [pOiMsAC, 1]
#q=+1 => pow(-1, q) = -

o

sets LautoP1 \

= -0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_s * [misAB, [p1sAB, 11 \

- 0.5 % cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_s * [mi1sAC, [p1sAC, 11 \

- 0.5 % cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_i * [m1iBA, [p1iBA, 11 \

- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [m1iBC, [p1iBC, 11 \

- 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_i * [m1iCA, [p1iCA, 11 \

- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [m1iCB, [p1iCB, 1]

#q = +2 => pow(-1, q) = +1.

§ o

sets LautoP2 \

= 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_iPi * [m2iPiBC, [p2iPiBC, 1] \
+ 0.5 % cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_iPs * [m2iPsAB, [p2iPsAB, 1] \
+ 0.5 % cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_iPs * [m2iPsAC, [p2iPsAC, 1]

# complete L_auto.

§ o

sets L_auto \

= LautoM2 + LautoM1 + LautoO + LautoP1 + LautoP2

# relaxation operator GAMMA: CROSS-CORRELATED #
# #

sets LcrosM2 \

= 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ab_ac * J_iPs * [p2iPsAB,
+ 0.5 % cOdp_si * cOdp_si * P_ac_ab * J_iPs x [p2iPsAC,

[m2iPsAC, 11 \
[m2iPsAB, 1]

sets L1 \

= -0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ab_ac * J_s * [p1sAB, [misAC, 1] \
- 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ac_ab * J_s * [pl1sAC, [m1sAB, 1]
sets L2 \

= -0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ab_bc * J_i * [p1iBA, [m1iBC, 1] \
- 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ab_ac * J_i * [p1iBA, [m1iCA, 1] \
- 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ab_bc * J_i * [p1iBA, [m1iCB, 1]
sets L3 \

= -0.5 % cOdp_ii * cOdp_si * P_bc_ab * J_i * [p1iBC, [m1iBA, 1] \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_si * P_bc_ac * J_i * [p1iBC, [m1iCA, 1] \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [pliBC, [m1iCB, ]]
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sets L4\

= -0.5 % cOdp_si * cOdp_si * P_ac_ab * J_i * [pliCA, [m1iBA, 1] \
- 0.5 % cOdp_si * cOdp_ii * P_ac_bc * J_i * [p1iCA, [m1iBC, 11 \
- 0.5 % cOdp_si * cOdp_ii * P_ac_bc * J_i * [p1iCA, [m1iCB, 1]

sets L5 \

= -0.5 % cOdp_ii * cOdp_si * P_bc_ab * J_i * [pliCB, [m1iBA, 1] \
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [p1iCB, [m1iBC, 1] \
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_bc_ac * J_i * [p1iCB, [m1iCA, ]]

sets LcrosM1 \
=11+ L2 + L3 + L4 +1L5

g e —————
sets L1 \

= 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ab_ac * J_O * [pOOAB, [pOOAC, 11 \
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ab_bc * J_O * [pOOAB, [pOOBC, 1]
sets L2 \

= 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ac_ab * J_O * [pOOAC, [pOOAB, 11 \
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ac_bc * J_O * [pOOAC, [pOOBC, 1]
sets L3 \

= 0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_bc_ab * J_O * [pOOBC, [p0OAB, 1] \
+ 0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_bc_ac * J_O * [pOOBC, [pOOAC, 1]
sets L4 \

= 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ab_ac * J_iMs * [pOiMsAB, [pOiMsAC, 1] \
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ac_ab * J_iMs * [pOiMsAC, [pOiMsAB, 1]

sets LcrosO \
=11+ L2 + L3 + L4

sets L1 \
= -0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ab_ac * J_s * [m1sAB, [pisAC, 1] \
- 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ac_ab * J_s * [mlsAC, [p1sAB, ]]

sets L2 \

= -0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ab_bc * J_i * [m1iBA, [p1iBC, 1] \
- 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ab_ac * J_i * [m1iBA, [p1iCA, 1] \
- 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ab_bc * J_i * [m1iBA, [p1iCB, 1]

sets L3 \

= -0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_bc_ab * J_i * [m1iBC, [p1iBA, 1] \
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_bc_ac * J_i * [m1iBC, [p1iCA, 11 \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [m1iBC, [p1iCB, 1]

sets L4 \

= -0.5 % cOdp_si * cOdp_si * P_ac_ab * J_i * [m1iCA, [p1iBA, 11 \
- 0.5 % cOdp_si * cOdp_ii * P_ac_bc * J_i * [m1iCA, [p1iBC, 11 \
- 0.5 % cOdp_si * cOdp_ii * P_ac_bc * J_i * [m1iCA, [p1iCB, 1]

sets L5 \

= -0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_bc_ab * J_i * [m1iCB, [p1iBA, 11 \
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [m1iCB, [p1iBC, 1] \
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_bc_ac * J_i * [m1iCB, [p1iCA, 1]

sets LcrosP1 \
=11+ L2 + L3 + L4 +1L5

sets LcrosP2 \
= 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ab_ac * J_iPs * [m2iPsAB, [p2iPsAC, 1] \
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ac_ab * J_iPs * [m2iPsAC, [p2iPsAB, 1]]

sets L_cross \
= LcrosM2 + LcrosMl + LcrosO + LcrosP1 + LcrosP2

*

# relaxation matrix.
# #

# relaxation operator GAMMA
#

sets red \

= L_auto + L_cross
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save Redfield.i2s.Palmer.v8.mat, red

quit

13.3 4-Spinsystem

File: redfield.4spin.wtest

Project: create a matlab file containing the Redfield relaxation matrix for
a 4-spin system

Date: Sep 13, 2000

O

*

# Constants - parameters - defintions

# DEFINITION: spin system: i3s (i=1H, s=13C, tetraeder geometry ala CR(H3))
spins abcd
setisp a,bcd

# gyromagnetic ratio of i (bcd)= 1H - [s*A/kg)
setvar g_i = 2.6752e8

# gyromagnetic ratio of s (a) = 13C - [s*A/kgl
setvar g_s = 6.728e7

# distances between two nuclei - [m]
setvar r_ii = 1.75e-10

setvar r_si = 1.07e-10

# bond’s angle - []
setvar theta_isi = 109.44

# correlation time - [s]
setvar tau_c = le-9

# CONSTANTS: somes usefull constants
# Planck’s h/2pi - [J#s]
setvar hq = 1.0546e-34

# permeability of vacuum - [Vks/(A*m)]
setvar m0 = 1.256637061e-6

# gyromagnetic ratio of 1H - [s*A/kgl
setvar g _1H = 2.6752e8

# CONSTANTS: magnetic field strength
# spectrometer frequency - [1/s]
setvar vO = 600e6

# CALCULATED: spin frequencies

evalu v_i = vO * g_i / g_1H
evalu v_s = vO *x g_s / g_1H

2%pi * v_i
2*%pi * v_s

# spectral densities
#

*

# spectral density functions

g e ———
evalu J_0 = 2 * tau_c / (56 * (1 + pow(O*tau_c, 2) ) )

evalu J_i = 2 * tau_c / (6 * (1 + pow(w_ixtau_c, 2) ) )

evalu J_s = 2 * tau_c / (6 * ( 1 + pow(w_s*tau_c, 2) ) )

evalu J_iPi = 2 * tau_c / (5 * ( 1 + pow((w_i + w_i)*tau_c, 2) ) )
evalu J_iMs = 2 * tau_c / (5 * ( 1 + pow((w_i - w_s)*tau_c, 2) ) )
evalu J_iPs = 2 * tau_c / (5 * ( 1 + pow((w_i + w_s)*tau_c, 2) ) )
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# spatial functions for dipolar relaxation

evalu cOdp_si = -sqrt(6) * mO * hq * g_s * g_
evalu cOdp_ii = -sqrt(6) * mO * hq * g_i * g_

pi * pow(r_si, 3) )

i/ (4%
i/ (4% pi* pow(r_ii, 3) )

*

# Legendre polynoms
# #

# angles between dipoles

setvar t_ab_ac = 109.44
setvar t_ab_ad = 109.44
setvar t_ab_bc = 35.28
setvar t_ab_bd = 35.28
setvar t_ab_cd = 90.0

setvar t_ac_ab = 109.44
setvar t_ac_ad = 109.44
setvar t_ac_bc = 35.28
setvar t_ac_bd = 90.0

setvar t_ac_cd = 35.28

setvar t_ad_ab = 109.44
setvar t_ad_ac = 109.44
setvar t_ad_bc = 90.0

setvar t_ad_bd = 35.28
setvar t_ad_cd = 35.28

setvar t_bc_ab = 35.28
setvar t_bc_ac = 35.28
setvar t_bc_ad = 90.0
setvar t_bc_bd = 60.0
setvar t_bc_cd = 60.0

setvar t_bd_ab = 35.28
setvar t_bd_ac = 90.0
setvar t_bd_ad = 35.28
setvar t_bd_bc = 60.0
setvar t_bd_cd = 60.0

setvar t_cd_ab = 90.0
setvar t_cd_ac = 35.28
setvar t_cd_ad = 35.28
setvar t_cd_bc = 60.0
setvar t_cd_bd = 60.0

# legendre polynoms

evalu P_auto = 1

evalu P_ab_ac = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_ab_ac), 2) - 1)
evalu P_ab_ad = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_ab_ad), 2) - 1)
evalu P_ab_bc = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_ab_bc), 2) - 1)
evalu P_ab_bd = 0.5 * ( 3%pow(cos(t_ab_bd), 2) - 1)
evalu P_ab_cd = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_ab_cd), 2) - 1)
evalu P_ac_ab = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_ac_ab), 2) - 1)
evalu P_ac_ad = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_ac_ad), 2) - 1)
evalu P_ac_bc = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_ac_bc), 2) - 1)
evalu P_ac_bd = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_ac_bd), 2) - 1)
evalu P_ac_cd = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_ac_cd), 2) - 1)
evalu P_ad_ab = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_ad_ab), 2) - 1)
evalu P_ad_ac = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_ad_ac), 2) - 1)
evalu P_ad_bc = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_ad_bc), 2) - 1)
evalu P_ad_bd = 0.5 * ( 3%pow(cos(t_ad_bd), 2) - 1)
evalu P_ad_cd = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_ad_cd), 2) - 1)
evalu P_bc_ab = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_bc_ab), 2) - 1)
evalu P_bc_ac = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_bc_ac), 2) - 1)
evalu P_bc_ad = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_bc_ad), 2) - 1)
evalu P_bc_bd = 0.5 * ( 3%pow(cos(t_bc_bd), 2) - 1)
evalu P_bc_cd = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_bc_cd), 2) - 1)
evalu P_bd_ab = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_bd_ab), 2) - 1)
evalu P_bd_ac = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_bd_ac), 2) - 1)
evalu P_bd_ad = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_bd_ad), 2) - 1)
evalu P_bd_bc = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_bd_bc), 2) - 1)
evalu P_bd_cd = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_bd_cd), 2) - 1)
evalu P_cd_ab = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_cd_ab), 2) - 1)
evalu P_cd_ac = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_cd_ac), 2) - 1)
evalu P_cd_ad = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_cd_ad), 2) - 1)
evalu P_cd_bc = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_cd_bc), 2) - 1)
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evalu P_cd_bd = 0.5 * ( 3*pow(cos(t_cd_bd), 2) - 1)

# tensor operators for the dipolar interaction: A_q_w_spins #
# e.g. pOiMsAB: A for (q = +0), (w = wi-ws) and (spins = ab) #
# m2iPsAC: A for (q = -2), (w = witws) and (spins = ac) #
# #

seto pO0OAB = (2/sqrt(6)) * az*bz
seto pOOAC = (2/sqrt(6)) * az*cz
seto pOOAD = (2/sqrt(6)) * az*dz

#q=0, w=+-(w_i - w_i) = 0, homo nuclear

seto p0OBC = (2/sqrt(6)) * ( bz*cz - 0.25%b+xc- - 0.25%b—*c+ )
seto p0OBD = (2/sqrt(6)) * ( bz*dz - 0.25%b+xd- - 0.25%b—*d+ )
seto p0OCD = (2/sqrt(6)) * ( czxdz - 0.25%c+xd- - 0.25*c—*d+ )

#q=0, w=+-(v_i - w_.s)

seto pOiMsAB = (-0.5/sqrt(6)) * ( b+xa- + b-*a+ )
seto pOiMsAC = (-0.5/sqrt(6)) * ( c+xa- + c-*a+ )
seto pOiMsAD = (-0.5/sqrt(6)) * ( d+xa- + d-*a+ )

§ o
seto plsAB = -0.5 * bz*a+
seto plsAC = -0.5 * cz¥a+

seto plsAD = -0.5 * dz*a+

seto misAB = 0.5 * bz¥a-
seto m1sAC = 0.5 * cz¥a-
seto misAD = 0.5 * dzxa-

seto pliBA = -0.5 * b+*az
seto pliBC = -0.5 * b+*cz
seto pliBD = -0.5 * b+*dz
seto pliCA = -0.5 * c+*az
seto pliCB = -0.5 * c+¥bz
seto pliCD = -0.5 * c+*dz
seto pliDA = -0.5 * d+*az
seto pliDB = -0.5 * d+*bz
seto pliDC = -0.5 * d+*cz
seto m1iBA = 0.5 * b-*az
seto m1iBC = 0.5 * b-*cz
seto m1iBD = 0.5 * b-*dz
seto mliCA = 0.5 * c-*az
seto m1iCB = 0.5 * c-*bz
seto m1iCD = 0.5 * c-*dz
seto mliDA = 0.5 * d-*az
seto m1iDB = 0.5 * d-*bz
seto m1iDC = 0.5 * d-*cz

seto p2iPiBC = 0.5 *
seto p2iPiBD = 0.5 * b+xd+
seto p2iPiCD = 0.5 *

seto m2iPiBC = 0.5 *
seto m2iPiBD = 0.5 * b-*d-
seto m2iPiCD = 0.5 *
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p2iPsAB = 0.5 * a+*b+
seto p2iPsAC = 0.5 * at*c+
seto p2iPsAD = 0.5 * at+*d+

#q=-2, w=+(ui + w_s)

seto m2iPsAB = 0.5 * a-*b-
seto m2iPsAC = 0.5 * a-*c-
seto m2iPsAD = 0.5 * a-*d-

# relaxation operator GAMMA: AUTO-CORRELATED

#*

sets LautoM2 \

= 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_iPi * [p2iPiBC, [m2iPiBC, 1] \
+ 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_iPi * [p2iPiBD, [m2iPiBD, 1] \
+ 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_iPi * [p2iPiCD, [m2iPiCD, 1] \
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_iPs * [p2iPsAB, [m2iPsAB, 1] \
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_iPs * [p2iPsAC, [m2iPsAC, 1] \
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_iPs * [p2iPsAD, [m2iPsAD, ]]

sets LautoM1 \
= -0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_s * [pisAB, [misAB, 1] \
1

- 0.5 % cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_s * [pisAC, [mi1sAC, \

- 0.5 % cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_s * [pisAD, [misAD, 1] \

- 0.5 % cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_i * [p1iBA, [m1iBA, 1] \

- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [p1iBC, [m1iBC, 1] \

- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [p1iBD, [m1iBD, 1] \

- 0.5 % cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_i * [p1liCA, [m1iCA, 1] \

- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [p1iCB, [m1iCB, 1] \

- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [p1iCD, [m1iCD, 11 \

- 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_i * [p1iDA, [m1iDA, 1] \

- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [p1iDB, [m1iDB, 1] \

- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [p1iDC, [m1iDC, 1]

#q =0 => pow(-1, q) = +1.

§ e ———

sets LautoO \

= 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_O * [pOOAB, [pOOAB, 1] \

+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_O * [pOOAC, [pOOAC, 11 \

+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_O * [pOOAD, [p0OAD, 11 \

+ 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_O * [pOOBC, [pOOBC, 11 \

+ 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_O * [pOOBD, [pOOBD, 11 \

+ 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_O * [p0OCD, [p0oOCD, 11 \

+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_iMs * [pOiMsAB, [pOiMsAB, 11 \
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_iMs * [pOiMsAC, [pOiMsAC, 11 \
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_iMs * [pOiMsAD, [pOiMsAD, 1]
#

#
sets LautoP1 \
= -0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_s * [misAB, [p1sAB, 1] \

- 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_s * [mi1sAC, [p1sAC, 11 \
- 0.5 % cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_s * [misAD, [p1sAD, 11 \
- 0.5 % cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_i * [m1iBA, [p1iBA, 1] \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [m1iBC, [p1iBC, 1] \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [m1iBD, [p1iBD, 1] \
- 0.5 % cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_i * [m1iCA, [p1iCA, 1] \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [m1iCB, [p1iCB, 1] \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [m1iCD, [p1iCD, 1] \
- 0.5 % cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_i * [m1iDA, [p1iDA, 1] \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [m1iDB, [p1iDB, 1] \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [m1iDC, [p1iDC, 1]

4 mmmmmmm el
sets LautoP2 \

= 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_iPi * [m2iPiBC, [p2iPiBC, 1] \
+ 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_iPi * [m2iPiBD, [p2iPiBD, 1] \
+ 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_iPi * [m2iPiCD, [p2iPiCD, 1] \
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_iPs * [m2iPsAB, [p2iPsAB, 11 \
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_iPs * [m2iPsAC, [p2iPsAC, 11 \
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_auto * J_iPs * [m2iPsAD, [p2iPsAD, ]]
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# complete L_auto.

sets L_auto \
= LautoM2 + LautoM1 + LautoO + LautoPl1 + LautoP2

# relaxation operator GAMMA: CROSS-CORRELATED
#

#*

o
sets LcrosM2 \

= 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_bc_bd * J_iPi * [p2iPiBC,
+ 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_bc_cd * J_iPi * [p2iPiBC,
+ 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_bd_bc * J_iPi * [p2iPiBD,
+ 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_bd_cd * J_iPi * [p2iPiBD,
+ 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_cd_bc * J_iPi * [p2iPiCD,
+ 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_cd_bd * J_iPi * [p2iPiCD,
+ 0.5 % cOdp_si * cOdp_si * P_ab_ac * J_iPs * [p2iPsAB,
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ab_ad * J_iPs * [p2iPsAB,
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ac_ab * J_iPs * [p2iPsAC,
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ac_ad * J_iPs * [p2iPsAC,
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ad_ab * J_iPs * [p2iPsAD,
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ad_ac * J_iPs * [p2iPsAD,

sets L1 \

[m2iPiBD,
[m2iPiCD,
[m2iPiBC,
[m2iPiCD,
[m2iPiBC,
[m2iPiBD,
[m2iPsAC,
[m2iPsAD,
[m2iPsAB,
[m2iPsAD,
[m2iPsAB,
[m2iPsAC,

= -0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ab_ac * J_s * [pisAB, [misAC, 1] \

- 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ab_ad * J_s
- 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ac_ab * J_s
- 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ac_ad * J_s
- 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ad_ab * J_s
- 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ad_ac * J_s
sets L2 \

* [p1sAB, [mi1sAD, 1] \
* [p1sAC, [m1sAB, 1] \
* [p1sAC, [m1sAD, 1] \
* [p1sAD, [m1sAB, 1] \
* [p1sAD, [misAC, 1]

= -0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ab_bc * J_i * [p1iBA, [m1iBC, 1] \

- 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ab_bd * J_i *

- 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ab_ac * J_i *

- 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ab_bc * J_i *

- 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ab_cd * J_i * [p1iBA, [m1iCD, 1]
- 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ab_ad * J_i *

- 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ab_bd * J_i *

- 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ab_cd * J_i *

sets L3 \

[p1iBA, [m1iBD, 1]
[p1iBA, [miicA, 1]
[p1iBA, [m1icCB, 1]

[p1iBA, [m1iDA, 1]
[p1iBA, [m1iDB, 1]
[p1iBA, [m1iDC, 1]

PP

= -0.5 % cOdp_ii * cOdp_si * P_bc_ab * J_i * [p1iBC, [m1iBA, 1] \

- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_bc_bd * J_i * [p1iBC, [m1iBD, 11 \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_si * P_bc_ac * J_i * [p1iBC, [m1iCA, 11 \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [pliBC, [m1iCB, 1] \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_bc_cd * J_i * [p1iBC, [m1iCD, 1] \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_si * P_bc_ad * J_i * [p1iBC, [m1iDA, 1] \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_bc_bd * J_i * [p1iBC, [m1iDB, 11 \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_bc_cd * J_i * [p1iBC, [m1iDC, 1]
sets L4 \

= -0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_bd_ab * J_i * [p1iBD, [m1iBA, 11 \

[p1iBD, [m1iBC, 11 \
[p1iBD, [m1iCA, 11 \
[p1iBD, [m1iCB, 1] \
[p1iBD, [m1icCD, 11 \
[p1iBD, [m1iDA, 11 \

- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_bd_bc * J_i *

- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_bd_ac * J_i *

- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_bd_bc * J_i *

- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_bd_cd * J_i *

- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_bd_ad * J_i *

- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [p1iBD, [m1iDB, 1] \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_bd_cd * J_i * [p1iBD, [m1iDC, 1]
sets L5\

= -0.5 % cOdp_si * cOdp_si * P_ac_ab * J_i * [p1iCA, [m1iBA, 1] \

- 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ac_bc * J_i *

- 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ac_bd * J_i *

- 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ac_bc * J_i *

- 0.5 % cOdp_si * cOdp_ii * P_ac_cd * J_i * [p1iCA, [m1iCD, 1]
- 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ac_ad * J_i *

- 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ac_bd * J_i *

- 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ac_cd * J_i *

sets L6 \

[piicA, [m1iBC, 1]
[p1liCA, [m1iBD, 1]
[p1icA, [m1iCB, 11

[p1iCA, [m1iDA, 1]
[p1iCA, [m1iDB, 1]
[p1iCA, [miiDC, 1]

PP g

= -0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_bc_ab * J_i * [p1iCB, [m1iBA, 11 \

[p1iCB, [m1iBD, 11 \
[p1iCB, [m1iCA, 11 \

[p1iCB, [m1iDA, 11 \

- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [p1iCB, [m1iBC, 11 \
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_bc_bd * J_i
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_bc_ac * J_i
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_bc_cd * J_i
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_bc_ad * J_i
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_bc_bd * J_i

*
*
* [p1iCB, [m1iCD, 11 \
*
*

[p1iCB, [m1iDB, 1] \

PP g S e
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- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_bc_cd * J_i * [p1iCB, [m1iDC, ]]

sets L7 \
= -0.5 % cOdp_ii * cOdp_si * P_cd_ab * J_i * [p1iCD, [m1iBA, 1] \

- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_cd_bc * J_i * [p1iCD, [m1iBC, 11 \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_cd_bd * J_i * [p1iCD, [m1iBD, 1] \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_si * P_cd_ac * J_i * [p1iCD, [m1iCA, 11 \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_cd_bc * J_i * [p1iCD, [m1iCB, 11 \
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_cd_ad * J_i * [p1iCD, [m1iDA, 1] \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_cd_bd * J_i * [p1iCD, [m1iDB, 1] \
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [p1iCD, [m1iDC, 1]
sets L8 \

= -0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ad_ab * J_i * [p1liDA, [m1iBA, 1] \
- 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ad_bc * J_i * [p1iDA, [m1iBC, 1] \
- 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ad_bd * J_i * [p1iDA, [m1iBD, 1] \
- 0.5 % cOdp_si * cOdp_si * P_ad_ac * J_i * [p1iDA, [m1iCA, 1] \
- 0.5 % cOdp_si * cOdp_ii * P_ad_bc * J_i * [p1iDA, [m1iCB, 11 \
- 0.5 % cOdp_si * cOdp_ii * P_ad_cd * J_i * [p1iDA, [m1iCD, 11 \
- 0.5 % cOdp_si * cOdp_ii * P_ad_bd * J_i * [p1iDA, [m1iDB, 11 \
- 0.5 % cOdp_si * cOdp_ii * P_ad_cd * J_i * [p1iDA, [mi1iDC, 1]
sets L9 \

= -0.5 % cOdp_ii * cOdp_si * P_bd_ab * J_i * [p1iDB, [m1iBA, 1] \

- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_bd_bc * J_i * [p1iDB, [m1iBC, 11 \
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [p1iDB, [m1iBD, 1] \
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_bd_ac * J_i * [p1iDB, [m1iCA, 1] \
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_bd_bc * J_i * [p1iDB, [m1iCB, 1] \
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_bd_cd * J_i * [p1iDB, [m1iCD, 1] \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_si * P_bd_ad * J_i * [p1iDB, [m1iDA, 11 \
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_bd_cd * J_i * [p1iDB, [m1iDC, 1]
sets L10 \

= -0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_cd_ab * J_i * [p1iDC, [m1iBA, 11 \

- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_cd_bc * J_i * [p1iDC, [m1iBC, 11 \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_cd_bd * J_i * [p1iDC, [m1iBD, 11 \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_si * P_cd_ac * J_i * [p1iDC, [m1iCA, 11 \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_cd_bc * J_i * [p1iDC, [m1iCB, 11 \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [p1iDC, [m1iCD, 1] \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_si * P_cd_ad * J_i * [p1iDC, [m1iDA, 11 \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_cd_bd * J_i * [p1iDC, [m1iDB, 1]

sets LcrosM1 \
=L1 +L2 +1L3+1L4 +1L56+ L6+ L7+ L8 + L9 + L10

§ o ———
sets L1 \

= 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ab_ac * J_O * [pOOAB, [pOOAC, 11 \
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ab_ad * J_O * [pOOAB, [pOOAD, 1] \
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ab_bc * J_O * [pOOAB, [pOOBC, 11 \
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ab_bd * J_O * [pOOAB, [p0OOBD, 11 \
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ab_cd * J_O * [pOOAB, [p0ooCD, 1]
sets L2 \

= 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ac_ab * J_O * [pOOAC, [p00AB, 11 \
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ac_ad * J_O * [pOOAC, [p0OAD, 11 \
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ac_bc * J_O * [pOOAC, [p0oOBC, 11 \
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ac_bd * J_O * [pOOAC, [pOOBD, 11 \
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ac_cd * J_O * [pOOAC, [poocCD, 1]
sets L3 \

= 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ad_ab * J_O * [pOOAD, [pOOAB, 1] \
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ad_ac * J_O * [pOOAD, [pOOAC, 11 \
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ad_bc * J_O * [pOOAD, [pOOBC, 11 \
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ad_bd * J_O * [pOOAD, [pOOBD, 1] \
+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ad_cd * J_O * [pOOAD, [pooCD, 1]
sets L4 \

= 0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_bc_ab * J_O * [pOOBC, [p0OAB, 11 \
+ 0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_bc_ac * J_O * [pOOBC, [pOOAC, 11 \
+ 0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_bc_ad * J_O * [pOOBC, [pOOAD, 11 \
+ 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_bc_bd * J_O * [pOOBC, [pOOBD, 11 \
+ 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_bc_cd * J_O * [pOOBC, [pooCD, 1]
sets L5 \

= 0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_bd_ab * J_O * [pOOBD, [p0OAB, 1] \
+ 0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_bd_ac * J_O * [pOOBD, [pOOAC, 11 \
+ 0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_bd_ad * J_O * [pOOBD, [pOOAD, 1] \
+ 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_bd_bc * J_O * [pOOBD, [p0OOBC, 11 \
+ 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_bd_cd * J_O * [pOOBD, [p0o0CD, 1]
sets L6 \

= 0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_cd_ab * J_O * [p00OCD, [p0OAB, 1] \
+ 0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_cd_ac * J_O * [p0o0OCD, [pOOAC, 11 \
+ 0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_cd_ad * J_O * [p0OCD, [p00AD, 11 \
+ 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_cd_bc * J_0 * [p0o0oCD, [p0OBC, 11 \
+ 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_cd_bd * J_O * [p0OCD, [p0OBD, 1]
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sets L7
= 0.5 *
+ 0.5 *
+ 0.5 *
+ 0.5 *
+ 0.5 *
+ 0.5 *

\

cOdp_si
cOdp_si
cOdp_si
cOdp_si
cOdp_si
cOdp_si

sets LcrosO \
=L1 + L2+ L3 + L4 + L5+ L6 +L7

cOdp_si
cOdp_si
cOdp_si
cOdp_si
cOdp_si
cOdp_si

P_ab_ac
P_ab_ad
P_ac_ab
P_ac_ad
P_ad_ab
P_ad_ac

J_iMs
J_iMs
J_iMs
J_iMs
J_iMs
J_iMs

[p0iMsAB, [pO
[p0iMsAB, [pO
[pOiMsAC, [pO
[pOiMsAC, [pO
[p0iMsAD, [pO
[p0iMsAD, [pO

[p1sAC
[p1sAD,
[p1sAB,
[p1sAD,
[p1sAB,
[pisAC,

[p1iBD,
[p1iCA,
[p1iCB,
[p1iCD,
[p1iDA,
[p1iDB,
[p1iDC,

[p1iBD,
[p1iCA,
[p1iCB,
[p1icD,
[p1iDA,
[p1iDB,
[p1iDC,

[p1iBC,
[p1iCA,
[p1iCB,
[p1iCD,
[p1iDA,
[p1iDB,
[p1iDC,

[p1iBA
[p1iBC,
[p1iBD,
[p1iCB,
[p1icCD,
[p1iDA,
[p1iDB,
[p1iDC,

[p1iBC,
[p1iBD,
[p1iCA,
[p1icCD,
[p1iDA,
[p1iDB,
[p1iDC,

i * [m1iCD, [p1iBA

[p1iBC,
[p1iBD,
[p1iCA,
[p1iCB,
[p1iDA,
[p1iDB,
[p1iDC,

[p1iBC,
[p1iBD,
[p1iCA,

#q = +1 => pow(-1, q) = -1.

§ o

sets L1 \

= -0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ab_ac * J_s * [mlsAB,
- 0.5 % cOdp_si * cOdp_si * P_ab_ad * J_s * [mlsAB,
- 0.5 % cOdp_si * cOdp_si * P_ac_ab * J_s * [mlsAC,
- 0.5 % cOdp_si * cOdp_si * P_ac_ad * J_s * [mlsAC,
- 0.5 % cOdp_si * cOdp_si * P_ad_ab * J_s * [mlsAD,
- 0.5 % cOdp_si * cOdp_si * P_ad_ac * J_s * [mlsAD,
sets L2 \

= -0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ab_bc * J_i * [m1iBA, [p1iBC
- 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ab_bd * J_i * [m1iBA,
- 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ab_ac * J_i * [mliBA,
- 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ab_bc * J_i * [m1iBA,
- 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ab_cd * J_i * [m1iBA,
- 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ab_ad * J_i * [mliBA,
- 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ab_bd * J_i * [m1iBA,
- 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ab_cd * J_i * [m1iBA,
sets L3 \

= -0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_bc_ab * J_i * [m1iBC, [p1iBA
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_bc_bd * J_i * [ml1iBC,
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_si * P_bc_ac * J_i * [m1iBC,
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [m1iBC,

- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_bc_cd * J_i * [m1iBC,
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_si * P_bc_ad * J_i * [m1iBC,
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_bc_bd * J_i * [ml1iBC,
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_bc_cd * J_i * [ml1iBC,
sets L4 \

= -0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_bd_ab * J_i * [ml1iBD,
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_bd_bc * J_i * [m1iBD,
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_bd_ac * J_i * [ml1iBD,
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_bd_bc * J_i * [ml1iBD,
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_bd_cd * J_i * [ml1iBD,
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_bd_ad * J_i * [ml1iBD,
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [ml1iBD,

- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_bd_cd * J_i * [m1iBD,
sets L5 \

= -0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ac_ab * J_i * [mliCA,
- 0.5 % cOdp_si * cOdp_ii * P_ac_bc * J_i * [mliCA,
- 0.5 % cOdp_si * cOdp_ii * P_ac_bd * J_i * [mliCA,
- 0.5 % cOdp_si * cOdp_ii * P_ac_bc * J_i * [m1iCA,
- 0.5 % cOdp_si * cOdp_ii * P_ac_cd * J_i * [mliCA,
- 0.5 % cOdp_si * cOdp_si * P_ac_ad * J_i * [mliCA,
- 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ac_bd * J_i * [m1iCA,
- 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ac_cd * J_i * [mliCA,
sets L6 \

= -0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_bc_ab * J_i * [m1iCB,
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [m1iCB,

- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_bc_bd * J_i * [ml1iCB,
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_bc_ac * J_i * [m1iCB,
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_bc_cd * J_i * [ml1iCB,
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_si * P_bc_ad * J_i * [m1iCB,
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_bc_bd * J_i * [ml1iCB,
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_bc_cd * J_i * [ml1iCB,
sets L7 \

= -0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_cd_ab * J_i

- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_cd_bc * J_i * [m1iCD,
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_cd_bd * J_i * [m1iCD,
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_cd_ac * J_i * [m1iCD,
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_cd_bc * J_i * [m1iCD,
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_cd_ad * J_i * [m1iCD,
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_cd_bd * J_i * [m1iCD,
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [m1iCD,
sets L8 \

= -0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ad_ab * J_i * [ml1iDA,
- 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ad_bc * J_i * [m1iDA,
- 0.5 % cOdp_si * cOdp_ii * P_ad_bd * J_i * [m1iDA,
- 0.5 % cOdp_si * cOdp_si * P_ad_ac * J_i * [m1iDA,
- 0.5 % cOdp_si * cOdp_ii * P_ad_bc * J_i * [m1iDA,

[p1iCB,

[p1iBA,

[p1iBA,

[p1iBA,

iMsAC,
iMsAD,
iMsAB,
iMsAD,
iMsAB,
iMsAC,

, 11N\

11\
11\
11\
11\
1]

, 11\
1
1
1
1
1
1
1]

PP

, 11\
11\
11\
10\
11\
11\
11\
1]

11\
11\
11\
11\
11\
11\
11\
1]

, 11N\
1]
1]
1]
1]
1]
11
11

PP g

11\
11\
1
1
1]
1]
1]
1]

PP

, 11N\
1]
1]
1
1]
1
1
1]

PP e

11\
11\
11\
11\
11\

P
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- 0.5 % cOdp_si * cOdp_ii * P_ad_cd * J_i * [m1iDA, [p1iCD, 1] \
- 0.5 % cOdp_si * cOdp_ii * P_ad_bd * J_i * [m1iDA, [p1iDB, 1] \
- 0.5 * cOdp_si * cOdp_ii * P_ad_cd * J_i * [m1iDA, [p1iDC, ]]

sets L9 \
= -0.5 % cOdp_ii * cOdp_si * P_bd_ab * J_i * [m1iDB, [p1iBA, 11 \

- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_bd_bc * J_i * [m1iDB, [p1iBC, 11 \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [m1iDB, [p1iBD, 1] \
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_bd_ac * J_i * [m1iDB, [p1iCA, 1] \
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_bd_bc * J_i * [m1iDB, [p1iCB, 1] \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_bd_cd * J_i * [m1iDB, [p1iCD, 1] \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_si * P_bd_ad * J_i * [m1iDB, [p1iDA, 1] \
- 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_bd_cd * J_i * [m1iDB, [p1iDC, ]]
sets L10 \

= -0.5 * cOdp_ii * cOdp_si * P_cd_ab * J_i * [m1iDC, [p1iBA, 11 \

- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_cd_bc * J_i * [m1iDC, [p1iBC, 11 \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_cd_bd * J_i * [m1iDC, [p1iBD, 11 \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_si * P_cd_ac * J_i * [m1iDC, [p1iCA, 11 \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_cd_bc * J_i * [m1iDC, [p1iCB, 11 \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_auto * J_i * [m1iDC, [p1iCD, 1] \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_si * P_cd_ad * J_i * [m1iDC, [p1iDA, 11 \
- 0.5 % cOdp_ii * cOdp_ii * P_cd_bd * J_i * [m1iDC, [p1iDB, 1]]

sets LcrosP1 \
=L1 +L1L2 +L1L3+L1L4 +L56+ L6+ L7 + L8 + L9 + L10

e
sets LcrosP2 \

= 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_bc_bd * J_iPi * [m2iPiBC, [p2iPiBD, 11 \

+ 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_bc_cd * J_iPi * [m2iPiBC, [p2iPiCD, J] \

+ 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_bd_bc * J_iPi * [m2iPiBD, [p2iPiBC, 1] \

+ 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_bd_cd * J_iPi * [m2iPiBD, [p2iPiCD, 11 \

+ 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_cd_bc * J_iPi * [m2iPiCD, [p2iPiBC, 11 \

+ 0.5 * cOdp_ii * cOdp_ii * P_cd_bd * J_iPi * [m2iPiCD, [p2iPiBD, 1] \

+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ab_ac * J_iPs * [m2iPsAB, [p2iPsAC, 11 \

+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ab_ad * J_iPs * [m2iPsAB, [p2iPsAD, 1] \

+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ac_ab * J_iPs * [m2iPsAC, [p2iPsAB, 1] \

+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ac_ad * J_iPs * [m2iPsAC, [p2iPsAD, 11 \

+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ad_ab * J_iPs * [m2iPsAD, [p2iPsAB, 1] \

+ 0.5 * cOdp_si * cOdp_si * P_ad_ac * J_iPs * [m2iPsAD, [p2iPsAC, 1]

# complete L_cross.

4 e it

sets L_cross \

= LcrosM2 + LcrosMl + LcrosO + LcrosP1 + LcrosP2

# relaxation matrix. #
# #

# relaxation operator GAMMA

#

sets red \

= L_auto + L_cross

save Redfield.i3s.Palmer.v8.mat, red

quit
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Kapitel 14

Hartpuls-Naherung fiir
ROPE-INEPT

Wie in Kapitel 6 angemerkt, wurde in [42] eine analytische Losung des
Transfer-Schemas (6.16) erarbeitet. Durch diese ist die Berechnung der gefor-
derten Rotationen moglich. Da bei NMR-Spektrometern ohne lineare Verstéarker
solche stetigen Rotationen schwierig zu implementieren sind, wurde ein Ndherungs-
Verfahren entwickelt, durch das eine Sequenz aus harten Pulsen berechnet
werden kann. Dieses Verfahren wurde in einen Satz von Matlab-Programmen

umgesetzt, die hier kurz vorgestellt werden sollen.

14.1 Erzeugung einer Hartpuls-Niherung

Die in diesem Abschnitt beschriebenen Skripte konnen dazu benutzt werden,
eine Hartpuls-Néherung fiir ein ROPE-INEPT-Experiment zu berechnen. Die
berechnete Pulssequenz ist nicht breitbandig. Die Berechnung wird iiber die
Routine psa4 gestartet, alle weiteren sind Subroutinen, die intern aufgerufen
werden.

Die Funktions-Parameter sind die Kopplungskonstante J in Hertz, die
transversale Relaxationsrate T2 in Sekunden, die Linge einer Rotationsperi-
ode tau (in erster Naherung die 7,;c/2) und die Anzahl der zu erzeugenden
Pulse pro Rotationsphase.

Die Riickgabewerte entsprechen mit pl bzw. p3 den Pulswinkeln der
genéherten Sequenz in Einheiten von 7/2. In d1, d2 und d3 werden die ent-
sprechenden Delays in us zuriickgegeben. Die hierbei verwendete Indizierung

der Variablen entspricht den drei Phasen der Sequenz. Z.B. wird Phase I
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durch p1l und di beschrieben. Die Riickgabewerte konnen dazu verwendet
werden, aus dieser schmalbandigen N&dherung eine breitbandige zu berech-
nen (s. dazu Abschnitt 14.2).

Umrechnung der diskretisierten Kontroll-Werte in Pulswinkel:

function [p1,p3,d1,d2,d3] = psa4( J, T2, tau, N )
D = 1/(pi*T2);
[t1,ul,t2,u2] = ps4(J,D,tau,N);

[tmp, maxj] = size(ul);
idx = 1;

for j = 1:maxj
alpha_y(idx) = real( asin( ul(idx) ) );
alpha_x(idx) = real( acos( u2(idx) ) );
idx = idx + 1;

end;

disp(sprintf (’# of pulses: %d’,2.*maxj));
disp(’Testing pulse sequence on spin matrices:’);

% definition of the pauli-matrices
ix = 0.5 * [0 1; 1 0];

iy = 0.5 * [0 -i; i 0];

iz = 0.5 * [1 0; 0 -11;

id = [1 0; 0 1);

% build up 2-spin system
Ix = kron(ix,id);
Sx = kron(id,ix);
Iy = kron(iy,id);
Sy = kron(id,iy);
Iz = kron(iz,id);
Sz = kron(id,iz);

HO = sOp( 2*pi * J x IzxSz );
sIz = sKet( Iz );

sIx = sKet( Ix );

sIySz = sKet( 2xIy*Sz );
sIzSz = sKet( 2*Iz*Sz );

% build relaxation operator

A = 2%Iz*Sz;

d = kron(id,id);

red = pi*D*( kron(A*A, Id) + kron(Id, A’*A’) - kron(A, A’) - kron(A,A’) );

% define spin states (2-spin system’s norm is 1, thus no normalization)
rho_start = sKet( Iz );
rho_target = sKet( 2*Iz*Sz );

% run sequence

disp( sprintf(’\n¥*x PHASE I ...’) );

idx = 1;

rho_current = rho_start;

01Iz(idx) = real(rho_current’ * sIz);

0lIx(idx) = real(rho_current’ * sIx);

0lIySz(idx) = real(rho_current’ * sIySz);

01IzSz(idx) = real(rho_current’ * sIzSz);

idx = idx + 1;

k =1;

alpha = alpha_y(1);

for j = 1:(maxj-1)
disp( sprintf( ’\tpulse: (phase: y alpha: %f [deg]l == %f [pi/2])’, alpha .* (360/(2%pi)), alphax2/pi) );
p1(k) = alpha*2/pi;
rho_current = expm( -i* sOp(alpha * Iy) ) * rho_current;
delta_t = t1(j+1)-t1(j);
disp( sprintf( ’\tdelay: %f [usec]’, delta_t*le6 ) );
di(k) = delta_t*le6;
rho_current = revolveKet( rho_current, HO, red, delta_t );
01Iz(idx) = real(rho_current’ * sIz);
0lIx(idx) = real(rho_current’ * sIx);
0lIySz(idx) = real(rho_current’ * sIySz);
01IzSz(idx) = real(rho_current’ * sIzSz);
% alpha of next pulse = alpha (as should be) - alpha (which we have)
alpha = alpha_y(j+1) - ( atan( olIx(idx) / olIz(idx) ) );
idx = idx + 1;
k=k+1;

end;
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% alpha of next pulse = alpha (as should be) - alpha (which we have)

alpha = alpha_y(maxj) - ( atan( olIx(idx-1) / ollz(idx-1) ) );

disp( sprintf( ’\tpulse: (phase: y alpha: %f [deg]l == %f [pi/2])’, alpha .* (360/(2*pi)), alphax2/pi) );
pi(k) = alphax2/pi;

rho_current = expm( -i* sOp(alpha * Iy) ) * rho_current;

disp( sprintf(’\n#** PHASE OF VOID ...’) );

delta_t = t2(1)-ti(maxj);

d2 = delta_t*1e6;

disp( sprintf( ’\tdelay: %f [usec]’, delta_t*le6 ) );
rho_current = revolveKet( rho_current, HO, red, delta_t );
01Iz(idx) = real(rho_current’ * sIz);

01Ix(idx) = real(rho_current’ * sIx);

0lIySz(idx) = real(rho_current’ * sIySz);

011zSz(idx) = real(rho_current’ * sIzSz);

idx = idx + 1;

disp( sprintf(’\n*** PHASE II ...’) );
alpha = alpha_x(1);
k=1;

for j = 1:(maxj-1)
disp( sprintf( ’\tpulse: (phase: x alpha: %f [deg]l == %f [pi/2])’, alpha .* (360/(2*pi)), alpha*2/pi) );
p3(k) = alpha*2/pi;
rho_current = expm( -i* sOp(alpha * Ix) ) * rho_current;
delta_t = t2(j+1)-t2(j);
disp( sprintf( ’\tdelay: %f [usec]’, delta_t*le6 ) );
d3(k) = delta_t*1e6;
rho_current = revolveKet( rho_current, HO, red, delta_t );
01Iz(idx) = real(rho_current’ * slIz);
01Ix(idx) = real(rho_current’ * sIx);
0lIySz(idx) = real(rho_current’ * sIySz);
011zSz(idx) = real(rho_current’ * sIzSz);
alpha = alpha_x(j+1) - atan( 0lIzSz(idx) / olIySz(idx) );
idx = idx + 1;
k=k+1;

end;

% correction in alpha via last u2...

alpha = alpha_x(maxj) - atan( olIzSz(idx-1) / ollySz(idx-1) );
% ... concat w/ last 90-alpha_soll(max)

alpha = 0.5%pi-alpha_x(maxj);

disp( sprintf( ’\tpulse: (phase: x alpha: %f [deg]
p3(k) = alpha*2/pi;

rho_current = expm( -i* sOp(alpha * Ix) ) * rho_current;
01Iz(idx) = real(rho_current’ * sIz);

0lIx(idx) = real(rho_current’ * sIx);

0lIySz(idx) = real(rho_current’ * sIySz);

01IzSz(idx) = real(rho_current’ * sIzSz);

%f [pi/2])’, alpha .* (360/(2*pi)), alpha*2/pi) );

% calculate transfer amplitude
te = rho_current’ * rho_target;
disp( sprintf( ’Pulse sequence gives transfer amplitude of: %f’, te) );

Umrechnung der analytischen Kontroll-Vorschrift in diskrete Kontroll-
Werte:

function [t1, ul, t2, u2] = ps4( J, D, tau, N )

alpha =D / J;
beta = asinh( alpha );

kappa = 1 + 2+%alpha”2 - 2*alpha * sqrt( 1 + alpha”2 ) * coth( pi*J* sqrt( 1 + alpha”2 )*tau + 2xbeta );

thetal = acot( (1-kappa) / (2*alphaxkappa) );
theta2 = atan( (1-kappa) / (2*alpha) );

T = 2*tau + (theta2 - thetal)/(pi*J);
disp( sprintf( ’Total time of sequence: %f [sec]’, T) )

eta = ( exp( alpha * ( thetal-theta2 ) ) * ( 1 - alpha * sin( 2*theta2 ) ) ) / sin( thetal + theta2 )

A = sinh( phi(alpha, J, 0.5%tau) );
B = cosh( phi(alpha, J, tau) );

R1 = eta / sqrt( (tan(theta2))"2 + kappa );
R2 = eta / sqrt( 1 + kappa/( (tan(theta2))"2 ) );

idxmax = N+1;
for t = 0:tau/(N-1):tau
Phi=phi(alpha,J,t);

ul(idx) = sqrt( R1°2%( 1 + cosh(Phi) ) / ( B*R1"2 + 2*%A~2xR2°2 - R1"2*cosh(Phi) ) );
t1(idx) = t;

u2(idxmax-idx) = ul(idx);
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t2(idxmax-idx) = (T - t);

idx = idx + 1;
end;

disp( sprintf( ’\tTransfer amplitude: %f [-]1’, eta) );

etaINEPT = aINEPTmax(J,alpha);

disp( sprintf(’\tAnalytical Transfer Amplitude INEPT: %f [-]’, etaINEPT ) );
disp( sprintf(’\tGain of OCT: %f [%%]’, 100xeta/etaINEPT - 100) );

etaINEPT = sINEPTmax(J,alpha);

disp( sprintf(’\tSimulated Transfer Amplitude INEPT: %f [-]’, etaINEPT ) );
disp( sprintf(’\tGain of OCT: %f [%%]’, 100*eta/etaINEPT - 100) );

Analytische Berechnung der Transferamplitude von INEPT:

function [eta] = aINEPTmax( J, alpha )

tmax = 1/(2xJ);
N = 1024;
dt = tmax/(N-1);

idx = 1;
for t = 0:dt:tmax
etatmp(idx) = exp( -alpha.*t *pi*J).*sin(t *pixJ)
idx = idx + 1;
end;

eta = max(etatmp);

Berechnung der Transferamplitude von INEPT durch Simulation:

function [eta] = sINEPTmax( J, alpha )

tmax = 1/(2%J);
N = 1024;
dt = tmax/(N-1);

D = alphaxJ;

% definition of the pauli-matrices
ix = 0.5 = [0 1; 1 0];
iy = 0.5 * [0 -i; i 0];
iz = 0.5 * [1 0; 0 -1];
id = [1 0; 0 1];

% build up 2-spin system
Ix = kron(ix,id);

Sx = kron(id,ix);

Iy = kron(iy,id);

Sy = kron(id,iy);

Iz = kron(iz,id);

Sz = kron(id,iz);

HO = sOp( 2%pi * J % Iz*Sz );
sIz = sKet( Iz );

sIx = sKet( Ix );

sIySz = sKet( 2xIy*Sz );
sIzSz = sKet( 2xIzxSz );

% build relaxation operator

D = 2xIz*Sz;

d = kron(id,id);

red = pi*D*( kron(DD#DD, Id) + kron(Id, DD’*DD’) - kron(DD, DD’) - kron(DD,DD’) );

% define states (2-spin system’s norm is 1, thus no normalization)
rho_start = sKet( Iz );
rho_target = sKet( 2*IyxSz );

idx = 1;
for t = 0:dt:tmax
rho_current = expm( -i* sOp(0.5%pi * Iy) ) * rho_start;
rho_current = revolveKet( rho_current, HO, red, t );

etatmp (idx)

= rho_current’ * rho_target;
time(idx) = t;

idx = idx + 1;
end;

eta = max(etatmp);
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14.2 Erzeugung einer breitbandigen Hartpuls-

Niherung

Hat man mit psa4 eine Hartpuls-Ndherung erhalten, so kann man diese unter
Verwendung des Skriptes simseqbb in eine breitbandiger Version umrechnen
lassen. Hierzu werden die mit psa4 berechneten Riickgabewerte p1, p3, di,
d2, d3, als Teil der Eingabewerte verwendet. Dariiberhinaus mufl wieder-
um die Kopplungskonstante J in Hertz und die transversale Relaxationsrate
T2 in Sekunden definiert werden. Neben der Erzeugung der breitbandigen
Variante erzeugt das Programm auch Daten fiir einen Offset-Plot, fiir den
bestimmte Bedingungen angenommen werden konnen. B1Err ist ein Flag,
iiber das B;-Inhomogenitéten wihrend der Simulation vernachléssigt (B1Err
= 0) oder beriicksichtigt (B1Err = 1) werden konnen. In letzterem Fall wird
eine Gauss-Verteilung berechnet, deren Parameter nBlerr und interval
im Quell-Code anzupassen sind (standardméfig wird Fehlerverteilung mit
10¢ Halbwertsbreite mit einer Digitalisierung von fiinf Datenpunkten be-
rechnet). Mit tau90 wird die Lénge eines harten 7/2-Pulses in pus iiberge-
ben, aus der intern die entsprechende RF-Frequenz berechnet wird. Die letz-
ten beiden Parameter bestimmen den Umfang des simulierten Offset-Plots.
Dieser ist mit v; g = [—max0ff,max0ff] stets quadratisch und besteht aus
(ResOff X Res0ff) Datenpunkten.

Die Riickgabewerte enthalten den berechneten Offset-Plot. In den Ma-
trizen offI bzw. offS sind die z- bzw. y-Achsen (d.h. Offsetfrequenzen in
Hertz) gespeichert. Die Matrix transfer enthélt die entsprechenden Daten
der z-Achse (Transferamplitude 7).

Im Quellcode kann man auflerdem die zu verwendenden Phasenzyklen fiir
die Refokussierungs-Pulse angeben. In der hier gezeigten Version wird ein
MLEV-8-Zyklus verwendet. Phasel bezieht sich auf die erste Rotationsperi-

ode, wihrend Phase3 in der zweiten Rotationsperiode verwendet wird.

Umrechnung der schmalbandingen Hartpuls-Ndherung in eine breit-
bandige mit gleichzeitiger Berechnugn eines Offset-Plots:

function [offI, offS, tramsfer] = simseqbb( pl, p3, di, d2, d3, J, T2, Blerr, tau90, max0ff, ResOff )
% define the sequence, pulses in [pi/2], delays in [usec], tau90 in [usec]

[dummy, np1] = size(pl);
[dummy, np3] = size(p3);

[dummy, nd1] = size(dl);
[dummy, nd3] = size(d3);
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D = 1/(pi*T2);

% Define the phase cycles for the 180’s
% MLEV-8

Phasel = [1 1 -1 -1 1 -1 -1 1];

Phase3 = [1 1 -1 -1 1 -1 -1 1];

% definition of the pauli-matrices
ix = 0.5 = [0 1; 1 0];

iy = 0.5 * [0 -i; i 0];

iz = 0.5 * [1 0; 0 -1];

id = [1 0; 0 1];

% build up 2-spin system
Ix = kron(ix,id);
Sx = kron(id,ix);
Iy = kron(iy,id);
Sy = kron(id,iy);
Iz = kron(iz,id);
Sz = kron(id,iz);

sIz = sKet( Iz );
sIx = sKet( Ix );
sIySz = sKet( 2xIy*Sz );
sIzSz = sKet( 2*Iz*Sz );

% build relaxation operator

A = 2xIz*Sz;

Id = kron(id,id);

red = pi*D*( kron(A*A, Id) + kron(Id, A’*A’) - kron(A, A’) - kron(A,A’) );

% define states (2-spin system’s norm is 1, thus no normalization)
rho_start = sKet( Iz );
rho_target = sKet( 2*Iz*Sz );

% pulse field inhomogenity: ideal or real?
if (Blerr == 1)

% define the parameters for Bl-inhomogeneity
nBlerr = 5;
interval = 0.16;

% calculate the distribution
sigma = 0.04246;
mu = 1.0;
= 0.0;
for idx=1:1:nBlerr
Blerr(idx,1) = (mu-interval) + (idx-1)*( (2*interval)/(nBlerr-1) );
wBlerr(idx,1) =1 / ( sigma*sqrt(2*pi) ) * exp( - power( Blerr(idx,1)-mu, 2) / (2*power(sigma,2)) );
wSum = wSum + wBlerr(idx,1);
end;
for idx = 1:1:nBlerr
wBlerr(idx,1) = wBlerr(idx,1) / wSum;
end;

else
nBlerr = 1;
Blerr = 1.0;
wBlerr = 1.0;
end;

if (ResOff == 1)

incDeltaOffI = 1;

max0ff = 0;
else

incDeltaOffI = (2*max0ff) / (ResOff - 1)
end;

% calculate the rf-amplitude of the 90deg pulse

nu_rf_I = 0.5%pi / (tau90%1le-6);

disp( sprintf(’RF-amplitude: %f [kHz]’, nu_rf_I/(2*pi)*1e-3));
nu_rf_S = nu_rf_I; J, erst mal gleichwertige pulse fuer I und S

if (p3(1)==0)
disp( sprintf(’First pulse of phase III is zero, dropping two pi-pulses’));
else
disp( sprintf(’First pulse of phase III is unequal to zero, including two pi-pulses’));
if (d2<2*tau90)
disp( sprintf (’WARNING: pi-pulse exceeds delay in phase II’));
end;
end;

count_i = 1;
for deltaOffI = -max0ff:incDeltaOffI:max0ff

count_s = 1;
for deltaOffS = -max0ff:incDeltaOffI:max0ff

HO = sOp( 2%pi * (J * Iz*Sz + deltaOffI*Iz + deltaOffS*Sz) );
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TE = 03
for countl =

1:nBlerr

for countS = 1:nBlerr

% set
Hrfly
HrfIx

up rf-Hamiltonians
= sOp( nu_rf_I * Iy * Blerr(countI));
= sOp( nu_rf_I * Ix * Blerr(countI));

HrfIySy = sOp(nu_rf_I * Iy * Blerr(countI) + nu_rf_S * Sy * Blerr(countS));
HrfIxSx = sOp(nu_rf_I * Ix * Blerr(countI) + nu_rf_S * Sx * Blerr(countS));

rho_current = rho_start;

for j=

1:npl

rho_current = revolveKet( rho_current, HrfIy+HO, red, p1(j)*tau90*le-6 );
if (j<=nd1)

rho_current = revolveKet( rho_current, HO, red, 0.5%(d1(j)-2*tau90)*le-6 );

rho_current = revolveKet( rho_current, Phasel(j)*HrfIySy + HO, red, 2xtau90*le-6 ); 7% 180y

rho_current = revolveKet( rho_current, HO, red, 0.5%(d1(j)-2*tau90)*le-6 );

if (p3(1)==0)
rho_current = revolveKet( rho_current, HO, red, 0.5%(d2+d3(1)-2*tau90)*1e-6 );
rho_current = revolveKet( rho_current, Phase3(1)*HrfIxSx + HO, red, 2*tau90xle-6 ); 7 180x
rho_current = revolveKet( rho_current, HO, red, 0.5%(d2+d3(1)-2*tau90)*le-6 );
for j=2:np3

rho_current = revolveKet( rho_current, HrfIx+HO, red, p3(j)*tau90*le-6 );
if (j<=nd3)
rho_current = revolveKet( rho_current, HO, red, 0.5%(d3(j)-2*tau90)*1le-6 );

rho_current = revolveKet( rho_current, Phase3(j)*HrfIxSx + HO, red, 2xtau90xle-6 ); 7% 180x

rho_current = revolveKet( rho_current, HO, red, 0.5%(d3(j)-2*tau90)*1le-6 );
end;

end;

else

rho_current = revolveKet( rho_current, HO, red, 0.5%(d2-2%taud0)*le-6 );
rho_current = revolveKet( rho_current, HrfIxSx + HO, red, 2*tau90*ile-6 ); 7% 180x
rho_current = revolveKet( rho_current, HO, red, 0.5%(d2-2%taud0)*le-6 );
rho_current = revolveKet( rho_current, -HrfIxSx + HO, red, 2*tau90*le-6 ); % 180-x
for j=1:np3

rho_current = revolveKet( rho_current, HrfIx+HO, red, p3(j)*tau90*ie-6 );
if (j<=nd3)
rho_current = revolveKet( rho_current, HO, red, 0.5%(d3(j)-2*tau90)*1le-6 );

rho_current = revolveKet( rho_current, Phase3(j)*HrfIxSx + HO, red, 2xtau90xle-6 ); 7% 180x

rho_current = revolveKet( rho_current, HO, red, 0.5%(d3(j)-2*tau90)*1le-6 );
end;

end;

TE = TE + wBlerr(countI)*wBlerr(countS)*(rho_current’ * rho_target);

end; % countS (Blerr)

end; % countI

(Blerr)

transfer(count_i,count_s) = real(TE);

offI(count_i,
offS(count_i,

count_s) = deltaOffI;
count_s) = deltaOffS;

count_s = count_s + 1;

end; % count_s (Offset)

count_i = count_i

+1;

end; % count_i (Offset)

% Display sequence as is

for j=1:npl

disp( sprintf( ’\tpulse: (phase: y %f [pi/21)’, p1(j) ) );

if (j<=nd1)

disp( sprintf( ’\tdelay: %f [usec]’, 0.5%(d1(j)-2*tau90) ) );

disp( sprintf(

’\tpulse: (phase: (%i)y 2 [pi/2])’, Phasel(j) ) );

disp( sprintf( ’\tdelay: %f [usec]’, 0.5%(d1(j)-2*tau90) ) );

end;
end;
if (p3(1)==0)

disp( sprintf( ’\tdelay: %f [usec]’, 0.5%(d2+d3(1)-2*taud0) ) );
disp( sprintf( ’\tpulse: (phase: (%i)x 2 [pi/2])’, Phase3(1) ) );
disp( sprintf( ’\tdelay: %f [usec]’, 0.5%(d2+d3(1)-2*tau90) ) );

for j=2:np3

disp( sprintf( ’\tpulse: (phase: x %f [pi/21)’, p3(j) ) );

if (j<=nd3)

disp( sprintf( ’\tdelay: %f [usec]’, 0.5%(d3(j)-2*tau90) ) );
disp( sprintf( ’\tpulse: (phase: (%i)x 2 [pi/2])’, Phasel(j) ) );
disp( sprintf( ’\tdelay: %f [usec]’, 0.5%(d3(j)-2*tau90) ) );
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else
disp( sprintf( ’\tdelay: %f [usec]’, 0.5%x(d2-2*tau90) ) );
disp( sprintf( ’\tpulse: (phase: (1)x 2 [pi/21)’ ) );
disp( sprintf( ’\tdelay: %f [usec]’, 0.5x(d2-2%taud0) ) );
disp( sprintf( ’\tpulse: (phase: (-1)x 2 [pi/21)’ ) );
for j=1:np3
disp( sprintf( ’\tpulse: (phase: x %f [pi/21)’, p3(j) ) );
if (j<=nd3)
disp( sprintf( ’\tdelay: %f [usec]’, 0.5%(d3(j)-2*tau90) ) );
disp( sprintf( ’\tpulse: (phase: (%i)x 2 [pi/2])’, Phasel(j) ) );
disp( sprintf( ’\tdelay: %f [usec]’, 0.5%(d3(j)-2*tau90) ) );



Kapitel 15

Zusammenfassung und Ausblick

Mit der vorliegenden Arbeit konnte gezeigt werden, daf} sich die Prinzipi-
en der Steurungs-Theorie zur Kontrolle der quantenmechanischen Dynamik
von Spinsystemen in der kernmagnetischen Resonanzspektroskopie einsetzen

lassen. Diese Systeme sind steuerbar, weil

e sie durch eine Bewegungsgleichung beschrieben werden kénnen:

Differentialgleichung der Bewegung nach Liouville-von Neumann

e diese in der NMR um &uflere systemunabhéngige Terme (Kontrollen)
erweiterbar ist:
Kontrolle der Bewegung durch RF-Felder

Da die erzeugbare Amplitude der RF-Felder in der Praxis begrenzt ist, be-
zeichnet man die Kontrollen als beschréankt. Daher erfolgt die Beschreibung
des Stuerungs-Problems durch die nicht-klassischen Variationstheorie (Ma-

ximum Prinzip nach Pontryagin).

In Teil T wurden die theoretischen Grundlagen dieser Arbeit beschrie-
ben. Hierbei wurde in Kapitel 2 die Quantenmechanik von N-Spinsystemen
im Rahmen des Dichtematrix-Formalismus beschrieben. Diese Beschreibung
wurde in Kapitel 3 um den Effekt der Kernspin-Relaxation erweitert. Ab-
schlieBend wurde in Kapitel 4 eine kurze Einfithrung in die Steuerungs-

Theorie vorgestellt.

In Teil IT wurden numerische Optimierungsergebnisse vorgestellt, die un-
ter Verwendung der im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Optimierungs-

Software OCTANE erhalten wurden.
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Zusammenfassung und Ausblick

Kapitel 5 zielte auf die Untersuchung idealer Spinsysteme ab. Es wurden
Aufbaukurven fiir Anti- und Inphase-Transfer fiir Spinsystemen aus zwei bis
fiinf Kernspins fiir verschiedene einfache Kopplungstopologien durchgefiihrt
(I,S mit n € [1,3] und Spinketten I, mit n € [2,5]). Da man diese Kurven
den fiir jede Zeit (im Rahmen der steuerungstheoretischen Beschreibung)
optimalen Transfer entnehmen kann, werden diese als TOP-Kurven (Time
Optimal Pulses) bezeichnet. Wegen der Annahme idealer Bedingungen kann
man neben der quantenmechanisch gegebenen maximalen Transferamplitude
(die sog. unitére Grenze) auch die minimale Zeit identifizieren, in der diese

noch durch eine Pulssequenz implementiert werden kann.

In Kapitel 6 wurden erste Untersuchungen zur optimalen Steuerung un-
ter Einschlufl von Relaxation vorgestellt. Zundchst wurde an einem Pseudo-
1-Spinsystem die Giiltigkeit des Ansatzes nachvollzogen. Im Anschlufl dar-
an wurde ein INEPT-Schritt fiir ein dipolar relaxierendes 2-Spinsystem op-
timiert. Aus den Ergebnissen wurde ein charakteristisches Transferschema
gewonnen, welches gegeniiber dem INEPT-Experiment verbesserte Eigen-
schaften aufweist. Dieses konnte inzwischen durch anlytische Betrachtungen
bestéatigt und erfolgreich in ein NMR-~Experiment umgesetzt werden. Solche
durch Anwendung der Steuerungstheorie relaxations-optimierte Pulssequenz-
Elemente werden allgemein als ROPE (Relaxation Optimized Pulse Elements)
bezeichnet. Da sich in diesem Kapitel ausschlieBlich auf diplorare Relaxati-
on beschrinkt wurde, die aufgrund der Grofle der verwendeten Spinsysteme
nur autokorreliert sein konnte, ist eine Erweiterung des Relaxationsmechanis-
mus fiir zukiinftige Arbeiten interessant, vor allem auf die Beriicksichtigung
von kreuzkorrelierter DD/CSA-Relaxation. Dariiberhinaus wird es fiir die
Optimierung von Pulssequenzen mit dem Einsatzziel grofler Molekiile von
Wichtigkeit sein, einen “Storspin” in das Spinsystem aufzunehmen. Durch
eine entsprechende Wahl der Parameter dieses Kernspins ist es moglich, die
Relaxationseigenschaften groflerer Molekiile zu emulieren. Diese beiden Er-
weiterungen ermoglichen es, prinzipielle Einsichten in ROPE-Sequenzen fiir

makromolekulare biologische Systeme zu gewinnen.

In Kapitel 7 wurden die weiteren in OCTANE implementierten Storeffekte
(Radiofrequenz-Offsets, Resonanz-Offsets) am Beispiel der Optimierung ei-
nes breitbandigen und fehlertoleranten Anregungspulses getestet. Diese wur-

de fiir eine Anregungsbandbreite von 40 kHz und eine Fehlertoleranz vom
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+5% durchgefiihrt. Die numerisch ezeugte RF-Shape (BEBOP, Broadband
Excitation By Optimized Pulses) konnte direkt auf einem Spektrometer im-
plementiert werden, wobei sich die Giite der Anregung bestétigen lief. Durch
Rekalibierung der Radiofrequenz-Parameter konnte die Bandbreite gar auf 64
kHz erweitert werden. Da die gewéhlte Pulsdauer noch nicht im Bereich der
Zeitoptimalitat liegt, ist es zunéichst interessant, einen zeitoptimalen Anre-
gungspuls numerisch zu bestimmen . Neben diesem Parameter ist es dariiber
hinaus ebenso interessant, die Grenzen der erreichbaren Bandbreite und Feh-

lertoleranz auszuloten.

Mit den in Teil IT beschriebenen Ergebnissen konnte gezeigt werden, dafl
die numerische Optimierung von NMR-Experimente mittels der kontroll-
theoretischen Bibliothek OCTANE in den verschiedensten Bereich funkti-
onsfihig ist und die numerisch gewonnenen Ergebnisse von theoretischen
Betrachtungen bishin zur automatisierten Generierung realer Experimente
reichen. Durch die allgemeine Formulierung und die Korrelationsmoglich-
keiten der implementierten Effekte sind die Anwendungsbereiche mannig-
faltig. In dieser Dissertation konnten nicht mehr als einige Beispiele dafiir
gezeigt werden, hierbei konnte eine Grenze der Optimierungsmoglichkeiten
nicht identifiziert werden. Derzeit wird das Einsatzgebiet lediglich durch die
zur Verfiigung stehende Rechenzeit limitiert. Durch eine weitere Optimierung
und Parallelisierung des Programm-Codes sind auch in diesem Bereich noch

Moglichkeiten fiir zukiinftige Weiterentwicklungen gegeben.

In Teil III wurden experimentelle Implementierungen von optimierten
Pulssequenzen vorgestellt, deren analytische Beschreibung auf geometrischen
Betrachtungen der Steuerungstheorie beruhen. Im Einzelnen handelt es sich
dabei um zeitoptimalen Inphase-Transfer in IS-Spinsystemen (Kapitel 8), ein
zeitoptimales SWAP(1,3)-Gatter (Kapitel 9) und die effiziente Erzeugung
und Propagation effektiver Soliton-Operatoren in Ising-Ketten (Kapitel 10).
Durch die mathematische Analyse konnte fiir alle Sequenzen die Erfiillung
der Optimalitatsbedingung gezeigt werden. Bei den in dieser Arbeit gezeigten
Implementierungen stand die Ubersetzung der mathematisch formulierten

Kontrollgesetzte in praxistaugliche NMR-Experimente im Vordergrund.
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Zusammenfassung und Ausblick

Die im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Software wurde in Teil IV be-
sprochen. Zunéchst in Kapitel 11 die Umsetzung des theoretischen Rahmen-
werks in die Computer-Optimierungsbibliothek OCTANE vorgestellt und so-
wohl die Design-Prinzipien als auch die Verwendung detailliert diskutiert.
Diese Bibliothek ermoglicht die automatisierte Erzeugung optimaler RF-
Formen unter dem Einschlu8 der in der NMR typischen Storeffekte (Rela-
xation, Radiofrequenz-Offsets, Resonanz-Offsets). Ein wichtiges Element der
Bibliothek stellt das mathematische Konstrukt der Matrix dar. Hierfiir wur-
de die Templat-Klasse Matrix entwickelt, deren Sprachumfang in Kapitel 12

erlautert wurde.
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