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Invarianzregelung einer Klasse unteraktuierter Systeme

In dieser Arbeit wird das Stabilisierungsproblem unteraktuierter Systeme betrachtet,
die sich durch Ein-/Ausgangslinearisierung in ein lineares Teilsystem und eine am Syste-
mausgang nicht beobachtbare, interne Dynamik aufteilen. Die Besonderheit der Regelung
dieser Systeme besteht darin, daf die Stabilitdt der internen Dynamik vom Einschwing-
verhalten der geregelten linearen Dynamik abhingt. Als Losung wird das auf vollstan-
diger Zustandsriickfithrung basierende Verfahren der Invarianzregelung vorgestellt, bei
dem das lineare Teilsystem asymptotisch stabilisiert, und gleichzeitig ein gegebenes Zu-
standsraumgebiet invariant gehalten wird. Wéhlt man dabei ein beschréanktes Gebiet im
Gesamtzustandsraum, so erzielt man Gesamtsystemstabilitdt. Das vorgestellte Verfah-
ren kann gegeniiber Parameterschétzfehlern robustifiziert und zeitdiskret implementiert
werden. Zunéchst werden in einem allgemein gehaltenen, theoretischen Abschnitt not-
wendige und hinreichende Existenzbedingungen an Invarianzregler formuliert. Darauf
aufbauend werden zwei Syntheseverfahren fiir Invarianzregler hergeleitet. Experimente
eines unteraktuierten, zweiarmigen Roboters sowie eine Anti-Uberschlagsregelung eines
Kraftfahrzeugs in Simulation mit einem menschlichem Fahrer im geschlossenen Regel-

kreis demonstrieren die Wirksamkeit von Invarianzreglern.

Invariance Control of a Class of Underactuated Systems

This thesis considers the problem of stabilizing a class of underactuated systems using
a full-state feedback linearizing control law which separates a controlled linear subsy-
stem from internal dynamics. The attendant basic problem arises from the fact that
stability of the internal dynamics strongly depends upon the transient behavior of the
controlled linear dynamics. The approach to solve this problem presented in this work is
a novel control method called Invariance Control, asymptotically stabilizing the linear
subsystem to the origin while keeping the system state inside a prescribed bounded state
space region. To this purpose, necessary and sufficient existence conditions for Invariance
Control are established and a discussion of the easy to achieve robustness with respect to
parameter perturbations as well as time discrete implementations is worked out. Based
upon this general framework two realizations for Invariance Controllers are presented.
An underactuated two-link robot experiment and simulations of a rollover avoidance
controller for road vehicles with a real human driver in the loop validate the efficiency

of Invariance Control.
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Notation

In der folgenden Tabelle werden in dieser Arbeit verwendete, spezielle mathematische

Notationen aufgefiithrt. Im mathematischen Anhang A finden sich weitere Begriffsdefini-

tionen.

R
C
R™

Menge der reellen Zahlen

Menge der komplexen Zahlen

Vektorraum der Dimension n iiber R

fettgedruckte Grofibuchstaben bezeichnen Matrizen

fettgedruckte Kleinbuchstaben bezeichnen Vektoren

Diese Notation wird fiir einen Vektor, bestehend aus den Komponenten
x und z verwendet, wenn aus dem Kontext klar hervorgeht, ob es sich
dabei um einen liegenden oder stehenden Vektor handeln mu$.

Matrix A mit m Zeilen und n Spalten

Mengen werden mit kaligraphischen Buchstaben gekennzeichnet

Menge der i-fach differenzierbaren Funktionen

k-fache Lie-Ableitung einer skalaren Funktion A

Inverse einer transponierten Matrix M7

Funktion A genommen an der Stelle x*

Zustandsraumgebiet

Gebietsberandung von ¢

Ableitung der skalaren Funktion A nach «, resultiert in ein stehendes
Vektorfeld
d\(x)

Gradient von A(z), identisch mit T

Subdifferential einer nur als stetig vorausgesetzten Funktion V()
Norm des Arguments
Betrag des Skalars A

XV



Notation

A

[a; 0]

(a; 0)
{y=0}
Amin|A]
Amax[A]
atan2(z,y)

Xvi

Determinante der quadratischen Matrix A

abgeschlossenes Intervall zwischen den Grenzen a und b

offenes Intervall zwischen den Grenzen a und b

abkiirzende Schreibweise fiir {x| y(x) = 0}

minimaler Eigenwert der Matrix A

maximaler Eigenwert der Matrix A

vier-Quadrant Arcustangens gemif} tan(y/x)

Einheitsmatrix

k-te nordwestliche Unterdeterminante einer quadratischen Matrix
Imaginarteil, Realteil eines komplexen Arguments

imaginédre Einheit

Laplace-Operator

GroBbuchstaben bezeichnen die Laplace-Transformierte: Y (s) = L{y(t)}
Umkehrfunktion einer Funktion f(z) =y, d. h. f(f~'(y)) =y
Punkte bezeichnen Ableitungen nach der Zeit

Striche bezeichnen nicht zeitliche Ableitungen

r-te Ableitung von x nach der Zeit

Hfur alle”

50 dafi*

Vorzeichen-Funktion, sign[z] = %1 fiir x 2 0, sign[0] =0



Symbolverzeichnis und Abkiirzungen

In der folgenden Tabelle werden die wichtigsten Variablen kurz erlautert und nach Ih-

rem haufigsten Auftauchen den einzelnen Kapiteln zugeordnet. In einigen Féllen wurde

eine Mehrfachbelegung von Variablen zu Gunsten einer besseren Lesbarkeit in Kauf ge-

nommen. Dabei geht jedoch aus dem Kontext eindeutig die Bedeutung der Variablen

hervor.
Kapitel 2
£ Zustandsvektor (kurz: Zustand) des urspriinglich zugrundeliegenden Sy-
stems
f.g Drift- und Steuervektorfeld des urspriinglich zugrundeliegenden Systems
U Ausgangsvariable des urspriinglich zugrundeliegenden Systems
u Steuergrofle des urspriinglich zugrundeliegenden Systems

Ausgangsfunktion

relativer Rang des Gesamtsystems

Ordnung des Gesamtsystems

Zustand des E-/A-linearisierten Systems

Zustand der internen Dynamik; interner Zustand

Vektorfeld zur Transformation von &- nach (z, z)-Koordinaten
HilfsgroBlen der Riickfiihrlinearisierung zur Normalenform
Systemmatrix und Einkoppelvektor des E-/A-linearisierten Teilsystems
Drift- und Steuervektorfeld der internen Dynamik

Systemvektorfeld der Nulldynamik

SteuergroBe des E-/A-linearisierten Systems; virtuelle Steuergrofie
Invarianzgebiet, Gebietsberandung von G

Invarianzfunktion

Ljapunov-Funktion fiir ein aus dem Kontext hervorgehendes System

Zwischenwinkel des Gradienten und des Geschwindigkeitsfelds

Xvil



Symbolverzeichnis

) Auslenkwinkel des Pendel-Systems

90 Betrag der Erdbeschleunigung

m,l Masse und Léange des Pendel-Systems

Rg Gebietsradius des Invarianzgebiets fiir das Pendel-System

w Vektor unsicherer physikalischer Parameter

w Vektor der geschétzten Werte der unsicheren physikalischen Parameter

P Anzahl der unsicheren physikalischen Parameter
r Vektor der relativen Schéatzfehler
r

hinsichtlich Invarianz ungiinstigster relativer Schatzfehlervektor

R Schétzfehlerraum

Op perturbiertes System als Funktion der relativen Schétzfehler

a,,b, Systemgroflen des perturbierten, E-/A-linearisierten Teil-Systems

fr 9, Drift- und Steuervektorfeld der durch E-/A-Linearisierung entstehenden

internen Dynamik im perturbierten Fall
K marginale Funktion; im Kontext passivitdtsbasierter Regelung aus An-

hang C.2: transformierter Zustand des linearen Teilsystems

pmax Sicherheitsabstand zum Gebietsrand

Pmax konservative Abschitzung von @ zur robusten Invarianz

p* iiber » € R maximierter Winkel ¢

(Tt Steuergrofle zum Invarianthalten eines Gebiets

€ kleine positive Konstante

k Reglerparametervektor

k; innerhalb eines Schaltintervalls konstanter Wert von k

K zuldssiger Raum der Reglerparametervektoren

Uu,v offene Regionen des Zustandsraums, in denen bestimmte Abstiegsbedin-

gungen gelten

Kapzitel 3.1

v virtuelle Steuergréfie des bilinearen Reglers fiir das lineare Teilsystem
n Teil der Zustandsvariablen des bilinear geregelten, linearen Teilsystems
Y neue Ausgangsfunktion fiir das bilinear geregelte, lineare Teilsystem

v konstanter Koeffizientenvektor zur Definition von y

A Eigenwert

H(s) Ubertragungsfunktion

T

Komponente der Transformationsmatrix von x- zu (1, y)-Koordinaten

XVviii



Symbolverzeichnis

M, m,
Qu
q12
q21

422

S

Kapzitel 3.2

Riicktransformationsmatrix, (n,y)- zu x-Koordinaten

Komponenten der Riicktransformationsmatrix M

Systemmatrix der n-Dynamik

Einkoppelvektorfeld der n-Dynamik

Systemvektor der y-Dynamik

Einkoppelfaktor der y-Dynamik

positiv definite, quadratische Matrix

positiv definite, quadratische Matrix; Losung einer Ljapunov-Gleichung
geschalteter Reglerparameter der y-Dynamik; Neigungswinkel des Robo-
ters R2D1 im Erdschwerefeld

Drift- und Steuervektorfeld der internen Dynamik des bilinear geregelten
Systems

innerhalb eines Schaltintervalls konstanter Wert des Reglerparameters «
untere Schranke fiir «

Ljapunov- und Speicherfunktion des bilinear geregelten, linearen Teilsy-
stems

positive Konstanten zur Definition eines Invarianzgebiets

untere Schranke fiir

Konstante grofer eins

Ljapunov-Funktion fiir die Nulldynamik des bilinear geregelten Gesamt-

systems

Komponente der Invarianzfunktion

Schaltzeitpunkte

Obere Schranke fiir C' im Fall nur lokal stabiler Nulldynamik
Riickschaltgebiet und Berandung

geschalteter Sollwertparameter

innerhalb eines Schaltintervalls konstanter Wert des Sollwertparameters
proportionale Verstarkung

geschaltete Geschwindigkeitsverstarkung

innerhalb eines Schaltintervalls konstanter Wert von kg

Schaltfunktion, berechnet kq; und z7

Flache der Nulldynamik auf der bestimmte Abstiegseigenschaften gelten

miissen
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Symbolverzeichnis

Amin kleinerer Figenwert des PD-geregelten linearen Teilsystems

o Giitefunktion zur Berechnung von *

r Funktion zur impliziten Definition einer stabilen Phasenbahn der Null-
dynamik des geregelten Rang-2-Systems

Kapzitel 4

9grav Gravitationsvektor

01,0 Gelenkwinkel von R2D1

ler, leo auf die Rotationsachsen bezogene Schwerpunkte der Glieder von R2D1
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1 Einfithrende Ubersicht

Problemstellung und Einsatzgebiete

Im Zuge des Technologiefortschritts werden immer komplexere, dynamisch anspruchs-
vollere Systeme und Prozesse automatisiert, die immer hohere Anforderungen an die
Regelung stellen. Typische Anwendungsfille sind Anfahrvorgéinge von Turbinen [7, 10],
Stabilisierung von Uberschallflugzeugen [8, 22, 72] und Flugzeugen mit Nasenfliigeln,
schnelle, hochdynamische Vorgénge bei humanoiden Laufmaschinen [14] oder Regelun-
gen zum Transport von Flissigkeiten (engl. sloshing-control) [12,27]. Derzeitiger Stand
der Technik zur Regelung solcher Systeme ist die Anwendung linearer Regelgesetze zur
Stabilisierung eines Arbeitspunktes oder entlang eines vorabberechneten Sollwertverlaufs
der Ausgangsfunktionen. Da die meisten dynamischen Systeme global gesehen jedoch
einen stark nichtlinearen Charakter aufweisen, ist der vom linearen Regelgesetz erzeug-
te Stabilitétsbereich so klein, dal nur unzureichend kleine Arbeitspunktwechsel bzw.
langsame Sollwertverlaufe zugelassen werden kénnen. Daher geht der Trend der derzei-
tigen Forschung hin zur Entwicklung nichtlinearer Regelungsverfahren. Die Erforschung
diskret-kontinuierlicher Systeme sowie ausgereifte lineare Regelungstheorien sind vielfach
Ausgangspunkt und Grundlage fiir theoretische Betrachtungen solcher neuartiger nicht-
linearer Verfahren. Daneben bildet die heutige Verfiigharkeit hoher und kostengiinstiger,
numerischer Rechenleistung die praktische Grundlage zur Implementierung nichtlinearer
Regelgesetze, die in der Regel duflerst rechenintensiv sind.

Eine in der Literatur bereits intensiv studierte Unterklasse der nichtlinearen Systeme
sind die unteraktuierten mechanischen Systeme [17,5,18,19,9,51]. Deren charakteristische
Eigenschaft besteht darin, dal weniger unabhéngige Antriebe als mechanische Freiheits-
grade vorhanden sind. Da pro Antrieb nur ein mechanischer Freiheitsgrad durch Rege-
lung stabilisiert werden kann, verbleiben im System ungeregelte mechanische Freiheits-
grade. Dabei verkoppeln inertiale Krafte und Kreiselkréfte die geregelten mit den ungere-

gelten Freiheitsgraden. Aus diesem Grund werden durch die Stabilisierung der geregelten
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Freiheitsgrade die ungeregelten Freiheitsgrade zu einer bestimmten Dynamik angeregt.
Diese stellt eine dynamische Zwangsbedingung fiir die geregelte Dynamik dar und wird
daher in der Literatur als nichtholonome Nebenbedingung zweiter Ordnung [51] bezeich-
net. Beispiele unteraktuierter mechanischer Systeme sind Kraftfahrzeuge [29, 37, 110],
eine bestimmte Klasse von Schiffen [19], Senkrechtstarter-Flugzeuge [72], unteraktuierte
Roboter [4,5,13,17,18,23,24,62] sowie durch flexible Freiheitsgrade kinematisch redun-
dante Roboter [0].

Das Phénomen einer ungeregelten Dynamik ist jedoch nicht auf unteraktuierte me-
chanische Systeme beschrinkt. So kann bei der Ein-/Ausgangslinearisierung (E-/A-Li-
nearisierung) einer allgemeineren Klasse von Systemen — abhingig von der Wahl der
Ausgangsfunktion — eine am Systemausgang nicht beobachtbare Dynamik entstehen.
Diese wird im Folgenden als interne Dynamik bezeichnet und ist das Analogon zur
ungeregelten Dynamik bei unteraktuierten mechanischen Systemen. Aus diesem Grund
wird in dieser Arbeit die Definition unteraktuierter Systeme von mechanischen Systemen
auf eine allgemeinere Systemklasse erweitert, bei der durch eine E-/A-Linearisierung ei-
ne interne Dynamik entsteht. Beispiele solcher Systeme sind Verbrennungsturbinen von
Uberschallflugzeugen [10], Synchron- und Asynchronmotoren [15] sowie eine bestimmte
Klasse von Energie-Konvertern [3]. Ebenso sind viele verfahrenstechnische und biologi-
sche Systeme [20], sowie Volkswirtschafts-Kreisliufe in diesem Sinne unteraktuiert, da
sie aus einer Vielzahl verkoppelter dynamischer Einzelsysteme bestehen und nur wenige

Stellgrofien besitzen.

Man kann sich die Schwierigkeiten zur Stabilisierung unteraktuierter Systeme anschau-
lich anhand der Aufgabe der Fiihrung eines Kraftfahrzeugs entlang einer Fahrbahnkurve
verdeutlichen. Als einzige SteuergroBen stehen dem Fahrer/der Fahrerin die Lenkung und
die Léngsbeschleunigung bzw. -verzogerung zur Verfiigung, wiahrend das Fahrzeug im
wesentlichen die vier dynamischen Freiheitsgrade Gieren (Drehbewegung um die Hoch-
achse, ,,Schleudern®), Rollen (Drehbewegung um die Léangsachse, , Kippen®), sowie den
Betrag und den Richtungswinkel des Vektors der Fahrzeug-Schwerpunktsgeschwindigkeit
besitzt. Das Stabilisierungsproblem besteht hierbei darin, das Fahrzeug entlang der Fahr-
bahnkurve zu fithren und dabei Kippen und Schleudern zu vermeiden. Je nachdem, mit
welcher Dynamik das Spurhalteproblem entlang der gegebenen Fahrbahnkurve erfolgt,
ergibt sich ein stabiler oder ein instabiler zeitlicher Verlauf der einzelnen Freiheitsgrade.
Bei z. B. iiberhohter Geschwindigkeit, starkem Bremsen oder grofien Beschleunigungen

wihrend des Kurvenfahrmanovers tritt Schleudern oder Kippen auf. Die destabilisieren-



de interne Dynamik stellt in diesem Fall also die zeitliche Entwicklung der Winkel um

die Fahrzeughoch- und -ldngsachse dar.

Stand der Forschung und Beitrag dieser Arbeit
e Grundlage vieler nichtlinearer Regelungsverfahren ist die Stabilitdtstheorie von

Ljapunov, im speziellen die sog. Zweite Methode von Ljapunov [87,89]. Damit kon-

nen Stabilitdtsaussagen iiber lineare und nichtlineare Systeme getroffen werden,
ohne die Losungen der Systemtrajektorien explizit als bekannt oder berechenbar
vorauszusetzen. Das zentrale Problem liegt dabei in der geeigneten Wahl einer
Ljapunov- oder Regelungs-Ljapunov-Funktion (engl. control Lyapunov-function,
kurz: CLF). Es existiert jedoch nur fiir wenige Spezialfille eine Methode zur Ge-
nerierung solcher Funktionen [13,80,87,95,96], und es héngt i. allg. von der Erfah-
rung des einzelnen Entwicklers oder der einzelnen Entwicklerin ab, eine geeignete

Ljapunov-Funktion zu finden.

e Einige Regelungsansitze zur Stabilisierung einer Unterklasse unteraktuierter Sy-

steme (solche mit stabiler Nulldynamik!) fiihrt auf hochverstirkende Regler [15,

,060]. Die hohen Riickfiihrverstéirkungen destabilisieren im technischen Einsatz
jedoch héufig das Gesamtsystem, da die Stellgréfen schnell in ihre Begrenzun-
gen laufen, nicht modellierte Dynamik stark angeregt wird oder Verzogerungen
im Regelkreis zu destabilisierenden Phasenverschiebungen der riickgefiihrten Zu-

standsgroflen fiithren.

e Eine dhnliche Methode stellt die passivitdtsbasierte Regelung [52,59] dar, bei der

durch eine geeignete Zustandsriickfiihrung das System zwischen Ein- und Ausgang
passiviert wird. Dies bedeutet, dafl eine verallgemeinerte, in das System eingehende
Energie nie gréfler als die vom System abgegebene, verallgemeinerte Energie ist.
Dadurch ist anschaulich klar, dafl das System stabil bleibt.

e Neben diesen energiebasierten Methoden werden derzeit auch differentialgeome-

trische Regelungsverfahren entwickelt. Grundlage dafiir ist die Tatsache, dafl ein

System aus Differentialgleichungen erster Ordnung das Geschwindigkeitsfeld der

Systemtrajektorie festlegt. Somit spannen die Drift- und Steuervektorfelder des

'Die interne Dynamik wird als Nulldynamik bezeichnet, wenn der Regelfehler abgeklungen ist, vgl.
Abschnitt 2.2 fiir eine Definition.
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Systems das Geschwindigkeitsfeld der Trajektorien auf, und es lassen sich die ma-
thematischen Methoden der Differentialgeometrie anwenden. Der Vorteil der Be-
trachtung des Systems im Tangentialraum ist, dal dadurch koordinatenunabhdn-
gige Stabilititsanalysen oder Aquivalenztransformationen moglich werden. Eine
weit verbreitete Methode dabei ist die durch eine spezielle Koordinatentransfor-
mation gewonnene Riickfiihrlinearisierung zur Normalenform, die zu einer E-/A-
Linearisierung fiithrt [16]. Damit ist es in einer Vielzahl von Féllen moglich, ein
nichtlineares System in ein lineares Mehrfachintegratorsystem zu transformieren.
Ist die Ordnung dieses Mehrfachintegratorsystems geringer als die des Original-
systems, so verbleibt eine interne Dynamik, die im allgemeinen durch Stellgréfien
und Zustdnde mit dem linearen Teilsystem verkoppelt und am Systemausgang
nicht beobachtbar ist. Eine iibergeordnete, lineare Ausgangsriickfithrung kann nun
zur Stabilisierung des linearen Teilsystems herangezogen werden, jedoch héingt die
Stabilitdt der i. allg. nichtlinearen internen Dynamik vom Einschwingverhalten und

damit den Anfangszustianden und Reglerparametern ab [62].

e Ein mit der Normalenform verwandter Ansatz ist die ndherungsweise E-/A-Line-

arisierung [39], bei der ein Regelgesetz auf der Minimierung eines Nichtlinearitéts-

mafes der nichtlinearen Regelstrecke basiert.

e Eine Erweiterung der E-/A-Linearisierung zu einer dynamischen Riickfiihrlinea-

risierung stellt die flachheitsbasierte Regelung [12, 53] dar. Ist ein sog. flacher

Systemausgang gefunden, kann eine ezakte E-/A-Linearisierung erzielt werden.
Damit liegt das gesamte nichtlineare System im transformierten Koordinatensy-
stem (Entwurfskoordinatensystem) als linearer Mehrfachintegrator vor und es tritt
keine interne Dynamik auf. Die Systemordnung des riickfiihrlinearisierten Gesamt-
systems erhoht sich dabei jedoch um die Zahl der zusétzlichen Zusténde der dyna-
mischen Riickfiihrlinearisierung. Das zentrale Problem hierbei ist, einen System-
ausgang mit Flachheitseigenschaften zu finden. Es kommt erschwerend hinzu, dafl
kein notwendig und hinreichendes Kriterium fiir die Existenz eines solchen flachen
Ausgangs bekannt ist. Bei praktischen Anwendungen stellt sich zusétzlich das Pro-
blem, daf} einzelne Zustandsvariablen mit hohen zeitlichen Ableitungen auftreten
und daher nur mit grofflen Fehlern aus den mefibaren Zustandsvariablen geschétzt
werden konnen. Des Weiteren tragen eventuell im System vorhandene Totzeiten
aufgrund der hoch verstirkten Zustandsriickfithrungen zur Destabilisierung des

geregelten Gesamtsystems bei.



e Weitere differentialgeometrische Methoden basieren auf der Regelungs-Lie-Algebra

(engl. control Lie algebra) und niitzen Invarianz- und Symmetrieeigenschaften ab-
strakter Liegruppen zum Reglerentwurf aus [2, 14,51, 75,77,81,83,86,90,91,92,93,

|. Diese Verfahren ermoglichen die Stabilisierung unteraktuierter Systeme, die
nicht mit stetig differenzierbaren Regelgesetzen stabilisierbar sind [78]. Die somit
entstehenden Regelgesetze bendtigen keinen iibergeordneten linearen Regler, wie
dies bei der E-/A-Linearisierung iiblich ist. Diesen differentialgeometrischen Me-
thoden gemeinsam ist jedoch die Notwendigkeit der exakten Kenntnis der System-
zustidnde und -struktur. Da mit Parameterperturbationen bestimmte strukturelle
Eigenschaften der zugrundeliegenden Systeme verloren gehen, sind einige dieser
Methoden beweisbar nicht robust, d. h. kleinste Abweichungen der Systempara-

meter fiihren bereits zur Instabilitat.

e Eine weitere Methode zur Stabilisierung unteraktuierter Systeme ist die chaosba-

sierte Regelung [26,419,65,112]. Dabei wird das System periodisch so angeregt, daf3

sich die ersten Bifurkationen einstellen. Dieses vorchaotische Verhalten gewéhr-
leistet, dafl jede Ausgangsfunktion periodisch ihren Sollwert durchlduft. Sind alle
Ausgénge in der Néhe des Sollwerts, wird zur lokalen Stabilisierung auf lineare
Regelungsverfahren umgeschaltet oder es werden die Parameter der periodischen
Anregung adaptiert. Die Klasse der damit regelbaren Systeme ist jedoch stark ein-
geschriankt, so dafl beispielsweise mechanische Systeme unter Gravitationseinfluf3
nicht stabilisierbar sind. Auch {iber die Robustheit dieser Regelung kann wenig

ausgesagt werden.

e Ein zeitdiskretes Verfahren zur ndherungsweisen Stabilisierung ist die Multirate-
Regelung (engl. multirate control) [57,58]. Dabei handelt es sich um ein Néhe-
rungsverfahren, bei dem ein zeitdiskretes Ersatzsystem im momentanen Zeitpunkt
sowie einer vorgegebenen Anzahl darauffolgender Zeitpunkte tangentenlinearisiert
wird. Basierend auf einem rekursiven Vorgehen wird so ein lineares Regelgesetz

mit geschalteten Reglerparametern zur lokalen Stabilisierung ermittelt.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dafl es derzeit noch kein praktikables Rege-
lungsverfahren gibt, das in der Lage wére, unteraktuierte Systeme mit einer instabilen
internen Dynamik in einem groffen Einzugsbereich des Zustandsraums beweisbar zu sta-
bilisieren und dabei robust gegeniiber Parameterperturbationen zu sein.

Eine Losung bietet das in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren der Invarianzrege-

lung [958, 99, , , , 110]. Es beruht darauf, den Systemausgang asymptotisch zu
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stabilisieren und gleichzeitig die geregelte Systemtrajektorie innerhalb eines gegebe-
nen Zustandsraumgebiets invariant zu halten. Ein solches Gebiet wird als Invarianzge-
biet bezeichnet. Wahlt man ein geschlossenes Invarianzgebiet, so folgt definitionsgeméaf3
Begrenztheit der Zustandsvariablen. Das neuartige Verfahren kombiniert Aspekte des
Ljapunov-Verfahrens sowie geschalteter linearer Regler mit der E-/A-Linearisierung zur
Normalenform und reiht sich so in die bestehenden Verfahren ein. Verglichen mit Lja-
punovbasierten Verfahren stellt Invarianzregelung jedoch wesentlich weniger restriktive
Forderungen an die Regelstrecke sowie an das invariant zu regelnde Zustandsraumgebiet
und vereinfacht damit die Reglersynthese. So erfordert beispielsweise eine Ljapunov-
Funktion negative Definitheit ihrer zeitlichen Ableitung im gesamten Zustandsraum,
wohingegen Invarianzregelung nur auf dem Gebietsrand eine entsprechende Abstiegsbe-
dingung benétigt.

Ein weiterer Vorteil von Invarianzregelung ist die relativ einfach zu erzielende Ro-
bustheit gegeniiber Parameterschéitzfehlern und zeitdiskreter Implementierung. Dies ist
auf die geometrische Herleitung der Invarianzregelung zuriickzufiihren, die dem Entwick-
ler oder der Entwicklerin auch ein intuitives Verstdndnis des Regelgesetzes ermdoglicht.
Des Weiteren bietet Invarianzregelung die Moglichkeit, Zustandsraumbeschrinkungen

bereits im Reglerentwurf mitzuberiicksichtigen.

In der folgenden Tabelle 1.1 werden bestehende Regelungsverfahren fiir unteraktuierte
Systeme anhand einiger charakteristischer Merkmale gegeniibergestellt. Dabei bedeutet
der Punkt Interpretierbarkeit des Regelgesetzes die Anschaulichkeit des Regelgesetzes
fiir den Entwickler oder die Entwicklerin, wie etwa energiebasierte Uberlegungen. In
der letzten Spalte werden die vorausgesetzten Stabilitédtseigenschaften Minimal- oder
Nichtminimalphasigkeit? (MP/ NMP) angegeben. Dabei bedeutet ein Strich, daf} keine

Nulldynamik existiert.

Gliederung der Arbeit

In Kapitel 2 wird zunéchst an zwei einfachen Beispielsystemen das zentrale Stabilitéits-
problem bei der Regelung unteraktuierter Systeme veranschaulicht. Es folgt eine kurze
Einfiihrung in die Methode der E-/A-Linearisierung sowie eine Eingrenzung der be-
trachteten Systemklasse. AnschlieSend erfolgt eine Herleitung der Invarianzbedingung

fiir Zustandsraumgebiete, die die Grundlage der folgenden Existenzbedingungen fiir In-

2Ein nichtlineares System wird als nichtminimalphasig (minimalphasig) bezeichnet, wenn seine Null-

dynamik im Sinne von Ljapunov instabil (stabil) ist, siehe Abschnitt 2.2.



Tabelle 1.1: Stellung von Invarianzregelung im Vergleich zu bestehenden Verfahren.

. Existenz nicht heu- | Moglichkeit Interpre- notwendige
Eigenschaft || = ) . S
ristischer Reglerent- | zur robusten | tierbarkeit | Stabilitéits-
wurfsverfahren/ Erweiterung des Regel- | vorausset-
Reglertyp
Aufwand gesetzes zungen
Ljapunov ja / sehr aufwendig | ja hoch MP/NMP
Passivitét ja / mittel bedingt mittel nur MP
Isidoris hochver- || ja / mittel ja mittel nur MP
starkender Regler
néherungsweise ja / mittel bedingt gering MP/NMP
Linearisierung
Flachheit nein bedingt gering —
unstetig, Lie-Al- || nein nein keine MP/NMP
gebra-basiert
Chaos nein bedingt gering —
Multirate ja / mittel bedingt mittel MP/NMP
Invarianz ja / mittel ja hoch MP/NMP

varianzregelgesetze darstellt. Diese dienen als theoretisches Grundgeriist zum Entwurf

von Invarianzregelgesetzen in den folgenden Kapiteln.

In Kapitel 3 wird eine Methode zum Entwurf von Invarianzreglern hergeleitet. Diese
sind fiir die allgemein gehaltene, betrachtete Systemklasse anwendbar, konnen jedoch
bei instabiler Nulldynamik zu kleinen Giiltigkeitsbereichen fithren. Daher wird im zwei-
ten Teil von Kapitel 3 die betrachtete Systemklasse auf unteraktuierte Rang-2-Systeme
eingeschrankt. Diese Systeme bieten den Vorteil, dafl durch die E-/A-Linearisierung In-
tegratorsysteme von nur zweiter Ordnung entstehen. Spezielle Systemeigenschaften die-
ser Doppelintegrator-Systeme werden dazu verwendet, mittels schaltender Regelgesetze
groffe Giiltigkeitsbereiche auch im Fall instabiler Nulldynamik zu erzielen. Das damit
fiir Rang-2-Systeme zur Verfiigung stehende Regler-Entwurfsverfahren wird im Kapi-
tel 4 zur Stabilisierung eines unteraktuierten Roboters beispielhaft durchgefiithrt und

experimentell getestet.

Nachdem in den Kapiteln 2-4 von der Theorie bis zur praktischen Evaluierung In-

varianzregelung fiir die zu Beginn eingegrenzte Systemklasse behandelt wurde, erfolgt
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in Kapitel 5 am Beispiel der Kippvermeidung von Kraftfahrzeugen ein Ausblick auf die
Anwendbarkeit von Invarianzregelung auf eine groflere Systemklasse sowie auf eine zeit-
diskrete Reglerrealisierung. Abschlieend erfolgt in Kapitel 6 eine Zusammenfassung und
ein Ausblick. In Abb. 1.1 ist die Struktur des Hauptteils nochmals graphisch dargestellt.

Kapitel 2
Definition der betrachteten Invarianz-Bedingungen
Systemklasse fiir Zustandsraumgebiete
Existenz-Bedingungen

fiir Invarianzregler
Kapitel 3
Invarianzregler-Entwurfs- Invarianzregler-Entwurfs-
verfahren fiir die betrachtete, | | verfahren fiir Rang-2-
allgemeine Systemklasse Systeme

Simulative Evaluierung
Y

Kapitel 4 Kapitel 5
¥ Ausblick am

Experimentelle Validierung B(?ispiel der

am unteraktuierten Roboter Kipp-

R2D1 vermeidung
im Kfz

Abbildung 1.1: Gliederung des Hauptteils der Arbeit.

Um eine moglichst in sich abgeschlossene Darstellung dieser Arbeit zu erreichen, wur-
den einige, fiir das Versténdnis dieser Arbeit benotigte, mathematische Grundlagen und
Begriffsdefinitionen in Anhang A aufgenommen. Ergéinzend zu Kapitel 3 werden in An-
hang C zwei weitere Entwurfsverfahren fiir Invarianzregelgesetze sowie eine Methode
zur analytischen Berechnung geeigneter Invarianzgebiete vorgestellt. Anhang D und E

beinhalten technische Details zu den vorgestellten Experimenten.



2 Theorie der Invarianzregelung fiir
eine ausgewdhlte Systemklasse

In diesem Kapitel wird fiir eine Klasse nichtlinearer, dynamischer Systeme die Theorie
der Invarianzregelung hergeleitet. Dafiir wird zunéchst die betrachtete Klasse der un-
teraktuierten Systeme definiert und darauf aufbauend das Regelziel der asymptotischen
E-/A-Stabilisierung bei garantierter Gesamtsystemstabilitdt formuliert. Um dieses Re-
gelziel zu erreichen, wird schrittweise ein axiomatisches System aufeinander aufbauender
Gesetzméfigkeiten entwickelt. Die sich daraus zusammensetzende Theorie erméglicht die
Entwicklung verschiedener Entwurfsverfahren fiir Invarianzregelgesetze in den Kapiteln 3
und 5 und stellt so die Grundlage dieser Arbeit dar.

Die fiir eine kompakte Darstellung verwendeten mathematischen Formalismen, De-
finitionen und Fachbegriffe der nichtlinearen Regelungstheorie werden im mathemati-
schen Anhang A erklédrt, um so ein eigenstindiges Lesen dieser Arbeit zu erleichtern.
Eine dariiber hinausgehende, ausfiihrliche Darstellung findet sich in den Standardlehr-

biichern der nichtlinearen Regelungstheorie und angewandten Mathematik, wie zum Bei-

spiel [16,47,86,43,73].

2.1 Phanomenologische Beispiele

Zunéchst werden anhand eines linearen, sowie eines einfachen nichtlinearen Beispielsy-
stems die in dieser Arbeit betrachteten Regelungsprobleme veranschaulicht. Dabei sollen
die wesentlichen Eigenschaften der betrachteten Klasse der unteraktuierten Systeme, die

eine konventionelle Regelung unmoglich machen, intuitiv versténdlich aufgezeigt werden.



2 Theorie der Invarianzregelung fiir eine ausgewahlte Systemklasse

Stabilitdt eines linearen Systems mit unterschiedlichen Ausgangsfunktionen

Betrachtet wird das lineare System

& =&

2.1
So=-2—-36+u 21)

mit einer Ausgangsfunktion 4, = 4& + &.! Um zu zeigen, dafl das lineare Regelge-
setz u; = —18&; — 6& + 5y° den Systemausgang 7; auf einen konstanten Sollwert 7°

stabilisiert, wird das E-/A-Verhalten des geschlossenen Regelkreises berechnet. Mit
h=4&+&=6—-26+u =5 (7 — )

folgt die asymptotisch stabile E-/A-Ubertragungsfunktion mit der Laplace-Transfor-
mierten £{7,(t)} = Y1(s) zu

Man erhilt ein identisches E-/A-Ubertragungsverhalten, wenn die, nur in einem Vorzei-
chen verdnderte Ausgangsfunktion yo = —4& + & vorliegt, und das neue Regelgesetz
Uy = 22& 4+ 2& + 5 y° angewendet wird. Simuliert man das Einschwingverhalten beider
geregelter Systeme mit den Anfangswerten &;(0) = &(0) = 0 und dem Sollwert ¢°* = 1,
so ergeben sich die zeitlichen Verldufe aus Abb. 2.1. Wie erwartet, ist das E-/A-Verhalten
in beiden Fillen asymptotisch stabil. Der Unterschied beider Systeme zeigt sich erst im
Einschwingverhalten der Zustandsvariablen & (t) und & (¢). So ergibt sich im ersten Fall
ein stabiles Einschwingen auf die konstanten Endwerte £7° = 0.25, £5° = 0, wohingegen
im zweiten Fall der Verlauf der Zustandsvariablen instabil ist.

Wie man mittels einer Zerlegung in Modalform leicht nachweisen kann, liegt der
Grund fiir das unterschiedliche Systemverhalten der geregelten Systeme darin, dafl im
zweiten Fall eine instabile und nicht beobachtbare Mode auftritt, wohingegen im er-
sten Fall die nicht beobachtbare Mode stabil ist. Da jedoch eine Modalzerlegung fiir
die in dieser Arbeit betrachtete Klasse nichtlinearer Systeme nicht durchfiihrbar ist,

wird die allgemeinere, fiir nichtlineare Systeme geeignete Methode der Normalenform-

!Dieses Beispiel wurde im Rahmen des Vortrags ,Nonlinear Control of the Inertia Wheel Pendulum
with Applications to Bipedal Locomotion®von Herrn Prof. Mark W. Spong am LSR am 5. April 2000

prasentiert und mit seiner Genehmigung teilweise {ibernommen.
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2.1 Phianomenologische Beispiele

0.4 \ \ : 0.4
wr 0.2F 1w 0.2r
0 0
0.5 0.5
~ N ~ N
MW M
0 0
1 1
> 0.5 > 0.5
0O 1 2 3 4 00 1 2 3 4
t t
(a) (b)

Abbildung 2.1: Fiir beide Ausgangsfunktionen ergibt sich ein stabiles E-/A-Verhalten
bei Sprunganregung. (a) 3 = 4&; + &t stabil; (b) o = —4 & + & instabil.

Koordinatentransformation angewendet. Dazu wird zunéchst das erste System mit der

Koordinatentransformation

2= =45+ & 1= 2

29 = &1 o =21 — 42

in die dquivalente Zustandsdarstellung

H=-5xn+57 (2.2)
22 =—4 29 + 21 (23)
y1=2 (2.4)

iiberfithrt. Dabei wurde die Koordinatentransformation z; = y; gewéhlt, da sich damit
anhand der Dynamik von z; die interessierende E-/A-Dynamik direkt ablesen 148t. Die
zweite Zeile der Koordinatentransformation zo = & wurde so gewéhlt, dal die Um-

kehrtransformation global definiert ist. Damit folgen die Ubertragungsfunktionen

Yi(s)  5(s+4) 5

7 15 (+d) (545 (2:5)
Zg(s)_ 1
Yi(s)  s+4

und es ergibt sich der in Abb. 2.2 (a) gezeigte SignalfluBplan. Man erkennt, dafi neben

11



2 Theorie der Invarianzregelung fiir eine ausgewahlte Systemklasse

stabile interne Dynamik | |

\ s+5 | s+ 5
E E-/A-Dynamik i E-/A-Dynamik

Abbildung 2.2: Signalflufpldne der Systeme in z-Koordinaten. Die am Ausgang nicht
beobachtbare Dynamik Z,(s) ist im ersten Fall (a) stabil; im zweiten Fall (b) instabil.

dem stabilen E-/A-Block noch ein weiterer Block das stabile Ubertragungsverhalten
zwischen Y7 (s) und Zy(s) beschreibt. Wie aus der ungekiirzten Form der Ubertragungs-
funktion in (2.5) ersichtlich ist, besitzt das geregelte System eine negative Nullstelle
bei s = —4 und ist daher minimalphasig. Durch das verwendete Regelgesetz folgt al-
so eine stabile Pol-Nullstellen Kompensation. Diese Kompensation bewirkt, dafi Z5(s)
am Systemausgang Y7 (s) nicht beobachtbar ist. Im Unterschied dazu handelt es sich im
zweiten Fall um ein nichtminimalphasiges System, so daf eine instabile Pol-Nullstellen
Kompensation vorliegt.

Die an den jeweiligen Systemausgéngen nicht beobachtbare Dynamik wird als interne
Dynamik bezeichnet. In den folgenden Kapiteln wird zur Stabilitdtsanalyse nichtlinea-
rer, geregelter Systeme héufig diese interne Dynamik fiir den Fall des eingeschwungenen
Systemausgangs betrachtet und mit Nulldynamik bezeichnet. Bei den vorliegenden li-
nearen Systemen ergibt sie sich mit §° = const = 1 zu 25 = +4 25 + 1. Dabei resultiert
die Bezeichnung Nulldynamik aus der Tatsache, dafl die Nulldynamik einzig und allein
durch die Nullstellen s = 4 der ungekiirzten Ubertragungsfunktion Y;(s)/4° bestimmt
ist [16].

Aus der linearen Systemtheorie ist weiterhin bekannt, dafl diese Nullstellen, und da-
mit die Nulldynamik, nur von der Wahl der Ausgangsfunktion abhéngen und damit
invariant beziiglich Koordinatentransformationen und statischen? Zustandsriickfithrun-

gen sind. Wie in [10] gezeigt, gilt dies auch fiir nichtlineare Systeme.

2Eine statische Zustandsriickfiihrung besitzt im Gegensatz zu einer dynamischen Zustandsriickfithrung

keine eigenen Reglerzusténde.
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2.1 Phianomenologische Beispiele

Arten der Instabilitdt im nichtlinearen Fall
Die fiir den linearen Fall durchgefiihrten Betrachtungen kénnen auf den nichtlinearen Fall
erweitert werden und dazu dienen, das Systemverhalten zu klassifizieren und geeignete

Regelgesetze zu finden. Dazu wird beispielhaft das System

&i=1 (2.6)
L=&(&-1)+u (2.7)
y=5& (2.8)

betrachtet. Die in diesem einfachen System enthaltene Nichtlinearitdt in Form eines
quadratischen Terms stellt bei vielen technisch relevanten, dynamischen Systemen die
zu einem instabilen Systemverhalten fithrenden wesentlichen Anteile der Gesamtsystem-
dynamik dar. Beispiele solcher Systeme sind Wachstumsmodelle (die & Dynamik gehort
der Klasse der Verhulst-Wachstumsgesetze an), elektrische Transformatorschaltungen
sowie Antriebe (Fremd- und Eigeninduktion) und mechanische Systeme (Kreiselkrifte).

Das betrachtete Regelziel fiir System (2.6)-(2.8) besteht darin, mittels des linearen
Regelgesetzes u = k, (y° — &) den Systemausgang y auf den Sollwert y* =1 zu regeln
und gleichzeitig den Verlauf von & (t) begrenzt zu halten. Wie aus den Simulationslaufen
in Abb. 2.3 hervorgeht, ergibt sich fiir den Anfangszustand &(0) = 5,&(0) = 2.4 mit
k, = 10 ein stabiler Verlauf, wohingegen die Wahl k, = 1 zu einem instabilen Verlauf

der internen Dynamik &(¢) fithrt.

0 05 1 15 2 0 05 1 1.2456 2
t
(a) (b)

Abbildung 2.3: Interne Stabilitét hingt vom Reglerparameter ab: (a) k, = 10 stabil; (b)
k, = 1 instabil, Singularitit bei ¢t ~ 1.24.

13



2 Theorie der Invarianzregelung fiir eine ausgewéhlte Systemklasse

Der Grund fiir die Instabilitét liegt

FE_)—_/:A_—[_):;I;E;H_HI{ """"""" ! wie im vorangegangenen Fall dar-

in, daf neben der geregelten E-

_ /A-Dynamik noch die am System-

Y
<

QQCI:
Vi
lfjg_
]
Y
—
S
A

ausgang nicht beobachtbare, inter-

interne Dynamik mit
instabilen Anteilen
el

existiert, sieche Abb. 2.4. Wahrend

das vorangegangene, [lineare Bei-

1 &y = ;§2 (2 —1) +-ﬂ :'

| P e - i =

spielsystem nur aufgrund der Null-

I
I
I
I
I
:
I
| ne Dynamik mit instabilen Anteilen
I
I
I
I
I
I
I
|

dynamik instabil werden kann, de-

Abbildung 2.4: Aufteilung in eine E-/A-Dynamik stabilisiert sich im nun vorliegen-
und eine interne Dynamik. den nichtlinearen Fall das geregelte
System durch einen auf nichtlineare Systeme beschriankten Effekt bereits wdhrend des
Einschwingvorgangs und damit nach endlicher Zeit (engl. finite-escape [93,59]). So kon-
vergiert die zeitliche Losung der internen Dynamik gegen eine Singularitét bei t &~ 1.24,
siche Abb. 2.3 (b). Beriicksichtigt man fiir eine stark konservative Stabilitdtsanalyse der
internen Dynamik (2.7) nur den quadratischen Term & und setzt @ = 0 = const, so
folgt die Dgl. & = &2, deren Losung fiir &5(0) # 0 mittels Trennung der Variablen zu

&ao(t) = !

50 ¢
berechnet werden kann. Daraus 148t sich qualitativ erkennen, dafl & (¢) aufgrund einer
Singularitit bei t = &(0)~! nur fiir ¢ < &(0)~' definiert ist. Es ist zu beachten, daf
der vernachléssigte Term —&; + @ auf der rechten Seite von (2.7) im instabilen Verlauf
(k, = 1) strikt negative Werte annimmt und daher eine Kompensation des (fiir die In-
stabilitit verantwortlichen) positiven Terms & bewirkt. Daher tritt die Singularitét in
der zeitlichen Losung erst bei ¢ &~ 1.24 und nicht bereits bei ¢ = &(0)™! ~ 0.42 auf, siehe
Abb. 2.3 (b). Man erkennt, dafl zum Zeitpunkt der Singularitét die geregelte Zustandsva-
riable & vom Regelziel noch weit entfernt ist, so daf sich das System destabilisiert, noch
bevor die Nulldynamik erreicht wurde. Praktisch bedeutet dies, daf3 die interne Dynamik
eines nichtlinearen Systems — und damit das Gesamtsystem — trotz global asymptotisch

stabiler Nulldynamik bereits nach endlicher Zeit instabil werden kann [93].

Begriff der Unteraktuiertheit
Systeme mit einer internen Dynamik werden in dieser Arbeit als unteraktuierte Systeme

definiert. Der Begriff der Unteraktuiertheit stammt dabei aus der Mechanik, wo er fiir

14



2.2 Betrachtete Systemklasse

Systeme mit mehr dynamischen Freiheitsgraden als unabhéngigen Steuergrofien steht.
Bei solchen Systemen ist anschaulich klar, dal hochstens so viele Freiheitsgrade gleichzei-
tig geregelt werden kénnen, wie unabhéngige Steuergréfien vorhanden sind. Betrachtet
man beispielsweise einen zweiachsigen SCARA Roboter (siche z. B. R2D1 aus Kapitel 4)
mit einem angetriebenen und einem nicht angetriebenen Gelenk, so kann unter der Vor-
aussetzung bestimmter Verkopplungseigenschaften, eines der beiden Gelenke geregelt

werden, wobei das andere Gelenk einer internen Dynamik folgt.

Fazit

In beiden Beispielen entsteht durch eine asymptotisch stabile Regelung der E-/A-Dy-
namik eine am Systemausgang nicht beobachtbare, interne Dynamik, so dafl es sich um
unteraktuierte Systeme handelt. Die Stabilitit dieser internen Dynamik héngt von der
Wahl der Reglerparameter, des Sollwerts sowie der Anfangswerte ab. Im linearen Fall
kann so nach Abklingen des Regelfehlers die interne Dynamik gegen eine instabile Bahn
der Nulldynamik konvergieren. Im nichtlinearen Fall kann zusétzlich die interne Dynamik
bereits vor Erreichen der Nulldynamik gegen eine Singularitét in der zeitlichen Losung
streben und daher nach endlicher Zeit instabil werden.

Einen Ansatz zur Losung dieses Stabilitdtsproblems bietet das im Rahmen dieser
Arbeit entwickelte, neuartige Verfahren der Invarianzregelung, bei dem neben asympto-
tisch stabilem E-/A-Verhalten auch die internen Zustandsvariablen auf ein beschranktes
Zustandsraumgebiet begrenzt werden. Damit werden Singularitdten in der zeitlichen
Losung der internen Zustandsvariablen sowie instabile Bahnen der Nulldynamik ausge-
schlossen und es wird Begrenztheit aller Zustandsvariablen sichergestellt. Wie in den
folgenden Abschnitten hergeleitet wird, kann dieses Regelungsverfahren auf unteraktu-

ierte Systeme mit lokal begrenzten Bereichen der Nulldynamik angewendet werden.

2.2 Betrachtete Systemklasse

In der Folge werden nichtlineare single-input single-output (SISO) Systeme vom Typ

ey
Il
!

&) +g(&u
(€)

mit Zustandsvektor & € R", einem glatten Drift- und Steuervektorfeld f(&), g(&), ei-

ner Steuervariablen @ € R und einer skalaren Ausgangsfunktion h(€) betrachtet. Zur

(2.9)

<
I
>

Stabilisierung dieses Systems wird die Methode der E-/A-Linearisierung (Riickfiihrli-

15



2 Theorie der Invarianzregelung fiir eine ausgewahlte Systemklasse

nearisierung) zusammen mit einem iiberlagerten linearen Regelgesetz betrachtet. Dabei
wird durch eine Vorregelung ein linearer Zusammenhang zwischen einer neuen (virtuel-
len) Eingangsgrofie und einer moglichst hohen zeitlichen Ableitung des Systemausgangs
eingeprigt. Das so erzwungene Systemverhalten eines mehrfach-Integratorsystems kann
dann mit einem iiberlagerten linearen Regler auf den gewiinschten Sollwert stabilisiert
werden. Man bezeichnet die Ordnung des mehrfach-Integratorsystems nach [10] als den
relativen Rang des nichtlinearen Systems beziiglich der gegebenen Ausgangsfunktion
h(€). Der relative Rang wird bestimmt, indem die Ausgangsfunktion so oft nach der
Zeit entlang der Systemtrajektorie von (2.9) abgeleitet wird, bis zum ersten Mal die

Steuergrofle w in die zeitliche Ableitung eingeht: Mit

i _ dh(&)" dg ) dh(§)"

@ r (F(&) +9g(&)u) = Lzh(€) + Lyh(€) a

muf} daher fiir Rang » = 1 die Bedingung Lgh(é) # 0 erfiillt sein. Demgegeniiber muf}
fiir Rang r > 2 die Bedingung L;h(§) = 0 gelten. In diesem Fall berechnet sich die

zweite Ableitung von h nach der Zeit zu

- dL;h(€)" d€ 29 dL;h(€)"

e di pr: (F(&) +g(&)a) = LIn(€) + LyLsh(§) a,

woraus sich fiir » > 3 die Bedingung Lgth(E) = (0 ablesen lat. Fiihrt man dieses

Vorgehen sukzessive fort, so erhélt man
h = Lzh(€)
i = L2h(¢)
h") = L5h(€) + Lol h(€) a

und die formale relative Rangbedingung folgt zu

L.LER(E) =0 firk<r—1
alsh(&) . (2.10)

Lyl h(€) #

Mit dieser Definition des relativen Rangs r wird folgende Einschréankung der in dieser

Arbeit betrachteten Systemklasse vorgenommen:
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2.2 Betrachtete Systemklasse

Systemannahme 1 Das System (2.9) soll beziiglich der gegebenen Ausgangsfunktion

h(€) einen konstanten, global ® definierten relativen Rang 0 < r < n besitzen.

Unter dieser Annahme definieren die » Funktion (&) geméaf

(0 (5) = h(E)
$2(€) = L;h(€)
. (2.11)
6(€) = Ly h(e)
zusammen mit weiteren n — r Funktionen ¢,,1(&), -+ ,¥,(&) eine global giiltige Koor-
dinatentransformation
(@, 2) =¥(&) =[i(&)], ie{l,--- ,n}. (2.12)

Dabei konnen die n—r Funktionen v, 1(§), - - , ¥, (&) so gewihlt werden, dafi die Trans-

formationsmatrix (&) reguldr und damit die Riicktransformation
£E=T"(x,2) (2.13)
global definiert ist. Mit den Hilfsgrofien

a(§) =L,LE M), b(€) = Lh(€) (2.14)

und einer neuen, virtuellen Steuergrofe u 148t sich fiir a(€) # 0 die Riickfiihrlinearisie-

rung

v u—b(§)
R

auf System (2.9) zusammen mit der Koordinatentransformation (2.13) anwenden. Damit

(2.15)

erhilt man in den neuen (x, z)-Koordinaten das als globale Normalenform [16] bezeich-

nete System

xt=Ax+bu (2.16)
z=f(x,z)+g(x,z)u. (2.17)

3Bedingungen, bei deren Einhaltung ein System einen konstanten, global definierten relativen Rang

besitzt, werden in [46], Proposition 9.1.1, formuliert und basieren im Wesentlichen auf Betrachtungen

der Dimension des System-Tangentialraums.
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Eine spezielle Form der Normalenform ist die eingangsnormalisierte Normalenform [39],
die sich gegeniiber (2.16)-(2.17) darin unterscheidet, da8 die SteuergréBe u nicht in (2.17)
eingeht, d. h. es gilt g(x, z) = 0. Nach [16], Proposition 4.1.3 existiert fiir ein System mit
konstantem, global definiertem relativem Rang r immer eine entsprechende Koordina-
tentransformation. In den folgenden Kapiteln wird gezeigt, dafl sich bestimmte Schritte
im Invarianzreglerentwurf erleichtern, wenn das System in diese spezielle Form iiberfiihrt
wird. Der Preis fiir diese Vereinfachung ist, dafl i. A. ein System nichtlinearer partieller
Differentialgleichungen gelést werden mufl. In Abschnitt 4.2 und Anhang D wird dies
beispielhaft fiir den unteraktuierten Roboter R2D1 durchgefiihrt. Eine verallgemeinerte
Methode fiir unteraktuierte mechanische Systeme findet sich in [50].

Fiir die Normalenform (2.16)-(2.17) gelten die folgenden, zusétzlichen Eigenschaften:

e Da nach Systemannahme 1 der relative Rang r global konstant ist, folgt aus der De-
finition (2.10) des relativen Rangs sowie aus der Definition von a(&) die Bedingung
a(§) # 0 fiir alle £ € R™ und damit die globale Giiltigkeit der Riickfiihrlinearisie-
rung (2.15) und der Normalenform (2.16)-(2.17).

e Fiir die Ausgangsfunktion der Normalenform folgt aus der ersten Zeile von (2.11)
sowie der ersten Zeile der Koordinatentransformation (2.12) definitionsgeméf im-

mer der Zusammenhang y = h(§) = x;.

e Da die tatsédchliche Steuergrofie u nach Voraussetzung keinen Stellgroflenbeschran-
kungen unterliegt, folgt das gleiche fiir die neue, wvirtuelle Steuergréfie u, d. h.
u € R.

e Das lineare Teilsystem (2.16) ist ein lineares r-fach Integratorsystem mit konstanter
Systemmatrix A = [a;;], a;; = 0 auBer a;;+1 = 1 und Einkoppelvektor b = [b;],
b; = 0 aufler b, = 1 (spezielle Ausprigung der Regelungsnormalform, auch als

Brunovski-Form bekannt).
e Die Dynamik von (2.17) berechnet sich zu
a=Leti€) _ g1 )t Latil€)lg _ gi(g ) rHISisn

und wird als interne Dynamik bezeichnet, da deren Zusténde nicht in die Aus-
gangsfunktion ¥ = x; der Normalenform eingehen, sie also am Systemausgang
nicht beobachtbar ist. Aus diesem Grund wird z = [z;] € R"™" als interner Zustand

bezeichnet.
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2.2 Betrachtete Systemklasse

In Abb. 2.5 ist ein Signalflufiplan des riickfiihrlinearisierten Systems (2.9) in Original-
und Normalenformkoordinaten dargestellt: Man erkennt, dafl sich das Originalsystem
durch die Riickfithrlinearisierung (2.15) in den neuen (z, z)-Koordinaten in ein r-fach
Integratorsystem J:Y) = ") = 4 und eine interne Dynamik 2 = f(x,z) + g(x,2)u
aufteilt. Dabei besteht eine einseitige Verkopplungstruktur im Sinne, dafl die interne
Dynamik von den geregelten Zustandsvariablen abhéngt. Es wird spéter gezeigt, dafl
diese einseitige Verkopplungstruktur nur bei exakt bekannten Systemparametern giiltig
ist; bei Auftreten von Parameterunsicherheiten (Perturbationen) entsteht eine schwache,

wechselseitige Verkopplung.

Oricinal ( Zustands-
siab linearisierung System
daurstellung< u GRE ¢ J
in & == o E=FO+g©a - =hO—~
Koordi- a(€)
naten L *
(z,2) = ¥(€) £=0"(z,2)
() (r—1) 7 P T =Y
u=x x 1 1
Normalen- | T >~ f dt B s
form in
(.’B, z)_ < .
Koordi. Interne Dynamik
naten 5= f(,2)+g(w, 2)u
\ -¢

Abbildung 2.5: Darstellung des riickfiihrlinearisierten Systems in Originalkoordinaten &

und Normalenformkoordinaten (Entwurfskoordinaten) (x, ).

Eine anschauliche Interpretation der internen Dynamik erhélt man bei der Betrach-
tung mechanischer Systeme: Jeder mechanische Freiheitsgrad wird durch die zwei Sy-
stemzustidnde der Position und der Geschwindigkeit beschrieben. Werden von k = n/2
mechanischen Freiheitsgraden nur r < k angetrieben, so verbleiben k — r nicht angetrie-
bene mechanische Freiheitgrade, die die interne Dynamik bilden. Bei dieser speziellen
Systemklasse ist also die Existenz einer internen Dynamik dadurch begriindet, dafl we-

niger Antriebe als mechanische Freiheitsgrade zur Verfiigung stehen. Daher sind solche
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2 Theorie der Invarianzregelung fiir eine ausgewahlte Systemklasse

mechanischen Systeme in der Literatur als unteraktuierte Systeme bekannt [50, 17,54,
,A8,61,9,50,55,63,64]. ITm Folgenden wird diese, fiir mechanische Systeme geprig-
te Definition der Unteraktuiertheit, auf die hier betrachtete, allgemeinere Systemklasse

erweitert.

Definition 2.1 FEin SISO-System der Form (2.9) der Ordnung n wird als unteraktuiert
bezeichnet, wenn es beziiglich der gegebenen Ausgangsfunktion h(€) einen global definier-

ten und konstanten relativen Rang r besitzt, fiir den 0 < r <n gilt.

Im Unterschied zur Klasse mechanischer Systeme impliziert die Eigenschaft der Unterak-
tutertheit bei der hier betrachteten, allgemeineren Systemklasse also nicht zwangslaufig
weniger unabhéngige Steuergréfien als dynamische Freiheitsgrade. So gilt beispielsweise
fiir den in Kapitel 4 behandelten unteraktuierten, zweiarmigen, SCARA-dhnlichen Ro-
boter R2D1 n = 4. Es reichen jedoch zwei unabhéngige Gelenkantriebe fiir eine exakte
E-/A-Linearisierung aus. Ausschlaggebend fiir Unteraktuiertheit ist also nicht die Zahl
der unabhéngigen Antriebe, sondern vielmehr die Tatsache, dafl nicht alle Zustandvaria-

blen am gegebenen Systemausgang beobachtbar sind.

Anmerkung 2.1 Alternativ kénnte man die hier betrachteten Systeme auch, wie in
der Mechanik gebrduchlich, als nichtholonome Systeme bezeichnen. So kann die interne
Dynamik (2.17) als eine nichtholonome Nebenbedingung der Ordnung r fir das linea-
re Teilsystem (2.16) angesehen werden [51, /9, 100]: Mittels der E-/A-Linearisierung
(2.15) wird dem Systemausgang die Dynamik eines r-fach Integratorsystems eingepraigt.
Der Preis dafiir ist die entstehende dynamische Zwangsbedingung in Form der internen
Dynamik.

Die Nulldynamik ist schliellich diejenige Teilmenge der internen Dynamik, die sich im
Fall des Regulatorproblems (d. h. fir § = 0) nach Abklingen des Regelfehlers mit = 0
und u = 0 ergibt. In (2.17) eingesetzt, folgt fiir die Dgl. der Nulldynamik

2= (0,2) = fol2) . (2.18)

Damit lassen sich in Anlehnung an [59], die im Laufe dieser Arbeit bendtigten, wichtigen

Systemklassen definieren.

Definition 2.2 FEin unteraktuiertes System der Form (2.16)-(2.17) ist
o minimalphasig, wenn die Nulldynamik einen global asymptotisch stabilen Gleich-
gewichtspunkt z = 0 besitzt.
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2.2 Betrachtete Systemklasse

e schwach minimalphasig, wenn die Nulldynamik global stabil im Sinne von Ljapunov
ist, also eine glatte*, positiv definite, radial unbegrenzte Funktion W (z) so existiert,
dafs LfOW <0 gult.

e nichtminimalphasig, wenn die Nulldynamik instabil im Sinne von Ljapunov ist.
Gelten die genannten Eigenschaften nur lokal, dann wird von lokaler Minimalphasigkeit
bzw. von lokaler, schwacher Minimalphasigkeit gesprochen. Ist ein System beziiglich eines
gegebenen Ausgangs minimalphasig bzw. nichtminimalphasig, so spricht man abkiirzend

von einem minimalphasigen bzw. nichtminimalphasigen Systemausgang.

Anmerkung 2.2 Die Nulldynamik fir lineare Systeme wird vollstindig durch die Null-
stellen der Ubertragungsfunktion bestimmt, [/0]. Damit liegt bei einem unteraktuierten
linearen System stets eine Pol-Nullstellenkompensationen vor. Dabei wurden instabile
Polstellen gekiirzt, falls die interne Dynamik instabil ist.

FEs ist zu beachten, daf$ die Definition von Nichtminimalphasigkeit von nichtlinearen
Systemen nicht immer auf lineare Systeme tbertragen werden kann. So kann ein linea-
res System nichtminimalphasig sein, es muf§ jedoch keine Pol-Nullstellenkompensation
vorliegen, d. h. es mufS nicht zwangslaufig eine interne Dynamik existieren. Spricht man
hingegen von einem nichtlinearen nichtminimalphasigen System, so wird stets die Fxi-

stenz einer internen Dynamik vorausgesetzt.

Da die hier betrachteten, unteraktuierten Systeme aus einem r-fach Integratorsystem
und einer einseitig verkoppelten nichtlinearen internen Dynamik bestehen, teilt sich das
Regelziel in die folgenden zwei Teilziele auf: Finde ein Regelgesetz u(x, z) so, daf3 fiir
das damit geregelte System (2.16)-(2.17)

1. asymptotische E-/A-Stabilitidt gegeben ist:

tlggo x(t) =0, (2.19)

5

2. positive Invarianz® eines gegebenen Zustandsraumgebiets G C R" gilt:

(x(t),z(t) € G fir t>0. (2.20)

Falls der Betrag der internen Zustandsvariablen ||z|| im Gebiet G beschréinkt ist, folgt
aus dem Regelziel (2.20) der Invarianz von G Beschréanktheit der internen Zustandsva-

riablen z. Im Folgenden wird diese Eigenschaft mit interner Stabilitit bezeichnet. Ein

4 Glatt ist eine Abkiirzung fiir stetig-differenzierbar.
5Tn Definition 2.3 erfolgt eine genaue Begriffsdefinition von positiver Invarianz.
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2 Theorie der Invarianzregelung fiir eine ausgewahlte Systemklasse

Regelgesetz fur (2.16)-(2.17), das beide Regelziele (2.19)-(2.20) gleichzeitig erfiillt, wird

nach |

gesetzes, das interne Stabilitdt garantiert, ist die folgende Systemannahme 2. Sie definiert

vollstdndig zusammen mit der relativen Rangbedingung aus Systemannahme 1 die im

| Invarianzregelgesetz oder Invarianzregler genannt.

Hinreichend und notwendig (siehe Korollar 2.2) fiir die Existenz eines Invarianzregel-

Hauptteil dieser Arbeit betrachtete Systemklasse.

Systemannahme 2 Die Nulldynamik (2.18) von System (2.9) beziglich der gegebenen

Ausgangsfunktion h(&) ist lokal begrenzt.

Tabelle 2.1 fafit die zu priifenden Systemeigenschaften nochmals zusammen.

Tabelle 2.1: Systemvoraussetzungen fiir Invarianzregelung

Schritt 1:

Schritt 2:

Schritt 3:

Bedingungen an die Systemstruktur:

Uberpriife, ob sich das zugrundeliegende System in der Form (2.9) be-
schreiben 148t. Wenn ja, iiberpriife mittels (2.10), ob der relative Rang
0 < r < n beziiglich der gegebenen Ausgangsfunktion global definiert
und konstant ist. Ist dies der Fall, transformiere das System mittels der
Riickfithrlinearisierung (2.15) in die Normalenform (2.16)-(2.17).

Rangabfall-Bedingung;:

Falls kein Rangabfall vorliegt (d. h. falls r = n gilt), ist das System ex-
akt E-/A-linearisierbar, so dal keine interne Dynamik auftritt und der
Einsatz von Invarianzregelung zur Stabilisierung unnétig ist. Andern-
falls kann Invarianzregelung zur Stabilisierung der dann existierenden,

internen Dynamik angewendet werden.

Test von Systemannahme 2:

Falls fiir mindestens einen Anfangszustand (x(0), z(0)) # 0 ein Regel-
gesetz u(x) gefunden werden kann, das die geforderte, asymptotische
E-/A-Stabilitét sowie interne Stabilitit erzielt, ist Systemannahme 2

erfiillt; es existiert ein Invarianzregelgesetz.

Schritt 3 gilt nicht, falls die speziell getestete Trajektorie des geregelten Systems gegen

einen instabilen Gleichgewichtspunkt oder eine Separatrix der Nulldynamik konvergiert.

Dies ist jedoch ein in der Praxis nicht relevanter Sonderfall.
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2.3 Invarianzbedingungen fiir Zustandsraumgebiete

Beispiel 2.1 Das lineare Beispielsystem (2.1) besitzt beziiglich der Ausgangsfunktionen
Y12 einen relativen Rang r = 1 und weist damit einen Rangabfall vonn—r =1 > 0 auf;
fiir das nichtlineare Beispielsystem (2.6)-(2.8) gilt ebenso n —r =1 > 0. Daher handelt
es sich in beiden Fdillen um unteraktuierte Systeme.

Das lineare Beispielsystem (2.1) erfillt mit der ersten, minimalphasigen Ausgangs-
funktion y; Systemannahme 2, da die Nulldynamik einen Pol ber s = —4 besitzt und
damit stabil ist. Das Gegenteil ist der Fall fiir die Ausgangsfunktion vyo, beziiglich derer
System (2.1) nichtminimalphasig ist. In diesem Fall existiert kein Invarianzregelgesetz.

Fiir das nichtlineare Beispielsystem (2.6)-(2.8) ist Systemannahme 2 nach Schritt 3
aus Tabelle 2.1 erfillt, da ein stabiles Systemverhalten mit der Wahl k, = 10 existiert,
vgl. Abb. 2.3 (a).

Der Rest dieses Kapitels gliedert sich wie folgt: In Abschnitt 2.3 wird zunéchst das Inva-
rianzproblem (2.20) unabhdngig von der E-/A-Stabilisierungsfrage diskutiert. Bedingun-
gen, die notwendig sind, damit zusétzlich zur Invarianz des Zustandsraumgebiets G noch
asymptotische E-/A-Stabilitiat gegeben ist, werden im darauffolgenden Abschnitt 2.4 be-
handelt.

2.3 Invarianzbedingungen fiir Zustandsraumgebiete

In diesem Abschnitt werden Bedingungen dafiir angegeben, dafl eine im Gebiet G star-
tende Systemtrajektorie G nicht mehr verldfit. Diese Bedingungen werden Invarianzbe-
dingungen genannt und sind vom relativen Rang r des betrachteten Systems unabhéngig.
Daher wird zur Herleitung der Invarianzbedingungen nicht die spezielle Systemdarstel-
lung in Normalenform benétigt und es wird zur vereinfachten Darstellung System (2.9)
sowie das invariant zu haltende Gebiet G in Originalkoordinaten & betrachtet.

Zunachst wird ein konstantes Zustandsraumgebiet G C R™ implizit durch

g = {& 2(¢) <0} (2.21)

definiert, wobei ®(&) als Invarianzfunktion bezeichnet wird. ®(&€) mufl glatt sein und 0
als reguldren Wert besitzen. Dadurch wird gewéhrleistet, da§ der Gradient V®(&) an der
Stelle ® = 0 definiert ist. Die Berandung von G ergibt sich durch 0G = {&| ®(&) = 0}.

Definition 2.3 FEin Gebiet G ist positiv bzw. negativ invariant beziiglich eines dynami-
schen Systems, wenn mit fort- bzw. rickschreitender Zeit die Trajektorie des dynami-
schen Systems das Gebiet G nicht verldfst.
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2 Theorie der Invarianzregelung fiir eine ausgewéhlte Systemklasse

Im Folgenden wird nur der Fall ¢ > 0 betrachtet, so daf§ nicht zwischen positiver und
negativer Invarianz unterschieden werden mufl und abkiirzend nur die Bezeichnung in-
variant verwendet wird.

Des Weiteren wird zunéchst der bisher vorausgesetzte Fall exakt bekannter Systempa-
rameter angenommen (Nominalfall). Da im sog. perturbierten Fall die Systemparameter
mit Schétzfehlern behaftet sind, entsteht bei der Riickfiihrlinearisierung zur Normalen-
form eine schwache wechselseitige Verkopplung des linearisierten Teilsystems mit der

internen Dynamik, so daf§ dieser Fall eine getrennte Behandlung erfordert.

2.3.1 Nominalfall

Fiir ein durch (2.21) definiertes Gebiet G in &-Koordinaten werden im folgenden Satz

notwendige und hinreichende Invarianzbedingungen in Anlehnung an [73] formuliert.

Satz 2.1 Das Zustandsraumgebiet G ist fiir System (2.9) genau dann positiv invariant,

wenn mit gegebener Funktion u(€) die folgende Invarianzbedingung erfillt ist:

d(¢.1) = VO'(€) (F6) +g(§)u(€) <0 VE€G (2.22)

Ein formaler Beweis wird in [73] gefiihrt, so daf3 hier nur eine anschauliche Interpretation
erfolgt: Dazu wird die zeitliche Ableitung der Invarianzfunktion entlang der Systemtra-
jektorie von (2.9) als das Skalarprodukt ®=||V®|| || f+g @ cos ¢ dargestellt.

Fiir den Zwischenwinkel ¢ wird die Werte-

menge ¢ € [0; 27| angenommen. Unter die-
ser Annahme folgt cosp <0 < 90° < ¢ <
270°, so daB die Invarianzbedingung (2.22)
nur dann erfiillt ist, wenn auf jedem Punkt
des Gebietsrands 0G der Zwischenwinkel ¢
des Richtungsfelds f + g@ und des Gra-
dienten V& einen Wert aus dem Intervall
Abbildung 2.6: Graphische Interpretation [90°; 270°] besitzt, siche Abb. 2.6.

der Invarianzbedingung: ¢ € [90°; 270°]. Daraus wird klar, dafl fiir die Invarianz-

bedingung nur das Vorzeichen von & ent-

lang der Systemtrajektorie von System (2.9) auf 0G betrachtet werden muf. Aus (2.22)
folgt, daB im Fall € € G, V®T(£) g(€)=0 (d. h. g(&) liegt im Tangentialraum von 9G)
und VOT (&) £(€) > 0 (d. h. die Systemdrift f(&) zeigt von G weg) das Gebiet G nicht

invariant gehalten werden kann.
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2.3 Invarianzbedingungen fiir Zustandsraumgebiete

Definition 2.4 Randpunkte & € 0G, bei denen das Steuervektorfeld g(&) im Tangenti-
alraum der Gebietsberandung 0G liegt und die Systemdrift f(&) vom Gebiet G wegzeigt
werden als Fluchtpunkte bezeichnet [958, 99].

Der Ausschlufl von Fluchtpunkten ist jedoch noch kein hinreichendes Kriterium fiir die
Existenz von Regelgesetzen u(€), die G invariant halten kénnen. Wie aus dem folgenden

Satz und dessen Beweis hervorgeht, sind dazu weitere Bedingungen notwendig:

Satz 2.2 Fiir System (2.9) existiert ein Regelgesetz u(€) € C° das mit endlichen Stel-
lamplituden G invariant hilt, wenn fir alle Punkte aus {&] VO (&) g(&) =0} NG auf
einer offenen Umgebung V C 0G die Nichtanstiegsbedingung

Vol(€) f(€) <0 VEeV (2.23)

erfillt ist.

Der zugehorige Beweis wird in Anhang B.1 gefiihrt.

Anmerkung 2.3 Satz 2.2 fiir den Fall V®T g = 0 kann wie folgt auf eine hinreichende
und notwendige Fxistenzbedingung verschdrft werden:
Alle Punkte auf dem Gebietsrand 0G mit V®T g = 0 miissen die Bedingung

Vel f <0

erfillen, oder im Falle V®T f =0, d. h. falls ® = 0, muf die erste von Null verschie-
dene Ableitung der Folge {CID, oo, @MY negativ sein. Die in Satz 2.2 geforderte offene
e-Umgebung stellt sicher, daff ® auf G nie verschwindet und damit eine Betrachtung

hoherer zeitlicher Ableitungen von ® nicht notwendig ist.

Die Existenzbedingung aus Satz 2.2 wird im folgenden Korollar mit einem einfach zu
tiberpriifenden Standardkriterium ergénzt. Um die Methoden der E-/A-Linearisierung
von der Linearisierung mittels Taylor-Reihen Entwicklung und Abbruch nach dem li-
nearen Glied zu unterscheiden, wird die zuletzt genannte Methode im Folgenden mit

Tangentenlinearisierung bezeichnet.

Korollar 2.1 Falls die Tangentenlinearisierung von System (2.9) im Ursprung vollstin-
dig steuerbar und beobachtbar ist, existiert ein glattes Regelgesetz u(€), das ein offenes,

lokal um den Ursprung gelegenes Zustandsraumgebiet invariant hdlt.

Der Beweis wird in Anhang B.2 gefiihrt.
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Anmerkung 2.4 Verwandschaft zur Ljapunovschen Stabilititsanalyse.
Die Invarianzbedingung (2.22) ist eng verwandt mit der Ljapunovschen Stabilititsanaly-
se. Falls ® radial unbegrenzt ist und mit gegebener Funktion u(€) die Bedingung (2.22)

nicht nur auf dem Gebietsrand 0G, sondern auch im gesamten Gebietsinneren gilt, also

<0: Ve e {G\ 0}
=0: E=0,

dann ist ® eine Ljapunov-Funktion fir System (2.9) im Gebiet G. Falls umgekehrt die
Funktion ® eine Ljapunov-Funktion ist, so kann daraus auf Invarianz von G geschlossen
werden.

Fine notwendige Bedingung fiir asymptotische Stabilitdt ist Stabilitdt im Sinne von
Ljapunov. Nach Definition impliziert dies die Existenz eines Invarianzgebiets. Daraus
folgt, daf} die Ezistenz eines Regelgesetz, das G invariant hdlt, eine notwendige Voraus-
setzung fir die asymptotische Stabilisierbarkeit von System (2.9) mit glatten Regelgeset-
zen ist.

Das folgende Beispiel illustriert, wie ein gegebenes Zustandsraumgebiet G durch Rege-
lung invariant gehalten werden kann. Dabei wurde ein vollaktuiertes System gewdahlt,
um eine einfache Darstellung zu erhalten. Die Betrachtungen kénnen jedoch auch auf die

Klasse der in dieser Arbeit fokussierten unteraktuierten Systeme angewendet werden.

Beispiel 2.1 Betrachtet wird das Pendel

aus Abb. 2.7, das aus einer an einem star-

ren, masselosen Stab der Ldnge | befestig-
ten Punktmasse m = 1 besteht, und sich im
Erdschwerefeld mit Gravitationskonstanten

go bewegt. Mit dem Auslenkwinkel ¢ des

Pendels gegeniiber der vertikalen Ruhelage
folgt die System-Dgl. zu ¢ + gol sin ¢ = .

Die Steuergrofie u sei unbegrenzt. Umge-

Abbildung 2.7: Pendel der Lénge [ mit

Punktmasse m im Erschwerefeld gq. formt folgt unter der Annahme gyl = 10

mit & = ¢ und & = gb die Zustandsbeschreibung

L7 _ ) 0|
S S 1
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2.3 Invarianzbedingungen fiir Zustandsraumgebiete

Das Regelziel besteht darin, die Systemtrajektorie &(t) in dem Kreis

G={€& (&) =&+ & — Rg> <0}

mit Radius Rg = 5 invariant zu halten. Daher beschrdnkt sich der betrachtete Anfangs-
wertebereich auf G, d. h. £(0) € G. Abb. 2.8 (a) zeigt das Driftfeld f auf dem Gebietsrand
0G. Befindet sich der Zustand des ungeregelten Systems auf 0G, so kann die System-

Abbildung 2.8: (a) Driftfeld f von (2.24) auf 9G; (b) Geschwindigkeitsfeld des mit (2.25)
invariant geregelten Systems; (c¢) Phasendiagramm von (2.24) mit u = 0; (d) Phasen-

diagramm von (2.24) mit Regelung nach (2.25).
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trajektorie das Gebiet G an denjenigen Stellen das Gebiet G verlassen, an denen f nach
aufSen zeigt, siehe Abb. 2.8 (c).
Die Invarianzbedingung (2.22) ergibt sich zu

D¢ u)=266+26 (@—10sin&) <0 VE € {€] &+ & = Rg*}
und folgt nach u aufgelost zu

= 10sin& — & fiir £+ &% = Rg® und & 2 0
beliebig fiir €2 + &° < RG?,

wobet das Gleichheitszeichen in der ersten Zeile fiir positive und negative Werte von &,

gilt. Ein Regelgesetz, das diese Ungleichungsbedingungen erfillt, ist durch
= 10sin&; — & — earctan &, (2.25)

mit € > 0 gegeben. Dabei stellt der arctan-Term sicher, daf fiir & > 0 bzw. & < 0 die
fuir Invarianz geforderte Ungleichung u < 10 siné&; —&; bzw. u > 10 sin&; — & erfillt ist.
Mit € = 1 modifiziert sich das Geschwindigkeitsfeld des geregelten Systems so, daf$ sich
&(t) nicht aus G herausbewegen kann, da auf dem Rand 0G die Trajektorien nicht nach
aufSen zeigen, siehe Abb. 2.8 (b) und (d).

2.3.2 Perturbierter Fall

Nun wird die betrachtete Systemklasse vom Nominalfall (2.9) auf den perturbierten Fall
erweitert. Dazu werden p ungenau bekannte, konstante Systemparameter angenommen
und im Vektor w = [w;] € R? zusammengefafit. Die Perturbationen werden durch

relative Schétzfehler ~
w; — W,

’ ZG{l,,p}

der einzelnen Systemparameter quantifiziert. Dabei bezeichnet w; den jeweiligen ge-

r; = —
Wy

schitzten Wert des unbekannten, tatsédchlich vorliegenden Systemparameters w;. Im Fol-
genden wird ohne Beschrankung der Allgemeinheit davon ausgegangen, daf} alle relativen

Schétzfehler symmetrisch begrenzt sind, d. h.
‘Ti‘ <7 P € {17 T 7p} (226>

mit 7; = const als obere relative Schétzfehlergrenzen. Damit wird ein begrenzter Fehler-
raum R durch
R={r| |r| <7, i€ {l, -~ p}}
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2.3 Invarianzbedingungen fiir Zustandsraumgebiete

definiert und das Nominalsystem (2.9) zu einem perturbierten, neuen System o, gemif

or: E=f&r)+g&r)u
h(&)

erweitert. Wendet man die Koordinatentransformation (2.13) zusammen mit der Riick-

(2.27)

NS
I

fithrlinearisierung (2.15) auf das perturbierte System (2.27) an, so ergibt sich ein System

der Form

T =a.(x,z,7)+ b.(x,2,7)U (2.28)
z=f.(x,z,r)+g.(x,z,7)u, (2.29)
wobei zur Unterscheidung des Nominalfalls vom perturbierten Fall ein tiefgestelltes ,.

verwendet wird. Die einzelnen Elemente von (2.28)-(2.29) ergeben sich durch Einsetzen

des nominalen Riickfiihrregelgesetzes (2.15) in das perturbierte System (2.27) zu

0 0
ar(m,z,r):Aw+ 0 ) b?“(m»z’r): 0
a(x,z,T) a(x,z,T)
_b(:c,z,'r)  a(z, z,0) oz, 0)_ La(x,2,0)
B . B b(x, z,0) .
fr,i(w,z,’r) - Lfr\ljz(g)lg _ ‘I’_1($,Z) a(m’z7 0) Lgrqjl(g) 5 _ \I’_l(w, Z)
1 .
gr’i<{p’z’r): ngrqjl(E) EZ\I;*1<337Z) 5 T+1 SZSTL ;

wobei a(x, z,7) und b(x, z,r) analog zu (2.14), jedoch bezogen auf das perturbierte
System (2.27) berechnet werden. Durch einen von Null verschiedenen Fehlervektor r
entsteht also eine wechselseitige Verkopplung des linearen Teilsystems (2.28) mit der
internen Dynamik (2.29). Mit der Beriicksichtigung der Perturbationen in den System-
gleichungen (2.28)-(2.29) kann nun die vorangegangene Definition von Invarianz des No-

minalfalls auf robuste Invarianz erweitert werden.

Definition 2.5 FEin Gebiet G ist robust positiv invariant, wenn G fir die Menge aller

Systeme o,., r € R, positiv invariant ist, d. h. wenn

Et,r)eg VreR AN t>0. (2.30)
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GeméiB Definition 2.5 ist ein durch (2.21) definiertes Gebiet G dann robust invariant,
wenn die Invarianzbedingung ®(&, 7, @) < 0 fiir alle Randpunkte £ € G und alle zuliis-
sigen Fehlervektoren r € R erfiillt ist. Um dieses Problem formal zu beschreiben, wird

eine vektorwertige marginale Funktion®
k(& u): (R",R) - R

definiert, die fir jeden Randpunkt und jeden Wert der Steuergrofie @ denjenigen (hin-

sichtlich Invarianz ungiinstigsten) Fehlervektor r angibt, der ¢ maximiert”, d. h.

k(€,7) = arg max (&, 7, 1) V€ € 0G . (2.31)

reR

Setzt man r = (&, @) in ® ein, so erhélt man die robuste Invarianzbedingung
D&, k(€,0),0) <0 VE€IG . (2.32)

Die linke Seite von (2.32) kann gemif ®(&, k(€, 1), 1) = ®(€,0,1) + AD(E, k(€, @), 0)
in einen nominalen Anteil ®(£,0,a) und einen perturbierten Anteil AD(€, (€, @), )
aufgespalten werden. Substituiert man ®™ (¢, k(€,a), 1) = AD(E, (€, @), a), so labt

sich (2.32) bezogen auf den Nominalfall angeben in der Form
(€, 0,u) < —O™(¢, w(&,u),u)  VEEIG . (2:33)

Analog zum Nominalfall 148t sich im perturbierten Fall der Winkel ¢* zwischen dem

Gradienten an 0G und dem perturbierten Geschwindigkeitsvektorfeld mittels

HVCI)(s)H ||f(£v I‘L(S,ﬂ)) +g(£a K’(Eaa)) TLH COS 90* =0

berechnen. Damit ergibt sich die in Abb. 2.9 gezeigte graphische Interpretation: Der
Zwischenwinkel ¢* wird mit wachsendem dmax griBer. Verglichen mit der Invarianzbe-
dingung des Nominalfalls aus Abb. 2.6 steht nun nicht mehr der volle 180°-Sektor als
zuldssige Richtung des Geschwindigkeitsvektors zur Verfiigung, sondern der in Abb. 2.9
doppelt schraffierte, durch ¢* eingeschrénkte Sektor.

6Siehe Anhang A fiir die hier verwendete Definition marginaler Funktionen.
"Entgegen der in der Literatur iiblichen Darstellung, kann in (2.31) ein max-Operator anstatt eines

sup-Operators verwendet werden, da die zulissige Grundmenge R der Optimierungsvariablen
begrenzt ist, daher das Supremum von der Giitefunktion angenommen werden kann und immer ein

Maximum existiert.
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2.3 Invarianzbedingungen fiir Zustandsraumgebiete

Das fiir die robuste Invarianzbedingung (2.32) robuster
vorgestellte Konzept einer vektorwertigen margi- 4 Sektor
nalen Funktion K wird anhand des folgenden Bei-

spiels verdeutlicht.

35
3RS
)
35
05
3R
K8

K
.
7

Abbildung 2.9: Robuste Invarianz-
bedingung

Beispiel 2.3 Betrachtet wird das perturbierte Beispiel-System

, r1&1 1
£ = &3 + 10| @

—10(1+mry) sin(§+ &)+ (1+713)& 0 (2.34)
y="h(§) =& .

Das System sei durch drei relative Schdtzfehler ri,ry, 3 perturbiert, die einen relativen
Fehlervektor v = (rq1,79,13) definieren. Der Absolutwert der einzelnen relativen Fehler
sei durch 7y = 2, T = 2 und T3 = 6 begrenzt. Der Sollwert der Ausgangsfunktion ist zu
y® = 0 gewdhlt, fir die Startwerte sei & > 0 angenommen. Die Differentialgleichung der
Null-Dynamik im Nominalfall folgt mit & = u =0 aus (2.34) zu

el (2.35)
&3 =—10sin&; .
Datfiir lafit sich die Lésung der Phasenbahnen in der geschlossenen Form
€2 = &%+ 20 (Cos &y — cos é) (2.36)

angeben, wober 52 und 53 die Startwerte® der in Abb. 2.10 (a) skizzierten Phasenbahnen

der Nulldynamik bezeichnen. Wie im folgenden Kapitel gezeigt wird, ldfst sich mittels der

8Hierbei dient das hochgestellte Dach zur Unterscheidung der Startwerte £(0) der Gesamtsystemtra-
jektorie von den Startwerten der Nulldynamik Phasenbahnen.
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2 Theorie der Invarianzregelung fiir eine ausgewahlte Systemklasse

Lésung (2.36) der Phasenbahnen der Nulldynamik (2.35) ein geeignetes Invarianzgebiet
gemdj der Definition aus (2.21) mit

d(€) = &2 — 20 (cos &+ ?) +&

definieren. Dies liegt daran, daf die Bedingung ® = 0 fir & = u = 0 und O(&) =0 gilt
und damat im Nomanalfall keine Fluchtpunkte auftreten kénnen.

In Abb. 2.10 (b) ist die Berandung 0G im Zustandsraum eingezeichnet. Die zeitliche

15
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\\\\Q‘§
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40
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Abbildung 2.10: (a) Phasenbahnen der Null-Dynamik im Nominalfall, (b) Invarianzgebiet
G und einige Phasenbahnen der Null-Dynamik im Nominalfall.

Ableitung von ® entlang der Trajektorie von System (2.34) berechnet sich zu
(i) =T 51 + 2053 COS§2 + 253 (—10(1 +7"2) sin (51 +€2) + (1 +7"3) 61) +u . (237)

Um die robuste Invarianzbedingung (2.32) zu erfillen, muf fir jeden zuldssigen relativen
Schatzfehler r; eine vom Systemzustand & und der Steuervariablen u abhdingige Funktion
k; gefunden werden, die ® gemdf (2.31) mazximiert. Fir ry laft sich auf diese Weise
heuristisch die marginale Funktion k1(§1) = sign[&| 7 finden. Ersetzt man in (2.37) den

relativen Fehler r1 mit der marginalen Funktion k1(&1), so folgt
(I)(Ea R1,T2,T73, a) = |§l‘ r+ R(€7 2,73, ﬂ)
mit einem Restterm R(&,rq,13,u), der nicht mehr von vy abhdngt. Daraus erkennt man,

dafi mit der getroffenen Wahl von sy fiir jeden Wert von & der Wert von & mazimal
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2.3 Invarianzbedingungen fiir Zustandsraumgebiete

beziiglich 1 ist. Mit analogen Uberlequngen ergeben sich die beiden anderen marginalen
Funktionen gemdfs
sign[&:1] 7
k(&) = |—sign[&s sin(& + &)| T
sign(&; &3] 73
Setzt man die vektorwertige marginale Funktion k(&) in (2.37) ein, so folgt als robuste

Invarianzbedingung

a(e) <u™(& k(E) :€€dg (2.38)

beliebig €& €G\og
mit W™ (€, k(€)= k1 &420 &3 cos Ea+2 &3 (=10 (1 + ko) sin(&y + &)+ (1 + k3) &). Unter
der eingangs angenommenen Voraussetzung & (0) > 0 ist somit ein robustes Invarianz-

regelgesetz mit
a(é) = —&/20 — [a™ (&, K(£))] (2.39)

gegeben. Im Nominalfall stabilisiert dieses Regelgesetz den Systemausgang & asympto-
tisch im Ursprung. Wie im Abschnitt 2./ erldutert, kann im perturbierten Fall jedoch nur
letztendliche Begrenztheit von & erzielt werden, d. h. & wird in einer kleinen e- Umgebung
Restbewegungen um den Ursprung herum vollziehen. In dieser e-Umgebung kann — bei
Ausschluf$ von Fluchtpunkten — mittels eines neuen Regelgesetzes nur noch Invarianz
von G sichergestellt werden, siehe auch Abschnitt 4./.2. Verlifst & die e-Umgebung, wird
wieder auf das urspringliche Invarianzregelgesetz zuriickgeschaltet. Dies fiihrt jedoch zu
Schnatterbewegqungen entlang des Rands der e-Umgebung. Da diese Schnatterbewegqun-
gen eine aufwendige Simulation erfordern und die Wirkung auf Invarianz derzeit noch
nicht erforscht ist, wird aus Grinden der Vereinfachung innerhalb der e-Umgebung die

Steuergrdfie gemdfs

—£,/20 — |a™ (€, k(€))]  falls & > 0.0001

0 sonst

u(§) =

zu Null gesetzt. Dieses Regelgesetz wurde in Simulationen mit £(0) = (2,1,4.7) getestet.
Im Rahmen der anfangs angenommenen Beschrinkung wurde dazu eine zuldssige Per-
turbation von ry=—1, ro=—0.1 und r3==6 gewdhlit. Fir die erste Simulation wurde der
Reglerentwurf fir den Nominalfall, d. h. mit & = O durchgefihrt. Wie in Abb. 2.11 (a)
gezeigt, konvergiert die Ausgangsfunktion y = & asymptotisch gegen den Ursprung. Die

internen Zustinde & und &3 jedoch werden instabil und verlassen, wie in Abb. 2.11 (c)
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2 Theorie der Invarianzregelung fiir eine ausgewahlte Systemklasse

gezeigt, das Invarianzgebiet G. Im Gegensatz dazu verbleibt die Trajektorie des robust
geregelten Systems bis zum Erreichen der e-Umgebung |&;] < 0.0001 innerhalb des Inva-
rianzgebiets, sieche Abb. 2.11 (b) und Abb. 2.11 (d). Innerhalb der e-Umgebung ist mit
obiger Wahl der Steuergrofie u = 0 keine Invarianz mehr gegeben, so daf$ die Trajektorie
bei t = 0.3 das Gebiet G verldfst und bei t ~ 2 wieder eintritt.

2 \ ‘ ‘ 2 ‘ ‘
Wq\ [
0 : : ‘ oL—o ‘ = :
0 1 2 3 4
20 ‘ ‘ ‘ =0 1 2 3 4

w‘\io/—/// W o/\—/
‘ ‘ ‘ g ‘ ‘ ‘

Abbildung 2.11: (a) und (c¢) Nominalregler: £(¢) verlafit G; Kreise markieren in (a) und
(c) den Austritt aus G; (b) und (d) robuster Invarianzregler: Die Trajektorie verlaft
G erst bei abgeklungenem Regelfehler und bleibt stabil. Der erste Kreis markiert den
Austritt, der zweite den Eintritt in G.

Entscheidend ist anzumerken, dafl eine analytische Berechnung einer marginalen Funk-
tion k nur fiir einfache Beispielsysteme moglich ist. Eine numerische Approximation

miindet durch die i. allg. grole Zahl an geschétzten Systemparametern und Systemzu-
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2.4 Existenzbedingungen fiir Invarianzregler

stdnden in ein Problem mit grofler Komplexitét ein, so dafl fiir den jeweils vorliegenden

Anwendungsfall heuristische Speziallosungen notwendig sind.

2.4 Existenzbedingungen fiir Invarianzregler

In diesem Abschnitt wird neben der Einhaltung der Invarianzbedingung eines Zustands-
raumgebiets G noch die fiir Invarianzregelung notwendige Forderung nach asymptoti-
scher E-/A-Stabilitét beriicksichtigt. Dazu wird anstatt der Originalbeschreibung (2.9)
jetzt die Normalenform (2.16)-(2.17) betrachtet. Aufgrund der nun zusétzlich geforderten
asymptotischen Stabilitédt des linearen Teilsystems wird, anders als bei den vorangegan-
genen Ausfithrungen, die Steuergréfie u nicht mehr als eine in jedem Randpunkt von 0G
frei wihlbare Grofle betrachtet. Vielmehr wird die Steuergrofle durch ein nichtlineares

Zustandsregelgesetz der Struktur
u=u(x, k(x, z)) (2.40)

vorgegeben, wobei k(x, z) € K ein Vektor von variablen Reglerparametern k;(x, z) aus
einer noch néher zu bestimmenden Menge K zulédssiger Reglerparametervektoren ist. Die
Dimension von k stimmt dabei mit dem relativen Rang r iiberein, da zur stabilen Rege-
lung des linearen Teilsystems alle » Systemzustédnde x riickgefiithrt werden miissen. Der
zustandsabhéngige Parametervektor k mufl im Invarianzgebiet G einer Bedingung zur
asymptotischen E-/A-Stabilitiat des geregelten linearen Teilsystems und auf 0G zusétz-
lich einer Invarianzbedingung geniigen. Es wird gezeigt, dal beide Bedingungen einander
widersprechen konnen. Daher werden in diesem Abschnitt Bedingungen an die Form des
Invarianzgebiets und die Struktur des Regelgesetzes (2.40) hergeleitet, bei deren Einhal-
tung ein solcher Widerspruch nicht auftritt und folglich ein Invarianzregler der Struktur
(2.40) existiert.

2.4.1 Existenzbedingungen im Nominalfall

In dieser Arbeit wird durchgéngig fiir die Vorzeichenfunktion die Definition sign|x] =
+1 fir x 2 0, sign[0] = 0 verwendet. Zunéchst wird der Nominalfall betrachtet. Die
Invarianzbedingung (2.22) ergibt sich fiir System (2.16)-(2.17) zu

. A
o =Vol(x,2) [ v

+ Vo (z, 2) [ b ] u<0 V(x,z)edG. (241)

(z, z) glz,z)|
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Eine #hnliche Bedingung 148t sich fiir die geforderte asymptotische E-/A-Stabilitdt mit

Hilfe einer Regelungs-Ljapunov-Funktion V() formulieren als

. <0 firxzx#0
V=VVT(x)Ax +VVT(x)bu 7 (2.42)
=0 sonst.
Ein Invarianzregelgesetz muf} definitionsgeméfl beide Bedingungen (2.41) und (2.42) er-
fiilllen. Aus diesem Grund werden die Auswirkungen von (2.41) und (2.42) auf Regelge-
setze der Struktur (2.40) sowie auf die Wahl der Invarianzfunktion im Folgenden néher

untersucht:

Bedingung fiir Invarianz von G:

Nach Satz 2.2 ist die Invarianzbedingung (2.41) mittels eines Regelgesetzes u(x, z) erfiill-
bar, wenn in einer offenen Umgebung jedes Randpunktes, bei dem V&7 (b, g) = 0 gilt,
die Nichtanstiegsbedingung V®T (A x, f) < 0 eingehalten wird. Da damit Fluchtpunkte

ausgeschlossen werden, wird diese Bedingung als Fluchtpunktbedingung bezeichnet.

AusschluB3 von Konflikten zwischen Invarianz und asymptotischer E-/A-Stabilitat:
Aus (2.41) und (2.42) 148t sich erkennen, dafi ein Konflikt zwischen der Invarianzbe-
dingung und der Bedingung zur asymptotischen E-/A-Stabilitdt auftreten kann, da die

Steuergrofie u auf dem Gebietsrand 0G zwei Ungleichungsbedingungen erfiillen muf3.

e Wegen der geforderten asymptotischen E-/A-Stabilitéit gilt fiir die Steuergrofe
u(t — oo) = 0. Die Steuergréfie kann aber auch wihrend des asymptotischen
Einschwingens zu singulédren Zeitpunkten verschwinden. Daher ist in einer offenen
Umgebung jedes Randpunktes, bei dem u(x, z) = 0 gilt, die Nichtanstiegsbedin-
gung VOT (Ax, f) < 0 gefordert. Des weiteren folgt wegen x(t — oo) = 0, daBl
die Nulldynamik begrenzt sein mu#f.

e Da u sowohl in ® als auch in V eingeht, kann eine Erhéhung bzw. Verminde-
rung von u in beiden zeitlichen Ableitungen zu gegenteiligen Effekten fiithren: Falls
beispielweise V@I (b, g) > 0 und VVT b < 0 gilt, ist ein negativer Wert fiir u
notwendig, um ® bei VT (Az, f) > 0 negativ zu machen. Dies kann jedoch,
bei geniigend grofem wu, zu einem positiven Wert von V und damit zu einem
Verletzen der asymptotischen E-/A-Stabilitit fithren. Eine Bedingung, die einen
solchen Konflikt verhindert, ist die sign-matching Bedingung, die gleiches Vorzei-
chen der Terme V&7 (b, g) und VVT b fordert. Eine geometrische Interpretation
der sign-matching Bedingung wird in Abb. 2.12 gegeben. Dabei wird beispielhaft
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2.4 Existenzbedingungen fiir Invarianzregler

ein System zweiter Ordnung mit einer geregelten Zustandsvariable x und einer
internen Zustandsvariable z angenommen. Das Invarianzgebiet G sei das Innere
des skizzierten Ursprungskreises. (z*,2*) bezeichnet einen Randpunkt, bei dem
das Driftfeld (az, f(-)) von G wegzeigt; fiir das geregelte lineare Teilsystem sei
eine Ljapunov-Funktion mit V = 22 gegeben. Wie in Abb. 2.12 gezeigt, muf} das
Einkoppelfeld (b, g(-)) im doppelt schraffierten Sektor liegen, um durch die Wahl
eines geeigneten Werts der Steuergrofle u den Geschwindigkeitsvektor des Gesamt-
systems ins Gebietsinnere von G sowie in Richtung absteigender Konturlinien der
Ljapunov-Funktion V' zeigen zu lassen. Falls, wie in Abb. 2.12 angenommen, das
Einkoppelfeld (b, g(-)) ins Gebietsinnere von G zeigt, ist dafiir ein positiver Wert
fir v notwendig. Liegt (b, ¢g(-)) hingegen in dem doppeltschraffierten Bereich au-
Berhalb von G, so wird ein negativer Wert fiir die Steuergréfie u benétigt. Léige
(b, g(+)) beispielsweise im unteren, einfach schraffierten Bereich, so wiirde sich die
Systemtrajektorie vom Ursprung wegbewegen. Daher wére asymptotische E-/A-

Stabilitdt zu Gunsten von Invarianz aufgegeben.

ETEE V<OAND<LO

=== 6 <0
= V<0

Abbildung 2.12: Geometrische Darstellung der sign-matching Bedingung

e Mit der sign-matching Bedingung ist gewéhrleistet, dal ein Vergréflern bzw. Re-
duzieren von v die qualitativ gleiche Wirkung auf & und V hat. Um mit einem
E-/A-asymptotisch stabilisierenden Regelgesetz tatsdchlich G invariant halten zu
konnen, mufl zusétzlich sichergestellt sein, dal durch eine zuldassige Wahl von k,
der fiir Invarianz benotigte Wert fiir © mit dem vorliegenden Regelgesetz erzeugt
werden kann. Dies wird mit der folgenden, hinreichenden Bedingung an die Reg-

lerparameter des Regelgesetzes (2.40) garantiert:

Bedingung 2.1 Bedingungen an die Reglerparameter.

i) Die zulissige Menge K der Reglerparametervektoren ist so gewdhlt, daff mit einer
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stiickweise konstanten Funktion k(t) € KC asymptotische E-/A-Stabilitit von (2.16)

gegeben ist. Eine Ljapunov-Funktion des geregelten linearen Teilsystems sei V(x).

i) Fir jede positiv definite Funktion c(||x||) soll ein zuldssiger Reglerparametervektor
k € K so existieren, daf$ fiir VVT(x)b # 0 die Bedingung gilt:

sign [VVT(x) b] u(x, k) < —c(||z|)) V(x,z) € 0G . (2.43)

Im Abschnitt 3.1.1 wird ein bilineares, schaltendes Regelgesetz hergeleitet, das Bedin-
gung 2.1 erfiillt. Weitere schaltende Regelgesetze werden in den Abschnitten C.1 und
C.2 aus Anhang C présentiert und basieren auf Passivitit sowie einem Backstepping-
Verfahren zur Generierung von Regelungs-Ljapunov-Funktionen. Es handelt sich daher
bei Bedingung 2.1 um eine erfillbare Bedingung.

Fafit man diese vier Bedingungen (Ausschlufl von Fluchtpunkten, lokal begrenzte Null-
dynamik, sign-matching, Bedingung 2.1 an die Reglerparameter) zusammen, so 148t sich

der folgende Existenzsatz fiir Invarianzregelgesetze formulieren:

Satz 2.3 Es wird System (2.16)-(2.17) mit einem Regelgesetz der Struktur (2.40) be-
trachtet. Bedingung 2.1 an die Reglerparameter sei erfillt und es existiere eine glatte

und beziiglich z radial unbegrenzte Funktion ®(x, z) mit den folgenden Eigenschaften:

a) Fir jeden Punkt (x,z) € 0G, der die Bedingung

Vol (x, 2) [ b

gz, z)] u(x,z) =0 (2.44)

erfillt, existiere eine offene Umgebung U C 0G so, daf$ die Nichtanstiegsbedingung

Ax

Vol (x, 2) [f(zc 2)

] <0 V(z,z) eU (2.45)

qgilt.

b) Sei u™ die Steuergrife, bei der ®(x,z,u™) = 0 gilt. Es existiere eine Regelungs-
Ljapunov-Funktion V(x) fir das lineare Teilsystem (2.16) so, daf$ fir jeden Punkt
(x,z) € 0G, fir den

Vol (x, 2) [ )] >0 A VVTAz>-VViby™

flx, 2
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2.4 Existenzbedingungen fiir Invarianzregler

qilt, die sign-matching Bedingung

b

sign
g(x, z)

Vol (z, z) [ ” = sign[VV" () b] (2.46)

erfillt ist.

Dann existiert eine zustandsabhingige Reglerparameterfunktion k(x, z) so, daf
i) G positiv invariant ist,
i)  das lineare Teilsystem (2.16) asymptotisch stabil ist,

iii) die Reglerparameter beschrankt sind.
Bedingung b) ist dafir notwendig.

Satz 2.3 geht anschaulich aus den Erlduterungen am Anfang dieses Abschnitts hervor.

Ein formaler Beweis wird in Anhang B.3 gefiihrt.

Anmerkung 2.5 Bedingung a) fir den Fall u — 0 ist notwendig: Die Werte der Steu-
ergrofie, die zu den Auftreffzeitpunkten ty der Trajektorie auf 0G fiir Invarianz notwendig

inv

sind, seien mit u bezeichnet. Asymptotische Stabilitit erfordert u(t — oo) = 0. Daher
muf die Folge der Werte ui™ ebenfalls mit t — oo gegen null konvergieren. Da dies
nicht notwendigerweise der Fall ist, darf ab einem bestimmten Zeitpunkt die Systemdrift
(Ax, f) am Gebietsrand nicht mehr ins Gebietsiuflere zeigen, so dafi die behauptete

Notwendigkeit folgt.

Modifiziert man den Fall V&7 (b, g) = 0 aus Bedingung a) gemifl Anmerkung 2.3, so
dafl man anstelle der e-Umgebung die hoheren zeitlichen Ableitungen von ® betrachtet,
so stellt a) eine notwendige Bedingung fiir Satz 2.3 dar. Damit gilt die verschérfte Aus-
sage von Satz 2.3, dafl eine Funktion k(x, z) mit den Eigenschaften i)-iii) dann und nur

dann existiert, wenn die Bedingungen a) und b) erfiillt sind.

Korollar 2.2 System (2.16)-(2.17) erfillt dann und nur dann die Bedingungen von

Satz 2.3, wenn Systemannahme 2 erfillt ist.

Der Beweis wird in Anhang B.4 gefiihrt.

2.4.2 Existenzbedingungen im perturbierten Fall

Aus der linearen, robusten, zustandsraumorientierten Regelungstheorie [6%] ist bekannt,

daB sich im nun betrachteten perturbierten Fall asymptotische E-/A-Stabilitdt nicht
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mit endlichen Riickfithrverstdrkungen erreichen ld8t. Daher wird das Regelziel (2.19)
abgedndert in globale, letztendliche Begrenztheit gemafl Definition 5.1 aus [47]:

Definition 2.6 Das lineare, perturbierte System (2.28) ist global, letztendlich begrenzt,
wenn es fiir jede positive Konstante 6 > 0 eine positive Konstante € > 0 sowie einen
Zeitpunkt T = T(9) gibt, so daf$ die Bedingung gilt:

lzito)| <6 = |z@)|<e VE>to+T. (2.47)

Dabei wird die Bezeichnung letztendlich gewéhlt, da nach einem anfénglichen asym-
ptotischen Einschwingvorgang endlicher Zeit T der Systemzustand a(¢) innerhalb der
e-Umgebung verlauft. Die Groéfle von € hiangt dabei von der Stiarke der Perturbationen
ab, so daf} sich im Nominalfall mit » = 0 die e-Umgebung auf den Gleichgewichtspunkt
selbst zusammenzieht?.

In Analogie zum Nominalfall wird ein Regler als robuster Invarianzregler bezeichnet,
wenn die Regelziele (2.20) und (2.47) erfiillt sind. Satz 2.3 zur Existenz von Invarianzre-
gelgesetzen im Nominalfall kann auf den perturbierten Fall erweitert werden, indem die
vorausgesetzten Bedingungen an den perturbierten Fall in der folgenden Weise angepaflt
werden: Bedingung 2.1 an das Regelgesetz mufl nur auflerhalb der durch die letztendli-
che Begrenztheit entstehenden e-Umgebung gelten. Die Fluchtpunktbedingung (Satz 2.3
a) sowie die sign-matching Bedingung (Satz 2.3 ) muf fiir alle » € R gelten. Dann
existiert eine Funktion k(x, z) fiir die Reglerparameter so, dafi das zugrundeliegende
Regelgesetz ein robustes Invarianzregelgesetz ist. Im Unterschied zum Nominalfall ist
asymptotische Stabilitdt von « nur bis zum Erreichen der e-Umgebung moglich. Inner-
halb dieser Umgebung wird nur noch robuste Invarianz von G gesichert, nicht jedoch

weiteres asymptotisches Einschwingen von x(t).

Zusammenfassung und Bewertung

In diesem Kapitel wurden Bedingungen fiir die Invarianz eines gegebenen Zustands-
raumgebiets hergeleitet. Eine Erweiterung der Invarianzbedingung auf Systeme mit nicht

glatten Vektorfeldern ist moglich [73,98], so dal beispielweise auch mechanische Systeme

9Fin hinsichtlich Robustheit duflerst konservativer, analytischer Zusammenhang zwischen € und r kann
durch die Auswertung einer Ljapunov-Funktion fiir das lineare Teilsystem hergeleitet werden, siehe

Lemma 5.3 aus [17].
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Zusammenfassung und Bewertung

mit nicht vernachléssigbarer Haftreibung invariant geregelt werden kénnen. Eine tech-
nische Anwendung, bei der die Invarianz eines Zustandsraumgebiets im Vordergrund
steht, ist die in Kapitel 5 vorgestellte Invarianzregelung zur Uberschlagsvermeidung von
Kraftfahrzeugen.

Geht es jedoch neben der Invarianz eines Gebiets noch zusétzlich um asymptotische
E-/A-Stabilitét, so ist die Betrachtung des Systems in E-/A-linearisierter Form notwen-
dig. Dafiir wurde zunéchst eine Koordinatentransformation sowie ein linearisierendes
Riickfiihrregelgesetz zur Normalenform hergeleitet. Es wurde gezeigt, daf bei einem be-
liebig gewéhlten Invarianzgebiet das Regelziel der asymptotischen E-/A-Stabilitdt der
Invarianzbedingung widersprechen kann. Daraus wurden Bedingungen an die Form des
Invarianzgebiets sowie an die Reglerparameter formuliert, bei deren Einhaltung ein sol-
cher Konflikt vermieden wird. Diese Bedingungen fiihrten zu einem Existenzsatz fiir
Invarianzregler, der auf den perturbierten Fall erweitert werden kann und die Grundlage
fiir die Entwicklung systematischer Entwurfsverfahren fiir Invarianzregler darstellt. So
werden im folgenden Kapitel 3 zwei Invarianzregler hergeleitet. Das vorliegende, theore-
tische Grundgeriist fiir Invarianzregelung kann jedoch auch dazu dienen, in zukiinftiger
Forschungsarbeit dynamische Invarianzregelgesetze mit z. B. groleren Einzugsbereichen
oder einfacher zu ermittelnden Invarianzgebieten zu entwickeln.

Eine Erweiterung der dargestellten Theorie fiir zeitdiskrete Implementierungen oder
zur Beriicksichtigung von Totzeiten im geschlossenen Regelkreis ist moglich und wird bei

der Uberschlagsvermeidung von Kraftfahrzeugen in Kapitel 5 beispielhaft durchgefiihrt.
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3 Zwei spezielle Entwurfsverfahren fiir
Invarianzregler

Im vorangegangenen Kapitel wurden Invarianzregler als E-/A-stabilisierende Regelge-
setze definiert, die ein gegebenes Zustandsraumgebiet invariant halten. Falls das Stabi-
lisierungsproblem nur lokalen Charakter hat, also nur kleine Abweichungen des System-
zustands vom Gleichgewichtspunkt vorliegen, ist der Entwurf eines Invarianzreglers ein
bereits gelostes, einfaches Problem: Falls die Tangentenlinearisierung des zugrundeliegen-
den, nichtlinearen Systems (2.9) um den Gleichgewichtspunkt ein vollstandig steuerbares
und beobachtbares System liefert, kann z. B. durch ein LQ-Reglerentwurfsverfahren ein
lokal asymptotisch stabilisierendes, lineares Regelgesetz berechnet werden. Da ein Ein-
zugsbereich! des linearen Reglers fiir das nichtlineare System ein Invarianzgebiet dar-
stellt, liefern Standardverfahren zur Einzugsbereich-Analyse Invarianzgebiete [65]. Diese
auf Tangentenlinearisierung basierenden Regelungsmethoden stoflen jedoch schnell auf

die Grenzen der Anwendbarkeit, falls

e groffe Abweichungen des Systemzustands (durch z. B. einen grofien anfinglichen
Regelfehler) vom Gleichgewichtspunkt auftreten und damit die mit linearen Re-

gelgesetzen erzielbaren Einzugsbereiche zu gering ausgedehnt sind,

e die Tangentenlinearisierung kein vollstandig beobachtbares und steuerbares System
liefert.

In diesen Féllen kann ein geeignetes Invarianzregelgesetz bei bereits durchgefiihrter
Riickfithrlinearisierung zur Normalenform (2.16)-(2.17) und erfiillter Systemannahme 1

und 2 zu einer globaler wirkenden Stabilisierung eingesetzt werden.

LAls Einzugsbereich eines linearen Reglers wird hier der Bereich im Zustandsraum verstanden, in dem

das geregelte, nichtlineare System asymptotisch stabil ist.
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3 Zwei spezielle Entwurfsverfahren fiir Invarianzregler

Das vorliegende Kapitel gliedert sich wie folgt: Basierend auf den Bedingungen des
Existenzsatzes 2.3 wird zunéchst im ersten Teil fiir die mit Systemannahme 1 und 2
definierte, allgemeine Systemklasse ein Entwurfsverfahren fiir Invarianzregler hergeleitet.
Ein Nachteil dieses Verfahrens liegt in der moglicherweise geringen Ausdehnung der
Invarianzgebiete im Fall einer nur lokal begrenzten Nulldynamik.

Daher wird fiir die spezielle Unterklasse der unteraktuierten Rang-2-Systeme ein effizi-
enteres Reglerentwurfsverfahren im anschlieffenden zweiten Teil dieses Kapitels hergelei-
tet. Die Einschriankung auf Rang-2-Systeme bietet den Vorteil, dafl spezielle dynamische
Eigenschaften des geregelten Doppelintegratorsystems ausgeniitzt werden koénnen, um
weiter ausgedehnte Invarianzgebiete zu erhalten. Zusammenfassende Entwurfsschema-
ta systematisieren zusammen mit Signalflulplénen des geregelten Gesamtsystems die
Verfahren.

3.1 Invarianzreglerentwurf fiir die betrachtete,

allgemeine Systemklasse

3.1.1 Schaltende Struktur des Invarianzregelgesetzes

Das im Folgenden vorgestellte Invarianzregelgesetz niitzt die Tatsache aus, daf3 die In-
varianzbedingung (2.41) nur am Rand 0G einschrinkende Bedingungen an die Steuer-
grofle stellt. Daher kann im Gebietsinnern ein Regelgesetz verwendet werden, das nur
zur asymptotischen E-/A-Stabilisierung dient. Abhéngig vom Anfangszustand und den
Reglerparametern kann jedoch die damit geregelte Systemtrajektorie (x(t), z(t)) auf den
Gebietsrand 0G stoBen. Um an einem solchen Auftreffpunkt die geregelte Systemtrajek-
torie in G zu halten, mufl das Regelgesetz zusétzlich zur asymptotischen E-/A-Stabilitét
(2.42) noch die Invarianzbedingung (2.41) erfiillen. Dies wird durch Schalten der Reg-
lerparameter k des hier betrachteten Regelgesetzes vom Typ (2.40) erreicht. Wie in
Abb. 3.1 gezeigt, ist bei einer solchen Strategie der Reglerparametervektor k = k; im
Innern von G konstant. Trifft die Systemtrajektorie zum Zeitpunkt ¢;,; auf 0G, so wird

auf den neuen Parametervektor k;,; umgeschaltet, der durch die Berechnungsvorschrift

ki_l’_l . @(ti_;’_l, ki+1) = —émax (31)

(mit einer Konstanten ®™#* > 0) ermittelt wird und robuste Invarianz von G sicherstellt.

Dabei muf} der Stabilitdt des resultierenden geschalteten, linearen Teilsystems besondere
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3.1 Invarianzreglerentwurf fiir die betrachtete, allgemeine Systemklasse

Schaltzeitpunkt ¢;;1

ohne Schalten

Abbildung 3.1: Schaltstrategie: Im Innern G \ 0G ist der Reglerparametervektor k kon-
stant; auf 0G wird k so umgeschaltet, daf§ die Systemtrajektorie G nicht verlaft.

Aufmerksamkeit gezollt werden: So bewirkt das Umschalten linearer Systeme zu belie-
bigen Zeitpunkten i. allg. ein instabiles Systemverhalten, obwohl jedes der einzelnen
Teilsysteme fiir sich alleine betrachtet stabil ist [66,71]. Kann man die Umschaltstra-
tegie beeinflussen, so kann Stabilitdt der Familie geschalteter Systeme erreicht werden,
indem eine bestimmte Wartezeit nach jedem Umschaltvorgang eingehalten wird, siehe
Lemma 9 in [71]. Da bei der hier betrachteten Regelungsstrategie die Auftreffzeitpunkte
t; auf den Gebietsrand jedoch a priori unbekannt sind, mufl das geschaltete Regelgesetz
trotz beliebiger Schaltzeitpunkte das lineare Teilsystem (2.16) asymptotisch stabilisieren.
Aus diesem Grund wird im folgenden Abschnitt zunéchst nur ein schaltendes Regelgesetz

fiir das lineare Teilsystem (2.16) hergeleitet, das diesen Stabilitdtsanforderungen geniigt.

3.1.2 Dissipativitdtsbasierte Regelung des linearen Teilsystems

Das in diesem Abschnitt hergeleitete, schaltende, bilineare Regelgesetz fiir das linea-
re Teilsystem (2.16) basiert auf dem Dissipativititsprinzip: Dabei wird ein Regelgesetz
u = u(x, v) mit einer neuen virtuellen Eingangsgrofie v verwendet, das fiir eine Speicher-

funktion S den Zusammenhang

S(x(T)) — S(z(0)) < / w(v(t), y(t)) dt

zwischen v und einer neuen Ausgangsfunktion y erzielt. Die Funktion w(-) wird dabei
als Finspeisungsrate bezeichnet und ist bei passivitdtsbasierten Verfahren zu w = vy
definiert. Ein Invarianzregelungsverfahren, das auf einem solchen passivierenden Regler

aufbaut, wird in Anhang C.2 sowie in [107] verwendet.
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3 Zwei spezielle Entwurfsverfahren fiir Invarianzregler

Das im Folgenden hergeleitete dissi-

s _;'&'(;5)' E"'"""". pative Regelgesetz verwendet im Un-
_% S E terschied dazu eine Einspeisungsrate?
Y - | w = v signly| und liefert, zusammen
. :: y-Teilsystem }__> Y mit einer Igo]ordinatentransformation
Tl_{ n-Teilsystem }«— x < (y,n) aus (3.9), die Darstellung

\ <o sign[y] aus Abb. 3.2 fiir das geregelte linea-

- re Teilsystem (2.16). Der Vorteil des

Abbildung 3.2: Dissipative Regelung des linea- hier vorgestellten dissipativitétsbasier-
ren Teilsystems (2.16). ten Verfahrens gegeniiber dem passi-
vitdtsbasierten Verfahren liegt in dem

sign-Term in der Einspeisungsrate. So

tritt dadurch in der sign-matching Bedingung aus (3.26) ein betragsméfig konstanter
Term -y sign[y] anstatt eines linearen Terms vy auf. Das schraffiert unterlegte System
aus Abb. 3.2 besitzt als neue Ein- und Ausgangsgréfien v und y und teilt sich in die
zwei Teilsysteme der y- und m-Dynamik auf. Als Speicherfunktion wird dabei die nicht

glatte, positiv-definite, radial unbegrenzte Funktion

S(n,y) =n" Pun+signlyly, P >0 (3.2)

gewihlt. Wie in Anhang B.5 gezeigt wird, kann die zeitliche Ableitung von S mit ei-
ner negativ-definiten Funktion nach oben abgeschétzt werden und stellt eine Ljapunov-
Funktion fiir das geregelte lineare Teilsystem nach einer (in Anhang A auf nicht glat-
te Funktionen) erweiterten Definition dar. Verwendet man die in Abb. 3.2 gestrichelt
eingezeichnete, zusitzliche Riickfithrung v = —a(t) y mit einem stiickweise konstanten
Schaltparameter a(t) > 0, so ist die zeitliche Ableitung S unabhiingig von den Umschalt-
zeitpunkten und dem Betrag von «(t) immer negativ-definit. Daraus folgt asymptotische
Stabilitit des geregelten linearen Teilsystems. Wie im folgenden Satz 3.1 und dessen Be-

weis formal gezeigt wird, handelt es sich dabei sogar um exponentielle Stabilitat.

Beispiel 3.1 Es wird der Fall betrachtet, daff das lineare Teilsystem (2.16) relativen
Systemrang r = 2 besitzt, es sich also um das einfache Doppelintegratorsystem
l"l = X9

(3.3)

:1':2:u

2Wie in Abschnitt 2.4.1 definiert, gilt sign[0] = 0.
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3.1 Invarianzreglerentwurf fiir die betrachtete, allgemeine Systemklasse

mit Ausgangsfunktion y = x1 handelt. Anstatt § zu regeln, wird eine neue Ausgangsfunk-
tion y = vy x1 + vy T mit zwei positiven Konstanten vy und vy gewdhlt. Es kann gezeigt
werden, daf$ das neue Regelziel y(t — oo) = 0 das urspringliche Regelziel j(t — o) =0
beinhaltet, da auf der Menge {x| y(x) = 0} beide Zustandsvariablen xi und xs expo-
nentiell stabil gegen den Ursprung konvergieren. System (3.3) wird zundchst mittels der

wnvertierbaren Koordinatentransformation

n=a 1 =1
Y — U 77 (34)
Y=1T1+ VT Ty = ———
Vo
in die dquivalente Form
._y—nn
n= Vo
" 2 (3.5)
y=—y———n+ru
2 2

gegeben ist, wobei v eine (nur fir die Herleitung bendtigte) Hilfseingangsgrifle darstellt.
Damit folgt System (3.5) zu
y—nn

Vo

J=1.

n=

Berechnet man entlang der Systemtrajektorie dieses Systems die zeitliche Ableitung der
Speicherfunktion S = n? + sign[y|y, so erhdilt man mit einer Abschitzung der zeitlichen

Ableitung des sign-Terms gemdff (A.5) die Ungleichungsnebenbedingung

. v 2
S < —2—1n2+—ny+sign[y]@.
1] Vo

Daraus folgt mit der Hilfseingangsgroffe v = v — sign|y] V% ny
§ <27 4 signly] v < signly]v = w(y,v)
Uy

und damit der eingangs erklirte dissipative Zusammenhang zwischen v und y beztiglich
der Einspeisungsrate w = signly|v. Wahlt man noch v = —a(t)y, so folgt das vollstin-

dige, dissipative Regelgesetz aus obigen Teilschritten zu

1 v V2 2
w=— (_—1y+in—— SIgn[y]ny—a(t)y) : (3.6)
Vo Vg Vo 19}
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3 Zwei spezielle Entwurfsverfahren fiir Invarianzregler

wobet es sich wegen dem gemischt-quadratischen Term ny um ein bilineares Regelgesetz

handelt. Da wegen der Wahl vy > 0,v5 > 0 unabhdngig von a(t) > 0 immer

<0  fir (n,y) # (0,0)

=0 sonst

S

gilt, und die Speicherfunktion S eine nicht glatte Ljapunov-Funktion nach einer erwei-
terten Definition in Anhang A darstellt, ist das geregelte System asymptotisch stabil.
In Abb. 3.3 (a) wird der zeitliche Verlauf der Zustandsvariablen mit Anfangswerten
y(0) =2, n(0) = —1, a(0) = 1 und Reglerparametern vy = 1, vy = 2 gezeigt, wobei der
Parameter a(t) zu willkirlich gewdhlten Zeitpunkten zweimal sprunghaft um den vierfa-
chen Wert erhéht wurde. In das x1-ro-Koordinatensystem aus Abb. 3.3 (b) wurden zur
Veranschaulichung zusdtzlich die Koordinatenachsen des (n,y)-Systems eingezeichnet.
Man erkennt aus (b), daf$ y um so schneller gegen null konvergiert, je grofler der Wert

von «(t) ist und die asymptotische Stabilitit nicht vom Schalten von a(t) beeintrdchtigt

wird.
0 . . 1.5
—-0.5
-1 ; 1r
0 2 4 6 8 10
2 : ‘ : :
fx _
> N0.5~
ok =
1 ‘ ‘ ‘ ‘
0 2 4 6 8 10
20 0
10
G- h ~_
ot ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0. ‘ ‘ ‘
2 4 6 8 10 12 0—51 -0.5 0 0.5 1
t X
(a) (b)

Abbildung 3.3: Das geregelte lineare Doppelintegratorsystem ist unabhdngig von der

Schaltstrategie asymptotisch stabil. Kreise markieren die Schaltzeitpunkte von «(t).

Analog zum vorangegangenen Beispiel wird fiir den Regelungsentwurf die neue Aus-

gangsfunktion

y=v'zx (3.7)
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3.1 Invarianzreglerentwurf fiir die betrachtete, allgemeine Systemklasse

betrachtet. Der konstante Koeffizientenvektor v € R” wird dabei so gewéhlt, dafl die
Nullstellen des Polynoms
(700 U Uy WA (3.8)

strikt negative Realteile besitzen, es sich also um ein Hurwitz-Polynom handelt. Die
Ubertragungsfunktion zwischen u und der neuen Ausgangsfunktion y des linearen Teil-

systems (2.16) ergibt sich zu

Y(s) wvitves+4us!
CU(s) s '

Man erkennt, dafl H(s) aufgrund obiger Forderung negativer Realteile Nullstellen mit
ausschliefllich negativen Realteilen besitzt. Daher ist das Teilsystem (2.16) beziiglich der
neuen Ausgangsfunktion (3.7) minimalphasig, d. h. fiir y = 0 konvergiert die Gesamt-
systemdynamik (bestehend aus der y-Dynamik und einer noch zu spezifizierenden n-
Dynamik) asymptotisch stabil gegen den Ursprung. Daher beinhaltet das neue Regelziel
y(t — 00) = 0 das urspriingliche Regelziel z;(t — o0o) = 0.

Wegen der speziellen Wahl der linearen Funktion y(x) geméafl (3.7) existiert immer

eine liegende Matrix T' € RC—D*" 50, daB die lineare Koordinatentransformation

[

eindeutig umkehrbar ist. Desweiteren soll T die Bedingung
Tb=0 (3.10)

erfiillen. Wie im spéteren Verlauf der Herleitung noch zu erkennen sein wird, kann da-
mit sichergestellt werden, dafl die Steuergrofie u nicht in die mp-Dynamik eingeht. Die

Riicktransformation folgt zu

n

=M
Yy

]:M1n+m2y, (311)

wobei M = [TT v]™T = [M, my], M, € R™*("~1 (stehende Matrix), sowie my € R”
gilt. Wendet man die Riicktransformation (3.11) auf das lineare Teilsystem (2.16) an, so

erhélt man die Systemdarstellung

N=QunN+4qp,y (3.12)
UY=quM+aqny+rvu (3.13)
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3 Zwei spezielle Entwurfsverfahren fiir Invarianzregler

mit den Systemmatrizen und -vektoren

Q,, =TAM, c RUV-DxC=D = g =TAm, c RU-D*!

T 1x(r—1) T (3.14)
gy =v AM, cR , o =V Amy €R .

Die Nulldynamik von System (3.12)-(3.13) ergibt sich mit y = const = 0 und v = 0 zu
N = Q;n und ist aufgrund der Minimalphasigkeit global exponentiell stabil. Daher

existiert fiir eine gegebene, positiv-definite, quadratische Matrix W, € R-Dx(-1)

)x(r—1

immer eine Losung Py € RO-1 ) zu der Ljapunov-Gleichung

Q' Pu+PuQ, =Wy . (3.15)

Damit 1ét sich der folgende Satz zur dissipativitdtsbasierten Regelung des linearen

Teilsystems (2.16) formulieren:

Satz 3.1 Das lineare Teilsystem (2.16) ist durch das unterlagerte Regelgesetz?

1

w=— (v 2signfyly g1, P — g1 — 4229) (3.16)

und dem virtuellen Regelgesetz
v(y) = —alt)y, a(t) >a* >0 (3.17)
mit einer beliebigen positiven Konstanten o global exponentiell stabil.

Der zugehorige Beweis findet sich in Anhang B.5. Dabei ist anzumerken, dafl zum Nach-
weis exponentieller Stabilitdt die Beweismethoden geschalteter linearer Systeme nicht
anwendbar sind, da es sich hier um ein bilineares System handelt. Des Weiteren kommt
die Methode der multiplen Ljapunov-Funktionen nicht zum Einsatz, da dies lediglich
zum Nachweis von Stabilitdt im Sinne von Ljapunov [06] oder asymptotischer Stabi-
litdt [71] fithrt. Aus diesem Grund wird in Anhang B.5 die behauptete exponentielle
Stabilitdt durch direktes Herleiten der fiir exponentielle Stabilitdt definitionsgeméfien
Eigenschaften bewiesen.

Wie im Folgenden gezeigt wird, erfiillt das bilineare Regelgesetz bestehend aus (3.16)-
(3.17) die beiden Anforderungen i) und ii) der Bedingung 2.1:

3Die hier verwendete Schreibweise sign[y] y ist fiir die folgenden Abschiitzungen zeitlicher Ableitungen
entlang von Systemtrajektorien vorteilhaft und wird daher aus didaktischen Griinden in einigen

Fillen der dquivalenten Schreibweise |y| vorgezogen.
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3.1 Invarianzreglerentwurf fiir die betrachtete, allgemeine Systemklasse

i) Dadas Regelgesetz (3.17) nur einen Reglerparameter «(t) besitzt, ist die Grundmenge
K zuldssiger Regelparametervektoren hier durch die skalare Menge v > 0 gegeben.
Wie aus dem Beweis von Satz 3.1 ersichtlich ist, stellt die Speicherfunktion S(n,y)

eine Ljapunov-Funktion fiir das geregelte lineare Teilsystem dar.

i) Setzt man das unterlagerte Regelgesetz (3.16) in (3.12)-(3.13) ein, so erhélt man

[77] _ Qun+4any ] I [0] v (3.18)
()

—2 signfyly q," Pun 1
Fiir y # 0 folgt der Zusammenhang

(A5 (3.17)

VST (n,y) [(1)” o(y, o)) = sign [y] v(y, a(t) = =1yl alt)

sign

so daf fiir y # 0 der Parameter «(t) immer so grofl positiv gew#hlt werden kann,
daf die Ungleichungsbedingung (2.43) erfillt ist.

Mit dem, in diesem Abschnitt hergeleiteten, schaltenden Regelgesetz (3.16)-(3.17) ist
Bedingung 2.1 an das asymptotisch stabilisierende Regelgesetz aus Satz 2.3 erfiillt. Im
folgenden Abschnitt werden die verbleibenden Bedingungen (a) (Ausschlufl von Flucht-
punkten und begrenzte Nulldynamik) und (b) (sign-matching-Bedingung) aus Satz 2.3
behandelt.

3.1.3 Invarianzregelgesetz

Die im vorangegangenen Abschnitt auf das lineare Teilsystem (2.16) beschrinkte Be-
trachtung wird nun auf das Gesamtsystem erweitert, das sich mit dem Regelgesetz

(3.16)-(3.17) in den neuen (n,y, z)-Koordinaten zu

N=QuMN+qpny (3.19)
y=— (2 signfy] q,5" P11m + a(t)) Y (3.20)
t=Ffmyz)—amy z)yal) (3.21)

ergibt, mit den neuen Vektorfeldern der internen Dynamik

f=Ff—-gv,' 2sien)ylyg,” Pun+aun+aeey) , d=gv,

Es werden Invarianzgebiete mit einer Invarianzfunktion der Struktur
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3 Zwei spezielle Entwurfsverfahren fiir Invarianzregler

betrachtet, wobei C' eine positive Konstante und S die Speicherfunktion (3.2) fiir das
geregelte lineare Teilsystem ist; ®( soll radial unbeschrinkt sein. Fiir die zeitliche Ab-
leitung von S entlang der Trajektorie des geregelten, linearen Teilsystems (3.19)-(3.20)
folgt unter Beriicksichtigung von (3.15) sowie einer Abschitzung der zeitlichen Ableitung

der sign-Funktion geméfl (A.5) die in (B.2) hergeleitete Ungleichungsbedingung
S<—n"Wun—|yl at) . (3.23)
Damit ergibt sich die Invarianzbedingung (2.41) zu
d <
d(n, z)

a‘PO(U»Z)T ~ :
|\ agm,y,z) +vysignfyl | a(t)y <0  V(n,y,z)€0G .

— vt Wiun+

~

d®o(m, 2)" | Qum +q12y
fn,y, 2z)

(3.24)

Daraus erkennt man, dafl mit Einhaltung von

dPo(n,2)" | Qun
— |- <0 V(nyz) € 0gn{y=0} (3.25)
d(TI’z) f(naoaz)
wegen dem bei y # 0 negativ-definiten Anteil —n” W13 n < 0 von ® in (3.24) in einer
e-Umgebung
U=0GN{0< |yl <e}, €>0

des Gebietsrands 0G, die Invarianzbedingung wunabhdngig von «(t) immer erfiillt ist.
Fiir eine in (3.27) folgende Optimierung wird an dieser Stelle eine obere Schranke €*
fiir € eingefiihrt. Interpretiert man «(t) als Eingangsgrofie von System (3.19)-(3.21), so
stellt (3.25) Bedingung a) nach lokal begrenzter Nulldynamik und einem Auschluff von
Fluchtpunkten aus dem Existenzsatz 2.3 dar.

Des Weiteren erkennt man aus (3.24), daf§ durch die sign-matching Bedingung

. OPo(n, z)" . . Lo
sgn | P22 gy 2) 4 sigaly] | Lsiml]  Vinv.z)€06\U (320

(Satz 2.3, b)) sichergestellt werden kann, daf auferhalb von U auf dem Gebietsrand
9G durch geniigend groBes a der Wert von @ aus (3.24) negativ wird und damit die
Invarianzbedingung (2.22) erfiillt ist. Dabei existiert immer ein geniigend groBer Wert
fiir v so, dafl der Term -y sign[y] in der linken Seite von (3.26) betragsméflig dominiert

und damit (3.26) erfiillt ist. Bei einem passivititsbasierten Regelgesetz ergébe sich hier
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3.1 Invarianzreglerentwurf fiir die betrachtete, allgemeine Systemklasse

anstatt des sign-Terms der lineare Ausdruck vy, so dal in einer Umgebung von y = 0
ohne weitere Einschrankungen an den ersten Summanden aus (3.26) die sign-matching
Bedingung durch keine Wahl von ~ erfiillt werden konnte.

Eine mogliche Berechnungsvorschrift einer unteren Schranke ~* fiir v ist mit einer

Giitefunktion o(n,y, z) = 0 [(0Po(n, 2)/02)" g(n,y, z)| gemis

7(C) = maxo(n,y, z)

(n,y,2)
wd N.i) ®(n,y,z) = Do(n,2) +o(ny, 2) S(ny.a)=C (3.27)
in) |y| > €.

gegeben, wobei ¥ = const > 1 gelten soll.

Korollar 3.1 FEs existiert immer eine endliche Losung v*(C) zu (3.27).

Der Beweis von Korollar 3.1 wird in Anhang B.6 gefiithrt und ist nicht trivial, da die
Nebenbedingung i) beziiglich |y| nicht zwangslaufig beschréankte Konturflichen besitzt.

Anmerkung 3.1 Fine Vereinfachung ergibt sich fiir den wichtigen Spezialfall, daf$ das
zugrundeliegende System (2.16)-(2.17) in eingangsnormalisierter Normalenform vorliegt,
d. h. wenn g(n,y,z) = 0 gilt. In diesem Fall entfdllt der erste Summand im Argument
der Signum-Funktion in (3.26), so daf$ die sign-matching Bedingung immer erfillt ist
und v > 0 frei wéihlbar ist.

Satz 3.2 Es wird System (2.16)-(2.17) betrachtet, fir das Systemannahme 2 gelte. Ge-
geben sei ein Zustandsraumgebiet G, fiir das Bedingung (3.25) erfillt ist und in dem der
Startpunkt (x(0), z(0)) liegt. Weiterhin sei «(0) > 0. Das schaltende Invarianzregelge-
setz, bestehend aus (3.16)-(3.17) mit einer Schaltstrategie

(i<t <tin)=a (&) (3.28)
(673N @(tz,az) = _(Dmax
und einer Konstanten ®™ > 0 erzielt die folgenden Eigenschaften:
i) G ist positiv invariant,

i) das geregelte bilineare Teilsystem (3.19)-(3.20) ist exponentiell stabil,

ii) die Zahl der Umschaltungen des Schaltparameters «(t) ist endlich,
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3 Zwei spezielle Entwurfsverfahren fiir Invarianzregler

iv) die Folge der Schaltparameter ist streng monoton steigend, d. h. a(0) < a(ty) < ---

Der Beweis wird in Anhang B.7 gefiihrt.

Anmerkung 3.2 Unter den Annahmen von Satz 3.2 kann immer eine untere Schranke
o* fir o mat

of =arg max P(n,y, z,a) <0 (3.29)
« (nvy’z)eag

so berechnet werden, daf$ mit konstantem a>a* das Gebiet G positiv invariant ist.

Ein gleichfalls auf hochverstirkende Riickfiihrung basierendes Verfahren wird in [10]
(Theorem 9.3.1) verwendet, um ein global minimalphasiges System zu stabilisieren. Da-

mit sind jedoch die folgenden, schwerwiegenden Nachteile verbunden:

e Die numerische Berechnung der unteren Schranke o* ist aufwendig, da das Opti-

mierungsproblem (3.29) i. allg. nicht konvex ist.

e Das resultierende konstante Regelgesetz kann zu signifikant hoheren Verstéarkun-
gen fiithren, als beim geschalteten Invarianzregelgesetz. Letzteres stellt selbstandig
durch sukzessives Hochschalten die Verstdrkungen so ein, daf§ die Invarianzbe-
dingung gerade noch erfiillt ist. Damit ergibt sich der maximale Reglerparameter
max|«;], abhingig vom initialen Zustandspunkt, den initialen Reglerparametern,
sowie dem Schaltparameter ™%, zu einem i. allg. deutlich kleineren Wert als bei

einer konstanten Reglerparametrierung mit a* nach (3.29).

e Hochverstirkende Regler verursachen das Problem einer hohen Stellenergie, sowie
Stabilitatsprobleme bei Meffirauschen, Verzégerungen im geschlossenen Regelkreis

oder nicht modellierter Systemdynamik.

3.1.4 Hinweise zur Synthese von Invarianzgebieten

Der aufwendigste Schritt im vorangegangenen Entwurfsverfahren besteht darin, eine
Funktion ®( zu finden, mit der Bedingung (3.25) erfiillt ist. Dazu muf} die Stabilitét das
Gesamtsystems (3.19)-(3.21) auf dem Zustandsraumbereich

(n,y,z) € 9GN{y =0} (3.30)
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3.1 Invarianzreglerentwurf fiir die betrachtete, allgemeine Systemklasse

untersucht werden. Setzt man y = 0 in das Gesamtsystem (3.19)-(3.21) ein, so folgt die
Nulldynamik

n=Qun (3.31)

A

z=f(n,0,z2). (3.32)

Eine Ljapunov-Funktion V(n, z) fiir dieses System erfiillt auch Bedingung (3.25) und

liefert geméf

®o(n,z) = V(n, 2) (3.33)

eine geeignete Funktion ®j. Die Berechnung eines fiir Invarianzregelung geeigneten Ge-
biets kann also auf das Standardproblem der Berechnung einer Ljapunov-Funktion zu-
riickgefithrt werden. Damit konnen die in der Literatur zahlreich vorhandenen Verfahren
zur Erzeugung von Ljapunov-Funktionen angewendet werden [95,96]. Es ist zu beach-
ten, dafl gegeniiber vollstéandig auf Ljapunov-Funktionen basierenden Regelungsverfah-
ren hier nur fiir das reduzierte System (3.31)-(3.32) eine Ljapunov-Funktion bend&tigt
wird und sich dadurch der Rechenaufwand reduziert.

Da die meisten Methoden zur Berechnung von Ljapunov-Funktionen nur numerische
Néaherungslosungen liefern, wurde im Rahmen dieser Arbeit ein auf Reihenentwicklung

gestiitztes, analytisches Verfahren entwickelt, sieche Anhang C.3.

3.1.5 Diskussion der erzielbaren Stabilitat

Die hier getroffene, wesentliche Voraussetzung ist die Annahme der Existenz einer Funk-
tion ®g, die Bedingung (3.25) erfiillt. Wie im vorangegangenen Abschnitt erldutert, ist
dafiir ein hinreichendes Kriterium die Existenz einer Ljapunov-Funktion V(n,y, z) fiir
das reduzierte System (3.31)-(3.32). Eine dabei niitzliche Systemklassifikation kann mit-
tels der in Definition 2.2 eingefiihrten Systemmerkmale der Minimalphasigkeit, schwa-

chen Minimalphasigkeit und Nichtminimalphasigkeit durchgefithrt werden.

A. Falls System (2.16)-(2.17) minimalphasig ist (asymptotisch stabile Nulldynamik),
so ist System (3.31)-(3.32) im gesamten (n, z)-Zustandsraum asymptotisch stabil
und damit auch auf dem eingeschriinkten Bereich . Daher stellt V(n,y, z) auf
der gesamten Ebene der Nulldynamik eine Ljapunov-Funktion fiir System (3.31)-
(3.32) dar, so dafl die Konstante C' aus (3.22) beliebige positive Werte annehmen
kann. Daraus folgt, dafl durch die Wahl eines entsprechend grofien Werts fiir C'

das invariant regelbare Zustandsraumgebiet G in seiner Ausdehnung beliebig grof3
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3 Zwei spezielle Entwurfsverfahren fiir Invarianzregler

gemacht werden kann. Folglich ist in diesem Fall semiglobale* asymptotische Ge-

samtsystemstabilitdt erzielbar.

Im schwach minimalphasigen Fall (Nulldynamik ist nur stabil im Sinne von Ljapu-
nov) existiert fiir System (3.31)-(3.32) auf der gesamten Ebene der Nulldynamik
eine Ljapunov-éhnliche Funktion, deren zeitliche Ableitung im Unterschied zu ei-
ner echten Ljapunov-Funktion auch auflierhalb des Ursprungs null werden kann.
Dies stellt jedoch fiir Invarianzregelung keine Einschréankung dar, da (3.25) nur ne-
gative Semidefinitheit der Invarianzfunktion fordert. In diesem Fall ist die interne
Dynamik semiglobal begrenzt und die Ausgangsfunktion semiglobal asymptotisch
stabil.

B. Im nichtminimalphasigen Fall mit lokal begrenzten Regionen, kénnen nur diese
lokalen Regionen mit dem beschriebenen Invarianzregler stabilisiert werden. Da in
diesem Fall die Ljapunov-Funktion V aus (3.33) im stabilen Bereich nach oben
beschrinkt ist, besitzt die Konstante C' aus (3.22) eine obere Schranke C. Sie 148t

sich durch die folgende Maximierungsaufgabe berechnen:

C =max(C
u. d. N. 7 maxv(n, z) G0 hax VVT(U, z) |, Qun <0
(m.2) (n.2) £(n,0,2) (3.34)

i)  V(n,z)=C
i)  (n,z) €0G(n,0,z,C)N{y=0}.

Hierbei ist zu beachten, da Nebenbedingung iii) optional ist, da ein Weglassen

lediglich zu konservativeren Resultaten, d. h. kleineren Werten fiir C fithren kann.

In diesem Fall kann neben einer lokal asymptotisch stabilen E-/A-Dynamik die

interne Dynamik nur lokal begrenzt werden.

Ein Nachteil des beschriebenen Verfahrens zur Invarianzregelung ist, dafl im obigen Fall B
nur auf einen moglicherweise kleinen lokalen Bereich des Zustandsraums invariant ge-
regelt werden kann. Aus diesem Grund wird in Abschnitt 3.2 fiir den Spezialfall eines
NMP-Systems mit relativem Systemrang zwei eine weiter spezialisierte Invarianzrege-

lungsstrategie hergeleitet, mit der ein grofler Einzugsbereich moglich ist.

4Ein System besitzt semiglobale Stabilititseigenschaften, wenn fiir jedes gegebene Anfangswertgebiet

ein Regler existiert, der diese Stabilitéitseigenschaften erzielt, siehe [47] und Anhang A.

26
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3.1.6 Entwurfsschema und Grenzen des Verfahrens

Das in den vorangegangenen Abschnitten hergeleitete Entwurfsverfahren wird im fol-
genden Entwurfsschema aus Tabelle 3.1 nochmals zusammengefat. Dabei wird davon
ausgegangen, dafl das betrachtete System bereits in Normalenform (2.16)-(2.17) vorliegt,
Systemannahme 2 erfiillt und die Regelstrecke exakt bekannt ist (Nominalfall). AuBer-
dem werden ideale technische Verhéltnisse hinsichtlich der Reglerrealisierung (z. B. keine
StellgroBenbeschrinkungen) und Zustandsschitzung (alle Systemzustéinde stehen ohne

Beobachtungsfehler zur Verfiigung) vorausgesetzt.

Tabelle 3.1: Entwurfsschema fiir ein dissipativitdtsbasiertes Invarianzregelgesetz.

Schritt 1 Schaltendes Regelgesetz fiir das lineare Teilsystem (2.16):

Lege ein Hurwitz-Polynom der Form (3.8) fest und bestimme eine Ma-

trix T, die Bedingung (3.10) erfiillt. Berechne damit die Transformati-

onsmatrix M aus (3.11) sowie Qq1, g9, g2; und go2 aus (3.14). Setzte
eine positiv-definite Matrix W ; fest und berechne die Losung Py der

Ljapunov-Gleichung (3.15). Damit liegen alle Komponenten zur Bildung

des schaltenden Regelgesetzes (3.16)-(3.17) vor.

Schritt 2 Bestimmung eines geeigneten Invarianzgebiets:

i) Bestimme eine Funktion ®; durch die Berechnung einer Ljapunov-
Funktion fiir System (3.31)-(3.32). Alternativ kann ®q mit dem Rei-
henentwicklungsverfahren aus Anhang C.3 bestimmt werden.

ii) Falls das zugrundeliegende System (2.16)-(2.17) in eingangsnormali-
sierter Normalenform vorliegt, lege einen positiven Wert fiir v fest.
Andernfalls ist die Wahl von + durch die von C' abhéngige untere
Schranke v*(C') aus (3.27) beschrinkt.

iii) Falls die Nulldynamik (2.18) global stabil im Sinne von Ljapunov ist,
wiahle einen beliebigen positiven Wert fiir C. Andernfalls ist die Wahl
von C' durch die obere Schranke C' aus (3.34) beschrinkt.

iv) Eine geeignete Invarianzfunktion folgt mit &y, S aus (3.2), sowie =
und C' zu (3.22). Daraus ergibt sich G geméaf (2.21).

Schritt 3 Eine Schaltstrategie fiir a(t) ist mit (3.28) gegeben.

Zusammenfassend lassen sich folgende Grenzen und Probleme des Verfahrens angeben:

e Es ist die Kenntnis einer Funktion ®; notwendig, die fiir die Nulldynamik (3.31)-
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3 Zwei spezielle Entwurfsverfahren fiir Invarianzregler

(3.32) Ljapunov-ahnliche Eigenschaften besitzt. Bei hoher Systemordnung der Null-
dynamik ist jedoch die analytische Berechnung einer Ljapunov-Funktion V und
damit der Funktion ® i. allg. nicht moglich, so daff numerische Ndherungen ange-
wendet werden miissen.

e Es wird eine vollstidndige Zustandsriickfithrung benétigt, so dafi die bekannten

Probleme bei der Messung bzw. Beobachterschiatzung auftreten.

e Durch das automatische Hochschalten von «(t) am Gebietsrand 0G kann eine
hochverstéarkende Riickfiihrung mit den bereits genannten Problemen entstehen.
Des Weiteren konnen durch die Schaltvorgénge hochfrequente, nicht modellierte

Dynamiken angeregt werden.

e Eine zeitdiskrete Reglerrealisierung erfordert das Schalten von «(t) bereits vor
Erreichen des Gebietsrands 0G. Dies kann durch die Einfiihrung eines Sicherheits-
abstands zu 0G erreicht werden, siehe Kapitel 5.

e StellgroBlenbeschrinkungen konnen nach derzeitigem Stand der Forschung nur ten-
denziell mitberiicksichtigt werden, vgl. Anmerkung 3.4 am Ende dieses Kapitels.
Falls Stellgroflenbeschriankungen aktiv werden, fiihrt dies meist zur Destabilisie-

rung des Gesamtsystems.

3.1.7 Simulationsbeispiel

Das in den vorangegangenen Abschnitten hergeleitete Reglerentwurfsverfahren wird nun

anhand des einfachen Beispielsystems aus [59)]

iil'l = T2 (335)
Ty =u (3.36)
=22+ 2P, (3.37)

mit einer Ausgangsfunktion ¥ = x; und einer kubischen Nichtlinearitdt angewendet.
Verwendet man einen konventionellen linearen PD-Regler u = —k, 1 — k4 22 um den Sy-
stemausgang im Ursprung zu stabilisieren, so ergibt sich fiir die Anfangswerte x1(0)=5,
72(0) =2, 2(0) = —3 und den Parametersatz k, =1, k;=3 der in Abb. 3.4 (a) gezeigte,
asymptotisch stabile Verlauf der Zustandsvariablen. Verwendet man hingegen den nur
leicht verdnderten Parametersatz k, =1, k;=1, so lduft die zeitliche Losung der System-
trajektorie bei ¢t &~ 0.0748 gegen eine Singularitdt und das System destabilisiert sich in
endlicher Zeit (finite-escape), siehe Abb. 3.4 (b). Daraus erkennt man, dafl nicht jede
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Abbildung 3.4: Stabilitdt des Beispielsystems bei konventioneller Regelung; (a): stabil
fir kg = 3, (b): finite-escape fiir k;=1 bei t ~ 0.0748.

Reglerparametrierung, die das PD-geregelte, lineare Doppelintegratorsystem ohne inter-
ne Dynamik stabilisiert, zur asymptotischen E-/A-Stabilitdt sowie internen Stabilitiat im
Falle des Vorliegens einer internen Dynamik fiihrt.

Das im Folgenden vorgestellte Invarianzregelgesetz hingegen erzielt unabhéngig von
der Wahl der Reglerparameter und Anfangswerte immer Gesamtsystemstabilitat.

In Beispiel 3.1 wurde das dissipativitdtsbasierte Regelungsverfahren bereits fiir das
lineare Io-System (3.35)-(3.36) angewendet, und es ergibt sich zusammen mit der ins

(1, y)-Koordinatensystem transformierten internen Dynamik (3.37) das System

v 1
= ——n+—y (3.38)
Vo Vo
. . 1
y=—2signfyly —n+v (3.39)
2
1
=24+ = (y—wumn) . (3.40)
Vo
Fiir die Nulldynamik 2 = —2z3 berechnet sich die zeitliche Ableitung der Ljapunov-
Kandidats Funktion
V(z) = 2/2 (3.41)

Al v(n, z) = =21 (1 + %n) Damit erfiillt ®y(2) = V(z) Bedingung (3.25), wenn fiir
die Reglerparameter v; > 0 und v, > 0 auf dem Gebietsrand 0G

1+29>0 & p>-2 (3.42)
) 41
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3 Zwei spezielle Entwurfsverfahren fiir Invarianzregler

gilt. Mit (3.41) sowie der Speicherfunktion S = n?+y sign[y] folgt die Invarianzfunktion
(3.22) schliefilich zu

d(n,y,2) =2*/2+7 (772 + |y|) - C. (3.43)

Da (3.35)-(3.37) in eingangsnormalisierter Normalenform vorliegt, kann geméa Anmer-
kung 3.1 der Wert von + beliebig gewéhlt werden. Aus (3.43) folgt mit der Wahl v = 1
die Beziehung ®(n,y,2) <0 = C > 22/24+n+|y| = |n| < VO, so daB (3.42) und
damit (3.25) mit Einhaltung der Ungleichungsbedingung v, /1y > +/C erfiillt ist. Da die
Wahl von C' > 0 frei ist und V eine Ljapunov-Funktion fiir die Nulldynamik darstellt,
ist semiglobale asymptotische Gesamtsystemstabilitit erzielbar.

Mittels der zeitlichen Ableitung von ®(n, y, z) entlang der Trajektorie von (3.38)-(3.40)

folgt mit dem virtuellen Regelgesetz (3.17) die Invarianzbedingung zu

b < 2t (1 Y _V;’l ’7) _2%"2 —a(t) ly| = —®™  Y(n,y,2) € 9G . (3.44)

[\ J/

~
>0 fir y = 0 wegen (3.42)

Nach «(t) aufgelost ergibt sich daraus

at) = |y~ (@max — 2 (1 S ’7) 22 n?) (3.45)

Uy

mit einem konstanten ®™** > (. Jedesmal, wenn die Systemtrajektorie auf den Ge-
bietsrand 0G trifft, wird (3.45) ausgewertet und damit G invariant gehalten. Da we-
gen (3.42) mit kleinem Wert von |y| die Invarianzbedingung (3.44) inhérent erfillt ist
und daher die Systemtrajektorie nicht mehr auf 0G sto8t, mufl die Berechnungsvor-
schrift (3.45) nur fiir die von null verschiedenen Werte |y| > ¢ > 0 ausgewertet wer-
den, so daf sich keine Singularitét ergibt. Mit initialen Zustandsvariablen 7(0) = —0.1,
y(0) = C — no? — z?* — 0.1 = 6.60875, 2(0) = 0.75, «(0) = 1, sowie den Parametern
dmax — 4 C =7, 1 = 0.4 und 1, = 1.1583 ergibt sich der Trajektorienverlauf aus
Abb. 3.5 (a). Der zugehorige Verlauf der fiir den Invarianzregler wichtigen Groflen a(t)
und ®(¢) ist in Abb. 3.5 (c) gezeigt. Dabei wurde der zeitliche Ausschnitt ¢ € [0.17,0.25]
vergroflert dargestellt, da nur in diesem Bereich die Systemtrajektorie an den Gebiets-
rand stoBt. In Abb. 3.5 (d) ist die Trajektorie (n(t), y(t), 2(t)) zusammen mit einem Teil
des Gebietsrands 0G aufgetragen. Man erkennt, daf§ die Trajektorie sieben mal an 0G
stofit, G jedoch nicht verlafit.

Zu beachten ist, dafl «a(t) den Wert 18 nicht iiberschreitet. Die untere Schranke fiir

a(t), die laut Anmerkung 3.2 notwendig wire, um ohne Schalten das Gebiet G invariant
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zu halten, wurde mit einem numerischen Optimierungsalgorithmus zu dem hoheren Wert
a* = 40.65 berechnet. Das Optimum wurde am Punkt n* = —0.4160, y* = 2.106, 2* =
4.346 angenommen. In Abb. 3.6 (a) wird der Simulationsverlauf der Zustandsvariablen
fiir diesen hochverstiarkenden Regler gezeigt. Aus dem Vergleich der Steuergréenverlaufe
Abb. 3.6 (b) und Abb. 3.5 (b) erkennt man, da§ im hochverstirkenden Fall der Betrag
der maximal erforderlichen SteuergroBe mit |u| < 240 etwa fiinfmal so hoch ist, wie im

Fall der Invarianzregelung mit nur |u| < 53.

il |
= 1 4

1 02 04 06 08 1 12 ~10P
10 : : : : : :
_20,
> 57\%4 1 s
_30,
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ¢

0 02 04 06 08 1 12 | &

0.5 1 15

0.18 019 0.2 021 022 023 0.24
t

()

Abbildung 3.5: Schaltender, bilinearer Invarianzregler: (a) Systemzusténde; (b) Steuer-

groBenverlauf; (c) Zeitlicher Ausschnitt von «a(t), ®(t); Kreise kennzeichnen Schalt-
zeitpunkte; (d) Phasenbahn mit aufgeschnittenem Invarianzgebiet; Startpunkt: aus-

gefillter Kreis, Endpunkt (t=20): Stern; Auftreffpunkte auf 0G: Kreise.

Weitere Simulationsbeispiele mit Invarianzregelung finden sich in [105, 107, 106].
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0.4

Abbildung 3.6: Hochverstiarkende Regelung

3.2 Invarianzreglerentwurf fiir Rang-2-Systeme

Viele praxisrelevante unteraktuierte Systeme gehoren der Klasse der mechanischen Sy-
steme an. Der SISO-Fall impliziert dabei, dafl eine Normalenform-Riickfiihrlinearisierung
zu einem Doppelintegratorsystem (anstatt des im vorangegangenen Abschnitt betrach-
teten, allgemeinen Fall eines r-fach-Integratorsystems) fiihrt.

Wie spéter gezeigt wird, kann unter bestimmten Einschridnkungen des initialen Zu-
standspunkts der Einschwingvorgang eines [5-Systems durch einen PD-Regler mit ge-
schalteten Reglerparametern so modifiziert werden, dal die Geschwindigkeit des damit
geregelten Doppelintegratorsystems nicht das Vorzeichen wechselt. Diese Eigenschaft
ermoglicht eine vereinfachte Invarianzgebietssynthese. Auflerdem ist bei nur lokal be-
grenzter Nulldynamik das erzielbare Invarianzgebiet und damit der Einzugsbereich wei-
ter ausgedehnt als beim Entwurfsverfahren des vorangegangenen Abschnitts. Aus diesen
Griinden wird in diesem Abschnitt die betrachtete Systemklasse auf Rang-2-Systeme in

der Normalenform

jfl = T2 (346)
Ty =u (3.47)
z2=f(x,2z)+g(x,2z)u (3.48)
= (3.49)

mit = (71, 22), 2 € R"2, einem glatten Drift- und Einkoppelvektorfeld f,g € R" 2
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sowie einer unbeschriankten Steuergréfie u € R fokusiert. Ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit wird z;(0) < 0 angenommen.

Das Invarianzregelgesetz soll aus einem geschalteten PD-Regler der Form
u(zy(t), ka(t), @) = kp (21(t) — 21) — ka(t) 22 (3.50)

bestehen, mit stiickweise konstanter Geschwindigkeitsverstiarkung kq(¢) > 0 und Soll-
wertparameter x}(t) sowie einer konstanten Proportionalverstarkung k, > 0. Die initia-
len Werte der Schaltparameter seien ky4(0) = kg0 > 0 und z3(0) = 0. Die Invarianz-
funktion wird mit einer positiven Konstante + sowie einer glatten, radial unbegrenzten,

skalaren Funktion ®¢(zy, 2) zu
O(x, z) = Po(21,2) + 722 (3.51)

gewahlt. Die grundlegende Idde, die zu dieser abweichenden Definition fiihrt besteht
darin, daf sich die zeitliche Ableitung von ® entlang der Systemtrajektorie von (3.46)-
(3.48) mit dem Regelgesetz (3.50) zu

b = Do(a1,2) + 7 (ky (27(t) = 21) = ka(t) 22)

ergibt und man durch geeignete Modifikationen der Parameter k; und 7 die Invarianz-
bedingung ® < 0 einhalten kann.
Die folgenden zwei Bedingungen werden fiir den Invarianzreglerentwurf in diesem Ab-

schnitt benotigt:
1. Die Funktion &y mufl auf dem Zustandsraumgebiet
N ={(z,2)] Po(x1,2) =0 A 22=0 A 0> > 2(0)}

die Nichtanstiegsbedingung

3@0(1‘1, Z)T
0z

erfiillen. Eine Funktion mit solchen Eigenschaften ist beispielsweise durch eine Lja-

f((21,0),2) <0 V(z,z) e N (3.52)

punov-Funktion fiir die Nulldynamik
z=f((x1,0),2) = fy(2), x1 = const (3.53)

von System (3.46)-(3.48) gegeben. Alternativ kann die Berechnung einer implizi-
ten Losung I'(z1,z) = 0 einer begrenzten Phasenbahn der Nulldynamik zu einer

geeigneten Funktion ®y gemifl ®¢(z1,z) = (21, 2z) fithren.
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2. Es soll ein n-dimensionales, offenes Zustandsraumgebiet x C G so existieren, dafl
jede Trajektorie z(t) der Nulldynamik (3.53) fiir 0 > z; > x1(0) nach endlicher
Zeit in das Gebietsinnere von x lauft. Wie anhand zweier Beispielfille fiir n = 4
in Abb. 2 erlautert, beinhaltet ein geeignetes Gebiet x immer den Koordinatenur-

sprung.

1
-

Abbildung 3.7: Qualitativer Verlauf der Nulldynamik in einer Umgebung
des Gleichgewichtspunkts: (a) Ungeddmpfte Oszillationen, (b) stabiler
Strudel. In beiden Féllen wird die Region x periodisch durchlaufen.

In dem Gebiet x soll die zeitliche Ableitung der Invarianz-Funktion ®(x, z) entlang
der Systemtrajektorie des mit (3.50) und initialen Schaltparametern geregelten
Gesamtsystems (3.46)-(3.48) negativ-definit sein.

Die in Punkt 1 geforderte Funktion ®, existiert immer, wenn Systemannahme 2 zu-
trifft. Des Weiteren folgt aus der Annahme einer begrenzten Nulldynamik sowie aus der
Stetigkeit der betrachteten Regelstrecke, dafi es um die Flache der Nulldynamik herum
ein lokal ausgedehntes Gebiet geben muf3, innerhalb dessen das geregelte Gesamtsystem
asymptotisch stabil ist (siche Beweis B.4 von Korollar 2.2). Dies impliziert die Existenz
einer Gesamtsystem-Ljapunov-Funktion und damit eines geeigneten Gebiets y.

Anmerkungen zum Gebiet x:

e Die Kenntnis des Gebiets y wird benétigt, um mit dem, im Folgenden vorgestell-
ten, schaltenden Invarianzregler eine endliche Verweildauer (engl. dwell time) der
Gesamtsystemtrajektorie (x(t), z(¢)) im Gebiet x und damit asymptotische Stabi-

litét des geregelten linearen Teilsystems (3.46)-(3.47) garantieren zu koénnen.
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3.2 Invarianzreglerentwurf fiir Rang-2-Systeme

e Falls die zeitliche Ableitung @ im gesamten Innern von G negativ-definit wire,
so wire ¢ eine Gesamtsystem-Ljapunov-Funktion. In diesem Fall wére der PD-
Regler (3.50) mit konstanten, initialen Schaltparametern ein Invarianzregler und
das eingangs gestellte Regelungsproblem auf einfache Weise gelost. Es soll jedoch
nur innerhalb von x die Bedingung ® < 0 gelten, so daf sich die Invarianzfunktion
® auch nur innerhalb von y wie eine Gesamtsystem-Ljapunov-Funktion verhélt

und das Gebiet x vom Systemzustand i. allg. wieder verlassen wird.

e Durch die Wahl des Gebiets y kann heuristisches Systemwissen in die Regelung
einflieBen und spiegelt somit den pragmatisch orientierten Charakter der folgen-
den Invarianzregelung wieder. Bei mechanischen Systemen, deren Nulldynamik aus
Pendelbewegungen in der Schwerkraft besteht, ist ein solches Gebiet beispielsweise

bei bestimmten Nulldurchgéingen der Geschwindigkeit gegeben.

Der Rest dieses Abschnitts gliedert sich wie folgt: Zunéchst wird ein schaltender Regler
fiir das lineare Teilsystem entwickelt, der ein Schalten der Reglerparameter k4(t), z73(t)
zu beliebigen Zeitpunkten zulafit, und damit die notwendige Freiheit zum Invarianthalten
von G bereitstellt. Im darauffolgenden Abschnitt 3.2.2 wird gezeigt, dal die Bedingungen
von Existenzsatz 2.3 eingehalten sind, so dafl mit der in Abschnitt 3.2.3 dargestellten

Schaltstrategie ein Invarianzregelgesetz vorliegt.

3.2.1 Schaltendes lineares Regelgesetz

Das lineare Doppelintegratorsystem (3.46)-(3.47) soll mit dem geschalteten PD-Regler
(3.50) in den Ursprung lagegeregelt werden.
Die Werte der Schaltparameter

kq(t) und z7(t) werden mit dem ini

tran(2)
Reglerautomaten aus Abb. 3.8 mit act(4) tran(1) ”
drei diskreten Reglerzustdnden ini, Y act(1) m
approach und wait bestimmt. Die ( approach )
Transitionsbedingungen tran(i) so- tran(4) tran(3)

wie die beim Zustandsiibergang act(4) (3)
act

jeweils auszufithrenden Aktionen

act(i) mit ¢ € {1,...,4} sind in Ta- Abbildung 3.8: Hybrider Reglerautomat zur Be-
belle 3.2 zusammengestellt. rechnung von ky(t) und 2%(t).
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3 Zwei spezielle Entwurfsverfahren fiir Invarianzregler

Tabelle 3.2: Transitionsbedingungen tran(i) und Aktionen act(i) des hybriden Reglerau-
tomaten aus Abb. 3.8.

Transitionsbedingungen Aktionen

tran(1): (x(t),z(t)) € 0G act(1): i=1i+1,

(ff,w kai) = p(z, 2, f{,i—p kai-1),
wi(t) =21, ka(t) = kai
tran(2):  (x(t),z(t)) € 0G A xa(t) > 0 | act(2): wie act(1)

tran(3): xo(t) = act(3):  xi(t) = z1(t)

tran(4):  (x(t),2(t)) € x act(4): wi(t) =0, ka(t) = kag

Die prinzipielle Wirkungsweise des hier verwendeten Schaltalgorithmus ist wie folgt: Im
Reglerzustand ini werden die stiickweise konstanten Variablen kq; und z7; des hybriden
Reglerautomaten mit k4(0) = kqpo und 27(0) = 27 ; = 0 initialisiert sowie die Laufvariable
i zu null gesetzt. Das Gebiet G ist formal wie in (2.21) definiert, wobei die zugrundelie-
gende Invarianzfunktion ®(x, z) im folgenden Abschnitt 3.2.2 noch eingehend behandelt
wird.

Im Reglerzustand approach ist der Sollwertparameter x7(¢) auf den initialen (letzt-
endlich gewiinschten) Sollwert 0 geschaltet. Der Startpunkt ((0), z(0)) liege im Innern
von G. StoBt die Systemtrajektorie (x(t),z(t)) auf den Gebietsrand 0G, so wird mit-
tels der Zustandsiibergangsaktion act(1) der Sollwertparameter z7i(t) sowie kq(t) aus
den Vorgéngerwerten der Reglerparameter kq; 1 und z7j, ; sowie aus dem Systemzu-
stand (, z) mittels einer, im Folgenden noch ndher zu bestimmenden vektorwertigen
Funktion (z};, k4:) = p(x, 2, ka1, 77;_,) so berechnet, da§ die Systemtrajektorie am
Gebietsrand 0G ins Gebietsinnere reflektiert wird. Da in diesem Abschnitt, getrennt vom
Invarianzproblem, zunéchst nur das Problem der asymptotischen Stabilisierung des li-
nearen Teilsystems betrachtet wird, wird die Schaltstrategie zum Invarianthalten von G
sowie die Funktion p(-) erst im folgenden Abschnitt 3.2.3 néher erldutert, und es werden

hier nur die fiir asymptotische Stabilitét notwendigen Eigenschaften an p(-) formuliert:
e Fiir den Sollwertparameter z7 ; gelte die Ungleichungsbedingung
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3.2 Invarianzreglerentwurf fiir Rang-2-Systeme

e Fiir die Geschwindigkeitsverstirkung kq(t) soll die Bedingung
ka(t)> — 4k, >0 (3.55)
zum aperiodischen Einschwingen des linearen Teilsystems erfiillt sein.

Durch das Umschalten des Sollwertparameters z3(t) in der Zustandsiibergangsaktion
act(1) auf den aktuellen, von null verschiedenen Wert von x4(t), wird das bis dahin ex-
ponentielle Einschwingen zum Ursprung hin, an einem neuen, voriibergehend giiltigen
Sollwert x7(t) # 0 gestoppt. Falls die Trajektorie (x(t), 2(t)) wéhrend des Einschwing-
vorgangs auf diesen neuen Sollwert z7(t) # 0 erneut an den Gebietsrand 0G mit einer
von null verschiedenen Geschwindigkeit xo(t) stoBt, werden mittels der Zustandsiiber-
gangsaktion act(2) nochmals der Sollwertparameter z73(t) sowie die Geschwindigkeits-
verstiarkung k,(t) angepafit und damit verhindert, dafl die Trajektorie G verlaft.

Wie spater noch genauer erkléart wird, kann das Gebiet G nur unter der Voraussetzung
invariant geregelt werden, dafl die Geschwindigkeit x(t) das Vorzeichen nicht wechselt.
Um dies zu garantieren, wird bei der Detektion eines Nulldurchgangs von x5(¢) mittels
der Zustandsiibergangsaktion act(3) der Sollwertparameter z7(¢) auf den momentanen
Wert von x1(t) geschaltet, wodurch die Bewegung des geregelten linearen Teilsystems
instantan zum Stillstand kommt und ein Vorzeichenwechsel der Geschwindigkeit x(t)
verhindert wird.

Bis zum Erreichen von xy C R" verbleibt der Regler im Wartezustand wait und geht
dann in den Zustand approach iiber, bei dem auf den urspriinglichen Sollwert x73(t) = 0
und die urspriingliche Geschwindigkeitsverstéarkung k,(t) = kqo zuriickgeschaltet wird.
Fazit: Diese Schaltstrategie erzielt asymptotisch stabiles Einschwingen des geregelten
linearen Teilsystems mit der zusdtzlichen Freiheit, den Einschwingvorgang des geregelten
linearen Teilsystems in bestimmten Bereichen des Zustandsraums durch Ubergang zum
Reglerzustand wait unterbrechen zu koénnen. Diese Freiheit wird im Folgenden dazu

geniitzt, das Gebiet G invariant zu halten.

Satz 3.3 Das lineare Teilsystem (3.46)-(3.47) sei mit dem geschalteten PD-Regelgesetz
(3.50) sowie dem Schaltalgorithmus aus Abb. 3.8 und Tabelle 3.2 geregelt. Das Gebiet x

sei so gewdhlt, dafi der Reglerzustand approach eine endliche Aufenthaltsdauer besitzt.
Falls der Startpunkt (x1(0),22(0)) die Bedingung

mit X" = —kg0/2—((kao/2)” —k,)V/? und ohne weitere Beschrinkung der Allgemeinheit
x1(0) < 0 erfillt, gelten die folgenden Aussagen:
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i) Die Geschwindigkeit xo(t) des geregelten linearen Teilsystems ist stets positiv.
ii) Das geregelte lineare Teilsystem (3.46)-(3.47) ist asymptotisch stabil.

Der Beweis wird in Anhang B.8 gefiihrt.

3.2.2 Existenzbedingungen fiir Invarianzregler

Die Invarianzbedingung (2.41) folgt mit der zeitlichen Ableitung von ®(x, z) zu

X2

d=Vo,T P +<@Tg _|_7> (kp (2] (t)—x1)—kqy(t) ZL‘Q) <0 V(x,z) € 0G . (3.57)

0z

Daraus erkennt man, dafl mit

O, T

sign {8_z g+ >0 V(x,z)edg, (3.58)

xg > 0 und 27(t)—x; > 0 durch Erhohen von k4(t) sowie durch Herabsetzen von xj(¢)
die Invarianzbedingung (3.57) erfiillt werden kann. Wiirde (3.58) nicht zutreffen, miiite
kq(t) reduziert werden, so daB ® < 0 moglicherweise negative Werte fiir kq(t) erfordern
wiirde und damit asymptotische E-/A-Stabilitét verletzt wire. Es handelt sich also bei
(3.58) um die sign-matching Bedingung aus Satz 2.3 b), die einen Konflikt zwischen
den Regelzielen der Invarianz von G und asymptotischer E-/A-Stabilitdt verhindert.
Analog zur Berechnungsvorschrift (3.27) aus Abschnitt 3.1.3 kann durch Maximierung
der Giitefunktion o(x, z) = ¢ ‘8@0(351, 2)/0z" g(x, z)| gemiB

v = maxo(x, z)
(@2) (3.59)
u. d. N. ®(zq1,2) +o(x,2)22=0

mit einer Konstanten 9 > 1 eine untere Schranke ~* fiir v so ermittelt werden, daf} die
Ungleichungsbedingung (3.58) erfiillt ist.

An dieser Stelle wird klar, warum mittels der speziellen Parameterschaltstrategie des
PD-Regelgesetzes aus Abschnitt 3.2.1 garantiert werden muf; dafl z5(¢) das Vorzeichen
nicht wechselt. Lage zum Beispiel periodisches Einschwingen des PD-geregelten Dop-
pelintegrators vor, so konnte beim Nulldurchgang der Geschwindigkeit x5 () # const = 0
durch VergroBern des Werts von ky(t) die Invarianzbedingung (3.57) nicht garantiert

werden.
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Des Weiteren ist aus (3.57) ersichtlich, daB fiir 25 = const = 0 die eingangs formu-
lierte Nichtanstiegsbedingung (3.52) an ®; notwendig ist. Damit ist die noch fehlende
Bedingung a) aus Satz 2.3 erfiillt und es existiert eine Parameterschaltstrategie so, daf
das geschaltete PD-Regelgesetz ein Invarianzregelgesetz darstellt.

Wie im Beweis von Satz 3.4 gezeigt wird, verhindert die spezielle Schaltstrategie von
xi(t) und k4(t) ein gleichzeitiges Auftreten von zo = 0 und (x, z) € 0G. Daher ist die
Forderung aus Satz 2.3 a) nach einer offenen Umgebung (hier von x5 = 0) nicht notwen-
dig. Dies erkldrt auch das Wegfallen der zweiten Nebenbedingung aus (3.27) verglichen
mit (3.59).

3.2.3 Schaltstrategie fiir die Reglerparameter

Die Reglerparameter k4(t) und z7(t) werden am Gebietsrand 0G gemés

ka(t; <t <tiy1) =k

e (3.60)
.Z'T(tz <t< ti+1) = .fl?ii

geschaltet und sind damit stiickweise konstant. Dabei werden die Schaltzeitpunkte mit
ti = ®(t;) = 0 bezeichnet und die im vorangegangenen Abschnitt bereits erwdhnte

vektorwertige Funktion p(x, z, 27, 1, kai—1) = (27 ;, kq;) ist durch

T],; =max O (t;, —pmax, kai-1), xl(ti)] (3.61)
kay =07 (¢, —d™™, ;) (3.62)

definiert. Dabei bezeichnet &~ (t;, —d™, kqi—1) die nach x7} aufgeloste Umkehrfunktion
von ®(-, x%) = —d™> und d~1(¢;, —@max,xii) die nach k; aufgeloste Umkehrfunktion
von ®(-, kg) = —®™*_ Anschaulich bedeuten diese Berechnungsvorschriften, dafi beim
Auftreffen der Trajektorie auf G zunéchst der Parameter k,4(t) unverédndert bleibt und
% (t) mittels (3.61) so berechnet wird, daB (x, z, ka(t) = kgi_1, 25 (t) =17,;) unter Ein-
haltung der Nebenbedingung (3.54) mdoglichst den Wert —®max grreicht. Mit dem neu
berechneten Sollwertparameter z7,; wird nun ein Wert fiir ® ermittelt. Falls aufgrund
der Nebenbedingung (3.54) fiir 27 ; dieser Wert von ® noch grofer als die zuliissige obe-
re Schranke —®™* ist, wird in einem zweiten Schritt der Dampfungsparameter kg; in
(3.62) entsprechend weit hochgesetzt.

Mit (3.61)-(3.62) wird garantiert, dafl die robuste Invarianzbedingung (2.33) einge-
halten wird. Wie in Abschnitt 2.3.2 bereits erkliart wurde, kann durch Erhohen des
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3 Zwei spezielle Entwurfsverfahren fiir Invarianzregler

positiven Parameters ™ > 0 die Invarianzbedingung robust gegeniiber Parameterper-
turbationen gemacht werden. Damit 148t sich der folgende Satz zur Invarianzregelung

unteraktuierter Rang-2-Systeme formulieren:

Satz 3.4 Gegeben sei eine Funktion g, die die Abstiegsbedingung (3.52) erfullt und
mit v = v* aus (3.59) gemdfS der Gebietsdefinition (3.51) ein Zustandsraumgebiet G be-
stimmt. Des Weiteren sei ein geeignetes Riickschaltgebiet x bekannt. Es wird das mit dem
schaltenden PD-Regelgesetz (3.50) geregelte Gesamtsystem (3.46)-(3.48) betrachtet. Die
stiickweise konstanten Reglerparameter kq(t) und x73(t) seien mittels des hybriden Reg-
lerautomaten aus Abb. 3.8 und Tabelle 3.2 sowie der Berechnungsvorschrift (3.61)-(3.62)
berechnet. Der Startpunkt (x(0),z(0)) liege in G\ OG und erfiille die Anfangsbedingung
(3.56) sowie ohne weitere Beschrinkung der Allgemeinheit x1(0) < 0. Des Weiteren
erfille der initiale Wert kqo die aperiodische Einschwingbedingung (3.55). Dann gilt:

i) Das Gebiet G ist positiv invariant.

ii) Das geregelte lineare Teilsystem ist asymptotisch stabil.

Der Beweis wird in Anhang B.9 gefiihrt.

3.2.4 Entwurfsschema

Dem Entwurfsschema in Tabelle 3.3 wird eine eingangsnormalisierte Normalenform (d. h.
g(x, z) = 0), eine lokal begrenzte Nulldynamik (Systemannahme 2) sowie die Kenntnis
eines geeigneten Riickschaltgebiets y vorausgesetzt. Das Invarianzregelgesetz wird wie in
Abb. 3.9 gezeigt implementiert. Wie beim Verfahren aus Abschnitt 3.1.6, werden auch
hier wieder ideale Verhéltnisse hinsichtlich der Reglerrealisierung und Zustandsschitzung
vorausgesetzt.

Wie in Anmerkung 3.3 erklért, kann das Verfahren auf Normalenformen in nicht-ein-

gangsnormalisierter Form erweitert werden. Daher liegen die Grenzen der Anwendbar-

keit hauptséchlich in der Ermittlung des Riickschaltgebiets x sowie der Funktion ®.
Zusétzlich sind die in Abschnitt 3.1.6 erlauterten Probleme bei der Reglerrealisierung

auch im vorliegenden Fall zu beachten.
Anmerkung 3.3 Fulls das System in nicht-eingangsnormalisierter Normalenform vor-

liegt, d. h. falls g(x,z) # 0 gilt, muf gemdf (3.59) eine Optimierung zur Bestimmung

einer unteren Schranke v* fiir v durchgefiihrt werden.
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Tabelle 3.3: Entwurfsschema eines Invarianzreglers fiir Rang-2-Systeme.

Schritt 1 Bestimmung eines geeigneten Invarianzgebiets:

A. Eine implizite Losung I'(x1,2) = 0 einer stabilen Phasenbahn
der Nulldynamik (3.53) liefert eine geeignete Funktion ®, mittels
Oo(z1,2) = [(xy, 2).

B. Alternative: Falls die analytische Berechnung einer stabilen Phasen-
bahn zu aufwendig ist, bestimme eine Ljapunov-Funktion V' (z1, z) fir
den stabilen Teil der Nulldynamik (3.53). Daraus folgt eine geeignete
Funktion ®y(z,2) = V(xy,2) — C. Die Konstante C' > 0 mufl dabei
so gewéhlt werden, dafl auf der Konturfliche {(z1, 2)| V(z1,2) = C}
die Bedingung V' < 0 gilt. Falls das System minimalphasig ist, kann
C' beliebig grol gewahlt werden. Andernfalls ist der Wert von C' nach
oben hin beschrankt.

Aufgrund der vorausgesetzten eingangsnormalisierten Normalenform
kann fiir v > 0 ein beliebiger positiver Wert gewihlt werden. Damit
ergibt sich die Invarianzfunktion geméf (3.51) zu ® = &y + vy x5. Zur
Wahl von ~ vergleiche auch Anmerkung 3.4.

Schritt 2 Wéhle ¥ > 1 und k, > 0. Daraus berechnet sich der Anfangswert von
kq(t) fiir aperiodisches Einschwingen geméf (3.55) zu kg9 = 29 \/k,.

Schritt 3 Finde ein passendes Riickschaltgebiet x durch einen Bereich des Zu-

standsraums

i) innerhalb dessen die Invarianzfunktion ¢ lokal eine Ljapunov-

Funktion fiir das Gesamtsystem darstellt,

i1) das von allen Phasenbahnen der Nulldynamik (3.53) nach end-

licher Zeit durchlaufen wird.

Schritt 4  Ein Invarianzregelgesetz folgt aus dem hybriden Reglerautomaten aus
Abb. 3.8 zusammen mit der Zustandsiibergangstabelle 3.2 und den
Berechnungsvorschriften (3.61)-(3.62).

Anmerkung 3.4 Fin groffer Wert von v bewirkt qualitativ, daf bei bereits kleinen Ge-

schwindigkeiten xo die Trajektorie auf den Gebietsrand 0G stofit und daher der exponen-
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Schaltender Invarianzregler

Geschalteter PD-Regler:| ' u | E-/A-Linearisierung: | g | Regelstrecke: 3
u=ky (@ —m) —kawa || A= (u—b(§)/al6) [T|é=F+ga
fap (OB EAQ

Hybrider Reglerautomat:
ka(t) = kag, z1(t) = 27

Y

Yy

(x,2) | Normalenform Koord.-Transf.:

(z,2) = ¥(¢)

Abbildung 3.9: Signalflufplan des geregelten Rang-2-Systems. Es werden idealisierte
technische Verhéltnisse hinsichtlich der Reglerrealisierung und Zustandsmessung vor-

ausgesetzt.

tielle Einschwingvorgang des linearen Doppelintegratorsystems unterbrochen wird. Daher
entstehen nur kleine Werte fiir die virtuelle Steuergrdfie u und es kénnen tendenziell
Stellgrifsenbeschrinkungen durch Vergriofsern von ~ mitberiicksichtigt werden. Verklei-
nert man hingegen den Wert von vy, so vergrofiern sich die notwendigen Stellgrifien
und das Invarianzgebiet G dehnt sich weiter aus. Fine genaue Bericksichtigung von
Stellgrifsenbeschrinkungen erfordert jedoch micht nur eine Betrachtung der virtuellen
Steuergrofie u, sondern auch der tatsdchlichen Steuergrdfie u aus der Normalenform-
Riickfihrlinearisierung. Im Allg. zieht jedoch eine betragsmdflige Vergrifferung von u

auch eine betragsmajige Vergrofierung von u nach sich.

Zusammenfassung und Bewertung

Basierend auf den in Kapitel 2 formulierten, allgemeinen Existenzbedingungen fiir Inva-
rianzregler wurden in diesem Kapitel zwei Entwurfsverfahren fiir Invarianzregler vorge-
stellt. Dabei wurde fiir beide Regler zunéchst ein schaltendes Regelgesetz fiir das lineare
Teilsystem entwickelt, das trotz Schalten bestimmter Reglerparameter zu beliebigen Zeit-
punkten asymptotische bzw. exponentielle Stabilitidt des geregelten linearen Teilsystems
garantiert. Die mit dem Schalten der Reglerparameter gewonnene Freiheit ermoglicht
den Einsatz einer Schaltstrategie fiir die Reglerparameter, mit der neben den geforderten
Stabilitiatseigenschaften des geregelten linearen Teilsystems die Invarianzbedingung ein-
gehalten werden kann. Mit diesen Regelgesetzen wird das E-/A-Verhalten asymptotisch
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Zusammenfassung und Bewertung

bzw. exponentiell stabilisiert und zusétzlich die interne Dynamik beschriankt gehalten,
so dafl damit systematische Verfahren zur Invarianzregelung vorliegen.

Dabei eignet sich der im ersten Teil dieses Kapitels préasentierte dissipativitétsbasier-
te Invarianzregler besonders fiir Systeme mit global begrenzter Nulldynamik, da hier
das Invarianzgebiet beliebig grof§ gewéhlt werden kann. Im Fall nur lokal begrenzter
Nulldynamik hingegen, kann sich das Invarianzgebiet auf einen kleinen Bereich um den
Gleichgewichtspunkt reduzieren. Das damit verbundene Problem eines moglicherweise
zu geringen Einzugsbereichs wurde mit dem im zweiten Teil des vorliegenden Kapitels
hergeleiteten Invarianzreglers fiir die Unterklasse der Rang-2-Systeme entschérft. Die
Besonderheit dieses zweiten Invarianzregelungsverfahrens besteht darin, die Konvergenz
des geregelten, linearen Teilsystems in bestimmten, fiir Invarianz ungiinstigen Regio-
nen, anzuhalten. Erst wenn die Systemtrajektorie der Nulldynamik einen fiir Invarianz
giinstigen Zustandsraumbereich erreicht hat, wird die Konvergenz fortgesetzt. Dies wird
durch die speziellen dynamischen Eigenschaften des bei Rang-2-Systemen vorliegenden
Doppelintegratorsystems ermoglicht. Eine Erweiterung auf Systeme hoheren Rangs ist
prinzipiell moglich und erfordert die weitere Erforschung der mit schaltenden Regelge-
setzen geregelten Dynamik von r-fach-Integratorsystemen.

Vergleicht man die beiden Invarianzregler mit Ljapunov-basierten Regelgesetzen, so
stellt man fest, dafl sowohl bei Invarianzreglern als auch bei Ljapunov-Reglern eine Funk-
tion mit bestimmten Abstiegseigenschaften entlang der Systemtrajektorie der Nulldy-
namik gefunden werden mufl. Wihrend jedoch eine Ljapunov-Funktion im gesamten
n-dimensionalen Zustandsraum diese Abstiegseigenschaften erfiillen muf}, ist dies fiir ei-
ne Invarianzfunktion nur auf einem reduzierten Bereich des Zustandsraums notwendig.
Verglichen mit Ljapunov-basierten Reglern erfordern die hier vorgestellten Invarianzre-
gelgesetze daher einen geringeren Entwurfsaufwand.

Der Hauptaufwand und damit die Grenzen der beschriebenen Verfahren liegen in der
Generierung geeigneter Invarianzgebiete. Dafiir ist derzeit die Kenntnis einer Ljapunov-

dhnlichen Funktion auf einem reduzierten Teil des Zustandsraums notwendig.
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4 Invarianzregelung eines
unteraktuierten Roboters

Das im vorangegangenen Ka-

pitel vorgestellte Entwurfsver-
fahren fiir Invarianzregler von
Rang-2-Systemen wird nun am
Beispiel des in Abb. 4.1 skiz- 01
zierten, unteraktuierten Ro-
boters R2D1 (Rotations-Frei-
heitsgrade: 2, Drive: 1) ange-

I \ T Winkelgeber

\

Direktantrieb (Mega-Torquer)

i ) 4‘/ —a_ mit integriertem Winkelgeber
probt. Dabei handelt es sich '

um einen zweiarmigen SCARA- Abbildung 4.1: Schematischer Aufbau von R2D1.
Typ-Roboter, bei dem nur das

wendet und experimentell er-

erste Gelenk angetrieben ist. Die Bewegungsebene der Roboterarme kann gegeniiber dem

Erdschwerefeld mit Gravitationsvektor um einen Inklinationswinkel @ von bis zu

9grav
—45° geneigt werden.

Artverwandte Roboter sind der Acrobot [23], bei dem nur das zweite Gelenk angetrie-
ben ist und die Rotationsebene parallel zum Gravitationsfeld steht (Fall: « = —90°), das
als Pendubot bezeichnete rotierende invertierte Pendel [24], bei dem nur das erste Gelenk
angetrieben ist und die Rotationsebene wieder parallel zum Gravitationsfeld steht, oder
das gyroskopische Pendel [25], bei dem anstatt eines zweiten Arms eine angetriebene
Schwungscheibe montiert und der erste Arm nicht angetrieben ist. Bei diesen unter-
aktuierten Robotern besteht das Regelziel hiufig in der Uberfithrung der nach unten
gerichteten, stabilen Gleichgewichtslage der Gelenke, in die nach oben gerichtete, insta-

bile Gleichgewichtslage sowie deren dortige, lokale Stabilisierung. Dabei kommen meist
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4 Invarianzregelung eines unteraktuierten Roboters

energiebasierte Verfahren zum Einsatz, die jedoch einen minimalphasigen Systemaus-
gang voraussetzen. Ein solcher minimalphasiger Systemausgang ist bei den genannten
Systemen der Gelenkwinkel des angetriebenen Gelenks. Dies setzt jedoch voraus, dafl
man die vom nichtangetriebenen Gelenkwinkel verursachte interne Dynamik auch dann
als stabil ansieht, wenn das nichtangetriebene Gelenk mit beschrinkter Winkelgeschwin-
digkeit in eine Richtung weiterdreht und damit der nichtangetriebene Gelenkwinkel nur
modulo 27 gezéhlt begrenzt ist.

In den meisten technischen Anwendungen ist jedoch der Systemausgang als Teil der
Aufgabenstellung fest vorgegeben und kann daher nicht immer als minimalphasig voraus-
gesetzt werden. Daher geht es bei der hier betrachteten Regelung fiir R2D1 um die beziig-
lich Gesamtsystemstabilitdt anspruchsvollere Regelungsaufgabe, den nichtminimalpha-
sigen Systemausgang in Form des nichtangetriebenen Gelenkwinkels lagezuregeln und
dabei die vom ersten Gelenk erzeugte, grofitenteils instabile interne Dynamik stabil zu
halten. Dabei handelt es sich um ein Standardproblem der Regelung unteraktuierter
Rang-2-Systeme, fiir das die Regelung von R2D1 représentativ durchgefiihrt wird. Tech-
nisch relevante Anwendungsbeispiele sind z. B. Senkrechtstarter, Gasturbinen, Laufkat-

zen, Transport von Fliissigkeiten und Bahnregelungen nicht-holonomer Roboter.

4.1 Modellierung

Das dynamische Modell von R2D1 ist durch
M(0)6+n(0,8) +g*(0) +r(0) =T (4.1)

gegeben, mit den Gelenkwinkeln @ = [0 0,]7, den Antriebsmomenten T = [1; 7|7, Krei-
selmomenten n(0, ) = [ny ny]”, Gravitationsmomenten! g*(8) = [¢¢ ¢5], Reibungs-
momenten? 7*() = [ 73]7 und der Massenmatrix M () = [m,;] > 0. Da das zweite
Gelenk nicht angetrieben ist, gilt 75(¢) = 0. Fiir R2D1 ergeben sich die dynamischen Pa-
rameter in (4.1) mit gy als Betrag der Erdbeschleunigung sowie den zusammengefafiten

Systemparametern

A:m1l31+m2(l12+l32)+11+12 B:mglllcg
C=go(mila +maly) D = gomaleo

!Der hochgestellte Stern * dient zur Unterscheidung des Gravitationsmoments vom Einkoppelvektor-
feld der Normalenform.
2Der hochgestellte Stern * dient zur Unterscheidung der Reibmomente vom Fehlervektor.
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4.1 Modellierung

zu
my; = A+ 2B cos by n, = —DB (022 +26, 02) sinfy g5 = —Dsin« sin (6;+6)
Mis = Moy = Moo+ B coslty ng = B@f sin 6 9] = g5 — C'sina sin 6y

2
Moo — m2l02+12 .

Die geschétzten physikalischen Parameter sowie die zusammengefafiten Systemparameter
sind in Tabelle 4.1 und 4.2 in normierten Einheiten angegeben. Dabei sind die Inertia
I, I5 der beiden Roboterglieder beziiglich der Schwerpunkte [.1, l.o der jeweiligen Glieder
angegeben, sieche Abb. 4.1. [; bezeichnet die Lénge des ersten Glieds, m; und my die

jeweiligen Massen.

Tabelle 4.1: Geschétzte physikalische Parameter von R2D1 in normierten Einheiten.

L ler lea 5L I, ma mo

0.3 ] 0.1541 | 0.0845 | 0.1309 | 0.1083 | 7.315 | 6.185

Tabelle 4.2: Geschitzte, zusammengefafite Systemparameter in normierten Einheiten.

A B C D M2
1.01378 | 0.15680 | 29.2621 | 5.12742 | 0.15244

Ein aus Experimenten geschétztes, viskoses und statisches Reibungsmodell fiir die

Gelenke von R2D1 wurde fiir das erste Gelenk in der Form
i = by 6) + sign[d,] <01 + (a1 — 1) e~ ‘01‘) (4.2)

und fiir das zweite Gelenk in der Form r} = as sign[ég] + by 92 angenommen. Dabei sind
die viskosen Reibungsparameter zu b; = 0.1606, b, = 0.0046, die Gleitreibungspara-
meter zu ¢; = 2.25, as = 0.0860, sowie die Haftreibungsparameter des ersten Gelenks
zu a; = 2.500 mit d; = 0.1 geschétzt. Die Vorzeichenfunktion erfiillt dabei die Bedin-
gung sign[0] = 0. In den damit durchgefiihrten Experimenten zeigte sich, daf aufgrund
schwankender Luftfeuchte und Temperatur trotz des erweiterten Reibungsmodells (4.2)
die Haftreibungseffekte tagesabhéngig sind und nur mit einem groflen Fehler kompensiert
werden konnen.
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4 Invarianzregelung eines unteraktuierten Roboters

4.2 Regelziele und Normalenform

Abhéngig von Systemkonfiguration und Regelziel ergeben sich bei R2D1 unterschiedliche
Stabilitdtseigenschaften. Mit Brocketts notwendigen Stabilisierungskriterien [73] kann
gezeigt werden, dafl R2D1 im horizontal ausgerichteten Fall (o = 0°) nicht durch ste-
tig differenzierbare Regelgesetze auf einzelne Gleichgewichtspunkte stabilisiert werden
kann [1,5,51,116]. In Abb. 4.2 sind Phasenportrits der Nulldynamik fiir einen Sollwin-
kel 05 = 45° und Neigungswinkel von (a): & = —30° und (b): a = 0° skizziert. Man

2 0 2. a4

10

o=

delldt
o
de /dt

-10

Abbildung 4.2: Nulldynamik von R2D1 fiir #5 = 45° und zwei Neigungswinkel: (a) o =
—30°, (b) a = 0°.

erkennt daraus, dafl im Fall a = 0° die Nulldynamik fiir die Lageregelung des zweiten
Gelenks keine endlich ausgedehnten stabilen Bereiche besitzt. Systemannahme 2 ist also
nicht erfiillt, so dafl keine fluchtpunktfreien Invarianzgebiete existieren. Daher ist die-
ser Betriebsfall fiir die hier behandelte Invarianzregelung nicht geeignet und es wird im
Folgenden nur der mit &« = —30° geneigte Fall betrachtet, bei dem Systemannahme 2
aufgrund der gegebenen Stabilisierbarkeit erfiillt ist. Das hier betrachtete Regelungspro-
blem verfolgt die beiden Ziele:

e Positionsregelung des zweiten Gelenkwinkels 05 auf einen konstanten Sollwinkel 65,

d. h. mit einer Ausgangsfunktion y = 65

lim y(t) = 6;

t—00
e Begrenztheit der Dynamik des ungeregelten ersten Gelenks.

Dazu werden zunéchst die Systemzustinde gemafl & = (6, 0,05, 92) umbenannt, so dafl

System (4.1) in die Form (2.9) eines Zustands-Dgl.-Systems erster Ordnung

£=f(&)+g(&)7 (4.3)
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4.2 Regelziele und Normalenform

mit dem Drift- und Einkoppelvektorfeld

& | M| 0

f(f) _ |M|_1 —mMmag (N + g1 +71) + Mz (N2 + go + 12) L g(e) = |M|_1 oy
€4 | M| 0

—miq (ng + g2 + 7’2) + M2 (n1 + %1 + 7’1) —MmM19

sowie der Determinanten der Massenmatrix [ M| = mgy A—mgy2—B? (cos &3) * iiberfiihrt
wird. Fiir den Systemausgang gilt ¥ = &3 = h(&) mit einem Sollwert &5 = 65. Um eine
eingangsnormalisierte Normalenform fiir diese Ausgangsfunktion zu erhalten, wird eine

Koordinatentransformation geméf (2.12) und (2.13) mit

53 Z9

- ?4 ) 7 vl_|® + 12 G2/ ga(1) (4.4)
§2—& 92/94(53) T
S T2

angewendet. Die zur eingangsnormalisierten Normalenform notwendige Riickfiihrlinea-
risierung (2.15) folgt mit a(§) = LzL;h(£§) und b(§) = L%h(é) gemaB (2.14). Auf das

System (4.3) angewendet, ergibt sich die eingangsnormalisierte Normalenform

L'Ulzﬂfg

Z}l - q3(w7 Z)

(
To =1 (
(
(

22 = 94(33; Z)

mit ¢; = Ly W;, 1 € {3,4}.

Die Riickfiihrlinearisierung (2.15) ist nur fiir a(§) = —m2(&3)/|M (&3)] # 0 definiert,
woraus sich mit den dynamischen Parametern aus Tabelle 4.2 ein Giiltigkeitsbereich
fir & = 65 von |6] < 166° ergibt. Physikalisch interpretiert bedeutet dies, dafi bei

0, = 166° das verkoppelnde, nicht-Diagonalelement mi(6;) der Massenmatrix zu null

,21].

Anmerkung 4.1 Fir die Koordinatentransformation (4.4) wurde das System der bei-
den partiellen Differentialgleichungen LyW; = 0, i € {3,4} geldst, das sich fiir R2D1 in

der einfachen Form
¥y OV
%6 G M2
U, OV
e ger| |maz(&)

wird und damit keine starke inertiale Verkopplung mehr vorliegt |
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4 Invarianzregelung eines unteraktuierten Roboters

darstellt. Die sich aus der Losung ergebenden neuen Koordinaten z, und zs kénnen
wie folgt physikalisch interpretiert werden: Die Koordinate zo = & = 01 bezeichnet
den Winkel des ersten Gelenks; die Koordinate zy = & — &4 Go/Ga bezeichnet den durch

—gs = —mia geteilten, verallgemeinerten Impuls py, der sich beim Hamilton-Ansat??®
Pl 0 _ | map &2 _ |mu §1— Gaa
D2 0 mis Mag| |&4 —G182 + G264

Der Vorteil der eingangsnormalisierten Normalenform ist, daf die virtuelle Steuergrofie
u die interne Dynamik (4.7)-(4.8) nicht beeinfluit, womit sich die in Abschnitt 3.2.4

bereits erwéhnte Vereinfachung im Reglerentwurf ergibt (sieche auch Anmerkung 3.3).

gemdpf

berechnet.

Eine methodische Erweiterung des hier verwendeten speziellen Ansatzes zur Berechnung
eingangsnormalisierter Normalenformen fiir eine Klasse unteraktuierter mechanischer

Systeme ist in [50] ausgearbeitet.

4.3 Invarianzregelung im Nominalfall

Im Folgenden wird fiir R2D1 das in Abschnitt 3.2 vorgestellte Entwurfsverfahren fiir In-
varianzregler angewendet und experimentell erprobt. Um die prinzipielle Wirkungsweise
des Invarianzreglers zu erkldren, werden die vorhandenen, geringen Parameterschétzfeh-

ler zunéchst nur mittels einer konservativen Abschétzung beriicksichtigt.

4.3.1 Entwurf eines Invarianzreglers

Dem Synthesealgorithmus aus Tabelle 3.3 folgend, wird in diesem Abschnitt schrittweise

ein Invarianzregler fiir R2D1 entworfen:

Schritt 1:

Eine Invarianzfunktion ist nach (3.51) mit
o = @0(271,21,22) +’}/l’2 (49)

gegeben. Dabei kann eine Funktion @, die die Nichtanstiegsbedingung (3.52) erfiillt,
gemafl Punkt A. von Schritt 1 durch Losen der Phasenbahn-Dgl. der Nulldynamik von

3Siche [20] S. 352, GL. (12.15).
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4.3 Invarianzregelung im Nominalfall

(4.5)-(4.8) ermittelt werden. Wie in [116] gezeigt, ergibt sich die Nulldynamik nach

einigen elementaren Rechenschritten mit 1 = 27 = const, zo = 0 und v = 0 zu

ny(2e, 27) + g5 (22, 27)

(@) (4.10)

B = —

Dabei ist zu beachten, dafl wegen x5 = 0 fiir die Zustandsvariablen der internen Dynamik
nach (4.4) die Bedingungen z; = 91, 29 = 01 gelten. In Anhang D wird eine implizite
Losung der Phasenbahnen (z1, z5) der Nulldynamik (4.10) fiir ein konstantes z; = z7

mit
T= 22— eyai, ) e B0 (240 () ey(a7) sin(af + 20+ p(a}) =0 (4.11)

berechnet, wobei die Hilfsfunktionen ¢;(-), ¢(-) und der konstante Gebietsparameter
p € (0;m) in Anhang D beschrieben sind. Bedingung (3.52) ist daher mit der Wahl
®y =TI wegen

O%o(ri 2)" [qz”((ﬂ’o)’z)] =0 fiir Bp(a],2) =0 A 23=0 (4.12)
(M((:CI,O),Z)

erfiillt. Dabei stellt p ein Maf
fiir den Abstand des Gebiets-
rands {®, = 0} von der
Separatrix der Nulldynamik
dar. So stimmt der Gebiets-
rand 0G fiir 4 = 0 auf der
Fldache der Nulldynamik mit

der Separatrix iiberein. Fiir

@ — m nihert sich der Ge-
bietsrand gegen den stabilen

Gleichgewichtspunkt an, d. h.

das Gebiet verjiingt sich zu ei-

ner Gleichgewichtspunktgera-
den. In Abb. 4.3 ist der durch
{®y = 0} definierte Gebiets-
rand fiir = 0.5 gezeigt. Wie

Abbildung 4.3: Darstellung von {(z1, z)| ®o(z1,2) = 0}
mit 4 =0.5. Zusatzlich ist das Phasenportrat der Null-
dynamik aus Abb. 4.2 (a) fir 21 =7/4 eingezeichnet.

man an dem zusétzlich eingezeichneten Phasenportriat der Nulldynamik fiir z; = 7/4
erkennt, besteht {(x1, z)| ®o(x1,2)=0} aus stabilen Trajektorien der Nulldynamik.
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4 Invarianzregelung eines unteraktuierten Roboters

Da es sich bei System (4.5)-(4.8) um eine eingangsnormalisierte Normalenform han-
delt, kann v > 0 frei gewahlt werden. Wie bereits in Anmerkung 3.4 erwahnt, fiithrt ein
hoherer Wert von 7 tendenziell zu niedrigeren virtuellen, und damit auch tatséchlichen
Stellgroflen. Ein erhohter Wert von v bewirkt jedoch auch, daf§ bei bereits niedrigen
Werten der Zustandsvariablen xy = 91 die Invarianzfunktion ® den Wert Null annimmt
und daher nur geringe Einschwinggeschwindigkeiten erreicht werden. In Experimenten
hat sich die Wahl v = 0.5 in diesem Sinne als ein guter Kompromif§ zwischen den verfiig-

baren Stellamplituden und der erzielten Ausdehnung des Invarianzgebiets G erwiesen.

Schritt 2:
Die Reglerparameter sind zu k, = 180 und kqo = 2+/180 + 1 (das Addieren von 1

impliziert ¥ =1.037 > 1) gewé&hlt, wodurch aperiodisches Einschwingen gewéhrleistet ist.

Schritt 3:
Das Riickschaltgebiet x wurde in Experimenten zu einer Umgebung

{(z1,29)] 0<29<6, —m—a} <z <—zj} fallsz] >0

X:
{(z1,22)] 0> 29> =0, —a7 <z <m—2zi} fallsz] <0

ermittelt, wobei J eine beliebig kleine positive Konstante ist. Grundlage dieser Wahl von
x war die in Experimenten und Monte-Carlo-Simulationen durchgefiihrte Beobachtung,
daf3 das asymptotische Einschwingen des zweiten Gelenkwinkels auf seinen Sollwert z7j
im Zustandsraumbereich y nicht zu einer instabilen internen Dynamik fiihrte. D. h.
innerhalb von y stiefl die Gesamtsystemtrajektorie trotz asymptotischer Konvergenz des

zweiten Gelenkwinkels nie auf den Gebietsrand 0G.

Schritt 4:

Als Invarianzregler wird das geschaltete PD-Regelgesetz (3.50) verwendet, wobei sich
die Schaltparameter x7(t) und ky4(t) aus dem hybriden Reglerautomaten aus Abb. 3.8
zusammen mit Tabelle 3.2 und der Berechnungsvorschrift (3.61)-(3.62) ergeben.

Zur experimentellen Einsetzbarkeit waren die folgenden Modifikationen des nominalen

Invarianzreglers notwendig:

e Die physikalischen Parameter von R2D1 wurden so identifiziert, dafl sich ohne Haft-
reibungseffekte eine gute Ubereinstimmung zwischen dem Trajektorienverlauf der
Simulation und dem Experiment ergab, [115]. Aufgrund nur ungenau modellierba-

rer Haftreibungseffekte sowie einer mit Restfehlern behafteten Parameteridentifika-
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4.3 Invarianzregelung im Nominalfall

tion besteht jedoch immer eine Grundunsicherheit in den angenommenen System-
parametern, weshalb zur experimentellen Validierung die Invarianzregelung Ro-
bustheitseigenschaften besitzen mufl. Daher wurde fiir die Berechnungsvorschrift
(3.61)-(3.62) der Schaltparameter k4(t) und 27 (t) der fiir Robustheit verantwortli-
che Parameter zu ®™* = 20 gewihlt. Dabei wurde der Wert von ®™** heuristisch
so grof3 gewihlt, dafl die Invarianzbedingung in den damit durchgefiihrten Experi-
menten immer erfiillt war und dabei so klein gehalten, da3 der Antriebsmotor des
ersten Gelenks nicht in die Momentenbegrenzung lief. Ein systematischer robuster
Invarianzregelungsentwurf erfolgt in Abschnitt 4.4, wo absichtlich eine Parameter-
perturbation in Form einer Zusatzmasse von 200 g am zweiten Glied eingebracht
wird. Wie in Tabelle 4.4 gezeigt, fithrt dies zu Werten von ™2 iy Intervall [29; 44],
woraus man FErkennen kann, dafl der hier gewéhlte Wert von 20 im Rahmen kleiner

Parameterschétzfehler liegt.

Um die durch Parameterschitzfehler verursachten Restregelbewegungen des ge-
regelten linearen Teilsystems zu reduzieren, wurde die proportionale Riickfiihr-
verstarkung k, bei jedem Umschalten von k4(f) neu berechnet, was faktisch zu
einer Erhohung von £, fithrte. Aperiodisches Einschwingen wurde dabei gewéhr-
leistet, indem die Berechnungsvorschrift k,(t) = k3(¢)/(94) (mit einer Konstanten
Y > 1) verwendet wurde. Durch die damit erhohten Riickfiihrparameter ergab
sich in den durchgefithrten Experimenten eine gréfere Robustheit des geregelten
linearen Teilsystems gegeniiber den Parameterschéitzfehlern, ohne dabei die Inva-

rianzeigenschaften von G zu beeintrachtigen.

Um sicherzustellen, dal trotz der verwendeten zeitdiskreten Reglerrealisierung ein
Gebietsrandtreffer des Systemzustands immer rechtzeitig detektiert wird, wurde
anstatt bei & = 0, bereits bei & = ¢™** = —(.1 geschaltet. Der Wertebereich von
® ist [0; —15], wobei ® = 0 den Gebietsrand und ® = —15 den innersten Punkt
von G definiert. Daraus ist zu erkennen, dal mit der Wahl von —0.1 fiir ™ das
Invarianzgebiet nur unwesentlich eingeschrénkt wird. In Kapitel 5 wird ein syste-
matischer Weg zur Berechnung dieses Sicherheitsabstands hergeleitet. Damit kann
die Invarianz von G robust gemacht werden gegeniiber einer zeitdiskreten Regler-

realisierung und eventuell vorhandenen Totzeiten im geschlossenen Regelkreis.
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4 Invarianzregelung eines unteraktuierten Roboters

4.3.2 Experimentelle Ergebnisse

Fiir eine experimentelle Validierung wurde eine quasi-kontinuierliche Reglerimplemen-
tierung mit einer Abtastzeit von At = 1ms durchgefiihrt. Die Gelenkwinkelpositionen
wurden dafiir aus inkrementalen Winkelgebern mit einer Auflésung von Af; = 0.0023°
(153600 Striche/Umdrehung) und Afy = 0.018° (20000 Striche/Umdrehung) gemessen.
Die Winkelgeschwindigkeiten wurden mit einem in Anhang D beschriebenen, erweiter-
ten Luenberger-Beobachter geschétzt. Eine inverse Motorkennlinie fiir den verwendeten

NSK-Motor lag aus [16] vor und ist in Anhang D tabellarisch angegeben.

Der Sollwertverlauf 05(t) = w7 4(t) fiir 6, wurde als Rechteckfunktion gewéhlt, die
zwischen den beiden Werten +75° und —75° schaltet. Die Umschaltung erfolgt dabei
5 Sekunden nach Erreichen der Sollwertumgebung |65 — 62| < 0.3°. Der noch freie Ge-
bietsparameter ¢ wurde zu g = 0.5 gewdhlt, um damit einen Sicherheitsabstand des

Gebietsrands zum instabilen Bereich der Nulldynamik zu gewé#hrleisten.

Es wurde ein rechteckférmige Sollwert-

verlauf gewéhlt, damit ein Lageregelungs-

problem mit wechselnden Anfangsbedin-
gungen vorliegt. Da die Stabilitdt der
internen Dynamik bei einer reinen PD-
Regelung ohne Invarianzregelung mit un-
terlagerter Riickfiihrlinearisierung u. a.
von den Anfangsbedingungen abhéngt,
wird bei einer solchen herkémmlichen Re-
gelung das Gesamtsystem instabil. Wie in
4 Abb. 4.4 und Abb. 4.5 gezeigt wird, folgt

hingegen der mit Invarianzregelung gere-

Abbildung 4.4: Phasenportréit der internen gelte Systemausgang 6, dem Sollwert bei

Dynamik. Kreise: Parameterumschaltun- gleichzeitig begrenzter interner Dynamik.

gen, Sterne: Sollwertspriinge. In Abb. 4.4 stellen die kreisférmigen, os-
zillierenden Bewegungen in der linken/

bzw. rechten Hilfte die Nulldynamiken fiir 65 = 75°/ bzw. 65 = —75° dar. Die Krei-
se markieren Zustandspunkte, bei denen die Reglerparameter umgeschaltet wurden; mit
Sternen werden die Zustandspunkte gekennzeichnet, bei denen ein Sollwertsprung statt-

fand. Man erkennt, dafl trotz wechselnder Anfangswerte die interne Dynamik begrenzt
bleibt.
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Abbildung 4.5: Folgeverhalten der Ausgangsgréfie 6, gegeniiber dem Sollwertverlauf 635

sowie zugehoriger Momentenverlauf 7.

Das obere Teilbild aus Abb. 4.5 zeigt den Sollwertverlauf 65(¢) (gestrichelt) sowie
das Einschwingverhalten der Ausgangsgrofie 65(t). Der entsprechende Regelfehler wird
im mittleren Teilbild abgebildet. Aufgrund der bereits erwédhnten Parameterschétzfehler
entstehen die gezeigten Abweichungen der RegelgroBe 02(f) vom Sollwert 65(¢) in einem
Bereich von |65 — 05| < 1°.

Das untere Teilbild von Abb. 4.5 zeigt den Motormomentenverlauf 7(¢) zusammen
mit dem gestrichelt eingetragenen, vom Regler kommandierten Wert. Man erkennt, dafl
aufgrund der Sollwertspriinge und der damit verbundenen groflen Regelfehler der Motor
in die Momentenbegrenzung liauft. Das Gesamtsystem bleibt jedoch stabil, da der Invari-
anzregler sofort nach Auftreten einer Uberschreitung der Momentenbegrenzung auf einen
niedrigeren, {ibergangsweise giiltigen Sollwert zuriickschaltet, da die Systemtrajektorie
an den Gebietsrand 0G stofit.

In Abb. 4.6 wird in einem zeitlichen Ausschnitt der Zusammenhang der wichtigen
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4 Invarianzregelung eines unteraktuierten Roboters

APPR

WAIT

tran(3) tran(1)

tran(4)

o O

i)

—

| 1

'

=

D

\\

(Sollwertverlauf x] B\ \

T

. i\\ 44 iA—;_(
] / 7

C */‘ / */‘ T ]

1

| R

C \\ \\ ]
S S O U S O B

3 6.8 7.3 7.8 8.3 8.8 9.3 9.8

Abbildung 4.6: Zeitlicher Ausschnitt des Verlaufs der Schaltparameter. Die Kreise mar-

kieren Schaltzeitpunkte. Im vierten Teilbild ist der rechteckformige Sollwertverlauf

durch eine fett, hellgraue Linie gekennzeichnet.

Parameter des Invarianzreglers gezeigt. Bei (1) wechselt der Sollwert von 75° auf —75°.

Durch das resultierende transiente Verhalten stoft die Trajektorie (x(t), z(t))

bei (2) auf

0G, so dafl der Regler vom Zustand approach in den Zustand wait iibergeht. Dabei wird

der Sollwertparameter z7(t) auf den aktuellen Wert von x(t) zuriickgeschaltet (act(1)).

(3 wird x5(t) zu null. Um zu verhindern, daB x, das Vorzeichen wechselt, wird
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4.3 Invarianzregelung im Nominalfall

nochmals der Sollwertparameter an den aktuellen Wert von () angepafit (act(3)). Der
Regler verweilt in diesem Wartezustand wait, bis bei (4) das Gebiet x erreicht wird und
der Regler in den Zustand approach zuriick wechselt. Dabei wird auf den Sollwert —75°
zuriickgeschaltet (act(4)). Bei (B)trifft die Systemtrajektorie erneut auf den Gebietsrand
0G und der Reglerzustand wait wird wieder aktiv. Die Sollwertangleichung geniigt in
diesem Fall nicht, um ® negativ zu machen, und der Parameter k; wird erhcht (act(1)).
Durch die Detektion eines Nulldurchgangs von z,(t) bei (6) erfolgt kurze Zeit spiter
eine erneute Angleichung des Sollwertparameters (act(2)) sowie das Zuriickschalten des
Reglerparameters ky(t) auf den initialen Wert kqo. Bei @ wechselt der Regler in den

Zustand approach zuriick, da das Riickschaltgebiet y erreicht wurde.

Reglerzustand
1 WAIT

05| %

1= 6.601

Ht = 8.599

& Reglerzustand
-0.5 APPROACH
-1
1.5
10 Nulldynamik fiir t = 9.960
5 05 = —75° —_
0
2 3
drdt@, S, 1 0 1

Abbildung 4.7: Phasenportréat der internen Dynamik iiber 6s.

Der sich in diesem Zeitintervall ergebende Verlauf der internen Dynamik (6;(t), 6 (t))
in Abhéngigkeit vom Systemausgang y = 6y wird in Abb. 4.7 gezeigt. Man erkennt,
daB nach dem Umschalten des Sollwerts von 75° auf —75° der Regler schnell in den
Zustand wait wechselt. Bis zum Erreichen des Riickschaltgebiets verlduft der interne
Systemzustand auf einer stabilen Trajektorie (fett eingezeichnet). Ab dem Zeitpunkt
t = 8.599 wechselt der Regler in den Zustand approach zuriick und der Systemausgang
konvergiert gegen den aktuellen Sollwert —75°. Bei ¢t = 9.096 st6ft die Systemtrajektorie

erneut an den Gebietsrand, so dafl das geregelte System bis ¢t = 9.960 auf dem aktuellen
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4 Invarianzregelung eines unteraktuierten Roboters

Wert des Systemausgangs wartet und dann nach Erreichen des Riickschaltgebiets y ohne

weitere Unterbrechung asymptotisch gegen den Sollwert konvergiert.

4.3.3 Videoaufnahme des Experiments

Das dynamische Verhalten, das R2D1 mit Invarianzregelung zeigt, wurde auf Video auf-

genomien.

switching Invariance Control
of R2D1

J. Mareczek, M. Buss, G. Schmidt

hetituts of Autermatic Cantral Englnasring
Technigckhea Lnivarsitdt MOnchen

Darin wird zunéchst der bereits auf 6, = 90° eingeschwungene Systemzustand gezeigt.
Die darauffolgende Sequenz zeigt das Einschwingen von 605(0) = 0° auf 5 = 125°. Man
kann deutlich erkennen, wie der Einschwingvorgang bei ca. 65 = 45° voriibergehend an-
gehalten wird. Nachdem das System eine hinsichtlich Stabilitéit giinstige Position einge-
nommen hat, wird die Konvergenz ohne weitere Unterbrechung zum Sollwert 65 = 125°
fortgesetzt. Im folgenden wird der Einschwingvorgang von 65(0) = 0° auf 65 = +90°
gezeigt, sowie zwei weitere Umschaltvorgdnge auf 5 = —90° und wieder zuriick auf
05 = +90°.

4.4 Robuste Invarianzregelung

Im vorangegangenen Abschnitt stand die prinzipielle Wirkungsweise der Invarianzre-
gelung im Vordergrund, so daf die fiir Experimente notwendige Robustheit gegeniiber
kleinen Parameterschétzfehlern nur durch eine heuristische und stark konservative Ab-

schiitzung mittels des Parameters ™ = 20 erzielt wurde. Demgegeniiber steht in
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4.4 Robuste Invarianzregelung

diesem Abschnitt die Robustheitsfrage im Mittelpunkt der Betrachtung. So wird nun
auf systematischem Weg beweisbare Robustheit gegeniiber gewichtigeren Parameter-
perturbationen erzielt. Dabei ist das Hauptaugenmerk darauf gelegt, das Regelziel der
asymptotischen E-/A-Stabilitdt durch die bendtigte robuste Invarianz nur wenig ein-
zuschrénken, d. h. die Robustheit wenig konservativ auszulegen. Dafiir wird fiir eine
gezielt in das System eingebrachte Parameterperturbation die in den Abschnitten 2.3.2

und 2.4.2 hergeleitete, robuste Invarianzregelungstheorie angewendet.

4.4.1 Gezielte Perturbation durch eine Zusatzmasse

Fiir Robustheitsuntersuchungen wird eine gezielte Perturbation in das System einge-
bracht. Dazu kann eine Zusatzmasse m, = 0.2, die am Ende des zweiten Gelenks im
Abstand [, = 0.3 von der zweiten Gelenkachse befestigt ist, abmontiert werden. Dieses

Vorgehen bietet die folgenden Vorteile:

e Es wird nur die Masse, das Tréigheitsmoment sowie der Schwerpunkt des zweiten
Glieds verdndert. Durch diese geringe Zahl an perturbierten Systemparametern
reduziert sich der Berechnungsaufwand des hinsichtlich Stabilitdt ungiinstigsten
Fehlervektors aus (2.31).

e Alle wesentlichen Effekte (letztendliche Begrenztheit des geregelten linearen Teil-
systems, Abweichungen der Nulldynamik, verbleibende, schwache Verkopplung der
Teilsysteme der Normalenform) die durch Perturbation auftreten kénnen werden
abgedeckt.

Der nur schwer modellierbare Haftreibungseffekt ist bei Robotersystemen aufgrund der
dadurch verursachten Restregelbewegungen ein wichtiger Storeinfluf}, der i. allg. adaptive
und robuste Regelungsstrategien erfordert. Bei der hier betrachteten Methode der Inva-
rianzregelung ist jedoch die Haftreibung von geringerer Bedeutung, da sie sich erst bei
verschwindenden Geschwindigkeiten der Gelenkwinkel und damit im eingeschwungenen
Zustand storend auswirkt. Wie weiter unten genauer erlautert, wird die Invarianzrege-
lung in einer nahen Umgebung des Regelziels auf eine rein asymptotisch stabilisierende
Regelung umgeschaltet, ohne Invarianz des betrachteten Gebiets weiter zu gewéhrlei-
sten. Aus diesem Grund stellen durch Haftreibung verursachte Perturbationen fiir das
hier betrachtete Invarianzregelungskonzept keine wesentlichen Einschrinkungen dar.
Bezeichnet man den relativen Schétzfehler der Masse mo mit r1, des Tragheitsmoments

I> mit ry sowie des Schwerpunkts l.o mit r3, so ergibt sich unter Beriicksichtigung der in
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4 Invarianzregelung eines unteraktuierten Roboters

Abschnitt 4.3.2 bereits erwidhnten Schétzfehler der Nominal-Systemparameter ein Feh-
lerraum R = {r| |r| = 17.0%, |rs| = 22.0%, |rs| = 13.0%} der relativen Schétzfehler.
Wie in [117,118] gezeigt wurde, reicht es fiir Robustheitsuntersuchungen bei der vorlie-
genden speziellen Perturbation aus, die acht Eckpunkte des Fehlerraums zu betrachten.
Der Einflu, den die fehlende Masse am zweiten Gelenk auf die zusammengefaiten Sy-
stemparameter ausiibt, wird in Tabelle 4.3 dargestellt. Im perturbierten Fall schrénkt
sich der zuléssige Bereich fiir 6, auf || < 165° gegeniiber dem Nominalfall ein, um

a(&,r) # 0 zu garantieren.

Tabelle 4.3: Systemparameter mit und ohne Zusatzmasse (perturbierter Fall).

| A B C D Moo
Nominalfall (mit Zusatz- | 1.01378 0.15680  29.2621 5.12742  0.15244
masse)
Perturbierter Fall (ohne || 0.97722 0.13853  28.6647 4.52999  0.13415
Zusatzmasse)
Relative Abweichung -3.606% -11.652% -2.042% -11.652% -11.997%

4.4.2 Robustes Invarianzregelgesetz

Aufgrund dieser Perturbationen erzielt die Riickfithrlinearisierung (2.15) anders als beim
vorangegangenen Nominalfall kein vollstéindig entkoppeltes, lineares Doppelintegrator-
system. Vielmehr ergibt sich ein schwach verkoppeltes, nichtlineares System der Form
(2.28)-(2.29).

Regelziel: Letztendliche Begrenztheit
Wie bereits in Abschnitt 2.4.2 erldutert wurde, kann aufgrund der Perturbationen das
verwendete lineare PD-Regelgesetz den Regelfehler nur in einen, i. allg. kleinen, Bereich
(e-Umgebung) um den Ursprung iiberfiihren, so daf} sich anstatt exponentieller Stabilitét
nunmehr letztendliche Begrenztheit (Definition 2.6) einstellt.

Zur Berechnung einer e-Umgebung wird fiir das ideale Doppelintegratorsystem (4.5)-
(4.6) des Nominalfalls eine Ljapunov-Funktion der quadratischen Form V = x’ Px
berechnet. Dazu wird die symmetrische, positiv definite Matrix P durch Losen der

Ljapunov-Gleichung
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4.4 Robuste Invarianzregelung

mit einer zusammengefaten Systemmatrix A(t) = A — bk, kgo] des geregelten Dop-
pelintegratorsystems ermittelt. Mit der zeitlichen Ableitung von V entlang der Trajek-

torie des perturbierten, linearen Teilsystems folgt die gesuchte e-Umgebung zu

B = {:c| Vix,z,7, 25, kao) >0 A (,2)€G A reR A x5 €l0; 750/180°7r]} :

Mit den gegebenen Perturbationen

folgt mittels eines Optimierungsal- 0.15 H V= 9)
gorithmus der in Abb. 4.8 gezeigte 0.1

Zustandsraumbereich, der durch ei- '

ne Hiillellipse H abgeschétzt wird. |c|\]0'05

Damit konvergiert die Systemtra- ; ol

jektorie x(t) des perturbierten li-

nearen Teilsystems solange expo- 0055 155 16 1.65
nentiell stabil gegen den Ursprung, 71 = b

bis sie in den Hiillellipsoiden I aus  Ayphilqung 4.8: Bereich B = {V(z) > 0} sowie ein-
Abb. 4.8 eintritt. Ab diesem Zeit-

punkt kann eine weitere Konvergenz

hiillende Ellipse H im Zustandsraum des pertur-
bierten linearen Teilsystems, in dem keine expo-
von () gegen den Ursprung nicht nentielle Stabilitdt mehr erzielbar ist.

mehr gesichert werden; es folgt nur

noch Invarianz des Hiillellipsoiden.

Robuste Schaltstrategie

Aufgrund der vorliegenden letztendlichen Begrenztheit besteht das neue Regelziel darin,
das Gebiet G solange invariant zu halten, bis der Regelfehler die e-Umgebung erreicht
hat. Da innerhalb der e-Umgebung keine Aussage mehr iiber das Vorzeichen von x, und
den Regelfehler 27 —x; getroffen werden kann, kann G in diesem Bereich nicht mehr mit
Schalten der PD-Reglerparameter kq(t) und x3(¢) invariant gehalten werden. Aus diesem
Grund wird bei dem hier verwendeten robusten Invarianzregler das Regelziel der Invari-
anz von G innerhalb der e-Umgebung aufgegeben. Um dennoch Gesamtsystemstabilitét
zu garantieren, wird das Gebiet G so gewahlt, dal 0G die Nulldynamikebene geniigend
weit im Inneren des stabilen Bereichs schneidet. Dies kann durch die Erhéhung des Werts
fiir den Gebietsparameter u erreicht werden. Damit kann sichergestellt werden, daf} die
Systemtrajektorie bei Verlassen von G, wegen dem nur geringen Abstand zur Nulldy-
namikebene im Einzugsbereich stabiler Phasenbahnen der Nulldynamik liegt und damit
stabil verlauft.

Die Berechnungsvorschriften (3.61)-(3.62) fiir die Schaltparameter ky(t) und z75(¢) im
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4 Invarianzregelung eines unteraktuierten Roboters

Nominalfall werden im perturbierten Fall fiir alle acht Ecken des Fehlerraums ‘R durchge-
fithrt und das fiir Invarianz von G konservativste Ergebnis fiir die Regelung verwendet.
Dazu wird zunéchst die robuste Invarianzbedingung mit der zeitlichen Ableitung der
Invarianzfunktion (4.9) entlang der Trajektorie von System (2.28)-(2.29) zu
. 0D Ody "
o =220 il bl p) —
0xy T2t 0z Frta(06m) a
0D, a(-,r)
(5 97 a('a 0)

(4.13)

)u§0 V(z,z) €0G AN reR

berechnet. Lost man (4.13) nach u auf, so folgt

o0, ” L)\
u(:c,z,'r) S - <6_ZO gr+7a(’r)>

a(+,0)
(%:@ + %Tfr +7 <b<‘7"“) - Mb("o))) meg R TR

CL(', 0)
(4.14)
Es wird vorausgesetzt, dafl vy so grofl gewihlt ist, daf keine Singularitét in (4.14) auftritt.

Hierbei ist zu beachten, dafl auch im perturbierten Fall die starke inertiale Verkopplung,
d. h. a(-,r)/a(-,0) > 0 gewihrleistet sein muf.

Setzt man fiir r alle acht Eckpunkte des Fehlerraums R ein, so erhélt man acht Wer-
te fiir die Steuergréfle u, von denen der negativste Wert zur robusten Invarianz von G
verwendet werden muf. Eingesetzt in (4.13) erhilt man —®™ fiir die Berechnungs-
vorschrift (3.61)-(3.62) der Schaltparameter x7(¢) und k(). Der robuste Invarianzregler
folgt damit zu dem in Abb. 3.8 mit Tabelle 3.2 dargestellten, hybriden Reglerautomaten

mit erweiterter Zustandsiibergangsbedingung tran(1) sowie -aktion act(1) geméif

tran(1): (x(t),z(t)) € 0G \ H act(1): i=i+1,
Berechne ™ aus (4.13)-(4.14)
(xim kd,i) = p(wu z, (i)max’ 'riiflv kd,i*l)a

zi(t) = o7, ka(t) = kas -

4.4.3 Experimentelle Ergebnisse

Die initialen Reglerparameter und der Sollwertverlauf wurden vom Nominalfall iiber-
nommen. Regelt man das perturbierte System mit dem fiir den Nominalfall entworfenen
Invarianzregler aus Abschnitt 4.3.2, so ergibt sich der in Abb. 4.9 und Abb. 4.10 (a)
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4.4 Robuste Invarianzregelung

gezeigte instabile Verlauf des Systemzustands. Im ersten Teilbild von Abb. 4.9 erkennt
man, dal der Systemausgang dem Sollwertverlauf bis ¢ = 17.5 Sekunden folgt.

Abbildung 4.9: Experimentalergebnisse des nominal geregelten, perturbierten Systems.

Abbildung 4.10: Interne Dynamik des perturbierten Systems: (a) Instabil mit Nomi-
nalregler, (b) stabil mit robustem Regler. Kreise: Parameterumschaltungen, Sterne:

Sollwertspriinge
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4 Invarianzregelung eines unteraktuierten Roboters

Wie aus Abb. 4.11 ersichtlich ist, stoft der Systemzustand (x(t), z(t)) gegen Ende
des Verlaufs immer héufiger gegen den Gebietsrand 0G. Dies liegt daran, dafl die fiir
den Gebietsentwurf angenommene Nulldynamik nicht mehr mit der Nulldynamik des

perturbierten Systems iibereinstimmt. Daher kénnen bei einem geringen Abstand zur

1 1 1
0 5 10 15
t

Abbildung 4.11: Schaltparameter des nominal geregelten, perturbierten Systems. Die
Kreise markieren Schaltzeitpunkte. Im vierten Teilbild ist der rechteckformige Soll-

wertverlauf durch eine fette, hellgraue Linie gekennzeichnet.

Ebene der Nulldynamik, d. h. bei weit abgeklungenem Regelfehler, Fluchtpunkte auf-
treten. Dies zeigt sich zum einen in der gehduften Zahl an Umschaltungen, zum andern
an dem sehr hohen Riickfithrparameter k,(t). Die Systemtrajektorie verlafit das Invari-

anzgebiet G aufgrund zweier unterschiedlicher Effekte: Zum einen wird wegen der hohen
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Abbildung 4.12: Unabhéngigkeit der Stabilitdt von Anfangswerten: Stabiler Verlauf iiber

mehr als vier Perioden des rechteckformigen Sollwertverlaufs.

Riickfiihrparameter die Stellgroflenbeschréankung wirksam; zum andern werden die Riick-
fithrparameter nicht grof§ genug berechnet, da die nominelle Invarianzbedingung im hier

vorliegenden, perturbierten Fall nicht Invarianz von G sichert.

Verwendet man hingegen den robusten Invarianzregler, so ergibt sich der stabile Ver-
lauf der Phasenbahn der internen Dynamik aus Abb. 4.10 (b), sowie der Verlauf der
Ausgangsgrofie ,(t) aus Abb. 4.12. Dabei wurde das Experiment iiber die lingere Zeit-
dauer von t = 60 Sekunden durchgefiihrt, um zu demonstrieren, daf§ Stabilitdt auch bei

verschiedenen, vorab unbekannten Anfangswerten gewéhrleistet ist.

Die Auswirkung der Beriicksichtigung der Perturbationen zur Einhaltung der robusten
Invarianzbedingung wird mittels Tabelle 4.4 verdeutlicht. Zu jedem Auftreffzeitpunkt
auf den Gebietsrand 0G wurde die im Experiment hinsichtlich Stabilitdt ungiinstigste
Konstellation der Schéatzfehler protokolliert und damit der fiir robuste Invarianz notwen-
dige Wert von ™ berechnet. Withrend ohne Zusatzmasse ® < ™ = 20 fiir Invarianz
ausreichend war, muf} so beispielsweise zum Zeitpunkt t = 48.972 die restriktivere Bedin-
gung ¢ < —46.553 eingehalten werden. Des Weiteren erkennt man aus Tabelle 4.4, daB
der in diesem Abschnitt verwendete robuste Invarianzregler durch die getrennte Auswer-
tung der Invarianzbedingung bei jedem Auftreffpunkt auf den Gebietsrand zu einer wenig

konservativen Robustheit fithrt. Im Vergleich dazu, basiert der im vorangegangenen Ab-
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4 Invarianzregelung eines unteraktuierten Roboters

schnitt 4.3.2 verwendete robuste Invarianzregler darauf, daf§ die Invarianzbedingung fiir
alle Punkte des Gebietsrands dG mit nur einem (pauschalen) Wert ®™* = 20 erfiillt ist.

Tabelle 4.4: Fiir die Invarianzbedingung ungiinstigste Schéatzfehler-Konstellationen.

Gebietsrandtreffer-Zeitpunkte ¢;

o | () rats) ()

6.350 29.365 | —-0.17  0.22 -0.13
8.731 28998 | —=0.17  0.22 0.13
16.776 43.970 0.17 —0.22 0.13
24.895 33.079 | —=0.17  0.22 0.13
32.918 43.204 0.17 —0.22 0.13
41.007 32.195 | —=0.17  0.22 0.13
48.972 46.553 0.17 —0.22 0.13
56.760 30.742 | =0.17  0.22 -0.13
59.200 28.230 | —=0.17  0.22 0.13
67.253 44.655 0.17 —-0.22 0.13

4.5 Vergleich mit anderen Regelungsverfahren

Wie bereits in der Einleitung erwéhnt, existieren nur wenige Regelungsverfahren, die sich

fiir die Regelung nichtlinearer, unteraktuierter Systeme eignen. Im Folgenden wird die

Anwendbarkeit dieser bekannten Regelungsverfahren zur Ausgangsregelung von R2D1

entlang des in den vorangegangenen Abschnitten betrachteten, rechteckformigen Soll-

wertverlaufs unter Beibehaltung interner Stabilitat diskutiert:
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e Die bekannte Regelungsmethode einer Riickfiihrlinearisierung zur Normalenform

mit {iberlagertem linearen Regler mit konstanten Parametern wiirde das System —

abhéngig von Anfangswerten und Reglerparametern [62] — destabilisieren.

Das auf Passivitit basierende Verfahren [79] setzt ebenso wie der hochverstiarkende
Regler aus [10] und dessen adaptive Variante [15] eine global asymptotisch stabile
Nulldynamik voraus, so daf sich diese Verfahren nicht zur Stabilisierung von R2D1

eignen.

Das in [57,58] entwickelte Verfahren mittels Multirate-Regelung wurde nur fiir den

horizontal ausgerichteten Fall (o« = 0) entwickelt und ist daher nicht anwendbar.



Zusammenfassung und Bewertung

Auflerdem gewihrt dieses Verfahren aufgrund diverser Naherungen im Reglerent-

wurf keine beweisbare Stabilitat.

e Ein zur Invarianzregelung alternatives Verfahren bestiinde darin, die Trajektorie
von R2D1 entlang einer vorab berechneten Steuertrajektorie durch lokal wirkende,
lineare Regler zu stabilisieren. Hierbei stellt sich jedoch zum einen das Problem
eines sehr geringen Einzugsbereichs der linearen Regler, so dafl bereits bei kleinen
Perturbationen das System instabil wird. Zum andern benétigt man fiir das hier
vorgestellte Experiment eine Menge von Steuertrajektorien, da durch den gewahl-
ten Sollwertverlauf die Anfangswerte im gesamten Zustandsraum liegen konnen
und daher nicht vorab bekannt sind [69]. Als letzter Nachteil sei darauf hinge-
wiesen, dafl geschaltete lineare Systeme nur unter sehr restriktiven Bedingungen
stabil sind, selbst wenn jedes der einzelnen linearen Teilsysteme fiir sich alleine
betrachtet stabil ist, [71].

Zusammenfassung und Bewertung

Das im zweiten Teil des vorangegangenen Kapitels 3 hergeleitete Entwurfsverfahren
fiir Invarianzregler von Rang-2-Systemen wurde in diesem Kapitel am Beispiel des un-
teraktuierten Experimentalroboters R2D1 exemplarisch durchgefiihrt. Die Grenzen der
Anwendbarkeit des Entwurfsverfahrens werden bei der Invarianzgebietssynthese sowie
der Bestimmung des Riickschaltgebiets y deutlich: So wurde fiir die Synthese eines
fluchtpunktfreien Invarianzgebiets die Phasenbahn-Dgl. der Nulldynamik gel6st und ein
geeignetes Riickschaltgebiet fiir den schaltenden PD-Regler heuristisch ermittelt. Dies
war nur aufgrund der niedrigen Dimension zwei der internen Dynamik moglich, wo-
hingegen der Fall einer hoher-dimensionalen, internen Dynamik, aufwendige Ljapunov-
Stabilitdtsanalysen erfordert.

Zusétzlich wurde der schaltende Invarianzregler fiir eine perturbierende Zusatzmasse
durch ein wenig konservatives Verfahren robustifiziert. In Experimenten konnte damit
robuste Gesamtsystemstabilitdt nachgewiesen werden, so daf ein nichtlineares, schal-
tendes Regelungsverfahren fiir unteraktuierte Rang-2-Systeme mit beweisbarer robuster
Stabilitdt zur Verfiigung steht. Das Problem der Abhéngigkeit der Gesamtsystemstabili-
tat von Reglerparametern und Anfangswerten ist damit fiir die hier betrachtete Klasse
von Systemen gelost.

Eine Erweiterung auf unteraktuierte mechanische MIMO-Systeme mit k£ — 1 unab-
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4 Invarianzregelung eines unteraktuierten Roboters

héngigen Antrieben und k£ mechanischen Freiheitsgraden ist prinzipiell dadurch moglich,
dafl k —2 Antriebe fiir die exakte E-/A-Linearisierung von k — 2 mechanischen Freiheits-
graden und deren Stabilisierung verwendet werden. Das verbleibende System, bestehend
aus einem Antrieb und zwei mechanischen Freiheitsgraden, entspricht dann der hier be-
trachteten SISO-Systemklasse, so dafl der vorgestellte Invarianzregler beispielsweise auch

fiir unteraktuierte Laufmaschinen anwendbar wéire.
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Kraftfahrzeugen mittels
Invarianzregelung

In den vorangegangenen Kapiteln wurden fiir die spezielle Klasse der unteraktuierten,
stetig-differenzierbaren SISO-Systeme in steuerungsaffiner Form zwei Invarianzregelge-
setze entwickelt. Demgegeniiber erfolgt in diesem Kapitel ein Ausblick auf die Anwen-
dung von Invarianzregelung zur Stabilisierung einer grofleren Systemklassen. Dazu wird
beispielhaft die Uberschlagsvermeidung von kippgefihrdeten Kraftfahrzeugen betrachtet
— ein System das in nicht-steuerungsaffiner Form vorliegt, nicht differenzierbar ist und
durch eine konservative Modellierung der Lenkdynamik nicht vernachléssighare Totzei-
ten beinhaltet.

5.1 Technischer Hintergrund

Zum Fiihren eines Kraftfahrzeugs entlang eines gegebenen Fahrbahnverlaufs iibernimmt
der Fahrer! die Rolle eines komplexen nichtlinearen Reglers. Dabei kann der Fahrer durch
seine Sinne den Fahrzeugzustand schitzen und die als Steuergréfen zu Verfiigung stehen-
den Gaspedal- sowie Lenkradstellungen dazu verwenden, ein bestimmtes Fahrverhalten
einzupragen. Betrachtet man die Aufgabe der Spurfithrung entlang des Fahrbahnverlaufs
vom regelungstechnischen Aspekt aus, so folgen als zu regelnde Ausgangsfunktionen der
Winkel und der Betrag des im Fahrzeugschwerpunkt gemessenen Geschwindigkeitsvek-
tors. Da die Gier- und Rolldynamik (Bewegung um die Hoch- und Léangsachse) des

Fahrzeugs auf diese Ausgangsfunktionen keinen Einfluf§ hat (also an den Ausgédngen

!Aus Griinden der Vereinfachung wird in diesem Abschnitt abkiirzend fiir beide Geschlechter die

Terminologie ,,Fahrer® anstatt ,,Fahrer und Fahrerin® verwendet.
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nicht beobachtbar ist), kann eine auf reiner Ausgangsriickfithrung beruhende Bahnfol-
geregelung diese internen Dynamiken nicht stabilisieren; es stellen sich — abhéngig von
der gefahrenen Bahn — ein stabiler oder ein instabiler Verlauf der internen Dynamiken
ein. Aufgrund dieser, an den Systemausgédngen nicht beobachtbaren, internen, instabilen
Dynamiken, handelt es sich bei einem Kfz um ein nichtlineares, unteraktuiertes NMP-
System. Ein geschulter Fahrer wéhlt daher seine Lenk- und Beschleunigungsmanover so,
dafl neben der Fahrbahnspurhaltung auch die internen Dynamiken stabil bleiben, d. h.
daB das Fahrzeug nicht schleudert oder kippt. Damit erfiillt der Fahrer die Regelziele

eines Invarianzreglers, ndmlich

i) asymptotische E-/A-Stabilisierung des Bahnfolgeregelungsproblems und

it) Stabilitét der internen Dynamiken.

Ziel dieses Kapitels ist es daher, einen auf Invarianzregelung beruhenden, elektronischen
Fahrassistenten zu entwickeln, der einen weniger geiibten Fahrer bei der Stabilisierung
des Fahrzeugs unterstiitzt. Stehen beide Eingangsgrofien (Lenkrad- und Gaspedalstel-
lung) fiir einen solchen elektronischen Fahrassistenten zur Verfiigung, so kann sowohl das
Spurhalteproblem i) als auch die Stabilisierung der internen Dynamiken i) betrachtet
werden. Um zunéchst die prinzipielle Anwendbarkeit von Invarianzregelung zu demon-
strieren, wird in dieser Arbeit jedoch die Lenkradstellung als einzige Eingangsgrofie ange-
nommen. Des Weiteren wird ein hoch liegender Fahrzeugschwerpunkt vorausgesetzt, so
daBl tendenziell die Rolldynamik hinsichtlich Stabilitdt dominant gegeniiber der Gierdy-
namik ist und daher nur das Stabilisierungsproblem der Rolldynamik betrachtet wird.
Wie in [37] gezeigt wird, ist es bei Fahrzeugen mit erhohtem Schwerpunkt (wie z. B.
bei Lkws) auch fiir geiibte Fahrer in Kurvenmanévern mit selbst niedrigen Geschwin-
digkeiten schwierig, Kippen zu vermeiden. Im Schrifttum wird iiber verschiedene Lo6-
sungsansitze berichtet: Lin u.a. schlagen in [32] ein System vor, das iiber eine Hydraulik
den Rollwinkel des Fahrzeugaufbaus aktiv regelt. Die damit verbundene Schwerpunkt-
verschiebung fithrt zur Verbesserung des Kippverhaltens des Fahrzeugs. Ackermann und
Odenthal [29] greifen in die Lenkung des Fahrzeugs ein und reduzieren den vom Fahrer
eingeschlagenen Lenkwinkel. Da die Parameter des dafiir verwendeten Regelgesetzes je-
doch heuristisch gewiihlt werden, kann eine Uberschlagsvermeidung nicht garantiert wer-
den. Beide Ansétze verwenden ein linearisiertes, erweitertes Einspur-Modell als Grund-
lage des Reglerentwurfs. Weitere Arbeiten zur Kippstabilisierung finden sich in [30,31].
Der hier verfolgte Ansatz basiert auf dem in [29] vorgeschlagenen Prinzip aktiv in die

Lenkung einzugreifen, und resultiert in einen auf Invarianzregelung beruhenden Anti-
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Kipp-Fahrassistenten (RAC: Rollover Avoidance Controller). Damit kann formal Be-
grenztheit nachgewiesen werden, wohingegen die oben erwihnten Regelungsansétze das
Fahrverhalten zwar verbessern, ein Stabilitdtsnachweis jedoch offen bleibt. Die prinzipiel-
le Wirkungsweise des RAC besteht darin, bei einer {iberschlagskritischen Fahrsituation,
den vom Fahrer eingeschlagenen Lenkwinkel so weit zu reduzieren, daf§ das Fahrzeug
aufgrund der dadurch verminderten Querbeschleunigung nicht kippt. Da die Langsbe-
schleunigung nicht als Eingangsgréfie zur Verfiigung steht, fiihrt dies zu einem Verlassen
des gewiinschten Fahrbahnverlaufs. Ein zu grofles Abweichen der gefahrenen von der
gewiinschten Bahn kann dabei jedoch verhindert werden, indem der Lenkwinkel nur so
weit reduziert wird, wie es fiir eine Uberschlagsvermeidung notwendig ist.

Der RAC wurde in Experimenten mit einem Fahrsimulator evaluiert, wobei ein Fah-
rer im geschlossenen Regelkreis agiert. Dabei tritt das Problem auf, eine ergonomische
Schnittstelle zwischen RAC und Fahrer zu schaffen. Hierzu wurde ein momentengesteu-
erter Bedienhebel verwendet, der dem Fahrer haptisch — durch Kraftriickkopplung —
Informationen iiber die momentane Kippsituation vermittelt. Der Trend zum ,steer-by-
wire“ in Kraftfahrzeugen, also einer mechanischen Entkopplung zwischen Lenkrad und
Vorderrddern, bietet fiir solche Interaktionen neue Méglichkeiten. So mufl die Kraft, die
dem Fahrer iiber den Bedienhebel vermittelt wird, nicht mehr die tatsédchlich am Reifen
angreifende Kraft widerspiegeln. Alternativ konnen so dem Fahrer Informationen {iber
den Zustand der Rolldynamik des Fahrzeuges geliefert werden, wodurch ein schnelle-
res und besseres Begreifen des momentanen Zustands der Fahrzeugdynamik ermdoglicht

werden kann.

5.2 Kfz-Modell

Dem RAC-Entwurf wird das nichtlineare Einspur-Modell aus [35] zugrunde gelegt. Wie
in Abb. 5.1 (a) skizziert, wird dabei von einem starren Fahrwerk mit Schwerpunkt S
in der Fahrbahnebene ausgegangen. Dieses Modell umfaft drei Zustandsvariablen: Der
Schwimmwinkel 3 des Fahrzeugschwerpunkts gibt die Abweichung der Richtung zwischen
Fahrzeugliangsachse und Geschwindigkeitsvektor v des Fahrzeugschwerpunkts an; die
Gierrate w beschreibt die Drehung des Fahrzeugs um die Hochachse, wobei ¢ der Winkel
zwischen einem fahrzeugfesten x-py- und dem ortsfesten ;x-;y-Koordinatensystem ist.
Da der Fahrzeugschwerpunkt in der Fahrbahnebene liegt, kann dieses Fahrzeugmodell

keine Rollbewegungen beschreiben. Daher wird das Einspur-Modell, wie in Abb. 5.1 (b)
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h cos ¢

hr

Strafe

(a)

Abbildung 5.1: (a) Einspur-Modell. (b) Durch eine Zusatzmasse msy erweitertes Einspur-
Modell.

gezeigt, um eine Zusatzmasse my erweitert [36], deren Schwerpunkt 7" im Ruhezustand in
einer Hohe h+ hy iiber der Fahrbahn liegt und die iiber ein Feder-Dampfer-System gela-
gert ist. Dabei bezeichnet ¢ den Rollwinkel des Aufbaus. Dieses Fahrzeugmodell kann nun
Rollbewegungen beschreiben. Der wesentliche Vorteil dieses erweiterten Einspur-Modells
gegeniiber einem vollstédndigen Zweispur-Modell liegt darin, dafl es einen guten Kompro-
mif} zwischen realitdtsnaher Modellierung und Komplexitiat darstellt. Die Tatsache, dafl
das Modell keine Nickbewegungen vollziehen kann, wird durch die zusétzliche Annahme
einer konstanten Geschwindigkeit v begriindet, da in diesem Fall auch beim realen Fahr-
zeug nur vernachléssigbar geringe Nickbewegungen auftreten. Die Bewegungsgleichungen
des erweiterten Modells werden in Anhang E fiir die Zustandsvariablen ¢ = (5, v, 0, b, qb)
mittels der Lagrange-Methode hergeleitet und in die Form

¢=f(¢)+9(¢.6v) (5.1)

gebracht, wobei das Drift- und Steuervektorfeld f,g € R® aufgrund des verwendeten,
nicht stetig-differenzierbaren HSRI-Reifenmodells [33] ebenfalls nicht stetig-differenzier-
bar ist. Allen hier aufgefithrten Simulationen und Berechnungen liegt eine ebene, trockene

Straflie mit einem Haftkoeffizienten p = 0.8 zugrunde.
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Die Lenkdynamik, die das Ubertragungsverhalten zwischen dem vom Fahrer (54)
oder RAC (6™") gewiinschten Lenkwinkel 6 zum Lenkwinkel §* der Vorderréider be-
schreibt, wird durch ein Totzeitsystem mit Totzeit T; hinsichtlich Stabilitit konservativ
angendhert, d. h. es gilt

0 (t)=6(t—"1Ty) . (5.2)

Auflerdem sei eine Stellratenbeschrankung der Lenkdynamik durch
‘_ 5 (1 ‘ ma (53

gegeben. Zusammen mit der Chassis-Dynamik (5.1) 148t sich das Kfz also durch einen
Zustandsvektor (¢,0") und eine Steuergréfie § beschreiben. Eine Begrenzung der Zu-
standsvariablen (¢, ") durch bauartbedingte, technische Grenzwerte sei im Folgenden

durch ein beschrinktes Zustandsraumgebiet 7 C RS gegeben.

5.3 Quantifizierung der Kippgefahr

Zur Festlegung eines geeigneten Invarianzgebiets G benétigt man zunéchst ein quantita-
tives Maf dafiir, wie nah das Fahrzeug dem Punkt des Umkippens ist. Hierzu wird der
zustandsabhingige Uberschlags-Koeffizient

Fz R ™ Fz L
R(¢,0") = —F7+— 5.4
(€, 0%) FontFor (5.4)
) . I i z,R I .
aus | ] verwendet. Dabei bezeichnet F. g/, die rechte bzw. linke vertikale Kraft auf

die Réder, siche Abb. 5.1 (b). Bei R(¢,0") = +1 (R({,0") = —1) heben die linken
(rechten) Réder ab. Im Bereich —1 < R({, ") < +1, haben alle Rdder Bodenkontakt,

so daf} sich ein kippfreies Zustandsraumgebiet zu

= {(¢.6")] |R(¢,6")] < 1) (5.5)

ergibt. Die Berechnung von R((, ") kann durch ein Kréftegleichgewicht in vertikaler
Richtung und ein Momentengleichgewicht um den in Abb. 5.1 (b) gekennzeichneten
Punkt S erfolgen. In den daraus resultierenden Gleichungen tritt die Beschleunigung ¢
des Rollwinkels auf. Dadurch hingt der Uberschlags-Koeffizient von der Fahrzeugdyna-
mik (5.1) ab und man erhilt den Uberschlags-Koeffizienten als Funktion des Systemzu-
stands ¢ und des Lenkwinkels 6" der Vorderréder.
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Eine anschauliche Interpretation des Uberschlags-Koeffizienten kann durch die folgen-
de Approximation gegeben werden: Legt man ein lineares, erweitertes Einspur-Modell
zugrunde, so folgt nach [29,32] unter der Annahme kleiner Neigungswinkel ¢ sowie der
Annahme, dafl die Masse m; des Chassis klein gegeniiber der Zusatzmasse my ist, die

Néherung o .
+ R ay
R~ —+ —=—=0.
T/2 g T/2

Bei stationédrer Kreisfahrt mit Kurvenradius g ergibt sich der Betrag der Querbeschleu-

(5.6)

nigung zu |a, | = ||v]|?/0. Daraus liest man ab, daB sich |a, | und damit wegen (5.6)
auch der Betrag des Uberschlags-Koeffizienten |R| durch Bremsen des Fahrzeugs oder
eine Riicknahme des Lenkeinschlags reduziert. Dieses Verhalten gilt qualitativ auch fiir

das in dieser Arbeit zugrundegelegte, nichtlineare, erweiterte Einspur-Modell.

5.4 Anwendung von Invarianzregelung

Wie im vorangegangenen Abschnitt hergleitet wurde, kippt das Fahrzeug nicht, solange
sich der Systemzustand (¢, 6*) innerhalb des Gebiets G befindet. Stellt man sicher, daf
G ein Invarianzgebiet ist, so ist Stabilitdt der Rolldynamik gewé&hrleistet. Das Stabili-
tatsproblem wird dadurch auf ein Invarianzproblem zuriickgefiihrt.

Falls G inhérent, d. h. ohne zu-

siatzliche Invarianzregelung, invari-

g

no tilting

ant ist, verlaBit der Systemzustand
(¢,0") unabhéngig vom Wert der
Steuergrofle d dieses Gebiet nicht.
Ein solcher Fall ist z. B. bei einem § = geriver
tiefliegenden Sportwagen gegeben,
bei dem der Fahrzeugschwerpunkt
nahe der Fahrbahnebene liegt. Pkws

) state space
mit schweren Dachlasten oder bela-

dene Lkws besitzen jedoch i. allg.

einen hohen Schwerpunkt und nei- Abbildung 5.2: Umschaltstrategie des RAC unter
gen daher zum Kippen. In diesen Vernachlédssigung der Lenkdynamik.

Fillen mus fiir eine Uberschlagsver-

meidung das Gebiet G durch einen Invarianzregler invariant gehalten werden. Um das

Prinzip eines Invarianzreglers zur Uberschlagsvermeidung zu erkléren, wird zunéchst die
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Lenkdynamik vernachléassigt, d. h. Ti = 0 gesetzt. In diesem Fall stellt der Lenkwinkel
0" die Steuergréfie und ¢ den Zustand des zu regelnden Systems dar. Wie in Abb. 5.2
gezeigt, ist im Inneren des Gebiets G die Lenkung auf den Fahrer iibertragen, d. h. es
gilt 6 = 64V, Trifft ¢ auf den Gebietsrand 9G, so wird die SteuergréBe 6 so berechnet,
dafl der Systemzustand ¢ das Gebiet G nicht verldafit und zusétzlich die Differenz zum

d4V minimal ist. Der dafiir notwendige

vom Fahrer am Lenkrad eingestellten Lenkwinkel
Lenkwinkel wird hier mit Invarianzwinkel 5™ bezeichnet. Um zu verhindern, daf der
Systemzustand ¢ das Gebiet G verlafit, wird die Fahrzeuglenkung vollsténdig auf den
RAC iibertragen, d. h. es gilt nun § = ™. Erst wenn der vom Fahrer am Lenkrad

d4V so gewihlt ist, daf sich damit der Systemzustand wieder ins

eingestellte Lenkwinkel
Gebietsinnere bewegen wiirde, wird die Lenkung auf den Fahrer zuriickgeschaltet und es
folgt 6 = 69". Wie in Abb. 5.2 skizziert, fiihrt diese Schaltstrategie zu einem Gleiten des
Systemzustands entlang des Gebietsrands 0G, solange der Invarianzregler die Lenkung
inne hat.

Abb. 5.3 zeigt die Struktur

des RAC: Ein Kippdetektor

berechnet den Uberschlags- ¢ ——>{ Kippdetektor RAC
Koeffizienten R und iiber- |R(C,6drv)| <1 ja/nein
wacht, ob sich der System- 5 ' : siny
zustand im Gebietsinnern be- (¢,8%) - glvan}almz—kael Y
findet. Mittels eines Umschal- §drv erecanung —I—:C’ neln _i
ters wird zwischen dem vom :
Fahrer eingestellten Lenkwin- Abbildung 5.3: Struktur des RAC.
kel 69V und dem in der Be-
rechnungseinheit ermittelten Invarianzwinkel 6" umgeschaltet.
5.4.1 Zeitdiskrete Invarianzregelung
Definiert man eine Invarianzfunktion zu

(¢, 0") = |R(C,0")[ -1, (5.7)

so folgt das invariant zu haltende, kippfreie Zustandsraumgebiet G aus (5.5) zu
G ={(¢,8")] (¢,0%) <0} .

Unter der, im vorangegangenen Abschnitt zugrundegelegten Annahme, dafl der Lenk-

winkel 0% direkt eingestellt werden kann, kann G invariant gehalten werden, indem zu
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jedem Auftreffzeitpunkt der Trajektorie (¢, ") auf den Gebietsrand 0G der Lenkwinkel
gemaf
SV D(E, 6 =0") <0 (5.8)

berechnet wird. Abweichend von der in Kapitel 2 hergeleiteten Invarianzbedingung ist bei
(5.8) die Betrachtung der zeitlichen Ableitung der Invarianzfunktion @ nicht notwendig,
da die Invarianzfunktion direkt von der Steuergréfie 0% abhéngt.

Im Folgenden wird die Lenkdynamik beriicksichtigt, d. h. es gilt 7; > 0. In diesem
Fall mufl der Lenkwinkel §* = §(t — T;) als ein weiterer Systemzustand betrachtet
werden, so dafl es keinen Durchgriff zwischen der nun giiltigen Steuergréfie 6 und der
Invarianzfunktion ® mehr gibt. Daher ist die Invarianzbedingung (2.22) anzuwenden und
es folgt mit der Chassis- und Lenkdynamik (5.1)-(5.2)

6= (o +alcom)+ 2 dsumy<o vieameas.  (59)

o¢ ’ aow dt - ’ ' '

Daraus erkennt man, daf (5.9) keine kausale Bedingung fiir die Steuergrofe 6 liefert. Eine
Losung des Problems kann durch eine zeitdiskrete Version der Invarianzregelung gefunden
werden. Die dabei auftretenden Abtastzeitpunkte werden mit ¢, = k At, k € {0,1,2,---}
bezeichnet. Im Folgenden wird die abkiirzende Notation d; = d(¢;) verwendet. Bei einer
zeitdiskreten Realisierung eines Regelgesetzes stehen die riickgefiihrten Systemzusténde
erst mit einer maximalen Verzogerung eines Abtastschritts At fiir die Berechnung der
Steuergrofie zur Verfiigung. Da die Ausgabe der Steuergrofle gleichfalls erst mit einer ma-
ximalen Verzogerung eines Abtastschritts erfolgt, ergibt sich zusammen mit der Abschét-
zung der Lenkdynamik eine maximale Gesamtverzogerungszeit von T g0s = 2 At 4 1.
Die zeitdiskrete Invarianzregelung basiert nun anschaulich darauf, bereits im Zeitpunkt
T} ges bevor der Systemzustand auf den Gebietsrand trifft, Mainahmen zur Erhaltung

der Invarianz des Gebiets G zu treffen. Dazu wird zunéchst die Invarianzfunktion mit
Cp(tk S t S tk + Tt,ges) S (D(tk) + € (510)

abgeschétzt, wobei € > 0 eine noch zu bestimmende Konstante bezeichnet und die
Fortschreibung der Funktion ®(¢) im Zeitintervall (¢x; t5+T%, ges) berticksichtigt. Nach dem
Zeitpunkt t;, kann aufgrund der Verzogerungszeit T} s der Verlauf der Systemtrajektorie
(¢(t),0"(t)) bis zum Zeitpunkt t; + T ges nicht mehr beeinfluft werden. Um trotzdem
sicherstellen zu konnen, dafl ({(t),d"(t)) innerhalb dieser Zeitspanne das Gebiet G nicht

verla3t, mufl also bereits zum Zeitpunkt ¢, die Steuergrofie so gewéhlt werden, dafi G
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invariant bleibt. Daraus folgt, dafl der RAC bereits bei & = —e < 0 (anstatt erst bei

® = 0) in die Lenkung eingreifen muf. Dies fiithrt zu einem verkleinerten Gebiet
G ={(¢,0")] (¢, 6") < —¢} (5.11)

das, wie in Abb. 5.4 gezeigt, vollstéandig im urspriinglichen Gebiet G liegt. In Abb. 5.4

> § = 6drv -
(¢, ") — Zustandsraum

reale Lenkdynamik = = =

Abbildung 5.4: Der doppelt schraffierte Streifen G \G beriicksichtigt den Einflul der Lenk-
dynamik sowie der zeitdiskreten Reglerrealisierung. Die Kreise und Ovale kennzeich-

nen wichtige Zeitpunkte.

ist der Fall skizziert, dal zum Zeitpunkt ¢* (mit ¢, < t* < t;) die Systemtrajekto-
rie auf dG trifft. Dies wird aufgrund der zeitdiskreten Realisierung erst zum Zeitpunkt
tr detektiert. Der darauthin vom RAC berechnete Lenkwinkel 6* liegt zum verzoger-
ten Zeitpunkt ¢, + T} ges an den Vorderrddern an, so daf§ die Trajektorie im Intervall
(t*;t, + T, ges) das Gebiet Q verlassen kann. Ein Verlassen von G hingegen kann durch
die Wahl eines ausreichend groflen Wertes fiir € verhindert werden, so dafl € als Invari-
anzreserve (im Folgenden kurz Reserve genannt) dient. Zum Zeitpunkt ¢ + T} ges liegt
der Invarianzwinkel 6™ an den Vorderréidern an, so daf} die Trajektorie nach G zuriick-
kehrt. Falls die Lenkdynamik tatséchlich durch eine reine Totzeit beschrieben ist, ergibt
sich dabei der in Abb. 5.4 dargestellte sprunghafte Verlauf. Der, aufgrund einer konti-
nuierlichen Lenkdynamik, in realen Systemen immer sich ergebende stetige Verlauf der
Systemtrajektorie ist zusétzlich in Abb. 5.4 gestrichelt eingetragen. Man erkennt daraus,

dafl die Abschéitzung der Lenkdynamik als Totzeit zu einem, hinsichtlich Invarianz von
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G, konservativem Ergebnis fithrt. Zum Zeitpunkt ¢, + { At, [ € {1,2,-- -}, ist der Lenk-
winkel vom Fahrer so gewihlt, daf sich die Systemtrajektorie mit diesem Lenkwinkel ins
Innere von G bewegen wiirde. Daher wird zu diesem Zeitpunkt die Lenkung wieder auf
den Fahrer zuriickgeschaltet.

Zur Berechnung eines geeigneten Wertes fiir ¢ wird eine Giitefunktion
€(¢,8") =T, ges D¢, ) (5.12)

definiert, wobei fiir die zeitliche Ableitung der Invarianzfunktion ® wegen

d d (5.3)

— AW E— _ < max
dt(s (1) dt&(t Ty) < w
die Abschitzung?
. oD (¢, 6" e ew O0(C,0") | ax
a(c.0) < P20 (70 4 gieom) + |22 (5.13)
o¢ o)
gilt. Damit erhélt man die Berechnungsvorschrift:
€= max €(¢,0")
w d. N i) (¢,6%) € G\ In{G(e(¢,6"))) (5-14)

i) (¢, 0")e T,

wobei In{G} = G\ 8G das Gebietsinnere von G bezeichnet. Anschaulich bedeutet (5.14),
daB in der e-Umgebung (doppelt schraffierter Streifen in Abb. 5.4) des Gebietsrands 0G
der maximale Zuwachs von ® ermittelt wird. Dabei ist jedoch zu beachten, dafl die e-
Umgebung als zulédssiger Optimierungsbereich selbst vom Ergebnis ¢ der Optimierung
abhingt, so daB in der Nebenbedingung i) das Gebiet G von (¢, %) (anstatt von ¢)
abhéngt. Ein wohldefiniertes Ergebnis fiir € wird durch die Nebenbedingung i) gewahr-
leistet, die die Zustandsvariablen auf den beschrinkten Bereich 7 einschrianken.

Die Reserve € ist damit gro genug gewihlt, um zu garantieren, dafl vom Zeitpunkt
tr der Detektion von ({, ") € dG bis zum Zeitpunkt t5 + T}, ges des Anliegens des vom
Invarianzregler berechneten Winkels 6™ an den Vorderriidern die Systemtrajektorie das

Gebiet G nicht verlafit. Der Invarianzwinkel 5}ch mufl nun so berechnet werden, dafl

2Die zeitliche Ableitung bei (durch das nicht differenzierbare HSRI-Reifenmodell bedingten) Knick-
stellen von ® wird als das jeweilige Maximum der Menge von rechts- und linksseitigen Ableitungen

verstanden.
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5.4 Anwendung von Invarianzregelung

zum Zeitpunkt ¢, + T} ges des Anliegens dieses Winkels an den Vorderrédern fiir die

Invarianzfunktion die Bedingung
Oty + Tt ges) < —€ (5.15)

erfiillt ist und damit die Systemtrajektorie in jedem Fall wieder nach G iiberfiihrt wird.
Da sich der Systemzustand (¢,0") jedoch wihrend der Verzogerungszeit T} ges veran-
dert, reicht die Kenntnis des Systemzustands zum Zeitpunkt ¢; nicht fiir die Berechnung
des (zum spéteren Zeitpunkt ¢ + T} ges Wirkenden) Invarianzwinkels oV aus. Eine Lo-
sungsmoglichkeit besteht darin, durch modellgestiitzte priadiktive Verfahren den nahen
zukiinftigen Verlauf des Systemzustands und damit (¢, 0") zum Zeitpunkt ¢ + T ges
zu schitzen. Eine einfachere, aber dafiir konservativere Methode ist, die vom Zeitpunkt
tr, wihrend der Zeitspanne T} 4o aus erreichbare Menge Reach{({(t;),d(t < t;)} (engl.
reachable set) von Zustandspunkten zu betrachten und den Invarianzwinkel so zu berech-
nen, dafl Bedingung (5.15) fiir alle Punkte dieser Menge erfiillt ist. Fiir die Berechnung
eines geeigneten Invarianzwinkels 57 folgt damit
S max ®(¢, 0) < —e
o (5.16)
u. d. N. ¢ € Reach{{(tx),d(t < tx)} .

Damit kann im folgenden Satz fiir das mit dem RAC geregelte, erweiterte Einspurmodell

formal Stabilitdt der Rolldynamik nachgewiesen werden.

Satz 5.1 Betrachtet wird ein Kfz mit Chassis- und Lenkdynamik (5.1)-(5.2). Wird fir
alle Zustandspunkte (¢,6%) € G\In{G} der Invarianzwinkel 5™ gemdif (5.16) berechnet,

so haben zu allen Zeiten die Rdder des betrachteten Fahrzeugs Bodenkontakt.

Der zugehorige Beweis geht aus den vorangegangenen Ausfiihrungen anschaulich hervor
und wird in Anhang B.10 formal gefiihrt.

Anmerkung 5.1 In praktischen Anwendungsfdillen lafit sich die Berechnung des In-
varianzwinkels gegeniiber (5.16) drastisch vereinfachen: Da die Lenkdynamik in realen
Fahrzeugen wesentlich schneller als die Chassis-Dynamik einschwingt, ist die Ndherung
O(tg, ™) ~ D(tg + T ges, O™) giiltig, so daf fiir den Invarianzwinkel die gegeniiber

(5.16) weniger aufwendige, implizite Gleichung
S D(ty, 0% =) = —¢ (5.17)

zu losen ist.

109



5 Kippvermeidung von Kraftfahrzeugen mittels Invarianzregelung

Ausblick auf Robustheit
Bisher wurde nur der Nominalfall betrachtet, d. h. alle Parameter des Fahrzeugs wurden
als exakt bekannt vorausgesetzt. Satz 5.1 kann jedoch auch auf den Fall unsicherer phy-
sikalischer Parameter mit bekannten oberen und unteren Schranken erweitert werden.
Dazu wird in der Berechnung der Reserve € in (5.12) diejenige unsichere Parameterkom-
bination verwendet, beziiglich derer ® ein Maximum besitzt, d. h. die unsicheren Parame-
ter werden wie in Abschnitt 2.3.2 diskutiert, durch entsprechende marginale Funktionen
ersetzt.

Die in realen Anwendungsfillen nicht vernachlissighbaren Schétzfehler des Systemzu-
stands (¢,d") konnen in die Bestimmung von e durch einen zusétzlichen Totzeitterm

einbezogen werden.

5.5 Experimentelle Resultate

5.5.1 Experimentalaufbau

Zur Untersuchung des in Ab-
schnitt 5.4 vorgestellten RAC im

Fall nicht préadizierbarer Lenkma-

nover eines Fahrers, wurde die Re-
gelung in einem Fahrsimulator ge-
testet. Mit einem Lenkhebel kann
der Fahrer ein virtuelles Fahrzeug
in einer virtuellen 3-D-Welt lenken.
Die virtuelle Umgebung in Abb. 5.5
zeigt die Sicht des Fahrers durch die

Frontscheibe des Fahrzeugs auf ei-

ne schematische Fahrsituation sowie
ein virtuelles Lenkrad (1). Alternie-
rende Pylonen (2) stellen auf ei-

Abbildung 5.5: 3-D-Simulationsumgebung: Strafie
mit Pylonen und virtuelles Lenkrad mit Markie-
rung ner zweispurigen Strafle Hindernis-
se dar, denen der Fahrer ausweichen

soll. Die Neigung des Horizonts (3) wihrend der Fahrt entspricht der Kabinenneigung,
also dem Rollwinkel ¢ des Fahrzeugaufbaus. Auf dem virtuellen Lenkrad (1) befinden

sich zwei Markierungen (4). Die linke Markierung gibt den vom Fahrer eingestellten
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5.5 Experimentelle Resultate

Lenkwinkel 6%V an, die rechte Markierung représentiert den ggf. vom RAC berechneten
Invarianzwinkel 6. ITm Bild unten befindet sich ein Balken @, dessen Lange propor-
tional zum momentanen Uberschlags-Koeffizienten R ist. Zusitzlich zu diesen visuellen
Informationen werden dem Fahrer iiber den Lenkhebel haptische Informationen iiber die
GroBe des Uberschlags-Koeffizienten R und damit iiber die momentane Kippsituation
vermittelt. Dazu wurde iiber den Lenkhebel auf die Hand des Fahrers ein Drehmoment
My = (e ®BFHD) — =5 (=R+1) pymax augpeiibt, wobei das maximal zuldssige Moment
M"* des Hebels mit 3.8 Nm so gewéhlt wurde, daf§ der Fahrer den Hebel {iber einen
langeren Zeitraum ohne Anstrengung halten konnte.

Die Momentenkennlinie ist
in Abb. 5.6 abgebildet

und so gewdhlt, dafl der Koaht
raftge- S

Fahrer bei Manovern im — steuerter | Optlsc.hes l—

Lenkhebel 3D-Display
Grenzbereich zum Kip- enkhebe (SR
pen die drohende Kipp-
gefahr durch eine expo- Mensch- R0) '
nentiell anwachsende und Maschine-

Interface -1 OTTQ

ihm entgegenwirkende
Lenkhebel-Kraft  spiirt. v
Der Fahrer erfihrt da-

durch eine signifikante,

RAC

Y

—s| Lenkung ===

harte Riickmeldung bei

~| keitsregler

Uberschreitung der Kipp-

grenze. Weitere Unter- ) ) ) -
Abbildung 5.6: Struktur des Fahrsimulators mit detailliertem

suchungen iiber ergono- )
. . . Mensch-Maschine Interface.
misch giinstige Riickkopp-

lungen sollten in zukiinftiger Forschungsarbeit durchgefiihrt werden.

In Abb. 5.6 wird gezeigt, wie das Mensch-Maschine-Interface (MMI) in den geschlosse-
nen Regelkreis eingeht. So erhélt der Fahrer visuelle und haptische Informationen iiber
den aktuellen Fahrzustand und gibt den Lenkwinkel d%V iiber den Lenkhebel an den
RAC weiter. Dieser entscheidet, wie bereits in Abb. 5.3 detailliert vorgestellt wurde, ob
der vom Fahrer gewéhlte Lenkwinkel oder der Invarianzwinkel zur Lenkung verwendet
werden soll. Die simulierte Kfz-Dynamik beinhaltet die Lenk- und Chassis-Dynamik.
Wie im folgenden Abschnitt erlautert, ist ein zuséatzlicher Geschwindigkeitsregler fiir das

Chassis notwendig, um eine konstante Fahrgeschwindigkeit zu garantieren.
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5 Kippvermeidung von Kraftfahrzeugen mittels Invarianzregelung

5.5.2 Regelung

Den Experimenten liegen die Fahrzeugdaten aus Tab. FE.1 zugrunde. Dabei ist zu beach-
ten, dafl das simulierte Fahrzeug aufgrund seiner geringen Spurbreite 7" = 0.93 m und
der Hohe der Zusatzmasse im Vergleich zu realen Fahrzeugen leichter, d. h. schon bei
geringerem Lenkeinschlag, umkippt. Wie im folgenden Experiment gezeigt wird, kann
der RAC selbst bei dem angenommenen, kippgefihrdeten Fahrzeug Stabilitdt erzielen.

Die Abtastzeit des zeitdiskreten RAC betrug At = 0.01 Sekunden. Die Lenkdynamik
wurde als PTy-System angenommen, mit einer Kennkreisfrequenz wy ;, = 10 7 rad/s und
einer Dampfung Dy, = 2/+/2, die zum schnellsten Einschwingen fiihrt. Die Einschwing-
zeit der Lenkdynamik berechnet sich damit zu Ty, = 3/(wor D) = 0.135 Sekunden.
Die Reserve e wurde mittels Simulationen und Experimenten heuristisch zu ¢ = 0.1 be-
stimmt. In den durchgefiihrten Experimenten hat es sich gezeigt, daf§ die Ndherung aus
Anmerkung 5.1 giiltig ist und sich daher die Berechnung des Invarianzwinkels (5.16) zu
(5.17) vereinfachen lieB. Zur Losung der impliziten Gleichung (5.17) wurde das Optimie-
rungsverfahren Goldener-Schnitt [97] angewendet, da dieses Verfahren ohne die zeitliche
Ableitung von ® auskommt. Damit konnte der Wert des Invarianzwinkels mit einer re-
lativen Fehlertoleranz kleiner 0.001 nach maximal fiinf Optimierungsschritten ermittelt

werden.

Um den Fehler, der durch die nicht modellierte Nickbewegung des Fahrzeugs entsteht
(sieche Abschnitt 5.2) klein zu halten, wurde die Geschwindigkeit auf einen konstanten
Sollwert vy = 50km/h geregelt. Als Eingangsgrofle steht dafiir die Winkelgeschwindig-
keit wp der Front-Antriebsrader zur Verfiigung, so dafl sich mit einem Reifenradius
der Sollwert der Radwinkelgeschwindigkeiten zu w$, = vy/rg berechnet. Als Regelgesetz

wurde heuristisch das zeitdiskrete Regelgesetz

W g1 = Wik + Ki (Wp — wr k)

mit einem verénderlichen Verstdrkungsfaktor K = 0.03wp ; gewdhlt. In den damit
durchgefiithrten Experimenten zeigte sich, dafl dieses einfache Regelgesetz ausreichte, um
die Fahrzeuggeschwindigkeit in einen geniigend schmalen Bereich um die Sollgeschwin-
digkeit zu begrenzen, siehe Abb. 5.5.3 (c).
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5.5 Experimentelle Resultate

5.5.3 Experimente

In Abb. 5.5.3 (a) wird ein vom
geschulten Fahrer gelenktes Slalom-
Man6ver mit drei Hindernissen ge-
zeigt. Der vom Fahrer vorgegebene
Winkel 6%V ist im unteren Teilbild
von Abb. 5.5.3 (b) als durchgezoge-
ne Linie aufgetragen. Sobald der Be-
trag des Uberschlags-Koeffizienten
(Abb. 5.5.3 (b) oben) den Schwell-
wert 1 — € iibersteigt, wird der In-
varianzregler aktiv und wihlt den
in Abb. 5.5.3 (b) unten gestrichelt
dargestellten Lenkwinkel §™. Auf-
grund der Lenkdynamik {iberschrei-
tet |R| zwar den Schwellwert 1 —e,
allerdings ist zu erkennen, daf§ die
Reserve e ausreichend grofl gewéhlt
ist, um ¢ invariant zu halten. Bei
diesem Manover ware das Fahrzeug
ohne RAC bereits beim erstmali-
gen Eintauchen des Systemzustands
in die e-Umgebung umgekippt, da
R den Wert +1 mit der Wahl des
Lenkwinkels 64 iiberschritten hét-
te. Wie in Abb. 5.5.3 (c) gezeigt,
weicht die Kfz-Geschwindigkeit vom
Sollwert vp=50km/h=13.8m/s nur
geringfiigig ab, so dafl die eingangs
angenommene Vernachldssigung der

Nickdynamik gerechtfertigt ist.
Abbildung 5.7.: (a) x-y-Bahn; (b)

y—Position [m]

Hindernis

250 300

350 400 450
ix—Position [m]

5 [deg]

20 30 40 50
t[s]

()

oben: aktive Zeitbereiche des RAC sind grau gekennzeichnet; unten: Lenkwinkel; (c)

Geschwindigkeitsabweichung.
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5 Kippvermeidung von Kraftfahrzeugen mittels Invarianzregelung

Zusammenfassung und Bewertung

Die in diesem Abschnitt dargestellte, zeitdiskrete Version eines Invarianzreglers erweitert
die bestehende Theorie dahingehend, dafl bereits bei einem Abstand e zum Gebietsrand
0G Mafinahmen zur Erhaltung der Invarianz getroffen werden. Diese Methode ist auf
eine groflere Systemklasse verallgemeinerbar, so dafl die zeitkontinuierlichen Invarianz-
regler der vorangegangenen Kapitel fiir zeitdiskrete Implementierungen erweitert werden
konnen. Auflerdem kann die hier vorgestellte Idee, ein mittels Systemanalyse gewonnenes
Stabilitédtsgebiet invariant zu regeln, fiir eine Vielzahl unterschiedlicher Anwendungen ge-
nutzt werden. So sind beispielsweise in sozio-6kologischen Systemen oder bei chemischen
Prozessen Zustandsraumbereiche bekannt, in denen ein tkologisches/bzw. chemisches
Gleichgewicht, und damit Stabilitét gewahrleistet ist [20].

Betrachtet man den Nutzen von Invarianzregelung bei der speziellen Anwendung zur
Uberschlagsvermeidung von Kraftfahrzeugen, so it sich feststellen, da mit den Vor-
schriften zur Bestimmung der Reserve e Beschrianktheit nachweisbar ist. Des Weiteren
ist der RAC-Entwurf nicht auf lineare Fahrzeugmodelle beschréinkt, sondern kann, wie
im vorliegenden Fall durchgefiihrt, auch auf nichtlineare Fahrzeugmodelle angewendet
werden.

Der in einem Fahrsimulator getestete RAC basierte auf einer heuristischen Bestim-
mung der Reserve e. Da die vorgestellte Methode zur Berechnung von e konservative
Abschétzungen verlangt, mufl in zukiinftiger Forschungsarbeit untersucht werden, wie
brauchbar die damit erzielbaren Ergebnisse sind, d. h. wie stark der RAC die Lenkfreiheit
des Fahrers einschrénkt.

Des Weiteren ist eine Verbesserung der haptischen Schnittstelle zum Menschen nétig:
Die Fahrer konnten das am Lenkhebel riickgekoppelte Moment erst nach einiger Ubung
richtig interpretieren, so daf eine Uberlagerung der gewihlten Momentenkennlinie mit
den tatséchlich am Reifen angreifenden Kréften und Momenten als notwendig erscheint.

Zusétzlich ist durch das Einbeziehen der Léngsbeschleunigung als eine weitere Steu-
ergrofle eine Verbesserung des Fahrverhaltens zu erwarten. Durch die Reduzierung der
Fahrzeuggeschwindigkeit verringert sich wahrend eines Kurvenfahrmanovers die Quer-
beschleunigung, so daf sich tendenziell die gleiche Wirkung wie bei der Riicknahme des
Lenkwinkels ergibt. Dadurch kénnte der minimal erzielbare kippfreie Kurvenradius des
Fahrzeugs reduziert werden, was zum einen eine spéitere Ausweichreaktion des Fahrers
zum anderen auch bei weniger breiten Straflen ein erfolgreiches Ausweichmanéver erlau-

ben wiirde.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde das Stabilisierungsproblem von E-/A-linearisierten
SISO-Systemen mit einer am Systemausgang nicht beobachtbaren, internen Dynamik
betrachtet. Klassische, auf Ausgangsriickfithrung basierende Regelungen erzielen bei sol-
chen Systemen zwar ein stabiles E-/A-Verhalten, das Gesamtsystem kann jedoch auf-
grund einer moglicherweise instabilen internen Dynamik instabil werden. So kann die
Systemtrajektorie nach Abklingen des transienten E-/A-Verhaltens gegen eine instabile
Bahn der Nulldynamik, oder bereits nach endlicher Zeit gegen eine Singularitdt in der

zeitlichen Losung (finite escape) streben.

Die in dieser Arbeit eingefiihrte, neuartige Regelungsmethode der Invarianzregelung
16st dieses Stabilitatsproblem, indem neben der Forderung nach asymptotisch stabiler E-
/A-Dynamik ein gegebenes, beschrinktes Zustandsraumgebiet invariant gehalten wird,
d. h. die Systemtrajektorie soll das Gebiet nicht verlassen. Aufgrund der Beschrénktheit
des Invarianzgebiets sind auch die Systemzustédnde fiir alle Zeiten beschrénkt, so dafl

Beschrénktheit der internen Dynamik garantiert wird.

Das zentrale Problem dieses Regelungskonzepts besteht darin, dafl sich die Regelzie-
le der Invarianz eines gegebenen Zustandsraumgebiets sowie der asymptotischen E-/A-
Stabilitit einander widersprechen kénnen. Damit miiflte eines der beiden Ziele zugunsten
des anderen aufgegeben werden. Der Hauptbeitrag dieser Arbeit liegt darin, praktisch
erfiillbare Bedingungen an das invariant zu haltende Zustandsraumgebiet sowie an das
asymptotisch E-/A-stabilisierende Regelgesetz zu finden, bei deren Einhaltung ein sol-
cher Konflikt vermieden wird. Der aus diesen Bedingungen resultierende Existenz-Satz
fiir Invarianzregler stellt die Grundlage fiir die in dieser Arbeit vorgestellten beiden
Invarianzregler-Entwurfsverfahren dar. Eine Erweiterung auf Robustheit gegeniiber nur
ungenau bekannten Systemparametern stellt dabei die Anwendbarkeit von Invarianzre-

gelung in realen Systemen sicher.

115



6 Zusammenfassung und Ausblick

Das erste Entwurfsverfahren basiert auf einem schaltenden, bilinearen Regelgesetz
fiir das E-/A-linearisierte Teilsystem und ist fiir eine allgemein gehaltene Systemklasse
anwendbar. Ein Nachteil der damit erzeugten Invarianzregler besteht darin, dafl bei Sy-
stemen mit einer nur lokal stabilen Nulldynamik, die erzielbaren Invarianzgebiete und
damit die stabilen Einzugsbereiche der Regelung u. U. sehr klein ausfallen. Daher wurde
fiir die hdufig auftretende Unterklasse der Rang-2-Systeme ein weiteres Entwurfsverfah-
ren fiir Invarianzregler entwickelt, mit dem, im Fall nur lokal stabiler Nulldynamik, weit
ausgedehnte Zustandsraumgebiete invariant gehalten werden kénnen. Dabei wird von
speziellen Systemeigenschaften des bei Rang-2-Systemen definitionsgeméf auftretenden
Doppelintegratorsystems Gebrauch gemacht.

Das fiir die allgemeinere Systemklasse anwendbare Entwurfsverfahren wurde an einem
Simulationsbeispiel ausfiihrlich getestet. Fiir das auf Rang-2-Systeme spezialisierte, zwei-
te Entwurfsverfahren stand ein Experimentalsystem zur Verfiigung: So wurde beispiel-
haft fiir die Klasse der nichtlinearen, unteraktuierten Rang-2-Systeme der unteraktuierte
Experimentalroboter R2D1 mit einem als nichtminimalphasig gewéahlten Systemausgang
durch Invarianzregelung stabilisiert. Dieses System wurde in einer Konfiguration betrie-
ben, in der die Nulldynamik nur lokal stabil ist und das finite escape Stabilitéitsproblem
auftreten kann. R2D1 représentiert daher eine in der Technik héufig vorkommende und
bisher nicht mit einem groflen Einzugsbereich stabilisierbare Systemklasse. Des Weiteren
konnte experimentell nachgewiesen werden, daf ein robuster Invarianzregler tatsédchlich
das durch eine Zusatzmasse gestorte Robotersystem stabilisiert. Damit weist robuste
Invarianzregelung die fiir reale Einsatzfille notwendigen Robustheitseigenschaften ge-
geniiber Parameterschétzfehlern auf.

Die bis dahin behandelte Invarianzregelung setzte zeitkontinuierliche und stetig-dif-
ferenzierbare Systeme voraus. Am Beispiel der Uberschlagsvermeidung von Kraftfahr-
zeugen mit erhohtem Schwerpunkt wird zusétzlich ein Ausblick darauf gegeben, dafl In-
varianzregelung auch zur Stabilisierung nicht stetig-differenzierbarer Regelstrecken mit
Totzeiten im Regelkreis und einer zeitdiskreten Implementierung eingesetzt werden kann.
Dabei wurde die Kfz-Dynamik durch einen realitdtsnahen Fahrsimulator ersetzt. Der
experimentelle Charakter entstand durch einen, mit einer haptischen Schnittstelle ver-
bundenen, menschlichen Fahrer, so daf§ der Invarianzregler zusétzlich mit dem nicht-

pradizierbaren menschlichen Eingriff zurecht kommen mufite.

Eine Bewertung der hier vorgestellten Invarianzregelung im Vergleich mit bestehenden,

Ljapunov-basierten Regelungsverfahren ergibt, dafl Invarianzregelung wesentlich weni-
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ger restriktive Systemvoraussetzungen fordert und der Entwurfsprozel einfacher ist. So
benotigt Invarianzregelung nur auf der Berandung des invariant zu haltenden Zustands-
raumgebiets eine Abstiegsbedingung, wohingegen bei Ljapunov-basierten Verfahren eine
solche Bedingung im gesamten Gebietsinnern notwendig ist.

Der mit dem hohen Entwurfsaufwand bei Ljapunov-basierten Verfahren erkaufte Vor-
teil liegt in der asymptotischen Stabilitit des geregelten Gesamtsystems. Demgegeniiber
erzielt das hier vorgestellte Verfahren der Invarianzregelung lediglich Begrenztheit des
internen Systemzustands und asymptotische E-/A-Stabilitét.

Aufgrund der Verwandtschaft zu Ljapunov-basierten Verfahren ergeben sich bei In-
varianzregelung dhnliche Robustheitseigenschaften gegeniiber ungenau geschitzten Sy-
stemparametern. Die zur Robustifizierung benétigten Berechnungen vereinfachen sich
jedoch bei Invarianzregelung, da auch hier nur der Gebietsrand, und nicht das gesam-
te Gebietsinnere betrachtet werden mufl. Zusammenfassend kann gesagt werden, dafl
mit Invarianzregelung eine, gegeniiber Ljapunov-basierten Verfahren vereinfachte, Re-
gelungsstrategie zur Verfiigung steht, die durch ihre Robustheitseigenschaften auch in

realen Systemen einsetzbar ist.

Eine mogliche, vielversprechende Fortfithrung dieser Arbeit liegt in der Weiterentwick-
lung der dynamischen Invarianzregelung, bei der sich das Invarianzgebiet mit einer be-
stimmten Geschwindigkeit auf einzelne Gleichgewichtspunkte zusammenzieht oder gegen
eine einzelne, stabile Phasenbahnen expandiert. Damit ist eine Erweiterung auf asym-
ptotische Gesamtsystemstabilitat moglich.

Zusétzlich konnte die in dieser Arbeit verwendete harte Umschaltung der Reglerpara-
meter am Rand des Invarianzgebiets und die dadurch erzeugte Unruhe im System durch
eine zeitkontinuierliche Adaptionsstrategie verbessert werden.

Des Weiteren ist eine Anwendung von Invarianzregelung zur Losung des bei adaptiven
(im Sinne des Erlernens unbekannter Systemparameter), nichtlinearen Systemen auftre-
tenden Stabilitdtsproblems denkbar. So konnte der Zustandsraum um die Menge der
adaptierten Parameter erweitert, und ein beschréanktes Zustandsraumgebiet invariant
gehalten werden. Dadurch wire Gesamtsystemstabilitdt auch wiahrend des Adaptions-
vorgangs der unbekannten Systemparameter gewéhrleistet.

Eine weitere mogliche Anwendungen von Invarianzregelung liegt in der Stabilisierung
von MIMO-Systemen. Die dazu notwendige Erweiterung des Begriffs der Unteraktu-
iertheit kann sich auf den in der Literatur bekannten, vektorwertigen relativen Rang

des Systems stiitzen. Im Unterschied zum SISO-Fall enthélt die Bedingung zum Invari-
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6 Zusammenfassung und Ausblick

anthalten eines gegebenen Zustandsraumgebiets im MIMO-Fall mehrere Steuergréfien.
Dies bringt den Vorteil mit sich, dal bei Auftreten eines Fluchtpunktes beziiglich einer
Steuergrofie noch weitere unabhéngige Steuergrofien zum Invarianthalten zur Verfiigung
stehen und daher das Fluchtpunkt-Problem entschérft wird.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dafl mit dieser Arbeit die theoretische Grundla-
ge fiir Invarianzregelung fiir eine allgemein gehaltene Systemklasse erforscht, und durch
zwei Entwurfsmethoden sowie zwei Experimente ergénzt wurde. Damit ist zum einen
die Grundlage weiterer Erforschung der Regelung unteraktuierter Systeme gelegt wor-
den, zum anderen liegen fiir den Entwickler anwendbare Entwurfsverfahren vor, wodurch

eine Briicke zwischen Theorie und Praxis geschlagen wurde.
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A Mathematische Definitionen

Radial unbegrenzte Funktionen
Eine Funktion W (x) ist radial unbegrenzt (engl. radiallay unbounded [17]), wenn die
Bedingung

(W(@)| =00 = |z — oo (A1)

gilt. Daraus folgt, daf eine Konturfliche {x| W(x) = ¢}, ¢ = const, begrenzt ist, falls
W (x) radial unbegrenzt ist.

Definitheit einer Funktion

Eine Funktion f(x) ist positiv-definit, wenn die Bedingung

>0 fallsz#0

z)
=0 fallsz=0

gilt. Negative Definitheit folgt analog mit einem strikten <-Ungleichheitszeichen. Falls
anstatt der strikten Ungleichheitszeichen ein > bzw. < steht, so ist f positiv-semidefinit

bzw. negativ-semidefinit.

Marginale Funktion

Gegeben sei eine nicht néher spezifizierte Grundmenge Z fiir eine Variable z sowie eine
Giitefunktion ¢(x,z) . Die marginale Funktion (auch Master-Funktion genannt) f(x)
wird nach [82] (S. 168) durch

f(z) = inf[p(x, 2)]

z2EZ

definiert. Analog ist auch eine Definition mit dem sup-Operator moglich [13], Kapitel 2.2.

Verschiedene Darstellungen der zeitlichen Ableitung entlang einer
Systemtrajektorie
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Betrachtet wird ein System
z = f(x)
y = h(z)

mit einem geniigend oft differenzierbaren Vektorfeld f(x), einer geniigend oft differen-

(A.2)

zierbaren Ausgangsfunktion h(x) sowie & € R™. Die zeitliche Ableitung von h(x) entlang
der Systemtrajektorie x(t) berechnet sich zu

(a2 dh(z) dx  dh(x)”

hz) = i P AC))

und kann in der praktischen Form der Lie-Ableitung
hiz) =L sh(z)

ausgedriickt werden. Die wiederholte Anwendung der Lie-Ableitung nach zum Beispiel

zweier Vektorfelder f(x) und g(x) ergibt sich zu

d (Lh(z))"

g(zx) .

Falls die Ausgangsfunktion h(x) k-fach nach der Zeit entlang der Systemtrajektorie a(t)
abgeleitet werden soll, wird die Schreibweise L'}h(w) beniitzt, d. h. es ergibt sich die
Rekursionsvorschrift - ))T

L) — s (@) 2 (@)
Ljapunov-Funktion, Regelungs-Ljapunov-Funktion (CLF) und RCLF
Sei V(x) eine positiv-definite, radial unbegrenzte, glatte Funktion. Falls die zeitliche
Ableitung von V(x) entlang der Systemtrajektorie x(t) von System (A.2) negativ-
semidefinit ist, so wird V' als Ljapunov-Funktion bezeichnet [73].

Eine Ljapunov-Funktion stellt eine verallgemeinerte Energiefunktion des zugrundelie-
genden Systems dar. Daraus ist anschaulich klar, dafl das System asymptotisch stabil ist,
wenn auBerhalb des Ursprungs V < 0 und im Ursprung V = 0 gilt. Falls nur V < 0 gilt,
sind die Zustandsvariablen des Systems begrenzt, so dafy nur Stabilitdt im Sinne von Lja-
punov folgt. In einigen Fiéllen 148t sich jedoch der Satz von LaSalle anwenden, um auch
im negativ-semidefiniten Fall asymptotische Stabilitédt nachzuweisen. Dabei mufl gepriift
werden, ob die einzige positiv invariante Menge der Menge von Punkten {x| V (z) = 0}

der Ursprung ist.
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Falls ein System stabil ist, existiert eine Ljapunov-Funktion. Falls umgekehrt keine

Ljapunov-Funktion existiert, ist das System instabil.

Es wird nun ein ungeregeltes System
& = f(z,u) (A.3)

betrachtet, das gegeniiber System (A.2) um eine Steuervariable u € U erweitert wurde. U
bezeichnet dabei den zulédssigen Bereich von u. Eine positiv-definite, radial unbegrenzte,
glatte Funktion V(x) ist eine Regelungs-Ljapunov-Funktion (engl. control Lyapunov-
function, kurz: CLF), falls

r#0 = iggVV(m)Tf(:I;,u) <0

gilt, [13]. Dies bedeutet, dafl eine CLF ein Kandidat fiir eine Ljapunov-Funktion ist, de-

ren zeitliche Ableitung durch eine geeignete Wahl von u negativ gemacht werden kann.

Falls f affin in u ist, so ist nach [7]] die Ezistenz einer CLF hinreichend fiir Stabili-
sierbarkeit mit glatten Regelgesetzen.

Falls ein asymptotisch stabilisierendes Regelgesetz u(x) fir System (A.3) existiert, exi-
stiert auch eine CLF.

Eine robust control Lyapunov-function (RCLF) ist eine CLF, die fiir alle Elemente einer
Menge von Systemen giiltig ist. Diese Systemmenge entsteht durch Perturbation eines

Nominalsystems.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dafl die Existenz einer Ljapunov-Funktion not-
wendig und hinreichende Argumente fiir die Stabilitét eines geregelten Systems liefert,
wiahrend die Existenz einer CLF notwendig und hinreichende Argumente fiir die Stabi-

lisierbarkeit eines ungeregelten Systems bereit stellt [13].

Ljapunov-Gleichung

Betrachtet werde ein lineares System der Form

r=Ax+bu.
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Eine quadratische Ljapunov-Kandidatsfunktion sei V = ! P & mit einer quadratischen,
positiv definiten Matrix P > 0. Die zeitliche Ableitung von V entlang der Systemtra-
jektorie x(t) ergibt sich zu

V=z" (ATP+PA)z+22" Pbu.

Daraus erkennt man, daf8 ein lineares Regelgesetz v = —R™'/2b" Px = —k” o mit

einer positiven Konstanten R > 0 zu einer negativ definiten zeitlichen Ableitung
V=z" (ATP+PA-R'Pbb' Pz
fiithrt, falls die Matrix-Riccati-Gleichung
ATP+PA-R'PbV' P=-Q

mit einer positiv definiten Matrix @ > 0 erfiillt ist. Betrachtet man das geregelte System
mit einer geregelten Systemmatrix A = A — bk”, so folgt die Ljapunov-Gleichung

A'PrPA=_Q.

Erweiterte Definition von Ljapunov-Funktionen

Es wird eine stetige, aber nicht zwangsldufig differenzierbare, positiv-definite, konvexe
Funktion V' (z) : R" — R mit @ € R™ betrachtet. Des Weiteren soll V' radial unbegrenzt
sein. Sei @y ein stetig-differenzierbarer Punkt auf einer Fliche V' (x) = ¢. Dann wird die
Tangentialebene durch ay mit der impliziten Gleichung

hz) = V(xo) + VV (@)L (x—x0) =0

o

beschrieben [79]. Falls h(x) > 0 gilt, folgt, dal & zwischen der Tangente und der Fliche
V(x) = 0 liegt. Andernfalls liegt @ auflerhalb.

Diese Betrachtung kann auf nicht-differenzierbare Punkte & (Knickpunkt) der Fli-
che V() = ¢ erweitert werden. So definiert man alle Ebenen, fiir die h(z®) < 0 gelten,
als Subtangentialebenen. Die Menge aller Subtangentialebenen in & wird als Subdiffe-
rential OV (£™) bezeichnet. In Abb. A.1 ist im zweidimensionalen Fall das Konzept des
Subdifferentials sowie der Subtangentialebenen veranschaulicht.

Definiert man unter Verwendung des Subdifferentials die zeitliche Ableitung von V' ent-

lang der Trajektorie eines Systems der Form (A.2) als

Veb(z) = sup [0V (z) f(z)] |
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T2

/ Subtangente

Abbildung A.1: Veranschaulichung des Subdifferentials.

so gilt
V(z(t) < V(@) + / V(g (7)) dr .

0
Daraus folgt, daf§ die Funktion V entlang der Systemtrajektorie a(¢) nicht zunimmt,

falls die Abstiegsbedingung
Vo) <0 Ve eR"

gilt. Damit 148t sich zeigen, daf die fiir stetig-differenzierbare Ljapunov-Funktionen be-
kannten Stabilitédtsresultate auf die hier definierte Klasse nicht glatter Funktionen iiber-

tragen werden konnen, [73].

Abschdtzung der Ableitung der sign-Funktion
Betrachtet werde ein System

y=fy)
mit f(0) = 0. Die zeitliche Ableitung der Funktion s(y) = sign[y] y entlang der Trajekto-
rie y(t) ist bei y = 0 nicht definiert, da der Gradient V(sign[y] y) durch die Unstetigkeit
von sign[y| y an der Stelle y = 0 nicht definiert ist. Oftmals ist jedoch nur ein Supremum

von $(y) erforderlich, so dafl eine Erweiterung des Gradienten von sign[y] y zu der Menge
(Subdifferential)

=sign[y] firy #0

V(sign[y] v) .
e[-1;1 fury=0
zur Abschitzung
q ' ' sign[y] ¥ fiir y # 0
max [d_ (signly yﬂ = max [V (siguly] y) ] = L (A4-4)
t max[—§,+y] =0 firy =0
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fithrt, siehe Abb. A.2 fiir eine graphische Interpretation des erweiterten Gradientenbe-
griffs. Wegen sign[0] = 0 und ¢(0) = f(0) = 0 folgt daraus

nm{%@@wwﬂza@My. (A5)

sign[y y

= Y
max|V (signfy] y)] = 1 —2=tex— min[V(signly] y)] = —1

V(sign[y]y) € [-1,1]

Abbildung A.2: Erweiterung des Gradienten von V(sign[y]y) bei y = 0 zu einer Menge.

Trajektorie, Phasenbahn

In dieser Arbeit wird der zeitliche Verlauf der Zustandsvariablen eines dynamischen Sy-
stems (A.2) als Trajektorie x(t) bezeichnet. Die Phasenbahnen hingegen besitzen keinen
Bezug zur Zeit ¢ und beschreiben die Pfade inklusive Durchlaufsinn der Trajektorien fiir

bestimmte Anfangswerte x(0) im Zustandsraum.

Wichtige, in dieser Arbeit verwendete Stabilitdtsbegriffe
Die folgenden Stabilitdtsdefinitionen sind vollsténdig aus [17] entnommen. System (A.2)
ist stabil im Sinne von Ljapunov (oft auch vereinfachend nur stabil genannt), wenn es

fiir jedes € > 0 eine J-Umgebung gibt, so daf3
|lz(0)|| <0 = ||x(t)| <e, vVt > 0.

Anschaulich bedeutet dies, dal der Systemzustand «x fiir jeden Anfangswert in einem
beschriankten e-Gebiet begrenzt ist, und es fiir jedes e-Gebiet ein d-Gebiet zuldssiger
Anfangswerte gibt.

Asymptotische Stabilitdt liegt vor, wenn System (A.2) stabil ist und es einen Anfangs-
bereich ||z(0)]| < ¢, ¢ > 0 so gibt, da lim,_. ||z (t)|| = 0 gilt.

System (A.2) ist exponentiell stabil, wenn es zwei positive Konstanten ¢; > 0, ¢ > 0

gibt, so dafl die Konvergenz der Norm des Systemzustands geméaf3

l®)I < e [l(0)] e
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nach unten beschrinkt ist. Anschaulich bedeutet dies, dafl es zu jedem Zeitpunkt eine
bestimmte Mindesteinschwingrate gibt. Daneben liegt ein weiterer Vorteil exponentieller
Stabilitat darin, dafl ein System, das im Nominalfall exponentiell stabil ist, bei ausrei-
chend schwacher Perturbation der Systemparameter immer noch asymptotisch stabil ist.
Ein nominell asymptotisch stabiles System hingegen kann selbst bei kleinsten Perturba-
tionen bereits instabil werden.

Man klassifiziert Regelgesetze durch die erzielten Stabilitédtseigenschaften. Dabei ist
neben den oben genannten Arten von Stabilitdt noch eine weitere Unterscheidung hin-
sichtlich des Giiltigkeitsbereichs im Zustandsraum iiblich: Ein Regler ist lokal stabilisie-
rend, wenn das geregelte System nur in einem begrenzten Bereich des Zustandsraums
stabil ist. Man spricht von semiglobaler Stabilitiat, wenn es fiir jeden Anfangspunkt ein,
moglicherweise unterschiedliches, stabilisierendes Regelgesetz gibt. Ein Regelgesetz ist

global stabilisierend, wenn es fiir alle Anfangspunkte stabil ist.
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B Zusammenstellung von Beweisen
und Herleitungen

B.1 Beweis von Satz 2.2

Beweis: Im Bereich & € V hilt u = 0 das Gebiet G positiv invariant, da damit fiir
die zeitliche Ableitung von ® die Ungleichung V®T(¢) £(£) < 0 gilt und folglich die
Invarianzbedingung (2.22) erfiillt ist. Im Bereich £ ¢ V kann wegen der Offenheit von V
immer eine positive Konstante ¢ > 0 so gefunden werden, dafl |VCI>T(£) g(ﬁ)‘ > € gilt.
Daraus folgt, dal es immer einen endlichen Wert fiir @ gibt, so daf§ die Invarianzbedin-

gung (2.22) erfiillt ist. [

B.2 Beweis von Korollar 2.1

Beweis: Falls das durch Tangentenlinearisierung gewonnene, lineare System vollstéin-
dig steuerbar und beobachtbar ist, existiert immer ein Regelgesetz, das den Ursprung des
zugrundeliegenden Gesamtsystems (2.9) zumindest lokal asymptotisch stabilisiert. Dar-
aus folgt die Existenz eines offenen, lokal um den Ursprung des Gesamtsystems gelegenen
und invarianten Zustandsraumgebiets, das durch eine radial unbegrenzte Invarianzfunk-

tion ¢ implizit definiert werden kann. [ ]

B.3 Beweis von Satz 2.3

Beweis:

Fall 1 (x,z) € U: G ist positiv invariant, da P <0 gilt und damit die Invarianzbedin-
gung (2.41) innerhalb von U erfiillt ist.
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B Zusammenstellung von Beweisen und Herleitungen

Fall 2 (z,z) ¢ U: Definitionsgemif gilt V®7(b,g) # 0. Damit und wegen der De-
finition der Signum-Funktion gemf sign[0] = 0 folgt aus (2.46) die Bedingung
VVT(x)b # 0 und es gilt (2.43). Des Weiteren ergibt sich unter Beriicksichtigung
von (2.43) und (2.46) aus (2.41) die zeitliche Ableitung von ® zu

o

Daher existiert fiir jeden beliebig groBen, positiven Wert von V&' (A z, f) immer

, (2.43),(2.46) A
d(x,z) < VO v

; (B.1)

] = ¢([|=[])

ein ausreichend negativ grofer Wert fiir —c(||z||), so daB & < 0 gilt und damit

die Invarianzbedingung erfiillt ist.

Wegen ||z|| - 0 = wu(x,z) — 0 muf sich nach Voraussetzung von Fall 2
x auBerhalb einer offenen Umgebung von & = 0 befinden. Nach Bedingung 2.1
existiert daher immer ein Parametervektor k so, dal —c(||x||) jeden beliebigen
negativen Wert annehmen kann. Daher kann die Invarianzbedingung ® < 0 erfiillt

werden.

Begrenztheit der Reglerparameter: Der Term V®T (Ax, f) ist begrenzt, da ||z||
nach Voraussetzung auf 0G begrenzt ist und ||| wegen der geforderten asympto-
tischen E-/A-Stabilitit begrenzt ist. Weiterhin ist der Term V&7 (b, g) aufgrund
der Stetigkeit des zugrundeliegenden Systems in 0G \ U betragsméBig nach unten
beschrankt. Daraus folgt, daf§ mit einem betragsméfig beschriankten Wert der
Steuergrofe u die Invarianzbedingung ® < 0 erfiillt werden kann. Endliche Werte
der Steuergrofle erfordern auch nur endliche Werte der Reglerparameter, solange

sich u aulerhalb einer offenen Umgebung von null befindet.

Notwendigkeit der Bedingung b): Annahme: Das Driftvektorfeld zeigt von G weg, es gelte
VVT Az > —VVT bu™, die sign-matching Bedingung (2.46) gelte nicht und (z, z) €
9G. Dann folgt ® < 0 dann und nur dann wenn V = VVT Az + VVT bu™ > 0. ]

B.4 Beweis von Korollar 2.2

Beweis: Hinreichend: Zunichst wird gezeigt, dafl eine geniigend kleine, offene Umge-
bung des beschrinkten Gebiets der Nulldynamikebene und ein darin definiertes Regel-
gesetz existiert, so dafl darin das geregelte Gesamtsystem asymptotisch stabil gegen das
beschrankte Gebiet der Nulldynamikebene konvergiert: Dies trifft zu, da es zum einen

fiir das linearisierte Teilsystem eine asymptotisch stabile Regelung gibt. Zum anderen
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muf} gezeigt werden, dafl die Trajektorie des geregelten Gesamtsystems fiir alle Zeiten
definiert ist, also keine Instabilitidt nach endlicher Zeit auftreten kann. Ein durch eine
Tangentenlinearisierung gewonnenes und in der Ndhe der Nulldynamikebene giiltiges li-
neares Ersatzsystem ist immer Lipschitz-stetig. Damit kann in einer geniigend kleinen
Umgebung des beschriankten Gebiets der Nulldynamikebene die Existenz und Eindeu-

tigkeit nachgewiesen werden.

Nach Ljapunovscher Stabilitédtstheorie existiert eine Ljapunov-Funktion V fiir das Ge-
samtsystem in einer geniigend kleinen Umgebung der Nulldynamikebene, da es ein sta-
bilisierendes Regelgesetz gibt. Eine Konturfliche V' = ¢, (¢ > 0, konstant, ausreichend
klein) dieser Ljapunov-Funktion stellt eine Invarianzgebietsberandung 0G dar, so dafl

eine Invarianzfunktion durch ® =V — ¢ gegeben ist.

Fiir eine Ljapunov-Funktion gilt zwingend V < 0 fiir alle Punkte auBerhalb des Ur-

sprungs. Daher existiert die in a) aus Satz 2.3 geforderte, offene e-Umgebung,.

Bedingung b) aus Satz 2.3 ist ebenfalls erfiillt, da es sich dabei um eine notwen-
dige Bedingung fiir die Existenz eines Invarianzregelgesetzes und damit auch fiir eine

Ljapunov-Funktion handelt.

Notwendig: Die Notwendigkeit folgt trivial aus der Forderung a) von Satz 2.3 im Fall
u = 0. [ |

B.5 Beweis von Satz 3.1

Beweis: Das lineare Teilsystem (2.16) wird mit dem unterlagerten Regelgesetz (3.16)
in die Form (3.18) iiberfithrt. Da es sich dabei um ein bilineares System handelt, kon-
nen Stabilitdtsbeweismethoden geschalteter linearer Systeme nicht angewendet werden.
Ein Beweis mittels multipler Ljapunov-Funktionen [00] fithrt nur zum Nachweis von
Ljapunov-Stabilitit oder asymptotische Stabilitdt [71] und ist daher gleichfalls nicht
brauchbar. Aus diesem Grund wird exponentielle Stabilitdt im Folgenden durch einen
direkten Nachweis der definitionsgeméflen notwendigen Eigenschaften bewiesen. Im Fol-
genden bezeichnet \yax[-] (Amin[-]) den maximalen (minimalen) Eigenwert einer gegebe-
nen Matrix.
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Asymptotische Stabilitdt: Unter Beriicksichtigung von (A.5) und (3.17) kann die zeitliche
Ableitung S von (3.2) entlang der Systemtrajektorie von (3.18) durch

) d .
S<—n"Win+2yq, Piin+ max [% signy] y]

(A.5) (B.2)

—n' Wun+2yqy,’ Pun+signly]y
2. Zeile von (3.17),(3.18) .

= —n" Wiin — signfy] y a(t)
abgeschétzt werden. Mit (3.2),(3.17) und (B.2) folgt

T Wuntlylalt) _ Awn[Wuln"n+ |yl o
nTP1177+ |3/| - )\max[Pll] 77T"7‘|’ ’y|
~ minfAuin[Wiil, o] (0" 1+ [yl)

max[Amax[P11], 1] (T 0+ |y])

5
S

IN

Daraus ergibt sich S < —( S mit der Konstanten
C=min[Apin[W1], a]/ max[Anax[P11], 1] -
Asymptotische Stabilitét folgt, da die Speicherfunktion S(t) geméfl
S(t) < Spe™¢t,  Sy=S5(0) (B.3)

asymptotisch stabil gegen null abnimmt und S =0 < (n,y) = (0,0) gilt.
Ezponentielle Stabilitdt: Fiir exponentielle Stabilitdt mufl sich die Speicherfunktion S(t)
durch eine Norm des Systemzustands (7,y) nach unten und oben abschétzen lassen.
Eine entsprechende obere Schranke ist dabei durch

1
S < Amax[Pui]n m+ 92 + 1 (B.4)

gegeben, da S < Apax[P11]m'm + |y| und, wie in Abb. B.1 skizziert, die Ungleichungs-
bedingung |y| < y* + 1/4 gilt. Eine untere Schranke fiir S ist mit

Amin [ P11]m'n + 42 fir Apin[P11]m'm + y| < 1

5> o
(Amin[Pll] 77T"7 + y2> fUI' /\min[Pll] "7T77 + |y| > 1

(B.5)

gegeben, da n? Py1m > Ap[P11]n'n und fiir den ersten Fall von (B.5) die logische

Argumentationskette

Amin[Puln™m+ 1y <1 = |y <1 = ¥* <y
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0,25 s

0 — =Y

Abbildung B.1: Eine obere Schranke fiir |y| ist durch y? + 1/4 gegeben.

gilt. Der zweite Fall von (B.5) folgt aus der Uberlegung, da8 mit a = Ay [P11]n™n > 0
und b = |y| > 0 die Speicherfunktion geméfl S > a + b abgeschétzt werden kann und die

logische Argumentationskette

a+b>1=a+2b>1=a(a+2b)>a=ad*+2ab+b*>a+b?
= (a+b)?>a+b=a+b>(a+b)?

gilt.

Mit den Konstanten ¢ = min [1, Anin[P11]], 0 = max [1, Anax[P11]], d = (nTn + 9/
und dy = d(0) ergibt sich aus (B.3), (B.4) und dem ersten Fall von (B.5) die folgende
Abstiegsbedingung fiir d?(t):

)1/2

d*(t) <e ' (odi+1/4) /o . (B.6)

Mit der vom Anfangswert dy abhéngigen Konstanten K1 (do) = ((2d§ + 1/4) / (0dg))"/?
sowie dy # 0 folgt schliellich

d(t) < Ky(do) dye ¢/t . (B.7)
Fiir den zweiten Fall von (B.5) ergibt sich analog zum ersten Fall
d(t) <e ' (odj+1/4) /Ql/Q :
Mit der Konstanten Ks(do)=(ad§ + 1/4) /(0"* do) und dy#0 folgt daraus

d(t) < Ky(do) dye " . (B.8)
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Aus (B.7) und (B.8) folgt schlielich die globale Abstiegsbedingung
d(t) < max [K;(dy), Ky(dy)] doe™¢/?t

die das Regelziel der exponentiellen Stabilitdt definitionsgeméB fiir jeden Anfangszustand
erfiillt. Es ist zu beachten, daf die Konstante max [K7(dp), K2(dp)] vom Anfangswert dy
abhéngt. Trotzdem liegt globale exponentielle Stabilitdt vor, da das zugrundeliegende
Regelgesetz (3.16),(3.17) nicht von (n(0),y(0)) abhéngt. ]

B.6 Beweis von Korollar 3.1

Beweis: 1. Die Nebenbedingung i) aus (3.27) hat beziiglich der Variablen 1 und z
begrenzte Konturflichen, d. h. sie ist radial unbegrenzt beziiglich n und z. Fiir ein
konstantes C' > 0 kann damit weder ||n|| noch ||z|| gegen Unendlich streben.

2. Die Giitefunktion o(n,y,z) kann aufgrund der stetigen Differenzierbarkeit von
g(n,y, z) nur dann gegen Unendlich streben, wenn die Norm mindestens einer Zustands-
variablen gegen Unendlich strebt. Aus diesem Grund kann ausgeschlossen werden, dafl
die Giitefunktion wegen ||n|| oder ||z|| gegen Unendlich strebt, da beide wegen dem Fall 1
begrenzt sind.

3. Falls die Giitefunktion gegen Unendlich strebt, kann dies nur wegen |y| — oo sein.
Wegen S(-, |y| — o0) — oo und o(-, |y| — oo0) — oo folgt aber, da Nebenbedingung i)
aus (3.27) auch gegen Unendlich streben wiirde, so daf§ mit einem endlichen Wert fiir

C' > 0 die Nebenbedingung i) verletzt wire. ]

B.7 Beweis von Satz 3.2

Beweis:

i)-11) Folgt unmittelbar aus Satz 2.3, da alle dafiir notwendigen Bedingungen erfiillt sind.

iii) Da das lineare Teilsystem (2.16) exponentiell stabil ist, existiert ein Zeitpunkt,
ab dem |y| < € gilt und wegen der erfiillten Bedingung a) aus Satz 2.3 (hier
(3.25)) die Trajektorie nicht mehr an den Gebietsrand stofflen kann. Daher tritt
nach diesem Zeitpunkt kein weiteres Schalten auf. Da auBerdem wegen ®™a* >
0 kein Schnattervorgang entlang des Gebietsrands G auftritt, ist die Zahl der

Umschaltungen von a(t) endlich.
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B.8 Beweis von Satz 3.3

i)  AufU ist die Aussage trivial erfiillt, da hier G nicht mehr beriihrt wird und daher
kein Schalten stattfindet. Im Bereich 0G \ U gilt wegen der erfiillten sign-matching
Bedingung (3.26) fiir die zeitliche Ableitung von ®

Qun+4apy
b(n,y, 2, a(t) = Vo' (n,y,2) | -2 signlyly q1o" Pun| +
f(ny,2) (B.9)
0
— Vo' (n,y, 2) 1 ly| aft) .
a(n.y, z)

Wegen der speziellen, affinen Abhéingigkeit der zeitlichen Ableitung ® von « in
(B.9) folgt die Beziehung

O(tisr, altign)) < Pt alty) & alti) > alty)

so dafl die Behauptung aus iv) bewiesen ist.

B.8 Beweis von Satz 3.3

Beweis: i) Da wegen (3.55) beide Eigenwerte Aj, Ay des geregelten linearen Teilsystems
rein reell, negativ und unterschiedlich sind, kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit
die Relation A\; < Ay < 0 angenommen werden. Des weiteren wird 0.B.d.A. zur Verein-
fachung fiir den Sollwertparameter zj = 0 angenommen. Um eine explizite Darstellung

der Phasenbahn z5(z1) zu erhalten, wird mit der Vander Monde-Matrix

1 1

M pumm—
[)\1 Ao

die Koordinatentransformation & = M z durchgefiihrt, so dafl sich die Modalform z; =
\; z; mit Losung z;(t) = 2;(0) e, i € {1,2} ergibt. Lést man 2 (t) nach ¢ auf und ersetzt
damit ¢ in 25(t), so folgt als Phasenbahn

€
21

21 (O)

z(21) = 220 (B.10)
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B Zusammenstellung von Beweisen und Herleitungen

mit € = A\y/\;. Es wird nun angenommen, dafi die Ungleichungsbedingung x5 = A\j 27 +
A2 29 > 0 und damit
2(t) < —e 12 (t) (B.11)

fiir ¢ > 0 gilt. Mit der Phasenbahn (B.10) folgt daraus

€

< -tz (B.12)

21

1 (0)

ZQ(O)

Die in (3.56) vorausgesetzte Anfangsbedingung z5(0) > 0 bedeutet in z-Koordinaten
22(0) < —€e7' 21(0). In (B.12) eingesetzt, folgt nach Kiirzen von et > 0

€

21
—2z1(0 < -z .
Zl( ) 21 (O) = 21
Fiir den Fall z;(0) > 0 folgt
€
1 21
>
2(0)] — 21(0)
und daraus wegen 0 < € < 1 und z; < z1(0) = 0 < z;/21(0) < 1 die Richtigkeit der
Behauptung.
Fiir den Fall z,(0) < 0 ist (B.11) auf triviale weise erfiillt, da die Riicktransformation
mit
Ty — A\ Ty
29 = —
S VDY

gegeben ist, daraus nach Voraussetzung (3.56) die Bedingung z5(t) < 0 folgt und aufler-
dem die rechte Seite —e ™! z1(t) wegen z;(0) <0 = z(t) < 0 positiv ist.

Im Fall 21 (0) = 0 gilt z;(¢t) = 0 fiir alle ¢ > 0. Damit folgt die Koordinatentransforma-
tion zu 7 = 2o und xy = A 29. Nach Voraussetzung gilt x1(0) = 25(0) < 0 und daher
25(t) < 0. SchlieBlich folgt zo(t) = A\g 29(t) > 0.

Zur Veranschaulichung ist in Abb. B.2 der zuléssige Wertebereich fiir den Anfangs-
punkt (z1(0),22(0)) des Doppelintegratorsystems zusammen mit einigen fiir den aperi-
odischen Einschwingfall charakteristischen Phasenbahnen abgebildet. Die Eigenvektoren
des geregelten Systems sind mit g, und g, bezeichnet, wobei q; dem schnelleren Eigen-
wert A™ = )\; zugeordnet ist. Man erkennt, dafl eine Phasenbahn, die innerhalb des
grauen Bereichs startet, in den Ursprung iiberfithrt wird, ohne dafl x5 wéihrend des Ein-

schwingvorgangs zu null wird.

Reglerzustand wait: Falls zum Zeitpunkt t* ein Nulldurchgang z,(t*) = 0 detektiert

wird, wird in der Zustandsiibergangsaktion act(3) der Sollwertparameter x7(t*) auf den
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B.8 Beweis von Satz 3.3

4
¥

/ q>
q:
{$1 )\min Z ) Z 0
[ A I S 0} ]
0 —

Abbildung B.2: Zuldssiger Wertebereich fiir den Anfangspunkt (x(0), z2(0)).

zum Detektionszeitpunkt aktuellen Wert von xq(t*) geschaltet. Ab diesem Zeitpunkt
wird instantan der Einschwingvorgang des linearen Teilsystems gestoppt und es gilt bis
zum Riickschaltzeitpunkt zum Reglerzustand approach x; = const, x5 = 0. Daraus
folgt, dafl wihrend der aktiven Zeit des Reglerzustands wait die behauptete Unglei-
chungsbedingung x(t) > 0 gleichfalls zutrifft.

ii) Zum Beweis der asymptotischen Stabilitdt wird eine positiv definite, quadratische
Ljapunov-ihnliche Funktion V' = 1/2 (p; 2% + po ¥3) mit zwei Konstanten p; > 0 und
po > 0 eingefiihrt. Die zeitliche Ableitung von V' (x) entlang der Trajektorie des mit dem
geschalteten PD-Regler (3.50) geregelten linearen Teilsystems (3.46)-(3.47) ergibt sich

fiir den Reglerzustand approach zu

V = T1 T2 (pl — P2 kp) — P2 k’d,oflfg .

Mit der Wahl p; = ps k, folgt daraus Vo= —p2 ko x% < 0. Wechselt der Regler zum
Zeitpunkt ¢; vom Zustand approach zum Zustand wait, so gilt auch hier V <0, da im
neuen Reglerzustand wait durch die méglichen Zustandsiibergangsaktionen act(2) und

act(3) fir x; und x2 die Bedingungen
0>a(t>t) >x(t=t), 0 <ot > t;) <ot =t)

und damit d/dt z3(t) < 0 und d/dt z3(t) < 0 folgt.
Nach Voraussetzung wechselt nach endlicher Wartezeit der Regler vom Zustand wait

zuriick nach approach und konvergiert dort eine endliche Zeit lang gegen den Ursprung.
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B Zusammenstellung von Beweisen und Herleitungen

Dies reicht nach [71] zusammen mit LaSalle’s Theorem [17] fiir asymptotische Stabilitét

des geschalteten linearen Teilsystems aus. [ |

B.9 Beweis von Satz 3.4

Beweis: i) Aus (3.57) ist klar, da§ mit v* aus (3.59) die Invarianzbedingung (3.57) im
Falle 5 > 0 durch VergroBern von k4(t) und Verkleinern von xj(¢) erfiillt werden kann.
Dadurch ist die sign-matching Bedingung erfiillt.

i) Bei Auftreffen der Systemtrajektorie auf G wird nach dem maximalen Reduzieren des
Sollwertparameters 7§ (t) auf die untere Schranke z;(t) die Geschwindigkeitsverstirkung
kq(t) heraufgesetzt, um G invariant zu halten. Mit jedem weiteren Erhohen von ky(t)
konvergiert x5(t) immer schneller gegen Null, so dafl wegen der Voraussetzung (3.52) der

Term : )T
GCDO Ty, =
o2 f(z, z) (B.13)

aus (3.57) gegen null oder einen negativen Wert strebt. Der durch

a%a(:,z) T + (W g(:c,z)Jrv*) (ky (z5(t) — 1) — ka(t) 29)  (B.14)

eventuell verbleibende positive Anteil von & kann durch einen geniigend groBen Wert von
kq(t) bei Auftreffen der Systemtrajektorie (x(t), z(t)) auf 0G beliebig negativ gemacht

werden. Begriindung:

Fall o > 0: Ein Erhohen von k4(t) geméB der Schaltfunktion p(e) kann nur dann statt-
finden, wenn der Sollwertparameter x7(¢) auf den minimal zuléssigen (d. h.
auf den zum Schaltzeitpunkt giiltigen) Wert x;(t) zurtickgeschaltet worden
ist und daher x3(t) — x1(t) = 0 gilt.

Da das Einschwingen von (z1(t), z2(t)) aperiodisch ist, fillt wegen zo(t) >0
die Geschwindigkeit xo(t) streng monoton ab wiahrend eines Zeitintervalls,
das ldnger als bis zum Zeitpunkt des Nulldurchgangs von z,(t) dauert.
Durch Vergrofiern des Wertes von k,4(t) kann der Abklingvorgang von xs(t)
beliebig beschleunigt werden. Zusammen mit z5 = u folgt daraus, dafl der
Ausgang u = k, (27(t) —x1) — kq(t) z2 des geschalteten PD-Reglers wéhrend
dieses Zeitintervalls durch einen ausreichend groen Wert von k() beliebig

negativ gemacht werden kann.
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B.9 Beweis von Satz 3.4

Fall x5 = 0:

Da weiterhin 0®¢(z1,2)/02" g(x,2) + v* > 0 gilt und der Term
0®y(x1,2)/0x1 in G begrenzt ist, kann der Term (B.14) bei Auftreffen der
Systemtrajektorie auf den Gebietsrand 0G fiir geniigend grofle Werte von
kq(t) beliebig negativ gemacht werden.

Beim Nulldurchgang von z(t) wird durch Angleichen des Sollwertparame-
ters mittels der Zustandsiibergangsaktionen act(3) das Einschwingen des
linearen Teilsystems instantan beendet, so dal ab diesem Zeitpunkt v =0
gilt. Die Invarianzbedingung (3.57) ist in diesem Fall inhédrent, d. h. unab-
héngig vom geschalteten PD-Regelgesetz erfiillt. Dies folgt aus der Tatsa-
che, daf (B.14) aufgrund der hier verwendeten, speziellen Schaltstrategie
null ist, und wegen (3.52) der Term (B.13) negativ definit ist. Aus die-
sem Grund kann die Systemtrajektorie nach der Zustandsiibergangsaktio-
nen act(3) nicht mehr auf den Gebietsrand 0G treffen.

Um die Analyse zu vervollstandigen, ist der Fall eines gleichzeitigen Null-
durchgangs von z5(t) und eines Auftreffens der Systemtrajektorie auf 0G zu
untersuchen: Ein Nulldurchgang kann nur stattfinden, wenn die Systemtra-
jektorie im Vorfeld bereits auf 0G gestoflen ist und der Sollwertparameter
x7 auf den aktuellen Wert von z; geschaltet wurde. Wegen einer zu diesem
Zeitpunkt positiven Geschwindigkeit zo > 0 gilt in der Folge 27 (¢)—x1(t) <0.
Daraus kann man schliefen, daf ein wiederholter Nulldurchgang von x5 zu-
sammen mit einem gleichzeitigen Auftreffen auf 0G nicht méglich ist, da
wegen 7} (t) —x1(t) <0 der Reglerausgang negativ ist und deshalb in einer
geniigend nahen Umgebung von Null von x5(¢) der Term (B.14) negativ ist.
Daraus folgt ® < 0 und die Systemtrajektorie bewegt sich von G weg.

Anmerkung B.1 Wiirde der Sollwertparameter nicht geschaltet werden, so wiirde der
positive Anteil (00g(x1,2)/0zg(x, z) + ") ky (x5(t) — x1) aus (B.14) nicht negativ ge-
macht werden kénnen. Dadurch entstinden Fluchtpunkte, was sich praktisch dadurch

auswirkt, daff der Parameter kq(t) nach endlicher Zeit iber alle Schranken anwdchst, da

xo mit jedem Vergrifern von kq(t) immer schneller gegen null abfdllt.

i11) Asymptotische Stabilitét: Innerhalb des Gebiets x bewegt sich die Gesamtsystem-

trajektorie (x(t),z(t)) von 0G weg ins Innere von G hin. Dies fithrt — zusammen mit

der Tatsache, dafl x definitionsgeméf offen und n-dimensional ausgedehnt ist — zu einer

endlichen Verweildauer im Reglerzustand approach. Da damit alle Voraussetzungen von
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B Zusammenstellung von Beweisen und Herleitungen

Satz 3.3 erfiillt sind, folgt asymptotische Stabilitdt des geregelten linearen Doppelinte-

gratorsystems. |

B.10 Beweis von Satz 5.1

Beweis: Es wird gezeigt, dafl G invariant ist, d. h. daB fiir alle Zeitpunkte ® < 0 gilt.
Dazu wird angenommen, dafl die Trajektorie das reduzierte Gebiet G zum Zeitpunkt t*
innerhalb des Abtastintervalls t;_; < t* < ¢, verlasse. Fiir die Invarianzfunktion ®(t)
folgt geméfl (5.10) die Abschétzung

Q" <t <ty + Tiges) < Q) +e=0. (B.15)

Zum Zeitpunkt t = t; + T ges liegt der Invarianz-Winkel 5};‘" an den Vorderradern an

und es folgt wegen (5.16) fiir die Invarianzfunktion
Dty + Tt ges) < —€ . (B.16)

Setzt man dieses Ergebnis in der Berechnung des darauffolgenden Intervalls ein, so ist

die Invarianzbedingung gleichfalls erfiillt:
(I)(tk + ﬂ,ges <t <tgpgp1+ 7ﬂt,ges) < (I)(tk + ﬂ,ges) +e=0. <B17>

Damit ist gezeigt, dal zu allen Zeitpunkten ¢t > ¢*, in denen der Invarianzregler das Kfz

lenkt, die Invarianzfunktion ® nicht positiv ist, woraus Invarianz von G folgt. [ ]
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C Weitere Komponenten zur

Invarianzregelung

In den folgenden zwei Abschnitten werden zwei weitere schaltende Regelgesetze fiir das
lineare Teilsystem (2.16) so hergeleitet, das die Existenzbedingung 2.1 an ein Invarianzre-
gelgesetz erfiillt ist. Dabei handelt es sich im Unterschied zu dem bilinearen Regelgesetz
aus Abschnitt 3.1 um [ineare schaltende Regler. Im dritten Abschnitt wird ein Verfah-
ren zur analytischen Berechnung von Invarianzgebieten fiir das dissipativitétsbasierte

Verfahren hergeleitet.

C.1 CLF-basiertes Invarianzregelgesetz

Schaltendes lineares Regelgesetz

Basierend auf der aus [13] bekannten Backstepping Methode zur Generierung von Rege-
lungs-Ljapunov-Funktionen (CLF), wird ein lineares, geschaltetes Regelgesetz abgeleitet.
Eine Koordinatentransformation & = [k;] = S mit der Umkehrfunktion £ = S~ 'k

und Kk € R” ist mit den Transformationsmatrizen

[ 1 0 0 0]
_sy 0
S = $189 —Sg 1
0
[ Es10 s Fsaooosm 0 =S 1
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C Weitere Komponenten zur Invarianzregelung

und _ _
1 0 O 0
S1 0
St=10 s, 1 . |, (C.1)
R 0
0O -+ 0 s,.1 1 |

gegeben, wobei das negative (positive) Vorzeichen in der letzten Zeile von S fiir gerades

(ungerades) r giiltig ist. Setzt man das Regelgesetz
u(x) = kr(x) s, (C.2)

in (2.16) ein und wendet die inverse Koordinatentransformation (C.1) an, so ergibt sich
T =W K mit

s1 1 O 0
0 s9 1 0
W=1: -~ . "~ 9
0O -+ 0 s..1 1

0 - 0 0 s |

Damit folgt (2.16) in k-Koordinaten zu

K=Sz=SWk=Pk (C.3)
mit _ -
s1 1 0 0
—s% —81+ 89 1
P = 25, s1859—52 —S9+s3 . 0
1°2 192 2 2 3
1
| —Sp—11Sr ]

Mit Q = [gi;] = P" + P folgt die zeitliche Ableitung von
Vik)=r"k (C4)

Vik)=kTQk . (C.5)

Diese kann immer mit einer geeigneten Wahl von @ < 0 negativ-definit gemacht werden,
so daB (C.4) eine Ljapunov-Funktion fiir das geregelte, lineare Teilsystem (C.3) darstellt.
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C.1 CLF-basiertes Invarianzregelgesetz

Mit der Schreibweise Dy, = det [g; ;],4,7 € {1,...,k} 1aBt sich Q mittels des Sylvester-
Kriteriums auf negative Definitheit geméaf

(—1) D1(81> =—-251 >0 (C6)

(-1)2 DQ(Sl, 82) =—-1- 25% - Szll + 48182 >0 (C?)

(—1)" Dyls1,-+ - 5,) = (1) det [Q] > 0 (C8)

tiberpriifen. Durch Festlegen von s; < 0 ergibt sich in (C.7) eine Ungleichungsbedingung
fiir s5. Setzt man s; und sy in (—1)% Dy(sy, s9,83) > 0 ein, so folgt eine Ungleichungs-
bedingung fiir s3. Mit diesem Backstepping Verfahren lassen sich alle r Parameter s;

geeignet festlegen. Im Originalraum (x-Raum) ergibt sich das Regelgesetz (C.2) zu

u(x) = k. (Sx)

(C.9)
= S, 181"'Sr—1 FSo-c-Sp_1 -° —S8p_1 1| x
und ist daher ein lineares Regelgesetz der Form
u(z) = -k x (C.10)
mit
k" = —s.(1) [isl e Spi1 FSacr 81 ccr —Spo 1] : (C.11)

Beispiel C.1 Im Spezialfall v = 2 folgt die Ljapunov-Funktion zuV = 22+ (zy — 81 x1)2
und das Regelgesetz (C.2) ergibt sich zu uw = sy (xg — s1x1). Dabei folgen aus (C.6) und

(C.7) die Bedingungen sy < 0 und sy < %
Verglichen mit einem PD-Regelgesetz u = —k,x1 — kqxo ergibt sich durch Koeffi-
zientenvergleich die Beziehung k, = s1 sy und kg = —so. Die Bedingung (C.7) ist in

Abb. C.1 (a) visualisiert, indem die linke Seite der Ungleichung in einem Hohenlinien-
diagramm. aufgetragen ist. Daber markiert zusdtzlich die gepunktete Linie den aperiodi-
schen Grenzfall kg = 2 \/k_p und man erkennt, daf$ sich die Reglerparametrierung nach
dem CLF-basierten Verfahren iiber alle drei Finschwingfille (periodisch, aperiodisch und
aperiodischer Grenzfall) erstreckt, jedoch Teile des periodischen Einschwingverhaltens
unterhalb der 0-Hohenlinie ausgrenzt. In Abb. C.1 (b) werden die mdglichen Pole des
geregelten Doppelintegratorsystems markiert. Dabei bildet sich der Bereich oberhalb der
0-Héhenlinie aus Abb. C.1 (a) in den umrandeten Bereich sowie die nach —oo laufende

Linie mit Imagindrteil Null ab. Die Begrenzungslinie in Abb. C.1 (b) ergibt sich, wenn
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C Weitere Komponenten zur Invarianzregelung

1o Bereiche mog- 15

ol licher Pole 1

ol J kp 0.5

ka g -5 > o S[A]

4H 0.5

) aperiodischer 4
Grenzfall 0 15

% 5 10 15 20 - 2 0

() (b)

Abbildung C.1: Stabilitdtskarte im Parameterraum und als Wurzelortskurve. (a) Bedin-

gung (C.7) im k,-k4-Raum. Gepunktet: Aperiodischer Grenzfall. (b) Wurzelortskurve

mit k, als Parameter.

k, den Wertebereich 0.25 < k, < oo durchlduft. Der Bereich k, < 0.25 erfiillt, wie in
Abb. C.1 (a) gezeigt, nicht mehr die Bedingung (C.7).

Wie im vorangegangenen Beispiel erlautert, schrankt die Reglerparametrierung des CLF-
basierten Verfahrens das dynamische Einschwingverhalten gegeniiber einem allgemeinen
linearen Regelgesetz ein. Mit dieser Einschrinkung wird die Freiheit erkauft, den Pa-
rameter s, des CLF-basierten Regelgesetzes zu jeder Zeit auf jeden, die Ungleichung
(C.8) erfiillenden Wert umschalten zu kénnen, ohne dabei die exponentielle Stabilitét
des geregelten r-fach Integratorsystems zu beeintrichtigen. Dies wird im folgenden Satz

formal bewiesen:

Satz C.1 Gegeben sei ein Wert st fir s,, so daff (C.8) erfillt ist. Das lineare, schal-
tende Regelgesetz, das sich aus (C.9) mit s.(t) als Schaltparameter ergibt, stabilisiert
unabhdngig von der verwendeten Schaltstrategie das lineare Teilsystem (2.16) exponen-
tiell im Ursprung, solange s,(t) die obere Schranke s nicht tbersteigt.

Beweis: Die zeitliche Ableitung (C.5) kann durch V = o(k, 51 ... 5,_1) + (s, — S,_1) K2

r

ausgedriickt werden, wobei
r—1

T
oK, 81,5 Sr1) = Ky Qo Ky + 25, g Qri Ki
i=1
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C.1 CLF-basiertes Invarianzregelgesetz

und Kk, = [k1,..., k—1]7; die Matrix Q,.,. € RU™DXD ergibt sich aus Q, wenn die rte
Zeile und Spalte gestrichen wird.

Da s} die Ungleichungsbedingung (C.8) erfiillt, gilt fiir £ # 0 und s, = s’ die Be-
dingung V < 0. Dies — zusammen mit der Tatsache, daf die Funktion o(K,S1,...,8-1)
nicht vom Parameter s, abhingt — erlaubt den Schluff, da V < 0 fiir alle s, < sy und
x # 0. Da V eine positiv-definite und quadratische Funktion ist, stellt sie fiir die Familie
der linearen, geschalteten Systeme, die sich aus der Regelstrecke (2.16) mit Regelgesetz
(C.9) und Schaltparameter s, (t) < sf zu

z=(A+bk"s.(t) x (C.12)

ergibt, eine gemeinsame quadratische Ljapunov-Funktion dar. Aus der Stabilitétstheorie
hybrider Systeme ist bekannt, dafl die Existenz einer solchen gemeinsamen quadratischen
Ljapunov-Funktion fiir ein lineares geschaltetes System eine notwendige und hinreichen-

de Bedingung fiir exponentielle Stabilitiat darstellt, siehe z. B. [71]. [ |

Mit diesem schaltenden Regelgesetz kann ein Invarianzregler durch eine geeignete Um-
schaltstrategie von s,(t) erzeugt werden, da die beiden Anforderungen i) und i) der

Existenzbedingung 2.1 fiir einen Invarianzregler erfiillt sind:

i) FEine Grundmenge K zuldssiger Regelparametervektoren ist durch (C.11) gegeben,

wenn der freie Parameter s, gemif s, < s variiert wird.

ii) Wegen
0
T
dV (k)" Ok(x) o, T ok
dk ox, 0
1

folgt nach Einsetzen des Regelgesetzes (C.9)

AV (k(x))" Ok(x) 50 50 ()
K Or, | (C.13)

sign [VV" () b] u(x, k) = sign

= sign [2 k()] s, k() = 2 |k ()] 80

und man erkennt, daf s, fiir alle k,.(x) # 0 immer so stark negativ gewéhlt werden
kann, daB sign [VV7 () b] u(z, k) beliebig negativ wird und (2.43) erfiillt ist.
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C Weitere Komponenten zur Invarianzregelung

Invarianzgebiet
In diesem Abschnitt werden Vorschriften zur Berechnung geeigneter Zustandsraumge-
biete der Struktur

d(x, z) = Oz, 2) + v K2(x) (C.14)

vorgestellt. Dabei soll die Funktion ®y(x, z) radial unbeschrinkt und regulér fiir den
Wert 0 sein, was durch stetige Differenzierbarkeit von ®¢(x, z) erfiillt ist. Die Regula-
ritdt von @ bei 0 sichert die Existenz und Eindeutigkeit des Gradienten V&, auf 0G.
Die geforderte Differenzierbarkeit kann mit Hilfe einer Erweiterung des Differentialope-
rators V auf den Subdifferentialoperator auch auf den Fall der reinen Stetigkeit ohne
Differenzierbarkeit erweitert werden.

Die sign-matching Bedingung (Punkt b) aus Satz 2.3) folgt zu

sign [V@g(w, z) [

+2VKT(m)] = sign[ko(x)]  V(w,2)€0G\U .

g(z, z)
(C.15)
Die Berechnung einer oberen Schranke €* fiir € (von ) kann durch die Optimierungs-
vorschrift
€' = max [¢]
A
w d N. (4) max | VO!(x, 2) T 1l <o (C.16)
(z,2) € Ule) f(z,2)

(i7) €>0

erfolgen. Damit 148t sich v durch folgende Optimierungsvorschrift konservativ abschét-

Zen:

> — max

2e (x,z) € 0G \U(e")

Vol (x,2) [g(; z)” : (C.17)

Anmerkung C.1 FEine Vereinfachung ergibt sich fiir den wichtigen Spezialfall, dafs die
Funktion ®q¢ nicht von & abhdngt und das zugrundeliegende System in eingangsnorma-
lisierter Normalenform (siehe [79]) vorliegt, d. h. wenn der Einkoppelterm g(x,z) in
(2.16)-(2.17) entfdllt. In diesem Fall ergibt sich der erste Summand im Argument der
sign Funktion in (C.15) zu Null, so daf$ die sign-matching Bedingung immer erfillt ist,

~v > 0 willkiirlich gewdhlt werden kann und €* nicht mehr berechnet werden mufs.

Unter der Annahme, dafl Bedingung a) aus Satz 2.3 (Fluchtpunktbedingung und lokal
stabile Nulldynamik) sowie die sign-matching Bedingung erfiillt ist, kann Satz 3.2 fiir das
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C.2 Passivitdtsbasiertes Invarianzregelgesetz

hier hergeleitete CLF-basierte Verfahren angewendet werden. Der einzige Unterschied
besteht darin, dafl der schaltende Parameter s,(¢) (anstatt a(t)) ist, s,(0) die Bedingung
(C.8) erfiillen muf und die Folge der Werte fiir s,(¢) streng monoton f&llt.

Diskussion der erzielbaren Stabilitat
Die Einhaltung der sign-matching Bedingung kann ohne weitere Einschrinkungen an
den ersten Summanden aus (C.15) nicht garantiert werden, da v mit dem Term &,
gewichtet ist. Ein Nachteil des beschriebenen CLF-basierten Invarianzreglers liegt also
im Wesentlichen darin, daf§ die sign-matching Bedingung nur in Spezialfillen erfiillbar
ist. Wie im Abschnitt 3.1 gezeigt, kann durch den Einsatz eines nicht glatten, bilinearen
Regelgesetzes die Einhaltung der sign-matching Bedingung stets garantiert werden.
Zuséatzlich zur robusten Invarianz, ist robuste exponentielle Stabilitéit des linearen Teil-
systems (2.16) durch einen auf Robust-Control-Lyapunov Functions (RCLF) basierenden
linearen backstepping Reglerentwurf erreichbar. Wéahrend man beim dissipativitatsba-
sierten und passivitédtsbasierten Verfahren nur aufgrund der exponentiellen Stabilitéat
Robustheit gegeniiber kleinen Parameterperturbationen besitzt, existiert in [13] eine
ausfithrliche Entwurfsmethodik zur Robustifizierung des geschaltet geregelten, linearen

Teilsystems. Dies stellt den wesentlichen Vorteil des CLF-basierten Verfahrens dar.

C.2 Passivitdtsbasiertes Invarianzregelgesetz

Schaltendes lineares Regelgesetz
Fiir das lineare Teilsystem (2.16) wird im Folgenden ein passivierendes Zustandsre-
gelgesetz hergeleitet. Dazu wird die Koordinatentransformation (3.9)-(3.11) aus Ab-
schnitt 3.1.2 angewendet und das lineare Teilsystem (2.16) in (&, y)-Koordinaten der
Form (3.12)-(3.13) {iberfiihrt.
Wendet man anstatt des unterlagerten Regelgesetzes (3.16) das Regelgesetz
1
U:V—(U—QQ12TP11€—(121€—Q22?/) (C.18)
an, so ergibt sich aus (3.12)-(3.13)

€:Q11€+Q12y

Um zu zeigen, das dieses System passiv ist, wird die zeitliche Ableitung der Funktion

(C.19)

1
S=¢TP e+ 3 y? (C.20)
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C Weitere Komponenten zur Invarianzregelung

entlang der Trajektorie (&(t),y(t)) des Systems (C.19) zu

S(EW),y(t) = —€"Wn€&+yv (C.21)

berechnet. Da die Passivititsbedingung S (&(t),y(t)) < yov gilt und S eine differen-
zierbare, positiv-definite Funktion ist, ist das geregelte System (C.19) zwischen dem
neuen Systemausgang y und der virtuellen Steuergrofie v passiv mit S als Speicherfunk-

tion [59,52].

Satz C.2 Gegeben sei eine beliebige positive Konstante o und eine Funktion a(t), die
die Bedingung
alt) >a* >0 vVt >0 (C.22)

erfillt und sonst beliebig gewdhlt ist. Das lineare Teilsystem (2.16) ist mit der passivie-

renden Zustandsrickfihrung (C.18) und dem virtuellen Regelgesetz
v=—at)y (C.23)
global exponentiell stabil.

Beweis: Die Funktion S stellt mit dem Regelgesetz (C.23) und unter Einhaltung der
Bedingung (C.22) eine gemeinsame quadratische Ljapunov-Funktion fiir die Familie ge-
schalteter linearer Systeme (C.19) dar, da S radial unbegrenzt und die zeitliche Ableitung

S=—¢"Wi € —at)y? (C.24)

auf dem gesamten Teilzustandsraum des geregelten linearen Teilsystems (d. h. fiir alle
(&,y) € R") negativ-definit ist. Daraus folgt z.B. nach [71] globale exponentielle Stabili-
tat. ]

Das resultierende Regelgesetz ergibt sich aus der passivierenden Zustandsriickfiihrung

(C.18) zusammen mit dem Regelgesetz (C.23) der virtuellen Steuergréfie v zu

u= ((cut) + qo2) y + (2 q, Py + qz) €) . (C.25)

Vy

Dabei handelt es sich um ein lineares Regelgesetz der Form (C.10) mit dem zeitvariablen

Reglerparametervektor

kT(t) = [2 q{2P11 +qy  aft) +Q22] [3;] . (C.26)
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Das lineare System (C.19) in (&, y)-Koordinaten ergibt zusammen mit der internen Dy-

namik (2.17) das mit dem unterlagerten Regelgesetz (C.18) geregelte Gesamtsystem

-1
Yy Y

z:}(f,y,z)+g(£,y,z)v

~

+bv

(C.27)

mit den Systemmatrizen des linearen Teilsystems

A= Q1; USD) 7 b — 0 ’
—2q12 P11 0 1

den Vektorfeldern des nichtlinearen Teilsystems

und g = gv,

f=f-gu! (2q1" P11 &+ gy €+ qo2y)

1. sowie der virtuellen Steuergréfie v als Eingangsgrofie. Im Folgenden

wird anstatt des urspriinglichen Systems (2.16)-(2.17) das System (C.27) betrachtet, da
mit einer geeigneten Umschaltstrategie fiir a(t) des Regelgesetzes (C.23) fiir (C.27) die

beiden Anforderungen i) und i) der Existenzbedingung 2.1 erfiillt sind:

1)

Da das Regelgesetz von System (C.27) nur einen Reglerparameter «(t) besitzt, ist
die Grundmenge K zuldssiger Regelparametervektoren hier durch die skalare Menge

a > o > 0 gegeben.

Um zu zeigen, dafl auch Punkt ii) aus Bedingung 2.1 erfiillt ist, wird die linke Seite
aus (2.43) in den (&, y)-Raum transformiert und das Einkoppelvektorfeld b aus (C.27)
eingesetzt. Wahlt man als Ljapunov-Funktion die Speicherfunktion (C.20), so ergibt

sich damit

(C.23)

=yl a(t) -

sign

VST(€,y) [0

1” v(y, a(t)) = sign [y] v(y, a(t))

Daraus folgt, daf fiir y # 0 der Parameter () immer so grof positiv gewéhlt werden

kann, dafl die Ungleichungsbedingung (2.43) erfiillt ist.
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C Weitere Komponenten zur Invarianzregelung

Invarianzfunktion und Schaltstrategie
Analog zur Invarianzfunktion (C.14) des CLF-basierten Verfahrens, ldft sich fiir das
passivitiatsbasierte Verfahren ein geeignetes Invarianzgebiet implizit mittels einer Inva-

rianzfunktion der Form

(&, y,2) = Po(&,2) +7S(§y,a) = C (C.28)

definieren, wobei C' eine positive Konstante ist. Die zeitliche Ableitung der Invarianz-

funktion entlang des mit (C.23) geregelten Systems (C.27) ergibt sich damit zu

(¢,y,z,0) = D(€,y,2) +75(£,y,2, Q)

o T
s [Q}lé,z,qzlf JoEwee
- (%Tg(&%sz) a(t)y -
Daraus folgt, dafl mit Einhaltung der Bedingung
%T [f(%é)i)] <0 VY(&y,2z)€dGn{y=0} (C.30)
und der sign-matching Bedingung
sign [%Tﬁv(&, y.2)+yy| =signly]  V(€.y,z) €09\U (C.31)

Satz 3.2 auch fiir das in diesem Abschnitt hergeleitete, passivitédtsbasierte Regelgesetz
gilt. Der einzige Unterschied besteht darin, da8 der geschaltete Parameter «(t) (anstatt
sp(t)) ist und die Folge der Schaltparameter streng monoton ansteigt (anstatt streng
monoton abfillt). Eine obere Schranke €¢* fiir € (aus U) sowie eine marginale Funktion
~(C) als untere Schranke fiir v kann analog zu den Optimierungsproblemen (C.16) und
(C.17) bestimmt werden. Dabei ist zu beachten, dafl die Existenz einer Funktion v(C)
nur fiir ausreichend kleine Werte von C' gesichert ist, d. h. es konnen u. U. nur lokale

Aussagen getroffen werden.

Bewertung und Vergleich mit CLF-basierter Methode
Die Diskussion der erzielbaren Stabilitit des vorangegangenen Abschnitts ist gleichfalls
fiir das passivitatsbasierte Verfahren giiltig. Fiir robuste Stabilitdt des geregelten linea-

ren Teilsystems steht jedoch beim passivitéitsbasierten Ansatz keine Entwurfsmethodik
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zur Verfiigung. Da die erzielte Stabilitét jedoch exponentiell ist, besitzt auch das nominal
geregelte lineare Teilsystem gegeniiber kleinen Parameterperturbationen Robustheitsei-
genschaften [17].

Weiterhin ist anzumerken, daf die in (3.7) angenommene, in @ lineare Ausgangsfunk-
tion auch durch bestimmte nichtlineare Ausgangsfunktionen ersetzt werden kann. Eine
eingehende Abhandlung dazu findet sich in [59].

Ein wesentlicher Vorteil des passivitdtsbasierten Verfahrens gegeniiber dem CLF-
basierten Verfahren besteht darin, daf die notwendige Bedingung a) aus Satz 2.3 (Flucht-
punktbedingung und lokal stabile Nulldynamik) durch die zur Auswahl stehenden Aus-
gangsfunktionen vom Typ (3.7) leichter zu erfiillen ist. Diese Entwurfsfreiheit ist beim
CLF-basierten Verfahren nicht gegeben, da durch das zugrundeliegende Backstepping-
Verfahren (C.6)-(C.8) zur Berechnung der CLF-Reglerparameter s; die endgiiltige Form
der CLF-Reglerfunktion r,(x) nicht direkt beeinflufibar ist.

Ein weiterer Vorteil des passivitidtsbasierten Verfahrens besteht in der freien Polvor-
gabe des linearen geregelten Systems. Wie am Beispiel C.1 erldutert wurde, steht beim
CLF-basierten Verfahren nur ein kleiner Bereich der komplexen Polebene fiir eine ent-

sprechende Polvorgabe des geregelten Systems zur Verfiigung.

C.3 Invarianzgebietssynthese fiir die

dissipativitatsbasierte Methode

In diesem Abschnitt wird ein Verfahren zur analytischen Synthese fluchtpunktfreier In-
varianzgebiete fiir die dissipativitdtsbasierte Invarianzregelung hergeleitet. Wie bereits
in Abschnitt 3.1.4 angemerkt wurde, stellt eine Ljapunov-Funktion fiir die Nulldynamik
(3.31)-(3.32) immer eine geeignete Invarianzfunktion dar.

Da die meisten Methoden zur Berechnung einer Ljapunov-Funktion nur numerische
Néherungen liefern, wurde das folgende Verfahren zur analytischen Reihenentwicklung
einer Invarianzfunktion entwickelt: Es wird eine radial unbegrenzte Funktion Wy(n, 2)
gesucht, die soviele Terme wie moglich von

Wo

_dWo(n,2)" [ Qun ” (C.32)

y=0 B d("%Z) }(77707 Z)

auf 0G N{y = 0} negativ oder zu null macht. Bezeichnet man die Summe aller in diesem
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C Weitere Komponenten zur Invarianzregelung

ersten Schritt erzielten negativen bzw. positiven Terme der rechten Seite von (C.32) mit

Wy (n, z) baw. Wi (n, z), so erhilt man die Zerlegung
Wo(n, z) = Wy (n,2) + W (n, 2) . (C.33)
Zuniichst wird angenommen, dal Wy (1, 2) eine lineare Funktion von 7 geméf
Wy (n,2) =c"(2) F (C.34)

ist, mit einem stetig differenzierbaren Vektorfeld ¢’ (z) € R"* "~ und einer konstanten
Matrix F € Rr=1x=1),

Satz C.3 Unter der Annahme (C.34) existiert eine konstante Matriz P € RC—1)x(r=1)

so, dafs mit der Kompensationsfunktion
Wi(n) = (n" Pn)"/? (C.35)
die Nichtanstiegsbedingung (3.25) durch die Invarianzfunktion (3.22) mit
Po(n, z) = Wo(n, z) + Wi(n) (C.36)

erfullt ist.

Im folgenden Beweis wird die fiir einen spéteren Entwurfsalgorithmus benétigte Berech-
nung einer geeigneten Matrix P fiir (C.35) hergeleitet.

Beweis: Die gesuchte Matrix P erfiille die Ljapunov-Gleichung
Q."P+PQ,=-261, (C.37)

mit der Einheitsmatrix I und § > 0. Die fiir 6 = 1 giiltige, spezielle Losung von (C.37) sei
im Folgenden mit P(§ = 1) = P bezeichnet. Aus (C.37) sowie der allgemein geltenden
Beziehung A\yax[0 P] = 0 Apax|[P] folgt fiir die vom variablen Parameter § abhingige

Losungsschar P(9) der Zusammenhang

Amax[P(0)] = 0 Amax[P] (C.38)
wobel Apax[P(0)] den sich aus (C.37) ergebenden, maximalen Eigenwert von P(J) be-

zeichnet. Des Weiteren folgt mit (C.37) die zeitliche Ableitung von Wi(n) aus (C.35)
entlang der Trajektorie von Teilsystem (3.31) zu

_ T T
L N B o m . (C.39)

VITPO)n ™~ e [PO)] 0T 1
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Mit

0= /v D PO 2 6/1/5 M P) = \/6/ Al P (C.40)

kann (C.39) weiter abgeschétzt werden zu

Wy < —ovn'n. (C.41)

Damit erhélt man fiir &, die Abschétzung

(C.34),(C.41)

(20 W0+W1 (29 WD + Wy + W < c'(z)Fn—o+vnTn.

b, '
Diese Ungleichungsbedingung 148t sich mittels der Substitution
a'(z) = [w(2)]" =c'(2) F

weiter zu
by <a’( —QZ Iml—z z) ni— o |ni (C.42)
1=1
vereinfachen. Um die rechte Seite von (C.42) negativ auf 0G N {y = 0} zu machen, wird

eine untere Schranke g fiir ¢ durch Optimierung berechnet:

o, C) = _ max  f[ai(z)]
= 1<isr (C.43)

u.d. N. &(n,2,C)=Wy(n,z)+7S(n0)—C<0.

Dabei ist zu beachten, daf das Gebiet G : <f>(77, z,(C) < 0 nicht von p abhéngt und wegen
dem fehlenden, positiv-definiten Term W;(n) das urspriingliche Gebiet G vollstandig
einschlieBt. Daher stellte der mittels (C.43) ermittelte Wert o fiir eine entsprechende
Optimierung auf dem urspriinglichen Gebiet G eine obere Schranke dar und ist daher
giiltig im Sinne einer konservativen Abschétzung.

Weiterhin ist ||z|| in G begrenzt, so daff wegen der stetig differenzierbaren Abhéingigkeit
der Koeffizienten a;(z) von z auch a;(z) begrenzt sind. Es folgt, daf§ immer eine Losung
fiir (C.43) existiert. Die Verwendung des max-Operators anstatt eines sup-Operators
begriindet sich durch diese Begrenztheit von ||z|| auf dem Gebiet G.

Mit Hilfe der unteren Schranke ¢ sowie der Vorschrift (C.40) kann nun die fiir Wy(n)
benstigte Matrix P aus der Ljapunov-Gleichung (C.37) mit

§ = 0° Amax[P] (C.44)

berechnet werden. ™
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Die prinzipielle Idee dieser Methode zur Gebietssynthese besteht darin, den unerwiinsch-
ten positiven Term VVOJr in ® durch einen ausreichend negativen Term W, zu kom-
pensieren. Die zugrundeliegende Funktion W; wird dazu aus der Quadratwurzel des
quadratischen Terms n? P n gebildet, so da8 die folgenden drei, fiir die Kompensation

notwendigen Eigenschaften entstehen:

1. W ist linear inm,

2. Wy kann ausreichend negativ gemacht werden,
3. W ist positiv-definit.

Oben behandelter Fall ist unter der Linearitdtsannahme (C.34) giiltig. Falls hingegen
W0+ in 1 quadratische Terme besitzt, konnen diese durch eine Funktion W, = n? Pn

kompensiert werden. In diesem Fall gilt

1. W, ist quadratisch in n,

2. W, kann ausreichend negativ gemacht werden,
3. W ist positiv-definit.

Eventuell vorliegende, kubisch positive Terme konnen mittels W; = (nTPn) 32 kom-
pensiert werden usw. Daraus 148t sich die folgende Regel formulieren: Wenn WO+ geméaf
Wy =c’'(z) (Fin+n" Fan+ ) in eine Potenzreihe iiber n entwickelt werden kann,
ist eine zur Kompensation geeignete Funktion mit Wy = (n” P1n)Y? + (n” Pyn)?/? +
(n" P3n)%? + ... gegeben. Die verschiedenen Syntheseschritte eines Invarianzgebiets

werden zur Ubersicht im folgenden Entwurfsschema zusammengefaft.
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Tabelle C.1: Entwurfsverfahren fiir Invarianzgebiete

Schritt 1

Schritt 2

Schritt 3

Schritt /

Falls eine geeignete Funktion @, die (3.25) erfiillt, bekannt ist, fahre
mit Schritt 3 fort. Andernfalls suche eine Funktion Wy(n, z), die so

viele Terme wie moglich von Wy negativ-definit macht.

Berechne die marginale Funktion o(y,C) aus (C.43) sowie P aus
(C.37). Bestimme damit §(y,C) aus (C.44) und P(v,C) aus (C.37).
Damit folgt aus (C.36) die gesuchte Funktion ®y(n, z,v,C) mit den

noch unbestimmten Parametern v und C'.

Falls das System in eingangsnormalisierter Normalenform vorliegt,
wihle ein konstantes v > 0. Andernfalls berechne eine untere Schranke
v*(C) fiir v aus (3.27).

Berechne einen Wert C* so, daf3 der initiale Systemzustand im Gebiet
G liegt, d. h. ®(x(0),y(0), z(0), C*) < 0 mit der Invarianzfunktion ®
aus (3.22) und ®y(n, z,C) aus (C.36).
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D Technische Details zum
Experimentalsystem R2D1

Motorkennlinie

In der folgenden Tabelle D.1 ist die inverse Motorkennlinie des NSK-Motors nach [10]
abgebildet. Dabei bezeichnen die Tabelleneintriage die fiir ein gewiinschtes Motormo-
ment zu kommandierenden Momentenwerte in Abhéngigkeit der momentanen Motorge-
schwindigkeit 6. Die in der ersten Zeile aufgetragenen tatséchlich eingeprigten Werte
des Motormoments 7 sind beziiglich der Gravitationskonstante gy normiert. Die einzel-
nen Tabelleneintrige konnen Werte im Bereich [0; 10] annehmen und sind so normiert,

daBl ein Motorkommando von 10 dem maximalen Motormoment entspricht.

Zustandsbeobachter

Der vorgestellte Invarianzregler bendtigt alle Systemzustiande. Wie in Abschnitt 4.3.2
bereits erwahnt, werden die beiden Gelenkpositionen ¢; und 6 im Experiment mittels
inkrementaler Winkelgeber gemessen. Fiir die Gelenkwinkelgeschwindigkeiten 6, 65 ste-
hen jedoch keine Sensoren zur Verfiigung. Eine Schiatzung mittels des differenzierenden
Filters

b() = (k) —AeT(k —1)

liefert jedoch aufgrund der geringen Abtastzeit von AT = 1ms die geringe Auflosung
von Af; = 2.3°/s und Ay = 18°/s, was im Experiment zu Instabilitéit aufgrund der
damit verbundenen Totzeiten fithrte. Daher wurde der in Abb. D.1 skizzierte erweiterte
Luenberger-Beobachter implementiert. )

Dieser besitzt ein nichtlineares Vorfilter, mit dem die Beschleunigungen 0, die auf die

Gelenke wirken, berechnet werden. Fiir einen Filterentwurf kénnen diese Beschleunigun-
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Tabelle D.1: Inverse Motorkennlinie des NSK-Motors

61 \ 7/go | 0.00 050 1.00 150 2.00 2.50 3.00 3.50 4.00 4.50

0.0 0.00 1.61 3.44 456 5.73 687 842 959 10 10
0.5 0.00 1.89 3.51 471 590 694 850 9.62 10 10
1.0 0.00 192 350 4.74 589 7.12 859 956 10 10
1.5 0.00 1.85 345 4.62 580 7.19 860 949 10 10
2.0 0.00 1.82 340 4.55 5.69 7.08 850 9.41 10 10
2.5 0.00 1.82 335 4.51 560 694 833 935 994 10
3.0 0.00 1.82 332 450 552 677 815 932 991 10
3.5 0.00 1.79 330 4.42 543 6.66 8.00 926 989 10
4.0 0.00 1.69 319 430 528 653 792 923 989 10
4.5 0.00 1.67 3.17 4.28 525 641 7.86 9.20 993 10
5.0 0.00 1.69 3.13 431 525 634 7.78 920 995 10
5.5 0.00 1.67 3.10 4.28 5.22 6.31 7.80 9.19 10 10
6.0 0.00 1.61 3.06 4.21 517 6.23 7.77 922 10 10
6.5 0.00 1.9 297 419 513 6.18 7.79 926 10 10
7.0 0.00 1.54 292 419 511 6.12 7.84 929 10 10
7.5 0.00 147 286 4.13 5.08 6.08 7.84 937 10 10
8.0 0.00 147 284 413 508 6.04 793 95 10 10
8.5 0.00 145 279 415 5.11 6.00 800 9.67 10 10
9.0 0.00 1.43 277 4.13 5.09 6.09 814 994 10 10
9.5 0.00 1.39 276 4.10 5.08 6.14 847 10 10 10
10.0 0.00 1.37 271 4.08 5.06 6.28 8838 10 10 10
10.5 0.00 1.35 2.67 4.08 5.09 647 9.22 10 10 10
11.0 0.00 1.33 2.61 4.08 513 6.75 9.71 10 10 10
11.5 0.00 1.32 260 4.09 517 719 10 10 10 10
12.0 0.00 1.28 255 4.09 521 7.50 10 10 10 10
12.5 0.00 1.30 2.55 4.05 5.29 800 10 10 10 10
13.0 0.00 1.25 2,50 4.06 537 863 10 10 10 10
13.5 0.00 1.22 246 4.11 549 925 10 10 10 10
14.0 0.00 1.20 245 4.21 5.67 10 10 10 10 10
14.5 0.00 1.19 244 422 585 10 10 10 10 10
15.0 0.00 1.16 242 424 6.50 10 10 10 10 10
15.5 0.00 1.18 245 4.38 7.00 10 10 10 10 10
16.0 0.00 1.19 248 458 7.56 10 10 10 10 10

gen als Eingangsgrofle zweier zeitdiskreter, idealer Doppelintegratorsysteme angenom-

men werden. Dafiir werden mittels Rechteckintegration die Systemmatrizen

1 AT 0 0 0.5 AT? 0
|01 0 0 B_ AT 0

0 0 1 AT|’ 0 0.5 AT?

0 0 0 1 0 AT
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2-DOF Roboter R2D1

:Mé+n(0,(9)+g*(0)+r([9):[” o i =J_|{L'_r é=J_I—|_ é(k)g

______________________

erweiterter Luenberger-Beobachter

N — = —

Abbildung D.1: Erweiterter Luenberger-Beobachter.

1
C_ 000 | D 00
0010 0 0
eines zeitdiskreten Ersatzsystems berechnet. Mit einer (stehenden) Beobachter-Riick-
fithrmatrix
l, 0
L=|" e R¥?
0 I

den Vektoren Uy = [l11 l12]",ls = [la1 l22]", l;; € R und der Definition

o o ~ ~ T
wp = [Gu(k) Golk) u(k) ok
ergeben sich die Filtermatrizen zu
Ar—A-LC, BFz[B L]
Cr=C, DF:[D D}.

Die Parameterierung der Riickfiihrmatrix L erfolgte durch Vorgabe der Pole der zeitkon-
tinuierlichen Doppelintegratorsysteme gemafi \; o = —150 £ j 150 fiir das erste Gelenk

und A34 = —130 £ j130 fiir das zweite Gelenk. Transformiert man diese kontinuierli-
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chen Pole ); ; mittels der Rechteck-Substitutionsmethode in den zeitdiskreten Raum, so

erhélt man A7 ;. Aus den entkoppelten Eigenwertgleichungen
Ap — 1, [1 o] NI =0 ie{1,2)

ergeben sich damit die Beobachter-Riickfiihrverstarkungen zu

0.25807  29.6895

0.297094 38.7513]

Es ist darauf hinzuweisen, daf§ die Wirkung der Riickfithrung der gemessenen Systemzu-
stdnde 6 sowie deren geschiitzter Geschwindigkeiten 0 in den Linearisierungsblock zur
Berechnung der Beschleunigungen 6 nicht untersucht wurde. Die in den Experimenten
erzielte Wirkung des erweiterten Luenberger-Beobachters war jedoch fiir die Untersu-

chungen und Experimente zur Invarianzregelung ausreichend.

Phasengleichung der Nulldynamik
Konzept der Losung
Mit den Substitutionen

B sinx] D sin o

Ko(z7) =

ki(z]) =

) )
Moo + B cos x] Mag + B cosx]

sowie der neuen Variablen y = z; folgt die Nulldynamik (4.10) zu
i = —r1(a]) 9" + ra(a]) sin(a] +y) . (D.1)

Dabei handelt es sich um eine nichtlineare Dgl. zweiter Ordnung der Form § = f(y, ),
die nur schwer losbar ist. Daher wird die Dgl. auf die einfacher zu handhabende Form
einer nichtlinearen (nicht autonomen) Dgl. erster Ordnung ys' = f*(y1,y2) transfor-
miert, wobei yo = ¢ und yo' = dys/dy;. Wegen der Nichtlinearitit dieser Dgl. ist ein
direktes Losungsverfahren nicht moglich, so daf§ die Eigenschaft genutzt wird, dafl es
sich dabei um eine Bernoulli-Dgl. handelt. Eine solche Dgl. kann durch eine geeigne-
te Koordinatentransformation in ein System linearer Dglen. iiberfiihrt werden, fiir die
Standardlosungsverfahren zur Verfiigung stehen.

Transformation auf eine Dgl. 1. Ordnung

Wahlt man y; =y + 7, so folgt

g =M _dndy
Yy=uU dt dt dy, Y292
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und weiter aus (D.1) die nichtlineare, nicht autonome Dgl. 1. Ordnung
y2 y2' = ra(a]) sinyy — k1 (27) w5 - (D.2)

Transformation auf eine lineare Dgl. 1.0rdnung

Eine Losung (y;1, y3!) von (D.2) ist die Ruhelage bei 43! = 0 und yi : siny;! = 0.
Fiir yo # 0 ergibt sich mit

a = re)

b(y1) = ke(a}) siny
aus (D.2) die Bernoulli-Dgl. der Ordnung n = —1
' +ay: =0(y)yy" - (D.3)
Nach Multiplikation mit 2 o und der Substitution
n(y1) = ya(y)° (D.4)
geht (D.3) — wegen n' = 2y, yo' — tiber in die lineare Dgl.
n+2an=20b(y) . (D.5)
Riicksubstitution der Funktionen a und b(y;) ergibt nach Umstellung
N+ 2rk1(x])n =2 kKe(x]) siny . (D.6)

Losung der linearen Dgl. 1.0rdnung

Die homogene Losung von (D.6) ergibt sich mit der reellen Konstanten ¢; zu
h _ 2K
n"(y1) = cre :

Partikulire Losung: Mittels Komplexifizierung ergibt sich mit n* € C (np = 3(n*))! aus
(D.6) die Dgl.
N+ 2k () 0t = 2ke(2) ed YL (D.7)

Diese besitzt wegen —2 k1 # j die partikuldre, komplexwertige Losung

L 3(n*) bezeichnet den Imaginérteil von n*
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mit der Konstanten

2 Ky (x7)

) 2/{1($>{) _j
2k (2]) + 3

ao(z7) Ko(T] Ari(z)2 + 1

Als partikuldre Losung von (D.6) folgt

2 kg (a7)
1+ 4Ky (27)?

Cx

n? =Sg(n?) = (2 k1 (2]) siny; — cosyy) -

Mit der trigonometrischen Beziehung

asiny; + fcosy; = v/ a? + (52 sin (y; + ¢) ¢ = atan2(0, )
148t sich die partikuldre Losung noch weiter vereinfachen zu

2 k(7))

THdm @) 4 rk1(x7)? + 1 sin (y1 + ¢(27))
1

nt =
mit ¢ = atan2(—1, 2k (z7)). Mit den Konstanten

Ka(27)
1+ c3

ca(x)) = /14 c3(27)? o(x]) = atan2(—1, c3(x7))

Co(a]) =2 cs(a]) = 2 k1(af)
folgt schliefllich die allgemeine, vollstandige, reellwertige Losung von (D.6) z
n=n"+n? = eafal) STV 4 y(ap) ealat) sin (r + (o)
Der Parameter ¢;(z7) ergibt sich aus der Anfangbedingung y;(0) = y10, y2(0) = y0 zu
(yi0, 20, 73) = (o — ca(w) ea(w) sin (o + 21 + p(ap))) €271 (o + i)

Die Losungen der Phasengleichung von (4.10) folgen durch Riicksubstitution von (D.4)

sowie mit der oben bestimmten Ruhelage zu

Losung I ' =0, yi'=kn, k€ Z (D.8)

Losung . 3" = j:\/cl —es(@) vl ¢ co(x}) ca(zy) sin (yit 4+ ¢(23)) . (D.9)

Stabile Bereiche der Nulldynamik
Die instabilen Gleichgewichtspunkte der Nulldynamik liegen bei

O =Q2k+1)m—2], k€Z 61y=0. (D.10)
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Die Separatrix, die die stabilen von den instabilen Phasenbahnen trennt, mufl durch diese
Punkte laufen. Fiir 0 < z] < 7 ergibt sich mit £ = —1 der Startpunkt der Separatrix
zu (7 = —;x — x*, B = 0). Fiir —7 < 2 < 0 folgt mit & = 0 der Startwert
zu (0 = 7 — x%, 61 = 0). Daraus folgt, daB sich mit der Konstanten p € (0;i7),
ie{-,-2,-1,0,1,2,---} und

010 = —x] + sign[z]] (u+ ) (D.11)

stabile Phasenbahnen der Nulldyna-
mik ergeben. Damit folgt, dafi ¢; von (Phasenbahncn q

er Nulldynamik%

p und zi abhdngt: ¢; = ¢z, p).

Wihlt man p — 7, so schrumpft das

durch die Separatrix eingeschlosse-

ne Zustandsraumgebiet auf eine Ge-
rade zusammen. Mit g — 0 hin-
gegen ergibt ist der eingeschlosse-
ne Bereich maximal ausgedehnt. Die
Funktion I' aus (4.11) ist so defi-
niert, daf§ I' = 0 mit einer stabilen
Phasenbahn der Nulldynamik iiber-
einstimmt. Quadriert man beide Sei-
ten von (D.9) und zieht die rechte
Seite ab, so erhélt man mit (D.11)
und den fiir 6, = 0 giiltigen Defini-

Abbildung D.2: Oben: Konturlinien des er-
sten Integrals fir 27 = 605 = 90° und
a = —30°. Unten: Konturlinien von I' fiir den

gleichen Betriebsfall und p = 0.

tionen y = z; = él,yl =0+ 2] =
29 + o7 die implizite Darstellung

—c3(7) (22 + 27)

(21, 22,27, ) = 21 — ca(ay, ) € — Ca(a7) ea(y) sin (25 + 27 + (7)) -

Anmerkung Da die Losung (D.9) nicht nach ysy = 019 = 210 eaplizit auflisbar ist,
kann keine Lésung eines ersten Integrals in expliziter Form gefunden werden. Wdhlt
man eine Invarianzfunktion gemdafs (4.11), so gilt die Abstiegsbedingung (4.12) nur fir
die Konturlinie I' =0, d. h. fir die Phasenbahn, die fir den gewdhlten Anfangswert 6y
gultig ist. Der Unterschied zwischen dem ersten Integral und der gewdhlten Funktion T’

wird in Abb. D.2 deutlich.
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E Technische Details zum
Kfz-Fahrsimulator

Bewegungsgleichungen des erweiterten Einspur Kfz-Modells

Im Folgenden werden die Bewegungsgleichungen des erweiterten Modells fiir die Zu-
standsgrofen ¢ = [ﬁ v o @ ¢}T mittels der Lagrange-Methode hergeleitet. Hier-
zu werden zunéchst die Geschwindigkeits- und Rotationsvektoren des Fahrwerks und
der Zusatzmasse in Weltkoordinaten beschrieben.! Fiir den Geschwindigkeitsvektor des

Fahrwerks sowie den Ortsvektor der Zusatzmasse folgt damit nach Abb. 5.1

cos(B+ ) v —h sin(¢) sin(¢y) + ;xs
Vs = |sin(f+Y)v| , it = | hsin(¢) cos(¥) +iys
0 h cos(¢) + hr
Der zugehorige Geschwindigkeitsvektor von T' wird mit ;v = ;77 bezeichnet. Mit
Qs = [0 0 Y7 und ,Qr = [-® 0 ] sowie den Triigheitstensoren des Chassis

kJ1 und des Aufbaus pJs im k-System errechnen sich die kinetischen Energien des

Fahrzeugmodells zu

Ts = = (0 myvs + 1 Q% 1 J1 182s)

N~ N~

Tr = = (07 ma o7 + 10 kT2 k)
und die potentiellen Energien zu
V=0

1
Vr=msogh cos<I>—|—§c<p<I>2.

In Weltkoordinaten dargestellte Vektoren werden durch ein tiefgestelltes i vor der Variablen gekenn-
zeichnet. Nachgestellte Indizes geben den Punkt an, auf den sich dieser Vektor bezieht. So ist ;v

der Geschwindigkeitsvektor des Punktes T dargestellt im Weltkoordinatensystem 1.
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Mit Hilfe der Lagrangefunktion
L=(Ts+Tr)— (Vs+Vr)

ergeben sich geméfl Lagrange-Formalismus

W G = B
oy gy P ®2
Oy s
%Z—g — % =—d;¢ (E.4)

die Bewegungsgleichungen abhéngig von den am Fahrzeug angreifenden externen Kraf-
ten ;Fy, ;F, und des externen Moments M,. Eine Vereinfachung ergibt sich bei der
Darstellung der Bewegunggleichungen im k-Koordinaten-System. Fiir eine entsprechen-
de Transformation werden (E.1)—(E.2) mit einer Rotationsmatrix multipliziert, die eine
Drehung der Vektoren um den Winkel ¢» um die Hochachse bewirkt. Aulerdem werden
die Geschwindigkeiten des Fahrzeugs durch die fahrzeugfesten Zusténde 5 und ) mittels

H _ [ cos(f3 + 1)

E.5
iUs v sin(8 + ) (E5)

ausgedriickt. Damit liegen die Bewegungsgleichungen in fahrzeugfesten k-Koordinaten
mit dem Zustandsvektor { = [§ v v @ gb]T VOr.

Das in die Bewegungsgleichungen eingehende externe Moment M, sowie die in k-
Koordinaten gemessenen externen Krifte ,F, und ;F, lassen sich durch den Kraftschlufl
der Reifen mit der Fahrbahnunterlage ermitteln. Die dazu bendtigten Reifenkrifte Fiy,
F., Fi¢, Iy, folgen stark nichtlinearer, unstetiger und hysteresebehafteter Kennlinien und
werden hier aus der Fahrzeuggeschwindigkeit v, dem Schriaglaufwinkel o der Reifen [35],
die vertikalen Auflagekrifte F, sowie der Winkelgeschwindigkeit w der Reifen durch
das HSRI Reifenmodell [33] bestimmt. Uber den in Abb. .1 geometrisch motivierten

Zusammenhang

oy —sind 0 cosd 1
wFy| = | cosd 1 P + | sind O N (E.6)
M, lfcosd —I, o lpsind 0 r
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Momentanpol wFy
[ ]

Abbildung E.1: Auf das Fahrwerk wirkende Kréfte und Momente.

werden dann die gesuchten externen Kréifte und Momente berechnet. Nach Einsetzen
in die Bewegungsgleichungen und elementaren Umformungen erhélt man schliefSlich als

Standardbeschreibung fiir das erweiterte Fahrzeugmodell
{=F(¢) +g(¢,0")

mit einem nicht glatten Drift- und Steuervektorfeld f,g € R?, siehe [119] fiir eine expli-

zite Angabe der umfangreichen algebraischen Terme.

Rechnerstruktur der Simulationsumgebung

Aufgrund der hohen benotigten Rechenleistung wurde die gesamte Simulation auf drei
verschiedene PCs verteilt, die iiber TCP-Sockets miteinander kommunizieren, Abb. E.2.
Rechner 1 wird ausschliefSlich fiir die Fahrzeugsimulation und die Invarianzregelung ver-
wendet. Fiir die Visualisierung ist Rechner 2 zustindig, Rechner 3 {ibernimmt die Mo-

mentenregelung des Steuerhebels.

Fahrzeugdaten

Die Daten des erweiterten Einspur Kfz Simulationsmodells sind in Tabelle E.1 angege-
ben. Eine Beschreibung des HSRI Reifenmodells findet sich in [33, 119].
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Abbildung E.2: Kommunikations-Schema der Rechner der Simulationsumgebung.
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Rechner 3 gdro Rechner 1 Daten-Vektor Rechner 2
/\ /\
\/ \_/
Regler des Daten-Vektor Fahrzeug- Benutzer-
Bedienhebels simulation Kommandos
(RT-Task) (RT-Task)

Motor- sdro
moment

Bedienhebel

Tabelle E.1: Fahrzeugdaten

Masse des Fahrzeugs
Masse des Fahrwerks
Masse des Aufbaus
Gesamtlinge

Abstand Vorderachse S
Abstand Hinterachse S

Hohe der Kippachse
Spurbreite
Erdbeschleunigung

Kippsteifigkeit
Kippdampfung
Kipptriagheit der Masse
gesamte Gier-Trigheit

Schwellwert fiir RAC
Abtastzeit
Reifen Radius

Hohe von T iiber der Kippachse

Reibungskoeffizient der Strafle
vordere Kurven-Steifigkeit
hintere Kurven-Steifigkeit

Totzeit der Lenkdynamik

m = 14300 kg
my1 = 1813 kg
mgo = 12487 kg
[=3.49m

lf =1.95m
[, =1.54m
h=1.6m

]’LR = 0.68m
T=0.93m

g =9.81m/s?
pw =038

cf = 582103 N/rad
¢, = 783103 N/rad
cop = 457103 Nm/rad
dg = 10010% N/rad
Jop = 24201 kg m?

J. = 34917 kg m?

Tt =0.1s
e=0.1

At =0.01s
ro = 0.287Tm
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