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Kapitel 1

Einleitung

Wir sind umgeben von selbstorganisierten komplexen Strukturen. Ob man
unseren Planeten mit seinem vielgestaltigen Wettersystem betrachtet, Ge-
birgsprofile, Fjorde oder selbstreplizierende und anpassungsfihige biologische
Systeme, unter die letztendlich auch wir Menschen selber fallen. Diese Struk-
turen entstehen in der Regel in offenen, getriebenen und dissipativen Syste-
men und haben unterschiedlich grofie Stabilitit. Fiir viele dieser Phinomene
existiert keine physikalische Beschreibung, die mit einiger Detailtreue die
Ausbildung der betreffenden Strukturen beschreibt. Es gibt viele Ansatz-
punkte, um derartige Beschreibungen zu modellieren. Um viele dieser An-
satzpunkte hat sich eine rege Forschungstétigkeit entwickelt. Eine der auch
populédrwissenschaftlich bekannten Angehensweisen ist die, die Formenviel-
falt von Fraktalen [1, 2, 3] zu nutzen, um die Formenvielfalt der Natur mittels
der mathematischen oder algorithmischen Modelle zu beschreiben, die Frak-
tale generieren. Obwohl sich mit den Generatoren der Fraktale in der Tat
derart bestechend realistische Bilder generieren lassen, dass diese Methoden
ein wichtiger Bestandteil von Computerprogrammen sind, die fiir Filme oder
Simulationen realistische Landschaften erschaffen, ist die blofe Ahnlichkeit
der mathematisch-algorithmischen und der natiirlichen ,, Endprodukte” kein
zufriedenstellendes Modell, das im physikalischen Sinn die Entstehung der
Strukturen erklart, selbst dann nicht, wenn es unmdoglich ist, eine fraktal ge-
nerierte Landschaft von einer echten zu unterscheiden. Daher liegt es nahe,
gemeinsame Eigenschaften der Menge an unterschiedlichen Strukturen zu su-
chen und Modelle zu konstruieren und zu studieren, die diese Eigenschaften
reproduzieren konnen, um auf diese Weise mehr mechanistische Erkennt-
nisse zur Strukturbildung zu gewinnen. Recht breite Akzeptanz findet die
durch zahlreiche Beobachtungen untermauerte Forderung, dass eine dieser
gemeinsamen Eigenschaften von vielen komplexen selbstorganisierten Struk-
turen das hdufige Auftreten von Potenzgesetzen ist, durch die Meflgrofien
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dieser Strukturen beschrieben werden. Ein Beispiel fiir durch Potenzgesetze
beschriebene Mefgréflen fraktaler Gebilde wie Fjordstrukturen ist die so-
genannte fraktale Dimension, die den durchschnittlichen Radius eines auf
einem Gitter quantisierten Fraktals durch ein Potenzgesetz mit der Anzahl
der Gitterplatze verkniipft, die das Fraktal bilden. Beispiele fiir in der Natur
realisierte fraktale Strukturen finden sich in [1, 2, 3]. Das Leistungsspektrum
zeitabhéngiger Signale ist ein weiteres Beispiel fiir eine MeBigrofle, die oft
durch ein Potenzgesetz beschrieben wird. Von der Lichtintensitdt von Qua-
saren, dem Ladungstransport durch Wiederstéinde bis zu Schwankungen am
Borsenindex und dem Insulinbedarf eines Diabetikers treten Leistungsspek-
tren auf, die bei kleinen Frequenzen f durch Potenzgesetze der Form 1/f“
beschreiben werden, wobei o oft nahe bei eins liegt. Daher wird dieses Verhal-
ten 1/f Rauschen genannt. Weitere Beispiele fiir Systeme mit 1/f Rauschen
finden sich in [4, 5, 6]. Ein prominenter Vertreter einer durch ein Potenzge-
setz beschriebenen Mefigrofle ist die Haufigkeitsverteilung von Erdbeben, die
durch das das Gutenberg-Richter Gesetz [7] beschrieben wird.

Die oben angesprochenen Modelle, die sich von selbst in einen Zustand
bringen, in dem wichtige Kenngréfien des Modells durch Potenzgesetze be-
schreiben werden, heiflen , selbstorganisiert kritische “ (SOC) Modelle [8, 9.
In der vorliegenden Arbeit werden diese Modelle und insbesondere das soge-
nannte Waldbrandmodell untersucht. 1987 wurden das Konzept der selbstor-
ganisierten Kritikalitit durch Bak, Tang und Wiesenfeld [10, 11] am Besipiel
des wohl bekanntesten der SOC Modelle, dem Sandhaufenmodell, eingefiihrt.
Beim diesem Modell wird die Entwicklung eines Sandhaufens modelliert, auf
den langsam Sand herabrieselt. Wenn die Steigung des Sandhaufens an einer
Stelle zu grof3 wird, relaxiert das System mit dem Abgang einer Sandlawine.
Das System bringt sich von selbst in einen Zustand, der durch eine potenz-
gesetzartige Lawinenverteilung charakterisiert wird. Durch die Untersuchung
derartiger Modelle, die sich, wie natiirlichen Phinomene auch, von selber in
einen Zustand bringen, der durch Potenzgesetze charakterisiert wird, (einen
sogenannten kritischen Zustand), kann man hoffen, mehr iiber den Mechanis-
mus der Strukturbildung zu erfahren. Das Waldbrandmodell ist ein SOC Mo-
dell, bei dem auf ein d dimensionalen Gitter Biume ,,eingestreut” werden, die
von Zeit zu Zeit von einem Blitz getroffen werden. Das so entstandene Feuer
kann iiber benachbarte Biume weiterpropagieren und so ganze Baumcluster
abbrennen. Auch dieses Modell besitzt einen weiten Parameterbereich, in
dem es sich von selbst in einen kritischen Zustand bringt.

Diese Angehensweise zur Modellierung einer Theorie zur Strukturbildung
ist nicht unumstritten. Die Potenzgesetze und die fraktalen Strukturen sind
beispielsweise bei natiirlichen Phianomenen nicht iiber beliebig viele Grofien-
ordnungen beliebig genau realisiert. Da aber mit kritischen Modellen durch-

8



aus applikationsbezogene und vielbeachtete Ergebnisse erzielt wurden wie
zum Beispiel bei den skalenfreinen Netzwerken [12, 13], erscheint es durch-
aus lohnenswert zu untersuchen, welches Spektrum an Eigenschaften SOC
Modelle beschreiben kénnen.

In der vorliegenden Arbeit wird daher exemplarisch am Waldbrandmo-
dell untersucht, was , kritisches Verhalten“ bei SOC Modellen bedeutet, in-
wieweit dieses Verhalten mit der Phinomenologie gleichgewichtskritischer
Phénomene vergleichbar ist, und inwieweit Methoden aus der Gleichgewichts-
physik iibernommen werden kénnen zur Beschreibung von selbstorganisiert
kritischen Systemen. Dazu wird das Waldbrandmodell in bisher nicht un-
tersuchten Grenzbereichen simuliert und ausgewertet, und dieses Verhalten
analytisch erkldrt. Dadurch gelingt es eine Verletzung des konventionellen
finite-size-Skalenverhaltens beim Waldbrandmodell nachzuweisen. Es wird
gezeigt, dass das ungewoOhnliche Skalenverhalten des Modells auf die Exi-
stenz zweier unterschiedlicher Feuer zuriickzufiihren ist. Darauf aufbauend
wird eine neue Skalentheorie aufgestellt, die die Existenz dieser zwei Feu-
ertypen beriicksichtigt, und das asymptotische Skalenverhalten eines Feu-
ertyps wird analytisch hergeleitet. Um die Ergebnisse zu verifizieren, und
das Skalenverhalten fiir grole Korrelationslingen zu beschreiben wird ein
sogenanntes coarse-grained Waldbrandmodell konstruiert, dass erstmals si-
mulationstechnisch Einblicke in das Verhalten des Waldbrandmodells auf
groflen Léngenskalen gewéhrt. Schliellich wird in Renormierungsverfahren
entwickelt, dass die zwei Feuertypen und die fleckenartige Struktur des Wald-
brandmodells beriicksichtigt und das Selbstdhnlichkeitsproblem von Renor-
mierungsverfahren beim Waldbrandmodell 16st. Dazu wird gezeigt und im
Renormierungsverfahren ausgenutzt, dass bei eine geeignete Superposition
von Perkolationssystemen wesentliche Details von Waldbrandsystemen repro-
duziert werden kénnen ohne wesentliche Information bei der Uberlagerung
zu verlieren. Schlieflich wird die Selbstorganisation der Walddichteverteilung
in das Renormierungsschema eingebracht, und so ein Verfahren angeboten,
dass konzeptuelle Méngel friiherer Verfahren beseitigt, und die Resultate der
errechneten Exponenten wesentlich verbessert. Schliefilich wird die fraktale
Struktur einiger Peaks in der Walddichteverteilung des Modells analytisch
erklart. Zur Durchfiihrung und Auswertung der Simulationationenen wur-
den diverse rechengeschwindigkeitsverbessernde Modellmodifikationenen ent-
wickelt, erprobt und verwendet und gegebenfalls Korrekturterme abgeleitet
(siehe zum Beispiel in Abschnitt 2.5.1). Es wurden umfangreiche Program-
me zur Simulation und Auswertung angefertigt. Alle Ergebnisse wurden mit
analytischen Methoden oder Plausibilitétsiiberlegungen gegengetestet.

In Abschnitt 4.6 sind Referenzen zu den Punkten der folgenden Arbeit
aufgelistet, in denen wesentliche Schlufifolgerungen dieser Arbeit illustrierend
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zusammengefaflt sind.
Die inhaltliche Struktur dieser Arbeit wird im folgenden skizziert:

In diesem Kapitel wird das Waldbrandmodell und dessen Mefgrofien
zunichst eingefithrt und einige aus der Literatur bekannten Eigenschaften
des Modells behandelt. In Kapitel 2 wird das finite-size Skalenverhalten des
Waldbrandmodells untersucht und gezeigt, dass sich das System von einem
Zustand starker rdumlicher Inhomogenititen und verschwindenden zeitlichen
Fluktuationen umordnet zu einem rdumlich sehr homogenen Zustand, der
stark in der Zeit fluktuiert. Diese Form der Restrukturierung unterschei-
det das Waldbrandmodell von gleichgewichtskritischen Phdnomenen, durch
deren finite-size Skalenverhalten die Werte von kritischen Exponenten aus-
gedehnter Systeme aus Mefldaten kleiner Systeme ermittelt werden konnen.
Beim Waldbrandmodell ist das in dieser Form nicht moéglich. In Kapitel 3
wird das Verhalten des Waldbrandmodells auf grofien Skalen untersucht. Es
ergibt sich, dass das Modell durchaus durch Potenzgesetze charakterisiert
werden kann aber mehr als eine Lingenskala im kritischen Zustand vorliegt.
Daher wird die Beschreibung des Skalenverhaltens mancher Groflen, wie der
Feuergréfenverteilung komplizierter. In Kapitel 4 wird schlief8lich das Renor-
mierungsverfahren vorgeschlagen und diskutiert, mit dem sich fundamentale
Eigenschaften des Modells beschreiben lassen.

Da computersimulationsorientierte Auswertungen in einem unendlich gros-
sen Parameterraum stets die Gefahr bergen, dass wesentliche Effekte nicht er-
kannt werden, weil deren Berechnung auflerhalb der Rechenkraft verfiigbarer
Anlagen stehen, oder weil sie in einem nicht untersuchten Teil des Parame-
terraums auftreten, wurde bei der Bearbeitung der angesprochenen Themen
Wert darauf gelegt, moglichst alle Ergebnisse durch mehrere moglichst un-
abhéngige Verfahren zu testen und alle auftretenden Ergebnisse und Simu-
lationartefakte plausibel zu verstehen.

Die folgenden Analysen zeigen, dass sehr einfache algorithmische Modelle
wie das Waldbrandmodell, eine erstaunliche Fiille von Eigenschaften her-
vorbringen konnen. Es wird herausgearbeitet, dass das kritische Verhalten
komplexer als bisher angenommen ist. Dies macht es wesentlich schwieriger,
Konzepte der Gleichgewichtsphysik zur Beschreibung von SOC Modellen zu
verwenden. Es wird aber bestitigt, dass SOC Modelle das Potential haben zur
Aufkirung der Strukturbildungsmechanismen natiirlicher Phinomene beizu-
tragen.

Bemerkungen zur Notation: Dezimalzahlen werden in dieser Arbeit in
amerikanischer Notation geschrieben: Das heifit zum Besipiel 1/2 = 0.5 und
nicht 0,5. Indizes bei Groéflen wurden im iiblichen amerikanischen Format
belassen und nicht eingedeutscht.
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1.1 Definition des Modells

In diesem Abschnitt wird das selbstorganisiert kritische Waldbrandmodell
durch Angabe der Iterationsregeln definiert. Es werden einige grundlegende
Eigenschaften des Modells dargestellt und es wird diskutiert, was in diesem
Fall unter ,,selbstorganisiert kritisch“ zu verstehen ist.

Als offenes getriebenes System ist das selbstorganisiert kritische Wald-
brandmodell auf einem d-dimensionalen, meist hyperkubischen Gitter mit
d Raumdimensionen und L¢ Gitterplitzen definiert. Jeder Gitterplatz kann
sich in den Zustianden ,Baum“, ,Feuer” und , Leerstelle befinden. Die Dy-
namik des Modells wird durch folgende Regeln definiert, die iterativ durch-
gefiihrt werden.

e Feuer werden zu Leerstellen.

e Jeder Baum wird mit der Wahrscheinlichkeit 1 — g zu einem Feuer,
wenn mindestens einer seiner néichsten Nachbarn brennt.

e Pro [terationsschritt wird jeder Gitterplatz mit der Wahrscheinlichkeit
f ,von einem Blitz getroffen®. Ist der von einem Blitz getroffene Git-
terplatz von einem Baum besetzt, so wird dieser Bau zu einem Feuer,
wenn nicht, so passiert nichts.

e Leerstellen werden mit der Wahrscheinlichkeit p zu Baumen.

Als Anfangsztustand wéhlt man iiblicherweise ein stochastische Belegung
des Gitters mit Baumen. Die Randbedingungen sind meist pseudoperiodisch.
Die Wahrscheinlichkeit f wird als Blitzeinschlagsrate oder Blitzeinschlags-
wahrscheinlichkeit, die Wahrscheinlichkeit p als Baumwachstumsrate oder
Baumwachstumswahrscheinlichkeit interpretiert. Die Grofle ¢ kann man als
Immunitit der Biume ansehen. Es existiert ein kritischer Wert g, bei dem das
Feuer durch das System perkoliert, welches in diesem Fall in durch Potenzge-
setze mit den selben kritischen Exponenten beschrieben wird wie Systeme mit
gerichteter Perkolation in d 4 1 Dimensionen [14, 15]. Viele Aspekte des Mo-
dells lassen sich in Begriffen aus dem Gebiet der erregbaren Medien [16, 17]
fassen, was Anwendungsbgebiete von der Epidemiologie bis hin zur Chemie
erdffnet. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden nur Félle betrachtet, in
denen die Immunitit g verschwindet: ¢ = 0. Gruppen von B&umen, die als
néichste Nachbarn miteinander verbunden sind, heiflen Cluster oder Wald-
cluster. Iteriert man man das System unter den gerade genannten Regen
hinreichend lange, stellt sich ein stationérer Zustand ein, der nicht von den
Anfangs- und Randbedingungen abéngt, aber von der Wahl der Parameter
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f, p und ¢ und, wie in dieser Arbeit diskutiert werden wird, in gewissen
Grenzen auch von der Systemgrofle L. Der stationéire Zustand ist bei aus-
reichend groflem L durch eine zeitliche Stabilitdt von Verteilungen wie der
Clustergroflenverteilung oder der Clusterradienverteilung und einer zeitlich
sehr konstanten mittleren Walddichte p charakterisiert. Die Grofle p wird
durch rdumlich und zeitliche! Mittelung berechnet, wobei bei den oben dar-
gestellten Originalregeln des selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodells
die zeitlichen Fluktuationen der nur rdumlich gemittelten Walddichte p(t)
verschwinden. Daher ist fiir so gut wie alle Zeiten ¢ p gleich p(t). Fiir die
momentanen nur raumlich gemittelten Werte der Baumdichte p(t), der Feu-
erdichte ps(t) und der Leerstellendichte p(t) gilt fiir alle Zeiten ¢

pe(t) + pr(t) +p(t) = 1. (1.1)

Im stationédren Zustand bleibt die Walddichte im Mittel konstant, daher

muss die Anzahl der nachwachsenden Baume die Anzahl der abbrennenden

Biaume im Mittel ausgleichen. Fiir die rdumlich und zeitlich gemittelte Leer-
stellendichte p, und Feuerdichte py gilt daher:

Pr = DPPe (1.2)
Im Grenzfall kleiner Feuerdichten p; kénnen sich grofirdumige Struktu-
ren ausbilden, da die Bdume im Durchschnitt lange ,,iiberleben®. Im Grenz-
fall verschwindender Blitzeinschlagsrate f und nichtverschwindender Wachs-
tumsrate p reproduzieren die Regeln des selbstorganisiert kritischen Wald-
brandmodells die Zusténde des von Bak, Chen und Tang [18] vorgeschlagenen
Waldbrandmodells, das nicht selbstorganisiert kritisch ist. In diesem Modell
bilden sich spiralférmige Strukturen aus und die rdumlichen und zeitlichen
Korrelationen haben eine charakteristische Lénge von 1/p. Mit abnehmenden
p kristallisiert sich die Struktur dieser charakteristischen Lingenskala deut-
licher heraus [19, 20]. Dies bedeutet, dass das Modell in diesem Parameter-
bereich deterministisches und kein kritisches Verhalten zeigt. Spiraldhnliche
Strukturen kénnen in der Natur gefunden werden: Zum Beipiel bei epidemio-
logischen Phénomenen oder in der Biologie (Kontraktion des Herzmuskels).
Im folgenden wird der selbstorganisiert kritische Parameterbereich des Mo-
dells beschrieben.
Sei T'(smax) die Zeit, die der grofite, aus spmax Badumen bestehende Cluster
braucht, um abzubrennen. Wenn

P < T (Smax) (1.3)

"Wobei zeitliche Mittelung hier heifit, dass iiber hinreichend lange Intervalle gemittelt
wird.
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erfiillt ist, brennen Waldcluster ab, bevor an deren Ridndern neue Biume
nachwachsen. In dieser Arbeit wird gezeigt, dass es zwei Typen von Wald-
clustern im zweidimensionalen selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodell
gibt, da sowohl fraktale als auch kompakte perkolationsartige [21] Wald-
cluster auftreten. Damit sich die durch Skalengesetzte beschriebenen per-
kolationsartigen Groflenverteilungen der zwei Clustertypen durch eventu-
elle wihrend des Abbrands nachwachsende Biume nicht grofienabhéngig
verformt und so die Potenzverteilungen zerstort werden, muss die in Glei-
chung 1.3 angegebenen Relation erfiillt werden. Wenn zusétzlich die Bedin-

gung

f<p (1.4)

erfiillt ist, konnen sich die fiir das Potenzverhalten nétigen grofiriumige
Strukturen ausbilden, weil fiir das Wachstum viel Zeit bleibt, bevor wieder
mit einem Blitzeinschlag zu rechnen ist. Gleichung 1.3 und Gleichung 1.4
definieren den Teil des Parameterraumes, in dem das Modell selbstorganisiert
kritisch wird. Da derartige Skalentrennungen in der Natur oft vorkommen,
liegt kein finetunig eines Parameters vor. Daher ist das Waldbrandmodell in
diesem Bereich des Parameterraums selbstorganisiert kritisch.

1.2 Grundlegende Eigenschaften des Modells

1.2.1 Kritische Exponenten und Skalenrelationen

In diesem Abschnitt wird zuerst ein potenzgesetzverteite Grofle des selbst-
organisiert kritischen Waldbrandmodells abgeleitet und damit die in Ab-
schnitt 1.1 plausibel begriindete Skalentrennung als Bedingung fiir Kriti-
kalitdt im Waldbrandmodell bestétigt. AnschlieBend werden Potenzgesetzte
und kritische Exponenten fiir weitere Grofien definiert.

Die Anzahl der pro Iterationsschritte im Mittel nachwachsenden Biume
ist durch pp, gegeben. Wenn der in Abschnitt 1.1 eingefiihrte kritische Grenz-
fall f/p — 0 vorliegt, dann brennen die vom Blitz getroffenen Waldcluster
ab und das Feuer erlischt danach vollstindig und propagiert nicht weiter
durch das System. Daher ist 1/(fp) die Anzahl der Iterationsschritte, die im
Durchschnitt zwischen zwei Blitzeinschldgen vergehen, die zur Entziindung
eines Baumes, und damit zur Vernichtung des mit diesem Baum verbunde-
nen Waldclusters fiithren. Die mittlere Anzahl s der zwischen zwei ,erfolg-

reichen® Blitzeinschligen nachwachsenden (und auch entfernten) Baume ist
daher
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PPe

fr

Da die Feuerdichte im betrachteten Grenzfall f/p — 0 sehr klein und p
im stationdren Zustand konstant ist, folgt:

s=Pl=p (i> B (1.6)

I p p

Gleichung 1.6 stellt ein Beispiel fiir eine durch ein Potenzgesetz beschrie-
bene Grofle des selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodells dar und be-
stitigt den in Abschnitt 1.1 eingefiihrten Grenzfall f/p — 0 als kritisches
Limit (Skalentrennung).

S =

(1.5)

Falls das dem Waldbrandmodell zugrundeliegende Gitter eine Dimensi-
on d grofler als 1 hat, lassen sich weitere Skalengesetze nicht ohne weiteres
analytisch ableiten. Die entsprechenden Beziehungen werden analog zu den
entsprechenden Groflen der Perkolationstheorie [21] eingefiihrt, nur dass die-
se Grofen, inspiriert durch Gleichung 1.6, in der Regel Potenzgesetzte von
f/p sind, und nicht wie in der Perkolationstheorie von (pP®® — p) abhiéingen?.

Sei n(s) die durchschnittliche Anzahl der aus s Biumen bestehenden
Waldcluster pro Einheitsvolumen. Es wurde bisher angenommen, dass n(s)
gemif

n(s) o< s77C(s/Smax) (1.7)

mit einem Exponenten 7 skaliert, wobei C eine Cutoff Funktion ist, die
fiir Argumente kleiner als 1 konstant wird, und fiir groflere Argumente sehr
schnell auf 0 abfillt. sy, ist die Anzahl der Bdume , die der grofite Wald-
cluster des betrachteten Systems enthilt. Diese Arbeit wird zeigen, dass im
zweidimensionalen Fall Gleichung 1.7 fiir kleine Korrelationslingen durchaus
gut erfiillt ist, aber bei groflen Korrelationslingen die Verhéltnisse nicht aus-
reichend beschreibt. Viele unter Verwendung von Gleichung 1.7 abgeleitete
Skalenrelationen sind daher zumindest im zweidimensionalen Waldbrandmo-
dell nicht giiltig.

Dagegen wird die Giiltigkeit der Gleichung

Smax X <i> - , (1.8)

p

2Hierbei ist p die Besetzungsdichte des Perkolationsgitters und pPe™ die kritische Be-
setzungsdichte von Perkolationssystemen.
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die das Skalenverhalten der Grofle sma.x des grofiten Waldclusters be-
schreibt, bestétigt. Die Korrelationsldnge ¢ ist definiert als der mittlere Ra-
dius des grofiten auftretenden Waldclusters und skaliert geméif

£ o <£>_V . (1.9)

In dieser Arbeit wird ein Zusammenhang zwischen den kritischen Expo-
nenten v und A fiir den zweidimensionalen Fall hergestellt werden. Es gilt als
gut bestétigt, dass der Begriff ,mittlerer Radius“ unterschiedlich definiert
werden kann, ohne den Exponenten v zu beeinflussen [22].

Die Annédherung an die kritische Walddichte p. (oder auch p.) des Wald-
brandmodells bei Durchfithrung des kritischen Limes f/p — 0 wird durch

(e — 7)o (f)w (1.10)

p

beschrieben. In der Perkolationstheorie erscheint die Einfiihrung der frak-
talen Dimension fiperc beziehungsweise p sinnvoll:

Hperc X (Rperc(s))upelrC (111)

Hierbei ist Rperc(s) der durchschnittliche Radius eines Perkolationsclu-
sters. Gleichung 1.11 verkniipft die Anzahl der zu einem Cluster gehérenden
Gitterplétze, (also ein Maf fiir die Fliche des Clusters), mit dem mittleren
Radius des Clusters. Eine analoge Definition fiir das Waldbrandmodell:

fpere ¢ (R(s))" (1.12)

mit R(s) als durchschnittlichem Radius eines Waldclusters des Wald-
brandmodells erscheint naheliegend. In dieser Arbeit wird aber gezeigt wer-
den, dass im Waldbrandmodell mehrere Typen von Clustern auftreten konnen,
was die Beschreibung komplizierter macht.

Man kann fiir das Waldbrandmodell weitere raumliche aber auch zeitliche
Grofen definieren, die Skaleneigenschaften zeigen, (siche zum Beispiel [23]).

1.2.2 Dimensions- und detailabhingige Eigenschaften

Das Verhalten des selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodells hiingt sehr
von der rdumlichen Dimension d des Gitters ab, auf dem dieser zellulire
Automat erklért ist. Deshalb wird in diesem Abschnitt die exakte Losung des
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eindimensionalen Falls sowie eine mean-field Theorie wiedergegeben, von der
angenommen wird, dass sie das Waldbrandmodell ab einer oberen kritischen
Dimension von d, = 6 beschreibt.

In [23, 24, 25] wurde das eindimensionale selbstorganisiert kritische Wald-
brandmodell exakt gel6st und so bewiesen, dass nichtkonservative Modelle
in der Tat in einen kritischen Zustand kommen konnen. Fiir diesen Fall wird
nun analog zu [26, 19] eine intuitive Herleitung der Ergebnisse gegeben: Man
betrachtet eine Reihe von k < f/p zusammenhéngenden Gitterplédtzen des
eindimensionalen Systems. Diese Gitterplatzreihe ist so kurz, dass pro Zeit-
schritt nicht mehr als ein Baum nachwachsen kann. Der Blitz trifft die be-
trachtete Gruppe von Gitterplidtzen nicht, bevor alle Platze mit Bdumen be-
setzt sind. Da wir am Grenzfall f/p — 0 interessiert sind, trifft diese und die
folgende Betrachtungsweise auch fiir Reihen mit sehr vielen Gitterplétzen zu.
Die betrachtete Reihe von k£ zusammenhingenden Gitterpliatzen durchliuft
folgende Stadien: Angefangen mit einer Reihe leerer Gitterplitze, werden die
Gitterplidtze mit der Wahrscheinlichkeit p fiir jeden Platz gefiillt. Nach ei-
ner hinreichend langen Zeit wird die Reihe von Gitterplidtzen vollstindig mit
Biaumen besetzt sein und auch die Gitterplitze, die zu der betrachteten Rei-
he benachbart sind, werden dichter und dichter gefiillt werden, bis schliellich
die betrachtete Reihe Teil eines groflien Clusters ist, der eventuell grofl genug
ist, um vom Blitz getroffen zu werden. In diesem Fall wird auch die betrach-
tete Reihe von Gitterpldtzen geleert und der beschrieben Zyklus beginnt von
neuem.

Mit Hilfe dieser Betrachtung kann man Ratengleichungen aufstellen, die
die Dynamik in der betrachteten Reihe beschreiben. Im stationéren Zustand
wird jede auftretende Baumkonfiguration genauso oft erzeugt wie sie zerstort
wird. Sei P;(m) die Wahrscheinlichkeit, dass die betrachtete Reihe von £ zu-
sammenhéingenden Gitterpldtzen mit m Baumen besetzt ist. Jede Konfigu-
ration mit der gleichen Anzahl von Baumen tritt mit gleicher Wahrschein-
lichkeit auf, da die Baume an zufillig ausgewéhlten Positionen nachwachsen.
Eine Konfiguration von m Biumen wird zerstort, wenn ein Baum auf einem
der leeren Gitterplidtze nachwichst, und wird erzeugt, wenn ein Baum in ei-
ner Reihe mit m — 1 Bdumen wichst. Einen vollstindig leere Reihe entsteht
beim Abbrand des Waldes. Die Entziindung eines Baumes der betrachteten
Reihe fiithrt zum Abbrand der gesamten Baumreihe, weil diese zu diesem
Zeitpunkt so gut wie immer vollstindig besetzt ist. Die Entziindung eines
Baumes wiederrum geschieht im stationéiren Zustand mit der gleichen Wahr-
scheinlichkeit, mit der ein Baum nachwichst: Mit der Wahrscheinlichkeit
p(1 — p) pro Zeitschritt. Damit folgen die Gleichungen
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pkPp(0) = p(1—py), (1.13)
plk—m)Py(m) = pk—m+1)Py(m—1) firm#0,k. (1.14)

daraus folgt

Pi(m) = (1—p)/(k—m) firm <k, (1.15)
Pe(k) = 1—(1—=p) ) 1/(k—m) (1.16)
= 1—(1—p)> 1/m, (1.17)

Die letzten beiden Gleichungen enthalten eine Fiille von Informationen
iiber die Waldclustergrofenverteilungen, die Locherverteilungen, die Wachs-
tumsgeschwindigkeit, usw..

Ein Baumcluster der Grofle s stellt eine Konfiguration mit s benachbarten
Bidumen mit einem leeren Gitterplatz an jedem Ende dar. Damit folgt die
GroBenverteilung n(s) der Baumcluster im eindimensionalen Fall zu:

Ps+2(5) 1 - Pt ~ -2
n(s) = (str2) T G+D(G+2) (L—pe)s. (1.18)

Man erhilt ein Potenzgesetz mit dem kritischen Exponenten 7 = 2. Dies
stimmt sehr gut mit den numerisch ermittelten Resultaten {iberein.

Smax, ist die charakteristische Linge (siche Gleichung 1.7 ff.) bei der das
Potenzgesetz aus Gleichung 1.18, n(s) oc s72, zusammenbricht. Man kann
Smax berechnen, indem man fordert, dass eine zusammenhéngende Reihe von
k < Spmax Gitterpldtzen nicht vom Blitz getroffen wird bis alle Gitterplétze
von Bédumen besetzt sind. Eine Reihe von k& Gitterplatzen, die zur Zeit ¢t =0
leer ist wird, nach durchschnittlich

k

T(k)=(1/p)>_1/m ~1n(k)/p

m=1

Zeitschritten von von k£ Baumen besetzt sein. Die Durchschnittliche An-
zahl von Baumen nach ¢ Zeitschritten ist

m(t) = k[1 — exp(—pt)].
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Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Baum eine Reihe von k Gitterpliatzen
trifft, bevor alle Baumen gewachsen sind ist

T(k)
£y m(t) ~ (f/p)k(In(k) = 1) ~ (f/p)kIn(k).
Daraus folgt

Smaz 10 (Smaz) x p/f fiir grofle p/f,

was zu A = 1 fiihrt. Aus den oben angefiihrten Gleichungen 148t sich auch
die kritische Walddichte von p. = 1 fiir das selbstorganisiert kritische Wald-
brandmodell in einer Dimension ableiten. Eine Verdnderung von Regeldetails
wie die Einfiihrung von ,springenden“ Feuern, die einen leeren Gitterplatz
iiberspringen konnen, #ndert an den oben abgeleiteten Skalengesetzten fiir
den eindimensionalen Fall nichts, so dass dieses Verhalten des Waldbrand-
modells durchaus universellen Charakter hat.

Vernachléssigt man alle im Waldbrandsystem auftretenden Korrelatio-
nen, so gelangt man zu einer sogenannten mean-field Theorie. Bei diesem
Ansatz wird der Zustand des Systems ausschlieflich durch Dichten beschrie-
ben. Bei dieser Theorie ergibt sich der Exponent §, der die Anndherung der
Walddichte an die Walddichte p. des kritischen Punktes beschreibt, zu § = 1.
Die im Grenzfall f/p — 0 eintretende Walddichte folgt aus der mean-field
Theorie unabhéngig vom verwendeten Gittertyp zu p. = 1/2d. Das bedeu-
tet, dass ein Feuer im Durchschnitt immer nur einen einzigen weiteren Baum
entziindet. Diese Situation ist vergleichbar mit der der, die die mean-field
Theorie der Perkolationstheorie [21] beschreibt oder mit Perkolation auf dem
Cayley-Baum, bei dem sich Perkolation zu jedem néchsten Nachbarn mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit fortsetzt, wobei sie sich durchschnittlich zu ei-
nem einzigen Nachbarn weiter fortsetzt. Fiir letzteres Problem [21] ist die
fraktale Dimension y und die Clustergrofienverteilung bekannt. Damit lassen
sich die Exponenten = 4 und 7 = 2.5 in die mean-field Theorie des selbst-
organisiert kritischen Waldbrandmodells iibertragen. In [27, 28, 29] wurden
Simulationsergebnisse ermittelt, die die Behauptung stirken, dass das selbst-
organisiert kritische Waldbrandmodell wie Perkolationssysteme d. = 6 als
obere kritische Dimension haben.

Das SOC Waldbrandmodell zeigt damit offenbar einfaches Skalenverhal-
ten auf eindimensionalen Gittern und auf Gittern, deren Dimension d gréfier
oder gleich d. = 6 ist. In dieser Arbeit wird gezeigt, dass das Skalenverhal-
ten im zweidimensionalen Fall durchaus noch durch Potenzgesetze beschrie-
ben wird, aber dass teilweise Superpositionen auftreten. Das Modell darf
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nicht analog zu gleichgewichstkritischen Phinomenen behandelt werden, weil
finite-size Skalenverhalten und das Verhalten auf grofien Léngenskalen nicht
direkt mit den Konzepten der Physik gleichgewichtskritischer Ph&nomene zu
behandeln ist. Dies schrinkt das Potential der der Klasse der selbstorgani-
siert kritischen Phénomene jedoch nicht ein. Im Gegenteil: Es ercffnet die
Aussicht auf neue Ansétze zur Beschreibung bisher unverstandene natiirliche
Phénomene wenn es gelingt, die Mechanismen dieser Modelle zu studieren
und mathematisch zu erfassen.
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Kapitel 2

Finite-size Effekte 1m
zweldimensionalen

selbstorganisiert kritischen
Waldbrandmodell

In diesem Kapitel wird das zweidimensionale selbstorganisiert kritische
Waldbrandmodell mit numerischen Mitteln untersucht. Betrachtet wird haupt-
séchlich die durchschnittliche Walddichte und die Verteilung der Feuergréfien.
Die Ergebnisse zeigen, dass das zweidimensionale selbstorganisiert kritische
Waldbrandmodell ein finite-size Skalenverhalten hat, das sich von dem kon-
ventioneller kritischer Gleichgewichtssysteme unterscheidet. Es wird gezeigt,
dass ein System des zweidimensionalen selbstorganisiert kritischen Wald-
brandmodells aus Regionen mit relativ homogener Walddichte zusammen-
gesetzt ist, die die Dynamik des Modells bestimmen und auch das finite-size
Verhalten. Mit kleiner werdenden Systemgréfien L enthalten die betrachteten
Systeme immer weniger Regionen unterschiedlicher Walddichte, bis schlief3-
lich das System nur noch aus einer einzigen Region homogener Walddich-
te zusammengesetzt ist. Die Walddichte dieser einzigen Region fluktuieren
stark mit der Zeit. Diese Restrukturierung des Waldbrandsystems mit klei-
ner werdenden Systemgroflien L bedeutet offenbar, dass Walddichte- und
Feuerverteilungen von kleinen Waldbrandsystemen sich von entsprechend
kleinen Ausschnitten von grofleren Waldbrandsystemen unterscheiden. Dies
ist ein wesentlicher Unterschied zum Verhalten von gleichgewichtskritischen
Phénomenen. Als Ursache dieses Verhaltens kann die Existenz zweier ver-
schiedener Typen von Feuern angesehen werden. Dieser Mechanismus wird
jedoch erst in Kapitel 3 genauer untersucht werden.
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2.1 Einfiihrung

Die Analyse und Beschreibung von selbstorganisiert kritischen Modellen so-
wohl mit analytischen als auch mit numerischen Methoden beruht in der
Regel auf der Annahme, dass ihr kritisches Verhalten (Skalenverhalten) sich
ahnlich beschreiben 1488t wie das Verhalten von konventionellen, gleichge-
wichtskritischen Phénomenen. Diese Hypothese wurde in [30] von Sornette,
Johansen und Dornic auf eine systematische Grundlage gestellt. Die genann-
ten Autoren nahmen an, dass sich alle SOC Systeme auf gleichgewichtskriti-
sche Phinomene abbilden lassen, indem man geeignete Ordnungsparameter
wahlt und Kontrollparameter in die Regeln einfiihrt. So 148t sich zum Bei-
spiel das Bak-Sneppen Modell auf ein depinning Problem abbilden [31, 32].
In [33] wurde jedoch gezeigt, dass die in [30] vorgeschlagene Abbildung beim
zweidimensionalen selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodell kein System
mit einem konventionellen kritischen Punkt erzeugt. Diese Abbildung besteht
darin, die Leerstellendichte des Modells festzuhalten und so einen Kontroll-
parameter einzufithren. Zwingt man dem System nun diejenige Leerstellen-
dichte auf, die sich bei der selbstorganisiert kritischen Variante des Modells
von alleine einstellen wiirde, so erhdlt man in der Tat einen Zustand, dessen
kritische Exponenten denen der selbstorganisiert kritischen Version gleichen.
Aber am kritischen Punkt findet man Hysterese-Effekte und eine Diskonti-
nuitéit, wenn man sich von der Seite hoher Leerstellendichten nihert. Diese
Diskontinuitét tritt jedoch nicht auf, wenn man sich dem kritischen Punkt
von der anderen Seite ndhert. Das Waldbrandmodell hat weitere unkonven-
tionelle Eigenschaften wie die Existenz von mehr als einer divergierenden
Langenskala [34, 35], das Fehlen eines systemumspannenden Clusters unmit-
telbar jenseits des kritischen Punktes [34] und die Abhéngigkeit des Ver-
haltens des Modells auf groflen Lingenskalen von den Details der Regeln,
welche dem Modell zugrundeliegen [36, 35]. Unkonventionelles Skalenverhal-
ten findet man auch bei anderen SOC Modellen, wie dem zweidimensio-
nalen abelschen Sandhaufenmodell, bei dem das finite-size Skalenverhalten
verletzt ist [37, 38], und es zeichnet sich ab, das das Erdbebenmodell von
Olami Feder Christensen [39] kontinuierlich von seinen Parametern abhéngt.
Es gibt daher ein substantielles Interesse daran, das Skalenverhalten dieser
Modelle besser zu verstehen. Daher wird im Folgenden das unkonventionelle
finite-size Skalenverhalten des zweidimensionalen selbstorganisiert kritischen
Waldbrandmodells ndher betrachtet.
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2.2 Das verwendete Modell

Fiir die in diesem Kapitel beschriebenen Untersuchungen des finite-size Ska-
lenverhaltens wurde eine Version des selbstorganisiert kritischen Waldbrand-
modells verwendet, deren Ergebnisse mit denen des Modells mit den ori-
ginal Regeln identisch ist, wenn die Systemgrofie L sehr viel grofler ist als
die Korrelationsléinge £ des Systems. Die Abweichungen, die sich ergeben,
wenn die Systemgrofie L kleiner wird als die Korrelationslinge &, bewirken
eine verdnderte durchschnittliche Walddichte p und verdndern den Wachs-
tumsprozefl der Biaume. Diese Abweichung wird spéiter genauer diskutiert
werden.

Die Dynamik des verwendeten Modells findet auf einem Quadratgitter
mit L? Gitterplitzen statt'. Jeder Gitterplatz kann entweder (von einem
Baum) besetzt oder leer sein. In jedem Zeitschritt wird das System gemif}
folgenden Regeln upgedated:

e Das Abbrennen: Ein Gitterplatz wird zuféllig ausgewihlt (dies ent-
spricht einem Blitzeinschlag). Wenn der Gitterplatz von einem Baum
besetzt ist, wird der gesamte via nédchste Nachbarn mit diesem Baum
verbundene Waldcluster aus dem System entfernt (das heifit der Wald-
cluster brennt ab). Dies bedeutet, dass die von den Biumen dieses
Waldclusters besetzten Gitterplitze durch leere Gitterplitze ersetzt
werden.

e Das Wachstum: Es werden zufiillig s, = pL? Gitterpliitze ausgewiihlt
und diejenigen die leer sind werden mit Biumen besetzt. (Bei diesem
Vorgang kénnen auch diejenigen Gitterplitze besetzt werden die nach
der oben erwihnten Abbrand-Regel moglicherweise gerade durch einen
abbrennenden Waldcluster freigegeben werden.) Diese zu besetzenden
Gitterplidtze werden nacheinander ausgewéhlt, so dass es moglich ist,
dass der selbe Gitterplatz in einem Wachstumsschritt durch den Zufalls-
zahlengenerator mehrmals ausgewihlt wird. Daher kann der Parameter
so im Prinzip grofer sein als die Gesamtzahl L? der Gitterplitze des
Systems. In den folgenden Simulationen wurden jedoch in der Regel
nur Werte kleiner als sy, verwendet.

Fiir ein definiertes sq und ausreichend grofie Systemgroflen L ist diese
Waldbrandmodellvariante identisch mit dem durch die original selbstorga-
nisiert kritischen Waldbrandregeln definierten Modell [40]. Hierbei ist die
Blitzeinschlagswahrscheinlichkeit pro Gitterplatz f des Originalmodells mit

'Hierbei werden in der Regel pseudoperiodische Randbedingungen verwendet.
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f = L2 abzubilden und die Wachstumsrate pro Gitterplatz p ist bei beiden
Varianten identisch. Auf diese Aquivalenz zwischen den beiden Modellvarian-
ten wurde zuerst von Grassberger [27] hingewiesen. Die meisten numerischen
Analysen werden daher mit den oben genannten Regeln implementiert, da die
Simulationen so schnell und effizient durchgefiihrt werden kénnen. Sogar die
zu untersuchenden finite-size Effekte lassen sich mit der hier beschriebenen
,Schnellen®  Variante des Waldbrandmodells analysieren, wie in [35] ange-
regt wurde, obwohl dazu Systeme untersucht werden miissen, deren Grofie
L kleiner ist als die Korrelationsléinge £ des Systems. Man muss hierbei nur
beriicksichtigen, dass beim Originalmodell der Blitz jederzeit auch wihrend
des Wachstumsprozesses der Biume einschlagen kann, also jederzeit zwischen
dem Nachpflanzen zweier beliebiger Bdume. Beim ,,schnellen® Modell hinge-
gen kann der Blitz nur einschlagen, nachdem der Wachstumsschritt komplett
abgeschlossen ist und alle Bdume des momentanen Simulationszeitschritts
bereits nachgewachsen sind. Wie in Anhang A.1 dargestellt werden wird,
héngen die zentralen Schluflfolgerungen allerdings nicht von den Details des
Modells ab.

2.3 Das Waldbrandmodell fiir
kleine Fiillraten s

In diesem Abschnitt werden die wesentlichen numerischen Ergebnisse fiir den
Fall sp < L%, wie sie ein der Literatur [29, 27, 41, 28] zu finden sind, zu-
sammengefaflt und in die Terminologie dieser ,,schnellen® Variante des Wald-
brandmodells abgebildet.

Im Grenzfall sy < L? wachsen jeden Zeitschritt nur sehr wenige Biume,
verglichen mit der Anzahl der vorhandenen B&ume. Nach einer gewissen
Ubergangszeit befindet sich das System in einem stationiren Zustand, in
dem man nur kleine Fluktuationen der Walddichte um einen Wert p(sq) be-
obachten kann. Der Wert p(s¢) héngt nicht von der Systemgrofie L ab. Im
weiteren Verlauf des Kapitels werden ausschliellich stationéire Zustéinde be-
trachtet werden, wihrend der Einschwingvorgang nicht untersucht wird. Die
im folgenden benutzen ,gestrichenen Walddichten“ wie p, p., usw stellen
rdumlich {iber das Waldbrandsystem und zeitlich iiber viel Zeitschritte ge-
mittelte Walddichtewerte dar.

Da im stationdren Zustand genausoviel Biume nachgefiillt werden miissen
wie verbrennen, folgt fiir die durchschnittliche Anzahl 5 von Bdumen die pro
Feuer verbrennen

5= s0(1— )/ (2.1)
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weil p die Wahrscheinlichkeit ist, dass ein Blitz zu einem Feuer fiihrt (weil
ein Baum getroffen wurde) und 1 — p die Wahrscheinlichkeit ist, das ein zum
Baumwachstum ausgewihlter Gitterplatz nicht von einem Baum besetzt ist.
Die fithrenden Korrekturen? zu Gleichung 2.1 aufgrund von finite-size Effek-
ten sind von der Ordnung so/L? und kénnen im Fall s, < L? vernachlissigt
werden. Wenn man sg vergroflert, vergroflert sich nach 2.1 die durchschnitt-
liche Feuergrofie s und man néhert sich dem kritischen Punkt des selbstorga-
nisiert kritischen Waldbrandmodells, weil sy nach der oben erwihnten Abbil-
dung dem Quotienten p/f des Originalmodells entspricht, das im Grenzfall
f/p — 0 kritisch wird. Am kritischen Punkt stellt sich eine Walddichte von
pe =~ 0.41 ein. Die Korrelationslédnge ¢ definiert als Radius des grofiten Wald-
clusters und héngt mit sy via

£ x s (2.2)

zusammen. Hierbei wurde wieder die Abbildung sq «— p/f sowie das ent-
sprechende Skalengesetz & o (f/p)™" der Korrelationslinge des Originalm-
odells benutzt. Wie im Originalmodell gilt v &~ 0.58 in d = 2 Dimensionen.

In den den Simulationen zuginglichen Bereichen der Systemgrofie L gilt
das Potenzgesetz

n(s) ~ s77C(s/Smaz) (2.3)

als gut bestiitigte Beschreibung der Waldclustergrofenverteilung n(s). Der
Wert des Exponenten 7 wurde mit 7 &~ 2.14 gemessen fiir den zweidimen-
sionalen Fall. C ist eine Cutoff Funktion, die exponentiell abfillt wenn ihr
Argument grofler als 1 ist. Ansonsten ist C konstant . Die Grofle sy des
groften Waldclusters kann demnach mit der der fraktalen Dimension p der
Waldcluster durch sy, oc &# ausgedriickt werden, weil & der Durchmesser
des groBten Clusters ist. Daraus ergibt sich mit Gleichung 2.2 spax o< sgt,
was sich mit der Definition A\ = vy umschreiben Ii8t in sp,, o< s3. In [41]
wird der Wert von g mit 1.95 angegeben, in [29] mit 1.96. Damit folgt ein

Wert von A ~ 1.15.

2.4 Ungewdhnliches Skalenverhalten im Wald-
brandmodell

In diesem Abschnitt wird plausibel begriindet, warum das Waldbrandmodell
kein gewdhnliches Skalenverhalten hat. Hierzu wird dargestellt, wie sich das

’Die Korrekturen treten auf, weil die mittlere Walddichte des Systems beim Nachwach-
sen der Biaume nicht konstant ist, wenn das System sehr klein ist.
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Waldbrandmodell verhalten miisste, wenn es sich analog zu gleichgewichts-
kritischen Systemen beschreiben liele, und es wird gezeigt, warum man der-
artiges Verhalten beim Waldbrandmodell nicht erwarten kann.

Die in Abschnitt 2.3 angegebenen Meflwerte und Skalengesetze stimmen
gut mit Skalenannahmen iiberein, bei denen man von einer einzelnen diver-
gierenden Léngenskala ausgeht. Analytische Untersuchungen des selbstorga-
nisiert kritischen Waldbrandmodells wie mean-field Theorien [28, 42, 43] und
renormierungsgruppentheoretische Rechnungen [44, 45] basieren auch auf der
Annahme eines konventionellen Skalenverhaltens. Daher mag die im folgen-
den beschriebene Verletzung des finite-size Skalenverhaltens iiberraschend
erscheinen. Man muss sich jedoch vor Augen halten, dass Simulationsdaten
fiir Waldbrandsysteme nur in einen Bereich von nicht viel mehr als einer De-
kade, bezogen auf die Korrelationslange &, verfiigbar sind. Das beobachtete
Skalenverhalten gemafl Gleichung 2.3 stellt genauso wie die gemessenen Ex-
ponenten nicht notwendigerweise eine exakte asymptotische Skalenform dar,
die iiber alle Langenskalen hin giiltig ist, sondern nur eine gute Ndherung
fiir ein komplizierteres Skalenverhalten, die giiltig fiir den Parameterbereich
ist, der bisherigen Simulationen zugénglich ist. In Kapitel 3 wird das Skalen-
verhalten auf groflen Léngenskalen eingehen untersucht werden. Beim Sand-
haufenmodell ist ein dhnliches Phinomen bekannt: In [46], [47] und é&lteren
Arbeiten findet man {iberzeugende Skalenkollapse fiir die Gr68enverteilungen
der Lawinen. In [37] und [38] wurde jedoch gezeigt, dass das finite-size Ska-
lenverhalten verletzt ist und der einfache Skalenansatz, der verwendet wurde,
nicht richtig ist.

Um die Wachstums- und Abbranddynamik, die beim Waldbrandmodell
das Skalenverhalten beeinflussen, besser zu verstehen, ist es hilfreich, sich die
in Abbildung 2.1 dargestellte Momentaufnahme eines Waldbrandzustandes
niher zu betrachten. Man kann Regionen mit unterschiedlichen Walddich-
ten unterscheiden. Jede einzelne dieser Regionen fiir sich ist sehr homogen
mit Bdumen bedeckt. Diese recht klar abgegrenzten Regionen, die in [48]
»patches “(engl. fiir  Flecken “) genannt wurden, entstehen offenbar, wenn
ein Waldcluster hoher Dichte abbrennt. Nach einem derartigem Abbrand ist
die betroffenen Region nahezu baumleer und wird im laufe der Zeit wieder
aufgefiillt geméfl dem Wachstumgesetz

ppatch = p(l - ppatch) (24)

mit der lokalen Walddichte ppaien der betreffenden Region. Trifft ein Blitz
wéhrend der Phase, in der die lokale Walddichte pp,tcn anwichst, in eine
Region mit noch geringem ppasen, S0 wird in de Regel nur ein kleiner Clu-
ster innerhalb der betroffenen Region abbrennen, aber der recht homogene
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Abbildung 2.1: Momentaufnahme eines Zustandes des selbstorganisiert kriti-
schen Waldbrandmodells mit einer mittleren Walddichte p ~ p, ~ 0.408 und
einer Systemgrofie L=4096. Baume sind schwarz dargestellt und Leerstellen
weif.

Wachstumsprozef der lokalen Walddichte wird selten gestort. Falls die loka-
le Walddichte der vom Blitz betroffenen Region jedoch schon oberhalb der
Perkolationsschwelle liegt, wird ein Waldcluster von der Grofie der Region ab-
brennen. Es gibt also zwei Arten von Feuern: kleine Feuer, die Waldcluster
aus perkolationsartigen Gebieten mit einer Besetzungsdichte unterhalb der
Perkolationsschwelle abbrennen und regionumspannende Feuer, die Waldclu-
ster aus perkolationsartigen Gebieten mit einer Besetzungsdichte oberhalb
der Perkolationsschwelle abbrennen. Es wird im weiteren gezeigt werden,
dass diese zwei Feuertypen das ungewohnliche finite-size Verhalten des zwei-
dimensionalen selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodells verursachen.

Betrachten wir nun den Fall, dass die Korrelationsldnge £ von der selben
GroBenordnung wie die Systemgrofie L ist oder kleiner. Wenn sy/L? nicht zu
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klein ist, erhoht sich die Walddichte des Systems um einen wahrnehmbaren
Betrag zwischen dem Einschlag zweier Blitze, was zu starken Walddichte-
fluktuationen fiihrt und zu Feuern, die das gesamte System und nicht nur
einzelne Regionen umspannen. Die Dynamik des Modells &ndert sich also
qualitativ, wenn man zu kleineren Systemgréfien L geht.

Wie miifite sich nun das selbstorganisiert kritische Waldbrandmodell ver-
halten, wenn es konventionelles Skalenverhalten zeigen wiirde? Es giibe dann
eine einzige divergierende Lingenskala, ndmlich die durch die Korrelations-
linge ¢ festgelegte. Die Korrelationslinge £ ist, wie oben erwihnt, mit p/f
oder der dquivalenten Grofle sy durch £ oc sy verkniipft. Aus Gleichung 2.3
folgt mit spax = &, dass n(s) ~ s77C(s/&") und als finite-size Skalenform der
Waldclustergréflenverteilung ergibt sich fiir konventionelles Skalenverhalten
bei Annahme der Existenz nur einer divergierenden Langenskala:

n(s) ~ s 7C(s/L*") fiir £ > L (2.5)

Auflerdem miifiten auf Langenskalen, die kleiner als L und & sind, alle
in einem entsprechend kleinen System gemessenen statistischen Werte gleich
denjenigen Werten sein, die man in einem gleichkleinen Ausschnitt eines un-
endlich groflen kritischen Systems messen wiirde.

Wihrend im folgenden Abschnitt anhand von Simulationsdaten belegt
werden wird, dass weder die in Skalenform aus Gleichung 2.5 noch die ge-
rade angesprochene Ununterscheidbarkeit von ein kleinem Waldbrandsystem
und dem gleichkleinen Ausschnitt eines grolen Waldbrandsystems erfiillt ist,
wurde schon in [35] gezeigt, dass die Annahme nur einer einzigen divergie-
renden Léngenskala falsch ist. Man kann sich anschaulich klarmachen dass
auch die zweite Annahme — die Aquivalenz von kleinen Systemen und gleich-
kleinen Ausschnitten grofler Systeme — falsch ist, wenn man zum Beispiel die
mittlere Zeit, die zwischen dem Auftreten zweier Feuer vergeht, betrachtet.
In einem kleinen Subsystem der Gréfle [ ist diese Zeit durch den Ausdruck
(p(1—p.))~" gegeben®, wenn die Korrelationslinge des grofien Systems, des-
sen Teil das kleine Subsystem ist, die Bedingung & > [ erfiillt. Das Feuer
brennt in das Subsystem immer von auflen hinein, weil die Zeit, die zwi-
schen zwei Einschléigen des Blitzes im kleinen Subsystem vergeht, mit L?/[?
divergiert, bei unendlich grofiem enthaltenden System®*. Das heifit, dass das
Subsystem kurz vor dem Auftreten des Feuers als perkolierenden Waldclu-
ster einen Teil eines sehr viel grofleren Clusters enthilt, der sich weit iiber die
Grenzen des Subsystems hinaus erstreckt, eine Dichte oberhalb der Perkola-

3siehe Abschnitt A.2
4L ist die divergierende Systemgréfe des Systems, welches das kleine Subsystem der
Grofle I enthélt.
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tionsschwelle hat und das Feuer in das Subsystem hineintrigt. Im Gegensatz
dazu kann das Feuer in ein abgeschlossenes kleines System nie von auflen her
hineinpropagieren. Die Dichte eines kleinen abgeschlossenen Systems erhéht
sich, bis ein Baum im System vom Blitz getroffen wird und dann in der Regel
nahezu alle Baume des Systems vernichtet werden. Wihlt man als Referenz-
Zeitskala den Takt, der durch zwei erfolgreiche Blitzeinschlage vorgegeben ist,
so erkennt man, dass die Rhythmen, in denen Feuer in dem kleinen Subsy-
stem auftritt, inkompatibel ist zu dem Rhythmus des Feuers im gleichkleinen
abgeschlossenen System.

Die numerischen Ergebnisse des folgenden Abschnitts 2.5 belegen das un-
konventionelle Skalenverhalten des zweidimensionalen selbstorganisiert kriti-
schen Waldbrandmodells durch Computersimulationen.

2.5 Ergebnisse der Computersimulationen

In diesem Abschnitt werden die Simulationsergebnisse von circa 300 Durch-
laufen der in Abschnitt 2.2 beschrieben Modellvariante fiir diverse Werte
von sy und L dargestellt und erkliart. Da viele Durchldufe mit jeweils an-
gepaften Parametereinstellungen gemacht werden mussten, wurden Work-
stations anstelle von Supercomputern verwendet. Das Spektrum der abge-
deckten Systemgroflen L reicht von 10 bis 2000. Aus den Simulationsdaten
kann man folgern, dass sich das Waldbrandsystemen unter dem Einflu} von
finite-size Effekten qualitativ anders verhilt als bei Abwesenheit von finite-
size Effekten. Diese zwei Formen der Waldbranddynamik werden im folgen-
den , kritisches Verhalten“ und , perkolationsartiges Verhalten* genannt. Der
Bereich kritischen Verhaltens ist durch einen guten Skalenkollaps der Feu-
ergroflenverteilungen und grofle riumliche Variationen bei der lokalen Wald-
dichteverteilung charakterisiert. Der Bereich des perkolationsartigen Verhal-
tens zeichnet sich durch grofie zeitliche Fluktuationen der globalen Walddich-
te aus, die jedoch zu einem gegeben Zeitpunkt rdumlich sehr homogen verteilt
ist. Momentaufnahmen von Waldbrandsystemen im Regime perkolationsar-
tigen Verhaltens stellen daher in sehr guter Niherung Perkolationssysteme®
dar, bei denen jeder Gitterplatz mit der Wahrscheinlichkeit p(t) besetzt ist.
Hierbei ist p(t) die rdumlich gemittelte Walddichte des Systems im Gegen-
satz zu der zeitlich und rdumlich gemittelten Walddichte p. In den folgenden
zwei Abschnitten wird dargestellt, wie sich der Ubergang zwischen kritischem
und perkolationsartigem Regime in den Werten der mittleren Walddichte, der
Feuergréfenverteilung und der Verteilung der Walddichte niederschlégt.

SEine Einfiihrung in die Perkolationstheorie findet man zum Beispiel in [21].
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2.5.1 Linien konstanter Walddichte

In diesem Abschnitt wird hergeleitet, wie die Walddichte der hier verwen-
deten Waldbrandmodellvariante mit der des Originalmodells fiir extreme
Parameterwerte zusammenhéngt. Anschlieend werden die Walddichtedaten
der Waldbrandmodellvariante ausgewertet. Anhand eines Diagramms von
Kurven konstanter Walddichte wird ein Uberblick iiber das Verhalten des
Waldbrandmodells vermittelt, das in den verschiedenen Parameterbereichen
durchaus sehr unterschiedlich ist.

Im Verlauf der Simulationen wurde die mittlere Walddichte

p=1/T))_ plt) (2.6)

des Systems, gemittelt {iber 7" Iterationsschritte, fiir diverse s und L Werte
ausgewertet. Hierbei wurde die Walddichte p(¢) immer erst ermittelt nach-
dem der in Abschnitt 2.2 beschrieben Wachstumsschritt abgeschlossen war.
Verglichen mit einem Modell wie dem original selbstorganisiert kritischen
Waldbrandmodell, das eine kontinuierliche Baumwachstumsrate p = p(1—p)
hat, sind daher die in dieser Modellvariante ermittelten Walddichtewerte et-
was grofer, wenn so/L? nicht sehr klein ist. Wenn sich zum Beispiel die
Walddichte wihrend eines Wachstumsschrittes von p — Ap auf p erhoht,
triagt bei der hier verwendeten Modellvariante der Wert p zur Summe 2.6
bei. Im Gegensatz dazu wiirde eine Messung, die auf einem kontinuierli-
chem Baumwachstum beruht, einen anderen Beitrag zur Summe 2.6 liefern.
Dieser unterschiedliche Beitrag 1488t sich ermitteln, indem man das aus der
Wachstumsgleichung des Originalmodells: p = p(1—p) zur Anfangsbedingung
p(t =0) = p—Ap folgenende Waldwachstum p(t) = 1—(1—p—Ap) exp (—pt)
iiber den Wachstumszeitraum [0; 7] mittelt, wobei Tx aus p(Tg) = p zu
Tp =1/p x In(1 — Ap/(1 — p)) folgt. Die Mittelung

1 [TE Ap
— Hdt=1— ———— 2.7
7 ), "0 In(1+ 22) (2.7)
liefert 1 — Ap/In(1+Ap/(1—p)) als Beitrag des original Waldbrandmodells
zur Summe 2.6 anstelle des Beitrags p der hier verwendete Variante. Diese
Korrektur zwischen Originalmodell und der hier verwendeten Modellvariante
ist in der weiteren Auswertung beriicksichtigt worden.

Es ist nicht offensichtlich, wie die Parameter s, L? und p zusammenhiingen
miifiten, wenn die entsprechenden Beziehungen durch Analogschliisse zu gleich-
gewichtskritischen Systemen hergeleitet werden sollen. Wie bereits erwihnt
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wurde nehmen die zeitlichen Fluktuationen von p(¢) zu, wenn das der Quoti-
ent so/L? grofer wird. In dhnlicher Weise nehmen die zeitlichen Fluktuatio-
nen auch in gleichgewichtskritischen Systemen zu, wenn die Systemegréfien
kleiner werden. Man konnte daher annehmen, dass ein Verkleinern der Sy-
stemgrofle L bei festgehaltenem sy das System zum kritischen Punkt mit
p = p. ~ 0.41 zwingt. Da jedoch fiir Grenzfall s, > L? die Walddichte
des Systems gegen 1 gehen muss, werden Waldbrandsyteme offenbar nicht
in den kritischen Zustand gezwungen sondern eher in einen Zustand, der
dem eines geordneten Gleichgewichtssystems wie zum Beispiel einem Perko-
lationssystem mit Dichten oberhalb der Perkolationsschwelle entspricht. Das
Analogon zu der Anzahl der Badume s, die pro Feuer im Schnitt verbrennen,
wire in einem Perkolationssystem die mittlere Grofle eines Clusters, zu dem
ein gegebener besetzter Gitterplatz gehort. In Perkolationssystemen ist diese
GroBe proportional zu L? [21] wenn sich das System jenseits der Perkolations-
schwelle befindet. Aus den im folgenden dargestellten Mefldaten folgt in der
Tat, dass die Feuergrofle der Feuer, die die meisten Bdume verbrennen, sich
proportional zu L? verhilt, wenn finite-size Effekte mafigeblichen Einflufl auf
das Waldbrandsystem haben. Man muss jedoch beriicksichtigen, dass beim
Waldbrandsystem die groflen Waldcluster, deren Gréfle unter dem Einflufl
von finite-size Effekten mit L? skaliert, nur sehr selten vorkommen, niimlich
wenn die mittlere Walddichte des Gesamtsystems p(t) gerade oberhalb der
kritischen Walddichte ist, wohingegen ein Perkolationssystem oberhalb der
Perkolationsschwelle immer einen perkolierenden Cluster hat.

Abbildung 2.2 zeigt Kurven konstanter Walddichte in doppelt logarith-
mischer Darstellung mit den Achsen sy und L?. Diese Abbildung illustriert
die beiden Regimes des Modells, das perkolationsartige und das kritische,
sowie einen Ubergang zischen beiden. Zuerst wird er Fall s, < L? disku-
tiert. Hier treten keine finite-size Effekte auf. In diesem Parameterbereich
sind die auftretenden Cluster sehr viel kleiner als das Gesamtsystem und die
globalen Walddichtefluktuationen sind klein. Die mittlere Walddichte von
einem derartigem System ist typischerweise kleiner als p. ~ 0.41. Fiir Sy-
steme mit kleinen Dichtefluktuationen ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein
gegebener leerer Gitterplatz wihrend eines Zeitschritts von einem Baum be-
setzt wird (Baumwachstumswahrscheinlichkeit) durch so/L? gegeben, weil
die Wahrscheinlichkeit, das ein leerer Gitterplatz zweimal vom Zufallszah-
lengenerator ausgewihlt wird, bei kleinen sy verschwindet. Die Wahrschein-
lichkeit, dass ein gegebener, mit einem Baum besetzter Gitterplatz durch eine
Feuer zu einem leeren Gitterplatz wird (Baumabbrandwahrscheinlichkeit) ist
so(1 — p)/(pL?), da so(1 — p) die Anzahl der Biume ist, die pro Zeitschritt
nachwachsen, und im stationiren Zustand auch verbrennen und pL? die Ge-
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Abbildung 2.2: Kurven konstanter Walddichte in einem s, - L? Dia-
gramm. Die fett dargestellte Kurve stellt die Separatrix zwischen den kri-
tischem und perkolationsartigen Regimes des Waldbrandmodells dar. Die
restlichen Kurven stellen Kurven konstanter mittlerer Walddichte p =
0.47,0.455,0.43,0.42,0.0403, 0.40, 0.35, 0.343 dar (von oben nach unteren auf-
gelistet). Die Kurve fiir p = 0.40 wurde aus interpolierten Werten gewonnen.

samtzahl der Baume im System ist. Da hiermit die Wahrscheinlichkeiten
sowohl fiir Baumabbrand als auch fiir Baumwachstum mit 1/L* abnehmen-
den, wenn die Systemgrofle zunimmt, folgt, dass die Dynamik grofler Systeme
langsamer ist als die von kleinen Systemen und zwar genau um den Faktor,
mit dem die pro Fliche in das System gesetzten Bidume weniger werden,
wenn s, fixiert ist, nimlich um: 1/L% Da aufer der Zeitkonstante der Dy-
namik alle weiteren Systemcharakteristika wie Korrelationsfunktionen und
Clustergréflenverteilungen offensichtlich nicht von L abhéingen, erklért dies
die horizontalen Geraden fiir L > sy und p < p. in Abbildung 2.2.

Die horizontalen Geraden knicken ab, wenn die Systemgréfie L so klein wie
die Korrelationslinge £ o< sf oder kleiner wird. Diese Abweichungen treten
in der Ubergangsregion auf, in der finite-size Effekte fiir das System spiirbar
werden. Dadurch dndern sich die Systemcharakteristika, denn es treten nun
nicht nur Feuer auf, die die endliche Systemgrofle nicht ,spiiren”, sondern
auch es treten auch systemweite Feuer auf. Feuer dieser Grofle zerstoren die
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weiter oben angesprochene regional separierte , ,patchy“ Struktur und be-
wirken eine rdumliche Homogenisierung der Walddichte in diesem Zustand.
Nun zu den Kurven des zweiten Regimes: Hier sind die Kurven Geraden
mit konstantem sq,/L?. Diese Eigenschaft ist darauf zuriickzufiihren, dass in
diesem Parameterbereich sq von der Gréfienordnung von L? ist. Dies fiihrt
dazu, dass die Systeme sehr stark mit Biumen gefiillt werden und daher
die Walddichte weit iiber p. liegt. Deswegen enthilt das System nach je-
dem Wachstumsschritt einen systemspannenden Waldcluster. Ein Abbrand
des systemspannenden Clusters leert einen Grof3teil des Systems, wohingegen
der vergleichsweise seltene Abbrand kleiner Cluster kaum Auswirkungen auf
den Zustand hat. Dies hat wiederum zur Folge, dass das System eine rdumlich
sehr homogen verteilte Walddichte aufweist. Diese Waldbrandzustéinde ha-
ben daher groBe Ahnlichkeit mit Perkolationssystemen einer Dichte p(t). Es
ist bekannt [21] das bei Perkolationssystemen der Anteil der besetzen Gitter-
plitze, die zum systemspannenden Cluster gehoren, nicht von der System-
grofle L abhingt. Dieser Cluster bestimmt hier die Dynamik und damit p,
was bedeutet, dass bei fixierter Anzahl von Baumen, die pro Fliche ins Sy-
stem gestreut werden p nicht von L abhiingt. Da ein festgehaltenes so/L? die
Anzahl von Biumen, die pro Fliche ins System gestreut werden, fixiert, sind
in diesem Parameterbereich Kurven konstanter Walddichte in Abbildung 2.2
Kurven mit konstantem sq/L?.

Da die die Kurve zur konstanten kritischen Walddichte p. &~ 0.41 zwischen
den beiden Regimes unterschiedlicher Waldbranddynamik liegt, kann man
schliefflich aus der Bedingung

L~¢&~sg, mit v~0.58.

die Parametrisierung der Separatrix zwischen beiden Verhaltensweisen des
Waldbrandmodells ableiten, die in Abbildung 2.2 eingezeichnet ist.

2.5.2 Die Feuergrofienverteilung

In diesem Abschnitt wird anhand von Simulationsdaten gezeigt, dass beim
zweidimensionalen Waldbrandmodell nicht das Verhalten gefunden werden
kann, das — wie in Abschnitt 2.4 und Gleichung 2.5 beschrieben — vorlie-
gen miiffite, wenn konventionelles finite-size Skalenverhalten analog zu gleich-
gewichtskritischen Systemen vorldge: Die finite-size Skalenform aus Glei-
chung 2.5 ist nicht erfiillt und auf Lingenskalen, die kleiner als L und &
sind, sind nicht alle in einem entsprechend kleinen System gemessenen sta-
tistischen Werte gleich denjenigen Werten, die man in einem gleichkleinen
Ausschnitt eines unendlich groflen kritischen Systems messen wiirde.

%Das Potenzgesetz ¢ o si beschreibt nur kritische Zusténde
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Abbildung 2.3: Skalenkollaps der Feuergrofienverteilung fiir Systeme mit den
Parametern so/L? = 0.001 und L = 1600, 800, 400, 200. Die auftretenden
Walddichten sind p = 0.40, 0.395, 0.38, 0.36. C ist die Skalierungskonstante

v(Tt+1
s T It (1),

Da alle Baume gleichwahrscheinlich vom Blitz getroffen werden, héngt
die Grofenverteilung der Feuer n'(s) mit der WaldclustergréBenverteilung
n(s) via n’(s)/s = n(s) zusammen. Nach Gleichung 2.3 ergibt sich fiir
L > ¢ eine erwartete zumindest niherungsweise giiltige Skalenform n’ (s) ~
s17TC(s/sh”). Fiir L < &, das heiit unter dem Einflu von finite size Effekten
ergibt sich nach Gleichung 2.5: nf'(s) ~ s~ 7C(s/L*). Unter Voraussetzung
konventionellen Skalenverhaltens wiirde man in beiden Fillen einen Skalen-
kollaps der Kurven der Feuergréflenverteilung fiir unterschiedliche s, oder L
erwarten.

In Abbildung 2.3 sind die Feuergrofienverteilungen fiir den Fall L > ¢
dargestellt. Obwohl der Kollaps der Daten nicht perfekt ist, ist er dennoch
zu gut um ein Indiz dafiir darzustellen, dass das konventionelle Skalenver-
halten verletzt ist. Der ,,Buckel “am Ende der Kurven weist darauf hin, dass
die Cutoff-Funktion C kurz vor dem exponentiellen Abfallen noch einmal an-
steigt. Es wird angenommen, dass der Buckel all diejenigen Bidume enthilt,
die grofler Waldcluster bilden wiirden, wenn sich das System exakt am kriti-
schen Punkt befinden wiirde [27].
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Abbildung 2.4: Die Feuergrofenverteilung fiir so/L?=0.15 und p = 0.454, und
Systemgrofien L = 10, 100, 200, 400, 800 (Diese Aufzéhlung gilt von links nach
rechts, wenn man die Peaks betrachtet). Die eingezeichneten kleinen Kreise
markieren diejenigen Punkte, die bei exaktem L? Skalenverhalten vorliegen
wiirden, wenn man den Peak der zur Systemgrofie L = 800 gehérenden Kurve
als Referenzpunkt nimmt.

Abbildung 2.4 zeigt die Feuergréflenverteilung fiir eine Parameterkonstel-
lation, in der die Walddichte p zehn Prozent iiber der kritischen Walddichte
pe liegt.

Wie im vorigen Abschnitt diskutiert wurde, treten systemspannende Feu-
er auf, deren Groflen mit L? skalieren. Die systemspannenden Feuer ver-
ursachen die Peaks in der Feuergroflenverteilung. In der geordneten Phase
von gleichgewichtskritischen Systemen, wie zum Beispiel bei der Cluster-
groflenverteilung von Perkolationssystemen oberhalb der Perkolationsschwel-
le, kann man dhnliche Peaks beobachten. In Perkolationssystemen bedeuten
diese Peaks jedoch, dass die Korrelationsliange grofler ist als dies System-
grofle ist, was bedeutet, das die grolen und nicht nur die unendlichen Clu-
ster bereits durch die endliche Systemgréfie betroffen sind. Einen derartigen
exponentiellen Cutoff in der Gréflenverteilung der endlichen Cluster kann
man in dem hier beobachteten System jedoch nicht beobachten. Die Kurve
zur Systemgrofle L = 800 in Abbildung 2.4 scheint vielmehr zwischen einer
Feuergréfle von s = 100 bis zum Peak einem Potenzgesetz zu gehorchen.
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Abbildung 2.5: Darstellung der Ubergangs von kritischem zu perkolations-
artigem Verhalten, wenn man die Systemgrofie L bei festgehaltenem sy=200
verringert. Die Systemgréfie L der Kurven von rechts nach links: L = 1300,
100, 63, 50, 40, 20. Die zugehorigen gemessenen Walddichten sind p = 0.385,
0.392, 0.402, 0.414, 0.432 und 0.577.

Dieses Verhalten scheint durch die groflen zeitlichen Fluktuationen des Sy-
stem verursacht zu werden, denn die grolen Feuer mit s ~ L?/2 brennenden
Béumen kommen nur selten vor. Die Walddichte ist oft auch gering, so dass
sich Feuer aller Grolen ausbilden kénnen, die dann zu der weiten Verteilung
von verschiedenen kleineren Clustergréfien beitragen.

Der Ubergang von kritischem Skalenverhalten zu dem eben beschriebenen
L? Skalenverhalten wird in Abbildung 2.5 dargestellt. Man erkennt, dass sich
die Form der Kurven kontinuierlich mit der Systemgréfle L &ndert. Durch die-
se Formverdnderung ist kein Kollaps der Kurven zu & < L mehr moglich und
daher ist eine Beschreibung des finite-size Skalenverhaltens des zweidimen-
sionalen selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodells durch die Skalenform
sn(s) ~ s'"7C(s/L") nicht moglich. Nicht einmal fiir Kurven zu Systemen
mit Walddichten in der N&he des kritischen Punktes ist ein Skalenkollaps
moglich. Der Cutoff der Feuerverteilungen, der durch die endliche System-
groBe hervorgerufen wird, skaliert auflerdem nicht mit L*, sondern mit L?, wie
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zuvor festgestellt wurde. Das finite-size Skalenverhalten des zweidimensiona-
len selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodells unterscheidet sich daher
deutlich von dem Verhalten, das durch Analogschliisse von gleichgewichts-
kritischen Systemen her zu erwarten wire.

Der Buckel der Kurven in Abbildung 2.5 zu den Systemgréfien L = 1300
und L = 100 verdndert sich zu einem Peak, wenn man zu kleineren Syste-
men iibergeht. Die Kurven zu den kleineren Systemgrofien L < 63 in Abbil-
dung 2.5 zeigen diesen Peak. Nach [49] formieren sich diese Peaks aufgrund
der Einfliisse von finite size Effekten. Es treten daher fiir kleinere Systeme
schon unterhalb der kritischen Walddichte p. systemspannende Waldcluster
und Feuer auf.

Wie oben erwidhnt wurde, sind bei gleichgewichtskritischen Systemen auf
Langenskalen, die kleiner als L und ¢ sind, alle in einem entsprechend kleinen
System gemessenen statistischen Werte gleich denjenigen Werten, die man
in einem gleichkleinen Ausschnitt eines unendlich grofien kritischen Systems
messen wiirde. Wie in Abschnitt 2.4 gezeigt wurde, kann dies beim Wald-
brandmodell nicht erfiillt sein, da die Zeitintervalle zwischen dem Auftreten
zweier Feuer an einem betrachtetem Gitterplatz fiir beide Fille verschieden
sind. In Abbildung 2.6 und Abbildung 2.7 wird gezeigt, dass auch die Feuer-
groflenverteilung fiir beide Félle unterschiedlich ist.

In Abbildung 2.6 werden die Feuerdichteverteilungen eines Ausschnitts
aus einem groflen System und eines entsprechend kleinen abgeschlossenen Sy-
stems gezeigt. Die skalierenden Teile der Kurven und die Buckel nahe der Cu-
toffs unterscheiden sich deutlich voneinander. Die Feuergroflenverteilung des
Systemausschnitts ist etwas breiter. Dies liegt daran, dass diese Ausschnitte
eine Grenze zwischen 2 der Flecken enthalten konnen, die in Abbildung 2.1
dargestellt sind. Da die Feuer jeweils nur die dichten Regionen erfassen, ent-
steht eine breitere Groflenverteilung als in Systemen, deren globale Wald-
dichte stark oszilliert. Abbildung 2.7 zeigt, wie sich die Feuergréfienverteilung
dndert, wenn kleiner werdende Ausschnitte eines groflen Systems betrachtet
werden.

Vergleicht man die Kurven von Abbildung 2.7 mit denen in Abbildung 2.5
sieht man auch hier, dass die Feuergrofienverteilung von kleinen abgeschlosse-
nen Systemen sich von der Feuergrofienverteilung von Ausschnitten grofierer
Systeme unterscheidet. Man sieht, das sich die Form der Kurven mit kleiner
werdender Ausschnittsgroffe kontinuierlich dndert. Die Cutoffs der Kurven
skalieren im Gegensatz zu konventionellem finite-size Skalenverhalten mit /2.

Die hier dargestellten Ergebnisse der Feuergréflenverteilung bestéitigen
einen qualitativen Ubergang von einem Parameterbereich in dem finite-size
Effekte nur vernachléssigbare Auswirkungen haben hin zu einem Bereich, in
dem die Dynamik des Systems durch die systemspannenden Feuer beschrie-
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Abbildung 2.6: Vergleich der Feuergrofienverteilung eines Ausschnitts der
Grofe [ =63 eines grofleren Systems (L =600, so =1440) (durchgezogene Kur-
ve) mit der FeuergroBenverteilung eines kleinen Systems der Grofie (L =63,
sp =200) (gestrichelte Kurve). Beide Systeme haben eine Walddichte von
p =0.401.

ben werden, wie in Abschnitt 2.5.1 gezeigt wurde.

2.6 Zusammenfassung der Ergebnisse: finite-
size Effekte des Waldbrandmodells

In diesem Kapitel wurde der Einflufl von finite-size Effekten auf das zwei-
dimensionale selbstorganisiert kritische Waldbrandmodell untersucht. Unter
geringem Einflufl von finite-size Effekten zeigt das System eine Struktur mit
ausgeprigten Bereichen regional homogener Walddichte und verschwinden-
den globalen Walddichtefluktuationen in der Zeit. Wenn die Auswirkungen
der finite-size Effekte stérker werden, bildet das Systeme eine homogene glo-
bale rdumliche Walddichteverteilung mit starken zeitlichen Walddichtefluk-
tuationen aus. Diese Restrukturierung des Systems manifestiert sich in der
Feuergrofienverteilung, der mittleren Walddichte, und den zeitlichen Wald-
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Abbildung 2.7: Feuergroflenverteilungen fiir Systeme der GroBle L = 800
(gestrichelt-gepunktete Kurve) und fiir und fiir Subsysteme der Abmessun-
gen [ =100 (durchgezogene Kurve) und [ =20 dieses groflen Systems. Es
wurde so/L? = 0.001 verwendet und eine Walddichte p ~ 0.40 ermittelt.

dichtefluktuationen, die im Anhang A.1 beschrieben werden. Betrachtet man
immer kleiner werdende Ausschnitte eines nicht von finite-size Effekten be-
troffenen groflen Waldbrandsystems, kann man qualitativ dhnliche, Effekte
beobachten, die sich jedoch quantitativ von denen kleiner abgeschlossener
Systeme unterscheiden. Aufgrund dieser Unterschiede liegt beim untersuch-
ten Waldbrandmodell kein finite-size Skalenverhalten vor, das analog zu dem
Verhalten von gleichgewichtskritischen Systemen wére. Die in diesem Kapi-
tels vorgenommene Analyse zeigt, dass man nur mit grofier Vorsicht Konzep-
te von den gleichgewichtskritischen Phinomenen auf selbstorganisiert kriti-
schen Phianomene iibertragen kann, da selbstorganisiert kritische Systeme
Eigenschaften haben, die im gleichgewichtskritischen Phinomenen nicht be-
obachtet werden konnen. Der Skalenansatz in Gleichung 2.3, der auf der
Annahme der Existenz von nur einer Lingenskala £ o< sj beruht, kann aber
nur niherungsweise korrekt sein. Das wirkliche Skalenverhalten des Modells
auf groflen Lingenskalen wird in Kapitel 3 untersucht. Hier wird auch eine
Skalenansatz vorgeschlagen, der nicht in Konflikt zu den Beobachtungen die-
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ses Kapitels steht. Der Grund fiir das komplexere Skalenverhalten des Wald-
brandmodells ist, wie in Kapitel 3 gezeigt werden wird, dass es zwei qualitativ
verschiedene Arten von Feuern gibt. Eine Sorte tritt auf, wenn ein Waldclu-
ster der perkolationsartigen Bereiche unterhalb der Perkolationsschwelle ge-
troffen wird. Der zweite Feuertyp tritt auf, wenn der regionspannende Wald-
cluster einer perkolationsartigen Region oberhalb der Perkolationsschwelle
getroffen wird. Diese beiden abbrennenden Waldclustertypen haben unter-
schiedliche fraktale Dimensionen [21] daher kann man das Waldbrandmodell
nicht nur durch eine einzige Laingenskala charakterisieren.

In [33, 34] und [48] werden Modelle behandelt, die mit dem hier gezeig-
ten verwandt sind und in gewissen Bereichen auch Umstrukturierungen ihrer
Zusténde zeigen. In All diesen Modellen wurde die Walddichte oder Leer-
stellendichte global erhalten, indem pro Zeitschritt genau so viele Bidume
wieder in das System zuriickgefiillt wurden wie verbrannt wurden. Durch
diese Regelmodifikation fiihrt man einen Kontrollparameter in das System
ein und kann dadurch das Verhalten des Modells jenseits des kritischen
Punktes untersuchen. Solange die Walddichte unterhalb des kritischen Wer-
tes ist, sind diese Modelle dquivalent. Sie zeigen kritisches Verhalten, wenn
man sich der kritische Walddichte von kleinen Walddichten her ndhert. Aber
wenn man den Kontrollparameter ,,Walddichte“iiber die kritischen Wald-
dichte hinaus erhoht, kann man bei beiden Modellen systemumfassende Um-
strukturierungen beobachten. In [34, 48] werden die Biume erst nach dem
Ende eines Feuers neu aufgefiillt. In diesem Fall besteht die neue Struktur
aus flaichenméfig nahezu gleichgrolen Doménen unterschiedlicher Walddich-
te. In [33], wo jeder Baum unmittelbar nach seinem Abbrand wieder in das
System zuriickgefiihrt wird bildet sich ein Feuer aus, das fortwidhrend brennt
und dem Waldbrandmodell ohne Blitzeinschlag gleicht, das von Bak, Chen
und Tang [18] eingefiihrt wurde. Die Strukturen in diesem Parameterregime
sind spiralfsrmig [20, 50]. Ahnlich wie die in diesem Kapitel dargestellte,
durch finite-size Einfliisse bewirkte Restrukturierung, wird also auch bei den
in [33, 34] und [48] untersuchten Modellen, die Dynamik durch groe Feuer
bestimmt, die grofle Waldcluster niederbrennen, welche aus Systembereichen
stammen die perkolationsartig sind, und deren Walddichte oberhalb der Per-
kolationsschwelle liegt.

Abschlieflend soll noch bemerkt werden, dass unklar ist, wie sich das
selbstorganisiert kritische Waldbrandmodell in h6heren Dimensionen verhilt.
Mean-field Theorien [28, 42, 43], die alle rdumlichen Korrelationen vernach-
lassigen beschreiben das Waldbrandmodell nicht, solange eine Struktur mit
ausgepriagten Regionen homogener Walddichte und zwei Feuertypen vorliegt.
Broker und Grassberger zeigten in [51], dass ungewdhnliches Skalenverhalten
auch im 3 und 4 dimensionalen Waldbrandmodellen auftreten kann. Wenn 6
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die obere kritische Dimension des selbstorganisiert kritischen Waldbrandmo-
dells ist (dies wurde in [28, 42] und [29] vorgeschlagen), sollte das Modell
konventionelles Skalenverhalten zeigen bei Systemen oberhalb dieser Dimen-
sionalitét.
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Kapitel 3

Das selbstorganisiert kritische
Waldbrandmodell auf grofien
Langenskalen

In diesem Kapitel wird Skalenverhalten des zweidimensionalen selbstor-
ganisiert kritischen Waldbrandmodells auf grofien Lingenskalen untersucht.
Wie bereits in Kapitel 2 und [52] beschrieben wurde, zeigt das Waldbrandmo-
dell kein konventionelles kritisches Skalenverhalten. Die Dynamik des Wald-
brandmodells wird von zwei qualitativ unterschiedlichen Feuertypen bestim-
mt, deren Feuergréflenverteilungen sich zu der Verteilung iiberlagert, die ty-
pischerweise in Simulationen gemessen wird. Es wird gezeigt werden, dass
die Existenz der zwei Feuertypen nicht nur erklart, warum sich der Expo-
nent, der die Feuergréflenverteilung beschreibt, mit zunehmender Korrelati-
onslédnge verdndert, sondern auch einen Weg weist, den asymptotischen Wert,
dieses Exponenten zu berechnen. Zur Unterstiitzung dieser Behauptung wer-
den Skalenargumente, die Simulationsergebnisse eines ,,coarse-grained“ Mo-
dells und die Analyse von kiinstlich tiberlagerten Feuerverteilungen herange-
zogen. Wie schon in Kapitel 2 angedeutet, muss man die Skalengesetze, mit
denen das Waldbrandmodell beschrieben wird, teilweise korrigieren. In die-
sem Kapitel wird diskutiert, welche Beschreibungen korrigiert werden miissen
und welche nicht, und es werden korrigierte Ansétze vorgeschlagen.

3.1 Einfiithrung

Wie bereits in Kapitel 2 dargestellt wurde, beruht die Analyse von selbstor-
ganisiert kritischen Modellsystemen in der Regel auf der Annahme, dass die
GroBenverteilung von dissipativen Ereignissen wie Lawinen [10, 11, 3|, Feu-
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ern [40, 41, 27, 29] und Erdbeben [39] ein Skalenverhalten zeigt, das analog
zu dem Verhalten von gleichgewichtskritischen Systemen

n(s) ~ s 7C(s/Smax) ; (3.1)

ist, mit einer Anzahl n(s) von Ereignissen der Groe s und einer maximalen
Ereignisgrofe smax, ab der die Cutoff Funktion C(s/smax) die Grofienverteilung
abschneidet. Die maximale Ereignisgrofie smax ist via Smax = &# mit der Kor-
relationslinge verkniipft, wobei u die fraktale Dimension der dissipativen Fr-
eignisse ist, die den ,Radius® dieser Ereignisse mit deren ,flichenmafligem*
Ausmaf} verkniipft. Hierbei muss £ durch die Systemgrofie L ersetzt werden,
wenn die Systemgrdfle die maximale Ereignisgrofle spax bestimmt. Bei selbst-
organisiert kritischen Modellen wie dem Bak-Sneppen Modell [32, 31] ist die-
se Form der Analyse unter Verwendung von Gleichung 3.1 auch tatséchlich
durchfithrbar. Aber es ist seit einiger Zeit bekannt [53], dass man Glei-
chung 3.1 beim zweidimensionalen abelschen Sandhaufenmodell nicht vor-
aussetzen darf. Es wurde gezeigt, dass das einfache Skalenverhalten beim
Sandhaufenmodell verletzt ist, weil die ,Haufen “in mehreren Wellen ,, um-
stiirzen®. In [37, 38] wurde einige Aspekte des wirklichen Skalenverhaltens
dieses Modells herausgearbeitet. Auch beim Erdbebenmodell wurde eine Ab-
weichung vom konventionellen Skalenverhalten gefunden [54].

Beim Waldbrandmodell findet man auch Indizien, die gegen ein konventio-
nelles Skalenverhalten sprechen, wie in Kapitel 2 gezeigt wurde. Beim Wald-
brandmodell liefert ein auf Gleichung 3.1 beruhender Skalenkollaps einen
guten Uberlapp der Enden der Kurven bei grofien ClustergréBen s. Jedoch
scheint sich im Bereich kleiner Clustergrofien s der Exponent, der den skalie-
renden Teil der Kurven beschreibt, mit gréfler werdender Korrelationslédnge
zu vergroBern. In diesem ClustergréBenbereich ist daher der Uberlapp der
Kurven schlechter [27]. In Kapitel 2 wurde bereits erw&hnt, dass man die-
se Eigenschaften des zweidimensionalen selbstorganisiert kritischen Wald-
brandmodells durch die Existenz zweier unterschiedlicher Arten von Feuern
erkldren kann. Kleinere Feuer, die in Bereichen (siche Abbildung 2.1) mit re-
gionalen Walddichten unterhalb der Perkolationsschwelle auftreten und Feu-
er, die in Bereichen auftreten, deren regionale Dichte oberhalb der Perkolati-
onsschwelle liegt. Die durchschnittlich kleineren Feuertypen brennen fraktale
Perkolationscluster nieder, wiahrend die grofleren Feuer kompakt sind. Im
weiteren Verlauf dieses Kapitels wird zuerst eine Skalentheorie aufgestellt,
die diese zwei Feuertypen beriicksichtigt. Danach wird gezeigt, dass die zwei
Feuertypen tatséchlich zu den Kurvenformen iiberlagern, die in Simulationen
gemessen werden. Aber bei Systemen, deren Gréfle sich auflerhalb der simu-
lationsméfigen Zugriffs heutiger Rechner befindet, tritt eine Verdnderung der
Cluster- und Feuergroflenverteilung auf. Diese Ergebnisse werden schliellich
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noch an einem ,coarse-grained“ Waldbrandmodell iiberpriift, bei dem meh-
rere Gitterplidtze zu einem zusammengefafit werden und so gréflere Systeme
als bisher ,,emuliert® werden kénnen. Das Kapitel wird mit einer Diskussion
der Ergebnisse abgeschlossen.

3.2 Skaleneingenschaften des Waldbrandmo-
dells

3.2.1 Zwei Feuertypen bestimmen die Dynamik des
Waldbrandmodells

In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Annahmen {iber die Dynamik
des Waldbrandmodells aufgefiihrt und begriindet, aus denen die weiteren
Ableitungen und SchluBfolgerungen dieses Kapitels aufbauen.

Die grundlegenden Eigenschaften des zweidimensionalen selbstorganisiert
kritischen Waldbrandmodells folgen im wesentlichen aus dessen in Abbil-
dung 2.1 dargestellten ,fleckigen® Struktur, mit den recht scharf separier-
ten Regionen homogener lokaler Walddichte ppascn, die, wie bereits erwihnt,
geméf

ppatch (t) = p(l — Ppatch (t)) (32)

wéchst. Diese ,Flecken® konnen lokale Walddichten ppacn oberhalb der
Perkolationsschwelle p. haben. Wenn ein derartiger Fleck abbrennt, dann
bleiben in der betroffenen Region kaum B#ume zuriick. Dieses Verhalten
des zweidimensionalen Waldbrandmodells folgt recht plausibel direkt aus
den zum Beispiel in Abschnitt 2.2 dargestellten Regeln des Modells und es
gibt keine Indizien, dass sich an dem hier dargestellten Szenario auf groflen
Langenskalen grundlegendes dndert: Der clusterweise Abbrand schafft flecken-
artige Strukturen und die betrachteten kleinen f/p Werte sorgen fiir seltene
Feuer, und deshalb kénnen hohe regionale Walddichten in den Patches oder
Flecken entstehen. Daher kann man annehmen, dass die Dynamik des Wald-
brandmodells durch folgende Grundannahmen determiniert wird:

e Die in Abbildung 2.1 dargestellten Regionen , also die ,,Patche“ oder
Flecken sind nahezu homogen mit Wald bedeckt, weil ein Feuer, das
einen kompletten Flecken niederbrennt, nur wenige Bidume verschont.
(In den Flecken eines Quadratgitters findet man typischerweise eine
Walddichte von ppaten = 0.078 unmittelbar nach einem Feuer. Beim
zweidimensionalen Dreiecksgitter betrigt dieser Wert ppaten = 0.062.)
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Der durch die Regeln festgelegte, rdumlich zufillige Wachstumsprozef3
fiihrt daher innerhalb der Regionen (oder Flecken) zu einer rdumlich
gleichféormig verteilten Baumdichte. Die Groflenverteilung von Wald-
clustern innerhalb dieser Regionen homogener Walddichte gleicht daher
die Groflenverteilung von Clustern eines Perkolationssystems der glei-
chen Dichte wie ppuicn der betrachteten Region. In seltenen Fillen las-
sen Feuer in den Flecken auch groflere Waldcluster zuriick. Durch die-
se Inhomogenitédten konnen neue Flecken entstehen und ,alte Flecken
vernichtet werden. Die Zeitskala dieses Entstehungs- und Vernichtungs-
prozesses von Flecken ist jedoch sehr viel langsamer als die der Wald-
dichteoszillationen der einzelnen Regionen, und wird daher im folgen-
den meist vernachléssigt. Es wird jedoch diskutiert werden, wo diese
Entstehungs- und Vernichtungsprozesse eventuell merklichen Einfluf}
haben kénnten.

Man kann annehmen, dass die Verteilung der Fleckengréfien unabhéngig
von ihrer Walddichte ist, weil ein Abbrand die Fleckengréfie kaum ver-
dndert und daher Flecken sowohl im Stadium niedriger als auch im
Stadium hoher Walddichte die selbe Groéfle haben.

Einige Flecken haben eine Walddichte oberhalb der Perkolationsschwel-
le. Diese Regionen enthalten nach der Perkolationstheorie einen fleck-
spannenden Waldcluster, der kompakt ist. Das heifit, er hat eine frak-
tale Dimension von 2. Wenn ein derartiger Waldcluster vom Blitz ge-
troffen wird und abbrennt, tritt ein kompaktes Feuer auf. Wenn dage-
gen ein Cluster eines Flecks mit geringer Walddichte getroffen wird (
also mit einer Walddichte unterhalb der Perkolationsschwelle), brennt
nur ein fraktaler Cluster ab und fiihrt daher zu einem fraktalen Feuer,
welches in der Regel auch nur einen kleinen Waldbereich erfafit. Fiir
kleine f/p ist die mittlere Feuergrofie grofl, die meisten Baume wer-
den wéhrend der groflen Feuer vernichtet und es bleiben die geringen
Dichten unmittelbar nach dem Feuer zuriick, die eben erwidhnt wurden.

Da im Grenzfall f/p — 0 nach Gleichung 2.1 und 3.3 die Groflie des
grofiten Flecken divergiert, kann man annehmen, dass das System eini-
ge Eigenschaften kritischer Systeme hat und durch Potenzgesetze be-
schrieben werden kann. Einige dieser Potenzgesetze werden in diesem
Kapitel behandelt.

Da sich fiir lange Zeiten die charakteristischen Verteilungen, die das
System beschreiben, stets stabilisieren, kann man davon ausgehen, dass
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Abbildung 3.1: (a) Kollaps der Grofenverteilungen n’(s) der Feuer des
selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodells fiir L = 1300 und f/p =
0.000118 (gestrichelte Kurve), 0.000169 (durchgezogene Kurve), 0.000236
(durchgezogene Kurve) und 0.000394 (gepunktete Kurve). Zur Erzeugung
des Kollapses der Kurven wurden die X-Werte mit (f/p)~*"" skaliert, wo-
bei der effektive Exponent 7 = 1.14 verwendet wurde. 7 kann als ein
Exponent betrachtet werden, der iiber einen gewissen Bereich von Feuer-
grofen s gemittelt wurde. (b) FeuergroBenverteilung nf (s) fiir L = 1300 und
f/p =0.0001183 (obere Kurve) und f/p = 0.001183 (untere Kurve). Die obe-
re Kurve wurde um den Faktor C' = 10 verschoben, um die unterschiedliche
Form beider Kurven besser sichtbar zu machen.

sich das System nach ausreichender Einschwingzeit in einen stationéren
Zustand befindet.

Diese zwei gerade erwéhnten Feuersorten iiberlagern sich zu den Feuerver-
teilungen, die typischerweise in Computersimulationen des Modells gefunden
werden und erkliaren das unkonventionelle Skalenverhalten des zweidimensio-
nalen selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodells. In Abbildung 3.1b ist
eine derartige iiberlagerte Feuergréflenverteilung dargestellt. Der linke Teil
der Kurven stammt hauptsichlich von Feuern, die fraktale Perkolationsclu-
ster verbrennen. Der rechte Teil der Kurven mit dem Cutoff rithrt von den
groflen, kompakten Feuern her.
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Im Gegensatz dazu werden bei konventionellen gleichgewichtskritischen
Systemen sowohl der skalierende als auch der Cutoff-Teil der Kurven von
den selben kritischen Fluktuationen hervorgerufen. Die zwei iiberlagerten
Segmente der Feuergréflenverteilung beim Waldbrandmodell separieren nur
fiir sehr grofle Korrelationsldngen £, wie im weiteren gezeigt werden wird.
Der asymptotische Exponent kann mit Simulationen des Modells, die heute
moglich sind, kaum gemessen werden.

3.2.2 Das Skalenverhalten

In diesem Abschnitt wird eine Skalentheorie fiir das Waldbrandmodell ausge-
arbeitet, die auf den Annahmen von Abschnitt 3.2.1 beruht. Diese korrigierte
Skalentheorie 16st die in Kapitel 2 und die oben aufgefiihrten Unstimmigkei-
ten der bisherigen Beschreibung auf und erlaubt es, Vorhersagen iiber den
asymptotischen Exponenten der ,wahren“ Feuerverteilung zu machen.

Da im stationdren Zustand des Modells genausoviele Biume nachwachsen
miissen wie verbrennen, 148t sich fiir die mittlere Zahl s der Biume, die zwi-
schen zwei zu Feuern fiihrenden Blitzeinschldgen verbrennen, die Beziehung

p(l - p)
fo
herleiten. Damit divergiert 5§ im Grenzfall f/p — 0 mit einem Potenzge-
setz. Dies impliziert, dass die Grofie spa, der Grofiten Feuer auch divergiert

und damit auch die Korrelationslinge &, die als Radius des grofiten Clusters
definiert ist. Man kann daher weiterhin

S =

(3.3)

Smax ™~ (f/p)i/\a (34)

als Ansatz zur Beschreibung des von sp.x verwenden wie in [41, 27, 29].
A hat eine Wert von 1.1. Gleichung 3.4 fiihrt auf

E~ (fIp) 2, (3.5)

da die fraktale Dimension grofler Feuer 2 ist und £ der ,mittlere Radi-
us“ der grofiten Feuer. Im Gegensatz hierzu ging man friiher davon aus, dass
grofle und kleine Feuer die selbe fraktale Dimension haben. Diese gemeinsa-
me ,mittlere fraktale Dimension p wurde mit ;1 &~ 1.96 [29] gemessen, wobei
manche Autoren nicht ausschlossen, dass p = 2 sein konnte [41, 27].

Die Gréfe nf'(s) ist wie bereits erwiihnt die Anzahl der Feuer der Grofie
s, wobei diese GroSenverteilung durch [n'(s)ds = p normiert wird. Die
GroBenverteilung der Waldcluster ist proportional zu n'(s)/s, weil jeder
Baum mit der selben Wahrscheinlichkeit vom Blitz getroffen wird. Geméif§ den
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Annahmen in Abschnitt 3.2.1 ist es naheliegend, die Feuergroflenverteilung
n!(s) als Uberlagerung der Verteilungen der beiden Feuertypen anzusetzen:

n® (s) = ni(s) + na(s). (3.6)

Hierbei ist n;(s) der Beitrag von den kleineren, fraktalen Feuern und
ns(s) der Beitrag von den kompakten Feuern, die einen kompletten Fleck
niederbrennen. Wenn es zwischen diesen beiden Feuertypen keinen Unter-
schied gibe wiirde die aus Gleichung 3.1 auf Feuerverteilungen applizierte
Gleichung n¥ (s) ~ s 7" C(5/5max), mit dem Exponent 77 = 7 —1 & 1.14 der
FeuergroBenverteilung gelten'. Mit 5§ = [ sn(s)ds/p konnte man daher
unter Verwendung der Gleichungen 3.3 und 3.4 die Skalenrelation

1
\ =

92— 7F

(3.7)

herleiten. Da hier aber zwei unterschiedliche Feuertypen vorliegen, kann man
nicht erwarten, dass die Skalenrelation 3.7 giiltig ist. Wertet man Abbil-
dung 3.1 aus, sieht man, dass Gleichung 3.7 in der Tat verletzt ist. In Abbil-
dung 3.1b werden die Feuergréflenverteilungen fiir Feuer mit verschiedenem
f/p dargestellt. Hierbei wurde die Systemgrofle L so gewihlt, dass keine
finite-size Effekte auftreten. Man kann erkennen, dass n (s) mit kleiner wer-
dendem f/p steiler wird. Daher ist zu erwarten, dass die ,Steigung® der
Kurve bis zu einem Grenzwert weiter zunehmen wird. Die steilste in Abbil-
dung 3.1b gefundenen Steigungen liefern einen Wert von 77" ~ 1.3, was eine
untere Grenze fiir den asymptotischen Wert von 7" darstellt. ( In der Litera-
tur wird der Wert mit 7 &~ 1.14 angegeben. Dieser Wert wurde durch Mitte-
lung {iber den Verlauf von nf’(s) gewonnen und ist daher kleiner als der aus
der steilsten Stelle ermittelte Wert.) Bei dem in Abbildung 3.1a dargestellten
Skalenkollaps erkennt man, dass die Cutoffs der Kurven gut zusammenfallen
und die Ableitung eines Wertes von A ~ 1.1 erlauben. Dies stimmt jedoch
nicht mit dem Wert iiberein, der fiir A folgen wiirde, wenn Gleichung 3.7
giiltig wire. Der Wert A ~ 1.1 wurde in [55] von Pastor-Satorras und Ves-
pignani bestitigt. Diese Autoren verwendeten eine Momentanalyse. In [55]
wurde damit auch untermauert, dass die in Abbildung 3.1a dargestellten
Cutoffs das in Gleichung 3.4 angenommene einfache Skalenverhalten zeigen.

Im Folgenden werden nun einige Eigenschaften von nq(s) diskutiert. Mit
abnehmenden f/p &ndert sich der linke Teil der Feuergrofienverteilungen
n'(s) nicht mehr. Da zu diesem Teil der Kurve hauptsichlich die fraktalen,

!Da die ClustergroBenverteilung n(s) durch n(s) = snf(s) aus der Feuer-
groBenverteilung folgt, ergibt sich der Exponent der Feuergréfenverteilung 7 durch
F
™ =7r-1
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durch ny(s) beschriebenen Feuer beitragen, kann man davon ausgehen, dass
sich ny(s) fiir f/p — 0 einer asymptotischen Form nj(s) ndhert, mit einem
Cutoff, der von f/p abhingt. Man kann daher

n1(s) = ni(5)C1(8/ Smax,mractat) = 1 (8)Ci(s(f/p)™), (3.8)

schreiben, wobei die Cutoff Funktion C;(s/Smax fractal) fiir die fraktalen Feu-
ertypen eingefiihrt wurde unter der Annahme, dass die maximale Feuergriofie
Smax,fractal der fraktalen Cluster mit dem Exponent \; skaliert. Fiir ausrei-
chend grofie Werte von s wird nj(s) sich einen asymptotischen Potenzge-
setz annihern mit dem ,,wahren“ Exponenten 7, der in folgender Weise
abgeschétzt werden kann: Die gréfleren der fraktalen Feuer brennen Perko-
lationscluster aus Flecken nieder, deren regionale Walddichte ppatch nahe der
Perkolationsschwelle pperc liegt. Die Wahrscheinlichkeit, einen Waldcluster
der Grofe s zu finden, ist proportional zu der Wahrscheinlichkeit, dass ppatcn
des betroffenen Fleckens grof3 genug ist, dass Perkolationscluster der Gréfie s
in ihm existieren kénnen mal die Wahrscheinlichkeit, einen Cluster der Grofie
s in diesen Flecken geeigneter Mindestwalddichte zu finden. Die Wahrschein-
lichkeit, das der Fleck von der Fliche her grofl genug ist um Cluster der
GroBe s zu enthalten, ist nach Abschnitt 3.2.1 eine Konstante. Nach [21] ist
die Wahrscheinlichkeit, einen Cluster der Grofle s in einem Perkolationssy-
stem zu finden, durch den Ausdruck

nperc(s) = SiTperCCperc(S/Smax,perc) (39)

gegeben, wobei
Smax,perc X (pperc - p)*ffperc (310)

mit der Besetzungsdichte p des betrachteten Perkolationssystems und opere =
91/36 = 2.528 sowie Tpere = 187/91 ~ 2.055. Hier werden Flecken betrachtet,
deren regionale Walddichte nahe der Perkolationsschwelle liegt. Daher kann
Gleichung 3.2 durch ppaten = P(1 — pperc) gendhert werden. Damit kann die
Wabhrscheinlichkeit P, einen Fleck im Walddichtebereich [p; pperc] in der Néhe
der Perkolationsschwelle p,e,. vorzufinden als

P & pperc — P (3.11)

angegeben werden. Wegen Gleichung 3.10 muss ein Fleck mindestens die
regionale Dichte p = pperc — s~/overe haben um einen Cluster mit s >
Smax,perc(p) Baumen enthalten zu kénnen. Damit folgt nach Gleichung 3.11:
P o s Yovere Mit Gleichung 3.9 folgt die Wahrscheinlichkeit, einen Wald-
cluster der Gréfe s zu finden, als proportional zu s™ere=!/%pere Dieser Aus-
druck stellt das asymptotische Potenzgesetz der fraktalen Waldclustergrofen-
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verteilung dar. Mit einem Faktor s gelangt man von dieser Waldcluster-
groflenverteilung zum gesuchten asymptotischen Potenzgesetz der fraktalen
Feuer

gl=Trere=1/0pere n g=145 (3.12)

Damit ist der ,,wahre“ Exponent 77

7~ 1.45. (3.13)

Nun wird der Cutoff Exponent A\; abgeschiitzt. Gleichung 3.5 besagt,
dass die Korrelationslénge &, die definiert ist als der Durchmesser des grofiten
Flecks, proportional zu (f/p)~*/? ist. Da der groBte fraktale Cluster entsteht,
wenn der grofite Fleck eine lokale Walddichte knapp unterhalb der Perkolati-
onsschwelle hat und von einem Perkolationscluster der fraktalen Dimension
tpere = 1.56 bedeckt wird, ist die Grofe dieses fraktalen Clusters proportional
zu (f /p)~#eerer2. Daher ist A; ~ 0.86. Feuer, die grofier als die grofiten frak-
talen Feuer sind, also mehr als Spax fractal X (f/p) ™ Biume erfassen, sind
in der Regel kompakt. Die Groflenverteilung dieser kompakten Feuer wird
durch die Groflenverteilung der Flecken bestimmt. Da Ay < A ,lauft® die
maximale Clustergrofie sm.x der maximalen fraktalen (kompakten) Cluster-
groBe Smax fractal fr kleiner werdende (f/p) ,davon“. Das heifit, dass mit
kleiner werdendem (f/p), der ,Buckel* am Ende Feuergroenverteilungen,
der sich hauptsédchlich durch Beitrdge der kompakten Feuer zusammensetzt,
einen wachsenden Anteil aller auftretenden Feuer enthalten wird. Man kann
in Abbildung 3.1b erkennen, dass dies tatsichlich so ist, denn der Buckel
wird ausgepréigter. Wenn man annimmt, dass die Verteilung der Flecken-
groflen ebenfalls skaliert, kann man die Skalenform

Npateh (5) sfr;is_bcg(s/smax) (3.14)

fir die Fleckengrofenverteilung npasen(s) ansetzen. Hierbei ist s die An-
zahl der Gitterplatze in dem Fleck und syac o< (f/p) =" ist die ,Fliche* des
grofiten Flecken. (Das Skalengesetz folgt, weil die Flecken genauso wie die
grofien Feuer kompakt sind.) Im folgenden Abschnitt wird anhand von Simu-
lationsdaten belegt, dass der Exponent b kleiner als 1 ist. Daher ist der Faktor
sb-2 notwendig, damit der Ausdruck [ sn(s)patends normierbar bleibt?. Die

max
in Gleichung 3.6 eingefiihrte Groflenverteilung kompakter Feuer ny(s) hingt

2npaten () ist die Wahrscheinlichkeit, einen Flecken der Grofie s im System vorzufinden.
Damit ist snpaten(s) die Wahrscheinlichkeit, einen Gitterplatz in einem Flecken der Grofie
s zu finden und die Wahrscheinlichkeit, dass ein Gitterplatz in einem Fleck irgendeiner
GroBe ist, ist durch [ sn(s)patcnds gegeben und muss gleich 1 sein.
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von der Fleckengrofenverteilung npaeen (s) ab. Der Zusammenhang zwischen
beiden Groflen ist aber nicht trivial. Wenn man annimmt, dass der Blitzein-
schlag einen dichten Fleck immer nur dann merklich abbrennt, wenn die loka-
le Walddichte des Flecks die maximale Walddichte erreicht hat, dann wiirde
N2(8) X SNpaten ($) folgen. Aber in diesem Fall wiirden Flecken auch niemals
zerstort werden. Da die Flecken aber verschmelzen, wenn zwei unterschied-
lich dichte, benachbarte Flecken beide die Perkolationsschwelle iiberschreiten,
bevor der dichtere von beiden von einem Blitzeinschlag abgebrannt wird,
kann man einen stationidren Zustand nur erreichen, wenn Flecken manchmal
auch zerstort werden konnen. Diese Aufspaltung von einem Flecken kann
nur stattfinden, wenn ein Fleck, dessen lokale Walddichte geniigend nahe
an der Perkolationsschwelle ist, von einem Blitz getroffen wird, dessen Feu-
er nur ein maf3geblichen Bruchteil der Bedeckung des Fleckens abbrennt.
So entstehen aus einem groflen Flecken zwei kleinere Flecken. Aber diese
Verschmelzungs- und Aufspaltungsprozesse verkomplizieren den Zusammen-
hang zwischen ny(s) und snpaten(s). In Abschnitt 3.3 wird gezeigt, dass der
Zusammenhang n(s) & snpaten () in der Tat nicht gilt.

3.2.3 Der Exponent ¢

Das Skalenverhalten der Walddichte liefert einen weiteren Anhaltspunkt dafiir,
dass die Feuergroflenverteilung aus der Beitrigen zweier qualitativ unter-
schiedlicher Feuertypen zusammengesetzt ist.

Seit einiger Zeit ist bekannt, dass sich die Baumdichte ihrem kritischen
Wert geméf

(pe = p) ~ (f/p)"°, (3.15)

néhert. Hierbei ist 1/ ~ 0.5 [41, 27, 29], wobei in [55] mit 1/§ ~ 0.47

wahrscheinlich der bisher genaueste Wert fiir 1/ gemessen wurde. Wenn das

simple Skalenverhalten von Gleichung 3.1 gelten wiirde, dann wiirde man
erwarten, dass der Exponent § aus

Pe— P = / s ds (3.16)

folgen wiirde. Verwendet man Gleichung 3.4 und Gleichung 3.7 (letztere gilt,
wenn Die Relation 3.1 erfiillt ist), so folgt

1

1/6 = ——

_ S F

(3.17)

Setzt man hier einen Wert /" &~ 1.14 ein, erhiilt man einen einen sehr viel
kleineren Wert fiir 1/§ als 1/6 ~ 0.47. Verwendet man den asymptotischen
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Wert 77 ~ 1.45, erhilt man einen Wert, der sehr viel groBer als 0.47 ist.
Pastor Satorras und Vespignani haben in [55] darauf hingewiesen, dass der
gemessene Wert von § Korrekturen zum Skalenverhalten von n (s) notwen-
dig erscheinen li8t. Die genannten Autoren schlugen hierzu eine Korrektur
zu dem in Gleichung 3.1 angegebenen Skalenverhalten vor, die einen etwas
grofleren Exponenten 7 hat, aber den selben Cutoff wie der in Gleichung 3.1
beschriebene Hauptteil der Verteilung. Weiterhin wurde angenommen, dass
diese Korrektur vernachléssigbar wird fiir geniigend kleine (f/p) und ausrei-
chend grofle s.

Im Gegensatz zu Satorras und Vespignani wird in dieser Arbeit davon
ausgegangen, dass nicht nur eine Korrektur zu dem durch Gleichung 3.1 be-
schriebenen Skalenverhalten nétig ist, sondern dass sich das Skalenverhalten
des zweidimensionalen Waldbrandmodells fundamental von diesem einfachen
Skalenverhalten unterscheidet. Ein Einzelner Exponent 77 reicht nicht aus
um die komplette Feuergroflenverteilung zu beschreiben. Daher gibt es kei-
ne Relation mehr zwischen den Exponenten § und 7. Es ist bisher unklar
welche Beziehung zwischen § und den Verteilungen n;(s) und ny(s) besteht.

3.3 Uberlagerung der unterschiedlichen Feu-
ertypen

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse beschrieben, die durch die kiinstli-
che Uberlagerung der zwei Feuertypen ermittelt wurden. Diese Uberlagerung
bestétigt die Ergebnisse aus Abschnitt 3.2

Die , kiinstliche Uberlagerung“ der zwei Feuertypen wurde durchgefiihrt,
indem die Clustergroflenverteilungen von zweidimensionalen Systemen, die
homogen mit Biumen bedeckt waren® superponiert wurden. Um Universa-
litdtstests durchzufiihren wurden sowohl Dreiecksgitter als auch Quadrat-
gitter verwendet. Die Walddichten der verwendeten Systeme deckten das
Spektrum der in Tabelle 3.3 angegeben Dichten pnach dem Feuer DiS pPmax fiir die
jeweiligen Gittertypen ab.

Gittertyp ‘ Pnach dem Feuer Pmax
O 0.078 0.625

A 0.062 0.534

Die Walddichte ppach dem reuer Wird unmittelbar nach dem Abbrennen eines
Flecks als lokale Walddichte dieses Flecks gemessen. und Die Walddichte ppax

3Also von Perkolationssystemen.
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Abbildung 3.2: (a) GréBenverteilung fiir Baumcluster n” (s)/(sn (1)), ermit-
telt durch Uberlagerung von Systemen bis zu einer Grofie von Lyax = 50. Die
GroBen [ sind geméf Gleichung 3.14 mit b = 0.6 verteilt. (Durchgezoge-
ne Kurve: Quadratgitter; gepunktete Kurve: Dreiecksgitter.) Zum Vergleich:
Potenzgesetz mit dem Exponenten 77 + 1 = 2.14 (gestrichelte Kurve). (b)
Analog wie bei (a), nur dass Systeme bis zu einer Grofie von . = 2000
iiberlagert wurden und mit dem Potenzgesetz zum Exponenten 7 4+ 1 =
2.45 verglichen wird. Bei beiden Abbildungen wurden gemafl Gleichung 3.2
verteilte Walddichten aus dem Intervall [0.078,0.625] fiir das Quadratgitter
und aus dem Intervall [0.062,0.534] fiir das Dreiecksgitter superponiert.

ist die maximale regionale Walddichte eines Flecks. Diese Gréflen wurden
zum Beispiel in [48] gemessen.

Geméaf Gleichung 3.14 wurden zusétzlich noch die Systemgréfien [ der
der Messung zugrundeliegenden Systeme variiert, wobei lmax = § o y/Smax
gilt. Beim Dreiecksgitter beziehen sich die Angaben fiir [ auf das Quadrat-
gitter, welches dem Dreiecksgitter zugrundeliegt, weil das Dreiecksgitter im-
plementiert wurde, indem man bei einem Quadratgitter zusétzlich noch zwei
iibernéchste Nachbarn einer Diagonalen der Einheitszelle wie néichste Nach-
barn behandelte. Die Systeme verschiedener Groflen [ und verschiedener
Walddichten, deren Clustergréfienverteilungen hier iiberlagert wurden, ent-
sprechen den Flecken mit unterschiedlicher Gréfle und unterschiedlicher Wald-
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dichte. Um den Wert des Exponenten b der in Gleichung 3.14 vorgeschlage-
nen FleckengroBenverteilung zu ermitteln, wurden die Uberlagerungen fiir 20
verschiedene Werte von b zwischen 0.1 und 2 durchgefiihrt. Solange b < 1
hingen die Ergebnisse nicht sehr von b ab. Fiir b > 1 lielen sich die Cluster-
groflenverteilungen friiherer Messungen dagegen nicht mehr reproduzieren.
Daher kann man den Wert von b wohl auf das Intervall [0; 1] einschrinken,
aber innerhalb dieses Intervalls, zumindest mit dieser Uberlagerungsmethode
nicht weiter eingrenzen. Die Ergebnisse sind nur reproduzierbar, wenn die
Statistik ausreichend gut ist. Es war daher notig jeweils mehr als 10* Syste-
me pro Durchlauf zu iiberlagern. In Abbildung 3.2a und Abbildung 3.2b sind
die Ergebnisse der Uberlagerungsdurchliufe dargestellt. In den genannten
Abbildungen sind ClustergréBenverteilungen n(s) = nf'(s)/s dargestellt und
nicht die FeuergroBenverteilung n!'(s), daher unterscheiden sich die Expo-
nenten um 1 von den Exponenten, die in diesem Kapitel behandelt werden.
Die in Abbildung 3.2a dargestellten Ergebnisse bestitigen, dass der mittle-
re Exponent 77 & 1.14, der bei Simulationen des zweidimensionalen Wald-
brandmodells typischerweise gefunden wird, durch die Uberlagerung der zwei
Feuertypen reproduziert werden kann. Die Uberlagerung reproduziert sogar
Details der Kurven wie den charakteristischen Buckel bei groflen s und das
abnehmen der ,Steigung der Kurven bei kleinen s-Werten (vergl. Abbil-
dung 3.1). Der Vergleich der Kurven fiir das Quadrat- und das das Dreiecks-
gitter ergibt fast perfekte Ubereinstimmung fiir beide Gittertypen. Sowohl die
Kurvenform als auch der scheinbare Wert des Exponenten 7 = 7 4 1 stim-
men iiberein. Dies erklirt die frither gefundene [29] ,,Universalitit“ dieses
scheinbaren Exponenten 7. (Bemerkung: Mit Ausnahme von Abbildung 3.2
zeigen alle Bilder dieses Kapitels nur Ergebnisse von Systemen, die auf Qua-
dratgittern simuliert wurden.) In Abbildung 3.2b kann man erkennen, dass
sich die Verteilungen der zwei Feuertypen fiir groflere Korrelationslidngen &
voneinander separieren. Man kann weiterhin erkennen, dass der zu den frak-
talen Feuern gehorende Teil der Kurve sich dem Exponenten 71" ~ 1.45
annihert. Dieser Wert wurde in Abschnitt 3.2.2 berechnet. Ein &hnliches
Verhalten wird im ,coarse-grained“ Modell, das im Abschnitt 3.4 behan-
delt wird, gefunden. Man kann Abbildung 3.2 ebenfalls entnehmen, dass die
Grofenverteilung nq(s) der kompakten Feuer in nichttrivialer Weise mit der
Groflenverteilung npacen der Flecken zusammenhéngt, denn wenn alle grofien
Feuer einen kompletten Flecken niederbrennen wiirden, miifite der Buckel
der Feuergroflenverteilung eine , Steigung“ von —b + 1 aufweisen, und die
Clustergréflenverteilung miifite daher einen Buckel der ,,Steigung® —b auf-
weisen, was nicht der Fall ist. Deshalb miissen zu n(s) Waldcluster beitragen,
die grof3 sind aber trotzdem keinen kompletten Flecken bedecken. Nimmt man
an, dass dies fiir beliebig grofie s,.x gilt, muss man erwarten, dass die Wald-
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dichte pmax, die kurz vor dem Abbrennen eines dichten Fleckens vorliegt,
etwas absinkt mit grofler werdendem s,.,, denn so bleibt stets ein nichtver-
schwindender Beitrag von Clustern zu nf'(s), die keinen kompletten Patch
bedecken?, aber trotzdem grof sind.

Man kann also offenbar durch die in diesem Abschnitt dargestellte Su-
perposition wichtige Eigenschaften des zweidimensionalen selbstorganisiert
kritischen Waldbrandmodells reproduzieren. Dieses Verfahren ist daher eine
effiziente Methode, um das Waldbrandmodell im Regime grofier Korrelati-
onslidngen effizient mit Computern zu simulieren.

3.4 Ein coarse-grained Modell

In diesem Abschnitt wird ein effizientes Modell eingefiihrt, das es erlaubt, mit
der vorhandenen Computer Hardware das Waldbrandmodell ndherungsweise
auf groflen Lingenskalen zu simulieren. Dieses neue Modell wird zunéchst
eingefiihrt. Anschliefend werden die Ergebnisse der Simulationen, die mit
diesem neuen Modell durchgefiihrt wurden, dargestellt und diskutiert und die
Relevanz der Ergebnisse fiir das original zweidimensionale selbstorganisiert
kritische Waldbrandmodell untersucht. Auf diese Art werden die Folgerungen
von Abschnitt 3.2.2 nochmals bestétigt.

3.4.1 Definition des Modells

Um mit der vorhandenen Computer Hardware grofiere Systeme studieren
zu koénnen, liegt es nahe, ein Modell einzufiihren, bei dem jeder Gitterplatz
fiir eine ganze Gruppe von besetzten oder unbesetzten Gitterpliatzen des ur-
spriinglichen Modells steht. Hierzu geht man, wie beim urspriinglichen Mo-
dell, von einem zweidimensionalen Quadratgitter aus. Man verkniipft jeden
Gitterplatz des neuen Modells mit einer Variable pge, deren kontinuierli-
cher Wert aus dem Intervall [0;1] die durchschnittliche Walddichte derjeni-
gen Gruppe von Gitterpldtzen des urspriinglichen Modells reprisentiert, die
in diesem neuen Gitterplatz zusammengefafit sind. Die Regeln dieses ,,ver-
groberten® oder , grobkornigen“ (engl. coarse-grained) Modells lauten wie
folgt: (i) In jedem Zeitschritt wird auf allen Gitterpldtzen die Dichte um
einen kleinen Betrag Apgie = p(1 — psite) erhoht; (ii) der Blitz trifft jeden
Gitterplatz pro Zeitschritt mit der Wahrscheinlichkeit f. Wenn die Dich-
te des getroffenen Gitterplatzes unter der Perkolationsschwelle ppe,c = 0.59
liegt, passiert nichts. Wenn die Dichte des getroffenen Gitterplatzes jedoch

“Diese Flecken haben dann eine lokale Walddichte knapp unterhalb der Perkolations-
schwelle und enthalten grofle fraktale Cluster.

54



oberhalb der Perkolationsschwelle liegt, so brennt der betroffene Gitterplatz
ab und auch der gesamte Cluster von Gitterplitzen oberhalb der Perkola-
tionsschwelle, der iiber néchste-Nachbar-Verbindungen mit dem vom Blitz
betroffenen Gitterplatz verbunden ist. Um kurzreichweitige Fluktuationen
der Walddichte zu beriicksichtigen muss man ein statistisches Element in
das Modell einbauen. Hierzu kann man einen Parameter r in das Modell
einfithren, der bewirkt, dass beim Abbrand eines Gitterplatzes die Wald-
dichte des betroffenen Gitterplatzes auf einen zufillig ausgewdhlten Wert
aus dem Intervall [0, 7] gesetzt wird. Je kleiner r ist, desto kleiner sind die
Fluktuationen des Systems. Ein kleinerer Wert von r bedeutet daher, dass
jeder Gitterplatz des coarse-grained Modells einer grofleren Anzahl von Git-
terpldtzen des Originalmodells entspricht. Man kann daher erwarten, dass
das coarse-grained Modell fiir kleine r das Verhalten des original selbstorga-
nisiert kritischen Waldbrandmodells auf grofien Liangenskalen (das heifit fiir
grofle £ ) reproduziert.

3.4.2 Eigenschaften des coarse-grained Modells

In diesem Abschnitt wird untersucht, inwieweit das coarse-grained Wald-
brandmodell mit dem originalen Waldbrandmodell verwandt ist und daher
Aussagen iiber das original selbstorganisiert kritische Waldbrandmodell auf
groflen Léngenskalen zuldfit. Die Simulationsdaten des coarse-grained Mo-
dells werden prisentiert. Diese Ergebnisse bestéitigen die Aussagen des vor-
hergehenden Abschnitts.

Obwohl das coarse-grained Waldbrandmodell nicht exakt dem originalen
selbstorganisiert kritischem Waldbrandmodell entspricht, teilt es mit diesem
viele Eigenschaften. In Abbildung 3.3 ist eine Momentaufnahme des original
selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodells einer Momentaufnahme des
coarse-grained Waldbrandmodells mit » = 0.1 gegeniibergestellt.

Beide Systeme haben die ,,patchy“ Struktur mit den Regionen recht ho-
mogener lokaler Walddichte, die bei beiden Systemen oft durch einige Stellen
anderer Dichte durchbrochen wird. Dies bedeutet, dass auch beim coarse-
grained Modell viele Blitze in die Flecken einschlagen, die kaum Waldab-
brand bewirken, bevor schliellich die Walddichten der meisten Gitterplitze
des Flecks die Perkolationsschwelle iiberschreiten, und so ein kompletter Ab-
brand des Fleckens moglich ist. Wenn ein Fleck sehr oft von Blitzen getroffen
wird bevor ein kompletter Abbrand des Flecks mdglich ist, kann ein Fleck
in kleinere Flecken auseinanderbrechen. Diese Geburt und Zerstorung von
Flecken findet auch beim original selbstorganisiert kritischen Waldbrandmo-
dell statt. (Wie weiter oben bemerkt wurde, muss, als Gegenstiick zu Zersplit-
terung von Flecken auch eine Verschmelzungsprozess von mehreren kleinen
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Abbildung 3.3: Links: Momentaufnahme eines Zustandes des selbstorgani-
siert kritischen Waldbrandmodells mit einer mittleren Walddichte p ~ p. ~
0.408 und einer Systemgréfle L=4096. Biume sind schwarz dargestellt und
Leerstellen weif. Im Vergleich dazu eine Momentaufnahme des coarse-grained
Waldbrandmodells (rechts) mit den Parametern p = 0.01, r = 0.1, f =
0.0001 und L = 1000. Beim coarse-grained Waldbrandmodell wird die Wald-
dichte eines Gitterplatzes durch dessen Grauabstufung dargestellt, wobei
dunklere Gitterplidtze eine hohere Walddichte haben. Hierbei ist die Wald-
dichte eines Gitterplatzes des coarse-grained Modells die durchschnittliche
Walddichte der Gruppe von Gitterplitzen des Originalmodells, die durch
diesen coarse-grained-Gitterplatz vertreten werden.

Flecken zu einem groflen Flecken existieren, um einen stationdren Zustand
zu erlauben.)

Im Folgenden wird die Groflenverteilung der Feuer im coarse-grained
Modell untersucht. In Abbildung 3.4a werden die Simulationsergebnisse fiir
r = 0.1 und verschieden Werte von f/p dargestellt. Man kann gut erken-
nen, wie die ,Steigung” der Kurven mit abnehmendem f/p zunimmt und
eine Grenzsteigung zu erreichen scheint. In Abbildung 3.4b sind die ,,Stei-
gungen® dlog(n(s))/ds als Funktion von s aufgetragen. Man kann erkennen,
dass die vorhergesagte Grenzsteigung von 1.45 in der Tat gemessen wird.
Abbildung 3.4c zeigt einen Kollaps der Cutoffs der FeuergroBenverteilungen
des coarse-grained Modells. Es ergibt sich so ein Exponent A\ &~ 1.1, der dem
Wert des original Waldbrandmodells entspricht. Um den Wert A ~ 1.1 zu
bestétigen, wurde zusétzlich noch eine Momentanalyse durchgefiihrt, die das
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Abbildung 3.4: (a) Feuergrofienverteilung n’'(s)/n’ (1) des coarse-grained
Waldbrandmodells fiir f/p = 0.0031 (gepunktete Kurve), 0.005, 0.01, 0.0125,
0.025 und 0.05 (gestrichelte Kurve), mit den Parametern r = 0.1 und
L =1000. (b) ,,Steigungen“ der Kurven aus (a). (c) Skalenkollaps der Kur-
ven aus (a) hierbei ist C = 1/n’(1). Um den Kollaps zu erreichen, wurde
die vertikale Achse mit (f/p)~7" skaliert, wobei ein effektiver Exponent
7% = 1.25 verwendet wurde. Dieser effektive Exponent, kann als eine Art
Mittelwert der beiden relevanten Exponenten iiber ein gewisses Spektrum
von s-Werten verstanden werden.

selbe Resultat lieferte.

Abbildung 3.5 zeigt die Feuergrofenverteilung n''(s) fiir 3 verschiedene
r-Werte. Die Parameter f und p von allen Kurven von Abbildung 3.5 ha-
ben ein Verhiltnis von f/p = 0.001. Man kann erkennen, dass fiir kleiner
werdende r, die ,,Steigung® der Kurven zunimmt, und der Buckel deutlicher
hervortritt. Weil diese Verdnderungen der Kurven beim original selbstor-
ganisiert kritischen Waldbrandmodell mit zunehmender Korrelationsldnge &
auftritt, ist dies ein Hinweis darauf, dass das coarse-grained Modell das ori-
ginal Waldbrandmodell auf grolen Langenskalen emuliert. Wie oben erkléirt
wurde, entspricht ein kleiner werdendes r einer Erhohung der Anzahl der
Gitterplitze des Originalmodells, die einem Gitterplatz des coarse-grained
Modells entsprechen. Deshalb beobachtet man die Kurvenverdnderungen, die
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Abbildung 3.5: Feuergrofienverteilung n'(s) fiir das coarse grained Wald-
brandmodell » = 0.1 (gestrichelte Kurve), r = 0.2 (durchgezogene Kur-
ve), und r = 0.5 (gepunktete Kurve). Fiir alle Systeme gilt L = 1000 und

f/p=0.01.

das Originalmodell bei einer Vergréflerung der Léingenskalen zeigt, hier bei
einer Verkleinerung von 7.

Die Tatsache, dass mehrere Gitterplitze des Originalmodells einem Git-
terplatz des coarse-grained Modells entsprechen, bewirkt, dass die f Werte
beider Modelle nicht direkt vergleichbar sind. Im Folgenden soll anhand der
Simulationsergebnisse abgeschiitzt werden, wie grof§ die Anzahl z(r) von Git-
terplitzen des Originalmodells ist, die einem Gitterplatz des coarse-grained
Modells entsprechen, abhéingig vom Parameter r. Aus Abbildung 3.1a kann
man einen Wert von A ~ 30 fiir

Smax = A(f/p) ™ (3.18)

finden. Analog dazu mifit man im coarse-grained Modell

smax = B(r)(f/p) . (3.19)

Aus Abbildung 3.4c¢ kann man B(0.1) ~ 100 abschétzen. Mit den Da-
ten aus Abbildung 3.5 erhélt man B(0.2) ~ 66 und B(0.5) ~ 44. Offenbar
entsprechen s, Gitterplatze des coarse-grained Modells z(7)spax Gitter-
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plitzen des Originalmodells. Man muss aber auch noch die Blitzeinschlags-
wahrscheinlichkeit f des Originalmodells umrechnen, weil im coarse-grained
Modell nicht jeder Originalgitterplatz sondern nur Gruppen der Grofle z(r)
von Originalgitterplidtzen vom Blitz getroffen werden koénnen. Daher ent-
spricht eine Blitzeinschlagswahrscheinlichkeit von f im coarse grained Mo-
dell einer Einschlagswahrscheinlichkeit von f/z(r) im Originalmodell, weil es
beim Originalmodell z(r) mehr Gitterplatze und somit auch mehr Blitzein-
schlagsversuche bei gegebenen f gibt. Es folgt daher

B(r)(f/p)™ = A(f[p2) /=, (3.20)

woraus man

2(r) = (B(r) /)Y = (B(r)/4)" (3.21)

ableiten kann. Mit den oben gefundenen Werten fiir A und B(r) folgt aus
Gleichung 3.21 2(0.5) ~ 46, 2(0.2) ~ 2650, und z(0.1) ~ 170000. Zieht man
die Quadratwurzel aus diesen Werten, so erhélt man, dass die Lingenskalen
des Originalmodells ungefihr um die Faktoren 7, 50, und 400 fiir die drei
Werte von r , verkiirzt sind, wenn man Originalmodell und coarse-grained
Modell vergleicht.

In Abbildung 3.6 sieht man einen direkten Vergleich der Feuergrofien-
verteilungen des Originalmodells und des coarse-grained Modells bei r =
0.5. Hierbei wurden Kurven zu solchen Parametern verwendet, dass das
Verhiltnis der f Werte und der s,,,x Werte beider Kurven dhnlich war. Da das
Verhéltnis beider Werte jeweils ungefihr 45 ist, bestitigen die Ergebnisse von
Abbildung 3.6 sehr gut die oben dargestellten Ergebnisse. Man kann aus Ab-
bildung 3.6 auch entnehmen, dass die Form der zwei Feuergréfienverteilungen
dhnlich, aber nicht identisch ist. Im Hauptbereich der auftretenden Feuer-
groflen s sind die Verteilungen identisch. Die Abweichung fiir kleine Werte
von s liegt offenbar daran, dass im coarse-grained Modell Inhomogenitéten,
die im Originalmodell auf einer Lingenskala von z(r)%5 auftreten, nicht
beriicksichtigt werden. Wahrscheinlich ist die Ursache der Abweichung auf
groflen Léngenskalen, dass unterschiedliche Verhalten beider Modelle bei der
langsamen Zerstorung von groflen Flecken. Dieser Zerstohrungsprozefl wird
durch Blitze herbeigefiihrt, die den Flecken treffen, wenn dessen lokale Wald-
dichte in der Nihe der Perkolationsschwelle liegt. Das fiihrt zu Inhomoge-
nitdten der Walddichte innerhalb des Fleckens. Vergleicht man inhomogene
Flecken beider Modelle in Abbildung 3.3, so kann man erkennen, dass beim
Originalmodell kleine Waldcluster vorhanden sind , und beim coarse-grained
Modell einzelne Gitterplitze sehr unterschiedlicher Walddichte. Beides fiihrt
in leicht abgewandelter Form zum Zerbrechen der groflen Flecken.
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Abbildung 3.6: Vergleich der Feuergrofienverteilungen n'(s) des original
Waldbrandmodells mit den Parameterwerten f = 0.00000156, p = 0.01, und
L = 800 (gestrichelte Kurve, C = 41, A = 1), mit dem des coarse grained
Waldbrandmodells » = 0.5, f = 0.00005, p = 0.01, und L = 1000 (durchge-
zogene Kurve, C'= 1, A = 44.971). Das Verhiltnis der beiden Cutoff Werte
A entspricht dem inversen Verhiltnis der jeweiligen Blitzeinschlagsraten f.

Zusammenfassend 148t sich sagen, dass das coarse-grained Modell auf
vielen Gebieten sehr viel Ahnlichkeit mit dem Originalmodell hat, aber nicht
komplett identisch ist. Das coarse-grained Modell weist einige Eigenschaften
auf, die man vom Originalmodell auf groflen Lingenskalen erwartet, wie den
asymptotischen Wert von 77 ~ 1.45. Weiterhin wird durch dieses Modell die
Universalitit des Exponenten A untermauert. Der Prozef}, der zur Geburt und
zur Zerstorung von Flecken fiihrt, ist bei beiden Modellen nicht identisch und
fiihrt zu Abweichungen bei der Feuergrofienverteilung im Bereich sehr grofler
und sehr kleiner Feuergroflen s.

3.5 Diskussion der Ergebnisse
In diesem Kapitel wurde begriindet, warum man davon ausgehen kann, dass
die Dynamik des zweidimensionalen selbstorganisiert kritischen Waldbrand-

modells durch die Wirkung der zwei unterschiedlichen Typen von Feuern
bestimmt wird. In dem durch Regionen konstanter Walddichte (Flecken) be-
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stimmten Systemzustand des Modells gibt es die kleineren Feuertypen, die
fraktale Cluster abbrennen und die grofleren Feuertypen, die Flecken mit
einer lokalen Dichte oberhalb der Perkolationsschwelle und daher mit einer
kompakten (nicht fraktalen) Waldbedeckung, abbrennen. Die Ergebnisse die-
se Kapitels wurden mit folgenden Methoden erarbeitet:

e Mit einer direkten Skalenanalyse des Modells.

e Mit der ,kiinstlichen Uberlagerung der zwei Feuertypen und der Un-
tersuchung der so erzeugten Zusténde.

e Mit der Analyse eines coarse-grained Modells, das das Originalmodell
auf groflen Lingenskalen in vielen Eigenschaften emuliert.

Als eines der Hauptergebnisse ergab sich als asymptotischer Exponent 7%
der FeuergroBenverteilung 77" ~ 1.45, wobei dieser Exponent erst bei grofien
Korrelationsldngen & auftritt, die mit heutiger Hardware nicht simuliert wer-
den konnen. Bei kleineren Korrelationslingen ¢ erscheint der Exponent 7%
kleiner und unabhingig von dem Gittertyp zu sein, der der Simulation zu-
grundeliegt. Der Exponent A, der das Verhalten der maximalen Waldcluster-
oder Feuergrofle sy.x beschreibt, stellte sich als universell dar, mit einem Wert
A = 1.1, unabhéngig davon, ob A im Originalmodell oder im coarse-grained
Modell fiir verschiedene Parameter gemessen wurde. Weitere Hinweise auf die
Robustheit dieses Exponenten wurden in [56] gefunden. In dieser Arbeit, in
der ein verallgemeinertes Waldbrandmodell mit immunen Biume betrachtet
wurde, zeigte die Korrelationslidnge /zi ein gutes Skalenverhalten.

Die genaue Form der Fleckengr6fenverteilung konnte nicht bestimmt wer-
den, aber es wurden Hinweise darauf gefunden, dass diese Verteilung durch
ein Potenzgesetz mit einem Exponenten b aus dem Intervall [0; 1] beschrie-
ben wird. Die Fleckengrofienverteilung ist das Ergebnis eines komplizierten
Prozesses bei dem Flecken zerstort und geboren werden. Dieser komplizierte
Prozefl bestimmt auch die Gréflenverteilung der Feuer, fiir die kein analyti-
scher Ausdruck angegeben werden konnte.

Im Gegensatz zum Exponenten 7, der die FeuergréSenverteilung be-
schreibt, konnte der Exponent A nicht mit analytischen Mitteln berechnet
werden. Unsere Ergebnisse lassen es zu, das der wahre Wert des Exponenten
A = 1 ist, und die Korrektur auf A = 1 das Resultat von Auswirkungen
logarithmischer Korrekturen ist, die diese Exponenten etwas grofler als 1 er-
scheinen lassen.

Es wurde gezeigt, dass einige Skalenrelationen, die aus der Theorie gleich-
gewichtskritischer Systeme und insbesondere aus der Perkolationstheorie be-
kannt sind, beim zweidimensionalen selbstorganisiert kritischen Waldbrand-
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modell nicht gelten. Das zweidimensionale selbstorganisiert kritische Wald-
brandmodell ist ein neuer Typ eines Nichtgleichgewichtssysstems, zu dem es
kein direktes Analogon aus der der Physik von Systemen im Gleichgewicht
gibt. Die Dynamik dieses Modells wird durch mehrere Phinomene bestimmt,
die sich auf unterschiedlichen Liangenskalen qualitativ unterschiedlich verhal-
ten. Der Zustand des Modells ist fleckenartig strukturiert, was bedeutet, dass
benachbarte Gitterplidtze dazu tendieren, durch gleichzeitigen Abbrand bei
groflen Feuern synchronisiert zu werden.

Durch die Einfiihrung des coarse-grained Modells konnte gezeigt werden,
dass es eine Klasse von Modellen gibt, die Eigenschaften wie die fleckenartige
Struktur, die Existenz zweier verschiedener Feuertypen, den asymptotischen
Exponenten 77" & 1.45 der Feuergréfienverteilung und den Cutoff Exponen-
ten A & 1.1 teilen, obwohl Details, wie die genaue Form des Cutoffs der Feu-
ergroflenverteilung oder der Mechanismus, der die Geburt und die Zerstérung
von Flecken bestimmt, bei beiden Modellen unterschiedlich sind.

Die in diesem Kapitel dargestellten Ergebnisse zeigen, dass selbstorgani-
sierte Kritikalitdt in dissipativen Systemen durch Mechanismen bewirkt wer-
den kann, die sich fundamental von den Mechanismen unterscheiden, die das
Verhalten gleichgewichtskritischer Systeme bestimmen. Man kann erwarten,
dass andere dissipative selbstorganisiert kritische Systeme durch Mechanis-
men getrieben werden, die denen dhneln, die hier fiir das Waldbrandmodell
gefunden wurden. In [57] wurde gezeigt, dass das das Erdbebenmodell [39, 58]
eine fleckenartige Struktur mit partieller Synchronisation von benachbarten
Gitterplidtzen aufweist. In [54] wurde gezeigt, dass dieses Modell zwei unter-
schiedliche Typen von Lawinen aufweist. Es treten Lawinen innerhalb eines
Fleckens auf und es treten Lawinen auf, die in einen Flecken von aufen ein-
dringen und den ganzen Flecken erfassen. Wegen dieser Ahnlichkeit mit den
hier beschriebenen Mechanismen des Waldbrandmodells, bietet sich das Erd-
bebenmodell als ein Modell an, das die angesprochenen Analogien mit den
fundamentalen Mechanismen des zweidimensionalen selbstorganisiert kriti-
schen Waldbrandmodells oder des coarse-grained Modells aufweist.
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Kapitel 4

Renormierung des
Waldbrandmodells

4.1 Einleitung

In diesem Kapitel werden einige Renormierungsverfahren zum selbstorgani-
siert kritischen Waldbrandmodell diskutiert. Da das Waldbrandmodell ein
Nichtgleichgewichtssystem ist, versagen die konventionellen renormierungs-
gruppentheoretischen Methoden, weil kein detailliertes Gleichgewicht vor-
liegt. Man kann daher den Konfigurationen des Systems keine Boltzmann
Gewichte zuweisen. In den Kapiteln 2 und 3 sowie in [52] und [59] wurde
gezeigt, dass das zweidimensionale selbstorganisiert kritische Waldbrandmo-
dell auf groflen und kleinen Lingenskalen ein Verhalten zeigt, dass sich nicht
durch Analogschliisse von gleichgewichtskritischen Systemen erklaren 148t.
Es wurde gezeigt, dass kein konventionelles finite-size Skalenverhalten vor-
liegt, und dass mehr als eine Léngenskala die Dynamik des Modells bestimmt.
Allerdings wurden Indizien dafiir gefunden, dass beim untersuchten zweidi-
mensionalen Waldbrandmodell durchaus ein Skalenverhalten vorliegt. Dies
ist allerdings komplizierter als bei gleichgewichtskritischen Phénomenen. Es
scheint daher nicht prinzipiell unmdoglich zu sein, renormierungsgruppentheo-
retische Methoden zu verwenden, um das Waldbrandmodell zu beschreiben,
aber es ist naheliegend, dass die konventionellen, zur Beschreibung gleichge-
wichtskritischer Systeme ausgearbeiteten Renormierungstechniken deutlich
modifiziert werden miissen, um auf das Waldbrandmodell angewendet wer-
den zu konnen.

In den Kapiteln 2 und 3 ist dargestellt worden, dass viele Erkenntnis-
se aus der Perkolationstheorie zu Beschreibung des des Waldbrandmodells
verwendet werden konnen. Es liegt daher nahe, die anschaulichen Ortsraum-
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renormierungstechniken aus der Perkolationstheorie [21] als anzupassenden
Ausgangspunkt einer renormierungsgruppentheoretischen Beschreibung des
Waldbrandmodells zu wihlen. In [60, 45, 61] wurde bereits ein solches Ver-
fahren vorgeschlagen, dessen Grundlagen in [62] und [63] erarbeitet wurden.
Diese Verfahren haben jedoch konzeptionelle Méngel und fiihren zu Expo-
nenten, die nicht gegen die wirklichen Exponenten konvergieren.

4.2 Ein cell-to-site Verfahren und die Renor-
mierung der Groflen f und p.

In diesem Abschnitt wird am Beispiel eines zweidimensionalen Dreiecksgitters
ein in [60] vorgeschlagenes , cell-to-site* Verfahren illustriert. Damit wird ein
ycell-to-site” Verfahren aus der Perkolationstheorie iibertragen um das Wald-
brandmodell zu beschreiben. Dieses Verfahren wird als Grundlage fiir die
Renormierungstheorie verwendet, die im folgenden erarbeitet werden wird.
Das Verfahren wird hier etwas ausfiihrlicher beschrieben, damit die in Ab-
schnitt 4.4 aufgefiihrten allgemeinen Regeln einfacher nachzuvollziehen sind.

Bei einem cell-to-site Verfahren werden in jedem Iterationsschritt des Ver-
fahrens mehrere benachbarte Gitterplatze zu einem Gitterplatz eines neuen
Gitters zusammengefaf3t. Hierbei konnen die Gitterplidtze vor und nach dem
[terationsschritt jeweils von einem Baum, einem Feuer oder einer Leerstelle
besetzt sein. Es hiingt von der Konfiguration der Gitterplitze ab, die zu ei-
nem ,,Super“-Gitterplatz zusammengefafit werden, ob der Super-Gitterplatz
durch ein Feuer, einen Baum oder durch eine Leerstelle besetzt wird. Es exi-
stieren diverse Freiheiten bei der Implementierung dieses Verfahrens. Man
kann die Anzahl der zu einem Super-Gitterplatz zusammengefafiten Gitter-
plédtze variieren, und kann die Regeln verdndern, die bestimmen, wie der Zu-
stand des Super-Gitterplatzes von den Zustdnden der Gitterplitze abhéngt,
die zu diesem Super-Gitterplatz zusammengefafit wurden. In Abbildung 4.1
ist fiir den Fall, dass auf einem zweidimensionalen Dreiecksgitter drei benach-
barte Gitterplidtze zu einem Super-Gitterplatz zusammengefafit werden, ein
Beispiel fiir einen derartigen cell-to-site Iterationsregelsatz angegeben.

Es ist hierbei sinnvoll, einen Super-Gitterplatz dann als Baum zu betrach-
ten, wenn die Zelle der zusammengefafiten Gitterplétze einen zellspannenden
Cluster von Baumen enthélt, weil diese Zelle dann, wie der baumbesetzte
Super-Gitterplatz auch, vom Feuer durchschritten werden kann. Wenn min-
destens ein Baum in einer solchen Zelle mit zellspannendem Baumcluster
brennt, wird der komplette zellspannende Cluster vom Feuer erfafit werden,
und daher ist es sinnvoll, in diesem Fall den Super-Gitterplatz als brennend zu
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Abbildung 4.1: Beispiel fiir cell-to-site Renormierungsschritte, fiir das Wald-
brandmodell auf einem zweidimensionalen Dreiecksgitter. Es werden jeweils
Zellen mit 3 benachbarten Gitterpldtzen zu einem Super-Gitterplatz zusam-
mengefaflt.

betrachten. Wenn die Zelle von zusammenzufassenden Gitterplatzen keinen
zellspannenden Waldcluster enthélt, kann die Zelle nicht vom Feuer durch-
schritten werden und es ist plausibel, den zugeho6rigen Super-Gitterplatz als
leer zu betrachten. Die gerade angefiihrten Regeln lassen neben der Zellgrofie
aber immer noch einige Freiheiten bei der genauen Implementierung der in
Abbildung 4.1 beispielhaft angegebene Regeln, weil unterschiedlich definiert
werden kann, was ,,zellspannend“ ist. Ein Renormierungsverfahren sollte von
diesen Details aber nicht abhédngen. Es ist weiterhin plausibel, dass eine Ver-
groflerung der Anzahl der Gitterplatze, die zu einem Super-Gitterplatz zu-
sammengefaft werden, zu einer Verbesserung des Verfahrens fiihren miifite,
weil mehr mogliche Wege, die das Feuer nehmen kann, in das Verfahren ein-
gehen und so mehr Informationen iiber das tatsdchliche Verhalten des Modell
ind das Schema einflief}t.

Betrachtet man die Blitzeinschlagswahrscheinlichkeit f und die Baum-
wachstumsrate p als kanonische Parameter des Waldbrandmodells, erscheint,
es naheliegend, direkt diese Groflen bei jedem der gerade dargestellten Itera-
tionsschritte umzuformen. Das heifft: man berechnet, wie die Grofien f(k+1)
und p(k+1) des cell-to-site Iterationsschritts k + 1 mit den GréBen f(k) und
p(k) des vorhergehen Iterationsschrittes & zusammenhéngen. Man geht da-
mit analog zu der Umrechnung des Parameters der Besetzungsdichte bei der
Ortsraumrenormierung von Perkolationssystemen vor .

In Abbildung 4.2 ist anhand eines Beispiels mit einer Zellengrofie von
3 Gitterplitzen schematisch dargestellt, wie man die GroBen f(k + 1) und
p(k+1) aus f(k) und p(k) berechnet. Dazu zerlegt man die Prozesse ,,Baum-
wachstum® und ,, Baumentziindung® der Super-Gitterplitze in die meist zahl-
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Abbildung 4.2: Beispiel fiir die Zerlegung der Baumwachstumsprozesse und
der Baumentziindungsprozesse der Super-Gitterpliatze in die Prozesse der zu-
gehorigen Zellen. Diese Zerlegung dient dazu, die Werte f(k+1) und p(k+1)
des Renormierungsschrittes & + 1 auf die Werte f(k) und p(k) der vorher-
gehenden Renormierungsschrittes k zuriickzufiihren. Die untere Zeile stellt
einen Prozel dar, der nur Beitrage zu héherer Ordnung in f und p liefert,
und daher vernachléssigt wird.

reichen Prozesse der zugeordneten Zellen, die zu diesem einen ,Super® -
Prozef} beitragen. Die in Abbildung 4.2 eingetragenen Faktoren 1x, 2x und
3x symbolisieren die Anzahl der jeweiligen Anfangs- und Endzustéinde, die
im Bild jeweils nur durch einen der méglichen Zusténde reprisentiert werden.
(Es werden hierdurch in Abbildung 4.2 mehrere Prozesse durch einen Prozef§
dargestellt, es gibt also 3 x 2 = 6 Prozesse die in erster Ordnung in p zum
Baumwachstum der Super-Gitterplédtze beitragen und 3x241x3 = 9 Prozes-
se die zur Entziindung eines mit einem Baum besetzten Super-Gitterplatzes
beitragen). Durch die oben erwihnte Zerlegung der Super-Prozesse lassen
sich die gewiinschten Beziehungen fiir f(k+ 1) und p(k+ 1) ableiten. Da die-
ser Prozef} bei der Renormierung iterativ sehr oft durchgefiihrt wird, ist nur
die erste Ordnung in f(k) und p(k) relevant, weil f(k) und p(k) immer kleiner
als 1 sind und deswegen hoherere Ordnungen wegfallen. Nach Abbildung 4.2
folgt in erster Ordnung in p und f mit

plk+1) = 6 p(k) (4.1)
flk+1) = (6W, + 3Wy) £ (k) (4.2)

die gesuchte Abbildung zur Umrechnung der Werte p und f zwischen den ein-
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zelnen Iterationsschritten &£ und k + 1. Hierbei ist €; die Wahrscheinlichkeit,
eine mit genau einem Baum und zwei Leerstellen besetzte Zelle in dem in
Abbildung 4.1A dargestellten Wahrscheinlichkeitsraum von Zellen zu finden.
Wy ist die Wahrscheinlichkeit, eine mit genau 2 Bdumen und einer Leerstelle
besetzte Zelle auf dem in Abbildung 4.1B dargestellten Subraum von Zellen
zu finden. W ist die Wahrscheinlichkeit, eine mit genau 3 Bdumen besetzte
Zelle auf dem in Abbildung 4.1B dargestellten Subraum von Zellen zu finden.

4.3 Anforderungen an ein Renormierungssche-
ma zur Beschreibung des 2d SOC Wald-
brandmodells

In diesem Abschnitt werden Schwierigkeiten diskutiert, die bei der Implemen-
tierung des angestrebten Renormierungsschemas fiir das Waldbrandmodell
auftreten.

Offenbar hingen die in Abschnitt 4.2 eingefiihrten Gréflen €y, Wi und
W5 von der Walddichte ab, die gerade im renormierten Bereich vorliegt. Man
steht daher vor dem Problem, plausibel begriindet zu entscheiden, welche
Walddichte verwendet werden soll. In [60] wurde eine fixe Dichte verwen-
det. Allerdings wurde bereits in [61] darauf hingewiesen, dass die Verwen-
dung von der in [60] verwendeten mean-field Walddichte von p = 1/3 der im
Waldbrandmodell vorliegenden Walddichteverteilung genauso wenig gerecht
wird, wie jede andere fixe Walddichte: Betrachtet man die in Abbildung 2.1
erkennbare fleckenartige Struktur des Waldbrandmodells, mit Regionen un-
terschiedlichster lokaler Walddichte, so erkennt man, dass Verfahren, die von
einer fixen Walddichte ausgehen, dem zweidimensionalen selbstorganisiert
kritischen Waldbrandmodell nicht gerecht werden, weil diese Verfahren dann
zwangsweise von einer Walddichte ausgehen, die im System so gut wie nie
vorliegt. Daher wurde in [61] vorgeschlagen, das in Abschnitt 4.2 anhand eines
Beispiels eingefiihrte cell-to-site Verfahren jeweils nur auf einer bestimmten
Walddichte des vorkommenden Dichtespektrums auszufiihren und anschlie-
Bend alle Ergebnisse zu iiberlagern. Die Uberlagerung wurde aber in [61] fiir
den Quotient f(k+1)/p(k+1) ausgefiihrt und nicht fiir die jeweiligen Groéfien
f(k+1) und p(k+1) einzeln. Die Verwendung dieses Quotienten f/p bei der
Uberlagerung der Walddichten erscheint aber als eine Diskontinuitit bei der
Durchfiihrung des Renormierungsverfahrens: Man betrachtet f und p als ka-
nonische, zu renormierende Parameter des Systems. Als ein Renormierungs-
schritt dieser zwei Groflen betrachtet man man den in Abschnitt 4.2 dar-
gestellten cell-to-site Renormierungsschritt, durchgefiihrt fiir alle im Modell
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vorkommenden Walddichten mit anschlieBender Superposition der Ergebnis-
se fiir alle diese Dichten. In diesem Sinne erscheint es iiberraschend, dass vor
der Superposition ein Quotient aus beiden Gréflen gebildet werden sollte. In
der Tat fiihrt dieses Verfahren, das Quotienten vor der Superposition verwen-
det, auch zu Ergebnissen, die nicht gegen die gemessenen Werte konvergieren.
Daher wird im weiteren Verlauf dieses Kapitels davon ausgegangen, dass vor
dem Uberlagerungsvorgang kein Quotient aus f und p gebildet wird.

Bemerkung: Als Argument gegen diesen Losungsweg, bei dem die FEr-
gebnisse zu den verschiedenen Walddichten iiberlagert werden, wird vorge-
bracht, dass bei dem oben beschriebenen Renormierungsschritt Die Wald-
dichte verdndert wird. Damit arbeitet das cell-to-site Schema also nicht durch
alle Iterationsschritte mit der selben Walddichte. Das Verfahren springt zwi-
schen den einzelnen vorkommenden Walddichten. Als Gegenargument ge-
gen diesen Einwand kann man die Stabilitdt des Modells anfiihren, die die
Walddichteverteilung bei Storungen konstant hilt im Gegensatz zu kritischen
Gleichgewichtssystemen, die durch Stérungen vom kritischen Punkt entfernt
werden konnen. Da das Waldbrandmodell selbstorganisiert kritisch ist,
wiirde ein reale Storung oder eine in Form eines Renormierungsschrittes ge-
dachte Stérung dazu fiihren, dass sich die typische Walddichteverteilung nach
der Storung wieder von allein einstellt. Wenn man also, wie hier vorgeschla-
gen, nach jedem cell-to-site Schritt mit einer gleichbleibenden aufgezwun-
genen Walddichteverteilung die Ergebnisse fiir f und p iiberlagert, so wird
gerade dieser stabilisierende Effekt im Renormierungsverfahren wiedergespie-
gelt.

Um schliefilich, analog zu Renormierungsschemata der Perkolationstheo-
rie [21] Exponenten berechnen zu kénnen, liegt es nahe, den Ausdruck

_ log(VZ)

d<I>(k+1))

= (4.3)
log( a3 (k)

zu verwenden, wobei Z die Anzahl der Gitterplitze pro Zelle darstellt. In
dem in Abschnitt 4.2 behandelten Beispiel ist Z = 3. Die Grofle @ ist durch
®(k) = f(k)/p(k) definiert mit den Zusammenhiingen zwischen f(k + 1),
p(k + 1), f(k) und p(k), die nach obigem cell-to-site Renormierungsschema
mit Uberlagerung ermittelt wurden. Gleichung 4.3 LiBt sich analog zu der
in [21] beschriebenen Herleitung fiir Ortsraumrenormierung bei Perkolations-
systemen ableiten. Es entsteht aber folgendes Problem bei der Ubertragung
dieses Formalismus aus der Perkolationstheorie:

Wie in Abbildung 2.1 deutlich wird, besteht im Waldbrandmodell nicht
die zur Ableitung notige Selbstéhnlichkeit, weil es nicht moglich ist, einen
Ausschnitt kleiner als die Korrelationsldnge zu finden, der charakteristisch
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fiir das System ist. In den Kapiteln 2 und 3 wurde gezeigt, dass im zweidi-
mensionalen selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodell bei den fraktalen
Waldclustertypen innerhalb der Flecken perkolationsdhnliche Verhiltnisse
mit perkolationsihnlicher Korrelationslinge und Selbstéhnlichkeit vorliegen.
Die kompakten Cluster erzeugen bei ihrem Abbrand die Fleckenstruktur
mit einer weiteren Korrelationsldnge, die dem mittleren Radius des grofiten
Fleckens entspricht. Selbstdhnlichkeit in dem Sinne, dass man einen charack-
teristischen Ausschnitt dieses Waldbrandsystems einer Skalentransformation
unterziehen kann und so ein statistisch dquivalentes System erhalt, das wei-
terhin charakteristisch fiir das System ist, ist beim Waldbrandmodell nicht
vorhanden: Die zwei vorkommenden Clustertypen unterscheiden sich in we-
sentlichen Eigenschaften und koénnen nicht einfach ineinander iibergefiihrt
werden. Es gibt auch keinen Systemausschnitt, der charakteristisch fiir bei-
de Clustertypen gleichzeitig ist. Die nicht vorhandene Selbstéhnlichkeit wird
durch die Integration iiber das Spektrum der auftretenden Walddichtewerte
umgangen. Hierdurch arbeitet man letztendlich auf einem rdumlich homo-
genisierten und daher, analog zur Perkolationstheorie, selbstdhnlichen Sy-
stem. Wenn man bei der Uberlagerung wesentliche Einzelheiten des Wald-
brandmodells einzeln betrachtet, gehen durch diese Superposition nicht not-
wendigerweise wesentliche Informationen des Modells verloren, wie in Ab-
schnitt 3.3 gezeigt wurde, indem die Clustergréf3enverteilungen verschieden
grofler und verschieden dichter Systeme zur tatséichlichen Waldbrandcluster-
groBlenverteilung superponiert wurde. Bei der hier vorliegenden Superpositi-
on wird der cell-to-site Iterationsschritt auch fiir jede Dichte separat durch-
gefiihrt und anschlieend wird erst superponiert, so dass die Information zu
jeder Walddichte einzeln in da Schema eingebracht wird, aber Gleichung 4.3
trotzdem die superponierten Groéflen ,,sieht® .

Da in Kapitel 2 gezeigt wurde, dass die Fleckengrofienverteilung und die
Walddichteverteilung zusammen wesentliche Eigenschaften des Waldbrand-
systems bestimmen, liegt folgende Hypothese nahe: Man nimmt an, dass das
cell-to-site Iterationsverfahren die Fleckengroflenverteilung in das hier vorge-
schlagene Renormierungsschema einbringt und die Walddichteverteilung als
externe Information aufgezwungen wird. Indizien fiir die Richtigkeit dieser
Annahme kann man finden, indem Konsequenzen aus dieser Hypothese veri-
fiziert werden: Eine Superposition der im zweidimensionalen selbstorganisiert
kritischen Waldbrandmodell auftretenden Walddichten sollte den mittleren
Exponenten v liefern, der in Simulationen gefunden wird, wenn man iiber das
gesamte Spektrum der auftretenden Walddichten mittelt. Wenn man also die
Beitriige aller auftretenden Walddichten im Renormierungsschema betrach-
tet, so sollte sich der Exponent v = (.58 ergeben. Bringt man dagegen nur
eine Uberlagerung der auftretenden lokalen Walddichten bis hin zur Perkola-
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tionsschwelle ein, so sollten nur die fraktalen Cluster beschrieben werden und
nicht die kompakten. Da in Kapitel 3 der Exponent \; der fraktalen Cluster
zu A\; = 0.86 berechnet wurde, miifite man mit dem aus Gleichung 4.3 ge-
wonnenem' Exponenten vp und der fraktalen Dimension fiper. von fraktalen
Perkolationsclustern \; durch A\; = v, piperc bestétigen konnen.

4.4 Die Renormierungsgleichungen fiir belie-
bigen Zellengroflen

Das in obigen Abschnitten anhand eines Beispiels allgemein besprochene Re-
normierungsverfahren wird im folgenden auf beliebige Zellengréfien verall-
gemeinert. Die Gleichungen fiir die Superposition der Ergebnisse der Itera-
tionsschritte fiir die verschiedenen Walddichten werden explizit angegeben.
Die Gleichungen werden hierbei in eine derartige Form gebracht, dass sie
exakt durch Algorithmen gelost werden konnen. Dadurch kann man viele
Renormierungszellengréfien betrachten und Trends des Verfahrens bei der
folgenden Auswertung besser erkennen.

Betrachtet man das in Abschnitt 4.2 angegeben Beispiel, so erkennt man,
dass zur Ermittelung der cell-to-site Gleichungen, bei denen die Groéflen
f(k+1) und p(k + 1) auf die Grofen f(k) und p(k) des vorhergehenden
[terationsschrittes zuriickgefiihrt werden, nur folgende Prozesse betrachtet
werden miissen:

A.) Prozesse, bei denen eine Zelle, die einem nicht besetzten Super-Gitter-
platz entspricht, durch hinzufiigen nur eines einzigen Baumes zu einer
Zelle wird, die einem mit einem Baum besetzen Super-Gitterplatz ent-
spricht. Diese Prozesse sind die einzigen, die zu dem Vorgang ,,Baum-
wachstum eines Super-Gitterplatzes® in erster Ordnung in p beitragen,
weil fiir jeden gewachsenen Baum in der Zelle ein Faktor p auftritt und
fiir jeden leerbleibenden Gitterplatz der Zelle ein Faktor 1 — p auf-
tritt. Diese Prozesse entsprechen dem Prozef}, der in Abbildung 4.2 als
oberste Zeile dargestellt wird bei dem in dieser Abbildung illustrierten
Beispiel.

B.) Prozesse, bei denen eine Zelle, die einem mit einem Baum besetzten
Super-Gitterplatz entspricht, durch entziinden genau eines Baumes der
Zelle zu einer Zelle wird, die einem Super-Gitterplatz entspricht, die
mit einem Feuer besetzt ist. Da jeder entziindete Baum der Zelle einen

'y, ist der Exponent, der gewonnen wird, wenn man nur Dichten bis zur Perkolations-

schwelle und nicht bis zur maximalen Walddichte hin iiberlagert.
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Faktor f liefert und jeder nicht entziindete Baum der Zelle einen Faktor
1 — f, tragen nur diese Prozesse in erster Ordnung in f zum Prozef
,Entziindung eines Super-Gitterplatzes“ bei. Diese Prozesse entspre-
chen den Prozessen, die in Abbildung 4.2 als zweite und dritte Zeile
von oben dargestellt werden bei dem in dieser Abbildung illustrierten
Beispiel.

Im hier beschriebenen Schema werden keine kombinierten Entziindungs-
und Wachstumsprozesse betrachtet, weil diese Prozesse nur zu Beitrigen mit
Produkten aus p und f fithren und daher vernachléssigt werden kénnen.

Um die GroBe p(k + 1) allgemein durch die GréBe p(k) auszudriicken,
muss man alle Prozesse des oben genannten Typs A.) abzdhlen und mit
Faktoren gewichten, die definieren wie wahrscheinlich das Auftreten der An-
fangskonfiguration? des Prozesses bei einer gegebenen Walddichte ist. Dabei
muss von der Menge aller Anfangskonfigurationen ausgegangen werden, die
fiir den zu beschreibenden Super-Prozef}: ,Baumwachstum bei einem Super-
Gitterplatz® in Frage kommen. Bei gegebener Walddichte p ist die Wahr-
scheinlichkeit, als Anfangskonfiguration eine Zelle mit n Baumen und Z —n
Leerstellen vorzufinden, proportional zu p"(1 — p)?~". Hierbei ist Z die An-
zahl der Gitterplétze in einer Zelle. Die Riickfithrung der Grofle f(k + 1) auf
GroBe f(k) geschieht analog durch die Abzéhlung aller Prozesse des oben ge-
nannten Typs B.). Die Gewichtung dieser Prozesse geschieht ebenfalls analog.
Man zieht in dem Schema Anfangskonfigurationen, bei denen einzelne Biume
in den Zellen nicht brennen, nicht in Betracht, da beim selbstorganisiert
kritischen Waldbrandmodell die durchschnittliche Feuerdichte verschwindet,
und damit auch die Wahrscheinlichkeit, als Anfangskonfiguration eine Zel-
le mit einem brennenden Baum vorzufinden. Weiterhin fallen kombinierte
Entziindungs- und Wachstumprozesse sowieso aus dem Schema heraus, wie
oben erwidhnt wurde.

Die Menge aller Ausgangskonfigurationen, die fiir den Proze ,,Baum-
wachstum eines Super-Gitterplatzes“ in Frage kommen, sind alle Zellen, die
keinem Super-Gitterplatz entsprechen, der leer ist. Das ist daher die Menge
der Zellen, die keinen perkolierenden Baumcluster (und natiirlich auch kei-
ne Feuer) enthalten. Sei B; die Anzahl der Zellen, die j Bdume und keinen
perkolierenden Waldcluster enthalten, so ist

pP(—p)7

Z . )
Y iz (1 —p)?~'B;
2 Anfangskonfigurationen heifilen die Zellen, die vor den Wachstums- und

Entziindungsprozessen vorliegen. In dem in Abbildung 4.2 dargestellten Beispiel
sind die Anfangskonfigurationen die in der linken Spalte dargestellten Zellen.

W; =

(4.4)

71



die Wahrscheinlichkeit, als Anfangskonfiguration fiir den Prozefl ,,Baum-
wachstum eines Super-Gitterplatzes eine Zelle mit ¢ Baumen vorzufinden,
bei einer Zellgrofle von Z Baumen. Definiert man C; als Anzahl der Zellen, die
keinen perkolierenden Waldcluster und 7 Baume enthalten (also einem leeren
Super-Gitterplatz entsprechen), aber durch Hinzufiigen eines einzigen Bau-
mes zu einer Zelle werden, die einen perkolierenden Cluster enthalten, und
somit dann einem mit einem Baum besetzten Super-Gitterplatz entsprechen,
so ergibt sich mit Gleichung 4.4

p(k+1) = p(k) Z C,W; (4.5)

als die gesuchte Beziehung zwischen p(k+1) und p(k), weil es C; Prozesse
gibt, die als Ausgangskonfiguration eine Zelle mit ;7 Baumen haben und in
erster Ordnung zum Prozefl , Baumwachstum eines Super-Gitterplatzes® bei-
tragen. Die Menge aller Ausgangskonfigurationen, die fiir den Prozef ,Ent-
ziindung eines (besetzten) Super-Gitterplatzes® in Frage kommen, sind alle
Zellen, die einem Super-Gitterplatz entsprechen, der von einem Baum besetzt
ist. Das ist daher die Menge der Zellen, die einen perkolierenden Baumcluster
(und keine Feuer) enthalten. Sei A; die Anzahl der Zellen, die j Bdume und
einen perkolierenden Waldcluster enthalten, so ist

pPr—p)?
Yo Pl p)7 4,

die Wahrscheinlichkeit, als Anfangskonfiguration fiir den Prozefl ,Ent-
ziindung eines (besetzten) Super-Gitterplatzes eine Zelle mit ¢ Biumen
vorzufinden, bei einer Zellengréfie von Z Baumen. Definiert man D; als An-

zahl der Biume, die sich in den perkolierenden Cluster(n) einer Zelle mit i
Baumen befinden, so folgt

0 = (4.6)

flk+1) = f(k) Z Q,D; (4.7)

als die gesuchte Beziehung zwischen f(k+1) und f(k), weil es D, Prozes-
se gibt, bei denen ein Baum der perkolierenden Cluster der Zellen entziindet
wird und so aus einer Zelle, die einem baumbesetzten Super-Gitterplatz ent-
spricht, eine Zelle macht, die einem feuerbesetzten Super-Gitterplatz ent-
spricht. Gleichung 4.7 gilt, wenn man als Kriterien fiir eine zu einem feuerbe-
setzten Super-Gitterplatz gehdrende Zelle fordert, dass die Zelle mindestens
einen perkolierenden Cluster, und mindestens ein Feuer innerhalb minde-
stens eines dieser perkolierenden Clusters hat. Wenn man dagegen erlaubt,
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dass sich das oder die Feuer irgendwo in der Zelle mit mindestens einem
perkolierendem Cluster befinden diirfen, so verédndert sich Gleichung 4.7 zu

fllk+1) = f(k) D 4;. (48)

Die Gleichungen 4.5, 4.7 und 4.8 beschreiben die cell-to-site Iterations-
schritte fiir ein definiertes p, das in die Ausdriicke €2; und W; eingeht. Um
die in den vorhergehenden Abschnitten angesprochene Superponierung der
cell-to-site Iterationsschritte fiir die unterschiedlichen Walddichten durch-
zufithren, muss man die Gleichungen 4.5, 4.7 und 4.8 noch mit der Haufigkeit
des Vorkommens einer definierten Walddichte im zweidimensionalen selbst-
organisiert kritischen Waldbrandmodell gewichten und anschliefend mit In-
tegralen iiberlagern. Beriicksichtigt man das durch Gleichung 3.2 beschrie-
bene Wachstum der lokalen Walddichte der Flecken, so folgt p(t) = 1 —
(1 — pmin)e P als Wachstumsverlauf dieser Dichte und T = p tn((1 —
Pmin) /(1 — pmax)) als Zyklusdauer der Walddichteoszillationen eines typischen
Fleckens, wenn pp,.x die maximale, und pp,;, die minimale lokale Walddichte
ist, die in einem derartigen Fleck auftritt. Substituiert man pt — wu, so fol-
gen aus den Gleichungen 4.5, 4.7 und 4.8 die Renormierungsgleichungen mit
Walddichtesuperposition zu

plk+1) = - /0 P 351 = (1= puin)e )C;du (49)
(wobei M = pTpax ist), und
1 (M Z B
flh+1) = M/o f(k) Zﬂja — (1 = prin)e ") D; du (4.10)

beziehungsweise

P =37 [ F0 00 = (= e i du (411)

=0

wenn man die in Gleichung 4.8 zugrundegelegte Definition eines feuer-
besetzten Super-Gitterplatzes zugrundelegt. Aus diesen Gleichungen erhilt
man mit Gleichung 4.3 den Exponent v. Verwendet man fir M = In((1 —
Pmin)/ (1 — pmax)) anstelle der maximalen Fleckendichte pyay die Dichte der
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Abbildung 4.3: Ergebnisse fiir die in [61] vorgeschlagene Variante eines Re-
normierungsverfahrens. Die Ergebnisse fiir den Exponenten v sind iiber die
GroBe der Renormierungszellen [ aufgetragen. Die Anzahl der Gitterplitze
pro Zelle ist Z = [(l + 1)/2. Die Ergebnisse des Verfahrens (durchgezogene
Kurve) konvergieren nicht gegen den gemessenen Wert (gestrichelte Gerade).
Die Ergebnisse wurden an einem Dreiecksgitter ermittelt.

Perkolationsschwelle, so kann man testen, inwieweit das hier beschriebenen
Renormierungsschema die in Kapitel 3 beschriebenen fraktalen Feuertypen
beschreibt und ob das cell-to-site Renormierungsverfahren die Fleckengrofen-
verteilung in das Renormierungsschema einbringt.

4.5 Die Auswertung der Renormierungsglei-
chungen

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse, die eine Auswertung der in Ab-
schnitt 4.4 ausgearbeiteten Renormierungsgleichungen ergab, dargestellt. Es
wird gezeigt, dass die Ergebnisse des hier vorgestellte Renormierungsverfah-
rens wesentlich besser gegen die gemessenen und berechneten Exponenten des
selbstorganisiert kritischen zweidimensionalen Waldbrandmodells konvergie-
ren, als die Ergebnisse anderer hier angesprochener Verfahren.
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Um die in den Gleichungen 4.9, 4.10 oder 4.11 verwendeten Gréflen zu
ermitteln, wurden die Konfigurationen der zu analysierenden Zellen von ei-
nem Computerprogramm als binire Zahlen aufgefafit®. Somit konnten fiir
gegebene Zellengroflen alle moglichen Verteilungen der Béume in den Zel-
len durchgegangen werden um die fiir die Gleichungen 4.9, 4.10 und 4.11
benétigten Groflen zu ermitteln. Um die Stabilitéit des Verfahrens zu testen,
wurden unterschiedliche Gitter zugrundegelegt und unterschiedliche Regeln
getestet ", die den Zellen die Baum-, leerstellen- und feuerbesetzten Super-
Gitterplédtze zuordneten. Um die Konvergenz des hier vorgeschlagenen Ver-
fahrens mit der Konvergenz anderer Verfahren aussagekréftig zu vergleichen,
wurden ZellgroBen bis zu Z = 25 verwendet. Uber Z = 25 werden die Re-
chenzeiten unertréglich lang. Es besteht im Prinzip die Mdoglichkeit, Monte
Carlo Methoden zu verwenden, die eine statistisch ausgewéhlte Untermenge
aller moglichen Konfigurationen behandelt, um die Zellgréflen noch weiter zu
erhohen. Es ist jedoch schwierig die Aussagekraft der so erhaltenen Ergeb-
nisse abzuschitzen, weil die Vernachlédssigung schon weniger Zellen durchaus
groflen EinfluB auf die Ergebnisse haben kann. In Abbildung 4.3 sind die
Ergebnisse fiir das in [61] vorgeschlagene Verfahren dargestellt. Man sieht,
dass die Ergebnisse dieses Verfahrens nicht gegen den mit Simulationen er-
mittelten Durchschnittwert von v konvergiert. Die in Abbildung 4.3 dar-
gestellten Ergebnisse wurden mit einem Dreiecksgitter ermittelt. Bei einem
Quadratgitter liefert das Verfahren dhnlich schlechte Ergebnisse. Es wur-
de die in Gleichung 4.10 zugrundegelegte Klassifizierung von Feuern ver-
wendet, jedoch dndert sich das Ergebnis nicht wesentlich, wenn man von
der in 4.11 zugrundegelegten Klassifizierung ausgeht. Diese Ergebnisse un-
termauern die in Abschnitt 4.2 aufgestellte Behauptung, dass die Grofien
f und p als kanonische Groflen des Modells aufgefafit werden miissen und
das komplette Renormierungsverfahren inklusive der Walddichtesuperposi-
tion einzeln durchlaufen miissen. In Abbildung 4.4 werden die Ergebnisse
fir das in [45] vorgeschlagene Renormierungsverfahren dargestellt. In [45]
wurden die in Abschnitt 4.4 aufgestellten Renormierungsgleichungen ohne
Superposition (also die Gleichungen 4.5 und 4.7) fiir beliebig groe Renor-
mierungszellen weder in algorithmisch l6sbarer Form aufgestellt noch durch-
gerechnet. Daher wurden in [45] nur Zellen mit maximal 9 Gitterplitzen
verwendet und eine Konvergenz gegen den gemessenen Wert von v erschien
moglich. Verwendet man jedoch die in Abschnitt 4.4 hergeleiteten Gleichun-
gen und behandelt gréflere Renormierungszellen, so erkennt man, dass das
die Ergebnisse des in [45] vorgeschlagenen Verfahrens nicht konvergieren. Dies
untermauert die in [64] und [61] angebrachte Kritik, dass dieses Verfahren

3Das heifit, dass Bdume durch eine 1 und Leerstellen durch eine 0 dargestellt wurden.
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Abbildung 4.4: Ergebnisse fiir den Exponenten v fiir die in [45] vorgeschla-
gene Variante eines Renormierungsverfahrens, aufgetragen iiber die Grofe
der Renormierungszellen [. Die Anzahl der Gitterplitze pro Zelle ist Z = [?
fiir die gestrichelt-gepunktete Kurve, sonst ist Z = [(l 4+ 1)/2. Die Ergeb-
nisse des Verfahrens (durchgezogene, gepunktete und gestrichelt-gepunktete
Kurve) konvergieren nicht gegen den gemessenen Wert (gestrichelte Gerade).
Die gestrichelt-gepunktete Kurve entspricht dem in [45] angewendeten Ver-
fahren auf einem Quadratgitter und mit den in [45] verwendeten spanning-
conditions. Die restlichen Kurven wurden auf einem Dreiecksgitter mit un-
terschiedlichen Feuerbedingungen ermittelt.

wichtige Aspekte des selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodells aufler
acht 148t. In Abbildung 4.4 werden sowohl die in [45] verwendeten cell-to-site
Regeln (gestrichelt-gepunktete Kurve) als auch modifizierte Regeln verwen-
det, mit dem gleichen, schlechten Ergebnis. Die gepunktet-gestrichelte Kur-
ve in Abbildung 4.4 wurde auf einem Quadratgitter ermittelt, wobei die in
Gleichung 4.7 zugrundegelegten Regel verwendet wurden um zu bestimmen,
wann ein Super-Gitterplatz als brennend klassifiziert wird. Die eigenwilligen
in [45] verwendeten spanning-conditions wurden auch implementiert: Dem-
nach enthélt eine Zelle dann einen perkolierenden Cluster, wenn sich ein
Cluster von der linken bis zu rechten Zellenwand erstreckt, nicht aber, wenn
sich der Cluster nur von der oberen Wand bis zur unteren Wand erstreckt.
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Abbildung 4.5: Ergebnisse fiir die in diesem Kapitel vorgeschlagene Variante
eines Renormierungsverfahrens. Die Ergebnisse fiir den Exponenten v sind
iiber die Grofle der Renormierungszellen [ aufgetragen. Die Anzahl der Git-
terplitze pro Zelle ist Z = [(I + 1)/2. Die Ergebnisse des Verfahrens (durch-
gezogene und gepunktete Kurve) konvergieren offenbar gegen die gemessenen
Werte (gestrichelte Gerade). Die Ergebnisse wurden auf einem Dreiecksgitter
mit unterschiedlichen Feuerbedingungen ermittelt.

Die gepunktete und die durchgezogene Kurve wurde auf einem Dreiecksgitter
berechnet. Ein Cluster in den dreiecksférmigen Zellen wird als perkolierend
betrachtet, wenn er sich von einem Eck des Dreiecks bis zu der Wand der
Zelle erstreckt, die dem Eck gegeniiberliegt. Bei der durchgezogenen Kurve
wurde die in Gleichung 4.7 zugrundegelegte Regel verwendet, um zu bestim-
men, wann ein Super-Gitterplatz als brennend klassifiziert wird. Bei der ge-
punkteten Kurve, wurden dagegen die fiir Gleichung 4.8 verwendeten Regeln
zugrundegelegt. All diese Varianten zeigen fiir das in [45] vorgeschlagene Re-
normierungsverfahren keine Konvergenz gegen den gemessenen Exponenten.
In Abbildung 4.5 sind die Ergebnisse des in diesem Kapitel vorgeschlagenen
Renormierungsverfahrens mit Superposition der Walddichten dargestellt. Die
den Kurven zugrundeliegenden Rechnungen wurden auf einem Dreiecksgitter
ausgefiihrt, wobei fiir die durchgezogene Kurve die fiir Gleichung 4.8 verwen-
deten Regeln zugrundegelegt wurden und fiir die gepunktete Kurve die in
Gleichung 4.7 verwendeten Regeln. Die Rechnungen wurden auch auf dem
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Abbildung 4.6: Ergebnisse fiir die in diesem Kapitel vorgeschlagene Variante
eines Renormierungsverfahrens. Die Ergebnisse fiir den Exponenten A; der
fraktalen Cluster sind iiber die Grofle der Renormierungszellen [ aufgetra-
gen. Die Anzahl der Gitterplitze pro Zelle ist Z = [(l 4+ 1)/2. Die Ergebnisse
des Verfahrens (durchgezogene und gepunktete Kurve) konvergieren offenbar
gegen den in Kapitel 3 berechneten Wert (gestrichelte Gerade). Die Ergebnis-
se wurden auf einem Dreiecksgitter mit unterschiedlichen Feuerbedingungen
ermittelt.

Quadratgitter mit mehreren plausiblen spanning-conditions durchgefiihrt. In
allen Fillen ist das Ergebnis &hnlich zu dem in 4.5 dargestellten: Die Re-
sultate unterschreiten fiir keine berechnete Variante den gemessenen Wert
des durchschnittlichen Exponenten v. Eine Konvergenz gegen den gemesse-
nen Wert erscheint bei allen Varianten moglich, wobei die Konvergenz beim
Quadratgitter wesentlich langsamer ist als beim Dreiecksgitter. Dieses Ver-
halten erscheint plausibel, denn das Renormierungsverfahren arbeitet umso
ndher am wirklichen Modell je mehr mogliche Pfade der Feuerpropagati-
on in das Verfahren eingehen. Beim Dreiecksgitter hat jeder Gitterplatz 6
nidchste Nachbarn, beim Quadratgitter nur 4. Daher bringt man bei ver-
gleichbaren Renormierungszellengréfien beim Dreiecksgitter wesentlich mehr
mogliche Wege des Feuers in das Verfahren ein und ist so bei vergleichba-
rer Renormierungszellengréfie genauer. In Abbildung 4.6 werden schliellich
die Ergebnisse dargestellt, die bei der Anwendung des in diesem Kapitel
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vorgeschlagenen Renormierungsmodells auf die in den Kapiteln 2 und 3 be-
handelten fraktalen Feuertypen ermittelt wurden. in Abschnitt 4.3 wurde
dargestellt, dass man testen kann, ob das cell-to-site Verfahren die Flecken-
groflenverteilung in das Renormierungsschema einbringt, indem man dem
Schema nur Walddichten zwischen der minimalen lokalen Walddichte pp,
und der Perkolationsschwelle des jeweiligen Gittertyps aufzwingt. Aus dem
Exponenten v, des so abgewandelten Schemas sollte sich mit A\; = v /perc
der in Kapitel 3 berechnete Wert A\; = 0.86 fiir den Exponenten A\; der frak-
talen Clustertypen ergeben, falls das cell-to-site Verfahren die Information
iiber die Fleckengrofienverteilung in das Verfahren einbringt. Dies erscheint
prinzipiell moglich, da alle Information des cell-to-site Verfahrens vor der Su-
perposition der Walddichten ermittelt wird, wie man an den Gleichungen 4.5
bis 4.11 sieht. Die in Abbildung 4.6 dargestellte gute Konvergenz der Re-
sultate des Verfahrens gegen den berechneten Wert A\; = 0.86 untermauern
diese Vermutung.

4.6 Bewertung der Ergebnisse und der Me-
thodik des neuen Renormierungsschemas

In dem in diesen Kapitel vorgeschlagenen Renormierungsschema wurden neue
Methoden und Betrachtungsweisen eingefiihrt die Inkonsistenzen der in [61]
und [60] angewandten und in [64, 65] diskutierten Methoden beseitigt. Das
Ergebnis wurde deutlich verbessert und es wurde die Stabilitit des Verfahrens
gegen plausible Modifikationen bei den cell-to-site Regeln demonstriert. Bis
zu den Grenzen heute realistisch verfiigharer Rechenleistung und Rechendau-
er scheint eine Konvergenz des Verfahrens gegen die gemessenen Ergebnisse
fiir alle getesteten Variationen moglich. Allerdings haben diese Methoden,
die sich an die Ortsraumrenormierung von statischen Perkolationssystemen
anlehnen, den Nachteil, dass die eigentliche Dynamik des Waldbrandmodells
nur bedingt in das Schema eingeht, weil die Propagation des Feuers nicht
beriicksichtigt wird. Man kann daher gar nicht erwarten, dass man so ein
Verfahren konstruiert, das ohne das Aufzwingen weiterer duflerer Informati-
on auskommt. Somit erscheint das Einbringen der aus dem Fleckenwachstum
ermittelten Walddichte in das Schema eher notwendig als unkonventionell.
Das Argument, dass man damit sowieso alle Information des Waldbrand-
modells aufzwingt ist nicht stichhaltig, weil wie in Kapitel 3 gezeigt wurde,
die Fleckengrofienverteilung neben der Walddichteverteilung zusétzlich noch
nétig ist, um die charakteristischen Eigenschaften des Modells zu beschrei-
ben. Allerdings haben Betrachtungsweisen wie die, dass das cell-to-site Ite-
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rationsschema die Fleckengroflenverteilung in das Renormierungsverfahren
einbringt, postulativen Charakter. Bestétigt werden kénnten diese Aussagen
nur durch eine offenbare Konvergenz der Ergebnisse des Verfahrens gegen die
gemessenen Ergebnisse. Allerdings bergen ergebnisorientierte Argumentati-
onsweisen grundsétzlich das Risiko, dass man durch die Auswahl des Ver-
fahrens das Ergebnis anpaft, und wenn, wie in diesem Fall, die Konvergenz
nicht mathematisch bewiesen wurde, besteht immer die Moglichkeit, dass
sich spéter herausstellt, dass nur eine scheinbare Konvergenz vorliegt.

Man kann daher das vorgeschlagene Verfahren nicht als endgiiltige Losung
zur Renormierung selbstorganisiert kritischer Systeme verstehen. Da bei an-
deren selbstorganisiert kritischen Systemen wie zum Beispiel beim Erdbeben-
modell [39] auch zwei Arten von Lawinen auftreten [54] und eine fleckenartige
Struktur auftritt [57], besteht aber durchaus die Mdglichkeit, aufgrund der
hier vorgeschlagen Methoden ein verallgemeinertes Verfahren zu konstruie-
ren.
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Zusammenfassung

Speziell fiir das Waldbrandmodell wurde in der vorliegenden Arbeit gezeigt,
dass im zweidimensionalen selbstorganisiert kritischen Modell die in Abbil-
dung 2.1 dargestellte fleckenartige Struktur des Zustandes den Schliissel da-
zu liefert, die Dynamik des Modells zu verstehen. Die Ausbildung dieses
Zustands erscheint plausibel, weil die Regeln einen clusterweisen Abbrand
der Baume nahelegen und das Auftreten von Dichten oberhalb der Perkola-
tionsschwelle angesichts der geringen Wahrscheinlichkeit fiir einen Blitzein-
schlag plausibel ist. Die hohen Dichten der groflen abbrennenden Cluster
erkldren wiederum die Homogenitdt der Walddichte der Flecken, weil nach
dem Fleckenabbrand nahezu keine Bdume {ibrig bleiben. Der so entstehende
fleckenartige Zustand fiihrt direkt zu der Existenz von zwei Typen von Feu-
ern, einerseits zu den fraktalen Feuern, die in Flecken mit lokaler Walddichte
unterhalb der Perkolationsschwelle brennen und nach der Perkolationstheo-
rie eine fraktale Dimension kleiner als 2 haben. Andererseits zu den kom-
pakten Feuern*, die beim Abbrand der am dichtesten bewachsenen Flecken
entstehen®. Diese zwei Feuertypen erkliren das unkonventionelle Skalenver-
halten des zweidimensionalen selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodells
(siehe Abschnitt 3.2.1): Auf kleinen Lingenskalen verhindern Sie ein finite-
sitze Skalenverhalten analog zu gleichgewichtskritischen Phinomenen, weil
die Systeme sich von zeitlich global kaum fluktuierenden Systemen mit star-
ken rdumlichen Inhomogenitéiten in der Walddichte zu zeitlich stark oszil-
lierenden rdumlich homogenen Systemen umformen, wenn die Systemgrofie
unter die charakteristische Fleckengrofie sinkt und nur noch einen Flecken
umfaflt. Die fraktalen Feuer veréindern die Walddichte dann kaum, aber die
kompakten Feuer bewirken eine Vernichtung fast aller Baume. Aufgrund die-
ser Verdnderung bei kleinen Systemen kann man beim zweidimensionalen
selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodell das Verhalten von Exponen-
ten unendlich grofler Systeme nicht aus dem Verhalten von kleinen Syste-
men mit den Methoden des finite-size-Skalenverhaltens ermitteln: Die Feuer-

4Das heift, die Feuer haben eine fraktale Dimension von 2.
5Das heifit, die Flecken haben eine Walddichte oberhalb der Perkolationsschwelle.
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grofenverteilungen von kleiner werdenden Systemen, deren Abmessungen un-
terhalb der Korrelationslidnge liegen, kollabieren nicht (siehe Abbildung 2.5).
Kleine Systeme verhalten sich anders als gleich kleine Ausschnitte von grofien
Systemen (siehe Abbildung 2.6 und Abbildung 2.7). Damit folgt, dafl kon-
ventionelles finite-size Skalenverhalten (siche Gleichung 2.5) nicht erfiillt ist.

Auf groflen Lingenskalen bewirken die zwei Feuertypen eine komplizier-
teres Skalenverhalten der Feuergrofienverteilung, die durch eine Superpositi-
on der in Gleichung 3.8 und Gleichung 3.14 beschriebenen Beitrige erklart
wird®. Die beiden Beitrige zur Superposition stammen jeweils von den frak-
talen beziehungsweise von den kompakten Feuertypen. Fiir kleine Korrelati-
onsldngen superponieren beide Betrige zu den aus der Literatur bekannten
Feuergréfenverteilungen. Jedoch separieren sich die Verteilungen mit zuneh-
mender Korrelationsldnge: Die Korrelationsldnge ist als der Durchmesser des
grofiten Fleckens definiert und damit divergiert auch die Grofie der kompak-
ten Feuer, die jeweils eine kompletten Flecken abbrennen. Dahingegen bleibt
die Verteilung der fraktalen Feuer ab einer gewissen Mindestkorrelationslédnge
unberiihrt bei Korrelationsldngenvergroflerungen, da sich an der Verteilung
der sich auf den Flecken perkolationsartig verhaltenden Waldcluster nichts
dandert. Somit separieren die Verteilungen der zwei Feuertypen. Die zwei
Feuervertielungen konnen mit einer neuen Skalentheorie beschrieben werden
(sieche Abschnitt 3.2.2). Der asymptotische Exponent der fraktalen Feuer-
grofenverteilung konnte zu 71" &~ 1.45 analytisch berechnet werden (siehe
Gleichung 3.9 bis Gleichung 3.12). Die Ergebnisse und der berechnete asym-
ptotische Exponent konnten durch eine , kiinstliche* Superponierung der zwei
Feuertypen (siehe Abbildung 3.2) und ein coarse-graind Modell (sie Abbil-
dung 3.4) verifiziert werden. In Abbildung 3.2 kann man gut erkennen, wie
sich die Betréige beider Feuertypen zu den bisher in Simulationen gefundenen
pseudoskalierenden Verhalten iiberlagern. Bei gréfleren Korrelationsléngen
fliefit die Verteilung auseinander und man kann den asymptotischen Expo-
nenten der fraktalen Verteilung ablesen. Das coarse-grained Modell nutzt die
lokale Synchronisation von Gitterplitzen im zweidimensionalen selbstorgani-
siert kritischen Waldbrandmodell und fafit ganze Gruppen von Gitterplitzen
des originalen zweidimensionalen selbstorganisiert kritischen Waldbrandmo-
dells zu einem Gitterplatz zusammen. So kann das coarse-grained Modell
sehr grofle Korrelationslidngen auf heute verfiigharer Hardware emulieren,
ohne die wichtigen Eigenschaften des Waldbrandmodells zu verlieren. Das
coarse grained Modell bestétigt auch die angefiihrten Ergebnisse.

Wenn Simulationen zur Bestéitigung von Ergebnissen herangezogen wur-
den, wurden auffallende ,,Schmutzeffekte“ erkliart, um das Verhalten der Si-

Der tatsichliche Beitrag zur Superposition hingt von Gleichung 3.14 ab.
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mulationen in allen Parameterbereichen des Modells plausibel zu erkléiren.
Dabei wurde unter anderem das in Abschnitt A.1 beschriebene Peakspek-
trum in der Waldichteverteilung eines simulationstechnisch beschleunigten
Waldbrandmodells erklirt, das allgemeine Verwendung findet.

Schliellich wurde in dieser Arbeit ein Renormierungsverfahren vorge-
schlagen, das sich an die cell-to-site Renormierungsverfahren anlehnt, die
zum Beispiel zur Ortsraumrenormierung von Perkolationssystemen verwen-
det werden. In Abbildung 4.1 sind Beispiele fiir die Renormierung der Blitzein-
schlagswahrscheinlichkeit f und der Baumwachstumswahrscheinlichkeit p an-
gegeben. Fiir dieses Verfahren muss eine Walddichte p vorrausgesetzt wer-
den. Da jedoch aufgrund der fleckenartigen Struktur des Systems keine fi-
xe Walddichte vorliegt und die Information iiber die Propagation der Feuer
nicht in das Verfahren eingeht, wird dem Verfahren die gemessene Wald-
dichteverteilung des Waldbrandsystems aufgezwungen (siehe Gleichung 4.9
bis Gleichung 4.11). Durch die so erzeugte Homogenisierung erhilt man
zugleich eine perkolationssystem-dhnliche Selbstidhnlichkeit der verschiede-
nen iiberlagerten Walddichten. Diese Selbstédhnlichkeit ist notwendig, um die
Exponenten zu berechnen. Die entsprechenden Gleichungen wurden in eine
Form gebracht, dass sie fiir Rechner, entsprechende Leistung vorrausgesetzt,
fiir beliebige Renormierungszellengrofien exakt geldst werden kénnen. Die in
Abbildung 4.5 dargestellten Ergebnisse dieses Verfahren konvergieren besser
als die in Abbildung 4.3 und Abbildung 4.4 dargestellten anderen Renor-
mierungsverfahren. Die errechneten Ergebnisse des Verfahrens konvergieren
offensichtlich gegen die gemessenen Werte. Man kann daher das vorgeschlage-
ne Verfahren nicht als endgiiltige Losung zur Renormierung selbstorganisiert
kritischer Systeme verstehen. Da bei anderen selbstorganisiert kritischen Sy-
stemen wie zum Beispiel beim Erdbebenmodell [39] auch zwei Arten von
Lawinen [54] sowie eine fleckenartige Struktur auftreten [57] besteht aber
durchaus die Méglichkeit, aufgrund der hier vorgeschlagen Methoden ein ver-
allgemeinertes Verfahren zu konstruieren.

In dieser Arbeit wurde exemplarisch am selbstorganisiert kritischen Wald-
brandmodell untersucht, was unter ,kritisches Verhalten* bei selbstorgani-
siert kritischen Modellen zu verstehen ist. Es wurde gezeigt, dass sich Me-
thoden und Ergebnisse aus der Physik gleichgewichtskritischer Phinomene
am Phaseniibergang auf selbstorganisiert kritische Phinomene nicht so leicht
iibertragen lassen wie in friihere Publikationen oft angenommen wurde. So-
wohl beim finite-size Skalenverhalten als auch beim Aufbau von Renormie-
rungsschemata zeigten sich uniibersehbare Unterschiede zwischen beiden Ge-
bieten. Es wurde gezeigt, dass das Verhalten des Modells nicht nur durch
einfache Potenzgesetze beschrieben werden kann, sondern das das Skalen-
verhalten teilweise komplizierter ist. Es wurden Bespiele dafiir gezeigt, dass
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man sehr vorsichtig sein muss, wenn man aus Simulationsergebnissen allei-
ne Schlufifolgerungen auf das allgemeinen Verhalten eines Modells ziehen
will, weil in dem unendlich groflem Parameterraum immer noch eine end-
lose Vielfalt von Strukturen verborgen sein kann, die auf den simulierbaren
Langenskalen nicht gefunden werden kann. Daher erscheint es immer ange-
bracht, nach analytischen Lésungen zu suchen oder zumindest nach mehreren
moglichst unabhéingigen Anséitzen, um Ergebnisse zumindest plausibel zu ve-
rifizieren.

Angegebene Referenzen belegen, dass dhnliche Resultate auch bei anderen
selbstorganisiert kritischen Modellen gefunden wurden, so dass die Ergebnisse
dieser Arbeit offenbar nicht nur auf das Waldbrandmodell, sondern auch auf
andere selbstorganisiert kritische Modelle zutreffen.

Unter all diesen eher vorsichtig stimmenden Ergebnissen wurde jedoch
auch in dieser Arbeit bestitigt, dass vergleichsweise einfache Regeln wie
die des Waldbrandmodells eine grofle Menge von Strukturen hervorbringen
kénnen, die umso vielfiltiger zu werden scheinen, je genauer man das Modell
untersucht. Die durch das Modell reproduzierten Strukturen haben durchaus
oft Ahnlichkeit mit natiirlichen Phinomenen: Von der Struktur autokata-
lytischer Oberflichenreaktionen [66] iiber das im Mittelpunkt der Untersu-
chungen stehende potenzgesetzartige Verhalten von Mefigrélen bis hin zur
Galaxienverteilung [67] oder dem Auftreten von soliton-dhnlichen Formatio-
nen [68] findet man eine Fiille von Strukturen im Waldbrandmodell wieder.
Die beobachteten Ergebnisse, hingen von den Parametern, von Regeldetails,
von Beobachtungsldngenskalen, von der Dimension des Modells, oder auch
von der Genauigkeit ab mit der man bereit ist zu messen. Dies alles sind Pa-
rameter, die auch bei der tatséchlichen Beobachtung natiirlicher Phianomene
Einflufl haben, so dass die Untersuchung von Computermodellen durchaus
als vielversprechende Mdglichkeit angesehen werden kann um Beschreibun-
gen bislang unverstandener Phinomene zu finden, sei es durch Erkennen
von grundlegenden Mechanismen anhand dieser relativ einfach zu untersu-
chenden Modelle oder dadurch, dass die Simulation der Modelle selber Vor-
hersagen zu natiirlichen Phinomenen erlauben. Das in [67] vorgeschlagene
langenskalenabhiingige Skalenverhalten ist ein Beispiel dafiir, wie die Unter-
suchung von Computermodellen Impulse fiir die Interpretation vom Mef3wer-
ten liefern kann, in diesem Fall die Interpretation von Mefldaten zur Gala-
xienverteilung. Das in der vorliegenden Arbeit gefundene komplizierte Ska-
lenverhalten der Feuergrofienverteilung, die bei kleinen Korrelationslingen
durch ein gewohnliches Potenzgesetz gut gendhert wird, jedoch bei grofien
Korrelationsldngen nur durch eine Superposition von zwei unterschiedlichen
Verteilungen beschrieben werden kann, motiviert durchaus die vielfaltigen bei
natiirlichen Phinomenen gefundenen, ndherungsweisen Potenzgesetze niher
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zu untersuchen.

Das Potential der Modelle, ein umfangreiches Repertoire an Strukturen
hervorzubringen, erscheint somit als Gefahr und Chance zugleich: Die viel-
faltigen Erscheinungsformen erzeugen so viele Freiheiten, dass die Gefahr
besteht voreilig zu sehr zu verallgemeinern. Andererseits scheinen die Modelle
komplex genug, um ein Ansatz zu sein fiir Modellierungsmechanismen der
komplexen natiirlichen Phinomene.
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Anhang A

Anhang

A.1 Die Wahrscheinlichkeitsverteilung
der Walddichte

In diesem Abschnitt soll die temporalen Fluktuationen der Walddichte p(t)
der in Kapitel 2 analysierten Modellvariante! untersucht werden. Es wird
gemessen, wie oft ein bestimmter Wert p in einer geniigend langen Zeitreihe
auftritt. Die Ergebnisse werden anschlielend erklért. Weiterhin wird getestet,
wie gut die in Kapitel 2 verwendete Variante das original selbstorganisiert
kritische Waldbrandmodell emuliert, indem Simulationen mit fluktuierendem
so durchgefiihrt werden.

Im folgenden wird mit w(p)dp die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, die
Walddichte im Intervall [p ; p+ dp] vorzufinden. Die Grofie w(p) ist daher die
Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Walddichte p, wobei p immer nach dem in
Abschnitt 2.2 beschriebenen Wachstumsschritt gemessen wurde. Man kann
auch an dieser GroBe den in Kapitel 2 erklirten Ubergang von kritischem zu
perkolationsartigem Verhalten beobachten.

In Abbildung A.1, A.2, A.3 und A.4 wird die Wahrscheinlichkeitsdichte
w(p) fiir verschiedene Werte von L und s, gezeigt. Wenn sy/L? festgehalten
wird und geniigen grof} ist, vergréflert sich die mittlere Walddichte mit der
Systemgrofle L solange, bis sie einen asymptotischen Wert oberhalb p, an-
nimmt. Bei festgehaltenem L erhéht sich die mittlere Walddichte mit gréfier
werdendem sg. Abgesehen von der Erhohung der mittleren Walddichte kann
man folgende Trends beobachten: (a) Wenn die mittlere Walddichte sich dem
Wert p. annéhert, werden die Verteilungen fiir w(p) breiter(A.1).

Dies liegt dran, dass die in Abbildung 2.1 sichtbaren Regionen homoge-

'Die Regeln dieser Variante sind in Abschnitt 2.2 beschrieben.
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Abbildung A.1: w(p) fiir Systeme mit den Parametern so/L*=0.005 und L =
63, 100, 1600 (mit den Peaks von links nach rechts). Es wurden die mittleren
Walddichten p = 0.345, 0.367, 0.407 gemessen.
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Abbildung A.2: w(p) fiir Systeme mit den Parametern sy/L*=0.20 und L =
100 (fiir die durchgezogene Kurve), L = 1600 (fiir die gestrichelte Kurve). Es
wurden die Walddichten p = 0.474, und 0.473 gemessen.
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Abbildung A.3: w(p) fiir Systeme mit den Parametern s,/L?=0.05 und L =
63, 1600 (mit den Peaks von links nach rechts). Es wurden die Walddichten
p = 0.402 und 0.423 gemessen. Der eingebundene Plot zeigt w(p) fiir einen
Modelltest mit einer exponentiellen Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir so. Die
Werte fiir L, und der Mittelwert von sy sind die selben wie die der Kurven
des Hauptplots. Es wurden die Walddichten p = 0.39 und 0.408 gemessen.

ner Walddichte mit wachsender mittlerer Walddichte p gréfier werden. Wenn
grofle Regionen existieren, fiihrt Ein Abbrand eines sich iiber diese Region
erstreckenden groflen Clusters zu einer merklichen Verringerung der Wald-
dichte des Gesamtsystems. Daher vergréflern sich durch das Wachstum der
Flecken die Fluktuationen der globalen Walddichte. (b) Die Form von w(p)
wird asymmetrisch, wenn man die mittlere Walddichte iiber den kritischen
Wert p. hinaus erhéht. Hierbei bewegt sich das Maximum der Verteilung
w(p) mit steigender Walddichte p weg von p, und hin zur Perkolationsschwel-
le pperc & 0.59, wie man in Abbildung A.3 sehen kann. Dieser Verhalten kann
man dadurch erkldren, dass fiir mittlere Walddichten p > p. die ,flecken-
artige® Struktur ersetzt wird durch eine eher homogene perkolationsartige
Struktur, bei der die groiten Cluster systemspannend sind fiir Dichten ober-
halb der Perkolationsschwelle.

Sobald die mittlere Walddichte des Systems oberhalb der Perkolations-
schwelle liegt, wird die Wahrscheinlichkeit, dass ein systemspannendes Feuer
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Abbildung A.4: w(p) fiir Systeme mit den Parametern so/L?=0.15 und
L = 115 (fiir die durchgezogene Kurve), L = 1600 (fiir die gestrichelte Kur-
ve), L = 10 (fiir die gestrichelt-gepunktete Kurve). Die Werte fiir w(p) fiir die
Systemgrofle L = 10 wurden mit dem Faktor 2 multipliziert. Es wurden die
Walddichten p = 0.454, 0.455,0.394 gemessen. Der eingebundene Plot zeigt
w(p) fiir einen Modelltest mit einer exponentiellen Wahrscheinlichkeitsver-
teilung fiir sq. Die Werte fiir L, und der Mittelwert fiir sy sind die gleichen
wie die der durchgezogenen und der gestrichelten Kurve des Hauptplots. Es
wurden die Walddichten p = 0.425 und 0.428 gemessen.

auftritt, sehr grofl. Daher ist es sehr unwahrscheinlich, dass sich Dichten p(t)
aufbauen konnen, die deutlich oberhalb der Perkolationsschwelle liegen. Dies
erkldrt den Abfall von w(p), sobald der Parameter p die Perkolationsschwelle
iiberschreitet. (¢) Wenn man die Systemgrifie L bei festgehaltenem p = sq/L?
vergrofBert, treten Peaks in der Verteilung auf, die mit gréfler werdendem L
schérfer und haufiger werden. Dieses Verhalten ist in Abbildung A.2 und Ab-
bildung A.4 dargestellt. Das Verhalten kann erklért werden, wenn man sich
verdeutlicht, dass der Unterschied zwischen systemspannenden Feuern und
endlichen Feuern sehr viel deutlicher wird, wenn die Systeme grofl werden.

Im Grenzfall L — oo beeinflussen endliche Feuer die globale Walddichte
iiberhaupt nicht mehr, wohingegen systemspannende Feuer Einfluf§ auf die
globale Walddichte haben. Gemafi dem Wachstumsgesetz p(t) = p(1 — p(t))
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fiillen die aufeinanderfolgenden Wachstumsereignisse die Dichte auf die Wer-
te 1 —exp(—p), 1 —exp(—2p), 1 —exp(—3p), usw an. Diese Wachstumsschritte
fiillen die Dichte p(t) nahezu ungestort bis hin zu Perkolationsschwelle ppere
auf. Von dieser Dichte an wird es dann sehr wahrscheinlich, dass weitere syste-
mumspannende Feuer auftreten, die ein fast waldleeres System zuriicklassen.
Diese systemumspannende Feuer treten nicht notwendigerweise sofort auf,
wenn p(t) die Perkolationsschwelle erreicht, denn Blitze kénnten auf unbe-
setzte Gitterpliatze treffen. Weiterhin héngt die Dichte unmittelbar nach ei-
nem systemspannenden Feuer schwach von der Walddichte unmittelbar vor
diesem Feuer ab. Daher wird der jeweilige neue Wachstumszyklus mit Wald-
dichten p(t) aus der Serie 1 — exp(—p), 1 — exp(—2p), 1 — exp(—3p), usw,
immer wieder leicht verschoben, je nachdem, welche Dichte unmittelbar vor
dem systemspannenden Feuer vorlag. Auf diese Weise entstehen immer wie-
der neue leicht gegeneinander verschobene Serien von Peaks, die im Grenzfall
sehr grofer Systeme und langer Zeitreihen p(t) fraktalen Charakter ausbilden.
Wenn L kleiner wird, werden die Peaks breiter, bis sie schliefilich miteinander
verschmelzen.

Die Peaks in der der Dichteverteilung w(p) treten auf, weil der Blitz
gemafl den in Abschnitt 2.2 definierten Regeln nur zwischen zwei Wachs-
tumsschritten mit sy Wachstumsversuchen auftreten kann. Wiren die Si-
mulationen aber stattdessen mit den Originalregeln unter Verwendung einer
Wachstumswahrscheinlichkeit p und einer Blitzeinschlagswahrscheinlichkeit
f durchgefiihrt worden, kénnte der Blitz das System zwischen dem Wachs-
tum von zwei beliebigen Bdumen treffen. Diese Art von Simulation ist aber
— wie bereits erwidhnt — sehr langsam und wurde daher nicht verwendet. Um
sicherzustellen, dass die verwendete, effizient simulierbare Version des Mo-
dells keine weiteren Einflu auf die Ergebnisse hat als die Erzeugung der
Peaks in w(p), wurden die Ergebnisse mit einer Variante getestet, in der s
nicht fest ist, sondern geméf

P(s0) = (L*p)~" exp(—so/(L?p)) (A.1)

verteilt ist. Diese Verteilung gewihrleistet, das im Mittel s Baumwachs-
tumsversuche gemacht werden und emuliert gleichzeig das Nachfiillverhalten
eines Systems, das nach den Originalregeln des Selbstorganisiert kritischen
Waldbrandmodells arbeitet. Die Anzahl der Baume, die zwischen zwei Blitzein-
schligen nachwachsen, ist in der Testvariante mit statistisch verteiltem sq
erwartungsgeméfl nur geringfiigig kleiner als in der Variante mit festem s,
weil hier meistens weniger als pL? Baumwachstumsversuche gemacht wer-
den und bei groflen Wachstumsereignissen die meisten Gitterplitze, die zum
nachwachsen ausgewihlt werden, schon besetzt sind. Wertet man die mitt-
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lere Walddichte gem&fl Gleichung 2.6 aus, erhélt man fiir die Variante mit
statistisch verteiltem sy geringfiigig kleinere Werte. Die Wahrscheinlichkeits-
dichte w(p) fiir diesen modifizierten Algorithmus mit statistisch verteiltem
s¢ sind in den eingebundenen Grafen von Abbildung A.2 und Abbildung A.4
dargestellt. Wie erwartet verschwinden die Peaks, wohingegen die Hiillkurve
unverindert bleibt mit der Tendenz, dass sich ihr Maximum durch zuneh-
mende finite-size Effekte von p, zu pperc verschiebt.

A.2 Herleitung des Zeitintervalls
zwischen zwei Feuern

In diesem Abschnitt soll der in Abschnitt 2.4 verwendete Ausdruck (p(1 —
pe))~" hergeleitet werden fiir die Zeit, die zwischen dem Auftreten zweier
Feuer vergeht, wenn man einen bestimmten Gitterplatz betrachtet.

Dabei werden die in Abschnitt 2.2 beschriebenen Regeln vorausgesetzt,
wo pro Zeitschritt sy Badume zufillig auf Gitterpliatze des Systems verteilt
werden?. Pro Zeitschritt wird ein Gitterplatz zufillig ausgewihlt und — falls
der Platz mit einem Baum besetzt ist — der Waldcluster, der mit diesem
Gitterplatz verbunden ist aus dem System herausgenommen. Es werden also
so(1—p) = L?p(1—p) Biume pro Zeitschritt in ein System von der Walddichte
p eingefiillt, wenn man voraussetzt, das der Nachfiillvorgang die Walddichte
nicht merklich dndert. Man kann die mittlere Anzahl §, von Baumen, die
zwischen zwei Zeitticks verbrennen mit

5 = L?p(1 — p)

angeben®. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein gegebener Gitterplatz zwischen
zwei Zeitticks von einem Feuer betroffen ist, ist also mit 5,/L? = p(1 — p)
gegeben. Daraus folgt mit (p(1 — p))~! die Zeit in Zeitticks, die zwischen
zwei Feuern vergeht, wenn man einen bestimmten Gitterplatz betrachtet.
Geht man davon aus, dass sich das System am kritischen Punkt befindet,
so liegt ein Walddichte von p,. vor, und es ergibt sich die Zeit (p(1 — p.))~"
zwischen zwei Feuern.

2Es werden nacheinander so Gitterplitze zufillig ausgewihlt und mit Baumen besetzt.
Wenn der Gitterplatz schon besetzt ist, verfillt der Wachstumsversuch.

3Der Index t bei 5; soll andeuten, dass hier nicht die iibliche Baumanzahl 5 gemeint
ist, die zwischen zwei Feuern entfernt wird, sondern die Anzahl von B&umen, die pro
Zeitschritt entfernt werden.
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A.3

Renormierung in 1d

In diesem Abschnitt wird das in Kapitel 4 vorgeschlagene Renormierungs-
schema mit Superponierung der Walddichten auf das eindimensionale selbst-
organisiert kritische Waldbrandmodell angewendet. So wird gezeigt, dass das
exakte Ergebnis fiir den Exponenten v des eindimensionalen Falles, das be-
reits das in [45] vorgeschlagene Verfahren liefert, durch die neue Methode
weiterhin reproduziert wird.

Die in Abschnitt 4.4 eingefiihrten Groflen A;, B; und (' lassen sich im
eindimensionalen Fall geschlossen angeben zu:

wobei

A
CZfl = Z; CZZOfIlI'Z%Z—l (A4)

A; ist definiert als die Anzahl der Zellen, die ¢« Baume und einen perko-
lierenden Cluster enthélt. Im eindimensionalen Fall enthélt eine Zelle
aus Z aneinandergereihten Gitterplitzen nur dann einen perkolieren-
den Cluster, wenn die Zelle vollstéindig mit Bdumen besetzt ist. (Also
ist Az =1 und sonst ist 4; = 0.)

B; ist definiert als die Anzahl der Zellen, die i Baume und keinen per-
kolierenden Cluster enthalten. Wenn die Zelle komplett gefiillt ist (also
i = Z), perkoliert der Cluster. Alle anderen Konfigurationen der ein-
dimensionalen Zelle fithren zu Zellen ohne perkolierenden Cluster. Die
Anzahl dieser Zellen ergibt sich fiir i < Z kombinatorisch zu

()

C; ist definiert als die Anzahl der Zellen, die ¢ Badume und keinen per-
kolierenden Cluster enthalten, sich aber durch Hinzufiigen eines ein-
zigen Baumes in Zellen mit einem perkolierenden Cluster verwandeln
lassen. Da nur vollaufgefiillte Zellen mit Z Bdumen einen perkolieren-
den Cluster enthalten, konnen nur die Zellen mit Z — 1 Baumen durch
hinzufiigen eines Baumes zu Zellen mit einem perkolierenden Cluster
werden. Es gibt Z Zellkonfigurationen mit Z — 1 Baumen.
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Damit ergibt sich aus den Gleichungen 4.9 und 4.11 fiir den eindimensio-
nalen Fall

p(u)?~ (1 — p(u))
p(k Z du A.
U= / XY pluy (1 — plu))? (49
und
Fk+1) = %/0 F(B)Z du (A6)
wobei
p(u) =1~ (1 — pmin)e™ (A.7)
Gleichung A.5 1483t sich zu
u)?” 1(1 — p(u))
= - / oz du (A.8)

vereinfachen, weil 37 (f) p'(1—p)?~" = 1. Die kleinste auftretende Wald-
dichte ppin ist im eindimensionalen Fall 0, weil ein perkoliertendes System
komplett abbrennt. Die gréfite auftretende Walddichte ppax geht gegen 1,
weil die kritische Walddichte p. im eindimensionalen Fall gegen 1 geht, wie
in [23] gezeigt wurde. In diesem Grenzfall divergiert das durch M = In((1 —
Pmin)/ (1 — pmax)) definierte M — oco. Berechnet man Gleichung A.8 fiir den
Fall M — oo, so ergibt sich mit Gleichung A.7 und ppin =0

p(k+1)
o -1 M —Z(1 — e7)%-1lemu
= lzmM_moﬁ p(k) e rp—Y; du (A.9)
_ zimMW_ﬁlp(k)zn( (- My (A.10)
_ limM_mo_ﬁlp(k)ln (1 . 2:0: (C‘) ( 1)ie—Mi) (A.11)
_ limM_mo_ﬁlp(k)ln <e—M; (’Z)( 1)i-1 —M@'—l)) (A.12)

= limyoop(k) | 1 —

= p(k)

93



wobei beim Schritt von Gleichung A.9 zu Gleichung A.10 [ f'(z)/f(z) =
In|z| genutzt wurde und im Schritt zu Gleichung A.11 der Binomische Satz
verwendet wurde. Beim Schritt von Gleichung A.13 zum Endergebnis wurde
genutzt, dass in der Summe nur eine Konstante vorkommt und additive Ter-
me, die im Grenzfall M — oo verschwinden, so dass im Grenzfall M — oo
bei Gleichung A.13 der Bruch, der die Summe und den Logarithmus enthélt,
verschwindet. Mit dem gerade berechneten Ausdruck p(k + 1) = p(k) und
Gleichung A.6 folgt ®(k + 1) := f(k +1)/p(k+ 1) = Zf(k)/p(k) = Z®(k).
Zusammen mit der fiir den eindimensionalen Fall angepafiten Gleichung 4.3

log(Z)

= dv(k+1)y
log( %(Z)l))

(A.14)

folgt ein Exponent v = 1, der sich unabhéngig von der verwendeten Zellen-
grofe Z ergibt und der dem in [23] ermittelten exakten Ergebnis entspricht.
Das heifit, dass auch das in dieser Arbeit vorgeschlagene Renormierungs-
schema den kritische Exponenten v des eindimensionalen selbstorganisierten
Waldbrandmodells reproduziert. Dies alleine garantiert allerdings nicht, dass
das Verfahren auch fiir héhere Dimensionen die richtigen Resultate liefert.
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A.4 Tabelle einiger kritischer Exponenten

In diesem Abschnitt werden die durch Simulationen in [29] ermittelten Wer-
ten von Exponenten des selbstorganisiert kritischen Waldbrandmodells, die
in [23] ermittelten exakten Ergebnisse des eindimensionalen selbstorganisiert
kritischen Waldbrandmodells und die entsprechenden Werte von Perkolati-
onssystemen (siehe [21]) tabellarisch zusammengefafit. Die Exponenten 7 der
Waldclustergréflenverteilungen und die fraktale Dimension p beziehen sich
immer auf die ,iiberlagerten” in heute realisierbaren Simulationen gemesse-
nen Exponenten.

d 1 2 3 4 5 6 7
L 220 16384 448 80 32 20 12
T 2 2.14(3)  2.23(3) 2.36(3) 2.45(3) 2.50(3)  2.50(3)
Tpere 2 2.05 2.18 2.31 2.41 2.5 2.5
A 1 1.15(3)  1.30(6)  1.56(8)" 1.82(10)" 2.01(12)7 2.01(12)f
1/6 0*  0.48(2)  0.55(12) - - - -
1/0pere 1 0.42 0.56 0.69 0.85 1 1
Pe 1 0.4081(7) 0.2190(6) 0.146(1) 0.111(1) 0.090(1) 0.076(1)
m 1 1.96(1)  2.51(3) 3.0 3.2(2) - -
Lpere 1 1.90 2.53 3.06 3.54 4 4
v 1* 0.58 0.52(3)F  0.53(3)"  0.57(7)" - -

Tabelle A.1: Numerisch ermittelte Exponenten in 1- bis 7-dimensionalen Git-
tern. (Erkirung der Symbole * = mit logarithmischer Korrektur, T = Bere-
chent aus Skalenrelationene). Die Exponenten mit dem Index ,perc* sind die
entsprechenden Exponenten der Perkolationstheorie.

95



Literaturverzeichnis

[1] B. B. Mandelbrot, The Fractal Geometry of Nature. Freeman, New
York, 1983.

[2] A. Bunde und S. Halvin, Fractals and Disordered Systems. Springer,
New York, 1991.

[3] P. Bak und M. Creutz, Fractals in Science. Springer, Berlin, 1994.

[4] W. Press, “Flicker Noises in Astronomy and Elsewhere,” Comm.
Astrophys. 7 (1978) 103.

[5] P. Dutta und P. M. Horn, “Low-Frequency Fluktuations in Solids:
1/f-Noise,” Rev. Mod. Phys. 53 (1981) 497.

[6] H. Hintze, 1/f Rauschen. Diplomarbeit, Universitit Hamburg, 1990.

[7] B. Gutenberg und C. Richter, “Magnitude and Energy of
Earthquakes,” Ann. Geofis. 9 (1956) 1.

[8] H. J. Jensen, Self-Organized Criticality. Cambridge University Press,
New York, 1998.

[9] P. Bak, How Nature Works: The Science of Self-Organized Criticality.
Copernicus, New York, 1996.

[10] P. Bak, C. Tang, und K. Wiesenfeld, “Self-organized criticality: An
explanation of the 1/f noise,” Phys. Rev. Lett. 59 (1987) 381.

[11] P. Bak, C. Tang, und K. Wiesenfeld, “Self-organized criticality,” Phys.
Rev. A 38 (1988) 364.

[12] R. Albert, H. Jeong, und B. A., “Diameter of the World Wide Web,”
Nature 401 (1999) 130.

[13] R. Albert, H. Jeong, und B. A., “Attack and error tolerance of
complex networks,” Nature 406 (2000) 378.

96



[14] B. Drossel und F. Schwabl, “Forest-fire model with immune trees,,”
Physica A 199 (1993) 183.

[15] E. V. Albano, “Spreading analysis and finite-size scaling study of the
critical behavior of a forest fire model with immune trees,” Physica A
216 (1995) 213.

[16] J. Tyson und J. Keener, “Singular perturbation theory of traveling
waves in excitable media,” Physica D 32 (1988) 327.

[17] E. Meron, “Pattern formation in excitable media,” Phys. Rep. 218
(1992) 1.

[18] P. Bak, K. Chen, und C. Tang, “A forest-fire model and some thoughts
on turbulence,” Phys. Lett. A 147 (1990) 297.

[19] S. Clar, B. Drossel, und F. Schwabl, “Self-organized criticality in
forest-fire models and elsewhere, Review article,” J. Phys.: Condens.
Matter (1996).

[20] P. Grassberger und H. Kantz, “On a Forest Fire Model with Supposed
Self-Organized Criticality,” J. Stat. Phys. 63 (1991) 685.

[21] D. Stauffer und A. Aharony, Introduction to Percolation Theory.
Taylor and Francis, London, 1992.

[22] S. Clar, Computersimulationenen zum selbstorganisiert kritischen
Waldbrandmodell. Diplomarbeit, Technische Universitit Miinchen,
1993.

(23] B. Drossel, S. Clar, und F. Schwabl, “Exact results for the
one-dimensional self-organized critical forest-fire mode,” Phys. Rev.
Lett. 71 (1993) 3739.

[24] B. Drossel, Strukturbildung in offenen Systemen am Beispiel eines
Waldbrandmodells. Dissertation, Verlag Harri Deutsch,
Hallstadt-Bamberg, 1993.

[25] M. Pacuski und P. Bak, “Theory of the one-dimensional forest-fire
model,” Phys. Rev. E 48 (1993).

[26] K. Hoffmann und M. Schreiber, Computational Statistical Physics.
Springer-Verlag, Heidelberg, 2001.

97



[27] P. Grassberger, “On a self-organized critical forest-fire model,” J.
Phys. A 26 (1993) 2081.

[28] K. Christensen, H. Flyvberg, und Z. Olami, “Self-organized critical
forest-fire model: Mean-field theory and simulation results in 1 to 6
dimenisons,” Phys. Rev. Lett. 71 (1993) 2737.

[29] S. Clar, B. Drossel, und F. Schwabl, “Scaling laws and simulation
results for the self-organized critical forest-fire model,” Phys. Rev. £
50 (1994) 10009.

[30] D. Sornette, A. Johansen, und I. Dornic, “Mapping Self-Organized
Criticality onto Criticality,” J. Phys. I France 5 (1995) 325.

[31] M. Paczuski, S. Maslov, und P. Bak, “Avalanche dynamics in
evolution, growth, and depinning models,” Phys. Rev. E 53 (1996) 414.

[32] K. Sneppen und P. Bak, “Punctuated equilibrium and criticality in a
simple model of evolution,” Phys. Rev. Lett. 71 (1993) 4083.

[33] S. Clar, K. Schenk, und F. Schwabl, “Phase transitions in a forest-fire
model,” Phys. Rev. E 55 (1997) 2174.

[34] S. Clar, B. Drossel, und F. Schwabl, “Self-Organized Critical and
Synchronized States in a Nonequilibrium Percolation Model,” Phys.
Rev. Lett. 75 (1995) 2722.

[35] A. Honecker und I. Peschel, “Length scales and power laws in the
two-dimensional forest-fire model,” Physica A 239 (1997) 509.

[36] B. Drossel, “Self-Organized Criticality and Synchronization in a
Forest-Fire Model,” Phys. Rev. Lett. 76 (1996) 936.

[37] C. Tebaldi, M. De Menech, und A. Stella, “Multifractal Scaling in the
Bak-Tang-Wiesenfeld Sandpile and Edge Events,” Phys. Rev. Lett. 83
(1999) 3952.

[38] B. Drossel, “Scaling behavior of the Abelian sandpile model,” Phys.
Rev. E 61 (2000) R2168.

[39] Z. Olami, H. J. S. Feder, und K. Christensen, “Self-organized
criticality in a continuous, nonconservative cellular automaton
modeling earthquakes,” Phys. Rev. Lett 68 (1992) 1244.

98



[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

B. Drossel und F. Schwabl, “Self-organized critical forest-fire model,”
Phys. Rev. Lett. 69 (1992) 1629.

C. L. Henley, “Statics of a ,self-organized“ percolation model,” Phys.
Rev. Lett. 71 (1993) 2741,

B. Drossel und F. Schwabl, “Formation of space-time structure in a
forest-fire model,” Physica A 204 (1994) 212.

A. Vespignani und S. Zapperi, “How self-organized criticality works: A
unified mean-field picture,” Phys. Rev. E 57 (1998) 6345.

H. Patzlaff und S. Trimper, “Analytical Approach to the Forest-Fire
Model,” Phys. Lett. A 189 (1994) 187.

V. Loreto, L. Pietronero, A. Vespignani, und S. Zapperi,
“Renormalization Group Approach to the Critical Behavior of the
Forest-Fire Model,” Phys. Rev. Lett. 75 (1995) 465.

S. Liibeck und K. D. Usadel, “Numerical determination of the
avalanche exponents of the Bak-Tang-Wiesenfeld model,” Phys. Rev. E
55 (1997) 4095.

A. Chessa, H. E. Stanley, A. Vespignani, und S. Zapperi, “Universality
in sandpiles,” Phys. Rev. E 59 (1999) R12.

S. Clar, B. Drossel, K. Schenk, und F. Schwabl, “Phase transitions in a
nonequilibrium percolation model,” Phys. Rev. E 56 (1997) 2467.

B. D. Malamud, G. Morein, und D. L. Turcotte, “Forest Fires: An
Example of Self-Organized Critical Behavior,” Science 281 (1998)
1840.

W. Mofiner, B. Drossel, und F. Schwabl, “Computer Simulations of the
Forest-Fire Model,” Physica A 190 (1992) 205.

H. M. Broker und P. Grassberger, “Anomalous scaling in the
Bak-Chen-Tang forest fire model,” Phys. Rev. E 56 (1997) R4918.

K. Schenk, B. Drossel, S. Clar, und F. Schwabl, “Finite-size effects in
the self-organized critical forrest-fire model,” Eur. Phys. J. B 15
(2000) 177.

M. De Menech, A. L. Stella, und C. Tebaldi, “Rare events and
breakdown of simple scaling in the Abelian sandpile model,” Phys.
Rev. E 58 (1998) R2677.

99



[54] S. Lise und M. Paczuski, “Scaling in a Nonconservative Earthquake
Model of Self-Organised Criticality,” cond-mat/0104032.

[55] P.-S. R. und A. Vespignani, “Corrections to scaling in the forest-fire
model,” Phys. Rev. E 61 (2000) 4854.

[56] B. Drossel, S. Clar, und F. Schwabl, “Crossover from percolation to
self-organized criticality,” Phys. Rev. E 50 (1994).

[57] A. A. Middleton und C. Tang, “Self-Organized Criticality in
Nonconserved Systems,” Phys. Rev. Lett. 74 (1995) 742.

[58] S. Lise und M. Pacuski, “Self-organized criticality and universality in a
nonconservative earthquake model,” Phys. Rev. E 63 (2001) 036111.

[59] K. Schenk, B. Drossel, und F. Schwabl, “The self-organized critical
forest-fire model on large scales,” cond-mat/0105121.

[60] V. Loreto, A. Vespignani, und S. Zapperi, “Renormalization Scheme
for Forest-Fire Model,” J. Phys. A 29 (1996) 2981.

[61] S. G. Clar, Nichtgleichgewichts-Phaseniiberginge und selbstorganisierte
Kritikalitdt am Beispiel eines Waldbrandmodells. Dissertation,
Hieronymus Verlag, Miinchen, 1997.

[62] L. Pietronero, A. Vespignani, und S. Zapperi, “Renormalization
Scheme for Self-Organized Criticality in Sandpile Models,” Phys. Reuv.
Lett. 72 (1994) 1690.

[63] A. Vespignani, S. Zapperi, und L. Pietronero, “Renormalization
Approach for Self-Organized Criticality Behavior of Sandpile Models,”
Phys. Rev. E 51 (1995) 1711.

[64] B. Drossel, “Comment on Renormalization Group Approach to the
Critical Behaviour of the Forrest-Fire Model,” Phys. Rev. Lett 78
(1997) 1392.

[65] V. Loreto, L. Pietronero, A. Vespignani, und S. Zapperi, “Reply to
Comment on Renormalization Group Approach to the Critical
Behaviour of the Forrest-Fire Model,” Phys. Rev. Lett. 78 (1997) 1393.

[66] B. Drossel und F. Schwabl, “Self-organized critical limit of
autocatalytic surface reactions,” Applied Physics A 60 (1995) 597.

100



[67] K. Chen und P. Bak, “Scale-dependent dimension in the forest fire
model,” Phys. Rev. E 62 (2000) 1613.

[68] P. Bak, K. Chen, und M. Paczuski, “Solitons in the One-Dimensional
Forest Fire Model,” Phys. Rev. Lett. 86 (2001) 2475.

101



