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Kapitel 1
Einleitung

Plakativ fragt Primas [1] in einem Buch, iiber den wissenschaftstheoretischen
Kontext der Quantenchemie, woher es denn komme, dafl wir das Wasserstoffmo-
lekiilkation Hy als ein sehr stabiles Molekiil ansehen und fiir dieses von einem
Gleichgewichtsabstand der Kerne sprechen, wéahrend wir die Frage nach dem
Gleichgewichtsabstand der Elektronen im Wasserstoffanion H™ als sinnlos erach-
ten, obwohl beide Systeme formal durch denselben Hamiltonoperator beschrieben
werden, nur eben mit vertauschten Massen der Teilchen. Er schlieit, daf erst die
Born-Oppenheimer-Néherung als 0. Ordnung einer singuldren Entwicklung um
den Grenzfall unendlicher Kernmassen uns das fiir die Chemie so fundamentale
Konzept der Molekiilstruktur liefert bzw. es uns gestattet, die Kerndynamik klas-
sisch zu beschreiben, dhnlich wie bei dem Ubergang von der relativistischen zur
nichtrelativistischen Quantenmechanik die Teilchenzahl als neue erhaltene Grofle
erscheint.

Auch zu Beginn vieler Artikel, die quantenchemische Probleme eher unter ei-
nem numerischen denn einem philosophischen Gesichtspunkt betrachten, wird
angemerkt, dafl man im Rahmen der Born-Oppenheimer-Néaherung arbeite, wo-
bei dann tiblicherweise auf die Arbeit von Born und Oppenheimer [2] von 1927
verwiesen wird. Kutzelnigg bemerkte hierzu, dafl so dieser Artikel einerseits zu
einem der am h&ufigsten zitierten und andererseits zu einem der am wenigsten
gelesenen und verstandenen Artikel geworden sei. Dabei firmieren unter der Na-
menskombination ,, Born-Oppenheimer® eine ganze Reihe verschiedener Metho-

den und Prozeduren zur adiabatischen Separation. Ballhausen und Hansen [3],
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die sich bemiihten, Ordnung in die Nomenklatur dieser Methoden zu bringen, be-
merken hierzu: ,, The loose words ,, Born-Oppenheimer* when used without clear
definitions, may be a hindrance rather than a help in understanding important
points“. Die Separation von Kern- und Elektronenbewegung wurde dabei be-
reits zum FErscheinungszeitpunkt des Artikels von Born und Oppenheimer wie
selbstverstindlich benutzt, z. B. in dem Artikel von Heitler und London [4] zur
chemischen Bindung. Die Born-Oppenheimer-Naherung erweist sich also als ein
ubiquitédres Konzept, wobei der Verdienst von Born und Oppenheimer weniger
darin besteht, diese in die Chemie eingefiihrt, sondern eine systematische Ent-
wicklung angegeben zu haben, die es auch erlaubt, die Giite der Ndherung ab-
zuschétzen. Die feinen Unterschiede zwischen den verschiedenen adiabatischen
Separationsansitzen werden dabei erst wichtig, wenn man gezwungen ist, iiber

diese hinauszugehen.

Wir werden uns in dieser Arbeit an den Sprachgebrauch Ballhausens und Han-
sens halten. Fiir einen kritischen Vergleich der verschiedenen Nomenklaturen, so-
wie eine schone Einfiihrung in die verschiedenen adiabatischen Approximationen,

sei weiterhin der Artikel von Azumi und Matsuzaki [5] empfohlen.

Wenn der Ausdruck ,,Born-Oppenheimer-Néaherung® also schon nicht einheit-
lich definiert ist, so gilt dies erst recht fiir den des ,,Zusammenbruchs® der Born-
Oppenheimer-Naherung, dessen Betrachtung in einem speziellen Fall, das The-
ma dieser Arbeit darstellt. Konsequenterweise werden wir deshalb im folgenden
das Wort ,,Zusammenbruch® weitgehend vermeiden. Es erscheint uns angebracht,
zunéchst einmal die verschiedenen Born-Oppenheimer-Prozeduren zu erkléren
und aufzuzeigen, wo dabei Probleme auftreten kénnen und wo es notwendig wird,

iiber die Born-Oppenheimer-Ndherung hinauszugehen.

In Lehrbiichern der Quantenchemie wird die Born-Oppenheimer-Ndherung
meist nur knapp unter vornehmlich numerischen Gesichtspunkten abgehandelt
und diese Abhandlungen schliefen oft mit der Feststellung, dal die Born-
Oppenheimer-Néaherung es aufgrund des groflen Massenunterschiedes zwischen
Elektronen und Kernen gestatte, die Kerndynamik von der Elektronenbewegung
zu separieren. Dies ist zwar richtig, aber wir konnen uns die Frage stellen, ob man
damit viel gewonnen hat. Naiv kénnte man nédmlich argumentieren, dafl in den

meisten Molekiilen die Anzahl der Elektronen wesentlich grofer ist als die Anzahl
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der Kerne, so daf§ die Born-Oppenheimer-Separation nur zu einer geringfiigigen
Reduktion der Dimensionalitidten der zu l6senden Probleme fiihrt. Der springende
Punkt hierbei ist jedoch, dafl die Wechselwirkung der Elektronen untereinander
rein abstoflend ist, so dafl mean-field-Methoden wie die Hartree-Fock- oder auch
die Kohn-Sham-Methode gute 0. Néherungen fiir die Elektronenwellenfunktio-
nen liefern und Korrelationseffekte als relativ kleine Storung behandelt werden
konnen. Wie sehr diese Ndherungen davon abhéngen, dafl die Wechselwirkung der
Teilchen untereinander rein abstolenden Charakter hat, zeigt das Beispiel Supra-
leitung. Dort resultieren aus der Elektron-Phonon-Kopplung schwach anziehen-
de effektive Wechselwirkungen zwischen den Elektronen. Dies fiihrt zur Bildung
von Cooper-Paaren und damit ist es nicht mehr moglich, das Elektronengas als
eine Fermi-Fliissigkeit von Quasi-Teilchen zu behandeln. Interessanterweise ist
dabei die Elektron-Phonon-Kopplung selbst ein nichtadiabatischer Effekt [6,7].
Eine Storungsentwicklung um x = 0 wird also sehr singuldren Charakter haben.
Genau eine solche Storungsentwicklung fithrten Born und Oppenheimer jedoch
aus. Wir werden die Stérungsentwicklung in dem Parameter x daher als Born-
Oppenheimer-Entwicklung bezeichnen. Sie beschriankten sich dabei auf zweiato-
mige Molekiile und trieben die Storungsentwicklung nur soweit, dafl sie damit
die hierarchische Struktur von Elektronen-, Schwingungs- und Rotationsspektren
erkldaren konnten. Die entsprechende Wellenfunktion 0. Ordnung entspricht dabei
im modernen Sprachgebrauch nicht der Born-Oppenheimer-adiabatischen Néhe-

rung, sondern der sogenannten crude-adiabatischen Néherung (siehe unten).

Singuldre Storungstheorie war damals noch absolutes Neuland. Erst ein halb-
es Jahrhundert spéter zeigten Combes et al. [8-10] mathematisch rigoros, dafl
die Born-Oppenheimer-Entwicklung fiir zweiatomige Molekiile tatsdchlich eine
asymptotische Entwicklung im Sinne von Poincaré darstellt und spéter, daf§ dies
auch fiir mehratomige Molekiile der Fall ist [11,12]. Dabei bereitet besonders
die Singularitit der Coulombpotentiale Schwierigkeiten. Hagedorn [13,14] konnte
mit der Methode der multiplen Skalen erstmals allgemeine Ausdriicke fiir belie-
bige Ordnungen in dem Storparameter x angeben. Hagedorn [15] hat auch eine
Born-Oppenheimer-Entwicklung fiir Losungen der zeitabhéngigen Schrodinger-

gleichung eingefiihrt.

Diese klassische Born-Oppenheimer-Entwicklung beinhaltet in 0. Ordnung nicht
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nur eine adiabatische Separation der elektronischen von den Kernfreiheitsgraden,
sondern auch eine WKB-artige Entwicklung in den Kernkoordinaten. Letztere
bereitet nicht nur zusétzliche Probleme, sondern ist in molekularen Systemen oft

nur schlecht zu rechtfertigen, obwohl die adiabatische Naherung bereits gut ist.

In numerischen Rechnungen wird deshalb meistens eine andere, auf dem Varia-
tionsprinzip basierende Methode zur adiabatischen Separation angewandt. Diese
geht ebenfalls auf einen Artikel Borns! zuriick [17], welcher wenig spiter in eng-
lischer Ubersetzung in dem Buch von Born und Huang [18] erschien. Die dort
eingefithrte Ndherung wird — wohl auch um eine mehrfache Belegung des Be-
griffs Bornsche Nédherung zu vermeiden — Born-Huang-Néaherung genannt. Dabei
bestimmt man zunéchst fiir alle moglichen Kernkonfigurationen die Losungen

¢j(x,y) der Schrodingergleichung
H9,(x,y) = Vi(x)¢;(x,) (1.1)
des sogenannten elektronischen oder auch , clamped-nuclei“~-Hamiltonoperators
HY =T+ U(x,y). (1.2)

Der Vektor y bezeichne hierbei die Gesamtheit der Elektronenkoordinaten, der
Vektor x die der Kernkoordinaten. T ist hier der kinetische Energieoperator der
Elektronen und U beschreibt die Coulombwechselwirkung der Elektronen und
Kerne. Die Funktionen Vj;(x) sind die Born-Oppenheimer-Potentiale. Mit dem
Ansatz ¥ (x,y) = ¥;r(x)¢;(x,y) minimiert man dann im Sinne eines Variations-

problems den Energieerwartungswert des totalen Hamiltonoperators
H =T+ H, (1.3)

wobei T™¢ der kinetische Energieoperator der Kerne ist. Dies fiithrt zu einer

Schrodingergleichung fiir die effektive Kernwellenfunktion w(x),

{1 + Vi(x) + Cj(x) ojr(x) = Ejpthj(x). (1.4)

'Diese Néherung wurde interessanterweise bereits kurz vor Erscheinen des Artikels von Born
und Oppenheimer von Slater [16] beschrieben, fand damals aber anscheinend keine Beachtung.
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Die Funktion Cj(x) = (¢;|T™"°|¢;)y ist die sogenannte Diagonalkorrektur. Das
Skalarprodukt umfat dabei nur die Integration iiber die elektronischen Freiheits-
grade y. Die so bestimmten Funktionen ;;(x) und Energien E definieren die
Born-Huang-adiabatische Ndherung. Vernachlédssigt man die Diagonalkorrektur
in Gleichung (1.4), so definiert dies die Born-Oppenheimer-adiabatische Néhe-

rung im engeren Sinne.

Entwickelt man die mit diesen Variationsfunktionen berechneten Energieerwar-
tungswerte in eine Reihe nach dem Parameter x, so findet man, dafl die Ab-
weichung von den exakten Energieeigenwerten im Falle der Born-Oppenheimer-
Néherung 4. Ordnung in « sind, wihrend Abweichungen im Falle der Born-Huang-
Néherung erst in 6. Ordnung auftreten. Deshalb wird die Born-Huang-Néherung
oft als die bessere der beiden Nidherungen angesehen. Wir werden jedoch zeigen,
dafl in Durchschneidungssituationen, wo die Entwicklung nach « ohnehin ihren
Sinn verliert, diese Einschétzung nicht richtig ist. Unter Durchschneidung verste-
hen wir hierbei, dafl zwei oder im allgemeinen n elektronische Wellenfunktionen
an einer bestimmten Kernkonfiguration energetisch entartet oder fast entartet
sind, da sich dann die entsprechenden elektronischen Potentialflichen an dieser
Stelle beriihren oder sehr nahe kommen (d. h. V;(zg) ~ V;(x¢)). In diesen Situatio-
nen wird die exakte Wellenfunktion nicht gut durch eine Variationswellenfunktion
beschrieben, die sich von nur einer elektronischen Wellenfunktion ¢;(x,y) ablei-
tet. Dies bezeichnet man als den Zusammenbruch der Born-Oppenheimer-Néhe-
rung. Im allgemeinen wird die Wellenfunktion jedoch auch in solchen Situationen

durch eine Funktion

U(x,y) = ijk@c)abj (x,¥) (1.5)

gut beschrieben, wobei mit j gerade iiber die n (fast-)entarteten elektronischen
Zusténde summiert wird. Die Variationsrechnung mit diesen Funktionen fiihrt
auf ein System von n verkoppelten Schrédingergleichungen fiir die Funktionen
¥;i(x). Wir werden diese Nidherung detailliert im Abschnitt 4.1 ertrtern, so daf
wir hier auf Einzelheiten verzichten. Die Kopplung zwischen diesen Gleichungen
rithrt dabei von nichtadiabatischen Termen A;;(x) = (¢;|V«|¢i)y her. Wenn sich
die betrachteten elektronischen Zusténde nicht durchschneiden, sind diese Funk-

tionen beschriankt. Beriicksichtigt man diese Terme storungstheoretisch, so folgt,
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daB die sich ergebende Stérungsreihe einen endlichen Konvergenzradius hat [19],
sich im Vergleich mit der bereits besprochenen Born-Oppenheimer-Entwicklung
also wohlverhilt?.

Bis in die siebziger Jahre des letzten Jahrhunderts wurden deshalb Raten fiir
strahlunglose Prozesse gerne mit Fermis Goldener Regel — also storungstheore-
tisch in niedrigster Ordnung — berechnet [22-28]. In diesen Arbeiten wurde zu-
meist auch die Condon-Ndherung [29] verwendet, d.h. die Ortsabhéngigkeit der
nichtadiabatischen Terme A;;(x) wurde vernachlissigt. Diese Naherung ist gut
im Falle vermiedener Durchschneidungen mit grofler Aufspaltung der Potenti-
alflichen. Als man jedoch, teilweise auch aufgrund der sprunghaft angewachse-
nen Rechnerleistung, mit Quantenchemieprogrammen einen besseren Uberblick
iiber die Potentialflichen auch elektronisch angeregter Zustéinde gewann, wurde
erkenntlich, dafl in vielen photochemischen Prozessen der entscheidende Schritt
nicht ein relativ langsamer strahlungsloser Ubergang aufgrund einer vermiedenen
Durchschneidung ist, sondern daf§ die Reaktionspfade durch, aufgrund ihrer Geo-
metrie , konisch“ genannte, echte Durchschneidungen verlaufen [30-34], so daf
ein Wechsel der Potentialflichen im Femtosekundenbereich [35] moglich ist. Die-
ser Typ von Durchschneidungen war zwar in Jahn-Teller-Systemen [36,37] schon
lange bekannt, neu war jedoch, dafl diese Durchschneidungen auch in Systemen
ohne spezielle Symmetrien auftreten. Zu dieser Klasse von photochemischen Pro-
zessen zahlen auch biologisch wichtige, wie die Isomerisierung von Polyenen wie
Rhodopsin [38-43] wihrend des Sehprozesses und die Vitamin-D-Synthese [44].

Interessanterweise wurden nichtadiabatische Effekte, wie z. B. Raten strahlungs-

loser Prozesse, kaum je storungstheoretisch berechnet®. Ein Grund hierfiir liegt

ZSutcliffe [11,20] hat allerdings darauf hingewiesen, dafl man, damit ein Variationsverfahren
iiberhaupt angewandt werden kann, die Schwerpunktsbewegung des Molekiils abtrennen muf3,
da diese ein rein kontinuierliches Spektrum erzeugt. Die verbleibenden Koordinaten sind kol-
lektive interne Koordinaten, welche nicht fiir alle Kernkonfigurationen wohldefiniert sind. Dies
kann erhebliche Probleme bei der Definition der Born-Oppenheimer- oder Born-Huang-N&he-
rung bereiten (vergleiche aber Ref. [21]). In der klassischen Born-Oppenheimer-Entwicklung
treten diese Probleme nicht auf, da die Punkte, an denen diese Koordinatensysteme schlecht
definiert sind, sich in klassisch verbotenen Regionen befinden und deshalb nur zu exponentiell
kleinen Korrenturen anlafl geben, welche in der Storungsreihe also gar nicht erscheinen.

3Das unseres Wissens einzige Beispiel, in dem stérungstheoretisch nichtadiabatische Effek-
te flir Zusténde in einer konischen Durchschneidungssituation beriicksichtigt wurden, stammt
von Slonczewski [45]. Dieser schétzt die Lebensdauern sogenannter Slonczewski-Resonanzen
unter Verwendung der Goldenen Regel in der Condon-Approximation ab. Diese Néherung ist
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wohl darin, dal an echten Durchschneidungen die nichtadiabatischen Kopplungen
A;j(x) divergieren. Es scheint generell die Auffassung vorzuherschen, daf diese
Divergenzen daher stérungstheoretisch nicht behandelt werden kénnen. Speziell
Wagner [46] hat hierzu Argumente gesammelt. Er berechnet dabei Erwartungs-
werte des ungestorten Hamiltonoperators mit Eigenfunktionen des totalen Ha-
miltonoperators, konstatiert, dafl diese divergieren und schlieft daraus, dafl es
auch nicht moglich sei, eine Storungsentwicklung durchzufiithren. Tatséchlich ist
diese Situation aber generisch im Falle unbeschrinkter Stérungen. So fiihrt z. B.
ein Deltapotential als Storung zu einer Unstetigkeit der Ableitung der gestorten
Wellenfunktion, so da} die Erwartungswerte des kinetischen Energieoperators
divergent sind. Nichtsdestoweniger ist die resultierende Stérungsreihe fiir die-
ses Beispiel sogar analytisch (vergleiche Abschnitt 2.3.1). Ahnliche Argumente
wie die Wagners, fiihrten auch Koppel [47,48] zu der Aussage, dafl die Born-
Oppenheimer-Néherung fiir die Momente eines Spektrums divergente Ergebnisse
liefere. In Abschnitt 2.5 werden wir zeigen, dafl die korrekten spektralen Momente
in Born-Oppenheimer-Ndherung mit den endlichen spektralen Momenten iiber-
einstimmen, die Koppel als ,,Momente in Franck-Condon-N&aherung®“ bezeichnet.
Fiir das experimentell gut untersuchte Beispiel des Photoelektonenspektrums von
Kohlendioxid [49-51] werden wir analytische Ausdriicke fiir die spektralen Mo-

mente als Funktion des Storparameters finden.

In Abschnitt 2.3.2 werden wir die Storungsreihe fiir ein Durchschneidungspro-
blem zweier elektronischer Zustidnde in Abhéngigkeit von einer Kernkoordina-
te aufstellen und untersuchen. Diese wird sich allerdings wesentlich von der
Storungstheorie fiir Situationen mit stark vermiedenen Durchschneidungen un-
terscheiden. So variieren die Funktionen A;;(x) stark mit x, so daff wir nicht
in Condon-Néaherung arbeiten kénnen. Das Hauptproblem wird darin bestehen,
die Storungsentwicklung so zu gestalten, dafl sich die stidrksten Divergenzen in
jeder Ordnung gegenseitig ausloschen. Wir werden zeigen (vergleiche auch Re-
ferenz [52]), daf§ sich auch an echten Durchschneidungen analytische Storungs-
reihen ergeben und wir diese in dem betrachteten speziellen Fall sogar in allen

Ordnungen aufsummieren konnen. Diese Argumentation 148t sich auch auf koni-

aber nur fiir Zustédnde 0. Ordnung gerechtfertigt, fiir die die Aufenthaltswahrscheinlichkeit am
Durchschneidungspunkt verschwindet.
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sche Durchschneidungen iibertragen (Abschnitt 3.2). Im Mehrdimensionalen tritt
dabei ein neues Phanomen auf: Umléduft ein Wellenpaket adiabatisch den Durch-
schneidungspunkt, so gewinnt es zusétzlich zur dynamischen Phase noch eine
geometrische Phase von 7. Dieser Sachverhalt wurde im Falle konischer Durch-
schneidungen zwar schon friith von Longuett-Higgins [53] bemerkt, aber erst von
Berry [54-57] wurde diese Phase als Charakteristikum jeder adiabatischen Bewe-
gung erkannt. Ein anderes Beispiel fiir das Auftreten dieser Phase liefert der soge-
nannte Aharonov-Bohm-Effekt [58], in dem die geometrische Phase nicht auf eine
Durchschneidung, sondern auf einen magnetischen Flulschlauch zuriickzufiihren
ist. Das zugrundeliegende Problem ist dabei mathematisch wesentlich einfacher
als das der konischen Durchschneidung. Wir werden deshalb am Beispiel des
Aharonov-Bohm-Effektes zeigen, dal die Summation der Stérungsreihe mit dem
magnetischen Vektorpotential A als Stérung die richtige geometrische Phase lie-
fert.

Man mag sich fragen, welche Alternativen es zur Rechnung in einer adiaba-
tischen Darstellung gibt. Eine wire die Rechnung in einer crude-adiabatischen
Basis?, die jedoch fiir eine beschrinkte Anzahl an Basiszustéinden nur recht un-
genaue Ergebnisse liefert. Eine andere Moglichkeit besteht darin, zwar weiterhin
in dem von den n adiabatischen Zustidnden ¢;(x,y) aufgespannten Teilraum zu
arbeiten, jedoch in diesem mittels einer unitdren Transformation ST (x) zu einer
alternativen Basis {iberzugehen. Die Divergenzen der Groflen A;;(x) an Durch-
schneidungen riihren offensichtlich daher, dafl sich der Charakter der adiabati-
schen Basisfunktionen am Durchschneidungspunkt sprunghaft éndert. Man defi-
niert deshalb sogenannte diabatische Basisfunktionen qﬁ?IA durch die Bedingung,
daB die Elemente AD™(x) = (¢P'4|V|pP™), der Matrix AP verschwinden,
oder zumindest sehr klein sein sollen [59]. Diese Matrix A der Elemente A;;(x)
transformiert sich dabei wie AP = A + S[V,, ST]. Durch die Bedingung

AP — (1.6)

ist die Transformation ST und damit die diabatische Basis, bis auf eine globa-

4In der crude-adiabatischen Niherung hingen die elektronischen Basiszustéinde nicht von
den Kernkoordinaten ab, vielmehr verwendet man als elektronische Basis die Zustinde ¢;(xo)
zu einer festen Kernkonfiguration xg.
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le Eichtransformation festgelegt. Die Grofle A besitzt Matrixcharakter beziiglich
der elektronischen Zustdnde und zugleich Vektorcharakter, wobei die Dimension
dieses Vektors durch die Zahl der Kernkoordinaten gegeben ist. Die Transforma-
tion S hat zwar ebenfalls Vektorcharakter beziiglich der elektronischen Zusténde,
ist aber eine skalare Funktion der Kernkoordinaten. Héngt das betrachtete Pro-
blem also von mehr als einer Kernkoordinate ab, kann das Gleichungssystem (1.6)
tiberbestimmt sein. Mead et al. [60-62] zeigten, dafl die verallgemeinerte Rotati-
on von A verschwinden muf}, damit es moglich ist, eine streng diabatische Basis

einzufiithren.

In Abschnitt 2.2 werden wir fiir das Zweizustandsproblem mit nur einer Kernko-
ordinate das nichtadiabatische Storungsproblem in der diabatischen Basis formu-
lieren und 16sen. In der Tat sind praktisch alle Modelle, die numerischen Berech-
nungen fiir Durchschneidungsprobleme zugrunde gelegt wurden [37,48,53,63-66],
in einer diabatischen Basis formuliert. Fiir mehrdimensionale Probleme wird die
Rotationsbedingung allerdings nicht erfiillt sein, so daf} keine streng diabatische
Basis existiert. Es ist aber moglich, zumindest die an einer konischen Durchschnei-
dung divergenten Anteile der Matrix A durch eine Basistransformation zu elimi-
nieren. Die Basis, die man so erhilt, wird ,,quasidiabatisch“ genannt. Auch wenn
Baer [67,68] u.a. mit Hilfe quantenchemischer Rechnungen an einigen einfachen
Molekiilen glaubt, zeigen zu konnen, daf in diesen eine vollsténdige diabatische
Separation von Potentialflichen, die eine konische Durchschneidung aufweisen,
moglich ist, erscheint es doch attraktiv, auf die Berechnung der diabatischen Ba-
sis zu verzichten und direkt in der adiabatischen Basis zu arbeiten, zumal in den
letzten Jahren die Berechnung der nichtadiabatischen Kopplungsmatrixelemente
mit Standard-Quantenchemieprogrammen routineméfig durchfithrbar ist [69-73].
In Abschnitt 2.4 werden wir denn auch zeigen, dafl der totale Hamiltonoperator
auch an einer echten Durchschneidung in einer adiabatischen Basis definiert wer-
den kann, ohne schlecht definierte Limiten fiir die nichtadiabatische Kopplung

betrachten zu miissen.

Im Zusammenhang mit der Stérungstheorie erscheint uns ein Artikel von Spirko
et al. [74] besonders erwéhnenswert. Diese Autoren untersuchten an einem ein-
fachen Zweizustandsmodell fiir eine vermiedene Durchschneidung mit nur einer

Kernkoordinate numerisch, wie gut die nichtadiabatische Storungsreihe fiir Born-
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Huang-adiabatische Zusténde in 0. Ordnung im Vergleich mit der entsprechen-
den Stoérungsreihe fiir diabatische Zusténde konvergiert. Sie verwendeten dabei
eine von Hutson und Howard [75] vorgeschlagene Methode zur Konstruktion der
Storungsreihe, die auf eine Entwicklung der Resolventen in Zustédnde 0. Ord-
nung verzichtet und stattdessen die langsame Koordinate diskretisiert. Wahrend
Hutson und Howard jedoch nur die Korrekturen niedrigster Ordnung berechnen,
erweiterten Spirko et al. deren Algorithmus soweit, daB sie die Stérungsreihe bis
zu praktisch beliebig hoher Ordnung berechen konnten. Aufler fiir sehr kleine Auf-
spaltungen der Potentialkurven, fanden sie, daf§ die auf der adiabatischen Né&he-
rung basierende Storungsentwicklung wesentlich bessere Konvergenzeigenschaf-
ten aufweist. Trotzdem gingen sie in Féllen, wo die Storungsentwicklung basierend
auf der Born-Huang-Basis aufgrund zufalliger Entartungen nicht konvergierte, zu
einer Darstellung iiber, die weder rein diabatisch noch rein adiabatisch war. Wir
werden zeigen (Abschnitt 4.4.5, vergleiche auch Ref. [76]), dafl sich in solchen
Situationen durch den Ubergang zu einem Stérungsschema, welches zwischen der
Born-Huang- und der Born-Oppenheimer-Aufteilung in Storung und ungestorten
Hamiltonoperator approximiert, Storungsreihen ergeben, die mindestens ebenso-
gut konvergieren. Dabei kommt uns zugute, dal die Born-Oppenheimer-Néhe-
rung eine untere Grenze, die Born-Huang-Naherung hingegen eine obere Grenze
zumindest fir die Grundzustandsenergie liefert [77]. Diese beiden adiabatischen

Approximationen sind also in gewisser Weise komplementér zueinander.

In einer Reihe von Artikeln [78-80] wenden Spirko et al. die Methode von Hut-
son und Howard auf Vielzustandsprobleme aus unterschiedlichen Bereichen der
Molekiilphysik an, z.B. auf die Beschreibung von Fermi-Resonanzen in Wasse-
risotopomeren. In diesen Fillen ist die Konstruktion der diabatischen Basis mit
einem erheblichen Mehraufwand verbunden und wurde von Spirko et al. auch
nicht durchgefiithrt. Wir werden sehen, dafl sich in Situationen, in denen diese
Autoren Schwierigkeiten hatten, im Rahmen einer auf der Born-Huang-Néaherung
basierenden Storungstheorie konvergente Ergebnisse zu erhalten, wir ohne irgend-
einen Mehraufwand unter Verwendung einer alternativen adiabatischen Basis sehr
genaue Energieeigenwerte berechnen konnen. Spirko et al. [80] benutzten die Me-
thode von Hutson und Howard auch zur Berechnung nichtadiabatischer Zerfalls-

raten schwingungsangeregter van-der-Waals-Komplexe. Wir werden stattdessen
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in Abschnitt 4.4.6 ein elektronisches Pridissoziationsproblem [81] betrachten, fiir
welches Brems et al. [82] bereits mit anderen Methoden die Lebensdauern von

Resonanzzustanden bestimmt hat.

Die Bestimmung von Zerfallsraten und Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen
elektronischen Zusténden ist ein sehr altes Problem. Zener [83] bestimmte die
Ubergangswahrscheinlichkeit in einem Zweiniveausystem bereits 1932 unter der
Annahme, daf} die Kernbewegung klassisch beschrieben werden koénne. Die ent-
sprechenden Losungen des Problems unter der Annahme, dafl die Kernbewegung
semiklassisch behandelt werden kann, stammen von Landau [84] und Stueckel-
berg [85,86], die asymptotische Methoden verwendeten. Im adiabatischen Grenz-
fall, d. h. bei grofler Aufspaltung der Potentialflichen und kleiner Kerngeschwin-
digkeit, findet man, daB die Ubergangswahrscheinlichkeit nur exponentiell klein
ist [87,88]. Bereits Landau hat versucht, in diesem Grenzfall die Ubergangswahr-
scheinlichkeit storungstheoretisch zu berechnen. Dabei erhielt er zwar in niedrig-
ster Ordnung die richtige exponentielle Abhéngigkeit, jedoch nicht den richtigen
Vorfaktor 1, sondern 7 /3. Dies wurde lange Zeit als Paradoxon erachtet, da man
wegen der Kleinheit der storungstheoretischen Korrektur erwartete, bereits in 1.
Ordnung das korrekte Ergebnis zu erhalten. Die Situation wurde von Dykhne [89]
sowie von Davis und Pechukas [90] untersucht, die dieses Verhalten mit der Unste-
tigkeit der Wellenfunktion an den komplexen Durchschneidungspunkten erklaren.
Spéter gelang es dann Berry [91,92], die hoheren Terme der nichtadiabatischen
Storungsreihe im adiabatischen Grenzfall explizit zu berechnen und zu zeigen, dafl
der Vorfaktor in hoherer Ordnung tatsédchlich gegen 1 konvergiert. Wir werden
in Abschnitt 2.3.3 ein entsprechendes Problem im diabatischen Grenzfall, d.h.
fiir echte Durchschneidungen, finden. Vernachléssigt man hier, dafl nicht nur die
nichtadiabatische Stérung divergent, sondern auch die Wellenfunktion unstetig
ist, unterschitzt man die Storung um einen Faktor /4. Wir werden zeigen, wie
die Beriicksichtigung der Unstetigkeit der Wellenfunktion zu einer Renormierung

des Storparameters fiihrt, welcher dann den korrekten Vorfaktor liefert.

In der vorliegenden Arbeit werden wir uns vom Speziellen zum Allgemeineren
vorarbeiten: So betrachten wir in Kapitel 2 ein einfaches Modell fiir die Durschnei-
dung zweier elektronischer Zusténde als Funktion nur einer Koordinaten. Dieses

Modell hat den Vorteil, explizit l16sbar zu sein und wir werden diese Losungen ana-
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lytisch sowohl in der diabatischen Basis als auch durch Summation der nichtadia-
batischen Storungsreihe konstruieren. In Kapitel 3 erweitern wir diese Storungs-
theorie auf Systeme, die von mehr als einer Kernkoordinate abhéngen, speziell auf
konische Durchschneidungssituationen. Schliefilich berechnen wir in Kapitel 4 nu-
merisch die storungstheoretischen Korrekturen, die sich aus der Beriicksichtigung
der nichtadiabatischen Kopplung ergeben. Wir betrachten dort zwar wiederum
nur Modelle mit einer adiabatischen Koordinate, beschranken aber weder die Zahl
der verkoppelten Zustidnde noch deren Potentiale und nichtadiabatische Kopp-

lungen, so dafl wir auch vermiedene Durchschneidungen von Zustdnden zulassen.



Kapitel 2

Analytische Behandlung der
nichtadiabatischen Verkopplung
zweier sich schneidender

Zustiande 1n einer Dimension

2.1 Definition des Problems

Betrachten wir einen Hamiltonoperator, welcher zwei elektronische Zusténde be-
schreibt, die durch einen (massengewichteten) Vibrationsfreiheitsgrad = mitein-

ander verkoppelt sind. In einer diabatischen Basis laute dieser

d2
O = (4 @) 0t (@)1~ 9 (o) 2.1)
Hierbei ist oy die 2 x 2-Einheitsmatrix und die ¢; mit ¢« = 1,2, 3 sind Pauli-

Matrizen. Die diagonalen Potentiale Vy(z) und g¢(z), sowie die auBerdiagonale
Kopplung f(x) seien zunéchst beliebig. Weiterhin definieren wir die Projektoren
auf die Eigenzustinde a = (1,0)” und 8 = (0,1)” von o3 zu 045 = 5 (1 £ 03).
Wir fithren eine Variable ¢ ein, welche die beiden Werte o und 3 annehmen kann.

Ist ¢ = a/f3, so sei ( = 09¢ = [/, d.h. wir vereinbaren, dafl die gequerte Grofie

gerade den inversen Wert der ungestrichenen Gréfie annehme.
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Wir transformieren nun den Hamiltonoperator (2.1) mit der unitéren Transfor-
mation
S = exp(iP(x)0s), (2.2)
wobei
f ()
g(x)

sei. So gelangen wir zu dem Hamiltonoperator in der adiabatischen Darstellung

(2.3)

P(zx) = 5 arctan

H = STHP™AS = gB° + gNA, (2.4)
Diesen haben wir in den Born-Oppenheimer-Hamiltonoperator

1O = (‘d— T <x>) 00—V PP(@) + P(@)os = Hooo + Hos  (25)

dx?

und in einen nichtadiabatischen Anteil

HNA: _S+ |: d2

5| = B P + (P ) o 26)

mit p = —i% aufgespalten. Die Ableitung der Funktion P(x) hingt dabei mit
der bereits in der Einleitung eingefithrten nichtadiabatischen Funktion Ajs(x)
tiber Ajpp(x) = —iP’(xz) zusammen. Der Abstand der BO-Potentiale betrigt
2/ f2(z) + g2(z). Tst dieser Abstand an einem Punkte 2, minimal aber ungleich
Null, so sprechen wir von einer vermiedenen Durchschneidung. Ist er Null, so
beriithren sich die beiden adiabatischen Potentialflichen in diesem Punkt, wir
sprechen dann von einer echten Durchschneidung. Offensichtlich mufl dazu so-
wohl f(z9) = 0 und g(xy) = 0 gelten. Im allgemeinen ist es unwahrscheinlich,
daf} zwei verschiedene Funktionen ein und derselben Variablen am selben Punkt
verschwinden; man spricht von einem , Durchkreuzungsverbot“ [93]. Dies &ndert
sich, wenn das betrachtete System zusétzliche Symmetrien aufweist. In diesem
Falle sind echte Durchschneidungen auch in Systemen mit nur einem Freiheits-
grad moglich. Beispiele hierfiir sind der sogenannte Renner-Teller-Effekt fiir Bie-
gemoden linearer Molekiile und der E x [-Jahn-Teller-Effekt in Molekiilen mit

vierzéhliger Symmetrieachse. Anders sieht es aus, wenn man mehr als einen Frei-
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heitsgrad hat. Ist das System zumindest zeitumkehrsymmetrisch, gibt es keinen
Grund, der ein gleichzeitiges Verschwinden von f und g verbieten wiirde. Die
dabei auftretenden Beriihrungspunkte der adiabatischen Potentialflichen werden

konische Durchschneidungen genannt.

Im folgenden werden wir den Ursprung des Koordinatensystems so wéhlen, daf3
er mit dem (vermiedenen) Durchschneidungspunkt zusammenfallt, d.h. 2o = 0
(dies heifit nicht, dafi es nicht mehrere Durchschneidungspunkte geben koénn-
te. Wir konnen diese aber unabhéngig voneinander betrachten). Des weiteren
148t sich durch eine globale Drehung exp(iwos) mit geeignet gewihlter Pha-
se w stets erreichen, daf f(xy) = 0. An der vermiedenen Durchscheidung gilt
L(f2 + 7)(x0) = 4(F(0)F/(0) + g(0)g'(0)) = 49(0)g/(0) = 0, 0 daB dann auch
g'(0) = 0 ist. In generischen Fillen ohne Symmetrie werden allerdings sowohl
f'(0) als auch ¢(0) nicht verschwinden. Wie bereits angemerkt, bilden sowohl der
Renner-Teller-Effekt, als auch der E x g-Jahn-Teller-Effekt eine Ausnahme, da
bei diesen g(0) = 0. Im Falle des Renner-Teller-Effektes verschwindet sogar f'(0).
Dieser Fall wird deshalb im weiteren nicht betrachtet. Wir wollen uns zunéchst
auf Situationen mit nur einer Durchschneidung beschrinken. Dann koénnen wir
stets annehmen, dal g(z) > 0. Es ist dabei auch in generischen Féllen nicht

ungewohnlich, dafl e = g(0) sehr klein ist.

Im folgenden werden wir die verschiedenen Beitrége in der nichtadiabatischen
Kopplung (2.6) analysieren: Der Antikommutator auf der rechten Seite von (2.6)
stellt eine impulsabhéingige Kopplung der elektronischen Zustéande dar. Der zweite

Term ist nicht impulsabhéngig und ergibt auch diagonale Beitrdge zum Potential.

Diese nichtadiabatischen Terme (2.6) sind eigentlich gutartig, solange g(z) # 0:
Wir kénnen dann fiir die Funktion P’(z) eine obere Schranke finden. Der Opera-
tor proportional zu (P’'(z))? ist damit beschréinkt. Andererseits ist der Operator p
in {p, P'} zwar unbeschrénkt, jedoch relativ zu dem kinetischen Energieoperator
und damit auch beziiglich HB® beschrénkt (zum Begriff der relativen Beschriinkt-
heit, siehe z. B. [19,77]). Diese Eigenschaft iibertrégt sich auf den Term {p, P’'o»}.

Betrachten wir den Hamiltonoperator

HBO + 771{177 PIOZ} + ,'72(P/(x))20_0’ (27)
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so werden sowohl die Eigenenergien, als auch die Resolvente dieses Operators
selbst, fiir geniigend kleine Betrédge der Storparameter 7; und 7, analytische
Funktionen dieser Parameter sein. Die Storungsreihe (SR), die sich fiir die Ei-
genenergien ergibt, hat dann einen endlichen Konvergenzradius. Im Limes € — 0
werden die nichtadiabatischen Terme P’(x) sehr spitze Funktionen, die, zumin-
dest lokal bei x = 0, lorentzartig sind und deren Hohe — und damit auch obere
Schranke — proportional zu 1/e divergieren. Das Auftreten dieser Divergenzen
ist offensichtlich auf das Verschwinden von g(x) an der Stelle x = 0 zuriick-
zufithren. Wir werden uns deshalb auf Hamiltonoperatoren (2.1) beschrénken,
fir die g(x) = € = const. Damit wird aus (2.3)
flz) =

1
li_r%P(x) =3 lii%arctan =1 sgn (f(x)). (2.8)

Fiir sehr kleine Werte von € hat die Kopplung P’(x) dann die Form einer Lor-

entzkurve,

g
5
Il
~
no
8
+
[
no
=
0

2

2

N N = N
e &w
5+
:—’QM

(2.9)

mit der Breite v = €¢/f(0). Fiir die nichtadiabatische Kopplung (2.6) ergibt sich

SO

: . m m 2
lime_oHY* = lim,_g <§ {p,d,(x)o2} + <§5A,(x)> ao) . (2.10)

Es ist nicht einfach zu sehen, ob dieser Limes fiir den Hamiltonoperator iiber-
haupt definiert ist. Die Funktion lim_.o P'(z) = 7 lim,_od,(z) kann vielleicht
noch als Diracs Deltafunktion interpretiert werden, aber der diagonale Term
(P'(x))? wiirde dann wie das Quadrat einer Deltafunktion divergieren. Betrach-
ten wir die Konvergenzradien der SR in den unabhéngigen Parametern 7; und
1o fiir die Eigenenergien, so gehen diese mit ¢ gegen 0. Wir kénnen allerdings
noch hoffen, dal es durch eine geeignete Verkoppelung der Stérparameter, indem
wir diese als Funktionen 7;(n) und 7,(n) nur noch eines Parameters n betrach-

ten, zu einer Ausloschung von Divergenzen innerhalb jeder Ordnung von 7 im
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Limes € — 0 kommt. Dann konnten auch die SR in 7, z. B. fiir die Eigenenergi-
en, in diesem Limes einen endlichen Konvergenzradius aufweisen. Dabei verdient
folgender Sachverhalt, auf den zuerst Teller [94] hingewiesen hat, besondere Be-
achtung: Die nichtdiagonalen impulsabhéngigen nichtadiabatischen Kopplungen
liefern erst ab zweiter Ordnung ST einen Beitrag zur Energie. Dieser ist dann
aber von gleicher Groflenordnung wie der Beitrag des diagonalen nichtadiabati-
schen Terms, da jeder Ausdruck P’(0) von der GroBenordnung 1/e ist. Wollen
wir erreichen, dafi diese Terme sich zumindest teilweise aufheben, miissen wir
offenbar 7y oc n? withlen. Wir erreichen dies am einfachsten, indem wir in (2.6)

P(x) durch nP(z) ersetzen. Der nichtadiabatische Term lautet also nun

2
H = -5} { d Sn]

| da2’
= {p.nP'(x)o2} + (nP'(x))" o0, (2.11)
wobei
S, = exp(inP(z)os). (2.12)

Wir erhalten den verallgemeinerten Hamiltonoperator
H, = HBO 4 HEA = (poo +nP'(2)02)* + Vi (2) 00 — /f2(2) + g%(2)03. (2.13)

Fiir n = 1 reduziert sich der Ausdruck (2.11) auf (2.6), wéihrend die nichta-
diabatische Kopplung fiir n = 0 ganz verschwindet, so dafl sich der gesamte
Hamiltonoperator (2.13) auf den BO-Operator (2.5) reduziert.

In Abschnitt 2.3.2 werden wir zeigen, dafl die unbeschrénkten Terme, die von
dem diagonalen nichtadiabatischen Term stammen, tatséchlich exakt von Bei-
tragen des impulsabhéngigen Teils der Kopplung in jeder Ordnung ST separat
kompensiert werden®.

Als ein Beispiel betrachten wir den Fall Vo(x) = 22/4 + 1, f(x) = x und
g(x) = 0. Fiir n = 1 sind die Potentiale parabelférmig mit den Scheitelpunk-
ten bei x = A = £2 (Wir werden in Abschnitt 2.5 dieses Problem auch fiir

'Es sei noch angemerkt, daB der urspriingliche Hamiltonoperator (2.1) fiir g(x) = 0 durch
die Transformation S = exp (—ioem/4) diagonalisiert wird. Fiir  # 1 ist dies nicht mehr der
Fall.
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Energie

Abbildung 2.1: Die adiabatischen Potentiale V,/3(x) des Operators (2.1) mit
Vo(z) =22/4+ 1, f(z) =z und g(x) = 0.

andere Werte des Verschiebungsparameters A betrachten) . Die adiabatischen
Potentiale, welche per Definition nicht von 7 abhéngen, unterscheiden sich in der
Verkniipfung der Zweige bei x = 0, so dafl ein W-formiges unteres und ein V-
formiges oberes Potential resultieren, V53 = 2?/4 + 1 F |z| = 1/4 - (|z| F 2)*
Diese Potentiale sind in Abbildung 2.1 dargestellt.

2.2 Losung in der diabatischen Basis

Wir kénnen den totalen, nun von 1 abhéngigen Hamiltonoperator (2.13) auch in
der diabatischen Basis darstellen. Die Transformation von der adiabatischen auf

die diabatische Basis wird durch den unitédren Operator (2.12) vermittelt. Damit
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erhalten wir

dz?

—V/ f2(x) + ¢?(x) (—sin (2nP(x)) o1 + cos (2nP(x)) o3) . (2.14)

d2
H}fIA = S,H,S, = (—— + %(w)) 00—

Im folgenden werden wir annehmen, dafl g(z) = 0 und da f’(z) > 0. Dann lautet
(2.14)

HPA — (—d—; + Vo(x)> o0 + sin (ng) F(x)or — cos (ng) If(2)] 0. (2.15)

Dabei ergibt sich die Transformation S, aus (2.8) zu

T T : <0
S, = exp (2771 sgn(f(:v))02> = { T e } (2.16)
und damit
0 . T
T = cos (nz> 0o + isin (7}1) o9. (2.17)

Wir bemerken, daf§ der Hamiltonoperator (2.15) in 7 periodisch ist mit einer
Periodenlédnge von 4. Die Energieeigenwerte hingegen sind Funktionen von |n|

und haben deshalb eine Periodenlénge von 2.

Die nichtadiabatischen Kopplung (2.7) und (2.8) ist nur am Durchschneidungs-
punkt singuér und von Null verschieden. Damit fallt der totale Hamiltonoperator
(2.4) in adiabatischer Darstellung fiir  # 0 mit H2° zusammen und ist damit
diagonal. Der diabatische Hamiltonoperator ist andererseits nur bei z = 0 dia-
gonal, aber dort sind seine Eigenfunktionen und Ableitungen stetig. Damit bie-
tet sich folgender Losungsweg an: Zuerst bestimmen wir die Losungen der vom
BO-Hamiltonoperator abgeleiteten Schrodingergleichung jeweils getrennt auf der
linken und der rechten Halbachse. Nach Transformation in die diabatische Dar-
stellung versuchen wir die logarithmischen Ableitungen stetig aneinander anzu-
schlieen. Daraus resultiert eine Bedingungsgleichung fiir die erlaubten Energie-

eigenwerte. Auf den jeweiligen Halbachsen, gekennzeichnet durch die Indizes =+,
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lautet die Schrodingergleichung in adiabatischer Darstellung
HEOYS = Eys. (2.18)

Die Eigenfunktionen miissen dabei der Bedingung 1§ (+00) = 0 geniigen (natiir-
lich nur auf jeweils einer Halbachse). Des weiteren normieren wir die Funktionen
so, daB 5 (0) = 1. Thre logarithmischen Ableitungen an der Stelle z = 0,

2 = 220 ) (219)

sind Funktionen von E. Die Wellenfunktion in der diabatischen Darstellung ergibt

sich nun zu

T+ <w§¢f(m),wﬁ¢ﬁ(:p)>T o <0

ZUDIA(CU) = T
T (wivs(e) w’l@) 2> 0

(2.20)
mit noch zu bestimmenden Koeffizienten wi. Diese ergeben sich aus der gefor-
derten Stetigkeit der Wellenfunktion und ihrer Ableitung fiir x = 0:

T (w?, w?)" = T(w},wi)", (2.21a)
TH(w* A%, w’ AP)T = T(wdAS, wiA?)T. (2.21b)

Mit T=T, Ay = A2(1+0.)/2+ A (1 —0.)/2 und wy = (w3, w?)T schreibt

sich dies kompakter als

T w_ =Tw,, (2.22a)
T+A,W, = TA+W+. (222b)

Eliminieren wir w_, so ergibt sich das Eigenwertproblem

(T*A_T — TA,TH)Tw, =0. (2.23)
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Dieses hat nur eine Losung, wenn die Determinante verschwindet,
(T*A_T—-TA.T")|=0. (2.24)

Alternativ kann dies als

(0% « 7771—

0= (A" — A2)(A® — A?) cos? (7) n

o (2.25)

+ (A — A%)(A® — A%)sin? (7)

geschrieben werden. Da T eine Funktion des Stérparameters 1 und die loga-

rithmischen Ableitungen Funktionen der Energie E sind, ist dies die gesuchte

Quantisierungsbedingung. Ist 7 = 0 (adiabatischer Grenzfall), so vereinfacht sich
Gleichung (2.25) zu

(A — A (A — A7) =0, (2.26)

was Stetigkeit der adiabatischen Wellenfunktionen und ihrer ersten Ableitungen

zum Ausdruck bringt. Entsprechend gilt fiir n = 1 (diabatischer Grenzfall),
(A — A9)(A —A) =0, (2.27)

wobei nun die diabatischen Wellenfunktionen und ihre ersten Ableitungen stetig

sein miissen.

Die Gleichung (2.25) vereinfacht sich jedoch erheblich, wenn wir annehmen,
daB der Hamiltonoperator (2.14) eine gewisse Symmetrie unter Inversion der z-
Koordinate aufweist. Wéhlen wir speziell f(—xz) = —f(x) und Vo(—z) = Vy(z), so
beschrénken wir uns auf eine Klasse von Durschneiungsproblemen die bereits von
Fulton und Gouterman [95] néher untersucht wurden. Wir werden deshalb von

Fulton-Gouterman-Symmetrie sprechen. Dann gilt fiir die Koeffizienten w_ =

+osw, und fiir die logarithmischen Ableitungen A_ = —A . Wir erhalten aus
(2.25)
AG s
_E = tan <n1> oder (2.28a)
A N
—— =t —. 2.28b
A ("4) (2.28)
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Die entsprechenden Wellenfunktionen ergeben sich aus (2.22), welche sich mit
T o3 = 03T zu

osTw, =+£Tw, (2.29)

vereinfacht. Die Losung mit positivem (bzw.negativem) Vorzeichen gehort dabei
zu Gleichung (2.28a) (bzw. (2.28b)). Die Koeffizienten w, ergeben sich zu

w, = (cos <77%> ,sin <77%>>T, (2.30a)

fir positives Vorzeichen in (2.29) und zu

W, = (— sin (77%) , COS (n%))T, (2.30Db)

fiir negatives Vorzeichen. Im ersten (bzw. zweiten) Fall (2.30a) (bzw.(2.30b))
ist die a-Komponente der Wellenfunktion gerade (bzw. ungerade) und die (-

Komponente ungerade (bzw. gerade).

Fiir den Modellhamiltonoperator mit Vy(z) = 2?/4 + 1, f(z) = z und g(z) = 0
aus dem vorigen Abschnitt wollen wir die Losungen der Gleichungen (2.30) als
Funktion des Parameters 7 diskutieren (Abbildung 2.2). Die Eigenfunktionen
¥¢ in Gleichung (2.18) lassen sich dann durch parabolische Zylinderfunktio-
nen [96,97] ausdriicken, ¢*(z) = Dg__1(x — 2), V() = Dp,_1(x +2). Fir
n = 1, also im diabatischen Grenzfall, resultiert das Spektrum zweier entarte-
ter harmonischer Oszillatoren. Fiir andere Werte von 1 koénnen die Gleichungen
(2.30) leicht numerisch gelost werden (Abbildung 2.2). Im adiabatischen Grenzfall
(n = 0) ergibt sich das Spektrum als Uberlagerung der Spektren zweier ,, Doppel-

Oszillatoren“ [97] mit den Potentialen V,, bzw. Vj.

Der Giiltigkeitsbereich der hier abgeleiteten Ergebnisse, speziell der Gleichungen
(2.22), kann ohne weiteres auf Situationen mit beliebig vielen Durchschneidungen
ausgedehnt werden. Tatséchlich ist es nicht einmal notwendig, dafl sich die adia-
batischen Potentiale beriithren. Wir haben in diesem Kapitel nur verwendet, dafl
die Transformation von der adiabatischen auf die diabatische Basis von der Form
(2.16) ist und die diabatischen Wellenfunktionen sowie ihre Ableitungen stetig
sind. Geben wir zwei beliebige adiabatische Potentiale V,, /3 und die Transforma-

tion (2.16) vor, konnen wir zu einer dquivalenten diabatischen Darstellung von
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Abbildung 2.2: Das Spektrum des Hamiltonoperators (2.1) mit Vy(z) = 2%/4+1,
f(z) =z und g(x) = 0, als Funktion von 7. Die Indizes der Fléchen entsprechen
denen der zugehorigen adiabatischen Potentiale V,,/3(x) im adiabatischen Grenz-
fall, n = 0. Fiir n = 1 hingegen, ist dies zweimal das Spektrum eines harmonischen
Oszillators. Das Spektrum hat in 7 die Periode 2.

der Form (2.1) iibergehen. Wenn die Potentiale sich an dem Punkt z, an welchem
die Transformation unstetig ist, nicht beriihren, werden die Elemente der entspre-
chenden diabatischen Potentialmatrix f(z) und g(x) ebenfalls unstetig sein. Die
diabatischen Wellenfunktionen und ihre ersten Ableitungen sind jedoch weiterhin
stetig, erst in den zweiten und hoheren Ableitungen treten Unstetigkeiten auf.
In einfithrenden Texten zur Quantenmechanik [84,97-99] werden gerne stiick-

weise konstante Potentiale behandelt, da man dabei nur an den Sprungstellen



24 FEindimensionale Durchschneidung

Abbildung 2.3: Die niedrigste adiabatische (n = 0) Eigenfunktion v{(z) zum
Potential V3 des Hamiltonoperators (2.1) mit Vp(z) = 2%/4 + 1, f(z) = z und
g(z) = 0, sowie die Komponenten 1*(x) und 1”(x) der entsprechenden Eigen-
funktion mit n = 1 (alle nicht normiert). Man beachte besonders die Unstetigkeit
der Komponente ¢%(z). Kombinieren wir die Funktionen ¢°(z) fiir z < 0 und
Y(z) fiir z > 0, bzw. ¢(z) fiir z < 0 und —%(z) erhalten wir die Eigen-
funktionen in diabatischer Darstellung. Diese sind einfach um +2 verschobene
Eigenfunktionen eines harmonischen Oszillators.

des Potentials ein einfaches AnschlufSproblem fiir die Wellenfunktionen zu lésen
hat. Eine interessante Verallgemeinerung ergibt sich, wenn wir statt des diaba-
tischen Hamiltonoperators einen BO-Hamiltonoperator H2° und eine durch die
Funktion P’(z) bestimmte nichtadiabatische Kopplung vorgeben. Wir koénnen
dieses Problem ebenfalls auf die Bestimmung einer Reihe von Anschlufibedin-
gungen zuriickfithren, indem wir die Funktion P(z) durch eine Treppenfunktion
P(z) = > P(z; +1/2)0(x — x;) approximieren. Die x; sollen dabei ein &qui-
distantes Gitter, mit dem Punktabstand | = x;;; — x;, bilden. Die Transfor-

mation S wird dann durch S = c1; Sy gendhert, wobei die Tranformationen
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Sy = exp(nim/4sgn(r — x;)o2) mit n; = 2/7{P(x; +1/2) — P(x; — 1/2)}} jede
von der Form (2.16) sind. Die Konstante c ist hierbei nur ein von z unabhéngiger
Phasenfaktor. Das so diskretisierte Problem ist relativ einfach zu l6sen, da zwi-
schen den Sprungpunkten x; die nichtadiabatische Kopplung verschwindet. Die
beiden Komponenten der adiabatischen Wellenfunktion kénnen also unabhéngig
voneinander propagiert werden, bis man zum néchsten Punkt z; gelangt. Mit den
Gleichungen (2.22) werden dann aus den Werten der Wellenfunktion und ihrer
ersten Ableitung an der Stelle x; neue Startwerte fiir die weitere Propagation
berechnet. Durch Verfeinerung der Stufen kénnen wir so theoretisch eine beliebig
gute Néaherung fiir die exakten Wellenfunktionen erhalten. Riicktransformation

mit S liefert dabei einen diabatischen Hamiltonoperator
HP™ = {T + Vo (2)}oo — §(w)os + f(x)or. (2.31)

Als Beispiel betrachten wir einen adiabatischen Hamiltonoperator, der eine einfa-
che vermiedene Durchschneidungssituation beschreibt: Die BO-Potentiale lauten
Ve = +v/1+ 22 und die Kopplung sei durch P(z) = 1/2arctanz gegeben. Fiir
den entsprechenden diabatischen Hamiltonoperator gilt dann, da§ Vo(x) = 0,
f(z) = x und g(z) = 1. Wir diskretisieren die nichtadiabatische Kopplung, in-
dem wir die Sprungpunkte x; = ¢ mit ¢ € Z wahlen. Die sich ergebenden BO-
Potentiale, die nichtadiabatische Kopplung und die diabatischen Potentiale sind
in Abbildung 2.4 dargestellt.

Martin et al. [100] diskutierten vor kurzem ein Modell, in welchem die dia-
batischen Potentiale jeweils stiickweise konstant gewihlt wurden. Offensichtlich
ist dieser Ansatz dem unserem sehr &hnlich. Auch bei uns sind die diabati-
schen Potentiale §(z) und f(z) stiickweise stetig, wenn auch nicht konstant.
Diese Methode 148t sich im Prinzip auch leicht auf mehrdimensionale Proble-
me verallgemeinern (vergleiche auch Abschnitt 3.2). Die Funktion P(z1,...,zyN)
héngt dann von N Koordinaten x; ab. Wir konnen auch diese Funktion wieder
durch eine Stufenfunktion f’(xl, ..., xy) approximieren, welche jeweils auf klei-
nen (Hyper-)Rechtecken konstant ist. Dies wiirde zu einer Art Finite-Elemente-
Methode fiihren.
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Abbildung 2.4: Diskretisierung der nichtadiabatischen Kopplung: A: adiabati-
sche Potentiale V3 = Vo(z) & /g(x)? + f(x)?, mit Vo(xz) = 0, g(x) = 1 und
f(z) = x. B: P(x) = 1/2arctan(f(z)/g(z)) = 1/2arctan(z) (gestrichelt), bzw.
eine Approximation durch eine Stufenfunktion P(z) (durchgezogene Linien). C:
Die diabatischen Potentiale g(x) und f(z) (gestrichelt), bzw. die durch Transfor-
mation der adiabatischen Potentiale mit der diskretisierten Kopplung erhaltenen
diabatischen Potentiale §(z) und f(z) (durchgezogene Linien). D: Die nichta-
diabatische Kopplung P’(x) (gestrichelt) bzw. schematisiert, die diskretisierte
Kopplung P’ (x) (durchgezogene Linien).
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2.3 Losung mittels BW-Stérungstheorie in der

adiabatischen Basis

2.3.1 Brillouin-Wigner-Stérungstheorie

Obwohl in fast jedem Lehrbuch der Quantenmechanik [77,99, 101] hergeleitet,
wird die Brillouin-Wigner-Storungstheorie (BW-ST) seltener angewandt als die
Rayleigh-Schrédinger-Storungstheorie (RS-ST), hauptséchlich, da aus ihr nur im-
plizite Gleichungen fiir die Energieeigenwerte resultieren, welche i. allg. iterativ
gelost werden miissen, wiahrend in RS-ST ein expliziter Ausdruck fiir die Ener-
gie in Abhéngigkeit vom Storparameter erhalten wird. Ein weiterer Nachteil der
BW-ST im Vergleich mit der RS-ST betrifft extensive Systeme: Sie ist nicht
groffenkonsistent. Obwohl der letzte Punkt in der Molekiilphysik nicht relevant
ist, wird dennoch die BW-ST selten verwendet, obwohl sie i. allg. wesentlich besser
konvergiert. Um mit dieser Methode vertraut zu werden, 16sen wir ein einfaches

Beispiel, dessen Ergebnis im néchsten Unterkapitel benotigt wird.

Allgemein betrachten wir in BW-ST einen gestorten Hamiltonoperator H, der in
einen ungestorten Hamiltonoperator Hy und eine Storung H' aufgespalten werden
kann,

H=Hy+ H' (2.32)

Der ungestorte Hamiltonoperator Hy habe ein vollstandiges System von Eigen-

funktionen |n), mit entsprechenden Eigenenergien E,,,

Ho|n) = E,|n). (2.33)
Wir suchen die gestorten Eigenfunktionen |3) zur Energie E,,

H|3) = E|3). (2.34)

Der Zustand [3) soll dabei aus dem ungestorten Zustand |s) hervorgehen. In
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BW-ST erhalten wir ein implizites Gleichungssystem fiir die Energie E,

By— By = (5| H'Y (Z (1) (o IE‘%Z;'H)) )

= (s|H'Y (RH")"|s). (2.35)

Dabei steht R fiir die reduzierte Resolvente,

_1—1s){s]
R= A (2.36)

Wihrend die bisherigen Ausfithrungen noch véllig allgemein gehalten waren,

werden wir nun den Hamiltonoperator (2.32) weiter spezifizieren. Dieser bestehe
d2

aus einem kinetischen Energieoperator T'= — <= und einem Potential V/,
Hy=T+YV. (2.37)
Das Potential sei symmetrisch,
V(—x) =V(x). (2.38)

Die Stérung H' sei ein Vielfaches 7 der Diracschen Deltafunktion? §(x),
H' = ni(z). (2.39)

Da fiir beliebige stetige Zusténde |a), |b) gilt, daBl (a|d|b) = 1%(0),(0), konnen

wir folgende Identitéit angeben,

(al]b)(blola) = (al|d|a)(blo]b). (2.40)

’Ein nahe verwandtes Problem, in welchem analoge Punktwechselwirkungen behandelt
werden, ist das Kronig-Penney-Modell [102], welches als Modellpotential fiir Elektronen in
Festkorpern einen Kamm aus Deltafunktionen verwendet.
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Damit kénnen wir Gleichung (2.35) umformen,

B By = (slnsls) S (Z (i) - g'"j'g) S 4y

q=0 \n=0

oder, wenn wir ausnutzen, dafl die Summe iiber ¢ eine geometrische Reihe dar-

stellt,
(s|ndls) o (((nlndln)\ _ (s|ndls)
BB, (; (E—En) E, - E) (242)

Wir erhalten so eine implizite Gleichung fiir die Energieabhéingigkeit des Storpa-

rameters 7
i Wé’n =L, (2.43)
o &
In der Summe auf der linken Seite dieser Bezichung erkennen wir die Greensfunk-
tion ,
/ / /
Gz, a) = (x Imlf@ = (¢|Glx) (2.44)

an der Stelle z = 2/ = 0 wieder?, wobei G = (E, — Hy) ™! die Resolvente oder der

Greensoperator des Operators Hj ist.

Integrieren wir andererseits Gleichung (2.34) iiber ein infinitesimales Intervall

[—e, €], so erhalten wir

e 2

[ - v st - B} )| s = di-2) = 26e) 4 ni0) =0
- (2.45)

Sei nun ¢,(x) eine symmetrische Funktion, so ist auch 1,(z) symmetrisch und es

gilt ¥/.(¢) = —4.(—¢). Daraus folgt

UL (04
s (04)

~—

n
A=—. 2.46
: (2.46)

Die logarithmische Ableitung A der Wellenfunktion &S(x) springt also an der

3Die Greensfunktion hingt natiirlich auch noch von der Energie ab. Im weiteren werden wir
jedoch nur die Greensfunktion fiir die Energie Es benotigen und deshalb die Energieabhéngig-
keit nicht explizit angeben
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Stelle x = 0 gerade um 7. Mit Gleichung (2.43) folgt also, da8

= n|5|n 1
Z G(0,0) = 5+ (2.47)

n=0 5

2.3.2 Berechnung der Energieeigenwerte

In diesem Abschnitt werden wir die nichtadiabatische Kopplung als Storung des
BO-Problems (2.4) betrachten. Unter der zusétzlichen Annahme des Vorliegens
von Foulton-Gouterman-Symmetrie (f(—z) = — f(z) und Vo(—x) = Vo(x)), wer-
den wir die resultierende SR sogar in allen Ordnungen berechnen kénnen und
zeigen, wie durch Summation der Reihe die schon bekannten Ausdriicke (2.28)
resultieren. Statt den Limes ¢ — 0 des Operators (2.4) zu bilden, welchen wir
erst in Abschnitt 2.4 erértern werden, setzen wir den Ausdruck (2.10) fir die
nichtadiabatische Kopplung direkt in die BW-Formel (2.35) ein und lassen erst
dann die Aufspaltung € zu Null gehen. Wir gebrauchen allerdings bereits, dafl
nach Gleichung (2.9) die Funktion P’(z) die Gestalt einer schmalen Lorentzkur-
ve hat. Bevor wir beliebige Glieder der Storungsreihe betrachten, wollen wir die

in zweiter Ordnung auftretenden Terme néher betrachten:

E, — E, = (nm/2)? ((s|pod, RS pos|s)+
(s|po20y Rpoady|s) + (s]|0,poaRopos|s)
(s|0,po2Rpoady|s) + (s|oodZ]s)) +

+ hohere Ordnungen, (2.48)

wobei |s) wiederum einen ungestorten Eigenzustand des BO-Operators
HBO = H,0, + Hgos (2.5) bezeichne und R die reduzierte Resolvente

a0 — |s)(s]

R=— ,
ESO'O - HBO

(2.49)

zur exakten Eigenenergie E; des gestorten Zustands |5) sei. Zur Diskussion die-
ser Ausdriicke gehen wir am besten zur Ortsdarstellung iiber. Die Matrixele-

mente der Resolvente G = (E,00 — HB®)™! stimmen mit der Greensfunktion



2.3 Adiabatische Basis 31

G(z,2") = (2/|G|x) iiberein, die durch
{HBO — E,00}G(z,2") = —6(x — ") (2.50)

definiert ist. In dieser Darstellung erhalten wir fiir den Ausdruck (2.48)

B.— B, = (yr/2)? / / dxdx/(

vl o) (Gtaa') - o D) 5 ) iputo+
vt (o) (P - o P ) 5 o)+
(el o)) (225D o ) 5 ) iyt )+

+n(oty o) (D) = o D g oy i+

+ 5 ()0, ()0 (z — f)&,(m’)%(x’)) . (2.51)

Der Index ( ist hierbei entweder v oder 3, je nachdem, zu welcher Potentialfliche
der Zustand? |s) gehort. In der letzten Zeile haben wir den Ausdruck fiir die
Diagonalkorrektur durch Einschieben der Einheit (6(x — 2’)) modifiziert.

Die Greensfunktionen erfiillt allgemein die Gleichung (G(z,2'))" = G(2/, ). Wir

konnen fiir sie den Ansatz

1
Gz, ) = Z o¢ (—§|m — 2| qe(z,2") +re(z, x')) = Guo(z,2") + Gg(x, ")
(=a,p8
(2.52)

verwenden. Die G¢(z,2') sind die Greensfunktionen fiir die einzelnen BO-
Potentiale. Die Funktionen g, (x, z’) und r¢(x, 2’) sind stetig und mindestens ein-
mal stetig differenzierbar. AuBlerdem gilt, da8 ¢.(0,0) = 1. Die Funktion t,(x)
sowie ihre Ableitung ¢’ (z) sind stetig. Auch die Greensfunktion G(z, ") selbst ist
stetig, jedoch nicht ihre Ableitungen: So erhalten wir z. B. fiir die erste Ableitung

4Da diese Zustinde nicht entartet sein sollen, kénnen wir sie als reell voraussetzen.
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nach z,
0G(x,2")
oxr
1 1 0qc(x,2’)  Ore(x,2’)
Z o¢ <—§ sgn(z — ') - ge(x,2") — §|x — 2| e - pe . (2.53)
(=a,p
Speziell fiir kleine Werte von z und 2’ gilt,
0,G(x,2") ~ Z o —lsgn(:c—x’)—l—%(o 0) (2.54)
LG, 1) =~ ¢\ 73 -\ : :

CzaﬂB

Die zweiten Ableitungen der Greensfunktion enthalten offenbar singulére Terme,
in denen die Deltafunktion d(z — 2') auftritt. Wir konnen also drei Typen von
Termen unterscheiden:

Der erste Typ wird durch den ersten Term auf der rechten Seite von Gleichung
(2.48) bzw. (2.51) représentiert. In ihm treten nur in « und 2’ stetige Funktionen
auf. Im Limes v — 0 konnen wir sowohl die Lorentzfunktionen einfach durch
Deltafunktionen, als auch die Greensfunktion durch ihren Wert an der Stelle
x =’ = 0 ersetzen. In Abschnitt 2.3.1 waren offensichtlich alle Matrixelemente
von diesem Typ, da die Storung ja keine Impulse enthielt, die zu unstetigen
Ableitungen der Greensfunktion hétten fithren kénnen.

Der zweite Typ tritt z. B. im 2. und 3. Term in Gleichung (2.48) bzw. (2.51) auf,
in denen erste Ableitungen der Greensfunktion vorkommen. Diese Ableitungen
enthalten einen unstetigen Anteil, proportional zur Signumfunktion sgn(z — z’).
Offensichtlich kénnen wir die Lorentzfunktionen nicht einfach durch Deltafunk-
tionen ersetzen. Speziell der Wert der Ableitung der Greensfunktion an der Stelle
x =z’ = 0 ist undefiniert. Trotzdem werden wir sehen, dafi diese Terme weder
verschwinden, noch divergieren. Wir werden diese Terme erst in Abschnitt 2.3.3
auswerten.

Der dritte Typ enthélt im Limes v — 0 Produkte von Deltafunktionen. Diese
Terme sind offensichtlich divergent. In Gleichung (2.48) bzw. (2.51) sind aus
diesem Grunde sowohl der 4. als auch der 5. Term auf der rechten Seite fiir sich
divergent. Die Summe dieser Terme in (2.48) ist jedoch interessanterweise nicht

divergent. Vielmehr heben sich die Divergenzen dieser Ausdriicke vom dritten Typ
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gegenseitig weg. Um dies zu sehen, kehren wir am besten zur basisunabhéngigen

Darstellung zuriick. Fiir diese Summe erhalten wir

<S|5»yp0'2 UoES — HBO)71p0267|5>+
+ <5|57(00(Es —p?) — (0, Vy + 05V5))(00Es — HBO)*157|5>, (2.55)

(s10,02pGposdy|s) + (soo|62]s

~~  ~

wobei wir in der Diagonalkorrektur mit (ooE, — HB°) erweitert haben. Da in
der Ortsdarstellung die Potentiale V;(x) sowie die Greensfunktion G(z, z') nicht-
singuldre Funktionen von x bzw. 2’ sind, sind auch die aus diesen gebildeten
Matrixelemente nicht divergent. Die einzigen divergenten Terme riihren von den
Termen (s|0,00pGpoad,|s) bzw. —(s|d,(oop*Gd,|s) in Ausdruck (2.55) her. Aus

der Kommutatorrelation von p mit HB© folgt dabei fiir deren Summe, da8
0opGpoy — p*G = 09p|G, pos] = poaGaslp, HEC)G. (2.56)

In der Ortsdarstellung enthélt dieser Ausdruck zwar vielleicht unstetige Anteile,
da die erste Ableitung der Greensfunktion bzw. der BO-Potentiale V. auftreten,
ist aber nicht divergent. Wir wollen es trotzdem vermeiden, mit Ausdriicken der
Form (2.56) zu arbeiten, welche die Greensfunktion fiir andere Werte als x = 2’ =
0, sowie Ableitungen der Potentiale V¢ enthalten. Offensichtlich wiirde der Term
(2.56) verschwinden, wenn der Impulsoperator p nicht nur mit dem kinetischen
Energieoperator, sondern mit dem ganzen BO-Operator H2© vertauschen wiirde.

Wir kénnen die BO-Hamiltonoperatoren H allerdings quadrieren,
He = QF Q¢ + ke, (2.57)

wobei die ()¢ dem supersymmetrischen Operator ) aus Anhang A entsprechen.
Der Impulsoperator p kommt in Gleichung (2.48) immer in Verbindung mit ei-
ner schmalen Lorentzfunktion 4, vor. Im Limes v — 0 konnen wir d,p durch
d,(p—iW) ersetzen, wenn die Funktion W (z) fiir x = 0 verschwindet, W (0) = 0.
Speziell kénnen wir fiir W (x) die Superpotentiale aus Gleichung (A.2) verwenden,
die dieser Einschrénkung geniigen. Somit ist es uns moglich, sowohl die Resol-

vente GG des BO-Operators als auch die nichtadiabatische Kopplung durch die
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supersymmetrischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ausdriicken.

In der Supersymmetrie (SUSY) spielen dabei die logarithmischen Ableitungen
eine besondere Rolle. Im letzten Abschnitt haben wir schon gesehen, dafl sich
die Berechnung der exakten Eigenzustdnde im wesentlichen auf ein Anschluf3-
problem fiir die logarithmischen Ableitungen reduziert. Wir werden nun den
BO-Hamiltonoperator sowie die nichtadiabatische Kopplung durch die SUSY-

Operatoren ()¢ ausdriicken und die Stérterme beliebiger Ordnung aufstellen.

Mit Gleichung (2.57) gilt fiir den BO-Hamiltonoperator (2.5)

H®® = H,0, + Hgop
= (QFQu + ko) 00 + (QFQp + kg) 05. (2.58)

Der Superpartner von H, ist gegeben durch
He = (QcQf + k) - (2.59)
Unter Verwendung von
—i(Q¢ = We) = —i (-Qf + W) (2.60)

lautet die nichtadiabatische Kopplung (2.11) ausgedriickt durch die Erzeuger und

Vernichter

HY* = (nP'(2))* 00 + ((—0-Qf + 0+QL) nP'(x) + nP'(z) (0-Qu — 04Qs)) +
+ (Ws = W) nP'(z)oy
— (P () 00+ A+ A + D. (2.61)

mit den Definitionen,

(—0-Qf +0.Q%) nP'(2),
Ul

a
A =nP'(2)(0-Qu—01Qs) = A* (2.62)
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und
D = (Ws —W,) onP'(z). (2.63)

Fiir die weitere Rechnung ist es nun von &uflerster Wichtigkeit, den zu unbe-
schriinkten Matrixelementen fithrenden Anteil des Terms (nP'(z))?, also der Dia-
gonalkorrektur zum Potential, ebenfalls durch die Operatoren A und A aus-
zudriicken, und zwar so, dafl sich der resultierende Term in einer Stérungsrech-
nung herauskiirzt. An dieser Stelle kommen die Superpartner (2.58) der BO-

Hamiltonoperatoren ins Spiel®,

12 o B0 —kaos —kgoa — QuQlos — QsQfon
= - P'(x).
(nP'(z))" o9 = nP (:E)Esao_ (a0t + k) os — (@ @E + k) o (z)
(2.64)

Unter Verwendung der Verflechtungsrelation (A.7) lassen sich die Erzeuger QF

und Q3 durch die Resolvente , hindurchzichen®,

E.00 — k.05 — kgo
P(2)) g = nP'(x) =220 %8 — M07a i)+
(nP'(x))" o0 =1 ()ESUO—HaUﬂ—Hﬁaan ()

—Q,QF 05— QtQs0,
_ Q Qa 5 QﬁQﬁ+ 7’]P/<:L')
ESUO_(QQQ§+]€&)UB_(Qﬁ@ﬂ+kﬂ)aa

, 0o /
= C =P (@) (0-Qu = 04Qp) ooy (—0-Qf +0.QF) nP'()

+nP'(x)

- ARA-ALL T B 1B, (260)

S S

wobei

ESJO — koo — kgog

1
C = -nP'(x)= - - P'(x
2" ( >ESO'0 —Haaﬁ—Hgaan (@)
= (Bu0o — ka0p — kpoa) 50 P ()G P (), (2.66)
—
B, =-ARA (2.67)

SWir verwenden folgende Notation: Seien X und Y ~! miteinander kommutierende Opera-
toren, so schreiben wir &+ = XY ! =Y ~1X.
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und

B = - A2l g (2.68)
Es - Es

sind. G = (ESO'O — ]:[aaﬁ — ]:I@(Ja)*1 ist dabei wiederum der Superpartner der
Resolvente GG. Wir werden zeigen, dafl von den obigen Termen nur B, im Limes
7 — 0 zu unbeschrénkten Matrixelementen fithrt, wihrend B und C' wohldefi-
niert bleiben.

Die gesamte nichtadiabatische Kopplung lautet jetzt also,
HX=A+A+D+B, +B+C. (2.69)

Diesen Ausdruck setzen wir nun direkt in die allgemeine Formel fiir die BW-SR

(2.35) der Eigenenergien ein,

E,—E, =) (s|H" (RH"*)"|s)
— o e e e s = S
- sy(A+A+ARA+ARA+ARA+ARA+
+ B, + B+ C + D + hohere Ordnungen) |s) . (2.70)

Erst jetzt werden wir versuchen, den Limes ¢ — 0 zu bilden. Fiir sehr kleine
Werte von € hat die Kopplung P’(z) die Form einer Lorentzkurve (2.9). Sei nun
v(x) eine Funktion von beschrénkter Variation mit »(0) = 0. Dann verschwindet

lim, o P'(z)v(x). Damit kénnen wir die SR (2.70) bereits stark vereinfachen:

e Im Limes v — 0 verschwindet D, da W(0) = 0 und W (x) nur langsam

varileren.

e Fiir jeden Term in dem an irgendeiner Stelle ARA steht, kdnnen wir genau
einen anderen Term finden, bei dem an der entsprechenden Stelle B steht
und vice versa. Offensichtlich annullieren sich diese Terme gerade. In der
Tat verschwinden so alle Terme, die ARA oder B 1 enthalten. Die Terme,
die sich dabei gegenseitig wegheben, sind stets von gleicher Ordnung. Dies
ist sehr befriedigend, da dies die einzigen unbeschrinkten Beitriage zu H};IA

sind.



2.3 Adiabatische Basis 37

Bisher haben wir keine einschrinkenden Annahmen iiber die Funktionen f(x)
und Vp(z) in Ausdruck (2.14) getroffen. Die Storungsreihe vereinfacht sich noch-
mals erheblich, wenn wir in Ausdruck (2.1) wieder Fulton-Gouterman-Symmetrie
voraussetzen, d.h. f(—z) = —f(x) und Vo(—z) = V(). Speziell die Eigenfunk-
tionen des BO-Hamiltonoperators sind dann von definierter Paritidt (vergleiche
Abbildung 2.3). Wir werden im weiteren annehmen, daf§ der Zustand nullter
Ordnung ,(x) von gerader Paritét sei, d. h. ¢s(—x) = ¢s(x). Die entsprechende
Storungsentwicklung fiir Zustédnde ungerader Paritét kann in vollig analoger Wei-

se durchgefiithrt werden. Daraus ergeben sich folgende weitere Vereinfachungen:

. Z]s) = 0, da |s) eine gerade Funktion beziiglich = ist und sowohl das
Produkt Q¢|s) als auch p|s) somit wiederum langsam variierende ungerade

Funktionen sind. Mit der gleichen Begriindung folgt B) = 0.

e Die Operatoren E, A sind ungerade beziiglich x, wahrend B, und C gerade
sind. Es werden deshalb nur die Ausdriicke von Null verschieden sein, die

eine gerade Anzahl von A-Operatoren enthalten.

Mit Hilfe dieser Regeln reduziert sich z. B. die SR bis zweiter Ordnung auf den

Ausdruck (s|C|s). Im Sinne einer kompakten Schreibweise fithren wir den Ope-

F= i (4r) . Ci (RZ)M (2.71)

0

rator

3
I

ein. Die gesamte SR lautet damit
E,—E,=(s|F)_(RF)|s). (2.72)
q=0

Die Verbleibenden Ausdriicke haben die Form von Ketten, die von den Opera-
toren Z, Z, R und C gebildet werden. Wie wir am Anfang dieses Abschnittes
bereits fiir die Ausdriicke zweiter Ordnung gezeigt haben, sind in diesen Ketten
drei verschiedene Typen von , Kettengliedern“ moglich, je nachdem ob in der
Ortsdarstellung die Greensfunktionen, ihre ersten Ableitungen oder ihre zweiten
Ableitungen auftreten. Ein Glied dieser Kette sei dabei durch zwei Operatoren

0~ begrenzt.
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Die Glieder vom ersten Typ entstehen dabei aus (---C'---) oder (- - - ARA - ).
Wiéren alle Glieder von diesem Typ, konnten wir den Grenziibergang von den
Lorentzfunktionen 6, (z) zu Deltafunktionen §(x) vollziehen. Diese Situation liegt
z. B. in dem in Abschnitt 2.3.1 behandelten Beispiel vor. Da die Greensfunktionen
G(z,2') bzw. G(x,2') = (2'|G|z) jedoch stetig sind, kénnen wir diese Funktionen
im Limes v — 0 durch ihren Wert G(0,0) bzw. G(0,0) ersetzen.

Die Terme vom zweiten Typ entstehen aus (--- ARA ... ), (- ARA - )
(- ARC- - ) oder (- - CRA - ). Nach Gleichung (2.54) enthalten diese Terme
in der Ortsdarstellung die erste Ableitung der Greensfunktion (2.54) die nebst ei-
nes stetigen Anteils %(m, x') einen unstetigen Anteil $ sgn(z — 2’) aufweist. Bei
Vorliegen von Foulton-Gouterman-Symmetrie sind die Funktionen ¢(z, ') und
r(z,x’) symmetrisch, ¢(z,z') = ¢(—x, —2') und r(z,2") = r(—x, —2'), so dal der
stetige Anteil %(m, x') fir x = 2’ = 0 verschwindet.

Die divergenten Terme vom dritten Typ entstehen aus ARA und B 1. Wir
haben gerade gezeigt, dafl sich diese Divergenzen gegenseitig ausloschen. Im fol-
genden bendtigen wir die supersymmetrischen Operatoren ()¢ nicht mehr. Wir
werden daher einfach wieder A = (nm/2)6,(x)pos setzen. Da die Signumfunktion
in den Gliedern vom zweiten Typ unstetig ist, konnen wir nicht einfach von den
Lorentzfunktionen zu Deltafunktionen iibergehen®. Die funktionale Form dieser
Unstetigkeit hingt offensichtlich nicht von den Details des zugrundeliegenden BO-
Problems ab. Wir werden nun den Beitrag dieser unstetigen Terme separieren.
Dazu fithren wir eine Funktion |one, ¢) ein, fiir die (one, |d,(x)og|one, ¢) =1 fiir
geniigend kleine v gelten soll. Eine mégliche Realisierung dieser Funktion besteht
z.B. in einer Stufenfunktion, die in einer Umgebung von z = 0 den Wert 1 an-
nimmt und auflerhalb dieser Umgebung den Wert 0. { sei dabei gleich dem ¢ des
ungestorten Zustandes |s) (Wir werden allerdings oft nur |one) schreiben und den

Index ¢ nur dann verwenden, wenn es uns notwendig erscheint). Damit konnen

2m
wir die Summe )" *_, (ZR) , die aus Reihungen unstetiger Ableitungen der

6Ein analoges Problem wurde von McKellar et al. [103] gefunden, als diese die Diracgleichung
mit einem deltafunktionsartigen Potential untersuchten. Da die Diracgleichung im Unterschied
zur Schrodingergleichung eine Differentialgleichung erster Ordnung in den Koordinaten ist, ist
die Greensfunktion selbst bereits unstetig, G(x,z') x sgn(z — 2’). Es ist also wiederum nicht
moglich, von schmalen Lorentz- zu Deltafunktionen iiberzugehen. Eine #hnliche Argumentation
148t sich auch auf Schrédingeroperatoren mit §’-Stérung anwenden [104,105].
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Greensfunktionen besteht, aus dem Term (2.71) herausschneiden. Wir betrachten
dazu ein Matrixelement der Lorentzfunktion d,(x) zwischen einem Zustand |n),
der langsam variieren soll, und einem beliebigen Zustand |v). Wir konnen das
Matrixelement in folgender Weise zerlegen,

lim (n] &, (x) |v) = (n| (x) [one) lim (one| 5, (z) [v) . (2.73)
Da die Funktionen |one) und |n) nur langsam variieren sollen, ist es gestattet, in
dem ersten Matrixelement auf der rechten Seite den Ubergang zur Deltafunktion
auszufithren. Im folgenden haben wir immer den Limes lim~y — 0 im Sinn, ohne
dies jedesmal explizit auszuschreiben.

Da in dem Ausdruck (2.72) nur eine gerade Anzahl an o, ,_-Verschiebungs-
operatoren auftritt, konnen wir diese eliminieren. In dem verbleibenden Ausdruck
sind entweder nur die Matrixelemente von o, von Null verschieden oder die von
og, je nach dem Charakter des Anfangszustands |s). Die Mannigfaltigkeit zu der

dieser Zustand gehort, ist durch den Index ¢ bestimmt. Wir formen nun den

Operator C' um,

T2 ESU — koo — kgoo ™2 |\ Es—k; )=
= (2) ey, 2 (1) ) E s el
—_— ES — k— —_—
= (ng>2 d, |one) ; (one| d |n, C> m <n, C‘ J |one) (one| o,
_ (ng)Q (B, — k) G2(0,0) 6, Jone) {one] 4. (2.74)
Dabei benutzten wir, daf3
G¢ = -1t :
c(0,0) Z PR (2.75)

Ge(x,2') baw. Ge(z, ') ist dabei die zu dem Operator H, bzw. H, gehorige
Greensfunktion. Entsprechend gilt

G¢(0,0) = (Z %) . (2.76)

n
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In Gleichung (2.72) erscheint die Resolvente R auch zwischen den Operatoren A
und Z, als ARA. Diesen Term kénnen wir analog zu (2.74) umformen,
” (s[d]s)

— — —
ARA = (GC(O,O) " g ) A |one) (one| A. (2.77)

Schliefllich schreiben wir

£= ng (one| 0, Z <R(Z> " |one)

n

= 2tan (77%) ) (2.78)

wobei wir den Beweis des zweiten Teils der Gleichung erst in Abschnitt 2.3.3
fithren werden. Wir werden den Parameter £ im weiteren als ,renormierten”

Storparameter bezeichnen.

Fiir die SR ergibt sich nun folgender Ausdruck,

E,—FE, =
2 % A S 2( F A (s|d]s) \\*
(5|8 [s)(Es — ke) Ge(0,0)> (€2 (Es — k) Ge(0,0) | G¢(0,0) — ) =
q=0 s s
L v (51315) \) !
(5|0 [s)(Es — ke) Ge(0,0) (1 — (B — kg) Ge(0,0) [ G¢(0,0) — T n
(2.79)
Daraus resultiert eine implizite Gleichung fiir die Energie,
% <E . k:5> G(0,0)G¢(0,0) = 1. (2.80)

In der Tat ist diese Gleichung identisch mit den Gleichungen (2.28), denn, wie
in Abschnitt 2.3.1 gezeigt, sind die Inversen der Greensfunktionen G¢(0,0) (2.75)
bzw. GE(O, 0) (2.76) an der Stelle z = 2’ = 0, gleich den logarithmischen Ablei-
tungen 2AS bzw. 2/A\§:r bei 2 = 0 der Bigenzustinde ¢ (z) bzw. @Zg(a:) zur Energie
E, der Hamiltonoperatoren H¢ bzw. Flg. Wie in Gleichung (2.18), ist die Funk-
tion 154(33) im allgemeinen nicht normierbar, wenn E, # E,. Zur Festhgung von

Ai fordern wir wiederum, daf zEC(jLoo) = 0. Entsprechendes gelte fiir LZNJC-(J:) Der
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Wert von (¢ sei dabei der des Anfangszustands |s). Nach Gleichung (A.15) gilt

(ES — kg‘) GC—(O, 0) = E;/{ikc

a2

= —% In (zzg(m))/ lo=0 - (2.81)

Verwenden wir noch & = 2tan (nm/4), so ergibt sich aus (2.79),

AS N
_E = tan (771> ) (2~82)

was, je nach Wert von (, entweder Gleichung (2.28a) oder (2.28b) entspricht.

Es bleibt noch, die Konvergenzeigenschaften der SR zu untersuchen. Der Aus-
druck (2.82) ist eine implizite Gleichung fiir die Energie E, als Funktion des
Storparameters 7. Betrachten wir zunéchst Gleichung (2.28a). Damit die ST an-
wendbar ist, miissen wir voraussetzen, daf§ E ein isolierter Eigenwert des BO-
Hamiltonoperators (2.5) sei. Die Energie F; gehort entweder zu einer symmetri-
schen Eigenfunktion von H, oder einer antisymmetrischen Eigenfunktion von Hpg.
Der Quotient A/ Aﬁ in Gleichung (2.28a) ist eine analytische Funktion von E in
einer Umgebung von E,. Auflerdem ist die Ableitung des Quotienten nach E an
der Stelle F, verschieden von 0. Die Funktion tan? (n7/4) ist ebenfalls analytisch
bei 7 = 0. Aus dem Theorem iiber implizite Funktionen folgt, daf auch E,(n) eine
analytische Funktion in einer Umgebung von n = 0 ist. Dies zeigt, daf} die von
uns betrachtete Storung regulér ist, d. h., dafl die SR einen nichtverschwindenden

Konvergenzradius hat.

Allein aus der Regularitit der Stérung folgt natiirlich noch nicht, da§ die SR
auch fiir den physikalisch interessanten Fall n = 1 schnell konvergiert, nicht einmal
notwendigerweise, dafl dieser Wert noch innerhalb des Konvergenzradius liegt.
Fiir das Beispiel aus Abschitt 2.1 wollen wir das Konvergenzverhalten daher
néher untersuchen. Da der Zusammenhang zwischen 7 und & trivial ist, werden

wir gleich ¢ als Storparameter verwenden. Aus der Serie (2.79) ergibt sich fiir



42 FEindimensionale Durchschneidung

| PES  Symmetrie Ey FEy Eexaks |

0.38312 0.54776 0.5
0.59727 0.48148 0.5
1.33761 1.48534 1.5
1.87512 1.34022 1.5
2.18041 2.48154 2.5
2.61346 2.52763 2.5
3.29324 3.45680 3.5
3.92482  3.53340 3.5
4.05872  4.52585 4.5
4.80058 4.52443 4.5
5.33855 5.48101 5.5
5.59001 5.51879 5.5
6.36729 6.47355 6.5
6.72317 6.52619 6.5

«

o}

S 200 00 & =20/ =000 =

XL QD WL O WL L @R L L

Tabelle 2.1: Energien in zweiter Ordnung BW-ST

einen symmetrischen Zustand |s) in zweiter Ordnung
. 1 5 -
E,— E, = —§|512<s|5]s>Ai(Es). (2.83)

Fiir die numerische Rechnung ist es vorteilhaft, (s|d|s) als Residuum der Greens-

funktion G¢(0,0) an der Stelle E; anzusehen. Dies &8t sich auch schreiben als
aA (B)

(s|5|3>:<2d—E ) : (2.84)

Ahnliche Formeln gelten fiir ungerade Zustinde. Numerisch finden wir mit den
Losungen Ey der Gleichung (2.83) bereits in zweiter Ordnung BW-ST in & Ener-
gien, die sehr nahe bei den exakten Eigenwerten’ liegen (Tabelle 2.1). Die SR

scheint also schnell zu konvergieren. Das Konvergenzverhalten der RS-Stérungs-

"Im allgemeinen wird die Konvergenz der SR nicht nur vom Wert des Stérparameters 7
abhéngen, sondern auch von der Verschiebung der Potentialflichen A (vergleiche [106]). Wir
wollen letztere Abhéngigkeit nicht niher untersuchen. Fiir kleinere Werte von A sollte die
Storungsreihe jedoch schneller konvergieren. Finden wir fir A = 2, dafl die 2. Ordnung ST
noch eine gute Ndherung liefert, so sollte dies erst recht fiir z. B. A = 1.12, wie in dem Beispiel
in Abschnitt 2.5, gelten.
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T
*

6.2 1
6.0 1 .
0.8 1 .

=
=
e.
a
-
[@p]
(@)
=
=
([®H
e
=
0)=}
@D
]

T

T

5.4 1 .
5.2 1 .
5.0 7 .
4.8 1 L
4.6 T .

4.4 1 Lol ) . '
4.2 1 URE ’ ‘ Brillouin-Wigner

40 rectt” + + + ' i
0 0.4 0.8 1.2 1.6 2

Storparameter &

Energie

T

Abbildung 2.5: Vergleich der Brillouin-Wigner- und der Rayleigh-Schrodinger-
Storungstheorie in 2. Ordnung fiir einen représentativen Zustand in Abhéangigkeit
von dem renormierten Storparameter £. Wahrend die BW-Storungstheorie bereits
in 2. Ordnung noch fiir £ = 2 (n = 1) eine gute Néherung darstellt, weicht das
RS-Ergebnis schon fiir kleine ¢ stark ab. Die gestrichelte Linie gehort zu dem
exakten Eigenwert E = 4.5 (Vergleiche auch Tabelle 2.1).

reihe ist dem gegeniiber viel schlechter (Abbildung 2.5). Fiir n = 1 ergeben sich

in zweiter Ordnung wesentlich schlechtere Energien als in 0. Ordnung.

2.3.3 Berechnung des renormierten Storparameters ¢

Wir haben fiir eine Summe von Termen die Abkiirzung £ eingefiihrt (2.78). Dieser
Ausdruck soll nun ausgewertet werden. Dabei wird sich zeigen, daf} es sich gerade

um eine Renormierung des Storparameters 1 handelt.
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¢ ist eine Summe von Ausdriicken von folgender Struktur

v —
1% (one, C[6, (RA)*"one, )

( ﬂ)g . { (v,al6,RQ 0o+ 6,RQ}o— 6w, ) fiir ( =

"2) 7\ (0,818, RQb - 6,RQt 0 8, lw, B) fiir ¢ = B,

(2.85)

wobei die Zustande

w,¢) = (RA)?"|one, ¢) und 4, |v, ¢) = (A R)2®=m=D5. |one, )

gerade Funktionen von x sind, mit m € [0,n — 1]. Im folgenden werden wir
uns auf ¢ = « in Gleichung (2.85) beschrdnken. Die Rechnung fiir ( = 8 Term
verlauft analog und fiihrt zu dem selben Ergebnis. Am schnellsten gelangen wir
zum Ziel, wenn wir den Ausdruck (2.85) in der Ortsdarstellung auswerten und
dabei ausnutzen, dal die Ableitungen der Greensfunktionen fiir kleine x und '
proportional zur Signumfunktion sind, 0,G(z,x’) ~ —% sgn(x — ') (vergleiche
Gleichung (2.54)). Damit gelangen wir direkt zu Gleichung (2.92) (sieche weiter
unten). Gewdhnlich setzt man jedoch in der BW- oder RS-ST keine Informa-
tionen iiber analytische Eigenschaften der ungestérten Greensfunktionen voraus,
sondern entwickelt diese einfach in die Basis ihrer Eigenzusténde. Wie wir zeigen
werden, ergibt sich in unserem Problem die ungewchnliche Situation, dafi man
sich dabei nicht auf eine endliche Zahl von Eigenzustdnden beschrinken kann,
sondern im Limes v — 0 im Gegenteil gerade nur die Zusténde ,,unendlich® ho-

her Energie einen Beitrag liefern:

Einschieben von Eigensystemen von Heo¢ in Gl. (2.85) liefert fiir die rechte Seite

a0a —

T\ 3 1
<77§> <U’O‘a9|5v;<‘na70%9> <”a>0479\H—ESQIO+5w><

X Z (’m&ﬁ? u) <mﬁvﬁ7u| [_[B%QEU&Y ’U),Ck,g>>>. (286)

Uﬁ—ES

Die Spinfreiheitsgrade lassen sich nun leicht eliminieren. Dann gebrauchen wir
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die Relationen (A.8) und (A.9),

(%) tv.015, 3 <|na,g> 7253"“’ ((na — 1), uld,

Na Es
B k5 ——
x ) <|mﬁ7u> ﬁ((mﬁ —1),9[6, |w7g>>> . (2.87)
m mg &

Zur Verdeutlichung ist die Symmetrie der jeweiligen Funktionen durch den Index
g/u angegeben. Wichtig ist das Vorzeichen der zweiten Wurzel. Aus Griinden, die
wir gleich darlegen werden, weichen hier von der Condon-Shortley-Konvention ab,
indem wir den Phasenfaktor C,, in Gleichung (A.8) zu C,, = —1 wéhlen, wenn
der SUSY-Operator @ auf eine ungerade Funktion 9§ wirkt. Ist hingegen ¢
gerade, wéihlen wir weiterhin C,, = 1.

In der Formel (2.87) treten Matrixelemente der Lorentzfunktion (n, u|, (z)|m, u)
zwischen zwei ungeraden (stetigen) Funktionen auf. Da ungerade stetige Funk-
tionen bei x = 0 ebenfalls den Wert 0 annehmen, sollten diese Matrixelemen-
te im Limes v — 0 gegen 0 konvergieren, da die Folge der Lorentzfunktionen
schwach gegen die Diracsche Deltadistribution konvergiert. Diese Konvergenz ist
jedoch nicht gleichméfig, d.h., es lassen sich fiir jeden Wert von v Matrixele-
mente finden, die von Null verschieden sind. Diese Matrixelemente stammen von
Zustdnden mit groffem Index n, m, d.h. von Zustdnden mit hoher Energie. Diese
werden némlich auf einer Léngenskala oszillieren, die vergleichbar oder kleiner
als die Breite v der Lorentzfunktion d.(z) ist. Auf dieser Breite kénnen wir diese
Funktionen dann allerdings asymptotisch (7 — 0) durch ihre Wenzel-Krammers-

Brillouin-Approximation (WKB-Approximation) [84]
2 _
ol 0)~ ) 25 con (p0)2) = U0,
2 .
e 0) ~ 20 250 ((0)2) = 6P(2), 289

ersetzen®. Hier ist p(z) = \/(E, — V(z)). Speziell fir z = 0 und E, > V(0)
erhalten wir p(0) ~ v/E,, = po. Damit gilt fiir die Zustandsdichte p, = dn/dpo.

8Die Wellenfunktionen v, , seien dabei auf 1 normiert.
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Auf diese Funktionen hoher Energie wirkt der Operator @), wie —%. Mit der vor-
her gewihlten Phasenkonvention ist die Asymptotik der geraden und ungeraden
Superpartner 1/3% ebenfalls durch Gleichung (2.88) gegeben. In Gleichung (2.87)
konnen wir asymptotisch die Summation iiber n durch eine Integration iiber pg
ersetzen’, 3, ™ I3~ dpo*2 ..., und analog die Quotienten E—ij;k durch py .

Damit lautet der Ausdruck (2.87)

T > (dp T
77§<Ua0479’57/ (—Opp (771> ’pOaga WKB><pO>ua WKB’) X
0 Po

o0 dpt T
X (57/0 (—p—éopp/ (771) Py, w, WK B){pg, g, WKB|> oy lw, e, g). (2.89)

Das 148t sich symmetrischer schreiben, wenn wir —1 = 72 benutzen. In Gleichung
(2.89) tritt aus Symmetriegriinden immer nur eine gerade Zahl an Integrationen
iiber py auf, Terme mit einer ungeraden Zahl an Integrationen verschwinden oh-
nehin. Dies konnen wir zur weiteren Vereinfachung ausnutzen und schreiben fiir
den Term (2.89),

z(ng>2/0 %%<v',g\5,,ypo,g, WKB)(po,u, WK BIS,[ul,u),  (2.90)
wobei wir die Zusténde [v', g) bzw. |w’,u) wiederum nur als (neue) Platzhal-
ter fungieren. Entscheidend ist hierbei, dal wir diese Zustdnde und damit den
ganzen Ausdruck (2.90), so als vielfaches Integral iiber Matrixelemente der Lor-
entzfunktionen d, mit abwechselnd geraden und ungeraden Funktionen darstellen

konnen. In der Ortsdarstellung lautet dieser Ausdruck (2.90) unter Verwendung

9Der Faktor 1/2 riihrt daher, daf8 entweder nur iiber die geraden oder nur iiber die ungera-
den Zustdnde summiert wird. Deren Zustandsdichte ist aber nur gerade halb so grofl wie die
Gesamtzustandsdichte.
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der Ausdriicke (2.88),

. - Ny
77%)2// dr1dzathy o (1)05(21)Pw,u(2)0, (72) ﬁCOS(poxl) sin(poa2)

[e's) o Po

<"g) //Oodxldewvg (21)05 (1) Vw0 (22)d5 (12) X
y /w@ sin(po (71 + 22)) + sin(po(za — 1))

Sy

ms

Do 2
% 77% // dx1dz2)y 4 xl)(s’y(xl)ww,u(xQ)&y(l?) ; C;—o sin(po (22 — 331))
% 77% // difld-le/]vg $1)57(931)¢w,u($2)57($2) sgn(xz - 151)-

(2.91)

Damit sind wir in der Lage, einen expliziten Ausdruck fiir den renormierten

Storparameter £ angeben zu kénnen,

“+00 “+oo

= /. T\" 1
—i Z (m§> / dxy 0+ (1) / dxs §W(x2)§ sgn(xe — xy) ...
n=1 —0o0 —00
—+o00 “+o00
1 1
) / dx; 57(1‘1')5 sgn(z; — 1) ... / dx, (57(95”)5 sgn (T, — Tp_1). (2.92)

Wie bereits angemerkt, hédtten wir direkt zu dieser Formel gelangen kénnen,
wenn wir direkt 0,G(z,2") ~ —1/2sgn(x — 2’) in Gleichung (2.85) eingesetzt
hétten. Offensichtlich ist die Notwendigkeit, in der Entwicklung der Resolvente
nach Eigenzustdnden 0. Ordnung Zusténde beliebig hoher Energie mitzunehmen,
auf die ungleichméfiige Konvergenz der Approximation der unstetigen Funkti-
on 0,G(z,2") durch stetige Funktionen zuriickzufiithren. Gerade die Region um
diese Unstetigkeitsstellen wird durch die Funktionen é.,(x) zunehmend herausver-
grofert. Entwickeln wir 0,G(x,2’) in eine trunkierte Basis von Eigenfunktionen
des BO-Operators, so miissen die Wellenldngen der kiirzestwelligen Funktionen

in dieser Basis wesentlich kleiner als die Breite v gewéhlt werden.
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Um das Mehrfachintegral (2.92) auszuwerten, ersetzen wir die Signumfunktion,

oo = (5 +60)). (293)

0(z) ist die Heavisidesche Thetafunktion. Stiinden in den Integranden nur The-
tafunktionen, wéren die Integrationen sehr einfach. Wir wiirden dann némlich
iber einen Sektor eines n-dimensionalen Raumes integrieren wobei die Integran-

den, F(z) = in5d,(z), symmetrisch sind. Fiir solche Integrale gilt,

/ / (da:"F(:vl)...F(mn):% +/OodxF(:E) n. (2.94)

Fiir das Integral (2.92) wollen wir symbolisch [1,60,...,0,... 0] = [1,0"!] schrei-
ben. Hier steht ein 6 in der i-ten Position fiir fjozo(d:vl F(x;)0(x; — x;-1) ... und
eine Zahl c fiir fj;o(deF(xz) ¢ ... . In Gleichung (2.94) ist speziell ¢ = 1 fur

i = 1. Weiterhin sei [c] = ¢.

Die Gleichung (2.92) liest sich mit dieser Stenographie einfach

o0

E=—iy 1, (—% +60)"). (2.95)

n=0

Wie wir sehen, summieren wir iiber alle moglichen Klammern, die sich bilden

lassen, wenn wir in der i-ten Position (i > 2) entweder ¢ = —3 oder 6 zulassen,

§:2¢Z > [—%,9”1,...,—%79"3']. (2.96)

Diese Ausdriicke vereinfachen sich weiter, da z. B.
1 1 1 1
S/ L4 L) [ L ] - L 2.

Aus Gleichung (2.94) folgt andererseits

i[—%ﬁ”] = —% {eXp (/+OO F(z) dx) - 1} : (2.98)

n=0 o0
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So zeigen wir endlich

j=1 \n=0
oo 1 j
:222 —5 (6mﬂ/2—1)>
7j=1
— 2tan (ng) , (2.99)

d.h. die Aussage (2.78).

Das Ergebnis zeigt schon, dafl es keineswegs immer moglich ist, den Limes v — 0
fiir den Operator 4, einfach mit ¢ zu identifizieren. Dabei ist es besonders interes-
sant, daf} die Differenz zwischen £ und nm/4 nur auf Beimischung von Zusténden
yunendlich“ hoher Energie zuriickzufiihren ist und trotzdem ein wohldefinierter
Ausdruck fiir ¢ resultiert. Die funktionale Form £ = 2tan (n%) héngt dabei in

keiner Weise von der speziellen Form des BO-Hamiltonoperators HB° ab.

Eine ganz analoge Situation findet sich allerdings schon, wenn man die Kern-
dynamik klassisch beschreibt. Nehmen wir hierzu an, dafl sich die Kerne mit
konstanter Geschwindigkeit bewegen, * = x(t) = wvt. Mit denselben Be-
zeichnungen wie in Gleichung (2.15) erfiillt die elektronische Wellenfunktion

DIAs(z(t) = (P (x(t)), D™ (x(¢)))T die Schrédingergleichung

d DIA t
P _ o B (2:100)

mit
HBlAs = Vola(®)oo +sin (n5 ) F(a(t)or = cos (n5 ) 1f @)z, (2:101)

Dieser Hamiltonoperator wird von der Transformation (2.16) diagonalisiert. Diese

vertauscht allerdings nicht mit der Zeitableitung. Die adiabatische Wellenfunktion

ADI&(x(t)) erfiillt dann die Schrodingergleichung

d ADIA
PO L0750y 4 DI} vaDI ), (2102
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mit dem adiabatischen Hamiltonoperator

HExs = Vol (t))oo — | f (x(1)) 0. (2.103)

Da der letzte Operator diagonal ist, nehmen wir die von ihm induzierte Zeitent-

wicklung als die ungestorte. Die Komponenten der Wellenfunktion in der Wech-

ADIA(:I:) _ (6?DIA($)’ 62ADIA(x))T

selwirkungsdarstellung ’(Z)CL AS erfiillen dann'®

d~ADIA ( )

e -3 5. (2)EADA (g), (2.104a)
% n— 5( )EMPIA (1), (2.104b)

Offensichtlich &ndern sich die Koeffizienten gleichfalls auf der L&ngenskala ~.
Das Gleichungssystem (2.104) kann leicht integriert werden. Fiihrt man die neue
Variable 6, = [*_6,(2/)d2’ ein, so erhdlt man ein lineares Gleichungssystem
mit konstanten Koeffizienten. Uns erscheint es jedoch interessanter, das System

storungstheoretisch zu losen. Wihlen wir dazu als Randbedingung &P (—

ADIA(

o0) =
1 und ¢ o0) = 0. Wir sind speziell an der Ubergangswahrscheinlichkeit,

d.h. an dem Wert ¢3P™(+00) interessiert,

ADIA(—I—OO)

e ™ e ™ ’ / ™ / ’ " ™ "
:/ dxn—&y(a:)—/ dxn—&y(a:)/ dx 775(57(:1:)/ dx 77557(33 )+

[e.e]

+oo T 2n+1 -
:0 2n +1)! —1) (/_ d$n§(57(x)) = sin (775) . (2.105)

n [e.e]

Dabei haben wir wiederum von Formel (2.94) Gebrauch gemacht. Fiir n = 1, wird
wie zu erwarten, die Ubergangswahrscheinlichkeit ‘cADIA(—i—oo)‘2 = 1. In erster
Ordnung ST ergéibe sich hingegen |5 ( —1—00)’ = (775)2.

Das entsprechende Problem fiir vermiedene Durchschneidungen ist viel kompli-
zierter. Landau [84] hat bereits in den frithen dreifliger Jahren des 20. Jahrhun-

derts die quasiklassische Ubergangswahrscheinlichkeit in einem Zweizustandssy-

0Eigentlich stehen auf der rechten Seite von Gleichung (2.104) noch Phasenfaktoren der Form
exp[+i [ (AE/vdx)], diese sind jedoch iiber die Breite 7y der Lorentzfunktion asymptotisch
gleich 1.



2.4 Selbstadjungierte Erweiterung 51

stem mit vermiedener Durchschneidung in niedrigster Ordnung ST berechnet.
Obwohl diese im adiabatischen Grenzfall exponentiell klein ist, liefert die ST
in niedrigster Ordnung einen falschen Vorfaktor von 7/3 anstatt 1. Der Grund
hierfiir wurde von Dykhne [89] sowie von Davis und Pechukas [90] herausgearbei-
tet. In vermiedenen Durchschneidungssituationen treten statt eines Beriihrpunk-
tes der Potentiale auf der reellen Achse zwei zueinander konjugierte Durchschnei-
dungspunkte fiir komplexe Werte der Kernkoordinate auf. Um klassisch von einer
Potentialfliche auf die andere zu gelangen, mufl man also einen Weg in der kom-
plexen Ebene durch einen dieser Durchschneidungspunkte wahlen. Dieser liefert
nur einen exponentiell kleinen Beitrag. Allerdings divergiert die nichtadiabatische
Kopplung an den Durchschneidungspunkten, so dal man wiederum zu hoherer
Ordnung gehen muf, um auch den korrekten Vorfaktor fiir die Ubergangswahr-
scheinlichkeit zu erhalten.

Dal man es in dem vermiedenen Durchschneidungsproblem mit einem Faktor
7/3 zu tun hat, wihrend wir uns hier mit einem Faktor 7/2 konfrontiert se-
hen, liegt wohl daran, dafl man sich bei vermiedenen Durchschneidungen auf die
Betrachtung eines der beiden komplexen Durchschneidungspunkte beschrinken
kann. Diese vereinigen sich allerdings auf der reellen Achse, wenn die Aufspaltung

der Potentialflichen gegen Null geht.

2.4 Der totale Hamiltonoperator H, in adia-
batischer Darstellung als selbstadjungier-
te Erweiterung des eingeschrinkten BO-

Hamiltonoperators fiir v =0

In Kapitel 2.3.2 wurde deutlich, daf§ die Behandlung des Durchschneidungspro-
blems in der adiabatischen Basis zwar moglich ist, aber der Umgang mit den
Divergenzen der nichtadiabatischen Kopplung grofie Sorgfalt erfordert. Wir wol-
len deshalb das Problem noch von einer anderen Seite betrachten. In der von
uns behandelten Situation ist die nichtadiabatische Kopplung nur in der infini-

tesimalen Umgebung eines Punktes von Null verschieden. Wir haben es also mit
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einer Punktwechselwirkung zu tun. Selbst in einfachen eindimensionalen Pro-
blemen ist es schwierig, solche Wechselwirkungen durch Funktionen oder auch
nur durch Distributionen darzustellen. Fiir die sogenannte §’-Wechselwirkung ist
z. B. bis heute noch keine in allen Punkten befriedigende funktionale Darstellung
bekannt [104,107]. In zwei und drei Dimensionen erfordert die Definition der
Deltafunktionen bereits Renormierungsmethoden [104,105]. Andererseits lassen
sich die entsprechenden Hamiltonoperatoren sehr einfach als spezielle selbstad-
jungierte Erweiterungen der Probleme ohne Wechselwirkung darstellen. In diesem
Abschnitt werden wir zeigen, dafi der von uns zunéchst heuristisch eingefiihrte
Storparameter n gerade eine Schar selbstadjungierter Erweiterungen charakteri-
siert. Fiir 7 = 0 entspricht diese Erweiterung gerade dem BO-Hamiltonoperator,
wihrend sie fiir n = 1 dem totalen Hamiltonoperator (2.4) entspricht.

Uber Funktionalanalysis, ihre Anwendung auf Schrodingeroperatoren sowie
selbstadjungierte Erweiterungen existieren zahlreiche gute Abhandlungen [77,
108-112]. Zur Behandlung von Punktwechselwirkungen sei besonders auf zwei
Monographien von Albeverio et al. [104, 105] verwiesen. Eine didaktische
Einfiihrung geben Bonneau et al. [113].

Wie die meisten interessanten Operatoren in der Quantenmechanik, sind auch
Hamiltonoperatoren unbeschréinkt und nicht auf dem ganzen Hilbertraum defi-
niert. Zur Spezifikation eines Hamiltonoperators geniigt es daher nicht, nur die
Wirkungsvorschrift (z. B. ,,—d?/dz*+V (x)*) anzugeben, sondern es muf} dariiber
hinaus auch der Definitionsbereich festgelegt werden. Damit der so definierte Ope-
rator auch eine Observable reprisentiert, ist es nicht hinreichend, dafl dieser nur
hermitisch bzw. symmetrisch ist (d.h., daBl (H f|g) = (f|Hg)), sondern er muf3
auch selbstadjungiert sein, d.h. der Definitionsbereich des Operators mufl mit
dem seines Adjungierten'! H* {ibereinstimmen.

In der Praxis verfdhrt man nun oft so, dal man einen hermitischen Operator
durch eine einfache Wirkungsvorschrift und Angabe eines im Hilbertraum dicht-
liegenden, sogenannten ,minimalen“ Definitionsbereiches spezifiziert und dann

fragt, wie man den Definitionsbereich erweitern muf3, so dafl ein selbstadjungier-

"Definition des adjungierten Operators A1 eines dicht definierten Operators A mit Defini-
tionsbereich D 4:

1. Da+ = {|glg € H so, dafB} ein g existiert, mit (g|Af) = (g|f)},

2. Atg=g.
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ter Operator resultiert. Im allgemeinen kann dies auf mehrere Arten und Weisen

geschehen, es kann aber auch moglich sein, dafl keine Erweiterung méoglich ist.

Zur expliziten Konstruktion verwendet man ein auf von Neumann zuriickgehen-
des Verfahren [114]. Wir werden dieses direkt auf unser Durchschneidungsproblem
anwenden. Den Ausgangspunkt bildet dabei der BO-Hamiltonoperator (2.5), den
wir in diesem Abschnitt mit H bezeichnen werden. Die beiden Punkte symbolisie-
ren hier, dafl der Definitionsbereich zwei Einschrankungen unterworfen ist, denn
wir wihlen Dj; = {¢ € H**(R) & H**(R),v(0) = 0,¢'(0) = 0}. H**(R) steht
hier fiir den Sobolevraum der Funktionen, die — bis einschlieflich ihrer 2. Ableitun-
gen — quadratintegrabel iiber R sind. Neben hinreichender Gutartigkeit fordern
wir also, dal die Wellenfunktionen 1 und ihre ersten Ableitungen am Durch-
schneidungspunkt xg = 0 verschwinden sollen. Der Definitionsbereich des adjun-
gierten Operators H* ist nun groBer Dy, = {1 € H**(R\ {0}) @ H>*(R\ {0})},
speziell miissen weder die Funktionen aus Dj;, noch ihre Ableitungen bei x = 0
verschwinden, sie miissen dort nicht einmal stetig sein. Da der Operator H im
Gegensatz zu H nicht hermitisch ist, wird er nicht nur reelle Eigenwerte aufwei-

sen. Man betrachtet nun die Gleichung

Die Dimensionen n und m der Nullriume (Defektriume) N; = ker(H* — i) und
N_; = ker(H* +1i) zu den Eigenwerten +i und —i bezeichnet man als Defektzah-
len, die man auch zu dem Defektindex (n,m) zusammenfafit. Der Definitionsbe-
reich von H ist dann Dy, = Dy & N; & N_;.

Nur wenn beide Defektzahlen gleich sind, n = m, ist es moglich, selbstadjungier-
te Erweiterungen von H zu finden. In unserem Fall ist diese Bedingung erfiillt,
da der Operator H reell ist. Die beiden Nullriume werden durch die Operation

des komplexen Konjugierens (,,Zeitumkehr) vertauscht.

Eine selbstadjungierte Erweiterung H von H ist dadurch gekennzeichnet, daB
Dj; C Dy = Dg+ C Djyy, d.h. wir miissen den Definitionsbereich von H um
einen Teilraum M von Dy, erweitern, M C N; @ N_; . Im Zuge dieser Erwei-
terung miissen beide Defektzahlen symmetrisch abnehmen. Nach von Neumann

lassen sich alle moglichen Erweiterungen durch eine isometrische Transformation
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V' mit Definitionsbereich Dy = N; und Wertebereich Ay = N_; charakterisie-
ren: Der Operator 1/2(1 + V) vermittelt eine isometrische Abbildung von N;
auf M. Andererseits definiert auch der urspriingliche Hamiltonoperator H einen

isometrischen Operator

oot (2.107)
H—1
welcher den Wertebereich Aj_; von H — i auf den Wertebereich A 4; von H+i

abbildet. Die Beziehung (2.107) zwischen V und H wird Cayley-Transformation
genannt. Die vereinigten Definitions- bzw. Wertebereiche von V und V erfiillen
A ®N; = Ay, ®N_; = H, der Operator V =V @V ist also unitér. Durch
Cayley-Riicktransformation erhalten wir dann die selbstadjungierte Erweiterung
H von H,

~ 1+V
itV (2.108)

1-V

Auf seinem Definitionsbereich Dy = Dy & N; & VN, wirkt dieser als'?

H=Hai PWN;,) @ (—i)  P(N).

Die Erweiterung H wird also vollig durch die Transformation V festgelegt.
Die Erweiterungen eines Differentialoperators wie des BO-Operators lassen sich
andererseits durch Randbedingungen charakterisieren, die die Wellenfunktionen
{¢) € Dy} erfiillen miissen. Seien ¢, 1) € Dj. Da H hermitisch ist, gilt

(P|H@) — (Hy|g) = 0. (2.100)

Die Eigenfunktionen der Erweiterungen des BO-Hamiltonoperators H kénnen bei

x = 0 unstetig sein. Durch partielle Integration erhalten wir aus (2.109)
[t los — [ el = 0. (2.110)

Durch Variation von ¢ erhalten wir einen Satz von unabhingigen Randbedin-
gungen, die die Funktion ¢ erfiillen mufl. Dabei kénnen wir uns auf Funktionen
1 € M beschranken, da die Funktionen ¢y € Dy sowie ihre 1. Ableitung bei

x = 0 verschwinden. Die Funktionen x; mit 5 = 1...n bilden eine orthonor-

12 p(D) bezeichne den Projektor auf den Raum D



2.4 Selbstadjungierte Erweiterung 55

male Basis in A;. Wir wollen sie zu einem n-dimensionalen Vektor®® x* = {x;}

zusammenfassen. Die Funktionen
1
Y = 5(1 + V>Xj (2.111)

bilden dann eine ebenfalls orthogonale Basis von M. Wir fassen auch diese Funk-
tionen wieder zu einem Vektor ¢’ = {¢;} zusammen. Diese Abbildung von x

auf ¥ konnen wir auch als

P’ = %(XT+X+U) = % ( x x*t ) ( Zl ) (2.112)

schreiben. Die unitdre n x n-Matrix U ist dabei die Matrixdarstellung von V/,

wenn wir die Basis x in N_; verwenden.

Fiir jede Substitution v; in (2.110) erhalten wir eine neue Randbedingung fiir
die Funktion ¢. Geben wir andererseits ein vollstindiges System von n Randbe-
dingungen vor, sollten wir daraus den Operator V' rekonstruieren kénnen. Ein
solches System bilden gerade die Gleichungen (2.22). Die Gleichungen (2.110)
bzw. (2.22) gelten im speziellen auch, wenn wir ¢ = ¢; wihlen. Wir wollen auch
Gleichung (2.22) in Matrixform schreiben. Dazu fassen wir die Werte der Wel-
lenfunktionen 4 bzw. ihrer Ableitungen 1)’ an den Stellen x = 0" und z = 0~
zu einer Matrix ¥ = {4(0+), ¥ (0—),'(0+), %' (0+)} zusammen. Analog bilden
wir die Matrix X aus den x(0%) und den x’(0+). Die Randbedingungen kénnen

wir auch durch eine Matrix R charakterisieren
RY” =0. (2.113)

In unserem Fall erhalten wir aus den Gleichungen (2.22)

T —T+
R= 00, (2.114)
0o 0 T —-T*

13Die Wellenfunktionen 1, ¢ und y haben selbst Vektorcharakter. Dies miissen wir insbeson-
dere beim Transponieren oder dem komplexen Konjugieren der Vektoren im Auge behalten.
Stellen wir diese Zustéinde in der Basis der Pseudospins o und 8 dar, so wird z. B. xT zu einer
n x 2-Matrix
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mit dem Operator'® T' aus Gleichung (2.17). Der weitere Gang der Rechnung
vereinfacht sich dadurch, daB die Matrix R reell ist. Die gesuchte Erweiterung H
ist damit ebenfalls zeitumkehrinvariant.

Setzen wir Gleichung (2.112) in Gleichung (2.113) ein, so erhalten wir
T 1 T + 1'n,
RY' - -R( X" X" ) —0. (2.115)
2 U

Dies ist offensichtlich unsere Bestimmungsgleichung fiir die Matrix U. Diese
kénnen wir iiber die Cayley-Transformation durch eine hermitesche Matrix G
ausdriicken,

U= (G+il,)(G —il,) " (2.116)

Damit erhalten wir aus (2.115)

(RX" (RX")") ( Eg;ini ) —0 (2.117)

und weiter

RRXTG = -F(RXT). (2.118)

Die Matrix G ergibt sich also als Losung eines linearen Gleichungssystems. Um
dieses 16sen zu kénnen, miissen wir die Defektzahl n sowie eine Orthonormalbasis
i des Defektraumes N finden. Aus der Forderung, da RX” eine Diagonalma-
trix sein soll, konnen wir bereits auf n = 4 schliefen. Die aktuelle Rechnung
bestétigt dies: Das Eigenwertproblem (2.106) zerfillt in 4 Figenwertprobleme,
jeweils fiir H, und Hg auf den Halbachsen 0 < < 0o und —oo < 2 < 0. Die De-
fektzahlen des gesamten Hamiltonoperators ergeben sich einfach als Summe der
Defektzahlen der vier Teilprobleme. Der Defektindex ist fiir Hamiltonoperatoren,
deren Potentiale beziiglich des kinetischen Energieoperators Tig, = —d?/dz? be-
schriankt sind, gleich dem des kinetischen Energieoperators. Dies ist eine relativ
schwache Einschriankung an die Menge der zuldssigen Potentiale. Wir wollen die-

se Beschrénktheit fiir die adiabatischen Potentiale V,,(x) und V() voraussetzen.

14Wie in Abschnitt 2.2 ist es oft praktisch, den Operator T in der Basis der Pseudospin-
zustinde « und 3 (vergleiche auch die vorhergehende Fufinote) durch eine 2 x 2-Matrix darzu-
stellen. Die Matrix R wird damit zu einer 4 x 8-Matrix. Analog wird ¥ zu einer n x 8-Matrix.
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Fiir den Operator T, lautet Gleichung (2.106)

d2

__EEE§f£(lg =ife(x), (2.119)
mit den Losungen
folz) = Ne V7o, (2.120a)
fiir 0 < z < 0o bzw.
f_(z) = NeV="", (2.120b)

fiir —oo < x < 0. N ist dabei eine Normierungskonstante. Wir erhalten somit
fiir den gesamten Hamiltonoperator H den Defektindex (4,4). Eine Basis des

Raumes N; kénnen wir also folgendermafien wihlen,

x1(x) = ab(x) fi(z), (2.121a)
x2(x) = BO(z) fo(z), (2.121b)
x3(x) = ab(—x) f3(z), (2.121c)
xa(x) = B0(—x) f1(x). (2.121d)

Fir H, = Hpg = Ty wire fi(z) = fo(z) = fi(z) und f3(z) = fa(z) = f-(2).
Im Falle des realistischeren Beispiels aus Abschnitt 2.1, lassen sich die Funk-
tionen y; durch parabolische Zylinderfunktionen ausdriicken, fi(z) = f3(z) =
N1 Di_q5(|x] —2) und fo(x) = fa(x) = Na Di—q/2(|z| +2), mit den Normierungs-
konstanten N; und N,.

Damit schreibt sich die Matrix X als

0 0 0
J2(0) 0 0 (2.122)

0 f3(0) 0 '

0 0 fa(0)

Wir wihlen ohne Beschrénkung der Allgemeinheit alle f;(0) reell. Um von der
Matrix X zu der komplex konjugierten X ™ zu gelangen, miissen wir nur die Ab-
leitungen f;(0) an der Stelle 0 durch ihr konjugiert Komplexes f*(0) zu ersetzen.
Die Werte f;(0) und f7(0) sind jedoch nicht zur Génze voneinander unabhéngig,



58 FEindimensionale Durchschneidung

gleichgiiltig wie wir die Potentiale V, ,(x) wéhlen. Vielmehr gilt

fi(0)S3{fj(0)} = -1 fiir j = 1,2, (2.123a)
F(0)S{fj(0)} = +1 fitr j = 3, 4. (2.123b)

Die Giiltigkeit dieser Beziehungen garantiert, dafl die Losung G des linearen
Gleichungsystems (2.118) auch selbstadjungiert ist. Die Gleichungen (2.123) sind
eine Folge davon, da8 die Funktionen x;(z) normiert sind. Zum Beweis dieser
Beziehung spalten wir Gleichung (2.106) in je eine Gleichung fiir den Real- und

den Immaginérteil auf,

H*R{x;(2)} = =S {2}, (2.124a)
H*3{x;(2)} = R{x,(2)}- (2.124b)

Multiplizieren wir Gleichung (2.124a) mit {x;(x)} und Gleichung (2.124b) mit

R{x;(x)} und substrahieren die erste von der zweiten, erhalten wir

R{x (@) HIS{x; (2)} = S (@) HIR{x; (2)} = |y;(2) . (2.125)

Offensichtlich heben sich die Potentiale des Operators H gerade weg, so daff wir

die letzte Beziehung auch als

d*R{x; ()}

dx?

d*S{x; ()}

D @l (2.126)

S{x;(@)}oo — R{x;(#)}o0

schreiben konnen. Integrieren wir Gleichung (2.126) von —oo bis +oo unter
Beriicksichtigung, dafl x;(z) o< 6(z) f;(z)( fiir j = 1,2 bzw. x;(z) x 0(—x)f;(x)C

fiir j = 3,4, und verwenden dabei den Greenschen Satz, so ergibt sich

(RS (@)} S{S5 (@)™ = [S{f@)R{f(@)He™ =1 fiie j =12, (2.127a)
R{fi (@)} S{F (@)} oo = [S{L@IR{fj(2) ]2 = 1 fir j =34, (2.127D)

Mit I{f;(0)} = 0 folgt also die Aussage (2.123).



2.4 Selbstadjungierte Erweiterung 59

Jetzt sind wir in der Lage, die Matrix G explizit anzugeben,

a; + by cos(dw)  —cyasin(4w) 2¢13 cos(2w) 2¢14 sin(2w)
G- 1 —cCopsin(4dw)  ag + by cos(dw)  —2co3 sin(2w) 2¢94 cos(2w)
D 2c31c08(2w) 2 — c398in(2w)  az + bycos(dw)  —csysin(4w) ’
2¢41 sin(2w) 2¢49 cos(2w) —cyzsin(dw)  agq + by cos(4w)
(2.128)

wobei wir w = nm/4 gesetzt haben. Beziiglich der genauen Form der Konstanten
D, a;, b; und ¢;; = cj;, welche sich durch die f;(0) und %{f;(0)} ausdriicken
lassen, verweisen wir auf Anhang (B).

Die Matrix G definiert iiber die Cayley-Transformation (2.116) die unitéire Ma-
trix U und damit auch die Operatoren V und H. G ist periodisch in dem Stérpa-
rameter 1 mit einer Periodenldnge von 4. Die diagonalen Elemente von G und
damit auch die Eigenwerte von H, haben aber eine Periode von 2. Beide Aussagen

konnten wir schon der diabatischen Darstellung entnehmen.

Aus der Gutartigkeit der Hamiltonoperatoren in der diabatischen Darstellung
und der Ubereinstimmung der gestérten Eigenenergien, die wir einerseits in der
diabatischen Darstellung fiir v = 0 und andererseits im Limes v — 0 in der adia-
batischen Darstellung berechnet haben, kénnen wir schlieffen, daff der Hamilton-
operator (2.13) gegen den eben definierten Operator H mit v = 0 konvergiert'?.
Da die spezielle Erweiterung, die wir konstruiert haben, mit den Storparameter
n parametrisiert ist, kénnen wir diesen Operator mit H, aus Gleichung (2.13)
im Limes v — 0 identifizieren. Diese Konvergenz versteht sich nicht von selbst.
Dies ist z.B. einer der Griinde, weshalb wir der Born-Huang-N&herung wenig
Aufmerksamkeit geschenkt haben. Diese ergibt sich, wenn wir in Gleichung (2.7)
m = n und 7, = 1 wéhlen, die Diagonalkorrekturen zum Potential also nicht
erst in 2. Ordnung in 7, sondern bereits in 0. Ordnung zu beriicksichtigen. Zur
Verdeutlichung der auftretenden Probleme geniigt es, den Fall n = 0, also nur
den Born-Huang-Hamiltonoperator H?" = HB® 4 (%4, (x))? zu betrachten. Im
Limes v — 0 werden die Diagonalkorrekturen (56(x))* wie das Quadrat einer
Deltafunktion divergieren. Dieser Divergenz kénnen wir nur entkommen, wenn

wir im Falle 4 = 0 fordern, da§ die Wellenfunktionen ¢ (z) € Dgsn an der Stel-

157.B. im Sinne der Normkonvergenz der Resolventen [105].
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le x = 0 verschwinden. Damit verschwinden aber auch alle Matrixelemente der
Stérung Z{p,d,(z)}. Wir konnen den Ubergang v — 0 also nicht einmal in 0.
Ordnung vollzichen. Fiir v = 0 ist auch der Ubergang vom BO- zum Born-Huang-
Hamiltonoperator diskontinuierlich. Diese Situation ist unter Feldtheoretikern als
Klauder-Phéanomen [115] bekannt und ist dort typisch fiir nicht renormierbare
Feldtheorien.

AbschlieBend mochten wir noch anmerken, daf3 die Kreinsche Resolventenfor-
mel [104,105,109] in unserem Kontext beschreibt, wie man die Resolvente einer
Erweiterung zu beliebigem 7 durch die Resolvente des BO-Hamiltonoperators
ausdriicken kann. Damit scheint es auch moglich, nichtadiabatische ST im Falle

v = 0 zu betreiben, ohne mit divergenten Termen kdmpfen zu miissen [116].

2.5 Berechnung experimenteller Spektren und

ithrer Momente

Natiirlich konnen wir mittels ST nicht nur die Eigenenergien, sondern auch
die Wellenfunktionen und damit beliebige Eigenschaften berechnen. Es ist hier-
bei wichtig zu wissen, dal die Storungsreihe fiir die Wellenfunktionen nicht
gleichméfig konvergiert, d. h., in endlicher Ordnung wird die Wellenfunktion an
verschiedenen Orten von unterschiedlicher Genauigkeit sein. Fiir die Berechnung
von Matrixelementen ist dies jedoch normalerweise von untergeordneter Bedeu-
tung.

In Abschnitt 2.3.2 haben wir das Energiespektrum berechnet. Die Intensitét
der entsprechenden Linien in experimentellen Spektren, z. B. Absorptions- oder

Photoelektronenspektren, ergibt sich aus Fermis Goldener Regel,

P(E) =27 Y [(W|T|W,)|*5(E — E,). (2.129)

Dabei bezeichnet ¥y den Grundzustand, dessen Ankopplung an das elektroma-
gnetische Feld durch den Operator T' beschrieben wird. Im Falle eines Absorpti-
onsspektrums wire dies z. B. der Dipolmomentoperator. Die vibronischen End-

zustande ¥, gehoren zu den Energien E,. Im allgemeinen gilt die BO-N&herung



2.5 Experimentelle Spektren 61

sehr gut fiir den Ausgangszustand, d.h. fiir Uo(z,y) = ¢o(x,y)teo(z). Hier ist
¢o(z,y) die elektronische Grundzustandswellenfunktion. Entwickeln wir auch die
Endzustinde in eine elektronische Basis'® {¢,(z,y)}T, so schreibt sich Gleichung

(2.129) als
P(E) = 2 5 (017 ,) PO (E — E,). (2.130)

Die Komponenten des Vektors 7(z) sind dabei 7,,(z) = (¢0|T|¢n)y, die von 1,
sind ¥y, = (Pn|V,)y. Wichtige Eigenschaften des Spektrums lassen sich bereits
aus seinen niedrigsten Momenten M) = fj;o E¥P(E) dE ablesen. Diese lassen

sich alternativ als
M, = 27 (0|7 H"7|0) (2.131)

schreiben, wobei H die Matrixdarstellung des Hamiltonoperators in der Basis
der elektronischen Zusténde ist. Beispielsweise ist der Schwerpunkt des Spek-
trums durch den Quotienten M; /M, gegeben und das zweite zentrale Moment
(My—M?) /M liefert ein Maf fiir die Breite der spektralen Verteilung. Képpel [48]
fand nun, dafl sich fiir die Momente mit £ > 0 divergente Ausdriicke ergeben,
wenn man in Gleichung (2.131) die totale Hamiltonmatrix durch die Matrixdar-
stellung des BO-Hamiltonoperators ersetzt. Geméafl diesem Autor zeigt sich darin
die ,,pathologische Natur der adiabatischen Darstellungen in [konischen] Durch-
schneidungssituationen®. Nach der Diskussion in den vorhergehenden Kapiteln
ist es jedoch nicht schwer, den Grund fiir das Auftreten dieser Divergenzen zu
finden. In Abschnitt 2.2 haben wir den Hamiltonoperator fiir beliebige Werte des
Storparameters 7 in der diabatischen Darstellung angegeben. Die Variation der
elektronischen Zustiinde 9P (x) mit der Kernkoordinate x ist in der diabatischen
Darstellung minimal. Selbiges gilt fiir die Elemente des Ubergangsmomentvektors
7PA In der Tat wird die Bedingung, daf8 der Vektor 7°™ moglichst langsam mit
x variiere, in numerischen Rechnungen benutzt, um die Transformationsmatrix
auf die diabatische Basis zu bestimmen. Im folgenden werden wir die x-Abhéangig-

DIA yollkommen vernachlissigen. Damit ergibt sich auch, daff 7P™

keit von T
nicht von dem Stoérparameter 7 abhingig ist. Wahrend nun fiir n = 0, d. h. in

BO-Naherung, die diabatische und die adiabatische Darstellung zusammenfallen,

I6Wir wollen zuniichst noch offenlassen, ob es sich dabei um eine adiabatische oder eine
diabatische Basis handelt.
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sind diese Darstellungen fiir andere Werte des Storparameters durch die Trans-
formation (2.16) miteinander verkniipft. Der BO-Hamiltonoperator und der to-
tale Hamiltonoperator in adiabatischer Darstellung ,,leben also in verschiedenen
Darstellungen, welche iiberdies durch eine singuldare Transformation miteinander
verkniipft sind. Den totalen Hamiltonoperator durch den BO-Hamiltonoperator
zu ersetzen, aber weiterhin die Transformation (2.16) mit n = 1 zu verwenden, ist
inkonsequent und fiithrt notwendigerweise zu Divergenzen. Andererseits kénnen
wir nun leicht fiir jeden beliebigen Wert von 7 die spektralen Momente berechnen.
Trunkieren wir die Entwicklung der M} nach n sauber in gegebener Ordnung, so

erhalten wir auch wohldefinierte Naherungen.

Am einfachsten gestaltet sich die Berechnung der Momente in der verallgemei-
nerten diabatischen Darstellung. Wir wollen dies an dem in Abschnitt 2.1 ein-
gefithrten Beispiel demonstrieren. Die Kernkoordinate sei wieder x und die bei-
den angeregten elektronischen Zustédnde kennzeichnen wir wiederum durch den
Index ( = «, 3. Die Verschiebung A\ der zu diesen Zustdnden gehorigen Po-
tentialflichen wird durch f(x) = Az/2 bestimmt (In Abschnitt 2.1 haben wir
speziell A = 2 gewéhlt). Wir nehmen weiter an, dafl die elektronische Grundzu-
standswellenfunktion ¢y (z,y) von den beiden elektronisch angeregten Zusténden
tc(xy) verschieden sei. Bis auf eine additive Konstante sei das Grundzustand-
spotential Vy(z) = (22 + A\?)/4. Der Ubergangsmomentenvektor sei von der Form
TP = 7 7}T mit konstanten 71, 7. Wihlen wir A = 1.12, so beschreibt
dieses Modell gut die O-1s Core-Anregung im Photoelektronenspektrum von
CO, [49,117].

In diabatischer Darstellung mit dem n-abhéngigem Hamiltonoperator (2.15) lau-
tet Gleichung (2.131),

Mk(ﬁ) — 27T<O|TDIA’+(H?IA)]€TDIA|0>, (2.132)

Fiir den Schwerpunkt des Spektrums ergibt sich so

M, 1 A Arf-1} T
-4+ 42 —. 2.1
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Analog ergibt sich das 2. zentrale Moment,

%(n) - (%(n)f - %2 {1 - [Zz;g (0] |21 10) cos (ng)r} S (2134)

Hierbei gilt (0| || |0) = /2/7.
Die Ausdriicke (2.132) fiir @ = 0, d. h. in BO-N&herung, stimmen mit den Aus-

driicken iiberein, die Koppel et al. als Franck-Condon-Néherung fiir die spek-

tralen Momente bezeichnen. Die Franck-Condon-Néherung liefert somit die kor-
rekten adiabatischen spektralen Momente. Das in diesem Abschnitt behandelte
Beispiel wurde auch von Fulton [106] studiert, welcher ebenfalls darauf hinweist,
daB es inkonsequent sei, die Kopplung der elektronischen Wellenfunktionen zu
vernachlissigen, die Variation der Ubergangsdipolmomente mir = jedoch beizu-
behalten. Unsere Analyse zeigt, daf§ eine korrekte Storungsentwicklung in dem
Nichtadiabatizitdtsparameter n beide Effekte in ausgewogener Weise beriicksich-
tigt.

Entwickeln wir cos(nm/2) in den Ausdriicken (2.133) bzw. (2.134) nach Potenzen
des Storparameters n oder auch &, so ergibt sich die Stérungsentwicklung fiir die
spektralen Momente. Die Entwicklung nach 7 ist absolut konvergent fiir alle Werte

von 7).
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Kapitel 3

Erweiterung auf mehrere

Dimensionen

3.1 Aharonov-Bohm-Effekt

Bevor wir versuchen, die bisherigen Uberlegungen auf mehr als eindimensionale
Zweizustandsprobleme - dabei denken wir vor allem an konische Durchschnei-
dungen - zu erweitern, wollen wir den sogenannten Aharonov-Bohm-Effekt (AB-
Effekt) [58] betrachten. Dieser Effekt besteht darin, daf sich das Interferenzmu-
ster in einem Doppelspaltversuch mit Elektronen verdndert, wenn zwischen den
beiden Spalten, aber in einem den Elektronen unzugénglichen Bereich, ein Ma-
gnetfeld vorliegt. Dieser Effekt wurde von Aharonov und Bohm diskutiert, um
zu zeigen, dafl in der Quantenmechanik die Potentiale und nicht die Felder die
priméren Groflen sind.

Wie bereits diskutiert, besteht eine enge Analogie zwischen den nichtadia-
batischen Kopplungsmatrixelementen und dem magnetischen Vektorpotential.
Tatséchlich tritt in der Ndhe konischer Durchschneidungen eine zum AB-Effekt
analoge Erscheinung auf. Diese wird ,,molekularer AB-Effekt“ genannt.

Wihrend Aharonov und Bohm ein Streuexperiment betrachteten, wollen wir die
Energieniveaus eines Elektrons in einem zylindersymmetrischen Feld betrachten.

Bei' 2. = 0 soll dabei ein infinitesimal diinner magnetischer Flufischlauch mit

"'Wir werden die kartesischen Koordinaten z, y und z mit ., x; und x. bezeichnen, da wir
y schon als Bezeichnung fiir die elektronischen Koordinaten verwendet haben.
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Gesamtflul & von —oo bis +oo verlaufen. Offensichtlich kénnen wir die freie
Bewegung entlang der x.-Koordinate abseparieren. In Polarkoordinaten lautet

der verbleibende Hamiltonoperator,

H = _%% (%) + (—i%% oAy, ¢))2 V(). (3.1)

Dabei ist Ay(r, ¢), die ¢p-Komponente des magnetischen Potentialvektors, durch
Ay(r,¢) = D25,(¢) gegeben®. 8, (¢) ist wiederum eine Approximation der Di-
racschen Deltafunktion mit der kleinen Breite . Es ist leicht zu sehen, dafl
§ Ads = @, falls der Integrationsweg den Ursprung umschlieBt, wihrend sonst
$ Ads = 0 gilt. Dieses Kreisintegral ist unter dem Namen Berry-Phase [54] be-
kannt geworden. Es ist invariant unter Eichtransformationen, da dabei zum Vek-
torpotential nur ein totales Differential addiert wird, welches zum Integral nicht

beitrégt.

Offensichtlich 148t sich die resultierende Schrédingergleichung separieren. Dabei

gilt fiir den ¢p-Hamiltonoperator

a 2
H, = (—i3—¢ + 7757(¢)> =" +n{p.d,} + 1’6, (3.2)

Hier haben wir p = —i% und n = —e®d gesetzt. Wir bezeichnen wieder-
um die Energie des (gestorten) Eigenzustands |s) von Hy mit Ej, sowie die
des ungestérten Eigenzustands [s) von Hy = p? mit F,. Ferner setzen wir
R = (1—|s){(s])(Es—p*)~", A = pd., und A= .p. Die Summation der Stérungs-
reihe gestaltet sich im Falle des AB-Effekts wesentlich einfacher, da der Operator
p mit der Resolvente G' = (E, —p?)~! vertauscht. Damit kiirzen sich die stérksten

Divergenzen

(o <71)R(Z+5§>---) (oo (5 —B, 5) ) = —pG(0,0)(--nd - ).
(3.3)

Wir haben hier wiederum G(0,0) = Y (n|d|n)(Es —n?)~! gesetzt und haben die

2Natiirlich kénnten wir das Problem auch 16sen, wenn wir A in einer weniger singuldren

eichdquivalenten Form, z. B. Ay(r, ¢) = %%, verwenden wiirden.
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Funktionen 6., durch Deltafunktionen ersetzt. Der letzte Schritt ist fiir Ausdriicke
der Form (. - - R(ZR)” -+ -} nicht gestattet. Die in Abschnitt 2.3.3 dargelegte Ar-
gumentation 148t sich jedoch {ibertragen, so dafi diese Ausdriicke zu einer Re-
normierung des Storparameters n — £ = 2tann/2 fithren. Letztendlich gelangen
wir so wieder zu Gleichung (2.79) bzw. (2.80) mit k; = 0. Der einzige grofiere
Unterschied zur Behandlung der nichtadiabatischen Kopplung im vorigen Kapitel
besteht darin, dafl die Partnerhamiltonoperatoren beziiglich Supersymmetrie tri-
vialerweise identisch sind, da der Aufsteigeoperator —ip mit Hy = p? vertauscht.
Die Supersymmetrie ist damit gebrochen, da die Partnerhamiltonoperatoren den

gleichen Grundzustand haben. Damit ist in Gleichung (2.80) G(0,0) = G(0,0)
zu setzen. Gleichzeitig verliert Gleichung (2.81) ihre Giiltigkeit.

Betrachten wir die ,,geraden Funktionen ¢y (¢) = (21 — ¢) = cos[k(¢ — 7)].
Diese sind Eigenfunktionen von Hy zum Eigenwert £ = k2 mit logarithmischer
Ableitung A = 0Yy(4)/0¢|o+ = ktan(km) bei ¢ = 0. Offensichtlich springt die
logarithmische Ableitung beim Ubergang von ¢ = 27 nach ¢ = 0 gerade um 2A,
und diesen Sprung konnen wir uns wiederum als von einer Deltafunktion erzeugt

vorstellen. Mit der Argumentation aus Abschnitt 2.3.1 gilt damit wiederum S—! =
2\ = 2k tan(km). Damit ergibt sich aus Gleichung (2.80)

tan2(g) = tan?(kr). (3.4)

Mit der Beschriankung, daff £ > 0 sein soll, erhalten wir zwei Losungsmannigfal-

tigkeiten:
k:)ﬁ‘Jrn mit n=012,... (3.5a)
27_‘_ ) ) ) 9
sowie
k:—‘i‘Jrn mit n=1,2....  (35b)
27]_ ) b

Die entsprechenden Eigenfunktionen entsprechen rechts- bzw. linksumlaufenden
Wellenfunktionen. Dieses Problem ist auch insofern interessant, als die impul-
sabhéngige Storung hier im Gegensatz zu dem in Kapitel 2 behandelten Beispiel

nicht durch eine unitiare Transformation eliminiert werden kann. Es existiert hier
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keine der diabatischen entsprechende Darstellung.

3.2 Konische Durchschneidungen

Wiéhrend in eindimensionalen Systemen echte Durchschneidungen nur unter be-
sonderen Umsténden oder nur ndherungsweise auftreten, was sogar zu der Be-
zeichnung ,, Durchkreuzungsverbot® gefiihrt hat, kommt es in n-dimensionalen
Problemen zu Entartungen auf n — 2 dimensionalen Hyperflichen. Obwohl dies
bereits 1929 von Wigner und von Neumann abgeleitet wurde, wurde das ,,Durch-
kreuzungsverbot“ auch in mehrdimensionalen Problemen als giiltig angesehen
oder die Dimensionalitét der Entartungsmannigfaltigkeiten als zu gering abgetan,
um zu besonderen Effekten Anlafl zu geben. Daf} letzteres nicht zutrifft, wurde
von Teller [94,118] wiederholt vorgetragen, fand aber zunéchst wenig Resonanz.
Echte Durchschneidungen wurden nur dann betrachtet, wenn sie auf Symmetrien
des zugrundeliegenden Problems zuriickzufiithren waren, im wesentlichen also in
Jahn-Teller-Systemen [36]. Diese historische Entwicklung ist sicherlich zum Teil
darauf zuriickzufiihren, dafl es bis Mitte der siebziger Jahre des 20. Jahrhunderts
kaum moglich war, mit Quantenchemieprogrammen mehr als einige ausgewéhlte
Punkte der elektronischen Grundzustandspotentialfliche zu berechnen, die nor-
malerweise tatsiachlich kaum entartet ist. Erst als sich eine gewisse Anschauung
auch fiir die Potentialflichen elektronisch angeregter Zustinde herausgebildet
hatte, wurde deutlich, dafl diese sich oft auch in unsymmetrischen Konforma-
tionen durchschneiden.

Speziell in zwei Dimensionen ist die Entartung von Potentialen normalerwei-
se auf einzelne Punkte beschrinkt. In der Umgebung dieser Punkte haben die
Potentialflachen ein kegelartiges Aussehen, weshalb man auch von konischen,
oder, nach dem Spielzeug ,, Diabolo“, von diabolischen Durchschneidungen spricht
(sieche Abbildung 3.1). In einer zeitabhéngigen Beschreibung der Reaktionsdyna-
mik [35,119-123] fithrt diese trichterartige Struktur der energetisch hoherliegen-
den Potentialfliche zu einer Biindelung der zunéchst auf dieser startenden Wel-
lenpakete, so dafl deren Bahnen in photochemischen Reaktionen in unmittelbare
Umgebung der Durchschneidungen gelangen. Konische Durchschneidungen neh-

men also in der Theorie der photochemischen Reaktionen eine &dhnlich zentrale
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Rolle ein, wie die Sattelpunkte in der Theorie der thermisch aktivierten Grund-
zustandsprozesse. In fritheren Berechnungen der Rate strahlungsloser Prozesse,
die z.B. auf dem Lugt-Oosterhoff-Modell [124] basierten, wurde hingegen vom
Vorliegen einer vermiedenen Durchschneidung ausgegangen. Mit BO-Zusténden
in 0. Ordnung, wurden die Ubergénge aufgrund der nichtadiabatischen Kopplung
storungstheoretisch, z. B. mit Fermis Goldener Regel, berechnet.

Einen diabatischen Hamiltonoperator fiir konische Durchschneidungen kénnen
wir in Analogie zum eindimensionalen Fall (vergleiche Abschnitt 2.1) konstru-
ieren, wenn wir in Gleichung (2.1) fiir den Operator der kinetischen Energie

02 02

— 3.2 — 5,2 Schreiben, und U, f und g als Funktionen von z, und x, betrachten,
a b

0? 0?
HP™ = (—— - —+ U(wa,xb)) oo + [ (Za,xp) 01 — g (Ta, ) 03. (3.6)
022 Ox? 0 ! ’

Das in diesem Operator auftretende Potential wird wiederum durch die Transfor-
mation S = exp(iP(x,,xp)02) mit P(z,,xp) = % arctan %,

(vergleiche Gleichungen (2.2),(2.3)). Wir kénnen den Hamiltonoperator H in

diagonalisiert

adiabatischer Darstellung in den diagonalen BO-Hamiltonoperator

2 P
H"0 = (__ — 4 U (g, )) 00— v/ 2(Ta 1) + (20, 10)0
dx2  Ox? v)oe ' v

= H,o,+ HgO’g (37)

und in einen nichtadiabatischen Anteil

0* 02

HNA:— + | 7 -
S [8x§+8x§’

S} ={p,VP(z,y)o2}, + (VP(xq,23))° 00 (3.8)
aufteilen, wobei p = (ps,,pz,)’ und V = —i(d,,,0,,)" sind. Fiir das Vorliegen
einer Durchschneidung ist es offensichtlich notwendig, dafi sowohl f als auch g an
einunddemselben Punkt verschwinden. Da wir, um dies zu erreichen, jedoch jetzt
mit z, und x;, zwei Parameter variieren kénnen, werden wir im Unterschied zum
eindimensionalen Fall in generischen Situationen Punkte finden kénnen, an denen
diese Bedingung erfiillt ist. Wir werden ohne Beschrankung der Allgemeinheit

einen dieser Punkte zum Ursprung unseres Koordinatensystems wihlen, dann
gilt £(0,0) = g(0,0) = 0.
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Wir verallgemeinern nun wiederum den Hamiltonoperator H — H, und die
Transformation S — S,, indem wir {iberall P(z,, z,) — nP(x,, ;) substituieren.
Wir kénnen auch wieder einen verallgemeinerten diabatischen Hamiltonoperator
HP'™ = S, H, S} einfithren. In Analogie zu Gleichung (2.14) erhalten wir

0? 0?
DIA __ _
H)™ = Sy Hy Sy = (—@ " o2

a

+ Vo(xa,xb)) oo—

— V2 (0, 20) + G2 (20, 2) (— sin (20 P (4, 23)) 01 + 08 (20P (24, 13)) 03) . (3.9)

Wir wollen diesen Hamiltonoperator nicht in voller Allgemeinheit diskutieren,
merken aber an, daf§ er fiir alle Werte von 7 zwischen 0 und 1 wohldefiniert ist
und keine divergenten Terme enthélt. Stattdessen spezifizieren wir Vo(z,, zp) =
(22 + 23), f(Ta, ) = Axq und g(z,4,7) = Azp. D.h. wir behalten nur die nied-
rigsten nichtverschwindenden Terme in einer Taylorentwicklung der Groflen Vp,
f und g nach z, bzw. x;, bei, wobei wir noch Annahmen iiber die Symmetrie
des Systems machen. Dieser Hamiltonoperator beschreibt z. B. den E x e-Jahn-
Teller-Effekt und war eines der ersten Systeme mit konischer Durchschneidung,
die theoretisch ndher untersucht wurden [53,63]. Fithren wir Polarkoordinaten
Ty =T COS P, T, = rsin @ ein, so schreibt sich Gleichung (3.9)
2
HT]?IA = (—%%T% — ia— + 7“2) oo — Alr| (= sin (n¢) o1 + cos (ne) o3) .
(3.10)

Jetzt kénnen wir folgende Beobachtungen machen:

e Setzen wir A = 0, erhalten wir den Hamiltonoperator zweier entarteter zwei-
dimensionaler harmonischer Oszillatoren. Diese kénnen als Basiszustdnde
fiir eine Matrixdarstellung von H,]])IA auch fiir andere Werte von \ verwendet
werden. Damit kénnen die Eigenenergien sehr effizient numerisch berechnet
werden [53,63].

e Fiir n = 1 erhalten wir wieder den urspriinglichen diabatischen Hamilton-

operator (3.6).

e Fiir = 0 reduziert sich HP'™ = HBO. Die adiabatischen Potentiale wei-

sen in der Ndhe der Durchschneidung die typische Doppelkegelstruktur mit
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Vo o< £|r| auf.
e Fiir n # 0,1 ist die diabatische Potentialmatrix unstetig bei x = 0.

Den Ausdruck fiir die kinetische Energie in dem Hamiltonoperator (3.10) 148t

sich vereinfachen, wenn wir den transformierten Operator

(i ) Al (s (a6) o+ cosu) o) (31)

einfithren. Entwickeln wir die trigonometrischen Funktionen in eine Taylorreihe

nach ihrem Argument, erhalten wir in 0. Ordnung wiederum den BO-Operator

2 2
PO — (—% - i% _ %8%2 + 7’2> oo — Arlos, (3.12)
so dal auch hier in 0.Ordnung die diabatische und adiabatische Darstellung zu-
sammenfallen. Die BO-Potentialflichen sind in Abbildung 3.1 dargestellt.

Die Terme hoherer Ordnung in 1 kénnen wir stérungstheoretisch beriicksichti-
gen. Die Storung ist zwar unstetig, aber nicht singulér, so dafl es keinen Grund
gibt, an dem Sinn dieser Entwicklung zu zweifeln. Anstatt nun diese Stérungsrei-
he in diabatischer Darstellung zu berechnen, wollen wir sie in der adiabatischen
Darstellung mit dem Hamiltonoperator H, betrachten. Um dabei nicht mit Vek-
toren zu arbeiten und um eine gewisse Analogie zum eindimensionalen Fall zu
erhalten, schreiben wir fiir den kinetischen Energieoperator

92 o2
a2 A2 % —|—p% = (p1 —ip2)(p1 +ip2) = 272 = 227, (3.13)

mit z = p; + ips. Verwenden wir, da8 S,) = exp(inP(z,, 23)), so erhalten wir fiir

die nichtadiabatische Kopplung

HYA = SHT, S =0zt Z + Z2) + 0’27 Z, (3.14)

OP(za,®p) | ;OP(Ta,mp)
0T +1 oxy,

tig ist, haben wir zu befiirchten, dafl speziell der diagonale Term Z*Z sehr

wobel Z = 02< ) ist. Da die Funktion P(x,,z;) unste-



72 Erweiterung

Abbildung 3.1: BO-Potentiale des Hamiltonoperators (3.12) mit A = 2. Man
erkennt die kegelartige Geometrie der Durchschneidungsregion.

stark divergiert, z.B. wie das Quadrat einer Deltafunktion. Wir erwarten je-
doch wiederum, daf} sich diese Divergenzen analog zum eindimensionalen Fall
in gegebener Ordnung ST gegen Terme der Form Z*zGz"Z wegheben, wobei
G = (BEog — HB)™! die Resolvente des ungestérten Problems ist. Um dies
zu zeigen, werden wir wiederum versuchen, innerhalb des Ausdrucks Z*Z mit
Eoy — HB° zu erweitern und dann ein z* durch die Resolvente hindurchzuzie-
hen, dhnlich wie wir dies in der Umformung (2.65) getan haben. Dazu brau-

chen wir zuniichst eine Art Verflechtungsrelation zwischen 2™ und HBC. Sei
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V = Vo(2a, )00 — \/[2 (X0, 26) + §(Ta, Tp)03, SO gilt
(Eog — H®) 2" = (Eog — (27200 + V)2t = 27 (Eoy — H®®) + [z, V]. (3.15)

Multiplizieren wir diese Beziehung auf beiden Seiten mit der Resolvente G, so
ergibt sich
TG =Gzt + G2, V]G. (3.16)

Diese Gleichung ist analog zu Gleichung (2.56) im eindimensionalen Fall. Damit

koénnen wir die diagonale nichtadiabatische Kopplung Z*Z aufspalten:

ZY7Z =Z%(Eoy — (227 + 00+ V))GZ
=—7"2G2"Z — Z12G2T,VIGZ — ZH(V — Eog)GZ. (3.17)

Wir behaupten, dafl von den Termen auf der rechten Seite dieser Gleichung
héchstens der erste divergieren wird, da in ihm zwei Impulsterme z und 2" in
Kombination mit nur einer Resolvente auftreten, wihrend in den anderen Ter-
men hochstens ein Impulsterm auftritt. Der erste Term wird sich jedoch in jeder
Ordnung ST herauskiirzen.

Um etwas Konkretes vor Augen zu haben, werden wir diese Uberlegungen auf
den Hamiltonoperator (3.11) anwenden. Den BO-Operator haben wir bereits in
Gleichung (3.12) angegeben. Wir konnten die nichtadiabatischen Kopplungen
nun einfach erhalten, wenn wir die Ausdriicke fiir 2, z*, Z und Z* auf Polar-
koordinaten umrechnen. Statt z und 2™ werden wir die transformierten Grofien

1

% = r'/22r=Y2 und ihr konjugiert Komplexes 2t verwenden; in Polarkoordinaten?

10 1 10
civ= < ei0 = &

f = — e — : 3.18

- ior © 2ir i r O¢ (3.18)
Mit P(r,¢) = % und %;’qﬁ) = 1(1 — 276,(¢)) erhalten wir

5 i In

Z =12 =0, 2(1-2m5,(9)) (3.19)

3Diese Ausdriicke mégen unnétig kompliziert aussehen. Es ist zwar leicht méglich, einfa-
chere Ausdriicke fiir die nichtadiabatischen Kopplungen anzugeben, diese fithren jedoch oft
zu neuen Divergenzen, die daher riihren, dafl nur die Summe aus der kinetischen Energie der
Radialbewegung und der Drehbewegung endlich ist, jedoch keiner von beiden alleine.
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Wir haben dabei den Definitionsbereich von ¢ zu 0 < ¢ < 27 gewéhlt. Der
Riicksprung des Winkels von 27 auf 0 fithrt dazu, daf§ die nichtadiabatischen
Kopplungen wie Deltafunktionen divergieren. Wir haben diese Divergenzen wie-
derum zu Lorentzfunktionen der infinitesimalen Breite v ausgeschmiert. Die Form
der nichtadiabatischen Kopplung ist offensichtlich sehr dhnlich der des magne-
tischen Vektorpotentials im Falle des Aharonov-Bohm-Effektes. Einige Autho-
ren [125-127] versuchten, die elektronischen BO-Wellenfunktionen durch Mul-
tiplikation mit einem komplexen Phasenfaktor in eindeutige Funktionen der
Kernkoordinaten zu verwandeln. Schon der entsprechende transformierte BO-
Hamiltonoperator enthélt dann explizit ein Vektorpotential, ist also von der im
letzten Abschnitt 3.1 betrachteten Form. In eine dhnliche Richtung zielt die , er-
weiterte BO-Néherung® von Baer und Englman [128-131]. Letztere ist jedoch
keine rein adiabatische Naherung, da in ihr auch Nichtdiagonalelemente, die vom
Potential herriihren, vernachléssigt werden. Wir werden im weiteren die diver-
genten Terme weiterhin auf ihrer auflerdiagonalen Position belassen.

Wir kénnen eine zu Gleichung (3.17) analoge Zerlegung angeben, wenn wir darin
einfach z und Z durch ¥ und Z ersetzen. So erhalten wir z. B. fiir die Storenergie

2. Ordnung

By = (n,m| (z+ZG(1 A\, m)n,m|) 2T+ ST ZGE T + 2V EGE i

_ZFGET VIGZ — ZH(V - EaO)GZ> In,m). (3.20)

Dabei faktorisieren die Zustéande 0. Ordnung (r, ¢|n, m, ) = R (r)®,,(¢)(, wobei
®,,(¢) = (2m)~ 2 exp(im¢) und die Funktion R (r) oc #™+1/2 im Limes r — 0.
Andererseits ist die r-Abhéngigkeit der Integranden z.B. der Matrixelemente
(nQ,mQ,C_\ZVjLéml,ml, ¢) fiir kleine Werte r proportional zu r/™i+Im21=1"da die
Operatoren Z und 7 proportional zu entweder 1/r oder zu 0/0r sind. Speziell
fiilr m; = my = 0 erhalten wir also logarithmisch divergente Ausdriicke fiir die
Radialintegrale. Betrachten wir aber die Winkelintegrale, so sehen wir, daf§ die
Situation my; = my = 0 gar nicht auftritt, denn* [ do®:, (1 — 276()) P, =

1 — 6y my, die in m diagonalen Matrixelemente der Operatoren 57 und 52+

4Wir nehmen hier an, dafl sowohl m; als auch mgy kleine Zahlen seien, so daf wir einfach 6(¢)
statt d,(¢) setzen konnen. Fiir hohe Drehimpulse erhalten wir ja ohnehin keine Divergenzen.
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verschwinden also.

In der Tat sind alle moglichen Storterme beschriankt. Dieses Ergebnis konnten
wir nur erhalten, da wir den Sprung in der Winkelvariablen ernst genommen
haben. Wir wollen nicht versuchen, die Storungsreihe weiter auszuwerten, da die

Radialfunktionen R} (r) und die Resolventen G nicht analytisch zugénglich sind.
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Kapitel 4

Numerik der nichtadiabatischen

Storungstheorie

4.1 Theoretische Grundlagen des Algorithmus
zur numerischen Berechnung der Storungs-

reihe

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, dafl im Grenzfall einer Durchschneidung
trotz Divergenz eines Teils der Storterme, eine konvergente Storungsreihe resul-
tiert. Leider 148t sich diese analytische Behandlung nicht ohne weiteres auf mehr
als zwei Zustédnde oder auf vermiedene Durchschneidungen ausdehnen. Die Idee,
in 0. Ordnung die BO-Nédherung zu benutzen und die nichtadiabatische Kopp-
lung in einer zu Ausdruck (2.11) analogen Weise aufzuteilen und sodann die
Storungsreihe bis zu hoher Ordnung numerisch zu berechnen, sollte jedoch ein ef-
fizientes Verfahren zur Bestimmung der Energiecigenwerte und Wellenfunktionen
liefern. Wir wollen ein solches Verfahren an Systemen mit nur einem ,langsa-
men“ Freiheitsgrad = — normalerweise einer Kernkoordinate — testen. Die Zahl
und die spezifische Natur der ,schnellen“ Freiheitsgraden y, ist dabei beliebig.
Als schnelle Freiheitsgrade kommen nicht nur elektronische Koordiaten, sondern

z. B. auch andere Kernkoordinaten in Frage, beispielsweise bei der Beschreibung
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von Fermi-Resonanzen. Der Hamiltonoperator fiir diese Systeme sei von der Form

I

1
H=-———"— 4.1
21 017 Z +ny (4.1)

{¢;(z,y)} sind die Eigenzustdnde des Hamiltonoperators fiir das schnelle oder

,elektronische Subsystem,

Hel¢j<w7Y) = V}(‘/L‘)QSJ('I7Y)7 (42)
wobei ,
I~ 0

Hel——§ 8—312+U($’y) (43)

Die V;(z) sind dabei Potentialflichen. Wir wollen uns nicht ndher damit beschéfti-
gen, wie dieses im allgemeinen komplexe Problem der Bestimmung der elektroni-
schen Wellenfunktionen gelost werden kann, sondern werden einfach davon aus-
gehen, dafl diese Potentialflichen und die dazugehdrigen elektronischen Wellen-
funktionen bereits vorliegen. Die exakten Eigenfunktionen des Hamiltonoperators
(4.1) lassen sich dann in der Basis der {¢;(x,y)} darstellen,

y) = Z%‘(@%(%ﬂ- (4.4)

Gehen wir mit diesem Ausdruck in die Schrodingergleichung

so erhalten wir ein gekoppeltes Gleichungssystem fiir den Koeffizientenvektor

P(@) = (W)},
{HBC + HNOW 4+ HNC®) 4 HPC — Elyp = 0. (4.6)

Der erste Term ist der BO-Hamiltonoperator,

BO 1 0?
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mit (V);; = V;d;;. Die anderen Terme sind verschiedene nichtadiabatische Bei-

trage

wou 1[0
H C”z—ﬂ{%,A}, (4.8a)
(HNC@), ‘i“ 0 T AN (4.8b)
(HPC),, = —i@j ;mm(A)W. (4.80)

Die Elemente der antihermitischen Matrix A sind dabei durch
, 0
(A)ij = [ dy¢; —:Bcbi (4.9)

gegeben. Die Matrix A wird, aus Griinden, die wir nachfolgend darlegen werden,
auch ,, nichtadiabatisches Vektorpotential“ genannt. Ist der Hamiltonoperator H®
zeitumkehrinvariant, so konnen alle Zusténde ¢ reell gewahlt werden. Daraus folgt
dann auch, da8 AT = —A, speziell die Diagonalelemente des Vektorpotentials
miissen dann verschwinden, (A); = 0 und (HN€®);; = 0. Die Terme HNC® und
HNC®) verkoppeln dann nur voneinander verschiedene elektronische Zusténde,
wihrend HPC eine Korrektur zu den Potentialen V liefert. Kombinieren wir
diesen Diagonalbeitrag mit dem BO-Hamiltonoperator, so erhalten wir den BH-

Hamiltonoperator, HBH¥ = HBO + HPC,

Die Aufteilung der nichtadiabatischen Kopplungen in in die Beitrdge (4.8) bie-
tet mehrere Vorteile. Zum einen ist jeder der Terme (4.8) fiir sich hermitisch.
Dies wird besonders wichtig sein, wenn wir einen Stérparameter einfiihren. Zum
anderen haben wir die nichtadiabatische Kopplung vollstdndig durch das Vek-
torpotential A ausgedriickt, welches aus quantenchemischen Rechnungen leicht
erhalten werden kann. Offensichtlich kann der Hamiltonoperator (4.6) alternativ

auch auf die Form
1 0

2
H=—-—(1—+A Vv 4.10
o (1 +4) + Ve (4.10)
gebracht werden. Dieser Form entspricht Gleichung (2.13) im Falle des Zweinive-

ausystems mit Ajo(x) = —iP’(z). Die enge Analogie zwischen dem nichtadiaba-
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tischen Vektorpotential A und dem magnetischen Vektorpotential liegt hier offen
zutage. Anders als beim magnetischen Vektorpotential, sind die Komponenten
des Vektors A selbst Matrizen, woraus eine nichtkommutative Struktur resultiert.
Auch dies hat sein Analogon in der Physik der elektroschwachen Wechselwirkung.
Die differentialgeometrische Beschreibung der elektroschwachen Wechselwirkung
wurde von Pacher et al. [62] auf die Beschreibung nichtadiabatischer Probleme
iibertragen. Speziell der Beweis, dafl es fiir mehr als einen adiabatischen Frei-
heitsgrad nicht mdoglich ist, eine zur adiabatischen &quivalente rein diabatische
Darstellung zu finden, ist in dieser Formulierung sehr einsichtig.

Wollen wir nun einen Storparameter n in das Problem einfiihren, erscheint es
natiirlich, dies durch die Ersetzung A — nA zu tun. Der Storparameter erscheint
hier also als eine Art Kopplungsstéirke oder Ladung. Speziell fiir ein Zweizu-
standssystem entspricht dies gerade der in Formel (2.11) gewéhlten Ersetzung.
In 0. Néherung (n = 0) reduziert sich der Hamiltonoperator (4.10) mit diesen
Ersetzungen gerade auf den BO-Hamiltonoperator HBO.

In der BH-adiabatischen Darstellung ersetzt man andererseits HNCM)
nHNCMW) ynd HNC® _ pHNC®) In 0. Niherung ergibt sich der BH-
Hamiltonoperator HB®. Fiir beliebige Werte des Storparameters 7 lautet der

Hamiltonoperator
H = HP° + HPC 4 n(HNCW 4 HNC?), (4.11)

In dieser Form wurde er von Hutson und Howard [75], sowie von Spirko et
al. [74,78-80] verwendet. Der Term HNC(2) gspielt dabei allerdings nur eine un-
tergeordnete Rolle, so daf§ sich die SR und ihre Konvergenzeigenschaften nur
unwesentlich andern, wenn wir n?HNC®) statt nHNC?) verwenden. Wir kénnen
deshalb beide Stérungsschemata in einem Hamiltonoperator vereinen, wenn wir

einen zusétzlichen Parameter v einfiihren,

H = H®° + (1 — v)HPC + yHN M+
+ n?HNC®@ 4 p2HPC, (4.12)

In 0. Ordnung reduziert sich dies entweder auf den BO-Operator HBC, wenn

v = 1, oder auf den BH-Operator HB®, wenn v = 0. In den numerischen Tests
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werden wir allerdings sehen, daf es sinnvoll ist, fiir v auch beliebige andere Werte
zuzulassen. Jedes v charakterisiert dabei eine andere Gewichtung der Storterme.
Wiéhrend wir erwarten, dafl an einer echten Durschneidung sich nur fiir v = 1 eine
summierbare SR ergibt, fithren im Falle vermiedener Durchschneidungen sicher

auch andere Werte von v zu gut konvergenten SR.

4.2 Beschreibung des Algorithmus

Der verwendete Algorithmus zur Berechnung der nichtadiabatischen SR stammt
von Hutson und Howard [75], welche damit nichtadiabatische Korrekturen zwei-
ter Ordnung zur BH-adiabatischen N#herung berechneten. Von Spirko et al.
(74,78, 79] wurde er auf die Berechnung praktisch beliebig hoher Ordnungen
erweitert. Die in Abschnitt 4.1 beschriebene neue Aufteilung der nichtadiaba-
tischen Kopplung, bzw. die Einfiigung des Storparameters in verschiedener Ord-
nung laBt sich ohne Probleme in diesen Algorithmus integrieren. Da er von den
oben genannten Autoren bereits detailliert beschrieben worden ist, wollen wir
den Algorithmus nur skizzieren und lediglich auf die Stellen, die bei der Imple-
mentierung Schwierigkeiten bereiteten oder Abweichungen notwendig machten,

néher eingehen.

Im Gegensatz zu den in Kapitel 2 angestellten analytischen Rechnungen, die
wir unter Verwendung der BW-ST durchfiihrten, wenden wir in diesem Kapitel
die RS-ST verwenden, da diese wesentlich einfacher numerisch zu implementie-
ren ist. Da letztere jedoch im Vergleich mit der BW-ST wesentlich schlechtere
Konvergenzeigenschaften aufweist, werden wir mit der Padé-Methode (vergleiche

Abschnitt 4.3) eine Technik zur Summation der Stérungsreihe anwenden.

In der RS-ST betrachtet man einen Hamiltonoperator, der als Potenzreihe in
dem Stérparameter 7 gegeben ist, H = Y. H;n'. Fiir die Energie Fj, = >, E,(:)'r]i
und die Wellenfunktionen vy, = ). w,(:)ni setzt man ebenfalls eine Potenzreihe
an. Sortiert man in der Schrodingergleichung H, = Ex1, nach Ordnungen von

7, so erhélt man in 0. Ordnung die homogene Differentialgleichung

(Ho = E)o” =0 (4.13)
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und die hoheren Ordnungen fithren auf inhomogene Gleichungen der Form

0 n % n—i
(Ho — By = _Z(Hi — By, (4.14)

=1

wobei als Nebenbedingung gefordert werden muf3, dafl die @b,i") fiir n > 0 ortho-

gonal zu w}(ﬂ()) seien. Fiir die Energien gilt dann,

B =D (W 1 ). (4.15)

i=1
In den Standarddarstellungen [101] der RS-ST beschafft man sich nun zunéchst
einen moglichst vollstdndigen Satz von Losungen {wfo)} der ungestorten Glei-

chung (4.13). Damit kann man die Pseudoinverse

(o = EM) =D (B = B o) )
ik
bilden und so die Gleichungen (4.14) und (4.15) sukzessive l6sen.

Der Nachteil der eben skizzierten Methode besteht darin, dafl es notwendig ist,
ein System von Losungen der ungestorten Schrodingergleichung zu bestimmen.
Dies ist nur in Ausnahmefillen moglich. Hier setzt die Methode von Hutson und
Howard an. Dort diskretisiert man die Wellenfunktionen, indem man nur ihren
Wert (z;) an dquidistanten Stiitzpunkten z; mit dem Abstand h betrachtet. Zur
Erhohung der numerischen Genauigkeit, wird die sogenannte Numerov-Cooley-
Methode [75, 132] verwendet: Die Gleichungen (4.13) und (4.14) sind von der
Form

d*y

@) = W(a)p(a) + g(a). (116)
Dabei ist W(z) = 2u(V(z) — E) und ¢ ist der inhomogene Term g(x) =
{Z?Zl(Hl- - E,ii))w,(f—i)} (x). Statt nun in der Diskretisierung direkt mit den
Werten 1(z;) zu arbeiten, geht man zu den HilfsgroBen

h2

W] - ete)

h2
Y= o) + o) = vl 1= 1

tiber. Im folgenden setzen wir ebenfalls W; = W (x;) und g; = g(z;). Die Gleichung
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(4.16) wird dann durch ein System von linearen Gleichungen

. . g.
12 ”z)z 2 i
Yioi =2Yi+Yi=h 2w +h 2w

12 12

(4.18)

approximiert. Mit By = —2 — h*W;/[1 — }IL—;VV,], Biis1 = Bi_y; = 1 und G; =
h%g;/[1— T—;Wz] konnen wir dies in Matrixform als BY = G schreiben. Der Vorteil
dieser Substitution gegeniiber einer direkten Verwendung der Dreipunktnéherung
fiir die zweite Ableitung von v liegt darin, daf§ der globale Fehler in der Numerov-
Cooley-Methode nur wie h° skaliert und das Gleichungssystem weiterhin eine
tridiagonale Struktur hat.

Der Algorithmus zur Bestimmung der nichtadiabatischen Wellenfunktionen und

Eigenwerte besteht dann aus folgenden Teilen:

1. Die Potentiale und nichtadiabatischen Kopplungsmatrixelemente werden
fiir die Zahl der zu koppelnden elektronischen Zusténde (in den Testbei-

spielen verwenden wir zwischen 2 und 20 Niveaus) bereitgestellt.

2. Die ungestorte Schrodingergleichung (4.13) reduziert sich auf ein Matrix-
eigenwertproblem BYy = 0, welches allerdings nichtlinear in der Energie
ist. Dieses 148t sich effizient mittels eines Schiefiverfahrens [132,133] lésen.
Dabei geniigt es, nur eine ungestorte Wellenfunktion und Energie zu be-

rechnen.

3. Nach Normierung werden mit der ungestorten Wellenfunktion die Energie-
korrektur erster Ordnung sowie die Inhomogenitéten berechnet. Die Inte-
grationen, die zur Bestimmung der Normierungsintegrale und Erwartungs-
werte notwendig sind, werden numerisch unter Verwendung der Trapezre-
gel durchgefiihrt. Die in den nichtadiabatischen Kopplungen auftretenden
Ableitungen der Kernwellenfunktionen werden ebenfalls numerisch mittels

einer Vier-Punkt-Formel berechnet.
4. Die Korrekturen erster Ordnung zur Wellenfunktion werden berechnet.

5. Die Energiebeitrige zweiter Ordnung, sowie die neuen Inhomogenitédten

werden berechnet.
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6.

10.

Die Korrekturen zweiter Ordnung zur Wellenfunktion werden berechnet.
Dies ist nicht trivial, da auch beziiglich der elektronischen Zusténde diago-
nale Korrekturen auftreten. Diese miissen zur Wellenfunktion 0. Ordnung
Y orthogonal sein. Leider kann diese Orthogonalisierung nicht nachtréiglich
vorgenommen werden, da die homogene Losung zumeist vollig dominiert, so
dafl dabei gravierende Genauigkeitsverluste auftriaten. Die explizite Beriick-
sichtigung der Orthogonalitdtsbedingung zerstort allerdings die tridiagonale
Gestalt der Matrix. Als praktikabler Kompromifl erscheint die sogenannte
Tichonov-Regularisierung [134]. Die spezielle Losung des Gleichungssystems
(4.18) an der wir interessiert sind, ist offensichtlich die Losung mit mini-
maler Norm. Das Gleichungssystem kann also auch als ein Minimierungs-
problem formuliert werden, in dem man die ndherungsweise Erfiillung der
Gleichungen (4.18) als Nebenbedingung fordert. Daraus resultiert ein Sy-
stem sogenannter Normalengleichungen, {BTB + a1}Y = BTG. Der Wert
« ist hierbei der Regularisierungsparameter. Im Falle o = 0 wiirde sich die-
ses Gleichungssystem offensichtlich auf (4.18) reduzieren. In der Praxis wird
a sehr klein gewéhlt. Die Wahl ist jedoch unkritisch, in unserem Programm
ist @ = 1072°. Das System der Normalengleichungen hat immer noch eine

Bandstruktur, das numerisch effizient gelost werden kann.

Die Energiebeitrage dritter Ordnung, sowie die neuen Inhomogenitéiten wer-

den berechnet.

Die Schritte 3-6 werden sinngeméf} so oft durchlaufen, bis die vorgegebene

Ordnung erreicht ist.

Konvergiert die Entwicklung, erhdlt man die Gesamtenergie direkt durch
Summation der Energiebeitrige der verschiedenen Ordnungen. Mit den
Korrekturen zur Wellenfunktion kénnen eventuell weitere Grofien, wie z. B.
Ubergangsdipolmomente berechnet werden. Die Konvergenz der Wellen-
funktion selbst ist dabei allerdings nicht gleichméfig, was fiir die Berech-

nung von Matrixelementen normalerweise jedoch ohne Bedeutung ist.

Konvergiert die Entwicklung nicht, werden die Padé-Approximanten ver-

schiedener Ordnung berechnet. Dies geschieht unter Verwendung des soge-
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nannten e-Algorithmus [135]. Die Technik der Padé-Approximation wird im

néchsten Abschnitt besprochen.

4.3 Padé-Approximation

Die gewohnliche RS-ST mit der nichtadiabatischen Kopplung als Stérung liefert
einen Ausdruck fiir die gestorte Energie, der die Form einer Potenzreihe in dem
Storparameter hat. Wahrend diese fiir den Grundzustand fast immer konver-
gent ist, divergiert die SR fiir angeregte Zustédnde oft sehr stark, sei es weil die
Zustéande in 0. Ordnung fast entartet sind oder weil die nichtadiabatische Kopp-
lung aufgrund vermiedener Durchschneidungen oder geringer Massenunterschiede

der adiabatisch separierten Freiheitsgrade grof ist.

Der Konvergenzradius einer Taylorreihe ist durch den Abstand zum né#chsten
Pol der Funktion in der komplexen Ebene gegeben. Sind die néchstgelegenen Pole
auBerwesentlich, so a8t sich die zugrundeliegende Funktion in einem diese Pole
umfassenden Bereich offensichtlich durch eine rationale Funktion approximieren.
Je hoher die Ordnung M des Nennerpolynoms Q/(z) = Zij\io ¢;x', desto groBer
ist die Zahl der Polstellen, die korrekt beschrieben werden kénnen. Damit wéchst
auch das Gebiet, in dem eine rationale Approximation gut sein wird. Der Einflufl
weiter entfernt liegender Polstellen bzw. wesentlicher Singularitdten, bestimmt
offensichtlich die Form des Z&hlerpolynoms. Je gréfler das Gebiet in der komple-
xen Ebene, desto grofler mufl offenbar auch die Ordnung L des Zihlerpolynoms
Pr(z) = Zfio p;zt sein, um innerhalb desselben Gebiets eine gute Approximation

zu gewdahrleisten.

Selbst wenn die zugrundeliegende Funktion unbekannt ist und nur ihre Potenz-
reihe Ayx(z) = Zij\io a;x’ bekannt ist, kann man noch versuchen, eine rationale
Approximation zu konstruieren. Verfiigt man iiber kein weiteres Wissen iiber die
analytische Struktur der zugrundeliegenden Funktion, wird ein Ansatz besonders
vielversprechend erscheinen, in welchem Zéhler und Nennerpolynom ungefahr von
gleicher Ordnung sind. Als Padé-Approximation bezeichnet man nun jene ratio-
nale Funktion Pp/Q(x), deren Zahler bzw. Nenner von der Ordnung L bzw.
M sind und deren Taylor Entwicklung bis zur Ordnung L + M + 1 mit der zu
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approximierenden Potenzreihe iibereinstimmt,

_ Pr(e)
Qu ()

Damit die rationale Funktion eindeutig definiert ist, trifft man die Vereinbarung

AL+M+1(JZ') . (419)

¢o = 1. Fiir diese Padé-Approximante (PA) schreibt man oft auch abkiirzend
[L/M](z) = P/Qu(z).

Die Koeffizienten ¢; mit ¢ = 1--- M, ergeben sich als Losung des linearen Glei-
chungssystems
Aq =a, (4.20)

wobei die M x M Matrix A aus den Elementen A;; = ar4;_; besteht. Ebenso
sind die Vektoren q = (q;---qa)? und a = (—apq -+ — apyp)? definiert. Die

Koeffizienten des Zéhlerpolynoms ergeben sich zu

Di = Zalfjpj- (4.21)
=0

Ist die Determinante des Vektors A fiir alle moglichen Werte von L und M von

0 verschieden, so sagt man, das Problem die PA zu bestimmen sei ,,normal*.

Da die Approximation durch rationale Funktionen viel allgemeiner ist als die
Approximation durch Potenzreihen, verwundert es nicht, dafl keine so einheitli-
che Theorie iiber die Konvergenz der Padé-Approximationen existiert, wie dies
fiir Taylorreihen der Fall ist. Zunéchst einmal mufl man definieren, an die Kon-
vergenz welcher Folge von PA man dabei denkt, denn diese werden ja durch zwei
Parameter, der Ordnung des Z#hler- und des Nennerpolynoms, beschrieben. Aus
unseren bisherigen Betrachtungen sollte klar sein, dafl wir an Folgen interessiert
sind, in denen sowohl L als auch M anwachsen. Besonders interessant sind dabei
die diagonalen Sequenzen, die von den Elementen [L/L] gebildet werden, sowie
die subdiagonalen Sequenzen der [L/L + 1]. Im allgemeinen werden die diagona-
len und subdiagonalen Folgen auf einem grofieren Bereich der komplexen Ebene
konvergieren als die entsprechenden Potenzreihen, doch selbst zu dieser Aussage
lassen sich Gegenbeispiele finden. Gut bekannt ist das Konvergenzverhalten der

PA von sogenannten Stieltjes-Funktionen f(z) [136]. Diese sind tiber folgende
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Eigenschaften definiert:

1. Thre Potenzreihenentwicklung ist von der Form Z?io fi(==2)?, wobei die
Koeffizienten f; durch Integrale der Form f; = fooo u/d¢(u) gegeben sind,
also als Momente der als beschrankt und monoton wachsend angenommenen

Funktion ¢(u). Die Potenzreihe muf3 dabei nicht konvergieren.
2. f(z) ist analytisch in der aufgeschnittenen komplexen Ebene |arg z| < 7.
3. f(z) — C fiir z — oo, wobei C' eine nichtnegative reelle Konstante ist.

4. —f(z) ist Herglotz, d.h. S(f(2)) 0 wenn (z) > 0, S(f(2)) = 0 wenn

J(z) =0 und I(f(2)) < 0 wenn I(z) < 0.

Im allgemeinen gibt es mehrere Stieltjes-Funktionen dieselbe Potenzreihe erge-
ben. Man kann jedoch zeigen, daf§ die Grenzwerte M — oo von [M/M] und von
[M /M + 1] existieren [136]. Diese Grenzwerte sind jedoch nicht notwendigerweise
identisch. Fiir eine beliebige Stieltjes-Funktion zu vorgegebener Potenzreihenent-
wicklung gilt jedoch, limps o [M/M + 1](x) < f(x) < limp—oo[M/M](z). Diver-
giert zusétzlich die Summe Z;;( fi) Y@+ = oo, so konvergieren die Folgen
{[M/M]} und {[M/M + 1]} gegen einen gemeinsamen Grenzwert (Carlemans
Theorem) und die Potenzreihe definiert eindeutig eine Stieltjes-Funktion. Die
Glieder [M/M] und [M/M + 1] bilden dabei fiir endliches M eine obere bzw.
untere Schranke. Diese Schranke konvergiert monoton mit M gegen die Funktion
f(@).

Erwahnenswert erscheint uns noch, daf§ die diagonalen und subdiagonalen Padé-
Sequenzen auch durch Kettenbriiche dargestellt werden kénnen. Davon wird so-
wohl bei der Untersuchung des Konvergenzverhaltens als auch bei der numeri-
schen Ermittlung der Approximanten Gebrauch gemacht.

In Zusammenhang mit der stérungstheoretischen Analyse physikalischer Sy-
steme ist nun wichtig, daf Simon und Dicke [137] fiir den Spezialfall eines
durch ein quartisches Potential gestérten harmonischen Oszillators (den so-
genannten Bender-Wu-Hamiltonoperator [138]) zeigen konnten, daf§ die RS-
Energiekorrekturen n-ter Ordnung F,, eine Stieltjes-Funktion definieren, die Car-
lemans Bedingung erfiillt, wenn man f; = —FEjo wéhlt. Vrscay und Cizek
[139, 140] bewiesen selbiges im Falle des Stark-Effekts. Die diagonalen PA der
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SR konvergieren in diesem Fall also tatséchlich gegen die exakten Energieeigen-
werte. Wir wollen nicht versuchen zu beweisen, dafi die RS-SR auch im Falle der
nichtadiabatischen ST vom Stieltjes-Typ ist. Jedoch finden wir zumindest nu-
merisch in den Féllen, wo die PA zu konvergieren scheinen, dafl die diagonalen
und subdiagonalen Sequenzen von oben bzw. unten gegen den gleichen Grenzwert

konvergieren. Wihrend aber Spirko et al. PA fiir SR der Form
E(n) = Ey+ (Exn+)Ean® + En® + ... (4.22)
berechneten, werden wir Approximanten fiir
n2AE(n) =n*[E(n) — Eo] = By + Esn+ ... (4.23)

bestimmen. Der Grund ist ein zweifacher: Da normalerweise der Term erster
Ordnung F; verschwindet, ist das Problem die PA zu berechnen nicht normal.
Viele Algorithmen, die die PA iterativ berechnen (z. B. der noch zu besprechende
e-Algorithmus), sind dann nicht anwendbar. Zweitens entspricht diese Aufteilung
gerade der Wahl f; = —FEj;9, so dal zumindest im Bender-Wu-Problem eine
Stieltjes-Funktion resultierte.

Fiir die numerische Konstruktion der PA stehen mehrere Algorithmen zur
Verfiigung. Welcher davon vorteilhafterweise zum Einsatz kommt, héngt auch

von der Problemstellung ab. Baker unterscheidet drei Problembereiche:
e Berechnung des Wertes der PA Pp,/Q () fiir einen festen Wert von x.
e Berechnung der Koeffizienten p;, ¢;.
e Berechnung der Position der néchsten Pole in der komplexen Ebene.

Wir werden es im folgenden zumeist mit Problemen aus der ersten Klasse zu
tun haben. Dabei ist z mit dem Storparameter n zu identifizieren, wobei wir
speziell an dem Wert 1 = 1 interessiert sind. Fiir dieses Problem haben wir den
sogenannten Wynn’schen e-Algorithmus als sehr brauchbar befunden, den wir im
folgenden nédher erldutern wollen.

Ausgehend von den Potenzrethen Ay = [N/0] mit N = 1, N, generiert

man sukzessive Approximationen mit hoherer Ordnung des Nennerpolynoms. Als
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Grundlage dient dabei die Rekursionsformel

[L/M +1] = [L/M] + {([L + 1/M] = [L/M])™ + ([L — 1/M] — [L/M])~
— ([L/M = 1] = [L/M])7"}71 (4.24)

Dabei verwendet man als formale Startwerte [L/ — 1] = oo und [—1/M] = 0.
Natiirlich existieren auch andere Techniken zur Berechnung der PA. Jedoch sind
alle bekannten Algorithmen numerisch instabil, so dal ein kontinuierlicher Ver-
lust an Genauigkeit in Kauf genommen werden muf3;, wenn man PA héherer und
hoherer Ordnung berechnet. Spirko et al. verwenden deshalb zur Durchfithrung
ihrer Rechnungen das Computeralgebrasystem Maple, welches es gestattet, Rech-
nungen mit beliebiger vorgegebener Stellenzahl durchzufithren. Nichtsdestoweni-
ger haben diese Autoren Schwierigkeiten, in einigen Situationen beziiglich der
Stellenzahl konvergente Ergebnisse zu erhalten (siche Tabelle VIII in [78]). Wir
haben den Wynn’schen e-Algorithmus in der Programmiersprache Fortran 77
implementiert. Dabei ist es zwar nicht moglich wihrend des Programmlaufs die
Stellenzahl zu verdndern, jedoch ist es moglich, beim Kompilieren Gleitpunkt-
zahlen mit einfacher, doppelter oder vierfacher Genauigkeit darzustellen (dabei
belegt eine Gleitpunktzahl 4, 8 bzw. 16 Byte Speicherplatz). Um unseren Algo-
rithmus zu testen, haben wir Padé-Approximanten sowohl mit unserem Algorith-
mus als auch mit den Maple-Routinen ,,convert[confrac]“ und , convert[ratpoly]“
verglichen. Die Routine ,,convert[confrac]“ wandelt dabei den Potenzreihenaus-
druck in einen Kettenbruch um. Diese Kettenbriiche entsprechen diagonalen oder
subdiagonalen Padé-Approximanten. Bei Rechnung mit doppelter Genauigkeit
stimmten die Ergebnisse unseres Algorithmus fiir stark divergente Potenzreihen
selbst fiir die PA [14/14] noch auf wenigstens 8 Stellen mit denen der Routi-

[13

ne ,,convert|confrac]* iiberein. Bei Verwendung vierfacher Genauigkeit, stimmte
der mit unserer Routine berechnete Wert fiir die PA [14/14] auf 24 Stellen iibe-
rein, wihrend fiir die PA [38/38] sich immerhin noch eine Ubereinstimmung der
ersten 10 Ziffern ergab. Wir schliefen daraus, daf§ unsere Implementierung des
Wynn’schen e-Algorithmus bei Verwendung einer Gleitpunktzahldarstellung mit
vierfacher Genauigkeit noch die akkurate Berechnung von PA zu trunkierten Po-

tenzreihen bis 80. oder sogar hoherer Ordnung gestattet.
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Interessanter weise fanden wir auch, daf, falls die Potenzreihen stark diver-
gierten, die Maple Routine ,,convert[ratpoly]* fiir die PA [L/M] ab einem vom
Problem abhéngigen Wert von L + M plétzlich qualitativ falsche Ergebnisse lie-
ferte. Nur bei Rechnung mit iibertrieben hoher Genauigkeit (mehrere hundert
Stellen) lieferte auch diese Routine mit unserem Algorithmus und mit dem ,,con-
vert[confrac]“ Algorithmus tibereinstimmende Resultate. Dies erklért die Schwie-
rigkeiten Spirkos et al., beziiglich der Stellenzahl konvergierte PA zu berechnen,

da diese Autoren fiir ihre Berechnungen die Routine ,,convert[ratpoly]“ verwen-
deten [141].

4.4 Numerische Beispiele

4.4.1 Modellsysteme

Wir wollen die Theorie des Abschnitts 4.1 an fiinf Modellhamiltonoperatoren H,,,
q = a,b,c,d, e testen, welche entweder schwingungsgekoppelte oder vibronisch
gekoppelte Systeme beschreiben. Die ersten vier Systeme wurden bereits von
Spirko et al. [74,78,79] untersucht. Wir interessieren uns denn auch besonders
fiir die Situationen, in denen diese Autoren Schwierigkeiten hatten, die SR zu
sumimieren.
In allen Beispielen werden wir  wiederum als langsame Koordinate wéhlen. Der
Hamiltonoperator H, ist
1 9

Hy=—Z2—+

1 Ly, 18
2022 2°°

Ly 22

r° — 397 + SWY + az®y”, (4.25)
wobei a eine Konstante ist, die die Starke der nichtadiabatischen Kopplung be-
stimmt. Wir wollen drei verschiedene Frequenzpaare w, w, betrachten:

Fall A: w, = 0.7 und wy, = 1.3,

Fall B: w, = 0.9 und w, = 1.1,

Fall C: w, = 1.0 und w, = 1.0.

Der zweite Operator H, ist ein Henon-Heiles-Hamiltonoperator,

1 0 1, 102 1

1
Hy=—=—— 4 =2% — —— 4 = 2 Zpb 4.26
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mit o = v/0.0125. Dieses System wurde in der Literatur intensiv untersucht, da
klassisch sowohl Bereiche mit reguldrer als auch mit chaotischer Dynamik existie-
ren. Weitere Informationen hierzu sowie analytische Ausdriicke fiir die nichtadia-
batischen Kopplungen finden sich bei Frey und Holdship [142] sowie Spirko et
al. [78].

Der dritte Hamiltonoperator

0? 5
H, = _@ + Vx[l - 6%}9(—&)11’)} -
2
Tap V[l — exp(~wyy)]*+
+ V[l — exp(—wyy)] X [1 — exp(—w,x)] (4.27)

beschreibt zwei verkoppelte Morse-Oszillatoren, wobei wir speziell w, = w, =
2.2241 setzen. V,,, ist eine anharmonische Kopplungskonstante. Spirko et al. [79]
untersuchen vier Fille A-D mit Potentialstdrken V,, = 2400 und V,, = 600, 1200,
2000 bzw. 2400. Die Werte fiir w und V), sind dabei so gew#hlt, dafl dieses Mo-
dell z. B. die Kopplung der OH Streckschwingungen in verschiedenen (teilweise
hypothetischen) Isotopomeren von Wasser beschreibt [143]; im Fall D z. B. die in
H;0O, wiahrend HDO und HTO durch die Fille C bzw. B zumindest nédherungs-

weise beschrieben werden.

Wie wir noch darlegen werden, fanden wir, daf die Ergebnisse in Referenz [79]
fehlerhaft sind. Da die Ausdriicke fiir die nichtadiabatischen Kopplungen in die-
ser Arbeit auch nicht explizit angegeben sind, haben wir bei deren Ableitung
besondere Sorgfalt walten lassen. Da die Rechnung relativ langwierig sind, ihr
prinzipieller Gang allerdings in der Literatur beschrieben ist [88], wollen wir nur
das Ergebnis darlegen: Wir finden fiir die Elemente der Matrix A (4.9) im Falle
P>,

Aoy = (i, = S
’ ox Y U, =U;
(k—2i—1)(k —2j — 1)ilT(k — )] 2
J0(k = j)

(_1)i+jwywx

- VVi(U; = Uy)

—WzX
Vige s

(4.28)
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Tabelle 4.1: Parameter des Hamiltonoperators H,.

1 918.0764 To 4.4305
k1 0.1009 dq —0.7159
ko 0.0301 do —0.7137
T 1.9287 € 0.0140
Dabei ist
2./V, V.,
k(x) = T L (1— ) (4.29)

RN

und die U,, sind die BO-Potentialflachen

2
Viy (1 — e74#7) ( 1)
2wy\/Vy 2

(4.30)

Die Bezeichnung (- - - ), bedeutet hierbei, daf nur iiber die Koordinate y zu inte-

Un() = (20 + Dy /Vy + Vi (1 — e%)? = w2

Y

grieren ist. Die Ableitungen der nichtadiabatischen Kopplungen nach x kénnen
entweder mit Gleichung (4.28) analytisch abgeleitet werden, wobei wir die sich
ergebenden Ausdriicke aufgrund ihrer Lange nicht angeben wollen, oder einfach

numerisch bestimmt werden.

Der vierte Hamiltonoperator (Abbildung 4.1)

1 82 og + 03
=———4W
¢ 241 Ox? + M) 2

+ Wg(:v)ao ; % 4 o, (4.31)

beschreibt zwei iiber eine Schwingungsmode verkoppelte elektronische Zusténde
[74]. Wir werden die elektronischen Zustédnde des Operators Hy und auch die des
noch zu besprechenden Operators H., mit den Indices ¢ = 1,2 numerieren und
nicht etwa mit ¢ = 0, 1, wie wir dies fiir die Schwingungszustéinde der Operatoren
H,— H, taten. Hierbei ist u die reduzierte Masse des Schwingungsfreiheitsgrades
z und die Wi o(z) = 1ki2(x — x12)% + di» sind die diabatischen Potentiale. Die
Werte der Konstanten sind in Tabelle 4.1 zusammengefaf3t. Dieses Modell wurde
von Broeckhove et al. [144] eingefiihrt, um die vermiedene Durchschneidung der
EF-und GK — 12;—Potentialﬂéichen des Ho-Molekiils im Rahmen der ,,generator
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0.001

-0.001

Abbildung 4.1: Die elektronischen BO-Potentialkurven sowie die nichtadiabati-
sche Kopplung des Hamiltonoperators Hy fiir e = 0.014.

coordinate* Approximation zu beschreiben. Dieses Modell ist natiirlich genau von
der Form (2.1) und ist deshalb fiir uns besonders interessant. Spirko et al. arbeiten
in ihren Rechnungen in einer Basis, die weder rein diabatisch noch rein adiabatisch
ist. Wir werden sehen (Kapitel 4.4), daB sich ihre Ergebnisse auch reproduzieren

lassen, wenn wir stattdessen eine allgemeine adiabatische Basis benutzen.

Der letzte Hamiltonoperator (Abbildung 4.2)

1 82 o9 + 03
e = g TN

+ Wh(x) 70 ; % 4 €0y (4.32)
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Energie

Abbildung 4.2: Die elektronischen BO-Potentialkurven fiir den Hamiltonoperator
H, fiir verschiedene Werte des Aufspaltungsparameters e.

beschreibt eine Préadissoziationssituation, wobei die niedrigsten Schwingungs-
zustédnde des elektronisch angeregten Zustandes iiber die nichtadiabatischen Ter-
me an die die ungebundenen Zusténde des elektronischen Grundzustandes an-
koppeln. In dem Ausdruck (4.32) ist p die reduzierte Masse des Schwingungs-
freiheitsgrades =, Wi(z) = d [exp(—a(x — z.)) — 2exp(—5(z — z.))] + £y und
Ws(x) = aexp(—bx) sind die diabatischen Potentiale. Die Werte der Konstanten

sind in Tabelle 4.2 zusammengefafit.
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Tabelle 4.2: Parameter des Hamiltonoperators H.,.

1 0.1 Te 35.0
a 34.1 « 0.1
b 0.114 Ey 1.7

d 1.5

Bei diesem Hamiltonoperator gilt unser Hauptaugenmerk nicht gebundenen
Zusténden, sondern der Berechnung der Lebensdauer schmaler Resonanzen, die
aus gebundenen Zustdnden 0. Ordnung entstehen. Die Resonanzen dieses Ha-
miltonoperators wurde von Brems und Desouter-Lecompte [82] sowohl mit der
Feshbachschen Partitionierungsmethode als auch mit der Methode der komplexen
Skalierung untersucht. Beide Methoden ergeben dabei teilweise erheblich vonein-
ander differierende Ergebnisse fiir die Lebensdauer. Wir wollen die Lebensdauer
dieser Zustinde mithilfe der noch zu besprechenden Stabilisierungsmethode be-

stimmen.

4.4.2 Verkoppelte harmonische Oszillatoren

Im Falle des Hamiltonoperators H, haben wir auf einem Gitter von 2500 Punkten
im Bereich = € (—10, 10) adiabatische Eigenwerte berechnet und in der stérungs-
theoretischen Berechnung die Kopplung zwischen 15 zu diesen gehoriger Zustéande
beriicksichtigt. Weitere Details, wie z.B. analytische Ausdriicke fiir die Kopp-
lungsmatrixelemente und zum Vergleich aus dem Variationsprinzip bestimmte
Energien, finden sich in der Referenz [78].

Aufgrund der einfachen Struktur der nichtadiabatischen Kopplung und der von
uns gewéhlten Aufteilung der Storung (4.12), verschwinden anders als in den
Rechnungen von Spirko et al., die den Hamiltonoperator (4.11) benutzten, die
ungeraden Ordnungen der SR fiir die Energie. Schon um die Normalitat der
Bestimmungsgleichungen fiir die PA zu gewéhrleisten, berechnen wir nicht die
[L/M](n), sondern die [L/M](n?). Im Vergleich mit den Rechnungen von Spirko
et al., miissen wir nur bis zu PA ungefdhr der halben Ordnung gehen, um Ap-

proximationen derselben Genauigkeit zu erhalten.
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Fiir n = 1 (BH-Hamiltonoperator in 0. Ordnung) gleichen unsere Ergebnisse
sehr denen, die man bei traditioneller Aufteilung des Hamiltonoperators erhélt.
Offensichtlich beeinflussen die Terme HNC(®) (4.8b), welche wir statt in 1. erst in
2. Ordnung beriicksichtigen, nicht wesentlich das Konvergenzverhalten der SR.
Deshalb werden wir im weiteren nur die Félle betrachten, in denen Spirko et
al. Probleme hatten, konvergierte PA zu erhalten. Der erste solche Fall betrifft
die Zustiande! [0,2] und [2,0] im Fall C fiir kleine Werte des Anharmonizitéitspa-
rameters «. Dann sind diese beiden Zustdnde in 0. Ordnung nahezu entartet,
was zu Schwierigkeiten in der Storungsrechnung Anlafl gibt. Bei Verwendung
des e-Algorithmus und Verwendung des konventionellen Storungsschemas (4.11)
konvergieren die PA erst in sehr hoher Ordnung. Z. B. ist fiir den Zustand [2, 0]
und « = 0.5 erst die Approximante [34/34] auf einen Teil in 107% genau kon-
vergiert. Fiir groflere Werte von « vergréflert sich auch der energetische Abstand
der Zustédnde 0. Ordnung, so dafi die PA schneller konvergieren. Verwenden wir
stattdessen die neue Aufteilung (4.12), so 148t sich die Konvergenz dramatisch
verbessern: Mit einem Wert v von groflem Betrag kann nédmlich die Entartung
der Zusténde in 0. Ordnung aufgehoben werden, so dafl weniger divergente oder
sogar konvergente SR resultieren. Je nach Wahl von v veréndert sich dabei die
Reihenfolge der Zustdnde 0. Ordnung. Da die Energien dieser Zustéinde norma-
lerweise gegen die néchstliegenden exakten Eigenenergien konvergieren, kann, je
nach Vorzeichen und Groéfle von v, erreicht werden, dafl jeder der beiden Eigen-
zusténde 0. Ordnung gegen jeden der beiden néchstliegenden exakten Eigenwerte
konvergiert, siehe Tabelle 4.3. Dieses Verhalten wurde fiir alle betrachteten Ha-
miltonoperatoren gefunden und zeigt die Niitzlichkeit der Zerlegung (4.12) bzw.
der zugrunde liegenden Verallgemeinerung der adiabatischen Darstellung.

Gehen wir im Fall B von dem Zustand [0,4] 0. Ordnung aus, ergibt sich eine
stark divergente SR fiir a = 0.446702, unabhéngig davon, ob wir von dem Hamil-
tonoperator (4.11) (vergleiche Tab. VII in Referenz [78]) oder (4.12) mit v = 0
ausgehen, da sich beide in 0. Ordnung auf den BH-Hamiltonoperator reduzieren,
dessen Zustédnde [0,4] und [2,1] entartet sind. Die sich ergebende SR ist so diver-

gent, dafl schon kleine Verdanderungen des Parameters o oder der Rechengenau-

In den Symbolen [i,] ist die erste Zahl i die Quantenzahl des schnellen Freiheitsgrades
und die Zahl j die Quantenzahl des langsamen Systems, jeweils fiir den adiabatischen Hamil-
tonoperator 0. Ordnung.
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Tabelle 4.3: Konvergenz der RS-SR fiir die Zusténde [2,0] und [0,2] des Hamil-
tonoperators H, fiir verschiedene Werte von o im Fall C. Gegen welchen exakten
Eigenwert die SR konvergiert, héngt von der v-abhéngigen Reihenfolge der Ener-
gien 0. Ordnung E, ab.

2.0 0.2
o E° v Eyb ¢ v Ey i
0.5 3.515636 | —2.0 3.534 8 4.0 3.352 8
3.278902 4.0 3.235 6 —-2.0 3.416 8
0.9 3.758595 | —1.0 3.785 8 2.5 3.800 12
3.439600 2.5 3.425 12 —-1.0 3.610 6
1.3 3.949603 | —0.5 3974 8 2.5 3.708 10
3.574783 2.5 3.500 10 —0.5 3.766 8

“Exakte Energieeigenwerte aus Variationsrechnung [78].
bEnergie in 0. Ordnung fiir gegebenen Wert von v.
“Kleinstes 14, fiir welches der relative Fehler von E = Ey + [i/i] kleiner 1075.

igkeit zu vollig anderen Energiekorrekturen in héherer Ordnung fithren. Gehen
wir stattdessen z.B. von der BO-adiabatischen Naherung aus (d.h. fir v = 1
in (4.12)), resultiert eine schnell konvergierende SR (Tabelle 4.4). Aufgrund der
Gleichheit der mit den beiden Freiheitsgraden verbundenen Frequenzen resultie-
ren besonders im Fall A viele Situationen, in denen fiir festen Hamiltonoperator
0. Ordnung (Quasi-)entartungen zweier oder mehrerer Eigenzustidnde vorliegen
und die SR stark divergieren. Ein Beispiel bilden die beiden Zusténde [0,5] und
2,1] fiir v = 0 und a = 0.214585 (Tabelle 4.5). Wihrend die SR fiir v = 0 so
stark divergiert, dafl sich nicht einmal konvergente PA ergeben, konvergieren die
PA fiir » = 1 wenn man zu hoher Ordnung geht. Fiir v = 3 und v = —3 erge-
ben bereits PA niedriger Ordnung genaue Werte fiir die gestérten Energien. Bei
Wechsel des Vorzeichens von v wechselt wiederum die Zuordnung der Zustédnde

0. Ordnung zu den gestorten Eigenzustinden, gegen welche sie konvergieren.

Eine andere Gruppe von Zusténden, fiir die es schwierig ist, konvergente Serien
von PA zu erhalten, wird von [3,6], [6,2] und [5,3] gebildet. Spirko et al. fiihren
die schlechten Konvergenzeigenschaften darauf zuriick, daf alle drei Zustdnde
iiber einen gréfleren Bereich von « fast entartet sind. Eine einfache Symmetrie-

betrachtung zeigt jedoch, dafi der Zustand [5,3] gar nicht mit den anderen beiden
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Tabelle 4.4: Storungsreihe fir den Zustand [0,4] von H, im Fall B fir a =
0.446702, wobei in 0. Ordnung entweder der BH-(v = 0) oder BO- (v = 1)
Hamiltonoperator zugrunde liegt. Der exakte Energieeigenwert ist £ = 5.156418.

v=>_0 v=1
Ordnung Storungsreihe Storungsreihe
0 5.172816 E — 00 5.165597F — 00
2 —1.619293F — 02 —9.640064F — 03
4 —1.881836F — 04 4.334368F — 04
6 —1.593678FE — 05 3.176188F — 05
8 —1.266846 F — 06 —4.884625F — 06
10 1.020641F — 02 2.755009F — 07
12 2.998006 F + 03 4.561699F — 10
14 —2.646477E + 08 —1.701138F — 09
16 5.390522F + 13 1.684166 K — 10
18 2.520158FE + 19 —5.274740F — 12
20 3.581457F + 24 —7.200113F — 13

Tabelle 4.5: Konvergenzeigenschaften der RS-SR fiir die bei v = 0 entarteten
Zusténde 0. Ordnung [0,5] und [2,1] des Hamiltonoperators H, fiir v = 3 und
v = —3.Zur Nomenklatur, siche Tabelle 4.3.

[0,5] [2,1]
FE 14 E() 1 14 EO 1
4.961517 3 4.920 8 -3 4.982 8
4.886352 -3 4.937 8 3 4.875 8

Zustdnden wechselwirkt, da er beziiglich der Paritdatsoperation x — —x ungerade
ist, wiahrend die anderen beiden Zustédnde gerade sind. Unter dieser Symmetrie-
operation sind sowohl die ungestérten Hamiltonoperatoren fiir beliebiges v, als
auch die nichtadiabatische Stérung invariant. Fiir o = 0.421087 sind die bei-
den Zusténde 0. Ordnung [3,6] und [6,2] in der BH-adiabatischen Darstellung
wiederum entartet. Gehen wir von einer anderen adiabatischen Darstellung aus,
konnen wir trotzdem fiir beide Zustédnde akkurate Padé-Approximanten (Tabel-
le 4.6) berechnen. Fiir den Zustand [5,3] ist dies sogar in der BH-adiabatischen
Basis moglich. Alle drei Zusténde liegen allerdings bereits in einem energetischen

Bereich, in dem die Zustandsdichte schon relativ hoch ist. Deshalb mufl man zu
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Tabelle 4.6: Konvergenzeigenschaften der RS-SR der Zusténde [3,6], [6,2] und
[5, 3] des Hamiltonoperators H, im Fall A mit o = 0.421087. Zur Nomenklatur,
siche Tabelle 4.3.

Zust. Eq v ) E

3, 6] 13.34745 2.25 30 13.57414
6, 2] 13.96437 —1.0 14 14.05647
5, 3] 13.66968 0.0 28 13.97925

Approximanten hoher Ordnung gehen. Fiir noch hohere Werte des Anharmoni-
zitdtsparameters a, konnten wir fiir kein » mehr Konvergenz der PA erreichen.
Offensichtlich ist dann die Kopplung der Zustédnde untereinander so stark, dafl

eine storungstheoretische Behandlung endgiiltig an ihre Grenzen stoft.

4.4.3 Henon-Heiles-System

Der Henon-Heiles-Hamiltonoperator (4.26) hat in Strenge eigentlich nur ein
kontinuierliches Spektrum, welches von —oo bis oo reicht. Fiir kleine positi-
ve Energien existieren jedoch einige sehr schmale Resonanzen, deren Lage wir
im folgenden berechnen wollen. Der Hamiltonoperator fiir den als schnell an-
genommenen Freiheitsgrad y hat offensichtlich nur ein diskretes Spektrum fiir
x > —1/(2a) = —4.47. Um sowohl zu verhindern, dafl das System ins Unendliche
entweicht, als auch, daf3 divergierende nichtadiabatische Kopplungen auftreten,
beschréinken wir den Definitionsbereich von x auf —4 < x < 10. Zum Vergleich
haben wir die exakten Eigenenergien auch variationell in einer ,, Teilchen im Ka-
sten“-Basis mit den angegebenen Grenzen berechnet. Unsere Resultate weichen
leicht von den in Referenz [78] angegebenen ab, wahrscheinlich wegen einer an-
deren Wahl der unteren Grenze (diese war in der angegebenen Referenz nicht
néher spezifiziert). Der Henon-Heiles-Hamiltonoperator Hy, (4.26) weist eine Cs,-
Symmetrie auf, welche zum Auftreten entarteter Zusténde, die zur irreduziblen
E-Darstellung gehéren, fithrt wobei die Operationen C3 und C; ' durch Drehun-
gen in der zy-Ebene dargestellt werden und z. B. die Operation o, durch eine
Reflexion y — —y an der z-Achse dargestellt wird. In adiabatischer Néherung er-
niedrigt sich diese Symmetrie zu C§, welche von der Spiegelung y — —y erzeugt

wird. Die beiden entarteten Zustdnde der E-Darstellung spalten in einen Zu-
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Tabelle 4.7: Konvergenzeigenschaften der RS-SR der Zusténde [0, 2] und [2, 0] des

Hamiltonoperators H,, fiir v = 3 und v = —3. Zur Nomenklatur, siehe Tabelle
4.3.
[0,2] 2,0]
E v E(] 1 14 EO 1
2.985336 3 2.970 8 -3 2.992 6
2.956253 -3 2.976 6 3 2.952 8

stand gerader und einen ungerader Symmetrie unter Cy auf, welche miteinander
nicht wechselwirken. Die Entartung der Zusténde des totalen Hamiltonoperators
fithrt also zu keinen Komplikationen in der Storungsrechnung. Wie auch fiir den
Hamiltonoperator H, sind nur Energiekorrekturen gerader Ordnung von Null
verschieden.

Wir werden unser Hauptaugenmerk wiederum jenen Zustédnden zuwenden, fiir
welche Spirko et al. Schwierigkeiten hatten, konvergente SR oder PA zu berech-
nen. Dies betrifft z. B. die Zusténde [0,2] und [2,0]. Da beide Funktionen von
gerader Symmetrie beziiglich y sind, kénnen sie — anders als von Spirko et al.
angenommen — nicht beide gegen entartete Funktionen derselben E-Darstellung
des totalen Hamiltonoperators konvergieren. Vielmehr ist einer der exakten Ei-
genzusténde des Henon-Heiles-Hamiltonoperators mit dem aus [1,1] hervorgehen-
den Zustand entartet. Der andere eyakte Zustand ist nicht entartet. Fiir |v| = 3
erhalten wir schnell konvergierende PA, wobei, wiederum je nach Vorzeichen von
v, die Storungsentwicklung fiir den selben Zustand 0. Ordnung gegen zwei unter-
schiedliche eyakte Eigenwerte konvergiert (Tabelle 4.7).

Entsprechendes wurde auch fiir die Zusténde [3,1] und [1,3] gefunden (Tabelle
4.8), welche von ungerader Paritéit beziiglich Inversion der y-Koordinate sind.
Vielleicht wegen der Nihe des Zustands [2,2], fiir welchen sich jedoch fiir einen
groflen Bereich von v-Werten konvergente PA ergeben, ist es schwieriger, fiir die

Zustande [0,4] und [4,0] konvergierte Energien aus PA zu erhalten.

4.4.4 Verkoppelte Morse-Oszillatoren

Waéhrend fiir die auf harmonischen Oszillatoren basierenden Hamiltonoperato-

ren H, und H, die meisten nichtadiabatischen Matrixelemente verschwinden,
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Tabelle 4.8: Konvergenzeigenschaften der RS-SR der Zusténde [3, 1] und [1, 3] des
Hamiltonoperators Hy. Zur Nomenklatur, siehe Tabelle 4.3.

(3,1] [1,3]
FE v Ey 1 v Ey 1
4.986417 —4 5.013 6 4 4.939 6
4.898805 4 4.892 6 —4 4.972 6

stellt der Hamiltonoperator H. ein wesentlich allgemeineres Testsystem dar.
Wir arbeiten auf einem eindimensionalen Gitter von 3000 Punkten im Bereich
x € [—0.5,4.9] im Fall A und = € [—1.0,1.1] im Fall D. Dabei berticksichtigen
wir die Kopplung zwischen 15 adiabatischen Zustéinden. Zum Vergleich bestimm-
ten Spirko et al. die Eigenenergien mittels Variationsrechnung in einer Basis, die
von Morseoszillator-Eigenzustéinden aufgespannt wurde. Die Genauigkeit dieser
Rechnung wird dadurch wesentlich eingeschriankt, dafl ein Morseoszillator nur eine
beschriankte Zahl an gebundenen Zustdnden besitzt. Von diesen Autoren wurde
der relative Fehler der variationellen Ergebnisse denn auch zu 10™° abgeschitzt,
was jedoch gerade von der Groflenordnung der zu erwartenden nichtadiabatischen
Korrekturen ist. Da wir den Verdacht hatten, dafl die Rechnungen dieser Autoren
fehlerhaft wiren, haben wir uns entschlossen, die Eigenenergien selbst nochmals
zu berechnen, wobei wir eine Basis von ,, Teilchen im Kasten“-Zustédnden zugrun-
de legten. Da wir auch in der Stérungsrechnung den Bereich der z-Werte auf
ein Intervall eingeschrinkt haben, sind die Ergebnisse iiberdies besser vergleich-
bar. Mit einer Basis von 50 trigonometrischen Funktionen in y € [—1,1.1] und
100 Funktionen in z mit den oben genannten Bereichsgrenzen, schétzen wir den
relativen Fehler in den Energieeigenwerten zu hochstens 10719,

Das einzige Beispiel in Referenz [79], fiir welches Details wie die RS-SR an-
gegeben sind, betrifft die Zusténde [1,2] und [0,5] im Fall A mit V,, = —150.
Die SR ist jedoch stark divergent und auch die PA konvergieren nicht. In Refe-
renz [80] gelingt es jedoch Spirko et al., die entsprechende BW-SR zu summieren.
Die resultierende Energie stimmt weder mit Spirkos variationellen (und recht un-
genauen) Ergebnis iiberein, noch mit dem unsrigen. Selbiges gilt fiir die leicht
verstimmten Hamiltonoperatoren mit V,, = 595 bzw. V, = 605, fiir welche die

PA und die RS-SR jedoch konvergieren. Die von uns berechneten SR stimmen
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Tabelle 4.9: Konvergenzeigenschaften der RS-SR der Zusténde [0,5] und [1, 2]
des Hamiltonoperators H. im Fall A mit V,, = —150. Zur Nomenklatur, siche
Tabelle 4.3.

[0,5] 11,2]

E 14 Eg 1 14 EO 1
552.966169 | —12 554.826 10 12 552.929 10
555.584226| 12 554.179 12 |—12 555.961 10

denn auch nicht mit denen von Spirko et al. gefundenen iiberein, selbst wenn wir
dessen Methode, d. h. den Hamiltonoperator (4.11), verwenden. Die grofite mogli-
che Fehlerquelle scheint uns die Berechnung der nichtadiabatischen Kopplungen
(4.28) zu sein. Von deren Ergebnis bleibt allerdings die Variationsrechnung un-
berithrt. Summieren wir die SR, die sich unter Zugrundelegung der verstimmten
Hamiltonoperatoren ergeben, erhalten wir Energieeigenwerte, die bis auf neun
Stellen genau mit den Ergebnissen der Variationsrechnung iibereinstimmen. Wir
werten dies als Bestatigung der Korrektheit unserer Rechnungen. Verwenden wir
tiberdies unser Storschema (4.12), konnen wir bei geeigneter Wahl des Parame-
ters v die Konvergenz der PA stark beschleunigen. Damit ist es uns auch moglich,
die SR der Zusténde [1,2] und [0,5] mit V, = 600 zu summieren (Tabelle 4.9). Die
Ergebnisse stimmen wiederum bis auf einen relativen Fehler von 107% mit den
variationellen Resultaten iiberein, unterscheiden sich aber von den Resultaten
von Spirko et al. [80].

Im weiteren wollen wir vier Situationen néher betrachten: Die Fille A und D
mit V,, = —150 bzw. V,, = —1200. Mit Ausnahme fiir die schon besprochenen
Zustande [0, 5] und [1, 2], ergeben sich im Fall A sowohl mit der Aufteilung (4.11)
als auch mit (4.12) SR, welche entweder konvergieren oder Padé-summierbar
sind. Fiir einige Zustédnde 148t sich die Konvergenz durch geeignete Wahl des

Parameters v stark beschleunigen.

Im Fall D konvergiert die iibliche Hutson-Howard-SR wegen der vielen Quasi-
entartungen nur fiir den Grundzustand. Die SR fiir angeregte Zusténde sind in
den meisten Féllen nicht einmal Padé-summierbar. Mit unserer Aufteilung (4.12)
kénnen wir bei geeigneter Wahl von v fiir die 10 energetisch tiefsten Zusténde
konvergente SR oder PA erhalten (Tabelle 4.10). Die Energien stimmen dabei
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Tabelle 4.10: Konvergenzverhalten der RS-SR des Hamiltonoperators H, im Fall
D.

Vay = —150 Vay = —1200

Zust. £ v Ordnung® E v Ordnung
[0,0] 215.337521 0.0 R4 212.945402 0.0 RG6
0, 1] 419.997580 —30.0 P10 391.951244 —-3.0 R33
[1,0] 426.342157 —30.0 P12 442.695386 —3.0 R33
0, 2] 618.019621 D 565.849696 —3.0 P16
[1,1] 633.634928 —20.0 P12 612.133365 —4.0 P22
2,0] 621.237214 D 663.513309 —3.5 P14
[0, 3] 807.267432 D 734.611900 —2.0 P22
1,2] 824.274928 —30.0 P26 776.144768 —4.0 P30
2,1] 835.101334 —-30.0 P24 823.686565 —4.0 P30
3,0] 808.234794 D 875.425715 —4.0 P25

“Energieeigenwerte aus Variationsrechnung.

®Das Symbol Ri bedeutet, daB die RS-SR in i. Ordnung erstmals bis auf einen relativen
Fehler von 1 Teil in 10° konvergiert ist. Das Symbol Pi, daB fiir das gegebene i die Padé-
Approximante E = Eg + [¢,4] mit der exakten Energie bis auf einen rel. Fehler von 1 Teil in
107 iibereinstimmt. D bedeutet, dal die SR zu stark divergiert, um mit dieser Genauigkeit
summiert werden zu kénnen.

wiederum mit grofler Genauigkeit mit den variationellen Ergebnissen iiberein. Bei
kleinerer Anharmonizitét V,, = —150 ist es wesentlich schwieriger, konvergente
SR oder PA zu erhalten. Durch grofie negative v Werte 148t sich die Entartung
der Zustdnde 0. Ordnung manchmal weitgenug aufheben, um zu summierbaren
SR zu gelangen. Fiir die Paare [0,2] und [2, 0], sowie [0, 3] und [3, 0] gelingt dies
jedoch nicht. Offensichtlich gelangen wir hier an die Grenzen der nichtentarteten
ST.

Interessanterweise hatten in diesem Beispiel die SR fiir negative Werte von v
besonders gute Konvergenzeigenschaften. Dies entspricht einer , iibertrieben“ BH-

adiabatischen Darstellung.

4.4.5 Vermiedene Durchschneidung im H,-Molekiil

Die charakteristische Eigenschaft dieses Hamiltonoperators ist, dafi die beiden

Potentialflichen eine vermiedene Durchschneidung aufweisen, was zu stark ge-
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peakten nichtadiabatischen Kopplungen A(zx) fiihrt. Im Gegensatz dazu ist die
nichtadiabatische Kopplung fiir die Hamiltonoperatoren H, — H, eine ziemlich

glatte Funktion der langsamen Koordinate.

Die Rechnungen wurden auf einem Gitter von 5000 Punkten im Intervall
—2 < x < 14 durchgefiihrt. Die Zustdnde [1,n] mit n < 15 haben eine Energie,
die kleiner als die potentielle Energie des Kreuzungspunktes ist. Die Durchkreu-
zung und somit der Bereich in dem die nichtadiabatischen Kopplungen grof3 sind,
ist somit klassisch verboten. Deshalb konvergiert fiir diese Zusténde die nichta-
diabatische ST fiir einen groflen Bereich der Werte v, einschliellich v = 0, 1.
Interessanter sind die Zusténde des oberen Potentials [2,n] mit n < 4 und die
Zusténde des unteren Potentials, die in dem selben Energiebereich angesiedelt
sind und mit diesen stark wechselwirken. Durch geeignete Wahl des Parameters
v konnten wir fiir alle diese Zustédnde SR erhalten, die entweder konvergieren oder
Padé-summierbar sind (Tabelle 4.11).

Ahnlich, wie wir dies schon bei den anderen Systemen sahen, beobachten wir
auch hier, dafl ein Zustand 0. Ordnung je nach Wahl des Parameters v gegen ver-
schiedene exakte Eigenzustdnde konvergiert, z. B. die Zusténde [2,0] und [1, 16]
oder [2,1] und [1,19]. Selbst wenn wir den Aufspaltungsparameter € um einen
Faktor 10 auf e = 0.0014 reduzieren, kénnen wir durch Summation der SR immer
noch sehr genaue Werte fiir die exakten Energieeigenwerte erhalten. Der Bereich
von v, fiir den dies gelingt, ist jedoch nurmehr sehr schmal und von dem betrach-
teten Zustand abhéngig. Dabei féllt auf, dal die optimalen Werte von v nun sehr
nahe bei v = 1 liegen, obgleich auch hier einige Zusténde, wie [2,0], [2,1] oder
[1,23], auch fiir andere Werte von v gegen alternative exakte Eigenenergien kon-
vergieren. So ist es moglich, daf; obwohl sich fiir den Zustand 0. Ordnung [1, 18]
fiir kein v eine konvergente SR ergibt, trotzdem alle exakten Eigenenergien in
diesem Energieintervall berechnet werden konnen. Wahrend die optimalen Werte
von v fiir € = 0.014 noch iiber einen weiten Bereich von —5.0 bis 1.5 streuen, tre-
ten fiir e = 0.0014 nur noch positive Werte von €, zumeist nahe 1, auf. Wir werten
dies als Bestétigung, dal in Durchkreuzungssituationen mit kleiner Aufspaltung,
eine auf der BO-Naherung beruhende SR gegeniiber einer auf der BH-Néherung
beruhenden SR iiberlegen ist.
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Tabelle 4.11: Konvergenzeigenschaften der RS-SR der angeregten Zustédnde des
Hamiltonoperators Hy fiir zwei Werte des Aufspaltungsparameters e. Zur Nomen-
klatur vergleiche Tabelle 4.10.

e =0.014 e =0.0014

Zust,. E v Ord. Ey® E v Ord. Ey
[2,0] —0.649679412 —2.0 P14 —0.648509 —0.653579876 0.4 P34 —0.652177
[2,0] —0.652493098 0.5 P10 —0.652125-0.658203724 0.8 P38 —0.656668
2,1] —0.635647875 —1.5 P10 —0.635206 —0.637288829 0.1 P26 —0.636917
2,1] —0.637397373 0.2 P22 —0.636594 -0.642114900 1.0 P20 —0.642205
[2,2]
3]

)

—0.623564786 1.5 P8 —0.623515-0.626787876 1.0 P28 —0.627348
—0.607885545 —5.0 P8 —0.607423-0.613482290 0.9 P20 —0.613365

2,
| —0.656757831 —0.25 R16 —0.655766 |—0.653579876 1.3 R54 —0.654442
| —0.652493098 —2.0 P12 —0.650597 |—0.648065122 0.9 R52 —0.649298
] —0.649679412 0.5 P14 —0.651097
] —0.647117943 0.0 RI16 —0.646210—0.647556640 0.9 P38 —0.644246
| —0.642071337 —1.0 R18 —0.641237 D

| —0.637397373 —2.0 P12 —0.636030 |—0.636393290 0.5 P32 —0.634033
]

]

]

]

]

]

, 15
, 16
, 16
17
, 18
9
9] —0.635647875 0.25 P24 —0.636431
0] —0.631455323 —0.25 R10 —0.631363 —0.630677178 1.0 P20 —0.629926
1] —0.627242529 —1.0 R22 —0.626216 —0.624941493 2.0 R40 —0.625070
2] —0.619895734 1.25 P12 —0.621401-0.619235186 0.7 R26 —0.619333
3] —0.616930252 —0.75 R18 —0.615960 —-0.616306098 0.7 P24 —0.614042
3

Y

Y

Y

9

1,1
1,1
1,1
1,1
1,1
1,1
1,1
1,2
1,2
1,2
1,2
1,2

—0.613482290 1.9 R52 —0.615829

9

?Energie in 0. Ordnung fiir den angegebenen Wert von v.

4.4.6 Resonanzzustinde in pridissoziierenden Molekiilen

Der Hamiltonoperator H, unterscheidet sich qualitativ von dem Operator Hy
vor allem dadurch, dafl er fiir € # 0 nur ein kontinuierliches Spektrum hat. Dies
gilt jedoch weder fiir den diabatischen Hamiltonoperator, den wir erhalten, wenn
wir in Gleichung (4.32) € zu Null setzen, noch in BO-Néherung. Wir erschen
vielmehr aus Abbildung 4.2, dal das adiabatische Potential V45 zu mehreren ge-
bundenen Zustéanden fiihrt. Aufgrund der nichtadiabatischen Terme koppeln diese
Zustdnde an das zu V) gehorige Kontinuum und haben deshalb nur eine endli-
che Lebensdauer. Diese Resonanzen, die dadurch entstehen, dafi die gebunde-

nen Zustdnde eines geschlossenen Kanals an einen offenen koppeln, nennt man
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Feshbach-Resonanzen [88]. Fiir kleine Werte von € hat das adiabatische Poten-
tial V; ein Minimum, welches ebenfalls zu quasigebundenen Zusténden fiihrt.
Im adiabatischen Bild wéren diese als Shape-Resonanzen zu bezeichnen, die ei-
ne beschréankte Lebensdauer durch nichtadiabatisches Tunneln erhalten. In der
diabatischen Nédherung wiirden diesen Zustdnden Feshbach-Resonanzen entspre-
chen. Wir wollen uns im folgenden jedoch nur mit den Resonanzen, die von den

gebundenen Zustdnden des Potentials V5 herriihren, beschéftigen.

Die exakte Definition, was eine Resonanz bzw. ein zerfallender Zustand eigent-
lich sein soll, ist nicht so einfach wie die Definition eines stabilen Zustands. In
der Streutheorie [145] spricht man von einer Resonanz, falls sich die Streuphase
0 in einem kleinen Energieintervall um 7 &ndert. Die Streuphase ergibt sich wie-
derum aus den Eigenwerten exp(2id) der Streumatrix S(£). Theoretisch lassen
sich nun Resonanzen auf Pole der Streumatrix bei komplexen Energien mit klei-
nem negativen Imaginérteil auf dem zweiten ,, unphysikalischen“ Riemannschen
Blatt zuriickfithren. In unserem einfachen Modellsystem vereinfacht sich die Dis-
kussion erheblich dadurch, daf} wir nur ein eindimensionales Streuproblem mit
nur einem offenem Kanal, dem elektronischen Zustand 1), vorliegen haben. Die
Streumatrix ist damit eine einfache Funktion der Energie, S(E) = exp(2i), wo-
bei S wiederum durch das Verhéltnis von (asymptotisch fiir grofie x) einlaufender
zu auslaufender Welle gegeben ist. Eine Polstelle von S bedeutet nun offensicht-
lich, daf§ eine auslaufende Welle ohne eine einlaufende Welle existiert. Aufgrund
der Kontinuitéatsgleichung fiir den Wahrscheinlichkeitsstrom handelt es sich dabei
offensichtlich um einen zerfallenden Zustand. Diesen Zustand konnen wir auch
direkt ohne Riickgriff auf die Streutheorie berechnen, wenn wir Eigenfunktio-
nen v (z) des Hamiltonoperators suchen, welche asymptotisch fiir grofle z rein
auslaufenden Charakter haben sollen. Diese Zustdnde werden Siegert-Zustdnde
genannt [146-148], da Siegert [149] sie zuerst einfiihrte, um die Breit-Wignersche
Linienform zu erklédren. Diese Zusténde sind nicht quadratintegrabel. Der Ha-
miltonoperator ist mit diesen Randbedingungen also nicht hermitisch, was das
Auftreten komplexer Energieeigenwerte erklért. Die entsprechenden Losungen der
zeitabhéngigen Schrodingergleichung lauten W(x,t) = exp(—i(Eyes —i1'/2)t) (),
wobei F.s den Realteil der Eigenenergie und I'/2 ihren Imaginérteil bedeuten. Al-

le Erwartungswerte explizit zeitunabhéngiger Groflen zerfallen also exponentiell
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mit der Zerfallskonstante I'. Diese Siegert-Zustédnde erlauben zusammen mit den
gebundenen Zusténden eine vollstandige Zerlegung der Einheit [146]. Sie sind al-
lerdings nicht im iiblichen Sinne orthogonal zueinander. Ist in einem Energieinter-
vall allerdings der Abstand A E..s der Siegert-Resonanzzustéinde wesentlich gréfer
als ihr Imaginérteil I'/2, so wird jede von ihnen im Energiespektrum p(E) zu ei-
ner Linie von Lorentz- bzw. Breit-Wigner-Form mit Halbwertsbreite I' fithren. Ist
diese Bedingung jedoch nicht erfiillt, sind die Resonanzen nicht isoliert voneinan-
der und man wird im Energiespektrum stark von der Lorentzform abweichende
Linienformen beobachten. Es ist aufgrund der Energie-Zeit-Unschérfe auch gar
nicht moglich, iiberlappende Resonanzen getrennt voneinander anzuregen und ih-
ren Zerfall zu beobachten, da die Anregungsimpulse dann wesentlich langer sein
miifiten als die Halbwertszeit der Resonanzen. Die Resonanzen wéren dann also
schon zerfallen, bevor man mit der Detektion dieses Zerfalls beginnen kann. Wir
wollen im folgenden storungstheoretisch die Kontinuumszustandsdichte im Be-
reich der Resonanzen bestimmen. Aus der Zustandsdichte werden wir versuchen,

auf den Real- und Imaginérteil der Siegert-Zustinde zuriickzuschlieflen.

Sind wir nur daran interessiert zu entscheiden, ob die Resonanzen isoliert sind
und — wenn dies der Fall sein sollte — ihre Lebensdauern zu berechnen, geniigt es
offenbar, das Energiespektrum nur fiir reelle Energien zu kennen und den Abstand
der Linien sowie ihre Form zu betrachten. Mandelshtam et al. [150] haben zu de-
ren Berechnung eine Methode vorgeschlagen, welche auf sogenannten Stabilisie-
rungsdiagrammen [151-153] beruht. Dabei beschrankt man die zulédssigen Werte
fiir die z-Koordinate auf ein Intervall [zg, 4] der Linge L, so dal man nur
ein rein diskretes Spektrum und Eigenwerte erhélt. L wird so grof3 gewahlt, daf3
das Potential des offenen Kanals dort seinen asymptotischen Wert angenommen
hat und die Kopplung an andere Kanile verschwunden ist. Die Zustandsdichte
konnen wir nun in einen resonanten Anteil p%(E) und in einen Hintergrundanteil
pF (E) aufteilen, pp(E) = p?(E)+pL (E). Fiir sehr grofe Werte von L wird pf (E)
durch die Zustandsdichte eines Teilchens im (leeren) Kasten gegeben sein und mit
L divergieren, aber fiir festes L eine glatte Funktion von E sein. Der resonante

Anteil rithrt von den Resonanzen her und, falls diese isoliert sind, erwarten wir,
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daB3 er von Lorentzform

B = 1 BT (4:33)

ist. Die gesamte Zustandsdichte ist nun durch
po(E) = 3 8(E,(L) - E) (4.34)
J

gegeben. Die Kontinuumszustandsdichte wiirde sich daraus im Limes L — oo
ergeben, wenn wir die Einhiillende dieser Funktion betrachten, oder die Delta-
funktionen kiinstlich verbreitern. Fiir grofle L liegen die Zustédnde allerdings so
dicht, dafl wir kaum Konvergenz der SR erwarten kénnen. Stattdessen wollen wir

bei nicht zu grolen Werten von L das Spektrum iiber ein Intervall AL mitteln:

L+AL
(ou(B) =AL™ [ dLpu(E). (439
L
Benutzen wir dabei, dafl
dr ™!
dzd(f = flz)) = |- , (4.36)
Tlr@)=s
so erhalten wir .
_ dE;(L)|~
_ 1 j
(u(B)) = ALY \ i (437)
Z -

Der Index j zahlt dabei die Zahl der Energiekurven, die in dem Intervall AL die
Linie £ = const. schneiden (vergleiche Abbildung 4.3). Wéhrend wir zunéchst
nur erwarten, dafl die gemittelte Zustandsdichte fiir grofe Werte von L und AL
gegen die Kontinuumszustandsdichte strebt, zeigt die Praxis, dafl dies auch schon
fiir nicht zu grofie Langen L und relativ kleine Mittelungsintervalle der Fall ist.
Wie wir aus Abbildung 4.3 ersehen, ist das Stabilisierungsdiagramm iiber klei-
ne Bereiche von L und FE fast periodisch. Wir wahlen daher vorteilhafterweise
j = 1und AL gleich der ,, Periodizitatslange“. Die Energie F/(L) hat bei der Reso-
nanzenergie ein ausgeprigtes Plateau. Gerade diese Energiewerte, die zu diesem

Plateau gehoren, lassen sich gut storungstheoretisch berechnen, wenn wir in 0.
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Ordnung von den gebundenen Zustidnden des BO-Potentials V5 ausgehen. Die
Zustandsdichte berechnen wir numerisch, indem wir die Differentialkoeffizienten
dE;(L)/dL durch die entsprechenden Differenzenkoeffizienten annéhern und die-
se als Funktion von F auftragen (Abbildung 4.4). An die erhaltenen Werte fiir

die Zustandsdichte wurde eine Lorentzkurve angepaft,

orentz F F/2
Lo (B) =

T2 (B EP )

Fiir den Hamiltonoperator H, wurden bereits von Gilbert und Porter [154], so-
wie von Brems et al. [82] die Eigenenergien der Siegert-Resonanzen bestimmt.
Gilbert und Porter verwenden einen effektiven komplexen Hamiltonoperator in
diabatischer Darstellung. Bei stérkerer (diabatischer) Kopplung, also grofien Wer-
ten von €, ist ihr Algorithmus jedoch zu instabil, um noch die Resonanzpositionen
bestimmen zu kénnen. Brems et al. untersuchten das Problem deshalb nochmals,
wobei sie zur Berechnung der Resonanzen sowohl die Projektionsoperatorme-
thode [155-157] als auch die Methode der komplexen Skalierung [158-160] ver-
wenden. Letztere Methode erweist sich wiederum im Falle starker Kopplung als

instabil.

Wir haben speziell die Zustandsdichten im Bereich der Feshbach-Resonanzen,
die von den drei energetisch niedrigsten adiabatischen Zustéinden des Potentials
V5 herriihren, untersucht. Zur Berechnung der Stabilisierungsdiagramme variier-
ten wir die obere Grenze des Intervalls fiir x zwischen .« = 84 und x . = 94
und berechnen die zugehorigen Eigenenergien storungstheoretisch. Ein typisches
Stabilisierungsdiagramm zeigt Abbildung 4.3. Diese Prozedur wurde fiir drei
Werte der diabatischen Kopplungskonstanten e durchgefiihrt, wobei der Wert
€2 = 0.01 schwacher, der Wert ¢ = 0.05 mittlerer und € = 0.2 starker (diaba-
tischer) Kopplung entspricht. Den Bereich schwacher /starker Kopplung kénnen

wir auch als diabatischen/adiabatischen Grenzfall bezeichnen.

Konvergente PA ergeben sich dabei nur in Umgebung der Resonanzenergien
E.es. Unter Verwendung von Formel (4.37), ergeben sich die Zustandsdichten
im Bereich der Maxima der Resonanzen (Abbildung 4.4). Der Bereich, in dem
konvergente PA erhalten werden konnen, kann durch Verwendung verschiedener

Werte des Parameters v vergroflert werden. Wir fanden, dafl der Konvergenzbe-
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reich der BO-SR bzw. BH-SR oft auf verschiedenen Flanken der Resonanzkurve
liegt. Im extrem diabatischen Grenzfall (¢ = 1.0F — 5) fanden wir wie im Falle
des Hamiltonoperators Hy, dafl sich fiir v = 1, also in BO-adiabatischer Dar-
stellung, die am besten Padé-summierbaren SR ergaben. Fiir den Zustand [2, 2]
ergibt sich sogar eine konvergente SR, ohne dal PA berechnet werden miifiten.

2 = 0.01, also im Grenzfall schwacher Kopplung, haben wir iiberpriift,

Fiir €
daBl sich durch Padé-Summation sowohl der adiabatischen als auch der diaba-
tischen SR dieselben Energien ergeben. Wir nehmen dies als Bestétigung dafiir,
daB die nichtadiabatische ST praktisch auf den gesamten physikalischen Bereich
von Kopplungskonstanten anwendbar ist und korrekte Energieeigenwerte liefert.
Im Vergleich dazu, waren die diabatischen SR schon im Bereich nur méflig starker

diabatischer Kopplung nicht summierbar.

In beiden Grenzfillen sind die Lebensdauern der Resonanzen sehr grof3, da die
diabatischen bzw. adiabatischen Zusténde sehr gute Ndaherungen 0. Ordnung dar-
stellen und die diabatischen bzw. adiabatischen Kopplungen jeweils sehr klein
sind. Im Bereich mittelstarker Kopplung finden Brems et al. ein Maximum fiir
die Zerfallskonstanten I'/2 als Funktion von e. Qualitativ finden wir dasselbe
Verhalten fiir die Halbwertsbreiten der an die Zustandsdichte angefitteten Lor-
entzkurven (Tabelle 4.12). Jedoch weichen die so bestimmten I'/2 um bis zu einen
Faktor 2 von den Imaginérteilen der Siegert-Resonanzen Brems ab. Dazu ist zu
sagen, dafl die Ergebnisse von Brems et al., die mittels der komplexen Skalierungs-
methode erhalten wurden, mindestens um denselben Faktor von den Ergebnissen

der Partitionierungsmethode abweichen.

Die von uns berechneten Stabilisierungsdiagramme sind sicher sehr genau. Sel-
biges gilt allerdings nicht unbedingt fiir die Zustandsdichten. So haben wir das
Mittelungsintervall AL so klein wie moglich gewahlt. Sowohl eine Variation von
L als auch von AL koénnte zu abweichenden Zustandsdichten fithren. Anderer-
seits sollte nur fiir isolierte Lorentzkurven die halbe Halbwertsbreite mit dem
Imaginérteil der Resonanzenergien iibereinstimmen. Obwohl sich die berechneten
Werte fiir die Zustandsdichte sehr gut durch eine Lorentzverteilung fitten lieflen,
konnen wir doch nicht ausschliefen, dafl die Flanken der Kurven von der Lor-
entzform abweichen. Fiir genauere Bestimmung der Linienform mit der Mandels-

htamschen Stabilisierungsmethode wire es jedoch nétig, auch die L-Abhéngigkeit
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der Hintergrunddichte p¥(E) mitzuberiicksichtigen.

Das Beispiel zeigt, dafl es mit der Methode von Hutson und Howard nicht nur
moglich ist, reelle Energien zu bestimmen, sondern z.B. auch die Lebensdau-
ern von Resonanzen. Die Methode der Stabilisierungsdiagramme ist dabei nicht
unbedingt die eleganteste Methode, aber sicherlich die am leichtesten zu imple-
mentierende. Eine andere attraktive Alternative zur Berechnung der komplexen
Energien von Resonanzen bietet die Verwendung absorbierender komplexer Po-
tentiale [161, 162]. Dabei wird in den offenen Kanélen zu den Potentialen ein
imagindrer Anteil addiert, welcher in der Wechselwirkungsregion vernachlassig-
bar klein ist, auflerhalb desselben jedoch grofl ist und dort zu einer exponenti-
ellen Ddmpfung der Resonanzwellenfunktionen fithrt. Da der Hamiltonoperator
nicht mehr hermitisch ist, gehéren zu den Eigenfunktionen wiederum komplexe
Energieeigenwerte, deren Imaginérteil die Lebensdauer der entsprechenden Reso-
nanzzustdnde angibt. Im Falle von Feshbach-Resonanzen kénnten die Zusténde 0.
Ordnung, die ja gebunden sind, weiterhin mit dem normalen Numerovalgorithmus
bestimmt werden, da in dem geschlossenen Kanal ja keine komplexen Potentia-
le verwendet werden miissen. Erst in den linearen Gleichungssystemen, die die
storungstheoretischen Korrekturen liefern, treten komplexe Matrixelemente und

Losungsvektoren auf, die jedoch mit Standardmethoden gelost werden kénnen.
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Abbildung 4.3: Stabilisierungsdiagramm fiir die aus dem Zustand 0. Ordnung
[2,1] entstehende Resonanz. Aufgetragen ist die Energie der exakten Eigen-
zustinde von H, fiir €2 = 0.2 in Abhéngigkeit von der oberen Grenze .. des
Intervalls fiir x. Man sieht, dafl die Energiekurven an der Resonanz ein Plateau
aufweisen.



4.4 Numerische Beispiele 113

Zustandsdichte (nicht normiert)
DO w
| |
| |

| —
I
I

0.6 0.8 1 1.2
Energie

Abbildung 4.4: Berechnete Zustandsdichten (Punkte) und angepafite Lorentzkur-
ven fiir die Resonanzen des Hamiltonoperators H, mit €2 = 0.05.
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Tabelle 4.12: Parameter der angepafiten Lorentzlinien.

Zustand [2,0]
€2 0.01 0.05 0.2
Ees® 0.59727 0.67727 0.87266
r/2° 2.243F — 3 0.01006 9.609E — 5
o’ 8.1 8.8 0.5
Fi 1.01 0.95 1.00
Zustand [2,1]
€2 0.01 0.05 0.2
Eles 0.82398 0.90526 1.07698
r/2 6.714E — 3 0.01772 2.258FE — 4
2 6.5 8.2 3.4
F 1.03 0.92 0.99
Zustand [2,2]
€2 0.01 0.05 0.2
FElres 1.02236 1.10106 1.2558
r/2 8.07T4E — 3 0.02 3.67T4E — 4
o 5.9 8.6 3.9
F 1.03 0.80 1.01

?Schwerpunkt der Lorentzlinie
bHalbe Breite der Lorentzlinie

¢Sockelwert

dIntegrale Fliache unter der Lorentzlinie



Kapitel 5
Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde gezeigt, daf§ es auch im Grenzfall verschwindender Aufspal-
tung € der Potentialflichen in Systemen mit Durchschneidungen moglich ist, die
nichtadiabatische Kopplung storungstheoretisch zu beriicksichtigen, wenn man in
0. Ordnung von der Born-Oppenheimer-Néherung ausgeht. In der Literatur wur-
de dies oft bezweifelt, da die Elemente der nichtadiabatischen Kopplungsmatrix
A(z) in diesem Fall nicht beschrénkt sind, sondern als Funktion der Kernkoor-
dinate z eine deltafunktionsartige Divergenz am Durchschneidungspunkt aufwei-
sen. Nichtsdestoweniger liefert, wie gezeigt werden konnte, die Storungsentwick-
lung fiir die Eigenenergien sogar analytische Storungsreihen mit i. allg. endlichem
Konvergenzradius. Um dieses Ergebnis zu erhalten (Kapitel 2), war es notig, eine
neuartige Aufteilung der nichtadiabatischen Kopplung in verschiedene, jeweils fiir
sich hermitische Terme — die aulerdiagonale impulsabhéngige Kopplung —i{p, A}
einerseits und in den die diagonale Korrektur zum Potential umfassenden Aus-
druck A? andererseits — vorzunehmen und diese Terme in unterschiedlicher Weise
mit dem Storparameter 7 zu skalieren. Speziell fiir den Grenzfall € — 0 mufite
die impulsabhéngige nichtadiabatische Kopplung linear, die restliche Kopplung
jedoch quadratisch mit 7 skaliert werden. Mit dieser Parametrisierung 16schten
sich die im Grenzfall ¢ — 0 unbeschrankten Matrixelemente der Storung separat
in jeder Ordnung gegenseitig aus.

Wir verstanden damit, warum Wagners Argumentation gegen die Anwendbar-
keit der nichtadiabatischen Storungstheorie auf Systeme mit Durchschneidun-

gen nicht richtig ist: Wagner [46] berechnete die Matrixelemente des ungestorten
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Hamiltonoperators mit den gestorten Wellenfunktionen bei voll eingeschalteter
Storung. Dies ist jedoch nicht konsequent im Sinne einer Entwicklung nach 7, so
da unbeschrinkte Terme verblieben, die bei richtiger Rechnung durch Matrix-

elemente der Storung kompensiert worden wéren.

Nachdem die Einfithrung des Storparameters n zundchst aufgrund heuristischer
Betrachtungen erfolgte, wurde gezeigt (Abschnitt 2.4), da§ dieser Storparameter
gerade eine Schar von selbstadjungierten Erweiterungen charakterisiert, die den
Born-Oppenheimer-Operator und den totalen nichtadiabatischen Hamiltonope-
rator als Spezialfille fiir n = 0 bzw. n = 1 enthélt. Diese funktionalanalytische
Beschreibung der Hamiltonoperatoren hat den Vorteil, daf§ in der Darstellung

dieser Operatoren keine unbeschrinkten Potentiale auftreten.

Die neue Storungstheorie wurde zunéchst auf das einfache Beispiel der vermie-
denen Durchschneidung zweier elektronischer Potentialflichen, die nur von ei-
ner langsamen Koordinate abhingen, angewandt (Abschnitt 2.1). Dieses Modell
konnte fiir jeden Wert des Stérparameters n sowohl in einer adiabatischen Basis
als auch in einer unitéar-aquivalenten diabatischen Darstellung formuliert werden.
Im Grenzfall verschwindender Aufspaltung ¢ wurde das Eigenwertproblem fiir die
Energie zunéchst in der diabatischen Darstellung gelost (Abschnitt 2.2). In dieser
Darstellung reduzierte sich das Problem auf die Angabe der Anschlufibedingun-

gen fiir die Wellenfunktion am Durchschneidungspunkt.

Demgegeniiber waren bei Rechnung in der adiabatischen Darstellung die Ele-
mente der nichtadiabatischen Kopplungsmatrix A(z) fiir kleine Werte der Auf-
spaltung e als Funktion der langsamen Koordinate x lorentzférmig, mit einer Brei-
te proportional zu € und einer Hohe proportional zu €. Im Grenzfall ¢ — 0 redu-
zierte sich dies auf eine Punktwechselwirkung. Es wurde gezeigt (Abschnitt 2.3),
daB aus der Summation der sich in der Born-Oppenheimer-adiabatischen Darstel-
lung ergebenden Brillouin-Wigner-Stérungsreihe derselbe Ausdruck fiir die Ei-
genenergien resultierte, wie in der diabatischen Darstellung. Diese Storungsrent-
wicklung weist jedoch eine ungewohnliche Eigenschaft auf: Ersetzt man die in der
Storungsreihe auftretenden Resolventen des Born-Oppenheimer-Operators durch
eine Matrixdarstellung derselben in einer endlichen Eigenbasis von Zusténden 0.
Ordnung, die jedoch beliebig grofl gewihlt werden kann, so erhélt man im Limes

e — 0 qualitativ falsche Ausdriicke fiir die Eigenenergien. Um diesen Fehler zu
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vermeiden, mufite der Grenziibergang zu einer unendlich grofien Eigenbasis vor
dem Ubergang zu verschwindender Potentialaufspaltung e — 0 vollzogen werden.
Es wurde gezeigt, dal der Beitrag der virtuellen Zustdnde von formal unendlich
hoher Energie zu einer Renormierung des Storparameters n — 4/ tan(nm/4)
fithrt. Fiir einfachere Punktwechselwirkungen, wie z. B. Deltafunktionen (Ab-
schnitt 2.3.1), trat diese Komplikation nicht auf. Sie ergibt sich aus der Wir-
kung der den Impulsoperator enthaltenden nichtadiabatischen Kopplung auf die
Resolvente (Abschnitt 2.3.3). In der Ortsdarstellung fithrt dies zum Auftreten
unstetiger Ableitungen der Greensfunktion. Die unmittelbare Umgebung dieser
Unstetigkeiten wird durch die im Limes ¢ — 0 unbeschrinkt wachsende Funkti-
on A zunehmend herausvergroflert. Die Approximation dieser Unstetigkeit durch
eine Folge stetiger Funktionen konvergiert jedoch ungleichméflig. Die kiirzesten
Wellenléngen der in der Basis auftretenden Wellenfunktionen miissen deshalb
wesentlich kleiner gewéhlt werden als die zu € proportionale Halbwertsbreite der
Elemente von A(z).

Um nicht nur bei formalen Aussagen iiber die Konvergenz der Stérungsrei-
hen zu verbleiben, wurde fiir den konkreten Fall, dafl die sich durchschneiden-
den Potentiale die Gestalt von gegeneinander verschobenen Parabeln haben,
die Korrekturen in 2. Ordnung sowohl in Brillouin-Wigner-Stérungstheorie als
auch in Rayleigh-Schrodinger-Stérungstheorie numerisch berechnet. Wahrend die
Brillouin-Wigner-Energien die exakten Energien sehr gut approximierten, konver-
gierte die Rayleigh-Schrodinger-Storungsentwicklung fiir n = 1 bereits oft nicht

mehr.

Anhand dieses Modells wurde auch gezeigt, wie Ausdriicke fiir spektrale In-
tensitdten und spektrale Momente ausgehend von der Born-Oppenheimer-adia-
batischen Nidherung berechnet werden koénnen (Abschnitt 2.5). In diesem Zu-
sammenhang konstatierte Koppel [47,48], daf} sich in Born-Oppenheimer-Néhe-
rung fiir die hoheren spektralen Momente divergente Ausdriicke ergeben. In der
vorliegenden Arbeit wurde jedoch gezeigt, dafl diese Divergenzen darauf zuriick-
zufithren sind, dal Koppel nicht die korrekte adiabatische Darstellung des Ope-
rators der Ankopplung an das elektromagnetische Feld verwendete. Bei konse-
quenter Entwicklung nach Ordnungen von 7 resultierten fiir jeden Wert dieses

Parameters endliche spektrale Momente. Speziell fiir n = 0 stimmten diese Aus-
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driicke mit denen iiberein, die Képpel als Momente in der Franck-Condon-Néhe-
rung bezeichnet. Fiir das auch experimentell gut untersuchte Beispiel der O-1s-
Core-Anregungsregion im Photoelektronenspektrum von COy wurden explizite
analytische Ausdriicke fiir das 0., 1. und 2. spektrale Moment als Funktion von

1 abgeleitet.

Neben diesem eindimensionalen System wurde die neuartige Stérungstheorie
auch auf zwei Systeme mit zwei langsamen Koordinaten angewandt (Kapitel 3).
Der Modellhamiltonoperator des einen Systems beschreibt den Aharonov-Bohm-
Effekt (Abschnitt 3.1). In diesem Modell tritt zwar statt der nichtadiabatischen
Kopplungsmatrix A ein magnetisches Vektorpotential auf, das aber stérungstheo-
retisch vollig analog zur nichtadiabatischen Kopplung behandelt werden kann.
Der Storparameter 1 konnte dabei in natiirlicher Weise mit der magnetischen
FluBidichte identifiziert werden. Die exakte Losung dieses Problems wurde wie-
derum durch Summation der Storungsreihe erhalten. Dieses Modell war deshalb
von Relevanz, da sich einerseits die impulsabhingigen Terme dort nicht einfach
durch Ubergang zu einer unitériquivalenten, der diabatischen entsprechenden,
Basis eliminieren lieflen. Andererseits konnte in diesem Modell die sogenannte
Berry-Phase, die auch in dem zweiten betrachteten Modell, dem der konischen
Durchschneidung, als neuer, fiir mehrdimensionale Systeme charakteristischer,
Effekt in Erscheinung trat, durch Summation der Storungsreihe erhalten werden.
Der eine konische Durchschneidungssituation modellierende Operator gestattete
allerdings keine exakte analytische Losung mehr. Fir ihn wurde gezeigt (Ab-
schnitt 3.2), dafl sich auch bei unstetiger Abhéngigkeit der elektronischen Ba-
sisfunktionen von den Kernkoordinaten trotz der resultierenden unbeschrankten
nichtadiabatischen Storterme eine sich wohlverhaltende Storungsentwicklung er-
gab, in der sich wiederum unbeschréankte Terme in gegebener Ordnung gegenseitig

ausloschten.

Neben der Diskussion von Systemen mit echten Durchschneidungen wurde die
entwickelte Theorie auch auf Systeme mit vermiedenen Durchschneidungen ange-
wandt. Hierzu wurden zwei verschiedene Zugénge vorgeschlagen: Im ersten wurde
die nichtadiabatische Kopplungsmatrix A (z) durch eine Reihe von dquidistanten
Punktwechselwirkungen approximiert, so dafl sich die Losung dieses Problems

wiederum auf eine Reihe von Anschlufibedingungen fiir die adiabatischen Ei-
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genfunktionen reduzierte. Ein entsprechender Algorithmus wurde zwar skizziert

(Abschnitt 2.3.2), jedoch nicht numerisch umgesetzt.

Im zweiten Zugang (Kapitel 4) wurde die neuartige storungstheoretische Auf-
teilung und Skalierung der nichtadiabatischen Kopplung im Rahmen des Algo-
rithmus von Hutson und Howard [75] implementiert und numerisch getestet. Zur
Summation der Stérungsreihen wurden in Féllen, wo diese nicht konvergierten,
Padé-Approximanten verwendet. Insgesamt wurden fiinf verschiedene Modellsy-
steme H, bis H,, die ein grofles Spektrum verschiedener physikalischer Phénome-
ne beschreiben, betrachtet (Abschnitt 4.4). Vier dieser Systeme H, bis H; wurden
bereits von Spirko et al. [74,78,79] im Rahmen der auf der Born-Huang-Néherung
beruhenden Storungstheorie untersucht. Dabei beschreiben die Operatoren H,
bis H, verkoppelte Schwingungen: Der Operator H, die anharmonische Verkopp-
lung in 0. Naherung harmonischer Oszillatoren, der Operator H;, quasigebundene
Zusténde eines Henon-Heiles-Systems, der Operator H. Fermi-Resonanzen in ver-
schiedenen Wasserisotopomeren. In der adiabatischen Darstellung wurde dabei ei-
ne Koordinate als ,,langsam® oder adiabatisch ausgezeichnet, wihrend die andere
Koordinate zu einer Vielzahl von Zusténden bzw. Potentialflichen fiihrte. In die-
sen Systemen traten i. allg. keine typischen Durchschneidungssituationen auf, so
daB die nichtadiabatischen Kopplungsmatrixelemente beschrankte und recht glat-
te Funktionen der langsamen Koordinate waren. Deshalb konvergierten auf der
Born-Huang-Naherung aufbauende Storungsreihen fiir isolierte Zustdnde minde-
stens ebensogut wie auf der Born-Oppenheimer-Naherung aufbauende. Aufgrund
der Vielzahl von Zusténden, traten in diesen Systemen jedoch viele Quasientar-
tungen von Zustdnden in 0. Ndherung auf, sogenannte Fermi-Resonanzen, was
in den Arbeiten von Spirko et al. zu divergenten Stérungsentwicklungen fiihrte.
Diese Entartungen lieflen sich sehr effizient durch Wechsel von der Born-Huang-
zur Born-Oppenheimer-Néherung und einem entsprechenden Wechsel der Ska-
lierung der Storterme mit 1 aufheben, so dafl die sich ergebenden Stérungsrei-
hen entweder schnell konvergierten oder Padé-summierbar waren. Zur Extrapo-
lation zwischen diesen Stoérschemata wurde ein zusétzlicher Parameter v ein-
gefiihrt, so daB sich fiir v = 0 die Born-Huang-Storungsreihe ergab, wahrend fiir
v = 1 die Born-Oppenheimer-Storungsentwicklung resultierte. Fiir viele Fermi-

Resonanzsituationen ergab sich sogar dann besonders gute Konvergenz, wenn
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durch die Wahl v > 1 bzw. v < 0 iiber die Born-Oppenheimer- bzw. Born-
Huang-Néherung hinausgegangen wurde. Durch diese Wahlmoglichkeit, liel sich
sogar die energetische Reihenfolge der Zustdnde 0. Ordnung vertauschen. Dabei
anderte sich auch, gegen welchen Eigenzustand des gestorten Hamiltonoperators
die Storungsreihe fiir einen Eigenwert des ungestorten Operators konvergierte.
Im Vergleich mit den Resultaten Spirkos et al., die im Falle dieser Operatoren
ausschliellich mit dem Born-Huang-Stérungsschema arbeiteten, konnte in der
vorliegenden Arbeit die Zahl der Zustdnde, deren Energie storungstheoretisch

bestimmt werden konnte, erheblich erweitert werden.

Die Operatoren Hy; und H. beschreiben die vermiedene Durchschneidung zwei-
er elektronischer Zusténde. Im Falle von H,; handelt es sich um zwei angeregte
Zusténde des Diwasserstoffmolekiils. Dabei ergab sich im Falle isolierter Zusténde
fiir relativ grofe Werte der Potentialaufspaltung e keine Bevorzugung des Born-
Oppenheimer-Storschemas vor dem von Born und Huang. Die Entartung von
Zustédnden 0. Ordnung konnte wiederum durch Variation von v effizient aufgeho-
ben werden, wodurch sich die Zahl der stérungstheoretisch zugénglichen gestorten
Eigenenergien erheblich erweiterte. Im Falle entarteter Zustéinde gingen Spirko et
al. in ihrer Variante der Storungstheorie zu Darstellungen iiber, die zwischen der
diabatischen und der adiabatischen Darstellung lagen. Die in der vorliegenden
Arbeit alternativ dazu angewandte Variation des adiabatischen Storungsschemas
konvergierte nicht nur mindestens ebensogut, sondern war auch wesentlich leich-
ter anzuwenden, da es in dem stérungstheoretischen Schema von Spirko et al.
notwendig ist, die Transformation von der adiabatischen auf die diabatische Ba-
sis zu kennen. Die Berechnung dieser Transformation ist aber, zumal fiir mehr

als zwei elektronische Zustédnde, mit erheblichen Mehraufwand verbunden.

Wurde die Potentialaufspaltung € im Modell H; andererseits sehr klein gewéhlt,
war es wesentlich schwieriger, durch Summation der Stérungsreihe genaue Ap-
proximationen der gestorten Eigenenergien zu erhalten. Selbst bei Verwendung
der Technik der Padé-Approximation konnten nur fiir einen engen Bereich des
Parameters v akkurate gestorte Eigenenergien berechnet werden. Wie aus den
zu Beginn der Arbeit angestellten analytischen Betrachtungen zu erwarten war,
lag der Konvergenzbereich fiir fast alle untersuchten Eigenzusténde sehr Nahe bei

v = 1 oder umfafite diesen Wert, entsprechend einer eindeutigen Bevorzugung des
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neuen Born-Oppenheimer-Storungsschemas im Falle kleiner Potentialaufspaltun-
gen.

Ziel des Studiums des letzten Hamiltonoperators H., welcher mit anderen Me-
thoden bereits von Brems et al. [82] untersucht wurde, war es zu zeigen, dafl
es mittels nichtadiabatischer Stérungstheorie nicht nur moglich ist, sehr genau
Energieeigenwerte zu berechnen, sondern auch Lebensdauern, wie sie von der
nichtadiabatischen Kopplung an ein dissoziatives Kontinuum herriihren. Die Be-
rechnung der spektralen Konzentration im Kontinuum geschah mit der Stabili-
sierungsmethode in der Formulierung nach Mandelshtam et al. [150]. Es wur-
de gefunden, dafl dies iiber einen weiten Bereich von Kopplungsbedingungen
moglich ist, der sich vom adiabatischen bis weit in den diabatischen Grenzfall
hinein erstreckt. Die berechneten Linienbreiten fiir die energetisch niedrigstlie-
genden Resonanzen stimmten qualitativ mit den Breiten iiberein, die man aus
den Ergebnissen von Brems et al. [82] fiir die Imaginérteile der Energien der

Siegert-Resonanzen erwartet.
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Anhang A
Grundziige der Supersymmetrie

Die Supersymmetrie [163,164] hat eigentlich ihre Wurzeln in der Elementarteil-
chenphysik: Ende der Sechziger Jahre des 20. Jahrhunderts war bereits bekannt,
daB sich die verschiedenen Klassen der bekannten Elementarteilchen als irredu-
zible Darstellungen diverser Liegruppen deuten lassen. Es bestand die Hoffnung,
daf3 sowohl diese Symmetriegruppen, als auch die Poincarégruppe Untergrup-
pen einer noch grofleren Symmetriegruppe sein kénnten und dies in eine grofie
vereinheitlichte Theorie miinden konnte. Es wurden allerdings bald sogenannte
,No-go-Theoreme“ gefunden, die besagen, dafl die Poincarégruppe nur in einem
trivialen Sinne als Untergruppe einer grofleren Liegruppe auftreten kann, ndmlich
als abelscher Normalteiler. Als Ausweg wurde vorgeschlagen, statt Liealgebren
sogenannte graduierte Algebren zu verwenden, in denen die Kommutatorrelatio-
nen teilweise durch Antikommutatoren ersetzt sind. In der Physik wurde dieses
mathematische Konzept unter dem Namen Supersymmetrie (SUSY) bekannt.
Da die Quantenmechanik von Punktteilchen als eine Feldtheorie in Null Raumdi-
mensionen und einer Zeitdimension aufgefa3t werden kann, wurde die SUSY auch
in der gewohnlichen Quantenmechanik angewandt. Geschah dies zunéchst um In-
tuition fiir die Diskussion komplizierterer Feldtheorien zu erlangen [165,166], so
wurde doch schnell erkannt, dafi die Verwendung von SUSY-Methoden in der
Quantenmechanik fiir sich alleine sehr niitzlich ist. So lassen sich die Kigen-
funktionen und Energieeigenwerte des harmonischen und des Morse-Oszillators
oder des Coulomb-Problems, um nur einige zu nennen, sehr einfach mit SUSY-

Techniken bestimmen. Uberhaupt stellen die SUSY-Methoden eine Erweiterung
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des von Heisenberg entwickelten algebraischen Verfahrens zur Losung des har-
monischen Oszillatorproblems dar. Die SUSY systematisiert auch die Verfahren
von Schrodinger [167] bzw. von Infeld und Hull [168], in denen verschiedene Fak-
torisierungen zur algebraischen Losung der Schrodingergleichung durchgefiihrt

werden.

Ein eindimensionaler Hamiltonoperator H kann bis auf eine Konstante k als
Produkt eines Operators ) und seines hermitisch Adjungierten Q" geschrieben
werden,

d2
H.——+V(@)=Q"Q +k. (A1)

dx?

Die Operatoren @), Q" sind definiert als

@z@ﬂ@—%),

Qf = (W(x) + %) . (A.2)

Die Konstante £ ist gleich der Grundzustandsenergie des Hamiltonoperators
(A.1), k = Ey. Die Eigenfunktionen von H seien 1,. Das sogenannte Super-
potential W (z) ergibt sich als Losung der Riccatigleichung,

W2(x) —W'(z) = V(x) — k, (A.3)

aus dem Potential V' (z). Eine spezielle Losung dieser Gleichung kann durch die

Grundzustandswellenfunktion ausgedriickt werden,

W(2) =~ In(un(a)) (A4)

Durch Vertauschung der Reihenfolge des Erzeugungs- und des Vernichtungsope-
rators in Gleichung. (A.1), erhalten wir den SUSY-Partner H zu H,

. 2

H= _ +V(z) = QQ* + k. (A.5)

dx?

Alle Groflen, die sich auf das Partnerpotential beziehen, kennzeichnen wir durch
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einen ,A“-Akzent. Das SUSY-Partnerpotential V(m) ist dabei durch
W2(z) + W' (z) + k = V(z) (A.6)

bestimmt. Wie das Superpotential selbst, ist auch das Partnerpotential V(x)
nicht eindeutig durch Vorgabe von V(z) bestimmt, da die Gl. (A.3) eine Diffe-
rentialgleichung erster Ordnung ist und ihre Losungen somit noch von der Wahl
einer Integrationskonstante abhédngen. Spéter werden wir dem Fall, in dem V' (z)
eine symmetrische Funktion (V(—z) = V(z) ) ist, besondere Beachtung schen-
ken. Wahlen wir dann die spezielle Losung (A.4), so wird das Superpotential
W (x) eine antisymmetrische Funktion und das Partnerpotential V(m) ist wieder
symmetrisch. Daraus folgt auch, dal W (0) = 0. Wir werden noch oft von den

Verflechtungsrelationen

HQ™ = Q'H,
QH = HQ (A7)

der Partnerhamiltonoperatoren Gebrauch machen. Aufler fiir den Grundzustand
von H folgt aus diesen Gleichungen, daf} alle Zustdnde von H mit denen von H
entartet sind,

A

Epp1 = E,. (A.8)

Ferner gilt fiir die Wellenfunktionen

Cn—l—l V En+1 - kwn—‘rl = Q+¢n7

C\ By — ktby_y = Q. (A.9)

Die C,, sind dabei Konstanten mit |C'| = 1. Normalerweise werden diese zu 1
gewihlt (Condon-Shortley-Eichung). Wir werden im néchsten Kapitel jedoch eine

etwas abweichende Phasenkonvention verwenden.

Besonders interessant sind die Félle, in denen die Potentiale V' und V von der-
selben funktionalen Form sind. Durch wiederholte Anwendung der Gleichungen
(A.7) ist es dann moglich, sukzessive alle Eigenwerte und Eigenfunktionen von

H zu bestimmen. Das Paradebeispiel hierfiir liefert der harmonische Oszillator:
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Wiéhlen wir W(xz) = z und k = 0, so lauten die Potentiale V' = z* — 1 und
V = 22 + 1. Die Potentiale unterscheiden sich also nur um eine energetische
Verschiebung. Wéahrend fiir den Grundzustand Ey = 0 gilt, liegt also der erste
angeregte Zustand bei E; = 2. Faktorisieren wir den Hamiltonoperator H erneut
nach Gl. (A.1) mit W(z) = 2 und k = 2, kénnen wir zu diesem wiederum einen
Superpartner mit dem Potential V' (z) = x? + 3 konstruieren, dessen Grundzu-
stand bei E' = 4 liegt. Durch zweimalige Anwendung des Operators Q+ = % +x
erhalten wir den zweiten angeregten Eigenzustand des urspriinglichen Operators
H zum Eigenwert Ey = 4. Das Verfahren a8t sich fortsetzen und liefert so alle
Eigenwerte und -zustinde des harmonischen Oszillators. Die Operatoren Q™ und
@ stimmen in diesem Fall mit den schon von Heisenberg eingefiihrten Erzeugern
und Vernichtern iiberein. Wir werden des weiteren allerdings von der Selbstéhn-

lichkeit keinen Gebrauch machen, da sie nur fiir besondere Potentiale erfiillt ist.

Im néchsten Abschnitt werden wir eine Relation benutzen, die es uns erlaubt,
die logarithmische Ableitung einer Wellenfunktion durch die ihrer Partnerwellen-

funktion auszudriicken:

Sei 1 die Losung von

QTQ+ k)Y =Ey (A.10)

und 1& von

(QQ* + k) + 1 = E. (A.11)

Die Funktionen v bzw. zﬂ sind im allgemeinen fiir eine gegebene Energie F nicht
normierbar. Wir wollen im weiteren dies auch gar nicht voraussetzen, sondern be-
liebige Randbedingungen fiir die Wellenfunktion v zulassen. Die Partnerfunktion

¢ soll aber weiterhin wie in Gleichung (A.9) durch

1
vVE -k

aus 1 hervorgehen. Daraus folgt auch fiir die logarithmischen Ableitungen, daf
/ d . .
oy =~ (£0%0) [ar

_ <(WQ+—E+k) ¢)/<(W+%> 1/;) (A.13)

)= Q"4 (A.12)
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Dieser Ausdruck vereinfacht sich weiter, wenn das Superpotential an einer Stelle
xo verschwindet, W (xzy) = 0. Wie bereits erwéhnt, 148t sich dies immer erreichen.

Es gilt dann,

oder

Azo) = —i (;0’; | (A.15)

Die logarithmischen Ableitungen A der Partnerfunktionen am Punkt x sind also

praktisch invers zueinander.
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Anhang B

In der Matrix G auftretende

Konstanten

In diesem Abschnitt seien die in der Matrix G (Gleichung 2.128) auftretenden
Konstanten, die sich aus den Wellenfunktionen bzw. deren Ableitungen an der

Stelle x = 0 ergeben, zusammengefaft:

ey =5 3 3 cunfORL0) firj>i (B
k l
Cji = Cij-

(ajkl ist der total antisymmetrische Tensor vierter Stufe mit €1934 = 1.)

o 1 fQ(O) / /
by = +§f1(0) [f4(0)§)%{f3(0)} — R{f4(0)} f5(0)],
_ _lfl(o) / o /
b=~ 0] VORLO)} = RULO}A0)],
1 5,(0) , ,
b =+ 7] HORL0} = RO} 0],
by = — L8O ORA0)) — RO} £00)]. (B2)
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f3(0)f4(0) 1

f1(0)
_, 3(0)/4(0) N }fl( )

f2(0)

~ AO)A0), 1f4(0)
az = f3(0) §)%{104(0)} ( )
1f3( )

£1(0)£2(0) 1
L) WSO 5o

a; =+ L f2(0)

[f1(0)R{£3(0)} + R{f1(0)} f5(0)],

[F2O)R{f5(0)} + R{£1(0)} f(0)],

[F1OR{f5(0)} + R{£1(0)} f2(0)],

[F1O)R{f5(0)} + R{f1(0)} f(0)] . (B.3)

ay — —

D = det (R(RX")) =
R{SO)IR{S2(0)}£5(0).£4(0) + f1(0) f2(0)R{ f3(0) }R{ £1(0) } =
- —[fl( JR{S5(0)}f3(O)R{S1(0)} + R{S(0)} F2(0)R{f5(0)} f1(0)+
+f1( YRS (0)R{f5(0)}£2(0) + R{S1(0)}£2(0) f3(O)R{F1(0) } +
+3 cos4§[f1 IR{S5(0)} fa(O)R{f1(0)} + R{S(0)} £2(0)R{ f5(0)} f1(0)—
= HOR{F0)IR{£3(0)}/4(0) = R{f1(0)}f2(0) f5(0)R{£(0)}]  (B.4)
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Abkiirzungsverzeichnis

Im folgenden sind einige verwendete Abkiirzungen sowie mathematische Symbole tabel-
larisch zusammengefafit. Bei den mathematischen Ausdriicken ist dabei in Klammern
die Nummer des Kapitels angegeben, in welchem die entsprechende Groflie erstmals de-
finiert wird. Leider 148t es sich nicht immer vermeiden, einige Symbole mit mehreren
Bedeutungen zu belegen. Die entsprechenden Gréflen treten jedoch entweder nicht im
selben Unterkapitel auf oder sind durch angefiigte Indizes voneinander unterschieden.

A Magnetisches Vektorpotential (1)

An(x) Potenzreihe der maximalen Ordnung N (4.3)

A(z) Nichtadiabatische Kopplungsmatrix (1)

A Matrix im Wynnschen e-Algorithmus (4.3)

—

A A Anteil der nichtadiabatischen Kopplung (2.3.2)

a Vektor im Wynnschen e-Algorithmus (4.3)

AB Aharonov-Bohm

ADIA Adiabatisch

B Modifizierter homogener Term im Numerov-Cooley-
Algorithmus (4.2)

By, By Anteile der nichtadiabatischen Kopplung (2.3.2)

BH Born-Huang

BO Born-Oppenheimer

BW Brillouin-Wigner

C Anteil der nichtadiabatischen Kopplung (2.3.2)

C(z) Nichtadiabatische Diagonalkorrektur (1)

CLAS Klassisch

D Anteil der nichtadiabatischen Kopplung (2.3.2)

D Definitionsbereich (2.4)

DC Diagonalkorrektur (4.1)

DIA Diabatisch

E Energie (1)

el Elektronisch (1)

F Partialsumme der nichtadiabatischen Stérungsreihe (2.3.2)

F Integrale Fliche unter Lorentzkurve (4.4.6)

F(x) F(x) =in5d,(z) (2.3.3)

fx) AufBlerdiagonalelement des diabatischen Potentials im
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2-Niveausystem (2.1)

f(2) Stieltjesfunktion (4.3)

G Resolvente (2.3.1)

G Modeifizierter inhomogener Term im
Numerov-Cooley-Algorithmus (4.2)

G(z,2') Greensfunktion (2.3.1)

G Die selbstadjungierte Erweiterung von H charakterisierende
Matrix (2.4)

g Inhomogener Term in der Numerov-Cooley-Methode (4.2)

g(x) Diagonalelement des diabatischen Potentials im 2-Niveausystem (2.1)

H Hamiltonoperator (1)

H?2(R) Sobolevraum (2.4)

h Schrittweite (4.2)

k Energie des SUSY-Grundzustands (A)

k Wellenzahl (3.1)

L Lénge eines Intervalls auf der z-Achse (4.4.6)

My, k-tes spektrales Moment (2.5)

M Erweiterung des Definitionsbereiches D (2.4)

NA Nichtadiabatisch

N Defektraum (2.4)

|one) Fiir die Zerlegung der Storungsreihe verwendeter Zwischenzustand

P(x) Erzeugende Funktion der Transformation S(z) (2.1)

P(E) Spektrale Intensitét (2.5)

P(D) Projektor auf D (2.4)

Pr(x) Zéahlerpolynom der Ordnung L in der
Padé-Approximante (4.3)

D Impulsoperator (2.3.2)

p(z) Impuls (2.3.3)

Q Supersymmetrischer Absteigeoperator (A)

Qu(x) Nennerpolynom der Ordnung M in der
Padé-Approximante (4.3)

q Vektor im Wynnschen e-Algorithmus (4.3)

qc(z,2") Ansatzfunktion in der Greensfunktion (2.3.2)

R Reduzierte Resolvente (2.3.1)

R (1) Radialfunktion (3.2)

R Die Randbedingungen charakterisierende Matrix (2.4)

r Radialkoordinate (3.1)

re(x, z') Ansatzfunktion in der Greensfunktion (2.3.2)

RS Rayleigh-Schrodinger

S(z) Unitédre Transformation von der diabatischen auf die adiabatische
Basis (1)

S(E) Streumatrix (4.4.6)

|s) Ungestorter Zustand (2.3.2)
B Gestorter Zustand (2.3.2)
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Storungreihe

Storungstheorie

Kinetischer Energieoperator (1)

Von x unabhéngige unitidre Transformation (2.2)

Operator der Ankopplung an das elektromagnetische Feld (2.5)
Wechselwirkung der Elektronen und Kerne (1)

Unitdre Matrix (2.4)

BO-Potential (1)

Isometrischer Operator (2.4)

Geschwindigkeit (2.3.3)

SUSY-Potential (A)

Homogener Term in der Numerov-Cooley-Methode (4.2)
Diabatische Potentiale (4.4)

Vektor der diabatischen Koeffizienten (2.2)
Wenzel-Kramers-Brillouin

Vektor der langsamen oder Kernkoordinaten (1)

Modifizierte Wellenfunktion im Numerov-Cooley-Algorithmus (4.2)
Vektor der schnellen oder elektronischen Koordinaten (1)
Komplexe nichtadiabatische Kopplung (3.2)

Komplexer Impulsoperator p; + ip2 (3.2)
Kopplungskonstante (4.4.1)

Pseudospineigenfunktion (1,0)7 (2.1)
Pseudospineigenfunktion (0,1)7 (2.1)

Halber Imaginérteil der Eigenenergien von Siegert-Zusténden (4.4.6)
Breite der Lorentzfunktionen d,(z) (2.1)

Wertebereich (2.4)

Diracsche Deltafunktion

Steuphase (4.4.6)

Lorentzfunktion mit Halbwertsbreite

Potentialaufspaltung am Durchschneidungspunkt (2.1)
Variable mit Wertebereich {a, 5} (2.1)

Storparameter (2.1)

Heavisidesche Thetafunktion

Logarithmische Ableitung der Wellenfunktion (x) bei x = 0 (2.2)
Verschiebung der Potentialflichen (2.1)

Reduzierte Masse (4.1)

Parameter, der die Aufteilung der nichtadiabatischen Stérung
bestimmt (4.1)

Renormierter Storparameter

Zustandsdichte (2.3.3)

Paulimatrix (2.1)

Vektor der Matrixelemente von T (2.5)

Winkelfunktion (3.2)

Winkelkoordinate (3.1)
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A-Akzent
—-Akzent
—-Akzent

—-Akzent

Elektronische Wellenfunktion (1)

Basis von N (2.4)

Gesamte Wellenfunktion (1)

Kernwellenfunktion oder Wellenfunktion eines langsamen
Freiheitsgrades (1)

Kreisfrequenz

w=mnm/4(2.4)

Padé-Approximante mit Zéhler- bzw. Nennerpolynom der Ordnung
L bzw. M (4.3)

O bezeichnet den Superpartner des Operators O (A)
(=01 (21)

O bezeichnet eine durch Diskretisierung erhaltene Néaherung
fiir O (2.2)

O = r1/20r~1/2 (3.2)
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