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Kapitel 1

Einleitung

Ein sich durch einen klassisch erlaubten Bereich bewegendes Teilchen kann von einem
Potenzial reflektiert werden, ohne einen klassischen Wendepunkt zu erreichen. Ei-
ne solche ” Quantenreflexion” wird beispielsweise vom langreichweitigen Anteil einer
Atom-Oberfliche-Wechselwirkung hervorgerufen. Thre Auswirkung kann betréchtlich
sein, da sie die Wahrscheinlichkeit fiir das Teilchen herabsetzt, nahe genug an die
Oberfliche heranzukommen und dort mit den kurzreichweitigen Kriften wechsel-
zuwirken. Untersuchungen zu inelastischen Streuungen, Oberflichenadsorptionen
("sticking”) und dgl. sollten daher eine Quantenreflexion ins Kalkiil ziehen. Sie
darf insbesondere fiir geringe Energien des Teilchens bei Potenzialschwénzen nicht
aufler acht gelassen werden, die asymptotisch stiirker als 1/r? verschwinden. Fiir
Teilchen mit gegen Null gehender Energie steigt die Wahrscheinlichkeit fiir das Teil-
chen, an diesem Potenzialschwanz reflektiert zu werden, nimlich gegen eins. Gerade
bei Untersuchungen mit ultrakalten Teilchen sind Quantenreflexionen nahezu allge-
genwartig.

Versuche zur Messung der Quantenreflexion haben in den letzten Jahren stei-
gendes Interesse gefunden, angespornt auch vom mittlerweile gesammelten experi-
mentellen Know-How im Umgang mit ultrakalten Atomquellen. Als Beispiel muss
hier nur auf die zur Zeit intensive Erforschung der Bose-Einstein-Kondensation ver-
wiesen werden. (Quantenreflexion tritt nidmlich besonders deutlich erst bei tiefen
Temperaturen in Erscheinung. Begonnen wurde mit der Untersuchung der Quanten-
reflexion von Helium- und Wasserstoffatomen an der Oberfliche von superfliissigem
Helium [Nayak, 1983], [Berkhout, 1989], [Doyle, 1991] und [Yu, 1993]. Shimizu erwei-
terte diese Untersuchungen, indem er in den Nanokelvin-Bereich abgekiihlte Atome
an festen Oberflichen reflektierte [Shimizu, 2001]. Seine MeBergebnisse sollen den
Retardierungseffekt bei van der Waals Potenzialen bestitigen. In einer jiingeren
Veréffentlichung [Shimizu, 2002] nutzt Shimizu Eigenschaften der Quantenreflexion
zur Herstellung eines reflexionsselektiven Bauelementes. Dabei &zt er eine Informa-
tion in ein holografisches Oberflichengitter und modelliert so die Ladungsdichte an
der Oberfliche des reflektierenden Bauteils. Da die Quantenreflexion kritisch von
der Ladungsdichte abhéngt, bildet die Intensitdt der reflektierten Atomstrahlen die
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Information ab.

Das van der Waals Potenzial beschreibt die elektrostatische Wechselwirkung zwei-
er polarisierbarer Atome bzw. die eines polarisierbaren Atoms mit einer leitenden
oder dielektrischen Oberfliche. Die Atom-Oberfiche-Wechselwirkung ist bei kurz-
en Abstinden proportional zu —1/r3 [Vidali, 1991]. Bei grofieren Abstéiinden ist der
durch die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit des elektromagnetischen Feldes her-
vorgerufene Retardierungseffekt nicht mehr vernachlissigbar. Wie von Casimir und
Polder in [Casimir, 1948] diskutiert, wird das Potenzial bei diesen Abstéinden pro-
portional zu —1/r*. Dieses retardierte Potenzial ist im iibrigen eine Manifestation
der durch Nullpunktsschwankungen des quantisierten elektromagnetischen Feldes in-
duzierten Krifte, der sogenannte Casimir Effekt. Einen aktuellen und detaillierten
Uberblick zum theoretischen Unterbau und zum Stand der Technik der experimen-
tellen Untersuchungen des Casimir Effektes liefern Bordag et al. in einer kiirzlich
erschienenen Veroffentlichung [Bordag, 2001]. Einige Veroffentlichungen untersuchen
das retardierte van der Waals Potenzial (Casimir van der Waals Potenzial) auch
zusammen mit einem kurzreichweitigen abstofienden Potenzialanteil [Coté, 1997b],
[Marani, 2000]. Der abstolende Anteil wird durch das Prinzip des Atomspiegels er-
zeugt, bei dem ein Laserstrahl innerhalb eines Prismas totalreflektiert wird. Das dabei
auferhalb des Prismas entstehende rdumlich stark geddmpfte elektrische Feld bildet
zusammen mit dem attraktiven Potenzialanteil eine Potenzialbarriere. Die Energie-
abhéngigkeit der Reflexionswahrscheinlichkeit ist bei solchen gemischten Potenzialen
nahezu eine Sprungfunktion, wie sie auch klassisch vorgesagt wird. Quanteneffekte
flachen den Sprung lediglich etwas ab.

Quantenreflexion ist in den Bereichen zu erwarten, in denen WKB-
Wellenfunktionen nicht als Ndherungslésungen fiir die Schrédingergleichung herange-
zogen werden diirfen. In den Bereichen, in denen sie als Ndherungslésungen anwend-
bar sind, wird nicht reflektiert. WKB-Wellenfunktionen sind némlich fluflerhaltend
und unidirektionale Naherungslosungen der Schrodingergleichung. Folglich sollten
vorallem die Bereiche niher untersucht werden, in denen ihre Giiltigkeit versagt. Der
Abschnitt 1.1 stellt daher kurz die WKB-Wellenfunktionen als Nidherungslosungen
der Schriodingergleichung und die Bedingungen fiir ihre Anwendbarkeit vor. Da alle
in dieser Arbeit entwickelten analytischen Ndherungen der Reflexionswahrscheinlich-
keit mit Hilfe numerischer Verfahren verifiziert werden, erldutert der Abschnitt 1.2
das zugehorige mathematische Berechnungsverfahren, das dem angewandten Compu-
teralgorithmus zugrundeliegt. Die Abschnitte 1.3 und 1.4 besprechen einige aus der
Literatur bekannte N&herungsmethoden zum Abschitzen der Reflexionswahrschein-
lichkeit im Schwellenbereich und fiir hohe Energien. Einen kurzen Uberblick iiber Ca-
simir van der Waals Potenziale und ihren Ursprung gibt Abschnitt 1.5. Mit den vorge-
stellten Niherungsmethoden werden nach Kenntnis des Autors erstmals im Abschnitt
2.2 das hochenergetische Reflektivititsverhalten von homogenen Potenzialschwinzen
und im Abschnitt 3.1 das nieder- und das hochenergetische Verhalten von Casimir
van der Waals Potenzialschwéinzen analytisch berechnet (siehe auch [Friedrich, 2002]).
Diese Berechnung beriicksichtigt auch die Abhéngigkeit von der zugrundeliegenden
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Form des attraktiven Gesamtpotenzials. Hierzu wird das Gesamtpotenzial mit drei
unterschiedlichen Formfunktionen modelliert (siche Abschnitt 3.1.2). Die Abschnitte
2.3 und 3.1.7 vergleichen die erhaltenen analytischen mit numerischen Ergebnissen.
Genauere Untersuchungen der Badlandsfunktion im Abschnitt 3.1.3 zeigen deren Be-
deutung bei der Abschitzung des ungefidhren Reflektivitdtsverhalten. Die Abschnitte
3.1.6 und 3.1.8 fiihren die Ergebnisse der vorhergehenden Abschnitte zum Casimir
van der Waals Potenzials zusammen und geben Methoden an, aus Mefidaten zur
Reflektivitdt moglichst schnell und einfach Abschitzungen iiber Potenzialparame-
ter zu erhalten. Die Vorziige der hier entwickelten Verfahren insbesondere auch
zum Nachweis des Retardierungseffektes illustriert Abschnitt 3.1.9 anhand der in
[Shimizu, 2001] angegebenen MeBergebnisse. Der Abschnitt 3.2 verallgemeinert die
gewonnenen Erkenntnisse auf weitere inhomogene Potenziale, die Summe zweier oder
mehrerer homogener Potenzialanteile oder der Kehrwert solcher Summen sind. Wie
der Potenzialverlauf moglicherweise direkt durch Messung der Reflexionswahrschein-
lichkeit eines reflektierten Teilchens mittels Variation von dessen Energie abgetastet
werden kann, beschreibt schliellich das Kapitel 4.

In der gesamten Arbeit wird immer nur der attraktive Potenzialschwanz des Ge-
samtpotenzials betrachtet, an dem eine Reflexion klassisch gesehen verboten ist. Et-
waige kurzreichweitige, abstolende Potenzialanteile werden vernachlissigt. Gerecht-
fertigt ist das mit der Beobachtung, dass eine Quantenreflexion bei realistischen Mes-
sungen weit auflerhalb dieser abstoflenden Anteile auftritt. Auflerdem konzentrieren
sich die Untersuchungen in dieser Arbeit lediglich auf die Reflexionswahrscheinlich-
keit, die Phaseninformation der Reflexionsamplitude bleibt unbeachtet.

1.1 Die WKB-Naherung

Die eindeutige Bestimmung der Reflektivitdt |R| eines Potenzialabschnitts setzt vor-
aus, dass in dem Potenzialabschnitt wenigstens ein abgegrenzter Bereich definiert wer-
den kann, innerhalb dem alle Reflexion stattfindet. Dies ist dquivalent zur Forderung,
dass beidseits ausserhalb dieses Bereiches die Losungen der Schrodingergleichung un-
idirektionale Wellenfunktionen sind. Fiir eine von rechts einfallende Welle kann also
rechts neben dem abgegrenzten Bereich die Wellenfunktion als

Y (r) =~ exp (—ikr) + Rexp (ikr) (1.1)
und links davon als
Y (r) = Texp (—ikr) (1.2)
darstellbar sein. Die Regionen, in denen diese Formeln gelten, kénnen auch erst
asymptotisch erreicht werden. d.h. fiir » — 0 bzw. fiir r — oo.
Die WKB-Wellenfunktionen'! sind flusserhaltend und stellen solche unidirektio-
nalen Losungen dar. Damit ldsst sich der abgegrenzte Bereich mit Hilfe von Bedin-

!Benannt nach WENTZEL, KRAMERS und BRILLOUIN, die 1926 Arbeiten zu dieser Thematik
publizierten.
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gungen fiir die Anwendbarkeit der WKB-Wellenfunktionen als N#dherungslosungen
der Schrodingergleichungen abschéitzen. Wo die WKB-Funktionen gute Niaherungen
sind, diirften Reflexionen zu vernachléssigen sein. Wo die WKB-N&herungen ver-
sagen, konnten jedenfalls Reflexionen auftreten. Uber die Frage, wo genau und in
welchem Mafle Reflexionen im letzteren Bereich stattfinden, kann jedoch keine ge-
naue Aussage getroffen werden. Der Bereich, in dem WKB-Niherungen schlecht
sind, stellt aber zumindest eine obere Schranke fiir den Reflexionsbereich dar (selbst-
verstindlich kann der Reflexionsbereich auch kleiner sein). Es lohnt sich also, die
Bedingungen fiir die Anwendbarkeit der WKB-Nédherung ndher zu untersuchen. In
der Literatur trifft man immer wieder zwei unterschiedliche Bedingungen an. Thre Ab-
leitungen und Vorhersagestirken sind nachfolgend kurz erldutert. Hierfiir werden die
WKB-Né&herungen nach einer bestimmten Methode entwickelt, wie sie beispielsweise
in [Landau, 1979] beschrieben ist. Es sind zahlreiche weitere Ableitungen publiziert,
nur ausschnittsweise wird auf [Friedrich, 1998] und [Berry, 1972] verwiesen.

Die zeitunabhéngige Schrodingergleichung fiir die eindimensionale Bewegung eines
Teilchens mit der Energie £ und Masse? M im Potenzial V (1),

n d*p(r)
“onf gz TV v (r)=E¢(r), (1.3)
148t sich mit dem klassischen Impuls des Teilchens am Ort 7,
p(r) =2M (E -V (r)), (1.4)

auch in folgender Form ausdriicken:
@y (r) ()’
dr? h?

Ein Ansatz zum Herleiten der WKB-Wellenfunktion besteht darin, die Lésungen von
(1.5) als Funktion von

W (r) = 0. (1.5)

1
6() =exp |20 (16)
zu schreiben. Einsetzen dieser Funktion in die Schrédingergleichung (1.5) liefert:
dg(r)\* dg*(r) _
—ih = . 1.7
() a2 20 (1.7

Die WKB-Funktionen sollen nach Voraussetzung quasi-klassische Eigenschaften ha-
ben. Deshalb wird g (r) in eine Potenzreihe in & entwickelt und anschliefend werden
nur niedrige Ordnungen von & beriicksichtigt:

10 =a )+ T )+ (F) w4 (18)

2In der gesamten Arbeit bezeichnet M die reduzierte Masse.
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Einsetzen dieser Entwicklung in (1.7) und Ordnen der Terme nach gleichen Potenzen
von £ liefert fiir die nullte Ordnung von h:

(%) =5, (19)

d.h. )
g (1) = i/ p(r')dr'. (1.10)

Ein Vergleich von (1.9) mit Gleichung (1.7) legt nahe, dass die Ndherung (1.10)
solange gut ist, solange der zweite Term klein gegeniiber dem ersten Term auf der
linken Seite des Gleichheitszeichen ist, d.h. 7 |g” (r) /¢’ (7")2‘ < 1. Diese Bedingung
fiir die Anwendbarkeit von WKB-Funktionen als Losungen der Schrodingergleichung
(1.5) lautet mit dem klassischen Impuls p (r) wegen ¢’ (r) =~ g (r) = p (r) auch:

,f;((:)) u (1%)‘ <1 (111)

Die Bedingung B; (1) < 1 bietet in vielen Féllen einen ersten Anhaltspunkt fiir die
Anwendbarkeit der WKB-Losungen, im allgemeinen ist sie jedoch weder hinreichend
noch notwendig. Dass sie allgemein nicht notwendig ist, kann leicht am Beispiel des
1/r*-Potenzials verdeutlicht werden. Bei der Energie Null sind die WKB-Funktionen
erster Ordnung fiir alle r exakte Losungen der Schrédingergleichung. Die linke Seite
der Gleichung (1.11) ist allerdings proportional zu r und wichst fiir r — oo selbst
gegen Unendlich. Dass sie allgemein auch nicht hinreichend ist, siecht man am Beispiel
eines Teilchens mit mittlerer kinetischer Energie in einem Potenzial mit schnellen und
schwachen Oszillationen, wie einem Potenzial mit der lokalen de Broglie Wellenlidnge
i/p(r) = 1+ sin(gr)/¢*?. In einem solchen Potenzial ist WKB nirgendwo eine
gute Néherung. Jedoch ist die linke Seite von (1.11) hier |cos (¢r)| /\/q und wird fiir
g — oo beliebig klein.

Grundsitzlich erwartet man nach (1.11) quantenmechanische Reflexionen in Po-
tenzialbereichen, in denen das lokale Potenzial V (r) auf einer Lingenskala der lo-
kalen de Broglie Wellenldnge 7/p (r) stark variiert. Umgekehrt sollten sich in Po-
tenzialbereichen mit rdumlich langsam variierendem Potenzial keine nennenswerten
quantenmechanischen Effekte bemerkbar machen. In diesen Bereichen dominiert das
klassische Verhalten des Teilchens.

Die Beriicksichtigung der ersten Ordnung von £ der in (1.7) eingesetzten Entwick-
lung (1.8) ergibt gg (r) g5 (r) + g4 (r) /2 = 0. Daraus folgt mit g;, (r) = p (r):

Bl (T’) =

9 (r) = —g)((?), (1.12)
bzw. .
g1 (r)=—=Inp(r). (1.13)
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Die Giiltigkeit der Entwicklung bis zur Ordnung % kann diesmal abgeschétzt werden,
indem verlangt wird, dass die niichste Ordnung A? bereits klein gegeniiber der Ord-
nung A ist. Hierzu sei am Rande bemerkt, dass bei dieser asymptotischen Entwicklung
das Mitnehmen hoherer Ordnungen auch zu einer Verschlechterung der Nidherung
fiithren kann. Die Glieder der Ordnung A% ergeben

o (r) 05 (1) + 5 (gL () + 591 (r) = (114
bzw. mit g (r) = p (r) und Gleichung (1.13)

pon L P(r) 3p%(r)
20 =) "85 ()

Einsetzen der Entwicklung (1.8) mit den Gliedern (1.10) und (1.13) bis zur Ordnung
i in (1.6) gibt die WKB-Wellenfunktion erster Ordnung,

Y (r) = gl(r) exp <% /Tp(r') dr') + 52(7“) exp <—% /rp(r’) dr') . (1.16)

Sie 148t sich allgemein als Superposition einer einlaufenden und einer auslaufenden
Welle mit einem Phasenfaktor schreiben [Friedrich, 1998]

W (r) o exp (—% / : (") dr’) e exp (% / :p(r') dw) o

Bei Reflexion oberhalb eines Potenzialschwanzes existiert in der Regel kein klassi-
scher Umkehrpunkt und somit auch kein ”natiirlicher” Bezugspunkt als Startpunkt
ry fiir die Integration in der WKB-Funktion. Dadurch ist die Phase nicht eindeutig
definiert, sondern von einem willkiirlich gewédhlten Referenzpunkt abhiingig. Sind
die WKB-Funktionen fiir » bis ins Unendliche gute Ndherungen und geht das Po-
tenzial asymptotisch gegen eine konstante Funktion, so wird i.a. die Phase nicht
durch Angabe eines Bezugspunktes, sondern durch Vergleich mit der freien Welle
cos (kr) bzw. exp (ikr) festgelegt. Diese ist ihrerseits von der Wahl des Koordinaten-
Nullpunktes abhéngig, der jedoch bei eindimensionalen Problemen mit am Ursprung
singuléren Potenzialen eindeutig definiert ist. Grundsétzlich bewirkt jede Verschie-
bung des Koordinatenbezugspunktes eine Multiplikation der beiden Terme mit einem
Phasenfaktor.
Im klassisch erlaubten Bereich V (r) < E' lautet die reelle WKB-Funktion auch

_ g) . (1.18)

. (1.15)

W (r) = cos (i ‘ﬁ / j p (') dr’

Im klassisch verbotenen Bereich V' (r) > E lautet sie entsprechend

) . (1.19)

o= g (el [




1.2 Numerische Berechnung von Reflektivitéiten

Durch zweifaches Ableiten der WKB-Wellenfunktion sieht man [Friedrich, 1998],
[Maitra, 1996], dass sie folgende Gleichung erfiillt:

" p*(r) p'(r)  3p?(r) _
V' (r) + 72 v (r) + <2p ") 15200 ) Y (r) =0. (1.20)

Sie entspricht der zeitunabhéngigen Schrodingergleichung mit einem Zusatzpotenzial

_ h2 p// (7’) 3p/2 (7,)
‘/;usatz (T) - _2M <2p (T) - Zp2 (’I")) . (121)

Eine daraus ableitbare Bedingung fiir die Anwendbarkeit der WKB-Lé&sungen ist also,
dass [Vzusatz (7)< p” (r) /1?, d.h.

<1 (1.22)

Diese Bedingung B (r) < 1 entspricht im iibrigen der weiter oben abgeleiteten Be-
dingung, dass der Term (1.15) der Ordnung %? klein gegeniiber dem Term (1.12) der
Ordnung £ ist.

Der Bereich, in dem (1.22) oder (1.11) nicht erfiillt ist, wird in der Literatur
auch hiufig "Badlands” genannt [Coté, 1997a]. Demgegeniiber nennt man den Be-
reich, in dem (1.22) gilt, den WKB-Bereich. Die iiber (1.22) definierte Funktion
wird nachfolgend einfach als Badlandsfunktion B (r) bezeichnet, die Funktion gemif
(1.11) als reduzierte Badlandsfunktion Bj (r). B (r) unterscheidet sich von Bj (r)
im wesentlichen durch den Zusatzterm p”/2p®. Fiir die Badlandsfunktion B (r) gilt
beispielsweise B (1) = 0 fiir konstante Potenziale bei beliebiger Energie und auch fiir
das bereits genannte Potenzial V (r) = —C,/r* bei der Energie Null, bei der WKB
ja fiir alle r eine gute Niherung ist. Fiir das oben diskutierte Potenzial mit der de
Broglie Wellenliinge i/p (r) = 1+sin (qr) /¢*? fiihrt der Zusatzterm p”/2p® zu einem
Beitrag proportional zu ,/gsin (¢r), der fiir ¢ — oo auch gegen Unendlich wéchst.
Aus diesen beiden Beispielen wird bereits ersichtlich, dass die Badlandsfunktion B (r)
bei einer grofleren Klasse von Potenzialen eine vorhersagekréftigere Bedingung fiir die
Anwendbarkeit von WKB zu sein scheint.

1.2 Numerische Berechnung von Reflektivititen

Dieser Abschnitt erldutert eine spezielle Berechnungsmethode fiir die numerische
Bestimmung der Reflektivitidt eines attraktiven Potenzialschwanzes, wie sie in
[Coté, 1997a] und [Coté, 1997b| beschrieben ist. Voraussetzung fiir den Potenzial-
schwanz ist einerseits, dass er fiir r — oo gegen Null geht. Asymptotisch ist die
Welle dann in dem dufleren WKB-Bereich eine freie ein- und auslaufende Welle

Virei (1) =7 Cy _exp (£ikr) (1.23)
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mit der asymptotischen Energie £ = V2M E/h. Andererseits wird verlangt, dass
es zusédtzlich einen inneren WKB-Bereich gibt, der vom dufleren durch die Badlands
getrennt ist. Fiir attraktive Potenzschwiinze, deren asymptotisches Verhalten fiir
r — 0 in fithrender Ordnung durch einen homogenen —1/r*-Potenzialterm mit einer
Potenz o > 2 gendhert werden kann, gibt es beispielsweise nahe dem Ursprung einen
solchen inneren WKB-Bereich. Dies macht man sich leicht mit Hilfe der reduzierten
Badlandsfunktion (1.11) klar, mit der abgeschétzt wird, dass fiir homogene Potenziale

h2 (ﬁa)a—Q
= 1.24
Va(r) = =522 (1:24)
bei der Energie Null
r a/2-1 9
— — 1.25
(5) <2 (125

gelten muss. Diese Bedingung ist fiir geniigend kleine r erfiillt, solange o > 2.
Fiir endliche Energien h%*k?/(2M) hat die Badlandsfunktion (1.11) ein Maximum
bei (Ba/7)* =2 (a4 1) (kBa)? / (o — 2) und sinkt monoton mit fallenden (und auch
steigenden) Werten von r/f,.

Eine von Unendlich (dulerer WKB-Bereich) in Richtung Ursprung einlaufende
freie Welle bewegt sich also durch die Badlands, in denen sie eine Quantenreflexion
erfihrt, und endet im inneren WKB-Bereich als eine in Richtung Ursprung laufende
unidirektionale WKB-Welle. Im Prinzip 148t sich die Reflexionswahrscheinlichkeit
iiber das Verhéltnis der beiden in Richtung Ursprung laufenden Wellen, der frei-
en Welle im dufleren WKB-Bereich und der WKB-Welle im inneren WKB-Bereich,
bestimmen?. Aufgrund des Reziprozititsprinzips? ist diese Reflexionswahrscheinlich-
keit gleich der des umgekehrten Falles, bei dem eine vom inneren in den #dufleren
WKB-Bereich laufende Welle betrachtet wird. Fiir diesen Fall 148t sich im inneren
WKB-Bereich die nach Unendlich und die reflektierte zuriick zum Ursprung laufende
WKB-Welle wie folgt ansetzen:

wwio )= e (5 [ 0B @) + Ruwess (< [T o) )]
(1.26)

wobei 7, ein beliebiger Anpassungspunkt innerhalb des inneren WKB-Bereichs ist.
Dementsprechend ist r ein noch naher am Ursprung gelegener Ort. In den Badlands
muss die Schrédingergleichung numerisch mit der Anfangsbedingung gel6st werden,

3Die obere Grenze des inneren WKB-Bereichs liegt fiir realistische Werte der Potenzialstéirken
der hier ndher zu betrachtenden Casimir van der Waals Potenziale bei einigen zehn bis hundert
Bohr’schen Radien. Bei solchen Abstéinden sollten oberflichennahe Effekte, wie Reflexion an absto-
Benden Potenzialanteilen, Adsorptionen, etc. vernachlissigbar sein. Die Amplitude der von auflen
in den inneren WKB-Bereich einlaufenden Welle wird damit rein durch eine Quantenreflexion am
attraktiven Potenzialschwanz geschwécht.

“Die Giiltigkeit dieser Beziehung fiir ein Stufenpotenzial ist beispielsweise in [C6té, 1997b] ge-
zeigt.
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dass ihre Losung 9 (r) fiir r — oo (fiir ein ausreichend grofles r, bei dem das Po-
tenzial bereits vernachléssigt werden kann) eine freie Welle der Form (1.23) ist. Die
Konstante C, fiir die auslaufende freie Welle kann auf den Wert eins gesetzt wer-
den, da sie bei der Anpassung der logarithmischen Ableitung von numerisch geloster
Wellenfunktion und WKB-Funktion am Anpassungspunkt r,, herausfillt. Ein Ver-
gleich der WKB-Funktion (1.26) mit einer Uberlagerung von aus- und einlaufender
Welle exp (ik'r) + Rexp (—ik'r) im inneren WKB-Bereich liefert folgende Beziehung
zwischen der WKB-Reflexionsamplitude Ry xp und der Reflexionsamplitude R:

Rwikp = Rexp[in ()] (1.27)
mit

n (1) = 2lim (1/ p(r')dr' — k'r) : (1.28)
r—0 h r

Die Reflexionsamplitude R unterscheidet sich damit von Ry xp um eine Phase 7,
die die Tatsache beriicksichtigt, dass der Anpassungspunkt 7, nicht am Ursprung
liegt und der lokale Impuls p sich bei endlichem 7 von seinem asymptotischen Wert
hk' unterscheidet. Gleichsetzen der logarithmischen Ableitungen der WKB-Funktion
(1.26) und der numerisch berechneten Losung der Schrédingergleichung v (r) am
Anpassungspunkt ergibt

Y'(m) _ 4 P'(rm)
R — P(rm) hp (Tm) + 2p(rm ) (1 29)
WKB ) + i ( )+ p(rm) ° .
Prm) T RPN T 2p(r)

Da bei 7, im WKB-Bereich die reduzierte Badlandsfunktion (1.11) verschwinden
sollte, ist jeweils der letzte Term im Z#hler und Nenner von (1.29) klein gegeniiber
dem vorletzten Term p (r,,) /h. Der Ausdruck (1.29) vereinfacht sich damit zu

wl("'m) 7
rm) 74 (rm)
RWKB = - Z'((Tm)) i . (130)

P(rm) + %p (Tm)

Diesen vereinfachten Ausdruck erhilt man auch, indem die numerisch geloste
Wellenfunktion an die Uberlagerung einer auslaufenden und reflektierten Welle
exp [ip (rm) (r — ) /Bl + Rwks exp [—ip (1) (r — 7m) /B] mit einer Wellenzahl an-
gepaflt wird, die dem lokalen klassischen Impuls bei r,, entspricht.

In der gesamten Arbeit wird lediglich der Betrag der Reflexionsamplitude betrach-
tet, also

|R| = [Rwks|- (1.31)

Diesen Betrag bezeichnen wir als Reflektivitét; in der Literatur wird das Quadrat der
Reflektivitat als Reflexionswahrscheinlichkeit bezeichnet.
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Abbildung 1.1: Schematisch dargestellte Reflexion und Transmission einer einlaufenden freien
Welle im Badlandsbereich an einem attraktiven Potenzialschwanz.

1.3 N&aherungsmethode fiir das Schwellenverhal-
ten der Quantenreflexion

Wie in [Eltschka, 2000] dargelegt, 148t sich das Schwellenverhalten (k — 0) der Re-
flexion aus den Wellenfunktionen fiir £ = 0 ableiten. Unter der ersten Annahme,
dass die Losungen der schwellennahen (fiir nichtverschwindende Energien E > 0)
Schrodingergleichung glatt von der Energie abhéngen, unterscheiden sie sich von de-
nen der Schrédingergleichung an der Schwelle (bei Energie Null) nur durch einen
Summanden der Ordnung O (E) = O (k?). Betrachtet man lediglich Losungen der
schwellennahen Schrédingergleichung unterhalb dieser Ordnung, so sind die Lésungen
bei Energie Null gleichzeitig auch Losungen bei der Energie E. Wird zweitens ange-
nommen, dass das Potenzial asymptotisch fiir 7 — oo verschwindet®, dann sind die
Losungen der Schrodingergleichung bei Energie Null, d.h. d*¢ (r)g_q .o /dr® = 0,
dort proportional zu c;r + ¢y mit beliebigen Konstanten cj;. Fiir den gesamten
Potenzialbereich miissen also zwei Linearkombinationen ¢y g—o und %, g—¢ aus den
Losungen der Schrédingergleichung bei Energie Null ermittelt werden, die sich asymp-
totisch wie 9 g—o "1 und P1,E=0 " r verhalten. Als Ansatz fiir eine schwellen-
nahe Losung wird dann eine Linearkombination dieser beiden Lésungen v p—¢ und
Y1, g0 zur Energie Null bis zur Ordnung &2,

U (r)g_o ~ Yo,m=0 (r) + ik g (r) + O (K?), (1.32)

5 Allgemein kann von einem Schwellenverhalten nur dann gesprochen werden, wenn die Schwelle
selbst als wohldefinierte Energie festgelegt werden kann. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn
das Potenzial asymptotisch verschwindet.
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gebildet. Wegen der asymptotischen Verhalten von vy g—o und 9, g—¢ ist diese eben-
falls bis zur Ordnung k? asymptotisch nicht unterscheidbar von einer nach rechts
laufenden Welle

(Mo~ 1+ikr = exp (ikr) + O (k?) (1.33)

Drittens wird angenommen, dass bei Energie Null fiir » < r,,, ein innerer WKB-
Bereich existiert. Dies ist beispielsweise bei homogenen Potenzialen der Fall, die
asymptotisch fiir r — 0 stéiirker als —1/r? abfallen (siehe auch Abschnitt 1.2). Die
beiden Linearkombinationen fiir Energie Null, ¢y g—¢ und %; g—¢, im inneren WKB-
Bereich lassen sich dann durch die WKB-Wellenfunktionen

D [1 [ oo |
WKB r<rm 0 ) 1] 0
PR cos | — r)dr — — 1.34
o R |1 [ mar = (134
und D [1 [ o1 |
WKB r<rm 1 ! ! 1
g~ Cos | — r)dr — — 1.35
0 s [ [ o) = G (1.35)

ndhern, wobei py () der lokale klassische Impuls bei Energie Null ist. Die Aufgabe
besteht nun darin, die Phasenkoeffizienten ¢ ; und die Normierungskonstanten Dy i,
die eine Aussage iliber die Reflektivitit liefern, so zu wéhlen, dass im inneren WKB-
Bereich r < r,;,, die Linearkombination dieser WKB-N&herungen

250 (r) "7 iR (r) + kiR (r) + O (K) (1.36)

mit der Linearkombination (1.32) {ibereinstimmt.
Die Reflektivitéit bestimmt sich dann geméfl [Eltschka, 2000] zu

k—0

IR *2%1 — 2bk, (1.37)

wobei k die Wellenzahl ist, die die asymptotische Energie definiert, und b ein
Léngenparameter, der mit den ermittelten Phasenkoeffizienten ¢ ; und Normierungs-

konstanten Dy ; gleich
D _
b= —"sin <¢° 5 ¢1> (1.38)

ist. Wie in [Eltschka, 2000] néher erldutert, wurde er bei der Umformung der Line-
arkombination (1.36) in

r<r 1 1 [~ .
o (1) T cos [— / po (') dr' — % +ikb+ O (k2) (1.39)
Do (T) h r 2

eingefithrt. Der Langenparameter ist ein ”Schwanzparameter”, der lediglich vom
Potenzial auflerhalb des inneren WKB-Bereichs abhéngt. Im iibrigen bestimmt er
auch die Quantisierungsregel n (E) nahe der Schwelle und die Zustandsdichte p (E) =
dn/dE knapp unterhalb der Schwelle [Eltschka, 2000].
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Moritz hat mit Hilfe numerischer Rechnungen in [Moritz, 2001] gezeigt, dass eine
Ersetzung der linearen Form (1.37) durch eine entsprechende Exponenzialform

IR| "2° exp (—2bk) (1.40)

das Verhalten der Reflektivitit in zahlreichen Fillen, einschlieflich homogener Po-
tenzialschwinze, in néchster Ordnung wiedergibt. So liefert eine Entwicklung der
Funktion (1.40) fiir kleine Energien, d.h. kleine &, ja gerade die Funktion (1.37).

1.4 Néiherungsmethoden fiir das Hochenergiever-
halten der Quantenreflexion

Im semiklassischen Limes, der fiir viele Potenziale bei hohen Energien erreicht wird,
verschwinden die Reflexionsamplituden. Die Energieabhingigkeit der Reflexionsam-
plitude hingt dann von Details des Potenzials ab. Es gibt keine universell giiltige
Formel, wie (1.37) und (1.40) fiir das Schwellenverhalten. Falls eine der Ableitun-
gen des Potenzials unstetig ist, dann bestimmt die niedrigste Ordnung n, bei der
diese Unstetigkeit auftritt, die Reflektivitit, die im semiklassischen Limes wie A" ver-
schwindet. Wenn jedoch alle Ableitungen des Potenzials stetig sind, dann fillt die
Reflektivitdt im allgemeinen exponenziell ab.

Es sind zahlreiche Nidherungsverfahren zum Berechnen der Reflektivitéit bekannt,
von denen hier nur ein kleiner Ausschnitt kursorisch erwéhnt wird. Praktisch
und historisch bedeutend ist die Bremmer-Methode (siehe z.B. [Berry, 1972] und
[Maitra, 1996]). Hier wird die WKB-Wellenfunktion mit ortsabhéingigen Amplituden
b(r) /+/p (r) in die Schrédingergleichung eingesetzt und die entstehende Differential-
gleichung nidherungsweise gelost. Das Ergebnis ist

Rosmnr = [ are oo [t [

o 2p0(r)

Bei einer weniger formalistischen Herleitung dieser Formel in [Berry, 1972] wird das
Potenzial in lauter kleine Stufen unterteilt. Die Reflexion und Transmission der
Wellenfunktion kann hierbei an jeder Stufe iiber das analytisch exakt 16sbare Stufen-
potenzial berechnet werden. Die Summe aller Reflexionen liefert die Reflexionswahr-
scheinlichkeit Rpremmer-

Weitere Methoden bedienen sich der Badlandsfunktion B (r). Wie im Abschnitt
1.1 ausgefiihrt, hingt diese Funktion mit dem Zusatzpotenzial (1.21) der modifizierten
Schrodingergleichung (1.20) zusammen. Die WKB-Funktionen (1.16) sind dabei echte
Losungen dieser modifizierten Schrodingergleichung mit dem eigentlichen Potenzial
und dem Zusatzpotenzial. Dieses Zusatzpotenzial bewirkt gerade, dass das eigentliche
Potenzial reflexionsfrei wird. Es veréndert also das eigentliche Potenzial gerade in
den Bereichen, in denen es iiblicherweise reflektiert, in ein reflexionsfreies Potenzial.

2

(1.41)
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Analog der Born’schen Néherung betrachtet man das Produkt aus Zusatzpotenzial
und Wellenfunktion als Inhomogenitit der eigentlichen Schrédingergleichung. Die
entsprechende Integralgleichung liefert die Losungen der homogenen Gleichung. Als
nullte Nidherung werden nun die WKB-Wellen eingesetzt, was eine Approximation
der Reflexionswahrscheinlichkeit bedeutet. Das Ergebnis von Maitra und Heller in
[Maitra, 1996] ist

2
m2

_ e TV(T)_Veff(T’E)eX i " ) dr'
RMH—_h2 /_oo d () p[(2 /h)/o p(r')d } , (1.42)
mit
_ 2| D V() \* V" (r)
Vegs (r, B) =V (r) — [32M (51) * sy |- 0

Die Hauptbeitrige zu den Integralen in (1.42) und (1.43) kommen gerade aus Be-
reichen im Ortsraum, in denen WKB eine schlechte Naherung ist. Insofern ist die
Niaherung, gerade hier WKB-Funktionen fiir das Produkt mit dem Zusatzpotenzial
einzusetzen, meist sehr bedenklich. Insbesondere fiir kleine Energien versagen diese
beiden Ndherungen vollig.

Ebenfalls basierend auf der Badlandsfunktion analysieren Prokovskii et al. in
[Prokovskii, 1958a] und [Prokovskii, 1958b] eine Niherung der Reflexionsamplitude
und gelangen zu folgendem Ergebnis:

Rp = —iexp (% /Ttp(T) dr) , (1.44)

wobei 7, der komplexe Umkehrpunkt mit dem kleinsten (positiven) Imaginirteil ist.
Der Ausdruck (1.44) ist im Vergleich zu den obigen Ausdriicken (1.41) und (1.42)
analytisch leichter zu handhaben. Wie nachfolgend am Beispiel des Exponenzialpo-
tenzials

Veap (1) = — o () exp (=1 ) (145

gezeigt wird, liefert (1.44) gute Resultate. Fiir diesen Potenzialtyp ist die Niherung
sogar identisch mit dem exakten Ergebnis. Beim Exponenzialpotenzial liegt der ”in-
nere” WKB-Bereich bei 7 — —o0o. Die Schrédingergleichung kann mit dem Potenzial
(1.45) bei allen Energien analytisch gelost werden [Abramowitz, 1972]. Die exakte
Reflektivitéit ist unter anderem in [Berry, 1972] und [Coté, 1997a] angegeben:

| Rexp| = €xp (—27k Bexp) (1.46)

Die komplexen Umkehrpunkte fiir das Exponenzialpotenzial liegen bei:

(n) 2
T'texp — —1In (k—2> + (2n+1) i, n=0,+1,+2, ..., . (147)
Bexp (KO)
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Dabei entspricht n = 1 dem Umkehrpunkt mit dem kleinsten positiven Ima-
ginérteil. Das Integral im Exponenten von (1.44) wird entlang des Weges r =
—1In [kz/ (KO)Z} Bexp + &1 Pexp fiir & = 0 — 1 berechnet. Dies ergibt das fiir alle
Energien exakte Ergebnis (1.46).

1.5 Casimir van der Waals Potenzial
Im allgemeinen verhalten sich typische molekulare Potenziale fiir die elektrischen und

magnetischen Wechselwirkungen zwischen zwei Teilchen bei grofien Absténden r der
Teilchen zueinander wie

Vi) =) Ca; (1.48)

—

2

Die fithrende Ordnung von « hingt wesentlich vom Ladungszustand der beiden Teil-
chen ab. So erhilt man o = 1 fiir die Wechselwirkung zwischen zwei Punktladungen
(Coulomb Gesetz), o = 2 fiir eine Punktladung und einen permanenten elektrischen
Dipol, o = 3 fiir zwei permanente elektrische Dipole, oo = 4 fiir eine Punktladung und
einen induzierten elektrischen Dipol sowie einen induzierten elektrischen und einen
induzierten magnetischen Dipol (ohne Retardierung, siehe auch [Farina, 2002]), « = 6
fiir die nicht retardierte van der Waals Anziehung im Nahbereich und o = 7 fiir die
retardierte van der Waals Anziehung im Fernbereich zwischen zwei induzierten elek-
trischen Dipolen. Man erhélt o« = 7 auch fiir die Wechselwirkung zwischen einem
induzierten elektrischen und einem induzierten magnetischen Dipol (mit Retardie-
rung, siehe auch [Farina, 2002]).

Die van der Waals Anziehung veranschaulicht man sich am Bild zweier nicht-
polarer Atome, die zwar keine permanenten elektrischen Dipolmomente haben, bei
denen sich die Position ihrer Elektronen dennoch veréindert (wobei das zeitliche Mittel
der Elektronenverteilung von den Atomorbitalen bestimmt wird). Man kann sich
daher vorstellen, dass sie momentane Dipole ausbilden, deren Betrag und Richtung
sich stédndig &ndert. Die augenblickliche Elektronenanordnung des ersten Atoms mit
einem zugehorigen Dipolmoment polarisiert das zweite Atom und induziert dort ein
momentanes Dipolmoment. Die beiden Dipole richten sich dabei prinzipiell immer so
zueinander aus, dass sie sich stets maximal anziehen. Maximale Anziehung liegt vor,
wenn die beiden Richtungen des induzierenden und des induzierten Dipolmomentes
gleich sind. Die Stdrke der Anziehung héngt zudem von der Polarisierbarkeit des
ersten Atoms ab. Sein augenblickliches Dipolmoment ist umso stérker, je geringer
der Einflufl der Kernladung auf seine dufleren Elektronen ist. Die Polarisierbarkeit
des zweiten Atoms geht wegen dessen Induzierung ebenfalls ein. Eine verniinftige
Naherung fiir die Wechselwirkung liefert die London Formel:

_§ ]112 109
2[1+Ig r6 ’

V(r) = (1.49)
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wobei I 5 die Ionisierungsenergien und o » die Polarisierbarkeiten der beiden Atome
sind.

Retardierungseffekte werden deutlich, wenn man bei der Berechnung der Anzie-
hung die Kopplung an das elektromagnetische Feld beriicksichtigt. Wenn die Elek-
tronendichte des einen Atoms fluktuiert, wird ein Photon erzeugt, das mit endlicher
Lichtgeschwindigkeit ¢ zum zweiten Atom fliegt. Es stimuliert eine Fluktuation bei
Atom zwei, das wiederum ein Photon zuriick an Atom eins sendet. Fiir den Rundlauf
bendtigen die beiden Photonen zusammen die Zeit 2r/c. Fluktuationen der Elektro-
nendichte treten hingegen ungefiihr auf einer Zeitskala von AE /K auf, wobei AE eine
typische Anregungsenergie ist. Falls die Zeit des Rundlaufs lénger als die Fluktuati-
onszeit ist, hat sich das Dipolmoment des ersten Atoms bereits in eine neue Richtung
bewegt. In dieser Richtung ist die Anziehung mit dem Dipolmoment des zweiten
Atoms abgeschwicht. Detaillierte Rechnungen zeigen, dass die Wechselwirkung etwa
fir Abstéinde 2r/c > AFE/h auf proportional zu —1/r7 abgefallen ist.

Ahnliche Uberlegungen gelten auch fiir die Wechselwirkung eines Atoms mit einer
elektrisch leitenden oder dielektrischen Wand. Hier wird iiber die Wechselwirkung
des Atoms mit allen Oberflichenatomen summiert. Die Summation fiihrt zu einer
Reduktion der Potenz des Potenzials (1.49) auf den Wert drei. Das einfachste Modell
fiir die Wechselwirkung eines Atoms im Grundzustand und einer Wand mit der di-
elektrischen Konstante € beriicksichtigt die Wechselwirkung eines Dipols d mit seiner
Spiegelladung und liefert das Lennard-Jones-Potenzial:

ey o,
e+1 64me, r3 3 ’

Vi (r) =

wobei <dﬁ> und (d?) die Erwartungswerte der quadrierten Dipole parallel und senk-

recht zur Oberfliiche der Wand sind [Lennard, 1932], ¢ = n? und n der Brechungsin-
dex des Dielektrikums ist. Dieser Ausdruck ist ndherungsweise richtig fiir konstantes
e und kleine r. Fiir die Wechselwirkung eines Atoms mit einer ideal leitenden Wand
gilt:
2 2
) <d||> +2(d7) 1 Cs

T (n) _ -3
Vig (r) = slggovw - 64meg r3 r3’

(1.51)

Mit Beriicksichtigung des Retardierungseffektes beschreibt das Casimir van der
Waals Potenzial die Wechselwirkung im Nah- und Fernbereich. Das Casimir van der
Waals Potenzial zwischen einem kugelsymmetrischen Atom im Grundzustand und ei-
ner ideal leitenden Oberfliche kann bei Kenntnis der (komplexen) frequenzabhiéingigen

Dipol-Polarisierbarkeit oy (iw) des Atoms wie folgt dargestellt werden:

_ 1 > i€ 2t (o2
Vevaw (1) = 7471'0/}037’4 /0 g (afsr> exp (25 + 26+ 1) dg, (1.52)

wobei ays = €2/ (hic) die Feinstrukturkonstante und «y die bei der imaginéiren Fre-
quenz iw berechnete dynamische elektrische Dipolpolarisierbarkeit ist (siehe auch
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[Dzyaloshinskii, 1961]). Das asymptotische Verhalten des Potenzials lautet einerseits
fiir kleine Entfernungen,

r—0 _03 _ h2 53

Vowaw (1)~ PRy (1.53)
(van der Waals Bereich) und andererseits fiir grofie Entfernungen,
r—00 C'4 h2 (54)2
v ~ —_ 1. 4
Vovaw (1) " AT (1.54)
(Casimir Bereich). Die Potenzialstérke fiir das kurzreichweitige Verhalten ist
1 [~ )
C3=— ag (iw) dw, (1.55)
4 J,
und fiir das langreichweitige Verhalten
3 (6% ] (0)
Cy=———==16.3604 (0). 1.56
YT S a a4 (0) (1.56)

Die Parameter 83 und [, sind quantenmechanische Léngenparameter, welche die
mittlere Reichweite des Potenzials angeben. Sie liegen typischerweise bei einigen
Tausend Bohr’schen Radien. In (1.53) bedeutet r — 0, dass r klein gegeniiber den
Langenparametern 83 und [, ist. Fiir ganz kleine Abstéinde in der Gréflenordnung von
einigen Bohr‘schen Radien verkomplizieren weitere, hier vernachlissigte Einfliisse,
wie Adsorption (”sticking”), etc. das kurzreichweitige Potenzialverhalten. Damit ist
ein entscheidendes Kriterium fiir das Auftreten einer "reinen” quantenmechanischen
Reflexion am Casimir van der Waals Potenzial der Abstand des Reflexionsbereiches
von der Oberflache, innerhalb dem alle quantenmechanische Reflexion stattfindet.
Es wird plausibel gemacht, dass sich dieser Reflexionsbereich fiir sinkende Projek-
tilenergie weiter von der Oberfliche entfernt und bereits bei Energien ultrakalter
Projektile in der Groéflenordnung einiger Bohr’schen Radien liegt. Durch geeignete
Energiewahl kann also der Reflexionsbereich so weit nach aufien verschoben werden,
dass oberflichennahe Effekte, wie Adsorption, vernachlidssigbar werden. Brenig et
al. untersuchen in [Brenig, 1992], [Béheim, 1984] und [Béheim, 1982] ebenfalls die
Stelle des Ubergangs von reiner quantenmechanischer Reflexion zu oberflichennahen
Effekten und kommen zu einem dhnlichen Ergebnis.

Marinescu et al. tabellieren in [Marinescu, 1997] das numerisch berechnete exakte
Casimir van der Waals Potenzial zwischen einem Wasserstoffatom und einer leitenden
Oberfliche. Diese Autoren geben auch Ndherungsergebnisse fiir Alkalimetall-Atome
als Projektile an, basierend auf Einelektronenmodell-Potenzialen. Sie verwenden bei
der Berechnung der Potenzialstirken semiempirische Ergebnisse fiir die dynamische
Polarisierbarkeit und integrieren anschlieffend die Funktion (1.52). Die Tabelle 1.1
listet fiir diese Potenziale die anzuwendenden Potenzialparameter C's und C) fiir deren
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H Li Na K Rb Cs
Cs 0.250 1.447 1.576 2.153 2.291 2.589
C, 73.62 2683 2662 4789 5221 6579
B3 919 3.661x10* 1.321x10° 3.069x10° 7.139x10° 1.255x10°
B 520 8.239x10% 1.494x10* 2.613x10* 4.033x10* 5.646x10*
l 294 1854 1690 2225 2278 2540
p 1.77 4.44 8.84 11.75 17.70 22.23

Ky, 6.02x1073 2.40x10~3 5.24x10~% 5.28x1073 7.77x10~3 8.75x1073

Tabelle 1.1: Potenzialparameter, die das kurz- und das langreichweitige Verhalten der Casimir van
der Waals Potenziale angeben, die von Marinescu et al. in [Marinescu, 1997] fiir die Wechselwirkung
eines Wasserstoffatoms oder verschiedener Alkalimetall-Atome mit einer ideal leitenden Oberfliche
berechnet und tabelliert wurden. Die Berechnungen fiir die Alkalimetall-Projektile basieren auf
einem Einelektronenmodell-Potenzial. Die ersten beiden Reihen zeigen die Stirkeparameter Cj
und Cy in atomaren Einheiten. Die n#ichsten beiden Reihen zeigen die entsprechenden Lingen (3
und B4 in Einheiten des Bohr’schen Radius. Die letzten drei Reihen geben an: die Linge [ (siehe
Gleichung (3.1)), die die Skala fiir den Ubergang vom kurz- zum langreichweitigen Bereich definiert,
den kritischen Parameter p (siche Gleichung (3.7)), der die relative Wichtigkeit des —1/r3- und des
—1/r*-Anteils des Potenzials bestimmt, und den Skalierungsparameter Ky, die Stérke des Casimir
van der Waals Potenzials bei [, Gleichung (3.2))

Lil Na? Ka® Rb* Cs°
1.518 1.889 2.86 3.36 4.14

Tabelle 1.2: Ergebnisse von tiefergehenden Berechnungen des van der Waals Parameters C3 der
Alkali-Oberfliche-Wechselwirkung aus [Kharchenko, 1997]", [Yan, 1997)> und [Derevianko, 1999]3.

kurz- und langreichweitige Potenzialverhalten. Die Tabelle 1.1 gibt ferner die quan-
tenmechanischen Léngenparameter S3 und (4 an, die typischerweise ziemlich grof3
sind und in der Groflenordnung von mehreren Tausend Bohr‘schen Radien liegen.
Kharchenko et al. geben in [Kharchenko, 1997], [Yan, 1997] und [Derevianko, 1999]
ebenfalls Werte fiir die Potenzialstdarke C'3 an, die auf tiefergehenden Berechnungen
der Parameter der Alkalimetall-Oberfliche-Wechselwirkung beruhen. Eine Liste die-
ser neueren C3-Werte zeigt Tabelle 1.2.



Kapitel 2

Quantenreflexion an homogenen
Potenzialen

2.1 Schwellenverhalten der Quantenreflexion

Eltschka et al. untersuchen in [Eltschka, 2000], [Eltschka, 2001], [C6té, 1997a] und
[Trost, 1998b] das Schwellenverhalten der Reflektivitét von attraktiven Potenzialen,
so auch von homogenen Potenzialen der Form

%_ (ﬁa)a 2'

Va(r):_ra T oM e

(2.1)
Nach dem zweiten Gleichheitszeichen ist der Lingenparameter (3, eingefiihrt, der
iiber die Plank’sche Konstante # mit der Potenzialstirke C, verbunden ist. Er
legt die Léngenskala fest, auf der Quanteneffekte zu erwarten sind. Mit diesem
L#ingenparameter kann die Schrédingergleichung (1.3) fiir homogene Potenziale auf
eine einzige dimensionslose Variable k3, skaliert werden. Alle Eigenschaften ihrer
Losungen hidngen nur vom Parameter k3, ab. Unter der Voraussetzung a > 2 ent-
spricht der Fall k5, — oo (Hochenergielimes) dem semiklassischen Limes und der
Fall k8, — 0 (Schwellenverhalten) dem antiklassischen Limes (vgl. [Trost, 1998al,
[Eltschka, 2001] und [Friedrich, 1998]).

Die Schrodingergleichung bei der Energie Null besitzt fiir diese Potenziale die

Losungen
V() mo = VI, ( e (ﬁ)/> (2:2)

¥ (Vs = VI ( fz(ﬁa)aﬂ_1>, (23)

wobei J, und J_, Besselfunktionen der Ordnung v = ﬁ sind. Nach der im Abschnitt

und
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3 6
0.63 0.48

a 3 4
b, m 1

Tabelle 2.1: Die Koeflizienten b.,, die nach Gleichung (2.4) gegeben sind und vor der dimensions-
losen GroBe k83, im Exponenten von (2.6) auftreten, die das Schwellenverhalten der Reflektivitit
von homogenen Potenzialschwinzen beschreibt.

1.3 erlduterten Methode berechnet sich der Lingenparameter zu

_sinfr/ (@ —2)]T (1 - 75)

) T (oz _ 2)(a—4)/(a—2) def .,

(a_2)2/(a72) F(1+ﬁ)ﬁa: (F( 1 ))2 baﬁa. (24)

a—2

Fiir die ganzzahligen Potenzen o = 3,...,6 sind die Ergebnisse fiir 0/, in Tabelle 2.1
gelistet. Fiir grofie o vereinfacht sich der geméf (2.4) definierte Léngenparameter b,

zu
™

B> 2.5
o 5 (2.5)

Mit der Nédherung (1.40) ist die Reflektivitét im Schwellenbereich damit

IRa| "R° exp (—2b.kB,) - (2.6)

2.2 Hochenergieverhalten der Quantenreflexion

Gemifl den Ausfithrungen im Abschnitt 2.1 entspricht der Hochenergielimes beim
homogenen Potenzial (2.1) dem semiklassischen Limes, in dem die Reflexionsampli-
tuden verschwinden. Fiir hohe Energien werden die Werte der Badlandsfunktion
(1.22) jedoch immer kleiner und stérker um den Ort lokalisiert, bei dem der Ab-
solutwert der Potenzialenergie gleich der Gesamtenergie ist (siehe auch Abschnitt
3.1.3). Dieser wird in der Arbeit auch als komplexer Umkehrpunkt bezeichnet. Ba-
sierend auf der im Abschnitt 1.4 vorgestellten Ndherungsmethode von Prokovskii in
[Prokovskii, 1958a] und [Prokovskii, 1958b] 148t sich die Reflexionswahrscheinlichkeit

ndhern iiber
2 [T
R ~ —iexp (%/ p(r) dr) . (2.7)

Fiir das homogene Potenzial (2.1) mit ganzzahligem « liegen insgesamt a komplexe
Umkehrpunkte bei (—1)*%r,, wobei ro der Punkt ist, bei dem der Absolutwert der
Potenzialenergie, |V, (r0)|, gleich der asymptotischen kinetischen Energie ist, d.h. der
Gesamtenergie E = h’k*/ (2M),

ro = k% (B) T (2.8)
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a 3 4 3 6 7 8
B, 2.24050 1.69443 1.35149 1.12025 0.95450 0.83146

Tabelle 2.2: Die Koeffizienten B,, die nach Gleichung (2.11) gegeben sind und vor der dimensi-
onslosen Grofle (kﬂa)1_2/ % im Exponenten von (2.10) auftreten, die das Hochenergieverhalten der
Reflektivitdt von homogenen Potenzialschwinzen beschreibt.

Der komplexe Umkehrpunkt mit dem kleinsten positiven Imaginérteil ist

Fra = [cos (3) +isin (3)] k2o ()% (2.9)
« !
Im Integral im Exponenten von Gleichung 1.44 liefert die Integration entlang eines
Weges auf der reellen Achse nur reelle Beitridge und beeinfluit damit lediglich die
Phase der Reflexionsamplitude. Die Integration senkrecht zur reellen Achse entlang
des Weges r = Re (r14) + i€Im (r, ) mit £ = 0 — 1 (siche Anhang B) ergibt bei
hohen Energien fiir den Absolutwert der Reflexionsamplitude

|Ra| ~ exp (—Ba (kﬁa)l_z’/“) : (2.10)

Die vor dem k-abhiéngigen Term im Exponenten von (2.10) auftretenden Koeffizienten
B, sind

B, = 2sin (g) Re {/01 \/1 + [cos (g) +i€sin (g)]“df} _ (2.11)

Die numerischen Werte dieser Koeffizienten sind in der Tabelle 2.2 fiir « = 3,...,8
aufgelistet. Fiir groBe a wird der Realteil des Integrales in Gleichung (2.11) gleich
eins und (2.11) vereinfacht sich zu

a—so0 2T

B, "X = (2.12)

Ein alternativer und sehr einfacher Ansatz zum Ableiten einer Ndherung fiir das
Hochenergieverhalten des Reflexionskoeffizienten bei homogenen attraktiven Poten-
zialschwinzen basiert auf einer Methode mit Vergleichspotenzialen. Als Vergleichs-
potenzial wird das bereits im Abschnitt 1.4 behandelte Exponenzialpotenzial heran-
gezogen. Bei der Energie £ = h%k?/ (2M) liegt der fiir die Quantenreflexion mafl-
gebliche Bereich bei 7y geméfl Gleichung (2.8). Das Exponenzialpotenzial wird daher
in diesem Bereich iiber geeignete Wahl seiner Parameter —h2K3/ (2M) und ey, S0
an das homogene Potenzial angepafit, dass die Potenzialwerte und -steigungen bei-
der Potenziale bei ry iibereinstimmen. Bei ry hat das homogene Potenzial den Wert
Va (7o) und seine erste Ableitung den Wert (—a/rg) Vy, (r9). Das Exponenzialpoten-
zial (1.45) hat den Wert Veyp, (79) und seine Ableitung den Wert (—1/Bexp) Vexp (70)-
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Fiir die erforderliche Ubereinstimmung wird der Parameter Bq,, zu
r
/Bexp = EO (213)

gewihlt. Eine Niherung fiir den Reflexionskoeffizienten erhilt man dann aus dem
(exakten) Ausdruck (1.40) fiir die Reflektivitit des Exponenzialpotenzials mit diesem

Wert Bexp,
—ork 2 .
IRy ~ exp( 7; TO) = exp (‘gﬁ (kBa)" 2/a) , (2.14)

wobei wegen (2.8)

kro = (kBa)' (2.15)

gilt. Die Ndherung (2.14) enthélt die gleiche Potenz 1 — 2/« fiir k3, im Exponenten
wie Gleichung (2.10). Der Koeffizient 27/« im Exponenten entspricht dem Grenzwert
(2.12) des Koeffizienten B, fiir grofie a.

Im Grenzfall hoher Potenzen o — oo stimmen die Gleichungen (2.10) und (2.14)
auch mit dem Schwellenverhalten (1.40),

Ra| *2° exp (—20.,kf,) (2.16)

tiberein, wenn der Grenzwert (2.5) von b/, fiir grofie « in Gleichung (2.6) eingesetzt
wird. Fiir endliche Potenzen « sind die Ndherungen (2.10) und (2.14) offensichtlich
falsch nahe der Schwelle, da ihre Exponenten eine Potenz von kf(, aufweisen, die
kleiner als eins ist.

2.3 Vergleich analytische Niherung mit numeri-
scher Rechnung

Die Reflektivitdten der homogenen Potenziale sind mit der im Abschnitt 1.2 vorge-
stellten Methode iiber einen groflen Energiebereich numerisch berechnet worden. Der
Energiebereich wurde zumindest so gewihlt, dass er das Schwellenverhalten und das
Hochenergieverhalten der Reflektivitéit einschliefit. Die Ergebnisse fiir homogene Po-
tenzialschwinze mit den Potenzen o« = 3, ..., 6 sind in Abbildung 2.1 dargestellt. Der
Abschnitt (a) dieser Abbildung zeigt log |R,| als Funktion von k3,. Das Schwellen-
verhalten manifestiert sich in einem linearen Abfall von log|R,| fiir kleine Werte von
kB,. Die Steigung ist —2b!,, wobei die b., iiber Gleichung (2.4) definiert sind. Dieser
anfianglich lineare Abfall schwicht sich in Richtung h6herer Energien ab. Dort erwar-
ten wir auch wegen Gleichung (2.10), dass — log |Re| proportional zu a, = (kB,)'™%/*
ist. Diese Erwartung wird auch durch die numerischen Rechnungen gestiitzt, wie
Abschnitt (b) der Abbildung 2.1 zeigt. Hier ist log |R,| als Funktion von a, geplot-
tet. Die durchgehenden geraden Linien veranschaulichen das von Gleichung (2.10)
vorhergesagte asymptotische Verhalten. Die in Gleichung (2.11) und der Tabelle 2.2
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angegebenen B, bestimmen ihre Steigungen. Ganz offensichtlich konvergieren die nu-
merisch berechneten Reflektivititen fiir hohe Energien gegen diese Geraden. Dieses
Hochenergieverhalten kénnte auch den Geraden gemifl Gleichung (2.14) entsprechen.
Deren Steigungen —27/a unterscheiden sich jedoch von denen der Gleichung (2.11)
um bis zu 8% (fiir & = 4). Die aus (2.14) abgeleiteten Geraden beschreiben damit
leicht erkennbar das Hochenergieverhalten der Reflektivitdten nicht korrekt.

Zusammenfassend #ndert sich das Verhalten des Logarithmus der Reflektivitét
von einer Proportionalitidt zu kS, bei kleinen Energien zu einer Proportionalitéit zu
(kBs)""* bei groBen Energien. Driickt man die Reflektivitéit daher in der allgemei-
nen Form

‘Ra| = €xp [_B (kﬁa)“] (2'17)

aus und bildet den doppelten Logarithmus dieser Form, so zeigt das Ergebnis
log (— log | Ral) = log B + julog (k3,) (2.18)

die im Exponenten von (2.17) auftretende Potenz p von k£ am deutlichsten, wenn
log (—log |R,|) als Funktion von log (kB,) geplottet wird. Die in Abbildung 2.1
berechneten Reflektivitéiten |R,| sind deswegen in Abbildung 2.2 nochmals in die-
ser doppellogarithmischen Darstellung aufgetragen. Fiir grole negative Werte von
log (kBa) (Schwellenbereich) néhert sich die Linie einer Gerade mit der Steigung eins.
Thr Schnittpunkt mit der Ordinate ist log (2b!,), siehe Gleichung (2.6) und Tabelle
2.1. Fiir grofle positive Werte von log (k3,) (Hochenergielimes) nihert sich die Linie
einer Geraden mit der Steigung 1 — 2/a. Thr Schnittpunkt mit der Ordinate liefert
den Koeflizienten log (B, ), siche Gleichung (2.10) und Tabelle 2.2.

Erwdhnenswert ist, dass bei homogenen Potenzialen die Darstellung
log (—log |R,|) als Funktion von log(kB,) formunabhéingig von der Potenzi-
alstirke B, ist. Diese Unabhingigkeit von [, hat ihren Ursprung darin, dass das
homogene Potenzial keine charakteristische Linge besitzt. FEine Skalierung des
Potenzials 148t das Potenzial unveréindert. Die Reflektivitéiten |R,| sind monoton
fallende Funktionen von kfB,. Das bedeutet, dass fiir eine vorgegebene Energie
(fester Wert fiir k) die Reflektivitit mit sinkendem /3, steigt. Wird das Potenzial
also schwicher gemacht, so steigt die Quantenreflektivitit bei fester Energie F.
Gleichzeitig verschiebt sich der Bereich, in dem Quantenreflexion stattfindet (d.h.
wo der Absolutwert des Potenzials gleich der Energie F ist), geméifl Gleichung (2.8)
in Richtung kleinerer Werte fiir 7.
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4 6 8
(kg )t 2e

Abbildung 2.1: Reflektivititen |R,| homogener Potenzialschwiinze (2.1) fiir Potenzen « von 3 bis
6. Die natiirlichen Logarithmen log|R,| der Reflektivititen sind als Funktion von kS, in Teil (a)

der Abbildung und als Funktion von a, = (kﬂa)l_z/ % in Teil (b) geplottet.
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log (-l og|R:|)

3 -2 -1 0 1 2 3
| og (kS3,)

Abbildung 2.2: Reflektivititen |Ry| homogener Potenzialschwinze (2.1) fiir Potenzen a = 3, 4
und 6. Hier ist log (—log|R4|) als Funktion von log (kfBs) geplottet. Fiir grofle negative Werte
von log (kB,) nihern sich die Kurven Geraden mit der Steigung eins, deren Schnittpunkte mit der
Ordinate die Logarithmen von 2b!, geben (2.4). Fiir groBe positive Werte von log (k3,) ndhern
sich die Kurven Geraden mit der Steigung 1 — 2/a, deren Schnittpunkte mit der Ordinate die
Logarithmen der Koeffizienten B, (2.11) liefern, siehe auch Tabellen 2.2 und 3.1.



Kapitel 3

Quantenreflexion an inhomogenen
Potenzialen

Im folgenden Abschnitt wird die Quantenreflexion am speziellen Beispiel des Ca-
simir van der Waals Potenzials als inhomogener Potenzialtyp untersucht. Hierzu
werden insbesondere die Ergebnisse aus dem vorhergehenden Kapitel zur Quanten-
reflexion an homogenen Potenzialen herangezogen. Wie gezeigt wird, lassen sich
diese Ergebnisse auf bestimmte Bereiche des inhomogenen Potenzials nahezu unmit-
telbar tibertragen. Es werden detailliert Methoden angegeben, wie aus dem Reflek-
tivitdtsverhalten Riickschliisse auf Potenzialparameter des inhomogenen Potenzials
gezogen werden konnen. Die so am Beispiel des Casimir van der Waals Potenzials ge-
wonnenen Erkenntnisse werden im darauf folgenden Abschnitt auf Summenpotenziale
und inverse Summenpotenziale verallgemeinert, die als Summen homogener Potenzi-
alanteile bzw. als Kehrwert solcher Summen darstellbar sind.

3.1 Quantenreflexion am Casimir van der Waals
Potenzial

3.1.1 Skalierung der Schrédingergleichung

Das asymptotische Verhalten (1.53) und (1.54) des Casimir van der Waals Poten-
zials enthilt im Gegensatz zu den homogenen Potenzialen eine energieunabhingige
intrinsische Linge

aef Cs _ (Ba)*

Cs B3
Sie definiert eine natiirliche Langenskala, die den kurzreichweitigen, r < [, vom
langreichweitigen, r > [, Bereich des Casimir van der Waals Potenzials trennt. Diese

Léngenskala legt es nahe, auch die Abstandskoordinate r in Einheiten dieser Lénge [
darzustellen, d.h. mit der dimensionslosen Koordinate xz = r/l. Mit dieser Skalierung

(3.1)

25
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wird auch ein Potenzialstirkeparameter K eingefiihrt, der anschaulich die Stérke des
Potenzials am Ort [ angibt,

B (Ko)” aer Cs _ Ci

2M B

Das allgemeine Casimir van der Waals Potenzial lautet abhéngig von der dimensi-
onslosen Koordinate z und dem Potenzialstdrkeparameter Kj:

Vewaw () = S (7). @3

Sein asymptotisches Verhalten iibertréigt sich damit in folgendes asymptotisches Ver-
halten der dimensionslosen ” Formfunktion” v (z):

(3.2)

1 1
v(z) "R -, w(z) R - (3.4)
x
Das asymptotische Grenzverhalten (1.53) und (1.54) wird so durch die natiirliche
Lange [ und den Potenzialstirkeparameter K, bestimmt. Diese Groflen lassen sich
mit den Léngenparametern 3 und (3, wie folgt in Verbindung bringen:

K= B B

- (ﬂ4)3’ Bs

Mit diesen Definitionen lautet die skalierte Schrédingergleichung mit dem Casimir
van der Waals Potenzial:

(3.5)

2
4k (K)o (f)} W (r) = 0. (3.6)
dr? l

Definiert man einen weiteren Parameter, der sich als kritische Grofle fiir die
Abschétzung der relativen Wichtigkeit der beiden asymptotischen Grenzverhalten
(1.53) und (1.54) fiir das Gesamtverhalten des inhomogenen Potenzials herausstellen
wird, wie folgt,

def Bs  V2M Cs
p = KOZ = — = — ,
/34 h vV 04

so 1afit sich die skalierte Schrédingergleichung als Funktion der dimensionslosen Ko-
ordinate x in folgende Form bringen:
1 d? n k?
p*ds? K¢

(3.7)

+ov(z)| ¢ (x)=0. (3.8)

Sie hingt damit nur von der dimensionslosen Energie k?/K? und dem kritischen
Parameter p ab. Ein Vergleich mit der Schrédingergleichung (1.3) zeigt, dass der
Parameter p die ” Funktion” der Masse iibernimmt. Fiir steigendes p sollten damit die
Losungen der skalierten Schrodingergleichung immer stirker semiklassischer Natur
werden.
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3.1.2 Modellpotenziale fiir das Casimir van der Waals Po-
tenzial

Aufler fiir den Fall des Wasserstoffatoms ist die exakte Form des Potenzials zwischen
den beiden asymptotischen Grenzverhalten (1.53) bei kurzen Distanzen und (1.54)
bei grofilen Distanzen nicht bekannt. Shimizu‘s Analyse in [Shimizu, 2001] von an
Silizium oder einer Glasoberfliche reflektierten angeregten Neon-Atomen (siehe auch
Abschnitt 3.1.9) basiert auf einem vereinfachten Modellpotenzial mit der Formfunk-
tion

Cy
Vi = . 3.9
1(r) (r+1)r3 (39)
Die reduzierte Darstellung lautet damit:
1
=——":. 3.10
U1 (’T) 3 + ( )

Ein Modellpotenzial mit einem sanfteren Ubergang der Formfunktion von hohen zu
niedrigen r gibt Holstein [Holstein, 2001] bei einem Uberblick iiber Casimir van der
Waals Potenziale zwischen zwei Atomen an. In der reduzierten Darstellung lautet
die Formfunktion:

12
ve (1) = 5 arctan (%) . (3.11)

Abbildung 3.1 zeigt die Funktionen —z3v; 5 (z), die fiir z = 0 bei eins starten und
sich fiir grofie x wie 1/x verhalten. Die Form des in [Marinescu, 1997] tabellier-
ten Wasserstoff-Oberfliiche-Potenzials liegt zwischen den beiden Formen (3.10) und
(3.11). Daher wurde eine weitere rationale Niherung vy (x) konstruiert, die das exak-
te Potenzial mit einem maximalen relativen Fehler von etwa 0.7% iiber den gesamten
tabellierten Bereich néihert:

1 14+ 0.22x
- . 3.12
v (7) = =23 (1 +0.952 + 0.22x2) (3:12)

Diese Formfunktion ist auch in Abbildung 3.1 dargestellt. Die ausgefiillten Quadrate
zeigen die Werte, die dem in [Marinescu, 1997] tabellierten Potenzial entsprechen.

Allgemein kénnen fiir eine Ndherung der in Marinescu et al. [Marinescu, 1997]
angegebenen Alkali-Oberfliche-Potenziale die Formfunktionen

UA(x):—i( L+ a2 ) (3.13)

3 \1+ Nax + C A2

herangezogen werden. Die Parameter dieser Formfunktionen sind fiir Lithium, Na-
trium, Kalium, Rubidium und Césium in Tabelle 3.1 aufgelistet. Die mit diesen
Parametern definierten Formfunktionen geben die entsprechenden Alkali-Oberflidche-
Potenziale aus [Marinescu, 1997] in allen Féllen mit einem maximalen relativen Fehler
von weniger als 0.6% wieder. Die Ahnlichkeit der fiir die verschiedenen Atome er-
mittelten Parameter (4 und 74 in Tabelle 3.1 zeigt, dass die Formfunktionen fiir
die auf Einelektronenmodell-Potenzialen basierenden Alkali-Oberfléche-Potenziale
duflerst dhnlich sind.
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Li Na K Rb Cs
¢a 03 035 04 04 041
na 098 0.98 1 1 1

Tabelle 3.1: Parameter fiir die Formfunktion (3.13) der Casimir van der Waals Potenziale zwischen
Alkalimetall-Atomen und einer leitenden Oberfliiche. Die iiber die Gleichungen (3.3) und (3.13)
definierten Potenziale mit diesen Formen und den Potenzialstirkeparametern der Tabelle 1.1 geben
die von [Marinescu, 1997] auf einer Basis von Einelektronenmodell-Potenzialen erhaltenen Potenziale
in allen Fillen mit einem maximalen relativen Fehler von weniger als 0.6% wieder.
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Abbildung 3.1: Formfunktionen v (z) (Gleichung (3.10), gepunktete Linie), vs () (Gleichung
(3.11), gestrichelte Linie) und vg (x) (Gleichung (3.12), strichgepunktete Linie). Fiir alle drei Funk-
tionen ist die geplottete Grofe —z3v (z). Die Formfunktion vy (z) gibt die der exakten Wasserstoff-
Oberfliche-Wechselwirkung entsprechenden Werte (ausgefiillte Quadrate), die von Marinescu et al.
in [Marinescu, 1997] tabelliert sind, bis auf einen maximalen relativen Fehler von 0.7% wieder.

3.1.3 Badlandsfunktion

Mody et al. vermuten in [Mody, 2001], dass Quantenreflexion in Bereichen auftritt,
in denen die WKB-N&herung zusammenbricht, und zwar nahe dem Punkt ry, bei
dem der Absolutwert der Potenzialenergie gleich der (asymptotischen) Energie ist,
d.h. der Gesamtenergie

V(ro)|=E=——. (3.14)
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Fiir den homogenen Potenzialschwanz haben wir im Abschnitt 2.2 in Gleichung (2.8)
gesehen, dass

ro =k (By) 7 (3.15)

Das Maximum der reduzierten Badlandsfunktion (1.11) liegt jedoch nach
[Mody, 2001] geméaf

h2 k2 a—2
= |V, N
2M ‘ (T)| 200+ 2 (3 6)
bei y
a—2 @
ot = (3 rg) o (317)

Dies ist etwas geringer als die iiber (3.14) und (3.15) definierte Position rp, ndmlich
um einen Faktor 2 fiir & = 3 und 1.5 fiir & = 4. Fiir den homogenen Potenzialschwanz
(2.1) ist die Badlandsfunktion (1.22)

502 (8,)7*" o« (a+1(8)*?)

B(r)= , (3.18)
167~2a+2 [k2 + (ﬁa)a—Z /rai|3 47“a+2 I:]fQ + (ﬁa)a—Z /7“0‘}2
und Maxima von |B (r)| treten auf, wenn
a—2
k> =F (a) w‘;n)a : (3.19)
mit
5 9 9 20 fao+2
F =-— + 1—— . 3.20
(@) =1~ 211 4a+8\/ 27(a+1> (3:20)
Die Positionen dieser Maxima liegen bei
Tmax = [F (a)]l/a To, (321)

wobei ry durch Gleichung (3.15) gegeben ist. Fiir & > 4 ist die Funktion B (r)
beir=3[1-5/(a+ 1)]* 7y gleich Null. Ein groferes Maximum von |B (r)| liegt
oberhalb dieser Null und ein kleineres unterhalb davon. Fiir o = 3,4 ergibt nur das
positive Vorzeichen vor der Wurzel in (3.20) einen positiven Wert von F' («), und zwar
F(3) =0.7174 und F (4) = 1, so dass rmax = 0.8957¢ fiir @ = 3 und rpax = 7o fiir
a = 4 ist. Die Annahme, dass Quantenreflexion hauptséchlich in dem durch (3.14)
definierten Bereich auftritt, wird also eher auf der Basis der Badlandsfunktion (1.22)
als auf der reduzierten Badlandsfunktion (1.11) gerechtfertigt.

Fiir Casimir van der Waals Potenziale ist der Ausdruck fiir die Badlandsfunktion
komplizierter. Ihr Verhalten fiir kleine und grofie r folgt allerdings unmittelbar aus
(3.18), wenn man fiir » — 0 in (3.18) a = 3 und fiir » — oo in (3.18) o = 4 einsetzt:

r—0 3 rooo 5 (Ba)’
B(r) NO—Eé, B(r)"~* - ,f;g . (3.22)
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Die Abhéngigkeit von B (1) von den Potenzialstirkeparametern kann herausskaliert
werden, indem die Badlandsfunktion geschrieben wird als

B(r) = %E G Kﬁ()) . (3.23)

Ky, | und p sind die im Abschnitt 3.1.1 eingefiihrten Parameter (vgl. Gleichungen
(3.2), (3.1) und (3.7)). Die skalierte Badlandsfunktion B hiingt nur von der skalier-
ten Koordinate 7/l und der skalierten (asymptotischen) Wellenzahl k/K, ab (bzw.
dquivalent von der skalierten Energie (k/K;)°). Selbstverstindlich hiingt sie auch
vom zugrundegelegten Modellpotenzial ab.

Die skalierte Badlandsfunktion ist in Abbildung 3.2 als Funktion der dimensions-
losen Koordinate x = r/l fiir drei Werte der skalierten Energie gezeigt, und zwar
fiir (k/K,)” = 0.1, 1.0 und 10. Als zugrundeliegendes Modellpotenzial wurde vy
gewdhlt, das die exakte Wasserstoff-Oberfliche-Wechselwirkung ndhert. Die senk-
rechten Striche markieren die Punkte xzy = r¢/l, wobei ry iiber Gleichung (3.14) bei
der entsprechenden Energie berechnet ist. Die Abhiingigkeit der Badlandsfunktion
von der Potenzialform illustriert Abbildung 3.3, die B fiir die drei Formfunktionen v,
(3.10), v5 (3.11) und vy (3.12) zeigt. Hier wurde die skalierte Energie auf (k/K;)* = 1
gesetzt. Die senkrechten Striche markieren wieder die Punkte r¢/l. Die Abbildungen
5 und 6 zeigen, dass die Bedingung (3.14) die Position des Maximums der Badlands-
funktion nicht nur fiir homogene Potenziale, sondern auch fiir das Casimir van der
Waals Potenzial (ungefiihr) wiedergibt.

Um ein etwas anschaulicheres Bild iiber den Zusammenhang zwischen Ort des
Maximums und Ausdehnung der Badlandsfunktion zur Energie des Teilchens zu be-
kommen, ist in Abbildung 3.4 der Verlauf des skalierten Ortes des Maximums 7% /1
der Badlandsfunktion (1.22) als Funktion des Logarithmus der skalierten Wellenzahl
k/Ky mit einer gepunkteten Linie gezeichnet. Ferner ist der Verlauf des dimensi-
onslosen komplexen Umkehrpunktes o/l ebenfalls als Funktion des Logarithmus der
skalierten Wellenzahl k/K, mit einer gestrichelten Linie dargestellt. Als Modellpo-
tenzial diente v;. Uber den gesamten Bereich sind 7max /Il und 7¢/1 nicht voneinan-
der zu unterscheiden. Die Balken in der Abbildung 3.4 geben die Ausdehnung der
Badlandsfunktion zu diskreten Energiewerten wieder. Die Balkenenden markieren
die beiden Punkte beidseits des skalierten Badlandsmaximums 7y, /!, bei denen die
Badlandsfunktion (1.22) auf 10% ihres maximalen Wertes abgefallen ist. Die Ab-
bildung 3.5 zeigt ein dhnliches Bild der genannten Badlandsfunktion mit v; in einer
Graustufendarstellung, die deutlich macht, wie das Maximum der Badlandsfunktion
mit steigender Energie ndher an den Ursprung heranriickt und wie die Funktion selbst
sich dabei immer stirker um dieses Maximum lokalisiert. Dunklere Bereiche entspre-
chen hoheren Funktionswerten der Badlandsfunktion und hellere Bereiche niedrigeren
Werten.

Da der Reflexionsbereich fiir steigende Energien immer stirker lokalisiert wird,
ist es sinnvoll zu untersuchen, wie gut ein homogenes Potenzial das Gesamtpotenzial
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Abbildung 3.2: Skalierte Badlandsfunktion B, wie sie in Gleichungen (1.22) und (3.23) als Funkti-
on der dimensionslosen Koordinate 2 = r/I fiir die skalierten Energien (k/Ko)” = 0.1 (langgestrichel-
te Linie), 1.0 (durchgezogene Linie) und 10 (kurzgestrichelte Linie) definiert ist. Die Formfunktion
ist die aus Gleichung (3.12), die die exakte Wasserstoff-Oberfliche-Wechselwirkung néhert. Die
vertikalen Striche markieren die Punkte zg = r¢/l, wo die Bedingung (3.14) bei den jeweiligen
(skalierten) Energien erfiillt ist.

in diesem lokalisierten Reflexionsbereich ndhert. Hierzu wurden die relativen Abwei-
chungen der homogenen Nidherung an das Gesamtpotenzial an den Orten untersucht,
an denen das Maximum der Badlandsfunktion liegt und an denen die Badlands-
funktion auf einen bestimmten Wert beziiglich dieses Maximums abgefallen ist. Die
Untersuchung ist in Abbildung 3.6 mit den asymptotischen homogenen Niherungen
(1.53) (van der Waals Potenzial) und (1.54) (Casimir Potenzial) fiir das Gesamtpo-
tenzial v; durchgefiihrt worden. Die gestrichelte Linie gibt die relative Abweichung
der Niherung (1.53) vom Potenzial v; am Ort des Maximums 7, der Badlands-
funktion fiir v; als Funktion des Logarithmus der skalierten Wellenzahl k/K| an.
Die Balkenenden der senkrechten Balken markieren eine entsprechende relative Ab-
weichung bei den Orten, bei denen die Badlandsfunktion auf 10% ihres maximalen
Wertes B (rmax) abgefallen ist, und zwar wiederum zu diskreten Werten von k/Kj.
Die gepunktete Linie zeigt die gleichen Abweichungen fiir die Ndherung (1.54). Die
Abweichung ist logarithmisch aufgetragen, wobei der Nullpunkt auf eine 100% Ab-
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Abbildung 3.3: Skalierte Badlandsfunktion B, wie sie in Gleichungen (1.22) und (3.23) als Funk-
tion der dimensionslosen Koordinate z = r/l fiir die drei Formfunktionen v; (Gleichung (3.10),
gepunktete Linie), vy (Gleichung (3.11), gestrichelte Linie) und vy (Gleichung (3.12), strichgepunk-
tete Linie) definiert ist. Die skalierte Energie ist (k/Ko)” = 1 und die vertikalen Striche markieren
die Punkte zo = ro/!, wo die Bedingung (3.14) bei den jeweiligen Potenzialen erfiillt ist.

weichung gelegt wurde. Das bedeutet, dass alle Punkte oberhalb der Koordinaten-
achse Abweichungen grofier als 100% kennzeichnen, und unterhalb davon kleiner als
100%. Vor dem Kreuzungsbereich der beiden ”Fehlerbander”, also hin zu niedri-
gen Energien und damit zu groflen Absténden, sollte die Quantenreflexion durch die
N#herung (1.54) beschreibbar sein, da ihre Abweichung vom Gesamtpotenzial dort
vernachldssigbar wird. Dies gilt selbstverstidndlich nur solange die Energie gleichzei-
tig groBer als die fiir das Schwellenverhalten (2.6) mafigeblichen Energien ist. Nach
dem Kreuzungsbereich, also hin zu groflen Energien und kleinen Absténden, sollte
die Quantenreflexion aus dem gleichen Grund allein von der Niherung (1.53) do-
miniert werden. Im Kreuzungsbereich wird die Quantenreflexion entscheidend vom
tatséchlichen Potenzialverlauf abhingen, und die Vorhersagen mit den Ndherungen
(1.53) und (1.54) sind wahrscheinlich schlecht. Die Abbildung 3.6 zeigt zwar nicht
den Ubergang vom Niederenergie- in das Hochenergieverhalten der Reflektivitit. Wie
in nachfolgenden Abschnitten jedoch plausibel gemacht wird, dominiert das Schwel-
lenverhalten unterhalb von Energien, fiir die k/Ky < 1/p? gilt. Fiir den Parameter
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Abbildung 3.4: Verlauf des Ortes des skalierten Maximums 7max /! (gepunktete Linie) der skalier-
ten Badlandsfunktion B, wie sie in Gleichungen (1.22) und (3.23) definiert ist, sowie des skalierten
komplexen Umkehrpunktes r¢/l (gestrichelte Linie) als Funktion des Logarithmus der skalierten
Wellenzahl log (k/Kp) fiir die Formfunktion v; (3.10). Die Balken geben die Ausdehnung der Bad-
landsfunktion zu diskreten Werten von log (k/Ko) wieder. Die Balkenenden markieren die beiden
Punkte beidseits des Badlandsmaximums rmax /I, bei denen die Badlandsfunktion B auf 10% ihres

maximalen Wertes B (rmax/l) abgefallen ist.

p wurde bei der Berechnung der Wert 10 gewihlt, so dass das Schwellenverhalten fiir
log (k/Ky) < —2 einsetzen sollte. Ferner sollten die Darstellungen der Abbildung 3.6
als Funktion des Logarithmus der skalierten Wellenzahl k/ Ky nahezu unabhiingig vom
Parameter p sein. Der Kreuzungsbereich der ”Fehlerbénder” wird vermutlich immer
bei log (k/ Kj) etwa gleich Null liegen. Dies zeigen Uberlegungen in den nachfolgenden
Abschnitten. Somit kann an dieser Stelle bereits bemerkt werden, dass der Parame-
ter p festlegt, ob das durch (1.54) vorhergesagte Reflektivitiatsverhalten sichtbar wird.
Fiir geniigend hohe p verschiebt sich der Ubergangsbereich vom Schwellenverhalten
in das Hochenergieverhalten ndmlich hin zu kleineren Werten fiir k/K,. Wenn diese
Werte geniigend klein sind, so wird die Néherung (1.54) die Reflektivitéit des Casi-
mir van der Waals Potenzials iiber einen endlichen Energiebereich bestimmen. Das
von (1.53) hervorgerufene Reflektivititsverhalten wird immer fiir ausreichend hohe
Energien eintreten, und zwar fiir k/K, > 1.

Zusammenfassend gibt bereits eine leicht durchzufiihrende Analyse der Badlands-
funktion erste Anhaltspunkte fiir das zu erwartende Reflektivitdtsverhalten eines be-
liebigen Potenzials, wenn nur Naherungen fiir das Potenzial bekannt sind, die zumin-
dest abschnittsweise gelten und deren Reflektivitdtsverhalten bekannt ist.
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Abbildung 3.5: Skalierte Badlandsfunktion B, wie sie in Gleichungen (1.22) und (3.23) definiert
ist, als Funktion des Logarithmus der skalierten Wellenzahl log (k/Kjy) fiir die Formfunktion vy
(3.10). Dunklere Felder entsprechen hoheren Funktionswerten und hellere niedrigeren Werten.

3.1.4 Schwellenverhalten der Quantenreflexion fiir das Casi-
mir van der Waals Potenzial

Schwellenverhalten fiir das Modellpotenzial v,
Mit der Methode aus Abschnitt 1.3 148t sich fiir das dimensionslose Potenzial

1
3+t

vy (z) = (3.24)

der Langenparameter b,, analytisch berechnen, der das Schwellenverhalten der Quan-
tenreflexion beschreibt. Die zugehérige dimensionslose Schrodingergleichung (3.8)
besitzt ndmlich an der Schwelle (£ = 0) analytische Losungen [Polyanin, 1996]. Wie
im Anhang A nidher erldutert, ist der Lingenparameter des Potenzials mit diesen
Lésungen gleich

p /7
oy = —— . (3.25)
b Koy (2p)° + Y1 (2p)
Er entspricht dem dimensionslosen Léngenparameter
e v ]-
b, e b / . (3.26)

L (20)° + Y3 (2p)
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Abbildung 3.6: Relative Abweichungen der N#herungen (1.53) (gepunktete Linie) (1.54) (gestri-
chelte Linie) vom Potenzial v; am Ort des Maximums rp,,x der Badlandsfunktion B als Funktion des
Logarithmus der skalierten Wellenzahl k/Ky. Die Balkenenden der senkrechten Balken markieren
eine entsprechende relative Abweichung bei den Orten der Badlandsfunktion, bei denen sie auf 10%
ihres maximalen Wertes B (rmax) abgefallen ist. Der Parameter p ist gleich 10.

Die Definition (3.7) von p macht in Verbindung mit der Darstellung des Potenzials
in der Form

Vi(r) = —% [g—z + (g:)Q}_l (3.27)

deutlich, dass der Parameter p den Einflul der beiden asymptotisch geltenden ho-
mogenen Potenziale, das —1/r3-Potenzial und das —1/r*-Potenzial, auf das inhomo-
gene Gesamtpotenzial angibt. Fiir den Fall p — 0, der 83 < [, entspricht, sollte
gemif} (3.27) das inhomogene Gesamtpotenzial vom Verhalten des homogenen —1/73-
Potenzials dominiert werden, wihrend fiir den Fall p — oo, der 84 < (5 entspricht,
das homogene —1/r-Potenzial das Verhalten des inhomogenen Gesamtpotenzials do-
minieren sollte.

Diese Uberlegung wird auch vom Grenzverhalten des Lingenparameters by,
gestiitzt, der fiir p — 0 den Wert 753 des Liangenparameters b, des homogenen
—1/r3-Potenzials annimmt (vgl. Gleichung (2.4) und Tabelle 2.1),

1\? P
by L () =l = 3.28
7k \5p) TR T (3.28)
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und fiir p — oo den Wert 3, fiir das homogene —1/r*-Potenzial,

00 1 p2
by 250 L P g 3.29
Zusammenfassend hingen die Eigenschaften der Reflektivitit nahe der Schwelle
entscheidend vom Parameter p ab. Die Reflektivitit ist dort gemi8 (2.6):

—>

k
Ry, | "R° exp [~2b,, k] = exp [—Zbgl ,0—] . (3.30)
Ko

Die fiir das Schwellenverhalten geltende N#herung (3.30) ist solange giiltig, solange
ihr Exponent klein gegeniiber eins ist, also 2/, pk/Ky < 1 bzw. k/Ky < 1/ (2, p).
Die geméf (3.26) definierte Funktion b (p) ist auf einen Wertebereich zwischen Null
(fir p = 0) und p (fiir p — oo) beschrankt. Setzt man fiir b, also ihren maximalen
Wert p ein und vernachléssigt den Faktor 2, so erhédlt man als hinreichende Bedingung
fiir die Giiltigkeit der Ndherung (3.30) die Abschétzung:

LA < L b < = (3.31)
Ky — p¥ Ey " p '
Der durch (3.31) gegebene Ubergang zwischen Schwellen- und Hoch-
energieverhalten auf einer Skala der dimensionslosen Wellenzahl k/K)
bzw. Energie FE/E,; verschiebt sich in den Grenzfillen p — 0 hin
zu hoheren k-Werten und fiir p — oo hin zu kleineren k-Werten.
Schwellenverhalten der beiden Modellpotenziale v, und vy

Fiir die Formfunktionen v, und vy sind keine analytischen Losungen der

Schrodingergleichung bei der Energie Null bekannt.  Das Schwellenverhalten
wurde daher numerisch berechnet. Hierzu wurden erst die Reflexionskoeffizienten
fiir den Niederenergiebereich mit dem im Abschnitt 1.2 beschriebenen Verfahren
ermittelt. Anschliefend wurden die Léngenparameter b,, und by durch Anpassen
der ermittelten Reflexionskoeffizienten an die Exponenzialform (2.6) abgeleitet.

Die so numerisch berechneten Léngenparameter b,, und by fiir die Formfunktionen
ve und vy sowie der analytisch nach (3.25) berechnete Lingenparameter b,, fiir die
Formfunktion v; sind als Funktion des Parameters p in Abbildung 3.7 dargestellt.
Geméf (3.7) und (3.8) ist der Parameter p ja auch fiir die Modellpotenziale (3.11) und
(3.12) eine sinnvolle Definition. Die gepunktete Linie beschreibt die Formfunktion
vy, die gestrichelte Linie die Formfunktion v, und die strichgepunktete Linie die
Formfunktion vg.

Wie aus Abbildung 3.7 ersichtlich wird, nehmen die Lingenparameter unabhéngig
von der Formfunktion fiir p — 0 den Wert 733 fiir das homogene —1/r®—Potenzial
und fiir p — oo den Wert $3, fiir das homogene —1/r*—Potenzial an. Unterschie-
de zwischen den p-abhingigen Lingenparametern sind im Ubergang zwischen diesen
beiden Grenzverhalten zu erkennen. Fiir p — oo nimmt nur der Lingenparameter fiir



3.1 Quantenreflexion am Casimir van der Waals Potenzial

37

die Formfunktion v; den Wert 5, monoton steigend an, fiir die beiden Formfunktionen
vy und vy hat er ein Maximum bei p ~ 1 und nihert sich anschlieflend fiir p — oo von
oben dem Wert 34. Beim Wertebereich p & 1 unterscheiden sich die Lingenparameter
der einzelnen Formfunktionen auch am stiarksten. Der gréfite Unterschied zwischen
den wertemiflig am weitesten auseinander liegenden Langenparametern der beiden
Formfunktionen v; und v, liegt bei p &~ 0.63 und betrigt dort 19%. Die ”realistische-
re” Formfunktion vy unterscheidet sich von den ”modellhafteren” Formfunktionen
v; und vy jeweils um maximal 10%.

3.1.5 Quantenreflexion bei hohen Energien

Wie im Abschnitt 3.1.3 erldutert wurde, verschiebt sich das Maximum der Bad-
landsfunktion bei steigenden Energien in Richtung kleinere Abstidnde r. Ihre Breite
verringert sich dabei zunehmend. Fiir die spezielle Formfunktion (3.10) ist weiterhin
gezeigt worden, dass das Maximum ihrer Badlandsfunktion etwa am Ort rgy liegt, bei
dem |V (rg)| = E gilt. Wenn man also die Energie nur geniigend hoch macht, erreicht
man immer den Fall ry < [. Die Reflexion sollte bei diesen Energien nur noch vom
asymptotisch fiir » < [ geltenden van der Waals Potenzialanteil dominiert werden.
Daher erwarten wir, dass das Reflektivitdtsverhalten des ”gemischten” Potenzials
(z.B. vy, ve oder vy) bei geniigend hohen Energien in das Reflektivitidtsverhalten
eines reinen —1/r3-Potenzials {ibergeht. In diesem Energiebereich sollte damit

—Byp (%) 1/3] (3.32)

das Reflektivitétsverhalten des Casimir van der Waals Potenzials unabhéngig vom zu-
grundegelegten Modellpotenzial beschreiben. Mit Gleichung (2.8) 148t sich fiir = 3
gemiB k=23 (8;)"/® = ry < [ ein Energiebereich abschitzen, in dem die Formel (3.32)
die Reflektivitdt ndherungsweise wiedergibt,

k—o0
|Rewaw| "~ exp | —Bs (kﬁza)l/s] = exp

ﬁ3 ? 3
kBs> | — ) =p°. (3.33)
Ba
Dies entspricht der Bedingung
k
— 1. .34
e > (3.34)

Die Abschétzung zeigt, dass die Niherung (3.32) fiir jeden fest vorgegebenen Para-
meterwert p gut ist, wenn nur die Energie geniigend hoch wird. Selbstverstindlich
gilt die letzte Behauptung nur bei Vernachldssigung etwaiger kurzreichweitiger ab-
stoflender Potenzialanteile bzw. Oberflicheneffekte. Fiir zu hohe Parameterwerte
p kann die Situation eintreten, dass das durch Gleichung (3.32) beschriebene Re-
flektivitdtsverhalten erst zu nahe an der Oberfliche einsetzt und dort von Ober-
flacheneffekten iiberlagert wird. Der Vollstindigkeit halber sei nochmals bemerkt,
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Abbildung 3.7: Langenparameter b, der das schwellennahe Reflektivitdtsverhalten des Casimir
van der Waals Potenzialschwanzes gemafy Gleichung (3.25) beschreibt. Teil (a) zeigt das Verhiltnis
b/ B3, das nach Gleichung (2.4) fiir ein homogenes —1/r*-Potenzial gleich 7 sein wiirde. Teil (b) zeigt
das Verhiltnis b/B4, das nach Gleichung (2.4) fiir ein homogenes —1/r*-Potenzial gleich eins sein
wiirde. Die gepunkteten Linien geben die Ergebnisse fiir die Formfunktion (3.10), die gestrichelten

Linien fiir (3.11) und die strichgepunkteten Linien fiir (3.12) an.

dass das durch (3.32) beschriebene Hochenergieverhalten grundsétzlich erst bei Ener-
gien kB3 > 1 bzw. k/Ky > 1/p? (3.31) eintritt.

Wie im Abschnitt 3.1.3 bereits angesprochen, kann beim Ubergang vom Nieder-
energieverhalten (3.30) in das Hochenergieverhalten aber auch folgender Fall eintre-
ten. Das Maximum der Badlandsfunktion und damit niherungsweise auch r( liegt fiir
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einen endlichen Energiebereich noch so weit vom Ursprung entfernt, dass ry > [ gilt.
Der Abschnitt 3.1.3 hat ferner gezeigt, dass der Hochenergiebereich der Reflektivitét
auch durch verhéltnisméflig stark rdumlich begrenzte Reflexionsbereiche gekennzeich-
net ist (im Gegensatz zum sich im wesentlichen iiber den gesamten Potenzialschwanz
jenseits des inneren WKB-Bereichs ausdehnenden Badlandsbereich an der Schwelle).
Wir erwarten fiir diesen endlichen Energiebereich, dass die Gleichung

_Bup (Kﬁo) 1/2] (3.35)

die Reflektivitét richtig wiedergibt. Wegen der Bedingung 7y > [ 148t sich der endli-
che Energiebereich, in dem (3.35) eine Nédherung fiir die Reflektivitit ist, wieder iiber

Gleichung (2.8) (fiir o = 4) entsprechend vk < v/B1/l = B3/ (81)** abschitzen zu

Bs\*_ o
k‘ﬁ4 <L | = =p. (336)
Ba
Konsistent mit der Bedingung (3.34) 148t sich (3.36) mit der dimensionslosen Wel-
lenzahl k/K, auch schreiben als

‘RCUdW| ~ exp [—B4 (kﬁ4)1/2i| = exp

k
— 1. ;
7 < (3.37)

Fiir die untere Grenze dieses endlichen Energiebereichs gilt wieder die Forderung

kBs > 1 bzw. k/Ky > 1/p* (3.31). Die Bedingungen (3.31) und (3.37) kénnen nur
dann gleichzeitig erfiillt sein, wenn p > 1 ist.

3.1.6 Gesamtverhalten der Reflektivitit

Fiigen wird die in den Abschnitten 3.1.4 und 3.1.5 fiir die beiden unterschiedli-
chen Energiebereiche gewonnenen Erkenntnisse zusammen, so erwarten wir iiber
einen geniigend groflen auf einer logarithmischen Skala aufgetragenen Energiebe-
reich folgendes Gesamtverhalten. Bei niedrigen Energien zeichnet sich die Reflek-
tivitdt — log|Rcyaw | durch eine lineare Abhéngigkeit von k£ und daran anschlieflend
zu hoheren Energien durch eine Abhingigkeit von k'/3 aus. Wie der Ubergang genau
stattfindet, wird vom Parameter p festgelegt. Fiir kleine p sollte aufgrund der Unglei-
chung (3.36), die dann nicht gleichzeitig mit der Hochenergieforderung k3, > 1 erfiillt
werden kann, das Gesamtverhalten des inhomogenen Potenzials iiber den gesamten
Energiebereich nicht von dem in Abbildung 2.2 fiir « = 3 geplotteten Reflexionsver-
halten fiir das homogene —1/r3 -Potenzial unterscheidbar sein. Fiir niedrige Energien
wird es durch (3.30) mit b,, = 73 (Grenzwert fiir kleine p) und fiir hohe Energien
durch (3.32) beschrieben.

Fiir ausreichend grofle p erhalten wir einen endlichen Energiebereich, fiir den
beide Ungleichungen (3.36) und k8, > 1 erfiillt sind. In diesem Energiebereich
ist die Reflektivitdt durch (3.35) gegeben und — log|Rcyqw | somit proportional zu
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Vk. Zu hoheren Energien hin, fiir die (3.33) gilt, sollte die Reflektivitit in das
durch (3.32) beschriebene Verhalten iibergehen und — log | Rgyaw | somit proportional
zu k'3 werden. Dieser Ubergang kann an dem Ort erwartet werden, an dem sich
die beiden durch die Gleichungen (3.35) und (3.32) in der doppellogarithmischen
Darstellung ergebenden Geraden schneiden, d.h. wo By (kBy)"* = Bs (kfB5)"/? gilt.
Dieser Punkt liegt bei einer Energie von

Ky _PQ_P?’

Eschnite K k B;\°
smats _ ks _ KBy ( 3) = 5.345 (3.38)

4

zwischen den beiden Bereichen, die durch (3.32) und (3.35) gekennzeichnet sind.
Am Schnittpunkt der beiden Geraden sind die Reflektivitit des homogenen —1/r%-
Potenzials und die des homogenen —1/r3-Potenzials gleich groff und gleich

| Rschnitt| = exp <—B4 (ksmnz’ttﬁzx)m) = exp (—Ba (ksmm'ttﬁs)l/g) = exp (—3.92p) .
(3.39)
Im Ubergangsbereich gelten zwar die Gleichungen (3.32) und (3.35) nicht, der Wert
(3.39) kann jedoch als grobe Abschitzung der Groflenordnung der Reflektivitiat nahe
der durch Gleichung (3.38) gegebenen Energie herangezogen werden.

3.1.7 Vergleich der analytischen mit numerischen Lésungen

Zum Untersuchen der in den vorigen Abschnitten gemachten Ndherungen auf ihre
Richtigkeit sind die Reflexionskoeffizienten mit dem im Abschnitt 1.2 beschriebe-
nen Verfahren fiir mehrere Werte von p numerisch berechnet worden. Die dabei
erhaltene Energieabhéngigkeit der numerisch berechneten Reflektivitdt ist in den
Abbildungen 11 bis 13 entsprechend der im Abschnitt 2.3 eingefiihrten Darstellung
log (— log |Rcvwaw|) als Funktion von log (kB3s) bzw. log (kBs) geplottet. Die drei in
den Abbildungen dargestellten Kurven entsprechen den drei Modellpotenzialen (3.10)
(gepunktete Linie), (3.11) (gestrichelte Linie) und (3.12) (strichgepunktete Linie).
Abbildung 3.8 zeigt das Energieverhalten fiir einen kleinen Wert von p, ndmlich
p = 1/10. In der doppellogarithmischen Darstellung sind die nahezu linearen Ener-
gieabhiingigkeiten der Reflektivitdt deutlich erkennbar, einerseits im Niederenergie-
bereich mit der vorhergesagten Steigung eins und im Hochenergiebereich mit der
Steigung 1/3. Letztere wird auch von den Abschétzungen (3.33) und (3.36) fiir ein
kleines p prognostiziert. Um den Ubergang in das lineare Verhalten mit der Steigung
1/3 zu verdeutlichen, ist in der Abbildung 3.8 noch eine Gerade mit dieser Steigung
eingezeichnet. Diese Gerade ist nach Gleichung (3.32) berechnet worden, mit den
Potenzialparametern, die auch der numerischen Berechnung zugrundegelegt wurden.
Fiir die drei Modellpotenziale vy, v und vy ist der Langenparameter b beim Pa-
rameterwert p = 1/10 gemafl Gleichung (2.4) und Abbildung 3.7 gleich b/ (7f3) =
0.916, 0.954 bzw. 0.933. Diese geringen potenzialabhingigen Abweichungen im
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Niederenergiebereich machen sich durch eine nur leichte Verschiebung der einzel-
nen Geraden mit Steigung 1 zueinander bemerkbar. Diese Verschiebung verschwin-
det erwartungsgemaif fiir das Hochenergieverhalten, da dort lediglich der asympto-
tisch geltende van der Waals Potenzialanteil die Reflektivitdt dominiert und alle drei
Modellpotenziale asymptotisch in dieses Potenzialverhalten iibergehen. Dies besagt
jedoch andererseits, dass fiir kleine Werte von p der Hochenergiebereich nur noch
durch die Potenzialstirke 3 dominiert wird. Die Potenzialstirke (5, hat dort einen
verschwindenden Einfluff. Demgegeniiber verringert sie im Niederenergiebereich den
Liangenparameter b immerhin noch um etwa 7% vom Wert 733 fiir das reine —1/73-
Potenzial. Fiir noch kleinere Werte von p wird (wie im Abschnitt 3.1.4 eingehend
diskutiert) auch dort ihr Einflul verschwinden und der Langenparameter b nur noch
von der Potenzialstirke 3 abhingen, d.h. b ~ 7f;.

o0=1/10

| og (-1 0g | Rovaw| )
o
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Abbildung 3.8: Reflektivititen | Royqgw | von Casimir van der Waals Potenzialen fiir p = 1/10. Die
Ergebnisse fiir die drei Formfunktionen (3.10), (3.11) und (3.12) sind als (kaum getrennt erkennbare)
gepunktete, gestrichelte bzw. strichgepunktete Linie gezeigt. Die durchgezogene Gerade zeigt das
fiir ein —1/r®-Potenzial nach Gleichung (3.32) erwartete hochenergetische Verhalten.

Abbildung 3.9 zeigt das Energieverhalten der Reflektivitat fiir mittlere Werte von
p, und zwar fiir p = 1, was 83 = 8, impliziert. Der Lingenparameter b zeigt bei diesem
Parameterwert p = 1 erwartungsgeméif eine groflere Abhingigkeit vom verwendeten
Modellpotenzial, und zwar b/S4(= b/P5) = 0.925, 1.081 und 1.009 fiir vy, vy bzw. vy
(vgl. (2.4) und Abbildung 3.7). Diese Potenzialabhéingigkeiten verschwinden wieder
fiir den Hochenergiebereich. Allerdings geht das niederenergetische Linearverhalten
mit der Steigung 1 sehr viel allméhlicher in das hochenergetische Linearverhalten mit
der Steigung 1/3 iiber. Fiir den allm#hlichen Ubergang spielt voraussichtlich eine
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Rolle, dass beim Ubergang in einem Bereich reflektiert wird, bei dem beide Potenzi-
alanteile (Casimir und van der Waals) noch einen gleichwertigen Einflufl haben. Die
Steigung sollte damit zwischen 1/2 und 1/3 liegen.
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Abbildung 3.9: Reflektivititen | Rcygw | von Casimir van der Waals Potenzialen fiir p = 1. Die drei
Kurven entsprechen den drei Formfunktionen (3.10) (gepunktete Linie), (3.11) (gestrichelte Linie)
und (3.12) (strichgepunktete Linie). Die durchgezogene Gerade zeigt das fiir ein —1/r3-Potenzial
nach Gleichung (3.32) erwartete hochenergetische Verhalten.

Abbildung 3.10 zeigt das Reflexionsverhalten fiir einen grolen Wert des Parame-
ters p, und zwar fiir p = 10. Im Niederenergiebereich verschwindet die Abhingigkeit
der Reflektivitdt vom Modellpotenzial, da der Langenparameter b die eng beieinan-
der liegenden Werte b/6, = 0.999, 1.002 und 1.010 fiir v;, vy bzw. vy annimmt.
Uber einen begrenzten Energiebereich bei hohen Energien dominiert entsprechend
(3.35) der asymptotisch geltende Casimir Potenzialbereich die Reflektivitéit. Die-
ser Energiebereich wird durch die Abschiitzungen (3.33) und (3.36) eingegrenzt. In
Abbildung 3.10 sind die beiden Geraden mit Steigung 1/2 und 1/3 fiir die der nume-
rischen Berechnung zugrundegelegten Parameterwerte eingezeichnet. Verfolgt man
die beiden Geraden mit Steigung 1/3 und 1/2 in Gedanken hin zu héheren Ener-
gien, so legt ihr Schnittpunkt gerade die untere Grenze fiir das Auftreten des allein
vom van der Waals Potenzialbereich abhéngigen Reflexionsverhalten fest. Unterhalb
dieses Schnittpunktes entspricht das Reflexionsverhalten weitgehend dem des reinen
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—1/r*-Potenzials, insbesondere auch im Niederenergiebereich aufgrund der nahezu
alleinigen Abhéingigkeit des Langenparameters b von der Potenzialstirke CY.
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Abbildung 3.10: Reflektivititen |Rcyqw| von Casimir van der Waals Potenzialen fiir p = 10. Die
Ergebnisse fiir die drei Formfunktionen (3.10), (3.11) und (3.12) sind als (kaum getrennt erkennbare)
gepunktete, gestrichelte bzw. strichgepunktete Linie gezeigt. Die durchgezogene Gerade zeigt das
fiir ein —1/r*-Potenzial nach Gleichung (3.35) erwartete hochenergetische Verhalten. Die gestri-
chelte Gerade zeigt das fiir ein —1/r3-Potenzial nach Gleichung (3.32) erwartete hochenergetische
Verhalten.

3.1.8 Bestimmung der Potenzialparameter

In diesem Abschnitt werden die grundsétzlichen Méglichkeiten zur Bestimmung der
Potenzialparameter $3 und 3, aus dem Reflektivititsverlauf erdrtert. Um etwaige
p-abhingige Unterschiede des Reflektivititsverlaufes im Ubergangsbereich zwischen
Schwelle und Hochenergie wenigstens visuell auszumachen, sind in der Abbildung 3.11
die Reflektivitdtsverhalten zu mehreren Parameterwerten p iibereinandergelegt, und
zwar zwischen einerseits 1/10 und 10 im Teil (a) und andererseits 1 und 5 im Teil
(b). Wie Teil (b) der Abbildung deutlich zeigt, liegen die Kurven zu den Parame-
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terwerten zwischen 1 und 5 bis zum Ubergang zwischen dem durch (3.35) und dem
durch (3.32) gendherten Verhalten fast identisch iibereinander. Das belegt bereits
die Unmoglichkeit, fiir Parameterwerte grofler als eins aus dem Reflektivitatsverlauf
vor diesem Ubergang eine Information iiber den Potenzialparameter B3 zu erhal-
ten. Der Einfluf des Potenzialparameters (3 kommt erst beim Ubergang in das
(3.32)-Verhalten zum Tragen. Ggf. muss aber nicht bis zur von (3.38) vorgegebe-
nen Energie mit den dort duflerst geringen Reflektivititen gemessen werden, da das
” Abknicken” der Reflektivitéit bereits friiher einsetzt und offensichtlich charakteri-
stisch fiir B3 ist. Im Teil (b) der Abbildung 3.11 kann beispielsweise mit dem Wert
der Reflektivitét bei der Energie log (k3;) = 3 der Potenzialparameter 33 abgeleitet
werden. Dies setzt jedoch voraus, dass p < 5 gilt. Andernfalls liegt bei log (kf,) = 3
noch kein fs-abhingiger Unterschied der Reflektivitdten vor. Mit steigendem p wird
es somit immer unmoglicher, iiber Messungen von experimentell nachweisbaren Re-
flektivitdten den Potenzialparameter 3 zu bestimmen. Die Quantenreflexion findet
einfach noch zu weit aulerhalb des van der Waals Bereichs statt.

Wenn jedoch einzelne Geraden mit der Steigung 1, 1/3 und/oder 1/2 erkennbar
werden, kann iiber ihre Lage(n) oder Schnittpunkte miteinander zumindest einer (ob
nur einer oder gar beide, entscheidet der Parameter p) der Potenzialparameter be-
stimmt werden. Zuerst werden die Schnittpunkte zwischen den Geraden des Nieder-
und des Hochenergiebereichs untersucht. Den Schnittpunkt der Geraden mit Stei-
gung eins mit der Geraden mit Steigung 1/3 erhilt man, indem (3.30) und (3.32)
gleichgesetzt werden. Fiir sehr kleine p gilt gem#f (3.28) weiterhin b,, ~ 7p?/Kj,
was fiir die skalierte Wellenzahl bedeutet:

kschnitt Bs\** 1
= = = —. 3.40
K() 27'(' ,03 ( )

Mit dem Langenparameter 33 ausgedriickt, ist das

B.\ 32
kschnitt B3 = (2—3> =0.213. (3.41)
m

Analog gilt fiir den Schnittpunkt zur Geraden mit Steigung 1/2, dass (3.30) und
(3.35) gleich gro sind. Fiir sehr grofie p gilt auBerdem gemf (3.29) b,, ~ p?/ K,
und die skalierte Wellenzahl ist fiir diesen Fall:

kSchnitt B\’ 1
=|—=] —. 42
K, 2 ) (3.42)

Mit dem Lingenparameter 3, ausgedriickt, ist das

B 2
Kschniet B4 = (j‘) = 0.718. (3.43)

Bei diesen Werten von p ist es nicht verwunderlich, dass die Schnittpunkte der Ge-
raden nur vom Parameter 3 bzw. [, abhingen, da bei den obigen Abschitzungen
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Abbildung 3.11: Reflektivititen |Rcygw | des Casimir van der Waals Potenzials mit der Formfunk-
tion (3.10) fiir die Werte p = 1/10,1/7,1/3,1,3,7,10 im Teil (a) und fiir die Werte p

1,15,2, ..

1 2
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.,4,5 im Teil (b) als Funktion von log (kfy).

in der Niherung (3.30) die Grenzwerte fiir das reine homogene —1/73-Potenzial bzw.
das reine homogene —1/r*-Potenzial eingesetzt wurden.

Der Potenzialparameter (3 kann immer (d.h. unabhingig vom Parameterwert
p) aus der Lage der Gerade mit der Steigung 1/3 im Hochenergiebereich wegen der
Giiltigkeit von (3.32) iiber log (—log(R) = log Bs+ 5 log k+ 3 log (33 abgeleitet werden
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zu
0.089
fs = exp [—3log By — log ko| ~ P (3.44)
0

mit der Definition ky = exp (log kg), wobei log kg dem Ort in der doppellogarithmi-
schen Darstellung entspricht, bei dem log (— log|R|) = 0 ist, die Gerade mit Steigung
1/3 also die Koordinatenachse schneidet. Fiir grofie p wird im Hochenergiebereich
immer noch eine Gerade mit der Steigung 1/2 erkennbar sein, und der Potenzialpa-
rameter 3, kann aus der Lage dieser Geraden wegen der Giiltigkeit von (3.35) gem#f
log (— log |R|) = log By + % logk + £ log 4 zu

Bs = exp [—2log By — log ko] ~ % (3.45)

0

bestimmt werden.

Wenn diese Gerade mit der Steigung 1/2 nicht erkennbar ist, kann der Potenzi-
alparameter (3, fiir nicht zu kleine p wegen der vergleichsweise starken Abhingigkeit
des Langenparameters b vom Parameter p = (3/0, aus der Lage der Gerade mit
Steigung 1 im Niederenergiebereich geméif log (—log |R|) = logb + logk (vgl. (2.4))
ermittelt werden. Der Lingenparameter ist ndmlich

1
=

Mit Hilfe von Gleichung (3.25) oder Abbildung 3.7 (Kurve fiir vy) wird aus b der
Parameter p und aus letzterem die Potenzialstirke 8, = (B3/p abgeleitet. (s erhélt
man iiber (3.44) aus der Lage der Gerade mit Steigung 1/3, die bei diesen p-Werten
kurz nach dem Niederenergiebereich auftauchen sollte (vgl. Abbildung 3.9). Die
Abbildung 3.7 ermdoglicht auch eine Korrektur des mit Hilfe von (3.25) abgeleiteten
Parameters p, mit der die fiir das Potenzial v; ermittelten Werte von p auf Werte fiir
das realistischere Potenzial vy der Wasserstoff-Oberfliche-Wechselwirkung korrigiert
werden konnen. Fiir zu kleine p-Werte ist der Lingenparameter b jedoch nahezu
gleich dem Wert 733 und $; kann dann nicht mehr auf diese Weise bestimmt werden.

Anders als im Fall kleiner, aber nicht zu kleiner p liegt bei grofiem p (bereits ab
einem Wert von eins, sieche Abbildung 3.7) eine nahezu konstante Abhéngigkeit des
Langenparameters b vom Parameter p vor. Dies versagt die Bestimmung des Poten-
zialparameters 33 aus der Lage der Geraden mit Steigung 1 im Niederenergiebereich.
Der Potenzialparameter 33 ist erst aus der Lage der Geraden mit der Steigung 1/3
ableitbar, die nach (3.38) allerdings erst bei sehr hohen Energien und duflerst geringen
Reflektivitidten in Erscheinung treten sollte. Fiir p = 10 erst ab Energien k3, ~ 530,
log (k1) ~ 6.3 und bei Reflektivititen |R| ~ 1077,

b (3.46)

3.1.9 Vergleich mit experimentellem Ergebnis

Nachfolgend werden die zuvor entwickelten Methoden und Abschitzungen an Mefida-
ten angewandt, die Shimizu in einem in [Shimizu, 2001] verdffentlichten Experiment
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gemessen hat. Fiir die Messung verwendet Shimizu in den metastabilen Zustand
angeregte Ne-Atome!, die aus einer magneto-optischen Falle im freien Fall unter
einem sehr flachen Winkel auf eine etwa einen halben Meter tiefer gelegene (1,0,0)-
Siliziumoberfliche treffen. Im freien Fall des Gravitationsfeldes nehmen die Atome
kinetische Energie auf. Thre Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur Silizium-
oberfliche ist wegen des flachen Auftreffwinkels von nur einigen Grad nochmals um
nahezu zwei Grolenordnungen reduziert. Durch Variieren des Auftreffwinkels stellt
Shimizu ihre entsprechende Impulskomponente ein. In seinen Messungen arbeitet er
mit Ne-Atomen im Nanokelvin-Bereich. Bei diesen Energien kann er die Geschwin-
digkeit so im Bereich von einigen Millimetern pro Sekunde variieren. Durch den
Effekt der Quantenreflexion reflektiert die Siliziumoberfliche die Ne-Atome speku-
lar, d.h. unter der Bedingung Einfallswinkel gleich Ausfallswinkel. Die Intensitét
des durch Quantenreflexion reflektierten Atomstrahls kann damit an einem wohlde-
finierten Ort im Raum gemessen werden. Ein entsprechender Detektor mit kleiner
Blende filtert dort nur die relevanten Ereignisse aus. Die inelastisch gestreuten Ato-
me (Oberflicheneffekte, Anregung von Phononen, etc.) gehorchen grundsétzlich nicht
der Bedingung, Einfallswinkel gleich Ausfallswinkel, und werden damit vom Detek-
tor statistisch gesehen unterdriickt. Da die Atome auch in einigem Abstand von der
Oberfliche reflektiert werden, mitteln sich Unregelméfigkeiten der Oberfliche aus.
Die Reflektivitéit berechnet sich nach der Intensitét des einfallenden zum reflektierten
Strahl.

Abbildung 3.12 zeigt die experimentellen Daten fiir die Reflektivitdt von Ne-
Atomen an der Siliziumoberfliche. Die Reflektivitit ist in der doppellogarithmischen
Form als Funktion von log k£ dargestellt. Am hochenergetischen Ende der Abbildung
schmiegen sich die Daten deutlich an eine Gerade der Steigung 1/2 an. Dies ist das
Kennzeichen des Hochenergieverhaltens eines —1/r*-Potenzials. Ein Fit von Geraden
an die letzten sechs bis zehn Datenpunkte liefert Steigungen im Bereich von 0.45 bis
0.55. Mit fest vorgegebener Steigung 1/2 ergibt der Geraden-Fit fiir die letzten zehn
Datenpunkte:

1
log (—log |R|) =5.2 + 5 log k. (3.47)

Die Gerade (3.47) ist im rechten oberen Abschnitt der Abbildung gezeigt. Gleichung
(3.45) bestimmt den Léngenparameter 8, zu 11400a. Dieser Wert stimmt im Rah-
men der Mefigenauigkeit mit dem Wert 84 = 12100aq iiberein, den Shimizu angibt
(Cy = 6.7210756 J m*).

Die Daten in Abbildung 3.12 reichen nicht zu so hohen Energien, dass der —1/r3-
Anteil des Potenzials seinen Einflu} zeigen kann. Das heifit, dass wir uns im Be-
reich grofler p, B, < fs, befinden. Dies bestiitigt auch eine numerische Lésung der
Schriédingergleichung mit dem ermittelten Parameterwert 5, = 11400ay und einem

!Der metastabile Zustand wurde ausgehend vom Grundzustand durch optisches Pumpen in einen
angeregten Zustand erhalten. Ne-Atome im Grundzustand haben wohl eine zu geringe Polarisier-
barkeit und damit eine zu geringe Potenzialstérke C3. Quantenreflexion am attraktiven Potenzial-
schwanz tritt daher erst zu nahe an der Oberfliche auf.
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angenommenen Wert von p = 10. Die Energiekurve der so berechneten Reflekti-
vitdten verlduft gut passend durch die gemessenen Daten. Im Gegensatz dazu zeigt
die gleiche Rechnung mit einem Wert von p = 1 eine Kurve, deren Hochenergiever-
halten deutlich von den Mef3daten abweicht. Sicherheitshalber ist mit zwei Modellpo-
tenzialen (3.10) und (3.12) gerechnet worden. Die Abweichung im hochenergetischen
Bereich ist jedoch fiir beide Formfunktionen qualitativ dhnlich ausgepragt.

Fiir p = 10 entspricht das Reflexionsverhalten dem eines reinen —1/r*-Potenzials.
Die Daten der Abbildung 3.12 sind daher nicht geeignet, eine obere Grenze fiir p
oder entsprechend eine untere Grenze fiir [ = (3;/p anzugeben. Dies ist konsistent
mit dem von Shimizu angegebenen Wert | =~ 0. Bei so hohen Werten von p ist
der Langenparameter b, der das Verhalten von |R| nahe der Schwelle bestimmt, im
wesentlichen gleich 4 (siehe Abbildung3.7). Die zugehorige Gerade

log (—log |R|) =log (264) + logk (3.48)

ist mit dem aus dem Hochenergieverhalten ermittelten Wert 84 = 12100ay im linken
unteren Abschnitt der Abbildung 3.12 dargestellt. Sie pafit im Rahmen der hohen
Streuung sehr gut zu den Daten fiir das Niederenergieverhalten.

3.2 Quantenreflexion an weiteren inhomogenen
Potenzialen

Die Uberlegungen der vorigen Abschnitte kénnen einfach auf inhomogene Potenziale
in Form einer Superposition zweier homogener Potenzialanteile,

V’sum (7“) — _% o Cal _ 1 <(ﬁa)a2 + (ﬁal)mz) ’ (349)

re rot oM ro rot

mit aq > a > 2, B4, Ba, > 0 iibertragen werden. Das Hochenergieverhalten von
Visum (1) gibt Gleichung (2.10) wieder. Bei geniigend hohen Energien dominiert jedoch
- im Gegensatz zum inhomogenen Casimir van der Waals Potenzial - das Potenzial
V(r) = —C4, /r*, also der fiir r — 0 geltende Potenzialanteil mit der hheren Po-
tenz oy, die Reflektivitit dieses inhomogenen Potenzials. Ob bei mittleren Energien,
zwischen diesen hohen Energien und den Schwellenenergien, noch der Potenzialanteil
V (r) = —C,/r* eine Rolle fiir das hochenergetische Reflexionsverhalten spielt, hingt
wiederum von einem kritischen Parameter

(a1=2)(a=2)

Prum = (5—“) e (3.50)

ab. Diesen Parameter definiert man analog zu (3.7) iiber die charakteristische Linge

e [0 a1
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Abbildung 3.12: Reflektivititen |R|, wie sie von Shimizu in [Shimizu, 2001] fiir die Reflexion
von angeregten Neon-Atomen an einer Siliziumoberfliche gemessen wurden (ausgefiillte Quadrate).
Die Figur zeigt log (—log|R|) als Funktion von logk. Die durchgezogene Gerade im oberen rechten
Abschnitt der Abbildung zeigt das Hochenergieverhalten, das fiir ein homogenes —1/r*-Potenzial
nach Gleichung (3.35) fiir 84 = 11400a¢ erwartet wird. Die durchgezogene Gerade im linken unteren
Abschnitt der Abbildung zeigt das Schwellenverhalten nach (2.6) fiir b = 8, = 11400ay. Die Kurven
wurden durch Lésen der Schrodingergleichung mit den Formfunktionen vy (3.10) und vy (3.12) fiir
den obigen Wert von 4 und fiir p = 10 (83 = 1084) oder p = 1 (83 = 1) ermittelt.

bei der —C, /r® und —C,, /r** gleich grof sind, und iiber

(5 )a1(a—2) 2(0117_&)
(Ba)™ ™ |
den skalierten Potenzialparameter, fiir den —#h? (Ko sum)”/ (2M) = —Cho/ (lsum)® =
—Coy/ (lsum)™ gilt. TIm iibrigen gelten die Bedingung (3.34) und (3.37) beim

Summenpotenzial (3.49) unverdndert. Wenn (3.34) erfiillt ist, dominiert das vom
—C,, /r*" -Potenzialanteil vorgegebene Reflexionsverhalten

k 1-2/ay
—By, psum 3.5
o (70— ] (3.53)

KO,sum = [ (352)

‘Rsum‘ ~ exp |—Bq, (kﬁal)lfﬂm} = exp
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die Reflektivitit. Wenn die Bedingung (3.37) erfiillt ist, dann dominiert das vom
—C,/r*-Potenzialanteil vorgegebene Reflexionsverhalten

k 1-2/a
_Ba sum 3.54
P (KO,sum) ] ( )

die Reflektivitit, solange auch noch (3.31) gilt. Mit den Léngenparametern (3, und
Ba, ausgedriickt, lauten die Bedingung (3.34) (entsprechend (3.33 )):

Roun| 2 exp [~ Ba (kB0) 2] = exp

ﬁa g({u(?:jg ay
kﬁoq > (IB ) = ()Osum)al_2 (355)
und die Bedingung (3.37) (entsprechend (3.36)):
B o2y
kﬂa < <ﬁa ) = (psum)ﬁ - (356)

Wenn die Bedingung 1/p3,,, < k/Koum < 1 erfiillt ist, liegt der hochenergetische
Ubergang zwischen dem durch (3.54) beschriebenen Verhalten und dem durch (3.53)
beschriebenen Verhalten bei

aja
kSchm'tt,sum Ba Ha1—a)
i | (3.57)
Die Reflektivitdt an diesem Punkt ist ungefdhr
1
(Ba)a(ﬂél_Z) 2(eg—a)
‘RSchm'tt,sum| = €XP § —Psum W (358)
aq

Abhéngig vom Parameter pg,, kann auch eine Aussage iiber das niederenerge-
tische Verhalten getroffen werden. Fiir den Grenzfall pg,,, — 0, der B, > B,
entspricht, spielt nur der —C,, /r*'-Anteil eine Rolle fiir das Schwellenverhalten, das
dann durch

| Roum| 2 exp (—2ba, kfay ) (3.59)
wiedergegeben wird. Umgekehrt dominiert fiir pgy,, — 0o, was B, > (., entspricht,
der —C,/r*-Anteil, und es gilt

| Ryurm| =0 exp (—2baka) . (3.60)

Die Abbildung 3.13 zeigt fiir das Summenpotenzial Vi, mit @ = 3 und o1 = 4 zu
verschiedenen Werten des Parameters pg,, die Reflektivitit in der bewdhrten dop-
pellogarithmischen Darstellung log (— log |Rsum|) als Funktion von log (kf8s). Nach
dem niederenergetischen Bereich mit der Steigung eins knickt der Verlauf fiir kleine
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Psum 10 eine Steigung 1/2 um und behilt diese erwartungsgeméif bei, wie mehr oder
weniger gut ersichtlich ist. Fiir grofle pg,.,, knicken die Geraden jedoch im hoch-
energetischen Bereich stérker in Richtung einer Steigung 1/3 ab. Fiir noch hohere
Energien sollten sie, wie prognostiziert, wieder in eine Steigung 1/2 iibergehen. Um
diesen Effekt sichtbar zu machen, also insbesondere das erwartete Abknicken von
Steigung 1/3 in Steigung 1/2, sind in Teil (a) der Abbildung 3.14 die Steigungen
der in Abbildung 3.13 gezeigten Reflektivitatskurven aufgetragen. Hier erkennt man
den vorhergesagten Effekt sehr viel besser, dass ndmlich fiir kleine pg,,, die Geraden-
steigungen monoton auf den Wert 1/2 abfallen, fiir groe psym jedoch ein deutliches
Minimum hin zur Steigung 1/3 ausbilden. Um das umgekehrte Verhalten zum Po-
tenzial v; (3.10) zu illustrieren, zeigt Teil (b) der Abbildung 3.14 die Steigungen des
Reflektivitdtsverlaufs fiir dieses Potenzial zu den gleichen pg,,,-Werten. Erkennbar
fallen die Steigungen fiir kleine pgy,, direkt (ohne Wendepunkt) auf den Wert 1/3 ab,
wahrend sie in Richtung hoéherer pg,,, €in zunehmend ausgeprigteres Plateau beim
Steigungswert 1/2 ausbilden (also einen Wendepunkt durchlaufen).

& G poiential

l og (-l 0g|RJ)

0 1 2 3

4 3 2 1
| og (kB4)

Abbildung 3.13: Reflektivitéiten |R,y,,| des Summenpotenzials Vi, (r) = —C3/r® — Cy/r* fiir
die Werte psym = 1/10,1/7,1/3,1,3,7,10 als Funktion von log (kf4).

Zum Verdeutlichen des entgegengesetzten Verhaltens fiir p — 0 und p — o©
einerseits des Casimir van der Waals Potenzials v; und andererseits des Summenpo-
tenzials Vyyum = —1/23 — 1/2* zeigt Abbildung 3.15 diese beiden Potenziale sowie die
homogenen Potenziale V = —1/23 und V = —1/z*. Wie ersichtlich wird, liegen die
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Abbildung 3.14:  Steigungen der in Abbildung 3.13 gezeigten Reflektivititsverliufe
log (—log |Rsum|) des Summenpotenzials Viym (r) = —C3/r® — Cy/rt fiir die Werte psym =
1/10,1/7,1/3,1,3,7,10 in Teil (a) und von Reflektivititsverliufen log (—log|Rcvaw]|) des Casi-
mir van der Waals Potenzials v, (3.10) fiir die gleichen p-Werte in Teil (b), jeweils als Funktion von

log (kB4).

Werte des Summenpotenzials immer unterhalb der Werte fiir die beiden homogenen
Potenziale, wihrend sie fiir das Casimir van der Waals Potenzial immer oberhalb
dieser Werten liegen. Fiir £ — 0 schmiegt sich das Summenpotenzial immer stirker
an das homogene Potenzial V = —1/z* und das Casimir van der Waals Potenzial
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immer stirker an V = —1/23 an. Fiir x — oo ist es genau umgekehrt.

-Log|v (x) |

X

Abbildung 3.15: Vergleich der Potenzialverliufe des Casimir van der Waals Potenzials v, des
Summenpotenzials Vsym = —1/2% — 1/2* und der beiden homogenen Potenziale V = —1/2® und
V =-1/z%

Fiir das Schwellenverhalten des Summenpotenzials mit o = 3 und a = 4, das dem
vi-Modellpotenzial des Casmir van der Waals Potenzial in gewisser Hinsicht dhnlich
ist (jedoch mit umgekehrten asymptotischen Grenzverhalten), konnte fiir mittlere
Werte von psym naiv vermutet werden, dass der Ubergang #hnlich monoton zwischen
den beiden Grenzféllen verlduft. Dass solche Analogien jedoch duBerst bedenklich
sind, zeigen Arbeiten von Eltschka et al. in [Eltschka, 2000]. Sie haben u.a. das
Schwellenverhalten der Reflexion spezieller Typen des inhomogenen Potenzialschwan-
z€s Vium (r) untersucht, fiir die die Bedingung

a=m+1, a; = 2m, m>1 (3.61)

gelten. Unter dieser Bedingung besitzt die Schrodingergleichung bei der Energie Null
analytische Lésungen in Form von konfluenten hypergeometrischen Funktionen. Der
Langenparameter ermittelt sich mit diesen Losungen zu

r (1 i l/) I (1+I/7i’yu) . — r (1+I/;i*yu)
sin {7 — arg [W] } ,  (3.62)

2
I'(1+v) |T (252 -

bsum = Bal (27/)”

mit y = (Ba/Ba,)™ " und v = 1/(m—1). Die Gleichung (3.30) beschreibt mit diesem
Langenparameter by,,, das Schwellenverhalten der Reflektivitdt. Wie Abbildung 3.16
zeigt, in der bsym/Bq fiir die Werte psym < 1 und bsym/Ba, fiir p > 1 als Funktion
Vol psum aufgetragen sind, verlduft der Ubergang zwischen den beiden Grenzfillen
Psum — 0 (entspricht by, — be,, der Lingenparameter fiir das homogene —1/r%!-
Potenzial) und pgy, — oo (entspricht by, — by, der Lingenparameter fiir das
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homogene —1/r®-Potenzial) allerdings nicht monoton, sondern besitzt insbesondere
fiir den betrachteten Fall @ = 3 und a; = 4 bei pgy,, = 1, was 83 = (54 entspricht, ein
Maximum. Weniger ausgeprigte Maxima zeigen die Fille fiir groflere m. Beidseits
der Maxima fallen die by,,,-Verldufe in Abhéngigkeit von pg,,, jedoch stets monoton
auf die geméf (2.4) vorhergesagten Grenzfiille ab.

Fiir den speziellen Fall « = 4 und a; = 5 des obigen Summenpotenzials Vi,
der nicht die Bedingung (3.61) erfiillt, wird im Anhang C der Lingenparameter
bsym aus den Losungen der zugehorigen Schrodingergleichung bei der Energie Null
[Polyanin, 1996] bestimmt. Das Ergebnis lautet (von der Struktur dhnlich wie der
Lingenparameter b,, fiir das Casimir van der Waals Potenzial v;):

3l/m

2 2
(73 (50))" + (Yiss (5p))
Das Schwellenverhalten dieses Summenpotenzials sollte fiir den Fall p — 0, was
B4 < Bs entspricht, gemif (3.49) vom Verhalten des homogenen —1/r5-Potenzials

dominiert werden, und fiir den Fall p — oo, der 85 < B, entspricht, vom Verhalten des
homogenen —1/r*-Potenzials. Der Lingenparameters by,,, nimmt dementsprechend

bsum =

(3.63)

im Grenzverhalten fiir p — 0 den Wert by, o~ 0505 ~ 0.6305, wegen

p—0 3P (F(1/3))2 B (55)3 é 2_
w13 ) (5:) = (364

und fiir p — oo den Wert by, "~ bsfs = B4 an (siehe Gleichung (2.4) und Tabelle
2.1), wegen

= Bs. (3.65)

bsum

=00 i/i:pl: (54)3(55)3

TKy mp Bs (Bs)?

Abbildung 3.16 zeigt ebenfalls fiir psym < 1 den Léngenparameter by, /B4 und fiir
Psum > 1 entsprechend by, /f5 als Funktion von pgyp,. Der Ubergang zwischen den
beiden Grenzfillen psym — 0 (bsum/Bs — 0.63) und psym — 00 (bsum/Bs — 1) ist
wiederum nicht monoton, sondern besitzt bei psy,, = 1, was 5, = (35 entspricht, ein
Maximum. Zum unmittelbaren Vergleich mit dem Schwellenverhalten des Casimir
van der Waals Potenzials v; zeigt Abbildung 3.16 auch noch den entsprechenden
Léngenparameter b,, fiir p < 1 als Verhiltnis b,, /83 und fiir p > 1 als Verhiltnis
bvl / /34-

Prinzipiell lassen sich die in dieser Arbeit entwickelten Methoden auch auf belie-
bige Uberlagerungen homogener Potenziale

Ca B (Ba)™
Vo (1) = =328 = om0 e (3.60
=1 =1
mit 1 < e < ... < ap und Bay, Bags -5 Pa, > 0 erweitern. Hier dominiert im-

mer der Term mit der grofiten Potenz «,, das Hochenergieverhalten, wenn nur eine
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Abbildung 3.16: Liangenparameter b, der das schwellennahe Reflektivititsverhalten des Sum-
menpotenzials gem#f (3.49) mit « = m + 1 und @y = 2m fir m = 2 ((a,a1) = (3,4))
(gepunktete Linie) und m = 3 ((a,a1) = (4,6)) (gestrichelte Linie), des Summenpotenzial
Veum = — (B4)” /1* — (B5)® /r® (strichgepunktete Linie) und des Casimir van der Waals Poten-
zial v1 (durchgezogene Linie) beschreibt. Der linke Abschnitt der Abbildung fiir p < 1 zeigt das
Verhiltnis b/f8,, und der rechte Abschnitt fiir p > 1 das Verhiltnis b/3, jeweils als Funktion des
Parameters p.

geniigend hohe Energie vorliegt. Von dieser Energie ausgehend kénnen bis zur Schwel-
lenenergie ggf. weitere ” Geradenbereiche” ausgemacht werden, und zwar nacheinan-
der mit den Steigungen 1—2/c,_1,1—2/a,_9,...,1—2/a;. Bei der Schwellenenergie
liegt wieder die gréfite Steigung eins vor. Der Verlauf knickt also - in umgekehrter
Richtung gesehen - von der Steigung eins auf die flachste Steigung 1 — 2/a; und
baut sich dann sukzessive bis zur grofiten Steigung 1 — 2/ay, auf. Ob diese Geraden-
bereiche tatséchlich existieren, kann wieder mit den Bedingungen (3.34) und (3.37)
abgeschétzt werden, wobei hierfiir diesmal paarweise Parameter

(ai—2)(a;-2)

(Ba) )
n=(52) (367

sowie entsprechend (Ky);; und l; ; gebildet und untersucht werden miissen. Mit den
gleichen Uberlegungenkdnnen auch inhomogene Potenziale der Form

-1

: (3.68)

[¢] (67
r 1

(Bay)™ ™

v m——32+wl4——ﬁ U
inh - Ca Cal - 2M (ﬁa)a—Q
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mit o < a; und Sy, B, > 0, und sogar noch allgemeiner der Form

-1 —1

“ L e h? [i P ]

3 ) (3.69)
— Cl, 2M (Ba;) 2

i=1
mit g < g < ... < oy und By, Bays - - -5 Ba, > 0 betrachtet werden. Umgekehrt zu
den Summenpotenzialen (3.49) und (3.66) beherrscht immer der Term mit der klein-
sten Potenz «; das Hochenergieverhalten fiir eine geniigend hohe Energie. Hiervon
ausgehend bis zur Schwellenenergie mit der Steigung eins kénnen ggf. nacheinander
weitere Geraden mit den Steigungen 1 — 2/as,1 — 2/ag3,...,1 — 2/, ausgemacht
werden. In umgekehrter Richtung gesehen, féllt die Steigung vom Wert eins sukzes-
sive bis zur kleinsten Steigung 1 — 2/a; ab. Wieder sagen die Bedingungen (3.34)
und (3.37) voraus, ob solche Geradenbereich existieren. Die paarweisen Parameter
pi,; hierfiir sind die gleichen, wie in (3.67) definiert.

Zum einfachen Abschétzen, ob einzelne Geradenbereiche mit bestimmter Stei-
gung entsprechend den zugehorigen homogenen Potenzialen fiir das hochenergetische
Reflektivitidtsverhalten des Gesamtpotenzials sichtbar werden, und in welcher Abfol-
ge diese auftreten, konnen die im Abschnitt 3.1.3 entwickelten Darstellungen (vgl.
Abbildung 3.6) fiir die Abweichungen des Gesamtpotenzials von den homogen Poten-
zialen im Badlandsbereich herangezogen werden. Dabei werden die dort dargestellten
”Fehlerbinder” fiir all diejenigen homogenen Potenziale gezeichnet, fiir die angenom-
men wird, dass sie das Gesamtpotenzial in bestimmten Abstandsbereichen annéhern.
Fiir die obigen Summenpotenziale (3.66) und ”inversen” Summenpotenziale (3.69)
sind dies genau die homogenen Anteile dieser Potenziale. Befinden sich in der ge-
nannten Darstellung dann in bestimmten Koordinatenabschnitten jeweils einzelne
Fehlerbénder allein unterhalb der Koordinatenachse, dann sollte die Reflektivitéit bei
den diesen Abschnitten entsprechenden Energien vom jeweiligen Verhalten des zu
diesem Fehlerband zugehorigen homogenen Potenzials geprigt sein. Die Abfolge sol-
cher Fehlerbénder unterhalb der Koordinatenachse in Richtung kleinerer Abstéinde
bzw. hoherer Energien legt die Abfolge der beobachtbaren Geradensteigungen fest.

vah (T) - —




Kapitel 4

Versuch einer Messung des
Potenzialverlaufes durch Messung
der Reflektivitit

In diesem Kapitel wird eine mogliche Methode zum Messen wenigstens eines Ab-
schnittes des Potenzialverlaufes eines beliebigen Potenzials besprochen. Vorausset-
zung fiir eine solche Messung ist prinzipiell, dass die Energien geniigend hoch gew#hlt
und die damit einhergehenden geringen Reflektivitdten gemessen werden konnen. Bei
geniigend hohen Energien ist die Badlandsfunktion ndmlich so stark lokalisiert, dass
lediglich ein sehr schmaler Bereich des Potenzialverlaufes die Reflektivitit beeinfluft
(vgl. Abschnitt 3.1.3). In diesem Bereich beherrscht das Hochenergieverhalten die
Reflektivitét

R (k) ~ exp (—Ba (kﬁa)l_Z/a> . (4.1)

Diese Darstellung der Reflektivitéit setzt voraus, dass das Gesamtpotenzial in diesem
Bereich von einem homogenen Potenzialanteil

(B
2M  re

Vo (r) = (4.2)

mit a > 2 dominiert wird. Viele realistische Potenziale konnen allerdings prinzipiell
als eine Summe homogener Potenzialanteile ausgedriickt werden. Dann konnen - wie
wir im vorigen Kapitel gesehen haben - abhéingig von den Potenzialparametern 3,
solche Bereiche existieren, in denen (4.1) gut ist. Die geniherte Reflektivitdt (4.1)
gibt die tatséichliche Reflektivitdt in den Bereichen unzureichend wieder, in dem we-
nigstens ein weiterer Potenzialanteil der Potenzialentwicklung nicht vernachlissigbar
ist

Wo (4.1) eine gute Ndherung ist, ensteht bei den zugehorigen Energien der Haupt-
anteil zur Reflexion um den Ort, an dem die asymptotische Gesamtenergie des Teil-
chens gleich dem Betrag dieses homogenen Potenzialanteils ist. Durch Messung von

o7



28

KAPITEL 4. Messung des Potenzialverlaufes

R (ko) wird dann also im wesentlichen der Wert des Potenzials am Ort

(ﬁa)l_Z/a

T (4.3)

Ty =

ermittelt. Die lokale Potenzialpotenz « (rg) des bei g dominierenden homogenen
Potenzialanteils erhélt man geméf (4.1) durch numerisches Ableiten der gemessenen
Funktion log (—log|R (k)|) nach log k£ am Ort ¢ zu

- 2
a(ro) = 1 Oloa(_Tog Rtk
log k

(4.4)

Die lokale Potenzialstéirke §, (r¢) des Potenzials betréigt nach (4.1) am Ort ro:

g = 1 (B R0) (4.)

Den Wert B, erhalt man aus der tabellierbaren oder numerisch berechenbaren Funk-
tion B («) nach Gleichung (2.11). Damit mifit man also bei einem fest vorgegebenen
ko des Teilchens den Wert des Potenzials

12 (ko)

Viro) ===

(4.6)

bei
_ |log R(ko)|

o = .
° kOBa(ro)

Durch Variieren der Energie kann nunmehr das Potenzial iiber einen weiten Be-
reich abgetastet werden, solange die Hochenergiebedingung erfiillt ist und an je-
dem Ort ry im wesentlichen nur ein homogener Potenzialanteil dominiert. In den
Ubergangsbereichen zwischen Schwellenbereich und Hochenergiebereich sowie zwi-
schen den zwei Bereichen je eines dominierenden Potenzialanteils versagt diese Me-
thode jedoch. Zu ganz hohen Energien hin werden immer Oberflicheneffekte zu
beriicksichtigen sein, da ry zu klein wird.

Die Abbildung 4.1 zeigt den relativen Fehler von abgetastetem zu tatséichlichem
Potenzial fiir die beiden homogenen Potenziale @« = 3 und o = 4 und das Wasserstoft-
potenzial vy mit dem realistischen noch ”kritischen” Parameterwert p = 1.77, bei
dem keiner der beiden Potenzialanteile den Gesamtverlauf im betrachteten Energie-
intervall dominiert. Wie nicht anders zu erwarten, ist der Fehler fiir kleine Energien
und damit fiir grofle Abstinde des Reflexionsbereichs vom Ursprung grof}, da noch
das Schwellenverhalten bzw. der Ubergang vom Schwellenverhalten in das Hochener-
gieverhalten mit seinem breiten Reflexionsbereich die Reflektivitdt bestimmt. Zu
noch gréfleren Energien hin wird der Fehler immer kleiner, da dort das Hochener-
gieverhalten beginnt und der Reflexionsbereich geniigend lokalisiert ist. Insgesamt
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wire es fiir eine prizisere Messung des Potenzialverlaufs wiinschenswert, mehr Infor-
mation iiber das genaue Reflektivititsverhalten einerseits imUbergangsbereich zwi-
schen dem nieder- und dem hochenergetischen Verhalten und andererseits in den
Ubergangsbereichen zu haben, in denen zwei oder mehrere Potenzialanteile gleich
relevant sind.

50

40 |
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\%
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Abbildung 4.1: Relativer Fehler zwischen einerseits den beiden homogenen Potenzialen @ = 3
(gepunktete Linie) und a = 4 (gestrichelte Linie) sowie dem Potenzial vy nach Gleichung (3.12)
(durchgezogene Linie), mit dem Parameterwert p = 1.77, und andererseits dem zugehorigen Poten-
zial, das mit der in Kapitel 4 erlduterten Methode abgetastet wurde.



Kapitel 5

Zusammenfassung

In der Arbeit sind grundlegende Methoden diskutiert worden, aus dem Nieder-
und dem Hochenergieverhalten der Reflektivitéit eines attraktiven Potenzialschwan-
zes Information iiber das zugrundeliegende Potenzial abzuleiten. Hierzu wurden
N#herungen vorgestellt, die das Nieder- und das Hochenergieverhalten fiir die unter-
suchten Potenzialtypen gut wiedergeben. Die gefundenen N#herungen gaben Anlaf
zu einer speziellen doppellogarithmischen Darstellung der Reflektivitéit als Funktion
des Logarithmus der Energie. In dieser Darstellung hinterlassen die behandelten
Potenzialtypen ihren charakteristischen Fingerabdruck in Form von Geraden mit po-
tenzialspezifischen Steigungen. Die Lagen der Geraden lassen oftmals unmittelbare
Riickschliisse auf die Potenzialparameter zu. Wann dies der Fall ist, wurde einge-
hend diskutiert. Unser besonderes Augenmerk richtete sich dabei auf das zur Zeit in
der Forschung wieder verstarkt untersuchte Casimir van der Waals Potenzial. Hierzu
konnte gezeigt werden, dass der in Gleichung (3.7) definierte Parameter p die entschei-
dende GriBe ist. Er bestimmt, wie wichtig der —1/r3-Anteil und der —1/r*-Anteil
des Casimir van der Waals Potenzials fiir die Quantenreflexion ist. Fiir p < 1 sind die
Reflektivitéiten im wesentlichen gleich denen eines homogenen —1/r3-Potenzials. Sie
bleiben iiber den gesamten Energiebereich von irgendwelchen Retardierungseffekten
unbeeinfluflt. Der Reflektivitdtsverlauf liefert nur den Potenzialparameter C5. Fiir
grofle Werte von p ist die Reflektivitét {iber einen grofien, aber endlichen Energiebe-
reich (1 < kB4 < p?) nicht von der eines homogenen —1/r*-Potenzials unterscheid-
bar. In diesem Energiebereich kann nur eine Aussage iiber den Potenzialparameter
C, getroffen werden. Erst bei noch groBeren Energien (wenn k3, ~ 5p?) macht sich
der —1/r3-Anteil fiir die Reflektivitit bemerkbar und C3 ermittelt sich aus dem Re-
flektivitdtsverlauf bei diesen Energien. Die Reflektivitidten sind dort jedoch duflerst
gering (R < exp(—4p)) und eine zuverlidssige Messung erscheint fragwiirdig. Nur
bei Parameterwerten p < 1 konnen fiir verniinftig mefibare Reflektivititen Aussagen
sowohl iiber (5 als auch C, getroffen werden.

Ob Retardierungseffekte aus der gemessenen Reflektivitit erkennbar sind, wird
am einfachsten aus der doppellogarithmischen Darstellung ersichtlich. Die Retar-
dierung gibt sich durch eine Gerade der Steigung 1/2 zu erkennen, die an die stets
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vorliegende Steigung eins fiir den Niederenergiebereich anschliefit. Retardierung ist
nicht zu beobachten, wenn das niederenergetische Verhalten mit Steigung eins direkt
in eine Gerade mit Steigung 1/3 iibergeht. Die Lagen der Geraden mit Steigung 1/2
und 1/3 liefern unmittelbar die Potenzialparameter Cy bzw. Cj. Bei zu kleinem p
(p < 1) oder p > 1 liefert die Lage der Gerade mit Steigung eins nur den Poten-
zialparameter, der auch durch die sich unmittelbar an diese Gerade anschlieflende
Gerade mit Steigung 1/3 bzw. 1/2 bestimmt wird. Ansonsten kann Cj aus der Lage
der Gerade mit Steigung 1/3 und dann C, aus der Lage der Gerade mit Steigung eins
ermittelt werden. Allerdings spielen in diesem Bereich auch das jeweilige zugrunde-
gelegte Modellpotenzial, das den Ubergang zwischen den asymptotischen —1/r3- und
—1/r*-Anteilen beschreibt, eine nicht zu vernachlissigende Rolle.

Die Potenzialparameter C3 und Cj definieren den kurzreichweitigen bzw. den
langreichweitigen Anteil des Casimir van der Waals Potenzials. Sie hingen entschei-
dend von der Dipolpolarisierbarkeit des Projektilatoms ab. Diese Polarisierbarkeit
wird durch die Elektronenstruktur des Atoms festgelegt. Ahnliche Elektronenkon-
figurationen sollten daher zu &hnlichen C5 und C fithren. Dies bestitigt auch die
Tabelle 1.1, in der die Werte fiir die Alkalimetall-Atome von Li bis Cs mit je zwei
Valenzelektronen bis auf einen Faktor 2.5 iibereinstimmen. Der kritische Parameter
p ist durch p = (\/W ) / (C3/+/Cx) gegeben. Fiir vorgegebene Werte von C3 und C

sinkt p zu kleineren Massen und steigt zu hoheren Massen. Der Retardierungseffekt,
der sich im Reflektivitéitsverhalten eines homogenen —Cj/ r*-Potenzials duflert, wird
daher eher bei schwereren Projektilen sichtbar. Leider ist die Reflektivitit, bei der
sich der Retardierungseffekt dann zeigt, bereits ziemlich gering.

Grofle Werte von p sind in realistischen Systemen allgegenwirtig. Dies zeigen Ta-
belle 1.1 und die obigen Mefdaten fiir Neon-Atome, die an einer Siliziumoberfliche
reflektiert wurden. Das heif}t, das die Quantenreflexion von Atomen fast generell von
den Retardierungseffekten im Casimir van der Waals Potenzial dominiert wird. Bei
groBen p tritt aber auch der Ubergang der Reflexion am retardierten hin zum nicht-
retardierten Potenzialanteil erst bei extrem kleinen Reflektivitéiten auf. Information
iiber den nicht-retardierten Anteil bzw. {iber den Verlauf des Modellpotenzials erhélt
man daher besser mit leichteren Projektilen, fiir kleine oder mittlere p. Kleinere
Werte fiir p erzielt man auch durch Erniedrigen der dielektrischen Konstante bei ent-
sprechender Wahl der Reflexionsoberfliche. Niedrige dielektrische Konstanten ver-
mindern die Stéirke des gesamten Potenzials und damit auch das Verhiltnis C3/+/C.
Bei zu geringen Potenzialstdarken kann es jedoch passieren, dass der attraktive Teil
des Potenzials insgesamt zu schwach ist, um vor der Oberfliche einen klassischen
Bereich aufzubauen. (3 und [, sollten daher nicht in die Gegend von nur wenigen
Bohr’schen Radien abfallen.



Anhang A

Berechnung des Langenparameters
by, fiir das Modellpotenzial v,

Die der dimensionslosen Schrodingergleichung (3.8) mit dem Potenzial v, und bei der
Energie k£ = 0 entsprechende Differentialgleichung als Funktion der dimensionslosen
Koordinate z,

d21/1($)+ 2

nea d2p(z) | ,(1+2)" "
dz? 3 4 74 o +

dx? p "

¥ (x) ¥(z)=0, (A.1)

kann geméif [Polyanin, 1996] mit der Variabeltransformation

1= @) =E+)y() (A2)
in die Form ) )
d(gi;z(;) + %y (2)=0 (A.3)

gebracht werden, mit p = f33/8;. Diese Gleichung besitzt nach [Polyanin, 1996] die
analytischen Losungen:

2p 2p
=A J |l ——= B Yil——F A4
y (1) 0,1V ZJ_1 ( \/E> + Bo1v2Y 4 ( ﬁ) ; (A4)
wobei J; und Y; gewOhnliche Besselfunktionen erster Ordnung sind. Mit den
Riicktransformationen

=z Y@
Soxv YW= (A.5)

ergibt sich unter Ausnutzung der Eigenschaften der Besselfunktionen
J_1(2) = —=J1(2) und J; (—2) = = J; (2):

Y () = Aoz (z+1)J; <2p\/1 + %) + Boivz (z+1)Y; (2,0\/1 + %) . (A.6)
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Es werden nunmehr zwei Linearkombinationen dieser Funktion mit dem gewiinschten
asymptotischen Verhalten t (z) “=° 1 und t; (z) "= 2 gesucht. Hierzu wird  (z)
fiir x — oo entwickelt:

¥ (x) T ( + %) [Aos (11 (2p) + 7 (20) 2) + Boy (Y2 (20) + Y1 20) 2)]

T T

(A.7)
Dies ist nach Ordnungen 1 und z geordnet:
T—>00 AO,l BO,l 7] !
v(z) "~ — (2p) + — N (2p) + pAoaJi (2p) + pBoaY! (2p)
+ [AO,IJI (2,0) + B0,1Y1 (Qp)] x . (A8)

Fiir ¢ (z) “=° 1 werden die Koeffizienten A, und By der Funktion ¢ (z) so bestimmt,
dass der Faktor vor x verschwindet, d.h.

AgJ1 (2p) + BoYi (2p) =0, (A.9)
und der konstante Term gleich eins wird, d.h.
AoJi (2p) + BoYY (2p) = 1/p. (A.10)
Mit der Wronski-Determinante J, (2) Y, (2) — J, (2) Y, (2) = 2/ (nz) ergibt sich
Ay = —7Y1 (2p) (A.11)

und

Auf shnliche Weise werden fiir ¢y (x) “=° r die Koeffizienten A; und B, der Funktion
¥ () so bestimmt, dass der Faktor vor x gleich eins wird:

und der konstante Term verschwindet:

1
AJ1 (2p) + BiYY (2p) = ~3 (A.14)
Hieraus ergibt sich unter Anwendung der Wronski-Determinante:
1
Ay =+m <§Y1 (2p) + pY{ (2p)) (A.15)

und
B = —n @J (20) + pl, <2p>) | (A.16)
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Die allgemeine Losung mit den Koeffizienten Ay und By, (A.6) kann fiir z — 0
mit der asymptotischen Form der Besselfunktionen J, (z) und Y, (2) fiir z — oo wie
folgt dargestellt werden [Abramowitz, 1972]:

1 3 1 3
Agacos [2p4/1+ = — 25| + Byysin | 2p/14—— = | | .
’ T 4 ’ T 4

(A.17)
Dies 148t sich mit A cos (z) + Bsin (z) = v/ A2 + B? cos (z — arctan (B/A)) umformen

1mn:

Loy

¥ (z) "~ N

a—0 1 3/4 1/4 2 2 I 3m By,
R0 41 Ao1)? + (B 20 /14 2 = 37 _ arctan 20
¥ () \/7r_px (z+1) \/( 01)" + (Bo,1)” cos [ p - —arctan -

(A.18)
Die WKB-Losung bei der Energie Null fiir das Potenzial v; ist wegen

1 [ > 1 1
— = K —dr =2p\/14+ ——2 Al
P ommar= [Crime=nie s 2 a9

als Funktion der dimensionslosen Variablen z = r /[ gleich

1 / 1
gf(lB (z) = Dy, — 234 (x + 1)1/4 cos (2p 1+ i 2p — %) . (A.20)
0

Ein Vergleich von (A.18) mit (A.20) liefert die zu bestimmenden Amplituden der
WKB-Loésung

h
Doy = ﬁ\/ (Aos)? + (Bo,)? (A.21)
und die entsprechenden Phasen
Go1 3 By,1
—— =-1-2 —. A.22
5 T2 + arctan Ao ( )

Der analog zu (1.38) definierte dimensionslose Léngenparameter b, berechnet sich
allgemein als Funktion der Parameter Ag, By, A; und B; unter Beriicksichtigung von
sin [arctan (z) — arctan (y)] = (z — y) /v/(1 + 22) (1 + 3?) zu:

. _ ABy— AB,
v1 (A0)2 + (BO)2
Setzt man die in (A.11), (A.12), (A.15) und (A.16) angegebenen Ausdriicke
fiir Ay, By, A; und B; in (A.23) ein und verwendet die Wronski-Determinante

Ji(2p) Y] (2p) — J1 (2p) Y1 (2p) = p/m, dann ergibt sich fiir den dimensionslosen
Langenparameter:

(A.23)

Y 1/
" () + (04 20)°

(A.24)
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Multiplikation mit der charakteristischen Linge | = (84)°/f; liefert den
Liangenparameter:

by, = QZ/ T . (A.25)
(J1(2p))" + (Y1 (2p))



Anhang B

Berechnung der Reflektivitat eines
homogenen Potenzials geméf}

R ~ —iexp %frtp(r)dr

Der klassische Impuls fiir das homogene Potenzial

V() = g e (B.1)
lautet
p(r)=h\/k?+ (ﬁ?)aa_Q. (B.2)

Der komplexe Umkehrpunkt des Teilchens mit der Energie E = h*k?/ (2M) fiir das
homogene Potenzial (B.1) mit dem kleinsten positiven Imaginérteil ist:

re=(=1)" M = (cos (E) + isin (Z)) M (B.3)

kQ/a a a k2/a

Da bei der Berechnung der gendherten Reflektivitiat gemaf

| Ra| ~ exp (2—,; /”p(r) dr) (B.4)

lediglich die Integration entlang der imaginiren Achse einen reellen Beitrag zur Re-
flektivitét liefert, wird der Integrationsweg wie folgt parametrisiert:

r (&) = (cos (g) + & isin (g)) % (B.5)
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mit £ = 0 — 1. Wegen dr = isin (7/a) (B2)"Y* k=2/*d¢ lautet der Exponent in
(B.4) dann:

1 - o 3 1-2/a] ¢ T ; 1-2/a
=2 J’“ + ()" [( (5) +eisin(3)) %} sin (7) e

= —2sin (g) (kBq) % /01 \/1 + (cos (g) + £ isin (g))iadf. (B.6)

Die Reflektivitat ist damit:

(Ra| ~ exp (= Ba (k52)' 7). (B.7)

/o1 \/1 + (cos () + € isin <§))_ad£] . (B3

B, = 2sin (z) Re
!




Anhang C

Berechnung des Langenparameters
bsum fiir das Summenpotenzial

Vsum (7“> — —04/7“4 — 05/7“5

Die der dimensionslosen Schrodingergleichung (3.8) mit dem speziellen Summenpo-
tenzial V,y, () = —1/x* — 1/25 als Funktion der dimensionslosen Koordinate z und
bei der Energie £ = 0 entsprechende Differentialgleichung

W) | (é + %) v = D 20Ty —0 (o)

dz? dz? zn

kann geméf [Polyanin, 1996] mit der Variabeltransformation

r=1, b@=E+)y() (C2)
in die Form ) )
dé’;) + 5y =0 (C.3)

gebracht werden, mit p = (84/8s)>. Diese Gleichung besitzt nach [Polyanin, 1996]
die analytischen Losungen:

~ 2p ~ 2p

y(r) = A0,1\/EJ71/3 (_Vz_f‘) + Bo,1\/EY71/3 (—3\/2—3) ] (0-4)
wobei J_y/3 und Y_;/3 gew6hnliche Besselfunktionen der Ordnung -1/3 sind. Um
nachfolgend Besselfunktionen mit reellen Werten fiir 0 < p < oo im Ausdruck
fir den Langenparameter bg,m zu erhalten, werden anstelle von J_i/3(—f (2)) und
Y_1/3(—f (2)) die Besselfunktionen J; /3 (f (2)) und Y3 (f (2)) herangezogen und et-
waige komplexe Umrechnungsfaktoren zwischen diesen Funktionen in neuen Koeffi-
zienten Ay, und By beriicksichtigt. Mit den Riicktransformationen

,=_Z y(2) = ;/’fi (C.5)
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ergibt sich dann:

2 1 3 2 1 3
Y (z) = AoV (x+1)Ji3 37 (1-1—;) +BoivVx (x+1)Yiy3 3P (1+E)

(C.6)

Es werden nunmehr zwei Linearkombinationen dieser Funktion mit dem gewiinschten

asymptotischen Verhalten ¢, (z) "= 1 und 1 (z) “=° z gesucht. Hierzu wird 1 (z)

fiir £ — oo entwickelt:

W (z) T2 (:c + %) (.7)

2 2 \p 2 2 \p
[Ao,l <J1/3 (gﬂ) +Jiss (§P> 5) + Bo, <Y1/3 (gﬂ) + Vi) (gp) 5)] :
Dies ist nach Ordnungen 1 und = geordnet:
e [ Ao, 2 By, 2 2 2
Y (z) K [%Jy:’, (gp) + %1/1/3 (gp) +,0Ao,1J{/3 (gp) +pBo,1Yll/3 (gpﬂ
2 2
+ [A0,1J1/3 (gp) + Bo,1Y13 (gp)] Z. (C.8)

Fiir ¢ (z) “=° 1 werden die Koeffizienten Ay und By der Funktion ¢ (z) so bestimmt,
dass der Faktor vor x verschwindet:

2 2
AgJyys (gp) + BoYiy3 (g/)) =0, (C.9)
und der konstante Term gleich eins wird:
! 2 ! 2
Aoy 3,0 + BoYy)3 gp =1/p. (C.10)

Mit der Wronski-Determinante J, (2) Y, (z) — J, (2) Y, (2) = 2/ (nz) ergibt sich

v

T 2
A==, (30) (1)
und )
T
By=+-J —p ). C.12
0 +3 1/3 <3P) ( )

Auf shnliche Weise werden fiir ¢y (x) “=° r die Koeffizienten A; und B, der Funktion
¥ () so bestimmt, dass der Faktor vor x gleich eins wird:

2 2



70 ANHANG C. Berechnung des Lingenparameters by,

und der konstante Term verschwindet:

2 2 1
A (gp) + B,Y{ (gﬂ) =T (C.14)
Hieraus ergibt sich unter Anwendung der Wronski-Determinante:
m |1 2 2
A= +§ [5 1/3 (gp) +PY11/3 (§p>] (C.15)
und ) ) 5
™
B =-3 [§J1/3 (§P> +pJ1y3 (gﬂ)] : (C.16)

Die allgemeine Losung mit den Koeffizienten Ag; und By (C.6) kann fiir z — 0
mit der asymptotischen Form der Besselfunktionen J, (z) und Y, (2) fiir z — oo wie
folgt dargestellt werden [Abramowitz, 1972

¥ (z) °=° \/EW (z+ 1) (C.17)
P

2 1\* 5 2 1\* 5
A - 1+—-) —— By 1 si — 1+—-) ——
0,1 COS 3,0 ( + x) 127r + Bp,1 sin 3,0 ( + :c) 127r

Dies 1483t sich mit A cos (z) + Bsin (z) = v/ A? + B? cos (z — arctan (B/A)) umformen

1I:

3
z—0 3 5/4 —~1/4 2 2 2 1 5 BO,l
~ \/— +1 A + (B — 14+ =) — =7 — arctan —=
Y (x) wpx (x ) \/( 0,1) ( 0,1) COs 3,0 + . 127T arctan o

(C.18)
Die WKB-Losung bei der Energie Null fiir das Potenzial Vi, (z) = —1/2* —1/25 ist

wegen
1/00 (r)d —/wKz,/iJrid _2, (14 1) 22 (C.19)
hJ, Por)ar = P (] 1 x 3° ’

als Funktion der dimensionslosen Variablen x = r/l gleich

1 _ 2 | 1\* 2
gf(lB ({E) = DO,l T[{OxS/4 (.7,‘ + ]_) 1/4 CcoS gp <1 + 5) — gp — % . (020)

Ein Vergleich von (C.18) mit (C.20) liefert die Amplituden

3h
Doy = ) 2/ (A01)? + (Boy)? (c.21)
ml
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und die Phasen

5 2 B
@ = 71— —p—i—arctanﬁ

2 127 3 Ao’
Der analog zu (1.38) definierte dimensionslose Lingenparameter b, . berechnet sich
allgemein als Funktion der Parameter Ay, By, A; und B; unter Beriicksichtigung von

sin [arctan (z) — arctan (y)] = (z — y) /+/(1 + 22) (1 + 42) zu:

(C.22)

! _ AlBO - AOBI
sum (AO)Q + (B0)2

Setzt man die in (C.11), (C.12), (C.15) und (C.16) angegebenen Ausdriicke fiir
Ap, By, A; und B; in (C.23) ein und verwendet die Wronski-Determinante
J1(2/3p) Y] (2/3p) — J1 (2/3p) Y1 (2/3p) = 3p/m, dann ergibt sich fiir den dimen-
sionslosen Langenparameter:

(C.23)

3
blsum = 2 2 /7T 9 92" (024)
(s (3r))” + (Yis (50))
Multiplikation mit der charakteristischen Linge [ = (85)°/(8s)° liefert den
Langenparameter:
Doum = 31/ (C.25)

(Juys (30)" + (Yigs (30))”
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