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Kapitel 1

EINFUHRUNG

In der Astronomie gehoren Sterne zu den wichtigsten Beobachtungsobjekten, und zwar
sowohl als Einzelsterne, als Teil eines Doppelsternsytems oder als Bestandteil von
Sternhaufen oder gar von Galaxien. Sterne sind sel bstleuchtende Gaskugeln, die Ener-
gie in ihre Umgebung abstrahlen. Sie werden durch ihre eigene Gravitationswirkung
zusammengehalten. Dabel liegt in den meisten Fallen ein Gleichgewichtszustand zwi-
schen Gravitationskraft einerseits und dem Gas- und Strahlungsdruck andererseits vor.

Die grol3e Energiemenge, die von der Sternoberaache in das Weltall abgestrahlt
wird, speist sich aus gigantischen Energiereservoirsim Sterninneren. Diese sind neben
der potentiellen Energie der Gravitationsfelder und der Waremeenergie, dienur in ein-
zelnen Lebensphasen des Sterns dominierend sind, vor allem die Bindungsenergie der
Atomkerne, die frei wird, wenn mehrere leichte Atomkerne zu einem schwereren ver-
schmelzen. Diese Reaktionen £nden nur bei sehr hohen Temperaturen (Ulber einigen
Millionen Grad), also nur im Sterninneren statt.

Da diese Energie im Sterninneren erzeugt, jedoch an der Oberaache des Sterns
in das Weltall abgestrahlt wird, muss sie vom Sterninneren an die Oberagche trans-
portiert werden. Die fur diesen Transport wichtigen Mechanismen sind neben Strah-
lungstransport und Warmeleitung vor allem die Konvektion. Die Warmeleitung wird
vernachlassigt, dasiein Sterneni.A. nicht von Bedeutung ist.

Im Gegensatz zu Strahlungstransport tritt bei Konvektion die Materie selbst als
Transporteur der Energie auf. Liegt an einer Stelle des Sterns ein grol3es Tempera-
turgefalle vor, so sind Materieblasen, die aus ihrer urspringlichen Lage ausgelenkt
werden, heif3er und somit leichter als ihre Umgebung. Diese Materieblasen werden
daher durch Auftriebskréfte weiter beschleunigt, steigen in kihlere Gebiete auf und
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6 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

geben dort ihren Uberschuss an Warme ab. Gleichzeitig sinken kalte Materieelemente
in tiefere Schichten ab und werden dort erwarmt. Im Sterninneren, wo hohe Dichten
vorliegen, kann nahezu die gesamte Energie durch Konvektion transportiert werden,
wahrend in den auf¥eren Schichten des Sterns trotz Konvektion noch ein wesentlicher
Teil der Energie Uber Strahlung transportiert wird. Mit der Konvektion ist aul3er einem
Energietransport auch eine Umverteilung der Materie verbunden. Konvektive Gebiete
sind meist sehr gut durchgemischt und chemisch homogen.

In ein und demselben Stern liegen in unterschiedlichen Gebieten oft unterschied-
liche Transportmechanismen vor. Fur die Entwicklung eines Sterns kann es von si-
gnifkanter Bedeutung sein, wie grof die einzelnen Gebiete der Konvektion sind, da
dies den zur Verfugung stehenden nuklearen Brennstoff und damit die Lebensdauer
des Sterns ebenso wie die resultierende Verteilung von Elementen beeinaussen kann.
Ferner kann die Konvektion die Elemente Ulber weite Bereiche des Sterns transportie-
ren, Brennprodukte aus dem Sterninneren an die Oberaache mischen und somit das
beobachtete Emissionsspektrum wesentlich beeinausssen.

Will man die Eigenschaften und Auswirkungen der Konvektion in Sternen untersu-
chen, so muss man hierfir teils recht aufwandige numerische Rechnungen durchfiih-
ren. Solche Rechnungen gibt es in dreidimensionalen, zweidimensionalen und in der
Sternentwicklung vor allen in vereinfachten eindimensionalen Rechnungen fur kugel -
symmetrische Anordnungen.

Dreidimensionale Rechnungen wurden, z.B. fir solare Konvektion, von Nordlund
& Dravins (1990),Atroshchenko & Gadun (1994), Kim & Chan (1998) und von Stein
& Nordlund (1998) durchgefiihrt.

Zweidimensionale Rechnungen konnten fir weitere Bereiche der Sternentwick-
lung wie etwa Sternphotospharen durchgefuhrt werden, so z.B. Rechnungen zu kon-
vektiven Kernen, (Deupree 2000) oder allgemeiner zu UberschieRen (Freytag et al.
1996).

Diese Rechnungen sind jedoch alle sehr aufwandig und rechenintensiv und konnen
daher nur fur einen kurzen’ Augenblick’ im Leben eines Sterns durchgefuihrt werden.
Will man die gesamte Entwicklung eines Sterns von der protostellaren Kontraktion bis
hin zu seinem Endstadium verfolgen, so muf3 man noch einfachere konvektive Modelle
anwenden. Diese missen die wesentlichen Eigenschaften der Konvektion wiedergeben
und zugleich gut handhabbar und zeitsparend zu berechnen sein.

Eine einfachste Version eines solchen Modells ist die Mischungswegtheorie
(MLT). Sie wurde nach einer Idee von Prandtl (1932) von Vitense (Vitense 1953,
Bohm-Vitense 1958) in ihrer gebrauchlichen Form formuliert. Auf die Sternstruktur
und Sternentwicklungsrechnung wurde sie schon frih von Kippenhahn (1962) und
Hofmeister & Kippenhahn (1964) angewendet. Die Mischungswegtheorieist eine sehr
einfache Theorie, mit der sich viele grundlegende Eigenschaften der Konvektion wie-
dergeben lassen, sie ist jedoch vor alem eine lokale und zeitunabhangige Theorie,
d.h., die Geschwindigkeit eines konvektiven Elementsist nur von seiner augenblickli-
chen Umgebung abhangig, nicht jedoch von seiner Vorgeschichte und dem Weg, den
es bisher zurlickgelegt hat. Ferner sind die Effekte vernachlassigt, die auftreten, wenn



sich Konvektion neu aufbaut; die Konvektion wird also instantan auf einen stationaren
Wert eingestellt. Dies ist fur eine Vielzahl von Problemen ausreichend. In einer Rel-
he von Speziafallen jedoch ist es unzureichend, diese Theorie in ihrer einfachen und
urspriinglichen Form zu verwenden.

Zahlreiche Versuche wurden unternommen, um diese Mangel zu beheben. Eine
Reihe von Autoren versuchten auf der Grundlage der Mischungswegtheorie durch die
teilweise sehr intuitive Einfuhrung neuer Terme die Theorie zu erweitern. Hierbei sind
z.B. (Bressan et al. 1981) zu nennen, die in einem ballistischen Ansatz das Uberschie-
[3en der konvektiven Elemente Uber die Grenze der Instabilitat hinaus berticksichtigen.
Diese einfacheren Ansatze enthalten zudem alle, wie auch die MLT, freie Parameter,
die an Beobachtungen angepal’t werden miissen, was all erdings nicht immer zu eindeu-
tigen Werten fihrt. Weitere Autoren gehen einen grundsatzlich andern Weg. Sie leiten
ausgehend von den grundlegenden hydrodynamischen Gleichungen unter Einfuhrung
von physikalischen Annahmen und Schlief3bedingungen einen Satz von Differential-
gleichungen her, der das Verhalten gemittelter konvektiver Grofden beschreibt. Hier
sind vor alem die Arbeiten von Canuto, Xiong, Stellingwerf und nicht zuletzt von
Rudolf KuhfuR zu nennen. Ein sehr guter Uberblick Uber diese Arbeiten ist in (Baker
1987) gegeben. Diese Gleichungen sind teils mehr, teils weniger aufwandig, je nach-
dem, wie genau die physikalischen Effekte beschrieben werden, und miissen allesamt
numerisch geldst werden.

Versucht man diese Modelle nicht nur auf einen bestimmten stationaren Stern an-
zuwenden, wie dies die meisten der oben genannten Autoren tun z.B. (Xiong 1985), so
muss das verwendete Konvektionsmodell nicht nur die wesentlichen Eigenschaften der
Konvektion korrekt wiedergeben, sondern auch gut handhabbar, also ohne allzugrof3en
numerischen Aufwand verwendbar sein. Ein Modell, das diese Eigenschaften aufzu-
weisen scheint, ist das von Rudolf Kuhful3 entwickelte (Kuhful? (1986a) und Kuhfuf3
(1987a)). Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, dieses Modell a's integrierten Tell eines
Programms zur Sternentwicklung anzuwenden, seine Auswirkungen und Konsequen-
zen zu untersuchen, eventuelle Schwachstellen aufzudecken und, sofern moglich, Ver-
besserungsvorschlage zu unterbreiten. Mit diesem Modell soll es ermoglicht werden,
die Konvektion in Sternentwicklungsrechnungen physikalisch vollstandiger zu behan-
deln und somit realistischere Modelle zu erhalten.
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Kapitel 2

EINDIMENSIONALE MODELLE FUR
KONVEKTION - GRUNDLAGEN

2.1 DIE MISCHUNGSWEGTHEORIE (MLT)

Die Mischungswegtheorie als die einfachste und zugleich am haufgsten verwendete
Theorie der Konvektion geht von folgendem Bild aus (Kippenhahn & Weigert (1994)):
Ein Materie-Element wird (z.B. durch Fluktuationen ) aus seiner urspriinglichen Lage
ausgelenkt. I st es danach heil3er und somit leichter al's seine neue Umgebung, erfahrt es
weiteren Auftrieb und wird weiter beschleunigt. Das betrachtete Gebiet ist somit insta-
bil gegen Konvektion. Das konvektive Element bewegt sich Uber eine Distanz A, bises
schliefflich durch die dissipativen Krafte aufgel 6st wird und seine Energie, d.h. seinen
Warmeliberschuss und seine Bewegungsenergie an die Umgebung abgibt. Da inner-
halb einer bestimmten konzentrischen Sphare immer Elemente mit unterschiedlicher
Geschwindigkeit und unterschiedlichem Warmeliberschuss vorliegen werden, je nach-
dem wie welit die einzelen Elemente bis zu diesem Zeitpunkt bereits gewandert sind,
geht man davon aus, dass ein durchschnittliches konvektives Element eine Strecke A /2
zuriickgelegt hat. Der durchschnittliche Temperaturtiberschuss DT gegeniiber der Um-
gebung ware dann:

S = (V=Vo)=rT (2.1)
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Hierbei ist r ist die Ortskoordinate, H,, = —0r/0lnP die Druckskalenhohe,

B OlnT
¢ 9lnP .

der Gradient, mit dem ein konvektives Materie-Element bei Druckanderung seine Tem-
peratur andert, und V ist der entsprechend deEnierte Temperaturgradient der vorliegen-
den Schichtung. Auf ein Element, das den Weg A zurtickgelegt hat, hat im Mittel die
Halfte der Auftriebskraft & eingewirkt. Damit betragt die durchschnittlich am Element
verrichtete spezi£sche Arbeit %k% Die Auftriebskraft ist wiederum gegeben durch den
Unterschied der Dichten k = —g%. Und dieser ist gegeben durch % = —6LL, mit
d =—0Ilnp/0InT|p Somit ergibt sich firr die am Element verrichtete Arbeit:

1 A A?
k= = g5(V —V.)—— 2.2
2]€ 2 99 e)81’-129 (22)

Geht man davon aus, dass die Halfte der Arbeit verwendet wird, um das Umgebungs-
material zur Seite zu schieben, so ergibt sich fur die mittlere Geschwindigkeit v:
A2

2 _ _ P
ve = go(V Ve)8Hp. (2.3)

Fasst man diese Ergebnisse zusammen, so erhalt man einen konvektiven Fluss von

A2 s
Jkon = pve, DT = pcpT\/g(Sme 2V — Ve)% (2.9

In dieser Ableitung bezeichnet die Grole V. den Gradienten der Temperatur, be-
schreibt also letztlich die Anderung der Temperatur 7., die das konvektive Element
wahrend seiner Bewegung erfahrt. Diese Temperaturanderung kann zwei Griinde ha-
ben. Zum einen erfahrt das konvektive Element eine adiabatische Expansion. Zum
anderen tauscht dieses konvektive Element durch Strahlung Energie mit seiner Um-
gebung aus. In unterschiedlichen Bereichen eines Sterns kann dabei jeweils der eine
oder der andere Mechanismus dominierend sein. Will man den radiativen Verlust nicht
mit berticksichtigen, so muss man in obigen Gleichungen den Temperaturgradienten
V. durch einen Temperaturgradienten V., ersetzen, das heifdt, das Materie-Element
erfahrt bel seiner Bewegung nur eine adiabatische Expansion.

Somit lasst sich der konvektive Fluss berechnen, sofern die Groen P, T, p, A, ¢,
Vaa bzw. V., V und g bekannt sind. Fur die meisten dieser Grof3en wird dies in der
Regel der Fall sein, nicht jedoch fur V, denn diesist jagerade der Temperaturgradient,
der berechnet werden soll. Diesen kann man jedoch erhalten, indem man die Energie-
transportgleichung heranzieht. Es ergibt sich eine kubische Gleichung, deren Losung
den gesuchten Gradienten liefert. Diese kubische Gleichung ist nur von lokalen Grof3en
abhangig.
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Die Energietransportgleichung besagt, dass die gesamte im Inneren des Sterns
transportierte Energie, gegeben durch die Leuchtkraft L,, zum Teil durch Strahlung
Jraa Und zum Teil durch Konvektion j,,, transportiert wird.

Jrad + jkon = 45;;:2 (25)
Andere Transportmechanismen wie Warmeleitung haben in Sternen i.A. nur eine ge-
ringe Bedeutung und sind vernachlassigbar. Der radiative Flussist durch ein Tempera-
turgefalle und somit durch den Temperaturgradienten V gegeben, j..q = %V Der
konvektive Fluss bestimmt sich wie in Gleichung 2.4 dargestellt. Die Losung von Gl.
2.5 bestimmt den Temperaturgradienten V.

Allerdings muss erwahnt werden, dass immer noch die Grofie A, die sogenannte
Mischungsweglange, alsfreier Parameter eingeht. Sie stellt eine charakteristische Ska-
lenlange der Konvektion dar und muss entsprechend den physikalischen Gegebenhei-
ten angepasst werden. Ublicherweise geschieht dies, indem die Mischungsweglange
auf die Druckskalenhohe an der entsprechenden Stelle bezogen wird

A= QML . Hp. (26)

Dabei ist ayy, der sogenannte Mischungswegparameter und H, = —0r/0lnP die
Druckskalenhohe. ay, wird an Beobachtungen kalibriert. In den Berechnungen von
Sonnenmodellen ist es Uiblich die Mischungsweglange anzupassen, bis das errechnete
Sonnenmodell mit dem beobachteten Uibereinstimmt, z.B. (Schlattl 1999). Der genaue
Wert hangt von anderen Modelldetails ab. Typischerweise ergeben sich Werte zwi-
schen 1.5 und 1.8.

In der Mischungswegtheorie gelten klare Grenzen fur das konvektive Gebiet. Ist
der Ausdruck (V,.q — V.q) positiv, so wird ein konvektives Element, das aus seiner
Ruhelage ausgelenkt wurde, durch Auftriebskrafte weiter beschleunigt, es liegt eine
konvektive Instabilitéat vor. Andernfalls wird das Element in seine Ruhelage zuriickbe-
wegt, und der entsprechende Bereich ist stabil. Dies ist das bekannte Schwarzschild-
kriterium (V,aq — Vaq) > 0 fur Instabilitat von Konvektion. Beriicksichtigt man ferner
noch einen Gradienten der chemischen Zusammensetztung, so erhalt man das L edoux-
Kriterium V,,q — Vaa > ¢/3dV,, mit dem Gradienten des molekularen Gewichts

Oln
Vi = <81nP)S'

(hlp)
¥ = nu
n

und
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2.2 VORTEILE UND GRENZEN DER MLT

Die Mischungswegtheorie ist eine recht einfache Theorie. Mit ihr kann durch das
L 6sen der kubischen Gleichung, die nur von lokalen Grofen abhangt (vgl. z.B. Kip-
penhahn & Weigert (1994)), der Temperaturgradient an jeder Stelle im Stern berech-
net werden. Sie ist damit leicht handhabbar und wird entsprechend oft, sowohl in der
Sternentwicklung als auch in anderen Bereichen der Astrophysik mit viel Erfolg an-
gewendet. Sie geht jedoch auch von Vereinfachungen und Naherungen aus, die sie fur
bestimmte Situationen unzureichend erscheinen lassen.

So ist die Mischungswegtheorie eine zeitunabhangige Theorie. Ob in einem Gebiet
Konvektion vorliegt oder nicht, wird alleine durch das Schwarzschildkriterium ent-
schieden. Das Schwarzschildkriterium macht jedoch nur eine Aussage Uber das Vorzei -
chen der Beschleunigung der konvektiven Elemente, nicht jedoch tUber ihre tatsachli-
che Geschwindigkeit. Im Grenzfall einer voll etablierten Konvektionszone oder von
Zeitskalen deutlich grof3er a's eine typische konvektive Skalamag dies dassel be Ergeb-
nis liefern. Betrachtet man jedoch einen ehemals konvektiven Bereich, der konvektiv
stabil wird, so mogen die ehemals treibenden Auftriebsterme nun dampfend wirken,
aber die konvektiven Elemente sind aufgrund ihrer Massentragheit immer noch in Be-
wegung. Die Konvektion wird durch die Abtriebskrafte Uber eine gewisse Zeitskala
gedampft und erst verspétet absterben. Ahnlich werden in einem Gebiet neu entste-
hender Konvektion die konvektiven Elemente erst nach einiger Zeit, in der sie durch
die Auftriebskrafte beschleunigt werden, ihre volle Geschwindigkeit erreichen. Fur
die meisten Sterne mag dies keinen grof3en Unterschied ausmachen, da die Zeitskalen
im Stern im Bereich von Jahrmillionen oder dariiber liegen. In einigen speziellen Si-
tuationen jedoch, namlich Uberall dort, wo sich der Stern in sehr kurzen Zeiten stark
verandert, kann dies einen wesentlichen Unterschied bewirken.

Dass in die Mischungswegtheorie nur die Auftriebsterme al's beschleunigende Ter-
me auftreten, hat noch eine weitere Konsegquenz, die vor allem an den Grenzen eines
konvektiven Bereichs zum Tragen kommt. Die Mischungswegtheorie ist eine loka-
le Theorie, das heil3t, die konvektiven Grofen wie Geschwindigkeit oder konvektiver
Fluss an einer bestimmten Stelle sind nur von den physikalischen Grofien an eben
dieser Stelle abhangig. Konvektion jedoch ist per se ein nichtlokales Phanomen. Sie
betrifft grof3raumige Stromungen und die Eigenschaften eines konvektiven Elements
hangen von seiner Vorgeschichte ab. Die Geschwindigkeit einer aufsteigenden Mate-
rieblase ist nicht nur davon abhangig, wie sie im Moment beschleunigt wird, sondern
davon, wie sie auf ihrem bisherigen Weg beschleunigt oder gebremst worden ist. So
schreibt die Mischungswegtheorie an der Schwarzschildgrenze, an der die Auftriebs-
krafte verschwinden, einen abrupten Ubergang vom konvektiven Bereichin einen nicht
konvektiven vor. Ein Materieelement, das eine endliche Geschwindigkeit hat und ge-
rade noch beschleunigt wurde, kommt also beim Erreichen der Schwarzschildgrenze
zum Stehen. Diesist selbstverstandlich ein sehr falsches Bild, denn man erwartet, dass
das konvektive Element die Schwarzschildgrenze tiberschreitet, im konvektiv stabilen
Bereich langsam abgebremst wird und erst, nachdem es eine gewisse Strecke zuriick-
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gelegt hat, zum Stehen kommt.

Ein weiterer Problempunkt in der Mischungswegtheorieist, dassdie Theorie streng
genommen nur gultig ist, wenn sich die einzelnen Elemente auch die volle Mischungs-
weglange bewegen konnen, dass heil3t, wenn die Ausdehnung der konvektiven Zone
grofder ist als die Mischungsweglange. Gerade in den konvektiven Kernen von Ster-
nen mit weniger als 6 M, ist dies jedoch nicht unbedingt erfllt. Diesist ein Problem,
das in vielen Konvektionstheorien auftritt. Eine mogliche Losung wird in Kapitel 3.7
vorgestellt.

2.3 GRUNDLAGEN EINDIMENSIONALER MODELLE

Wahrend die hier dargestellte Ableitung der Mischungswegtheorie ein eher intuitiver
Ansatz war, geht man in den ausgefeilteren Theorien von den grundlegenden Gleichun-
gen der Hydrodynamik aus. Diese sind die Kontinuitatsgleichung, die Navier-Stokes-
Gleichung und die Energiegleichung, welche die Erhaltung der Masse, des Impulses
beziehungsweise der Energie gewahrleisten.

e dieKontinuitatsgleichung:

Ohp = —div(p?) (27)

e Die Navier-Stokes-Gleichung:

pDyU = pg — grad P + div - (0) (2.8)
e DieEnergiegleichung:

1 :
pDy (e + 5772> = pug + pe — div(q — vo + Pv) (2.9)

Die hierbei auftauchende Ableitung D; ist el ne sogenannte substantielle Ableitung, sie
|a3t sich durch die partielle Ableitung ausdriicken mit:

- =
D,=08,+7 V. (2.10)

p ist die Dichte, v die Geschwindigkeit, P der Druck und o der Viskositatstensor.
In der Energiegleichung entspricht e der spezi£schen innere Energie, ¢ dem Transport
von Energie, der nicht tber die Bewegung erfolgt, d.h. im wesentlichen tiber Strahlung.
Dann gilt: ¢ = k,.qT'/HpV. Die Grofde e stellt die Erzeugung und Vernichtung von
thermischer Energie dar, z.B. durch thermonukleare Prozesse. Die Energiegleichung
Gl. 2.9 soll spater noch in Form der Gleichung fur die spezi£sche Entropie s verwendet
werden:
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e Die Entropiegleichung

pT Dys = pe —divq' + o - gradv (2.11)

Diese Gleichungen sind dreidimensionale Naturgleichungen. So ist z.B. die Dichte
ortsabhangig p(7”). Will man nun einfache eindimensionale Gleichungen verwenden,
z.B. weil auf grof3en Skalen eine Symmetrie vorliegt, SO muss man ein geeignetes
Mittelungsverfahren verwenden. Im Fall einer sphéarischen Symmetrie ware dies eine
Mittelung Uber konzentrische Kugel schalen. Man erhalt damit Gleichungen fur Mittel-
werte, die nur noch von einer radialen Koordinate abhangen. Konvektion ware somit
ein Phanomen, das durch Fluktuationen um diese Mittelwerte gegeben ist.

Die Grundidee vieler Konvektionstheorien ist nun, zwischen Mittelwerten und den
Fluktuationen um diese Mittelwerte zu unterscheiden und Gleichungen fur die Fluk-
tuationen aufzustellen. Im Folgenden soll eine Uber eine Kugelschal e gemittelte Grole
a durch Klammern dargestellt werden (a), die Fluktuationen werden durch einen
Strich angedeutet «’. Wahrend die Mittelwerte eindimensionale Grofen sind, sind die
Fluktuationen nach wie vor dreidimensional. Somit gilt fur eine beliebige Grof3e a in
Kugelkoordinaten:

a(r,0,¢) = {a)(r) +d'(r,0,¢) (212)

Fur die Mittelwerte und ihre Fluktuationen gelten einige Rechenvorschriften. Die
wichtigsten sind in Anhang A zusammengefalt.

Wendet man diese Regeln auf die hydrodynamischen Gleichungen 2.7, 2.8 und
2.11 an, so ergeben sich jeweils zwei Gleichungen fir die gemittelten und die auktu-
ierenden Grofen.

e ausder Kontinuitatsgleichung

Olp)+  div((p)(v) + (p")) =0 (2.13)
0+ div({p)t + ¢ (D) + (PT)) =0 (2.14)

e ausder Navier Stokes Gleichung
() = ~((FV)T) + (3 + (L) + (Ldivo) (2.15)

(%
&' = —((@V)T") = (TV)(0) +§ — (7)) + (5dive)  (2.16)

di(s) = —((TV)s) + (%) — <pdeivcj} + (pLTUgradU) (2.17)

(2.18)
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In den Gleichungen tritt die Ableitung d; auf. Diesist ein gemitteltes Gegenstiick zur
substantiellen Ableitung D;, und analog zu 2.10 deEniert:

d, =0, + () - V. (2.19)

Die Beziehung zwischen d, und D, ist gegeben durch Gl. A.18 und A.19.

Diese Gleichungen enthalten noch die volle Information der hydrodynamischen
Gleichungen. Im Folgenden werden sie durch einige Naherungen vereinfacht. Dieses
Naherungsverfahren entspricht im wesentlichen einer Entwicklung nach kleinen Pa-
rametern. Sehr aufilhrlich wird es diskutiert in Gough (1969) und Spiegel & Veronis
(1960), geht aber auf altere Arbeiten wie z.B. Boussinesq (1903) und Oberbeck (1879)
zuriick. Einige Bemerkungen hierzu konnen auch in Baker (1987) gefunden werden.
Das Naherungsverfahren beinhaltet im wesentlichen einen zweistuEgen Prozess, der
hier kurz beschrieben werden soll.

2.3.1 Die Anelastische Naherung

Die Gleichungen der Hydrodynamik beschreiben kompressible Fluide. In solchen Me-
dien kdnnen verschiedene Arten von Schwingungen vorliegen. Zum einen sind dies
langzeitskalige Fluktuationen, die durch den Auftrieb bzw. dessen riicktreibende Kraft
entstehen. Zum anderen treten kurzzeitskalige Schwingungen auf, die durch Druck-
auktuationen erzeugt werden, die Schallwellen. Schallwellen tragen in Sternenim All-
gemeinen nicht zum Energietransport bel und haben somit kei nen wesentlichen Einauf3
auf die Struktur des Sterns. Siein einer Simulation mitzuberechnen ware aufgrund der
damit bedingten kurzen Zeitskalen auch sehr aufwandig.

Die Grundidee der anelastischen Naherung, die urspriinglich fur die Meteorolo-
gie entwickelt wurde, ist die Schallwellen herauszu£ltern, andere Eigenschaften eines
kompressiblen Mediums jedoch zu erhalten. Diese Naherung erscheint sinnvoll, falls
dietypischen konvektiven Geschwindigkeiten klein gegentiber der Schallgeschwindig-
keit sind, also kleine konvektive Machzahlen vorliegen. Leider gibt esjedoch kein Kri-
terium, mit Hilfe dessen dies a priori entschieden werden kann, es muss somit erst im
Nachhinein Uberprift werden, ob die Bedingung fur die anelastische Naherung erfullt
ist.

Insgesamt kann man die anel astische Naherung zusammenfassen wie folgt:

e Die Gleichungen werden in den Fluktuationen linearisiert.

e Das helldt insbesondere die Mittelwerte von thermodynamischen Funktionen
werden durch die entsprechenden Funktionen von gemittelten Variablen ersetzt,
z.B.

(p(P,T)) — p((P),(T)) (2.20)
e Der auktuierende Teil der Kontinuitatsgleichung wird ersetzt durch:

div({p)v') =0 (2.21)
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Die anelastische Naherung kann auch durch eine Entwicklung nach kleinen Para-
metern dargestellt werden. Siehe hierzu Gough (1969).

2.3.2 Die Boussinesg-Naherung

Ein weiterer Schritt zu einer Vereinfachung der Gleichungen ist die sogenannte
Boussinesg-Naherung. Diese kann wiederum durch eine Entwicklung nach einem an-
deren kleinen Parameter, namlich der Schichtdicke dargestellt werden. Die Boussinesq
Naherung ist somit nur exakt fur konvektive Schichten, die sehr viel kleiner als eine
Druckskalenhohe sind. Diesist jedoch bei der Anwendung auf astrophysikalische Pro-
bleme nur in Ausnahmefallen erfillt. Dennoch scheint sie wesentliche Eigenschaften
von Konvektion wiederzugeben und wird auch hau£g in konvektiven Theorien verwen-
det. Eine ausfuihrliche Darstellung kann wieder in Gough (1969) gefunden werden.
Zusammenfassend a3t sich die Boussinesg Naherung beschreiben wie folgt:

¢ Dichteauktuationen resultieren im wesentlichen aus Temperatur- und nicht aus
Druckeffekten.

e In der Kontinuitatsgleichung ebenso wie in der Impulsgleichung werden die
Dichteauktuationen vernachl assigt, aul3er falls sie mit der Gravitationsbeschleu-
nigung gekoppelt sind, denn diese Terme erzeugen ja gerade erst den Auftrieb,
der Konvektion ermoglicht.

Ausfuhrlichere Diskussionen konnen gefunden werden in Spiegel & Veronis
(1960), Mihaljan (1962) oder Toomre (1987).

2.3.3 Entwicklung der Fluktuationen

Bisher wurden die hydrodynamischen Gleichungen lediglich in einen gemittelten und
einen auktuierenden Tell aufgespalten. Die Fluktuationen sind jedoch weliterhin drei-
dimensionale Grofien @' (r, 0, ¢). Ziel ist es jedoch, das Problem der Konvektion auf
ein eindimensionales Problem zurtickzufiihren. Hierfur gibt es verschiedene Ansétze,
ein erstes Beispiel ist die Modenentwicklung:

M odenentwicklung

In dieser Entwicklung werden dreidimensionale Grof3en wie z.B. die Geschwindig-
keitsauktuationen in vertikaler Richtung v4(x, y, z,t) nach einem Set von orthogona-
len Funktionen f;(z, y) entwickelt (hier am Beispiel einer planparallelen Geometrie)

vy(z,y,2,t) = Zflxy

mit Amplitudenfunktionen 17/;. Diese M odenentwicklung wird nach einigen Gliedern
abgebrochen und es ergeben sich Gleichungen fir ;. Im einfachsten Fall erhdt man
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eine Einmodengleichung, bei der nur die Amplituden 1/, erhalten geblieben ist. Eine
solche Entwicklung kann z.B. verwendet werden, um die Nichtlokalitaten der Boussi-
nesq Gleichung zu untersuchen. Eine kurze Einfuhrung kann z. B. in Toomre (1987)
gefunden werden.

Momentenentwicklung

Wir werden im Folgenden einen anderen Zugang wahlen, der aus der Statistik bekannt
ist, und dort weite Verbreitung £ndet. Die Wahrscheinlichkeit P, dal3 eine Zufalls-
veranderliche = im Intervall [a, b] liegt, I&sst sich mit Hilfe einer Wahrscheinlichkeits-
dichte f () angeben:

Pla<z<b)= / f(z)dx.

Fur viele Probleme mag es jedoch vollig ausreichend erscheinen, anstelle der Wahr-
scheinlichkeitsdichte den Erwartungswert ;. und die Streuung o? einer Zufalls-
veranderlichen zu kennen: .

= / xf(x)dx

o0

+oo

o= [ -

[e.e]

Im Allgemeinen |3t sich eine Folge von n-ten zentralen Momenten deEnieren

[

[e.9]

Die Streuung stellt also das zweite zentrale Moment in dieser Folge dar.
Liegt eine zweidimensionale Zufallsveranderliche vor (x, y), so lassen sich die Er-
wartungswerte deEnieren as:

—+o00 —+o00
[y = / / xf(x,y)drdy

+oo +00
uyZ/ / yf(x,y)dxdy

/_:O /_:O(x — piz)? f (2, y)dady
o

ot =
2 e 2
o, = / / Y — ty) f(z,y)dzdy.

o)

und ihre Streuungen as:
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Besteht zwischen den beiden Grofien x, y hoch eine statistische Abhangigkeit, so laft
sich noch eine Korrelationsfunktion zwischen ihnen angeben:

v [ mly ) o)y

Auch hier |43 sich dies in einer Reihe von n-ten Momenten und Korrelationen fort-
setzen.

In unserem Zugang der Momentenentwicklung der hydrodynamischen Gleichun-
gen werden wir einen aguivalenten Ansatz wahlen. Unter Berucksichtigung der an-
elastischen Naherung, in der die Dichteauktuationen verschwinden, interessieren wir
unsvor alem fur die Grofden v, T' bzw. aguivalent dazu v, s. Wir bilden @hnlich wiein
der Statistik die Erwartungswerte dieser Grof3en, sowie eine Folge von n-ten Momen-
ten und Korrelationsfunktionen. Hierbel entspricht die Bildung von Mittelwerten Gber
Kugelschalen gerade der Bildung von Erwartungswerten:

(), (s) (222)

((s—(s)) = (57 (223)
((s = () (v = (v)) = (s'7) (2.24)

(= (D)) = (") (2.25)
und in dritter Ordnung (n = 3):
((s=(s)%) = (s (2.26)
(s = ())*(v = (v))) = (s”7) (2.27)
(s = (N —(v)*) = (s'77) (2.28)
(@—(@)°) = (T°) (2.29)

und schliefdlich in vierter Ordnung (n = 4):
(s, (T35), (7252, (18", () (2.30)

Wahrend sich die Mittelwerte gerade durch die klassischen Sternaufbaugleichungen
bestimmen lassen, so kann man mit Hilfe der auktuierenden Gleichungen 2.16 und
2.18 Bestimmungsgleichungen fur die hoheren Momente und Korrelationsfunktionen
ableiten.

Insgesamt ergibt sich eine aufsteigende Reihe von Gleichungen hin zu immer
hoheren Momenten. Die Gleichungen fur die Erwartungswerte enthalten Momente
2-ter Ordnung, die Gleichungen fur die Momente 2-ter Ordnung erhalten ihrerseits
wieder Momente 3-ter Ordnung, die Gleichungen n-ter Ordnung enthalten Momen-
te (n + 1)-ter Ordnung. Will man nun keinen unendlich grofen Satz von Gleichun-
gen ldsen, so muss man diese Entwicklung ab einer bestimmten Ordnung abbrechen.
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Man erhdt einen Satz von Gleichungen, die noch unbekannte Grofien, die Momente
nachster Ordnung enthalten. Um das Gleichungssystem |osbar zu machen, muss es ge-
schlossen werden. Es miissen Naherungen fr diese hoheren Momente eingefuhrt wer-
den, die sogenannten Schlief3bedingungen. Hierbel gehen eine Vielzahl von physikali-
schen Annahmen ein und die Qualitéat eines Konvektionsmodells ist oft gerade durch
die Art dieser Schlief¥bedingungen bedingt. Ein Uberblick ilber verschiedene Moglich-
keiten £ndet sich z.B. in Grossman & Narayan (1993), der verschiedene Schlief3bedin-
gungen mit den Ergebnissen von Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) Simulatio-
nen vergleicht.

Im folgenden Kapitel wird ein solches Konvektionsmodell, das auf die Moment-
entwicklung zurtickgreift naher diskutiert. Dies ist das sogenannte Kuhfumodell. In
diesem Zusammenhang werden auch die dort verwendeten Schlief3bedingungen naher
diskutiert.
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Kapitel 3

DAS KUHFUSS-MODELL

In den Jahren 1984 bis 1987 entwickelte Rudolf Kuhful? ein einfaches eindimensiona-
les Modell zur Beschreibung von Konvektion in Sternen. Dieses wurde 1986 in einem
ersten Artikel vorgestellt (Kuhfuf3 (1986a)) und im darauffolgenden Jahr in einer er-
weiterten Form im Rahmen einer Doktorarbeit an der TU Minchen publiziert (Kuhfuf
(19874)). Desweiteren £nden sich kurze Diskussionen in Kuhfuf3 (1986b) und Kuhfuf3
(1987b). Das Kuhfumodell existiert in zwei Versionen, die eine beinhaltet drei, die
andere, einfachere, eine Gleichung. Beide Versionen beriicksichtigen Zeitabhangigkeit
und Nichtlokalitéat von Konvektion.

Von Kuhful3 selbst wurden einige einfache Testrechnungen zur Zeitabhangigkeit
sowie zur Struktur des konvektiven Kerns eines 20/, Sterns durchgefuihrt. Die Theo-
rie wurde jedoch von ihm nicht in ein Sternentwicklungsprogramm eingebunden, und
somit konnten auch die Auswirkung auf die Entwicklung eines Sterns nicht unter-
sucht werden. Erste Anwendungen der Kuhfuf3theorie £nden sich in Wuchterl (1995)
und Feuchtinger (1999a). In Wuchterl & Feuchtinger (1998), Feuchtinger (1998) und
Feuchtinger (1999b) wird das Modell in einer leicht veranderten Form auf stellare Pul-
sationen und auf Protosterne angewendet. Die dort vorgenommenen Veranderungen
werden eingehender in 3.7 diskutiert. In Rechnungen zum thermonuklearen Brennen
in massereichen Population-111-Sternen wurde die Kuhfuf3theorie von Straka verwen-
det (Straka 2002), der allerdings durch sein numerisches Verfahren auf Saatkonvektion
angewiesen it, die in der Kuhfu3theorie eigentlich Uberaiissig ist.

21
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3.1 HERLEITUNG

Das Kuhful3modell folgt aus einer Momentenentwicklung, wie in Abschnitt 2.3.3 dar-
gestellt ist. Die Entwicklung wird nach den zweiten Momenten abgebrochen, und die
in den Gleichungen enthaltenen dritten Momente werden durch geeignete Schlief3be-
dingungen approximiert. Hier sollen einige dieser Naherungen deshalb etwas ausfuhr-
licher erlautert werden, da es sich zeigt, dass manche Naherungen unter bestimmten
Umstanden Probleme bereiten werden. Hier ist besonders das Dreigleichungsmodell
im nichtlokalen Fall zu nennen. Insbesondere soll betont werden, an welchen Stellen
die Annahme eines isotropen Geschwindigkeitsfeldes eingeht. An geeigneter Stelle
wird auf die hier besprochenen Naherungen Bezug genommen und mogliche Verbes-
serungen werden vorgeschlagen. Auf jeden Fall soll die Theorie nur unter den Bedin-
gungen diskutiert werden, unter denen sie spater in dieser Arbeit verwendet wird.

Die zweiten Momente, wie in 2.23 und 2.25 defniert, werden noch mit einem
Faktor £ versehen.

1 ) 1 2 T !
w:<§U ) @z(és ) I = (s (3.1

Dies verdeutlicht etwas die physikalische Bedeutung der Grof3en, denn dann kann z.B.
das zweite Moment der Geschwindigkeit, w, als die spezi£sche kinetische Energie
gedeutet werden, diein der konvektiven Bewegung enthalten ist. Gleichungen fur diese
Momente erhalt man, indem man die Gleichungen 2.16 und 2.18 nach Einfuhrung der
anelastischen Naherung mit s’ bzw mit " multipliziert

Udd = ..., sSdv = ..., Udys’ = ..., s'dis’ = ...

und Uber die sich ergebenden GrofRen mittelt. Unter Verwendung von A.13, sowie der
ublichen Diferentiationsregeln ergibt sich somit fur die zeitliche Entwicklung

e der mittleren kinetischen Energie?

~ 1 — 1 — —»IVP —»/1 :
dyw = —(U -V(§U %)) + ®<TV<U>> — (v 7} + (v ;leU> (3.2)
e desmittleren Entropieexzesses

/ /

2 divg) + <;—;gradﬁ> (3.3)

o =~ - V(55) = (57 - D) = (7

e und der Korrelation zwischen Geschwindigkeits- und
Entropieauktuationen

4t = s A + Tdss’ = —((TV)('T)) — (/7)) (&) — (@ (V) {s)
VP s v o (34
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Nun hat man also die gesuchten Bestimmungsgleichungen fur die zweiten Momente
erhalten. In diesen Gleichungen tauchen, wie oben erlautert, die Momente dritter Ord-
nung auf, die geeignet genahert werden miissen. Der Term (7 - V(1/2 52)) lasst sich
z.B. umformen zu

1 17,3/2 3/2

%) = (Vi) ——) = (5 V({p)7)]

()7 ¥ -5

1
{p)
und mit der anelastischen Naherung in der div(({p)7") = 0 gilt bleibt als auktuierende

GroRe mit V(o) (Z22)] lediglich eéin Moment dritter Ordnung zuriick.

N =

3.2 SCHLIESSBEDINGUNGEN

In diesem Abschnitt sollen kurz die Annahmen und Naherungen dargestellt werden,
die von den Gleichungen 3.2 - 3.4 zum KuhfuBmodell fiihren. Hierbei soll vor alem
auf die Punkte eingegangen werden, die fur den weiteren Verlauf der vorliegenden
Arbeit wichtig werden, oder sich als problematisch erweisen. Eine eingehende Dis-
kussion der Schlief3bedingungen £ndet man in Kuhfuf3 (1987a).

e Der Quellterm kinetischer Energie
Mit der anelastischen Naherung, in der die Druckauktuationen verschwinden,

ilt:
T e o

und nach einer Entwicklung bis erster Ordnung der Dichte nach den Entropie-

auktuation ) 5
Iy _ 1L /(o o
;) <p>2<<as>P_const> 59

und Verwendung der thermodynamischen Relation (%)chonst = ”%TVad ergibt
sich:
7 o 5/ <T> = o <T>
<;VP> = —<U S ><—]3>VadV<P> = HrvadE~ (37)
Dader Gradient einer gemittelten GroRe, hier V(P) nur eine radiale Komponen-
te hat, so bleibt auch nach Bildung eines Skalarprodukts nur der radiale Anteil
I1, der Korrelationsfunktion IT Ubrig.
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e Dissipation konvektiver kinetischer Energie

Nachdem man die molekulare Viskositat enthaltenden Terme umgeformt hat,
und nach Anwendung einer fur grof3e Reynoldszahlen gultigen Naherung, ver-
bleibt bel Kuhfuf3 von den viskosen Termen lediglich:

| )
W (ogradi’)

Dieser wird durch Skalenbetrachtungen genahert. Mit einer typischen Zeitskala
der Dissipation 7, = ﬁ nahert Kuhfuf3:

é(a grad?d’) = % = CD% (3.8)
Hierbel ist A eine typische Langenskalain radiaer Richtung und diein 7, ein-
gehende GroRe /w stellt letztendlich eine typische Geschwindigkeit dar. Cp
ist ein Parameter, der im lokalen Grenzfall durch Vergleich mit der Mischungs-
wegtheorie angepasst wird. In dieser Naherung wird eine Annahme verwendet,
die einetypische Geschwindigkeit in radialer Richtung v, mit der mittleren kine-
tischen Energie in Verbindung bringt. Kuhfufd macht in seiner Arbeit meist die
Annahme eines isotropen Geschwindigkeitsfeldes v? = 2w. Ohne eine solche
Annahme mudte der Term fur die Dissipation der konvektiven Energie lauten:

VpW

CD A (3.9)

es mifte aso die radiale Geschwindigkeitskomponente der konvektiven Ele-
mente verwendet werden.

Der Entropiegradient in der Korrelationsgleichung
In der Gleichung fur IT tritt der Term — (¢ (v"V)) (s) auf. Dieslal3 sich ausschrei -
ben zu:

(V' (0,0, + V0, + v605))(5)
und da (s) lediglich von r abhangig ist:
(0"0.0,)(s)

In der Ableitung, wie sie von Kuhful3 dargestellt wird, bleibt hiervon lediglich
die Radialkomponente,

(vr0.0;)(s),
Diese wird wieder mit der Isotropieannahme fir v umgeschrieben zu:

%w&,(s}
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e Diffusionsapproximation
Die Diffusionsapproximation betrifft Terme der Form (7'V (5
geschrieben werden kdnnen in die Form -~ V(T ({p)30")'
hierfur eine Diffusionsapproximation, so ergl t sich:

7)), dieauch um-
). Verwendet man

1
——Va (p)AVwVw 3.10
B (P AVw (3.10)

Dieser Ausdruck wird oft geschrieben 1/p divj; unter Verwendung des konvek-
tiven kinetischen Stroms j; = «a;{(p)Av/wVw. Er stellt den konvektiven Trans-
port von kinetischer Energie dar. Hierbel gibt A wieder eine Langenskalain ra-
dialer Richtung an, und \/w eine typische Transportgeschwindigkeit in radialer
Richtung. Es geht also auch hier die Annahme einer linearen Beziehung zwi-
schen radialer Geschwindigkeit v, und Wurzel aus konvektiver Energie \/w ein.
Ohne dies musste die Naherung eigentlich lauten:

— %V@t (p)Av,Vw (3.12)

oy 1st ein Parameter, der den konvektiven kinetischen Strom parametrisiert, sein
Wert wird noch in Kapitel 6.2 und 6.6 diskutiert werden.

e DieFlussein den Gleichungen fur IT und .
Hier wird in der einfachsten Form der Theorie genahert:

(@v)5) = e o (3.12)
(FV)s'T) = %ﬂ\/m (3.13)

Auch hier ist A wieder die Langenskala in radialer Richtung, G und gy sind
Parameter, die angepasst werden miissen, und /w steht fur eine typische Ge-
schwindigkeit in radialer Richtung. Ohne die Ersetzung dieser Geschwindigkeit
durch die mittlere konvektive Energie ergibt sich:

<(17V)%> = %‘I’vrcb (3.14)
(T'V)s't) = %TUTH (3.15)

Es soll an dieser Stelle noch einmal klargestellt werden, dass auf die Ableitung
des Kuhfuf3modells hier deshalb etwas detaillierter eingegangen wurde, um deutlich
zu machen, an welchen Stellen welche Naherungen eingehen. Dies ist ein Aspekt,
der in Kuhfuf (1987a) nicht immer deutlich wird. Insbesondere wurde hier auf die
Beziehung zwischen einer typischen Geschwindigkeit in radialer Richtung v, und der
mittleren konvektiven Energie w hingewiesen. Dieser Aspekt wird in Abschnitt 3.7.3
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SR

Abbildung 3.1: Schematische Struktur eines moglichen Geschwindigkeitsfeldes am
Rand einer Konvektionszone wie es sich auch in mehrdimensionalen Simulationen
£ndet.

noch genauer diskutiert werden. Zusammenfassend lasst sich jedoch sagen, dass die
Annahme eines isotropen Geschwindigkeitsfeldes mit der Beziehung v? = %w zZwar
im Inneren eines konvektiv instabilen Bereichs gultig sein mag, aber am Rand einer
Konvektionszone, an der die konvektive Stromung ’umknickt’ und im wesentlichen in
horizontaler Richtung rief3t, sicherlich so nicht richtig ist. Dieses Verhalten wird z.B.
in den zweidimensionalen Rechnungen von Freytag deutlich (Freytag et a. (1996)).
Eine solche Struktur ist schematischin Abb. 3.1 dargestellt. In der Kuhfuf3theorie wird
sich die Annahme von Isotropie fur das gesamte konvektive Gebiet insbesondere in
der Uberschie3zone a's problematisch herausstellen.

3.3 DASDREIGLEICHUNGSMODELL

Im vorherigen Kapitel wurde anhand von einzelnen Aspekten dargestellt, wie die Mo-
mentengleichungen in der Kuhfuf3theorie durch einige Annahmen vereinfacht werden.
Das Ergebnisist hier kurz zusammengefasst.

Die Gleichungen fir die mittlere kinetische Energie, die mittlere Entropie und die
Korrelationsfunktion Gl. 3.2 - 3.4 lauten mit den Schlief3bedingungen:

dyw = Sl —%wi + d1vgt (3.16)
c L 1
A= Spley2ev-vae -Slin-—n @)
c ﬁqi) 1 2
dd = DV — V)T —20rd — @ (3.18)
P A Trad

Sie enthalten Terme, die den radiativen Verlust der konvektiven Elemente wahrend
ihrer Bewegung beschreiben (11T und _2-®). Ferner treten Terme auf, die
Zeitabhangigkeit beinhalten (dtw dtH d;P), sowie ein Term, der fur das nichtlokale
Verhalten verantwortlich ist (divj;), und freie Parameter Cp, G, S Und A, sowie das
in j; enthaltene o;. Die freien Parameter werden z.B. durch eine Vergleich mit der
Mischungswegtheorie angepasst.
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3.4 DASEINGLEICHUNGSMODELL

Das Dreigleichungsmodell kann durch eine weitere Annahme zu einem Eingleichungs-
modell vereinfacht werden. Dieses Modell ist in Kuhful® (1986a) dargestellt. In der
Gleichung fur die mittlere konvektive Energie tritt aul3er w selbst nur die Korrelations-
funktion IT auf. Im Eingleichungsmodell wird auch diese Grof3e durch eine Diffusi-
onsapproximation beschrieben:

[~ —a,AVwV(s). (3.19)

Auch hier stellt \/w wieder eine typische radiale Geschwindigkeit dar, ohne Isotropie-
annahme misste also auch hier wieder ein Geschwindigkeit v, stehen. Der Isotropie-
faktor y/2/3, der hier somit auftauchen musste, ist in den Parameter o, absorbiert. o
ist ein weiterer Parameter, der den Entropiestrom parametrisiert.

Somit bleibt, wenn man, wiein der Sternentwicklung Uiblich, den Entropiegradien-
ten in einen Temperaturgradienten umschreibt V (s) = —Ij—i (V — V.4), €ine einzelne
Gleichung fur die konvektive kinetische Energie:

C

e, TAa, 1 s 1.
VaayThas 4g g, - TDwi + 2 divi, (3.20)

diw =

t Hg

Auch hier tauchen wieder Terme auf, welche die Zeitabhangigkeit und die Nichtloka-

litét beschreiben. Es fehlen im Eingleichungsmodell jedoch Terme, die radiative Ver-

luste beschreiben, also die Tatsache beriicksichtigen, dass konvektive Elemente durch

Strahlung Energie an ihre Umgebung abgeben. Hierfir muss man entweder das volle

Dreigleichungsmodell verwenden oder zusétzlich Terme einfilhren, wie diesin Wuch-
terl (1995) getan wird. Eine kurze Diskussion folgt in Kapitel 3.7.1.

34.1 Anpassung der Parameter

Zu diesem Zeitpunkt der Entwicklung enthalten die Gleichungen noch eine Reihe frei-
er Parameter. Diese sind im Dreigleichungsmodell

CD> 61_17 ﬂ@a A7 Qy

und im Eingleichungsmodell
CD) A, Aa Q.

Diese Parameter werden durch einen Vergleich mit der Mischungswegtheorie be-
stimmt. Es hat sich in der Vergangenheit gezeigt, dass die Mischungswegtheorie zu-
mindest fir lokale und zeitunabhangige Phanomene durchaus eine erfolgreiche Nahe-
rung ist, folglich stellt man die Forderung, dass dieser Grenzfall in der Kuhfuf3theorie
enthalten sein soll. Man vernachlassigt die zeitabhangigen und die nichtlokalen Terme,
sowie im Dreigleichungsmodell zusatzlich den radiativen Verlust, [6st das resultieren-
de Gleichungssystem nach der konvektiven Geschwindigkeit , dem konvektiven Fluss
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und dem Temperaturexzess auf und passt die Parameter so an, dass die resultieren-
den Ausdriicke mit den Werten der Mischungswegtheorie in der Formulierung von
Vitense (1953) Ubereinstimmen. Fur das Dreigleichungsmodell ergibt sich:

C(D = 2\/?7 ﬁH = 6\/%7 ﬁ@ = 4\/%7 (321)

fur das Eingleichungsmodell

1 /2 8 /2
oy = Cp = 3V 3 (3.22)
Der Mischungswegparameter A wird wie algemein Ublich as proportional zur
Druckskalenhohe mit einen Mischungswegparameter «a,;, angenommen, der as ein-
ziger freier Parameter, wiein der MLT erhalten bleibt. Im nichtlokalen Fall, also unter
Beriicksichtigung des Terms j;, muss zusatzlich noch der Parameter o, bestimmt wer-
den. Kuhfuf3 erhdlt aus einer Abschatzung den Wert von o, = 0.25.

3.5 BISHERIGE ERGEBNISSE ANDERER AUTOREN

Das Kuhfulmodell stellt im Vergleich zu vielen anderen Autoren eine relativ einfache
Konvektionstheorie dar, insbesondere in der Form des Eingleichungsmodells. Nach-
dem es zunachst von Kuhful3 selbst lediglich auf einige relativ einfache astrophysika
lische Falle angewendet wurde, fanden sich in letzter Zeit auch einige andere Autoren,
die sein Modell in der einen oder anderen Form verwenden.

3.5.1 Modellrechnungen - Kuhful3

Kuhfuf3 hat in seiner Doktorarbeit einige grundlegende Eigenschaften seines Konvek-
tionsmodells diskutiert. Auf die Astrophysik wurde es jedoch nur in einigen sehr spe-
ziellen und vereinfachten Problemen angewendet. Diese sollen hier kurz beschrieben
werden.

Einzonenmodelle

Zur Untersuchung der Auswirkungen des Eingleichungsmodells auf pulsierende Ster-
ne verwendet Kuhful? ein Einzonenmodell. Hierbei wird angenommen, dass der pul-
sierende Teil eines Sterns aus einer einzigen Massenschale konstanter Dichte besteht,
die auf einer stationaren zentralen Kugel sitzt. Diese Massenschale wird von unten be-
heizt. Kuhful3 verwendet hierbel Parameter die fur Cepheiden typisch sind. Er erhdt
Lichtkurven, die zum Teil mit den Beobachtungen tUbereinstimmen, die jedoch einen
deutlichen Einaul3 der unphysikalischen Randbedingung einer harten Kugel aufwei-
sen. Kuhfufd simuliert also keinen vollstandigen Stern und auch die Konvektionszone
wird nicht detailierter aufgel Ost.
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Nichtlokale Struktur eines konvektiven Kerns

Ferner fuhrt Kuhfuf3 noch einige Untersuchungen zur Struktur des konvektiven Kerns
eines Hauptreihensterns mit nichtlokaler Konvektion durch. Leider geht aus seiner
Arbeit nicht hervor, wie die konvektiven Gleichungen mit den Strukturgleichungen
verbunden sind. Insbesondere bleibt unklar, aus welcher Gleichung und unter wel-
chen Annahmen der Temperaturgradient V berechnet wird. Auf jeden Fall £nden die
Rechnungen unter vereinfachten Annahmen statt. Es wird ein ionisiertes ideales Gas
verwendet, die Opazitaten werden durch ein Potenzgesetz und die Energieerzeugung
durch eine Fitformel approximiert. Die Gleichungen fur den vollstandigen Stern wer-
den mit Hilfe des von Henyey vorgestellten Verfahrens auf einem aquidistanten Gitter
gelost. Schliefdlich fuhrt Kuhful® noch einige einfache Betrachtungen zur Abhangigkeit
der Uberschiefdlange von der GroRe des konvektiven Kerns und dem Mischungsweg-
parameter durch. All diese Rechnungen behandeln jedoch nur Sterne auf der Nullal-
terhauptreihe, aso Sternein einem stationaren Zustand. Die Entwicklung der Struktur
eines konvektiven Kernswir jedoch nicht, wie diesin der vorliegenden Arbeit der Fall
ist Uber einen langeren Zeitraum hin verfolgt.

3.5.2 Protosterne und Pulsationen - Wuchterl / Feuchtinger

Das Eingleichungsmodell von Kuhful3 wurde das erste Ma von Wuchterl und
Feuchtinger im Rahmen von strahlungshydrodynamischen Rechnungen auf den Ener-
gietransfer in nichtlinearen Pulsationen von RR-Lyrae Sternen angewendet (Wuchterl
& Feuchtinger 1998, Feuchtinger 1998). RR-Lyrae Sterne weisen Pulsationen auf, in
denen zwel sich Uberlagernde Moden sichtbar sind. Sowohl die aus den Simulationen
erhaltenen Periodendauern dieser Moden, al's auch die erhaltenen Amplituden stimmen
mit dem Bereich Uberein, wie er sich aus Beobachtungen ergibt.

Aus diesen Arbeiten folgern die Autoren zusammenfassend, dass das Kuhful3mo-
dell wichtige Eigenschaften der Konvektion plausibel wiedergibt und es aussichtsreich
ist, dieses Modell auf astrophysikalische Probleme anzuwenden.

3.5.3 Poplll-Mischen - Straka

In seiner Dissertation beschaftigt sich Straka mit massereichen Population-111-Sternen
(Straka 2002). Hierbel berticksichtigt er insbesondere ein zeitabhangiges Mischen und
als zeitabhangige Konvektionstheorie die Kuhfuf3theorie. Er verwendet das Einglei-
chungsmodell, berticksichtigt die zeitabhangigen Terme, sowie die Verbesserungen,
wiesiein (Wuchterl & Feuchtinger 1998) vorgeschlagen und in Kapitel 3.7.1 kurz be-
schrieben werden, insbesondere den Flusslimiter. Ferner berticksichtigt Straka Terme,
die das mittlere molekulare Gewicht enthalten und in den Arbeiten von Wuchterl auf-
grund der chemischen Homogenitat vernachlassigt sind. Seine Gleichungen werden
gelost mit Hilfe des Programmpaketes LIMEX, einem impliziten Loser fur differen-
zial algebraische Gleichungen. Die Konvektion ist voll an das Sterninnere gekoppelt
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und es werden volle Modelle einschliefdlich der Zeitentwicklung gerechnet. Er ver-
zichtet jedoch auf die nichtlokalen Terme, die das Uberschief}en beinhalten wiirden
und die, wiein der vorliegenden Arbeit gezeigt, wesentlichen Einoul3 auf viele Phasen
der Sternentwicklung haben.

Straka verwendet in seiner Arbeit, aus numerischen Grinden, anstelle der kon-
vektiven Energie w den Logarithmus In (w). Dies fiuhrt dazu, dass die Nulllésung fur
konvektiv stabile Gebiete ausgeschlossen wird und in der zeitabhangigen Konvekti-
onstheorie eine endliche Saatkonvektion notwendig ist. Hierbel muss diese Saatkon-
vektion so klein gewahlt werden, dass sie keinen sichtbaren physikalischen Effek her-
vorruft. Hierdurch wird ein Vorteil zunichte gemacht, den die Kuhful3sche Theorie ge-
genuber z.B. der Stellingwerfschen hat. Denn die Kuhfusstheorieist, im Vergleich zur
Stellingwerfschen, nicht auf Saatkonvektion angewiesen (vgl. hierzu Baker (1987)). In
der Kuhfuf3theorie kann dagegen eine Massenschale, die wahrend des vorhergehenden
Zeitschritts voll radiativ w = 0 war, im nachsten Zeitschritt eine endliche konvektive
Energie enthalten w > 0.

3.5.4 Konvektionstheorien in Sternentwicklungsrechnungen

An dieser Stelle mul3 nocheinmal betont werden, dass allgemeine Sternentwicklungs-
rechnungen mit der Kuhfuf3theorie bisher nicht existieren. Alle bisher vorgestellten
Rechnungen betreffen nur ein eingeschranktes Gebiet des Sterns oder eine kurze Pha-
sein seiner Entwicklung. Auch andere ausgefeiltere nichtloklale Konvektionstheorien
sind bisher in Sternentwicklungsrechungen nicht verwendet worden. Diein der vorlie-
genden Arbeit vorgestellten Ergebnisse sind die ersten ihrer Art.

3.6 EINFACHE TESTRECHNUNGEN - BOXMODELLE

In diesem Abschnitt sollen einige wesentlichen Eigenschaften der beiden Konvekti-
onsmodelle von Kuhfuf3, des Ein- und des Dreigleichungsmodell untersucht werden.
Eswird hierbei von einem stationaren Hintergrund ausgegangen, 7', P, p und vor alem
die Uberadiabasie V — V4 werden von aufen kiinstlich vorgegeben. Zur Integration
der Gleichungen werden Prozeduren aus der NAG Bibliothek verwendet (siehe z.B.
WWW.Nag.co.uk).

36.1 Zeitabhangigkeit

Am Problem der Zeitabhangigkeit der Konvektion ist neben den Fallen, in denen die
konvektiven Zeitskala mit der nuklearen Zeitskala vergleichbar ist, vor allem interes-
sant, wie An- und Abklingvorgange stattEnden, dass heifét vor allem, wie schnell die
Konvektion in den beiden Modellen auf Anderung der Rahmenbedingungen reagiert.
Insbesondere wird interessieren, ob und wie schnell bei einem Ubergang von einer
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konvektiv instabilen zur einer stabilen Losung, oder umgekehrt, die Konvektion ver-
schwindet oder einsetzt.

Diesist besondersinteressant, dadas Kuhful3modell im Gegensatz zu anderen Kon-
vektionsmodellen nicht auf Saatkonvektion angewiesenist. Mit Saatkonvektionist eine
kleine nichtverschwindende konvektive Geschwindigkeit in einem eigentlich stabilen
Gebiet gemeint. Aus diesen Storungen wachsen bel neu einsetzender Konvektion die
konvektiven Gebiete langsam heran. Die Zeitspanne des Anwachsens der Konvektion
ist somit wesentlich von der Form und Grof3e der Saatkonvektion abhangig. Zu unter-
scheiden ist die Saatkonvektion von einem Schatzwert fur die konvektiven Grofien, der
vor Beginn der Iterationen des Henyey-Verfahrens vorgegeben wird. Dieser Schatzwert
hat lediglich die Funktion, die Konvergenz des numerischen Verfahrens zu ermogli-
chen. Nachdem die Korrekturen des Henyey-Verfahrens bis auf die gewiinschte Ge-
nauigkeit erfolgte, sind die resultierenden Grof3en unabhangig von dem urspringlich
vorliegenden Schatzwert.

Hierfir sollen unterschiedliche Losungen der Gleichungen 3.16ff und 3.20 im lo-
kalen Fall (divj; = 0) diskutiert werden. Es ist zu bemerken, dass die Gleichun-
gen zwei Losungszweige zulassen. Der eine beschreibt verschwindende Konvektion
w = ¢ = II = 0, der andere liefert endliche Werte fur die konvektiven Grofien. Diese
Werte sind im instabilen Bereich (V — V,4) > 0 positiv (w > 0) und kdnnen im kon-
vektiv stabilen Bereich negativ werden (w < 0). Aufgrund der DeEnition 3.1 stellendie
negativen Ergebnisse jedoch eine unphysikalische Losung dar, da eine negative kon-
vektive Energie imaginare Geschwindigkeiten implizieren wirde. Es muss also einen
Bereich geben, in dem die physikalisch sinnvolle Losung von dem Losungszweig mit
verschwindender Konvektion zum anderen wechselt. Um dies zu untersuchen, wer-
den im folgenden Losungen im stabilen Bereich mit dampfenden Quelltermen in den
Gleichungen diskutiert.

Betrachtet man geringe konvektive Geschwindigkeiten, wird die Dampfung durch
den Abtrieb dominiert und nicht durch die Dissipation Cﬁ“, das Eingleichungsmodell
vereinfacht sich zu

\Y dC TA 1
dw = Y2422 5V -V, 3.23
mit der Losung
2
1 vadeTA 2
) =-|—F——"(V -V, t 3.24

Die konvektive Energie klingt also parabolisch ab und erreicht schliefdich die Null-
|6sung. Eskann in diesem Fall einen stetigen Ubergang von einer Lésung mit endlicher
Konvektion zu einer Losung mit verschwindender Konvektion geben.

Der Fall des Dreigleichungsmodellsist nicht so einfach gelagert; es wird sich zei-
gen, dass die Konvektion dort nicht ohne weiteres in die Nulllosung Ubergehen kann.
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Die Brunt-Vaisala Schwingung

Auch hier soll zunachst wieder der Fall kleiner konvektiver Geschwindigkeiten und
somit verschwindender Dissipation betrachtet werden. Fur das Dreigleichungsmodell
ergibt sich:

dyw = Vg—fn (3.25)
dll = 2P 4 Z2(V = Vig)w (3.26)
d,® = (V= Vaa)ll (3.27)

Dieses Gleichungssystem hat neben der identisch Null verschwindenden Losung als
zweite L osung:

Vachp §

_ Q 2 _
M= T 0 = (Y - V) (3.29)
D = Dyt 4 const (3.29)
w= weett? + const (3.30)

Dies stellt im konvektiv instabilen Bereich einen exponentiellen Anstieg dar, der erst
durch die oben vernachlassigten dissipativen Terme beendet wird. Im konvektiv stabi-
len Bereich ist dies jedoch eine Schwingung mit der Frequenz

Q= \/—v%?’g(v — Vad) fiir V < Vq. (3.31)
Dies entspricht der sogenannten Brunt-Vaisala Frequenz.

Hierbei lauft folgender physikalischer Vorgang ab: Ein aus seiner Ruhelage ausge-
lenktes Masseel ement wird durch Auftriebskrafte in seine Ruhelage zuriickgeschoben,
dabel gewinnt es kinetische Energie und schiefdt Uber seine Ruhelage hinaus, bis es
wieder aul3erhalb derselben zur Ruhe kommt. Dieser Prozesswiederholt sich, dasMas-
senlement oszilliert. Hierbei wechselt die Energie des Massenelements standig zwi-
schen der Energieform kinetische Energie und thermische Energie. Die Oszillations-
frequenz, wie sie sich hier ergibt, unterscheidet sich von der Brunt-VaisalaFrequenz,
wiesiesich z.B. in Kippenhahn & Weigert (1994) £ndet, durch einen konstanten Vor-
faktor; dieser kommt dadurch zustande, dass sich in der dortigen Ableitung ein Ele-
ment ausschliefdich in vertikaler Richtung bewegt, wahrend im Kuhfufmodell ledig-
lich ein Drittel der konvektiven Energie in vertikaler Bewegung steckt, der Rest in
horizontaler Bewegung (Isotropieannahme).

Im Kuhfumodell bedeutet das Wechseln der Energie zwischen den beiden Ener-
gieformen, kinetische Energie der konvektiven Elemente und thermische Energie, d.h.
Entropieliberschuss oder De£zit gegeniber der Umgebung, dass die Schwingungen
von w, ® und IT phasenverschoben sind. Wie in Abb. 3.2 zu sehen ist, verschwindet
die mittlere thermische Energie w, wenn der Entropieexzess ¢ maximal ist und um-
gekehrt. In den Phasen dazwischen sind die beiden GrofRen maximal korreliert bzw
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Abbildung 3.2: Nichtverschwindende Losung der Gleichungen 3.25 bis 3.27 im stabi-
len Bereich V — V.4 < 0, nach einer numerischen Rechnung. Aufgetragen sind w, @
und 7 gegen die Zeit in Einheiten der Brunt-Vaisala Schwindungsdauer 753y = %”
Die Grofien w und ® sind um 7 phasenverschoben, d.h. die Energie wechselt zwischen
kinetischer und thermischer Energie.

antikorreliert. Dieses oszillierende Verhalten des Dreigleichungsmodells ist aus fol-
genden Griinden problematisch:

e DieBrunt-Vasala Schwingung ist eine Eigenschaft eines einzel nen konvektiven
Elements. In der vorliegenden Konvektionstheorie jedoch wird tber Kugelscha-
len gemittelt, es sollten sich somit keine individuellen Eigenschaften von Einzel -
elementen erhalten, sondern nur eine mittlere konvektive Energie und Entropie
verbleiben.
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e Die Schwingungen konnen lediglich durch die oben vernachlassigten turbu-
lenten Terme gedampft werden, die jedoch nur bei hohen Geschwindigkeiten
zum Tragen kommen. Wahrend im Eingleichungsmodell kleine konvektive Ge-
schwindigkeiten durch Abtriebsterme gedampft werden, so tauchenim Dreiglei-
chungsmodell keine Terme auf, diein diesem Bereich dampfend wirken. Im sta-
bilen Bereich wird eine konvektive Losung nicht in die Nullldsung Ubergehen.
Der hier vorliegende Unterschied zwischen den Ein- und dem Dreigleichungs-
modell liegt darin, dass sich im Dreigleichungsmodell die konvektive kinetische
Energie und Entropie wie fur ein einzelnes konvektives Element, jedoch nicht
fur eine ganze konvektive Schicht sinnvoll, namlich phasenverschoben verhalt,
wahrend im Eingleichungsmodell durch die Naherung fur die Korrelationsfunk-
tion ein gleichphasiges Verhalten erzwungen wird.

Da sich im Bereich mit dampfenden Auftriebstermen noch einige weitere Probleme
ergeben (Siehe Kapitel 3.7.3), sollen mogliche Losungen weiter unten in diesem Zu-
sammenhang diskutiert werden.

Abklingvorgange

Wie schon weiter oben betont, zeigen das Ein- und das Dreigleichungsmodell ein
recht unterschiedliches Verhaten im stabilen Bereich. Das Abklingverhaten wur-
de zum Teil schon von Kuhful3 am Beispiel eines oszillierenden Auftriebterms
(V — V.a)= cos(pt) untersucht, ohne jedoch den Zusammenhang mit der Brunt-
Vaisal aSchwingung zu diskutieren.

In unserer Testrechnung wurde wieder vor einem von auf3en vorgegebenen Hinter-
grund das zeitabhangige Verhalten der Konvektion untersucht. Ausgehend von einer
stationaren konvektiven Schichtung wird der zuvor positive treibende Term (V — V,q)
von aulRen auf einen negativen Wert gesetzt, er wirkt somit dampfend. Die Reakti-
on des Konvektionsmodells wird beobachtet, das Ergebnisist in Abb. 3.3 dargestellt.
Als Ergebnis erhalt man eine Abklingen der Konvektion, zunachst sind die turbulen-
ten dampfenden Terme wesentlich, Uberlagert von einer Brunt-Va salaSchwingung.
Spéter, bei geringeren Geschwindigkeiten werden die dampfenden Terme unwesent-
lich und es verbleibt lediglich die andauernde Schwingung, wie sieim vorherigen Ab-
schnitt beschrieben wurde.

Den oszillierenden Charakter der Losung sieht man besonders deutlich an einer
normierten Korrelationsfunktion I1,,,,, = % wie sie rechts unten in Abb. 3.3 dar-
gestelltist, denn hier kann die Korrelation von s’ und ¢ unabhangig von ihrem absol u-
ten Wert dargestellt werden. Die normierte Korrelationsfunktion stellt eine Kenngrofde
dar, mit Werten aus dem Intervall [—1, 1], wobei I1,,,,,, = 1 vollstandige Korrelation
bedeutet, I1,,,,,, = —1 antikorreliert und I1,,,.,,, = 0 bedeutet, dass Geschwindigkeits-

und Engtropieauktuationen unkorreliert sind.
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Abbildung 3.3: Abklingverhalten des Dreigleichungsmodells. Es ergibt sich eine
Dampfung der konvektiven Grof3en, Uberlagert durch eine Brunt-Vai salaSchwingung.
Die Zeit ist wieder in Einheiten der Brundt-V aisal & Schwingungsduer 75, angegeben.

3.6.2 Nichtlokalitét

Zur Betrachtung des nichtlokalen Charakters der Kuhfufdtheorie wird nun wieder
der Term divj, berticksichtigt. Zunachst soll nur das Eingleichungsmodell betrach-
tet werden. Wieder wird der Hintergrund, das heifdt die Groflzen 7, p, P, ..., von au-
3en fest vorgegeben, fir den Quellterm wird eine sinusformige Form angenommen
(V — V.a)(z) ~ sin(z), so dassin der Mitte des betrachteten Bereichs eine instabile
Zone liegt und am Rand jeweils ein konvektiv stabiles Gebiet. Diese Schwarzschild-
grenzen sind bel 0.37 und 0.67 in Einheiten des gesamten Simulationsbereichs. In
Abbildung 3.4 £ndet sich das Ergebnis fUr eine lokale und eine nichtlokale Rechnung
im Vergleich. Hierzu sind vor allem zwel Dinge zu bemerken:

e Die konvektive Zone im nichtlokalen Fall ist ausgedehnter als im lokalen Fall.
Auch in Bereichen, in denen lokal die Konvektion verschwindet, die also eigent-
lich stabil sind, hat in der nichtlokalen Rechnung die konvektive Energie immer
noch einen endlichen Wert.
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Abbildung 3.4: Konvektive Energie im lokalen und nichtlokalen Eingleichungsmodell
im Vergleich (oben). Die Konvektionszone ist nichtlokal deutlich ausgedehnter alsim
lokalen Fall. Die konvektive Energie ist auch im Inneren der Konvektionszone mo-
difziert. Die Asymetrie im Geschwindigkeitspro£! tritt dadurch auf, dass durch die
vorgegebenen Hintergrundstruktur an beiden Seiten der Konvektionszone unterschied-
liche Werte fur P,T" und p vorliegen.

e Der Wert der konvektiven Energie ist auch im instabilen Gebiet verandert, d.h.
Nichtlokalitat 1al3t sich nicht einfach durch Aufsetzen einer zusatzlichen Uber-
schief3zone auf das ansonsten lokal gerechnete Modell beschreiben.

Betrachtet man vor dem gleichen Hintergrund eine Rechnung des Dreigleichungs-
modells (Abbildung 3.5), so erkennt man einen wesentlichen Unterschied. Die Uber-
schief3zonezone, das heifdt der konvektiv stabile Bereich, in dem dennoch Konvektion
vorliegt, ist deutlich ausgedehnter als im Eingleichungsmodell. Die Grinde fir dieses
Verhalten ist die Annahme von Isotropie in der Herleitung des Modells. Das ist je-
doch nicht in der gesamten Konvektionszone gultig. Dies soll im Zusammenhang mit
moglichen Verbesserungen des KuhfuBmodell (Kapitel 3.7.3) noch genauer diskutiert
werden.
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Abbildung 3.5: Konvektive Energie im lokalen und nichtlokalen Modell aus einer
Dreigleichungsrechnung. Auch hier ist die konvektive Energie im Inneren der Kon-
vektionszone modi£ziert, die Konvektionszone ist jedoch deutlich ausgedehnter as
im Eingleichungsmodell. Im stabilen Bereich liegt ein exponentieller Abfall der Ge-
schwindigkeiten vor, somit ist die konvektive Geschwindigkeit praktisch immer grof3er
Null.

3.7 DIE SCHWACHSTELLEN UND IHRE VERBESSERUN-
GEN

Das Kuhful3modell bedarf, gerade weil es relativ einfach und gut zu handhaben ist,
noch einiger Verbesserungen. Dies sind zum einen Aspekte wie die radiativen Verlust-
terme, die beim Ubergang vom Drei- zum Eingleichungsmodell verloren gingen. Zum
anderen sind dies grundsatzliche Mangel, wie die I sotropieannahme fir konvektive Ge-
schwindigkeiten, die weiter oben bereits angesprochen wurde. Hier soll zunachst auf
die Verbesserungen des Eingleichungsmodells eingegangen werden, wie sie in Wuch-
terl & Feuchtinger (1998) vorgeschlagen werden.
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3.7.1 Eingleichungsmodell
Radiative Verlustterme (Wuchter| - Feuchtinger)

Beim Ubergang vom Drei- zum Eingleichungsmodell durch den Ansatz
I~ —a,AVwV (s) (3.32)

wurde nicht berticksichtigt, dass die konvektiven Elemente durch Strahlung Energie
an ihre Umgebung abgeben kdnnen. Die entsprechenden Terme sind in den Gleichun-
gen fur IT und ® enthalten, nicht jedoch in der Gleichung fur w, und werden somit
im Eingleichungsmodell vernachlassigt. Wuchterl fohrt daher in der Gleichung des
Eingleichungsmodells einen aquivalenten Term ein. Dieser lautet

w
D'rad -

(3.33)

Trad

Die diffusive Zeitskala 7.,q4 wird berechnet, indem radiative Diffusion angenommen

wird.

_ 3epkp*A?
Ta = s (3.34)

Verkirze Mischungsweglange

Die Kuhfuf3theorie enthalt ahnlich wie die Mischungswegtheorie eine Skalenlange A,
diese wird tblicherweise auf die Druckskalenhthe H,, = —0r/01In P bezogen

A =aH, (3.35)

mit einer Proportionalitatskonstante «. Dieses Vorgehen ist sinnvoll, solange der
Druckgradient 0P/0r einen endlichen Wert hat. Unter bestimmten Umstanden jedoch
kann dieser Gradient verschwinden, somit divergiert formal die Druckskalenhohe.
Diesist z.B. immer dann der Fall, wo eine nahezu verschwindende Gravitation vor-
liegt, wie im Zentrum eines Sterns. Neben der Druckskalenhohe ist aber auch durch
die raumliche Ausdehnung eine charakteristische L angenskala gegeben. In einem kon-
vektiven Kern ware dies z.B. der Abstand zum Zentrum ». Wuchterl verwendet fir die
Skalenlange das harmonische Mittel von Druckskalenhohe und raumlicher Ausdeh-

nung des Problems
1 1 1

A N OéMLHp +§

(3.36)

mit dem Radius » und einer anzupassenden Konstante 5. Somit ist die Skalenlange
durch die jeweils kleinere der beiden Grolien H,,, » gegeben. In dieser Arbeit soll wei-
ter unten eine ahnlicher Ansatz verwendet werden. Konsequenzen ergeben sich vor
allem tiberall dort, wo sehr kleine konvektive Kerne vorliegen (siehe Kapitel 6.2).
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Flussimiter (Wuchter| - Feuchtinger)

Anhand von Rechnungen zum Protostellaren Kollaps stoft Wuchterl auf ein Problem
des Eingleichungsmodells. Es handelt sich dabel um eine Verletzung der Diffusionsap-
proximation (Gl. 3.10). Unter bestimmten Umstanden, dies sind vor alem stark tibera-
diabatische Konvektionszonen, kann es in seinen Rechnungen vorkommen, dass Ent-
halpie schneller transportiert wird als mit der typischen konvektiven Geschwindigkeit
v. = v/2/3w. Wuchterl schatzt aus der Korrelationsfunktion eine Transportgeschwin-
digkeit v, fur die Enthalpie ab und limitiert das Verhaltnis der beiden Geschwindigkei-
ten durch eine Funktion v, /v. — F(v4/v.). F verhdt sich linear F(vg/v.) = vq/ve,
sofern vg/v. < 1 und ansonsten F'(vg/v.) = 1.

3.7.2 Probleme im Dreigleichungsmodell

Im vorhergehenden Kapitel wurden einige Verbesserungen diskutiert, die von anderen
Autoren am Eingleichungsmodell vorgenommen wurden. Das Dreigleichungsmodel |
jedoch wurde nie naher auf mogliche Probleme oder Inkonsistenzen untersucht und es
wurde auch nie auf realistischere Probleme angewendet alsin Kapitel 3.6.1 diskutiert.
Insbesondere £ndet sich nirgends eine Untersuchung, wie sich das Dreigleichungs-
modell im nichtlokalen Fall, das heift mit konvektivem Uberschiefen, verhélt. Erste
Untersuchungen sind die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiuihrten Boxrechnungen,
die in 3.6.2 vorgestellt wurden. Des weiteren wurde das Dreigleichungsmodell auf
den konvektiven Kern eins 5M, ZAMS Sterns angewendet. Also auf einen Stern, der
von seinem Wasserstoffvorrat noch nichts verbraucht hat. Das Ergebnisist in Abb. 3.6
dargestellt und soll in diesem Abschnitt diskutiert werden. Hierfur wurde fur die Be-
rechnung der Grolen P, T, p das Sternentwicklungsprogramm verwendet, wie es in
Kapitel 4 dokumentiert ist.

Es ergibt sich wieder, wie schon in 3.6.2 angesprochen, eine unrealistisch grofe
Uberschief3zone mit einer inkonsistenten Struktur, in welcher der Tempraraturgradient
dem radiativen Gradienten entspricht, und nicht, wie es fur effektive Konvektion, die
in Gebieten mit hohen Dichten vorliegt, zu erwarten ware, dem adiabatischen. Diese
Konvektionszone erstreckt sich bei einem 51 -Stern Gber den gesamten Stern. Man
erhalt somit auf der Hauptreihe einen Stern, der vollstandig durchmischt ist, was mit
den Beobachtungen klar unvereinbar ist. Sonst hatte der Stern eine deutlich langere
L ebensdauer auf der Hauptreihe und muf3te einen weitgehend wasserstofffreien Stern
zuriicklassen. Im HRD wiirde ein solcher Stern auch eine deutlich veranderte Position
einnehmen. In der Abbildung 3.7.2 wurde der Arkussinus Hyperbolikus der konvek-
tiven Grof3en geplottet, da dieser sich fur betragsmaliig grof3e Werte ahnlich dem Lo-
garithmus verhdt, im Gegensatz zu diesem aber sowohl auf positive als auch negative
Werte und ebenso auf die Null angewendet werden kann. Die laut Schwarzschildkrite-
rium konvektiv instabile Zone erstreckt sich vom Zentrum bisetwa 0.25M = 1.25M,,.
Der die Konvektion treibende Auftriebsterm (V — V,q) wurde mit Hilfe des kon-
vektiven Stroms j, = pT1l aus (V..q — Vaq) berechnet, detaillierter wird hierauf
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Abbildung 3.6: Das Dreigleichungsmodell angewendet auf die Struktur eines 5,
ZAMS Sterns. Die Schwarzschildgrenze liegt bei M, = 0.25M, die Uberschiefizone
erstreckt sich ilber den gesamten Stern. Der Temperaturgradient in der Uberschie3zone
ist der einer radiativen Schichtung und der Entropieexzess in der UberschielRzone ist
somit deutlich hoher alsim Schwarzschild stabilen Bereich. Die Korrelation 1T dage-
gen verschwindet nahezu vollig.

in Abschnitt 4.3.1 eingegangen. Die Rechnung ergibt eine Struktur, in der im insta-
bilen Bereich ein adiabatischer Temperaturgradient vorliegt, bei dem die Werte von
w, ® und IT im wesentlichen den Ergebnissen der MLT und des Eingleichungsmodells
entsprechen. In der Uberschiel3zone jedoch, das heif}t in dem Bereich, der nach dem
Schwarzschildkriterium stabil ist, in dem jedoch konvektive Elemente aufgrund ihrer
Massentragheit hineinstromen, erscheinen die Ergebnisse widersprichlich, insbeson-
dere fallen folgende Punkte auf:

e Die Uberschielzone ist deutlich groRer a's der instabile Kern und erstreckt sich
auf nahezu den gesamten Stern

o Im Uberschielbereich liegt trotz teils recht hoher konvektiver Geschwindigkei-
ten und einer effektiven Konvektion sowie eines grof3en Entropieexzesses ein
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Abbildung 3.7: Das Eingleichungsmodell, angewendet auf die Struktur eines 5M,
Sterns. Die Uberschiezone vergrofert den Kern um etliche Prozent, erstreckt sich
jedoch nicht auf den gesamten Stern. Inerhalb der Overshootingzone stellt sich ein
adiabatischer Temperaturgradient ein. Die strichpunktierte Linie gibt die Lage der
Schwarzschildgrenze an.

verschwindend kleiner konvektiver Strom j,, = pT'1I und somit ein nahezu ra-
diativer Temperaturgradient vor. Die Unteradiabasie ist somit deutlich grofer al's
die Uberadiabasie in der instabilen Region.

e DieKaorrelation von Geschwindigkeit und Entropieauktuationen IT verschwindet
vollig, die mittlere konvektive Entropie & nimmt jedoch deutlich hohere Werte
an alsim Inneren der konvektiven Zone. Dies wirde bedeuten, dass keine ge-
richtete konvektive Stromung vorliegt, und keine Energie transportiert wird.

Zum Vergleich soll noch einmal die gleiche Rechnung, allerdings mit dem Einglei-
chungsmodell gezeigt werden (Abb. 3.7). Hier stellt sich konsistent ein adiabatischer
Temperaturgradient ein, und die UberschieRzone vergroRert den konvektiven Kern
um einige Prozent. Sie dehnt sich jedoch nicht auf den gesamten Bereich aus. Be-
schrankt man im Eingleichungsmodell den Energietransport auf den instabilen Bereich
(Abb. 3.8), so wird die Konvektion im stabilen Bereich so stark gedampft, dass kein
Ubewrschiefien vorliegen kann.

Um die Ursachen fur dieses Verhalten zu untersuchen, muf3 man die M odellannah-
men naher anschauen, diein die Ableitung eingingen. Insbesondere soll die I sotropie-
annahme betrachtet werden.

3.7.3 Fehlerhafte Néherungen und Modellannahmen

In der Herleitung der beiden Modelle der KuhfulRtheorie Kapitel 3.1 wurde in unse-
rer Darstellung besonders betont, an welchen Stellen die Annahme eines isotropen
Geschwindigkeitsfeldes eingeht. Viele Terme wurden, zusétzlich zu der von Kuhfuf3
gebrauchten Form, noch ohne diese Annahme geschrieben, das heil3t mit einer typi-
schen Geschwindikeit v, in radialer Richtung anstelle einer Wurzel aus der konvekti-
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Abbildung 3.8: Das Eingleichungsmodell mit nichtlokalen Termen, angewendet auf
die Struktur eines 5 M., Sterns. Hierbei ist jedoch der Energietransport auf den instabi-
len Bereich beschrankt. D.h. im konvektiv Instabilen liegt eine leichte Uberadiabasie
vor, im konvektiv stabilen und in der UberschielRzone der radiative Temperaturgradi-
ent. Aufgrund der sehr starken Dampfung konnen die konvektiven Elemente nicht in
den radiativen Bereich eindringen. Somit dehnt sich die Konvektionszone in diesem
Fall im Rahmen der numerischen Auadsung nicht weiter aus als im lokalen Fall.

ven Energie. Die bei Kuhfuf3 Ublichen Terme ergeben sich, indem man diese beiden
Grolen durch eine Faktor 2/3 miteinander in Verbindung setzt v, = /2/3w. Diese
Annahme geht davon aus, dal3 sich ein Drittel der Materie in radiae Richtung bewegt
und der Rest in horizontaler Richtung entlang einer Kugelschale. Dies mag im Inne-
ren einer Konvektionszone korrekt sein, aber am Rand derselben ist dies sicher nicht
gerechtfertigt, da dort die konvektiven Stromungen umbiegen, wie z.B. aus mehrdi-
mensionalen Rechnungen, wie Freytag et al. (1996) deutlich hervorgeht. Nachdem sie
zu Beginn in radialer Richtung stromten, werden sie sich am Rand des konvektiven
Bereichs in der Horizontalen bewegen. Zumindest am Rand einer konvektiven Zone
wird also eine stark anisotrope Stromung vorliegen mit einem I sotropiefaktor sehr viel
kleiner als 2/3. In den nachsten Abschnitten soll deshalb die radiative Geschwindig-
keit und die konvektive Energie nicht durch einen festen Faktor 2/3 verbunden werden,
sondern durch einen Faktor &, der zunachst noch unbestimmt ist und im allgemeinen
vom Ort und den Gegebenheiten des Konvektionsmodel|s abhangig ist.

v =E&Vw (3.37)

Zunéchst wollen wir die Auswirkungen dieses Faktors auf das Eingleichungsmodell
untersuchen und dann zum Dreigleichungsmodell Ubergehen.
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Das Eingleichungsmodell

Das Eingleichungsmodell unter Verwendung der radialen Geschwindigkeit lautet mit
dem Faktor ¢

= L ¢ Jw(V —Vau) — CTD&J + %VatpASVw. (3.38)

Wie man sieht, taucht bis auf den Term, der die Zeitableitung bestimmt, in jedem
Term der Faktor ¢ auf, sowohl im Quellterm konvektiver Energie, dem dissipativen
Term, als auch in dem Term, der den konvektiven Strom und somit die Nichtlokalitat
enthdlt. Das Verhaltnis der Terme untereinander und insbesondere das Verhdtnis der
Quell- und Senkterme ist somit unabhangig von dem konkreten Wert dieses Faktors.
Lediglich die Zeitabhangigkeit wird durch die konkrete Wahl eines Wertes modi£ziert,
nicht jedoch die Struktur einer stationaren Schichtung. Die | sotropieannahme bewirkt
also keine Unterschied im Ergebnis der Rechnung.

Das Dreigleichungsmodell

Im Dreigleichungsmodell ist die Sache grundlegend anders. Hier enthalten nur eini-
ge Terme den Anisotropiefaktor, andere jedoch nicht. Das Verhaltnis der dampfenden
und treibenden Terme untereinander wird somit durch eine inkonsistente Wahl von &
gestort und es konnen sich Probleme wie oben beschriebenen ergeben. Hier wird im
folgenden der Einfachheit halber nur eine stationare Schichtung diskutiert, das heil3t
die Terme, die eine Zeitableitung enthalten, werden hier vernachlassigt. Ebenso wer-
den die Terme fallen gelassen, die den radiativen Verlust beinhalten, da diese nichts
zum Problem der Isotropie beitragen. Zunachst wird wieder das Dreigleichungsmo-
dell geschrieben, mit radialer Geschwindigkeit, ohne | sotropieannahme:

1
0= S, —%vrw + EVO&tpAerw (3.39)
0= o 4 2(V = V)0 —%wﬂr (3.40)
0= #(V = Vaa)ll, —%UTCD (3.41)

Hier wurde der Deutlichkeit halber anstelle von IT wi gda I1,. geschrieben, um zu klar
zu machen, dass dies den radialen Teil des Vektors I = (¢'s’) darstellt. Fuhrt man
wieder die konvektive Energie und einen I sotropiefaktor £ ein, so ergibt sich:

0= Yaal T, —%gwi + 1vatpAg\/ZNw (3.42)
P P
0= Zlo (V- V) e/, (343

0= V-Vl Pege (3.44)
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Wie man sehen kann tritt nun der Faktor £ nicht in allen Termen gleichermal3en
auf. Insbesondere tritt er in der Gleichung 3.42 zwar im Ausdruck fur den konvek-
tiven Strom auf, nicht jedoch in dem Term, der II, enthdlt. In der Uberschiefizo-
ne stellt sich die Sache jedoch so dar, dass die Divergenz des konvektiven Stroms
divj, = ;VatpAf VwVw as Quelle der Konvektion wirkt, der Term adTH jedoch
als Senke. Wird in diesem Bereich also, und genau dies geschieht an der Grenze der
Uberschiel3zone, ein zu groRer Wert fiir ¢ angenommen, so wird die Quelle der Kon-
vektion gegentiber der Senke Uberschatzt und die konvektive Energie wird als deut-
lich zu grof3 berechnet. Anders ausgedriickt, am Rand der Konvektionszone, wo die
konvektiven Stromungen im wesentlichen horizontal verlaufen und somit die radia-
le Geschwindigkeit verschwindet, wird durch die feste Beziehung v, = /2/3w €in
Transport in radialer Richtung kiinstlich erzeugt. Ahnliche Inkonsistenzen treten in
den Gleichungen fur IT und ® auf.

Ausblick

Um das Verhalten des Dreigleichungsmodells zu verbessern, miisste die Isotropie in
der Konvektionszone modelliert werden, indem man entweder eine Gleichung fur
den Isotropiefaktor ¢ oder fur den Geschwindigkeitsanteil in radialer Richtung v, be-
stimmt.

In einer einfachsten Form kann man hierbei fiir ¢ eine im Uberschief¥bereich vom
isotropen Wert auf 0 kontinuierlich abfallende Funktion vorgeben. Dabei wilrde aller-
dings explizit eine UberschieRlange in die Theorie eingefiihrt werden und somit der
Vorteil der Kuhfuf3theorie gegentiber anderen Konvektionstheorien zunichte gemacht.

Um dies zu demonstrieren, wurde £, wieder in einem 51 -Stern, in einem Gebiet
zwischen der Schwarzschildgrenze und M, = 0.4 vom isotropen Wert \/% linear
auf 0 abgesenkt. Die Ergebnisse sind in Abbildung 3.9 dargestellt. Hierdurch lasst
sich die Ausdehnung der konvektiven Zone auf ein realistisches Mal3 begrenzen, die
Uberschiefizone an sich jedoch ist nicht konsistent. So ist z.B. der Entropieexzess in
der Uberschiefizone deutlich groRer alsim instabilen Gebiet, die Korrelationsfunktion
IT dagegen ist betragsmafdig deutlich geringer alsim instabilen Gebiet.

Ein weiterer Ansatz ware den |sotropiefaktor aus zwei- und dreidimensionalen
Rechnungen zu tibernehmen. Auch dies wilrde beinhalten, dass eine Uberschiellange
in die Theorie explizit eingefuihrt wird, auch wenn diese durch Simulationen bedingt
ist.

Die beste Moglichkeit ware, den Isotropiefaktor aus einer analytischen Formel und
damit konsistent aus der Theorie zu bestimmen. Z.B. ware ein moglicher Ansatz

I
T (3.45)
also eine Proportionalitat zur normierten Korrelationsfunktion. In den hier vorliegen-
den Untersuchungen konnte jedoch mit diesem Ansatz keine Konvergenz erreicht wer-
den, so dass der Ansatz nicht weiter verfolgt werden konnte.
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Abbildung 3.9: Die Struktur der konvektiven Zone eines Sterns mit 5M;, im Dreiglei-
chungsmodell unter kiinstlicher Einftihrung einer Isotropie an Rand der Uberschief3-
zone. Der Isotropieparameter ¢ fallt in der Uberschief3zone linear auf null ab.

In den nachsten Kapiteln soll diskutiert werden, wie das Kuhful3modell in einem
Sternentwicklungscode verwendet werden kann. Ferner wird ein Reihe von Anwen-
dungen vorgestellt, in denen das Kuhful3modell, sowohl in der zeitabhangigen als auch
in der nichtlokalen Form verwendet wird.
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Kapitel 4

GRUNDLAGEN VON
STERNSIMULATIONEN

4.1 DiE GRUNDGLEICHUNGEN DER
STERNENTWICKLUNG

Zur Beschreibung des Sterninneren werden die klassischen Sternaufbauglei chungen
verwendet. Diese sind eindimensionale Gleichungen, die unter der Annahme von
spharischer Symmetrie fur einen nichtrotierenden Stern abgeleitet wurden. Sie be-
schreiben Druck, Temperatur, Leuchtkraft und der Radius als Funktion der Masse-
verteillung. Die Erhaltung von Masse wird beschrieben durch:

or 1

= - 4.1
om  Adwpr? (4.1)

wobel m die Masse innerhalb einer Kugelschale mit Radius » und p die Dichteist. Die

Energietransportgleichung
or  _ToP

om ~  Pom
beschreibt das Temperaturpro£l, mit dem Temperaturgradient V, der vom Transport-
mechanismus abhangt. 7" ist die Temperatur und P der Druck. Die Leuchtkraft L,
ergibt sich daraus, wieviel Energie aus einer Massenschale » herausstromt.

oL,
om

(4.2)

= €nuc 1+ € (4.3)

a7
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wobei e,,. die Energieproduktion durch nukleare Prozesse ist und ¢, die produzierte
oder absorbierte Energie durch thermische Prozesse —T'0s/0t darstellt. In manchen
Situationen spielen noch weitere Terme, wie der Verlust von Energie durch Abstrah-
lung von Neutrinos ¢,, eine Rolle. Schliefdlich wird der Druck bestimmt durch

orP 1 <Gm 827")

am 2

dwpr2 \ 2 * o2 (44)
wobel G die Gravitationskonstante ist und ¢ die Zeit. i.A. ist die Annahme eines hy-
drostatischen Gleichgewichts 7 = 0 gerechtfertigt.

4.2 DASVERWENDETE STERNENTWICKLUNGS-
PROGRAMM

Um die Konvektionstheorie auf die Sternentwicklung anzuwenden, wurde die Kuh-
fuldsche Theorie in ein bestehendes Sternentwicklungsprogramm eingebunden. Dieses
Programm ist der Garchinger Sternentwicklungscode, wie er in Schlattl et al. (1997)
und Schlattl (1999) beschrieben wurde. Er geht zurtick auf frihere Arbeiten von Kip-
penhahn (Kippenhahn et al. 1967).

Der Code besteht im Wesentlichen aus einem Henyey-Solver, der die Sternaufbau-
gleichungen implizit |0st. Hierbel wird zwischen dem raumlichen und dem zeitlichen
Anteil getrennt. Das Innere eines Sterns wird in einzelne Gitterpunkte aufgeteilt, an
denen die Grolen P(m),T'(m), L.(m) und r(m) bestimmt werden. Die Verteilung
und Anzahl der Gitterpunkte werden an die Struktur des Sterns angepaldt (siehe hierzu
Wagenhuber (1992) und Wagenhuber & Weiss (1994)). Die Sternstrukturgleichungen
werden durch Linearisierung in einem impliziten iterativen Schema gelost, Konver-
genz ist erreicht, wenn die relative Grofie der Korrekturen einen gewissen Wert unter-
schreitet.

Ist die korrekte Struktur zum Zeitpunkt ¢ gefunden, wird in einem zweiten
Schritt die zeitliche Entwicklung des Sterns Uber Zeitschritte At bestimmt. Da
bei wird vor alem die Anderung der chemischen Zusammensetzung zum einen
durch Kernreaktionen und zum anderen durch Mischvorgange wie Diffusion oder
konvektives Mischen berticksichtigt. Die fur diese Vorgange wichtigen Groféen wie
T, p,r werden als T'(t), p(t),r(t) zwischen den Zeitschritten bendtigt und voraus-
geschatzt (Schlattl 1996). In der Diffusion konnen neben Wasserstoff und Helium
auch eine Vielzahl anderer Elemente wie Sauerstoff, Kohlenstoff oder schwererer
| sotope berticksichtigt werden. Bel der Berechnung eines Sonnenmodells sind dies
'H,3He,*He,"Li,°Be,'2C,13C, "N, N,%0,70,?*°Ne,?*Mg, 24Si und *Fe.

Nachdem die neue chemische Zusammensetzung gefunden wurde, wird fir den
neuen Zeitschritt wieder, wie zuvor, die raumliche Struktur gel 0st.

Fur die Zustandsgleichungen ist es moglich, alternativ die MHD-Zustandsglei-
chung (Dappen et a. (1988), Hummer & Mihalas (1988) und Mihalas et al. (1988))
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oder die OPAL-Zustandsgleichungen (Rogers et al. 1996) zu verwenden. Fur die Opa
zitaten kdnnen wieder verschiedene Alternativen verwendet werden. Dies sind entwe-
der Rogers & Iglesias (1992) und Weiss et a. (1990) oder Iglesias & Rogers (1996)
erganzt durch Alexander (1994).

An der Oberaache kann neben einer Eddington Approximation fur eine graue At-
mosphare auch eine realistischere M odellatmosphare verwendet werden. Beispiele zu
Rechnungen hierfir £nden sich in Schlattl (1996) und Schiattl et al. (1997).

Die Raten fur die Kernreaktionen wurden fur das Wasserstoffbrennen von Castella-
ni et. al. (1994) und Adelberger et. a. (1998) entnommen. Im Allgemeinen stammen
die Raten aus Caughlan & Fowler (1988)

4.3 ERGANZUNGEN UND ERWEITERUNGEN DES Co-
DES

Diefur die Bestimmung der raumlichen Struktur nétigen vier Sternaufbaugleichungen
enthalten erste Ableitungen nach der Massenkoordinate 9/9m und zweite Ableitungen
nach der Zeit 9% /0t?. Will man die KuhfuRtheorie in das Sternentwicklungsprogramm
einbauen, so muss man ein, bzw. drei zusatzliche Gleichungen losen. Hinzu kommt,
wie welter unten diskutiert, unter Umstanden noch eine weitere Gleichung fur den
Energietransport. Diese zusatzlichen Gleichungen enthalten, anders als die klassischen
Sternaufbaugleichungen, eine erste Ableitung nach der Zeit % und der im Kapitel 3.1
beschriebene nichtlokalen Term divj; = -2 D2 w enthdlt eine zweite Ableitung nach
der Massenkoordinate. Fur die Diskretisierung einer zweiten Ableitungen reicht es
aber nun nicht mehr, die diskretisierten Gleichungen zwischen zwei Stiitzstellen zu
betrachten, es sind mindestens drei Stutzstellen verkoppelt.

Zur numerischen Losung dieser Gleichungen wird das Henyeyverfahren verwen-
det, wie es z.B. in Kippenhahn & Weigert (1994) beschrieben ist. Wesentlicher Be-
standteil des Verfahrensist das Aufstellen und Diagonalisieren einer Matrix, der soge-
nannten Henyeymatrix. Der verwendete Code muss also in mehrfacher Sicht verandert
werden. Zum einen muss die Anzahl der Gleichungen erhoht werden. Dies bedeutet,
dass die Anzahl der Zeilen eines jeden Blocks in der Henyeymatrix steigt. Zum ande-
ren wird die Anzahl der Stutzstellen erhoht, die durch die Diskretisierung miteinander
gekoppelt sind. Wurden durch die zweite Ableitung nach dem Ort nur zwei benachbar-
te Stitzstellen gekoppelt, so werden nun durch die zweite Ableitung drei benachbarte
Stitzstellen gekoppelt. Das heifdt, dass die Anzahl der Spalten eines jeden Blocks in
der Henyeymatrix steigt.
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4.3.1 Die Berechnung des Temperaturgradienten V

In den Gleichungen, wie sie in 3.16 und 3.20 niedergeschreiben wurden, tritt immer
noch eine unbekannte Grofe auf. Diesist der auf den Druck bezogene Temperaturgra-
dient
dlogT

~ Olog P’
der ja gerade wesentliches Ergebnis der Konvektionstheorie ist und in die klassischen
Strukturgleichungen eingeht. Da diese Grof3e Ergebnis der Konvektionstheorie ist,
aber zugleich den Grad der Uberadiabasie V — V,q bestimmt, und die Theorie somit
auf Anderungen dieser GroRe sehr emp£ndlich reagiert, muss diese GroRe konsistent
bestimmt werden. Dies geschieht im Henyey Schema durch das Iterationsverfahren.
HierfUr muss jedoch eine weitere Gleichung herangezogen werden, die Energiecuss-
gleichung.

Die Energieaussgleichung

Wie bereits weiter oben erwahnt, sind fir den Energietransport in Sternen mehrere
Mechanismen verantwortlich. Dies sind vor allem Transport durch Strahlung, Trans-
port durch Konvektion und Transport durch Warmeleitung, wovon der letzterei.A. nur
eine geringe Bedeutung hat und deshalb im Folgenden vernachlassigt werden soll. Die
gesamte durch den Stern transportierte Energie wird in der Sternentwicklung tblicher-
weise in der Leuchtkraft zusammengefasst und hier durch einen Strom jges = L/ Amr?
bezeichnet. Die konvektiven Elemente selbst haben sowohl thermische als auch kineti-
sche Energie, die sie in hohergel egenen Schichten an ihre Umgebung abgeben. Ordnet
man jedem dieser Transportmechanismen einen Strom zu, so gilt:

jges = jrad + jw + jt-

Hierbei ist der Transport von kinetischer Energie durch Konvektion, j; im algemei-
nen deutlich geringer als der Transport von thermischer Energie j,,. Somit ist es meist
moglich, auch den Transport kinetischer Energie gegeniiber dem Transport von ther-
mischer Energie zu vernachlassigen. Eine genauere Analyse im Rahmen des Kuhfuf3-
modells £ndet sich in Kuhful3 (1987a).

Drickt man den Gesamtstrom und den radiativen Strom in der Ublichen Art aus,
d.h. mit einem Strahlungsleitkoef£zienten

dacT?
3Kp

krad =

und einem £ktiven Gradienten V.4, der sich einstellen misste, wenn die gesamte
Leuchtkraft durch Strahlung transportiert wird, also durch jy., = 25 = %Vrad

4mr2 T
und jraq = %V so ergibt sich:

kradT
V4TI, =
» e 4r?

(4.5)
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bzw.

H
Via =V + 2l (4.6)
rad

Diese Gleichung koppelt die Konvektionsgleichungen, die I1,. enthalten, an die Struk-
turgleichungen, die V und V.4 bzw. L enthalten. Nimmt man dies als zusétzliche
Gleichung zur Konvektionstheorie hinzu, so lasst sich auch der Temperaturgradient V
bestimmen. Diese Gleichung muss nicht in einer zusatzlichen Gleichung numerisch
gel st werden, sondern kann i.A, direkt in die Gleichungen fur w, ® und I1 eingeftgt
werden.

In den Gleichungen der Konvektionstheorie tritt V immer in Verbindung mit dem
adiabatischen Gradienten in der Form (V — V,4) auf. Somit |&sst sich dieser Ausdruck
mit Gl. 4.6 verknipfen zu

Hyp

(V - vad) - (vrad - vad - L
rad

).

In der Eingleichungstheorie wird die Korrelationsfunktion II,. durch die Naherung
3.19, eliminiert. Aufgeldst nach (V — V,q) ergibt dies

(vrad - vad)

V — V) = | 4.7)
N

Hierbei soll noch angemerkt werden, dass der Ausdruck pasAcy/w/kyraa im Wesent-
lichen gerade die Pecletzahl * ist und somit eine Aussage Uber die Ef£zienz von Kon-
vektion macht. Ist die Pecletzahl klein gegen eins, so gilt

(V - vaLd) ~ (Vrad - vad)

und es liegt ein effektiv radiativer Temperaturgradient vor. Die Konvektion ist nicht
ef£zient genug, um auch nur eine nahezu adiabatische Schichtung zu bewirken. Ist
die Pecletzahl dagegen grol3 gegen eins, die Konvektion also sehr effektiv, wird die
Uberadiabasie sehr klein, es entsteht eine nahezu adiabatische Schichtung.

(V—Vad) — O

v%vad

4.3.2 Transformation der Variablen

In dem verwendeten Sternentwicklungsprogramm werden die wichtigen Sternaufbau-
grofRen wie P, T oder der Radius aus numerischen Grinden in logarithmischer Form
verwendet. Dies hat z.B. den Vorteil, dass eine absolute Korrektur angewendet auf eine

1Die Pecletzahl ist defniert als das Verhaltnis von konvektiv ibertragener Warme zur Warme, diein
einer Stromung durch Strahlung tUibertragen wurde.
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logarithmische Grof3e einer relativen Korrektur auf den zugrundeliegenden Wert ent-
spricht. Diese Transformation ist moglich, da die entsprechenden Grof3en im Inneren
eines Sterns immer endliche positive Werte haben und somit der Logarithmus immer
deEniert ist. Im Normalfall werden die Grofien P, T u.s.w. in den entsprechenden Ein-
heiten sogar immer grof3er als eins sein, und somit wird der Logarithmus im positiven
Bereich liegen.

Fur diein der KuhfulRtheorie auftauchenden Grof3en ist es dagegen nicht moglich,
logarithmische Einheiten zu verwenden, denn diese Grofen konnen im konvektiv sta-
bilen Bereich Null werden, der Logarithmus wirde somit gegen —oo streben. Die
Korrelationsfunktion II kann in einer Uberschiezone sogar negative Werte anneh-
men, wofur der Logarithmus nicht mehr defniert ware. Anstelle dessen wurden in den
vorliegenden Rechnungen der arsinh der Grof3en w, @ und 11 verwendet.

w — w* = arsinh(w) (4.8)
® — " = arsinh(P) (4.9
IT — IT* = arsinh(II). (4.10)

Dieser ist sowohl fur negative als auch fur positive Werte und ebenso fur null deEniert.
Fur Werte, die betragsmaldig grof3er als eins sind, weist er ein ahnliches Verhalten wie
der Logarithmus auf. Die Vorteile beztiglich der relativen Korrekturen bleiben also er-
halten, lediglich in der Nahe der Nulllosung weist der arsinh ein lineares Verhalten
auf. In diesem Bereich mul3 daher korrigierend eingegriffen werden, wenn die Korrek-
tur, wie sie sich aus dem Henyeyverfahren ergibt, auf die Werte der vorhergehenden
Iteration aufaddiert werden. Dies soll weiter unten genauer diskutiert werden.

Bel der Verwendung des Henyey-Verfahrens zur Losung der Konvektionsgleichun-
gen tritt ein weiteres Problem auf. In den Gleichungen, sowohl der Ein- as auch der
Dreigleichungsformulierung tritt die konvektive Energie in der Form /w auf. Dies
ist problematisch, da die im Henyeyverfahren verwendeten Ableitungen demzufolge
den Ausdruck \/5_1 enthalten und somit an den Grenzen konvektiver Gebiete, sowie
in stabilen Bereichen divergieren wirden. Dies |&%t sich beheben durch eine weitere
Transformation

w— = w

und analog
w — p* = arsinh(p) = arsinh(vw).

Das Eingleichungsmodell wird somit zu einer kubischen Gleichung der Form
Op? = Ap+ By’

die sich numerisch sehr viel einfacher |osen lasst als die urspriingliche Gleichung.
Sie hat zudem den Vorteil, dass in einem konvektiv stabilen Gebiet der physikalisch
sinnlose Losungszweig mit w < 0 automatisch ausgeschlossen wird. Er wiirde fur
imaginare Ergebnisse liefern.
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4.3.3 Diskretisierung der Gleichungen

Wie weiter oben schon angedeutet, muss der Term divj;, da er zweite Ableitungen
enthalt, Uber mindestens drei Stutzstellen diskretisiert werden. Schreibt man diesen
Term in Massenkoordinaten, also unter Verwendung von 0/0r = (Om/0r) - 9/0m, SO
lautet er:

div j, = Oy (477%)* p* Av/w Opw.

Hierbei wurde die Ableitung 0/0m in der Kurzschreibweise 0,, verwendet. Fur die
Diskretisierung ist es zweckmaliig ihn umzuschreiben in:

2 2
div j; = 8mat(47rr2)2p2/\§8mw% = 8m04t(47r7“2)2p2/\§8mu3.

Diskretisiert lautet er mit dem Diffusionskoef£zienten D = a, (4712)2p? A2

O DO 1 =
(Dj + Dji1) - 1 — 1 -
2 _(ij — mj)i(mj+1;mj_l) ] (411)
_(Dj+Djy) - M~ 1 -
2 | (m _mjfl)%_

Hierbei geben die Indizes die Stitzstelle an, an welcher der entsprechende Ausdruck
ausgewertet wird.
Die Zeitableitung wird durch

W — Wo
t—to

8tw =

diskretisiert, wobei der Index o bedeutet, dass die jeweilige Grofde an der gleichen
Stiitzstelle genommen wird, jedoch der Wert des vorhergehenden Zeitniveaus, also

X (tifl).

4.3.4 Die zentrale Randbedingung

Im Zentrum muf3 die Divergenz des konvektiven Stroms verschwinden, denn ein kon-
vektives Element, das durch den Mittel punkt eines Sterns durchstomt, kommt auf der
anderen Seite auch wieder mit der gleichen Energie und Geschwindigkeit heraus. Der
Nettostrom durch das Zentrum ist null. Es gilt dort also:

Zentrum
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4.3.5 Chemisches Mischen

Um die Veranderung der lokalen Konzentrationen der Elemente zu berechnen, wird
eine Diffusionsgleichung verwendet, wie siein Schlattl (1996) beschrieben ist. Hierbei
wird der Diffusionskoef£zient mit Hilfe der konvektiven Geschwindigkeit, wiesie sich
aus der Kuhfuf3schen Theorie ergibt, berechnet.

4.3.6 Abbruchkriterien und Korrekturbegrenzung

Verwendet man anstelle des Logarithmus den arsinh, so hat dies zu Folge, dass die
Transformation im Bereich von etwa-1 bis 1 ein lineares Verhalten aufweist, ansonsten
ein eher logarithmisches. Dies ist besonders dann von Bedeutung, wenn eine Massen-
schale, die zuvor konvektiv stabil war (w = 0), im nachsten Zeitschritt ein konvektives
Verhalten aufweist (w > 0).

In diesen Fal liefert das Henyeyverfahren eine um etliche Grof3enordnungen zu
grof3e Korrektur, da eine linear angebrachte Korrektur u.U. deutlich hdhere Werte er-
gibt, als dies im Bereich einer logarithmischen Transformation der Fall ware. Hier
wird eingegriffen, indem Korrekturen der konvektiven Grof3en auf ein Maximum von
1 beschrankt werden. Dies entspricht in etwa gerade dem Bereich, in dem der asinh
sein lineares Verhalten aufweist.

Diese Beschrankung der Korrekturen wurde bewerkstelligt, indem ein entspre-
chender Unterkorrekturfaktor bestimmt wurde. Dieser wird auf alle Korrekturen an-
gewendet, also auch auf die klassischen Sternaufbaugrof3en P, T, ..., ansonsten wirde
die Richtung des Vektors (67", § P, ..., dw) im Losungsraum verandert werden. In eini-
gen kritischen Situationen wirrde das dazu fuhren, dass keine Konvergenz des Iterati-
onsverfahrens erreicht werden kann.

Die Iterationen des Henyeyverfahrens wurden solange fortgefiihrt, bis sowohl die
Korrekturen auf die klassischen Strukturgrof3en P, T, M., L, ds auch auch auf die
Grofken der Konvektionstheorie w, ®,I1 eine gewisse Grenze unterschreiten. Diese
Grenze kann fur die klassischen Grof3en und die konvektiven Variablen unterschiedlich
sein. Typische Werte sind 10~ fir die klassischen GroRen und 102 fiir die konvekti-
ven Grofen und stellen Erfahrungswerte dar.

4.4 DIE KONVEKTIONSGLEICHUNGEN

In diesem Abschnitt sollen nun noch einmal die Gleichungen der Konvektionstheorie
zusammengefasst werden, so wie sie schliefdlich in diskretisierter Form im Sternent-
wicklungsprogramm verwendet wurden.



4.4. DIE KONVEKTIONSGLEICHUNGEN 55

Eingleichungsmodell

d; sinh(p*)? =
VadeTA . (vrad - Vad)
=———sinh(y”
\/EHI% (1) paskAcp sinh(p*) + 1 (4.12)
_ sinh(p*)? + div j;
A
Dreigleichungsmodell
dy sinh(p*)? =
T 4.13
_Vad sinh(IT*) — —= sinh(u*)* + divyj; (413)
H,
dt Slnh(]:[*) =
2V.aT
= sinh(®*)
g (4.14)
2¢, Hyp . oy 2 4.14
+ 3Hp (vrad vad ]{7 Sll’lh(H )) Slnh(:u )
B . : I
— — sinh(p*) sinh(IT*) — sinh(IT*)
A Trad
dt Slnh(q)*) =
_ oy v — P G 11 sinh (T
_Hp(vrad Vad . sinh(IT*)) sinh(IT*) (4.15)
2
- @u*cb — sinh(®*)
A Trad

Die Energietransportgleichung kann auch a's zusdtzliche vierte Gleichung gelost
werden, um den Grad an Uberadiabasie und somit den Temperaturgradienten direkt zu
berechnen. Der Ausdruck fir die Uberadiabasie (V — V,4) wurde hier geschrieben
asA.

Eingleichungsmodell

d; sinh(p*)? =

vadeTA . CD . 3 .o .
=—— =  sinh(u")A — —=sinh(p*)° + div
Vo (1) (1) Jt

A
A =(Visd — Vad — gasAsinh(u*)cpA + ) (4.17)

(4.16)
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Dreigleichungsmodell

d; sinh(p*)? =
4.18
_ Va sinh(IT*) — —= sinh(x*)? + divj (4.18)
P
dt Slnh(H*) =
2V dT 2
_ 2V sinh(®*) 4+ %A sinh(p*)? (4.19)
P P '
B . ) 1 .
— — sinh(p*) sinh(IT*) — sinh(1T*)
A Trad
dt Slﬂh(q)*) =
:%Asinh(ﬂ*) - % sinh(y*) sinh(®*) (4.20)
_ 2 sinh(®™)
Trad
H
A = (Viad — Vg — Tpp sinh(IT*) + ji) (4.21)

Mit der beschriebenen Vorgehensweise ist es moglich, die Konvektionstheorie von R.
Kuhful3 auf die Sternentwicklung anzuwenden, alerdingsist das Konvergenzverhalten
der gekoppelten Gleichungen deutlich schlechter als das der Sternaufbaugleichungen
mit MLT. Dies ist vor allen dann der Fall, wenn sich die Grenzen der konvektiven
Gebiete Uber relativ viele Gitterpunkte hinwegbewegen. In einigen Fallen bei hoher
Aurdsung und starker Verschiebung der Konvektionszonen waren 100 - 200 Iteratio-
nen notig, wahrend in der MLT in der Regel etwa 3 bis5 maximal jedoch 50 Iterationen
ausreichten. Dieses Verhalten sollte sich verbessern lassen, wenn man die Divergenz
des Stroms div j; Uber eine noch grofRere Anzahl Gitterstellen diskretisiert, dadannin
einem neu entstehenden Konvektionsgebiet die Stitzstellen nicht einzeln von radiativ
zu konvektiv wechseln, sondern mehrere simultan. Ein nachster Schritt waren 5 anstel-
le von 3 Gitterpunkten. Dies ware ein Verfahren hoherer Ordnung und miisste bel den
anderen Gleichungen aquivalent angewendet werden.



Kapitel 5

SIMULATIONEN ZEITABHANGIGER
KONVEKTION

In den klassischen Sternentwicklungsrechnungen wurde durch die Mischungs-
wegtheorie die Konvektion immer als zeitunabhangig betrachtet, d.h. die Konvektion
wurde alsvoll entwickelt angenommen, zu jedem Zeitpunkt passte sich das konvektive
Geschwindigkeitsfeld instantan an die Struktur des Sterns an, Einschalt- und Abkling-
vorgange wurden vernachlassigt. Dies mag fur die meisten Phasen der Sternentwick-
lung vollkommen ausreichend sein, denn in einer Vielzahl der Félle ist die Zeitska-
la von mehreren Millionen oder Milliarden Jahren, auf der Entwicklungsprozesse im
Stern stattEnden, deutlich grof3er als die typische konvektive Zeitskala von Tagen bis
Monaten. Nicht mehr ausreichend ist dies jedoch, falls die typische dynamische Zeits-
kala 74y, vergleichbar wird mit der konvektiven Zeitskala

Tdyn "~ Tkonv-

Beispielefur solche Fallesind z.B. Protosterne, Protoplaneten oder pulsierende Sterne.
Auf ein weiteres Beispiel, den Heliumeash, soll in diesem Kapitel noch eingegangen
werden.

In Protosternen und Protoplaneten kdnnen sich urspriinglich radiative Zonen durch
gravitative Kontraktion soweit erhitzen, dass ein konvektives Gebiet entsteht. Schlief3-
lich entstehen Sterne aus isothermen und damit konvektionsfreien Gaswolken, enden
aber in einem Zustand, in dem sehr wohl wesentliche Teile des Sterns konvektiv do-
miniert sind. In diesem Fall benttigt man also eine zeitabhangige Konvektionstheorie,
diein der Lage ist, die Entstehung von Konvektion aus einem vollstandig radiativen

57
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Gebiet, d.h. mit verschwindender konvektiver Geschwindigkeit (v. = 0) bis hin zu
einem voll etablierten Geschwindigkeitsfeld zu beschreiben. Hierzu sind nicht alle
zeitabhangigen Konvektionstheorien in der Lage. Manche, wie z.B. die Stellingwerf-
sche Theorie (Stellingwerf 1982a,b, 19844a,b) benttigt eine Saatkonvektion (vgl. hierzu
auch Baker (1987)).

In pulsierenden Sternen dagegen geht es weniger darum, wie sich Konvektion voll-
kommen neu entwickelt, sondern darum, wie die Konvektion und damit insbesondere
auch der konvektive Transport von Strahlung den sich standig verandernden Bedin-
gungen im Stern bzw. der Sternhillle hinterherhinkt und diese wiederum beeinausst.
In pulsierenden Sternen interagieren die mittlere Bewegung auf grof3en Skalen und
die turbulente konvektive Bewegung. Ein klassisches Beispiel fir solche pulsierenden
Sterne sind die Cepheiden. Inihnen wechselwirkt der Strahlungsauss aus dem Inneren
des Sterns mit der Materie in den auf¥eren Schichten. Ist die Abhangigkeit der Absorp-
tionskoef£zienten von Temperatur und Dichte in diesem Bereich geeignet, so kommt
es zu einer oszillierenden Instabilitat. Diesist jedoch nur der Fall, wenn auch der we-
sentliche Teil der aus dem Sterninneren herausstromenden Energie durch Strahlung
transportiert wird. Ist die Konvektion so effektiv, dal3 sie den groféten Teil des Energie-
transports tbernimmt, so wird dadurch die Kopplung der Materie an den Energieauss
geringer und das Oszillationsverhalten wird wesentlich beeinausst.

Zumindest in kiihlen Cepheiden liegen jedoch ausgedehnte Konvektionszonen in
gerade den Bereichen vor, die fur die Oszillation wichtig sind. Dies hat zur Folge,
dass gerade fur diese Félle die Aussagen tber das Oszillationsverhalten mit grof3en
Unsicherheiten behaftet waren. Insbesondere konnte die Grenze des kiihlen, also roten
Endes des Cepheidenstreifens im Hertzsprung-Russel-Diagramm mit Hilfe der MLT
nicht genau vorhergesagt werden (vgl. z.B. Baker & Kippenhahn (1965)). Auch in
der Mitte des Cepheidenstreifens ergaben sich in der Beziehung zwischen Pulsati-
onsgeschwindigkeit und Leuchtkraft Abweichungen zwischen den beobachteten und
vorhergesagten Werten (Castor 1971). Aufgrund der grof3en Bedeutung, die pulsie-
rende Sterne wie die Cepheiden fir die Astrophysik haben, ist es also nicht verwun-
derlich, dass die ersten Modelle fur zeitabhangige Konvektion fur pulsierende Sterne
entwickelt wurden. Besonders interessant sind diese zeitabhangigen Modelle vor dem
Hintergrund neuerer Beobachtungen, die deutlich genauere Lichtkurven ermoglichen.
Eine Ubersicht Uiber verschiedene zeitabhangige Konvektionsmodelle £ndet sich z.B.
in Baker (1987).

Eine der ersten Arbeiten, die ein zeitabhangiges Konvektionsmodell verwendete,
war ein Einzonenmodell (Gough 1967), spater wurde es auf linearisierte radiale Pul-
sationen angewendet (Baker & Gough 1979). Man fand, dass Modelle am roten Ende
des Instabilitatsstreifens durch die Konvektion stabilisiert werden. Weitere Arbeiten
sind (Unno 1967), (Unno 1977) und (Unno 1979), die von (Gonczi & Osaki 1980)
und (Gonczi 1982) auf Cepheiden angewendet wurden. Eine Theorie @hnlich der von
Castor wurde von Da-run Xiong aufgestellt (Xiong 1977) und in (Xiong 1980) auf
variable Sterne angewendet. L etztendlich mussen noch die Arbeiten von Stellingwerf
genannt werden (Stellingwerf 1982a). Stellingwerf veroffentlichte eine Reihe pulsie-



5.1. ANSPRINGVERHALTEN - DIE HE-KONVEKTIONSZONE 59

render Sternmodelle mit Konvektion. Seine Konvektionstheorieist ein Vorlaufer der in
der vorliegenden Arbeit untersuchten Kuhfuf3theorie.

Diese Theorie wurde, nachdem die in Kapitel 3.7 besprochenen Verbesserungen
angebracht wurden, von M. Feuchtinger und G. Wuchterl auf pulsierende Sterne an-
gewendet. Diese Arbeiten, die im Formalismus der Strahlungshydrodynamik durch-
gefuihrt wurden, beschéaftigen sich vor allem mit RR-Lyrae-Sternen, diein zwei Moden
pulsieren. In einer ersten Arbeit (Feuchtinger 1998) erhielt man eine stabile L dsung mit
Parametern, die im Einklang mit den Beobachtungen stehen. In einer weiteren Arbeit
(Wuchterl & Feuchtinger (1998)) wird aufgezeigt, dass sich das Modell im protostel-
laren Kollaps plausibel verhalt und fir RR Lyrae Sterne quantitativ korrekt ist. Die
gesamte physikalische und numerische Beschreibung des sogenannten Wiener nicht-
linearen Modells £ndet sich in Feuchtinger (1999a) und wird in Feuchtinger (1999b)
angewendet, um detailierte L euchtkraft und Geschwindigkeitskurven zu errechnen und
sowohl mit den Ergebnissen anderer Rechnungen als auch mit Beobachtungen zu ver-
gleichen.

Wahrend andere Autoren das Kuhfuldmodell fir ihre Arbeiten verwendeten, hat
Kuhful3 selbst jedoch keine Arbeiten veroffentlicht, aus denen hervorgeht, wie sich
ein zeitabhangiges Konvektionsmodell im Rahmen einer vollstandigen Sternentwick-
lungsrechnung verhdt. In dieser Arbeit werden die ersten existierenden Rechnungen
hierzu prasentiert.

5.1 ANSPRINGVERHALTEN - DIE HE-KONVEKTIONS-
ZONE

Als Beispiel fur das Anspringen von Konvektion unter realistischen Bedingungen, al-
so fur das Entstehen einer neuen Konvektionszone in einem zuvor radiativen Gebiet,
soll hier das Entstehen eines konvektiven Kerns wahrend des zentralen Heliumbren-
nens betrachtet werden. Dies soll an eéinem Stern mit 5M ., aufgezeigt werden. Nach-
dem der Vorrat an Wasserstoff im Zentrum erloschen ist und somit im Zentrum kei-
ne Energie mehr produziert wird, verschwindet auch die Konvektionszone im Kern.
Das ehemals konvektive Gebiet wird radiativ. Der Stern wandert nun im Hertzsprung-
Russel-Diagramm weg von der Hauptreihe hin zu den roten Riesen. Dabel kontrahiert
der Kern, die Temperatur im Zentrum steigt und damit auch die Reaktionsraten des
He-Brennens. Schliefdlich wird durch die He-Brennprozesse im Zentrum wieder soviel
Energie gewonnen, dass diese nicht alleine durch Strahlung abtransportiert werden
kann. Es entsteht wieder eine Konvektionszone im Zentrum.

In der vorliegenden Rechnung wurde der Stern bis knapp vor das Einsetzen dieser
Konvektionszone entwickelt. Die sich ergebende Sternstruktur wurde als Ausgangs-
punkt for zwei unterschiedliche Rechnungen verwendet, die beide mit einer hohen
zeitlichen Aurosung, also mit kleinen Zeitschritten durchgefuhrt wurden. Zum einen
wurde das Kuhful3modell in der Eingleichungsversion verwendet, wie es in Gl. 4.4
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Abbildung 5.1: Entstehung einer zentralen Konvektionszone in einem 5M, Stern.
Aufgetragen ist die konvektive Energie w gemal3 einer zeitunabhangigen Rechnung
(durchgezogene Linie) und einer zeitabhangigen (gestrichelt). Der zeitliche Abstand
zwischen zwei zeitabhangigen Proflen ist jewell 22 Tage. Der Zeitraum, bis die
zeitabhangige Rechnung mit der zeitunabhangigen weitgehend Ubereinstimmt, ist etwa
3 Jahre.

beschrieben ist. Zum anderen wurde der zeitabhangige Term auf Null gesetzt:
atw =0.

Beide Rechnungen wurden weitergefuihrt, bis beide konvektive Geschwindigkeits-
felder nahezu dieselbe Gestalt hatten. Die Ergebnisse sind in Abb. 5.1 dargestellt.
Aufgetragen ist die konvektive kinetische Energie Uber der Massenkoordinate. Hier-
bei ist der konvektive Kern noch recht klein. Er wachst im Folgenden, jedoch auf
einer Zeitskala von einigen hundert bis tausend Jahren, was deutlich grof3er ist, als
die konvektive Zeitskala von einigen Wochen und als die Einstellzeit zur Erreichung
des stationaren Zustandes von ca 3 Jahren. Somit hat zeitabhangige Konvektion auf
diese Phase der Sternentwicklung keine Auswirkung, sie dient lediglich der Demon-
stration, dass zeitabhangige Phanomene in realistischen Sternumgebungen behandelt
werden konnen. Ein zeitabhangiges Verhalten der Konvektion ist dagegen immer dann
wichtig, wenn sich der gesamte Stern, oder einzel ne Gebiete des Sterns etwavergleich-
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bar schnell verandern wie die konvektive Geschwindigkeit. Ein Beispiel fur solch eine
schnelle Veranderung eines Tellgebiets eines Sternsist der sogenannte Heliumaash. Er
wird im folgenden Abschnitt behandelt.

5.2 DERHELIUMFLASH - ERSTE RECHNUNGEN

Der sogenannte Heliumeash ist eine Erscheinung, die in einer spaten Entwicklungs-
phase bei leichten Sternen (bis 0.8 — 2.2M,) auftritt. Nach dem Ende des Hauptrei-
henbrennens liegt im Sterninneren ein isothermer Heliumkern vor, umgeben von einer
wasserstoffbrennenden Schale. Im HRD befndet sich der Stern dabei auf dem roten
Riesenast. Wahrend bei schwereren Sternen durch Kontraktion desKernsdie Tempera-
tur in demselben steigt und schliefdlich die fir das Zinden des Heliumbrennens notige
Temperatur erreicht wird, liegt in leichten Sternen ein Kern vor, dessen thermische
Struktur durch ein entartetes Elektronengas bestimmt wird. Dem Gravitationsdruck
wird nun nicht durch den thermischen Druck eines idealen Gases entgegengewirkt,
sondern vor alem durch den Fermidruck der Elektronen. In einem solchen entarteten
Gas ist jedoch die Zustandsgleichung nicht wie bei einem idealen Gas weliter von der
Temperatur abhangig, sondern es gilt

P~ pb/3), (5.1)

Die P, p und die T-Schichtung sind entkoppelt, durch eine Kontraktion des Kerns stei-
gen zwar der Druck und die Dichte, nicht aber die Temperatur. Die Temperatur des
Kerns ist wegen 0L/0r =~ 0 identisch mit der Temperatur der Schale. Somit kann
auch die fur den Beginn des Heliumbrennens notige Temperatur nicht erreicht werden,
das Heliumbrennen wird durch die Kernentartung zunachst verhindert.

Beruicksichtigt man zudem die Energieverluste duch Erzeugung von Neutrinos im
dichten Kern, so stellt man fest, dass das Maximum der Temperatur nicht im Zentrum
liegt. Die Energiee,, die bel der Bildung von Neutrinos verbraucht wird steigt mit der
Dichte und somit mit der Nahe zum Zentrum. Neutrinos wechselwirken kaum mit der
Materie im Stern und transportieren, sobald sie im dichten Inneren gebildet wurden,
ihre Energie nach aul3en. Somit wird das Zentrum starker gekihlt als weiter auf3en
liegende Schichten. Es liegt somit kein exakt isothermer Kern vor, sondern die Tem-
peratur hat ihr Maximum in einer konzentrischen Schale innerhalb des Heliumkerns.
Wahrend der weiteren Entwicklung brennt lediglich die Wasserstoffschal enquelle und
frisst sich immer weiter nach auf3en, was zu einem vergrof3erten Heliumkern und so-
mit aufgrund der Kernmasse-L euchtkraft-Beziehung zu einer hoheren Leuchtkraft und
Temperatur der Schalenquelle und damit auch des entarteten Kerns fuhrt. Dies setzt
sich fort, bis die Temperatur grof3 genug ist, dass die ersten Heliumbrennvorgange
stattEnden. Die Kernmasse-L euchtkraftbeziehung ist eine aus numerischen Rechnun-
gen oder vereinfachten analytischen Modellen abgel eitete Naherung. Fur kleine Kern-
massen M < 0.5M, gilt

L~ M Va8 (5.2)
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Fur Sterne mit grofReren Massen wird diese Beziehung durch den Strahlungsdruck
modi£ziert und ist nicht mehr in einer einfachen Form angebbar.

Nun ist jedoch das nukleare Brennen in einem entarteten Gebiet thermisch insta-
bil. Das heifdt: wird durch Brennvorgange Energie erzeugt, so kann diese Energie nicht
zur Expansion verwendet werden, denn in der Zustandsgleichung sind ja Dichte und
Druck nicht von der Temperatur abhangig. Die erzeugte Energie fihrt also zu einer
Erwarmung und zu einem Temperaturanstieg. Da jedoch die Reaktionsraten der ther-
monuklearen Prozesse sehr emp£ndlich von der Temperatur abhangen, wird durch die
erhohte Temperatur nur noch mehr Energie erzeugt, was zu noch hoheren Temperatu-
ren fuhrt. Dadieser Anstieg in Temperatur und L euchtkraft auf einer sehr kurzen Zeits-
kala geschieht, spricht man von einem Flash. Dieser Effekt setzt sich soweit fort, bis
die Fermikante aufgeweicht und die Entartung des Kerns aufgehoben wird. Sobald dies
geschehen ist, kann die im Flashbereich konzentrierte Energie zur Expansion verwen-
det werden. Das Kerngebiet expandiert, worauf in Folge die Wasserstoffschalenquelle
erlischt. Im Heliumeash kann im Maximum eine Leuchtkraft bis zur 10! -fachen der
Sonnenleuchtkraft umgesetzt werden (z.B. Thomas (1967)). In einer neueren Arbeit,
in der Schlattl den Helium-oash an Population-111 Sternen untersucht, werden z.B.
Leuchtkrafte im Bereich des 10'°-fachen gefunden (Schlattl et al. (2001)). Dies ent-
spricht in etwa dem Wert von 10® roter Riesen oder 10'° Sonnen, somit etwa 1 einer
gesamten Galaxie. Allerdings bestehen diese Leuchtkréfte lediglich fr einige wenige
Stunden und sind an der Oberaache kaum sichtbar. In und oberhalb dieser brennen-
den Zone entsteht ein konvektives Gebiet, das mit der im Flash produzierten Energie
anwachst und Energie und Material nach auf3en transportiert.

Im Phanomen des Flashs bestehen einige Probleme, die einer genaueren Untersu-
chung bedurfen:

e Wie schnell kann die Konvektion dem Flash folgen, welche Auswirkungen
hat eine zeitabhangige Konvektionstheorie? Das heifd, wie schnell transpor-
tiert die Konvektion Energie nach aul3en? Ein langsamerer Transport wiirde den
Runaway verstarken.

e Kann die im Flashgebiet sich bildende Konvektionszone sich soweit ausdeh-
nen, dass sie die Schalenquelle und damit das wasserstoffhaltige Gebiet erreicht?
Dies wirde zu einem Mischen von Wasserstoff in das ausgebrannte Gebiet und
dort zu einem schlagartigen Verbrennen dessel ben fuhren. In diesem Zusammen-
hang ware auch interessant, wie sich eine Vergrof3erung des konvektiven Gebiets
durch konvektives Uberschiefien auswirkt.

5.2.1 Der Heliumeash in Population-111-Sternen

In unserer Arbeit wurden Auswirkungen einer zeitabhangigen Konvektionstheorie auf
den Heliumoash in Population-111-Sternen untersucht. Dies hat den Grund, dass dort
die Ausdehnung der Konvektionszone und das damit verbundene Mischen von Pro-
tonen in das heliumbrennnende Gebiet von besonderem Interesse ist. Population 11
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Sterne sind Sterne der allerersten Generation. Sie bildeten sich kurz nach dem Urknall
aus primordialer und damit nahezu metalfreier Materie. Man erwartet von solchen
Sternen eine Fulle von Informationen tUber das Universum kurz nach dem Urknall.
So wurden denn auch grof3ere Anstrengungen unternommen, um solche metallarmen
Sterne zu £nden. Einer der ersten war Bond (1980), der alerdings nur einen gerin-
gen Anteil extrem metallarme Sterne fand. Die Anzahl entdeckter metallarmer Ster-
ne wurde deutlich erhoht, als man grof3eachige Durchmusterungen durchfiihrte, auch
wenn al diese Sterne einen hoheren Metallgehalt aufwiesen, a's man von Population-
[11-Sternen als metallfreie Sterne erwartet (Beers et al. 1992). Um diese Eigenschaf-
ten von Population-111-Sternen zu untersuchen, ist es somit von Bedeutung, inwieweit
zum einen verbranntes Material aus dem Inneren an die Oberaache gemischt wird und
somit die Oberaache verandert. Zum anderen muss man sich Uberlegen, inwieweit die
Oberaéache durch Akkretion von metallreicher Materie aus der Umgebung verschmutzt
worden sein kann.

Nachdem es erst vor wenigen Jahren gelang, den Flash mit der MLT durchzu-
rechnen z.B. (Wagenhuber 1996), £nden sich Rechnungen, die den Heliumeash in
Population-111-Sternen und die anschlief3ende Phase behandelnin (Schiattl et al. 2001).
Hier wird die Entwicklung durch den Heliumoash verfolgt, bis das Maximum der
Flashleuchtkraft Uberschritten ist und schliefdich die Flashkonvektionszone Protonen
in das Innere mischt, was einen Wasserstoff-cash zur Folge hat.

5.2.2 Ergebnisse numerischer Simulationen

Wir verwenden den Garchinger Sternentwicklungscode, wie er in Kapitel 4 beschrie-
ben wird. Details zur Anwendung auf Population-111-Sterne £nden sich auch in Schiattl
et al. (2001). Den dort beschriebenen Rechnungen wird in diesem Abschnitt gefolgt,
lediglich die Konvektionstheorie wird duch eine zeitabhangige Theorie, namlich das
Eingleichungsmodel | der Kuhful3schen Theorie ersetzt. Wir starten die Rechnungen ei-
nige Zeit vor dem Beginn des Heliumeashes, d.h. vor dem Anstieg der Heliumleucht-
kraft und weit vor dem Einsetzen der Flashkonvektionszone. Von diesem Zeitpunkt an
wird die Rechnung einmal mit der vollen Zeitabhangigkeit gerechnet, d.h. wiein Gl.
3.20 formuliert, und zum Vergleich zeitunabhangig, d.h. eswird

gesetzt.

Die Konvektion ist ein Transportmechanismus, der Energie mit sich fuhrt. So wird
durch die konvektive Zone Energie aus dem Zentrum des Flashgebiet in seine Rand-
schichten transportiert. Geht man nun von einer zeitunabhangigen Theorie Uber zu e -
ner zeitabhangigen, so kann sich das konvektive Geschwindigkeitsfeld nicht instantan
an die sich schnell entwicklenden Bedingungen des Sterns anpassen. In einem Ge-
biet, in dem die treibenden Terme rasant anwachsen, wie dies im Gebiet des Helium-
nashs der Fall ist, bedeutet dies, dass die konvektiven Geschwindigkeiten, wie sie sich
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Abbildung 5.2: Der Anstieg der Heliumleuchtkraft im Heliumaash fur ein Modell mit
zeitabhangiger (gestrichelt) und mit zeitunabhangiger Konvektion (durchgezogen) im
Vergleich. In Abb. a £ndet sich der Anstieg beginnend weit vor dem Einsetzen der
Konvektionszone, in Abb. b sind fur beide Modelle die letzten 200 Jahre des Anstiegs
aufgetragen.

in einer zeitabhangigen Theorie ergeben, geringer sind as in einer zeitunabhangigen
Theorie. Dies bedeutet jedoch auch, dass der Energietransport in einer zeitabhangigen
Theorie geringer ist alsin einer zeitunabhangigen, es wird also weniger Energie vom
Zentrum des Flashgebietes in die Aul3enbereiche transportiert. Somit kannn die Tem-
peratur im Flashgebiet starker und schneller ansteigen, als nach einer zeitunabhangigen
Theorie zu erwarten ware.

In einer zeitabhangigen Theorie wird also der Heliumsash deutlich schneller von-
statten gehen asin einer zeitunabhangigen. Dieses Ergebnissieht manin Abb. 5.2. Un-
ter a) £ndet sich der Anstieg der Heliumleuchtkraft bis zum Abbruch der Rechnung.
Unter b) ist der letzte Zeitabschnitt der Rechnung, die letzten 200 Jahre vergrof3ert
aufgetragen. Die Leuchtkraft steigt im zeitabhangigen Fall schneller an alsim zeitun-
abhangigen. Dies hat auch eine Auswirkung darauf, wie schnell sich die konvektiven
Gebiete ausdehnen. In Abb. 5.3 sieht man das Entstehen und Ansteigen der Flashkon-
vektionszone. Auch hier zeigt sich wieder, dass im zeitabhangigen Fall die Konvekti-
onszone zu einem friheren Zeitpunkt deutlich weiter ausgedehnt ist alsin einem zei-
tunabhangigen Fall. Dies ist nicht nur beschleunigtes, im wesentlichen aber gleiches
Ablaufen des Flashs, sondern zu einem vergleichbaren Zeitpunkt, zu den in beiden
Fallen eine Heliumleuchtkraft von log Ly./L. = 8.3 vorliegt, ist im zeitabhangigen
Fall der Heliumgehalt im Zentrum des Flashgebiets um 0.68% abgesunken, wahrend
im zeitunabhangigen Fall, also zu einem spéateren Zeitpunkt bereits 0.71% verbraucht
sind. Da der Flash im zeitunabhangigen Fall langsamer ablauft, also eine vergleich-
bare Entwicklungsphase erst spater erreicht, ist zu diesem Zeitpunkt bereits mehr von
seinem Heliumvorrat verbraucht.
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Abbildung 5.3: Aufgetragen sind die Konvektionszonen der Hille im oberen Teil der
Abbildung, sowie die Flash-Konvektionszone. In Abb. a fur den gesamten Zeitraum
bis zum Abbruch der Rechnungen, in Abb. b fir die letzen 200 Jahre. Zusétzlich ist
noch die Lage der Wasserstoff-Schalenquelle eingezeichnet.

Leider treten in den vorliegenden Rechnungen bei hoheren Leuchtkréaften
log(L/Lsonne) > 10° numerische Probleme auf, die schliefflich zum Abbruch der
Rechnungen fuhren. Dies ist nicht weiter erstaunlich, da es ja auch erst seit wenigen
Jahren moglich ist, den He-Flash mit der wesentliche stabileren MLT zu rechnen. In-
sofern konnen die hier prasentierten Ergebnisse lediglich Hinwei scharakter haben, und
esist noch weitere Arbeit erforderlich, um die vorhandenen Effekte einer zeitabhangi-
gen Konvektionstheorie auf den Heliumsash zu untersuchen. Hier wurde das Beispiel
lediglich gewahlt, um zu demonstrieren, dass in einigen Phasen der Sternentwicklung
eine zeitabhangige Konvektionstheorie Auswirkungen auf die Entwicklung des Sterns
haben kann und dass die Beschreibung dieser Phanomene mit einem Konvektionsmo-
dell wie dem KuhfuBmodell prinzipiell moglichist.
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Kapitel 6

SIMULATIONEN NICHTLOKALER
KONVEKTION

In der Einleitung wurden bereits einige Grinde aufgefuhrt, warum eine lokale Be-
trachtung der Konvektion inkonsistent und unphysikalisch ist. Insbesondere wurde die
Begrenzung des konvektiven Gebiets durch das Schwarzschildkriterium kritisiert. Wei-
tere Kritikpunkte an einer lokalen Theorie wie der MLT sind, dass in diesen Theorien
durch Vorgabe einer bestimmten Skalenlange der Konvektion A auch eine gewisse
raumliche Auadsung vorgegeben ist. Bezieht man diese Skalenlange jedoch wie all-
gemein Ublich auf die Druckskalenhohe H,,, so stellt sich heraus, dass besonders bei
kleineren konvektiven Kernen, wie sie sich in Sternen mit Massen < 10M,, £nden,
diese Skalenlange vergleichbar mit oder gar grof3er a's die Ausdehnung des konvek-
tiven Gebiets ist. Man geht also davon aus, dass sich die konvektiven Elemente tiber
eine bestimmte Strecke A bewegen, £ndet aber im Nachhinein, dass die Bewegung
der Elemente durch die konvektiven Grenzen soweit beschrankt ist, dass sie sich eben
nicht Uber die volle Lange A bewegen kdnnen.

In dieser Arbeit wurde eine Theorie vorgestellt, die versucht die Nichtlokalitat rea-
listisch zu beschreiben. Als Resultat zeigte sich in erster Linie eine Vergrof3erung des
konvektiven Gebiets Uber die Schwarzschildgrenzen hinaus, ferner eine Modi£kation
der Geschwindigkeit im instabilen Bereich. In den folgenden Abschnitten werden wel-
tere Hinweise darauf zusammengefasst, dass solch ein UberschieRRen in Sternen wirk-
lich stattEndet. Diese Hinweise sind teils beobachtender Natur, teils stammen sie aus
Computersimulationen und teils aus experimentellen Arbeiten im Labor. Desweiteren
soll dargestellt werden, welche Konsegquenzen eine solche VergroRerung des konvek-
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tiven Gebiets fur die Entwicklung und die Struktur eines Sterns hat. Ferner wollen wir
die allgemeine Struktur einer solchen UberschieRzone diskutieren, und diese im spe-
ziellen anhand einer Rechnung mit dem Konvektionsmodell von R. Kuhful3 aufzeigen.
In einem weiteren Abschnitt soll die Ausdehnung der Uberschieflzone diskutiert
werden. Als Uberschiefizone wird das Gebiet bezeichnet, das tiber die Schwarzschild-
grenze hinaus chemisch durchmischt wird. Hierbei sind sowohl Eichungen an Beob-
achtungen, als auch eine Abschétzung aus analytischen Uberlegungen zu nennen. Des
weiteren soll dargestellt werden, von wel chen Faktoren die Grof3e dieser Zone abhangt.
Letztendlich soll das nichtlokale Modell von R. Kuhfufd auf verschiedene Pro-
blemfalle angewendet, und mit den Rechnungen anderer Autoren verglichen werden.

6.1 DASKONVEKTIVE UBERSCHIESSEN

6.1.1 Konsequenzen der Nichtlokaliat

Liegt in einem Stern im Zentrum eine konvektive Zone vor, so deckt sich dieses Gebiet
wesentlich mit dem Bereich, in dem durch Kernfusionsprozesse Energie produziert
wird. Dies betrifft z.B. auf der Hauptreihe Sterne mit Massen grof3er als etwa 1.2M/,.
Innerhalb einer Konvektionszone wird die Materie durch die konvektiven Stromungen
sehr gut durchmischt. Dies geschieht auf einer Zeitskala von einigen Monaten, was
deutlich kleiner ist als die nukleare Zeitskala von mindestens 10° Jahren. Das heift,
fur die nuklearen Brennvorgange ist die Konvektionszone homogen durchmischt und
der gesamte Brennstoffvorrat innerhalb der Konvektionszone steht fir Brennvorgange
zur Verfigung.

Flief3en nun konvektive Stromungen deutlich Uber die Schwarzschildgrenze hin-
aus, so werden auch die Gebiete jenseits der Schwarzschildgrenze chemisch homogen
durchmischt. Es kann also z.B. Brennstoff aus Bereichen, die ansonsten fir Brenn-
vorgange unerreichbar waren, in Gebiete gemischt werden, in denen Brennvorgange
stattEnden. Dies bedeutet, dass f Ur Kernfusionsprozesse ein grof3erer Brennstoffvorrat
zur Verfiigung steht.

Dies hat mehrere Konsequenzen. Zum einen erhoht sich durch den grof3eren Brenn-
stoffvorrat auch die Lebensdauer der entsprechenden Entwicklungsphase. Abhangig
davon, wie groR die UberschieRzone, also das zusétzlich durchmischte Gebiet ange-
nommen wird, kann sich die Lebensdauer auf der Hauptreihe um einen signi£kanten
Bruchteil erhdhen. Genaueres hierzu wird noch in Kapitel 6.5.3 diskutiert.

Ist das Gebiet, das Brennstoff zur Verflgung stellt, vergrofRert, so verbleibt nach
dem Ende der Brennvorgange auch ein vergroferter Bereich zurtick, in dem der Brenn-
stoffvorrat verbraucht ist. Nach dem Ende eines Brennvorgangs im Zentrum, wie dem
zentralen Wasserstoffbrennen, verbleibt an der Grenze des ausgebrannten Gebiets eine
Schalenquelle zurtick. In dieser £nden innerhalb einer diinnen Schicht weitere Brenn-
vorgange statt. In einem Stern, in dem das ausgebrannte Gebiet durch UberschieRRen
vergrofRert ist, liegt diese Schalenquelle somit auch weiter auf3erhalb alsin einem Stern,
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in dem das Schwarzschildkriterium die Grenzen der Konvektion vorgibt. Diese Struk-
turanderungen fuhren unter anderem zu einer veranderten Position im HRD.

Nach dem Ende des zentralen Wasserstoffbrennens und der Bildung einer Scha-
lenquelle kontrahiert der Kern des Sterns, und die Temperatur im Zentrum steigt, bis
sie hoch genug ist, damit Heliumbrennen beginnen kann. Auch hier entsteht wieder
eine zentrale Konvektionszone, in der konvektives Uberschielen stattEnden kann. Die-
ses He-Brennen £ndet in einer veranderten Umgebung statt, da ja der wasserstofffreie
Kern vergrofert ist und die Schalenquelle weiter auf3erhalb liegt. Diese veranderten
Zundbedingungen konnen zu beobachtbaren Effekten fuhren. Genaueres hierzu wird
in Kapitel 6.5.6 untersucht.

Alternativ konnen Sterne auch Konvektionszonen besitzten, die sich vom auf3eren
Rand des Sterns bis in das Innere erstrecken. Im Fall von UberschielRen konnen Ele-
mente aus weiter innen liegenden Schichten an die Oberaéache gemischt und dort im
Spektrum des Sterns beobachtet werden. Durch ein Uberschiefen iiber die Schwarz-
schildgrenze hinaus kdnnen tiefere Schichten des Sterns von der Konvektion erreicht
werden. Unter Umstanden kann dies dazu fuhren, dass chemische Elemente an der
Oberfache beobachtet werden, die ohne konvektives Uberschieen nicht zu sehen
waren (vgl. Kapitel 6.6).

6.1.2 Evidenz fiir konvektives Uberschief3en

In der Natur kdnnen viele Beispiele furr konvektives Uberschiellen gefunden werden.
Einige davon werden in Moore (1967) und Massaguer (1990) aufgefiihrt. Ferner wer-
den einige Beispiele in Deardorff et al. (1969) zusammengefasst:

Experimenteim Labor

Ein einfaches Experiment zur Untersuchung der Konvektion und des konvektiven
Uberschief}ens im Labor kann durchgefiihrt werden, wenn man ausniitzt, dass Was-
ser ein Dichtemaximum bei 4°C' besitzt. Hierfur reicht es, ein Gefal3 mit Wasser an
der Unterseite mit Eis zu kilhlen. Dieses sogenannte Eiswasserexperiment wurde von
Townsend (1966), Furomoto & Rooth (1961) und von Adrian (1975) studiert. Man
kann beobachten, dass Materieelemente aus dem instabilen Gebiet im unteren Bereich
des Versuchsgefalles in den weite oben liegenden stabilen Bereich hineinstromen.
Eine andere Moglichkeit ist, eine stabile Schichtung von unten zu erhitzen,
wahrend sie auf der Oberseite auf konstanter Temperatur gehalten wird. Ein solches
Experiment wurde von Deardorff et a. (1969) durchgefuhrt. In dem Experiment von
Deardorff wurde destilliertes Wasser in einem Zylinder mit einem Durchmesser von
54.8cm und eine Hohe von 35.5cm gefillt. Das Wasser wurde von unten erhitzt und
auf der Oberseite gekihlt, die Temperatur im Inneren des Zylinders wurde gemessen,
indem ein Widerstandsdraht durch den Zylinder gespannt wurde. Ein ahnliches Experi-
ment am Medium Ol £ndet sich in Whitehead & Chen (1970). Diese Experimente sind
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sehr ahnlich einer atmospharischen Schichtung, die auf der Erde in den Morgenstun-
den auftritt, wenn die nachtliche stabile Schichtung der Atmosphare von unten durch
die Sonnenstrahlung erhitzt wird. Uber dem Boden bildet sich eine wachsende konvek-
tiv instablile Schichtung heraus, deren konvektive Elemente Uber die Stabilitatsgrenze
hinweg in den stabilen Bereich eindringen konnen.

In all diesen Untersuchungen fand sich ein konvektives Uberschielen, teilweise
vergleichbar mit der Dicke der Schichtung. Diese Experimente zeigen auf, dass kon-
vektives UberschieR3en ein relevanter Effekt sein kann, jedoch muss auf die Unter-
schiede zwischen diesen Experimenten und den Bedingungen in Sternen hingewiesen
werden. So sind z.B. die Ausdehnungen astrophysikalischer Konvektionszonen deut-
lich grofRer und somit liegen in diesen auch deutlich grofRere Reynoldszahlen vor alsin
den Laborexperimenten.

Theor etische Vor her sagen und Simulationen

Theoretische Rechnungen zu Thema Uberschieen wurden im Rahmen der Bousinesq
Naherung von Moore & Weiss (1973) durchgefuhrt. HierfUr wurde die bereits wei-
ter oben erwahnte M odenentwicklung verwendet (Kapitel 2.3.3). Die Ergebnisse sind,
was die Ausdehnung der konvektiven Gebiete betrifft, weitgehend identisch mit den
oben aufgefiihrten Experimenten. Es £ndet sich ein Uberschief}en tiber die Grenze der
Konvektion hinaus. Die Dicke der Kovektionszone ist vergleichbar mit der Schicht-
dicke.

Ahnliche Ergebnisse £nden sich, wenn man in der anelastischen Naherung die
Kompressibilitét zumindest teilweise mit in Betracht zieht. Eine entsprechende Rech-
nung wurde in Massaguer et al. (1984) beschrieben. Als Ergebnis erhdt man sogar
eine noch ausgedehntere Uberschielizone als in einer Boussinesq Fliissigkeit.

Spéter ging man dazu Uber, mehrdimensionale Simulationen zu konvektiven Ge-
bieten durchzufuhren. Hierbei ist die Arbeit Hurlburt et al. (1986) zu erwahnen.
Vollimplizite zweidimensionale Rechnungen mit einer Adaption der Henyey-Methode
£nden sich z.B. in Deupree (2000). Dort wird eine Nullalterhauptreihe fir Massen
zwischen 1.2M,, und 20M,, gerechnet. Das Ergebnis ist ein signifkantes Uberschie-
Ren mit einer UberschieRlange von bis zu 0.45 H,,.

Auf eine dreidimensionale Untersuchung einer Konvektionszone und des konvek-
tiven Uberschief}ens (M uthsam 1999) werden wir noch in Kapitel 6.4 weiter eingehen.

Auch in dieser Arbeit £ndet sich in allen Rechnungen UberschieRen in den sta-
bilen Bereich hinein. In den Fallen, in denen im Inneren der Konvektionszone eine
adiabatische Schichtung vorliegt, dehnt sich auch die adiabatische Schichtung bisin
den stabilen Bereich aus.

K onvektives Uber schieRen und Beobachtungen

In den letzten beiden Jahrzehnten wurden auch einige Untersuchungen durchgefuhrt,
inwieweit Uberschief3en einen Einauss auf Sterne, ihre Struktur und ihre Entwicklung
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haben kann. Eine der ersten empirischen Untersuchungen zu Uberschief?en an kon-
vektiven Kernen £ndet sich in Maeder & Mermilliod (1981). Dort werden Modelle
mit Massen zwischen 1 und 9/, berechnet. Der konvektive Kern ist durch ein para-
metrisiertes UberschieRgebiet vergroRert. Die Ergebnisse wurden mit Beobachtungen
an 34 Sternhaufen verglichen. Es ergab sich, dass die beste Ubereinstimmung mit der
Sternverteilung im HRD erreicht wird, wenn man die Masse des konvektiven Kerns
um 20 — 40% gegeniiber einer lokalen Rechnung vergrofiert. Dieser Anteil scheint im
Bereich von 2 — 6 M, mit zunehmender Masse anzusteigen.

In weiteren Arbeiten erhielten Mermilliod & Maeder (1985) im Massenbereich von
9—15M,, ein Uberschief}en von 0.3 in Einheiten der Druckskal enhdhe an der Schwarz-
schildgrenze. Stothers & Chin (1991) erhalten fur Population-1 Sterne, also fur Sterne
der Scheibenpopulation, eine Uberschief¥distanz von < 0.2H,. Die Ergebnisse hangen
i.A. ab von verschiedenen Einaufl3faktoren, wie den verwendeten Beobachtungsmate-
rial, der genauen Formulierung des Uberschieflens oder den verwendeten Opazitaten.

6.1.3 Die Struktur einer UberschielRzone

In diesem Abschnitt soll die Struktur einer Uberschiefizone beschrieben werden.
Hierflr ist zunachst einmal eine Begriffsklarung notwendig. In der Literatur wird
oft generell von UberschieRen gesprochen, unabhangig davon, ob man sich auf che-
misches Mischen, oder auf den Transport von Energie und damit auf den resultie-
renden Temperaturgradienten bezieht. In der Stromungsdynamik unterscheidet man
Ublicherweise genauer zwischen Uberschief?en und Penetration. Penetration bezeich-
net allgemein die Vergroflerung der konvektiven Zone. Hierbei ist der Bereich mit
einer annahernd adiabatischen Schichtung, also mit einer leicht Uber- oder Unteradia-
basie [V — V.4| ~ 1077 oft deutlich groRer, als nach dem Schwarzschildkriterium
zu erwarten ware. st dagegen die Konvektion inef£zient, so dass von ihr nicht ge-
nug Energie transportiert werden kann, um den Temperaturgradienten zu beeinaussen,
so liegen dennoch endliche konvektive Geschwindigkeiten vor und das entsprechende
Gebiet wird chemisch durchmischt. Insofern bezieht sich der Begriff Penetration auf
den Energietransport und Uber schiefRen auf das Mischen von Material. Im Folgenden
soll dem iiblicheren Sprachgebrauch gefolgt und in beiden Fallen von Uberschielen
gesprochen werden. Auf den damit verbundenen Transport von Energie und den re-
sultierenden Temperaturgradienten werden wir dabel an geeigneter Stelle gesondert
eingehen.

Effektive Konvektion

Zunachst wird der Fall diskutiert, in dem die Konvektion effektiv genug ist, um einen
adiabatischen Temperaturgradienten herzustellen. Das heift, dass der Flul3 konvekti-
ver Enthalpie j,, grof3er ist als der radiative Flul j..q. Anders ausgedriickt muss die
konvektive Zeitskala kleiner sein als die thermische Diffusionszeit, d.h. die Pecletzahl
muf3 deutlich groR3er sein als Eins.
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Abbildung 6.1: Die schematische Struktur ei-
ner Uberschiefizone in einem Gebiet effektiver
Konvektion. Im oberen Teil der Graphik sind
! die verschiedenen Gradienten eingetragen. Ge-
Yrad | o strichelt ist der Temperaturgradient, V, er ist
leicht Uberadiabatisch im konvektiv instabilen
77777777 (links von A), leicht unteradiabatisch im kon-
X | vektiv stabilen (zwischen A und B), und gleicht
‘ sich am Rand der Konvektionszone (zwischen
B und C) dem radiativen Gradienten an. In der
mittleren Abbildung £ndet sich die konvektive

: . Geschwindigkeit v,., in der unteren der konvek-
T § tive Fluss F., dieser ist in der UberschieRRzone
c negativ.

,,,,,,,,,, Vad

In Abbildung 6.1 ist die Struktur einer solchen Uberschiefizone schematisch dar-
gestellt. Im obersten Abschnitt £nden sich der tatsachliche Temperaturgradient V,
der adiabatische Temperaturgradient, V,q und der £ktive Temperaturgradient, V .4,
der sich einstellen musste, um die gesamte Leuchtkraft ausschliefdlich durch Strah-
lung zu transportieren. Im Bereich links der Linie A beEndet sich der konvektiv in-
stabile Bereich. Dort ist somit das Schwarzschildkriterium fur konvektive Instabilitat
Viaa > V > V,q eflllt. DieLinie A bezeichnet die Schwarzschildgrenze, anihr gilt:
Viad = V = V.q. Im konvektiv instabilen Bereich ist der Temperaturgradient V nahe
am adiabati schen Gradienten eingezeichnet. In einem konvektiven Kern liegt Ublicher-
weise eine sehr kleine Uberadiabasie vor; dort gilt etwa (V — V,q) ~ 1-10~7. Die
konvektive Geschwindigkeit in diesem Bereich, (in der Graphik zu sehen im mittle-
ren Abschnitt), hat einen nichtverschwindenden Wert, ebenso der konvektive Flussim
unteren Abschnitt der Graphik.

Auf der rechten Seite der Schwarzschildgrenze, zwischen den Linien A und B,
wird der radiative Temperaturgradient kleiner als der adiabatische V,.q < V.q, der
tatsachliche Temperaturgradient V ist ebenfalls kleiner als der adiabatische Gradient.
Hier ist das Schwarzschildkriterium nicht erfullt, die konvektiven Elemente werden
durch die Auftriebskrafte gedampft, es herrscht konvektive Stabilitét. Da jedoch die
aus dem instabilen Bereich einstromenden konvektiven Elemente aufgrund ihrer Mas-
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sentragheit noch immer eine endliche Geschwindigkeit haben, zu sehen im mittle-
ren Abschnitt der Graphik, liegen auch in diesem Bereich noch Materiestome vor.
Zunéachst, d.h. nahe am konvektiv instabilen Bereich, ist diese Konvektion ahnlich ef-
fektiv wie im Inneren der Konvektionszone. Das heil3t, es stellt sich wieder ein nahezu
adiabatischer Temperaturgradient ein. Dieser ist jedoch nicht wieim instabilen Bereich
leicht Uberadiabatisch, sondern leicht unteradiabatisch, denn das Schwarzschildkriteri-
um fur konvektive Instabilitat ist janicht erfillt. Diese leichte Unteradiabasie bedeutet,
dass diein die Uberschiefizone einstromenden konvektiven Elementeleicht kilhler sind
als ihre Umgebung, wahrend sie im instabilen Bereich leicht warmer waren. Werden
aber nun kiihlere Elemente in hoherliegende Schichten transportiert, so bewirkt dies
einen Strom von Energie in die entgegengesetzte Richtung. Der konvektive Flul3 F,
wechselt also sein Vorzeichen. Dies wird in dem untersten Abschnitt der Abbildung
deutlich.

Wahrend die konvektiven Elemente die UberschieRzone durchdringen, verlieren
sie ihre Energie sowohl durch Auftriebskrafte als auch durch Dissipation. Die kon-
vektive Geschwindigkeit sinkt und wird schliefdlich so gering, dass sie nicht wei-
ter ausreicht, um Energie effzient zu transportieren. Der Fluss konvektiver Energie
wird geringer als der Fluss radiativer Energie. Es kann sich nun kein nahezu adiaba-
tischer Temperaturgradient einstellen, der Temperaturgradient gleicht sich dem radia-
tiven Gradienten an. Dies hat zur Folge, dass die Abbremsung durch Auftriebskrafte
sich erhoht und die konvektive Geschwindigkeit verstarkt sinkt. Die Konvektion ver-
schwindet schliefdlich zur Ganze. Dies entspricht in der Graphik dem Bereich zwischen
dem Linien B und C.

Durch diese Struktur einer Uberschief’zone sind verschiedene Grenzen eines kon-
vektiven Gebietes gegeben. Diese Grenzen liegen an unterschiedlichen Stellen und
haben jeweils verschiedene Bedeutungen.

Schwar zschildgrenze Die Schwarzschildgrenzeist die klassische Grenze einer Kon-
vektionszone. Anihr gilt V.. = V = V.q. Sie bezeichnet die Stelle, an der die
Instabilitat verschwindet und die beschleunigenden Auftriebskrafte den damp-
fenden Abtriebskraften weichen.

Grenze des adiabatischen Gebiets Diese Grenze ist gegeben durch das Gebiet, an
der die Pecletzahl klein wird Pec = 1. Hier wird der Strom konvektiver Energie
vergleichbar mit dem Transport von Strahlung. Sie bezeichnet die Stelle, jenseits
der kein wesentlicher Teil der Energie durch Konvektion transportiert wird und
bis zu der die Konvektion die Temperaturschichtung beeinausst.

Grenze des gemischten Gebiets Diese Grenze ist gegeben durch das Verschwinden
der konvektiven Geschwindigkeit. Durch sie ist das Gebiet begrenzt, das che-
misch homogen durchmischt wird. Sie bestimmt bei einem konvektiven Kern
wesentlich den fir Brennvorgange zur Verfiigung stehenden Brennstoffvorrat.

Warend die erste konvektive Grenze mit dem Schwarzschildkriterium leicht zu bestim-
men ist und deshalb in der MLT Verwendung £ndet, sind die beiden |etzteren Grenzen
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zwar schwerer zu bestimmen, aber eigentlich die fur die Struktur und den Aufbau des
Sterns wesentlichen. So wird in einigen Arbeiten eine Uberschiefizone kiinstlich er-
zeugt, indem parametrisiert ein zusatzliches Mischen angenommen wird. Die beiden
anderen Grenzen der Konvektion fallen in diesen Ansétzen zusammen.

Eine solche Struktur wie oben beschrieben £ndet sich z.B. am Rand eines konvek-
tiven Kerns. Ein Beispiel, gerechnet mit dem Eingleichungsmodell Gl. 4.4 fir einen
5M, Stern auf der ZAMS, £ndet sich in Abb. 6.2. In der Graphik links oben £n-
det sich die konvektive Geschwindigkeit in Einheiten der Schallgeschwindigkeit, die
Werte sind tUber die Massenkoordinaten aufgetragen. Die Schwarzschildgrenze liegt
bei etwa M, = 0.26M, die konvektive Geschwindigkeit verschwindet jedoch erst bei
etwa M, = 0.4M. Die UberschieRRzone, in ihrer maximalen Ausdehnung in Masse,
nimmt also etwa 32% des konvektiven Kerns ein. Dies ist jedoch nicht vergleichbar
mit Rechnungen, in denen der konvektive Kern klassisch, d.h. lokal gerechnet wurde
und in denen lediglich das gemischte Gebiet um einen gewissen Prozentsatz vergrofert
wurde. Dies liegt daran, dass sich in unserer Rechnung die Schwarzschildgrenze auf-
grund des deutlich ausgedehnteren Gebiets mit adiabatischen Gradienten verschiebt.
Naheres hierzu wird in Abschnitt 6.2 diskutiert werden. In der rechten oberen Figur
der Abb. 6.2 ist das Verhaltnis von konvektivem Fluss zu Gesamtauss dargestellt. Man
sieht, dass im gesamten Bereich etliche Prozent der Energie durch Konvektion trans-
portiert wird. Im konvektiv instabilen Bereich ist der Flul3 positiv, die Energie mief3t
nach aufen, im UberschielRbereich ist der FluR negativ, die konvektiv transportierte
Energie niefdt nach innen.

In den beiden unteren Graphiken ist die Uberadiabasie V — V4 aufgetragen, je-
weils mit einer anderen Skalierung. Links erkennt man, dassim gesamten konvektiven
Bereich eine nahezu adiabatische Schichtung vorliegt V — V.q ~ 0. Verschwindet
die konvektive Geschwindigkeit, so springt der Temperaturgradient nahezu instantan
auf den radiativen Wert. In der rechten Abbildung ist wieder die Uberadiabasie des
Konvektionsgebiets aufgetragen, diesmal allerdings mit einer Skalierung, in der mehr
Feinheiten sichtbar werden. Die Uberadiabasie hat Werte von etwa 10~7. Sie ist im
konvektiv instabilen Bereich positiv, dort wirkt sie als treibende Kraft und Quelle von
Konvektion. Jenseits der Schwarzschildgrenze im konvektiv Stabilen liegt eine etwa
ebensogrole Unteradiabasie vor. Diese verstarkt sich zum Rand der Zone hin. Im Be-
reich des Uberschieflens liegt also eine Dampfung vor, die Unteradiabasie wirkt as
Senke fur Konvektion.

In diesem Beispiel ist der Bereich mit ineffektiver Konvektion, wie er oben be-
schrieben wurde (In Abb. 6.1 das Gebiet zwischen B und C) so klein, dass er numerisch
nicht aufgelost werden kann. Es kann jedoch in eéinem Stern durchaus auch ein glat-
ter Ubergang zwischen einen adiabatischen und einen radiativen Gradienten vorliegen.
Hinwelse hierzu £nden sich z.B. in den Rechnungen von Muthsam, die in Kapitel 6.4
beschreiben werden. Ein weiteres Beispiele fir einen glatten Ubergang £ndet sich in
Xiong & Deng (2002).
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Abbildung 6.2: Die Struktur der Uberschiefizone eines 5M., Sterns auf der Nullal-
terhauptreihe (ZAMS), aso eines Sterns, der noch nichts von seinem Wasserstoff
verbraucht hat, berechnet durch das Eingleichungsmodell. Links oben £ndet sich die
konvektive Geschwindigkeit in Einheiten der Schallgeschwindigkeit, rechts oben der
Fluss konvektiver Energie. In den beiden unteren Graphiken ist der Grad der Uber-
adiabasie aufgetragen, jeweils mit zwel unterschiedlichen Skalierungen. Die vertikale
strichpunktierte Linie gibt die Lage der Schwarzschildgrenze an.

6.2 DIE AUSDEHNUNG DER UBERSCHIESSZONE

Weiter oben haben wir erwahnt, dass verschiedene Autoren durch Vergleich mit Be-
obachtungen unterschiedliche Werte fiir die Ausdehnung der Uberschiel3zone erhalten
haben. In diesen Abschnitt soll zunachst diskutiert werden, was mit dieser Distanz ge-
meint ist, wie sie durch die Beobachtungen bestimmt werden kann und von welchen
Einoussfaktoren sie abhangen kann.

Es wurden bereits verschiedene maogliche Grenzen eines konvektiven Gebiets ge-
nannt: die Schwarzschildgrenze, die Stelle, an der Transport von Energie durch Kon-
vektion unwesentlich wird, und die Stelle, an der die konvektive Geschwindigkeit und
somit das chemische Mischen verschwindet. Diese Grenzen sind nur in einer lokalen
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Nichtlokales lokales
Konvektionsmodell | Konvektionsmodell
Schwarzschildgrenze | 0.2224 [M,./M] 0.2596 [M,./M]

Tabelle 6.1: Verschiebung der Schwarzschildgrenze durch ein nichtlokales Konvek-
tionsmodell bei einem 5M/, Stern. Die Angaben sind in Massenkoordinaten M, /M.
Zum Vergleich wurde ein lokales Modell gerechnet, in dem der konvektive Energie-
transport somit auf das nach dem Schwarzschildkriterium instabile Gebiet beschrankt
ist. In diesem Gebiet ist der Temperaturgradient somit derselbe, wie er sich aus der
MLT ergeben wirde.

Theorie wie der Mischungswegtheorie zwingend identisch.

Hinzu kommt noch ein weiterer Effekt, der bisher nur kurz angedeutet wurde. Die
Schwarzschildgrenze ist im nichtlokalen Fall nicht notwendig an derselben Stelle wie
im lokalen Fall. In der nichtlokalen Betrachtung der Konvektion wird durch die Kon-
vektion Energie tiber die Schwarzschildgrenze hinausin das Gebiet des Uberschiefiens
transportiert. Daraus folgt ein vergrofertes Gebiet mit adiabatischen Temperaturgradi-
enten und es andert sich der Temperaturverlauf im Stern. Dies hat zur Folge, dass der
radiative Temperaturgradient V.4 sinkt und die Schwarzschildgrenze nach innen wan-
dert. InAbb. 6.3ist dierelative Anderung der Temperatur eines nichtlokal gerechneten
Modell gegentiber einem Modell mit einem |okalen Konvektionsmodell dargestellt. Im
konvektiven Kern steigt die Temperatur durch das nichtlokale Modell um einige Pro-
mille, wahrend sie aul3erhalb des instabilen Bereichs sinkt. Entsprechend sinkt der ra-
diative Temperaturgradient im konvektiven Kern. Die Schwarzschildgrenze verschiebt
sich dadurch nach innen. Ein Vergleich der verschobenen und unverschobenen Gren-
zen ist in Tabelle 6.1 gegeben. Die Struktur des Sterns reagiert auf die Vergrof3erung
des konvektiven Kerns, indem sich die Schwarzschildgrenze weiter nach innen ver-
schiebt und so einen Teil der KernvergrofRerung ausgleicht.

Aufgrund der hier dargestellten Tatsachen stellt sich die Frage, was genau man als
Uberschief3zone bezeichnet und wie genau man die Ausdehnung einer Uberschiefizo-
ne misst. Nimmt man die Schwarzschildgrenze, wie sie im nichtlokalen Fall vorliegt,
asinneren Rand, oder nimmt man al's Beginn der UberschielRzone die Schwarzschild-
grenze, die sich einstellen wiirde, wenn man die Konvektion lokal betrachten wirde?
Ebenso stellt sich die Frage, was man als auReres Ende der Uberschiel3zone ansetzt:
die Stelle, an der durch die Konvektion keine Energie mehr transportiert wird, oder die
Stelle, ab der kein chemisches Mischen stattEndet.

Diese unterschiedlichen Distanzen werden fir den Vergleich mit Arbeiten anderer
Autoren noch wichtig werden. Esist jedoch sinnvoll, den UberschieRbereich zwischen
der Schwarzschildgrenzein einem lokal gerechneten Modell und dem Ende des chemi-
schen Mischens anzusetzen, denn viele Autoren, die Uiber das konvektive Uberschielen
arbeiten, vergrofdern lediglich das chemisch durchmischte Gebiet, nehmen aber keine
Rucksicht auf die veranderte Temperaturschichtung des Sterns.
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Abbildung 6.3: Die relative Anderung der Temperatur (links) und des radiativen Tem-
peraturgradienten (rechts) durch das ausgedehnte adiabatische Gebiet in der nichtloka-
len Rechnung gegeniiber einer lokalen. Die Temperatur ist hoher im Kern und niedriger
im aul3eren Bereichen. Umgekehrt sinkt der Gradient V.., im Kern. Diesfuhrt zu einer
Verschiebung der Schwarzschildgrenze nach innen.
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Die Uberschiefdlange wird iiblicherwiese in Einheiten der Druckskalenhdhe ange-
geben. Diskutiert man nun Veranderungen der UberschiefRzone, so muss man mit un-
tersuchen, welcher Effekt von einer wirklichen Anderung der Uberschiellange kommt
und welcher Effekt eventuell auf einer Anderung der Druckskalenhéhe beruht, die als
Einheit gewahlt wurde. Ferner muss klargestellt werden, an welcher Stelle die Druck-
skalenhohe bestimmt wird: an der Schwarzschildgrenze, wie dies viele Autoren tun,
oder als gemittelter Wert Uiber die gesamte Uberschiefizone.

6.2.1 Bestimmung der UberschieRlange
Bestimmung durch Beobachtung

Verschiedene Autoren haben versucht, die Uberschielllange anhand von Beobach-
tungen zu bestimmen. Die ubliche Vorgehensweise ist dabel folgende: man fuhrt
theoretische Rechnungen mit unterschiedlichen Massen und unterschiedlichen Uber-
schiefdangen durch und erzeugt so einen Datensatz von Sternmodellen mit unter-
schiedlichen Kerngrof3en. Diese Modelle werden dann mit einem Satz Beobachtungs-
daten verglichen. Die Uberschielflange erhalt man aus dem Modell, das am besten mit
den Beobachtungsdaten Uibereinstimmt. Hierbei gehen eine Reihe von Unsicherheits-
faktoren ein. So kdnnen z.B. die Beobachtungsdaten dadurch verfalscht werden, dass
man Doppel sterne nicht als solche erkennt und die Gesamthelligkeit der beiden Sterne
zur Helligkeit eines Sterns aufaddiert. Dies wirde zu einer Verbreiterung des Bands
der Hauptreihe fuhren. Die theoretischen Rechnungen hangen im einzelnen auch noch
davon ab, welche Werte man z.B. fur die Opazitaten verwendet, da diese die radiativ
transportierte Energiemenge beeinaussen, und wie Uberschiel3en genau defniert wird.

Auf diese Weise wurden unterschiedliche Werte firr die Uberschiefdlange gefunden,
die meisten liegen in einem Bereich zwischen 0.1 und 0.5 in Einheiten der Druckska
lenhdhe an der Schwarzschildgrenze. Die neueren Arbeiten mit modernen Opazitatsta-
bellen gehen davon aus, dass das durchmischte Gebiet gegentiber der Schwarzschild-
grenze um etwa 0.3H,, vergrolert ist, wobei bei Sternen mit kleineren Massen ein
Abfall zu kleineren Werten gefunden wurde.

Eine Abschéatzung der Distanz - Das Roxbour ghkriterium

Nachdem unterschiedliche Autoren die UberschieRflange anhand von Beobachtungen
bestimmen, soll hier eine Abschatzung aus theoretischen Uberlegungen erwahnt wer-
den. Diese Abschiatzung wurde mit der Intention entwickelt, die Uberschielange
durch eine analytische Beziehung vorherzusagen. 1.W.Roxbourgh leitet aus den hy-
drodynamischen Gleichungen eine Integralformel ab (Roxbourgh 1978), durch diedie
Ausdehnung eines konvektiven Kerns um etwa 50% - 70% vergrofiert wird. Hierbel
geht er von der Energiegleichung aus und argumentiert, dass diese Gleichung, wenn
man sie Uber die gesamte Konvektionszone integriert, nur erfillt sein kann wenn in
einem Teil der Konvektionszone eine negativer Energieaul vorliegt. Dies jedoch kann
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nur in einem eigentlich stabilen Gebiet sein. Somit muR also ein konvektives Uber-
schief3en vorliegen. Diese Ableitung beruht jedoch auf einem inkonsistenten Satz von
Naherungen (Baker 1987). Roxbourgh vernachlassigt einige Terme, wahrend er an-
dere Terme der gleichen Groféenordung berticksichtigt. Diese Fehler lassen sich zwar
beheben, aber die resultierende Formel |asst sich nicht verwenden, um zu beweisen,
dass konvektives UberschielRen existiert, sondern kann lediglich eine Maximalgrenze
fir konvektives Uberschief}en angeben.

6.2.2 Abhéngigkeiten der Uberschiel3-Distanz

Nachdem von verschiedenen Autoren und unter verschiedenen Bedingungen unter-
schiedliche Werte filr die Uberschiefdlange gefunden wurden, soll hier untersucht wer-
den, von welchen Bedingungen die Grof3e der Konvektionszone in unserem Konvek-
tionsmodell abhangen kann. Nachdem kurz diskutiert wird, wie die Ausdehnung der
Uberschief3zone von den Parametern des KuhfuRmodells (o und ;) abhangt, soll hier
besonders auf die Masse des Sterns und auf die chemische Zusammensetzung bzw. auf
die Metallabhangigkeit eingegangen werden.

Par ameter abhangigkeit

In der Kuhfuf3heorie wird nicht die Ausdehnung des konvektiven Kerns parametri-
siert, sondern der konvektive kinetische Strom j,. Wahrend bei einer Parametrisierung
der Uberschiefllange der Uberschiel}paramter an die jeweilige Situation angepasst wer-
den muss, um Ubereinstimmungen mit den Beobachtungen zu erhalten, ergeben sich
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Abbildung 6.4: Abhangigkeit der Uberschiel3zone von der Parametrisierung des kon-
vektiven kinetischen Stroms mittels o,. Bei einem 5M, Stern wird in der linken Ab-
bildung die Verschiebung der Mischungsgrenze, sowie der Schwarzschildgrenze dar-
gestellt. In der rechten Abbildung £ndet sich die Uberschielflange einmal gemessen ab
der Schwarzschildgrenze im nichtlokalen Fall, und einmal ab der Stelle, an der sich
die Schwarzschildgrenze in einem lokalen Modell beEnden wiirde.
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bei einer Parametrisierung des Stroms einige der grundlegenden Abhangigkeiten von
selbst. In der Rechnung, deren Ergebnisin Abb. 6.4 dargestellt wird, wurde bei einem
5M, Stern auf der ZAMS der Parameter «, langsam von 0, entsprechend der lokalen
Approximation, bisauf 1 erhdht. Der von Kuhful3in einer Abschatzung erhaltene Wert
beruht auf einem Vergleich mit einer ballistischen Abschatzung und liegt bei etwa0.25.
Der Mischungswegparameter oy, wurde hierbel auf einem Wert von 1.6 festgehalten.
Im Teil a) der Abbildung £ndet sich die Grenze des konvektiven Mischens, ebenso wie
die Lage der Schwarzschildgrenze, jewells in Massenkoordinaten. Man kann sehen,
wie sich die Schwarzschildgrenze mit steigendem o, zunehmend nach innen verlagert,
wahrend sich die Grenze des Mischens zu weiter aul3en liegenden Schichten verla-
gert. Hierbel £nden die grofdten Veranderungen bereits bei Werten fir «; von kleiner
0.1 statt. Im Teil b) der Abbildung ist die Uberschieflange in Einheiten der Drucks-
kalenhthe an der Schwarzschildgrenze aufgetragen. Fur die oberen Werte wurde die
Uberschiefizone als das Gebiet betrachtet, das zwischen der Grenze des konvektiven
Mischens und der im nichtlokalen Fall real vorliegenden Schwarzschildgrenze liegt,
fur die unteren Werten dasjenige, das zwischen der Schwarzschildgrenze, wie sie in
einem loka gerechneten Modell vorliegen wirde, und der Grenze des konvektiven
Mischens liegt. Letztere sind die Werte, die eher zum Vergleich mit anderen Rech-
nungen herangezogen werden mufdten. Will man den in der Literatur Ublichen Wert
von 0.3 firr die UberschieRlange erhalten, so sollte also firr o, etwa 0.1 - 0.15 gewahlt
werden, deutlich weniger as der von Kuhfuf3 abgeschatzte Wert.

In das Eingleichungsmodel | der Kuhfuf3theorie geht aul3er der Paramterisierung des
konvektiven kinetischen Stroms noch die Mischungsweglange oy, ein. Diese tritt auf
im Term fir die Dissipation, fur den nichtlokalen Strom sowie in dem die Auftriebs-
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Abbildung 6.5: Abhangigkeit der Uberschiefizone vom Mischungswegparameter. Bei
einem 5M, Stern und o, = 0.25 wird in der linken Abbildung die Verschiebung der
Mischungsgrenze sowie der Schwarzschildgrenze dargestellt. In der rechten Abbil-
dung £ndet sich die Uberschiefllange einmal gemessen ab der Schwarzschildgrenze
im nichtlokalen Fall, und einmal ab der Stelle, an der sich die Schwarzschildgrenzein
einem lokalen Modell beEnden wiirde.
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krafte beeinhaltenden Term auf. Somit steht zu erwarten, dass die Uberschiefdlange
ebenfals vom Mischungswegparameter abhangt. In einer entsprechenden Untersu-
chung wurde die Mischungsweglange im Bereich zwischen 1 und 2 variiert. Der Pa-
rameter o, = 0.25 wurde dabel bel dem von Kuhful’ abgeschatzten Wert festgehal ten.
Die Ergebnisse sind in Abb. 6.5 dargestellt. Es ergibt sich wieder eine Abhangigkeit
der Uberschiefdange sowie der konvektiven Grenzen vom Mischungswegparameter.
Eine solche Abhangigkeit ist zu erwarten, da eine veranderte Mischungsweglange die
konvektive Geschwindigkeit modi£ziert, die in der Konvektionszone vorliegt und so-
mit auch die Geschwindigkeit beeinauf3t, mit der die Elemente die Schwarzschildgren-
ze Uberschreiten. Diese Abhangigkeit ist jedoch zumindest im untersuchten Parame-
terbereich nicht so deutlich wie bel der Variation von «.

M asseabhangigkeit

Bereits in der weiter oben erwahnten Arbeit von Maeder & Mermilliod (1981) wur-
den empirische Hinweise auf eine Abhangigkeit der UberschieRdistanz von der Masse
des Sterns gefunden. Demnach steigt der Anteil, um den sich der konvektive Kern
vergrofert, im Bereich von 2 — 6V, an. Diese Ergebnisse wurden erzielt, indem die
Isochronen aus Rechnungen mit drei unterschiedlich ausgedehnten UberschieRRzonen
mit den Daten von 34 offenen Haufen verglichen wurden. Ahnliche Ergebnisse £nden
sich in Schroder et al. (1997) und in Ribas et a. (2000). Ferner deuten die Ergebnis-
se, die sich in Roxbourgh (1992), Umezo (1995), Meynet et a. (1993), Alongi et al.
(1993), sowie Ribas et a. (2000) £nden, darauf hin, dass fur sehr kleine Massen auch
ein sehr geringes Uberschief}en vorliegen sollte, auch wenn Clausen (1991) und Fekel
(1991) zu anderen Ergebnissen kommen. Insgesamt 1&/3t sich sagen, dass die meisten
Autoren davon ausgehen, dass filr Sterne mit Massen ~ 1.3 M, eine UberschieRlange
von < 0.1H, vorliegen sollte.

Um diese Abhangigkeit in unserem Modell zu untersuchen, wurde eine Massense-
guenz auf der Nullalterhauptreihe (ZAMS) in einem Massenbereich von 1.3 bis 20 M
berechnet. Ausgehend von einem 200/, Stern mit dem nichtlokalen Kuhfussmodell in
der Eingleichungsversion, wurde die Sternmasse schrittwel se reduziert. Hierbei wurde
nach jeder Massenreduktion ausreichende Zeit gelassen, bis sich im Stern wieder ein
Gleichgewicht einstellen konnte. Wahrend des gesamten Verfahrens war die chemi-
sche Zusammensetzung homogen und wurde nicht verandert. Fir «, wurde ein Wert
von 0.25 verwendet. Die Grenzen des konvektiven Kerns sind in Abb. 6.6 dargestellt.
Wieder ist in der oberen Linie die Grenze des konvektiven Mischens aufgetragen, in
der unteren Linieist die Schwarzschildgrenze dargestellt, wie sie sich in diesem nicht-
lokalen Modell einstellt. Der prozentuale Anteil der UberschieRzone an der gesamten
Konvektionszone ist bei Sternen um 20/, am groften und sinkt fur schwerere Sterne
auf unter 40% ab.

Zusatzlich ist in Abb. 6.7 ein Vergleich der Massen des konvektiven Kerns fur
a; = 0.25 und oy = 0.1, sowie fur die Ergebnisse der Paduarechnungen mit Uber-
schief3en (Girardi et al. 2000) aufgetragen. Die Kernmassen fir «; = 0.25 sind klar
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Abbildung 6.6: Grenze des Konvektiven Mischens (durchgezogene Linie), sowie
Schwarzschildgrenze (gestrichelt) des konvektiven Kerns fir verschiedene Massen bei
a; = 0.25.

grof3er al's die Ergebnisse der Paduarechnungen, wahrend sie fir o, = 0.1 gut mit den
Ergebnissen der Paduarechnungen tbereinstimmen.

In Abb. 6.8 £ndet sich links die Uberschiefflange in Einheiten der Druckska-
lenhohe. Diese steigt im Bereich zwischen 1 und 50, stark an, im Bereich grof3e-
rer Massen ist nur noch ein leichter Anstieg festzustellen. Dies ist im Einklang mit
Maeder & Mermilliod (1981), die Werte firr die UberschieRlange sind jedoch hoher
alsdiein der Literatur Ublicherweise angegebenen. So ergeben sich nach der Kuhful3-
theorie fiir Sterne > 61/, UberschieRlangen von etwa 0.5, wahrend z.B. Schroder
et al. (1997) von einer Uberschiefdistanz von 0.32H,, ausgehen. Dies liegt zum einen
daran, dass diein der Literatur angegebenen Werte den unteren Rand der Uberschief3-
zone an der Schwarzschildgrenze im lokalen Fall ansetzen, zum anderen wurde hier
mit einem Parameter o, = 0.25 gerechnet, wie er von Kuhfuf3 abgeschétzt wurde.
Bereits weiter oben diskutierte Ergebnisse weisen jedoch darauf hin, dai3 dieser Wert
etwas zu hoch ist. Im rechten Teil der Abb. 6.8 £ndet sich die Druckskalenhohe an
der Schwarzschildgrenze. Diese beginnen fur Massen kleiner as 2M,, d.h. fur sehr
kleine konvektive Kerne, zu divergieren. In diesen Fallen wird die Verwendung einer
verkiirzten Skalenlange, wie sie in 3.7.1 beschrieben wurde, von Bedeutung werden
(vgl. hierzu Kapitel 6.6) .
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Abbildung 6.7: Vergleich der konvektiven Kernmassen bel unterschiedlichen Stern-
massen. Die durchgezogene Linie entspricht o, = 0.25, die gestrichelte o, = 0.1. Die
einzelnen Punkte sind die entsprechenden Ergebnisse der Paduadaten (Girardi et al.
2000).
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Abbildung 6.8: (links) Uberschiefdange in Einheiten der Druckskalenhdhe nach dem
Eingleichungsmodell. Auffallend ist der starke Anstieg im Bereich zwischen 1 und
6M. In der rechten Abbildung ist die Druckskalenhohe an der Schwarzschildgrenze
im nichtlokalen Fall abgebildet. Hier falt auf, wie die Werte fur Massen kleiner as
2M, stark ansteigen.
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MLK | LMC | SMC
Wasserstoffgehalt X || 0.700 | 0.733 | 0.745
Heliumgehalt Y 0.280 | 0.259 | 0.251
Metallgehalt Z 0.020 | 0.008 | 0.004

Tabelle 6.2: Chemische Zusammensetzung der gerechneten Modelle nach Cordier
et a. (2002).

Einige einfache Rechnungen zur Ausdehnung von konvektiven Kernen £nden sich
bereits bei Kuhful? (Kuhful? 1987a), sind jedoch quantitativ nur schwer mit den hier er-
haltenen Ergebnissen vergleichbar, danicht erlautert wird, wie die Rechnungen durch-
gefuhrt wurden. So ist z.B. nicht erklart, wie die nichtlokalen Terme diskretisiert wur-
den, und es wird nicht mitgeteilt, welche Werte fur die Parametrisierung des konvek-
tiven Stroms durch «; verwendet wurden. Zusammenfassend |al3t sich jedoch sagen,
dass auch bei KuhfuR ein Anstieg der Uberschiellange mit der Sternmasse gefunden
wurde.

M etallabhangigkeit

In manchen Arbeiten, die Rechnungen zu konvektivem Uberschieffen mit Beobach-
tungen vergleichen, £ndet sich nicht nur eine Abhangigkeit von der Masse des Sterns,
sondern auch vom Metallgehalt. Hinweise £nden sich in Ribas et a. (2000). Die
Abhangigkeit der Uberschieflens von der Metallhaufgkeit wird auch in Keller et al.
(2001) untersucht, der Daten der Padua Gruppe verwendet. Weitere Untersuchungen
£nden sich in Cordier et al. (2002). Zusammenfassend |al3t sich sagen, dass aufgrund
der unterschiedlichen Arbeiten ein leichter Abfall der Uberschiellange mit dem Me-
tallgehalt nicht ausgeschlossen werden kann, aber auch keineswegs eindeutig gezeigt
wurde. Soist esnach Cordier et al. (2002) mit den Beobachtungen durchaus vertraglich
die UberschieRlange von 0.4 H,, auf 0.2H,, zu senken, falls man den Metallgehalt von
Z = 0.005 auf Z = 0.025 erhoht. In unserer Arbeit wollen wir nun untersuchen, ob
eine unterschiedliche chemische Zusammensetzung im Rahmen des Kuhfumodells
einen Einauss auf die UberschieRlange hat.

Hierzu wurden sechs Modelle entwickelt, jeweils ein 51/, Stern mit den chemi-
schen Zusammensetzungen der Milchstal’e (MLK), der grof3en (LM C) und der kleinen
Magellanschen Wolke (SMC), wie siein Tabelle 6.2, wiedergegeben sind. Die Model-
le wurden sowohl im lokalen als auch im nichtlokalen Fall jeweils bis zum Ende der
Hauptreihe, d.h. biszum Ende des zentralen Wasserstoffbrennens und zum Verschwin-
den der zentralen Konvektionszone entwickelt. In Abb. 6.9 £ndet sich die Ausdehnung
des konvektiven Kernsdieser Modelle. Zu sehenist jewells der lokale (gestrichelt) und
der nichtlokale Fall (durchgezogene Linien). Filr die Uberschieliange in Einheiten der
Druckskalenhohe jedoch konnte keine signifkante Abhangigkeit gefunden werden.
Die in Abb. 6.9 gefundenen Unterschiede in der Ausdehnung des konvektiven Kerns
kommen daher, dass sich die einzelnen Rechnungen aufer durch einen unterschied-
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Abbildung 6.9: Die Abbildung zeigt die Ausdehnung des konvektiven Kerns wahrend
des zentralen Wasserstoffbrennens eines 5 M., -Sterns. Aufgetragen wurde die Grenze
des konvektiven Mischensim lokalen Fall («; = 0 gestrichelt) und im nichtlokalen Fall
(ay = 0.25 durchgezogen). Die Rechnungen wurden jeweils durchgefiihrt fir die che-
mische Zusammensetzung der Milchstal3e, der grof3en und der kleinen Magellanschen
Wolke.

lichen Metallgehalt auch durch den enthaltenen Anteil an Wasserstoff unterschieden.
Somit kann man nicht davon ausgehen, dass eine direkte Abhangigkeit zwischen Uber-
schief’distanz und Metallgehalt besteht.

6.3 DIE KONVEKTIVE HULLE VON A-STERNEN

Nachdem wir das konvektive Uberschieen an konvektiven Kernen studiert haben,
werden wir unsin diesem Abschnitt mit Konvektion in konvektiven Hullen beschafti-
gen. Wir orientieren uns hierbei an einer Arbeit, die von F. Kupka und M.H. Mont-
gomery im Jahr 2002 veroffentlicht wurde (Kupka & Montgomery 2002). Kupka ver-
wendet dort das Konvektionsmodell von Canuto (Canuto (1992), Canuto (1993) und
Canuto & Dubovikov (1998)) und berechnet die Struktur der konvektiven Hille von
A-Sternen.
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A-Sterne sind Sterne der frilhen Spektralklasse A, die in ihren Spektren vor allem
die Bamerlinien zeigen. Sie haben Effektivtemperaturen im Bereich von etwa 7200 K
bis 8500 K. Bel Hauptreihensternen liegen diese Bedingungen bel Sternmassen von
etwa 1.8 bis2.1M;, vor. A-Sterne sind heil3er als die Sonne, deshalb sind die Konvek-
tionszonen ihrer Hullen deutlich kleiner, wodurch das Problem fur viele Rechnungen
zur Konvektion deutlich einfacher zu handhaben ist. Hinzu kommt, dass die Konvek-
tion weniger ef£zient und somit starker von den freien Parametern abhangig ist. So
kann z.B. ein Hauptreihenstern mit einer Effektivtemperatur von 7500 eine grof3ten-
teils radiative oder eine adiabatische Konvektionszone haben, je nachdem ob man in
der Mischungswegtheorie den Mischungswegparameter mit 0.5 oder mit 1.5 wahlt.

6.3.1 Das Konvektionsmodell Kupkas

Das bei Kupka verwendete Konvektionsmodell beruht auf dem Modell von Canuto
(Canuto & Dubovikov (1998)). Es erfordert die Losung von 5 Differentialgleichun-
gen, und zwar erster Ordnung in der Zeit und zweiter Ordnung im Raum. F. Kupka be-
ginnt mit einem Modell, das nur die Sternhiille beschreibt und das erstellt wurde wie
in Pamyatnykh (1999) beschrieben. Effektivtemperatur, Oberaachenbeschleunigung
und Radius werden diesem Modell entsprechend gewahlt und wahrend der folgen-
den Rechnung konstant gehalten. Ebenso werden die mittleren StrukturgroRenr, P, T,
sowie die von unten einstromende Leuchtkraft kinstlich vorgegeben und festgehal-
ten. Kupka lost die Gleichungen seines Konvektionsmodells auf 200 Massenschalen,
beginnend in der mittleren Photosphare bis unterhalb der He 11 Konvektionszone. Er
rechnet somit kein vollstandiges Sternmodell, das von der Photosphare bis zum Zen-
trum reicht, so dass diese Rechnungen mit vollstandigen Modellen nicht konkurrieren
kdnnen.

Wesentliches Ergebnis seiner Arbeit ist, dass erstens die photospharischen Ge-
schwindigkeiten in qualitativer Ubereinstimmung mit den Beobachtungen der Dopp-
lerverbreiterung von Spektrallinien stehen, und zweitens, dass die He Il und die H |
lonisationszone getrennt sind, was den Transport konvektiver Energie betrifft, durch
die konvektive Geschwindigkeit jedoch verschmel zen. Dies stimmt mit hydrodynami-
schen Simulationen Uberein.

6.3.2 Vergleichende Rechnung mit der Kuhful3theorie

Wir wollen in unserem Sternentwicklungscode und mit dem Kuhfufmodell in der Ein-
gleichungsformulierung eine ahnliche Rechnung durchfithren. Hierzu berechnen wir
Sterne auf der ZAM Sim Massenbereich zwischen 1.8 M, und 2.1 . Diese Rechnun-
gen sind vollstandige Sternmodelle, in denen die Energieerzeugung im Sterninneren
und damit auch die von unten in die Hilllenkonvektionszone einstromende L euchtkraft
sowie die Schwerebeschleunigung konsistent bestimmt wird. Daher sind durch dieses
Verfahren die Rahmenbedingungen etwas anders als in der Rechnung von F. Kupka.
So liegt etwa bei gleicher Effektivtemperatur eine andere Schwerebeschleunigung an
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Abbildung 6.10: Konvektive Geschwindigkeit in der Rechnung von F. Kupka (links)
fur verschiedene Werte von T.¢ und in der Rechnung, der das Kuhfuldmodell zugrunde
liegt (rechts). Fur die chemische Zusammensetzung wurden die Werte Z = 0.02, Y =
0.28, X = 0.7 verwendet. Die linke Abbildung wurde Kupka & Montgomery (2002)
entnommen.

der Oberaache vor, ferner gehen die Details der Atmospharenstruktur, wie siebei Kup-
ka verwendet werden, nicht aus seiner Arbeit hervor. Insbesondere ist in seiner Arbeit
nicht angegeben, wie grof3 die L euchtkraft ist, die von unten in sein Simulationsgebiet
einstromt. Die Ergebnisse des hier angestellten Vergleichs konnen also nur qualitativer
Natur sein. Die grundlegende Struktur ist jedoch ahnlich.

Mit dem vorliegenden Sternentwicklungsprogramm und dem Kuhful3modell in der
Eingleichungsformulierung wurden Sterne auf der ZAMSmit Massenvon 1.8, 1.9, 2.0
und 2.1M, gerechnet. Diese Sterne haben zwei konvektiv instabile Gebiete in der
Hulle und einen konvektiv instabilen Kern. Hierbel wurde wieder die von Kuhful3 ab-
geschatzte Parametrisierung des konvektiven Stroms von «; = 0.25 verwendet. Fur
die Mischungsweglange wurde im gesamten Stern, also sowohl im Kern als auch in
der Hulle, ein Wert von oy, = 1.6 verwendet.

Generell ist festzustellen: In unseren Rechnungen ist der Bereich der Effektiv-
temperatur, in dem zwei instabile Konvektionszonen nahe beeinander liegen, deutlich
kleiner alsin der Rechnung von Kupka, und zwar unabhangig vom verwendeten Kon-
vektionsmodell. Dies ist eine Folge der gegenilber Kupka veranderten Bedingungen
durch Verwendung vollstandiger Modelle. So liegen in den Rechnungen von Kupka
fur den gesamten Effektivtemperaturbereich von 7200K bis 8500K zwei getrennte
Instabilitétszonen vor. In unseren Rechnungen verschmelzen die beiden Instabilitéats-
zonen bei 7700K noch immer zu einem einzigen instabilen Gebiet, erst bei 8000 K
liegen wirklich zwei durch einen stabilen Bereich getrennte instabile Gebiete vor. In
Abb. 6.10 ist a's Ergebnis einer solchen Rechnung die konvektive Geschwindigkeit
aufgetragen. Deutlich sichtbar ist, dass die beiden Gebiete, obwohl sie durch einen
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Abbildung 6.11: Anteil des konvektiven Flusses am totalen Fluf3 in der Rechnung von
F. Kupka (links) und in der Rechnung, der das Kuhful3modell zugrundeliegt (rechts).
Die linke Abbildung wurde Kupka & Montgomery (2002) entnommen.

konvektiv stabilen Bereich getrennt sind, durch eine auch im stabilen Zwischengebiet
nicht verschwindende Geschwindigkeit verbunden sind. Diese ist nur um einen Faktor
5-6 kleiner as im instabilen Bereich. Die Geschwindigkeit in der He Il Konvektions-
zone stimmt in etwa mit dem Ergebnis von Kupka tiberein, in der H | Konvektionzone
jedoch sind die Geschwindigkeiten hoher als im Ergebnis von Kupka. Betrachtet man
hingegen den konvektiven Fluss, so sind die beiden instabilen Gebiete, wie weiter oben
beschrieben, getrennt, zwischen ihnen liegt ein Gebiet, in dem der konvektive Fluss
verschwindet, d.h. in dem der Gesamtauss nur durch Strahlung transportiert wird. Un-
sere Rechnung mit dem KuhfuBmodell gibt dieses Ergebnis qualitativ richtig wieder,
auch hier sind die beiden Zonen fur den Transport von Energie getrennt. Die Werte fur
den konvektiven Fluss hingegen sind wieder deutlich hoher als in der Rechnung von
Kupka.

Der Effekt, dass in den Rechnungen, denen das Kuhfuldmodell zugrunde liegt,
hohere Werte fur konvektive Geschwindigkeiten und konvektive Fliisse erhalten wer-
den, liegt an einem wesentlichen Unterschied zwischen dem von Kupka verwendeten
Modell und dem Kuhful3schen. Das Canutomodell, das Kupka verwendet, verzich-
tet vollstandig auf die explizite Einfuhrung einer Mischungsweglange, wahrend eine
solche im Kuhful3modell auftaucht und bestimmt werden muss. Wir hatten fir die Mi-
schungswegparameter im gesamten Stern den Wert 1.6 verwendet.

Ein weiterer Vergleichspunkt ist die UberschieRlange. Kupka gibt die Uber-
schiefdange unterhalb der He Il Konvektionszone in Einheiten der Druckskalenhdhe
an. Er erhdt durchgehend Werte von etwa 0.45 H,, fur alle Temperaturen, nur fir eine
Rechnung, in der er die Schwerebeschleunigung reduziert hat, erhat er einen hdheren
Wert von 0.52 H,,.
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In unseren Rechnungen erhalten wir, bei einer ebenfalls geringeren Schwerebe-
schleunigung, eine UberschieRdistanz von 0.51 H,. Diesist durchaus vergleichbar mit
den Ergebnissen des Canutomodells, das Kupka verwendet. Zusammenfassend &3t
sich also sagen, dass die Ergebnisse qualitativ Ubereinstimmen; die beiden Konvekti-
onszonen verschmelzen zu einer, wenn man die konvektiven Geschwindigkeiten be-
trachtet, aber sind fur den Energietransport und den konvektiven Fluss deutlich ge-
trennt. Somit stellt dieser Vergleich einen erfolgreichen Test fur die Kuhful3theorie
dar.

6.4 VERGLEICHE MIT EINER 3D SIMULATION

Weiter oben hatten wir dargestellt, dass die eindimensinalen Rechnungen deshalb ein-
gefiihrt wurden, weil dreidimensionale Rechnungen zu aufwandig und zu zeitinten-
siv sind, um sie fur das gesamte Leben eines Sterns durchzuftihren. Dreidimensionale
Rechnungen lassen sich nur fur einen kurzen Zeit- und el ngeschrankten Raumabschnitt
durchfiihren, Hier geben sie aber sehr viel genauere und detailliertere Informationen
Uber die Konvektion, als dieseindimensionale Modelle konnen. Dreidimensionale Mo-
delle mussen deshalb als Prifstein fur die vereinfachten eindimensionalen Modelle
herangezogen werden. Wir wollen diesam Beispiel einer einfachen dreidimensionalen
Rechnung vorfihren.

6.4.1 Die Rechnungen Muthsam

Die dreidimensionalen Rechnungen wurden von Herbert J. Muthsam durchgefiihrt.
Die wesentlichen Grundziige der Simulation sind in Muthsam (1999) dargestellt. Im
Unterschied zur dort vorgestellten Arbeit, in der zwel instabile Gebiete durch ein stabi-
les Gebiet getrennt sind, wurde in der hier behandelten Rechnung ein instabiles Gebiet
behandelt, das von zwei stabilen Gebieten umgeben ist.

Muthsam gibt eine hydrostatische KonEguration innerhalb einer Simulations-Box
vor. Diese Kon£guration wird leicht gestort und anschlief3end sich selbst tberlassen.
Im Simulationsgebiet wird von einem idealen einatomigen Gas ausgegangen, es gilt

also

P:EpT
I

5

725

und damit ¢, = 1.5 %, cp = 2.5% und V,q4 = 0.4. Die Ausdehnung des instabilen Ge-
bieteswird vorgegeben, indem die Viskositat und die Warmel eitfahigkeit auf geeignete
Werte festgelegt wird. Schliefdlich gibt Muthsam Werte fur den konvektiven Fluss aus,
indem er die entsprechenden Werte seiner Simulation tUber aquiplanare Ebenen und
langere Zeitraume mittelt.
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Abbildung 6.12: Die verschieden Temperaturgradienten, wie sie in der dreidimensio-
nalen Rechnung von H. J. Muthsam vorgegeben werden, b.z.w. sich einstellen (links
im Modell Nr. 104 rechtsim Modell Nr. 155). Man beachte auch die unterschiedliche
Skalierung der beiden Abbildungen.

6.4.2 Vergleichende Rechnungen mit der Kuhfulstheorie

In unseren vergleichenden Box-Rechnungen nehmen wir die gemittelten Grof3en, wie
siesich in zwei unterschiedlichen Versionen der Muthsamschen Rechnungen ergeben,
und berechnen vor diesem Hintergrund die Struktur der Konvektionszone, wie siesich
durch das Eingleichungsmodell von Kuhfuf3 ergibt. Die beiden unterschiedlichen Ver-
sionen seiner Rechnung tragen bel Muthsam die Nummern 104 und 155. Wir verwen-
den hierfur wieder eine Prozedur aus der NAG Bibliothek, wie bereits weiter oben im
Zusammenhang mit den Testrechnungen zum Abklingverhalten diskutiert. Als Start-
modell Ubergeben wir ein lokales Pro£l fr die konvektiven Geschwindigkeiten und
rechnen, bis sich durch die nichtlokalen Terme ein stationarer nichtlokaler Zustand
eingestellt hat. In diesem vergleichen wir vor alem den konvektiven Fluss mit den
entsprechenden Ergebnissen der dreidimensionalen Rechnungen.

In der Abb. 6.12 £nden sich die Temperaturgradienten V ,.,q und V.4, wie siein der
Rechnung von Muthsam vorgegeben werden. Der Temperaturgradient V stellt sich in
seiner Rechnung entsprechend seinen Simulationen ein. Wir verwenden zunachst die
Gradienten V.4 und V.4 und berechnen daraus gemal3 Gl. 4.7 die im Auftrieb wirk-
same Uberadiabasie V — V4. Diese wird dann im Eingleichungsmodell verwendet.

Hat sich nach einiger Simulationszeit ein stationarer nichtlokaler Zustand einge-
stellt, so erhaten wir fir die beiden verschiedenen Modelle ein Pro£l fur die kon-
vektive Geschwindigkeit, fir den konvektiven Fluss und den Temperaturgradienten in
unserer Rechnung. Diese Ergebnisse sind in Abb. 6.13, 6.14 und in 6.15 dargestellt.

Das Gebiet mit nichtverschwindender konvektiver Geschwindigkeit dehnt sich in
beiden Fallen, wie in Abb. 6.13 sichtbar, deutlich weiter aus, as die Schwarzschild-
grenzen dies vorgeben wirden. Besondersinteressant ist der Vergleich der konvektiven
Flisse, diese konnen in Abb. 6.14 betrachtet werden. Zu sehen ist, dassim Inneren des
konvektiv instabilen Bereichs die Flisse des Kuhful3modells recht gut mit den drei-
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Abbildung 6.13: Geschwindigkeitspro£l nach der Kuhfuf3theorie vor dem Hintergund
der beiden Modelle (Nr. 104 links und Nr. 155 rechts) Auch hier beEnden sich kon-
vektive Gebiete jenseits der Schwarzschildgrenze, im Modell Nr. 155 reicht das kon-
vektive Gebiet sogar an den Rand des Simulationsbereichs heran. Man beachte auch
die unterschiedliche Skalierung der beiden Abbildungen.
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Abbildung 6.14: Konvektiver Fluss nach der 3D Rechnung von Muthsam (gestrichelt)
und im Kuhful3modell (durchgezogen) im Vergleich. Wieder ist links das Modell Nr.
104 und rechts das Modell Nr. 155 dargestellt. Im Zentrum des konvektiven Gebiets
stimmen die konvektiven Flisse weitgehend Uberein, am Rand der konvektiven Zone
ergibt das Kuhfumodell betragsmaldig zu grof3e Flisse, dafir jedoch eine geringere
Ausdehnung der UberschieRRzone.
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Abbildung 6.15: In dieser Abbildung sind die Temperaturgradienten dargestellt, wie
sie sich in den beiden Rechnungen, der dreidimensionalen von Muthsam und der ein-
dimensionalen im KuhfuBmodell, ergeben. Im Zentrum der Zone sind die Gradien-
ten beide sehr nahe dem adiabatischen Gradienten, naher zum Rand des konvektiven
Gebiets hin ergeben die dreidimensionalen Rechnungen jedoch einen Gradienten, der
wesentlich naher am radiativen Gradienten liegt.

dimensionalen Rechnungen Ubereinstimmen. Am Rande des instabilen Bereichs und
noch viel mehr in der Uberschiel3zone sieht die Sachlage jedoch deutlich anders aus.
In der Uberschief?zone wird der konvektive Fluss zwar auch in beiden Fallen negativ,
im Kuhfuf3modell jedoch mit deutlich hoheren Betragen als in den dreidimensionalen
Rechnungen. Desweiteren sind die Uberschief}gebietein den dreidimensionalen Rech-
nungen deutlich ausgedehnter alsim Kuhfuldmodell. Dies hat auch Auswirkungen auf
den Temperaturgradienten, der sich letztlich einstellt (vgl. Abb. 6.15). Dieser gleicht in
beiden Fallen im Zentrum des konvektiven Gebiets dem adiabatischen Gradienten, am
Rand der konvektiven Zone jedoch ergibt sich in den dreidimensionalen Rechnungen
ein Temperaturgradient, der wesentlich naher an einer radiativen Schichtung liegt, als
diesin der Kuhfufrechnung der Fall ist.

Dieses Verhalten ist konsistent mit den Ergebnissen, die wir in Abschnitt 3.7 zu-
sammengefasst hatten. Dort hatten wir festgestellt, dass die in das Kuhfuldmodell ein-
gehende Annahme eines isotropen Geschwindigkeitsfeldesinkonsistent ist. Besonders
auffalig trat dies im Dreigleichungsmodell zutage. In das Eingleichungsmodell, wie
es hier verwendet wird, geht diese Annahme ebenfalls ein, alerdings sind die Inkon-
sistenzen hier nicht ganz so deutlich sichtbar wie im Dreigleichungsmodell. Im Ge-
gensatz zu einem vollstandigen isotropen Geschwindigkeitsfeld ist eher zu erwarten,
dass auch im Inneren des konvektiven Gebiets ein anisotropes Geschwindigkeitsfeld
vorliegt, in dem die Geschwindigkeiten in vertikaler Richtung bevorzugt sind. Dies
wirde einem Isotropiefaktor entsprechen, der grofer ist als der isotrope Wert von %
(zwischen % und 1). Am Rand der Konvektionszone dagegen erwartet man fur den
Anisotropiefaktor einen Wert, der deutlich kleiner ist als 3, dort sollte ein anisotro-
pes Geschwindigkeitsfeld vorliegen, in dem horizontal e Geschwindigkeitskomponen-
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ten bevorzugt sind. Der Anisotropiefaktor sollte vom Inneren der Konvektionszone
zum Rand hin bis auf null abfallen.

Verwendet man nun im gesamten konvektiven Gebiet ein isotropes Geschwindig-
keitsfeld, so erhalt man im Zentrum einen Anisotropiefaktor, der zu gering ist, und
am Rand einen Anisotropiefaktor, der deutlich zu grof3 ist. Dies wirkt sich direkt auf
den konvektiven Fluss aus, denn dort geht der Anisotropiefaktor ja direkt ein, vgl.
Gl. 3.19. Der konvektive Fluss nach Kuhful® ware also im Zentrum des konvektiven
Gebiets etwas zu gering, an Rand des konvektiven Gebiets jedoch (betragsmaliig) zu
grof3. Diesist genau das Verhaten, dasin Abb. 6.15 beobachtet werden kann. Fur den
sich einstellenden Temperaturgradienten bedeutet dies, dass die Konvektion am Rand
des konvektiven Gebietes effektiver ist, as dies mit einem veranderlichern Isotropie-
faktor der Fall ware. Ein ahnliches Verhalten £ndet sich auch in Xiong & Deng (2002),
wo die Konvektionszone der Sonne und ihre Auswirkung auf den Lithiumgehalt an der
Oberaache untersucht wird. Xiong £ndet, dass am Unterrand der Sonne das Gebiet des
konvektiven Mischens deutlich weiter reicht als das Gebiet, in dem noch Energie durch
Strahlung transportiert wird.

6.5 KONVEKTIVES UBERSCHIESSEN UND DIE
ENTWICKLUNGSPHASEN EINES STERNS

Konvektives UberschieRen wurde nicht nur aus theoretischen Uberlegungen unter-
sucht, sondern weil ein zusatzliches konvektives Mischen signifkante Auswirkungen
auf einige Phasen der Sternentwicklung hat. Einige der wichtigsten Auswirkungen
dieses konvektiven Mischens sollen hier kurz aufgefuhrt und im Anschluss daran im
Zusammenhang mit dem KuhfuBmodell der Konvektion naher diskutiert werden. In
diesem Zusammenhang soll noch der Ubersichtsartikel Schroder & Eggleton (1996)
erwahnt werden. Dort werden ebenfalls einige dieser Effekte diskutiert und im An-
schluss wird untersucht, welche Konsequenzen ein konvektives Uberschiefen fiir die
spaten Entwicklungsphasen von Sternen hat. Insbesondere wird darauf eingegangen,
wie sich die Lage im HRD verandert und welche Konsequenzen dies fir die Kalli-
bration von (-Aur Systemen hat. (-Aur Systeme sind Bedeckungsveranderliche, die
einen hellen Riesenstern enthalten. Sie haben Uiblicherweise Periodendauern zwischen
0.5 und 20 Jahren. In ihnen kann man aus den Lichtkurven die Parameter des Systems,
wie Radius und Masse der Einzelsterne gut bestimmen. Zu einer grundlegenden Dis-
kussion der einzelnen Entwicklungsphasen, die hierbel von Bedeutung sind, soll auf
die einschlagigen Lehrbiicher oder auf Ubersichtsartikel wie z.B. Iben (1967) verwie-
sen sein. Die markantesten Effekte von Uberschiefien sind:

e Konvektives UberschieRen vergroRert den Brennstoffvorrat des Wasserstoffbren-
nenden Kerns.

e Dadurch verlangert Uberschiefen die Dauer des zentralen Wasserstoffbrennens,
d.h. die Lebenszeit auf der Hauptreihe.
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¢ Die beobachtete Hauptreihe wird verbreitert hin zu niedrigeren Effektivtempe-
raturen.

e Die Zeit wahrend des anfanglichen Wasserstoffschalenbrennens, also vor Uber-
guerung der Hertzsprung-L ticke, wird verkirzt.

o Die Masse des Heliumkerns, der nach dem Wasserstoffbrennen zuriickbleibt, ist
vergrof3ert.

e Dies bewirkt, dass auch die Leuchtkraft im zentralen Heliumbrennen erhdht
ist, d.h. die Schleifenbewegung im HRD, die ein Stern wahrend dieser Phase
ausfuhrt, liegt bel hoheren Leuchtkraften.

e Die Ausdehnung dieser Schleifen dagegen wird reduziert.

UberschieRen beeincult also die Helligkeit und die Entwicklungszeit eines Sterns,
und hat somit Einoul auf die Stellarstatistik und insbesondere das Zahlenverhaltnis
von Riesen zu Hauptreihensternen. Hierbel treten die Effekte des UberschielRens, das
in den konvektiven Kernen wahrend des zentralen Wasserstoffbrennens stattfand, in
den spateren Entwicklungsphasen deutlicher zu Tage. Auf dieses Phanomen weisen
z.B. Kippenhahn und Weigert deutlich hin, indem sie die spaten Entwicklungspha-
sen als VergrofRerungsglas charakterisieren, das die Unterschiede in den Rechnungen
der vorhergehenden Phasen deutlich aufzeigt (Kippenhahn & Weigert (1994) Kapitel
31.4).

6.5.1 Der Brennstoffvorrat des Kerns

Durch das zusatzliche Mischen von chemischen Elementen tber die Schwarzschild-
grenze hinaus bis hin zum Rand der UberschieRzone wird der Brennstoffvorrat des
Kerns deutlich erhoht. Wir wollen dies am Beispiel eins 5 M, Sterns aufzeigen. Die
vorliegende Rechnung wurde durchgefiihrt, beginnend auf der ZAMS mit dem Ein-
gleichungsmodell von Kuhfuf3, wie esin Kapitel 4 beschrieben ist. Fir den Parameter
oy, der den konvektiven kinetischen Strom parametrisiert, wurde fur die nichtloka
le Rechnung der von Kuhful3 abgeschatzte Wert von 0.25 verwendet, fir die lokale
Rechnung wurde dieser Parameter auf Null gesetzt.

Aus der Abbildung 6.16 ist ersichtlich, dass der fir Brennvorgange zur Verfugung
stehende und damit in den spateren Entwicklungsphasen verbrannte Wasserstoffvorrat
im nichtlokalen Fall deutlich gegentiber dem lokalen Fall erhoht ist. Verwendet man fir
o, anstelle des Kuhful3schen Wertes den wohl etwasrealistischeren Wert von 0.1, soist
die Vergrof¥erung des Wasserstoffvorrats etwas weniger ausgepragt. Die Ausdehnung
des chemisch durchmischten Gebietes sinkt wahrend des zentralen Wasserstoffbren-
nens. Somit entsteht schlief3lich ein chemisches Pro£l mit einer schiefen Stufe, in der
die Wasserstoffkonzentration nach innen kontinuierlich abfallt.
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Abbildung 6.16: Wasserstoffpro£l eines 5 M, Sterns auf der Hauptreihe mit lokaler
und nichtlokaler Konvektion. Aufgetragen sind die Werte in Schritten von 20 Me-
gaahren, der letzte Zeitschritt erstreckt sich Ulber 10 Meggahre. Ein weiterer 10-
Megajahrschritt wirde weit Uber das Ende des zentralen Wasserstoffbrennens hin-
ausfuhren.

6.5.2 Die Lebensdauer auf der Hauptreihe

Durch die Vergrolierung des Brennstoffvorrats, der fur das zentrale Wasserstoffbren-
nen zur Verfigung steht, wird wie bereits aus Abb. 6.9 und 6.16 ersichtlich, auch die
Lebensdauer auf der Hauptreihe vergrofdert. In Abbildung 6.17 ist der Wasserstoff-
gehalt im Zentrum aufgetragen, dieser sinkt in einer Rechnung mit einem lokaen
Konvektionsmodell deutlich schneller als in einer Rechnung, in der das konvektive
UberschieRen beriicksichtigt wurde. In Tabelle 6.3 £ndet sich eine Aufstellung der Le-
benszeiten von Sternen mit Massen zwischen 2.2 und 10M,, fur Parameter o, =0.0,
0.1 und 0.25, also fur eine Rechnung mit der KuhfuRtheorie im lokalen und im nicht-
lokalen Fall mit den bereits dikutierten unterschiedlichen Parametern. Hierbei wurde
as Ende des zentralen Wasserstoffbrennens der Zeitpunkt gewahlt, zu dem der Was-
serstoffvorrat im Zentrum zur Ganze erschopft ist. Fur einen Wert von o« = 0.25 lasst
sich sagen, dass die L ebensdauer wahrend des zentral en Wasserstoff brennes gegentiber
a; = 0.0 im Mittel um etwa 20% und fir o, = 0.1 um 12% vergrof3ert wird.

Um diese Brenndauern und insbesondere die Verlangerung der Lebenszeiten auf
der Hauptreihe mit den Ergebnissen der Paduagruppe zu vergleichen, wurde eine
weitere Rechnung mit einer anderen chemischen Zusammensetzung durchgefiihrt



96 KAPITEL 6. SIMULATIONEN NICHTLOKALER KONVEKTION

40

60
t [My]

Abbildung 6.17: Gehalt an Wasserstoff im Zentrum des 51/, Sterns, wiein Abbildung
6.16. Im Fall einer Rechnung mit einem lokalen Konvektionsmodell (durchgezogene
Linie) sinkt dieser deutlich schneller ab, alsin einer Rechnung, die konvektives Uber-
schief3en beinhaltet (gestrichelte Linie).

Lebenszeiten [My]
Masse | ay = 0.0 | ap = 0.1 | oy = 0.25
22Ms | 843.94 | 948.93 1009.0
2.bM, | 606.05 | 674.18 725.58
3Mg 365.77 | 410.42 437.74
4 M, 168.77 190.97 202.85
5Mg 95.795 108.39 115.33
6Ms 61.831 | 69.999 74.621
8Me 33.373 | 37.688 40.183
10My | 21.786 | 24.431 26.042

Tabelle 6.3: Lebenszeiten des konvektiven Kerns fir verschiedene Sternmassen und
unterschiedliche Parameter «. Als Ende des Wasserstoffbrennenswurde der Zeitpunkt
genommen, an dem der Wasserstoffanteil im Zentrum verschwand. Das zentrale Was-
serstoffbrennen dauert im Mittel um 12% (fur o, = 0.1) bzw. um 20% (fur o, = 0.25)
langer als ohne Uberschiefen (o, = 0.0). Die Anfangliche chemische Zusammenset-
zung auf der ZAMSliegtbel X = 0.7, Y =0.27, Z =0.03 .
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Padua Kuhfuf3
Verlangerung
Masse ohne mit der Brenndauer
[M] Uber- Uber- oy = [%] bel oy =
schieflen | schieffen % 0.0 0.1 0.25 0.1 0.25

57.2146 | 70.9616 | 24.027 || 56.630 | 64.440 | 68.750 | 13.791 | 21.402
83.9827 | 107.568 | 28.084 | 86.162 | 97.776 | 104.14 | 13.479 | 20.865
138.103 | 181.106 | 31.138 || 148.25 | 167.88 | 178.47 | 13.241 | 20.384
271.374 | 368.209 | 35.683 || 312.27 | 352.21 | 372.44 | 12.790 | 19.269
2.5 428.330 | 588.907 | 37.489 || 501.79 | 566.79 | 608.77 | 12.954 | 21.320
2.2 602.370 | 831.764 | 38.082 | 693.87 | 786.38 | 834.10 | 13.332 | 20.210

w b OO

Tabelle 6.4: Vergleich der L ebensdauern auf der Hauptreihe zwischen den Rechnungen
der Paduagruppe (Girardi et al. 2000) und den Rechnungen mit der Kuhfuf3theorie. Der
Metallgehaltist 7 = 0.019, Y = 0.273 und X = 0.708. Aufgetragen ist ferner jewells
die Verlangerung der Dauer des Wasserstoffbrennens in Prozent.

(Z =0.019,Y = 0.273 und X = 0.708). Diese entspricht der Anfangszusammen-
setzung der Sonne. Die Ergebnisse sind in 6.4 angegeben. Die Evolutionsrechnungen
der Paduagruppe wurden in Girardi et a. (2000) beschrieben und veroffentlicht. Diese
verwenden ebenfalls die OPAL Opazitaten, sowie fur niedrige Temperaturen Alexan-
der (1994). Die Grenzen der konvektiven Zonen und somit die Ausdehnung der Uber-
schief3zone werden gemal? Bressan et al. (1981) bestimmt. In diese Theorie geht ein
Paramter A, ein, der die Ausdehnung des konvektiven Uberschiefiens bestimmt.

Die Lebensdauern ohne konvektives UberschieRen stimmen firr die schwereren
Sterne gut Uberein, fur die leichteren Sterne treten Abweichungen auf. Die Verlange-
rung der Wasserstoffbrenndauer durch Uberschief}en jedoch ist im Fall der Paduarech-
nungen (bis zu 38%) deutlich grofRer und markanter als im Fall der Rechnungen mit
dem KuhfuBmodell (13% bzw. 20%). Im Vergleich zu Rechnungen mit dem Kuhfuf3-
modell und o, = 0.25 liegt wieder eine deutlich bessere Ubereinstimmung vor. Insbe-
sondere erhoht sich die Lebensdauer nicht bei allen Sternmassen um nahezu denselben
Faktor wie bel dem Kuhfuflmodell, sondern das Wasserstoffbrennen wird bei leichten
Sternen um einen deutlich grofReren Prozentsatz verlangert (38% bei einem 2.2 M,
Stern gegeniiber 24% bei einem 6 M,). Dies liegt daran, dass in den Rechnungen, die
das Kuhful3modell verwendeten, die Mischungsweglange fur kleine Sternmassen, das
heifd fur kleine konvektive Kerne aus physikalischen Griinden verkirzt wurde (vgl.
Kapitel 3.7.1). Ein ahnliches Vorgehen £ndet bei Girardi et al. (2000) nicht statt. Die
L ebenszeiten der Rechnungen mit Uberschief}en der Paduagruppe stimmen dagegen
recht gut mit den Rechnungen der Kuhfuf3theorie fur den Fall von a; = 0.25 Uberein.
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6.5.3 Die Breite der Hauptreihe

Vergleicht man Beobachtungen mit Entwicklungsrechnungen, die mit klassischer Mi-
schungswegtheorie gerechnet wurden, so stellt man fest, dass diese Rechnungen ei-
nige Defzite aufweisen (Racine (1974), Torres-Peimbert (1971), Demarque (1972),
Bell (1972) und Maeder (1974)). Unter anderem war auch die beobachtete Hauptrei-
he breiter als die theoretisch errechnete. Auch dies kann ausgeglichen werden, indem
man einen um einen gewissen Anteil vergrof3erten konvektiven Kern verwendet. Hier-
bei muss alerdings, wie bereitsin Kapitel 6.2 diskutiert, im Massenbereich zwischen
2und 6 M, ein variabler Prozentsatz gewahlt werden, der an die Beobachtungen an-
gepasst wird. In unseren Rechnungen, unter Verwendung des Kuhful3modells, ergab
sich diese variable Uberschief¥distanz zwingend aus der Theorie von selbst. Wir ver-
wenden hier wieder das Eingleichungsmodell von Kuhful3 mit Parametern ;=0.0, 0.1,
0.25. Hier sollen zunachst Sterne mit Massen zwischen 2.2 und 10 M, betrachtet wer-
den. In Abb. 6.18 ist zu sehen, dass der Raum im HRD, den der Stern wahrend seines
zentralen Wasserstoffbrennens einnimmt, mit steigendem Parameter «; in der Tat zu-
nehmend breiter wird.
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Abbildung 6.18: HRD mit Sternen im Massenbereich zwischen 2.2 und 10M,. Die
Rechnungen beginnen auf der Nullalterhauptreihe und reichen bis deutlich nach dem
Ende des zentralen Wasserstoffbrennens. Die Rechnungen wurden jeweils mit unter-
schiedlichen Parametern o durchgefuihrt. o, = 0.0, der lokale Fall (schwarz) und die
Rechnungen mit Uberschiefen o, = 0.1 (rot) und o, = 0.25 (blau).
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log T log pe

Masse | ay =00 | oy =0.1 | s =025 | oy = 0.0 | oy = 0.1 | o, = 0.25
2.2Mg 7.417 7.495 7.508 2.342 2.385 2.401
2.5Mg 7.487 7.510 7.524 2.262 2.302 2.324
3Mg 7.510 7.533 7.549 2.215 2.190 2.207
AM 7.542 7.572 7.588 1.975 2.021 2.042
5Mes 7.571 7.604 7.621 1.861 1.905 1.923
6 My 7.595 7.631 7.650 1.775 1.823 1.838
8Mg 7.642 7.680 7.699 1.644 1.692 1.707
10M 7.678 7.715 7.734 1.557 1.605 1.625

Tabelle 6.5: Zentraltemperatur und Dichte unmittel bar nach dem Erldschen des zentra-
len Wasserstoffbrennens. Die Modelle mit konvektiven Uberschief}en sind im Zentrum
heif3er und dichter a's die entsprechenden Modelle, in denen eine |okale Konvektions-
theorie verwendet wurde.

Wahrend des zentralen Wasserstoffbrennens gehen folgende Vorgange vor sich:
Durch die nuklearen Brennprozesse im Inneren werden Wasserstoffatomkerne ' H, also
Protonen, zu Heliumkernen “He verschmol zen. Davier Protonen fur einen Heliumkern
notig sind, wird durch diesen Prozesse die mittlere Teilchenzahl pro Gramm reduziert,
bzw. das mittlere Molekulargewicht ;. der Teilchen erhoht. Somit kann das Gleichge-
wicht zwischen Gravitationskraft und Druck nur durch ein Ansteigen der Dichte und
der Temperatur erhalten werden. Deutlich wird dies an einem idealen Gas, bei dem die
Zustandsgleichung

p=r"
7!
lautet, mit der Gaskonstante R. Dieser Anstieg von Temperatur und Dichte wird durch
eine Kontraktion des Kerns erreicht. Auf eine solche Kontraktion reagieren Sterne mit
einer korrespondierenden Expansion der Hullle. Dain dieser Phase L ~ p* gilt, ergibt
sich der beobachtete Effekt, dass UberschieRlen die Modelle zu hdheren L und niedri-
geren T4 verschiebt. In Tabelle 6.5 £nden sich jeweils die Temperatur und die Dichte
im Zentrum fir Modelle mit zunehmenden konvektiven Uberschief3en. Die Werte wur-
den jewells nachdem der Wasserstoffkern ausgebrannt war ermittelt.

6.5.4 Beginn des Schalenbrennens

Erschopft sich der Wasserstoffvorrat im Kern zunehmend und erlischt schlief3lich, so
geschieht ein Ubergang vom zentralen Brennen zum Schalenbrennen im wesentlichen
in zwel Schritten. Zunachst beginnt eine Phase, in der der Stern in seiner Gesamtheit
kontrahiert. Diese Kontraktion ist verbunden mit einem Anstieg der Effektivtemperatur
und der Leuchtkraft, die Position des Sterns im H-R-Diagramm verschiebt sich nach
links oben, der Stern wandert wieder weg vom kilhlen Ende der Hauptreihe hin zuihrer
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Mitte. Die Zeitpunkte und die Zeitdauer fir diese Phasen, wie sie in Abb. 6.19 mar-
kiert sind, sind in Tabelle 6.6 filr Modelle mit unterschiedlich starkem UberschieRen
wiedergegeben.

In der zweiten Phase des Ubergangs zum Schalenbrennen verlagert sich nun der
Hauptteil der Energieproduktion vom Zentrum in die Schalenquelle. Im Kern gilt:

oL

om
Der ausgebrannte Kern kontrahiert deutlich schneller als zuvor der Stern in seiner Ge-
samtheit. Der Kern wird dabei zunehmend isotherm. In der entstehenden Schalenquel -
le hingegen verlagern sich die Brennvorgange immer weiter hin zu noch nicht ausge-
brannten Bereichen, der dort vorréatige Wasserstoff wird geziindet und die dabei ent-
stehende Leuchtkraft wird nach auf3en transportiert. Die oberhalb der Schalenquelle
gelegenen Schichten reagieren hierauf mit einer Expansion. Da fur diese Expansion
der Hille Energie bendtigt wird, kann nicht die gesamte in der Schalenquelle produ-
Zierte Energie die Oberaache erreichen. Dies ist der Grund fur den voriibergehenden
Abfall der Leuchtkraft, der in Abb. 6.19 kurz nach Punkt 2 zu beobachten ist.

Einer der Effekte des UberschieRensist, dass die Zeit verkiirzt wird, in der der Stern
diesen Ubergang vom zentralen Brennen zum Schalenbrennen vollzieht. In Tabelle 6.6
werden fur Sterne mit Massen zwischen 2.2 und 10 M, die Zeitpunkte aufgefihrt, zu
denen der jeweilige Stern die Punkte 1,2 bzw. 3, wie siein Abb. 6.19 angegeben sind,
erreicht. Diese Zeitpunkte entsprechen dem ersten Minimum in der Effektivtempera-
tur, dem ersten und dem zweiten Maximum in der Leuchtkraft. Wie man erkennt, sinkt
hier die Zeitspanne A, 5 = t5 —to, wahrend der der Ubergang zum Schal enbrennen er-
folgt, mit steigendem Parameter ;. Besonders deutlich wird dieser Effekt, wenn man
diese Zeitspanne im Verhaltnis zur Dauer des zentralen Wasserstoffbrennens betrach-
tet. Diesist in der achten Spalte der Tabelle 6.6 angegeben. Im Fall eines2.2M ., Sterns
erstreckt sich diese Ubergangsphase im lokalen Fall iber 3.39% der Zeit des zentralen
Brennens, im Gegensatz zum nichtlokalen Fall, mit lediglich 0.207% (fur o, = 0.25).

Zusammenfassend |&sst sich also sagen: Je groRer das konvektive Uberschieflen
ist, umso langer dauert das zentrale Wasserstoffbrennen, aber umso schneller geht der
Ubergang zum Schalenbrennen vonstatten.

€n — 0 (6.2)

6.5.5 Hdiumkernmasse

Durch das Wasserstoffbrennen auf der Hauptreihe bleibt im Zentrum ein Gebiet
zuriick, in dem der Wasserstoffvorrat erschopft und Helium angereichert ist. Dieses
Gebiet ist, abhangig von der verwendeten Konvektionstheorie und insbesondere von
der Ausdehnung des konvektiven Gebietes wahrend des Wasserstoffbrennens, unter-
schiedlich grof3. Da aber gerade die Grofse und Gestalt dieses Heliumkerns eine be-
deutende Auswirkungen auf die weitere Entwicklung des Sterns wahrend der spateren
Phasen seiner Entwicklung hat, soll hier seine Ausdehnung und insbesondere seine
Abhangigkeit vom konvektiven UberschieRRen diskutiert werden.
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| Masse | a; [ t1[My] | t2[My] | t3[My] || Aio [My] | Aos [MY] | Ags/ts |
2.2Ms | 0.0 || 818.348 | 843.978 | 872.628 25.630 28.650 3.39%
22Mg | 0.1 | 925.047 | 948.942 | 952.868 23.897 3.9264 0.414 %
2.2M | 0.25 || 986.238 | 1009.01 | 1011.10 22.776 2.0862 0.207 %
2.5M. | 0.0 || 588.072 | 606.706 | 621.984 18.634 15.278 2.52 %
2.5Ms | 0.1 || 657.670 | 674.170 | 677.056 16.500 2.8856 0.428 %
2.5M | 0.25 || 709.679 | 725.588 | 726.788 15.908 1.2004 0.165 %
3M, 0.0 || 354.381 | 365.781 | 373.343 11.400 7.5621 2.07 %
3M, 0.1 || 400.381 | 410.407 | 412.050 10.026 1.6441 0.401 %
3M. | 0.25 || 428.769 | 437.749 | 438.574 8.9800 0.82457 0.188 %
4M 0.0 | 164.034 | 168.747 | 172.132 4.7123 3.3866 2.007 %
4 M 0.1 || 186.671 | 190.963 | 191.587 4.2921 0.62392 0.327 %
4M, | 0.25 || 198.935 | 202.849 | 203.193 3.9137 0.34486 0.170 %
5Mo, 0.0 || 92.9169 | 95.7834 | 97.2694 2.8665 1.4859 1.55%
oM, 0.1 || 105.966 | 108.385 | 108.680 2.9189 0.29427 0.272 %
5Ms | 025 | 113.101 | 115.324 | 115.500 2.2118 0.17676 0.153 %
6M 0.0 || 60.0447 | 61.8214 | 62.5495 1.7766 0.72808 1.178 %
6M, 0.1 || 68.4505 | 69.9955 | 70.1617 1.5449 0.16626 0.238 %
6M, | 0.25 | 73.2232 | 74.6192 | 74.7230 1.3960 0.10381 0.139 %
8Mo, 0.0 || 32.4184 | 33.3681 | 33.5475 | 0.88673 0.17927 0.537 %
8Meg 0.1 || 36.8860 | 37.6870 | 37.7490 || 0.80097 | 0.061964 | 0.164 %
8Ms | 0.25 || 39.4449 | 40.1836 | 40.2249 | 0.73867 | 0.041254 || 0.103 %
10Ms | 0.0 || 21.2465 | 21.7846 | 21.8555 | 0.53811 | 0.070881 || 0.325%
10Ms | 0.1 || 23.9442 | 24.4314 | 24.4649 | 0.48721 | 0.033466 || 0.137 %
10M, | 0.25 || 25.6215 | 26.0424 | 26.0661 | 0.42086 | 0.023695 || 0.0910%

Tabelle 6.6: Zeitdauer fur die unterschiedlichen Entwicklungsphasen. Die Zeiten ¢4, t5
und ¢35 entsprechen den Punkten 1, 2 und 3 in Abb. 6.19. Angegeben sind ferner das
Zeitintervall A, » zwischen ¢; und ¢, und das Intervall Zeitintervall A, 5 zwischen ¢,
und ¢3. In der letzten Spalte £ndet sich der prozentuale Anteil, den die Entwicklungs-
phase A, 5 im Verhaltnis zur Dauer der zentralen Wasserstoffbrennens ausmacht.
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Abbildung 6.19: Entwicklungspunkte im HRD, an denen die Zeiten in Tabelle 6.6
angegeben sind. die Punkte 1, 2 und 3 entsprechen den Zeiten ¢4, ¢, und ¢5.

Wir betrachten Sterne mit 4, 5und 6 M. Der Parameter o, wurde wieder zu 0.0,
0.1 und 0.25 gesetzt. Untersucht wurde die Masse des Heliumkerns am unteren Ende
des roten Riesenasts, aso nach Uberquerung der Hertzsprungliicke und vor Beginn
des zentralen Heliumbrennens. Als Grenze des konvektiven Kerns wurde der Punkt
gewahlt, an dem die Wasserstoffkonzentration unter 10> sinkt, also der innere Rand
der Schalenquelle. In Tabelle 6.7 ist diese Grenze in Massenkoordinaten angegeben.
Ebenfalls angegeben ist die Effektivtemperatur und Leuchtkraft , also die Position im
H.-R.-Diagramm. Dies ist gerade der Punkt mit der geringsten Leuchtkraft. Es lasst
sich sehen, dass die Ausdehnung des Kerns jeweils mit steigenden UberschieRen, al-
so mit steigendem Paramter o, zunimmt. Der prozentuale Anteil, um den der ausge-
brannte Kern durch Uberschieflen wichst, steigt aber nicht nur mit dem UberschielRpa-
rameter, sondern auch mit der Masse. Die VergrofRerung des Kerns liegt bel oy = 0.1
zwischen 5% und 10% und fur o, = 0.25 zwischen 9% und 20%, jewells fur einen
4 M., bzw. 6M, Stern. Somit sind die Auswirkungen einer nichtlokalen Konvektions-
theorie auf die Struktur eines Sterns am Ende des Heliumbrennens bel schwereren
Sternen deutlicher zu bemerken als bei leichteren Sternen. Dies liegt daran, dass es
wahrend des Wasserstoffbrennens notig war, fur Sternmassen < 6 M, eine verringerte
Mischungsweglange zu verwenden (vgl. Kapitel 3.7.1).
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M/My | oy |logL/L® | logTeg | Myem/M
4 0.0 | 2.0637 | 3.6899 | 0.11027
4 0.1 21901 | 3.6787 | 0.11578
4 0.25| 22659 |3.6739| 0.12072
5 0.0 24701 | 3.6598 | 0.11419
5 0.1 2.5665 | 3.6664 | 0.12252
5 0.25| 26572 | 3.6652 | 0.12961
6 0.0 2.7303 | 3.6607 | 0.11749
6 0.1 2.8755 | 3.6519 | 0.12964
6 0.25| 29820 | 3.6362| 0.14134

Tabelle 6.7: Masse des Heliumkerns Mx.,,/M zu Beginn des Heliumbrennens. fur
unterschiedliche Sternmassen und unterschiedliche Parameter o.. Ferner ist die zu-
gehorende Leuchtkraft und Effektivtemperatur angegeben.

6.5.6 Leuchtkraft und Ausdehnung der blauen Schleife

Wie bereits weiter oben erwahnt, hat das konvektive Uberschief}en, das einen ver-
grofRerten Heliumkern hervorruft, Auswirkungen auf die spateren Entwicklungsphasen
des Sterns. Insbesondere wird der Eincuss darauf sichtbar, wie grof3 und ausgepragt
die sogenannten blauen Schleifen sind, die wahrend des zentralen Heliumbrennens
wegfuhren von der Hayashi-Linie hin zu hoheren Temperaturen, was eine deutliche
Lageanderung im HRD bedeutet und somit gut beobachtbar ist. So ist in Abb. 6.20
und 6.21 sichtbar, dass die Schleifen in den Modellen mit UberschieRen bei deutlich
hoheren Leuchtkréaften liegen alsin den Modellen mit einem |okalen Konvektionsmo-
dell. Ein weiterer wesentlicher Punkt ist die Zeitspanne, wahrend der sich ein Stern
in der Phase des zentralen Heliumbrennens befndet, denn diese Zeitspanne beein-
ausst die Anzahl der Sterne, die im entsprechenden Bereich des HRD zu beobachten
sind. Da die Modelle mit konvektivem Uberschiellen wahrend des zentralen Helium-
brennens bel hoheren L euchtkraften liegen, verbrauchen sie auch ihren Heliumvorrat
schneller und somit ist die Zeitskala, die der Stern in der Schleife verbringt, verkirzt.
Beriicksichtigt man zudem, dass Uberschiefien die Verweildauer auf der Hauptreihe
verlangert, so verandert sich durch eine nichtlokale Betrachtung der Konvektion das
Verhdltnis der Anzahl von Sternen wahrend des zentralen Heliumbrennens zu Sternen
wahrend des zentralen Wasserstoffbrennens betrachtlich.

Die Tatsache, dass die blauen Schleifen eine geringere Ausdehnung haben und bei
hoheren Leuchtkraften liegen, stimmt mit Beobachtungen tiberein, wiesievor allem an
Doppelsternen durchgefiihrt wurden. Dort kann man beobachten, dass der weiter ent-
wickelte der beiden Sterne eine deutlich hohere Temperatur hat, als diesin Modellen
mit lokaler Konvektion erklarbar ist. Doppelsterne sind deshalb besonders interessant,
daman bei ihnen sehr gut die Massen der beiden Sterne bestimmen kann. Ferner weil3
man, dass beide Sterne aufgrund einer gemeinsamen Entstehungsgeschichte diesel-
be anfangliche chemische Zusammensetzung und das gleiche Alter haben. Besonders
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Abbildung 6.20: Entwicklungsweg eines 5/, Sternsim H.-R.-Diagramm fiir Parame-
ter o, =0.0 (Schwarz), 0.1 (Blau) und 0.25 (rot).
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Abbildung 6.21: Entwicklungsweg eines 6/, Sternsim H.-R.-Diagramm fiir Parame-
ter o, =0.0 (Schwarz), 0.1 (Blau) und 0.25 (rot).
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ist dabei allerdings Riicksicht zu nehmen, ob beide Sterne wahrend ihrer Geschichtein
Kontakt standen, d.h., dass Masse von einem Stern abstromte und sich auf dem anderen
anlagerte. Einige Beispiele fir solche Doppel sterne werden z.B. in Schroder & Eggle-
ton (1996) aufgefuhrt. Weitere Beispiele £nden sich in El Eid (1995) und Ribas et al.
(2000). In dieser Arbeit soll jedoch nur das prinzielle Verhalten gezeigt werden, da
fur eine eingehendere Diskussion eine detailiertere Untersuchung der Lage der Scha-
lenquelle sowie der Struktur des chemischen Pro£ls notig ist. Dieses wird von einer
Reihe von Effekten wie Metallabhangigkeit, Semikonvektion oder durch Mischen von
Material zwischen Schalenquelle und Hulle durch eine tiefreichende Konvektionszone
beeinausst.

6.6 SONNENMODELLE

In den vorhergehenden Kapiteln haben wir das Kuhful3sche Konvektionsmodell auf
verschiedene Problemfalle angewendet, und dabei zum Teil qualitative (die Hulle von
A-Sternen) und zum Teil quantitative Ergebnisse (die Uberschielllange in konvektiven
Kernen und die Lebenszeiten auf der Hauptreihe) erhalten. Wir wollen die Konvek-
tionstheorie nun auf unsere Sonne anwenden. Da die Eigenschaften dieses uns am
nachsten gelegenen Sternes besonders genau vermessen sind, ist dies ein besonders
empEndlicher Test, der auch in der Vergangenheit immer wieder als Testlaboratorium
fur die Sternentwicklung verwendet wurde z.B. in Weiss et al. (2001) oder Richard
et a. (1996).

Insbesondere kann man bei der Sonnne die seismischen Schwingungen an der
Oberaache sehr genau vermessen und aufgrund seismischer M ethoden auf die Struktur
im Inneren der Sonne schlief3en wie auf den Verlauf der Schallgeschwindigkeit von der
Hulle bis hin zum solaren Zentrum (vgl. Basu (1996)). Nimmt man diesen Verlauf der
Schallgeschwindigkeit und vergleicht ihn mit den entsprechenden Werten, wie sie sich
aus theoretischen Modellen ergeben, so kann man Uberprifen, ob die theoretischen
Modelle im Rahmen der Messgenauigkeit mit den Ergebnissen der Helioseismologie
Ubereinstimmen und diese somit verif£zieren oder falsi£zieren. Ein Bespiel f irr ein sol-
ches Vorgehen ist die Arbeit von Weiss et al. (2001), in der Uberprift wird, ob das
Modell einer modi£zierten Abschirmung der Atomkerne durch das Plasma und der
damit verbundenen veranderten Kernreaktionsraten in einem Sonnenmodell mit der
beobachteten Sonne vereinbar ist.

In dieser Arbeit und in den im Folgenden hier vorgestellten Rechnungen wird, so-
fern nicht gesondert erwahnt, im numerischen Verfahren vorgegangen wie in Schiattl
(1999) erlautert. Dies fuhrt zum Garchinger Sonnenmodell (GSM). Die Zustandsglei-
chung und die Opazitaten werden wie in Kapitel 4 beschrieben verwendet. In der Ent-
wicklung der Verteilung chemischer Elemente wird neben der Umwandlung von Ele-
menten durch Kernreaktionen auch die mikroskopische Diffusion durch Temperatur-,
Druck- und Konzentrationsdiffusion ebenso wie das konvektive Mischen berticksich-
tigt. Fur das letztere wird ebenfalls ein Diffusionsansatz verwendet, wie er sich in
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Langer et al. (1985) £ndet. Hierbel geht in die Diffusionskonstante unter anderem die
konvektive Geschwindigkeit ein. Diese wird bel Schlattl (1999), adternativ nach der
Konvektionstheorie von Vitense (1953) oder Canuto & Mazzitelli (1991) und Canuto
& Mazzitelli (1992) berechnet. In der Kuhfuf3schen Theorie erhalten wir die konvek-
tive Geschwindigkeit, wieder unter der |sotropieannahme, aus der konvektiven kineti-
schen Energie w.

Um die Struktur der Sonnenatmosphare und die auleren Randbedingungen zu be-
rechnen, wird eine Modellatmosphare angefiigt, wie sie aus den zweidimensionalen
Simulationsrechnungen von Freytag et al. (1996) folgt. Die Modelle werden entweder
von der Nullalterhauptreihe (ZAMS) oder von der Vorhauptreihe (PMS) beginnend
bis zum heutigen Alter der Sonne gerechnet. Hierbel ergeben sich abhangig von un-
terschiedlichen Werten fur die Mischungsweglange und der anfanglichen chemischen
Zusammensetzung unterschiedliche Werte fur die Leuchtkraft, den Radius und die
Oberoachenzusammensetzung der Modelle mit dem bekannten Sonnenalter. Wie bei
Sonnenmodellrechnungen ublich werden diese Anfangsbedingungen durch ein New-
tonverfahren solange angepasst, bis das sich ergebende Sonnenmodel| die Leuchtkraft,
den Radius und den Metallgehalt der beobachteten Sonne richtig reproduziert.

In Abb. 6.22 £ndet sich ein Beispiel fur den Vergleich eines theoretischen Modells
mit den Ergebnissen der Helioseismologie. Aufgetragen ist die relative Abweichung
der Schallgeschwindigkeit in einem Standardsonnenmodell von der Schallgeschwin-
digkeit der Helioseismologie (Cmodell — Cseismisch )/ Cseismisch- Di€ Schallgeschwindig-
keit der Helioseismologie resultiert aus einer Analyse der Schwingungsfrequenzen,
die sich an der Sonnenoberaache beobachten lassen (Basu 1998). Der grau schattier-
te Bereich stellt den Fehlerbereich der Helioseismologie dar (Degl’ Innocenti (1997)).
Die grofdten Abweichungen des Modells von der Helioseismologie ergeben sich kurz
unterhalb der konvektiven Hillle ( etwaim Bereich» = 0.6 ~ 0.7R). Da dies gerade
der Bereich ist, in dem ein eventuelles Uber- bzw. Unterschief?en der Konvektion von
Bedeutung sein konnte, ist die Anwendung einer nichtlokalen Konvektionstheorie auf
die Sonne von besonderem Interesse.

6.6.1 Problemein der Sonne
DasLi-Problem

Beobachtet man die Atmosphare unserer Sonne und misst den Metallgehalt in der At-
mosphare, so stellt man fest, dass sich in der Sonnenatmosphare um den Faktor 1/140
weniger "Li beEndet alsin den Meteoriten unseres Sonnensystems. Da die Sonne und
die Meteoriten aus der gleichen Urmaterie entstanden sind, ist zu erwarten, dass so-
wohl die Meteoriten als auch die Sonne in ihrem urspriinglichen Zustand den gleichen
Anteil an “Li enthielten. Tritt in der Sonnenatmosphare und in der gesamten Hillle
weniger Lithium auf, so bedeutet dies, dass ein Teil des Lithiumswahrend der bisheri-
gen Geschichte der Sonne verbrannt worden sein mul3. Standardsonnenmodelle sagen
jedoch vorher, dass, sofern mit der Rechnung auf der ZAM'S begonnen wird, der "Li-
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Abbildung 6.22: Beispiel fur den Vergleich eines Sonnenmodells mit den Ergebnis-
sen der Helioseismologie. Der grau schrafEerte Bereich gibt den Fehlerbereich der
helioseismischen Messungen an; dieser ist in einer mittleren Schicht der Sonne am
geringsten, auf}en und im Zentrum am grofiten. Die hier verwendete Konvektionstheo-
rie ist die Eingleichungstheorie im lokalen Fall. Der Verlauf der Temperatur und der
Schallgeschwindigkeit ist identisch mit den Ergebnissen der Mischungswegtheorie.
Die Linie gibt die relative Abweichung der Schallgeschwindigkeit des Modells von
der Schallgeschwindigkeit der Helioseismologie an. Das theoretische Modell liegt also
in weiten Bereichen innerhalb der Fehlergrenzen, lediglich unterhalb der konvektiven
Hulle, also unterhalb von 0.71 in Einheiten des Sonnenradius, sind starkere Abwei-
chungen festzustellen. Dies ist genau der Bereich, in dem ein konvektives Uberschie-
[3en wichtig sein konnte.

Gehalt lediglich um einen Faktor 2-3 reduziert worden sein kann. GrofRer ist dieser
Faktor, wenn man mit der Rechnung bereits auf der Vorhauptreihe (PMS) beginnt, je-
doch lasst sich auch mit solchen Modellen das solare Lithium-Problem nicht endgiltig
|6sen. Naheres zu diesen Anséatzen £ndet sich in Chaboyer (1998), D’ Antona & Maz-
zitelli (1994), Charbonnel (1994) und Schlattl & Weiss (1999).

Danun "Li bei einer Temperatur von 2.5 - 10K verbrennt und diese Temperatur
in der Sonnein einer Schicht erreicht wird, die knapp unterhalb der konvektiven Hulle
liegt, a'so gerade dort, wo die Abweichung von der Helioseismologie am grofdten ist,
so ist man versucht, sowohl die Abweichung von der Helioseismologie als auch das
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zuviel vorhandene Lithium auf einen Schlag zu korrigieren und die konvektive Hulle
durch ein konvektives Uberschieflen zu vergroRern. Hierdurch wird mehr Lithium in
tiefere Schichten gemischt, wo sie verbrannt werden konnen. Durch den veranderten
Temperaturgradienten sollte sich auch das Pro£l der Schallgeschwindigkeit in diesem
Bereich verandern. Beispiele fir Rechnungen, die diesen Ansatz verwenden, sind z.B.
Richard et a. (1996) Schlattl (1999) oder Schlattl & Weiss (1999). Eine neuere Arbeit,
die sich mit dem Uberschief3en in der Sonne beschaftigt, ist Marik & Petrovay (2002).

Der konvektive Kern im nichtlokalen Fall

Ein weiteres Problem tritt auf, wenn man ein Sonnenmodell, beginnend bei der
Hauptreihe oder der Vorhauptreihe, mit konvektivem Uberschielfen rechnet. Auf der
Nullalterhauptreihe entsteht zunachst ein konvektiver Kern, der im lokalen Fall nach
kurzer Zeit wieder verschwindet, wenn der Vorrat an 3He in ihm aufgebraucht ist.
In diesem Kern wird zusétzliche nukleare Energie frei, indem 3He Uber die Reakti-
on 3He(3He, 2p)*He verbrannt wird. In einem traditionell gerechneten Sonnenmodell
nimmt dieser Kern in seiner grofdten Ausdehnung etwa 8% der Sternmasse ein und
verschwindet nach etwa 100 My. Er besteht also nur fur etwa 2% der Lebenszeit der
Sonne. VergroRert man nun den konvektiven Kern durch Uberschief?en und somit auch
den Vorrat an 3He, so bleibt dieses konvektive Gebiet fur eine deutlich langere Zeit
bestehen. Abhangig von der GroRe der Uberschie3gebietes kann dies sogar bis hin
zur heutigen Sonne sein. Eine Sonne mit einem konvektiven Kern ist aber sicherlich
mit den Ergebnissen der Helioseismologie nicht vereinbar, siehe hierzu z.B. Richard
& Vauclair (1997). Wir wollen weiter unten eine Moglichkeit angeben, wie die Uber-
schief3zone im Kern eines Sonnenmodells so klein gehalten werden kann, dass in der
heutigen Sonne kein konvektiver Kern mehr zu £nden ist.

6.6.2 Sonnenrechungen unter Verwendung der Kuhful3theorie

In unseren Rechnungen wollen wir untersuchen, welche Auswirkungen das Kuhfuf3-
modell in der Eingleichungsformulierung, und insbesondere die Nichtlokalitat, auf die
Sonne und auf das Profl der Schallgeschwindigkeit hat. Hierzu verwenden wir die
Implementierung des Modells, wie siein Kapitel 4 beschrieben ist.

6.6.3 Parameterstudien

In das nichtlokale Konvektionsmodell von Kuhful3 gehen zwei Parameter ein, die
die Konvektionstheorie und insbesondere die Uberschiefdange bestimmen: die Mi-
schungsweglange ar, und die Parametrisierung des konvektiven kinetischen Stroms
ot. In ener ersten Studie wurde untersucht, wie sich ein Sonnenmodell, und insbe-
sondere die Tiefe der konvektiven Zone, verandert, wenn diese beiden Parameter mo-
dif£ziert werden. Die Ergebnisse sind in Abb. 6.23 dargestellt. Hierzu wurde ein Son-
nenmodell, das mit der nichtlokalen Kuhful3theorie bis hin zum heutigen Alter der
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Sonne gerechnet wurde, genommen, und die beiden Parameter oy, und «; wurden
schrittweise variiert. Die chemische Zusammensetzung und das Alter der Sonne wur-
den wahrenddessen nicht geandert. Wir wenden das Kuhful3modell jedoch nicht auf
die gesamte konvektive Hiille an. Da uns vor allem der Bereich der Uberschiefizone
interessiert, wird der Temperaturgradient in der auf3eren Schicht des Sterns genauso
wie bel Schlattl beschrieben berechnet, d.h. es erfolgt ein kontinuierlicher Ubergang
zwischen den niedrigen Mischungswegparametern (o, ~ 0.5), wie er in den Atmo-
spharenmodellen notig ist, um die beobachteten Balmerlinien richtig zu reproduzieren,
und den hohen Mischungswegparametern (« ~ 1.7), wie sieim Sterninneren verwen-
det werden, um den Sternradius zu reproduzieren. Ein Ubergang zum KuhfuRmodell
erfolgt erst weiter im Inneren des Sterns. In den hier dargestellten Fallen wurde das
Schlattlsche Sonnenmodell fur die aulReren 10~* Massenanteile unverandert gelassen
und die nichtlokale Kuhful3theorie erst in den darunterliegenden Schichten verwendet.
Aus der Abbildung ist ersichtlich, dass der Parameter o; so gut wie keinen Einauss
auf den Sternradius hat, dieser wird durch den Wert der Mischungsweglange bestimmit.
Diese Abhangigkeit des Sternradius von der Mischungsweglange wurde auch bel ande-
ren Autoren gefunden z.B. Schlattl (1999). Die Lage des Unterrandes der konvektiven
Zone beeinaussen dagegen beide Parameter. Als Rand der konvektiven Zone wurde
hierbel wieder der Rand des gemischten Gebietes genommen, was identisch ist mit
dem Rand des Gebiets, in dem ein adiabatischer Gradient vorliegt. Wie zu erwarten,
liegt dieser in umso hoheren Schichten, je geringer der Parameter o ist. Damit diese
nichtlokalen Sonnenmodelle in Ubereinstimmung mit den gemessenen Daten unse-
rer Sonne sind, bleibt nach diesen Studien lediglich ein recht kleiner Parameterraum
fur die beide Parameter Ubrig. Es soll zugleich gelten R = R, und ry../R = 0.71.
Dies kann nur fur Werte fur o, erfullt sein, die deutlich kleiner sind als der von Kuh-
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Abbildung 6.23: Anderung des Sonnenradius und der Untergrenze der konvektiven
Hulle durch Variation der Mischungsweglange und der Parametrisierung des konvek-
tiven kinetischen Stroms «a;. Aufgetragen sind die Werte fur unterschiedliche Mi-
schungsweglangen von ayg, = 1.3,1.5,1.7,2.0. Auf der Abszisse ist der Parameter
oy aufgetragen. (s. Text)
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fur’ abgeschatzte Wert von 0.25. Der weiter oben als realistischer erhaltene Wert von
o = 0.1 ist in deutlich besserer Ubereinstimmung mit diesen Ergebnissen. Dies ist
konsistent mit den Ergebnissen, die in Kapitel 6.2 beschrieben wurden, und wird in
Kapitel 6.6.4 noch deutlicher werden.

6.6.4 \Voll iterierte Modelle

Die oben dargestellten Parameterstudien geben zwar ein Bild wieder, wie sich die un-
terschiedlichen Parameter des Kuhful3modells auf ein Sonnenmodell auswirken, sie
machen jedoch keine endguiltige Aussage Ulber ein nichtlokal es Sonnenmodell. Hierfur
ist es notwendig, die Entwicklung der Sonne von der Nullalterhauptreihe (ZAMYS)
oder der Vorhauptreihe (PMS) bis zum heutigen Alter der Sonne zu rechnen und
die Anfangsparameter wie Mischungsweglange oder Metallgehalt anzupassen, bis die
Leuchtkraft, der Radius und die Effektivtemperatur des Modells mit den beobachte-
ten Daten der Sonne uUbereinstimmt. In den hier dargestellten Rechnungen beginnen
wir bel der Nullaterhauptreihe, wir verwenden das Eingleichungsmodell von Kuhfuf3
unter Beruicksichtigung der nichtlokalen Terme, im Gegensatz zu den oben bespro-
chenen Parameterstudien jedoch im gesamten Stern, auch in den auf3eren Schichten
des Sterns. Das chemische Mischen erfolgt in einem Diffusionsansatz wie in Schiattl
(1999) beschrieben, allerdings wird die konvektive Geschwindigkeit v.. konsistent aus
der konvektiven Energie w und somit aus der Kuhfufl3theorie berechnet. Somit erfolgt
das Mischen der chemischen Elemente in der gesamten Konvektionszone und auch
im Bereich des konvektiven UberschieRRens. Ebenfalls wird im gesamten Stern bis auf
die aul¥eren Massenschalen der Temperaturgradient verwendet, wie er sich aus der
KuhfuRtheorie ergibt. Dies bedeutet, dass vor allem im Uberschief¥bereich ein nahezu
adiabatischer Temperaturgradient vorliegt. Diesist das erste voll-konsistente Sonnen-
modell mit Kuhful3theorie.

Der konvektive Kern

Zu Beginn der Nullalterhauptreihe liegt, wie bereits weiter oben erwahnt, im Zen-
trum der Sonne ein kleiner konvektiver Kern vor. Dieser wird durch Uberschiefen
vergrofert und seine Lebenszeit erhoht.

In einigen Modellen kann solch ein konvektiver Kern sogar bis zum Alter der heu-
tigen Sonne fortbestehen. Dies jedoch ist mit den Ergebnissen der Helioseismologie
unvertraglich. Untersuchungen hierzu £nden sich z.B. in Richard & Vauclair (1997).

Die Lebenszeit eines solchen konvektiven Kerns kann aber effektiv begrenzt wer-
den, wenn man, wie in Kapitel 3.7.1 beschrieben, als Mischungsweglange nicht ei-
ne Grol3e verwendet, die alleine an die Druckskaenhthe gekoppelt ist, sondern eine
verkirzte Mischungsweglange, in die auch der Abstand von Zentrum eingeht. Der
Grund fur dieses Vorgehen war, dass die Mischungsweglange nicht grof3er sein kann
als das gesamte konvektive Gebiet. Unter Verwendung dieser verkirzten Skalengrofie
verschwanden in den hier betrachteten Rechnungen alle konvektiven Kerne, deutlich
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Qy

Lebenszeit des Kerns

0.1
0.1
0.25
0.25
04
04

610 Ma
> 4545 Ma
901 Ma
> 4545 Ma
1094 Ma
> 4545 Ma

verkirzte Mischungslange
Standard Mischungslange
verkirzte Mischungslange
Standard Mischungslange
verkirzte Mischungslange
Standard Mischungslange
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Tabelle 6.8: Lebenszeiten des konvektiven Kerns der Sonne, wie er sich mit verschie-
denen Parametern ergibt. Verwendet man als Mischungsweglange eine Grof3e, die pro-
portional zur Druckskalenhohe ist, so besteht der konvektive Kern fur mehrere Milli-
arden Jahre, in einigen Fallen bis hin zum gegenwartigen Alter der Sonne. Verwendet
man eine verringerte Mischungsweglange, so ist die Lebensdauer des Kerns verringert
und der Kern der Sonne ist in allen Fallen radiativ.

0.05

0.00 1% T,

Abbildung 6.24: Ausdehnung des konvektiven Kerns der Sonne wahrend ihrer Ent-
wicklung bis zum heutigen Alter. Wahrend in Modellen, in denen die Mischungs-
weglange proportional zur Druckskalenhohe ist, der konvektive Kern bis zur heutigen
Sonne fortbesteht (durchgezogene Linien), verschwindet er fir eine nach Gleichung
3.36 verkirzte Mischungsweglange (gestrichelt) fur alle betrachteten Parameter «;.
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Abbildung 6.25: Schallgeschwindigkeit im Inneren der Sonne. Aufgetragenist ein Ver-
gleich mit den Ergebnissen der Heliosel smol ogi e wie oben beschrieben. DasModell ist
in diesem Fall allerdings mit dem Kuhful3modell unter Beriicksichtigung der nichtlo-
kalen Terme gerechnet. Der Parameter «, hat hier den von Kuhfuf3 abgeschatzten Wert
von 0.25. Im Bereich des konvektiven UberschieRens unterscheidet sich die Schall-
geschwindigkeit wesentlich von der aus der Helioseismologie bestimmten. War die
Schallgeschwindigkeit im lokalen Sonnenmodell zu klein, so ist die Schallgeschwin-
digkeit im nichtlokalen Fall nun zu grof3.

bevor das Alter der Sonne erreicht wurde. Eine Zusammenstellung des Kernalters £n-
det sich in Tabelle 6.8, die Ausdehnung des Kerns wahrend seiner Lebenszeit ist in
Abbildung 6.24 dargestellt.

K onvektives Uber schieRRen - die Hillle

Um die Auswirkungen der Nichtlokalitat fur die konvektive Hulle zu untersuchen, wur-
de ein Sonnenmodell unter Berlicksichtigung der Nichtlokalitat, wie oben beschrieben,
vollstandig ausiteriert, bis Radius, Leuchtkraft und Effektivtemperatur mit der rea-
len Sonne Ubereinstimmten. FUr den Parameter oy, der den konvektiven kinetischen
Strom parametrisiert, wurde der von Kuhful3 abgeschatzte Wert von 0,25 verwendet.
In Abb. 6.25 wurde wieder die Abweichung der Schallgeschwindigkeit von der He-
lioseismologie (Cimodell — Cseismisch) / Cseismisch aUfgetragen. Die Abweichungen sind im
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o Tbez

0.0 | 0,714
0.05 | 0,702

0.1 | 0,699
0.15 | 0,695

Tabelle 6.9: Untere Grenze der Konvektionszone r,.,, in Abhangigkeit des Parameters
o, der den konvektiven kinetischen Strom parametrisiert. Der Radiusiist in Einheiten
des Gesamtradius aufgetragen r/ R

wesentlichen auf die Uberschiefzone beschrankt, dort aber deutlich grofer und zudem
in die entgegengesetzte Richtung, alsdiesin einem Modell mit |okaler Konvektion der
Fall war (vgl. Abb. 6.22). In einem Sonnenmodell, in dem die Konvektion lokal be-
trachtet wurde, war die Schallgeschwindigkeit knapp unterhalb der konvektiven Hillle
zu klein, in einem Sonnenmodell, in dem die Konvektion nichtlokal behandelt wurde,
das aber ansonsten identisch ist, ergaben sich fir die Schallgeschwindigkeit deutlich
grof3ere Werte alsin der Helioseismologie.

Fur dieses Verhalten lassen sich folgende Erklarungen £nden. Im fraglichen Be-
reich liegt effektive Konvektion vor, das heild, aul3erhalb der Konvektionszone £ndet
sich ein radiativer Temperaturgradient, innerhalb der Konvektionszone, zumindest im
unteren Bereich der Hille, ein adiabatischer. Offenbar ist das Gebiet, in dem sich der
adiabatische Gradient einstellt, deutlich zu grof3.

Das Sonnenmodell wirde mit den Beobachtungen besser Ubereinstimmen, wenn
man eine Konvektionstheorie verwendet, in der das Gebiet des konvektiven Uberschie-
Bens verkleinert ist, dies lauft auf eine Reduktion des Parameters o, hinaus, oder man
verwendet eine Konvektionstheorie, die am Rand der Konvektionszone, d.h. im Be-
reich des UberschieRens einen nicht vollstandig adiabatischen Temperaturgradienten
bzw. einen kontinuierlichen Ubergang vom adiabatischen zum radiativen Gradienten
hat. Die erste Moglichkeit soll im nachsten Abschnitt diskutiert werden, die zweite
Moglichkeit deutet auf die Inkonsistenzen beziiglich der Isotropieannahme hin, diein
Kapitel 3.7.3 diskutiert wurden. Ferner ist auch in Abschnitt 6.4 festgestellt worden,
dass in der dreidimensionalen Rechnung von Muthsam ein kontinuierlicher Ubergang
von adiabatischen zum radiativen Gradienten, anders alsin der Kuhfuf3theorie, bereits
innerhalb der Konvektionszone vorliegt.

Um zu untersuchen, wie sich eine Veranderung der Ausdehnung der Uberschief3-
zone auf die Schallgeschwindigkeit auswirkt, wurde eine Sequenz von Modellen mit
reduziertem Parameter o, berechnet. Hierbei wurden Werte von o, = 0.15, 0.1, 0.05
verwendet, die Ergebnisse sind in Abb. 6.26 und in Tabelle 6.9 dargestellt. Fir Wer-
tevon oy = 0.15 liegt die Abweichung von der Schallgeschwindigkeit noch deutlich
aul%erhalb des Fehlerbereichs der Helioseismologie, erst fur Werte zwischen 0.05 und
0.1 innerhalb desselben. Jedoch ist auch hier die Abweichung noch sehr grof3, und es
liegen Abweichungen in beide Richtungen vor, jedoch liegen die Modelle mit o, = 0.1
noch immer innerhalb des Fehlerbereichs. Innerhalb des Uberschie¥bereichs sind die
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Abbildung 6.26: Sonnenmodelle mit der Kuhfuf3theorie im nichtlokalen Fall. Verwen-
det wurden unterschiedliche Parameter fir «;, somit ergaben sich unterschiedliche
Ausdehnungen der UberschieRzone. Damit die sich ergebenden Schallgeschwindig-
keiten innerhalb des Fehlerbereichs mit der Helioseismologie Ubereinstimmt, sollten
fur o, Werte zwischen 0.05 und 0.1 gewahlt werden.

Schallgeschwindigkeiten grofier alsin der Helioseismologie, unterhalb desselben klei-
ner. Somit ist durch Anwendung der Kuhful3theorie kaum eine Verbesserung des Son-
nenmodells moglich. Auch im Fall eines verringerten konvektiven Stroms, und damit
einer kleineren konvektiven Uberschielizone ist es also in zukiinftigen Rechnungen
erforderlich, einen kontinuierlichen Ubergang zwischen den adiabatischen und den ra-
diativen Temperaturgradienten zu untersuchen.



Kapitel 7

ZUSAMMENFASSUNG

Ziel dieser Arbeit war es, ein konsistentes Modell zeitabhangiger und nichtloka
ler Konvektion in der Sternentwicklung zu verwenden, in diesem Zusammenhang
Schwachstellen und Starken dieses M odells aufzudecken und Konsequenzen fur Stern-
entwicklungsrechnungen zu untersuchen. Hierfur wurde der Garchinger Sternentwick-
lungscode dahingehend erweitert, dass das Konvektionsmodell von R. Kuhfuf3 16 Jah-
re, nachdem es entwickelt wurde, das erste Mal konsistent in Entwicklungsrechnungen
verwendet werden kann. Die Tatsache, dass das erste Mal eine konsistente physikali-
sche Beschreibung der Konvektionstheorie in Sternentwicklungsrechnungen verwen-
det wird, ist ein vollig neuer Schritt, da bisher vor allem zeitunabhangige und lokale
Konvektionsmodelle verwendet wurden. Die wenigen verwendeten nichtlokalen Mo-
delle verwenden meist sowohl grobe Annahmen als auch grobe Parametrisierungen
und verwenden Parameter, die erst nachtraglich an die Beobachtungen angepasst wer-
den. Diesen Parametern mussen zudem fur unterschiedliche Sterne in unterschiedli-
chen Entwicklungsphasen unterschiedliche Werte zugewiesen werden. Das Kuhful3-
sche Modell der Konvektion hingegen hat einen Parameter, der die Nichlokalitét be-
stimmt und dieser ist physikalisch fundiert. Seine Bedeutung wird im Rahmen eines
physikalischen Kontextes klar.

Das KuhfuBmodell existiert in zwei Varianten, einer Ein- und einer Dreiglei-
chungsformulierung. Beide wurden in den Sternentwicklungscode eingebaut. Jedoch
zeigt sich, dass eine der Annahmen, die in das Modell eingehen, die Annahme &i-
nes isotropen Geschwindigkeitsfeldes, unzureichend ist und dazu fuhrt, dass an den
Randern der Konvektionszonen Abweichungen von den Ergebnissen dreidimensiona-
ler Rechnungen auftreten konnen. Ferner fiihrt diese Annahme in der Dreigleichungs-
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version der Theorie zu deutlich weiter ausgedehnten Uberschiel3zonen, als dies rea-
listischerweise der Fall sein kann. Dies bedeutet, dass die Dreigleichungsversion des
Kuhfuf3schen Modells, so wie sie von Kuhful3 aufgestellt und publiziert wurde, nicht
ohne weiteres in Sternentwicklungsrechnungen verwendet wereden kann. Man muss
die Theorie dahingehend modi£zieren dass der Grad der |sotropie des konvektiven Ge-
schwindigkeitsfeldes geeignet modelliert wird. Das Aufzeigen dieser Schwachstelle
der Konvektionstheorie ist eines der wesentliches Ergebnisse der vorliegenden Arbeit.

Ein Vergleich der UberschieRflangen in Sternen der Nullalterhauptreihe, wie sie
sich aus dem Eingleichungsmodell ergeben, mit den Ergebnissen unterschiedlicher
Beobachtungen ergab, dass der Parameter, der den konvektiven kinetischen Strom pa-
rametrisiert, deutlich kleiner gewahlt werden muss, a's dies von Kuhfuf3 abgeschatzt
wurde. Ferner konnte aufgezeigt werden, dass sich eine Abnahme der UberschieRlange
bei Sternen < 6M, wie sie in anderen Rechnungen explizit angenommen wird, in
der Kuhfufldtheorie direkt aus der Theorie ergibt. Diesist ein wichtiger Fortschritt ge-
genuiber anderen bisher verwendeten Modellen.

Das Eingleichungsmodell, die einfachere Version der Kuhfuf3schen Theorie, wurde
ferner auf eine Reihe von Problemen der Sternentwicklung angewendet. Hierzu zahlen
z.B. die konvektiven Hiilllen von A-Sternen. In ihnen wurde, in Ubereinstimmung mit
Arbeiten anderer Autoren, gefunden, dass die H | und die He 1l Konvektionszonen
zwar in ihrem Geschwindigkeitsfeld durch konvektives Uberschief3en verschmelzen,
jedoch beziiglich des Transports von Energie durch Konvektionszonen deutlich ge-
trennt sind. Das KuhfuBmodell der Konvektion liefert also die korrekten Ergebnisse.

Ebenfalls wurde das Konvektionsmodell auf das Problem der Sonnenkonvektions-
zone angewendet. Hier ergab sich ebenfalls in Ubereinstimmung mit anderen Arbei-
ten, dass die Helioseismol ogie starke Einschrankungen fiir die Ausdehnung der Uber-
schiefizone vorgibt. Dies bedeutet, dass das konvektive UberschieRen einen bestimm-
ten Wert nicht Uberschreiten darf, es sei denn man verwendet bereits innerhalb der
Uberschief3zone einen Ubergang von einem adiabatischen zu einem radiativen Gradi-
enten. Dies wilrde unterschiedliche Uberschiefilangen fir den Material- und Energie-
transport beinhalten und ist wieder im Zusammenhang mit der 1sotropieannahme zu
sehen.

Die Zeitabhangigkeit der Konvektion wurde anhand der anwachsenden Helium-
Konvektionszone im Zentrum eines roten Riesens demonstriert. Wesentlich gravieren-
dere Effekte scheint eine zeitabhangige Konvektionstheorie auf den Heliumoash zu
haben, der durch eine zeitabhangige Theorie schneller ablauft, da der Transport von
Energie aus dem Flashgebiet heraus weniger effzient ist.

In der vorliegenden Arbeit wurde somit das erste Ma eine Konvektionstheorie,
die aus den hydrodynamischen Gleichungen abgel eitet ist und Zeitabhangigkeit sowie
Nichtlokalitat enthdlt, in der Sternentwicklung verwendet. Es wurden die Schwach-
stellen und Starken der Theorie aufgezeigt und die Auswirkungen der Theorie anhand
einer Reihe von exemplarischen Beispielen demonstriert. Hierbel wurden die grundle-
genden Eigenschaften einer nichtlokalen und zeitabhangigen Konvektionstheorie kon-
sistent modelliert.



Anhang A

MITTELUNGSVERFAHREN

A.1 EIGENSCHAFTEN DER MITTELUNGSOPERATOREN

(A1)
(A.2)
(A.3)
(A.4)
(A.5)
(A.6)
(A7)
(A.8)
(A.9)

(A.10)

(A.12)

(A.12)

(A.13)
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A.2 |IDENTITATEN

((A)B) = (A)(B) (A.14)
mit A.14
(AB) = (A)(B) + (A'B)) (A.15)
mit A.14
(A)B" = (A)B — (A)(B) = (A)B — ((A)B) = ((A)B) (A.16)
mit A.15A.10 und A.11
(A-divB) =
—(A - div)(B) + ((Adiv) - (B) = (A.17)
—(A) - div(B) + (A'div - B')

di{a) = (Dia) = ((0'V)d') (A.18)
dia' = (Dia) — (0V)d') — (0'V){a) (A.19)



LITERATURVERZEICHNIS

Adelberger et. a., E. G.: 1998, Rev. Mod. Phys. 70, 1265
Adrian, R.: 1975, Geophys. Fluid Dynamics, 753
Alexander, D.: 1994, ApJ 437, 879

Alongi, M., Bertelli, G., Bressan, A., Chiosi, C., Fagotto, F., Greggio, L., Nas, E.:
1993, A& AS 97, 851

Atroshchenko, |. N., Gadun, A. S.: 1994, A& A 291, 635
Baker, N., Gough, D. O.: 1979, ApJ 234, 232
Baker, N., Kippenhahn, R.: 1965, ApJ 142, 868

Baker, N. H.: 1987, in “Physical Processes in Comets, Stars and Active Gallaxies’,
eds. E. Meyer-Hofmeister, H. C. Thomas, W. Hillebrandt, 105

Basu, S.: 1996, ApJ 460, 1094

Basu, S.: 1998, Mon. Not. R. Astron. Soc. 298, 719

Beers, T. C., Preston, G. W., Shectman, A.: 1992, AJ 103, 1987
Bell, R. A.: 1972, Mon. Not. R. Astron. Soc. 157, 147
Bohm-Vitense, E.: 1958, Zeitschrift fur Astrophysik 46, 108
Bond, H. E.: 1980, ApJ 44, 517

Boussinesg, J.: 1903, Theorie analytique de la chaleur Tome 1, 157

119



120 LITERATURVERZEICHNIS

Bressan, A. G., Bertdlli, G., Chiosi, C.: 1981, A&A 102, 25

Canuto, M., Mazzitelli, 1.: 1992, ApJ 389, 724

Canuto, V. M.: 1992, ApJ 392, 218,

Canuto, V. M.: 1993, ApJ 416, 331

Canuto, V. M., Dubovikov, M.: 1998, ApJ 493, 834

Canuto, V. M., Mazzitelli, 1.: 1991, ApJ , 295

Castellani et. al., V.: 1994, Phys. Rev. D 50, 4749

Castor, J.: 1971, ApJ 166, 109

Caughlan, G. R., Fowler, W. A.: 1988, Atomic Data and Nuclear Data Tables 40, 283

Chaboyer, B.: 1998, New Eyes to See Inside the Sun and Sars, F.-L. Deubner and J.
Christensen-Dalsgaard and D. Kurtz, chap. Internal Rotation, Mixing and Lithium
Abundance, IAU Symp. 185, 25

Charbonnel, C.: 1994, A& A 283, 155
Clausen, J. V.: 1991, A& A 246, 397

Cordier, D., Lebreton, Y., Goupil, M.-J,, Legjeune, T., Beaulieu, J.-P.,, Arenou, F.: 2002,
A&A 392, 169

D’Antona, F., Mazzitelli, I.: 1994, ApJ Suppl 90, 467

Déappen, W., Mihalas, D., Hummer, D. G.: 1988, ApJ 332, 261
Deardorff, J., Willis, G., Lilly, D.: 1969, J. Fluid Mech. 35, 7
Degl’ Innocenti, S.: 1997, Astropart. Phys. 7, 77

Demarque, P: 1972, L' Age des Etoiles, Paris: G. Cayrel and A. M. Delplace, 1IAU
Coll. 17,1

Deupree, R. G.: 2000, ApJ 543, 395

El Eid, M. F.: 1995, Mon. Not. R. Astron. Soc. 275, 983
Fekel, F.: 1991, ApJ 101, 1489

Feuchtinger, M.: 1998, A& A 337, L29

Feuchtinger, M.: 1999a, A& A 351, 103



LITERATURVERZEICHNIS 121

Feuchtinger, M. U.: 1999b, A& A Suppl. Ser. 136, 217
Freytag, B., Ludwig, H., Steffen, M.: 1996, A& A 313, 497

Furomoto, A., Rooth, C.: 1961, “Geophys. Fluid Dynamics’, Tech. Rep. WHOI-61,
Woods Hole Oceanog. Inst. Tech. Rept.

Girardi, L., Bressan, A., Bertelli, G., Chiosi, C.: 2000, A&A 141, 371
Gonczi, G.: 1982, A&A 110, 1

Gonczi, G., Osaki, Y.: 1980, A& A 84, 304

Gough, D. O.: 1967, ApJ 72, 799

Gough, D. O.: 1969, J. Atmos. Sci. 26, 448

Grossman, S. A., Narayan, R.: 1993, ApJ Suppl 89, 361, paper |1
Hofmeister, E., Kippenhahn, R.: 1964, Zeitschrift fur Astrophysik 59, 242
Hummer, D., Mihalas, D.: 1988, ApJ 331, 794

Hurlburt, N. E., Toomre, J., Massaguer, J.: 1986, ApJ 311, 563

Iben, I.: 1967, ARA&A 5, 571

Iglesias, C., Rogers, F.: 1996, ApJ 464, 943

Kéller, S. C., Costa, G. S. D., Bessell, M. S.: 2001, ApJ 121, 905

Kim, Y., Chan, K. L.: 1998, ApJ 496, L121

Kippenhahn, R.: 1962, Proc. Int. School of Phys. 'Enrico Fermi” XXVI11, 330

Kippenhahn, R., Weigert, A.: 1994, Sellar Sructure and Evolution, Springer Verlag
berlin Heidelberg New York

Kippenhahn, R., Weigert, A., E.Hofmeister: 1967, Methods in Computational Physics
7,129

Kuhfu3, R.: 1986a, A& A 160, 116

Kuhfuf3, R.: 1986b, Time Dependent Turbulent Convection in Sars, Gif sur Y vette: E.
Vangioni-Fiom and J. Audouze and M. Casse and J. P. Chieze and J. Tron Thonh
Van, 135

Kuhful3, R.: 1987a, “Ein Modell fir zeitabhangige Konvektion in Sternen”, Ph.D. the-
sis, TU-Minchen



122 LITERATURVERZEICHNIS

Kuhful3, R.: 1987b, Nuclear Astrophysics, Springer, vol. 287 of Lecture Notesin Phy-
sics, chap. Studies of non-local and time-dependent convection, 222

Kupka, F., Montgomery, M.: 2002, Mon. Not. R. Astron. Soc. 330, L6
Langer, N., Eid, M. F. E., Fricke, K. J.: 1985, A& A 145, 179

Maeder, A.: 1974, A&A 32, 177

Maeder, A., Mermilliod, J. C.: 1981, A& A 93, 136

Marik, D., Petrovay, K.: 2002, A& A 396, 1011

Massaguer, J. M.: 1990, Rotation and Mixing in Sellar Interiors, Heidelberg, New
York: Gouphil and Zahn, 129

Massaguer, J. M., Latour, J., Toomre, J., Zahn, J.: 1984, A& A 140, 1
Mermilliod, J. C., Maeder, A.: 1985, A& A 158, 45

Meynet, G., Mermilliod, J.-C., Maeder, A.: 1993, A& AS 98, 477
Mihalas, D., Dappen, W., Hummer, D.: 1988, ApJ 331, 815
Mihaljan, J. M.: 1962, ApJ 136, 1126

Moore, D. R., Weiss, N.: 1973, J. Fluid Mech. 61, 553

Moore, D. W.: 1967, Aerodynamical Phenomena in Sellar Atmospheres, New York:
R.N.Thomas, 405

Muthsam, H. J.: 1999, New Astronomy 4, 405

Nordlund, A., Dravins, D.: 1990, A& A 228, 155

Oberbeck, A.: 1879, Ann. Phys. Chem. 7, 271

Pamyatnykh: 1999, Acta Astronomica 49, 119

Prandtl: 1932, Beitrage zur Physik der freien Atmosphare 19, 188

Racine, R.: 1974, ApJ 168, 393

Ribas, |., C.Jordi, Gimenez, A.: 2000, Mon. Not. R. Astron. Soc. 318, L55

Richard, O., Vauclair, S.: 1997, A& A 322, 671

Richard, O., Vauclarir, S., Charbonnel, C., Dziembowski, W. A.: 1996, A& A 312, 1000
Rogers, F, Iglesias, C.: 1992, ApJ Supl 79, 507



LITERATURVERZEICHNIS 123

Rogers, F., Swenson, F, Iglesias, C.: 1996, ApJ 456, 902
Roxbourgh, I. W.: 1978, A& A 65, 281
Roxbourgh, 1. W.: 1992, A& A 266, 291

Schlattl, H.: 1996, “Numerische und physikalische Aspekte der Genauigkeit von Son-
nenmodellen”, diploma-thesis, TU-Minchen

Schlattl, H.: 1999, “The Sun, a Laboratory for Neutrino- and Astrophysics’, Ph.D.
thesis, TU- Miunchen

Schlattl, H., Cassisi, S, Salaris, M., Weiss, A.: 2001, ApJ 559, 1082
Schilattl, H., Weiss, A.: 1999, A& A 347, 272

Schilattl, H., Weiss, A., Ludwig, H.-G.: 1997, A& A 322, 646

Schroder, K.-P,, Eggleton, P: 1996, Review in Modern Astronomy 9, 221
Schroder, K.-P, Pols, O. R., Eggleton, P. P: 1997, Mon. Not. R. Astron. Soc. 285, 696
Spiegel, E. A., Veronis, G.: 1960, ApJ 131, 442

Stein, R. F,, Nordlund, A.: 1998, ApJ 499, 914

Stellingwerf, R. F.: 19823, ApJ 262, 330

Stellingwerf, R. F.: 1982b, ApJ 262, 339

Stellingwerf, R. F.: 1984a, ApJ 277, 322

Stellingwerf, R. F.: 1984b, ApJ 277, 327

Stothers, R., Chin, C.: 1991, ApJL 381, L67

Straka, C. W.: 2002, “ Thermonukleares Brennen und Mischen mit einer zeitabhangi-
gen Konvektionstheorie in massereichen Population-111-Sternen”, Ph.D. thesis,
Ruprecht-Karls-Universitat Heidelberg

Thomas, H. C.: 1967, Zeitschrift fur Astrophysik 67, 420

Toomre, J.: 1987, Thermal convection and penetration, North-Holland, Amsterdam,
London New, York, Tokyo: J.-P. Zahn and J.Zinn-Justin, vol. XLVII of Les Houches
1987, chap. 6, 325-397

Torres-Peimbert, S.: 1971, Bol. Obs Tanantzintla Tacubaya 6, 3
Townsend, A. A.: 1966, Quart. J. Roy. Met. Soc. 90, 248



124 LITERATURVERZEICHNIS

Umezo, M.: 1995, Mon. Not. R. Astron. Soc. 276, 1287

Unno, W.: 1967, Publ. Astr. Soc. Japan 19, 140

Unno, W.: 1977, Springer Verlag Berlin, Problems of stellar convection, p. 315
Unno, W.: 1979, Nonradial Oscillation of Stars, Tokyo Univ., Tokyo Press
Vitense, E.: 1953, Zeitschrift fur Astrophysik 32, 135

Wagenhuber, J.: 1992, “Entwicklung von Sternen auf dem asymptotischen Riesenast”,
Ph.D. thesis, TU- Minchen

Wagenhuber, J.: 1996, “Entwicklung von Sternen verschiedener Massen und Metalli-
zitéten auf dem asymptotischen Riesenast und danach”, Ph.D. thesis, TU-Minchen

Wagenhuber, J., Weiss, A.: 1994, A& A 286, 121

Weiss, A., Flaskamp, M., Tsytovich, V. N.: 2001, A&A 371, 1123

Weiss, A., Keady, J., Magee, N.: 1990, Atomic Data and Nuclear Data Tables 45, 209
Whitehead, J. A., Chen, M. M.: 1970, J. Fluid Mech. 40, 549

Wuchterl, G.: 1995, Computer Physics Communications 89, 119

Wuchterl, G., Feuchtinger, M. U.: 1998, A& A 340, 419

Xiong, D.: 1977, Acta Astron. Snica 18, 86

Xiong, D.: 1980, Scientia Snica 23, 1139

Xiong, D.: 1985, Scientia Snica 28, 764

Xiong, D., Deng, L.: 2002, Mon. Not. R. Astron. Soc, 511



INDEX

Uberadiabasie, 28, 69
Uberschief}distanz, 65, 73, 81, 89
UberschieRen, 6, 7, 28, 36, 63, 64, 65,

86, 91, 94, 96, 108
Uberschiefllange, 26, 71, 73, 108
UberschieR3parameter, 94
Uberschiel}paramter, 72
Uberschief3zone, 24, 36, 40, 70, 87, 108
Uberschieszone, 69

A-Stern, 78, 108
Abklingvorgang, 51
Absorbtionskoef£zient, 52
adiabatisch, 10
adiabatischer Gradient, 45
Anelastische Naherung, 15, 17, 20, 64
Astrophysik, 52
Atmosphare, 43, 99
Auftrieb, 9

Auftriebskraft, 5, 10, 11, 66
Auftriebsterm, 11

Balmerlinie, 78
Bewegungsenergie, 9
blaue Schleife, 96
Boussinesq, 16
Boussinesq Naherung, 15
Brennstoffvorrat, 86, 87
Brennvorgang, 91
Brunt-Vaisaa 29-31

125

Cepheiden, 52
Cepheidenstreifen, 52
chemisches Mischen, 47

Diffusion, 42
Diffusionsapproximation, 23, 25, 35
Diffusionskonstante, 97
Diskretisierung, 27
Dissipation, 67
Doppelstern, 71, 96
Dopplervebreiterung, 78
dreidimensionale Rechnung, 6, 81, 107
Dreigleichungsmodell, 20, 24, 32, 35
Druckskaenhohe, 9, 11, 15, 35, 61, 71,
89

effektive Konvektion, 36
Effektivtemperatur, 78, 91, 92, 94
Eingleichungsmodell, 24, 32, 33, 35,
87, 89, 108
Einschaltvorgang, 51
Einzonenmodell, 26, 52
Eiswasserexperiment, 63
Energieauligleichung, 44
Energiegleichung, 13
Energietransport, 15, 43, 108
Energietransportgleichung, 10, 49
Entropieexzess, 20
Entropiegleichung, 13
Entropiegradient, 25



126

Entwicklungsphase, 86
Erwartungswert, 17
Expansion, 10

Fluktuation, 9, 13, 15
Flusslimitter, 27
freier Parameter, 25

Garchinger Sonnenmodell, 97

Garchinger  Sternentwicklungscode,
107

Gaswolke, 51

Geschwindigkeit, 79

Geschwindigkeitsfeld, 20, 38, 51, 108

Gleichgewicht, 42

Gravitationskonstante, 42

Hauptreihe, 53, 71, 86, 91, 92

Hauptreihenbrennen, 55

Hauptreihenstern, 86

Hayashi Linie, 96

Helioseismologie, 97, 102, 104, 108

Heliumbrennen, 53

Heliumgash, 51, 55, 56, 108

Heliumkern, 94, 96

Henyey, 26

Henyey-Solver, 42

Henyeymatrix, 43

Henyeyverfahren, 43, 46, 48

Hertzsprung-Russel-Diagramm, 52, 53,
63, 86, 91, 94

Hertzsprungliicke, 55, 94

Hydrodynamik, 12, 15

hydrodynamische Gleichung, 7, 14, 17,
72,108

| onisationszone, 78

isotropes Geschwindigkeitsfeld, 22, 24,
107

Isotropie, 32, 108

| sotropieannahme, 25, 29, 33, 37, 40,
97,104

| sotropiefaktor, 25, 40, 85

Iterationsverfahren, 44

INDEX

Kernmasse-L euchtkraftbeziehung, 55
Kernreaktion, 42

Kompressibilitat, 64
Kontinuitatsgleichung, 13
Konvektion, 5, 6, 9-11, 19, 85
Konvektionstheorie, 92, 108
Konvektionszone, 24

konvektive Geschwindigkeit, 25
konvektive Hulle, 78, 108
konvektive kinetische Energie, 54
konvektive Zeitskala, 51
konvektiver Flul3, 25

konvektiver Kern, 19, 26, 99
konvektiver kinetischer Strom, 23, 87
konvektiver Strom, 36

konvektives Mischen, 42, 86
Korrelationsfunktion, 17, 25, 31, 46
kubischen Gleichung, 11

Kuhfuf3, 7, 19

Kuhful® Theorie, 42

Kuhfuldmodel, 33, 86

Langenskala, 23

L ebensdauer, 6

L edoux-Kriterium, 11
L euchtkraft, 10, 91, 94

Machzahl, 15

Massensequenz, 74

Massentragheit, 66

Metallgehalt, 76

Meteorit, 99

Meteorologie, 15

Mischungsweglange, 11, 11, 12, 73, 81,
101

Mischungswegparameter, 11, 81

Mischungswegtheorie, 6, 7, 9, 11, 12,
22, 25, 35, 51, 69, 78, 89

Mischvorgange, 42

mittlere Entropie, 24

mittlere kinetische Energie, 24

mittlere konvektive Energie, 23

Modenentwicklung, 16, 64



INDEX

Moment, 17, 20

Naherung, 64

NAG Bibliothek, 28, 82
Navier-Stokes-Gleichung, 13
Newtonverfahren, 97

nichtlokal, 12

nichtlokale Konvektion, 107
Nichtlokalitat, 19, 108
Nullalterhauptreihe, 64, 74, 101, 108
Nulllésung, 29

Oberaachenbeschleunigung, 78
Oberoachenzusammensetzung, 97
Opazitat, 26, 43, 71, 97

Pecletzahl, 45, 65, 67
Penetration, 65
Population-111-Stern, 19, 27, 56
Protoplanet, 27, 51
protostellaren Kontraktion, 6
Protostellarer Kollaps, 27, 35
protostellarer Schock, 35
Protostern, 19, 51

pulsierender Stern, 27, 51, 52

radiativer Verlust, 24
radiativer Verlustterm, 33
Reaktionsrate, 53
Reynoldtsensor, 20
Riesenast, 55

RR-Lyrae Pulsation, 27

Saatkonvektion, 19, 27
Schalenbrennen, 91, 92
Schalenquelle, 63, 91, 94, 96
Schallgeschwindigkeit, 15, 97
Schallwelle, 15
Scheibenpopulation, 65
Schichtdicke, 15
Schlief3bedingung, 7, 18, 20
Schwarzschildgrenze, 62, 65, 66, 67,
70, 72, 74, 87, 89
Schwarzschildkriterium, 11, 36, 66

127

Schwerebeschleunigung, 81
Schwingung, 15
Skalenbetrachtung, 22
Skalengrofe, 102

Skalenlange, 11, 61

Sonne, 96
Sonnenkonvektionszone, 108
Sonnenmodell, 11

Spektralklasse, 78

Spektrum, 6

spezi£sche kinetische Energie, 20
spharische Symmetrie, 41
Statistik, 16

stellare Pulsation, 19
Stellarstatistik, 86

Stellingwerf, 27, 52
Sternentwicklung, 11
Sternaufbaugleichung, 18, 41
Sternentwicklung, 7, 25, 86, 107, 108
Sternentwicklungsprogramm, 19, 36
Sternentwicklungsrechnung, 107, 108
Sterninneres, 41
Sternphotosphare, 6

Sternradius, 101

Stromung, 12
Stromungsdynamik, 65
Strahlung, 10, 44
Strahlungshydrodynamik, 27
Strahlungstransport, 5

Streuung, 17

substantielle Ableitung, 13, 14

Temperaturiiberschuss, 9
Temperaturexzess, 25
Temperaturgradient, 9-11
Testlaboratorium, 97
Transportgeschwindigkeit, 23
Transportmechanismus, 6, 44

Unteradiabasie, 69
Unterkorrekturfaktor, 48

Viskositat, 22, 82
Viskositatstensor, 13



128

Vorhauptreihe, 27, 99, 101

Warmelberschul3, 9

Warmel eitahigkeit, 82
Warmeleitung, 5, 10, 44
Wahrscheinlichkeit, 16
Wahrscheinlichkeitsdichte, 16
Wasserstoffbrennen, 43, 63, 86
Wasserstoffbrennen, zentrales, 88, 92
Wasserstoffschal enbrennen, 86
Wasserstoffschalenquelle, 55
Wasserstoffvorrat, 92

zeitabhangige Konvektion, 107
zeitabhangiges Mischen, 27
Zeitabhangigkeit, 19, 28, 39, 108
Zustandsgleichung, 42
zweidimensionale Rechnung, 6, 24, 64

INDEX



VIELEN DANK ...

mochte ich meinen Eltern sagen, dass sie mir all diese Jahre nicht nur mein Studium
ermoglichten, sondern mir stets auch mit ihrem Rat und ihrer Gesprachsbereitschaft
zur Seite standen. Besonders mochte ich hier auch an meinen Grof3vater erinnern, der
mir die ersten Grundlagen der Physik und Mathematik beibrachte.

Herrn Prof. Dr. W. Hillebrandt danke ich fur die freundliche Aufnahme an seinem
Institut und die Moglichkeit diese Arbeit durchzufiihren.

Ebenso mochte ich mich bel Herrn Dr. Achim Weiss fir die Themenstellung be-
danken, sowie fur die Gesprache uber diverse Probleme, die im Zusammenhang mit
meiner Dissertation auftraten.

Mein besonderer Dank gilt Herrn Dr. Gunter Wuchterl fiir seine stete Diskussions-
bereitschaft, sowie fir seine Bereitschaft, mir mit Rat zur Verfigung zu stehen und mir
so den Einstieg in das Thema zu erleichtern.

Nicht zuletzt gilt mein Dank allen Diplomanden, Doktoranden und Mitgliedern des
Instituts fOr die freundliche und kollegial e Athmosphare. | nsbesondere mochteich hier
Felix Stohr erwahnen, mit dem ich ein Zimmer teilte, sowie Fritz Ropke und Florian
Siebel.

129



