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Kapitel 1
Einleitung
Ziel der Elementarteil
henphysik ist die Bes
hreibung der grundlegenden Bausteine der Na-tur und ihrer We
hselwirkungen. Das Standardmodell der Teil
henphysik [1{4℄ bes
hreibtdie elektros
hwa
he und die starke We
hselwirkung im Rahmen einer relativistis
hen Quan-tenfeldtheorie. Es steht im Einklang mit allen bisherigen Ergebnissen von Bes
hleuniger-experimenten und beinhaltet neben den bisher direkt na
hgewiesen Teil
hen nur einenweiteren Baustein, das sogenannte Higgs-Boson. So steht an zuk�unftigen Bes
hleuniger-experimenten die direkte Su
he na
h dem Higgs-Boson sowie na
h neuen Teil
hen, derenEntde
kung ein Beweis f�ur Physik jenseits des Standardmodells w�are, im Vordergrund.Ein weiteres wi
htiges Werkzeug bei der Su
he na
h bisher unbekannten Teil
hen stellt dieAnalyse von Pr�azisionsobservablen dar. Die theoretis
hen Vorhersagen f�ur diese Gr�o�enh�angen �uber Quantenkorrekturen von allen Parametern der zugrundeliegenden Theorieab, insbesondere also au
h von den bisher experimentell ni
ht direkt zug�angli
hen. EinVerglei
h der theoretis
hen Vorhersagen mit den experimentellen Ergebnissen liefert somitEins
hr�ankungen an die Masse des Higgs-Bosons sowie an die Eigens
haften von eventuellvorhandenen weitereren Teil
hen, wie sie typis
herweise in Erweiterungen des Standard-modells auftreten. Ein Beispiel f�ur den Erfolg dieses Verfahrens war die Entde
kung destop-Quarks [5℄, dessen Masse mit der indirekten Vorhersage aus Pr�azisionsobservablen�ubereinstimmt.Der e�ektive leptonis
he Mis
hungswinkel sin2 �e� , der eng mit der Physik der Z-Resonanzverkn�upft ist, stellt eine S
hl�usselobservable bei dieser indirekten Su
he na
h neuen Teil-
hen dar. An Elektron-Positron-Bes
hleunigern kann der Prozess der Lepton-Paarpro-duktion auf der Z-Resonanz sehr gut dur
h das Konzept der e�ektiven Kopplungen be-s
hrieben werden. Dabei bewirken die Quantenkorrekturen zu diesem Prozess eine �Ande-rung der Kopplungskonstanten des Vektor- und des Axialvektorstroms. Der e�ektive Mi-s
hungswinkel wird �uber das Verh�altnis dieser Kopplungen de�niert. Er kann experimentellaus Messungen der Asymmetrien der Z-Resonanz bestimmt werden.7



Kapitel 1. EinleitungDie theoretis
he Vorhersage des Standardmodells f�ur sin2 �e� h�angt sensitiv von der Massedes Higgs-Bosons ab. Eine genauere theoretis
he Vorhersage f�ur diese Gr�o�e liefert alsobessere indirekte S
hranken an die Higgs-Masse. Insbesondere an LEP1 wurde sin2 �e� ex-perimentell sehr genau bestimmt. Der aktuelle Wert betr�agt sin2 �e� = 0:23153�0:00016 [6℄.Von zuk�unftigen Bes
hleunigerexperimenten werden weitere Verbesserungen in der Pr�azi-sion erwartet. So k�onnte am ILC im GigaZ-Modus eine Genauigkeit von 1:3 � 10�5 er-rei
ht werden [7,8℄. F�ur eine verglei
hbare theoretis
he Genauigkeit werden mindestens dievollst�andigen elektros
hwa
hen Zweis
hleifen-Korrekturen ben�otigt.Ziel dieser Arbeit ist die Bere
hnung dieser Korrekturen. In Kapitel 2 wird daher zun�a
hstdas elektros
hwa
he Standardmodell vorgestellt, die Begri�e der Regularisierung und derRenormierung erl�autert sowie die in dieser Re
hnung ben�otigten Renormierungskonstantenauf Ein- und Zweis
hleifen-Niveau abgeleitet.Da die Masse des W -Bosons in sin2 �e� eingeht, wird in Kapitel 3 der Myonzerfall bes
hrie-ben und daraus die W -Z-Massenrelation abgeleitet. Diese erlaubt es die W -Masse aus derFermikonstante und den Quantenkorrekturen zum Myonzerfall zu bestimmen.In Kapitel 4 wird das Konzept der e�ektiven Kopplungen zur Bes
hreibung der Z-Resonanzeingef�uhrt und der e�ektive Mis
hungswinkel de�niert. Des Weiteren wird ein �Uberbli
k�uber den experimentellen und theoretis
hen Status dieser Gr�o�e gegeben.Die Kapitel 5, 6 und 7 werden die in dieser Arbeit verwendeten Re
henmethoden bes
hrie-ben. Bei der Bere
hnung von sin2 �e� tritt neben der Zweis
hleifen-Renormierung no
h diete
hnis
he S
hwierigkeit der Bere
hnung von Zweis
hleifen-Vertexfunktionen auf. In Kapi-tel 5 werden die Methoden zur Bere
hnung der Renormierungskonstanten auf Zweis
hleifen-Niveau erl�autert, w�ahrend si
h Kapitel 6 mit der Bere
hnung Infrarot-endli
her und Kapitel7 mit der Bere
hnung Infrarot-divergenter Zweis
hleifen-Vertexfunktionen befasst.In Kapitel 8 werden die mit diesen Methoden erhaltenen Ergebnisse f�ur sin2 �e� diskutiert.Anhang A enth�alt die in dieser Arbeit ben�otigten Zweis
hleifen-Feynmandiagramme undAnhang B erkl�art die verwendete Terminologie f�ur die Topologien von Zweis
hleifen-Verti
es.
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Kapitel 2
Das elektros
hwa
he Standardmodell
2.1 Klassis
he Lagrangedi
hteDas Standardmodell bes
hreibt die elektros
hwa
he We
hselwirkung im Rahmen einerspontan gebro
henen Ei
hsymmetrie. Hierbei werden die fermionis
hen Elementarteil
henin der fundamentalen Darstellung der Gruppe SU(2)� U(1) angeordnet,LLi = � �LilLi � ; QLi = � uLidLi � ; lRi ; uRi ; dRi : (2.1)Der Familienindex i l�auft von 1 bis 3. LLi , QLi , lRi , uRi und dRi bezei
hnen die links- bzw.re
htsh�andigen Leptonen und Quarks.Die obigen Teil
hen k�onnen dur
h die Quantenzahlen des s
hwa
hen Isospins I und I3,sowie der s
hwa
hen Hyperladung Y klassi�ziert werden. Die Hyperladung wird so gew�ahlt,dass si
h f�ur jedes Teil
hen die korrekte elektris
he LadungQ aus der Gell-Mann-Nishijima-Relation, Q = I3 + Y2 (2.2)ergibt.Indem man SU(2)�U(1) als Gruppe der Ei
htransformationen au�asst, unter der die La-grangedi
hte invariant ist, kann diese Struktur in eine ei
hinvariante Feldtheorie eingebettetwerden. Um Massen f�ur die Ei
hbosonen zu generieren, muss diese Symmetrie spontan ge-bro
hen werden. Dies ges
hieht im Standardmodell dur
h den Higgs-Me
hanismus [9℄. DesWeiteren werden Fermionmassen dur
h Kopplungen des Higgs-Feldes an die Fermionen,den Yukawa-Kopplungen, erzeugt. 9



Kapitel 2. Das elektros
hwa
he StandardmodellDamit setzt si
h die klassis
he Lagrangedi
hte aus dem Yang-Mills-, dem Fermion-, demHiggs- sowie dem Yukawaanteil zusammen,LKlass = LYM + LFerm + LHiggs + LYukawa; (2.3)die in den folgenden Abs
hnitten 2.1.1 - 2.1.4 bes
hrieben werden.2.1.1 Ei
hfelderDen Generatoren der SU(2), I1, I2 und I3, werden die Ei
hfelderW 1� ,W 2� undW 3� zugeord-net. Die SU(2)-Kopplungskonstante wird mit g2, das Ei
hfeld und die Kopplungskonstanteder U(1) mit B� und g1 bezei
hnet.Mit den Feldst�arketensorenB�� = ��B� � �� B�; (2.4)W a�� = ��W a� � �� W a� + g2 �ab
W b�W 
� ; (2.5)ergibt si
h der Yang-Mills-Anteil der klassis
hen Lagrangedi
hte zuLYM = �14W a�� W ��;a � 14B�� B��: (2.6)2.1.2 FermionenMit den fermionis
hen Quantenzahlen Ia und Y aus (2.1) und (2.2) lautet die kovarianteAbleitung D� = ��� � i g2 IaW a� + i g1 Y2 B�� ; (2.7)und der fermionis
he Teil der Lagrangedi
hte ergibt si
h zuLFerm = �LLi
�D�LL + �QLi
�D�QL + �lRi
�D�lR + �uRi
�D�uR + �dRi
�D�dR: (2.8)Neben den kinetis
hen Termen der Fermionen enth�alt er We
hselwirkungsterme zwis
henFermionen und Ei
hbosonen. 10



2.1. Klassis
he Lagrangedi
hte2.1.3 HiggsfeldUm Massen f�ur das W - und das Z-Boson, aber ni
ht f�ur das Photon zu generieren, mussdie SU(2)� U(1)-Symmetrie derart gebro
hen werden, dass die elektromagnetis
he U(1)-Untergruppe ungebro
hen bleibt. Dazu wird im Standardmodell ein skalares SU(2)-Dublettmit Hyperladung Y = 1 eingef�uhrt,�(x) = � �+(x)�0(x) � : (2.9)Im Higgs-Anteil der Lagrangedi
hteLHiggs = (D��)y(D��)� V (�) (2.10)wird die Higgs-Selbstwe
hselwirkung alsV (�) = ��2�y� + �4 (�y�)2; �2; � > 0; (2.11)gew�ahlt, wobei der Massenparameter �2 und die Kopplungskonstante � eingef�uhrt werden.Damit erh�alt das Feld � einen ni
htvers
hwindenden Vakuumerwartungswert (VEW)h�i = 1p2 � 0v � mit v = 2�� : (2.12)Das Feld (2.9) kann folgendermassen parametrisiert werden,�(x) = � �+(x)1p2 (v +H(x) + i �(x)) � ; ��(x) := [�+(x)℄y; (2.13)so dass die Komponentenfelder �+, H und � vers
hwindende VEW haben. H und � sinddabei reelle Felder. Die Felder �+ und � k�onnen k�onnen dur
h eine Ei
htransformationbeseitigt werden und sind damit unphysikalis
h. Dagegen bes
hreibt das Feld H(x) einphysikalis
hes, neutrales skalares Teil
hen der MasseMH = p2�: (2.14)2.1.4 YukawakopplungenDie Massen der geladenen Fermionen werden dur
h Yukawa-Kopplungen des Higgs-Feldsan die Fermion-Felder erzeugt,LYukawa = XFamilien�gl �LL lR � + gu �QL uR ~� + gd �QL dR� + h.k.� : (2.15)11



Kapitel 2. Das elektros
hwa
he StandardmodellHierbei bezei
hnet ~� = ((�0)�;���)T das ladungskonjugierte Higgsdublett. gl, gu und gdsind die Yukawa-Kopplungskonstanten f�ur Leptonen, up-artige Quarks und down-artigeQuarks. E�ekte der Quarkmis
hung, die dur
h die CKM-Matrix bes
hrieben werden, spie-len in dieser Arbeit keine Rolle und wurden deshalb in (2.15) ni
ht ber�u
ksi
htigt.Damit ergeben si
h die Fermionmassen zumf = gf vp2 : (2.16)Die Kopplung zwis
hen Fermionen und Higgsfeld ist also proportional zur Teil
henmasse.2.1.5 Elektros
hwa
her Mis
hungswinkelAus den Ei
hfeldern W a� (a = 1; 2; 3) und B� erh�alt man die folgenden Massen- undLadungseigenzust�ande, W�� = 1p2 [W 1� � iW 2� ℄; (2.17)� A�Z� � = � 
os �W � sin �Wsin �W 
os �W �� B�W 3� � : (2.18)Der elektros
hwa
he Mis
hungswinkel �W ist �uber die Relationen
os �W =: 
W = g2pg21 + g22 = MWMZ ;sin2 �W =: sW = 1� M2WM2Z (2.19)mit den Massen des Z- und des W -Bosons verkn�upft. Letztere ist gegeben dur
hMW = g22 v: (2.20)Die Kopplung des Z-Bosons an Fermionen in (2.8) lautet��Z �ff = 
� �gfv � gfa 
5� : (2.21)mit der Vektor- und der Axialvektorkopplunggfv = I3 � 2Qs2W2 sW 
W ; gfa = I32 sW 
W : (2.22)F�ur Leptonen folgt aus (2.22) die Relationsin2 �W = 14 �1� glvgla� ; (2.23)12



2.2. Lagrangedi
hte der Quantentheorie�uber die der elektros
hwa
he Mis
hungswinkel au
h in h�oheren Ordnungen St�orungstheoriede�niert werden kann (siehe Kapitel 4).W�ahrend die Ei
hbosonen W�� und Z� massiv sind, bleibt das A� masselos und kann dahermit dem Photon identi�ziert werden, das �uber die elektris
he Ladung e an das Elektronkoppelt. Daraus folgen die Relationene = g2 sW = g1 
W ; (2.24)die es zusammen mit (2.12), (2.14), (2.16) und (2.20) erlauben, den urspr�ungli
hen Satzvon Parametern g1, g2, �, �2 und gf dur
h den �aquivalenten Satz e, MW , MZ , MH und mfzu ersetzten, wobei jede der letzteren Gr�o�en prinzipiell direkt messbar ist. Anstelle derW -Masse wird oft die Fermikonstante G� verwendet, die die e�ektive 4-Fermion-Kopplungim Fermimodell [10℄ bes
hreibt und in niedrigster Ordnung St�orungstheorie dur
h die Kor-relation G�p2 = e28 �1� M2WM2Z � M2W (2.25)mit MW und MZ verkn�upft ist (siehe Kapitel 3).2.2 Lagrangedi
hte der QuantentheorieDie Invarianz der klassis
hen Lagrangedi
hte unter Ei
htransformationen f�uhrt zu unphy-sikalis
hen Freiheitsgraden der Ei
hbosonen, die bei der Quantisierung der Theorie zuS
hwierigkeiten f�uhren. Daher wird der Lagrangedi
hte ein Ei
h�xierungsterm hinzugef�ugt.Oft w�ahlt man die 't Hooft- oder R�-Ei
hung [11℄ , in der der Ei
h�xierungsterm folgendeForm hat, LFix = �12 �F 2
 + F 2Z + 2F+ F�� (2.26)mit F� = 1p�W ���W�� � iMW �W ��� ;FZ = 1p�Z ��� Z� �MZ �Z �� ;F
 = 1p�
 �� A�: (2.27)In dieser Arbeit wird ein Spezialfall der R�-Ei
hung, die Feynmanei
hung �Z;W;
 = 1,verwendet, in der die Propagatoren der Vektorboson proportional zur Minkowski-Metrikg�� sind. 13



Kapitel 2. Das elektros
hwa
he StandardmodellUm die unphysikalis
hen Beitr�age aus den Ei
hfeldern in LFix zu kompensieren, muss zurLagrangedi
hte no
h der Fadeev-Popov-Term [12℄LFP = �ua(x) �F a(x)��b(y) ub(y) (2.28)addiert werden. Dabei sind u
, uZ und u� Geisterfelder sowie �Fa(x)��b(y) die �Anderungen derEi
h�xierungsterme (2.27) unter in�nitesimalen Ei
htransformationen.Die gesamte Lagrangedi
hte der quantisierten Theorie lautet damitL = LKlass + LFix + LFP: (2.29)2.3 RegularisierungIn h�oheren Ordnungen der St�orungstheorie treten Diagramme mit ges
hlossenen S
hleifenauf, die Integrale �uber die S
hleifenimpulse enthalten. Diese Integrale sind im Allgemeinendivergent f�ur gro�e Integrationsimpulse (UV -divergent). Daher ben�otigt man eine Vor-s
hrift, die diese Integrale in endli
he und mathematis
h wohlde�nierte �uberf�uhrt. Einesol
he Vors
hrift nennt man ein Regularisierungss
hema. Bei Bere
hnungen innerhalb vonEi
htheorien benutzt man h�au�g das Verfahren der dimensionale Regularisierung [13℄, dasglei
hzeitig Lorentz- und ei
hinvariant ist. Die Idee besteht darin, dass man die Raum-Zeit-Dimension 4 dur
h eine kleinere Dimension D ersetzt, in der die auftretenden Integralekonvergent sind, Z d4k(2�)4 ! �4�D Z dDk(2�)4 : (2.30)� ist ein beliebiger Massenparameter, der bewirkt, dass die Massendimension des Integralserhalten bleibt. Na
h der Regularisierung erh�alt man das endli
he Ergebnis f�ur physikali-s
he Gr�o�en dur
h den Grenz�ubergang D! 4.Der D-dimensionale metris
he Tensor hat die Eigens
haftg�� = Tr [1℄ = D; (2.31)und die Dira
 Algebra verallgemeinert si
h in D-Dimensionen zuf
�; 
�g = 2 g�� 1: (2.32)Die De�nition von 
5 in D-Dimensionen wird im folgenden Abs
hnitt 2.3.1 behandelt.14



2.3. Regularisierung2.3.1 De�nition von 
5 in dimensionaler RegularisierungDie Algebra der 
5-Matrix ist in vier Dimensionen de�niert dur
h die Relationenf
5; 
�g = 0; � = 1; : : : ; 4; (2.33)Tr [
5 
� 
� 
� 
�℄ = 4 i �����: (2.34)Diese beiden Relationen lassen si
h ni
ht glei
hzeitig konsistent auf beliebige DimensionenD verallgemeinern [13℄.Falls eine Vors
hrift zur Behandlung von 
5 Symmetrien bri
ht, also die Slavnov-Taylor(ST)-Identit�aten der Theorie verletzt, kann diese eventuell dur
h die Einf�uhrung von zus�atzli-
hen Countertermen wiederhergestellt werden. Falls dies ni
ht m�ogli
h ist spri
ht man vonanomaler Symmetriebre
hung und bezei
hnet die Terme, die die Symmetrien bre
hen, alsAnomalien. Aber au
h wenn die Symmetrie dur
h zus�atzli
he Counterterme restauriertwerden kann, k�onnen zwei vers
hiedenen Vors
hriften na
h dieser Prozedur unters
hiedli-
he Ergebnisse liefern.In Eins
hleifen-Re
hnungen wird h�au�g das naiv antikommutierende S
hema angewendet,das die Glei
hung (2.33) auf D-Dimensionen verallgemeinert, aber (2.34) ab�andert,f
5; 
�g = 0; � = 1; : : : ; D; (2.35)Tr [
5 
� 
� 
� 
�℄ = 0: (2.36)Diese Vorgehen liefert zwar eindeutige Ergebnisse, reproduziert aber ni
ht den physikali-s
hen Grenzfall D! 4.Ein konsistentes S
hema zur Behandlung von 
5 wurde von 't Hooft und Veltmann [13℄ vor-ges
hlagen und von Breitenlohner und Maison [14℄ formalisiert (HVBM-S
hema). Die Ideebesteht in einer unters
hiedli
hen Behandlung der ersten vier Dimensionen der 
-Matrizenund der restli
hen D � 4 Dimensionen. Das Standardmodell mit HVBM-Regularisierungist anomaliefrei und renormierbar [15℄.Im sogenannten gemis
hten S
hema werden die beiden widerspr�u
hli
hen Relationen (2.33)und (2.34) simultan inD Dimensionen verwendet. Wegen der mathematis
hen Inkonsistenzdieses Vorgehens sind Spuren �uber mindestens vier 
-Matrizen und 
5 in diesem S
hemanur bis auf Terme der Ordnung (D � 4) festgelegt.Im Standardmodell tritt das 
5-Problem vor allem im Zusammenhang mit Dreie
ksdia-grammen (siehe Abbildung 2.1a)) auf, die 
hirale Kopplungen enthalten. Die ST-Identit�aten,die Dreie
ksdiagramme beinhalten, sind im HVBM-S
hema verletzt. Dies erfordert dieEinf�uhrung zus�atzli
her Counterterme, und ers
hwert somit die Re
hnung. Im naiv anti-kommutierenden S
hema sind zwar alle ST-Identit�aten direkt erf�ullt, jedo
h unters
heidetsi
h das Ergebnis von dem des HVBM-S
hemas unter Ber�u
ksi
htigung der zus�atzli
henCounterterme um endli
he Terme [16{18℄. Das bedeutet, dass das naiv antikommutieren-de S
hema in diesem Fall ni
ht anwendbar ist. Im gemis
hten S
hema sind ebenfalls alle15
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a) b)Abbildung 2.1: a) Dreie
ksdiagramm b) Dreie
ksdiagramm als Unters
hleifeST-Identit�aten direkt erf�ullt, aber die Unters
hiede zwis
hen diesem S
hema und demHVBM-S
hema sind von der Ordnung (D � 4),�HVBM2:1a) = �gemis
ht2:1a) +O(D � 4); (2.37)und vers
hwinden somit im Grenzfall D � 4. Diese Terme bezei
hnet man deshalb alss
hwindende Terme.Bei der Bere
hnung des e�ektiven leptonis
hen Mis
hungswinkel auf Zweis
hleifen-Niveautreten Dreie
ksdiagramme als Unters
hleifen in den generis
hen Diagrammen aus Ab-bildung 2.1b) auf. W�urde ein s
hwindender Term aus diesen Unters
hleifen mit einem1/(D�4)-Pol aus der S
hleifenintegration multipliziert, w�urde dies zu unters
hiedli
hen Er-gebnissen im HVBM- und im gemis
hten S
hema f�uhren. Es wurde jedo
h gezeigt [16{18℄,dass dies f�ur die Diagramme 2.1b) ni
ht der Fall ist, so dass au
h hier die Unters
hiedezwis
hen beiden S
hemata von der Ordnung (D � 4) sind,�HVBM2:1b) = �gemis
ht2:1b) +O(D � 4); (2.38)und damit im physikalis
hen Grenzfall vers
hwinden. Damit ergibt si
h die M�ogli
hkeitdur
h das Verwenden des gemis
hten S
hemas mit erhebli
h geringerem Aufwand dasselbeErgebnis wie im HVBM-S
hema zu erhalten.2.3.2 Infrarot DivergenzenNa
h Kinoshita [19℄ gibt es zwei vers
hiedene Kon�gurationen von Infrarot(IR)- oderMassen-Singularit�aten. Kollineare Divergenzen treten demna
h auf, wenn si
h ein masselo-ses �au�eres Teil
hen eines S
hleifen-Diagramms in zwei masselose innere Teil
hen aufspal-tet, w�ahrend soft-Singularit�aten si
h daraus ergeben, dass zwei �au�ere (On-Shell) Teil
henein masseloses Teil
hen austaus
hen. S
hlie�li
h k�onnen soft- und kollineare Divergenzen�uberlappen. In Abb. 2.2 �ndet si
h zu diesen drei F�allen jeweils ein Eins
hleifen-Beispiel.16
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Abbildung 2.2: a) kollineare, b) soft- und 
) �uberlappende DivergenzWenn die Teil
hen, wie z.B. das Elektron, ni
ht exakt masselos sind, so treten Logarithmendieser kleinen Massen auf. Somit k�onnen IR-Divergenzen au
h f�ur exakt masselose Teil
hendadur
h regularisiert werden, dass man eine k�unstli
he Masse f�ur diese Teil
hen einf�uhrt.

2.4 On-Shell-Renormierung des StandardmodellsDie Lagrangedi
hte des Standardmodells enth�alt eine gewisse Anzahl freier Parameter, dieni
ht von der Theorie festgelegt sind. Die De�nition dieser Parameter und ihre Relation zuMessgr�o�en de�nieren ein Renormierungss
hema. Sie k�onnen aus experimentellen Ergeb-nissen dur
h den Verglei
h mit den theoretis
hen Vorhersagen bestimmt werden. Damitk�onnen dann theoretis
he Vorhersagen f�ur weitere Messgr�o�en gema
ht werden, die wie-derum dur
h den Verglei
h mit dem Experiment eine Veri�kation oder Falsi�kation derTheorie erm�ogli
hen.Die Relationen zwis
hen den freien Parametern der Theorie und den Me�gr�o�en unter-s
heiden si
h in unters
hiedli
hen Ordnungen der St�orungstheorie. Da es in h�oheren Ord-nungen, wie in Abs
hnitt 2.3 bes
hrieben, n�otig ist, ein Regularisierungsverfahren, wiez.B. dimensionale Regularisierung, einzuf�uhren, werden diese Relationen dar�uber hinaus
uto�-abh�angig. Daher haben die urspr�ungli
hen (,,na
kten\) Parameter der Lagrange-di
hte keine physikalis
he Bedeutung. Deshalb ersetzt man normalerweise diese na
ktenParameter, die im Folgenden mit einem Index ,,0\ bezei
hnet werden, dur
h endli
he re-normierte Parameter.In dieser Arbeit wird das On-Shell-Renormierungss
hema [20℄ mit den Konventionen aus [21℄verwendet, das als Parametersatz die Gr�o�en e, MW , MZ , MH und mf verwendet. Die re-17



Kapitel 2. Das elektros
hwa
he Standardmodellnormierten Parameter werden de�niert �uberM2W;0 = M2W + ÆM2W ;M2Z;0 = M2Z + ÆM2Z ;M2H;0 = M2H + ÆM2H ;mfi;0 = mfi + Æ mfi;e0 = (1 + Æ e) e: (2.39)Dar�uber hinaus ist es n�utzli
h, Renormierungskonstanten f�ur die physikalis
hen Felder zude�nieren, da dadur
h die Wellenfunktionsrenormierung der externen Teil
hen kompensiertwerden kann. Feldrenormierungen von inneren Teil
hen entfallen zwar in Ergebnissen f�urphysikalis
he Observablen, sie erlauben es aber, endli
he Bausteine der Amplitude, wiezum Beispiel Selbstenergien, zu bilden.Im Standardmodell de�niert man die folgenden Feldrenormierungskonstanten f�ur die phy-sikalis
hen Felder,� Z0A0 � = � pZZZ pZZ
pZ
Z pZ

 �� ZA � = � p1 + ÆZZZ pÆZZ
pÆZ
Z p1 + ÆZ

 �� ZA � ;W�0 = pZW W� =p1 + ÆZW W�;H0 = pZH H =p1 + ÆZH H;fL0 = qZfL fL =q1 + ÆZfL fL;fR0 = qZfR fR =q1 + ÆZfR fR: (2.40)Au�erdem erweist es si
h als g�unstig au
h f�ur die unphysikalis
hen Felder Renormierungs-konstanten einzuf�uhren. Im Geist-Sektor ges
hieht dies folgenderma�en,� uZ0uA0 � = � pZZZ pZZ
pZ
Z pZ

 �� uZuA � = � p1 + ÆZZZ pÆZZ
pÆZ
Z p1 + ÆZ

 �� uZuA � ;u�0 = pZW u� =p1 + ÆZW u�; (2.41)w�ahrend man im Higgs-Sektor die folgenden Renormierungskonstanten einf�uhrt,��0 = pZ� �� =p1 + ÆZ� ��;�0 = pZ� � = p1 + ÆZ� �: (2.42)Die Aufteilung (2.39), (2.40) der na
kten Parameter in einen endli
hen und einen diver-genten Anteil ist ni
ht eindeutig. Eine genaue Fixierung des Renormierungskonstanten legtein Renormierungss
hema fest. Im On-Shell-Renormierungss
hema werden die Renormie-rungskonstanten dur
h die folgenden Forderungen bestimmt:18



2.4. On-Shell-Renormierung des Standardmodells� Die Massen-Renormierungskonstanten werden dur
h die Bedingung festgelegt, dassdie Massen der Teil
hen glei
h den Realteilen der Pole der entspre
henden Propaga-toren sein sollen.� Æe wird dadur
h festgelegt, dass die Elektronladung mit der des Niederenergielimesder klassis
hen Elektrodynamik (Thomson-Limit) �ubereinstimmen soll.� DieWellenfunktions-Renormierungskonstanten werden dur
h die Forderungen �xiert,dass die Realteile der Residuen der Propagatoren Eins sein sollen sowie dass die 
-Z-Mis
hung bei 0 und M2Z vers
hwinden soll.Die PropagatorenD(k2) h�angen mit dem Inversen der renormierten einteil
hen-irreduziblenZweipunkt-Funktionen (1PI) �̂(k2) zusammen,DWT (k2) = ���̂WT (k2)��1 ; DH(k2) = ���̂H(k2)��1 ;� DZZT (k2) DZ
T (k2)D
ZT (k2) D

T (k2) � = �� �̂ZZT (k2) �̂Z
T (k2)�̂
ZT (k2) �̂

T (k2) ��1 ;Df(k2) = ���̂f (k2)��1 =: ��k= !� �̂fL(k2) + k= !+ �̂fR(k2) +mf �̂fS(k2)��1 ;!� = 1� 
52 : (2.43)Der Index T bezei
hnet dabei den Transversalteil der Vektorpropagatoren bzw. Zweipunkt-funktionen, der dur
h die Zerlegung�ab��(k2) = �abT �g�� � k�k�k2 � + �abL k�k�k2 ; a; b = 
; Z; W; (2.44)de�niert ist. �abL bezei
hnet den Longitudinalteil, der f�ur die Ableitung der Renormie-rungskonstanten ni
ht ben�otigt wird. Die 1PI bestehen wiederum aus einem Bornanteilund einem Anteil der S
hleifenkorrekturen in den Selbstenergien �̂,�̂abT (k2) = �i�(k2 �M2a )Æab + �̂abT (k2)� ; a; b = 
; Z; W;�̂fL;R(k2) = i�1 + �̂fL;R(k2)� ;�̂fS(k2) = i��1 + �̂fS(k2)� ;�̂H(k2) = �i�(k2 �M2H) + �̂H(k2)� : (2.45)19



Kapitel 2. Das elektros
hwa
he Standardmodell2.4.1 Eins
hleifen-RenormierungAuf Eins
hleifen-Niveau werden die Renormierungskonstanten bis zur 1.Ordnung entwi
kelt.Damit erh�alt man f�ur die renormierten Selbstenergien die folgenden Ausdr�u
ke,�̂WT (1)(k2) = �WT (1)(k2)� ÆM2W (1) + ÆZW(1) �k2 �M2W � ;�̂ZZT (1)(k2) = �ZZT (1)(k2)� ÆM2Z(1) + ÆZZZ(1) �k2 �M2Z� ;�̂

T (1)(k2) = �

T (1)(k2) + ÆZ

(1) k2;�̂
ZT (1)(k2) = �
ZT (1)(k2) + 12ÆZZ
(1) �k2 �M2Z�+ 12ÆZ
Z(1)k2;�̂H(1)(k2) = �H(1)(k2)� ÆM2H(1) + ÆZH(1) �k2 �M2H� ;�̂fL(1)(k2) = �fL(1)(k2) + ÆZfL(1);�̂fR(1)(k2) = �fR(1)(k2) + ÆZfR(1);�̂fS(1)(k2) = �fS(1)(k2)� 12 �ÆZfL(1) + ÆZfR(1)�� Æmf(1)mf : (2.46)� bezei
hnet die unrenormierten Selbstenergien und die Zahlen in Klammern geben dieS
hleifenordnung an.Mit den On-Shell-Renormierungsbedingungen aus Abs
hnitt 2.4 erh�alt man damit f�ur dieEins
hleifen-RenormierungskonstantenÆM2W (1) = Re ��WT (M2W )� ; ÆZW(1) = �Re��W 0T (1)(M2W )� ;ÆM2Z(1) = Re ��ZZT (M2Z)� ; ÆZZZ(1) = �Re��ZZ0T (1)(M2Z)� ;ÆZ
Z(1) = �2Re �
ZT (M2Z)M2Z ! ; ÆZZ
(1) = 2 �
ZT (1)(0)M2Z ;ÆZ

(1) = ��

0T (1)(0);ÆM2H(1) = Re ��H(M2H)� ; ÆZH(1) = �Re��H0(1)(M2H)� ;Æmf(1) = mf2 Re��fL(1)(m2f ) + �fR(1)(m2f ) + 2�fS(1)(m2f)� ;ÆZfL(1) = �Re��fL(1)(m2f )��m2f Re��f 0L(1)(m2f) + �f 0R(1)(m2f) + 2�f 0S(1)(m2f )� ;ÆZfR(1) = �Re��fR(1)(m2f)��m2f Re��f 0L(1)(m2f ) + �f 0R(1)(m2f ) + 2�f 0S(1)(m2f )� : (2.47)�0(k2) bezei
hnet die Ableitung der unrenormierten Selbstenergie na
h dem Impulsquadratk2. F�ur die Ladungsrenormierungskonstante �ndet man unter Ber�u
ksi
htigung einerWard-Identit�at [21℄ ÆZe(1) = �12 ÆZ

(1) � sW2 
W ÆZZ
(1) : (2.48)20



2.4. On-Shell-Renormierung des StandardmodellsDer s
hwa
he Mis
hungswinkel ist keine unabh�angige Gr�o�e, sondern �uber (2.19) mit derW - und der Z-Masse verkn�upft. De�niert man die Renormierungskonstante ÆsW dur
hsW;0 = sW + ÆsW ; (2.49)so gilt die Beziehung ÆsW (1) = 
2W2 sW  ÆM2Z(1)M2Z � ÆM2W (1)M2W ! : (2.50)Des Weiteren enth�alt das Higgspotential (2.11) den Tadpole-TermtH(x) := v��2 � �4 v2�H(x); (2.51)der auf Bornniveau identis
h vers
hwindet. In h�oheren Ordnungen erh�alt er jedo
h ni
ht-vers
hwindende Korrekturen. Diese kompensiert man dur
h einen Counterterm Æt,t0 = t + Æt; (2.52)der so gew�ahlt wird, dass au
h in h�oheren Ordnungen keine Tadpolebeitr�age auftreten.Bei der Bere
hnung von ÆZ

 ,ÆZ

(1) = ��

(0); �

(p2) = �

T (p2)p2 ; (2.53)tritt das Problem auf, dass die Massen der lei
hten Quarks bei niedrigen Energien auf-grund von QCD-E�ekten ni
ht wohlde�niert sind. Zur Bere
hnung dieser Renormierungs-konstante spaltet man den Beitrag der Photon-Vakuumpolarisation bei einer ausrei
hendhohen Energie ab, so dass die Quarks dort als freie, masselose Teil
hen betra
htet werdenk�onnen [22℄. F�ur diese Energie w�ahlt man oft p2 = M2Z , da dies eine nat�urli
he Skala f�urelektros
hwa
he Prozesse darstellt,�

(0) = �Re ��

(M2Z)�+�

(0) +Re ��

(M2Z)� (2.54)= �Re��̂

(M2Z)� +Re ��

(M2Z)� : (2.55)Der Anteil Re (�

(M2Z)) kann pertubativ bere
hnet werden.Der Realteil der renormierten Vakuumspolarisation,Re��̂

(M2Z)� = Re ��

(M2Z)�� �

(0); (2.56)21



Kapitel 2. Das elektros
hwa
he Standardmodelll�asst si
h in einen bosonis
hen Anteil, einen leptonis
hen Anteil, einen Anteil der die lei
h-ten Quarks und einen Anteil, der das top-Quark enth�alt, aufspalten.Re��̂

(M2Z)� = Re��̂bos(M2Z)�+Re��̂lept(M2Z)�+ Re��̂had(M2Z)� +Re��̂top(M2Z)� : (2.57)Der bosonis
he Anteil und der Anteil, der das top-Quark enth�alt, k�onnen problemlos per-tubativ bere
hnet werden. Die verbleibende Gr�o�e�� = ��lept +��had = �Re��̂lept(M2Z)��Re��̂had(M2Z)� (2.58)entspri
ht einer Vers
hiebung der elektromagnetis
hen Feinstrukturkonstante�(M2Z) = � (1 + ��) +O ��3� : (2.59)W�ahrend der leptonis
he Anteil direkt pertubativ bere
hnet werden kann, kann der hadro-nis
he Anteil mittels einer Dispersionsrelation gewonnen werden,��had = � �3 � M2ZRe�Z 14m2� ds0 R
 (s0)s0 (s0 �M2Z � i �)� (2.60)mit R
 (s0) = � (e+e� ! 
� ! Hadronen)� (e+e� ! 
� ! �+��) : (2.61)Dabei werden die Beitr�age bei hohen Energien im Rahmen der pertubativen QCD bere
h-net, w�ahrend die Beitr�age bei niedrigen Energien aus experimentell gemessenen Wirkungs-quers
hnitten bestimmt werden k�onnen [23℄.2.4.2 Zweis
hleifen-RenormierungIn dieser Arbeit wird der Zweis
hleifen-Counterterm zum Z �ff -Vertex ben�otigt. Die Feyn-manregel zu diesem Vertex lautet allgemeinZZ �ff = i e 
� !+ZeZfR �(Zgv gv � Zga ga)pZZZ �QpZ
Z�+ i e 
� !�ZeZfL �(Zgv gv + Zga ga)pZZZ �QpZ
Z� (2.62)mit der Vektor- und der Axialvektorkopplunggv = I3 � 2Qs2W2 sW 
W ; Zgv gv = I3 � 2Q (sW + ÆsW )22 (sW + ÆsW ) (
W + Æ
W ) ;ga = I32 sW 
W ; Zgaga = I32 (sW + ÆsW ) (
W + Æ
W ) : (2.63)22



2.4. On-Shell-Renormierung des StandardmodellsQ bezei
hnet die Ladung des Fermions in Einheiten der Elementarladung. ÆsW ist in (2.49)de�niert und Æ
W ist gegeben dur
hÆ
W = �sW
W ÆsW : (2.64)Entwi
kelt man in (2.62) die Renormierungskonstanten bis zur 2. Ordnung, ergibt si
h in�Ubereinstimmung mit [18℄ der Zweis
hleifen-CountertermÆZZ �ff(2) � ie
� �ÆgfV (2) � 
5ÆgfA(2)� =ie
� �gvÆZe(2) + gvÆZgv(2) + gv2 ÆZZZ(2) + gv � ga2 ÆZfR(2)+ga + gv2 ÆZfL(2) � Q2 ÆZ
Z(2) + gv2 ÆZgv(1)ÆZZZ(1) � gv8 (ÆZZZ(1) )2+ÆZe(1)�ÆZgv(1)gv + gv2 ÆZZZ(1) + gv � ga2 ÆZfR(1) + gv + ga2 ÆZfL(1) � Q2 ÆZ
Z(1)�+ÆZfR(1) ��ga2 ÆZga(1) + gv2 ÆZgv(1) + gv � ga4 ÆZZZ(1) � Q4 ÆZ
Z(1)�+ÆZfL(1)�ga2 ÆZga(1) + gv2 ÆZgv(1) + gv + ga4 ÆZZZ(1) � Q4 ÆZ
Z(1)���ie
�
5 �gaÆZe(2) + gaÆZga(2) + ga2 ÆZZZ(2) + ga � gv2 ÆZfR(2)+gv + ga2 ÆZfL(2) + ga2 ÆZga(1)ÆZZZ(1) � ga8 (ÆZZZ(1) )2+ÆZfR(1) �Q4 ÆZ
Z(1) + ga2 ÆZga(1) + ga � gv4 ÆZZZ(1) � gv2 ÆZgv(1)�+ÆZe(1)�gaÆZga(1) + ga2 ÆZZZ(1) + ga � gv2 ÆZfR(1) + ga + gv2 ÆZfL(1)�+ÆZfL(1)��Q4 ÆZ
Z(1) + ga2 ÆZga(1) + gv2 ÆZgv(1) + gv + ga4 ÆZZZ(1) �� : (2.65)Hierbei bezei
hnen ÆgV (2) und ÆgA(2) den Vektor- und den Axialvektoranteil des Counter-terms.Der Counterterm (2.65) enth�alt die Zweis
hleifen-Renormierungskonstanten ÆZe(2), ÆZZZ(2) ,ÆZf;R(2) , ÆZf;L(2) , ÆZ
Z(2) , ÆZgv(2) und ÆZga(2). Die beiden letzteren bere
hnen si
h via (2.63) und(2.64) aus ÆsW (2) . Diese Renormierungskonstante ist wiederum dur
h die Massenrenormie-rungskonstanten ÆM2W (1;2) und ÆM2Z(1;2) gegeben,Æs2W (2) = M2WM2Z  ÆM2Z(2)M2Z � ÆM2W (2)M2W !� M2WM2Z ÆM2Z(1)M2Z  ÆM2Z(1)M2Z � ÆM2W (1)M2W ! ;s2W = (sW;0 + ÆsW )2 = s2W;0 + Æs2W : (2.66)23



Kapitel 2. Das elektros
hwa
he StandardmodellZur Bere
hnung des Counterterms f�ur den e�ektiven leptonis
hen Mis
hungswinkels ben�otigtman die Di�erenz (siehe Kapitel 4)Æ sin2 �e� = � gv4 ga  ÆglV (2)gv � ÆglA(2)ga != Æs2W (2) + 12 sW 
W ÆZ
Z(2) + s2W �s2W � 
2W� ÆZ lL(2) � s2W �s2W � 
2W� ÆZ lR(2)+ Produkte von Eins
hleifen�Countertermen; (2.67)die ÆZe(2) und ÆZZZ(2) ni
ht mehr enth�alt. Zur Bere
hnung der verbleibenden Zweis
hleifen-Renormierungskonstanten werden die Zweis
hleifen-Selbstenergien zu den �Uberg�angenW ! W , Z ! Z, 
 ! Z und l ! l gebrau
ht (siehe au
h [24℄),�̂WT (2)(k2) = �WT (2)(k2) + ÆZW(2) �k2 �M2W �� ÆM2W (2) � ÆZW(1)ÆM2W (1);�̂ZZT (2)(k2) = �ZZT (2)(k2) + ÆZZZ(2) �k2 �M2Z�� ÆM2Z(2) � ÆZZZ(1) ÆM2Z(1) + k24 (ÆZ
Z(1) )2;�̂
ZT (2)(k2) = �
ZT (2)(k2) + �12ÆZZ
(2) + 14ÆZZ
(1) ÆZZZ(1) ��k2 �M2Z�+�12ÆZ
Z(2) + 14ÆZ
Z(1) ÆZ

(1)� k2 � 12ÆZZ
(1) ÆM2Z(1);�̂lL(2)(k2) = �lL(2)(k2) + ÆZ lL(2); �̂lR(2)(k2) = �lR(2)(k2) + ÆZ lR(2);�̂lS(2)(k2) = �lS(2)(k2)� ÆZ lL(2) + ÆZ lR(2)2 + Æml(1)ml ÆZ lL(1) + ÆZ lR(1)2��ÆZ lL(1) + ÆZ lR(1)�28 � Æml(2)ml : (2.68)Mit den Renormierungsbedingungen aus Abs
hnitt 2.4 ergeben si
h die ben�otigten Renor-mierungskonstanten in �Ubereinstimmung mit [17℄ zuÆM2W (2) = Re ��WT (2)(M2W )�� ÆZW(1)ÆM2W (1) + Im��W 0(1) (M2W )� Im ��WW(1) (M2W )� ;(2.69)ÆM2Z(2) = Re ��ZZT (2)(M2Z)�� ÆZZZ(1) ÆM2Z(1) + Im��ZZ0(1) (M2Z)� Im ��ZZ(1) (M2Z)�+M2Z4 �ÆZ
Z(1)�2 + Im��
ZT (1)(M2Z)�2M2Z ; (2.70)ÆZ
Z(2) = �2Re��
ZT (2)(M2Z)�M2Z + ÆZZ
(1) ÆM2ZM2Z � 12ÆZ
Z(1) ÆZ

(1); (2.71)ÆZ lL(2) = �Re ��lL(2)(m2l )��m2l Re��l0L(2)(m2l ) + �l0R(2)(m2l ) + 2�l0S(2)(m2l )� ; (2.72)ÆZ lR(2) = �Re ��lR(2)(m2l )��m2l Re��l0L(2)(m2l ) + �l0R(2)(m2l ) + 2�l0S(1)(m2l )� : (2.73)24



2.4. On-Shell-Renormierung des StandardmodellsM2W;Z ist dabei der Realteil des komplexen Pols M2W;Z des entspre
henden PropagatorsM2W;Z =M2W;Z � iMW;Z �W;Z; (2.74)der allerdings im Gegensatz zum Eins
hleifen-Niveau ni
ht direkt mit der physikalis
henMasse identi�ziert werden kann, wie im folgenden Abs
hnitt 2.4.3 erkl�art wird.Oft wird der Massenparameter au
h als Pol des Realteils des Propagators angegeben [20,21℄, der direkt mit der physikalis
hen Masse identi�ziert werden kann. Die beiden De�ni-tionen unters
heiden si
h jedo
h in ihrer Ei
habh�angigkeit [25℄. In [26℄ wurde gezeigt, dassdie De�nition als Realteil des komplexen Pols eine ei
hunanh�angige De�nition der Massedarstellt. Dies wurde in [16,17℄ explizit auf Zweis
hleifen-Niveau best�atigt. Dagegen ergabsi
h f�ur die De�nition der Masse als Pol des Realteils des Propagators ein ei
habh�angigesErgebnis f�ur den renormierten s
hwa
hen Mis
hungswinkel. Daher ist letztere De�nitionder Masse physikalis
h ni
ht sinnvoll.2.4.3 Komplexe Polmasse und experimentell gemessene MasseExperimentell bestimmt man die Masse Mexp und die Breite �exp der Ei
hbosonen dur
hden Fit einer Breit-Wigner-Funktion mit energieabh�angiger Breite an die Messdaten [27℄,�(s) � s(s�M2exp)2 + s2 �2expM2exp : (2.75)Theoretis
h bere
hnet man denWirkungsquers
hnitt f�ur die Produktion einer Vektorboson-Resonanz aus dem Betragsquadrat des einteil
hen-reduziblen Propagators D(1PR)T ,�(s) � s ���D(1PR)T (s)���2 ; (2.76)wobei der zus�atzli
he Faktor s aus der Phasenraumintegration stammt. Unter Ausnutzungder De�nition des komplexen Propagatorpols,�̂T (M2) = �i�M2 �M2 + �̂T (M2)� = 0; (2.77)und (2.74) �ndet man dur
h Entwi
klung der renormierten Zweipunktfunktion um denkomplexen Propagatorpol,i �̂T (s) = s�M2 + �̂T (s)= s�M2 + �M2 �M2 + �̂T (M2)�+ �̂0T (M2) (s�M2) +O �(s�M2)2�= (s�M2 + iM �)�1 + �̂0T (M2)�= (s�M2 + iM �)�1 +Re��̂0T (M2)��241 + i1 +Re��̂0T (M2)�Im��̂0T (M2)�35 :25



Kapitel 2. Das elektros
hwa
he StandardmodellDie Feldrenormierung Z erf�ullt die folgenden Glei
hungen,Z = 1 +Re��̂0T (M2)� ; (2.78)Im��̂0T (M2)� = ZM �: (2.79)Damit erh�alt man f�ur den PropagatorD(1PR)T (s) � �i Z�1 (1 + i�M)�1s�M2 + iM � : (2.80)Daraus ergibt si
h im Gegensatz zu (2.75) eine Breit-Wigner-Funktion mit konstanterBreite, �(s) � s(s�M2)2 +M2 �2 : (2.81)Die beiden Glei
hungen (2.75) und (2.81) lassen si
h jedo
h dur
h die folgende Parameter-transformation ineinander �uberf�uhren [28℄,M = Mexp�1 + �2expM2exp�� 12 ; � = �exp�1 + �2expM2exp�� 12 : (2.82)Aus den Glei
hungen (2.82) k�onnen damit die komplexe Polmasse und -breite direkt ausden entspre
henden experimentellen Werten gewonnen werden.
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Kapitel 3Myon-Zerfall und W -Masse
Myonen zerfallen fast auss
hlie�li
h �uber den s
hwa
hen Prozess �� ! e���e��. Dieserwird im Fermi-Modell [10℄ dur
h einen lokalen Vierpunkt-Vertex der beteiligten Fermionenbes
hrieben (siehe Abbildung 3.1a)). Das entspre
hende Matrixelement lautetMFermi = 4G�p2 (�u�� 
� !� u�) ��ue 
� !� v�e� (3.1)mit der Fermikonstante G� als e�ektiver Kopplungskonstante.Daraus bere
hnet si
h die Myon-Zerfallsbreite zu�� = G2�m5�192 �3 F �m2em2�� (1 + �q);mit F (x) = 1� 8 x� 8 x3 � x4 � 12 x2 ln (x) : (3.2)

a)� �e��
e b)� W �� e �e

Abbildung 3.1: Myon-Zerfall im a) Fermi-Modell und b) Standardmodell27



Kapitel 3. Myon-Zerfall und W -Masse�q enth�alt die elektromagnetis
hen Strahlungskorrekturen zum Vierpunkt-Vertex im Fermi-Modell. Diese sind auf Ein- [29℄ und Zweis
hleifen-Niveau [30℄ bekannt,�q = 1:810 �4� + (6:701 � 0:002) � �4��2 +O ��3� : (3.3)Aus dem aktuellen Wert der Myon-Lebensdauer �� = 1�� = (2:19703 � 0:00004)�s [31℄bere
hnet si
h damit die Fermikonstante zu G� = (1:16637� 0:00001)� 10�5 GeV�2.Verna
hl�assigt man die Myon-Masse gegen dieW -Masse, so wird der Myon-Zerfall im Stan-dardmodell auf Born-Niveau dur
h das Diagramm 3.1b) bes
hrieben. Das entspre
hendeMatrixelement lautetMSM = e22�1� M2WM2Z �M2W (�u�� 
� !� u�) ��ue 
� !� v�e� : (3.4)Verglei
ht man diesen Ausdru
k mit (3.1) so erh�alt man die W -Z-Massenrelation,G�p2 = e28�1� M2WM2Z �M2W : (3.5)W�ahrend die QED-Korrekturen zum Myon-Zerfall bereits in der De�nition der Fermikon-stante (3.2) enthalten sind, k�onnen die restli
hen Quantenkorrekturen in die Gr�o�e �rabsorbiert werden, die von allen Parametern des Standardmodells abh�angt,G�p2 = e28�1� M2WM2Z �M2W [1 + �r (MW ;MZ ;MH ; mt;��; � � � )℄ : (3.6)Neben den Eins
hleifen-Korrekturen sind zu �r au
h die QCD-Korrekturen der OrdnungO (��s) [32℄ und O (��2s) [33℄, universelle Beitr�age dur
h �- [34,35℄ und S-Parameter [36℄sowie die vollst�andigen fermionis
hen [16, 37℄ und bosonis
hen elektros
hwa
hen Zwei-s
hleifen-Korrekturen [38℄ bekannt.F�ur einen festen Satz von Eingabeparametern wird Glei
hung (3.6) dur
h genau einenWert f�ur die W-Masse gel�ost. Betra
htet man diese theoretis
he Vorhersage f�ur MW alsFunktion der Higgs-Masse, so erh�alt man dur
h Verglei
h mit dem experimentellen Wertstrikte S
hranken f�ur MH .
28



Kapitel 4Z-Resonanz und e�ektiverleptonis
her Mis
hungswinkel
Zur Bes
hreibung des Prozessese+e� ! (
; Z)! f �f; f 6= e; (4.1)in der N�ahe der Z-Resonanz f�uhrt man �ubli
herweise das Konzept der e�ektiven Kopplun-gen ein. Der e�ektive leptonis
he Mis
hungswinkel wird �uber diese e�ektiven Kopplungende�niert.4.1 Bornn�aherungDas Matrixelement zum Prozess (4.1) lautet in niedrigster Ordnung St�orungtheorie,MBorn � 1s �QeQf
� 
 
� + � �gevgfv
� 
 
� � gevgfa
� 
 
�
5�geagfv
�
5 
 
� + geagfa
�
5 
 
�
5�� : (4.2)Hierbei wird die abk�urzende S
hreibweiseA� 
B� = [�veA� ue℄� ��uf B� vf� (4.3)verwendet. � bezei
hnet den Z-Propagator,� = ss�M2Z + i s�ZMZ ; (4.4)und Qf ist die elektris
he Ladung des Fermions in Einheiten der Elementarladung. gfa undgfv sind in (2.22) de�niert. Speziell f�ur Leptonen l gilt die Relation (2.23).29



Kapitel 4. Z-Resonanz und e�ektiver leptonis
her Mis
hungswinkel4.2 Z-Pol ApproximationDie QED-Korrekturen zum Prozess (4.1) bilden eine ei
hinvariante Teilmenge der elek-tros
hwa
hen Korrekturen. Sie sind UV -endli
h aber IR-divergent. Diese IR-Divergenzenwerden dur
h die Beitr�age der Photon-Bremsstrahlung kompensiert, die den Streuprozessbegleitet. Da diese Beitr�age von der experimentellen Anordnung abh�angen, werden siegetrennt betra
htet. Die verbleibenden Beitr�age sind die s
hwa
hen Korrekturen h�ohererOrdnung.Verna
hl�assigt man die Massen der �au�eren Fermionen, so lassen si
h die s
hwa
hen Kor-rekturen in elektros
hwa
he Formfaktoren F efij absorbieren,Meff � 1s ��(s)
� 
 
� + � �F efvv 
� 
 
� �F efva
� 
 
�
5�F efav 
�
5 
 
� + F efaa
�
5 
 
�
5�� : (4.5)Diese Formfaktoren h�angen von den Mandelstamvariablen s und t ab. Die t-Abh�angig-keit stammt von Boxdiagrammen, die als ni
htresonante Beitr�age an der Z-Resonanz ver-na
hl�assigbar sind. So tragen die Eins
hleifen-Boxdiagramme nur einen relativen Beitragvon 10�4 bei [39℄. Verna
hl�assigt man au
h alle anderen ni
ht resonanten Beitr�age, wie bo-sonis
he Einsetzungen in den Photonpropagator oder Photon-Fermion-Vertexkorrekturen,so faktorisieren die Formfaktoren vollst�andig,F efij (s) = Gei (s)Gfj (s): (4.6)Die Z-Pol Approximation besteht darin, dass man dar�uberhinaus in den Formfaktorens =M2Z setzt.4.3 E�ektiver leptonis
her Mis
hungswinkelMit den im letzten Abs
hnitt dargestellten N�aherungen erh�alt man den Z-Anteil der Am-plitude (4.5) aus dem der Bornamplitude (4.2), in dem man die Ersetzungengfi ! Gfi �M2Z� (4.7)dur
hf�uhrt. Die e�ektiven Kopplungen gfA;V sind de�niert alsgfA;V := Gfa;v �M2Z� ; (4.8)und werden dur
h Indizes in Gro�bu
hstaben A und V von den entspre
henden Borngr�o�enga;v unters
hieden. 30



4.4. Experimenteller und theoretis
her StatusAu
h das Matrixelement des Zerfallsprozesses Z ! �ff wird dur
h die e�ektiven Kopplun-gen bes
hrieben, MeffZ �ff = �u
� hgfV � gfA
5i vf ��Z ; (4.9)wobei �uf , vf und ��Z die Wellenfunktionen des Fermions f , des Antifermions �f und des Z-Bosons sind. Der e�ektive leptonis
he Mis
hungswinkel wird in Analogie zur Bornrelation(2.23) �uber das Verh�altnis der e�ektiven Kopplungen de�niert,sin2 �e� := 14  1�RegleptVgleptA ! : (4.10)Die Beitr�age aus h�oheren Ordnungen St�orungstheorie zu sin2 �e� k�onnen in der Gr�o�e ��zusammengefasst werden, die folgenderma�en de�niert ist,sin2 �e� = � s2W = � �1� M2WM2Z � ; � = 1 +�� : (4.11)4.4 Experimenteller und theoretis
her StatusDie im letzten Abs
hnitt 4.3 de�nierte Gr�o�e sin2 �e� stellt eine S
hl�usselobservable beider indirekten Bestimmung der Higgsmasse aus Pr�azisionsobservablen dar. Zum Einen istsie sehr sensitiv auf die Higgsmasse, zum Anderen kann sie experimentell sehr genau ausvers
hiedenen Asymmetrien der Z-Resonanz bestimmt werden. Der aktuelle experimentel-le Wert betr�agt sin2 �e� = 0:23153 � 0:00016 [6℄ und weitere Verbesserungen werden vonzuk�unftigen Bes
hleuniger-Experimenten erwartet. So k�onnte am ILC im GigaZ-Moduseine Genauigkeit von 1:3� 10�5 errei
ht werden [7, 8℄. Daher wird eine sehr genaue theo-retis
he Vorhersage f�ur sin2 �e� ben�otigt.Neben den vollst�andigen Eins
hleifen-Korrekturen [40℄, sind au
h die QCD-Korrekturender Ordnung O (��s) [32℄ und O (��2s) [33℄ sowie universelle Beitr�age dur
h �- [34,35℄ undS-Parameter [36℄ zu sin2 �e� bekannt. Von den elektros
hwa
hen Zweis
hleifen-Beitr�agezu sin2 �e� kannte man zu Beginn dieser Arbeit nur die beiden f�uhrenden Terme einerEntwi
klung in der top-Masse [41℄. Da die verbleibende theoretis
he Unsi
herheit aufgrundder fehlenden Zweis
hleifen-Beitr�age no
h sehr gro� ist, ist die vollst�andige Bere
hnungdieser Korrekturen notwendig.4.5 Elektros
hwa
he Zweis
hleifen-Beitr�ageEntwi
kelt man die e�ektiven Kopplungen in Glei
hung (4.10) in �,gV;A = gv;a �1 + gV;A(1) + gV;A(2) + � � � � ; (4.12)31



Kapitel 4. Z-Resonanz und e�ektiver leptonis
her Mis
hungswinkelso erh�alt man f�ur den elektros
hwa
hen Mis
hungswinkelsin2 �e� = 14 �1� gvgaRe �1 + ÆgV (1) � ÆgA(1)+ÆgV (2) � ÆgA(2) + ÆgA(1) �ÆgA(1) � ÆgV (1)��	 +O ��3� : (4.13)ÆgV (1) � ÆgA(1) ist der Eins
hleifen-Beitrag zu sin2 �e� . Zum Zweis
hleifen-Ergebnis tr�agtneben dem analogen Beitrag ÆgV (2) � ÆgA(2) no
h das Produkt aus Eins
hleifen-Beitr�agenÆgA(1) �ÆgA(1) � ÆgV (1)� bei. Dieser Term kompensiert die IR-Divergenzen, die inÆgV (2) � ÆgA(2) auftreten (siehe Abs
hnitte 5.2.3 und 8.2.2).Die e
hten Zweis
hleifen-Diagramme, die zu sin2 �e� beitragen, lassen si
h in in vier Klassenaufteilen (Abb. 4.1). Die Kreise symbolisieren renormierte Zwei- bzw. Dreipunktfunktionen,in Abb. 4.1a) und 4.1b) auf Eins
hleifen- und in Abb. 4.1
) und 4.1d) auf Zweis
hleifen-Niveau. Im On-Shell-Renormierungss
hema (siehe Abs
hnitt 2.4) vers
hwindet der Realteildes Diagramms in Abb. 4.1
). Die reduziblen Diagramme Abb. 4.1a) und 4.1b) tragen nurProdukte vom Imagin�arteilen von Eins
hleifen-Funktionen bei und k�onnen lei
ht bere
hnetwerden. Die wesentli
he S
hwierigkeit auf Zweis
hleifen-Niveau besteht also in der Bere
h-nung des irreduziblen Z�ll-Vertex Abb. 4.1d).

a)
Z ll b) 

Z l
l


)

Z ll d)Z ll

Abbildung 4.1: Klassen von Zweis
hleifen-Diagrammen32



4.5. Elektros
hwa
he Zweis
hleifen-Beitr�ageHierbei treten zwei Probleme auf:� Die On-Shell-Renormierung des Z�ll-Vertex.� Die Bere
hnung irreduzibler Zweis
hleifen-Vertexkorrekturen bei �au�erem Impuls un-glei
h Null.Diese beiden Aspekte lassen si
h getrennt voneinander behandeln, wenn man die folgendeAufteilung des renormierten Z�ll-Vertex in zwei UV -endli
he Anteile vornimmt,�̂Z�ll(2) �M2Z� = �Z�ll(2) �M2Z�+ ÆZZ�ll(2)= ��Z�ll(2) (0) + ÆZZ�ll(2) �+ ��Z�ll(2) �M2Z�� �Z�ll(2) (0)� : (4.14)Der erste Teilbeitrag ��Z�ll(2) (0) + ÆZZ�ll(2) � enth�alt die gesamte On-Shell-Renormierung. DieMethoden, die zu seiner Bere
hnung verwendet wurden, sind im folgenden Kapitel 5 erl�au-tert. Der zweite Teilbeitrag ��Z�ll(2) (M2Z)� �Z�ll(2) (0)� enth�alt die Zweis
hleifen-Vertex-Kor-rekturen bei �au�erem Impuls unglei
h Null. Als zus�atzli
he S
hwierigkeit treten hierbeiIR-Singularit�aten auf. Die Methoden zur Bere
hnung von IR-endli
hen Funktionen sindin Kapitel 6, die zur Bere
hnung der IR-divergenten Beitr�age in Kapitel 7 dargestellt.
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Kapitel 4. Z-Resonanz und e�ektiver leptonis
her Mis
hungswinkel
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Kapitel 5Der renormierte Z�ll-Vertex beivers
hwindendem �au�eren Impuls
Zum e�ektiven leptonis
hen Mis
hungswinkel tr�agt von der Z�ll-Vertexrenormierung nurdie Di�erenz aus vektoriellem Anteil und axialem Anteil (4.13) bei. Na
h Glei
hung (2.67)werden somit die folgenden Zweis
hleifen-Renormierungskonstanten ben�otigt: ÆZ
Z(2) , ÆZ lL(2),ÆZ lR(2) und Æs2W;(2). Æs2W;(2) ist dur
h die Massenrenormierungskonstanten des W - und desZ-Bosons ÆM2W (2) und ÆM2Z(2) gegeben (siehe Glei
hung (2.66)). Diese Renormierungskon-stanten enthalten na
h (2.69)-(2.73) h�o
hstens Zweis
hleifen-Selbstenergien bei ni
htver-s
hwindendem �au�eren Impuls, aber keine Zweis
hleifen-Verti
es.Neben der Vertexrenormierung besteht der erste Teilbeitrag aus Glei
hung (4.14) no
haus dem Z�ll-Vertex bei �au�erem Impuls Null. In Abwesenheit �au�erer Impulse reduzierensi
h die auftretenden Zweis
hleifen-Dreipunkt-Funktionen zu einfa
heren Vakuumintegra-len. Der erste Teilbeitrag zum e�ektiven leptonis
hen Mis
hungswinkel aus (4.14) enth�altsomit neben Eins
hleifen- und Vakuumintegralen auss
hlie�li
h Zweis
hleifen-Zweipunkt-Funktionen.5.1 Re
henmethodenDie Bere
hnung dieses Teilbeitrags kann somit in den folgende S
hritte dur
hgef�uhrt wer-den:� Erzeugung der Diagramme und AmplitudenHierzu wurde das Programmpaket FeynArts [42, 43℄ verwendet, das na
h Spezi�-kation des Prozesses und der S
hleifenordnung die entspre
henden Diagramme und35



Kapitel 5. Der renormierte Z�ll-Vertex bei vers
hwindendem �au�eren ImpulsAmplituden generiert. Die generis
hen Zweis
hleifen-Diagramme, die zu einer der Re-normierungskonstanten (2.69)-(2.73) oder zum Z�ll-Vertex beitragen, �nden si
h inAnhang A.� Extraktion der e�ektiven Kopplungen aus der AmplitudeAus den von FeynArts erzeugten Amplituden wurden mittels des sogenannten Spur-tri
ks die e�ektiven Kopplungen gewonnen. Dieser basiert darauf, dass bei ni
htver-s
hwindenden Impulsen p1, p2 und P aus einem Matrixelement der Form (�� bezei
h-net einen Polarisationsvektor)M = �u (p2) 
� [gV � gA 
5℄ v (p1) �� (P ) =: �u (p2) �� v (p1) �� (P ) ; (5.1)also insbesondere au
h aus dem Matrixelement (4.9), die KoeÆzienten gV und gAmittels Spurbildung wie folgt herausprojiziert werden k�onnen,gV = � 12 (D � 2)P 2Tr��� p=1 
� p=2	 ; (5.2)gA = 12 (D � 2)P 2Tr��� p=1 
� 
5 p=2	 : (5.3)Bei vers
hwindenden Impulsen, wie es in diesem Kapitel der Fall ist, k�onnen gV undgA folgenderma�en bestimmt werden,gV = 14DTr��� 
�	 ; p1 = 0; p2 = 0; P = 0; (5.4)gA = � 14DTr��� 
5 
�	 ; p1 = 0; p2 = 0; P = 0: (5.5)Hierbei ist D die Raum-Zeit-Dimension.� Zur�u
kf�uhrung der auftretenden S
hleifenintegrale auf StandardintegraleDie auftretenden Zweis
hleifen-Zweipunkt-Funktionen wurden mit dem Programm-paket TwoCal
 [44℄, die Eins
hleifen-Funktionen aus den Countertermdiagrammenmit dem Programmpaket OneCal
 [44℄ auf skalare Standardintegrale zur�u
kgef�uhrt.� Numeris
he AuswertungDie von OneCal
 und TwoCal
 erzeugten analytis
hen Ausdr�u
ke wurden mit demProgrammpaket S2L [45℄ numeris
h ausgewertet. Dieses Paket verwendet analyti-s
he Ergebnisse f�ur die auftretenden Eins
hleifen- [46℄ und Zweis
hleifen-Vakuum-Integrale [47℄ sowie eindimensionale Intergaldarstellungen f�ur die Zweis
hleifen-Selbst-energien bei ni
htvers
hwindendem �au�eren Impuls [45℄. Dar�uber hinaus wurden zur�Uberpr�ufung der Ergebnisse einige der Methoden aus [48℄ implementiert.36



5.2. Besonderheiten bei der Bere
hnung von �̂Z�ll(2) (0)5.2 Besonderheiten bei der Bere
hnung von �̂Z�ll(2) (0)Bei der Bere
hnungen der Zweis
hleifen-Renormierungskonstanten(2.69)-(2.73) sowie desZ�ll-Vertex bei Impuls Null k�onnen im Allgemeinen alle Fermionmassen bis auf die top-Masse verna
hl�assigt werden. Zus�atzli
he S
hwierigkeiten treten nur bei der Bere
hnungder Lepton-Feldrenormierungskonstanten (siehe Abs
hnitt 5.2.1) sowie der Diagramme ausAbbildung 5.1 (siehe Abs
hnitte 5.2.2 und 5.2.3) auf.5.2.1 Lepton-FeldrenormierungskonstantenDie Lepton-Feldrenormierungskonstanten ergeben si
h na
h Glei
hung (2.72) und (2.73)unter Verna
hl�assigung der Leptonmasse aus den entspre
henden Selbstenergien bei Im-puls 0. Hierbei kann der �au�ere Impuls aber ni
ht von vorneherein auf Null gesetzt werden,da ansonsten die Aufteilung in links-und re
htsh�andigen Anteil der Selbstenergie ni
htmehr eindeutig w�are. Daher muss erst die Selbstenergie bei ni
htvers
hwindendem Impulsp bere
hnet, diese dann in links- und re
htsh�andigen Anteil aufgeteilt und erst dann derGrenz�ubergang p! 0 vollzogen werden. Hierbei k�onnen jedo
h k�unstli
he IR-Divergenzenauftreten. Deshalb m�ussen zun�a
hst die Fermionmassen beibehalten, sowie eine Photon-masse als Regulator eingef�uhrt werden. Na
hdem man den Grenz�ubergang p ! 0 dur
h-gef�uhrt hat, erh�alt man die Feldrenormierungskonstanten, indem man die Teil
henmassenentspre
hend ihrer physikalis
hen Ordnung gegen Null gehen l�asst (also zuerst die Photon-,dann die Elektronmasse usw.).5.2.2 Dreie
ksdiagramm mit zwei PhotonenAu
h bei der Bere
hnung der Beitr�age von Diagramm aus Abb. 5.1a) im gemis
hten S
hema(siehe Abs
hnitt 2.3.1), k�onnen k�unstli
he IR-Divergenzen auftreten. Deshalb kann manau
h hier zun�a
hst die lei
hten Fermionmassen ni
ht verna
hl�assigen und muss zus�atzli
heine Photonmasse einf�uhren. L�asst man na
h dem Grenz�ubergang D ! 4 wiederum dieTeil
henmassen entspre
hend ihrer physikalis
hen Ordnung gegen Null gehen, so stellt manfest, dass der Beitrag dieses Diagramms zu �̂Z �ff(2) (0) na
h Summation �uber alle innerenFermionen identis
h vers
hwindet.5.2.3 IR-divergente DiagrammeDie Diagramme aus Abb. 5.1b) sind IR-divergent. Gemeinsam mit dem Produkt aus Ein-s
hleifen-Beitr�agen ÆgA(1) �ÆgA(1) � ÆgV (1)� aus (4.13) ergeben sie jedo
h einen IR-endli
hen37



Kapitel 5. Der renormierte Z�ll-Vertex bei vers
hwindendem �au�eren Impuls
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Abbildung 5.1: problematis
he Zweis
hleifen-Diagramme
V 
 = 
 � V +IR-endli
h
Abbildung 5.2: Kompensation von IR-DivergenzenBeitrag zu sin2 �e� , was s
hematis
h in Abb. 5.2 dargestellt ist. Dies wurde explizit �uber-pr�uft, indem der bosonis
he Anteil von ÆgA(1) �ÆgA(1) � ÆgV (1)� ebenfalls gem�a�ÆgA(1) �ÆgA(1) � ÆgV (1)� �P 2� = ÆgA(1) �ÆgA(1) � ÆgV (1)� (0)+�ÆgA(1) �ÆgA(1) � ÆgV (1)� �P 2�� ÆgA(1) �ÆgA(1) � ÆgV (1)� (0)	 (5.6)aufgespalten wurde und ans
hlie�end die beiden Term aus (5.6) gemeinsammit den entspre-
henden Beitr�agen der Diagramme aus Abb. 5.1b) bere
hnet wurden. Au
h hier musstenwiederum Elektron- und Photonmasse vor dem Grenz�ubergang D ! 4 eingef�uhrt undans
hlie�end entspre
hend ihrer physikalis
hen Ordnung auf Null gesetzt werden.
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Kapitel 6IR-endli
he Zweis
hleifen-Verti
es
In diesem Kapitel werden Methoden zur Bere
hnung der IR-endli
hen Zweis
hleifen-Diagramme vorgestellt, die zur Di�erenz�Z�ll(2) �M2Z�� �Z�ll(2) (0) (6.1)aus Glei
hung (4.14) beitragen. Mit den Bezei
hnungen aus Anhang B l�asst si
h dieserBeitrag als Summe von Tensorintegralen der Familien V 141, V 231, V 222, V 221 und V 131s
hreiben. Unsere Methode zur Bere
hnung der V 141-Diagramme �ndet si
h im folgendenAbs
hnitt 6.1, w�ahrend die Bere
hnung der restli
hen Diagramme im Abs
hnitt 6.2 be-s
hrieben ist. Dar�uber hinaus treten no
h Diagramme wie in Abb. 6.1 auf. Ihr Beitrag zusin2 �e� l�asst si
h als Produkte von Eins
hleifen-Funktionen s
hreiben, die lei
ht bere
hnetwerden k�onnen.Im Folgenden wird die abk�urzende S
hreibweiseZ 10 dx1 dx2 � � � = Z 10 dx1 Z 10 dx2 � � � (6.2)verwendet.

Z e
eWW eZZ

Abbildung 6.1: V 230-Diagramm39



Kapitel 6. IR-endli
he Zweis
hleifen-Verti
es6.1 V 141-Diagramme

a)
W;GW WW �W b)

Z, WZ, We; �e; �


)
��WW d)

Z, We; �e; � e; �
Abbildung 6.2: V 141-DiagrammeAlle auftretenden IR-endli
hen V 141-Diagramme sind s
hematis
h in Abb. 6.2 dargestellt.Ihr Beitrag zur Di�erenz �Z�ll� (M2Z) � �Z�ll� (0) kann mithilfe von Dispersionsrelationen be-re
hnet werden. Dieses Verfahren wird im Folgenden anhand des Beispiels Abb. 6.2b) mitdiagonaler Z-Selbstenergie erkl�art. Die anderen Diagramme k�onnen analog behandelt wer-den.Das entspre
hende Vertexdiagramm hat die Struktur��(P 2) � Z dDq 
�(gv � ga
5) 16q� 6p� 
�(gv � ga
5) 16q+ 6p+ 
� (gv � ga
5) �̂��(q)(q2 �M2Z)2 ;P 2 = (p� + p+)2: (6.3)Die renormierte Eins
hleifen-Selbstenergie kann in Transversal- und Longitudinalteil auf-gespalten werden, �̂��(q) = �̂T (q2)�g�� � q�q�q2 � + �̂L(q2)�q�q�q2 � : (6.4)40



6.2. V 221- , V 231-, V 222-, und V 131-DiagrammeEs kann lei
ht veri�ziert werden, dass der Teil proportional zu q�q� f�ur masselose �au�ereLeptonen einen Term ergibt, der unabh�angig von P 2 ist. Dieser Teil tr�agt somit ni
ht zurDi�erenz �Z�ll� (M2Z)��Z�ll� (0) bei und nur der transverale Anteil muss ber�u
ksi
htigt werden.Dieser hat im On-Shell-S
hema die folgende Form�̂T (q2) = �T (q2)�Re�T (M2Z)� (q2 �M2Z) Re�0T (M2Z)= �T (q2)� �T (M2Z)� (q2 �M2Z) �0T (M2Z)+i Im�T (M2Z) + i (q2 �M2Z) Im�0T (M2Z) : (6.5)Setzt man die Imagin�arteile aus (6.5) in (6.3) ein, so erh�alt man eine Konstante multipliziertmit Eins
hleifen-Funktionen. Auf die erste Zeile aus (6.5) wird die folgende Dispersionsre-lation angewendet, �T (q2) = 1� Z 10 ds Im�T (s)s� q2 � i� ; (6.6)und es ergibt si
h �T (q2)� �T (M2Z)� (q2 �M2Z) �0T (M2Z)= �(q2 �M2Z)2� Z 10 ds Im�T (s)(s�M2Z � i�)2 1(q2 � s + i�) : (6.7)Setzt man dies in (6.3) ein, so k�urzt der Faktor (q2 �M2Z)2 den entspre
henden Term imNenner, und man erh�alt ein eindimensionales Integral �uber eine Eins
hleifen-Vertexfunktionmit einer variablen Masse s, multipliziert mit einem Gewi
htsfaktor Im� (s) =(s�M2Z)2.Dadur
h, dass der entspre
hende Beitrag bei P 2 = 0 subtrahiert wird, ist der Ausdru
kUV -endli
h. Letztendli
h verbleiben also Integrale der FormZ 10 ds f (s)(s�M2 � i�)2 = Z 2M20 ds f (s)� f (M2)� (s�M2)f 0 (M2)(s�M2 � i�)2+ Z 2M20 ds f (M2) + (s�M2)f 0 (M2)(s�M2 � i�)2+ Z 12M2 ds f (s)(s�M2)2 : (6.8)Der zweite Term aus (6.8) kann analytis
h bere
hnet werden. Die beiden anderen Terme in(6.8) weisen keine Singularit�aten mehr auf und k�onnen numeris
h integriert werden. Hierzuwurde die CUBA-Bibliothek [49℄ verwendet, die eine sehr s
hnelle und pr�azise Bere
hnungder Integrale erm�ogli
ht. 41
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a)Z e
e�e�eZWW b)

W
W �tbb


)Z eeH W WZ � �
d)Z e

e�e
WZ WW

Abbildung 6.3: Beispiel-Diagramme6.2 V 221- , V 231-, V 222-, und V 131-DiagrammeIn Abbildung 6.3 �nden si
h Beispieldiagramme der V 221(Abb. 6.3a)){, V 231(Abb. 6.3b)){,V 222(Abb. 6.3
)){ und V 131(Abb. 6.3d)){Familie, die zu sin2 �e� beitragen. Zu ihrer Be-re
hnung wurden im Wesentli
hen die auf numeris
her Integration beruhenden Methodenaus [48℄ �ubernommen.Zur Vereinfa
hung der Tensorstruktur werden Umformungen der Art2 q p(q2 �m2) [(q + p)2 �M2℄ = 1q2 �m2 � 1(q + p)2 �M2 � p2 +m2 �M2(q2 �m2) [(q + p)2 �M2℄vorgenommen. Damit erh�alt man eine Summe aus Tensorintegralen bis maximal dritterStufe der Familien V 121, V 131, V 221, V 231 sowie der Selbstenergiefamilien S111, S121, S131und Produkte von Eins
hleifen-Funktionen.F�ur all diese Tensorintergrale werden Feynmanparameter eingef�uhrt. Na
h der Integrati-on �uber die S
hleifenimpulse werden die Parameter-Integrale analytis
h umgeformt, umglatte Integranden zu erhalten, die numeris
h integriert werden k�onnen. Eine detailierte42



6.2. V 221- , V 231-, V 222-, und V 131-DiagrammeDiskussion �nden si
h in [48℄. Diese Methoden sind f�ur allgemeine �au�ere Impulskon�gura-tionen g�ultig. Dar�uber hinaus haben wir diese Methoden f�ur masselose �au�ere Elektronen(p21 = 0 = p22) weiterentwi
kelt. Mit diesen Verbesserungen konnte oftmals die Laufzeit ver-ringert und die numeris
he Pr�azision erh�oht werden. Diese Neuerungen werden beispielhaftanhand der Diagramme aus Abb. 6.3a)-
) in den Abs
hnitten 6.2.1, 6.2.2 und 6.2.3 erkl�art.Die Tensorintegrale der V 131-Familie k�onnen au�erdem �ahnli
h wie die V 141-Diagrammemittels Dispersionsrelationen bere
hnet werden. Diese Methode wird in Abs
hnitt 6.2.4 amBeispiel des Diagramms 6.3d) erl�autert.6.2.1 Bere
hnung von V 221Bei der Bere
hnung des Diagramms aus Abb. 6.3a) verbleiben na
h der Reduktion aus demvorigen Abs
hnitt unter anderem Tensorintegrale bis zur 2. Stufe der V 221{Familie. DieseIntegrale sind UV -endli
h um k�onnen in 4 Dimensionen bere
hnet werden. Sie haben dieForm V (1;�;��)221 = � 1�4 Z d4q1 Z d4q2 �1; q�i ; q�i q�j �[1℄ [2℄ [3℄ [4℄ [5℄ (6.9)mit den Propagatoren[1℄ = q21 �M21 ; [2℄ = (q1 + p1)2 �M22 ; [3℄ = (q1 � q2)2 �M23 ;[4℄ = (q2 + p1)2 �M24 ; [5℄ = (q2 + P )2 �M25 ; i; j = 1; 2:Das Diagramm 6.3a) hat die Massenkon�gurationM1 =MW =M5; M2 = 0 = M4; M3 = MZ : (6.10)In einem ersten S
hritt werden die Propagatoren [1℄ und [2℄ mit einem Feynmanparameterz1 und die Propagatoren [4℄ und [5℄ mit z2 kombiniert,[12℄ = (1� z1) [1℄ + z1 [2℄;[45℄ = (1� z2) [4℄ + z2 [5℄: (6.11)Dana
h fasst man die Propagatoren [12℄ und [3℄ mit einem Parameter x zusammen,[123℄ = (1� x) [12℄ + x [3℄ =: q21 + 2 a1q1 + b1(a1; b1) = (a1; b1) (z1; x;M1;M2;M3; p1; q2) : (6.12)Die q1-Abh�angigkeit von V (1)221 lautet damitV (1)221 � Z d4q1 1� x[123℄3 � 1� xa21 � b1 : (6.13)43



Kapitel 6. IR-endli
he Zweis
hleifen-Verti
esDie q1-Integration liefert also den Term (a2� b), der quadratis
h in q2 ist und somit als einneuer Propagator [6℄ in q2 aufgefasst werden kann. Dieser wird dann mit dem Propagator[45℄ kombiniert, [456℄ = (1� y) [45℄ + y [6℄ =: q22 + 2 a2q2 + b2: (6.14)Die q2-Integration kann analog zur q1-Integration dur
hgef�uhrt werden und es ergibt si
hunter Ausnutzung von p21 = 0 = p22V (1)221 = Z 10 dx dy dz1 dz2 (1� x) (1� y)A(P 2;Mi; x; y; z1) z2 � B(P 2;Mi; x; y; z1) ;A(P 2;Mi; x; y; z1) =: A = x (1� x) (1� y) �M24 �M25 + P 2 y (1� z1)� ;B(P 2;Mi; x; y; z1) =: B = M24x(1� x)(1� y) + y �M23x+ (1� x) �M21 (1� z1) +M22 z1�� ;i = 1; : : : ; 5: (6.15)Die z2-Integration kann analytis
h dur
hgef�uhrt werden,V (1)221 = Z 10 dx dy dz1 (1� x) (1� y)A ln�1� AB� : (6.16)Die drei verbleibenden Integration kann man numeris
h auswerten, da die Nullstellen vonA dur
h den Logarithmus kompensiert werden. F�ur die numeris
he Integration wurde wie-derum die CUBA-Bibliothek [49℄ verwendet.In den Vektorintegralen treten folgende Ausdr�u
ke auf,V (�)221 � Z d4qi q�i[456℄3 � a�ia2i � bi : (6.17)F�ur i = 2 ergibt si
h im Verglei
h zu (6.13) der zus�atzli
he Faktor a�2 , der linear in z2ist. Somit erh�alt man bei der Bere
hnung der Vektorintegrale au�er Ausdr�u
ken der Form(6.15) au
h no
h Integrale der ArtZ 10 dx dy dz1 dz2 (1� x) (1� y) z2Az2 � B : (6.18)Allgemein m�ussen in den Tensorintegrale V (�;��)221 neben Integralen der Form (6.15) au
hno
h folgende Integrale bere
hnet werden,Z 10 dx dy dz1 dz2 (1� x) (1� y) zn2Az2 �B= � Z 10 dx dy dz1 dz2 (1� x) (1� y)n zn�12A ln�1� A (1� z2)A�B � ; (6.19)wobei partiell in z2 integriert wurde. Au
h hier werden die Nullstellen von A dur
h denLogarithmus kompensiert und die vier Integrationen k�onnen numeris
h dur
hgef�uhrt wer-den. 44



6.2. V 221- , V 231-, V 222-, und V 131-Diagramme6.2.2 Bere
hnung von V 231Das Diagramm 6.3b) tr�agt zu sin2 �e� unter anderem die folgenden UV -endli
hen Tensor-integrale der V 231-Familie bei,V (1;�;��;���)231 = � 1�4 Z d4q1 Z d4q2 (1; q�1 ; q�1 q�1 ; q�1 q�1q�1)[1℄[2℄[3℄[4℄[5℄[6℄ (6.20)mit den Propagatoren[1℄ = q21 �M21 ; [2℄ = (q1 + P )2 �M21 ; [3℄ = (q1 � q2)2 �M23 ;[4℄ = q22 �M2; [5℄ = (q2 + p1)2; [6℄ = (q2 + P )2 �M2:Das Diagramm 6.3b) hat die Massenkon�gurationM1 = mb(� 0); M3 = mt; M = MW : (6.21)Zur Bere
hnung dieser Art von Integralen haben wir neben der Standardmethode aus [48℄no
h eine Methode entwi
kelt, die stark an die Methode zur Bere
hnung IR-divergenterV 231-Integrale aus [50℄ angelehnt ist (verglei
he au
h Abs
hnitt 7.2.2). Diese Methode wirdim Folgenden anhand des skalaren Integrals V (1)231 erkl�art.Zun�a
hst werden die Propagatoren [1℄{[3℄ mit Feynmanparametern x1 und x2 kombiniert,[123℄ = (1� x1) [2℄ + (x1 � x2) [1℄ + x2 [3℄: (6.22)Aus der q1-Integration resultiert wie im vorherigen Abs
hnitt 6.2.1 ein zus�atzli
her Propa-gator [7℄, der folgenderma�en mit den restli
hen Propagatoren verkn�upft wird,[4567℄ = (1� y1) [5℄ + (y1 � y2) [6℄ + (y2 � y3) [4℄ + y3 [7℄: (6.23)Na
h der q2-Integration ergibt si
hV (1)231 = � Z 10 dx1 Z x10 dx2 Z 10 dy1 Z y10 dy2 Z y20 dy3 1x2 (1� x2) U�2; (6.24)wobei U quadratis
h in y3 ist,U = a (y2 �X y3)2 + b y3 + 
;X = 1� x11� x2 ;(a; b; 
) = (a; b; 
) �P 2;Mi; x1; x2; y1; y2� : (6.25)Dur
h die Transformation y2 ! y2+X y3 wird der Term proportional zu y23 in U eliminiert,so dass die y3-Integration ausgef�uhrt werden kann und man erh�altV (1)231 = C0 �0; 0; P 2;M2; 0;M2�C0 �M2;M2; P 2;M21 ;M23 ;M21 �+ V (1a)231 + V (1b)231 ; (6.26)45



Kapitel 6. IR-endli
he Zweis
hleifen-Verti
eswobei f�ur die C0-Funktion die KonventionC0 �p21; p22; (p1 + p2)2;M21 ;M22 ;M23 � = (2 � �)(4�D)i �2 Z d4q1 1[1℄ [2℄ [3℄ (6.27)verwendet wird mit[1℄ = q21 �M21 ; [2℄ = (q1 + p1)2 �M22 ; [3℄ = (q1 + p1 + p2)2 �M23 : (6.28)V (1a)231 und V (1b)231 sind gegeben dur
hV (1a)231 = � Z 10 dx1 Z x10 dx2 1V Z 10 dy1 Z y10 dy2 Z Xy10 1a1A +B;V (1b)231 = � Z 10 dx1 Z x10 dx2 1V Z 10 dy1 Z y10 dy2 Z y1Xy1 1a2A+B : (6.29)Hierbei sindX = 1�X; a1 = y2X ; a2 = y1 � y2X ;V = P 2 (1� x1) (x2 � x1) +M21 (1� x2) +M23 x2 �M2 x2 (1� x2);A = Vx2 (1� x2) ; B =M2 y1 � P 2 y2 (y1 � y2): (6.30)Na
h den TransformationenV (1a)231 : y2 ! y1 y2; x1 ! x1 + x2; x2 ! 1� x2;x2 $ x1; x2 ! x1 x2; y2 ! x2 y2;V (1b)231 : y2 ! y1 (1� y2); x1 ! 1� x1; x2 ! 1� x2;x2 $ x1; x2 ! x1 x2; y2 ! x2 y2; (6.31)erh�alt man s
hlie�li
hV (1a)231 = V (1b)231 = � Z 10 dx1 dx2 dy1 dy2 x21 (1� x1)x2V1� 1� [P 2 x1 (1� x1) x2 y2 (1� x2y2)℄ y1 + (M2 x1 (1� x1) + V1 y2) ;V1 = �P 2 x1 x2 (1� x2) +M21 x1 +M23 (1� x1)�M2 (1� x1): (6.32)Die y1-Integration kann analytis
h dur
hgef�uhrt werden und es ergibt si
hV (1)231 = C0 �0; 0; P 2;M2; 0;M2� C0 �M2;M2; P 2;M21 ;M23 ;M21 �+2 Z 10 dx1 dx2 dy2 x1V1 P 2 y2 (1� x2 y2)� ln�1� P 2 x1 (1� x1) x2 y2 (1� x2 y2)(M2 x1 (1� x1) + V1 y2) � : (6.33)Der Faktor 1=y2 wird dur
h den Logarithmus kompensiert und das verbleibende dreifa
heParameterintegral kann numeris
h bere
hnet werden.46



6.2. V 221- , V 231-, V 222-, und V 131-Diagramme6.2.3 Bere
hnung von V 222Im Beitrag des ni
htplanaren Diagramms 6.3
) zu sin2 �e� treten die folgenden UV -endli
henTensorintegrale der V 222-Familie auf,V (�;��)222 = � 1�4 Z d4q1 Z d4q2 (q�1 ; q�1 q�1 )[1℄[2℄[3℄[4℄[5℄[6℄ : (6.34)Die Propagatoren sind gegeben dur
h[1℄ = q21 �M2W ; [2℄ = (q1 � p2)2; [3℄ = (q1 � q2 + p1)2 �M2H ;[4℄ = (q1 � q2 � p2)2 �M2Z ; [5℄ = q22 ; [6℄ = (q2 � p1)2 �M2W :Wie in [48℄ bes
hrieben, werden die Propagatoren [1℄ und [2℄ mit einem Feynman-Parameterz1, [3℄ und [4℄ mit z2 und [5℄ und [6℄ mit z3 kombiniert. Dana
h fasst man die q1 undq1 � q2 Propagatoren mit einem Parameter x zusammen. Na
h der q1-Integration werdendie verbleibenden Propagatoren mit einem Parameter y kombiniert und die q2-Integrationdur
hgef�uhrt.An dieser Stelle �ndet man f�ur p21;2 = 0 wiederum einen deutli
h einfa
heren Ausdru
k f�urV222 als f�ur allgemeine Impulskon�gurationen, da auss
hlie�li
h die IntegraleZ 10 dx dy dz1 dz2 dz3 zn3 (a z1 z3 + b z3 + 
 z1 + d)�2 (6.35)auftreten, mit n = 0; 1; 2.a,b,
 und d sind Funktionen von P 2, der inneren Massen und der Parameter x; y; z2, aberunabh�angig von z1 und z3. F�ur n = 0 kann analytis
h in z1 und z3 integriert werden,Z 10 dz1 dz3 (a z1 z3 + b z3 + 
 z1 + d)�2 = 1a d� b 
 ln�1 + a d� b 
(
+ d) (b + d)� ; (6.36)w�ahrend man f�ur n = 1; 2 die z1-Integration und eine partielle Integration in z3 analytis
hdur
hf�uhrt, Z 10 dz1 dz3 zn3 (a z1 z3 + b z3 + 
 z1 + d)�2 =Z 10 dz3 nzn�13a d� b 
 ln�1 + (1� z3) (a d� b 
)[(a + b) z3 + 
+ d℄ (b + d)� : (6.37)In beiden F�allen erh�alt man glatte Integranden, die sehr gut numeris
h integriert werdenk�onnen. 47



Kapitel 6. IR-endli
he Zweis
hleifen-Verti
es6.2.4 Bere
hnung von V 131Bei der Bere
hnung des Diagramms aus Abb. 6.3d) treten unter anderem Tensorintegralebis zur 2. Stufe der V 131-Familie auf,V (1;�;��)131 = �(4�2�2)(4�D)�4 Z d4q1 Z d4q2 (1; q�1 ; q�1 q�1 )[1℄[2℄[3℄[4℄[5℄ (6.38)mit den Propagatoren[1℄ = q21 �M21 ; [2℄ = (q1 � q2)2 �M22 ;[3℄ = q22 �M23 ; [4℄ = (q2 + p1)2 �M24 ; [5℄ = (q2 + P )2 �M25 :Im Diagramm 6.3d) giltM1 =MZ ; M2 =M3 =M5 =MW ; M4 = 0: (6.39)Diese Funktionen k�onnen au�er mit dem Verfahren aus [48℄ au
h no
h mithilfe von Disper-sionsrelationen �ahnli
h wie in Abs
hnitt 6.1 bere
hnet werden. Dieses Verfahren wird imFolgenden anhand der skalaren Funktion V (1)131 erkl�art. Die Tensorintegrale h�oherer Ordnungk�onnen analog behandelt werden.V (1)131 ist UV -divergent, aber die folgende Kombination ist endli
h,�V (1)131 := V (1)131 � B0 �M23 ;M21 ;M22 �C0 �0; 0; P 2;M23 ;M24 ;M25 � : (6.40)Unsere Konvention f�ur die C0-Funktion ist in (6.27) gegeben und die B0-Funktion ist wie�ubli
h de�niert,B0 �P 2;M21 ;M22 � := (2 � �)(4�D)i�2 Z d4q1 1[q21 �M21 ℄ [(q21 + P )2 �M22 ℄ : (6.41)Sie erf�ullt die DispersionrelationB0 �P 2;M21 ;M22 � := Z 10 ds ImB0 [s;M21 ;M22 ℄� (s� P 2) : (6.42)Wendet man diese Relation auf die Propagatoren [1℄ und [2℄ aus (6.38) sowie aufB0 [M23 ;M1;M2℄ an, so erh�alt man�V (1)131 := � Z 10 dsImB0 [s;M21 ;M22 ℄� (s�M23 � i�) [3℄q22 � s 1[3℄ [4℄ [5℄= � Z 10 dsImB0 [s;M21 ;M22 ℄ C0 [0; 0; P 2; s;M24 ;M25 ℄(s�M23 � i�) : (6.43)48



6.2. V 221- , V 231-, V 222-, und V 131-DiagrammeLetztendli
h verbleiben also Integrale der FormZ 10 ds f (s)(s�M2 � i�) = Z 2M20 ds f (s)� f (M2)(s�M2 � i�) + Z 2M20 ds f (M2)(s�M2 � i�)+ Z 12M2 ds f (s)(s�M2) : (6.44)Der zweite Term aus (6.44) kann analytis
h bere
hnet werden. Die beiden anderen Termein (6.44) weisen keine Singularit�aten mehr auf und k�onnen numeris
h integriert werden.
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Kapitel 7IR-divergente Zweis
hleifen-Verti
es
Wie in Abs
hnitt 2.3.2 ausgef�uhrt k�onnen S
hleifen-Integrale IR-divergent sein. In diesemKapitel werden die Methoden zur Behandlung dieser Divergenzen bes
hrieben. Hierbeiwird zwis
hen fermionis
hen (Abs
hnitt 7.1) und bosonis
hen (Abs
hnitt 7.2) Beitr�agenunters
hieden. Die fermionis
hen Beitr�age umfassen alle Diagramme mit mindestens einerges
hlossenen Fermions
hleife, die bosonis
hen alle Diagramme ohne ges
hlossene Fermi-ons
hleifen.Au
h in diesem Kapitel wird wieder die abk�urzende S
hreibweiseZ 10 dx1 dx2 � � � = Z 10 dx1 Z 10 dx2 � � � (7.1)verwendet.7.1 Fermionis
he Beitr�ageNa
h der Klassi�kation aus Abs
hnitt 2.3.2 k�onnen kollineare Divergenzen in den fermioni-s
hen Diagrammen aus Abbildung 7.1 auftreten. Das V 141-Diagramm 7.1a) ist f�ur fermioni-s
he Einsetzungen in die 
Z-Mis
hung jedo
h endli
h und kann mit Dispersionsrelationen,�ahnli
h wie in Abs
hnitt 6.1 bes
hrieben, bere
hnet werden.Die beiden Diagramme 7.1b) und 7.1
) vers
hwinden identis
h im naiv antikommutierendenS
hema f�ur die Behandlung von 
5 in D Dimensionen (vgl. Abs
hnitt 2.3.1). Im HVBM-S
hema gilt dies nur f�ur eine Generation von Fermionen mit entarteten Massen, w�ahrendsi
h bei unters
hiedli
hen Fermionmassen ein von Null vers
hiedener Beitrag ergibt. Dain unserer Re
hnung die lei
hten Fermionmassen verna
hl�assigt werden, tr�agt also nur diedritte Generation von Fermionen bei. 51
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Abbildung 7.1: fermionis
he DiagrammeF�ur exakt masselose �au�ere Elektronen w�urden die auftretenden kollinearen Divergenzenzu einem endli
hen Unters
hied zwis
hen HVBM- und dem in dieser Arbeit verwendetengemis
hten S
hema f�uhren. Daher wurden in diesen Diagrammen die kollinearen Divergen-zen dur
h die physikalis
he Elektronmasse regularisiert. Aus Konsistenzgr�unden wurdendar�uber hinaus au
h die physikalis
hen Massen des b-Quarks und des � in der Fermion-s
hleife beibehalten.Na
h der in Abs
hnitt 6.2 bes
hriebenen Reduktion treten im Beitrag des Diagramms 7.1
)zu sin2 �e� au
h Integrale auf, die soft-Divergenzen aufweisen. Ein typis
hes Beispiel ist dasskalare Integral aus der V 231-Familie, das die folgende Struktur besitzt,
Z 
Z = Z 
Z � Z 
Z + endli
he Terme:(7.2)

Das zweite Eins
hleifen-Diagramm auf der re
hten Seite von Glei
hung (7.2) ist soft-divergent. Das gesamte Diagramm aus Abbildung 7.1
) ist jedo
h endli
h. Dies wur-de �uberpr�uft indem in allen divergente Formfaktoren die soft-Divergenzen als divergen-te Eins
hleifen-Funktionen abgespalten wurden. Ans
hlie�end wurde analytis
h veri�ziert,dass die Summe dieser divergente Funktionen Null ergibt. Die Methoden zur Extraktionder soft-Divergenzen sind in [50℄ bes
hrieben und sind analog zum Verfahren aus Abs
hnitt7.2.2. 52



7.2. Bosonis
he Beitr�age7.2 Bosonis
he Beitr�ageIn den bosonis
hen Beitr�agen treten sowohl rein kollinear divergente Diagramme auf (Ab-s
hnitt 7.2.1), als au
h sol
he, in denen soft- und kollineare Divergenzen �uberlappen (Ab-s
hnitt 7.2.2). Die soft-Divergenzen lassen si
h als divergente Eins
hleifen-Verti
es abspal-ten. Hierf�ur wurden die Methoden aus [50℄ �ubernommen.Die verbleibenden soft-endli
hen Terme weisen aber immer no
h kollineare Divergenzen auf,die dur
h Beibehaltung der Elektronmasse regularisiert und als Logarithmen der Elektron-masse extrahiert werden k�onnen. Hierf�ur wurden neue Methoden entwi
kelt, die in denbeiden folgenden Abs
hnitten 7.2.1 und 7.2.2 bes
hrieben sind.7.2.1 Kollineare Divergenzen

a)Z e
ee�eW


W b)Z eeW W 
W � e

)Z eee e 
e Z e

Abbildung 7.2: bosonis
he Diagramme mit kollinearen DivergenzenBeispiele f�ur rein kollinear divergente Diagramme �nden si
h Abbildung 7.2. Bei der Be-re
hnung der ni
ht-planaren Diagramme 7.2b) und 7.2
) m�ussen V 222-Integrale bere
hnetwerden. Die Methode f�ur die IR-endli
hen V 222-Integrale aus Abs
hnitt 6.2.3 kann dabeini
ht angewendet werden, da dort verwendet wurde, dass beide �au�eren Elektronen masse-los sind. Zur Regularisierung der kollinearen Divergenzen muss aber mindestens eines derbeiden Elektronen als massiv angenommen werden.Zun�a
hst wird jedo
h die allgemeine Methode zur Extraktion der kollinearen Divergenzenanhand des relativ einfa
hen Beispiels der V 221-Integrale, die in der Tensorreduktion desDiagramms 7.2a) auftreten, erkl�art. 53



Kapitel 7. IR-divergente Zweis
hleifen-Verti
esV 221-IntegraleDie V 221-Integrale, die in 7.2a) auftreten, lautenV (1;�;��)221 = � 1�4 Z d4q1 Z d4q2 �1; q�i ; q�i q�j �[1℄[2℄[3℄[4℄[5℄ (7.3)mit den Propagatoren[1℄ = q21; [2℄ = (q1 + p1)2 �m2e; [3℄ = (q1 � q2)2 �M23 ;[4℄ = (q2 + p1)2 �M24 ; [5℄ = (q2 + P )2 �M25 ; i; j = 1; 2:W�ahrend weiterhin p22 = 0 gesetzt werden kann, wird p21 = m2e zur Regularisierung derkollinearen Divergenz verwendet.Mit der Parametrisierung aus Abs
hnitt 6.2.1 ergibt si
h f�ur das skalare IntegralV (1)221 = � Z 10 dx dy dz1 dz2 (1� y) (1� x)x (a x+ b) +m2e f (x) : (7.4)a und b sind Funktionen von M3, M4, M5, P 2 sowie der Feynmanparameter y, z1 und z2.a x+ b und b sind jeweils linear in z2,a x+ b = �0 z2 + �0; b = �1 z2 + �1; (7.5)und es gelten die Relationena+ b = M23 y; f (0) = y z21 : (7.6)F�ur m2e = 0 ist V (1)221 divergent in x = 0. Allgemein kann aus einer Funktionf(x) = Z 10 dx a(x)x b(x) + � 
(x) ; �� 1; (7.7)das divergente Verhalten f�ur �! 0 wie folgt als ln (�) extrahiert werden,f(x) = Z 10 dx� a(x)x b(x) + � 
(x) � a(0)x b(0) + � 
(0)� + Z 10 dx a(0)x b(0) + � 
(0)= Z 10 dx1x �a(x)b(x) � a(0)b(0)�+ a(0)b(0) [ln (b(0))� ln (�)� ln (
(0))℄ +O (�) : (7.8)Der erste Term ist endli
h, da der Faktor 1=x dur
h die Nullstelle in x = 0 des Ausdru
ksin der Klammer kompensiert wird. Deshalb wurde dort � = 0 gesetzt. Im zweiten Termwurde in x integriert. 54



7.2. Bosonis
he Beitr�ageIn den folgenden Beispielen treten dar�uber hinaus no
h Terme der Artg(x; y) = Z 10 dx dy x y a(x; y)(x y b(x; y) + � 
(x; y))2 ; �� 1 (7.9)auf, die f�ur � = 0 divergent in zwei Punkten (in diesem Beispiel in x = 0 und y = 0) desIntegrationsberei
hs sind. Hier kann die folgende Aufteilung vorgenommen werden,g(x; y) = Z 10 dx dy � x y a(x; y)(x y b(x; y) + � 
(x; y))2 � x y a(0; y)(x y b(0; y) + � 
(0; y))2� x y a(x; 0)(x y b(x; 0) + � 
(x; 0))2 + x y a(0; 0)(x y b(0; 0) + � 
(0; 0))2�+ Z 10 dx dy � x y a(0; y)(x y b(0; y) + � 
(0; y))2 � x y a(0; 0)(x y b(0; 0) + � 
(0; 0))2�+ Z 10 dx dy � x y a(x; 0)(x y b(x; 0) + � 
(x; 0))2 � x y a(0; 0)(x y b(0; 0) + � 
(0; 0))2�+ Z 10 dx dy � x y a(0; 0)(x y b(0; 0) + � 
(0; 0))2� : (7.10)Der erste Term ist endli
h und es kann hier � = 0 gesetzt werden. Der zweite Term ist f�ur� = 0 nur no
h divergent in x = 0. Diese Divergenz wird dur
h Integration in x extrahiert,Z 10 dx dy� x y a(0; y)(x y b(0; y) + � 
(0; y))2 � x y a(0; 0)(x y b(0; 0) + � 
(0; 0))2� (7.11)= Z 10 dy 1y � a(0; y)b(0; y)2 [ln (b(0; y)) + ln (y)� 1� ln (�)� ln (
(0; y))℄ (7.12)� a(0; 0)b(0; 0)2 [ln (b(0; 0)) + ln (y)� 1� ln (�)� ln (
(0; 0))℄�+O (�) : (7.13)Der Faktor 1=y wird dur
h die Nullstelle in y = 0 des Ausdru
ks in der Klammer kompen-siert.Der dritte Term wird v�ollig analog in y integriert. Der vierte Term enth�alt die doppelteDivergenz in x = 0 und y = 0. Dieses divergente Verhalten kann dur
h Integration in xund y als Terme proportional zu ln (�) und ln2(�) abgespalten werden,Z 10 dx dy x y a(0; 0)(x y b(0; 0) + � 
(0; 0))2 (7.14)= a(0; 0)b(0; 0)2 �ln (
(0; 0)) + ln (�)� ln (b(0; 0))� Li2�� b(0; 0)
(0; 0)���+O (�) : (7.15)Entwi
kelt man den Dilogarithmus mit Hilfe der RelationLi2��A� � = ��26 � 12 [ln (A)� ln (�)℄2 +O (�) (7.16)55



Kapitel 7. IR-divergente Zweis
hleifen-Verti
esin �, so ergibt si
h ein Term proportional zu ln(�)2.Das Verfahren (7.8) kann nun auf V (1)221 angewendet werden,V (1)221 = (1� y)�V (1a)221 + V (1b)221 + V (1
)221 �= Z 10 dx dy dz1 dz2 (1� y) �� xx (a x+ b) +m2e f (x)��� 1x (a x+ b) +m2e f (x) � 1b x +m2e f (0)�� � 1b x+m2e f (0)�� : (7.17)Im Folgenden werden ni
ht mehr alle Integrationen explizit ausges
hrieben.V (1a)221 und V (1b)221 sind endli
h und me kann dort glei
h Null gesetzt werden. Das gesam-te divergente Verhalten ergibt si
h aus V (1
)221 . Die einzelnen Terme bere
hnen si
h unterBer�u
ksi
htigung von (7.5) zuV (1a)221 = � Z 10 dz2 1�0 z2 + �0 = � 1�0 ln�1 + �0�0� ;V (1b)221 = Z 10 dx ab (a x+ b) = ln (a+ b)� ln (b)b ;V (1
)221 = � 1b x +m2e f(0) = � ln (b)� ln (m2e)� ln (f (0))b : (7.18)V (1a)221 kann direkt numeris
h integriert werden. Da na
h (7.6) a + b und f(0) unabh�angigvon z2 sind, treten in V (1b)221 und V (1
)221 auss
hlie�li
h Integrale der folgenden Art auf,Z 10 dz2 1b = Z 10 dz2 1�1z2 + �1 = ln�1 + �1�1��1 ;Z 10 dz2 ln (b)b = ln (�1 + �1)2 � ln (�1)22�1 : (7.19)Au
h diese Ausdr�u
ke sind direkt zur numeris
hen Integration geeignet.Der divergente Anteil von V (1)221 ergibt si
h also zuV (1)221 = Z 10 dz1 dy ln �m2e� (1� y) ln�1 + �1�1��1 + endli
he Anteile: (7.20)Bei der Bere
hnung der Vektor- und Tensorintegrale V (�;��)221 wie in Abs
hnitt 6.2.1 tretenneben Integralen der Art (7.4) au
h no
h folgende Ausdr�u
ke auf,Z 10 dx dy dz1 dz2 xn zm2x (a x + b) +m2e f (x) : (7.21)56



7.2. Bosonis
he Beitr�ageF�ur n > 0 wird die Divergenz von dem zus�atzli
hen Faktor xn kompensiert, so dass derTerm proportional zu m2e im Nenner verna
hl�assigt werden kann. Partielle Integration inz2 ergibt Z 10 dz2 xn zm2x (a x+ b) = �mzm�12 xn�1�1 ln�1� �1 (1� z2)�1 + �1 � ; n > 0: (7.22)F�ur n = 0 kann wieder die glei
he Aufteilung wie in (7.17) vorgenommen werden und manerh�alt analog zu (7.19) die IntegraleZ 10 dz2 zm2�i z2 + �i = �mzm�12�i ln�1� �i (1� z2)�i + �i � ; i = 1; 2;Z 10 dz2 zm2 ln (b)b = mzm�12 �ln (�1 + �1)2 � ln (�1 z2 + �1)2�2�1 : (7.23)V 222: 2 innere FermionenDer Beitrag des ni
htplanaren Diagramms 7.2b) zu sin2 �e� enth�alt Integrale der V 222-Familie, V (1;�;��;���)222 = � 1�4 Z d4q1 Z d4q2 (1; q�1 ; q�1 q�1 ; q�1 q�1 q�1)[1℄ [2℄ [3℄ [4℄ [5℄ [6℄ : (7.24)Die Propagatoren sind gegeben dur
h[1℄ = q21; [2℄ = (q1 � p2)2 �m2e; [3℄ = (q1 � q2 + p1)2 �M2W ;[4℄ = (q1 � q2 � p2)2 �M2W ; [5℄ = q22; [6℄ = (q2 � p1)2 �M2W :Zur Regularisierung der kollinearen Divergenzen wird p22 = m2e verwendet, w�ahrend p21 = 0gesetzt werden kann.Mit der Parametrisierung aus Abs
hnitt 6.2.3 ergibt si
h damit f�ur das skalare IntegralV (1)222 = Z 10 dx dy dz1 dz2 dz3 y (1� y) x (1� x)(x (a x+ b) +m2e 
 (x))2 : (7.25)a, b und 
 (x) sind Funktionen von MW , P 2 und der Feynman-Parameter y, z1, z2 und z3.b ist linear in z1 und z3, b = � z1 z3 + � z1 + 
 z3 + Æ; (7.26)und es gelten die Relationen
 (0) = (1� y) z21; a+ b = (1� y) �M2W � P 2 z2 (1� z2)� : (7.27)57



Kapitel 7. IR-divergente Zweis
hleifen-Verti
esIm Folgenden werden erneut ni
ht mehr alle Integrationen explizit ausges
hrieben.Aus (7.25) ist ersi
htli
h, dass V (1)222 f�ur m2e = 0 divergent in x = 0 ist. Dieses divergenteVerhalten kann dur
h eine Aufteilung �ahnli
h wie in (7.8) wiederum als Term proportionalzu ln (m2e) extrahiert werden,V (1)222 = y (1� y) �V (1a)222 + V (1b)222 �= y(1� y) �� x(1� x)(x(ax + b) +m2e
 (x))2 � x(xb +m2e
 (0))2�+ x(xb +m2e
 (0))2� :(7.28)V (1a)222 ist ni
ht mehr divergent, weshalb dort m2e = 0 gesetzt werden kann.V (1a)222 = Z 10 dx 1x � (1� x)(a x+ b)2 � 1b2� = � Z 10 dx 1b2 � aa x + b + b (a+ b)(a x+ b)2�= � 1b2 [ln (a+ b)� ln (b) + 1℄ : (7.29)In V (1b)222 kann die Divergenz dur
h Integration in x abgespalten werden,V (1b)222 = � 1b2 �ln �m2e�+ ln (
 (0))� ln (b) + 1� : (7.30)Unter Ber�u
ksi
htigung von (7.26) und (7.27) verbleiben also mit d := �Æ � �
 Integraleder Art, Z 10 dz1 dz3 1b2 = Z 10 dz1 dz3(�z1z3 + �z1 + 
z3 + Æ)2 = 1d ln�1 + d(� + Æ)(
 + Æ)� ;Z 10 dz1 dz3 ln (z1)b2 = 1d �Li2��� + �
 + Æ �� Li2���Æ�� ;Z 10 dz1 dz3 ln (b)� 1b2 = 1d �Li2� d�(�+ � + 
 + Æ)�� Li2� d�(� + Æ)��Li2� d�(
 + Æ)� + Li2� d�Æ�� ln (� + � + 
 + Æ) ln�1� d�(�+ � + 
 + Æ)�+ ln (� + Æ) ln�1� d�(� + Æ)�+ ln (
 + Æ) ln�1� d�(
 + Æ)�� ln (Æ) ln�1� d�Æ�� : (7.31)58



7.2. Bosonis
he Beitr�ageBei der Bere
hnung der Vektor- und Tensorintegrale V (�;��;���)222 treten dar�uber hinaus no
hfolgende Integrale auf (m > 0),Z 10 dz1 dz3 zm3b2 = Z 10 dz3mzm�13d ln�1 + (1� z3)d(
 + Æ)((�+ 
)z3 + � + Æ)� ;Z 10 dz1 dz3 zm3 ln (z1)b2 = Z 10 dz3mzm�13d �Li2��� + �
 + Æ �� Li2���z3 + �
z3 + Æ �� ;Z 10 dz1 dz3 zm3 (ln (b)� 1)b2 = Z 10 dz3mzm�13d �Li2� d�(� + � + 
 + Æ)��Li2� d�((� + 
)z3 + � + Æ)��Li2� d�(
 + Æ)�+ Li2 � d�(
z3 + Æ)�� ln (� + � + 
 + Æ) ln�1� d�(� + � + 
 + Æ)�+ ln ((� + 
)z3 + � + Æ) ln�1� d�((� + 
)z3 + � + Æ)�+ ln (
 + Æ) ln�1� d�(
 + Æ)�� ln (
z3 + Æ) ln�1� d�(
z3 + Æ)�� : (7.32)V 222: 4 innere FermionenAu
h der Beitrag des Diagramms 7.2
) zu sin2 �e� beinhaltet Integrale der V 222-Familie,V (1;�;��;���)222 = � 1�4 Z d4q1 Z d4q2 (1; q�1 ; q�1 q�1 ; q�1 q�1 q�1)[1℄ [2℄ [3℄ [4℄ [5℄ [6℄ ; (7.33)[1℄ = q21 �M2Z ; [2℄ = (q1 � p2)2 �m2e; [3℄ = (q1 � q2 + p1)2 �m2e;[4℄ = (q1 � q2 � p2)2 �m2e; [5℄ = q22; [6℄ = (q2 � p1)2 �m2e:In dieser Kon�guration sind au
h die inneren Elektronen, die an das Photon koppeln, f�urgewisse Werte der S
hleifenimpulse on-shell. Somit weisen die Integrale dieser Familie einedoppelte kollineare Divergenz auf. Um dieses divergente Verhalten zu regularisieren, m�ussendie Massen aller inneren Elektronen beibehalten und p21 = m2e = p22 verwendet werden. ImWeiteren wird das skalare Integral V (1)222 betra
htet, die Bere
hnung der Vektorintegraleerfolgt �ahnli
h wie in den beiden vorherigen F�allen der V 221- und der V 222-Integrale mitzwei inneren Elektronen. 59



Kapitel 7. IR-divergente Zweis
hleifen-Verti
esMit der Parametrisierung aus Abs
hnitt 6.2.3 und den zus�atzli
hen Parametertransforma-tionen z2;3 ! 1� z2;3, z1 $ z3 und y ! 1� y ergibt si
h unter Verwendung von P 2 = M2ZV (1)222 = Z 10 dx dy dz1 dz2 dz3 x (1� x) y (1� y)[M2Zx (z1A (z2; x) + z2B (z2; x)) +m2ef (x; z1; z2)℄2 : (7.34)F�ur m2e = 0 divergiert V (1)222 in x = 0 und in z1 = 0 = z2.Der Term z1A(z2; x) + z2B(z2; x) ist linear in x,z1A (z2; x) + z2B (z2; x) =: �1 x + �1;z1A (0; x) + z2B (0; x) =: �2 x + �2: (7.35)�1 und �2 sind wiederum linear in z1 und z3,�1 = �y (1� y) z1 z3 + (1� y) (1 + yz2) z1 + z2 (1� y) y z3 � y z2 (1� yz2);�2 = �y (1� y) z1 z3 + (1� y) z1 + z2 (1� y) y z3 � y z2 (7.36)und es gelten die Relationen�1 + �1 = �y (1� z2) z2; �2 + �2 = �y z2;f (0; z1; z2) = y z23 = f (0; 0; 0) ; A (0; x) = (1� x) (1� y) (1� yz3);B (0; x) = �y (1� z3 + x z3 (1� y) + y z3) ; A (0; 0) +B (0; 0) = 1� 2 y: (7.37)Zur Bere
hnung von V (1)222 wird eine �ahnli
he Aufteilung wie in (7.10) vorgenommen,V (1)222y (1� y) = V (1a)222 + V (1b)222 + V (1
)222 + V (1d)222=  x (1� x)[M2Z x (z1 A (z2; x) + z2B (z2; x)) +m2e f (x; z1; z2)℄2� x[M2Z x (z1A (z2; 0) + z2B (z2; 0)) +m2e f (0; z1; z2)℄2� x (1� x)[M2Z x (z1A (0; x) + z2B (0; x)) +m2e f (x; 0; 0)℄2+ x[M2Z x (z1 A (0; 0) + z2B (0; 0)) +m2e f (0; 0; 0)℄2!+  x[M2Z x (z1 A (z2; 0) + z2B (z2; 0)) +m2e f (0; z1; z2)℄2� x[M2Z x (z1A (0; 0) + z2B (0; 0)) +m2e f (0; 0; 0)℄2!60



7.2. Bosonis
he Beitr�age+  x (1� x)[M2Z x (z1 A (0; x) + z2B (0; x)) +m2e f (x; 0; 0)℄2� x[M2Z x (z1A (0; 0) + z2B (0; 0)) +m2e f (0; 0; 0)℄2!+  x[M2Z x (z1 A (0; 0) + z2B (0; 0)) +m2e f (0; 0; 0)℄2! : (7.38)
V (1a)222 ist endli
h, weshalb dort me = 0 gesetzt werden kann. V (1b)222 und V (1
)222 sind nur no
heinfa
h divergent (in x = 0 bzw. z1 = 0 = z2). V (1d)222 ist divergent in x = 0 und z1 = 0 = z2.Unter Ber�u
ksi
htigung von (7.35), (7.36) und (7.37) bere
hnen si
h die einzelnen Termezu: � M4ZV (1a)222 = Z 10 dx 1x � 1� x(�1 x + �1)2 � 1�21 � 1� x(�2 x + �2)2 + 1�22�= ln (�1)� 1�21 � ln (�2)� 1�22 � ln (�1 + �1)�21 + ln (�2 + �2)�22 : (7.39)Die resultierenden Ausdr�u
ke sind von der glei
hen Form wie die Terme in (7.31) undk�onnen wie dort angegeben in z1 und z3 integriert werden.� M4ZV (1b)222 = M4Z Z 10 dx  x(M2Z x �1 +m2e y z23)2 � x(M2Z x �2 +m2e y z23)2!= ln (�1)� 1�21 + ln (M2Z)� ln (m2e)� ln (y)�21 � 2 ln (z3)�21� ln (�2)� 1�22 � ln (M2Z)� ln (m2e)� ln (y)�22 + 2 ln (z3)�22 : (7.40)Au
h diese Ausdr�u
ke sind alle vom glei
hen Typ wie die Terme in (7.31) und k�onnenentspre
hend in z1 und z3 integriert werden.61



Kapitel 7. IR-divergente Zweis
hleifen-Verti
es� M4ZV (1
)222 = M4Z Z 10 dz1 dz2  x (1� x)[M2Z x (z1 A (0; x) + z2B (0; x)) +m2e f (x; 0; 0)℄2� x[M2Z x (z1A (0; 0) + z2B (0; 0)) +m2e f (0; 0; 0)℄2!= �1x �(1� x) [ln (A (0; x) +B (0; x))� ln (A (0; x))� ln (B (0; x))℄A (0; x) B (0; x)� ln (A (0; 0) +B (0; 0))� ln (A (0; 0))� ln (B (0; 0))A (0; 0) B (0; 0)�(1� x) [ln (M2Z) + ln (x)� ln (m2e)� ln (f (x; 0; 0))℄A (0; x) B (0; x)+ln (M2Z) + ln (x)� ln (m2e)� ln (f (0; 0; 0))A (0; 0) B (0; 0) � : (7.41)Dieser Ausdru
k kann direkt numeris
h integriert werden, da der Faktor 1=x dur
hdie Nullstelle des Ausdru
ks in der Klammer in x = 0 kompensiert wird und au
hdie Terme 1 � x, y und 1 � y, die in A (0; x) und B (0; x) auftreten, dur
h die ent-spre
henden Faktoren im Z�ahler kompensiert werden (siehe (7.41) und (7.38)).� M4ZV (1d)222 = M4Z Z 10 dx dz1 dz2 x[M2Z x (z1 A (0; 0) + z2B (0; 0)) +m2e f (0; 0; 0)℄2= 1A (0; 0) B (0; 0) �Li2��A (0; 0) +B (0; 0)m2e f (0; 0; 0) ��Li2�� A (0; 0)m2e f (0; 0; 0)�� Li2�� B (0; 0)m2e f (0; 0; 0)�� : (7.42)Die Dilogarithmen k�onnen na
h (7.16) in me entwi
kelt werden, und es ergibt si
hM4Z V (1d)222 = 1A (0; 0) B (0; 0) ���26 � 12 �ln (A (0; 0) +B (0; 0))� ln �m2e�� ln (f (0; 0; 0))�2+12 �ln (A (0; 0))� ln �m2e�� ln (f (0; 0; 0))�2+12 �ln (B (0; 0))� ln �m2e�� ln (f (0; 0; 0))�2� : (7.43)Aufgrund der doppelten Singularit�at tritt hier also ein Term proportional zu ln2(m2e)auf. Alle Ausdr�u
ke sind direkt zur numeris
hen Integration geeignet.62



7.2. Bosonis
he Beitr�age7.2.2 �Uberlappende Divergenzen
a)Z e

eee 
 WW Z b)Z e
eee �e We 
 
)Z e

eW e�eW e 
 d)Z e
eee Ze e


Abbildung 7.3: bosonis
he Diagramme mit �uberlappenden DivergenzenIn Abbildung 7.3 sind einige Diagramme dargestellt, in deren Beitrag zu sin2 �e� Formfak-toren auftreten, in denen soft- und kollineare Divergenzen �uberlappen.Alle auftretenden soft-Divergenzen k�onnen mit den Methoden aus [50℄ als divergente Ein-s
hleifen-Verti
es extrahiert werden. Die verbleibenden Ausdr�u
ke sind im Allgemeinenkollinear divergent. Diese kollinearen Divergenzen k�onnen wieder dur
h Beibehaltung derElektronmasse regularisiert und als Terme proportional zu ln(m2e) bzw. ln2(m2e) abgespaltenwerden. Dieses Verfahren wird im Folgenden exemplaris
h anhand jeweils eines divergentenFormfaktors aus den Diagrammen 7.3a)-d) erkl�art.V 131-IntegraleIm Beitrag des Diagramms 7.3a) zu sin2 �e� tritt das Folgende soft-divergente Integral auf,V (1)131 = �(4 �2 �2)(4�D)�4 Z d4q1 Z d4q2 1[1℄ [2℄ [3℄ [4℄ [5℄ (7.44)mit den Propagatoren[1℄ = q21 �M2W ; [2℄ = (q1 � q2)2 �M2W ;[3℄ = q22; [4℄ = (q2 + p1)2 �m2e; [5℄ = (q2 � p2)2 �m2e:Dieses Integral kann analog zur Methode aus Abs
hnitt 6.2.4 mithilfe der Dispersionsrela-tion (6.42) bere
hnet werden und es ergibt si
hV (1)131 = B0 �0;M2W ;M2W � C0 �m2e; m2e; P 2; m2e; 0; m2e�� Z 14M2W ds 1� s ImB0 �s;M2W ;M2W� C0 �0; 0; P 2; 0; s; 0� : (7.45)63



Kapitel 7. IR-divergente Zweis
hleifen-Verti
esDie untere Integrationsgrenze 4M2W ergibt si
h aus der Tatsa
he, dass ImB0 (s;M2W ;M2W )f�ur s < 4M2W identis
h vers
hwindet. Dur
h die Transformation s ! 4M2W=x wird derIntegrationsberei
h auf das Einheitsintervall abgebildet,V (1)131 = B0 �0;M2W ;M2W � C0 �m2e; m2e; P 2; m2e; 0; m2e� (7.46)� Z 10 dx 1� x ImB0 �4M2Wx ;M2W ;M2W� C0�0; 0; P 2; 0; 4M2Wx ; 0� : (7.47)Das gesamte divergente Verhalten von V 131 ist dabei im Term mit der divergenten Ein-s
hleifen-Vertex-Funktion C0(m2e; m2e; P 2; m2e; 0; m2e) enthalten, wohingegen der Integralaus-dru
k frei von Divergenzen ist und numeris
h integriert werden kann.V 141-IntegraleDas Diagramm 7.3b) tr�agt zu sin2 �e� das folgende soft-divergente Integral bei,V (1)141 = �(4 �2 �2)(4�D)�4 Z d4q1 Z d4q2 1[1℄ [2℄ [3℄2 [4℄ [5℄ ;[1℄ = q21; [2℄ = (q1 � q2)2 �M2W ;[3℄ = q22 �m2e; [4℄ = (q2 + p1)2; [5℄ = (q2 + P )2 �m2e:Au
h hier kann eine divergente Eins
hleifen-Funktion abgespalten werden,V (1)141 = B0 �0; 0;M2W� C0;M21 �m2e; m2e; P 2; m2e; 0; m2e�+ V 141sub : (7.48)C0;M21 bezei
hnet die Ableitung von C0 aus (6.27) na
h M21C0;M21 �p21; p22; (p1 + p2)2;M21 ;M22 ;M23 � = ��M21 C0 �p21; p22; (p1 + p2)2;M21 ;M22 ;M23 � :(7.49)Die Gr�o�e V 141sub ist aber au
h no
h soft-divergent. Dieses divergente Verhalten kann mithilfeder Dispersionsrelation (6.42) extrahiert werden,V 141sub = � Z 1M2W dsImB0 (s; 0;M2W )� s 1(q22 � s) [3℄ [4℄ [5℄ +O �m2e�= � Z 1M2W ds s�M2W� s3 �C0 �0; m2e; P 2; s; 0; m2e�� C0 �m2e; m2e; P 2; m2e; 0; m2e��= � 1M2W Z 10 dx (1� x)C0�0; m2e; P 2; M2Wx ; 0; m2e�+ 12M2W C0 �m2e; m2e; P 2; m2e; 0; m2e� ; (7.50)64



7.2. Bosonis
he Beitr�agewobei die Relation ImB0 �s; 0;M2� = � (s�M2)s � �s�M2� (7.51)verwendet wurde. Die kollinear divergente Funktion C0 �0; m2e; P 2; M2Wx ; 0; m2e� bere
hnetsi
h na
h [51℄ zuC0�0; m2e; P 2; M2Wx ; 0; m2e� = 1s ��ln �M2W � s x�� ln (x)� ln �m2e��� �ln �M2W � s x�� ln �M2W ��� Li2 � s xM2�o :(7.52)Damit liegt die kollineare Divergenz von V 141 wiederum als Term proportional zu ln(m2e)vor, w�ahrend das soft-divergente Verhalten als IR-divergente Eins
hleifen-FunktionenC0 (m2e; m2e; P 2; m2e; 0; m2e) und C0;M21 (m2e; m2e; P 2; m2e; 0; m2e) abgespalten wurde. Die ver-bleibende Integration in x kann numeris
h oder analytis
h dur
hgef�uhrt werden.V 231: 1. FallDas Diagramm 7.3
) tr�agt zu sin2 �e� unter anderem das folgende soft-divergente Integralder V 231-Familie bei,V231 = � 1�4 Z d4q1 Z d4q2 1[1℄ [2℄ [3℄ [4℄ [5℄ [6℄; (7.53)[1℄ = q21 �M2W ; [2℄ = (q1 + P )2 �M2W ; [3℄ = (q1 � q2)2;[4℄ = q22 �m2e; [5℄ = (q2 + p1)2; [6℄ = (q2 + P )2 �m2e:F�uhrt man die selben S
hritte wie in Abs
hnitt 6.2.2 dur
h, so erh�alt man analog zu (6.26),V231 = C0 �m2e; m2e; P 2; m2e; 0; m2e� C0 �M2;M2; P 2;M2W ; 0;M2W �+ 2V (a)231 : (7.54)V (a)231 weist keine soft-Divergenz mehr auf, ist aber kollinear divergent,V (a)231 = � Z 10 dx1 dx2 dy1 dy2 (1� x1) x2A fy1 [m2e (1� x1)� B y2 (1� x2y2)℄ + Ay2g ;A = M2W � s x1 x2 (1� x2);B = s x2 (1� x1): (7.55)V (a)231 kann umges
hrieben werden zuV (a)231 = � Z 10 dx1 dx2 dy1 dy2 dy3 (1� x1) x2 y2[y2 (A� B (1� x2y2) y1 y3) +m2e (1� x1) y1 y3℄2 :(7.56)65



Kapitel 7. IR-divergente Zweis
hleifen-Verti
esDieser Ausdru
k ist f�ur m2e = 0 divergent in y2 = 0. Das divergente Verhalten kannfolgenderma�en als ln(m2e) extrahiert werden,V (a)231 = V (a1)231 + V (a2)231= �� (1� x1) x2 y2[y2 (A�B (1� x2 y2) y1 y3)℄2 � (1� x1) x2 y2[y2 (A�B y1 y3)℄2��� (1� x1) x2 y2[y2 (A�B y1 y3) +m2e (1� x1) y1 y3℄2� :V (a1)231 ist endli
h, weswegen dort bereits me = 0 gesetzt wurde.Die beiden Terme bere
hnen si
h zuV (a1)231 = � Z 10 dy1 dy2 dy3 � (1� x1 )x2 y2[y2 (A� B (1� x2 y2) y1 y3)℄2 � (1� x1) x2 y2[y2 (A� B y1 y3)℄2�= 1As f[ln (B)� ln (A)℄ [ln (A�B)� ln (A� B (1� x2))℄+ [ln (A)� ln (A� (1� x2)B)℄ ln (1� x2)+Li2�1� BA�� Li2�1� B (1� x2)A �� Li2�1� B x2A�B�� ; (7.57)V (a2)231 = � Z 10 dy2 (1� x1) x2 y2[y2 (A� B y1 y3) +m2e (1� x1) y1 y3℄2= �(1� x1) x2 ln (A�B y1 y3)� 1� ln (m2e)� ln (1� x1)� ln (y1)� ln (y3)(A� B y1 y3)2 :(7.58)(7.57) kann problemlos numeris
h integriert werden. Die in (7.58) auftretenden Ausdr�u
kesind von der Form (7.31) (mit � = 0 = 
) und k�onnen wie dort angegeben in y1 und y3integriert werden, wodur
h si
h Ausdr�u
ke ergeben, die direkt zur numeris
hen Integrationgeeignet sind.V 231: 2. FallDer Beitrag des Diagramms 7.3d) zu sin2 �e� umfasst unter anderem au
h den FormfaktorV p2231 des Vektor-Integrals der V 231-Familie,V �231 = V p1231 p�1 + V p2231 p�2 = � 1�4 Z d4q1 Z d4q2 q�1[1℄ [2℄ [3℄ [4℄ [5℄ [6℄; (7.59)[1℄ = q21 �m2e; [2℄ = (q1 + P )2 �M2Z ; [3℄ = (q1 � q2)2 �m2e;[4℄ = q22; [5℄ = (q2 + p1)2 �m2e; [6℄ = (q2 � p2)2 �m2e:66



7.2. Bosonis
he Beitr�ageDie soft-Divergenz von V p2231 l�asst si
h erneut wie in Abs
hnitt 6.2.2 bes
hrieben abspaltenund es ergibt si
hV p1231 = V p1231a + V p1231b + 12M2Z C0 �m2e; m2e; P 2; m2e; 0; m2e�+ 14M2Z s �3 + 2 ln �m2e�� 2 ln �M2Z�� �(ln �m2e�� ln (s)� : (7.60)Der C0 (m2e; m2e; P 2; m2e; 0; m2e)-Term enth�alt das gesamte soft-divergente Verhalten.V p1231a hat die folgende Form,V p1231a = Z 10 dx1 dx2 dy1 dy2 dy3 x1 x22 y2 f1� x1 [1� (1� y1) y2℄g�M2Z x2 y2 (1� x1 y1 y3) +m2e x1 y21 y31�y1 �2 : (7.61)F�ur me = 0 ist dieser Ausdru
k divergent in y2 = 0. Diese Divergenz l�asst si
h dur
hIntegration in y2 abspalten,V p1231a = x21 x22 y22 (1� y1)[M2Z x2 y2 (1� x1 y1 y3)℄2 + Z 10 dy2 x1 (1� x1) x22 y2hM2Z x2 y2 (1� x1 y1 y3) +m2e x1 y21 y31�y1 i2= x21 (1� y1) + x1 (1� x1) hln�M2Z x2 (1�x1 y1 y3) (1�y1)x1 y21 y3 �� 1� ln (m2e)iM4Z (1� x1 y1 y3)2 (7.62)und das Ergebnis kann problemlos numeris
h oder analytis
h integriert werden.V p1231b besteht aus einem endli
hen Anteil und einem Anteil, der eine doppelte kollineareDivergenz aufweist,V p1231b = V p1231b1 + V p1231b2= x1 x2 (1� x2) (1� y2) [1� x1 (y1 + y2 � y1 y2)℄M4Z [x2 (1� y2)� x1 y1 y3(x2 + y2 � x2 y2)℄2+ x21 (1� x2) (1� y1) y2 (1� y2)fM2Z [x2 (1� y2)� x1 y1 y3 (x2 + y2 � x2 y2)℄ +m2e f(x2; y1; y3)g2 : (7.63)V p1231b1 kann dur
h Integration in y3 und partielle Integration in y1 in einen Ausdru
k trans-formiert werden, der direkt numeris
h integriert werden kann,V p1231b1 = Z 10 dy1dy3 x1 x2 ( 1� x2) (1� y2) [1� x1 (y1 + y2 � y1 y2)℄M4Z [x2 (1� y2)� x1 y1 y3(x2 + y2 � x2 y2)℄2= Z 10 dy1 x1 (1� x2) [1� x1 (y1 + y2 � y1 y2)℄M4Z [x2 (1� y2)� x1 y1 (x2 + y2 � x2 y2)℄2= � Z 10 dy1 1� x2M4Z (x2 + y2 � x2 y2) f(1� x1) ln [x2 (1� y2)� x1 (x2 + y2 � x2 y2)℄�(1� x1y2) [ln (x2) + ln (1� y2)℄+x1 (1� y2) ln [x2 (1� y2)� x1 y1 (x2 + y2 � x2 y2)℄g : (7.64)67



Kapitel 7. IR-divergente Zweis
hleifen-Verti
esV p1231b2 divergiert f�ur me = 0 in x2 = 0 = y1 und x2 = 0 = y3, w�ahrend die dritte Nullstelledes Nenners x2 = 0 = y2 dur
h den Faktor y2 im Z�ahler kompensiert wird. Zur Bere
hnungvon V p1231b2 wird die folgende Aufteilung vorgenommen,V p1231b2 = V p1231b2a + V p1231b2b + V p1231b2
 + V p1231b2d+x21y2(1� y2) (1� x2)(1� y1)[M2Z(x2(1� y2)� x1y1y3(x2 + y2 � x2y2)) +m2ef(x2; y1; y3)℄2� 1[M2Z(x2(1� y2)� x1y1y3y2) +m2ef(0; 0; y3)℄2� (1� y1)[M2Z(x2(1� y2)� x1y1y3y2) +m2ef(0; y1; 0)℄2+ 1[M2Z(x2(1� y2)� x1y1y3y2) +m2ef(0; 0; 0)℄2!+x21y2(1� y2) 1[M2Z(x2(1� y2)� x1y1y3y2) +m2ef(0; 0; y3)℄2� 1[M2Z(x2(1� y2)� x1y1y3y2) +m2ef(0; 0; 0)℄2!+x21y2(1� y2) (1� y1)[M2Z(x2(1� y2)� x1y1y3y2) +m2ef(0; y1; 0)℄2� 1[M2Z(x2(1� y2)� x1y1y3y2) +m2ef(0; 0; 0)℄2!+x21y2(1� y2) 1[M2Z(x2(1� y2)� x1y1y3y2) +m2ef(0; 0; 0)℄2! : (7.65)V p1231b2a ist endli
h und me kann glei
h Null gesetzt werden,V p1231b2a = x21 y2 (1� y2) (1� y1)� (1� x2)M4Z [x2 (1� y2)� x1 y1 y3 (x2 + y2 � x2 y2)℄2� 1M4Z [x2 (1� y2)� x1 y1 y3 y2)℄2� : (7.66)Dieser Ausdru
k kann na
hZ 10 dx2 1x2 � 1� x2Ax2B � C � 1Ax2 � C� = ln�1 + A (1�B)C�A �C � ln �1� ABC �AB (7.67)68



7.2. Bosonis
he Beitr�agein x2 integriert werden und man erh�altV p1231b2a = �x21 (1� y2) (1� y1)M4Z (1� x1y1) y2 ln�1� y2 (1� x1y1)x1 y1 (1� y2)�+x1 (1� y1)M4Z y1 ln�1 + (1� y2) x1 y1x1 y1 y2 � (1� y2)� : (7.68)Integriert man die beiden Terme in V p1231b2b mithilfe der RelationZ 10 dx dy 1(Ax� B y + �)2 = ln (A�B)� ln (A)� ln (�B) + ln (�) +O(�)AB (7.69)in x2 und y1, so ergibt si
h mitf (0; 0; y3) = 1� y21� x1 + x1 y22 y3; f (0; y1; 0) = 1� y21� x1 = f (0; 0; 0) ; (7.70)V p1231b2b = Z 10 dy3 x1y3M4Z �ln� 1� y21� x1 + x1 y22 y3�� ln�1� y21� x1��= � x1M4Z Li2��(1� x1) x1 y221� y2 � : (7.71)V p1231b2
 kann na
h (7.69) in x2 und y3 integriert werden, und man erh�alt unter Verwendungvon (7.70) den Ausdru
kV p1231b2
 = � x1M4Z �ln �m2e�� ln ��M2Z�+ ln (1� y2 � x1y1y2)� ln (x1y1y2(1� x1))� :(7.72)Integriert man s
hlie�li
h V p1231b2d na
h der folgenden Relation in x2, y1 und y3,Z 10 dx dy dz 1(Ax� B y z + �)2 = Li2 �B� �� Li2 �BA�+O(�)AB ; (7.73)so ergibt si
h unter Zuhilfenahme von (7.16)V p1231b2d = � x1M4Z (12 �ln ��M2Z�� ln �m2e�+ ln� x1 y2(1� x1) (1� y2)��2+�26 + Li2� x1 y21� y2�� : (7.74)Damit k�onnen alle Teilbeitr�age zu V p1231 numeris
h integriert werden.69
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Kapitel 8Ergebnisse
Mit den in den Kapiteln 5, 6 und 7 bes
hriebenen Methoden k�onnen die elektros
hwa
henZweis
hleifen-Beitr�age zum e�ektiven Mis
hungswinkel sin2 �e� bere
hnet werden. Die ent-spre
henden Feynman-Diagramme �nden si
h im Anhang A. Sie lassen si
h in zwei ei
hin-variante Unterklassen aufteilen. Die erste Klasse bilden alle Diagramme mit mindestenseiner ges
hlossenen Fermions
hleife, die sogenannten fermionis
hen Korrekturen. Die rest-li
hen Diagramme, also alle ohne ges
hlossenen Fermions
hleifen, bilden die Klasse derbosonis
hen Korrekturen.Die Ergebnisse zu den fermionis
hen Korrekturen sind im folgenden Abs
hnitt 8.1 darge-stellt, w�ahrend die bosonis
hen Beitr�age in Abs
hnitt 8.2 behandelt werden. Eine abs
hlie-�ende Diskussion �ndet si
h in Abs
hnitt 8.3.8.1 Fermionis
he Beitr�ageIn den fermionis
hen Korrekturen treten an Zweis
hleifen-Vertex-Diagrammen auss
hlie�-li
h Diagramme aus der V 141- (siehe Abbildung 8.1a) und 8.1b)) und der V 231-Familie(Abbildung 8.1
)) auf. Ihr Beitrag zu sin2 �e� kann mit den Methoden aus den Abs
hnitten6.1, 6.2 und 7.1 bere
hnet werden. Wie in den Abs
hnitten 2.3.1 und 7.1 bes
hrieben ergibtsi
h f�ur die dritte Generation von Fermionen ein endli
her Unters
hied dur
h die konsi-stente Behandlung von 
5 im HVBM-S
hema im Verglei
h zum naiv antikommutierendenS
hema. Dieser Beitrag wird im Folgenden dur
h den Index 
5 gekennzei
hnet.Zur numeris
hen Auswertung wurde zun�a
hst der Eingabeparametersatz aus Tabelle 8.1verwendet. Dieser ist in �Ubereinstimmungmit der unabh�angigen Re
hnung aus [52℄ gew�ahlt,um einen direkten Verglei
h mit dem dortigen Ergebnis zu erm�ogli
hen. MW und MZ sinddie experimentellen Werte der W - und Z-Boson Massen [53℄. Wie in Abs
hnitt 2.4.3 be-s
hrieben, m�ussen diese in die in der Re
hnung verwendeten Werte im Polmassens
he-ma [16℄, MW und MZ , umgere
hnet werden. Diese Gr�o�en sind �uber (2.82) miteinander71
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Abbildung 8.1: Fermionis
he Diagrammeverkn�upft. Zur Umre
hnung wurde f�ur �Z der experimentelle Wert (Tab. 8.1) und f�ur �Wder theoretis
he Wert benutzt, der mit hinrei
hender Genauigkeit gegeben ist dur
h�W = 3 G�M3W�2p2���1 + 2�s(M2W )(3�) � : (8.1)
Parameter WertMW 80:426 GeVMZ 91:1876 GeV�Z 2:4952 GeVmt 178:0 GeV�� (M2Z) 0:05907�s (M2Z) 0:117G� 1:16637� 10�5MW 80:3986 GeVMZ 91:1535 GeVTabelle 8.1: Eingabeparameter.MW undMZ sind experimentelle Werte f�ur dieW - und Z-BosonMassen, w�ahrend MW und MZ bere
hnete Gr�o�en im Polmassens
hema sind.Unsere Ergebnisse [54℄ f�ur die Gr�o�e �� aus (4.11) sind in Tabelle 8.2 und Tabelle 8.3f�ur vers
hiedene Werte der Higgs-Masse aufgef�uhrt. Tabelle 8.2 enth�alt zum Verglei
hden Eins
hleifen-Beitrag und das entspre
hende Ergebnis aus [52℄. In den Eins
hleifen-Korrekturen wurde eine endli
he Masse von mb = 4:85 GeV f�ur das b-Quark beibehalten.Die Fehler (in Klammern) in unserem Zweis
hleifen-Resultat stammen von Unsi
herhei-72



8.1. Fermionis
he Beitr�ageten aus der numeris
hen Integration. Unser Ergebnis stimmt mit dem in [52℄ angegebenen(letzte Spalte in Tab. 8.2) �uberein.In Tab. 8.3 sind die vers
hiedenen Teile des Zweis
hleifen-Ergebnisses (in Feynman-Ei
hung)gezeigt. Der Anteil mit zwei Fermions
hleifen und derjenige mit einer Fermions
hleife sindbei unters
hiedli
hem Vorzei
hen von der glei
hen Gr�o�enordnung, so dass eine starkeKompensation zwis
hen diesen beiden Beitr�agen auftritt. Dar�uberhinaus f�allt auf, dass dererste Term aus (4.14) (4. Spalte) abh�angig von MH etwa 15-20 mal gr�o�er ist als der zweite(5. Spalte). Das gesamte Ergebnis f�ur den renormierten Z�ll-Vertex bei P 2 = M2Z kann alsogut dur
h das sehr viel einfa
here Ergebnis bei P 2 = 0 approximiert werden. Au
h der
5-Anteil wird sehr gut dur
h seinen Wert bei P 2 = 0 (0:280� 10�4) gen�ahert. Er enth�altkeine Terme proportional zu m4t oder m2t . Dies ist aus Abbildung 8.2 ersi
htli
h, wo der
5-Anteil bei P 2 = 0 als Funktion der top-Masse gezeigt ist.MH [GeV ℄ O (�)� 10�4 O (�2)� 10�4 O (�2)� 10�4 [52℄100 438.937 -0.637(1) -0.63200 419.599 -2.165(1) -2.16600 379.560 -5.012(1) -5.011000 358.619 -4.737(1) -4.73Tabelle 8.2: Zweis
hleifen-Ergebnis f�ur �� im Verglei
h mit dem Eins
hleifen-Ergebnis und demResultat aus [52℄.MH 2 ferm. loops red. �̂ (0) � (M2Z)� � (0) 
5[GeV ℄ �10�4 �10�4 �10�4 �10�4 �10�4100 13.758 -0.722 -14.903 0.963(1) 0.271200 13.758 -0.688 -16.465 0.963(1) 0.271600 13.758 -0.501 -19.499 0.963(1) 0.2711000 13.758 -0.386 -19.339 0.963(1) 0.271Tabelle 8.3: Vers
hiedene Anteil des Zweis
hleifen-Ergebnisses. Die 2. Spalte enth�alt alle Bei-tr�age mit zwei Fermions
hleifen, alle anderen Spalten Beitr�age mit einer Fermions
hleife. Die3. Spalte umfasst die reduziblen Beitr�age aus Abb. 4.1a) und Abb. 4.1b) und das Produkt ausEins
hleifenbeitr�agen aus (4.13). �̂ (0) ist der erste Term aus (4.14), � �M2Z� � � (0) der zweite.In der letzten Spalte ist der 
5-Beitrag (siehe Text) angegeben.
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Abbildung 8.2: 
5-Beitr�age bei P 2 = 0 als Funktion von mt.F�ur eine umfassendere Analyse der fermionis
hen Beitr�age wurde MW zwis
hen 80:2 und81:0 GeV, mt zwis
hen 167:5 und 177:5 GeV und MH zwis
hen 90 und 1000 GeV variiert,w�ahrend f�ur die anderen Parameter weiterhin die Werte aus Tabelle 8.1 verwendet wur-den. Um die Laufzeit zu reduzieren wurde der 
5-Beitrag dur
h seinen Wert bei P 2 = 0angen�ahert.Die Ergebnisse f�ur die fermionis
hen Korrekturen in dem genannten Parameterberei
hk�onnen dur
h die folgende Formel approximiert werden,sin2 �(�2);ferme� = a + b LH + 
 L2H + dL4H + e (d2H � 1) + f dt + g d2t + h dt (dH � 1)+i dW + j d2W + k dW dt + l dW (dH � 1): (8.2)Hierbei sind dH = MH100GeV ; LH = ln� MH100GeV� ;dt = � mt172:5GeV�2 � 1; dW = � MW80:3766GeV � 1� (8.3)74



8.1. Fermionis
he Beitr�ageund die KoeÆzienten in (8.2) bestimmen si
h mit der Methode der kleinsten Quadrate zua = +2:43436� 10�5; b = �3:05852� 10�5; 
 = �2:35008� 10�5;d = +4:73284� 10�6; e = �1:95245� 10�7; f = �5:45799� 10�4;g = �4:42463� 10�4; h = �1:76628� 10�5; i = �4:98886� 10�3;j = �1:01287� 10�1; k = �1:76603� 10�2; l = +4:56623� 10�5: (8.4)Die maximale und die mittlere Abwei
hung der Ergebnisse dieser Formel zum exaktenErgebnis betragen 6:7 � 10�6 und 0:9 � 10�6. Diese Abwei
hung ist also deutli
h kleinerals der aktuelle experimentelle Fehler von 1:6 � 10�4 [6℄ und liegt au
h unterhalb von1:3 � 10�5, was als experimenteller Fehler an einem zuk�unftigen Linearbes
hleuniger mitGigaZ-Modus erwartet wird [7, 8℄.Bes
hr�ankt man den Berei
h der Higgs-Masse auf 90 bis 150 GeV, so erh�alt man mit denKoeÆzientena = +2:42450� 10�5; b = �3:31179� 10�5; 
 = �8:13094� 10�6;d = +3:56531� 10�6; e = �1:69249� 10�6; f = �5:30203� 10�4;g = �3:78335� 10�4; h = �4:80069� 10�5; i = �4:93659� 10�3;j = �1:02092� 10�1; k = �1:69374� 10�2; l = �6:96544� 10�6 (8.5)im Verglei
h zum exakten Ergebnis eine maximale Abwei
hung von 4:7 � 10�6 und einemittlere Abwei
hung von 0:2� 10�6.Im Folgenden wird mit Hilfe von (8.2) die Abh�angigkeit der fermionis
hen Korrekturenvon Higgs-, top- und W -Masse analysiert. In den Abbildungen 8.3, 8.4 und 8.5 sind dieseKorrekturen als Funktion jeweils einer dieser Massen bei festen Werten der anderen beidenMassen aufgetragen.Abbildung 8.3 verdeutli
ht die starke Higgs-Massen-Abh�angigkeit der fermionis
hen Bei-tr�age. In allen vier gezeigten F�allen haben diese Beitr�age einen positiven Wert f�ur kleineHiggs-Massen und fallen mit steigender Higgs-Masse stark ab bis zu einem minimalenWertbei MH � 700 GeV und steigen ans
hlie�end wieder an. Die Di�erenz zwis
hen maxima-lem und minimalem Wert f�ur diese Beitr�age zu sin2 �e� im betra
hteten Intervall betr�agtungef�ahr 9� 10�5.Abbildung 8.4 zeigt die top-Massen-Abh�angigkeit der fermionis
hen Korrekturen. Im Ge-gensatz zur Higgs-Massen-Abh�angigkeit fallen diese Beitr�age mit steigender top-Masse mo-noton ab, wobei si
h in allen vier betra
hteten F�allen ein Nulldur
hgang ergibt. Die gesamteVariation im betra
hteten Intervall betr�agt hier 
a. 6� 10�5.In Abbildung 8.5 ist die W -Massen-Abh�angigkeit der fermionis
hen Beitr�age dargestellt.Wie in der top-Massen-Abh�angigkeit fallen sie mit steigender W -Masse im betra
htetenIntervall monoton ab und es ergibt si
h ein Nulldur
hgang. Dabei betr�agt die Variation imbetra
hteten Intervall 
a. 5:5� 10�5. 75
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Abbildung 8.3: Fermionis
he Beitr�age zu sin2 �e� als Funktion der Higgs-Masse. MW =80:3766 GeV oben und MW = 80:3986 GeV unten, mt = 172:5 GeV auf der linken undmt = 175:0 GeV auf der re
hten Seite. 76
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Abbildung 8.4: Fermionis
he Beitr�age zu sin2 �e� als Funktion der top-Masse. MW =80:3766 GeV oben und MW = 80:3986 GeV unten, MH = 115 GeV auf der linken undMH = 150 GeV auf der re
hten Seite. 77
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Abbildung 8.5: Fermionis
he Beitr�age zu sin2 �e� als Funktion der W -Masse. MH = 115GeV oben und MH = 150 GeV unten, mt = 172:5 GeV auf der linken und mt = 175:0GeV auf der re
hten Seite. 78



8.2. Bosonis
he Beitr�age8.2 Bosonis
he Beitr�ageIn einem ersten S
hritt zu den vollst�andigen bosonis
hen Zweis
hleifen-Korrekturen wirdderen Higgs-Massen-Abh�angigkeit bere
hnet. Dazu wird die Gr�o�e��(�2)bos;sub := ��(�2)bos (MH)���(�2)bos �M0H� (8.6)betra
htet, die die Higgs-Massen-Abh�angigkeit im Verglei
h zu einem festen Wert parame-trisiert, der alsM0H = 100 GeV gew�ahlt wurde. ��(�2)bos;sub ist UV -endli
h und Ei
hparameter-unabh�angig. Die Ergebnisse f�ur diese Gr�o�e sind im Abs
hnitt 8.2.1 aufgef�uhrt. Die Er-gebnisse f�ur die verbleibende Konstante ��(�2)bos (M0H) �nden si
h im Abs
hnitt 8.2.2.8.2.1 Higgs-Massen-Abh�angigkeitDie MH -Abh�angigkeit der bosonis
hen Korrekturen resultiert auss
hlie�li
h aus Diagram-men mit inneren Higgs-Boson-Propagatoren. Einige typis
he Beispiele sind in Abbildung 8.6aufgef�uhrt. Im Verglei
h zu den fermionis
hen Beitr�agen treten als einzig neuer Diagramm-Typ die beiden ni
ht-planaren Diagramme 8.6
) und d) auf. Sie k�onnen mit der Methodeaus Abs
hnitt 6.2.3 bere
hnet werden.Unsere Ergebnisse [55℄ f�ur �� f�ur den Parametersatz aus Tabelle 8.1 und vers
hiede-ne Werte der Higgs-Masse sind in Tabelle 8.4 aufgef�uhrt. Die Unsi
herheiten aufgrundder numeris
hen Integration sind von der Gr�o�enordnung 10�9 und daher verna
hl�assig-bar. Zum Verglei
h sind in Tabelle 8.4 au
h no
hmal die Ergebnisse f�ur die fermioni-s
hen Korrekturen (siehe au
h Tabelle 8.2) und die entspre
hende subtrahierte Gr�o�e��(�2)ferm;sub = ��(�2)ferm(MH)���(�2)ferm(M0H) angegeben. Unser Ergebnis wurde na
htr�agli
hin einer unabh�angigen Re
hnung [56℄ best�atigt (siehe die 5. Spalte in 8.4).MH [GeV ℄ ��(�2)ferm � 10�4 ��(�2)ferm;sub � 10�4 ��(�2)bos;sub � 10�4 ��(�2)bos;sub � 10�4 [56℄100 -0.637(1) 0 0 0200 -2.165(1) -1.528 0.265 0.266600 -5.012(1) -4.375 0.914 0.9141000 -4.737(1) -4.100 1.849 1.849Tabelle 8.4: Zweis
hleifen-Ergebnis f�ur �� im Verglei
h mit den fermionis
hen Korrekturen unddem Ergebnis aus [56℄Im betra
hteten Berei
h der Higgs-Boson-Masse haben die bosonis
hen Korrekturen einanderes Vorzei
hen als die fermionis
hen Beitr�age und kompensieren diese daher teilweise.Dies w�are von Bedeutung f�ur die Pr�azision, die im GigaZ-Modus an einem Linear Collidererwartet wird. 79
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Abbildung 8.6: Diagramme mit inneren Higgs-BosonenAnstelle der W -Masse nimmt man jedo
h oft die sehr genau bekannte Fermikonstante alsEingabeparameter und bere
hnet MW = MW (MH) wie in Kapitel 3 bes
hrieben �uber dieW -Z-Massenrelation (3.6).Na
h Glei
hung (4.11), ergibt si
h damit die gesamte MH -Abh�angigkeit von sin2 �e� aus�(MH) und MW (MH). Die bosonis
hen Zweis
hleifen-Korrekturen zu MW (MH) wurdenin [38℄ bere
hnet. Die beiden Beitr�age, von �(MH) und MW (MH), haben unters
hiedli
heVorzei
hen und kompensieren si
h in hohem Ma�e, wie aus Tabelle 8.5 ersi
htli
h wird.Eine genauere Analyse hierzu �ndet si
h in Abs
hnitt 8.3.MH [GeV ℄ �M (�2)W;bos [MeV ℄ [38℄ sin2 �sube� (�MW )� 10�5 sin2 �sube� (��)� 10�5100 -1.0 0 0200 -0.5 -0.97 0.59600 -0.1 -1.74 2.031000 0.6 -3.10 4.11Tabelle 8.5: Higgs-Massen-Abh�angigkeit der bosonis
hen Korrekturen zu sin2 �e� , die �uberMW (MH) (Spalte 3) eingeht, im Verglei
h mit der Variation �uber ��. Die zweite Spalte enth�altdie bosonis
hen Zweis
hleifen-Korrekturen zu MW aus [38℄.80



8.2. Bosonis
he Beitr�age
8.2.2 Vollst�andige bosonis
he KorrekturenIn dem verbleibenden Beitrag ��(�2)bos (M0H) treten als zus�atzli
he S
hwierigkeit IR-divergenteDiagramme auf. Sie k�onnen mit den Methoden aus Kapitel 7 bere
hnet werden.

a) 
 b) 
 
)

Z d) 


Abbildung 8.7: bosonis
he Diagramme mit soft-DivergenzenSoft-Divergenzen treten in den Diagrammen aus Abbildung 8.7 auf. Wie in Kapitel 7 be-s
hrieben, lassen si
h diese Divergenzen als IR-divergente Eins
hleifen-Funktionen abspal-ten. Ans
hlie�end kann analytis
h veri�ziert werden, dass si
h diese divergenten Anteilezu Null addieren. Dabei kompensieren si
h die Divergenzen aus den Diagrammen 8.7a){8.7
) gegenseitig, w�ahrend die Divergenzen aus 8.7d) von den soft-Divergenzen aus demProdukt von Eins
hleifen-Beitr�agen in (4.13) kompensiert werden. Dies ist s
hematis
h inAbbildung 8.8 skizziert.

 = 
 � + endli
he Terme.

Abbildung 8.8: Kompensation von soft-DivergenzenDie auftretenden kollinearen Divergenzen k�onnen mit dem Verfahren aus Kapitel 7 als Lo-garithmen in der Elektronmasse abgespalten werden. W�ahrend analytis
h �uberpr�uft wurde,dass si
h die Terme proportional zu log2(m2e) wegheben, wurde dies f�ur die Terme propor-tional zu log(m2e) numeris
h veri�ziert. 81



Kapitel 8. ErgebnisseDie Ergebnisse f�ur die gesamten bosonis
hen Korrekturen zu �� f�ur den Parametersatz8.1 sind in Tabelle 8.6 im Verglei
h zu den fermionis
hen Beitr�agen aufgef�uhrt.MH [GeV ℄ ��(�2)ferm � 10�4 ��(�2)bos � 10�4100 -0.637(1) -0.741(2)200 -2.165(1) -0.476(2)600 -5.012(1) 0.173(2)1000 -4.737(1) 1.108(2)Tabelle 8.6: bosonis
he Zweis
hleifen-Korrekturen zu �� im Verglei
h zu den fermionis
henKorrekturenAus Tabelle 8.6 wird ersi
htli
h, dass die bosonis
hen Korrekturen von der glei
hen Gr�o�en-ordnung wie die fermionis
hen Korrekturen sind, wenn man den experimentellen Wert f�urMW als Eingabeparameter verwendet. Nimmt man jedo
h die Fermikonstante als Einga-begr�o�e und setzt f�ur MW den bere
hneten Wert ein, so ergibt si
h ein Kompensationzwis
hen den bosonis
hen Zweis
hleifen-Korrekturen zu MW und denen zu �. Dies wird imfolgenden Abs
hnitt 8.3 n�aher ausgef�uhrt.8.3 GesamtergebnisParameter WertMW 80:404 GeVMZ 91:1876 GeV�Z 2:4952 GeVmt 172:5 GeV�� (M2Z) 0:05907�s (M2Z) 0:119G� 1:16637� 10�5MW 80:3766 GeVMZ 91:1535 GeVTabelle 8.7: Eingabeparameter.MW undMZ sind experimentelle Werte f�ur dieW - und Z-BosonMassen, w�ahrend MW und MZ bere
hnete Gr�o�en im Polmassens
hema sind.In Tabelle 8.8 �nden si
h unsere Ergebnisse f�ur den im Verglei
h zu Tabelle 8.1 aktuellerenParametersatz [53℄ aus Tabelle 8.7. Die letzten beiden Spalten in Tabelle 8.8 enthalten dieentspre
henden Ergebnisse aus [56℄, die mit unseren in Einklang stehen.W�ahrend si
h die bosonis
hen Korrekturen dur
h die etwas kleinereW -Masse im Verglei
hzu Tabelle 8.6 ni
ht wesentli
h ver�andert haben, tritt eine gro�e �Anderung in den fermio-nis
hen Beitr�agen im Verglei
h zu Tabelle 8.2 auf, die auf den deutli
h kleineren Wert f�urdie top-Masse im Verglei
h zum Parametersatz aus Tabelle 8.1 zur�u
kzuf�uhren ist.82



8.3. GesamtergebnisMH [GeV ℄ ��(�2)ferm � 10�4 ��(�2)bos � 10�4 ��(�2)ferm � 10�4 [56℄ ��(�2)bos � 10�4 [56℄100 1.07 -0.74 1.07 -0.74200 -0.33 -0.47 -0.32 -0.47600 -2.89 0.18 -2.89 0.171000 -2.62 1.11 -2.61 1.11Tabelle 8.8: bosonis
he Zweis
hleifen-Korrekturen zu �� im Verglei
h zu den fermionis
henKorrekturen und dem Ergebnis aus [56℄Au�erdem ist aus Tabelle 8.8 wiederum ersi
htli
h, dass die bosonis
hen Korrekturen vonder glei
hen Gr�o�enordnung wie die fermionis
hen Beitr�agen sind, wenn die experimentelleW -Masse als Eingabegr�o�e verwendet wird.Bevorzugt verwendet man jedo
h, wie in Kapitel 3 bes
hrieben, die experimentell sehrgenau bekannte Fermikonstante als Eingabeparameter und bere
hnet MW �uber die W -Z-Massenrelation (3.6).Entwi
kelt man nun fMW ; �g = fMW ; �g(born+�) + fMW ; �g(�2) +O(�3), so erh�alt mansin2 �e� = sin2 �(born+�)e� +�sin2 �e�(�M (�2)W ) + � sin2 �e�(�k(�2)) (8.7)=  1� (M (born+�)W )2M2Z !�(born+�) � 2MWM2Z �M (�2)W + �1�M2WM2Z���(�2) +O(�3):Der erste Term ist das Ergebnis f�ur sin2 �e� unter Ber�u
ksi
htigung der Eins
hleifen-Korrekturen, w�ahrend die letzten beiden Terme die elektros
hwa
hen Zweis
hleifen-Beitr�agesind, die zum Einen von �M (�2)W und zum Anderen von �k(�2) herr�uhren. Wie aus Tabel-le 8.9 ersi
htli
h wird, wird das Zweis
hleifen-Ergebnis von den fermionis
hen Korrekturenzu MW dominiert, w�ahrend si
h die bosonis
hen Korrekturen zu MW und � zum gr�o�tenTeil kompensieren.MH �sin2 �e�(�M (�2)W;ferm) � sin2 �e�(�k(�2)ferm) � sin2 �e�(�M (�2)W;bos) � sin2 �e�(�k(�2)bos )100 93.89 2.38 1.93 -1.65200 98.51 -0.73 0.97 -1.05600 106.89 -6.43 0.19 0.401000 105.36 -5.83 -1.16 2.47Tabelle 8.9: Fermionis
he und bosonis
he Zweis
hleifen-Korrekturen zu sin2 �e� . MH ist inGeV angegeben und der Normierungsfaktor von � sin2 �e� ist 10�5.Diese Kompensation ist au
h aus Tabelle 8.10 ersi
htli
h, in der das Gesamtergebnis f�ursin2 �e� gezeigt ist unter Ber�u
ksi
htigung der elektros
hwa
hen Eins
hleifen-Korrekturen,83



Kapitel 8. Ergebnisseder QCD-Korrekturen der Ordnung O(��s) und O(��2s) [33℄, der f�uhrenden Dreis
hleifen-Korrekturen der Ordnung O(�2�sm4t ) und O(�3m6t ) [34℄ sowie der elektros
hwa
hen Zwei-s
hleifen-Beitr�age einmal ohne Ber�u
ksi
htigung der bosonis
hen Beitr�age, sowohl zu �als au
h zu MW , (M fermW und sin2 �ferme� ) und einmal mit diesen Beitr�agen (M ferm+bosW undsin2 �ferm+bose� ).MH [GeV℄ M fermW [GeV℄ M ferm+bosW [GeV℄ sin2 �ferme� sin2 �ferm+bose� sin2 �bose� [10�4℄100 80.3694 80.3684 0.231459 0.231461 0.02200 80.3276 80.3270 0.231792 0.231792 0600 80.2491 80.2490 0.232346 0.232352 0.061000 80.2134 80.2141 0.232587 0.232599 0.12Tabelle 8.10: MW und sin2 �e� ohne (ferm) und mit (ferm+bos) bosonis
hen Zweis
hleifen-Korrekturen. sin2 �bose� ist der rein bosonis
he Beitrag zu sin2 �e� .Die Di�erenz aus diesen beiden Werten ergibt die gesamten bosonis
hen Zweis
hleifen-Korrekturen, die in der letzten Spalte der Tabelle 8.10 dargestellt sind. Sie sind selbstim Verglei
h zur erwarteten GigaZ-Genauigkeit marginal und deutli
h kleiner als die ent-spre
henden Ergebnisse mit fester W -Masse als Eingabeparameter. So entspri
ht beispiels-weise der Wert �� = �0:74 � 10�4 (MH = 100 GeV) aus Tabelle 8.8 einem Wert vonsin2 �e� = �1:6� 10�5, also einem deutli
h gr�o�eren Wert als dem in Tabelle 8.10 angege-benen von sin2 �e� = 0:2� 10�5.
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Abbildung 8.9: Gesamtergebnis f�ur sin2 �e� mit MW aus (3.6)84



8.3. GesamtergebnisDer E�ekt der gesamten Zweis
hleifen-Beitr�age wird aus Abbildung 8.9 ersi
htli
h. Dort istdas Ergebnis f�ur sin2 �e� unter Einbeziehung der Eins
hleifen-(dur
hgezogene Linie), QCDund f�uhrenden Dreis
hleifen- (gestri
helte Linie) sowie der elektros
hwa
hen Zweis
hleifen-Korrekturen (gestri
helte/gepunktete Linie) als Funktion der Higgsmasse aufgetragen. Au-�erdem ist der experimentelle Wert 0:23153� 0:00016 [6℄ eingezei
hnet. Der gro�e nume-ris
he Ein
uss der Zweis
hleifen-Beitr�age ist klar erkennbar. Dar�uberhinaus wird deutli
h,dass die Standardmodellvorhersage f�ur sin2 �e� nur f�ur ein lei
htes Higgs-Boson im Einklangmit dem experimentellen Ergebnis steht.
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Kapitel 9
Zusammenfassung
Im Rahmen der immer genaueren Tests, denen das Standardmodell unterworfen wird,stellt der e�ektive leptonis
he Mis
hungswinkel sin2 �e� eine S
hl�usselobservable dar. Auf-grund der hohen experimentellen Genauigkeit mit der diese Gr�o�e gemessen wurde undder no
h gr�o�eren Genauigkeit, die von zuk�unftigen Bes
hleunigerexperimenten erwartetwird, ist eine sehr genaue theoretis
he Vorhersage f�ur sin2 �e� erforderli
h. Hierf�ur werdendie vollst�andigen elektros
hwa
hen Zweis
hleifen-Korrekturen ben�otigt.In der vorliegenden Arbeit wurden diese Korrekturen bere
hnet. Eine der wesentli
henS
hwierigkeiten hierbei war die Bere
hnung von Zweis
hleifen-Vertexfunktionen. Daf�urwurden die Methoden aus [48, 50℄ angewendet und weiterentwi
kelt. Einige Klassen vonDiagrammen konnten dar�uber hinaus mithilfe von Dispersionsrelationen bere
hnet wer-den. Eine ausf�uhrli
he Bes
hreibung zur Behandlung der auftretenden Infrarot-Divergenzenwurde gegeben.Unsere Re
hnung stellt die erste physikalis
he Anwendung f�ur diese Re
hente
hniken dar.Damit k�onnen sie als Grundlage f�ur weitere Re
hnungen im Standardmodell dienen. DesWeiteren sind au
h Anwendungen jenseits des Standardmodells denkbar, da die Methodenf�ur eine beliebige Anzahl von Massenskalen anwendbar sind.Nimmt man den experimentellen Wert der W -Masse als Eingabeparameter, so tritt in denfermionis
hen Korrekturen eine gro�e numeris
he Kompensation zwis
hen dem Ergebnisf�ur die Diagramme mit einer und den Diagrammen mit zwei ges
hlossenen Fermions
hlei-fen auf. Das resultierende Gesamtergebnis ist aber auf jeden Fall von Bedeutung f�ur diePr�azision, die an einem zuk�unftigen Linearbes
hleuniger erwartet wird. Au�erdem wurdemit dieser Re
hnung die theoretis
he Unsi
herheit in der Standardmodellvorhersage f�ursin2 �e� wesentli
h verringert. Die bosonis
hen Korrekturen sind in diesem Fall von derglei
hen Gr�o�enordnung wie die fermionis
hen.87



Kapitel 9. ZusammenfassungVerwendet man die experimentell genauer bekannte Fermikonstante als Eingabeparame-ter, so ergibt si
h ein sehr gro�er numeris
her E�ekt der elektros
hwa
hen Zweis
hleifen-Korrekturen, der von den fermionis
hen Beitr�agen zur W -Masse dominiert wird. Dahin-gegen kompensieren si
h die bosonis
hen Beitr�age zu MW und � gr�o�tenteils. W�urde mannur die bosonis
hen Korrekturen zu MW ber�u
ksi
htigen und ni
ht die in dieser Arbeitbere
hneten zu �, erhielte man also einen zu gro�en numeris
hen E�ekt der bosonis
henBeitr�age.Alle unsere Ergebnisse stehen im Einklang mit einer unabh�angigen Re
hnung [52, 56℄.Abs
hlie�end l�asst si
h festhalten, dass die Ergebnisse dieser Arbeit einen wi
htigen S
hrittauf dem Weg zu immer genaueren Tests des Standardmodells bei zuk�unftigen Ho
henergie-Collidern darstellen.
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Anhang AZweis
hleifen-Diagramme
In den folgenden Abs
hnitten A.1 - A.3 sind die generis
hen Zweis
hleifen-Diagramme auf-gef�uhrt, die bei der Bere
hnung der Renormierungskonstanten (2.69)-(2.73) oder des irre-duziblen Z�ee- Vertex auftreten. F , G, S und V bezei
hnen dabei jeweils s�amtli
he Fermio-nen, Geister, Skalare und Vektorteil
hen des Standardmodells. Eins
hleifen-Counterterm-Einsetzungen werden dur
h ein Kreuz symbolisiert.Die e
hten Zweis
hleifen-Diagramme sind in fermionis
he und bosonis
he Diagramme un-terteilt. Fermionis
he Diagramme beinhalten mindestens eine, bosonis
he Diagramme keineges
hlossene Fermions
hleife.In den Diagrammen zur ee-Selbstenergie (Abs
hnitt A.2) und zum Z�ee-Vertex (Abs
hnittA.3) wurden alle Diagrammeweggelassen, die eine Kopplung von Elektronen an ein skalaresTeil
hen beinhalten. Diese Kopplungen sind im Standardmodell proportional zur Elektron-masse, die in dieser Arbeit verna
hl�assigt wurde.
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Kapitel A. Zweis
hleifen-DiagrammeA.1 V V -Selbstenergie
fermionis
he Beitr�age zur V -V Selbstenergie

V VF FSF F V VF SFF S V VS FFS F V VF FVF F V VF SFF V V VS FFV F
V VF VFF V V VV FFV F V VFF FS F V VSS FF S V VFF FV F V VVS FF S
V VSS FF V V VSV FF S V VVS FF V V VVV FF S V VSV FF V V VVV FF V
V VFFS S V VFFVV

90



A.1. V V -Selbstenergie
bosonis
he Beitr�age zur V -V Selbstenergie

V VSS SS V VVV VV V VSS SV V VVS SS V VSV VS V VVS SV
V VSV VV V VVV VS V VV V VV V VS S VS V VS S SV V VV S VS
V VV S SV V VS V VV V VVV VV V VSS VS V VSS SV V VVS VS
V VVS SV V VSV VV V VS SSS S V VS UUS U V VU SUU S V VU USU U
V VV VVV V V VS SSS V V VS SSV S V VS SVS S V VS UUV U V VU SUU V
V VU UVU U V VS SSV V V VS VSS V V VS VSV S V VV SSV S V VS SVS V

91



Kapitel A. Zweis
hleifen-Diagramme
bosonis
he Beitr�age zur V -V Selbstenergie

V VS SVV S V VU VUU V V VV UUV U V VS VSV V V VV SSV V V VS SVV V
V VS VVS V V VS VVV S V VV SVV S V VV VSV V V VS VVV V V VV SVV V
V VSS SS S V VSS UU S V VUU SU U V VVV VV V V VVS SS S V VSS SS V
V VSV SS S V VSS SV S V VVS UU S V VSS UU V V VSV UU S V VUU UV U
V VVS SS V V VVV SS S V VSV SS V V VVS SV S V VSS SV V V VSV SV S
V VSS VV S V VVS UU V V VVV UU S V VSV UU V V VVV SS V V VVS SV V
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A.1. V V -Selbstenergie
bosonis
he Beitr�age zur V -V Selbstenergie

V VVV SV S V VSV SV V V VVS VV S V VSS VV V V VSV VV S V VVV UU V
V VVV SV V V VVS VV V V VVV VV S V VSV VV V V VS SS V VV VV
V VS SV V VV VS V VSS SS V VVV VV V VSS VV V VSV SV

V VVV SS V VSSS S V VUUS S V VVVVV V VSVS S V VSSVV
V VVVS S V VUUVV V VSVVV V VVVV V VSSV
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Kapitel A. Zweis
hleifen-Diagramme
Eins
hleifen-Beitr�age zur V -V Selbstenergiemit Counterterm-EinsetzungV VF FF V VS SS V VU UU V VV VV V VS VS V VV SS

V VS SV V VV VS V VS VV V VV SV V VS V VV
V VFF V VSS V VUU V VVV V VSV V VSS
V VVV V VFF V VSS V VUU V VVV V VSV
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A.2. ee-SelbstenergieA.2 ee-Selbstenergie
fermionis
he Beitr�age zur e-e Selbstenergie
bosonis
he Beitr�age zur e-e Selbstenergie

Eins
hleifen-Beitr�age zur e-e Selbstenergie mit Counterterm-Einsetzung

e eFV FF V

e eFV VS e eFV VV e eF VFV F e eF FSV V e eF FVV V e eVF FS F
e eVF FV F e eFV SS V e eFV UU V

e eF FV e eV VF e eFV e eFV
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Kapitel A. Zweis
hleifen-DiagrammeA.3 Z�ee-Vertex
fermionis
he Beitr�age zum Z�ee-Vertex

Eins
hleifen-Beitr�age zum Z�ee-Vertex mit Counterterm-Einsetzung
Z eeF VFF V F Z eeVS FF V F Z eeVV FF V F Z eeFF VFF V Z eeVSF FV F Z eeVV F FV F

Z eeFF V Z eeVV F Z eeFF V Z eeVV F Z eeFF V Z eeVV F
Z eeF FF V Z eeS VV F Z eeV VV F Z eeF FF V Z eeS VV F Z eeV VV F
Z eeVVFF Z eeFFVV
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A.3. Z�ee-Vertex
bosonis
he Beitr�age zum Z�ee-Vertex

Z eeFFVVV Z eeF FVF F V Z eeS VSS V F Z eeU VUU V F Z eeV FFV F V Z eeV VSS V F
Z eeS VSV V F Z eeS VVS V F Z eeV VSV V F Z eeV VVS V F Z eeS VVV V F Z eeV VVV V F
Z eeFF VF VF Z eeVV FF FV Z eeFF FV VV Z eeVS VV FF Z eeVV VV FF Z eeFF VF FV
Z eeVV FF VF Z eeFF FV VV Z eeVS VV FF Z eeVV VV FF Z eeFF VV S Z eeFF VV V
Z eeVV FVS Z eeVV FVV Z eeVV FVS Z eeVV FVV Z eeSS FVV Z eeVV FVV
Z eeFVS SV Z eeFVV VV Z eeFVVSS Z eeFVVVV Z eeF F VFV F Z eeS V VV F F
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Kapitel A. Zweis
hleifen-Diagramme
bosonis
he Beitr�age zum Z�ee-Vertex

Z eeV F FV V V Z eeFF FV F V Z eeVS SS V F Z eeVS UU V F Z eeVV SS V F Z eeVS SV V F
Z eeVV UU V F Z eeVV SV V F Z eeVS VV V F Z eeVV VV V F Z eeFF VSS V Z eeFF VUU V
Z eeVV FFV F Z eeFF VSV V Z eeFF VVV V Z eeFFF VF V Z eeVSS SV F Z eeVSU UV F
Z eeVV S SV F Z eeVSS VV F Z eeVV U UV F Z eeVV S VV F Z eeVSV VV F Z eeVV V VV F
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Anhang BVertex- und Selbstenergiefamilien
Im Folgenden sind die vers
hiedenen Topologien von Zweis
hleifen-Zweipunkt- (Sijk) undDreipunktfunktionen (V ijk) aufgef�uhrt. Die Indizes i, j und k bezei
hnen dabei die Zahlder Propagatoren mit S
hleifenimpuls q1, q2 bzw. q1 � q2.Alle �au�eren Impulse sind einlaufend und p = �P = �(p1 + p2).

p S111 p S121 p S131 p S221
p p1

p2V 121 p p1
p2V 131 p p1

p2V 221

p p1
p2V 141 p p1

p2V 231 p p1
p2V 222
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