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Kurztassung

Quantencomputer stellen eine der néchsten technologischen Entwicklungsstufen
der modernen Computerwissenschaften dar. In der vorliegenden Arbeit sollen
einige Aspekte vorgestellt und untersucht werden, die bei der Implementierung
von Quantenoperationen (als Bausteine von Quantenalgorithmen) und der Simu-
lation von Quantensystemen relevant sind. Es werden ausgepriagte numerischen
Untersuchungen zur Implementierung verschiedenster Quantenoperationen auf ei-
ner Reihe von Systemen (NMR-Systeme, Josephson-Elemente, u.a. ) vorgestellt.
Um solche Operationen (beispielsweise QuantenFourierTransformationen, SWAP-
oder vielfach-kontrollierte NOT-Operationen) auch noch auf gréfieren Systemen
untersuchen zu koénnen, wurde ein parallelisiertes C+-+-Programm entwickelt
und optimiert. Neben einer hohen Qualitdt der Operationen wird ein besonde-
res Augenmerk auf die minimale Implementierungsdauer gelegt. Die minimalen
Zeiten stellen sowohl fiir den Experimentator sowie fiir den Mathematiker eine
interessante Grofle dar. Der Erste versucht durch die schnelle Umsetzungen dis-
sipative Effekte zu minimieren, wiahrend der Zweite aus dieser Kenngrofie Riick-
schliisse iiber die analytischen Losungen ziehen kann. Dissipative Effekte konnen
jedoch auch direkt in die Optimierung mit einbezogen werden. Die so erhalte-
nen Losungen sind sowohl relaxations- als auch zeitoptimiert. Fiir Systeme mit 3
linear gekoppelten Spin—%-Qubits lassen sich fiir die Simulation indirekter Ising-
Kopplungen oder trilinearer Wechselwirkungen auch analytische Losungen finden.
Weiter wurde untersucht, in wie weit sich ein erschépfender Satz von einfachen
Kriterien aufstellen ldsst, um Systeme zu identifizieren deren Dynamik sich durch
lokale Operationen invertieren ldsst. Als Letztes wurde ein vollstindiger Quan-
tenalgorithmus zur Unterscheidung von zwei Knoten auf einem Spin—%—System
implementiert. Die notwendigen Quantenoperation wurden in diesem Fall analy-
tisch berechnet. Die erhaltenen Resultate weisen eine hohe Ubereinstimmung mit
theoretischen Werten auf.






Abstract

Quantum computers are one of the next technological steps in modern compu-
ter science. Some of the relevant questions that arise when it comes to the imple-
mentation of quantum operations (as building blocks in a quantum algorithm) or
the simulation of quantum systems are studied. Numerical results are gathered
for variety of systems, e.g. NMR systems, Josephson junctions and others. To
study quantum operations (e.g. the quantum fourier transform, SWAP operations
or multiply-controlled NOT operations) on systems containing many qubits, a
parallel C++ code was developed and optimised. In addition to performing high
quality operations, a closer look was given to the minimal times required to imple-
ment certain quantum operations. These times represent an interesting quantity
for the experimenter as well as for the mathematician. The former tries to fight
dissipative effects with fast implementations, while the latter draws conclusions
in the form of analytical solutions. Dissipative effects can even be included in the
optimisation. The resulting solutions are relaxation and time optimised. For sy-
stems containing 3 linearly coupled spin % qubits, analytical solutions are known
for several problems, e.g. indirect Ising couplings and trilinear operations. A fur-
ther study was made to investigate whether there exists a sufficient set of criteria
to identify systems with dynamics which are invertible under local operations.
Finally, a full quantum algorithm to distinguish between two knots was imple-
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mented on a spin 3 system. All operations for this experiment were calculated

analytically. The experimental results coincide with the theoretical expectations.






Inhaltsverzeichnis

1 Motivation und Uberblick

2 Grundlagen

2.1

2.2
2.3

24

Gruppentheorie . . . . . ... oL
2.1.1 Definitionen . . . . . .. ... ...
2.1.2  Matrixdarstellung . . . . . . .. ..o
2.1.3  Einfache Matrixoperationen . . . . . . . .. ... ... ..
2.1.4 Lie-Gruppen und -Algebren . . . . . . ... .. ... ...
2.1.5 Superoperatorformalismus . . . ... ... ... ... ...
Graphentheorie . . . . . . . . ..o
Quantendynamik und Quantencomputer . . . . . . ... ... ..

2.3.1 Dynamik geschlossener Systeme . . . . . ... .. ... ..
2.3.2 Dynamik offener Systeme . . . . ... ... ... ... ..
2.3.3  Uberlegenheit von Quantenalgorithmen . . . . . . . .. ..
2.3.4  Zustdnde des Quantensystems . . . . . . .. ... ... L.
Kontrolltheorie . . . . . . . . . ... ..
2.4.1 Kontrollierbarkeit . . . . . . . ... ... ... ... .. ..
2.4.2  Gradientenfluss-Algorithmus fiir Quantenkontrolle . . . . .

3 Parallelisierung des kontrolltheoretischen Computeralgorithmus
Einfithrung . . . . . . . . ..
Quantenkontrollalgorithmen auf Parallelcomputern . . . . . . ..

3.1
3.2

3.3

3.4
3.5

3.2.1

Quantenkompilation als Kontrollproblem . . . . . . . . ..

3.2.2  Vergleich mit bisherigem Programmcode . . . . . .. . ..
Parallele Matrixmultiplikation . . . . . . .. ... ... ... ...

3.3.1
3.3.2

Scheibenweise Propagation . . . . . . .. .. .. ... ...
Baumweise Propagation: Parallel-Prefix-Algorithmus

Optimierte Matrix-Exponentialabbildung . . . . . . . . . ... ..
Schlussfolgerung . . . . . . . . . ..o

4 Zeitoptimierte Quantengatter auf supraleitenden Schaltelementen

Einleitung . . . . . . . . . .
Hamilton-Dynamik von gekoppelten Ladungsqubits . . . . . . ..
Kontrollierbarkeit und ¢NOT-Implementierung . . . . . . . . . ..
Robustheit und unerwiinschte Ubergéinge . . . . . . . . . .. ...

4.1
4.2
4.3
4.4

13

19
19
19
20
21
22
27
28
28
28
30
31
33
33
34
34

41
41
41
41
42
43
43
45
47
50

53
53
o4
o4
59



Inhaltsverzeichnis

4.5 Ansatz einer analytische Losung fiir das ¢NOT auf 2 Ladungsqubits 61

4.6 TorroLI-Gatter fiir 3 linear gekoppelte Ladungsqubits . . . . . . 62

4.7 Schlussfolgerung . . . . . . . .. ..o 63

5 Zeitoptimierte Quantengatter auf Spin—%—Systemen 65

5.1 Einleitung . . . . . . ..o 65

5.2 Systembeschreibung . . . . . .. ... 66

5.3 Anwendungen . . . . . . .. ..o 69

5.3.1 Zeitoptimierte QFT auf linearen Spinketten . . . . . . . .. 69

5.3.2 Zeitoptimierte c""!NOT auf kompletten Spinnetzwerken . . 71

5.3.3 Indirekte Kopplungen auf linearen Spinketten . . . . . . . 73

54 Diskussion . . . ... 88

5.5 Schlussfolgerung . . . . . . . ... ... 90

6 Rekursiv aufgebaute Quantengatter 93

6.1 Theorie . . . . . ... 93

6.1.1 Prinzip. . . . . . . . 93

6.1.2  Fehlerabschdatzung und -fortpflanzung . . . . . . . . .. .. 94

6.2 Anwendung . . . . ... ... 97

6.2.1 Die 1,n SWAP Operation . . . . . . .. .. ... ... ... 97

6.2.2 Die Quanten-Fourier-Transformation (QFT). . . . . . . . . 99

6.2.3 C"NOT auf Lo . - o« o o oo 102

6.3 Schlussfolgerungen . . . . . . . . . ... ... L. 105

7 Relaxationsoptimierte Quantengatter 107

7.1 Einleitung . . . . ... .. 107

7.2 Kontrollierbarkeit offener Quantensysteme . . . . . . . . ... .. 108

7.2.1 Bewegungsgleichung . . . . .. ... ... ... ... ... 108

7.2.2  Kontrollierbarkeit des Modellsystems . . . . . . . ... .. 109

7.3 Erldauterung am Modellsystem . . . . . .. .. ... ... 110
7.3.1 Vergleich der relaxations-, zeitoptimierten und einer Stan-

dardimplementierung . . . . . ... ..o 110

7.3.2 Interpretation der Ergebnisse . . . . ... ... ... ... 113

7.4 Schlussfolgerung . . . . . . . . . ..o 115

8 Analytische optimierte Implementierungen 117

8.1 Indirekte Kopplung bzw. (1,3) cNOT auf der L3-Topologie . . . . 117

8.1.1 FEinleitung . . . . . . . . ... 117

8.1.2 Theorie . . . . . . .. ... 118

8.1.3 Diskussion . . . . . ... ... 122

8.2 Planare trilineare Wechselwirkung . . . . . . . ... .. ... ... 124

8.3 Schlussfolgerungen . . . . . . . .. ... ... 126



Inhaltsverzeichnis

9 Lokale Inversion Hamiltonscher Dynamik auf Spin-%-Systemen

9.1 Einleitung . . . . . ...
9.1.1 Fallunterscheidung . . . . . .. .. ... ... ... ... .
9.1.2 Notation . . . . . . .. . ..
9.2 Typ-I: Lokal invertierbare unitdare 1-Parameter Gruppen . . . . .
9.2.1 Geometrie . . . . ...
9.2.2 Algebra I: Eigenoperatoren . . . . . . . ... ... ... ..
9.2.3 Ising- und Heisenberg-Paarwechselwirkungen . . . . . . . .
9.2.4 Kopplungsnetzwerke von Paarwechselwirkungen . . . . . .
9.2.5 Erweiterung auf Multi-Qubit-Interaktionen . . . . . . . . .
9.2.6 Sequenzen von Interaktionspropagatoren . . . . . . .. ..
9.2.7  Multi-Qubit-Hamiltonian der Quantenordnung p . . . . . .
9.2.8 Algebra II: Wurzelraum-Zerlegung . . . . . . . . . ... ..
9.2.9 Beziehung der Zeitumkehr zur Cartan-Zerlegung . . . . . .
9.2.10 Zusammenfassung der Typ-I Inversion . . .. . ... ...
9.3 Typ-II: Punktweise lokal invertierbare Propagatoren . . . . . . . .
9.4 Schlussfolgerung . . . . . . . .. .o

10 Thermisches Quantencomputing und der Jones-Algorithmus

10.1 Einleitung . . . . . . .. ..o
10.1.1 Knoten und Zopfe. . . . . . . .. ...
10.1.2 Jones-Polynom . . . . . . .. ... ... ...
10.1.3 Quantenmechanischer Algorithmus . . . . .. .. ... ..
10.1.4 Thermische Quantenalgorithmen . . . . . . . . . ... ..

10.2 Skalierbarkeitsaspekte . . . . . . . . .. ... ... ... ...
10.2.1 Unitéare Darstellungen der Zopfgruppenelemente . . . . . .
10.2.2 Zeitabschéatzungen fiir hohere Zopfgruppen . . . . . . . . .
10.2.3 Experimentelle Fehlerquellen . . . . . . . ... .. ... ..

10.3 Resultate auf einem 2-Qubit-NMR-Quantencomputer . . . . . . .

127

174

10.3.1 Implementierung von Zopfgruppenelementen mit 3 Strangen 174

10.3.2 Experimenteller Setup . . . . . . . .. .. ...
10.3.3 Experimente . . . . . . . . .. ...
10.4 Schlussfolgerung . . . . . . . . . . ...

11 Zusammenfassung und Ausblick

12 Appendix

12.1 Theorie . . . . . . . .
12.2 Bedienungsanleitung des PAROCT-Programms . . . . . . . . . ..
12.2.1 Compiler-Optionen . . . . . . .. . .. .. ... ... ...
12.2.2 Eingabe-Optionen . . . . . . . . . . .. .. ... ... ...
12.3 Rekursion . . . . . . ...
12.3.1 Fehlerfortpflanzung in Sequenzen unitirer Gatter . . . . .

175

181

183
183
183
184
185
188
188



Inhaltsverzeichnis

10

12.3.2 Rekursive Zerlegung der QFT auf L, . . . ... ... ...
12.3.3 Variante II der skalierbaren Zerlegung der QFT . . . . . . .
12.3.4 c¢P-SWAP innerhalb der k- 10-Qubit QFT . . . . . . . . ..
12.4 Relaxationsoptimierte Quantengatter . . . . . . . .. .. ... ..
12.4.1 Ausfiihrliche Trotter-Zerlegung . . . . . . . . . . .. ...
12,5 Inversion . . . . . . .o
12.5.1 Typeneinteilung . . . . . . . . . . . ...
12.5.2 Allgemeine Darstellung von F, . . . . . . . . .. . .. ...
12.5.3 Untertypen der punktweise lokal invertierbaren Unitéren .
12.5.4 Symmetrien im Argument . . . . . ... .. ... ...
12.6 Thermisches Quantencomputing und Jones-Polynom . . . . . ..
12.6.1 Aquivalente Zopfgruppendarst. in Kapitel 10 und [29] . . .
12.6.2 Implementierung von U(2)-Operationen als cU- Gatter . .



Inhaltsverzeichnis

Publikationsliste

T. SCHULTE-HERBRUGGEN, A. K. SPORL, S.J. GLASER: Quantum CISC
Compilation by Optimal Control and Scalable Assembly of Complex In-
struction Sets beyond Two-Qubit Gates, e-print: arXiv.org/pdf/0712.3227
auch in Proceedings of the HLRB-Workshop Dec. 2007 zusammen mit T.
Huckle

T. SCHULTE-HERBRUGGEN, A. K. SPORL: Which Quantum Evolutions
Can Be Reversed by Local Unitary Operations? Algebraic Classification
and Gradient-Flow-Based Numerical Checks, e-print: arXiv.org/pdf/quant-
ph/0610061

T. SCHULTE-HERBRUGGEN, A. K. SPORL, N. KHANEJA, S. J. GLA-
SER: Optimal Control for Generating Quantum Gates in Open Dissipative
Systems e-print: arXiv.org/pdf/quant-ph/0609037.

N. KHANEJA, B. HEITMANN, A. K. SPORL, H. YUAN, T. SCHULTE-
HERBRUGGEN, S. J. GLASER: Shortest Paths for Efficient Control of In-
directly Coupled Qubits, Phys. Rev. A 75, 012322/1-10 (2007)

A. K. SPORL , T. SCHULTE-HERBRUGGEN, S. J. GLASER, V. BERG-
HoLM, M. J. STORCZ, J. FERBER, F. K. WILHELM: Optimal Control of
Josephson Qubits, Phys. Rev. A 75, 012302/1-9 (2007)

T. GrapL, A. K. SPORL, T. HUCKLE, S. J. GLASER, T. SCHULTE-
HERBRUGGEN: Parallelising Matrix Operations on Clusters for an Optimal
Control-Based Quantum Compiler, Proc. EUROPAR 2006, Parallel Pro-
cessing Lecture Notes in Computer Science 4128, 751-762 (2006)

T. SCHULTE-HERBRUGGEN, A. K. SPORL , R. MARX, N. KHANEJA, J.
M. MvYERS, A. F. FaAumy, S. J. GLASER: Quantum Computing Imple-
mented via Optimal Control: Theory and Application to Spin- and Pseudo-
Spin Systems, in Lectures on Quantum Information, Eds.: D. Brufl und G.
Leuchs, 481-501, Wiley-VCH (2006)

T. SCHULTE-HERBRUGGEN, A. K. SPORL, N. KHANEJA, S. J. GLA-
SER: From Network Complexity to Time Complexity via Optimal Control,
NATO Science Series, III: Computer and System Sciences 199, 353-357
(2006).

T. SCHULTE-HERBRUGGEN, A. K. SPORL, N. KHANEJA, S. J. GLASER:
Optimal Control-Based Efficient Synthesis of Building Blocks of Quantum
Algorithms Seen in Perspective from Network Complexity towards Time
Complexity, Phys. Rev. A 72, 042331/1-7 (2005)

11



Inhaltsverzeichnis

12



1 Motivation und Uberblick

Bereits seit den Anfdngen der Zivilisation ist es dem Menschen, sei es aus finan-
ziellem oder wissenschaftlichem Antrieb, wichtig Berechnungen durchzufiihren.
Bereits im antiken Babylon wurde hierzu der Abakus entwickelt und benutzt. Im
Jahr 1645 entwickelte Blaise Pascal die erste Additionsmaschine, die von Gott-
fried Wilhelm Leibnitz im Jahr 1673 zu einer Rechenmaschine weiterentwickelt
wurde und alle vier Grundrechenarten beherrschte [1]. Seit iiber einem halben
Jahrhundert steht nun der Menschheit ein Werkzeug zur Verfiigung, das es ihr
erlaubt komplexe mathematische Berechnungen auf eine schnelle und sichere Art
und Weise durchzufiihren [2,3]: der Computer. Mit zunehmender Rechenleistung
war es bald moglich, komplexe physikalische Systeme zu simulieren [4]. Je kom-
plexer die Systeme wurden, desto mehr Rechenleistung wurde erforderlich. Um
die Rechnungen zu beschleunigen mussten die einzelnen Bauteile des Computers
immer ndher zusammenriicken. Dadurch verkiirzt sich die Kommunikation zwi-
schen verschiedenen Bauteilen. Somit setzte die Miniaturisierung der Schaltkreise
ein [5,6], welche letzten Endes zu Bauteilen von der Grofle einzelner Atome fithren
wiirde. Die aktuelle Entwicklung konventioneller Computer geht dahin, viele Ein-
zelcomputer zusammen zu schalten und parallel zu benutzen. Bei der Simulation
von Quantensystemen stoflen jedoch selbst heutige Superrechner an ihre Gren-
zen. Grund ist die exponentiell ansteigende Zahl der Freiheitsgrade.

Richard Feynman’s wegweisender Vorschlag Quantensysteme zu benutzen, um
das Verhalten von anderen Quantensystemen vorherzusagen [7] oder effizientere
Computer zu konstruieren, hat Computerwissenschaften und Physik in folgende
ginzlich neue Forschungsrichtungen gelenkt:

e Entwicklung von Quantencomputerhardware [8-17]

Simulation von Hamiltonoperatoren komplizierter Quantensysteme [18-24],

Entwicklung von Quantenalgorithmen [25-32],

Realisierung von Quantenverschliisselungstechniken [33-39],

Durchfithrung von Quantenteleportation [40-42] und

Entwicklung der Quantenspieltheorie [43-48].

Bald nach Feyman’s Vorschlag begann man die Fahigkeiten von Quantencompu-
tern zu untersuchen und die so gewonnenen Erfahrungen in effiziente Quantenal-
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1 Motivation und Uberblick

gorithmen umzusetzen'. Die Uberlegenheit von Quantencomputern wurde durch
den ersten Quantenalgorithmus, Deutsch’s Algorithmus [25], demonstriert: Die-
ser unterschied effizient, also exponentiell schneller als ein klassischer Computer,
zwischen zwei Arten von Funktionen?. Es folgten eine Reihe weiterer einfacher
Quantenalgorithmen, die ihren klassischen Analoga {iberlegen waren [53-55]. Der
Durchbruch wurde mit Shor’s Faktorisierungsalgorithmus [26] erreicht. Die Kom-
plexitat dieses Algorithmus’ auf dem Quantencomputer ist exponentiell niedriger
als der beste zur Zeit bekannte klassische Algorithmus, um Primfaktoren einer
zusammengesetzten Zahl zu bestimmen?.

Diese Quantenalgorithmen lassen sich zu einer Klasse von Algorithmen zu-
sammenfassen [57], welche ein bestimmtes HiddenSubgroupProblem auf eine ef-
fiziente Weise auf einem Quantencomputer 16sen. Shor’s Algorithmus zahlt zu
einer Teilmenge dieser Klasse, bei der die zu Grunde liegende Gruppe abel’sch
ist. Im abel’schen Fall beruht die schnellere Berechnung auf der Umsetzung der
Fourier-Transformation [26,58]: Wéhrend im klassischen Fall [59,60], der schnel-
len Fourier-Transformation (FFT), einer N-dimensionalen Matrix O(log(N)N)
Operationen notwendig sind, reduziert sich diese Anzahl im Fall der QFT auf
O(log(N)?), was eine exponentiell schnellere Implementierung darstellt.

Grover’s Such-Algorithmus [27, 28] erzielt verglichen mit klassischer Daten-
banksuche immerhin noch einen quadratischen Speed-up.

Daneben gibt es seit Kurzem eine weitere interessante Klasse von Quantenal-
gorithmen, die auf effiziente Weise topologische Invarianten von Knoten berech-
nen [61]. Das in dieser Arbeit untersuchte Beispiel ist die Approximation des
Jones-Polynoms eines Knotens [29,62]. Diese dienen dazu, zwei Knoten von ein-
ander zu unterscheiden. Allerdings sind auch diese Invarianten nicht ein-eindeutig,
da auch Beispiele exisitieren, bei denen verschiedene Knoten zu gleichen Invari-
anten fithren. Eine Umsetzung dieses Algorithmus auf einem NMR-System wird
in Kapitel 10 untersucht.

Wie werden nun Quantenalgorithmen durchgefiihrt? Analog einem klassischen Al-
gorithmus, stellt ein Quantenalgorithmus eine Abfolge mehrerer komplexer Ope-
rationen, sogenannte Module, dar®. Diese sind bei Quantenalgorithmen im All-
gemeinen unitire Gatter Ug = e #es7 . Innerhalb kurzer Zeit wurden Sitze von
elementaren Ein- und Zwei-Bit-Gattern entdeckt, die es erlauben, jedes unitére

!Die Folgerungen aus den neuen Erkenntnissen iiber Quantenmechanik und Informationsver-
arbeitungen gehen soweit, dass mittlerweile das gesamte Universum als einzige Berechnung
angesehen wird [49,50], was eine Weiterfithrung der Idee in [51] darstellt.

2Spiter wurde jedoch gezeigt, dass ein modifizierter klassischer Algorithmus auch dazu in
der Lage ist [52]. Dies beruht darauf, dass nur mit einer sehr geringen Wahrscheinlichkeit
2"+1 (n sei die Anzahl der Bits) Funktionsevaluationen durchgefiihrt werden miissen. Dieser
Algorithmus ist somit nur probabilistisch und nicht deterministisch.

3Die effiziente Losung dieses Problems stellt vor allem heutige Verschliisselungsverfahren (RSA
[56]) in Frage.

4Im Faktorisierungsalgorithmus sind das (1) ein Initialisierungsschritt, (2) die Berechnung
einer modularen Exponentialabbildung und (3) eine Fourier-Transformation.
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Gatter, das auf m Qubits operieren, in eine Folge von solchen Elementargat-
tern zu zerlegen [63-65]. Der géngigste Satz [66] besteht aus (1) den lokalen
Operationen auf den einzelnen Qubits und (2) dem kontrollierten NOT-Gatter,
auch cNOT-Gatter genannt, welches analog dem reversiblen XOR-Gatter in der
klassischen Computerwissenschaft den Zustand eines Zielbits (Target-Qubit) in
Abhéngigkeit des Kontrollbits dndert. Daneben existieren auch andere elementa-
re Satze [64,67].

Wie lédsst sich die Komplexitdt eines bestimmten Quantengatter messen? Die
Anzahl dieser Elementargatter (Gatterkomplexitéit) die benotigt wird, um ein
Quantengatter zu implementieren oder einen Quantenhamiltonian zu simulieren,
ist ein Ma$ fiir den zu betreibenden Aufwand [68-70].

Aus der Gatterkomplexitét ldsst sich jedoch nur eine sehr grobe Abschétzung fiir
die minimale Dauer des Gatters ableiten, der es bedarf, um dieses im Experiment
in die Tat umzusetzen [71-73]. Obere Schétzungen fiir solche minimalen Zei-
ten [74] sind sowohl aus geometrischer [75], als auch Lie-theoretischer [73,76-82]
Sicht ein héchst anspruchsvolles Ziel. Die minimale Dauer stellt ein realistischeres
Maf der Komplexitéit eines Quantengatters, die sogenannte Zeitkomplexitét [83],
dar und lésst sich z.B. durch die Anwendung der Steuerungstheorie bestimmen.
Die Erforschung der Zeitkomplexitit der wichtigsten Quantengatter, wie z.B.
die Quanten-Fourier-Transformation (QFT), sowie zeitoptimierte Realisierungen
eines ganzen Quantenalgorithmus oder dessen Module in vom Experiment vorge-
gebene Kontrollen ist somit auch ein Problem von praktischem Interesse gewor-
den [77,84].

Nachdem die theoretischen Grundlagen gelegt sind, stellt sich die Frage nach der
physikalischen Realisierung von Quantenalgorithmen, der Simulation von Quan-
tensystemen oder Teleportation. Hierzu bedarf kohérent kontrollierbarer Syste-
me. Die Anzahl solcher Systeme ist, mit Blick auf die erstrebenswerten Geschwin-
digkeitsgewinne in den letzten Jahren erheblich angestiegen [8—-17]. Neben Ionen-
fallen und Doppelquantenpunkten stellen supraleitende Schaltelemente, basierend
auf Josephson-Kontakten, einen attraktiven Kandidaten fiir ein skalierbares Se-
tup [13] fiir Festkorperqubits dar. In Kapitel 4 werden die Ergebnisse auf diesem
System vorgestellt. Auf einem System aus zwei kapazitiv gekoppelten Ladungs-
qubits soll das gingigste nicht-lokale Elementargatter, das ¢NOT, durch numeri-
sche Kontrolltheorie zeitoptimiert implementiert werden. Diese Aufgabe ist auf
einfache Weise nicht mehr per Hand losbar, stellt aber fiir den Computer kein
Problem dar. Die gefundene Losung erfiillt sogar noch weitere Anspriiche, wie z.B.
Robustheit gegeniiber experimentellen Imperfektionen und minimale Uberginge
in mogliche angrenzende Nachbarzustande.

Auf vollstdndig heteronuklearen, schwach gekoppelten NMR-Spinsystemen wur-
den fiir die QFT, SWAP, sowie vielfach-kontrollierte NOT-Gatter (c"~'NOT), die
minimalen Zeiten berechnet. Dies liefert Anhaltspunkte fiir die wirklichen Zeit-
komplexitiaten dieser Quantengatter. Die Resultate werden in Kapitel 5 vorge-
stellt und liegen derzeit fiir Systeme mit bis zu 10 Qubits vor.
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1 Motivation und Uberblick

Die numerische Bestimmung der oberen Grenzen der minimalen Zeiten fiir ver-
schiedene Quantengatter mit wachsender Zahl an Qubits stellt moderne Com-
puter vor eine nicht leicht zu bewéltigende Aufgabe. In Kapitel 3 werden die
Grundlagen vorgestellt, um eine Computerinfrastruktur zur Verfiigung zu stel-
len, die es auch bei groflen Quantensystemen erlaubt, kontrolltheoretische Algo-
rithmen anzuwenden. Bei der Steuerung von Quantensystemen werden die opti-
mierten Kontrollen schwieriger als bei klassischen Systemen zu berechnen sein,
da die Evolution solcher Systeme durch Matrizen dargestellt wird, deren Grofie
exponentiell mit der Anzahl der einzelnen Subsysteme wichst. Um bei mittle-
ren Systemen von bis zu 10 Qubits noch innerhalb verniinftiger Zeit Resultate
zu erhalten, ist die Parallelisierung bzw. Optimierung einiger Matrixoperationen
unabdingbar. Hierzu stehen mehrere Moglichkeiten zur Verfiigung: (i) Es gibt
mehrere Wege die Multiplikation einer Reihe von Matrizen zu parallelisieren und
somit zu beschleunigen. Bei der Wahl der Parallelisierung werden zudem Fra-
gen zum Speicherbedarf eine Rolle spielen. (ii) Die Exponentialabbildung von
Matrizen ist, neben der vormals implementierten Pade-Approximation, entweder
durch eine QR-Zerlegung oder eine Tschebycheff-Reihe berechenbar, was in bei-
den Féllen zu einer Beschleunigung des Algorithmus beitréigt. Im speziellen Fall
heteronuklearer schwach gekoppelter Spinsysteme lésst sich zudem eine Reihe von
Vereinfachungen benutzen, z.B. Symmetrieeigenschaften und Transformation der
hermitschen auf reell-orthogonale Matrizen. (iii) Einige andere Routinen, wie z.B.
Spurberechnung und Schrittweitenoptimierung, liefern zwar keine mafigeblichen
Beitrége zur Geschwindigkeit, sind aber dennoch auf einfache Weise zu optimie-
ren.

Jedoch sind der numerischen Kontrolltheorie selbst mit diesen Verbesserungen
Grenzen gesetzt. Wére dem nicht so, gédbe es keinen Grund einen Quantencom-
puter zu bauen. Folgendes Zahlenbeispiel verdeutlicht dies: Bei einer Systemgrofie
von 20 Qubits iibersteigen die Matrizen bereits einen Arbeitsspeicherbedarf von
220 %220 % 2 (complex)x 8 (double) = 1.75x 103 Byte ~ 17 TByte. Matrixope-
rationen solcher N x N Matrizen, wie die Matrixmultiplikation, benstigen O(N?)
Elementaroperationen (Flops), was wiederum bei Systemgrofien von 20 Qubits
200 = 1.15 x 10'® entspricht. Nur mit Supercomputern sind solche Aufgaben noch
zu bewéltigen. Der derzeit schnellste Computer der Welt, BLUEGENE /L [85], mit
einer Peakperformance von 367 TFlops/s, wiirde knapp 48 Minuten bendtigen,
um eine solche Matrixoperation durchzufiithren. Nur selten geniigt es jedoch, eine
einzelne Matrixoperation durchzufiihren. Bei der Suche nach zeit- oder relaxati-
onsoptimierten Steuerungen treten solche zu Zehntausenden auf, was die Lange
einer solcher Optimierung auf 217 Jahre strecken wiirde. Zur Zeit ist man in der
Lage Kontrolltheorie mit bis zu 10 Qubits zu betreiben. Einfachere Aufgaben, wie
z.B. die Anwendung elementarer 1-, 2-, und 3-Qubitgatter konnten auf Systemen
mit bis zu 36 Qubits untersucht werden [86].

Schnellere Implementierungen von Quantenmodulen sind jedoch méglich, wenn
diesen eine gewisse rekursive Struktur zu Grunde liegt. Lassen sie sich z.B. in
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kleinere, mit kontrolltheoretischen Mitteln noch handhabbare, Blocke unterteilen,
steht folgende Vorgehensweise zur Verfiigung: 1. Optimieren der einzelnen Blocke
und 2. Zusammensetzen der Einzelblocke zum Gesamtgatter. Fin Geschwindig-
keitsgewinn ist, verglichen mit Zerlegungen in 1- und 2-Qubitgatter, auf diese
Weise zwar nicht garantiert, tritt aber in allen untersuchten Féllen auf. Beispiele
fiir solche Gatter finden sich in Kapitel 6

Alle bisher aufgefithrten Beispiele waren in gewisser Weise idealisiert, da ein
wesentlicher Aspekt der Quantendynamik entweder génzlich unberiicksichtigt
oder nur am Rande betrachtet blieb: die Dissipation.” Kapitel 7 befasst sich
mit dem Problem, Quantensysteme gegen dissipative Prozesse (“Dekohédrenz”)
zu schiitzen. Quantengatter relaxationsoptimiert auszufiihren ist schwieriger, als
im unitédren, dekohérenz-freien Fall, da hier zwei Aufgaben simultan zu bewélti-
gen sind: es gilt die Dekohérenz zu bekédmpfen, wihrend gleichzeitig alle Ba-
siszustdnde gemifl dem Quantengatter in das lineare Abbild zu transformieren
sind, welches den maximalen Uberlapp mit dem Zielgatter hat. Ahnlich wie bei
klassischen Systemen, wird dies durch eine Codierung der Information erreicht.
Im vorliegenden Falle wird der Zustand eines logischen Bit in zwei physikalische
Qubits kodiert. Eine unumgéngliche Folge dissipativer Dynamik stellt die Darstel-
lung des Problems im Superoperatorformalismus dar. Hier konnen die relevanten
Relaxationsmechanismen passend beschrieben werden. Leider geht eine Quadrie-
rung der Matrixdimension mit dieser Darstellung Hand in Hand. Dennoch ist es
fiir einfache Systeme moglich, auf numerischem Wege Pulssequenzen zu finden,
die diese Aufgabe von vollstéindigem Transfer einer kodierten Basis und der Mi-
nimierung relaxativer Prozesse meistern.

Inspiriert durch die numerisch erhaltenen Resultate, lassen sich fiir eine iiber-
schaubare Anzahl von Problemen auch analytische Losungen finden. Fiir indirekte
Kopplungen und planare trilineare Propagatoren ist das der Fall. Die Ergebnisse
werden in Kapitel 8 vorgestellt: Fiir kleinere Systeme von ein bis zwei Qubits, mit
schnellen lokalen Kontrollen und schwacher Ising-Kopplung, sind solche Losun-
gen auf einfache Weise zu erhalten. Die Implementierung der Pulssequenzen, die
fiir die Approximation des Jones-Polynom nétig waren, soll als einfaches Bei-
spiel dienen. Als anspruchsvolleres Beispiel soll die indirekte Kopplung in einer
linearen 3-Spinkette untersucht werden. Lie-algebraische Methoden erlauben die
Konstruktion einer Pulssequenz, welche exakt die numerisch erhaltenen minima-
len Zeiten reproduziert.

Da Quantencomputer mit einer Vielzahl von Qubits immer noch weit von den
heutigen technischen Mdéglichkeiten entfernt sind und Quantenalgorithmen erst in
diesem Bereich heutige Superrechner zu iiberholen scheinen, stellt die Simulation
von Quantensystemen ein erstrebenswertes mittelfristiges Ziel dar. Durch die zur
Verfiigung stehenden kontrollierbaren Systeme sollen Dynamik und Eigenschaf-
ten von anderen Quantensystemen untersucht werden. Eine spezielle Frage ist
hier, ob mit den vorhandenen lokalen Kontrollen, die auf das System einwirken,
die Evolution des Systems zeitlich invertiert werden kann. Die dazugehorigen Re-
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1 Motivation und Uberblick

sultate finden sich in Kapitel 9.
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2 Grundlagen

2.1 Gruppentheorie

Im folgenden Abschnitt sollen die Grundlagen der Gruppentheorie wiederholt
werden, soweit dies im weiteren Verlauf von Noten ist. Es wird kein Anspruch auf
Vollstédndigkeit erhoben. Der interessierte Leser sei auf folgende Standardwerke
verwiesen: [87-90].

2.1.1 Definitionen

Gegeben sei eine Menge & = {G1,Ga, ...,G,} der Méchtigkeit n und eine Ver-
kniipfung o zwischen Elementen Gy o Gy:

0B X —-6.

Die Verkniipfung wird Multiplikation genannt. Gy o G; wird als GG, abgekiirzt.
Eine Gruppe wird dann wie folgt definiert:
Die Struktur (&, o) ist eine Gruppe, wenn

1. alle Produkte GG, € & sind,
2. die Verkniipfung assoziativ ist, also Gy(G,G,,) = (GrG)Gp,
3. es genau ein Element F mit der Eigenschaft FGy = Gy F = G, gibt und

4. zu jedem Element G genau ein Element G}
mit der Eigenschaft GG} ' = E existiert.

Ist die vierte Voraussetzung nicht erfiillt, spricht man von einer Halbgruppe.
Ist n endlich, handelt es sich um eine endliche Gruppe. Sind unendlich viele
Gruppenelemente vorhanden, spricht man von kontinuierlichen Gruppen.
Im Allgemeinen ist die Multiplikation zweier Elemente nicht kommutativ. Ist sie
es doch, d.h. falls

GkGl = Gle; VGk, Gl

gilt, heifit die Gruppe abel’sch.
Ein Homomorphismus zwischen zwei Gruppen & und &’ ist eine Abbildung, die
jedem Gy, ein G zuordnet und bei der Produkte von & in solche von &’ iibergehen:

Gy — G, Gi — G} und GG; — G.G}. Diese Abbildung muss nicht umkehrbar
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2 Grundlagen

sein. Ist sie es doch, spricht man von einem Isomorphismus.
Zwei Elemente G und G heiflen zueinander konjugiert, wenn 37" € & fiir das
G; =T G}, T7! gilt. Man schreibt G}, ~ G;. Diese Relation ist

e reflexiv: G, ~ Gy,
e symmetrisch: G ~ G; = G| ~ G},
e und transitiv: G; ~ G, A G, ~ G,,, = G; ~ G,,.

Die Relation definiert somit eine Einteilung der Gruppe in Klassen konjugierter
Elemente.
Sind die Bedingungen 1. - 4. bereits fiir eine Untermenge § von & erfiillt, so ist
$ eine Untergruppe von &. Die Menge der G$), mit G € &, wird als Linksneben-
klasse bezeichnet, entsprechend G als Rechtsnebenklasse. Eine Untergruppe I
heifft Normalteiler, wenn NG = GN, VG € & gilt. Hierbei werden zwei Men-
gen verglichen, deren Anordnung sich unterscheiden kann. Das Zentrum einer
Gruppe stellt einen besonderen Normalteiler dar. Hiermit wird die Untergruppe
3 bezeichnet, deren Elemente mit allen Elementen der Gruppe kommutieren, also
7G=GZ, V7 € 3, VG € &. Hat & einen Normalteiler 0 so lidsst sich mit dem
Homomorphismus &

K: & — &/N

G — GN, (2.1)

die Quotienten- oder auch Faktorgruppe & /9 definieren.
Seien &; und &, zwei Gruppen. Das direkte Produkt von &; und &,, ist das
geordnete Paar

G =86 x Gy = {(Gl,Gg) | G € & , k= 1,2)} ,
mit der Verkniipfung

G O G/ = (Gl, Gg) o} (Gll, GIQ) = (GlGll, GQGIQ) .

2.1.2 Matrixdarstellung

Von einer Darstellung D einer Gruppe & spricht man, wenn jedem Gj € &
eine lineare Abbildung in einem N-dimensionalen Vektorraum V = RY bzw.
V = C¥, also eine Matrix D(G}) € Maty(C), zugeordnet werden kann, so dass
der Gruppenmultiplikation die Matrixmultiplikation entspricht [91,92]:

D(GGy) = D(Gx)D(Gy)

Der Eintrag in der k-ten Zeile und I-ten Spalte der Matrix D(-) wird mit (D(-))g
bezeichnet. Weiter wird D(E) = 1y und D(G") = D(G;)™"! gefordert. Aus der
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2.1 Gruppentheorie

letzten Forderung folgt, dass alle Matrizen nicht-singulér sind. Wenn die Abbil-
dung Gy — D(Gy) umkehrbar ist, wird die Darstellung treu genannt.

Um festzustellen, ob zwei verschiedene Gruppenelemente G und G; in der Dar-
stellung D zur selben Konjugationsklasse gehoren, kann die Spur dieser Matrizen,
die Summe der Diagonalterme tr(D(-)) = Zszl(D(-))kk, herangezogen werden.
Die Spur wird auch Charakter genannt und stellt eine Invariante unter jeder Ahn-
lichkeitstransformation dar. Fiir ein allgemeines Element D(G) sei U die Matrix,
die D(G) diagonalisiere '. Es gilt tr(D(G)) = tr(U~'D(G)U). Matrizen mit glei-
cher Spur bilden eine Konjugationsklasse.

Weiter gilt, dass fiir alle D(G) € D(®) ein Element M existiert, das D(G) auf
Diagonalform transformiert: M~ D(G) M = X und Xj; = 0, wenn k # . ]\_4)k
bezeichne den k-ten Spaltenvektor der Matrix M. Dieser stellt einen Eigenvektor
zum FEigenwert Xy, dar. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind, im
Falle normaler Matrizen, zueinander orthogonal.

Wenn zwei Matrizen A und B kommutieren, besitzen sie einen gemeinsamen Satz
von Eigenvektoren {1 }. Es gilt

ar By, = ABYy, = BAYy, = by Ay, = apbpi)y (2.2)

Sind nur die Eigenvektoren einer Matrix (A) bekannt, ldsst sich die andere Matrix
(B), durch diese Eigenvektoren blockdiagonalisieren.

Dem &dufleren Produkt zwischen abstrakten Gruppen &; x &, kann das Matrix-
Tensorprodukt D(&;)® D(B,) gleich gesetzt werden. Dann entsteht aus den bei-
den Vektorrdumen V; und V5, auf denen die Gruppen D(®;) und D(®,) wirken,
ein Gesamtvektorraum V = V; ® V5.

2.1.3 Einfache Matrixoperationen

Neben der Matrizenmultiplikation sind noch
1. die komplexe Konjugation M +— M*; (M(-))u — (M(-))5;,
2. die Transposition M +— M7T ; (M () — (M(-))y und
3. die Adjunktion M +— MT = (M*)T; (M () — (M(-))},

zu erwéihnen.
Der Kommutator zweier Matrizen A und B wird wie folgt definiert: [A, B]- =
(AB — BA). Analog erhilt man den Antikommutator: [A, B], := (AB + BA).

'Tm Allgemeinen lassen sich alle normalen Matrizen A, also solche, die mit ihrem Adjungierten
kommutieren [A, AT] = 0, unitéir diagonalisieren.
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2 Grundlagen

2.1.4 Lie-Gruppen und -Algebren
Allgemeines

Wie bereits erwahnt, treten neben endlichen auch kontinuierliche Gruppen auf.
Im Folgenden konzentrieren wir uns nur auf kontinuierliche Lie-Gruppen. Sie
beschreiben kontinuierliche Rotationen in entsprechenden Vektorrdumen. Diese
Gruppen werden Lie-Gruppen genannt [93]. Thre Relevanz ergibt sich daraus,
dass sich viele physikalisch interessante Problemstellungen durch solche Gruppen
beschreiben lassen. Die hier behandelten kontinuierlichen Gruppen sind allesamt
lineare, oder auch Matrixgruppen, also Gruppen von linearen Abbildungen. Bei-
spiele fiir Matrixgruppen sind

1. GL(N), die volle lineare Gruppe aller nichtsinguldren Matrizen,

2. SL(N), die Untergruppe der GL(N) mit {G € GL(N) | det(G) = +1},
3. U(N), die Untergruppe der GL(N) mit {G € GL(N) | G = G},

4. SU(N), die Untergruppe der U(N) mit {G € U(N) | det(G) = +1}, und

5. Sp(N), die Untergruppe der GL(N) mit {G € GL(N) | GJG™! = J}
und J = ( §77).

Die Untergruppen der GL(N) konnen als Invarianzgruppen geometrischer Grofien
betrachtet werden [93]. Alle Elemente der Gruppe U(N), angewandt auf einen
Vektor v € CV, lassen Z,iv:l Vv, also die Lénge des Vektors invariant. Die Ele-
mente der Gruppe U(N) sind also langenerhaltend. Betrachten wir eine Matrix
M, so bleibt durch Multiplikation mit einem Element der SL(N) die Determi-
nante det(M) erhalten. Da det(M) im R? das Volumen der drei Vektoren vec My,
vec My und vec M3 beschreibt, heiflen Elemente der SL(NN) auch volumenerhal-
tend. Die Gruppe Sp(/V) erhilt die Lange von Vektoren unter der Metrik J.
Eine Lie-Gruppe hat neben den Gruppeneigenschaften zudem noch die Eigen-
schaften einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit. Dies bedeutet, dass Gruppen-
multiplikation und Inversion unendlich oft differenzierbar sind, beziiglich der Ko-
ordinaten im RY. Die Definition einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit findet
sich in [94].

Jedes Gruppenelement U einer kontinuierlichen Lie-Gruppe lédsst sich darstellen
als: U = €%, wobei /3 der Drehwinkel und = der Generator des Gruppenelements
genannt wird. Die Exponentialabbildung kann iiber die Taylorreihe

o0

e Z ki(gx) (2.3)

definiert werden. Fiir eine effektive Berechnung fithren allerdings andere Algo-
rithmen schneller zu genaueren Ergebnissen, s. Kapitel 3.
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2.1 Gruppentheorie

Die Gesamtheit der Generatoren {xj} bildet einen Tangentialraum am neutra-
len Element 1 und wird Lie-Algebra genannt [93,94]. Sie représentieren zunéchst
einen Vektorraum. Dieser Vektorraum verfiigt mit tr(a'b) fiir a, b € span(xy) iiber
ein Skalarprodukt. Fiir zusammengesetzte Systeme gilt zudem

tr ((a®b) (c®d)) = tr(ale) tr(b'd) . (2.4)

Weiter ist dieser Vektorraum unter Kommutatorbildung abgeschlossen: Sind a, b
und ¢ Elemente einer Lie-Algebra, so ist auch [a,b]|_ Element dieser Lie-Algebra.
Es gilt weiter:

la,b]_ = —[b,a]_ und (2.5)

la, [b,c]_]— +[b, [c,a]-]- + [, [a, b]-]= = 0 (Jacobi-Identitdt) . (2.6)

Im Falle der su(2) lisst sich der Kommutator mit dem Vektorprodukt des R3
identifizieren. Entsprechend ihrer Gruppen werden sie mit (1.) gl(V), (2.) sl(N),
(3.) u(V) oder (4.)su(N) bezeichnet und enthalten entweder

1. beliebige,

2. spurlose (tr(z) = 0),

3. schief-hermitsche (z = —x') oder
4. schief-hermitsche und spurlose

Matrizen, je nachdem zu welcher der vier oben aufgelisteten Gruppen das Grup-
penelement gehort.

Ein Isomorphismus f zwischen zwei Lie-Algebren a und b beschreibt eine einein-
deutige Abbildung aller Elemente von a auf b, also f((a),) = (b),, ¥(a), € a und
V(b), € b. Desweiteren werden auch alle Kommutatoren ineinander tiberfiihrt,

also f([(a)n, (a)m]-) = [(B)n, (0)m]--

Um Lie-Algebren zu unterscheiden kénnen die sogenannten Strukturkonstanten

zu Hilfe genommen werden. Sei {z} die Basis einer Algebra. Die Werte cfw, mit
[z, 2,]- = Cl)\“/[E)\ (2.7)

heiflen Lie-Strukturkonstanten. Die c,’)u erfiillen wiederum Gleichung (2.5) und
(2.6). Die Werte d , mit

ju2
(20, L = d0s (28)

heiflen Clifford-Strukturkonstanten.
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2 Grundlagen

Produktoperatorbasis

An dieser Stelle sei ein besonderer Basissatz fiir den Vektorraum der Lie-Algebra
su(N), mit N = 2" und n € N, erwdhnt: die Produktoperatorbasis oder in der
NMR Zeeman-Basis. Ausgehend von den (skalierten) Paulimatrizen,

1 /o0 ! 1 (0 -1

1 10
N )
und [, := 2O'Z <O _%> ,

stellen wir zunéchst fest, dass diese bereits eine orthogonale Basis fiir die su(2)
bilden, da tr(I}I,) = %5uu> mit v, u € {z,y, z} gilt. Des Weiteren gilt fiir v, u, 0 €
{z,y, z} und alle zyklischen Permutationen von {z,y, z} die Kommutatorrelation
—i[ly, 1, = €ypol,. Wir erhalten somit eine Darstellung der su(2).

Zusammen mit dem Tensorprodukt und dem Einheitsoperator 1 lasst sich, nach
passender Normierung, fiir ein System aus n Spin—%—Teilchen leicht eine Basis der
u(2") aufstellen: {I1,, L1y, 12, 1} ® { Loy, Ioy, I2,, 1} @ - - - @ {Lpnsr, L1y, Iz, 1}. Durch
Entfernen des Elements 1s» erhdlt man eine Basis der su(2"). Entsprechend der
Anzahl ihrer vom Einheitsoperator verschiedenen Faktoren, werden Produktope-
ratoren linear, bilinear, trilinear oder multilinear genannt. Mit Gleichung (2.4)
lasst sich die Orthogonalitét leicht nachweisen. Den Produktoperatoren wird noch
ein Faktor 2"~™~! vorangestellt, wobei m die Anzahl der Einheitsoperatoren dar-
stellt. In dieser Normierung bedeutet ein Drehwinkel 3 fiir alle Produktoperato-
ren, also Drehachsen, das gleiche. Zwei Kurzschreibweisen fiir Produktoperatoren
sollen noch kurz erwidhnt werden: Beispielsweise schreiben wir fiir den Produkt-
operator 411, ® I, ® 1 ® Iy, entweder 41,,15,14, oder noch kiirzer xzz1y.

Lie-Untergruppen

Analog den diskreten Gruppen kann auch eine Lie-Gruppe Untergruppen haben.
Sehr allgemeine Beispiele, Untergruppen der GL(N), wurden bereits erwihnt.
Untergruppen kénnen kontinuierlich oder diskret sein. Im Folgenden sollen einige
Beispiele fiir Untergruppen der SU(NV) aufgefiihrt werden, um dies zu verdeutli-
chen.

Diskrete Untergruppen

Ein Beispiel fiir eine diskrete Untergruppe der SU(N) stellt ihr Zentrum 3 dar.
Es wird dargestellt durch die zuldssigen Vielfachen von 1 :

3(SU(N)) = {U = €1y |det(U) = +1}. Die Anzahl der Elemente ist N und
die Drehwinkel ¢ sind 27ik/N mit &k = 0,1,..., N — 1. Das Zentrum stellt, wie
bereits erwihnt, einen Normalteiler dar?.

’Die damit verkniipfte Faktorgruppe ist die projektiv speziell unitire Gruppe PSU(N), s.
Kapitel 2.4.2
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2.1 Gruppentheorie

Kontinuierliche Untergruppen

Ein Beispiel fiir eine Lie-Untergruppe von SU(N) mit N := 2" stellt z.B. die
Gruppe aller lokalen Operationen auf n Spins-§ SU(2)®---®SU(2) = SU(2)®"
dar. Weitere Beispiele sind die folgenden Einbettungen der SU(2) in die SU(4):

1. {U =e"P" | H € spang{z1,yz, 22}} , (2.9)
: 1 1 1
2. {U=e"""|He spanR{§(xat +yy), i(yx —zy), 5(2’1 —12)}} und  (2.10)
, 1 1 1
3. {U=e¢"P"|Hc spanR{i(:cx —yy), §(yx + zy), 5(21 +12)}}. (2.11)

Die drei Produktoperatoren erfiillen jeweils die gleichen Kommutatorrelationen
wie die su(2) und sind somit zur ihr isomorph.
Eine weitere Untergruppe ist die maximal abel’sche Untergruppe der SU(N).
Sie enthélt die maximale Anzahl von paarweise kommutierenden Untergruppen
der SU(N). Zwei interessante Darstellungen seien kurz am Beispiel der SU(4)
angefiihrt:

{U = e | H € spang{lz, 21, 22}} und (2.12)

{U = e | H € spang{zz,yy, 22} } . (2.13)

Das erste Beispiel hebt sich noch dadurch hervor, dass es nur Diagonalmatrizen
enthélt.

Darstellungen von Untergruppen

Das erste Beispiel zeigt eine einfache Methode, um hoher-dimensionale Darstel-
lungen der su(2) zu erhalten:

Zunéchst wird die su(2)-Darstellung aus Gleichung (2.9) gewihlt. Ein Operator
aus su(2) C Matc(2) wird mit 1, die beiden anderen mit I, tensormultipliziert.
Dies lisst sich beliebig fortsetzen. So stellt {z1 x z,yz x 1,2z X z} ebenso eine
su(2) dar.

Um das zweite Beispiel zu einer Darstellung der u(2) zu erweitern, miisste die
Algebra noch um den Operator (11 + zz) ergénzt werden.

Um kompliziertere Darstellungen der su(2) C Matc(2?) zu finden, lassen sich
beide Beispiele auch kombinieren. Bezeichnen wir die Algebra-Elemente von (2)
{3(zz+yy), 3 (yr—zy), 5(21—12)} als {x0, Yo, 20} 5(11+22) soll mit 1o abgekiirzt
werden. Jetzt lassen sich folgende Kombinationen bilden:

1. {zol, 40z, 202} £ su(2) und

2. {x1o,y20,220} is:osu(Q) .

Permutiert man bei der zweiten Kombination den ersten und zweiten Spin, erhélt
man eine Darstellung der su(2), die eine wesentliche Rolle bei der zeitopti-
mierten Synthese von Propagatoren mit trilinearen Hamiltonians auf linearen
3-Spinketten spielt [78].
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Produkte von Lie-Matrixgruppenlementen

Bei der Berechnung von Produkten zweier oder mehr Lie-Matrixgruppenelementen
tritt folgendes Problem auf: Die Formel

ete¥ = "t (2.14)

gilt fiir Matrizen nicht mehr. Nur fiir kommutierende Matrizen X und Y, wenn
also [X,Y]_ =0, gilt Gleichung (2.14) auch fiir Matrizen:

eXe¥ =X | wenn [X,Y]_ =0. (2.15)
Die beiden Matrizen kommutieren im allgemeinen Fall nicht, deshalb gilt fiir
das Lie-Algebra-Element des Produktes folgende, als Baker-Campbell-Haussdorf-
Formel bekannte, Gleichung [95-99]

Z(X,Y) =log(expXexpY)

= X +Y 431X Y]+ B X Y] - Sl YY)
- AVX XY o0
= (X, Y], YL, Y1 Y] + ([, X1, X, X, X)) |
+ i ([ Y1, Y], Y], X] + [[[¥; X), X], X, Y))
+ g ([l1Y: X1, Y1, X), Y]+ [[[[X, Y], X1, Y, X)) +

Zerlegung in kommutierende Komponenten

Jedes Element der U(/N) kann in maximal N kommutierende Teile zerlegt werden.
Im Falle der SU(N) erhélt man eine Algebra-Dimension weniger. Algorithmisch
kann das sehr leicht durch folgendes Schema erreicht werden:

1. Gegeben sei ein U € SU(N), daraus folgt 3V mit VUVT € D, wenn D
die Untergruppe der diagonalen Einheitsmatrizen darstellt. Oder kiirzer: U
ldsst sich mit V' unitar diagonalisieren.

2. Wenn V nun U diagonalisiert, so gilt auch VUV = Ve #H YT = ¢=iVHVT —
e~ v wobei Hp nun ebenfalls diagonal ist.

3. Hp kann nun aufgrund der Vektorraumstruktur der Algebra in seine diago-
nalen Komponenten zerlegt werden. Im Falle der su(4) erhalten wir Hp =

clz + coz + c322.

4. Da die einzelnen Elemente der Zerlegung von Hp kommutieren, gilt (wieder
im Falle der SU(4)) e~ = gmice1lzgmicazlgmicszz
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2.1 Gruppentheorie

5. Als Letztes steht noch die Riicktransformation mit V' aus und wir erhalten:

U = Vie iHay
= Vieierlzgicszlgmicazzy
= Vieialzy izl yie—iczay,
= U1U2U3 )

(2.17)

wobei alle U, paarweise miteinander kommutieren.

Eine in diesem Zusammenhang interessante Grofle stellt die Anzahl der kommu-
tierenden Elemente dar.

2.1.5 Superoperatorformalismus

Als letztes wichtiges Konzept soll der Superoperatorformalismus vorgestellt wer-
den [100]. Hierfiir wird zunéchst die vec-Operation definiert, welche eine Matrix
M € Maty(C) auf einen Vektor aus CV° abbildet. Man erhilt diesen Vektor,
indem man die einzelnen Spaltenvektoren der Matrix M} iibereinander stapelt.
Dann gilt:

vec : Maty(C) — cN?

N

M,
v o (2.18)

—_—

M N
M r bezeichne wieder den k-ten Spaltenvektor der Matrix M. Anstatt vec(X)
schreibt man auch oft nur |X).
Man betrachte nun fiir X € Maty(C) und M € GL(N) die Konjugation von X

mit M, also M X M~ Die Konjugation kann mittels der vec-Operation auch wie
folgt umformuliert werden:

MXM*'— (MH @ M)vec(X) (2.19)

Fiir (M) ® M) vec(X) schreiben wir auch Adys vec(X) oder kiirzer M vec(X)

~

oder ganz kurz M |X). Im Falle unitéarer Evolutionen existiert eine weitere ge-

briiuchliche Notation: M bedeutet dort zum einen, dass in Gleichung (2.19) Be-
schriebene. Ist M jedoch ein Hamilton-Operator H, so bedeutet

~

H=19H-H " ®1. (2.20)

Siehe hierzu auch Gleichung (9.16). Um eine Verwechslung zu vermieden, schrei-
ben wir hierfiir auch kurz ady. Es besteht folgende Beziehung:

M = Ady = e | (2.21)
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2 Grundlagen

Fiir Spurberechnungen von Produkten von Matrizen X und Y erhalten wir fol-
gende Schreibweise im Superoperatorformalismus

tr(XTY) = (X]Y) . (2.22)
Die Berechnung der Spur stellt also ein Skalarprodukt dar.

2.2 Graphentheorie

Der folgende kurze Abschnitt dient dazu, die Grundbegriffe der Graphentheorie
zu vermitteln, soweit sie bei der Behandlung von Kopplungstopologien relevant
sind. Der interessierte Leser sei auf die einschlidgige Literatur, z.B. [101], verwie-
sen.

Ein ungerichteter Graph besteht aus einer nicht-leeren Menge von Punkten V/
(von engl. vertex = Punkt) und einer nicht-leeren Menge von Kanten E (von
engl. edge = Kante). Beispiele fiir Graphen sind in Abbildung 2.1 aufgezeigt.
Eine im weiteren Verlauf interessante Eigenschaft ist die chromatische Zahl x(G)

K4 Ly C,4 Ss

Abbildung 2.1: Beispiele fiir Graphen mit 4 Punkten

eines Graphen G. Sie beschreibt die minimale Anzahl von Farben, die notwendig
ist, um alle Ecken eines Graphen so einzufirben, dass Ecken die eine gemeinsame
Kante besitzen unterschiedliche Farben aufweisen. Graphen heiflen bipartit, wenn
ihre chromatische Zahl 2 ist. Fiir planare Graphen gilt x(G) < 4 [102].

2.3 Quantendynamik und Quantencomputer

2.3.1 Dynamik geschlossener Systeme

Im folgenden Abschnitt sollen in aller Kiirze einige wesentliche Aspekte der Dy-
namik endlich dimensionaler, geschlossener Quantensysteme wiederholt werden.
Der Zustand des Systems wird durch Vektoren |4(t)) eines Hilbertraumes * wie-
dergegeben. Nach der Festlegung einer orthonormierten Basis des Hilbertraumes

3Ein Hilbertraum ist ein vollstindiger Vektorraum mit einer Metrik, die durch ein Skalarpro-
dukt (1|¢) induziert wird.
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2.3 Quantendynamik und Quantencomputer

{|1r)} und der Definition des Skalarproduktes (i |t;), ldsst sich jeder Zustand
in dieser Basis entwickeln: |U) = >~ ¢ [¢x), mit ¢, = (¥|¢h;). Die zeitliche Ent-
wicklung eines abgeschlossenen Systems wird durch seinen Hamiltonoperator H
(oft auch Hamiltonian genannt) bestimmt und durch die Schrodinger Gleichung

0 i
5 V() = =3 Hia(t) [ (1)) (2.23)

beschrieben. Der Einfachheit halber sei h = 1 gesetzt. H ist hermitsch und
besitzt deshalb nur reelle Eigenwerte. Diese Eigenwerte sind mit den Energien
der entsprechenden stationédren Zustédnden unter H, die durch die Eigenvektoren
dargestellt werden, verkniipft. Gleichung (2.23) lisst sich im Falle eines zeitun-
abhéngigen Hamiltonians wie folgt l6sen:

(1)) = U(T) [4(0)) - (2.24)

Alle Matrizen U(T) := e~"HttT gtellen eine 1-Parameter unitéire Lie-Gruppe mit
dem Generator —iH dar. Dass dies die korrekte Beschreibung fiir die Dynamik
abgeschlossener Systeme ist wurde bereits von Dirac [103] erkannt.

H kann aus mehreren Summanden bestehen. Neben systemspezifischen, stati-
schen Komponenten, dem sogenannten Drifthamiltonian Hg,,f¢, der z.B. Kopp-
lungen zwischen verschiedenen Subsystemen beinhaltet, treten mehrere extern
kontrollierbare Komponenten H,,,; auf, welche z.B. den Einfluss von elektro-
magnetischen Feldern auf das System beschreiben. Der Gesamthamiltonian baut
sich somit folgendermaBen auf: H = Hgyipe + D, ukHeontroik- wi steht fiir die
extern eingestellte Stdrke des entsprechenden Kontrollhamiltonians. Terme im
Hamiltonian, die neben einem Faktor I, nur Einheitsoperatoren besitzen, be-
schreiben lokale Operationen auf dem k-ten Spin, z.B. Pulse. Terme mit zwei
vom Einheitsoperator verschiedenen Faktoren werden gemeinhin als Kopplungs-
terme bezeichnet.

Eigenvektoren [¢y) von Hg.; s stellen stationére Zustidnde des Systems dar. Die
entsprechenden Eigenwerte, also das Skalarprodukt

Ey = (Vx| Hapigeor) (2.25)

sind mit den Energien dieser Zustéinde identifizierbar. Uber das Skalarprodukt
kann auch der Erwartungswert o einer Messung am Quantensystem berechnet
werden. Sei O eine Observable, dargestellt durch eine hermitsche Matrix, dann
ist

(V|O¥) =0. (2.26)
(W) = >, ¢k |tg) ist im Allgemeinen vor der Messung kein Eigenzustand von
O. Nach der Messung, mit dem Ergebnis o, wird der Zustand jedoch auf einen
Eigenzustand |wy) mit eben dem Eigenwert o von O projiziert. Eine eventu-
ell vorher vorhandene Superposition von Zustédnden wird somit zerstort. Dieser
Vorgang wird gemeinhin als Kollaps der Wellenfunktion bezeichnet.
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2 Grundlagen

2.3.2 Dynamik offener Systeme

In der Realitét treten geschlossene Systeme nur sehr selten auf. Und selbst wenn,
wéren sie, ob ihrer Abgeschlossenheit, einer Messung durch einen externen Be-
obachter nicht zugénglich. Der néchste Abschnitt beschéftigt sich deswegen mit
der Dynamik von offenen Systemen [104].

Die zentrale Gréfle bei der Beschreibung offener Systeme stellt die Dichtematrix
p dar. p ist hermitsch und hat nur Eigenwerte grofier gleich Null, p = pf > 0.
Zudem gilt tr(p) = 1. Die Dichtematrix ldsst sich auf zwei Wegen einfiihren.
Auf dem ersten Weg wird zunéchst wieder von einem abgeschlossenen Gesamtsy-
stem ausgegangen. Dieses ist in das zu beobachtende Quantensystem @S, sowie
die, den Beobachter umfassende, Umgebung env.?, aufgeteilt. Zustinde des Ge-
samtsystems |¥) konnen, wenn fiir die beiden Teilsysteme die orthonormierten
Basen {|¢x) }os und {|¢1) }eno. gewdhlt werden, wie folgt ausgedriickt werden:

U) = ch,z V) os @ 1B1) ene. = ch,l [V @ o) (2.27)
kol

k.l

Die Messung einer Observablen O ist nun ein hermitscher Operator, der nur auf
dem Quantensystem operiert, wohingegen die Umgebung invariant bleiben soll:
O = Ogs ® 1.y Der Erwartungswert berechnet sich zu [105]

<\II|O\I]> = Zm,n Zk,l C:(nnckl <wm ® ¢H|Owk ® ¢l>
= Zk,l Zmn Cirmckl <wm|OQka> <¢n‘ ]lenv.¢1>
= 2ot 2mn CrinChi(OQs)midni

= Y D Counrn(OQ8)m
n

————

=Pkm

= Zk,mpkm(OQs)mk
= Zm(pOQS)mm

= tr(pOqs) -

Da der Dichteoperator durch die Beschrankung des Gesamtsystems auf das quan-
tenmechanische Teilsystem erhalten wurde, wird er oft als reduzierter Dichteope-
rator bezeichnet.

Der zweite Zugang zum Dichteoperatorformalismus erfolgt iiber Gemische rei-
ner Zustinde, wie sie z.B. in der NMR-Spektroskopie auftreten [106]. Seien p,

(2.28)

4Umgebung = engl. environment
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2.3 Quantendynamik und Quantencomputer

und py zwei beliebige reine Quantensysteme. Ein Gemisch beider lédsst sich durch
p =ppa+ (1 =p)pp, mit 0 < p < 1, beschreiben, wobei p den Anteil von System
a am Gemisch quantifiziert.

Natiirlich ist es auch moglich, geschlossene oder reine Quantensysteme im Dich-
teoperatorformalimus zu behandeln. Das entsprechende p erhélt man iiber das
dyadische Produkt [¢)(| = p,. Fiir sie gilt p? = p, und rk(p,) = 1. Reine
Zustéande entsprechen also atomaren Projektoren im Dichteoperatorformalismus.
Die Evolution eines Dichteoperators unter einem Hamiltonian H wird durch die
Liouville-Gleichung beschrieben:

9 plt) = ~i[H. (1) (229)

Im Falle eines zeitunabhéngigen H ldsst sich Gleichung (2.29) wie folgt integrie-
ren:

p(t) = Up(0)UT . (2.30)

Eine Form der Wechselwirkung des Systems mit seiner Umgebung stellen dis-
sipative Prozesse dar. Der Einfluss solcher relaxativer Prozesse kann auf einfache
Weise mit in die Bewegungsgleichung aufgenommen werden:

9 plt) = ~i[H, p(0)]_ = T(p(1) — po)

. . (2.31)
= —iH vec(p(t)) — I"vec(p(t) — po)

wobei pg den thermischen Gleichgewichtszustand darstellt. In f soll die Relaxa-

tionsdynamik zusammengefasst sein. Man nennt ' den Relaxationssuperopera-
tor. Bei allen Uberlegungen soll, wenn nicht ausdriicklich anders erwéhnt, an-
genommen werden, dass die Relaxationsprozesse Markov’sche sind. In allen hier
auftretenden Féllen werden die Relaxationsmechanismen zudem auch noch zei-
tunabhéngig sein, was einer weiteren Spezialisierung gleich kommt. Beispiele fiir
nicht-Markov’sche Relaxationsmechanismen finden sich in [107].

2.3.3 Uberlegenheit von Quantenalgorithmen

Die Uberlegenheit von Quantenalgorithmen gegeniiber klassischen Algorithmen
kann auf drei Quanteneffekte zuriickgefithrt werden [108]:

1. exponentiell schnellere Realisierungen komplexer Operationen,

2. Quantenparallelismus durch Superposition von Zustédnden und Interferenz-
effekten und

3. Verschrinkung von Zustédnden.
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2 Grundlagen

Da der Nutzen von Verschrinkung zwischen verschiedenen Teilchen beim Quan-
tencomputing noch nicht véllig verstanden ist, soll hier nur auf die ersten beiden
Effekte eingegangen werden.

Weitere Eigenschaften, ohne klassisches Analogon sind die Nicht-Lokalitét [109,
110] (v.a. wichtig fiir Teleportation [40-42,111]), die Nicht-Klonierbarkeit® (v.a.
wichtig bei Quantenkryptographie [33-37,111]). Des Weiteren kann mit ver-
schrankten Zustdnden bei der Messung von Systemparametern eine hohere Ge-
nauigkeit erreicht werden, als mit rein klassischen Methoden [113-119].

Schnellere Realisierung auf Quantencomputern

Durch die sogenannte Fast-Fourier-Transformation (FFT) konnte die klassische
diskrete Fourier-Transformation eines N-dimensionalen Vektors durch geschickte
Wahl der Elementaroperationen von einer Komplexitit O(N?) auf O(N log N)
beschleunigt werden [59, 60]. Auf einem Quantencomputer ist es nun mdoglich
diese Transformation in nur O((log N)?) Elementaroperationen durchzufiihren
[26]. Auf diese Weise erreicht man, verglichen mit klassischen Computern einen
exponentiellen Speed-up.

Quantenparallelismus

Analog dem klassischen Bit, welches zwei Zustidnde, z.B. (Stromfluss an) und
(Stromfluss aus) annehmen kann, gibt es beim Quantenbit, kurz Qubit, auch zwei
grundlegende Zusténde, z.B. die Prézession des Spin entlang (|T)) oder entgegen
(|1)) eines extern angelegten Magnetfeldes der Stiarke By. Die beiden Zustéinde
spannen einen 2-dimensionalen Vektorraum iiber C? auf, welcher mit dem Ska-
larprodukt (-|-) zu einem Hilbertraum wird.

Die beiden Einstellungen werden mit |0) und |1) identifiziert. Da es sich hier
um Zusténde eines Quantensystems handelt, sind neben diesen kanonischen Ba-
siszustdnden auch alle, auf 1 normierten, komplexen Superpositionen

1) = cos(a) |0) + e sin(a) [1) (2.32)

zulédssige Zusténde des Systems. Betrachten wir nun ein System von n Qubits,
die sich alle im Zustand %(|O> + |1)) befinden. Der Zustand ist also:

o) = Z(0)+ 1)) @@ F(|0) + 1))
= i k)

|k) ist hier die Dezimalschreibweise fiir die entsprechende Binérzahl, z.B. bei drei
(Qu-)Bits (5)19 = (101)5. Wenden wir nun eine Funktion f, dargestellt durch

(2.33)

5Nicht-Klonierbarkeit oder Nicht-Kopierbarkeit beschreibt die Tatsache, dass es unmdglich ist
perfekte Kopien eines unbekannten Quantenzustands zu fertigen [112].
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2.4 Kontrolltheorie

einen unitéren Propagator Uy, auf diesen Zustand an, so werden alle Funktions-
werte gleichzeitig berechnet:

2m—1 2" —1 2" —1

5 SR = Uy 3K = S k) (2:34)

Ungliicklicherweise kollabiert dieser Zustand bei der Messung auf einen einzelnen
der moglichen Eigenzustinde des Messoperators. Durch geschickte Manipulation
ldsst sich jedoch, bei manchen speziellen Féllen, trotzdem Information iiber die
angewandte Funktion f erlangen. Als Beispiel sei hier der Faktorisierungsalgo-
rithmus von Shor [26, 58] genannt.

2.3.4 Zustinde des Quantensystems

Wenn wir den Zustand des Systems im Dichteoperatorformalismus betrachten
gibt es einige interessante Aspekte die hier kurz erwahnt werden sollen. Auf zwei
Eigenschaften des Dichteoperators p wurde bereits hingewiesen:

tr(p) =1 und (2.35)

p=p'(>0) (2.36)

Fiigen wir einen passenden Einheitsoperator 1 in den Spurausdruck ein und
schreiben dann Gleichung (2.35) im Superoperatorformalismus, so erhalten wir

tr(17p) = (1]p) = 1. (2.37)

Alle moglichen Zusténde p einer bestimmten Dimension liegen also auf dem Teil-
raum der einen bestimmten ,, Winkel“ zu |1) einnimmt.
Schreiben wir Gleichung (2.36) im Superoperatorformalismus (s. Gleichung (2.22)),
so erhalten wir -

Adj [p) = +11p) (2.39)

Zuldssige Dichteoperatoren sind also Superpositionen von Eigenvektoren des Ad-
junktionssuperoperators Adj zum Eigenwert +1. An dieser Stelle sei noch darauf
hingewiesen, dass Adj fiir komplexe Matrizen keine lineare Darstellung hat. In
Kapitel 9.3 wird eine mogliche reelle Darstellung des Adjunktionssuperoperators
vorgestellt.

Eine weiterfithrende Betrachtung der Eigenschaften von Dichteoperatoren findet
sich in [120].

2.4 Kontrolltheorie

Im Folgenden sollen einige Aspekte der Kontrolltheorie wiederholt werden, so sie
fiir den weiteren Verlauf wichtig sind.
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2.4.1 Kontrollierbarkeit

Ein N-dimensionales Quantensystem heifit vollstandig Operator-kontrollierbar
[121], wenn durch die systemspezifischen Drift- und Kontrollterme unter wieder-
holter Kommutatorbildung die gesamte Algebra su(/N) aufgespannt wird. Einfa-
che Beispiele sind

1. Spin—%-TeiICheIl, Hdrift - Iz und Hcontwol = [wa

2. heteronukleare, Ising gekoppelte n——Spin—%-systeme mit zusammenhéngen-
den Kopplungsnetzwerken (Hgpipe = 7Y ) Ju2lp2112; Jiy sind systemspe-
zifische Kopplungskonstanten zwischen den einzelnen Spins) und Radiofre-
quenzpulsen aus z- und y-Richtung® (Heontrot = Y1, Ukalpz + tkyliy)

3. Ising gekoppelte 3n-Spinsysteme linearer Topologie mit periodischer Abfol-
ge dreier verschiedener Sorten von Kernen A, B und C' und Radiofrequenz-
pulsen aus z- und y-Richtung [122,123]

4. Systeme kapazitiv gekoppelter Ladungsqubits (Hgipe = E10, @ 1+ Eb1®
0+ F,0,®0,) mit extern kontrollierbaren Spannungsniveaus der einzelnen
Ladungsqubits (Heontror = w10, @ 1+ usl ® o).

Neben der vollstdndigen Kontrollierbarkeit existieren noch andere Arten, z.B.
die Zustandskontrollierbarkeit. Hier wird verlangt, dass durch eine gegebene Men-
ge von Operationen jeder beliebige Anfangszustand in jeden beliebigen Zielzu-
stand iiberfiihrt werden kann. Vollstdndige Kontrollierbarkeit kann jetzt auch
wie folgt interpretiert werden: Jede Basis des Hilbert-Raumes muss in jede ande-
re Basis iiberfiihrt werden kénnen.

2.4.2 Gradientenfluss-Algorithmus fiir Quantenkontrolle
Iteratives Schema des Algorithmus

Die algorithmischen Werkzeuge der Quantenkontrolle [124-128] basieren auf Gra-
dientenfliissen [129-131], welche auf die unitére Gruppe der Hamilton’schen Quan-
tendynamik adaptiert wurden [132-134]. Sei Uy die unitére Darstellung des Quan-
tengatters, also die Zielmatrix. Weiter sei U(T') := e~ mfm ... e=iliHi . .. gmitiH
der Propagator, der durch eine Sequenz von M Evolutionsperioden des Quanten-
systems, mit stiickweise konstanten Hamiltonians Hj,, erzeugt wird. Diese Abfol-
ge von Propagatoren beschreibt die Trajektorie U(t) vom Startpropagator 1 zum
Endpropagator U(T'). Das Kontrollproblem lasst sich dann wie folgt beschreiben:

Maximiere die Kostenfunktion & unter der Nebenbedingung
U(t) = —tHU(t)

62- oder y- allein geniigt, bei Abwesenheit weiterer lokaler z-Terme im Drifthamiltonian, nicht.
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2.4 Kontrolltheorie

Der Hamiltonian H kann sowohl Drift- als auch Kontrollterme beinhalten: H =
Haripe + ;j ujHj, wobei u; ein Element des (reell-wertigen) Kontrollamplituden-
vektors darstellt.

Die Kostenfunktion ® kann im Allgemeinen laufende ®, und abschlieBende
Q,(U(T)) Kosten enthalten: Laufende Kosten sind beispielsweise mit dem Auf-

1 K o 1 k
A ™ O t
At

1. man wéhle eine zufillige oder geratene Aus-
gangspulssequenz ugo) (t) fir alle tx mit k =
1,2,...M ;

2. ausgehend von U; = 1, berechne man die
Vorwiértspropagation fiir alle ¢,ts, ...t (der
Einfachheit halber sei At := ¢, — ¢}, uniform)

UD (1) = pmistHD —intH (D, —ineH() ’

3. man berechne, beginnend von T = t;; und
MT) = const - Ug, die Riickwértspropagation
fir alle tMatM—1a~~~tk+1 3

. (r)y . (r) . (r)

)\(r) (tk—i-l) _ 62AtHk+1 e’AtHk+2 o ezAtHM )\(T) :

4. man berechne den Gradienten W =
J

Re tr{\ (tx1)(—iH;)U(ty)} ;

5. man adaptiere die Pulssequenz uyﬂ)(tk)
ugr)(tk) + 53—5 }t:tk und kehre zu Schritt 2
zuriick.

Abbildung 2.2: Obere Kurve: der Vektor der Kontrollamplituden w; wird durch
die berechneten Gradienten (Pfeile) adaptiert. Das iterative Sche-
ma des GRAPE Algorithmus [124] ist in der Box dargestellt.
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wand verbunden, der wihrend der Propagation geleistet werden soll, wohingegen
abschliefende Kosten durch den Abstand des erhaltenen Propagators zum Ziel-
propagator dargestellt werden koénnen. Im Folgenden werden nur abschlieffende
Kosten betrachtet. Optimale Kontrollen u* werden nun dadurch charakterisiert,
dass die Variation der Kostenfunktion ® gegeniiber der Variation der Trajektorie
U(t) und der Kontrollen u(t) verschwindet:

0P 0P
0P = W&U(t) + 2u(d)

du(t) = 0. (2.39)

U(t) und u(t) sind iiber die Bewegungsgleichung
U(t) = —iH (u(t)U(t) (2.40)

miteinander gekoppelt. Das Minimierungsproblem ist also durch eine Nebenbe-
dingung beschrankt. Die Einhaltung der Nebenbedingung wird wie iiblich durch
Lagrange Parameter A(¢) in die Berechnung mit aufgenommen, sodass letzten En-
des das Pontryagin’sche Maximumsprinzip im Quantensetting ausgenutzt werden
kann [124,135]). Dazu fiigen wir folgenden Term zur Kostenfunktion hinzu,

/0 Y (iU - U(0)) d (2.41)

welcher die Einhaltung der Nebenbedingung gewiéhrleisten soll. Weiter definieren
wir die Hamilton-Funktion:

H(U(t),u(t)) = &, + A(t) — iH(u(t)U(t) . (2.42)
Nach einer partiellen Integration erhalten wir

O =d; — NT)U(T) + A(0)U(0)

+ /0 : (H(U(t),u(t))+>\(t)U(t)> . (2:43)

Betrachten wir nun die Variationen von ® bei Variationen von U(t) und wu(t).
Wir erhalten

00 _ 0%;(U(T)) T OOH(U®), u(t)
oU(t) B gU(t) — AT +/0 ( U 1) + )\(t)) dt und  (2.44)

00 [T OHU(), u(t))
0u(t)_/0 au(y (245)

Das Pontryagin’sche Maximumsprinzip verlangt nun, dass im Falle eines Ex-
tremums die Variation verschwindet

0P =0. (2.46)
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Dies gilt somit auch fiir alle Summanden in Gleichung (2.39). Daraus folgt, dass
der Gradient fiir alle Zeiten t;, verschwindet, dud—% — 0. Des Weiteren folgen einige
J

Bedingungen fiir das sogenannte adjungierte System A: Zum Ersten erhalten wir
einen Startpunkt des adjungierten Systems

MT) = %%T» (2.47)
und zum anderen eine Bewegungsgleichung
__OH(U(1),u(t))
Alt) = — () (2.48)

Wie sich die einzelnen Terme verhalten, wenn explizite Kostenfunktionen ein-
gesetzt werden, wird im néchsten Kapitel behandelt. Ein Ablaufschema ist in
Abbildung 2.2 darstellt.

Kontrolltheorie auf projektiven Gruppen

Fiir ein gegebenes unitires Quantengatter Ug und den Propagator U = U(t),
der die Evolution eines Quantensystems beschreibt, gibt es zwei unterschiedliche
Arten eine geometrische Bezichung zwischen beiden herzustellen [83]. Die eine
ergibt fiir verschiedene Phasenfaktoren unterschiedliche Ergebnisse, wiahrend die
andere fiir verschiedene Phasenfaktoren immer das gleiche Ergebnis liefert:

(1) Minimierung des Abstandes ||U — Uglly durch Mazimierung von ®, :=
Re tr{ULU};

(2) Minimierung des Winkels £(U,Ug) mod (w) durch Mazimierung von ®y :=
{ULU.

(1) In der Sprache der Kontrolltheorie ist hier die Aufgabe, das Funktional
®,[U(t)] = Re tr{ULU(T)} zu maximieren”. Hierbei soll fiir alle  mit 0 < ¢ < T
die Bewegungsgleichung des Systems, U(t) = —i HU (t) (wobei H = Hy+>" juiHj)
eingehalten werden. Als Startbedingung wird U(0) = 1 gewéhlt. Eine Bedingung
am Ende der Evolution soll nicht vorhanden sein, U(T) ist somit frei wiahlbar. Das
Problem wird durch die Einfithrung (i) eines operator-wertigen Lagrange’schen
Multiplikators gelost, welcher die Bewegungsgleichung A(t) = —iHA(t) erfiillt,
und (ii) einer skalar-wertigen Hamilton-Funktion

H(U(t), u(ty)) = Re te{ A (ten) (= i(Ha + > _u Hy))U()} . (2.49)

J

TAn dieser Stelle sei auf Folgendes hingewiesen: Ein unitirer Propagator lisst sich als Ba-
sistransfer betrachten. Wichtig ist, dass fiir die einzelnen Basiselemente durch die Wahl
der Qualitatsfunktion eine feste Phasenbeziehung gewéhlt werden kann. Optimierungen, in
denen das nicht der Fall ist, finden sich in [136,137].
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2 Grundlagen

Der Lagrange’sche Multiplikator kann als ein zum wirklichen System adjungier-
tes System aufgefasst werden. Jetzt kann das Pontryagin’sche Maximumsprin-
zip [138] fiir die Optimierung im Quantensetting [124, 135] ausgenutzt werden.
Dieses fordert zum einen, dass die Ableitung der Hamilton Funktion nach den
Kontrollparametern zu allen Zeiten verschwindet,

OH(U(t
———%%§2i2255——hntm{AT@k+QfQIka)}§:0 (2.50)
J
und zum anderen legt dieses Prinzip den Endzustand des adjungierten Systems
0P, (T)
= — =-U 2.51

fest. Dadurch wird es moglich, einen iterativen, auf einem Gradientenfluss ba-
sierenden, Algorithmus zu implementieren. Um in der (r + 1)-ten Iteration des
Algorithmus’ die Amplitude der j-ten Kontrolle zur Zeit ¢, zu verbessern, wird
mit einer passend zu wihlenden Schrittweite o die Amplitude uy) (tr) wie folgt

adaptiert:

r+1 T OH(U (t),u
W) =l (1) + QAL (2.52)

Dieser Vorgang wird fiir eine feste Endzeit solange wiederholt bis keine weite-
re Verbesserung in der Qualitdtsfunktion mehr feststellbar ist. Wird ein voller
Transfer erreicht, ist die gewéhlte Zeit linger oder gleich dem Zeitminimum. Der
gesamte Algorithmus ist somit bei kiirzerer Endzeit T zu wiederholen, bis zu
der Zeit, die gerade noch den vollen Transfer ermoglicht (vergleiche hierzu Ab-
bildung 5.1). Sollte bei fester Zeit 7" und mehreren Durchgéingen niemals voller
Transfer erhalten werden, ist die gewahlte Zeit zu kurz und der Algorithmus mit
langerer Endzeit zu wiederholen. Einige Anmerkungen iiber Pulssequenzen finden
sich auch im Appendix 12.2.2. Da, wie in Abbildung 5.1 gesehen, fiir unterschied-
liche Phasenfaktoren unterschiedliche minimale Zeiten der Implementierung nicht
auszuschlieflen sind, muss das Quantengatter mit allen erlaubten Phasenfaktoren
optimiert und aus diesem Satz von Ergebnissen der mit der kleinsten Zeit aus-
gewihlt werden. Dies entspricht N separaten Optimierungen. Im Fall schneller
Pulse lassen sich jedoch bereits hier N/2 Phasenfaktoren vermeiden. In Glei-
chung (12.5) wird gezeigt, dass =™/ = (—1)"1 gilt. Nimmt man nun noch an,
dass lokale Pulse keine Zeit in Anspruch nehmen, folgt dass der Phasenfaktor —1
in Nullzeit realisierbar ist.

(2) Das Problem der Maximierung von ®, := |tr{U}U}|? ldsst sich auf das vor-
herige Maximierungsproblem zuriickfithren: Sei U € SU(N), dann ist

U:=UaU (2.53)

eine Darstellung des entsprechenden Elementes der projektiven speziell unitdren
Gruppe [139]
iso SU(N) iso U(N)
PSU(N) = = 2.54
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2.4 Kontrolltheorie

eingebettet in die SU(N?). Diese Darstellung ist zwar hochgradig reduzibel, aber
dennoch sehr praktikabel fiir unsere Zwecke. Es gilt:

[0 (1)) = Re te{ULU(T)} = [ex{ULU(T)}? = ®a[U(1)] . (2.55)

Alle unter (1) genannten Resultate lassen sich somit benutzen, um einen Gradien-
tenfluss auf der PSU(N) zu erhalten. Fiir die Ableitung der Hamilton Funktion
erhédlt man nun

W = —2Tm (tr{\'(tx) HIU" (t)} - tr{\(t) U (t)}) . (2.56)

j
Das Tensorprodukt und die damit verbundene Vergréflerung der Dimension tau-
chen somit bei der expliziten Berechnung der Gradienten nicht auf. Die Endbe-
dingung des adjungierten Systems bedarf keinerlei Information iiber die globale
Phase. Auch eine weitere Suche nach der optimalen Phase in der SU(N?) ist
nicht notwendig [140], da die Einbettung der PSU(N) in die SU(N?) eine glo-
bale Phase von Null erzwingt. Die Anzahl der durchzufiihrenden Optimierungen
wird somit um einen Faktor N = 2" kleiner. Weiter behalten alle Konvergenz-
und Schrittweiteniiberlegungen [134] ihre Giiltigkeit.

Qualitatskurven bei dissipativer Dynamik

Im Fall dissipativer Dynamik kommt es, nach dem Erreichen einer optimalen
Qualitéit, zu einer Erniedrigung der Qualitéit durch relaxative Prozesse®. Sei F},
die Spurqualitit zum Zeitpunkt t. Die maximale Qualitdt kann dann wie folgt
abgeschétzt werden: Seien 71,72, ...y~ die Eigenwerte des Relaxationssuperope-

rators [' aus Gleichung (2.31). Die erreichbare Qualitit ¢ zum Zeitpunkt t lasst
sich von oben und unten eingrenzen:

N
¢ 1
Fyp(t)e™v D < g(t) < Fet)5 D¢ ™ (2.57)
k=1

t soll hier gréfer als die optimale Zeit sein. Numerische Simulationen zeigen, dass
durch die unitdren Transformationen die Realteile der Eigenwerte des Liouvillian
im Laufe der Zeit gemischt werden. Sind alle Realteile schliefllich gleich nimmt I"
die Form einer, mit —y = —% fo:l i skalierten Einheitsmatrix an. Die Qualitét
wird dadurch nach unten beschrinkt. Dass die linke Seite von Gleichung (2.57)
wiederum kleiner als die rechte Seite ist, lasst sich fiir N = 2 wie folgt beweisen:

8Sollte der Einheitsoperator nicht fiir alle Zeiten t simulierbar sein, kann auch dies zu einer
Reduktion der Qualitdt im relaxationsfreien Fall fiihren.
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2 Grundlagen

Es gilt
_m w2\ 2
(6 2 —e 2) >0 (2'58)
e M — 26—%(’Y1+’Y2) +e >0 (259)
1 (e—'Yl + e—vz) S e—3(mtr2) (2.60)

2

Die Richtigkeit dieser Abschétzung lasst sich an dem einfachen Modellsystem
eines einzelnen Spin—%—Teilchens mit transversaler Relaxation (7)-Relaxation)
und Pulsen variabler Stérke aus der x-Richtung iiberpriifen. Die Dynamik des

Systems wird durch den Liouvillian L beschrieben:
L=—if-T (2.61)

Wenn H = u,1,, folgt ﬁ] =u, (1® I, — I, ® 1). Im Falle transversaler Relaxation
lasst sich I'(p(t)) durch (I, [I., p(t)]] beschreiben. Im Superoperatorformalismus
erhalten wir dafiir:

0000
2 o100
0000

Der Gesamtliouvillian L ergibt sich in Matrixschreibweise zu:

0 1 -1 0 00 00
s 5 110 o0 1| fot1too

iu l, — I = N "o 01 0 (2.63)
0 -1 1 0 00 00

Betrachten wir nun die Eigenwerte A von L in Abhéngigkeit von u,. Wir erhalten

e (0. vy (- v aR) g (VR EE)) . (26)

In den Imaginérteilen der Eigenwerte spiegelt sich die unitdre Dynamik wider, in
den Realteilen die dissipative Dynamik. Betrachten wir also zunéchst nur die Re-
alteile. Im Falle u, = 0 erhalten wir Re A € {0, —v, —v,0}. Fiir u, > 7 erhalten
wir Re A € {0, —y, =3, —3}. Die beiden letzten Realteile der Eigenwerte stellen
genau das arithmetische Mittel zwischen 0 und ~ dar. Der vorliegende Fall liegt
also zwischen den Grenzen von Gleichung (2.57) °.

9Interessant ist in diesem Zusammenhang noch die Tatsache, dass die Eigenwerte erst ab u, =
v einen Imaginérteil aufweisen. Vorher findet also keine unitdre Dynamik statt. Des Weiteren
ergibt sich dadurch eine leichte Abweichung des im rein unitdren Fall linearen Zusammen-
hangs zwischen angelegter Pulsstirke und am Qubit ankommender Pulsstéirke. Um bei-
spielsweise eine 3-Rotation auszufiihren, bedarf es einer Pulsstarke von ug = %\/462 — 2,
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3 Parallelisierung des
kontrolltheoretischen
Computeralgorithmus

3.1 Einfiihrung

Um die Fahigkeiten von Quantensystemen zu nutzen, ist es notwendig, sie durch
klassische Kontrolle der Spannungsniveaus, Radiofrequenzpulse oder Laserstrah-
len zu steuern. Ziel soll sein, eine Computerinfrastruktur zur Verfiigung zu stellen,
die dies in einer optimalen Art und Weise tut. Bei der Steuerung von Quantensy-
stemen werden die optimierten Kontrollen schwieriger zu berechnen sein, da die
Evolution solcher Systeme durch Matrizen dargestellt wird, deren Grofle expo-
nentiell mit der Anzahl der einzelnen Subsysteme wéchst. Im Folgenden soll die
Adaption einiger Matrixoperationen auf Parallelrechnern, sowie deren grundle-
gende Optimierung vorgestellt werden.

3.2 Quantenkontrollalgorithmen auf
Parallelcomputern

3.2.1 Quantenkompilation als Kontrollproblem

Oft wird das Moore’sche Gesetz genannt, wenn es darum geht zu zeigen, dass
die fortschreitende Miniaturisierung der Prozessoren innerhalb der néchsten De-
kaden in einen Groflenordnungsbereich vorstoflen wird, der sich auf atomarer
Skala bewegt. Bereits lange bevor dies geschieht sind Quanteneffekte nicht mehr
vernachlédssigbar. Die Quantenkontrolle spielt unter den Werkzeugen, die zur
Verfiigung stehen, um solcher Effekte Herr zu werden [141], eine herausragende
Rolle. Wie in Abbildung 3.1 dargestellt, kann die Aufgabe der Quantenkontrolle,
durch die Ubersetzung eines Quantengatters oder -moduls in die Maschinenspra-
che eines entsprechenden Quantensystems beispielhaft verdeutlicht werden. Dies
kann auf unterschiedliche Weisen geschehen:

e durch einen vorgefertigten Satz von Elementargattern [25], welche in der
Lage sind, alle denkbaren Quantengatter zu erzeugen, oder
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3 Parallelisierung des kontrolltheoretischen Computeralgorithmus

e {iber den Weg der direkten Kontrolle des Systems durch die experimentell
verfiigharen Kontrollen, mit der Hilfe von Gradientenfluss-basierten nume-
rischen Algorithmen [84,124].

‘ Programm, Modul ‘ ‘ Quanten Algorithmus, Modul ‘

Kompiler J/ l Prekompiler l l

direkte ; durch
‘ Assembler -Code ‘ Kompilation ‘ Universelle Gatter ‘ Kontrolltheorie
Assembler J/ l Assembler l l
‘ Maschinencode ‘ ‘ Maschinencode der Quantenkontrollen ‘

Abbildung 3.1: Kompilation auf klassischen (links) und Quantencomputern. Im
Quantenszenario muss der Maschinencode zeit- oder relaxations-
optimiert sein, da ansonsten Dekohérenzprozesse die kohdrenten
Uberlagerungen der Quantenbits zerstoren. Durch das Aneinan-
derreihen von universellen Quantengattern wird in der Regel keine
Zeitoptimalitét erreicht.

Wihrend die Zerlegung von Quantengattern in Elementargatter auf diskreten Zu-
standsoperationen, wie Levelpermutationen oder Phasendrehungen, beruht, nutzt
die Quantenkontrolle die Differentialgeometrie der Mannigfaltigkeitsstruktur aus,
die der unitdren Quantendynamik zugrunde liegt. Wie weiter gezeigt wird, sind
dramatische Speed-ups moglich, z.B. bei der Implementierung der QFT auf Spin-
systemen. Der Ansatz ist sehr generell und fiir alle Spin und Pseudo-Spinsysteme
einsetzbar, deren Dynamik Lie-algebraisch abgeschlossen ist.

3.2.2 Vergleich mit bisherigem Programmcode

Der numerische Algorithmus basiert im Wesentlichen auf Matrixoperationen, wie
Matrixmultiplikation, Matrix-Exponentialabbildungen oder Spurberechnungen.
Fiir eine genauere Analyse des Algorithmus, s. Kapitel 2.4.2.

Eine Standard-C+-+-Implementierung mit CBLAS Matrix-Matrix-Operationen
ist in der Lage, Quantenoperationen auf Systemen mit bis zu 7 Qubits zu berech-
nen. Auf einem AMD ATHLON Prozessor mit 2.13 GHz und 1GB RAM dauert
dies jedoch Monate. Da die CPU-Zeiten pro weiterem Qubit sich um einen Faktor
8 verlangsamen, liegen 10-Qubitrechnungen weit aulerhalb der Reichweite dieser
Implementierung des Codes'. Um alle Stirken von modernen Computerclustern

'Man versucht, den Faktor 8 wie folgt zu begriinden: Die Matrixmultiplikation ist ein N3-
Prozess. Bei Hinzunahme eines weiteren Qubits erhalten wir: (271)% = 23(27)3 = 8N3.
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3.3 Parallele Matrixmultiplikation

auszuschopfen, wurden sowohl die verteilte Berechnung von Matrixprodukten un-
ter Beriicksichtigung minimaler Kommunikation zwischen den einzelnen Prozes-
soren, als auch Symmetrieeigenschaften der exponentiell abzubildenden Matrizen
benutzt [142,143].

3.3 Parallele Matrixmultiplikation

Im Folgenden sollen zwei Arten von Algorithmen verglichen werden, um eine
Reihe von Matrizen zu multiplizieren. Die Algorithmen unterscheiden sich in
Laufzeit und Speicherbedarf. Um die Algorithmen zu vergleichen, reicht es nicht
aus, nur die Laufzeiten wahrend des Propagationsschrittes zu betrachten. Wie
gezeigt wird, ist es auch wichtig zu wissen, wie dieser im gesamten Programm
eingebettet ist. Betrachtet man hierzu Abbildung 2.2 , so erkennt man, dass
dem Propagationsschritt (Schritt 2 und 3 in Abbildung 2.2 ), die Berechnung

der Matrizen U, = e~ idtH)” vorangeht (Schritt 1). Berechnet jeder Prozessor
eine Exponentialabbildung, so sind die Matrizen U, mit k = 1,..., M, iiber alle
Prozessoren verteilt. Um nun jedem Prozessor die Matrizen zur Verfiigung zu
stellen, die er in Schritt 3 braucht, miissen diese in einem Kommunikationsschritt
verteilt werden. Ein weiterer Kommunikationsschritt wird notwendig, wenn nach
der Propagation die Gradientenberechnung folgt.

3.3.1 Scheibenweise Propagation

Das Problem der Matrix-Matrix-Multiplikation lasst sich auf einfache Weise in
Teilprobleme zerlegen [142,143], die auf verschiedenen CPUs durchgefiihrt wer-
den:

AB = (al;aQ;...;aN)B: (alB;agB;...;aNB) (31)

Dieses Schema ist leicht auf das Produkt von M Matrizen erweiterbar, s. Abbil-
dung 3.2. Jeder Prozessor benotigt dann neben dem Anfangsvektor a; auch alle
Matrizen e~*** die in Schritt 2 auf alle Prozessoren verteilt werden miissen.
Der notwendige Arbeitsspeicher jedes Prozessors liegt somit in der Ordnung
O(M - N?). Die Zeitkomplexitiit ldsst sich in diesem Schema sehr einfach zu
O(M - N3/p) berechnen, wobei N := 2" die GroBe der Matrizen und p die Anzahl
der Prozessoren darstellt. Des Weiteren sind bei dieser Herangehensweise keine
Stabilitétsprobleme zu erwarten [144,145], da sich unitédre Matrizen durch nume-
risch stabile Algorithmen auszeichnen: das Produkt zweier unitédrer Matrizen ist
gutartig und lédsst sich problemlos auf mehrere Produkte erweitern. Spéter wird
man sehen, dass das fiir andere Schemata nicht zwingend gelten muss.

Neben der Parallelisierung lésst sich eine weitere Beschleunigung durch folgen-
de Vereinfachung erreichen: in Schritt 4 wird der Spurausdruck Re tr{\'(—iH,U)}
berechnet, wobei A und U als vollbesetzte Matrizen, —iH; oft jedoch auch als

Da aber nicht nur Matrixmultiplikationen eine Rolle spielen kann das nur eine grobe
Abschéitzung sein.
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3 Parallelisierung des kontrolltheoretischen Computeralgorithmus

ul u2
PO PO PO
P1 P1 P1
P2 P2 P2
P3 P3 P3
uo uo1 uo2

Abbildung 3.2: Schema fiir die scheibenweise Propagation. Zugrunde liegt die
Tatsache, dass sich die Matrixmultiplikation als ein Reihe von
Matrix-Vektor-Multiplikationen auffassen ldsst.

diinnbesetzte Matrix dargestellt werden koénnen, so z.B. im Fall von Spin—%—
Teilchen bei der NMR-Spektroskopie. In diesem speziellen Fall erkennt man, dass
das Produkt H;U als Permutation der einzelnen Zeilen von U geschrieben werden
kann. Um nun A'(—iH;U) zu berechnen, geniigt es A\ mit einem zeilenpermutier-
ten U zu multiplizieren. Wie in Abbildung 3.3 zu sehen ist, sind auf diese Weise

40 40 40
@ (b) (©
® 30 30 30
5}
£ 20 20 20
a2
c 1o 10 10 ;
0 0 0
6 7 8 9 6 7 8 9 6 7 8 9
40 40 40
(d) (e) f) —e— broadcast
—_ forw. prop.
® 30 30 30 —e— backw. prop.
) —e— grad. calc.
£20 20 20 —e— total
a2
O 10 10 10
0 ’_9—4 : 0 o—.——é ol e o ‘.é
6 7 8 9 6 7 8 9 6 7 8 9
number of spins number of spins number of spins

Abbildung 3.3: Abhéingigkeit der Gesamt-CPU-Zeit von der Anzahl der Qubits
bei scheibenweiser Propagation von 32 Zeitschritten. Die Matrix-
dimension von n Spins—% sind 2™ x 2" Anzahl der parallel be-
nutzten CPUs (a): 1 cpu (b): 2 cpus (¢): 4 cpus (d): 8 CPUs
(e): 16 crus (f): 32 cpus.
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3.3 Parallele Matrixmultiplikation

bereits betrachtliche Speed-ups auf Systemen mit bis zu 9 Qubits zu erreichen.
In noch gréeren Systemen wird jedoch der Arbeitsspeicher limitierend, da jeder
Prozessor alle aufzumultiplizierenden Matrizen benétigt. Eine Moglichkeit dies
zu umgehen wire, die Exponentialabbildung auf Anfrage auf allen Prozessoren
lokal auszufithren. Da dieser Schritt jedoch der zeitraubendste ist, stellt diese
Vorgehensweise keine Alternative dar. Deswegen konnen Systeme mit mehr als 9
Spins nicht mit der scheibenweisen Propagation bearbeitet werden und benotigen
eine alternative Methode.

3.3.2 Baumweise Propagation: Parallel-Prefix-Algorithmus

Einen weiteren Ansatz, die Propagation zu berechnen, stellt die Parallel-Prefix-
Multiplikation dar [142,143]. Dieser Ansatz ist prinzipiell fiir alle Kombinationen
von Digitalisierung und Anzahl der Prozessoren anwendbar. Die maximale Anzahl
der Prozessoren fiir eine komplette Propagation einer Pulssequenz der Lénge M
ist nach oben durch p = M/2 begrenzt. Im Gegensatz zur scheibenweisen Propa-
gation, ist es bei der Parallel-Prefix-Multiplikation notwendig, dass die einzelnen
Prozessoren wéihrend der Propagation miteinander kommunizieren. Die Anzahl
der bendtigten Matrixmultiplikationen f(p) innerhalb eines Propagationsschrittes
ergibt sich fiir eine beliebige Prozessorenzahl p zu

M2

f(p) logy, M. (3.2)

Jedoch lassen sich viele Multiplikationen parallel ausfithren. Im Falle p = M/2
bleiben genau log, M Multiplikationen, was genau der Anzahl der Levels in Ab-

Ul U2 U3 U4 US U6 U7 Level

P23 [p2 [p3| [p3 0

PO\@\@\@ 3

uo4 U05 UO6 U07

Abbildung 3.4: Schema fiir die baumweise Propagation. Die Propagation wird in
diesem Beispiel in drei Schritten durchgefiihrt. Die roten Linien
stellen Kommunikation zwischen den Prozessoren P, bis P; dar.
Die Prozessoren besitzen in den jeweiligen Levels ein gewisses
Teilstiick des gesamten Propagationsweges. So hat P; in Level 1
beispielsweise das Teilstiick UsUy. Multipliziert mit U,Uy von Fy
erhalt man U3U2U1U0.
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3 Parallelisierung des kontrolltheoretischen Computeralgorithmus

bildung 3.4 entspricht. Festzuhalten bleibt, dass effektiv mehr Multiplikationen
durchgefiihrt werden. Das hat zur Folge, dass es eine Mindestanzahl von Prozes-
soren pin gibt, ab der eine effektive Beschleunigung beobachtet werden kann.
Mit weniger Prozessoren sind mehr Multiplikationen durchzufiihren als im nicht-
parallelen Fall, welcher M — 1 Multiplikationen benotigt. Diese Mindestanzahl
berechnet sich zu

f(p) =

Zu den reinen Berechnungszeiten kommen noch die Zeiten fiir die Kommunikation
hinzu. Fiir eine allgemeine Anzahl von Prozessoren p léasst sich die Anzahl der
Kommunikationsschritte wie folgt abschitzen. Multipliziert mit der Zeit fiir die
Broadcast- und Send-Schritte liefern sie einen Ausdruck c¢(p) fiir die Dauer der
Kommunikation:

M/2
C(p) = (2p 10g2p - 2) TBroadcast + (M/2 - T/) TSend - (34)

M/2 log, M

: (3.3)

Hier wird klar, dass mit wachsendem p, das Gesamtproblem aufgrund zunehmen-
den Kommunikationsaufkommens grofer wird. Sei Tasainru(N) die Dauer der
einzelnen Matrixmultiplikation zweier N-dimensionaler Matrizen. Fiir die Ge-
samtdauer Tyq (N, M, p) als Funktion von N, M und p ergibt sich:

Ttotal(N7 M7 p) = f(p)TMatMult(N) + C(p>
M/2
= D 1Og2 MTMatMult(N) (3‘5)

M/2
+ (2p 10g2 p— 2) TBroadcast(N) (M/2 - T/) TSend(N)

Der Vergleich mit der Komplexitéit der scheibenweisen Propagation O(M - N3 /p)
zeigt, dass fiir p = M /2 die Parallel-Prefix-Multiplikation niemals schneller sein
sollte (Speichereffekte wie z.B. Prefetching ausgeschlossen). Andererseits wer-
den in der letzteren Variante niemals alle Matrizen (Uy) auf allen Prozessoren
benotigt. Dies erlaubt es, den erforderlichen Broadcast zu Beginn der Propagati-
on zu eliminieren. Der dadurch erzielte Vorteil iiberwiegt die langsamere Propa-
gationszeit.

Ein weiterer, noch wichtigerer, Punkt ist der reduzierte Speicheraufwand dieser
Methode. Dieser belduft sich auf O(log, M) pro Prozessor. Dies ist wesentlich
weniger als bei der Scheibenpropagation O(M).

Die Stabilitét der Parallel-Prefix-Multiplikation [146] bedarf, anders als bei
der Scheibenpropagation, einer genaueren Uberpriifung. Nach [147] ist Erstere
im Allgemeinen instabil. Als obere Grenze des Fehlers 1.0rdnung wird dort

|xd(Uy -+ Up) = Uy -+ -Upp)| < 2(N = 1)e Z_ |Bi| + O(£?) (3.6)
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angegeben. | Bg| steht hier fiir das Produkt der Absolutwerte der grofiten Matri-
xelemente der einzelnen Ujy. Da alle Matrizen unitér sind, ldsst sich der Fehler
als

| xd(Uy -+ Un) = Uy -+ Unp)| < 2(N — 1)Me + O(£?) (3.7)

ausdriicken. In Einklang mit der Linearitdt in M beobachten wir linear anstei-
gende Werte fiir ||Upqum — Uregl|2, s. Abbildung 3.5.

x 10713 x 1071
= 15/ (a) I 015f (b)
Q °
R ]
© 2
e ©
S £
LS 10 ‘g. 0.10
N
— N
g =
D D
1 0.5¢ D 0.05
i [
DH —
0 0
0 32 64 96 128 0 32 64 96 128
propagation step propagation step

Abbildung 3.5: (a) Abweichung der Baumpropagation von der reguldren Propa-
gation auf einem Prozessor bei einem 9 Spinsystem und einer
Digitalisierung von M = 128. Die lineare Abhéngigkeit der Ab-
weichung steht in Einklang mit Gleichung (3.7). (b) Abweichung
von der Unitaritét fiir scheiben- und baumweise Propagation.

3.4 Optimierte Matrix-Exponentialabbildung

Die Exponentialabbildung von Matrizen stellt ein notorisch schwieriges Problem
dar [148,149]. Wir vergleichen hier die Standard-Pade-Approximation mit einem
generischen () R-Algorithmus und einer symmetrieadaptierten Variante. Das er-
laubt uns auf optimierte LAP AC K-Routinen zuriickzugreifen. Im NMR-Fall, wie
auch bei anderen Systemen, weisen die stiickweise konstanten Hamiltonians ei-
ne als 'Persymmetrie’ [144,150] bekannte Eigenschaft auf. Eine persymmetrische
Matrix ist beziiglich ihrer Antidiagonalen symmetrisch. Definiert man mit Jy die
N x N-Umkehrmatrix (Umkehr der Spalten der Einheitsmatrix), dann ist die
Persymmetrie mit der Bedingung JyAJy = AT identisch.

Lemma 1 (1) Ein (endliches) Kronecker- oder Tensorprodukt persymmetrischer
Matrizen ist wieder persymmetrisch. (2) Das gleiche gilt fir eine ungerade Anzahl
an Tensorprodukten anti-persymmetrischer Matrizen. Dort gilt JyAJy = —AT.
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3 Parallelisierung des kontrolltheoretischen Computeralgorithmus

Beweis:

Behauptung (1) folgt aus der Tatsache, dass die Tensormultiplikation mit der
Transposition beziiglich der Antidiagonalen kommutiert (sowie auch die gewthn-
liche Transposition mit der Tensormultiplikation kommutiert). Behauptung (2)
folgt aus der Konstruktion von Jy = Jo ® Jy -+ - Jo ® Jy. Daraus folgt

IN(AL ® - @A)y = (A1, @ - - - @ JoArJs)
= (—1)*(A] ®--- © A})
:<A1®"'®Ak)T- [ |

Bemerkung 1 Gegeben seien {05, 04,0} = {(3 §),(? %), (o_%)}. Aus (2)
folgt, dass der Driftterm aus persymmetrischen Termen o, ® o, + a0, ® 0, +
o, ® oy) fir reelle a besteht. Die Kontrollterme sind Tensorprodukte von 1 mit
Ouy, Welche wegen (1) persymmetrisch sind.

(3.8)

Der Hamiltonian H lasst sich aufteilen, in einen Diagonalanteil D und eine Matrix
Cder Form C = Ci @1y + 1, @C, @ Iy/g+ -+ -+ Inje ® Cp, mit 2 x 2 Matrizen

Cp = (fk Vo'f) . (3.9)

Jede dieser Matrizen lasst sich durch V := diag(1,vx/|v|) auf eine reelle zir-
kulante Matrix transformieren. Durch das Tensorprodukt aller V), ldsst sich der
gesamte Hamiltonian H auf eine reell-symmetrische und persymmetrische Matrix
H ~Mm e der Form

~ A 1
Hyur = (r]i ;12) (3.10)

transformieren, wobei r reell, A;, symmetrisch und 1 eine Einheitsmatrix sind.
Die Persymmetrie von Hy /g fordert nun A, = JA;J und deswegen folgt

1 J Al rl 1 1 o Al + Ag -+ QT’JN/Q 0
1 —J rl Ag J —J o 0 Al + Ag — 2’/“JN/2 '
SN——— S————

w wt
(3.11)

Die Persymmetrie und die damit verbundene Blockdiagonalisierung lésst sich
noch auf eine weitere Weise interpretieren: Der Hamiltonian besteht nach der
Transformation auf eine rein reelle Matrix aus folgenden Termen:

H=> uliu+ Y Ju20:1}. . (3.12)
k

k<j

Die Matrix H kommutiert mit dem Produktoperator P = 2" I Iy, --- IL,.,
2"~

1
. . —im(— 14+ 2T Tog T
d.h. Eigenvektoren von P, zusammengefasst in W = ="z halzasdne),

blockdiagonalisieren H, sieche Abbildung 3.6 und Gleichung (2.2).
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3.4 Optimierte Matrix-Exponentialabbildung

Abbildung 3.6: Beispiel fiir die Block-Transformation fiir 4 Spins. Die rechts
schwarz gefiarbten aulerblockdiagonalen Fintrige der Matrix wer-
den durch die Transformation in die einzelnen Blécke iiberfiihrt.

Die Transformation entspricht einem Ubergang zwischen I, und
8]1212x13x]4x-

Dies entspricht genau dem in Gleichung (3.11) beschriebenen Vorgang. Als
Konsequenz lasst sich die Exponentialabbildung von Hyur der Dimension N
auf die Exponentialabbildung von zwei reellen Matrizen der Dimension N/2
zuriickfithren?. Um die Exponentialabbildung zu berechnen, wurden zwei ver-
schiedene Ansétze gewahlt [151]:

1. Padé Approximation;

2. Eigenwert- /Eigenvektormethoden fiir persymmetrische H. Aus H = UDU*
folgt nach einer Taylorreihenentwicklung

exp(iH) = exp(iUDU ") = Uexp(iD)U " = U diag (exp(i - d;))U " .

Weiter sind alle Eigenwerte reell und die Methode an sich stabil, da H
hermitsch ist [148,149].

Der Nachteil der Padé Approximation, die Matrixinversionen vollbesetzter Ma-
trizen benotigt, ldsst sich durch eine Reihenentwicklung umgehen, welche nur
mit Produkten von diinnbesetzten Matrizen operiert. Eine Entwicklung durch
Chebychev-Polynome ist einer Taylorreihenentwicklung in diesem Fall iiberle-
gen [152]. Weiter ldsst sich der Fehler 0 der Approximation von exp(itH) im
Falle der Chebychev-Reihe asymptotisch durch eine Besselfunktion 1. Ordnung
|J(m, ||TH]||)| ausdriicken. Das versetzt uns in die Lage, die Anzahl der Schrit-
te anzugeben, die notwendig ist, um eine gewiinschte Genauigkeit zu erreichen.
Ungliicklicherweise sind aufgrund der Kontrollamplituden auch Werte ||[7H|| >

’Die Persymmetrie geht in Systemen verloren, die neben den bilinearen Kopplungstermen
noch zusétzliche lokale Ij,-Driftterme aufweisen, z.B. homonukleare Spinsysteme.
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3 Parallelisierung des kontrolltheoretischen Computeralgorithmus

100 moglich; eine Chebychev-Entwicklung zahlt sich nur dann aus, wenn eine
niedrige Genauigkeit ausreicht. Eine Beschleunigung der Chebychev-Reihe kann
jedoch durch eine geschickte Kombination der erforderlichen Produkte erreicht
werden [152].

3.5 Schlussfolgerung

Der Nutzen kohirenter Uberlagerungen von Quantenzustinden in bestimmten
Quantenalgorithmen ist enorm. Um solche Systeme in optimaler Weise zu steu-
ern, bedarf es eines ebenso enormen Aufwandes. Das Problem sind die exponen-
tiell wachsenden Vektorrdume, die es zu beschreiben gilt. Es wurde gezeigt, dass
eine Beschleunigung des kontrolltheoretischen Algorithmus’ um einen Faktor 500
fiir ein 10 Spinsystem moglich ist [142]. Ermoglicht wurde dies durch eine ganze
Reihe von nun optimierten Matrixroutinen (Tabelle 3.1) und eine weitgehende
Parallelisierung der Matrixoperationen, insbesondere der Matrixmultiplikation.
Diese lasst sich auf zwei Weisen parallelisieren. Die scheibenweise Propagation
ist dabei der baumweisen bei Systemen mit weniger als 10 Spins iiberlegen.
Durch eine Matrixmultiplikation nach Strassen [153] liee sich die elementare Ma-
trizenmultiplikation eventuell noch beschleunigen.

Bisher wurden die einzelnen Teile des Programms separat betrachtet. In einem
nédchsten Schritt konnte es von Nutzen sein, auch das Zusammenspiel mehre-
rer Unterroutinen des Programms gemeinsam zu betrachten. So stellt sich die
Frage, ob es im Zusammenhang mit der Schrittweitenoptimierung moglich ist,
auch andere Unterroutinen fiir die Vorwértspropagation zu nutzen. Da bei gege-
benem Gradienten iiber einen Parabelfit die optimale Schrittweite approximiert
wird, sollte es moglich sein, die jeweiligen Vorwértspropagationen mit einer zu
testenden Schrittweite auch auf einer andere Weise zu berechnen. Da in diesem

Tabelle 3.1: Beitréige parallelisierter bzw. optimierter Matrixoperationen zur Ge-

samtbeschleunigung.
Unterroutine CPU-Zeitanteil gewichteter
1 CPU 128 CPUs Speed-up
maxStepSize 0.9 0.713 521
getGradient 0.091 0.287 52.6
Expm 0.075 0.049 43.0
Propagation 0.01 0.194 6.0
Gradient 0.006 0.044 3.5
Gesamt 1 1 576
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speziellen Fall nur das Endergebnis von Interesse ist, bietet sich eine Parallelisie-
rung in Form eines sogenannten Bindrbaumes [154] an.

Des Weiteren lassen sich, im Falle von heteronuklearen, Ising-gekoppelten NMR-
Spinsystemen eine Reihe von Symmetrieeigenschaften der exponentiell abzubil-
denden Matrix ausnutzen, um diese um einen Faktor 4 zu beschleunigen. Eine
solche Symmetrieanalyse sollte, vor allem bei grofleren Systemen, durchgefiihrt
werden, bevor eine Optimierung gestartet wird.

Durch die Erweiterungen sind die Zeiten fiir Optimierungen auf grofieren Sy-
stemen in einem vertretbaren Bereich angelangt.

Supercomputer-Cluster, wie der HLRB-II, liefern die passende Hardware, um
den optimierten Code anzuwenden [143]. Die bereits vorher bekannten Resultate
fiir minimale Zeiten von diversen Quantenmodulen und deren Zeitkomplexitiaten
kénnen somit auf eine breitere Basis gestellt werden.
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4 Zeitoptimierte Quantengatter auf
supraleitenden Schaltelementen

4.1 Einleitung

Supraleitende Schaltelemente bilden, wie bereits eingangs erwéhnt, einen attrak-
tiven Kandidaten fiir ein skalierbares Setup von Qubits [13]. Da im Festkorper die
Kopplungen der einzelnen Energieniveaus zu den Freiheitsgraden der Umgebung
allgegenwiéirtig sind, bleibt die Kohérenzzeit limitierend, selbst wenn mit den vor-
gestellten Methoden die theoretischen Grenzen erreicht werden kénnen [13]. Die
Herausforderung liegt deshalb darin, Quantengatter in kiirzest moglicher Zeit zu
realisieren, um die Schwelle zur Anwendung von Fehlerkorrekturprotokollen zu
durchbrechen. Dies fiihrt im vorliegenden Fall zu folgenden fundamentalen Fra-
gen:

e Was ist die kiirzeste Dauer fiir ein CNOT aus einem System von zwei gekop-
pelten Josephson-Ladungsqubits? Lassen sich auch Systeme mit 3 Qubits
behandeln und wieviel Zeit gewinnt man auf diese Weise?

e Wie robust sind solche numerisch gefundenen Pulssequenzen gegeniiber
Schwankungen der Systemparameter?

e Inwieweit sind Gattergenauigkeiten und Implementierungszeiten abhingig
von der Anwesenheit naheliegender hoherer Energieniveaus?

e Stort oder fordert eine konstante und vergleichbar starke Kopplung der
Qubits die Realisierung des Gatters und welche Parameter limitieren die
minimale Zeit?

e Welche Eigenschaften muss die néchste Generation von Pulsgeneratoren
haben, um solche Systeme effektiv zu steuern?

Im folgenden Abschnitt sollen diese Fragen durch die Anwendung der numerischen
Kontrolltheorie und analytischer Uberlegungen beantwortet werden. Teile dieser
Arbeit finden sich auch in [155].
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4 Zeitoptimierte Quantengatter auf supraleitenden Schaltelementen

4.2 Hamilton-Dynamik von gekoppelten
Ladungsqubits

Ein praktisch relevantes und illustratives Beispiel stellt ein System von zwei ka-
pazitiv gekoppelten Ladungsqubits dar, welche iiber Gleichstrompulse gesteu-
ert werden. Der prinzipiell unendlich-dimensionale Hilbertraum der Ladungs-
zustinde des Systems kann auf den entsprechenden niederenergetischen Unter-
raum, welcher durch Zusténde mit keiner oder einer Uberschussladung dargestellt
wird, eingeschriankt werden. Diese zwei Ladungszustdnde konnen als Pseudo-Spin
aufgefasst werden. Der auf den Unterraum eingeschrankte Hamiltonian l&sst sich
in zwei Teile, einen statischen Drift- und einen extern steuerbaren Kontrollterm,
aufspalten Hyo; = Hgrift + Heontroi- Diese lassen sich nun wiederum durch Pro-
duktoperatoren ausdriicken:

E, E. E
Harigy = — (— 1) agl) 21— "2sD g1

T o 7
E, E. E
- (T‘i‘ 22) ]l®0£2)—%]l®0'9(61) (41)
LB g @
4 z z )

und

En,
Heontrol = (7”92 + Eclngl> Ugl) ® 1-
(4.2)

Em 5 1% o
777,91 + c2Mg2 ® g,

E,., E., Eso, E;j; und Ejy stellen systemabhéngige Konstanten dar, deren
numerische Werte in der Unterschrift zu Abbildung 4.1 angegeben sind. Diese
Pseudo-Spin-Schreibweise ldsst sich auch auf andere Systeme wie Doppelquan-
tenpunkte oder Flux-Qubits anwenden.

4.3 Kontrollierbarkeit und c¢NOT-Implementierung

Die auftretenden Drift- und Kontrollterme generieren durch Mehrfachkommuta-
torbildung eine su(4)-Lie-Algebra. Das System ist somit voll kontrollierbar. Die

Kontrollamplituden ng, (t), v = 1,2 sind Ladungen, die extern durch Spannungs-
levels V,, (t) kontrollierbar sind. Es besteht folgende lineare Relation: ng, = %,

wobei C' die Kapazitidt und e die Elementarladung darstellt. Sie werden in einem
Zeitintervall ¢ als konstant angenommen. Das System evolviert in einem solchen
Zeitintervall unter dem Hamiltonian Ht(ft) = Hypip+H (El;)nml. Die Herausforderung
liegt nun darin, eine Abfolge von Kontrollamplituden zu finden, die zusammen
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4.3 Kontrollierbarkeit und CNOT-Implementierung

qubit 1: control qubit 2: target
0.2 0.2
= ] I
5 0.1 0.1
g o A | |
k<] 0 0
2
TEl -0.1 -0.1
@
0.2 -0.2
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
time (ps) time (ps)

Abbildung 4.1: Bisher schnellste Zerlegung eines CNOT-Gatters mit den
verfiigharen Kontrollen. Die Gesamtladungen berechnen sich
durch n,, = ng?,) + dng, mit v = 1,2 und né?) = 0.24, nég) = 0.26.
Die auftretenden Energien sind E. = 140.2 GHz, E. = 162.2
GHz, E;; = 10.9 GHz, E;» = 9.9 GHz, und E,, = 23.0 GHz.
Alle Werte wurden in Ubereinstimmung mit [13] gewihlt. Die in
50 Intervalle der Dauer A = t;, = 1.1ps aufgeteilte Pulssequenz
wird durch konstante Balken dargestellt. Die Spurqualitit liegt
bei + }tr{UJargetUT}} > 1—1077. Die roten Linien stellen die ana-

lytischen Kurven aus Gleichung (4.4) dar.

mit dem Driftterm einen Propagator ergeben, der einen maximalen Uberlapp mit
einem gegebenen Zielgatter hat. Damit die Zerlegung des Gatters in eine Abfolge
von Propagatoren Ur := e mHm ... e~ geitoptimiert ist, muss T := Y, t
minimal sein.

Im Folgenden werden die Parameter wie in [13] beschrieben gewéhlt. Abbil-
dung 4.1 zeigt die schnellste Zerlegung eines CNOT Gatters, die durch numerische
Kontrolltheorie gefunden wurde.

Anders als in [13] gentigen 55ps, verglichen mit 255ps, um eine Differenznorm
|Ur — Urarget||l2 = 5 - 107° zu erreichen, was einer Spurqualitidt von 1 — 107°
entspricht. Abbildung 4.2 illustriert die Wirkung der Pulssequenz bei Anwen-
dung auf verschiedene Anfangszustinde. Dies geschieht durch eine Abbildung
der Zustédnde auf die lokalen Blochsphéren. In dieser Darstellung lassen sich die
erhaltenen Resultate teilweise physikalisch interpretieren: Aufgrund der Zerle-
gung des effektiven Hamiltonians des ¢CNOT-Gatters in verfiighare Kontroll- und
Driftterme ldsst sich erkennen, dass neben einer 7/2 Rotation unter dem Kopp-
lungsterm (o, ® 0,)/2 mit einer Dauer von 21.7ps, auch zwei 7/2 Rotationen
um lokale Achsen des Drifthamiltonians o, /2, der Linge 25.3ps, benétigt wer-
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Abbildung 4.2:

.
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’///”’lf;“‘?‘\k‘“\%
i
LTRSS

18
S—7 X

(a) Zeitliche Entwicklung des separablen Zustands |©(0))
|0) |0}, welcher unter der optimierten Pulssequenz zu |©(0))
|0) |1) evolviert. Die gesamte Evolution 0 < ¢ < T, mit T' = 55ps,
wird durch die reduzierten Dichtematrizen trz(|O(t)) (©(t)]) (lin-
ke Kugel) und trs(|O(t)) (©(¢)|) (rechte Kugel) dargestellt. Die
Auflosung des Gitternetzes auf den Kugeln betrdgt 10°. Auf der
linken Seite ist zudem eine vergroferte Ansicht des Nordpols der
linken Kugeln zu sehen. (b) Zeitliche Entwicklung des verschrink-
ten Zustands [P, ) = %(|00)+|11>). Nach Anwendung des CNOTS
liegt ein separabler Zustand %(|01)—|—|11>) = %(|O>+|1>) |1) vor.
Der Grad an Verschréanktheit lédsst sich durch die Ndhe zum Zen-
trum der Kugel angeben: maximal verschrankte Zustédnde liegen
genau im Zentrum, wahrend separable Zustédnde auf die Ober-
fliche der Kugel projiziert werden. Auf der linken Seite findet sich
eine Vergroflerung der dquatorialen Scheibe der linken Kugel.

den. Die Tatsache, dass die lokalen Operationen auf einzelnen Qubits eine mit der
Kopplungsevolution vergleichbare Zeit benttigen, steht dem Setting in der NMR-
Spektroskopie, im Falle vollstéindig heteronuklearer Systeme, gegeniiber. Fiir sol-
che NMR-Spinqubits sind lokale Operationen quasi unendlich schnell durchfiihr-
bar. Das trifft fiir Josephson-Ladungsqubits nur auf die Kontroll-o.-Terme zu.
Nehmen wir nun vereinfacht an, dass nur die beiden lokalen 7/2 — o,-Pulse zeit-
limitierend sind, dann kann die minimale Zeit nie kiirzer als 50.6ps sein. Die sig-
moidale Verzerrung der Trajektorie in Abbildung 4.2(a) kostet aufgrund schneller

56



4.3 Kontrollierbarkeit und CNOT-Implementierung

Z N
%’ ]l
7

SS

7 i ;\\Q§ == N~ 7 NS
(LSRN (AR
g sammnnntsy g_.'.l..'gl qus
X g x WA
/ \tx
NN

v

Abbildung 4.3: (a) Zeitliche Entwicklung des separablen Zustands |©(0)) =
|0) |0) und (b) des verschrankten Zustands |®,) = %(\O(D +11))
unter den in [13] angegebenen Pulsen. Die Trajektorie in (a)
vollfiithrt zwei komplette Umrundungen der Blochkugel, bevor sie
in der Nédhe des Siidpols zum Erliegen kommt. Die Diskretisie-

rung des Gitternetzes betragt 10° und 1° fiir den vergroéferten
Ausschnitt links oberhalb der rechten Kugel.

o,-Kontrollen keine zusétzliche Zeit. Verglichen mit den 255ps aus [13], ist unsere
Pulssequenz mit 55ps nahe an der unteren Schranke des Zeitminimums. Die Wir-
kung der Pulse in [13] ist in Abbildung 4.3 dargestellt. Die Trajektorie enthélt
mehrere Umrundungen der Blochkugeln bevor der gewiinschte Zielzustand er-
reicht wird und ist somit von einer Geodéte weit entfernt.

Eine weitere Visualisierung komplementéar zu den lokalen Blochkugeln, stellt
die Weyl-Kammer in Abbildung 4.4 dar [156]. In ihr wird lediglich die Kopp-
lungsevolution im Quotientenraum G/K = SU(4)/SU(2)®? dargestellt, wobei
G den Propagator der Pulssequenz bei einer bestimmten Zeit >, | ¢ darstellt.
Wihrend fiir zwei NMR-Spinqubits die Kopplungsevolution zeitlimitierend und
die Trajektorie somit eine Geodéte (in der Weyl-Kammer eine gerade Linie) in
G/K ist, sind bei Ladungsqubits die Zeitskalen lokaler und nicht-lokaler Opera-
tionen vergleichbar. Deshalb ergibt sich fiir die optimierte Pulssequenz eine leicht
gekriimmte Trajektorie, wéhrend sie fiir die Pulse aus [13] mehrere Male hin und
her wandert.

Weiter ist zu beobachten, dass die erhaltene Pulssequenz palindromisch ist. Es
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4 Zeitoptimierte Quantengatter auf supraleitenden Schaltelementen

(a)

(m,0,0)

Abbildung 4.4: Kopplungsevolution unter den optimierten Kontrollen von Abbil-
dung 4.1, dargestellt in der Weyl-Kammer. Da lokale und nicht-
lokale Anteile des Gesamthamiltonians auf der gleichen Zeitskala
liegen und die Zeit fiir einen lokalen 7/2 — o,-Puls zeitlimitierend
ist, nimmt die Kurve eine von der Geodéte leicht abweichende
Form an, welche bei (7/2,0,0) endet. Dies ist auch zu erwar-
ten, da ein CNOT eine Kopplungsevolution unter (o, ® 0,)/2 mit
Drehwinkel 7/2 benétigt. Im Gegensatz dazu zeigt die Trajektorie
unter dem Puls aus [13] eine von der Geodite stark abweichende
Form, ohne 7/2 am Ende exakt zu erreichen.

besteht also eine Achsensymmetrie der Kontrollamplituden um ¢ = 7'/2. Daraus
lasst sich in diesem speziellen System ein Zusammenhang zwischen selbst-inversen
Gattern der generellen Zeit-Phasen-Umkehr-Symmetrie herstellen.

Allgemein gilt, dass eine beliebige Abfolge lokaler Operationen e~z ¢~y g=itz0=
sich durch jede Abfolge von 1. Transposition, 2. Zeitumkehr und 3. Umkehr der
Phase der o,-Terme invertieren ldsst.

e*itzoz e—itycry 6—itza-z

Transposition l
e—itz o eity oy e—itw O
Zeitumkehr ! (4.3)
eitz o e—itycry eitzaz
Phasenumkehr l
eitz o eity oy eitzaz

Da die verschiedenen Teile des gesamten Hamiltonians (s. Gleichung (4.1) und
(4.2)) allesamt reell-symmetrisch sind, ergibt sich derselbe Propagator, egal ob
die Pulssequenz vorwérts oder riickwarts angewendet wird. Dies gilt, weil die Um-
kehrung der Reihenfolge einer Transposition gleichkommt und das cNOT-Gatter
selbst-invers ist. Die beiden Effekte heben sich also auf.

Da die Pulssequenz palindromisch ist, ldsst sie sich als reine Cosinus-Reihe
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4.4 Robustheit und unerwiinschte Uberginge

schreiben und so einfach darstellen

Ngy(t) = Za,,(ﬁ) Ccos (27T€t _TT/2) : (4.4)

=0

20 Komponenten reichen aus, um eine geniigend hohe Qualitéit zu ergeben.
Alternativ konnen die Pulse auch von Gaufipulsen, Single-Flux-Quantum-Pulsen
(SFQ) oder schnellen SFQ-Pulsen generiert werden, wobei die Kopplungsstérke
die minimale Dauer der Pulse festlegt.

Sei F},. die Qualitdt des Gatters der Dauer T', und 75 die zum System gehoren-
de Relaxationszeit. Unter der Annahme unabhéngiger Fehler ergibt sich ¢ =
F,.e T/ wobei ein Wert von 1 — 10~* als Grenze zur Anwendung von Fehler-
korrekturprotokollen angesehen wird. Mit der hier vorgestellten Pulssequenz wird
ein Gesamtfehler von 1 — ¢ = 0.0055 erreicht, verglichen mit 1 — ¢ = 0.5917 fiir
die entsprechende Sequenz aus [13].

4.4 Robustheit und unerwiinschte Uberginge

Die numerisch optimierten Pulse weisen nach einer Fourier-Transformation ei-
ne relativ schmale Bandbreite auf (s. Abbildung 4.5, Kurve an der hinteren
Wand). Diese schmale Bandbreite erlaubt eine selektive Anregung der erwiinsch-
ten Ubergiinge zwischen dem Zustand mit keiner (0) und einer (1) Uberschus-
sladung im Josephson-Ladungsqubit. Dadurch wird zudem eine hohe Qualitét
gewdhrleistet, selbst wenn weitere hoher- oder niederenergetische Zusténde, z.B.
die Zustdnde mit —1 und 2 Uberschussladungen, mit einbezogen werden. Um
dies zu iiberpriifen, wird die Pulssequenz auf ein, um diese Zustéinde, erweiter-
tes System angewendet. Aus den elementaren 2-Level-Systemen werden nun 4-
Level-Systeme. Das 2-Qubit-CNOT wird also in eine SU(4?) eingebettet. Der nun
generierte Propagator liefert bei der Projektion auf das ebenfalls eingebettete
CNOT-Gatter immer noch eine Qualitdt von > 0.99. Ebenso verlassen die Zu-
standstrajektorien der kanonischen 2-Qubit-Basisvektoren kaum den Unterraum
{]0) ,|1)}: Zu keiner Zeit iibersteigt die Projektion in den unerwiinschten Unter-
raum 0.6%. Eine Optimierung unter Einschluss dieser Leakage-Zustinde konnte
die Qualitdt weiter verbessern. Das Zustandekommen dieser hohen Qualitét, wie
in Abbildung 4.5 gezeigt, kann erklart werden: Dazu setzt man die limitierte
Bandbreite mit den Ubergéingen zwischen den Eigenzustinden des lokalen An-
teils des Drifthamiltonians der einzelnen Ladungsqubits in Beziehung zueinander.
Der lokale Anteil aus Gleichung (4.1) ergibt sich zu

En E E
En  Ea\ w _ Ew
<4+2)02 9 7%

Hdrift,lokalu = -

mit v € {1,2}.
Wiihrend die einfachen Ladungsiiberginge |—1) < |0), |0) < |1) und [1) < |2)

99



4 Zeitoptimierte Quantengatter auf supraleitenden Schaltelementen
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Abbildung 4.5: Spektroskopische Erklarung fiir die hohe Qualitéit der optimier-
ten Pulse unter Einschluss von hoher- und niederenergetischen
Zustianden: Der spektrale Uberlapp des Fourier-transformierten
zeitlichen Verlaufs der Kontrollamplituden (rechte hintere Wand)
aus Abbildung 4.1 mit den Differenzen der Energien der entspre-
chenden einfachen Uberginge (durchgezogene Linien am Boden)
ist, bei den verwendeten Kontrollamplituden, fiir Ubergénge vom
Arbeitsunterraum {|0) ,|1)} in den Leakageunterraum {|—1),[2)}
klein. Der spektrale Uberlapp fiir zweifache Ubergiinge (unter-
brochene Linien am Boden) ist grofler, diese sind jedoch ver-
boten. In der 3D-Darstellung sind die Ubergangsmatrixelemen-
te vom Arbeitsraum in den Leakageraum |(y;|H.1;)|* darge-
stellt, wobei H.(dng,) den erweiterten Hamiltonian darstellt, wel-
cher auch auf dem Leakageraum operiert: Nur die erwiinschten
Arbeitsiibergénge im Arbeitsraum (blaue durchgezogene Linien)
haben nennenswerte Wahrscheinlichkeitsamplituden und einen
spektralen Uberlapp mit der Anregungsbandbreite.

erlaubt sind, trifft das nicht fiir die zweifachen Ladungsiiberginge |—1) < |1)
und |0) « |2) zu. Der spektrale Uberlapp mit diesen unerwiinschten einfachen
Ubergingen ist jedoch klein, wohingegen der mit dem Ubergang der erwiinschten
Arbeitslevels, sprich den Qubitzustinden |0) < |1) grof} ist. Ein weiterer starker
Uberlapp tritt nur noch bei den sowieso unerlaubten zweifachen Ubergéngen auf.
Einfache spektroskopische Uberlegungen unterstreichen somit die hohe Qualitét
der Pulssequenz.

Eine auffallende Robustheit weist die Pulssequenz gegen +5% -Variationen der
Tunnelfrequenzen E;; 2 und des Kopplungsterms F,, auf. Diese experimentellen
Parameter variieren durch nicht exakt reproduzierbare Oxidation der Josephson-
Kontakte und miissen fiir jedes Setup individuell spektroskopisch bestimmt wer-
den, wobei der Messfehler 5% nicht iiberschreiten sollte. Weiter ist die Pulsse-
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4.5 Ansatz einer analytische Losung fiir das CNOT auf 2 Ladungsqubits
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Abbildung 4.6: (links) Qualitdten der Pulssequenz aus Abbildung 4.1, fiir den
Fall variierender experimenteller Parameter E,, und E; aus Glei-
chung (4.1) und (4.2). (rechts) Qualitdten unter Gau’schem Rau-
schen auf den Kontrollamplituden und der Dauer der Zeitinter-
valle t. Die Standardabweichungen von 20 /A und 204y,,/amp
reichen von 0 bis 5%. (A ist wie in Abbildung 4.1 definiert und
amp entspricht den Amplituden ngy,.) Jeder Datenpunkt ist der
Mittelwert aus 25.000 Monte Carlo Simulationen.

quenz gegen Gaufi’sches Rauschen auf den Kontrollamplituden und der Dauer
der einzelnen Intervalle relativ resistent. Alle Daten sind in Abbildung 4.6 zu-
sammengefasst.

4.5 Ansatz einer analytische Losung fiir das CNOT
auf 2 Ladungsqubits

Der folgende Abschnitt gilt nur fiir die speziellen Bedingungen, die bei 2 gekop-
pelten Ladungsqubits auftreten. Das CNOT besitzt aufgrund seiner Struktur

1 0 0 0
01 0 0

ONOT = | o 0 0 1 =1 ®do,
0010

eine leicht zu erkennende SU(2)-Symmetriegruppe, die auf den ersten beiden
Diagonaleintrigen operiert: S = {g® 1| g€ U(2)} .
Es gilt also, mit s € S:

$-CNOT - s' = CNOT . (4.5)

'Es gilt sogar S = {g ® 1| g € G1(2)}, was aber keinen Nutzen fiir die Implementierung hat.
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4 Zeitoptimierte Quantengatter auf supraleitenden Schaltelementen

Wenden wir nun die Symmetriegruppe, bzw. eine ihrer Untergruppen, auf die ein-
zelnen kommutierenden Komponenten des ¢NOT-Hamiltonian an. Der effektive
Hamiltonian errechnet sich mit CNOT = e~ "ot zu Hoor = 5 (I, + Loy — 201, 15,).
Wir erhalten dann, mit 5(8) € {g® 1| g € e v} und 3 = m/2:

S(m/2)1.3(m/2)t = I
$(m/2)[,5(m/2) = %
$(m/2) (=21 1,)5(m/2)T = 3
Vergleichen wir nun die rechte Seite von Gleichung (4.6) mit den Drift- (vgl.
Gleichung (4.1)) und Kontrolltermen (vgl. Gleichung (4.2)). Man erkennt, dass 3

von 4 Terme auftreten. Entlang dieser Linien sollte sich eine analytische Losung
des ¢NOT auf solchen Systemen konstruieren lassen.

1z
([2m - I2z - 2]1,2]2x - 2112122) (46)
(12:(: + IZZ - 2112121‘ + 2112122)

4.6 TorroLi-Gatter fiir 3 linear gekoppelte
Ladungsqubits

In einem System von drei linear gekoppelten Ladungsqubits lassen sich weitere
interessante Gatter untersuchen. Um die Beschleunigung der Realisierung und
die damit einhergehenden Effekte zu demonstrieren, wurde als Beispiel ein per-
mutiertes TOFFOLI-Gatter gewéahlt. Hierbei ist das Target-Qubit in der Mitte.
Die optimierte Pulssequenz ist in Abbildung 4.8 zu sehen. Die Zerlegung eines
TorroLI-Gatters, bei dem das mittlere Qubit als Target-Qubit dient, bené6tigt 9
nichtlokale Operationen. Eine Zerlegung in lokale Operationen und CNOTs ist in
Abbildung 4.7 dargestellt.

Vergleicht man nun die Dauer der zeitoptimierten Realisierung durch den Kon-
trollalgorithmus mit den netzwerksynthetischen Zerlegungen, unter Vernachléssi-
gung der o,-Rotationen, die auf den verschiedenen Realisierungen des CNOTs
beruhen, erhélt man ein Speed-up von 2.8 bzw. 13, falls das optimierte CNOT
aus Kapitel 4.3, respektive das urspriingliche ¢NOT aus [13], verwendet wird.
Verwenden wir die Qualitdten, die unter realistischen Bedingungen, also mit
Relaxation, erreicht werden konnen, lassen sich die Fehlerraten berechnen: Sie

B
—— = —{er5—2) 2] (B——{a—
—— B =)

Abbildung 4.7: Zerlegung eines TOFFOLI-Gatters in 9 ¢NOTs und 8 lokale Ope-
rationen. Diese sind A = e "2R:e 7"l B = '3l O = i3l
und E = e~*711=. Die auftretenden lokalen Gatter haben folgende
Eigenschaften: A-B-C=1und A-0,-B-0,-C =io, .
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4.7 Schlussfolgerung
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Abbildung 4.8: Schnellste numerisch erhaltene Sequenz fiir ein TOFFOLI-Gatter
auf einer linear angeordneten Kette von Josephson-Qubits. Die
Qualitét betrégt %}tr{UJargetUT}‘ > 1 —107°. Parameter: néq) =
0.24, n'y) = 0.26 und n) = 0.28; E,; = 140.2 GHz, E,, = 120.9
GHz und E.; = 184.3 GHz; E;; = 10.9 GHz, E;, = 9.9 GHz und
EJ3 =94 GHZ 3 Eml,m2 =23.0 GHZ

ligen bei 1 — (0.9945)° = 0.00483 bei Verwendung der optimierten CNOTSs bzw.
1 — (0.4083)? = 0.9997 bei Verwendung der CNOTs aus [13]. Die direkte Reali-
sierung des TOFFOLI, ohne den Umweg iiber die Zerlegung in lokale Gatter und
CNOTs hingegen hat eine Fehlerrate 1 — 0.99999 - ¢~18%s/10ns — (0178, wenn
fiir den Moment angenommen wird, dass die 75 Relaxationszeit auch in diesem
System 10ns betrégt.

4.7 Schlussfolgerung

Die Eigenschaften der néchsten Generation von Pulsgeneratoren sind wohl fiir
die Realisierung skalierbarer Quantencomputer auf der Basis von supraleitenden
Josephson-Kontakten am wichtigsten. Nach [157] ist eine Fehlerrate von maximal
10~* erlaubt, damit Fehlerkorrekturprotokolle gewinnbringend eingesetzt werden
konnen. Das Ziel solch hohe Gesamtqualitdten zu erreichen, léasst sich durch die
Kombination verschiedener Ansétze erreichen:

1. Bekdmpfung der Dekohérenz

2. schnellere Realisierung der Gatter
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4 Zeitoptimierte Quantengatter auf supraleitenden Schaltelementen

3. Erhchung der Qualitéit der Gatter

Die letzten beide Punkte sind fiir das spezielle Setup 2 bzw. 3 Ladungsqubits
zumindest theoretisch abgedeckt.

zu 1. Die heute bekannten Josephson-Elemente haben bereits eine lange Erfolgsge-
schichte der Hardwareoptimierung hinter sich. Die Dekohérenzzeiten sind somit
bereits nahe ihrem theoretischen Limit. Sie variieren zwischen 0.5ns und 2.5ns
fiir gekoppelte Systeme und 10ns fiir einzelne Qubits. Beide lassen sich durch
Echo-Techniken weiter verlangern, was auf 1/f-Rauschen als begrenzenden Fak-
tor hindeutet. Weitere Verbesserungen lielen sich durch das Arbeiten mit Mikro-
wellenpulsen erreichen. T5-Zeiten werden hier auf Kosten langerer Pulse kiirzer.
Da unser Verfahren es erlaubt beide Techniken mit aufzunehmen, basiert die
technologische Abschéatzung des folgenden Abschnitts auf dem optimistischen T5-
Wert von 10ns, was erreichbar erscheint, wie bereits in [13] beschrieben.

zu 2. Die derzeit verfiigbaren Pulsgeneratoren sind zu langsam, um das Potential
des experimentellen Setups voll auszuschépfen: Innerhalb von 10ns Relaxations-
zeit konnen nur 40 ¢NOTs der Dauer 255ps ausgefithrt werden. Dem stehen 200
zeitoptimierte CNOTs gegeniiber.

zu 3. Um in zukiinftigen Experimenten hohe Qualitéten zu erreichen, wird es not-
wendig sein, die Systemantwort des jeweiligen Setups auf einzelne Pulse, sowie
auf Pulssequenzen genau zu kennen. Ist die Systemantwort hinreichend bekannt,
kann sie ohne Probleme mit in die Optimierung aufgenommen werden. Die Qua-
litdt der Gatter ist dann abhéngig von der Stabilitdt des Systems.

Da, bei kleinen Systemen innerhalb kurzer Zeit, theoretisch Qualitdten bis zu
1 — 107 erreichbar sind, ist die Dekohirenz der einzig limitierende Faktor.
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b Zeitoptimierte Quantengatter auf
Spin-%-Systemen

5.1 Einleitung

Die minimalen Zeiten, ein Quantengatter zu implementieren, héngen sowohl von
der spezifischen Kopplungsart, -stirke und -topologie, als auch vom Verhéltnis
der charakteristischen Zeitskalen von lokalen und nicht-lokalen bzw. statischen
und kontrollierbaren Operationen ab. Setzt man die minimalen Zeiten in Relati-
on zu der Anzahl der Qubits, erhéilt man die derzeit besten oberen Abschéitzungen
fiir die wirklichen Zeitkomplexitaten der Quantengatter [76,80,83]. Weiter wird
gezeigt, dass, aufgrund unterschiedlicher Zeitskalen fiir lokale und nicht-lokale
Kontrollen sowie unterschiedlicher Topologien, welche unterschiedliche Grade an
Quantenparallelisierung erlauben, keine einfache Ubersetzung der Gatterkomple-
xitdt in die Zeitkomplexitét besteht.

Dies soll kurz an einem einfachen Beispiel erlautert werden. Vergleichen wir hierzu
zwei unterschiedliche Systeme, auf denen zwei Gatter ausgefiithrt werden sollen.
System-1 soll ein schwach gekoppeltes Qubitpaar (Hy; = 2z) sein, System-II
ein stark gekoppeltes Paar (Hy;r = zx + yy + zz). Auf beiden Systemen sind
zusitzlich alle lokalen Operationen erlaubt. Beide Systeme sind voll kontrollier-
bar. Auf beiden soll nun jeweils ein CNOT und ein SWAP implementiert werden.
Zur Implementierung des SWAP betrachten wir folgende Identitét:

N
N

Wir erkennen daraus bereits, dass die Gatterkomplexitit des SWAP (in CNOTS
zerlegt) kleiner oder gleich 3 ist. Aus [76,77] folgt, dass genau 3 freie Evolutionen
der Dauer % benotigt werden, was exakt 3 CNOTs entspricht. Ein Elementargat-
ter soll einer Evolution des Drifthamiltonians mit Drehwinkel & (lokal dquivalent
zu einem CNOT im schwach gekoppelten System) entsprechen. Die Ergebnisse

sind in Tabelle 5.1 zusammengefasst.
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5 Zeitoptimierte Quantengatter auf Spin—%-Systemen

Tabelle 5.1: Vergleich der Gatterkomplexitdt und der minimalen Zeiten 7 bei der
Implementierung eines CNOTs und eines SWAPs auf zwei unterschied-
lichen Qubitsystemen. Wihrend im schwach gekoppelten System-I
ein Bezug zwischen Gatter- und Zeitkomplexitédt besteht, ist dies
im stark gekoppelten System-II nicht der Fall. Eine Zerlegung des
CNOTs im stark gekoppelten System verldauft {iber zwei Evolutionen
mit Drehwinkel 7.

* *
T TIr
1 1
CNOT 27 57
3 1
SWAP 27 27

5.2 Systembeschreibung

Im Folgenden werden NMR-Spinsysteme betrachtet [133,158-161]. Um zu garan-
tieren, dass alle Quantengatter realisiert werden kénnen, dass das System also
voll kontrollierbar ist, geniigen einige wenige Voraussetzungen: (1) alle Spins sind,
mit Pulsen, einzeln adressierbar und (2) alle Spins bilden ein zusammenhéngen-
des Kopplungsnetzwerk.

Der Systemshamiltonian nimmt fiir ein Zeitintervall ¢; folgende Form an:

Y = Hy+ Y uP " (5.1)
J

wobei u; die Amplitude des entsprechenden extern steuerbaren Kontrollterms
und H,; den statischen Driftterm des Systems darstellt. Im Falle von NMR-
Spinsystemen werden Pulse durch Paulimatrizen dargestellt. Der Driftterm setzt
sich wie folgt zusammen:

Hd - 71-% Z Jx,ﬁm Oty @ Oy + Jy,Zm Oy X Omy + Jz,Zm Opz @ Oz (52)

<m

Sind, wie im angenommenen Fall, die Unterschiede zwischen den einzelnen Ei-
genfrequenzen ) der Kerne, verglichen mit den Kopplungskonstanten (|.Jp,| <
1920 —Q,,]) groB so, reduziert sich der Kopplungstyp. Die planaren Anteile konnen
vernachléssigt werden. Wenn nur longitudinale, also 0y, ®0,,.- oder kurz zz-Terme
vorkommen, spricht man von einer skalaren Ising-Wechselwirkung.

Ist es nun moglich durch Mehrfachkommutatorbildung aus Drift- und Kon-
trolltermen ({Hy} U {H,}) alle Elemente der Lie-Algebra zu erzeugen, ist das
vorliegende System voll kontrollierbar.
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5.2 Systembeschreibung

Globale Phasenfaktoren

Es ist moglich, dass sich zwei Propagatoren U; und U, nur durch einen globalen
Phasenfaktor unterscheiden, also U, = e~»U, gilt. Bei Anwendung auf einen Zu-
stand |t)y) erhalten wir demnach entweder Uj [10g) = [11) oder Us |[tg) = [1h2) =
e~ |31). Diese sind jedoch durch Messungen nicht von einander zu unterschei-
den. Weiter sieht man bei der Evolution eines Dichteoperators unter diesen Pro-
pagatoren, dass bei beiden derselbe Endzustand erreicht wird. Deswegen spielt
es fiir einen Quantenalgorithmus keine Rolle, ob der eine oder andere Propa-
gator implementiert wird. Da die Evolution des Quantensystems im Falle von n
Spin—%—Teilchen durch die Algebra der spurlosen, hermitschen Operatoren, su(2")
beschrieben wird, sind jedoch nicht beliebige Phasenfaktoren erlaubt. Nur solche
Phasenfaktoren kénnen realisiert werden, deren Propagatoren eine Determinante
von +1 aufweisen. Dies gilt fiir alle

Zy = {1y |p=0,1,...,N —1} . (5.3)
Sie bilden die grofite abel’sche Untergruppe der SU(2"), die mit allen anderen
Gruppenelementen kommutiert, und somit das Zentrum der Gruppe. Die Dimen-
sion des Zentrums ist .
Fiir ein gegebenes Quantengatter ergeben sich somit /N verschiedene Realisie-
rungen mit den Phasen

2
¢p€{¢0+wp‘p:0,1,...,]\7—1} , (5.4)

wobei ¢ € [0, 7] den kleinsten Winkel darstellt, so dass det{e’°Ug} = +1 gilt.
Wie bereits erwihnt, sind die Effekte globaler Phasenfaktoren nicht messbar.
Jedoch spielen sie eine Rolle, wenn es darum geht Implementierungen von Quan-
tengattern minimaler Dauer zu finden. Als ein Beispiel diene folgende Aquivalenz:

LT LT
_Zgolz®0'mz — 6256_

. i%(crgz®]l+]l®0m2) . (55)

Der linke Teil der Gleichung stellt eine nicht-lokale, im NMR-Fall, langsame
Kopplungsevolution dar, wihrend auf der rechten Seite nur lokale, im NMR-
Fall, schnelle Pulse und ein Phasenfaktor auftreten. Der gleiche Propagator ist
somit auf zwei Weisen realisierbar, die sich in ihrer Dauer, im NMR-Fall, dra-
stisch unterscheiden. Die Beziehung aus Gleichung (5.5) gilt allerdings nur fiir die
spezielle Wahl des Drehwinkels 7 fiir die Evolution unter oy, ® 0,,,.. Ein weiteres
Beispiel sei die Implementierung der QFT auf einem linearen 3 Spinsystem.

Da, wie in Abbildung 5.1 gesehen, fiir unterschiedliche Phasenfaktoren unter-
schiedliche minimale Zeiten der Implementierung nicht auszuschlieBen sind, muss
das Quantengatter mit allen erlaubten Phasenfaktoren optimiert und aus diesem
Satz von Ergebnissen der mit der kleinsten Zeit ausgewéhlt werden. Dies ent-
spricht N separaten Optimierungen. Im Fall schneller Pulse lassen sich jedoch
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5 Zeitoptimierte Quantengatter auf Spin—%-Systemen

bereits hier N/2 Phasenfaktoren vermeiden, weil der Phasenfaktor —1 in Nullzeit
realisierbar ist, vgl. Gleichung (12.5) bzw. (7.16):

eI — 6—227TO'[Z/2 — 6—227T1z =1 . (56)

Auch bei anderen physikalischen Systemen, bei denen die Zeitskalen von Drift-
und Kontrolltermen nicht {ibereinstimmen, werden Unterschiede in den Zeiten
auftreten. Ein Beispiel dafiir stellen die Josephson-Elemente dar.

0.98}

—~ ~—~~
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A I
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c 0.94+ 3
=] o]

0.92f

0.9 1:5 é 2:5 1:5 é 2j5
time [1/J] time [1/J]

Abbildung 5.1: Abhéngigkeit der minimalen Gatterdauer von der globalen Pha-
se am Beispiel der Realisierung der QFT auf einem L3 Ising-
Kopplungsnetzwerk. (a) gibt die Qualitit gegen die Zeit an,
(b) die Abweichung von 100% gegen die Zeit in semilogarithmi-
scher Darstellung. Die rechte Kurve (e) zeigt jeweils die speziell
unitiare Implementierung der QFT mit der kleinsten globalen Pha-
se ¢g = %. Die Zeit, um eine Qualitdt > 0.99999 zu erreichen,
betrigt 2.53 J~1. Die linke Kurve (o) zeigt die schnellste Tmple-
mentierung mit einer globalen Phase von ¢; = ?—g Eine Qualitéat
von > 0.99999 wird nach 2.05 J~! erreicht. Die Dauer lokaler Kon-
trollen wird als vernachléssighar angenommen. Der zeitraubende
Anteil entféllt somit auf die Kopplungsevolution.
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5.3 Anwendungen

5.3 Anwendungen

Der Einfachheit halber werden in den folgenden Beispielen alle Kopplungskon-
stanten gleich gesetzt, was es ermoglicht, die Zeiten in Einheiten von J~! anzuge-
ben. Der Algorithmus ist auch in der Lage mit ungleichen Kopplungskonstanten
zu arbeiten, wie sie in Experimenten vorkommen.

5.3.1 Zeitoptimierte QFT auf linearen Spinketten

Die Quanten-Fourier-Transformation (QFT) ist der zentrale Baustein aller Quan-
tenalgorithmen vom abel’schen HiddenSubgroup-Typ [111,162]. Neben ihrer Be-
deutung fiir Quantenalgorithmen besitzt die QFT jedoch noch eine weitere Eigen-
schaft, die sie fiir die Quantenkryptographie interessant macht!.

Die Zeit, die benotigt wird, um die QFT auf einem n-Qubit System zu imple-
mentieren, hiangt von der Topologie des Kopplungsnetzwerkes ab. Abbildung 5.2
zeigt einige Topologien und die dazugehorigen numerisch gefundenen minimalen
Zeiten fiir die Implementierung der QFT.

4
1 4
o A T e
2 3 2 3 172734
K S C

4 4 4 I'4

T [1/] 1.75 3.05 3.11 3.15

Abbildung 5.2: Minimale Zeiten der Realisierung der QFT auf verschiedenen To-
pologien. Die vier zusammenhéngenden Graphen mit 4 Punkten
stellen Kopplungsnetzwerke mit paarweisen Kopplungen (Kan-
ten) zwischen 4 Qubits (Ecken) dar. Die Werte sind auf 0.01 J~*
gerundet.

Die Kopplung aller Qubits untereinander entspricht einem kompletten Kopp-
lungsgraphen K,,. Dieser erlaubt eine schnelle Implementierung, wohingegen eine
Kette gekoppelter Spins L, nur eine langsamere Implementierung zulésst. Die
minimalen Zeiten hdngen auch von der Anordnung der Spins ab, da verschiedene
Permutationen zeitraubende SWAP-Operationen zur Folge haben. Im kompletten

'Die Spaltenvektoren der Matrix bilden eine sogenannte Mutually Unbiased Bases oder kurz
MUB [163-165]. Verglichen mit der Standardbasis besitzen alle Vektoren einen Uberlapp
von \/—% Einer potentiellen dritten Person wird es bei Unkenntnis der Basis, in welcher

ein Qubit verschickt wird unmdoglich gemacht, die Nachricht abzuhéren und zum anderen
werden die kommunizierenden Parteien auf die abgehorte Kommunikation aufmerksam.
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5 Zeitoptimierte Quantengatter auf Spin—%-Systemen

Graphen lisst sich die minimale Zeit in Einheiten J~! als Funktion der Anzahl
der Qubits ausdriicken [168,169]:

(n)/J = im +3). (5.7)
Die abschlieSlenden SwAP-Operationen sind fiir den konstanten Term verantwort-
lich. Fiir komplette Kopplungstopologien ist der Gewinn, der durch numerische
zeitoptimierte Kontrolle erreicht wird, eher gering. Was darauf schlieflen lésst,
dass die Standardzerlegung der QFT nahe am Optimum ist: Da alle notwendi-
gen Kopplungen vorhanden sind, ist es nicht erforderlich eine indirekte Kopplung
zeitaufwendig zu simulieren. Der Zeitgewinn der numerischen Ergebnisse ist, ver-
glichen mit Standardzerlegungen, auf linearen Kopplungstopologien L,, deutlich
grofler, wie in Abbildung 5.3 und Tabelle 5.2 zu sehen ist: fiir sechs Qubits sind die
numerisch gefunden Zeiten achtmal, bei sieben Qubits sogar neunmal schneller.
Die numerischen Resultate lassen sich durch eine Ausgleichsgerade approximie-
ren, die dann unter Vernachléssigung der Werte fiir 2 und 7 Qubits folgende Form
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Abbildung 5.3: (a) Gatterkomplexitdt der QFT auf einer linearen Kopplungs-
topologie L, fiir die Standardzerlegung (e) [166] und optimierte
skalierbare Zerlegung (A) [167]. (b) Zeitkomplexitdten derselben
QFT. Die oberen Kurven zeigen die analytischen Zeiten der Stan-
dardzerlegung (e) [166] und die optimierte skalierbare Zerlegung
(a) [167]; (A) zeigt eine optimierte (d.h. nicht skalierbare) fiinf
Qubit Zerlegung [167]. Die untere Kurve zeigt die Resultate der
minimalen Zeiten, die durch numerische Kontrolltheorie erhalten
wurden. Weitere Details s. Tabelle 5.2.
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Tabelle 5.2: Zeiten und Speed-up der QFT auf einer linearen Spinkette L,,. Ver-
glichen werden die analytischen Zeiten fiir die Zerlegung in Stan-
dardgatter nach [166], die Zeiten einer optimierten Zerlegung nach
[167] (nicht skalierbare 5-Qubits-QFT (in Klammern)) und die oberen
Grenzen der minimalen Zeiten durch numerische Kontrolltheorie.

Qubits stand. QFT Blais best Ergeb. Speed-ups

T [1/J] T [1/J] T [1/J] stand. Blais
2 1.75 1.75 1.25 1.40 1.40
3 8.13 5.13 2.05 3.94 2.50
4 17.56 8.50 3.15 5.58 2.70
5 30.03 11.88(8.81) 4.30 6.98  2.76(2.05)
6 45.52 15.25 5.43 8.38 2.81
7 64.01 18.63 7.47 8.57 2.49

annimmt:
Tre(n)/J = 1.1290n — 1.3480 (5.8)

Die Summe der Fehlerquadrate ist 4.70-10~* und der y2-Wert liegt bei 8.33-107°.

Eine noch schnellere Standard- Realisierung lésst sich erzielen, wenn man eine
Permutation der Qubits am Ende der QFT zulésst. Diese Tatsache nutzen Blais
und Fowler bei ihren Realisierungen [167,170].

5.3.2 Zeitoptimierte ¢ 'NOT auf kompletten Spinnetzwerken

Ein weiteres Beispiel wichtiger Quantenoperationen stellen vielfach kontrollierte
NOT-Operationen ¢" !NoTs dar. Vor allem bei der Kodierung von Quanten-
zustédnden finden sie ihre Anwendung [172]. Eine weitere Anwendung ergibt sich
in der sogenannten Verstiarkung der Wahrscheinlichkeitsamplituden [173]

Eine Zerlegung dieser Gatter auf einer kompletten Kopplungstopologie findet
sich bei Barenco [171]. Diese weist einen exponentiellen Anstieg der Zeitkom-
plexitiat bis zu sechs Qubits auf. Ab sieben Qubits steigt die Komplexitit dann
quadratisch. Auch hier erhdlt man mit zeitoptimierter Kontrolle dramatische Be-
schleunigungen, wie in Abbildung 5.4 und Tabelle 5.3 zu sehen ist. Die erhaltenen
Resultate lassen sich durch eine quadratische Funktion

Tra(n)/J = 0.1291n* + 0.0135n — 0.0932 (5.9)

fitten. Die Summe der Abstandsquadrate ist 0.0587 und der y?-Wert liegt bei
0.0156. An dieser Stelle soll darauf hingewiesen werden, dass fiir die Zerlegung
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Abbildung 5.4: (a) Gatterkomplexitéit des c" 'NOT -Gatters auf einer kom-
pletten Kopplungstopologie K, [171]. (b) Zeitkomplexitét des
c"INoT -Gatters auf einer kompletten Kopplungstopologie:
Obere Kurve: Analytische Zeiten fiir die Implementierung durch
Elementargatter (o) [171]. Untere Kurve: Speed-up durch zeitop-
timierte Kontrolltheorie (o), gerundet auf 0.01 J .

Tabelle 5.3: Zeiten und Speed-up des " !'NOT-Gatters auf einer kompletten
Kopplungstopologie K,,. Verglichen werden die Standardzerlegung
von Barenco et al. [171] und die besten numerischen Resultate, die
obere Grenzen der minimalen Zeiten darstellen.

Qubits Stand. Zerlegung best Ergeb. Speed-up
T [1/J] T [1/J]
2 0.5 0.50 1.00
3 3.0 1.01 2.97
4 7.0 1.90 3.68
5 15.0 3.37 4.45
6 31.0 4.59 6.75

des ¢"INOT kein weiteres Ancilla-Qubit verwendet wird. Sollten jedoch weitere
Qubits zur Verfiigung stehen, ist eine Zerlegung mit linearer Komplexitéit moglich.
Auf diese, um ein Ancilla-Qubit erweiterte, Zerlegung wird in Kapitel 6 Bezug

genommen.
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5.3 Anwendungen

5.3.3 Indirekte Kopplungen auf linearen Spinketten

Der folgende Abschnitt stellt die Resultate effektiver indirekter Wechselwirkun-
gen zwischen dem ersten und dem n-ten Spin einer schwach gekoppelten linearen
Kopplungstopologie vor. Die drei untersuchten Beispiele sind

1. schwache bzw. Ising-Wechselwirkung,
2. planare bzw. Heisenberg- X X-Wechselwirkung und

3. isotrope bzw. starke bzw. Heisenberg- X X X-Wechselwirkung.

™

Der Drehwinkel war stets 7. Interessant sind solche indirekten Kopplungen vor
allem fiir die kohérente Spektroskopie und die Simulation von Quantensystemen
[18-23].
Die einfachste und allgemeinste Zerlegung indirekter Kopplungen in 2-Qubit-
gatter nimmt die in Abbildung 5.5 dargestellte Form an.

Die untersuchten Propagatoren nehmen also folgende Form an: Ug = e~ 2we
mit (1) X = {z}, (2) ¥ = {z,y} oder (3) ¥ = {x,y, z}. Der interessanteste Dreh-
winkel ist ¢ = 7/2, da hier ein vollstindiger Transfer zwischen verschiedenen

b3} 2-[11./]7”/’

[N ™
| | I
| | I
I I I
I I I
| | I
| | I
| | |
| I I
| | I
[ [
— il [N
| | I
| | I
I I I
| | I
| | I
I I I
I I I
| | I
| | I
[ [

e S [y ) [ N D MY

Abbildung 5.5: Allgemeine Zerlegung (Zerlegung-I) indirekter Kopplungen in 2-
Qubitgatter. Diese Zerlegung gilt allgemein fiir alle Kopplungs-
typen (dargestellt durch die beiden mittleren verbunden Punk-
te). Fiir die Ising-Wechselwirkung lédsst sich jedoch ein schnel-
lere Implementierung finden, wenn man die SWAP-Operationen
e~ "2 (@+yy+22) qurch planare Mischoperationen e~z (®#+%) ergetzt.
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Zustinden stattfindet?. ITm Fall (1) schwacher Kopplung erhalten wir beispiels-
weise
eiahelne gy eia2hele = 91 T, (5.10)

im Fall (2) planarer und (3) isotroper Wechselwirkung erhalten wir

e_i%(211;c1nz+211y1ny+2112Inz)Ilzei%(211w1nz+211y1ny+2112Inz) —

e—i%(2[11]7L;c+211ylny)Ilze’i%(ZIlzInx‘f‘ZIlyIny) — [nz , (5]‘1)

da die 21,1,.-Komponente der isotropen Wechselwirkung mit dem Anfangszu-
stand [;, kommutiert und somit keinen Effekt auf dessen Entwicklung hat. Des
Weiteren wurde im Fall schwacher Kopplung auf einer 3-Spinkette die Abhéngig-
keit der minimalen Dauer des Propagators e (2/1zIn:) yon ¢ untersucht.

Indirekte Ising-Wechselwirkung

Drehwinkel 7/2 fiir verschiedene Anzahlen von Qubits

Indirekte Kopplungen kénnen zu einem tieferen Versténdnis zeitoptimierter Puls-
sequenzen fithren. Im Falle der [sing-Wechselwirkung auf einer linearen 3-Spinkette
sind die Ergebnisse fiir einige Drehwinkel auch analytisch verstanden. Ein Zu-
sammenfassung der Resultate findet sich in Tabelle 5.4 und am Ende dieses Ab-
schnitts in Abbildung 5.7.

Tabelle 5.4: Minimierte Zeiten fiir indirekte Ising-Kopplung fiir Drehwinkel 7
auf linearen Spinketten.

Qubits Zerlegung-1 Zerlegung-II num. Resultat. Speed-up Speed-up

n (U] ) e 1] e e
2 0.50 0.50 0.50 1.00 1
3 2.50 2.00 1.27 1.97 1.57
4 2.50 - 2.38 1.05 -
5 4.50 4.00 2.92 1.54 1.37
6 4.50 - 3.63 1.24 -

Eine Ausgleichsgerade an die minimalen Zeiten nimmt folgende Form an:

Trie(n)/J = 0.7910n — 1.0240 . (5.12)

2Betrachten wir im Folgenden nur die Wirkung auf den interessanten Teil des Zustands der
sich vom Einheitsoperator unterscheidet.

74



5.3 Anwendungen

Die Summe der Fehlerquadrate ist 0.0758 und der y2-Wert liegt bei 0.0021. Fiir
die Konstruktion allgemeiner indirekter Kopplungen ldsst sich das in Abb. 5.5
dargestellte Schema verwenden. swAP-Gatter, welche 3/2J dauern, kénnen im
Falle der Ising-Wechselwirkung durch schnellere planare Mischoperationen der
Dauer 1/J ersetzt werden, da der 2[;,1,,-Terms des isotropen Mischens, was
mit dem Drehwinkel 7 einer SWAP-Operation entspricht, mit der zentralen Ising-
Kopplung kommutiert. Dies soll kurz am Bespiel fiir 4 Qubits vorgefiihrt werden.
Da es sich hier um eine Konjugation mit den SwAP-Gattern handelt, gilt, unter
Vernachléssigung der SWAP-Operation zwischen Qubit 3 und 4, folgendes:

e—i%(wxll—l—yyll—i—zzll)e—ialzzl6i%(wx11+yy11+2211)

— 6—ig(xx11+yyll) —ig 221l ,—ialzzl ,ig 2211

e e i 5 (zxllt+yyll)

e e’

(5.13)

—ig (zxllt+yyll) —ialzzlei% (zxll4yyll)

= € (&

_ 6—iazlzl

Fiir die andere sSwWAP-Operation gilt dasselbe.

Das in Abbildung 5.5 gezeigte Schema lésst sich, wie bereits durch die gestrichel-
ten Boxen angedeutet, sehr einfach erweitern. Geschieht das in symmetrischer
Weise, erhalten wir eine indirekte Kopplung fiir eine gerade Anzahl von Qubits.
Lassen wir eine der planaren Mischoperationen weg, erhalten wir Zerlegungen
fiir eine ungerade Anzahl von Qubits. Die hier vorgestellte Zerlegung ist vom
Drehwinkel der indirekten Kopplung unabhéngig. Fiir die spezielle Wahl a = 7
existiert jedoch eine weitere Zerlegung-II. Sie beruht auf der Tatsache das ein
CNOT équivalent zu einer Kopplungsevolution von 721y I, ist, s. Kapitel 4.5 oder

Gleichung (8.1). Zerlegung-1I benutzt die in Abbildung 5.6 dargestellte Identitét.

Diese Zerlegung ldsst sich nun nicht wie Zerlegung-I, fiir alle Anzahlen von
Qubits realisieren. Eine solche Zerlegung fiir indirekte (1,n+1) CNOT existiert
nur fir n € {2°|p > 0, p € Z} und m = n.

Theorem 1 Zerlequng-1I liefert fir n + 1 Qubits dann und nur dann ein indi-
rektes (1,n+1) CNOT, wenn n = 2P und m = 2P, mit p > 1.

Beweis: Der Beweis baut sich aus folgenden Teilschritten auf:

1. Aquivalenz zwischen Zerlegung-II und einer Parallelogramm-artigen Zerle-
gung,

2. Darstellung der unitéren Einzelmodule J als Elemente der GL(n + 1, Z,),

3. Beweis, dass nur bestimmte Potenzen von J zu den gewiinschten Zielgattern
fithren.
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Abbildung 5.6: Zerlegung-II des indirekten CNOTs in eine Reihe aufeinanderfol-
gender Blocke B, bestehend aus ¢CNOTs. An die Anzahl der Qubits
(n) und die Anzahl der Blocke (m) sind gewisse Bedingungen ge-
stellt, damit die Zerlegung funktioniert.

zu 1.

Gehen wir zunéchst von der Richtigkeit der Zerlegung aus und betrachten als
erstes die folgende Ahnlichkeitstransformation: 7C'TT = T B™TT | bei der T
folgende Form annimmt:

|
|

—€9— . N
Man erkennt, dass [C, T] = 0: Die Hamiltonians der Einzelgatter von T

e haben am Qubit 1 entweder keine oder nur I.-Produktoperatoren,
e haben am Qubit n + 1 entweder keine oder nur I,-Produktoperatoren und

e auf allen anderen Qubits findet keine Operation durch C' statt.
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Daraus folgt

TCT'=C=TB™T". (5.14)

Wir erhalten also dasselbe C-Gatter, ob mit oder ohne Aquivalenztransformati-
on.

Nach der Transformation mit 7" nimmt TB™7T" die gewiinschte Parallelogramm-
struktur an:

r---—-. .- - == |
I I
I I
I I
N N
| | LV %
I I
I I
" f\i N N N
I I
I I
| N | N Py N Py N
> U
I I
I I
I I
I “ : :
I I
I I
n M. M M
T T €V €V
I I
I I
L A N | N N
> > U
e - N 2

Auf der rechten Seite lassen sich so viele cNOT-Gatter zu 1 kombinieren, dass die
oben gezeigte Struktur entsteht.

zu 2.
Das T B™TT-Gatter ldsst sich nun in ein Produkt von m J-Gattern folgender
Struktur zerlegen
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T . T
i) D To D 11
T3 S T3 D X
J = T4 D T4 D T3
Tn Ty D Tp—1
Tpp1 —P—o- - Tnt1 D T

Wir erhalten also C' = TB™T'" = J™. Betrachten wir nun die Wirkung dieser
J-Gatter. Sei |z) der n + 1-dimensionale Vektor des Vektorraumes Zj . Es gilt
also 11 = 0, fiir alle Eintréige von |x). Wenn J auf |z) wirkt, nimmt es folgende
Matrixstruktur an:

1100 0 0O
0110 000
0011 000
0001 -.--000
(S)gmer = | . . .| (mod 2) (5.15)
0000 - 110
0000 --011
0000 001

J ist also eine Jordan-Matrix. Um die Anschaulichkeit zu erhthen, werden die
Matrizen transponiert dargestellt. Berechnen wir nun das Produkt vonm =k < n
solcher Matrizen so fallt auf, dass nicht alle Eintrige der Dreiecksmatrix besetzt
sind [174]. Als erstes Zwischenergebnis erhalten wir somit

m=n (5.16)
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5.3 Anwendungen

IO () (M) Oy
(Jk>Zg+1 — 0 0 0 1 (n—5) (n—4) (n—3) (I'IlOd 2) (517)
00 0 0 Lm
00 0 0 0 1 (1)
0O O 0 0 0 0 1

Da wir iiber dem Zahlenkorper Zy arbeiten, werden die Eintrége (?) auf 0 oder
1 abgebildet je nachdem ob sie gerade oder ungerade sind.

7Zu 3.

Damit J* nun identisch zu C' wird, muss folgendes gelten:

(n
J
Es gilt zu zeigen, dass Gleichung (
dann die Diagonaleintrage und (Z

)(mod 2)=0 firje{2,3,...,n—1}

5.
)

(5.18)

8) nur dann gilt, wenn n = 2? ist. Es bleiben
= 1 iibrig und wir erhalten:

t

1 0 00 0 01
01 00 0 00
0010 0 00
0 0 01 0 00
(Jk)ZgH = (mod 2) = (C)Zg+l . (5.19)
00 00 1 00
00 00 010
00 0O 0 01

Aufgrund des Lucas-Theorems® erhalten wir fiir die Binomialkoeffizienten, wenn
sie als Pascal-Dreieck iiber Zy angeordnet werden, eine Sierpinski-Dreiecksstruktur
[176]. Dieser Struktur entnehmen wir, dass Gleichung (5.18) dann und nur dann
gilt, wenn n = 2P, mit p € Z,. Zusammen mit Gleichung (5.16) ist das Theorem

3LucAs’ THEOREM [175]: Sei p eine Primzahl. Wir schreiben n und k in der p-adischen
Darstellung als n = ag + a1pasp® + -+ + adpd und k = by + bip + bap® + -+ + bdpd, mit

0<aj,b; <p—1. Dann gilt
n ¢ (a;
— J
(1) = T1 G )mot

Jj=0

(5.20)

Im Fall p =2 ist (}) gerade, sobald a; < b; fiir ein j erfiillt ist.
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4.5

time [1/J]
[ N w
al N o w [6)] SN

[

0.5

0 1 1 1
2 3 4 5 6

number of qubits

Abbildung 5.7:  Vergleich der verschiedenen Implementierung der indirekten
Ising-Wechselwirkungen mit Drehwinkel 7/2 auf einer linea-
ren Spinkette. Die schwarze Kurve zeigt die Zeiten fiir die
Standardzerlegung-1. Die blaue Kurve stellt die verbesserte
Zerlegung-1I dar. Die numerisch erhaltenen Resultate sind in rot
dargestellt, wobei die gestrichelte Linie die Ausgleichsgerade zeigt
(s. Text).

bewiesen?. ]
Als Zeitkomplexitét des (1,2P41) cNOT erhalten wir

7((1,2” + 1)eNoT) = 2 - 2°7((1, 2)CNOT) | (5.22)

mit p € Z und p > 1.

4Es gilt nun weiter zu zeigen, dass auch fiir den Fall, dass die Zerlegung falsch ist, durch die
Transformation mit 7" keine Ubereinstimmung von C' und T BT erreicht werden kann. Dies
lésst sich zeigen, indem man die Spur der Matrixdarstellungen von C' und B™ vergleicht.
Wir erhalten als Bedingung

tr(TB™TT) = tr(B™) = tr(C) = tr((l,n+1)CNOT® Iy)=2x2"t=2". (5.21)
2

Wie wir gesehen haben, erhalten wir im Fall m # 277!, ein Produkt mehrerer ¢cNOTs. Das
Spurkriterium ist also verletzt.
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Indirekte Kopplungen auf Ks-Topologien mit unterschiedlichen Kopplungskon-
stanten

Eine weitere interessante Frage ist die nach dem Nutzen indirekter Kopplungen in
einem vollstédndig gekoppelten Spinsystem. Um dieser Frage nachzugehen, wurde
folgendes Szenario gewahlt: Gegeben sei ein 3-Spinsystem mit dem Kopplungs-
hamiltonian

Hypipe = Joz21z + Jy (221 + 122) . (5.23)

Nun soll numerisch untersucht werden, ab welchem Verhéltnis Lj—‘; eine merkli-
che Beschleunigung der Implementierung eines (1,3)-CNOTs auftritt. Dies soll als
Indiz fiir die Verwendung der indirekten Kopplung dienen. Die Resultate sind

in Abbildung 5.8 zusammengestellt. Es fillt auf, dass fiir die linke und rech-

time [Ja]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Ja/Jb

Abbildung 5.8: Numerisch erhaltene minimale Zeiten (rote Kurve) fiir die Imple-
mentierung einer indirekten Ising-Wechselwirkung 21z auf einer
Kopplungstopologie mit Hg,; s aus Gleichung (5.23). Die schwar-
ze Kurve stellt eine analytische Realisierung dar. Sie wurde durch
Simulation der Ls-Topologie erreicht. Die Zeitkomplexitét ist hier

(%),
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te Seite jeweils unterschiedliche Zeitkomplexitdten auftreten. Diese sollen 7,

und 77, genannt werden. Die numerischen Ergebnisse auf der rechte Seite der

Abbildung 5.8 folgen der Funktion

Ja

* ']ll
Trechts(jb) = (2_

Jb)—l : (5.24)

Dies léasst sich dadurch erklédren, dass aus der jeweils gegebenen Kopplungstopo-
logie die Kopplungen zum mittleren Spin eliminiert wurden. Dies geschieht durch
folgenden Ansatz:

e—mAt(Jazlz—l—Jb(zzl—i-lzz))6—z7rAt(Jazlz—Jb(zzl—i-lzz)) _ 6—z7r2AtJazlz ) (525)

Im jedem Zeitintervall At wir also die Ks-Topologie simuliert. Setzen wir nun
> At =T, dann folgt

s 1
TJ],==—=1T= . 5.26
" 2 2, (5.26)
Die Zeitkomplexitét aus Gleichung (5.24) gilt allerdings nur fiir einen beschriank-
ten Definitionsbereich von §—2, namlich 7 < ﬁ—‘; <1, mit 1 = 0.3. Da
. da
lim 7—rechts(_) =0 (527)
?—Z‘—)O Jb

gilt und auflerdem fiir die indirekte Kopplung auf L3 bereits ein Ergebnis bekannt

ist (77(0) = 1.27/J), muss bei kleinem 2 ein anderer Ansatz fiir die zeitoptimier-
b

te Losung gefunden werden®. Der Ansatz, die Ls-Topologie in Anwesenheit der

direkten Kopplung zu simulieren, fiihrt nicht zu den erhaltenen Resultaten:

Die Simulation der Ls-Topologie kann zwar durch folgende Sequenz erreicht wer-

den,
e—iﬂAtJb(zzl—i-lzz) _

e—iﬂco(Jazlz—i-Jbzzl-‘,-Jblzz) X e—iﬂcl(—Jazlz—Jbzzl—i-Jblzz) % (528)

e—iﬂcz(Jazlz—Jbzzl—Jblzz) % e—iﬂcg(—Jazlz-i-Jbzzl—Jblzz)

Y

mit ¢g = AtJy, ¢ = %AtJb, co = 0und c3 = %AtJb, aber ihre Dauer betrigt
Zi:o ¢, = 2AtJ,. Die Simulation des L3 bendtigt also doppelt solange wie die
freie Evolution. Des Weiteren ist die Dauer der Simulation unabhéngig von J,,
was nicht mit den numerischen Resultaten iibereinstimmt. Es muss also entweder
eine andere Simulation des L3 benutzt werden, oder eine vollig andere optimier-
te Losung gefunden werden. Dass das Letztere zutrifft, zeigt sich auch dadurch,

dass optimierte Pulssequenzen fiir ‘}—Z > 71 nur bedingt als Ausgangssequenzen

fiir Optimierungen mit ﬂ—‘; < 7 genutzt werden konnen. Die Qualitidten bleiben

°Einen Hinweis darauf liefert die Dauer fiir Topologien mit % € [0.1,0.3]: Die numerisch

gefundenen Werte der minimalen Dauer liegen im Bereich von 3 — v/2 .
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hier fiir viele Iterationen weit hinter dem Optimum zurtick.
Abhédngigkeit von 77, vom Drehwinkel auf Lz-Topologien

Fiir die indirekte Ising-Wechselwirkung wurden neben dem Drehwinkel 7 /2 auch
noch andere Drehwinkel untersucht. Diese tauchen z.B. in der Zerlegung des
TorroLI-Gatters auf:

. =i T (1114+1124+12142114+ 1224 21242214222
UtorroLr = = e il ) (5-29)

[elelelolelelel g
[elelelolele] jo]
[elelelele] delo]
[elelelel delols]
[elelelidelalalo]
QOO0 OO
HOOOOO0OO
(=] elelelelele)

Ein in diesem Zusammenhang interessantes Ergebnis ist, dass nicht fiir alle Dreh-
winkel § < 7/2 wie erwartet kiirzere minimale Zeiten erhalten werden. So benotigt
eine Drehung um 7 /4 eine Mindestzeit von 1.66/.J. Eine Zusammenfassung dieser
Ergebnisse findet sich in Abbildung 5.9. Die erhaltenen minimalen Zeiten zeigen
ein zweigeteiltes Verhalten: Fiir kleine Winkel scheint die Zeitkomplexitét eine
andere zu sein als fiir Winkel in der N&he von 7/2. Das deutet darauf hin, dass
fiir die verschiedenen Bereiche unterschiedliche Arten von Zerlegungen optimal

time [1/J]
= = = = = = =
w ESN (03] (o)) ~ [o0) [(e]

T T T T T T T
’

’

kd
Il Il Il Il Il Il Il

=
N
T
I

=
[N
T
I

1
0 01 0.2 0.3 0.4 05
@ [r]

Abbildung 5.9: Zusammenstellung der minimalen Zeiten fiir den Propagator
e~i#2h:ls: auf einer linearen 3-Spinkette in Abhiingigkeit von
¢. Die rote Kurve stellt die numerisch erhaltenen Ergebnisse
dar, wohingegen die schwarze eine vermutete Zeitabhéngigkeit
T1(0)/J = 1.253 + 2y/a(2 — @), mit o = 7272 fiir d < ¢ < 7/2
und d = 77/16, der analytischen Losung darstellt.
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sind. Der rechte Anstieg der minimalen Zeiten bei kleiner werdendem Drehwinkel
weist einen interessanten Funktionalzusammenhang auf: So reproduziert folgende
Gleichung

ma(6)) T = 1.253 + 2\/ 20 TR0 (5.30)

mit d < ¢ < 7/2 und d ~ 77 /16, die numerisch erhaltenen Ergebnisse mit
hoher Genauigkeit. Die Summe der Fehlerquadrate betriigt 0.0013 und der y>2-
Wert 8.55 - 1074, AuBerdem liefert dieses Ergebnis einen wichtigen Einblick in
die zeitoptimierte Zerlegung: Die Wurzelfunktionen in Gleichung (5.30) sind die
gleichen wie in Gleichung (5.36) bei der zeitoptimierten Zerlegung des trilinearen
Propagators e~**** auf einer linearen 3-Spinkette [78]. Es ist damit zwar nicht
bewiesen, dass trilineare Propagatoren auch hier eine Rolle spielen, dennoch stellt
es einen moglichen Ansatz weiterer Untersuchungen dar.

Indirekte planare Wechselwirkung

Besitzt man iiber den Zustand eines Systems eine gewisse Ausgangsinformati-
on, z.B. dass p diagonal ist, so kann dieses Wissen genutzt werden, um z.B. den
Transfer solcher Zusténde zu beschleunigen. Ein solches Beispiel stellt der Trans-

time [1/]]

number of qubits

Abbildung 5.10: Vergleich der verschiedenen Implementierung der indirekten
planaren Kopplung mit Drehwinkel /2 auf einer linearen Spin-
kette. Die schwarze Kurve zeigt die Zeiten fiir die Standardzerle-
gung. Die numerisch erhaltenen Resultate sind in rot dargestellt.
Die gestrichelte Linie stellt eine Ausgleichsgerade dar (s. Text).
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Tabelle 5.5: Minimierte Zeiten fiir indirekte planare Wechselwirkung fiir Dreh-
winkel 7 auf linearen Spinketten.

Qubits Standardzerlegung 2x ind. Ising num. Resultat. Speed-up

7 [1/J] 7 [1/J] 7 [1/J] T
2 1.00 1.00 1.00 1.00
3 4.00 2.54 1.92 2.08
4 4.00 [4.76] 2.92 1.37
5 7.00 5.84 3.37 2.08
6 7.00 [7.26] 4.27 1.64

fer vom Grundzustand eines Systems dar. Dieser ist bei vielen Systemen bekannt.
Ein solches Beispiel wurde bereits eingangs in Gleichung (5.11) untersucht. Einen
weiteren wichtigen Aspekt stellt die Tatsache dar, dass die drei Produktopera-
toren {1(zz + yy), 3(yz — xy),3(21 — 1z)} eine zur su(2) isomorphe Algebra
darstellen. Vergleiche hierzu auch Gleichung (2.10). Diese Algebra ist weiter in-
variant unter dem globalen Fehler-Operator F' = %(zl +12) und somit geschiitzt.
Dies soll in Kapitel 7 weiter untersucht werden.

Simulierte planare Wechselwirkungen stellen somit einen wichtigen Baustein in
vielen interessanten Anwendungen dar. Eine Zusammenfassung der erhaltenen
Resultate findet sich in Tabelle 5.5 und Abbildung 5.10.

Eine Ausgleichsgerade an die erhaltenen Resultate ergibt

Tr(n)/J = 0.7990n — 0.5000 . (5.31)

Die Summe der Fehlerquadrate ist 0.0765 und der y2-Wert liegt bei 0.0015.

Indirekte isotrope Wechselwirkung

Indirekte SWAPs

Die isotrope Interaktion stellt eine in vielen Quantensystemen vorkommende
Wechselwirkung dar.

Der Propagator e~ entspricht bei einem Drehwinkel ¢
von 7/2 einer SWAP-Operation zwischen dem ersten und dem n-ten Qubit. Bei
dieser Operation werden die Quantenzustinde der beiden Spins vertauscht. Dies
geschieht unabhéngig vom Zustand und ist somit eine Verallgemeinerung des
Transfers durch planares Mischen. Die Unabhéngigkeit vom Anfangszustand wird
durch eine aufwendigere Implementierung erkauft. Die erhaltenen Resultate sind
in Tabelle 5.6 und Abbildung 5.11 zusammengefasst. Eine Ausgleichsgerade an

i¢(211xlnz+2llylny+2llzInz)
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11

101

time [1/J]

2 3 4 5 6 7 8
number of qubits

Abbildung 5.11: Vergleich der verschiedenen Implementierung der indirekten iso-
tropen Wechselwirkung mit Drehwinkel /2 auf einer linearen
Spinkette. Die schwarze Kurve zeigt die Zeiten fiir die Stan-
dardzerlegung. Die numerisch erhaltenen Resultate sind in rot
dargestellt, wobei die Ausgleichsgerade gestrichelt ist (s. Text).

Tabelle 5.6: Minimierte Zeiten fiir indirekte isotrope Wechselwirkung fiir Dreh-
winkel 7 auf linearen Spinketten. Fiir 3 Qubits existiert eine analy-

tische Losung der Dauer %

Qubits Standardzerlegung ind. Ising + ind. planar num. Resultat. Speed-up

7 [1/J] 7 [1/J] 7 [1/J] T
2 1.50 1.50 1.50 1.00
3 4.50 3.19 1.95(2.00) 2.25
4 4.50 [5.30] 2.94 1.53
5 7.50 6.29 3.50 2.14
6 7.50 [7.90] 4.40 1.70
7 10.50 4.80 2.19
8 10.50 5.60 1.88

die erhaltenen Resultate ergibt
THie(n)/J = 0.6914n + 0.0772 . (5.32)

Die Summe der Fehlerquadrate ist 0.0793 und der x2-Wert liegt bei 5.4 - 1075,
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5.3 Anwendungen

Brir-FLip-Operationen

Eine Nebenbedingung des (1,n)-SWAPs ist, dass die Qubits 2 bis n — 1 invariant
bleiben. Léasst man diese Bedingung fallen, ist eines der nun moglichen Gatter
die sogenannte BIT-FLIP-Operation. Sie taucht z.B. in der Standardzerlegung
der QFT auf [111]. Der BiT-FLIP lisst sich als eine Folge von SWAP-Operationen
darstellen:

(1,n)-BIT-FLIP = (1,n)-SWAP o (2,n-1)-SWAP o - - - 0 (k,k’)-SWAP .

Die numerischen Resultate liefern eine Zeitkomplexitét folgender Struktur:
7"(n)/J = 0.5+ 0.5n (5.33)

Ein Blick auf die bei 5 Qubits erhaltene Pulssequenz, s. Abbildung 5.12, ldsst
zudem folgenden Schluss zu: Die Pulssequenz besteht lediglich aus (i) Perioden
freier Evolution und (ii) harten Pulsen. Es treten im vorliegenden Fall genau 6
solcher Perioden der Dauer 1/2.J auf. Daraus folgt ein allgemeines Zerlegungs-
schema fiir die zeitoptimierten Pulssequenzen des BiT-FLIPs:

. 1 ; i 1 ]
<e—Z7TJwHDT-ift€—Z7T/2Fye—Zﬂ'JﬁHD'r'iftelﬂ'/sz> (534)
3

Fassen wir die harten Pulse zusammen, lésst sich auch eine Zerlegung in CNOTs

AN A AN
A
A
NCAC N A A A

N O

[N

)1/2 [J]

2
ky
o

+ U
N o

2
(ukx

i

15
time [1/J]

Abbildung 5.12: Zeitverlauf der Absolutwerte von z- und y-Kontrollen fiir alle 5
Qubits (Qubit 1 oben, Qubit 5 unten) der kiirzesten Realisierun-
gen des (1,5)-Brr-FrLip. Den Intervallen relativ freier Evolution
der Dauer 1/2.J folgen harte Pulse.
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finden, hier am Beispiel fiir 5 Qubits demonstriert:
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Die Gatter in den gestrichelten Boxen kommutieren und kénnen parallel durch-
gefiihrt werden. Die Dauer einer Box entspricht somit der Dauer eines CNOTS,
also 1/2J. Das Schema ist leicht erweiterbar und stimmt mit den numerischen
Resultaten perfekt iiberein. Eine analytische Losung fiir ein &hnliches Problem
findet sich in [177-179]. Dort wird der Transfer eines Zustandes entlang einer
Kette untersucht, was als Teilproblem des BIT-FLIPs angesehen werden kann.
Im Falle von 3 Qubits deckt sich der (1,3)-BIT-FLIP mit dem (1,3)-SWAP, somit
erhélt man auch fiir dieses Gatter eine zeitoptimierte Pulssequenz.

5.4 Diskussion

Ziel ist es, die kontroll-theoretischen Methoden auf noch gréfiere Module von
Quantenalgorithmen oder Simulationen zu erweitern, um diese dann zeitoptimiert
und/oder robust zu implementieren. Die wachsende Anzahl von numerischen Bei-
spielen wird hoffentlich dazu beitragen, zeitoptimierte Kontrollen analytisch zu
verstehen, was jedoch fiir die vorgestellten Félle bereits eine anspruchsvolle Auf-
gabe darstellt. Fiir andere Beispiele, wie den Propagator

U(t) = emimit (gonsSomeos) (5.35)

ist die Theorie komplett verstanden [78]. Man erhélt eine Zeitkomplexitét in
Abhéngigkeit von ¢ = Jt € [0, 7/2] zu

()] =2 9) (5.36)

Die Vorhersagen, die auf sub-Riemann’schen Geodéten beruhen, werden durch
den numerischen Algorithmus exakt reproduziert.

Das theoretische Verstdndnis wird durch die aufgefithrten Zeiten und die Kon-
trollen positiv beeinflusst werden. Zwei weitere Beispiele fiir solche Kontrollen
sind in Abbildung 5.13 abgebildet. Das ultimative Ziel wére es, skalierbare Sche-
mata aus den numerisch gefundenen Zeiten und Kontrollsequenzen zu erhalten.
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Abbildung 5.13: Zeitverlauf der Kontrollen der kiirzesten Realisierungen fiir

folgende Quantengatter: (a) QFT auf linearer 4-Spinkette, (b)
c3NoT-Gatter auf komplettem 4-Spinsystem. Blau: Amplituden
fir oy,-Kontrolle (2z-Pulse); rot: Amplituden fiir oy,-Kontrolle
(y-Pulse).

Um diesem Ziel ndher zukommen, lassen sich noch weitere Merkmale der Pulsse-
quenz betrachten. In Frage kommen

1.
2.

die minimale Gesamtdauer,
das Aussehen der Pulssequenzen,

die Entwicklung des effektiven Hamiltonian und dessen Zerlegung in Pro-
duktoperatoren wihrend der gesamten Pulssequenz,

(aus 3. folgend) der Anteil linearer, bilinearer und multilinearer Produkt-
operatoren im effektiven Hamiltonians,

. die Evolution von Zustanden auf den lokalen Blochsphéren nach dem ,, Aus-

spuren® des restlichen Systems, vgl. Figur 4.2 und 4.3,

die Eigenwerte des effektiven Hamiltonians und daraus resultierende Gréfen,
wie die Makhlin-Invarianten [156],vgl. Figur 4.4 und

die zeitliche Evolution reiner oder gemischter Zustéinde und die Verdnde-
rung von Zustandsgroflen, wie z.B. die Verschrankung eines Zustandes im
Laufe der Pulssequenz.
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5 Zeitoptimierte Quantengatter auf Spin—%-Systemen

Neben der Analyse der Pulssequenzen kann auch eine Analyse des Zielpropagators
von Nutzen sein. Wie in Kapitel 2.1.4 gezeigt, ist es immer mdglich, ein Element
U € SU(N) in eine Reihe von kommutierenden Elementen zu zerlegen. Sollte es
auf den ersten Blick schwierig sein, eine analytische Losung fiir ein Quantengatter
zu erhalten, muss das fiir die einzelnen kommutierenden Teilgatter nicht zwingend
gelten. Allerdings muss darauf hingewiesen werden, dass die sequentielle Imple-
mentierung der kommutierenden Teilgatter nicht zwingend zeitoptimiert ist. Ein
Beispiel, bei dem genau dies der Fall ist, wird in Kapitel 8.2 vorgestellt. Weiter
sei in diesem Zusammenhang darauf hingewiesen, dass eine zusétzliche Variati-
onsmoglichkeit besteht: Besitzt das gewiinschte Gatter eine Symmetriegruppe, so
kann diese benutzt werden, um die einzelnen Komponenten zu transformieren.
Ein in diesem Zusammenhang interessantes Beispiel stellt die Implementierung
des ¢cNOT auf Josephson-Elementen dar, s. Kapitel 4.

5.5 Schlussfolgerung

Der {ibliche Ansatz, Quantenmodule in 2-Qubit-Elementarbausteine zu zerlegen
und ihre Komplexitdt durch die Anzahl dieser Gatter zu beschreiben, wurde
verlassen. Stattdessen wurde die Zeitkomplexitdt als eine fiir die experimentelle
Realisierung relevante Mafleinheit vorgeschlagen.

In ihr spiegelt sich die differential-geometrische Struktur der unitdren Grup-
pen wieder. Diese Struktur kann in einem numerischen Algorithmus ausgenutzt
werden, um durch Quantenkontrolltheorie obere Grenzen fiir die minimalen Im-
plementierungszeiten von Quantengattern anzugeben.

Falls, wie im Fall der Fliissig-NMR-Systeme, lokale und nicht-lokale Opera-
tionen unterschiedlichen Zeitskalen angehoren, erlauben unterschiedliche globale
Phasen unterschiedlich lange minimale Zeiten. Im Limes unendlich schneller lo-
kaler Kontrollen wurden Zerlegungen der QFT und der vielfach kontrollierten
NOT-Gatter ¢" 'NOT gefunden, die dramatisch schneller waren, als die besten
Zerlegungen in Elementargatter. Es gibt jedoch keine Garantie, dass das Zeitop-
timum erreicht wird. Im Falle der QFT kénnte eine Permutation der Qubits eine
weitere Beschleunigung zu Folge haben. Auch fiir die Simulation verschiedener
indirekter Kopplungen konnten numerischen Resultate erhalten werden, die einen
deutlichen Speed-up gegeniiber der Standardimplementierung aufweisen.

Die Resultate zeigen zudem, dass es im generischen Fall keine 1-zu-1 Beziehung
zwischen Zeitkomplexitidt und Gatterkomplexitét gibt: (1) nicht alle Elementar-
gatter bendtigen die gleiche Zeit, da jedes experimentelle Setting seine eigenen
Zeithierarchien fiir lokale und nicht-lokale Operationen hat; (2) nicht alle Elemen-
targatter miissen sequentiell abgearbeitet werden; manche von ihnen kénnen, da
sie unabhéngig auf unterschiedlichen Qubits arbeiten, parallel ausgefiihrt wer-
den; (3) die Kopplungstopologie zwischen den Qubits muss keinen kompletten
Graphen (K,) bilden. Fiir die volle Kontrollierbarkeit geniigt bereits ein zusam-
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5.5 Schlussfolgerung

menhéngender Untergraph davon. Jeder dieser Graphen bietet ein anderes Po-
tential, um zeitaufwendige Operationen zu parallelisieren, was am Beispiel der
QFT auf verschiedenen Topologien K, und L, gezeigt wurde: Alle benétigten
indirekten Phasengatter lassen sich auf eine elegante Weise anordnen (s. auch
Kapitel 12.3.2), so dass moglichst viele Operationen parallel ausgefiihrt werden
konnen. Die Zeitkomplexitat lasst sich somit bereits von einer quadratischen auf
eine lineare Abhéngigkeit reduzieren. Durch Kontrolltheorie ist es moglich, diese
Implementierungen noch weiter zu beschleunigen. (4) Eine gewisse Willkiir der
optimierten Netzwerkzerlegung wird zudem durch die spezifische Art der Inter-
aktion (Ising, Heisenberg-XY oder -XY Z) und deren Stérke eingefiihrt.

Die Zeitkomplexitét ist somit fiir den wirklichen experimentellen Aufwand ein
besseres Mafl als die Gatterkomplexitit [71-73]. Um ein tieferes Verstiandnis fiir
die analytischen Zusammenhénge zeitoptimierter Pulssequenzen zu entwickeln,
wurde eine Reihe von Vorschldgen gemacht. Diese wurden auch teilweise bereits
ausgenutzt, um das Verstdndnis der Resultate zu vertiefen.

91



5 Zeitoptimierte Quantengatter auf Spin—%-Systemen

92



6 Rekursiv aufgebaute
Quantengatter

Aufgrund der exponentiell wachsenden Matrixdimensionen mit zunehmender An-
zahl der Qubits, wird es irgendwann schwierig, wenn nicht sogar unmoglich wer-
den, numerische Resultate fiir zeitoptimierte Quantengatter zu finden. Zwar ist
die Moglichkeit analytischer Resultate zeitoptimierter Gatter nicht auszuschlie-
Ben, dennoch befindet sich unser Verstdndnis auf diesem Sektor noch in den
Kinderschuhen [76,77].

Nicht-optimale Zerlegungen sind fiir eine geringe Anzahl von Gattern bereits
bekannt. Darunter z.B. Gatter aus direkten Summen von lokalen Operationen,
sogenannte uniform kontrollierte Ein-Qubit-Gatter [180-182]. Des Weiteren exi-
stieren Zerlegungen fiir ganz allgemeine unitidre Gatter [183,184].

Im folgenden Kapitel soll die Moglichkeit untersucht werden, die bisher erhal-
tenen Resultate zu nutzen, um aus zeitoptimierten Realisierungen von Quanten-
gattern mit wenigen Qubits, Zerlegungen fiir Quantengatter mit mehr Qubits
aufzubauen.

6.1 Theorie

6.1.1 Prinzip

Fiir verschiedene Gattertypen liegen Zerlegungen vor, bei denen wenige Typen
von Quantengattern mit wenigen Qubits dazu dienen kann, ein Gatter eines Typs
mit mehr Qubits aufzubauen. Ein einfaches Beispiel stellt das swAP-Gatter auf
einer linearen Kopplungstopologie dar. So liasst sich aus einem swAP-Gatter zwi-
schen dem ersten und zweiten Qubit, ein SWAP-Gatter zwischen dem ersten und
vierten Qubit konstruieren (Abbildung 6.1 (links) ). Dieser Vorgang lédsst sich
natiirlich auf noch grofiere Systeme erweitern (Abbildung 6.1 (rechts) ). Neben
dem SwWAP-Gatter sind noch rekursive Zerlegungen fiir die QF T und ¢"NOT-Gatter
bekannt. Alle Beispiele sollen im Folgenden untersucht werden. Zunéchst gilt es
jedoch, die Fehlerfortpflanzung bei einer Mehrfachverwendung zu untersuchen, da
es sich bei den numerischen Resultaten nur um Approximationen dieser Gatter
handelt.
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(b)

SWAP, ). SWAPy ),

SWAP) ) SWAP)
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Abbildung 6.1: (a) Einfaches Beispiel rekursiver Gatter: Konstruktion eines
SWAP; , Gatters aus 5 SWAPs ;5. (b) Verallgemeinerung: Kon-
struktion eines SWAPy,, durch jeweils 4 SWAPS |, mit j =
1,2,...,k — 1 und einem einzelnen SWAP; ,, , so dass my +

k—1

6.1.2 Fehlerabschitzung und -fortpflanzung
Erste Abschidtzung

Um die Giite einer Operation auf einem Quantensystem auszudriicken, betrach-
ten wir deren Qualitéit ¢, die sich aus dem Produkt von Fi, und einem Damp-
fungsterm zusammensetzt, der durch die Relaxationsratenkonstante 1/7p und
die Gesamtzeit des Gatters 7 ausgedriickt wird:

q= F’tr 6_T/TR . (61)

Dieser Ausdruck ist insofern als Ndherung anzusehen, als er die Unabhéngigkeit
aller Fehler voraussetzt. Fiir n Qubits ist F}, die Spurqualitéit eines experimentell
erhaltenen unitdren Gatters Uy, in Bezug auf das Zielgatter Ve (U, V € U(N)
und N :=2")

ET = % Re tr{‘/ZTiel(joxp} ( )
6.2
= 1= 55 Vzia = Uspll3
was aus der einfachen Beziehung zur euklidischen Distanz
IV = U3 = U3 +IV[; = 2Retr{VIU}
=2N — 2N+ Retr{VU} (6.3)

—IN(1-F,)

folgt. Die beiden letzten Umformungen benutzen die Unitaritdt der Gatter.
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6.1 Theorie

Betrachten wir nun ein Multi-Qubit-Gatter der Qualitit ¢, = F,, e /T,
die sich in eine Folge von r universellen 2-Qubit-Gatter der Dauer 7» zerlegen
lasst. " < r dieser Gatter sind sequentiell durchzufiihren. Ferner besitzen alle
2-Qubit-Gatter die gleiche Qualitit g» = Fy e /™. Weiter nehmen wir an, dass
die Relaxationsratenkonstanten gleich sind: 1/75 = 1/7,,, = 1/Tx. Nach all dem
erhalten wir als eine erste Abschitzung, ob es lohnt Multi-Qubit-Gatter zu ver-
wenden: Unter Vernachlidssigung von Relaxation ist letzteres vorteilhaft, wenn
F,, > (F3)" gilt. Unter Beriicksichtung der Relaxation gilt dies, wenn

Fm > (FQ)T 6_(T”~7'2_7'77L)/TR , (64)

erfiillt ist.

Monte-Carlo-Fehlersimulation

Ein genaueres Bild erhélt man durch Monte-Carlo-Simulationen der Fehlerfort-
pflanzung. Um dies zu zeigen, soll nun der unabhéngige Fehler mit zwei Sze-
narien von Gattersequenzen mit jeweils r Gattern verglichen werden: (i) der -
fachen Wiederholung eines einzelnen unitéiren Gatters A (Fall AAAA) und (ii)
die Wiederholung einer Sequenz von 4 unterschiedlichen Gattern A, B, C, D (Fall
ABCD).

Damit perfekte und fehlerhafte Gatter generisch sind, wurden zufillige unitére
Matrizen benutzt. Diese waren zudem zufillig auf der gesamten SU(N) geméifl
dem Haar-Ma8B verteilt [185]. Fiir ein gegebenes zufélliges unitéres m-Qubitgatter
Ay € U(2™), wobei der Hamiltonian H 4o durch Ay = e~*40 definiert sein soll,
wurde nun ein generischer Fehler wie folgt simuliert: Der Hamiltonian H,; ei-
nes weiteren Gatters E; wurde durch den Matrixlogarithmus bestimmt, so dass
e~"Hai = E; gilt. Bei gegebenem Fj, ist nun in der folgenden Gleichung ¢ so zu
bestimmen, dass beide Seiten gleich werden,

By =1- —Ile Aill3
(6.5)

~ 1= g — e

Dies ist im allgemeinen Fall nur numerisch moéglich, was aber den Anforderungen
geniigt. Die Qualitdten der Monte-Carlo-Simulationen im Fall AAAA ergeben
sich dann zu

Faaaa(r)=1- —H (A)" HA I (6.6)

und im Fall ABCD zu

1=

2

r 4
Fapep(r) =1— —H (DoCoBoAg)T — [ [(D;C;B; A - (6.7)
7j=1
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Abbildung 6.2: Vergleich der Fehlerpropagation fiir zuféillige unitire Gatter mit
m = 2 Qubits (a) und m = 8 Qubits (b). Die Qualitéit der Ein-
zelgatter betridgt F),, = 0.99999. Die Wiederholung eines Einzel-
gatters A (blau) wird zudem verglichen mit der Wiederholung
einer Sequenz von 4 unterschiedlichen Gattern ABC' D (schwarz).
Aus 10 Monte Carlo Simulationen werden jeweils die beste, die
schlechteste (gestrichelt) und die dem Durchschnitt am néchsten
kommenende (durchgezogen) Kurve gezeigt. Die rote durchgezo-
gene Linie stellt den unabhéngigen Fehler dar Fy, = (F,,)". Fiir
grofie Systeme (m = 8) mit unterschiedlichen Gattern (ABCD)
sind der unabhéngige und der wirkliche Fehler nahezu ununter-
scheidbar.

Wie nun in Abbildung 6.2(a) zu sehen ist, ergibt sich fiir die Fehlerfortpflanzung
von 2-Qubitgattern eine sehr grofie Streuung fiir die entsprechenden Qualitéten.
Diese grofie Streuung macht es nahezu unvorhersagbar, wie die Qualitdten sich
entwickeln. Des Weiteren ist die Annahme der Unabhéngigkeit der Fehler im Fall
AAAA eine viel zu optimistische Annahme. Im Fall ABC'D erhélt man zwar im-
mer noch zu optimistische Qualitéiten, aber der Unterschied zum unabhingigen
Fehler schrumpft bereits. Wirft man einen Blick auf gréoflere Gatter bzw. Modu-
le, wird die generische Situation besser vorhersagbar. Fiir zuféllige 8-Qubitgatter
erhalten wir im Fall AAAA wieder von der unabhéngigen Fehlerkurve signifi-
kant abweichende Resultate, wohingegen im ABC D-Fall der Fehler der Monte-
Carlo-Simulation, die dem Durchschnitt aller Simulationen am néchsten kommt,
nahezu ununterscheidbar vom unabhéngigen Fehler ist. Dieses Verhalten ist zu-
dem unabhédngig vom Einzelfehler 1 — F},, was durch weitere Simulationen mit
Gatterqualitdten von Fi, = 0.99 oder F}, = 0.96 belegt werden konnte.
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6.2 Anwendung

6.2.1 Die 1,n swApP Operation

Die Verallgemeinerung der Zerlegung eines SWAP;,, in eine Abfolge von k un-
terschiedlichen SWAPy ,,,, Gattern, wobei j = 1,2,...,k, ist in Abbildung 6.1(b)

gezeigt. Hierbei ist zu beachten, dass my + 2 Z;:ll (m; — 1) = n erfiillt ist. Auf-
grund der Symmetrie ergibt sich fiir die Dauer des Gatters

k—1
T(SWAP1,) = T(SWAP1 ;) +2 ) T(SWAP1,,,) (6.8)
j=1
und daraus resultierend fiir die Gesamtqualitéat
k—1
F(SWAPy,,) = F(SWAPy ) [ [ F(SWAPy )" x €77V 0n)/ T (6.9)
j=1

Wie in Gleichung (6.8) gesehen, sind die Gesamtzeiten lineare Funktionen von £,
sobald wir alle 7(SWAPy ,,,;) gleichsetzen. Die Steigungen dieser Funktionen sind
fiir m = {2,4, 6,8} in Abbildung 6.3 dargestellt.

Um die minimalen Zeiten fiir hohere SWAPs abzuschétzen, soll ein Modell ge-
funden werden, das die gefundenen Resultate am besten approximiert. Als mogli-
che Kurvenverlaufe fiir die Steigungen der Zeiten der rekursiven Zerlegungen aus
Abb. 6.3 wurden zwei reziproke Funktionen und eine exponentielle Funktion an-
genommen. Die Ergebnisse sind in Abbildung 6.4 und Tabelle 6.1 zusammen-
gestellt. Das beste Modell fiir die Steigung der Geraden rekursiver SWAPs ist
eine umgekehrt proportionale Abhingigkeit zusammen mit einem Offset. Uber
eine Integration lassen sich so Riickschliisse auf die Zeitkomplexitéat der minima-
len Dauer indirekter SwaP-Operationen auf Spinketten ziehen. Daraus folgt eine

Tabelle 6.1: Zusammenstellung der Fitparameter und Vergleich der Giite der Mo-
delle fiir die Steigung der Geraden beim rekursiven SWAP.

Funktion a b 2

filn) =a—L2 ]/ 0.6758 | 0.7876 | 0.00044

fa(n) = = 8.6905 | 3.9445 || 0.01811

f3(n) = ae= || 0.7408 | -0.2763 || 0.03774
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6 Rekursiv aufgebaute Quantengatter
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Abbildung 6.3:  (a): Zeiten fiir indirekte SWAP;,, auf einer linearen Kette von n
schwach gekoppelten Qubits durch eine entsprechende Konstruktion
aus SWAP1 ,,-Gattern. m reicht von 2 bis 8. Die gestrichelte Linie
stellt eine lineare Fortsetzung der Zeiten der zeitoptimierten Gatter
dar. Diese sind jedoch fiir sehr grofie Systeme nicht numerisch hand-
habbar. Die Zeiten sind ausgedriickt in 1/J,,. (b): Gesamtqualitéit
der effektiven Gatter unter der Annahme, dass eine homogene Re-
laxation vorliegt. Der Relaxationssuperoperator soll vereinfacht als
I' = 1 mit 3 = 0.004 dargestellt werden. Somit ergibt sich ein ein-
heitlicher Dimpfungsterm e~™/T%_der nur von der Gesamtdauer 7,
und der Relaxationsratenkonstante 1/Tr abhingt. Bei insgesamt r,
Gattern errechnet sich dann die Gesamtqualitit ¢ zu ¢ = (¢,,)"™, wo-
bei g := F,, e ™/Tr die Einzelqualitiit des m-ten Gatters darstellt,
welche sich wiederum aus der Spurqualitéit Fj,, und einem relaxativen
Anteil zusammensetzt. Die Spurqualitit liegt beim SWAP im Bereich
F,, €10.99994,0.99999].

Summe aus logarithmischer und linearer Funktion. Des Weiteren bleibt festzu-
halten, dass mittels der rekursiven Zerlegung eines indirekten SwAPs in Module
mit mehr als 2 Qubits eine Beschleunigung um einen Faktor 1.96 (bei Module
mit 8 Qubits) zu erreichen ist. Bei noch groferen Modulen wird eine weitere,
jedoch weniger ausgeprigte, Beschleunigung erwartet. Des Weiteren kann aus
Abbildung 6.3 sofort geschlossen werden, dass die Zeitkomplexitdt des SWAPs ; ,
hochstens eine lineare sein kann. Eine logarithmische Zeitkomplexitét ldsst sich
zwar nicht ausschliefen, kann aber auch nicht bewiesen werden. Zusammenfas-
send kann iiber die rekursiven Zerlegungen des SWAP; ,, gesagt werden, dass (i)
unter Benutzung immer groflerer Module die Zeiten immer weiter verkiirzt wer-
den konnen'. und (ii) die numerischen Resultate auf eine lineare Zeitkomplexitéit

'Die Beschleunigung erreicht jedoch, ab Systemen mit mehr als 8 Qubits, zunehmend eine
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6.2 Anwendung
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Abbildung 6.4: Steigungen der Zeitkomplexititen fiir die rekursiven SWAPs aus
Abbildung 6.3. Blaue (gefiillte) Punkte indizieren die numerisch
gefundenen Resultate. Die Daten der Modelle sind in Tabelle 6.1
zusammengefasst.

hindeuten. Diese Vermutung verstirkt sich zudem durch die linearen Zeitkomple-
xitdten der gefundenen Zerlegungen.

6.2.2 Die Quanten-Fourier-Transformation (QFT)

Um eine QFT auf einem Quantencomputer mit vielen Qubits durchzufiihren, wird
folgende Vorgehensweise vorgeschlagen: Gegeben sei eine m-Qubit QFT. Um eine
(k - m)-Qubit QFT zu erhalten, benétigen wir ein weiteres Modul, welches aus
einer Kombination von kontrollierten Phasengattern und sSwAPs resultiert. Dieses
kombinierte Gatter wird fortan m/-Qubit cP-SWAP genannt.

Nun sollen zwei Varianten der Zerlegung vorgestellt werden: Variante I mit
m' = 2m und Variante II m’ = m. Wahlen wir zundchst m = 2 und k£ = 3. Das
rekursive Konstruktionsschema ist in Abbildung 6.6 dargestellt. Der obere Teil
der Abbildung zeigt die Verallgemeinerung der Standardzerlegung der 6-Qubit
QFT. Nach einer Verschiebung der abschliefenden sSwAP Operationen ergibt sich
die im unteren Teil der Abbildung dargestellte Abfolge von Gattern. Die Gatter
in den gestrichelten Késten ergeben eine 2m-Qubit QFT (die wiederum aus zwei
m-Qubit QFTs und einem zentralen m-Qubit cP-SWAP besteht). Die durchgezoge-
nen Késten miissen hinzugenommen werden, um eine 3m-Qubit QFT zu erhalten.
Fiir m = 2 wurde also gezeigt, wie sich eine 3m-Qubit QFT aus einer 2m-Qubit
QFT, weiteren zwei 2m-Qubit cP-SWAPs und einer m-Qubit QFT aufbauen lasst.
Es wurde zudem gezeigt, wie der Induktionsschritt der Zerlegung einer k- m-QFT
zu einer (k + 1) - m-QFT funktioniert. Das gleiche Konstruktionsprinzip gilt zu-
dem auch fiir anderen Modulgroflen m = 2,3,.... Abbildung 6.7 enthélt das

Sattigung. Der Speed-up betrégt bei m = 8 einen Faktor 1.96.
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6 Rekursiv aufgebaute Quantengatter
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Abbildung 6.5:  Vergleich der (2m=10)-Zerlegung der QFT (rot) mit der Standard-
zerlegung m = 2 nach Saito [166] (schwarz) und Blais [167] (blau) (a):
Zeitkomplexitéten und (b) Gesamtqualitidten fiir eine Relaxationsra-
tenkonstante von 1/Tg = 0.004.J.. Die rote Linie (-) stellt die extra-
polierte Zeitkomplexitéit der zeitoptimierten Implementierung (siehe
oberes Inset) dar. Im unteren Inset sind die Zeitkomplexitéiten der
Standardzerlegungen einer QFT auf einer linearen Spinkette im semi-
logarithmischen Mafistab wiedergegeben. Die rot Linie (---) stellt die
Zeitkomplexitit fiir die weniger effektive Zerlegung der QFT dar.

allgemeine Zerlegungsschema? einer (k - m)-Qubit QFT: Sie bendtigt & Module
der m-Qubit QFT zwischen die sich weitere (';) Module der 2m-Qubit cP-SWAP
schieben. Letztere weisen k& — 1 unterschiedliche Drehwinkel auf. Fiir alle m und
j=1,2,...,(k—1) erhélt man aufgrund der numerischen Resultate zudem:

1. cP-SWAP), . dauert mindestens genauso lange wie QFT,,;
2. QFT,, dauert mindestens genauso lange wie cP-SWAP? ;

3. cP-SWAPJ dauert mindestens genauso lange wie cP-SWAPZF!

Die Dauer der rekursive Implementierung einer (k-m)-Qubit QFT, aufgebaut aus
m-Qubit- and 2m-Qubitmodulen, berechnet sich somit zu

7(QFT)) = 2-7(QFT,, )+ (k—1)-7(cP-SWAPy,, )+ (k—2)-7(cP-swaP;,,) . (6.10)

Die Gesamtqualitdt unter Einbeziehung von Relaxation, berechnet sich zu

k—1

qQFTk-m = (FQFT'm)k( (FCP—SWAP%m>k_j ) X e_(TQFTk'M/TR) : (611>
j=1

2Die andere, aber weniger effiziente, Zerlegung ist als Variante II im Appendix 12.3.3 wieder-
gegeben.
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Abbildung 6.6: Durch Umordnung der Gatter einer 3m-QFT (links) reduziert sich die
Realisierung auf der L,-Topologie auf folgende Gattertypen(rechts):
2m-Qubit QFT, m-Qubit cP-swWAPs (durchgezogene Kisten) und
m-Qubit QFT (gestrichelt). (km — v) steht fiir den Winkel 7=
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Abbildung 6.7: Fiir kK > 2 kann eine (km)-Qubit QFT aus k¥ Modulen einer m-Qubit
QFT und (g) Modulen des 2m-Qubit cP-sWAP) =~ aufgebaut werden.
Fiir die verschiedenen j werden jeweils verschiedene Drehwinkel ange-

nommen. Die gestrichelten Késten entsprechen denen in Abbildung 6.6
und zeigen den Induktionsschritt k& — (k4 1).

Im nun Folgenden sollen Drehwinkel von cP-SWAPs vernachléssigt werden, so-
bald sie die Grenze von 7/2'° unterschreiten. Diese Abschiitzung ist deshalb un-
kritisch, weil die dadurch eingefithrten Fehler kleiner sind als 107°, was der Spur-
qualitdt Fy,. = 0.99999 entspricht, bis zu der alle in dieser Arbeit vorliegenden
Gatter optimiert wurden. Geméaf der Zerlegung aus Abbildung 6.7, treten nun nur
noch drei Arten von cP-SWAPs auf, da sich alle CP—SWAP{0 Gatter mit 7 > 3, unter
Vernachlédssigung der auftretenden kontrollierten Phasengatter, auf reine SWAP-
Gatter reduzieren lassen. Die entsprechenden cP-SwWAP Module finden sich in Ap-
pendix 12.3.4. Mit diesen Bausteinen soll nun die Zerlegung einer (k - 10)-Qubit
QFT und deren Zeitkomplexitéit, sowie deren Gesamtqualitdt betrachtet werden.
Um dies zu erreichen, werden 10-Qubit cP-SWAP Module (2m = 10) und 5-Qubit
QFT (m = 5) verwendet. Die Dauer 7(QFTy;.5) kann durch einfaches Einsetzen
in Gleichung (6.10) erhalten werden und die daraus resultierende Gesamtqualitét
errechnet sich zu

qqrryy.s — (FQFT5)2k (FcP—SWAP%O)%_l (FCP—SWAP%O)%_2

6.12
X (FCP_SWAP%)(Q;)—%H o~ Tartngs /TR (6.12)

Der Speed-up ist fiir dieses Szenario, verglichen mit der Implementierung von
Blais [167], nur gering.

6.2.3 ¢"NoOT auf L, .-

Fiir das ¢"NOT auf der kompletten Topologie K, .o existieren bereits Zerlegun-
gen [171,180-182]. Die in [171] gefundenen Strategien lassen sich nun auch ver-
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wenden, um effizientere Zerlegungen auf linearen Kopplungstopologien zu erhal-
ten. Interessant ist, dass dort unterschiedliche Zerlegungen fiir Félle mit und ohne
zusitzliche Qubits angegeben werden. Diese dienen intermediér als Arbeitsqubit,
bleiben aber effektiv invariant. Im Folgenden soll die Standardzerlegung eines
Cc"NOT auf L, s in 1- und 2-Qubitgatter (wobei n ungerade sein soll) mit einer
Zerlegung verglichen werden, die zeitoptimierte Module benutzt.

Beweis der ¢"NOT Zerlegung

Das einfachste Beispiel fiir die Zerlegung eines C"NOT in 4 ¢"'NOTs mit m < n
erhilt man fiir das ¢®NOT. Dieses wird, wie in Abbildung 6.8 gezeigt, in 4 ¢2NOT
(TorroLl) zerlegt [171]. Es gilt die Wirkung dieser Abfolge von Gattern zu un-
tersuchen und zu zeigen, dass deren Gesamteffekt dem des c®NoT-Gatters ent-
spricht. Wir untersuchen den Effekt auf die gesamte 2°-dimensionale Basis. Deren
Zustande werden wie folgt ausgedriickt: |xy, zo, x3, x4, T5), wobei z; € {0,1}. &
stellt im Folgenden eine Addition modulo 2 dar, d.h. z;, & x;, = 0. Des Weiteren
ist xrx, ein einfaches skalares Produkt.

la) = |x1, 29, 23, 24, T5)
|b) = |z1, 29,23 B x122, T4, Ts5)
c) = |@1, 29, T3 ® X129, T4, T5 B T4 (T3 B T172))

= |21, To, T3 B T1T2, Ty, Ty B T4T3 B T1T224)

|d) = |z1, 29,23 ® T129 ® 1129, Ty, T5 D T4T3 O T1T9T4)
= |21, T, T3, Ta, T5 B T4y B T1T224)

|€> = |Jf1, T2, X3, T4, T5 D x4T3 O T473 D 1’1I2$4>
= |x17 L2, T3, Ty, L5 @ I1$2$4>

Der letzte Zustand zeigt, dass die Gesamtoperation der 4 Einzelgatter dem eines
entsprechenden ¢*NOTs entspricht, was die Richtigkeit der Zerlegung in diesem
Beispiel zeigt.

ot

Abbildung 6.8: Zerlegung eines ¢*NOTs in TOFFOLI-Gatter.
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Abbildung 6.9:

Zerlegung des

Cn—2

-

75

NOT-Gatters auf L,-Kopplungstopologien: (a)

Zerlegung in vier intermedidre Gatter mit weniger Kontrollqubits, so-
wie SWAP-Operationen und (b) Zerlegung der intermedidren Gatter.
Auf n-Qubitsystemen gibt es ein Arbeits- und ein Ancilla-, sowie n — 2
Kontrollqubits. Daraus folgt, dass my + (mg — 1) + 2kms = n — 2
mit my, mg > 1 und mg > 2. Die Klammern [-]; stellen eine k-malige
Wiederholung dar.
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Vergleich der Implementierungen eines ¢" 2NOTs auf L,-

Kopplungstopologien unter Verwendung der 2-Qubit Gatter CNOT
und SWAP; » oder Multi-Qubit-Gattern. Die Anzahl der Kontroll-
qubits wird als m := (mq, mg, m3) ausgedriickt. Die schwarze Kur-
ve ergab sich unter Verwendung der Zerlegung in Abb. 6.9 und
mit m; = 8, my = 8 (fiir ungerade n) bzw. mg = 7
(fiir gerade n). Weiter ist ms3 = 1. Die rote Kurve extrapoliert die
zeitoptimierten Ergebnisse. Die blaue Kurve im Inset von Teil (a) ist
eine nicht skalierbare Zerlegung, mit bis zu 19 Qubits.

ms (mi)



6.3 Schlussfolgerungen

Abbildung 6.9 liefert eine Verallgemeinerung des in Abbildung 6.8 vorgestellten
Schemas: Zunéchst wird in (a) die Anzahl der Kontrollqubits durch Einfiihren
von k Blocken mit jeweils mg invarianten Kontrollqubits reduziert. Dies geschieht
durch vierfaches Auftreten der auf diese Weise reduzierten Module. In einem
zweiten Schritt werden die reduzierten Module weiter zerlegt. Die entsprechenden
Zeiten dieser Zerlegung sind in Abbildung 6.10 zusammengefasst.

6.3 Schlussfolgerungen

Die Rechnerleistung des Supercomputers HLRB-II wurde genutzt, um die Méglich-
keiten rekursiver Zerlegungen von Quantengattern mit einer hohen Anzahl von
Qubits auszuloten. Der bisherige Ansatz, sehr grofle Multi-Qubit-Gatter in 2-
Qubitgatter und lokale Kontrollen zu zerlegen, wurde somit auf die Verwen-
dung von zeitoptimierten Gattern mittlerer Grofle erweitert. Es wurde gezeigt,
wie solche zeitoptimierten Module zusammengefiigt werden miissen, um dar-
aus linear-skalierbare Zerlegungen fiir eben diese Multi-Qubit-Gatter zu erhal-
ten. Ein solcher Ansatz ist deswegen notwendig, da einerseits die Zerlegungen
in 2-Qubitgatter zu sehr langen Implementierungszeiten fithren und andererseits
das Problem fiir grofle Systeme nicht mehr numerisch handhabbar ist. Es wur-
den verschiedene Gattertypen untersucht: Indirekte SWAPs, die Quanten-Fourier-
Transformation QFT und vielfach kontrollierte NOT -Gatter. Bei allen konnte eine
Beschleunigung der Implementierung festgestellt werden. Die derzeitigen Speed-
ups betragen zwischen 20% und einem Faktor 2.5.

Als interessanter Nebenaspekt wurde entdeckt, dass sich Fehler in den Einzel-
gattern bei Multi-Qubit-Gattern vorteilhafter fortpflanzen, verglichen mit solchen
in 2-Qubitgattern. Dies unterstiitzt die Verwendung komplexer Gatter.

Obwohl bereits durch Beschleunigung der Implementierung durch Verwendung
von Multi-Qubit-Gattern ein leistungsfahiges Mittel zur Dekohdrenzbekdmpfung
gefunden wurde, kann durch ein Zusammenfiihren der Methoden der relaxations-
optimierten Gattersynthese und des hier vorgestellten rekursiven Ansatzes ein
weiterer erheblicher Beitrag zur tatséchlichen Realisierung eines Quantencompu-
ters geleistet werden. Es gilt allerdings zu bedenken, dass die Matrixdimension
eines solchen Systems rapide wéchst. Fiir ein relaxationsoptimiertes, 3 logische
Qubit umfassendes, TOFFOLI-Gatter, wie es in der Zerlegung vielfach kontrol-
lierter NOTs Verwendung finden wiirde, ndhmen die entsprechenden Matrizen
bereits die Grofle 2! an, also ein effektives 12 Qubitsystem?®. Um eine solche Auf-
gabe zu bewiéltigen, bedarf es einer weiteren Optimierung des derzeit bestehenden

3Ein logisches Qubit entspricht, je nach Kodierung, mindestens zwei physikalischen Qubits.
Durch Einbeziehung der Relaxationsoperatoren miissen alle Zeitevolutionsschritte im Supe-
roperatorformalismus durchgefithrt werden. Dies fithrt zu einer weiteren Quadrierung der
Matrixdimensionen. Es werden also fiir 3 logische Qubits 6 physikalische benotigt und die

Matrixdimension anschlieBend quadriert: (22X3)2 = 212, Siehe hierzu auch Kapitel 7.
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Programmcodes des GRAPE-Algorithmus.
Der Weg zur Optimierung auf dem Level der Zerlegungen unter Verwendung
komplexer Multi-Qubit-Gatter wurde somit bereitet.

106



[/ Relaxationsoptimierte
Quantengatter

7.1 Einleitung

Quantensysteme zu benutzen, um aufwendige Berechnungen auszufiihren, oder
andere Quantensysteme [7,186] zu simulieren, ist ein viel versprechendes Ziel:
Durch die Verwendung von Quantenkohédrenzen lasst sich die Komplexitiat des
Problems in einigen Féllen reduzieren. Die Quantensysteme gegen dissipative
Prozesse (“Dekohérenz”) zu schiitzen stellt eines der Hauptprobleme dar, wenn
es darum geht kohérente Superpositionen als Schliisselresource zu benutzen [187].
Bisher wurden dekohérenz-freie Unterrdume untersucht [188] oder Bang-Bang-
Kontrollen [189-191] vorgeschlagen, um das System von der dissipativen Wech-
selwirkung zur Umgebung zu entkoppeln. Ein weiterer Ansatz verwendet den
Quanten-Zeno-Effekt [192], um das System gar nicht erst aus dem gewiinschten
Unterraum wandern zu lassen [193]. Ein Uberblick wird in [194-196] gegeben.

Das Problem, ein Quantengatter relaxationsoptimiert zu realisieren, ist noch
schwieriger: Es gilt, die Dekohérenz zu bekdmpfen, wiahrend simultan alle Basis-
zustande geméaf dem Quantengatter in das lineare Abbild zu transformieren sind,
welches den maximalen Uberlapp mit dem Zielgatter hat.

In der Spektroskopie lédsst sich ein Zustandstransfer dadurch optimieren, dass
man eine Trajektorie entlang langsam relaxierender Richtungen des Liouville-
Raumes wéhlt [197-199]. Im Quantencomputing muss jedoch eine gesamte Basis
transformiert werden. Wahlt man nun den gleichen Ansatz wie in der Spektro-
skopie, kann der Gewinn entlang der geschiitzten Richtungen durch die Verluste
entlang der Ungeschiitzten aufgewogen werden. Dies muss aber nicht zwingend
der Fall sein, da bei gewissen Problemen gar nicht alle Basisvektoren transfor-
miert werden miissen.

Eine gegen Dekohérenz geschiitzte kodierte Basis muss also in einen groéfie-
ren Liouville-Raum eines kodierenden physikalischen Systems eingebettet werden.
Dies wiederum fiihrt zu der Frage, in welchem Ausmafl das geschiitzte System
durch die zur Verfiigung stehenden Kontrollen kontrollierbar ist.

Der neue Superoperator-Gradienten-Algorithmus stellt sich in diesem Setting
als eine wirkungsvolle Methode dar, die besten Approximationen an unitire
Quantengatter zu liefern. Des Weiteren erweitert er die Moglichkeiten der Quan-
tenkontrolle, siehe z.B. [84,125,200-205].
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7 Relaxationsoptimierte Quantengatter

7.2 Kontrollierbarkeit offener Quantensysteme

Die untersuchten Modellsysteme sind vollsténdig kontrollierbar [133, 158161,
206], d.h. unter Vernachlissigung der Dekohérenz ist der ganze unitére Orbit
U(p) := {UpU~1 | U unitér} eines Ausgangsdichteoperators p durch Evolutionen
unter dem Drifthamiltonian des Systems und den experimentell verfiigharen Kon-
trollen erreichbar. Weiter wird gezeigt, dass bestimmte Aufgaben vollstindig in
gewissen Unterrdumen durchfiihrbar sind.

7.2.1 Bewegungsgleichung

Um unitédre Gatter zu generieren, ist es notwendig ein simultanes lineares Abbild
aller Basiszusténde, die den ganzen oder einen Unterraum des Hilbertraums auf-
spannen, zu synthetisieren. Dies ist eine Verallgemeinerung einer typischen Auf-
gabe der Spektroskopie, wo nur ein gegebener Anfangszustand so transformiert
wird, dass er einen maximalen Uberlapp mit einem gewiinschten Zielzustand hat.

Das Steuerungsproblem, diesen Uberlapp zu maximieren, unter der Nebenbe-
dingung, dass die Schrodinger-Gleichung (fiir geschlossene Systeme)

W) = —if ) (7.1)

p = —i[H,p| = —iady (p) (7.2)
bzw. die Liouville-Gleichung (fiir offene Systeme)
p = —(iady +T)p

Faagy = —(iady +T) o Faqy (7.4)

wobei I' in der Lindblad-Form geschrieben wird

T(p)=1 Z {2VipV, = VIV, p—pViV,} | (7.5)
k

erfiillt ist, lasst sich mit dem GRAPE-Algorithmus [204] numerisch 16sen. Verwen-
det man folgende Notation Ady(-) := U(-)UT, ldsst sich die Operatorgleichung

U = —iHU (7.6)
AdU = —z'adH O AdU (77)

benutzen, um Quantengatter U(T) zu realisieren, welche eine maximale Spurqua-
litédt (1) Re tr{UtTargotU (T')} besitzen, falls die globale Phase eine Rolle spielt, oder

(ii) Re tr{AdLtarget Adyp }, falls die globale Phase keine Rolle spielt.

Faq,, bezeichnet das kontraktive lineare Abbild aller Basiszusténde des Liouville-
Raums. Deren Dynamik wird durch die Superoperatorgleichung (7.4) und die Ma-
stergleichung (7.3) beschrieben. Mit diesen Uberlegungen lisst sich der GRAPE-
Algorithmus auf die Superoperatorebene heben, um somit auch die Dynamik
offener Systeme behandeln zu kénnen. Fiir eine ausfiihrlichere Beschreibung der
Dynamik offener Quantensysteme sei auf Kapitel 2.3.2 verwiesen.
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7.2 Kontrollierbarkeit offener Quantensysteme

7.2.2 Kontrollierbarkeit des Modellsystems

Um die Fahigkeiten der Kontrolltheorie beim Schutz vor Dekohérenz zu unter-
suchen, konstruieren wir kodierte logische Qubits durch Einbettung in zwei phy-
sikalische Qubits |0), = [¢*) und |1), = |¢)7). Die vier Bellzustinde spannen
einen Operatorraum B := span {[¢)*) (4™, [T) (|} auf, so dass jedes p € B
gegeniiber dem gewihlten Relaxationsprozess geschiitzt ist. Dies gilt nur im Rah-
men des slow-tumbling Limits der Bloch-Redfield-Relaxation, d.h. der Relaxati-
onssuperoperator nimmt folgende Form an: I'(p) := [A;O, [As0, pl] = [22,[22,p]] =
0 . Wenn die zwei Qubits nun durch eine Heisenberg- X X-Interaktion miteinan-
der wechselwirken und der Kontrollterm die Form lokaler o,-Pulse, die gleichzei-
tig mit entgegengesetztem Vorzeichen auf beiden Qubits wirken, annimmt, erhalt
man ein vollsténdig kontrollierbares kodiertes 1-Qubitsystem, da

{(zz +yy)/2, (21— 12)/2, (yz — zy)/2}) Zsu(2) (7.8)

wobei (-) die durch Kommutatorbildung generierte Algebra bezeichnet.

Wie in [208-210], erhélt man ein voll kontrollierbares logisches 2-Qubit-System,
wenn die Qubitpaare durch eine Ising-zz-Wechselwirkung gekoppelt werden. Die-
ses Setup sollte das Referenzsystem System I definieren, dessen Drifthamiltonian
D; und die Kontrollen C; 5 (mit nicht verschwindendem .J,, und J.,) sich wie
folgt beschreiben lassen:

Dy = Ju (xxll 4 Mzz + yyll + 1yy) + J,, 1221 (7.9)
C, = z111-1z11 (7.10)
Cy = 1121- 1112 . (7.11)

iso

Es lésst sich zeigen, dass ({ D1, C1, Cs}) = su(4) ist. Die durch vier physikali-
sche Qubits kodierte reduzible Darstellung der su(4) ist gegeniiber T5-Relaxation
geschiitzt, da sie auf den Liouville-Unterraum B ® B beschriankt ist.

Erweitert man nun die Ising-zz-Interaktion zwischen den zwei Paaren zu ei-
ner isotropen Heisenberg- X X X-Interaktion, erhélt man das, was hier System I1
heiflen soll. Sein Drifthamiltonian

D+ Dy = Jypp ({L’:L’]l]l + zz + yyll + ]lllyy)

(7.12)
+Joy- (]lx:z]l + lyyl + ]lzz]l)

fithrt das System nun aus dem dekohérenz-geschiitzten Unterraum heraus. Die
durch Drift- und Kontrollterme generierte Algebra ist nun 66-dimensional:

dlfﬂ({(Dl -+ Dg), Cl, Cg}) = 66 y (713)

!mit dem Spintensor As g := \/ig(% zz — I115) [207], wobei 2z := 0, ® 0,/2 und auflerdem

1pvl = %]12 ® o, ® o, ® 1y fur alle p,v € {z,y,z};
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7 Relaxationsoptimierte Quantengatter

wobei su(4) immer noch eine Unteralgebra ist. Die Dimension 66 entspricht der
einer so(12).

Des Weiteren erkennt man, dass e‘”cl(Dl + Dg)emc1 = D; — D,. Unter Ver-
wendung der Trotter-Formel

lim (e—i(D1+D2)/(2n)e—i(Dl—Dz)/(2n))" — oD (7.14>

n—oo

erkennt man sehr leicht, dass sich die Dynamik von (;) im Limes unendlich vieler
abwechselnder (' o-Pulse auf die Dynamik von System I zuriickfiithren lésst. In
diesem “Entkopplungslimit” kann also auch in System II ein voll kontrollierbares
logisches 2-Qubitsystem iiber der geschiitzten Basis B ® B etabliert werden.

Im folgenden Kapitel werden die numerischen Resultate durch Kontrolltheorie
mit alternativen Pulssequenzen, die auf einfache Weise durch die Trotter-Formel
aufgebaut werden, verglichen. Als Beispielgatter sei das CNOT auf zwei logischen
Qubits gewéhlt.

7.3 Erlauterung am Modellsystem

7.3.1 Vergleich der relaxations-, zeitoptimierten und einer
Standardimplementierung

Um ein realistischeres Szenario zu erhalten, wird der Relaxationssuperoperator,
der an den Dipol-Dipol-Relaxationssuperoperator fiir 2 Spins angelehnt ist, durch
weitere Terme ergdnzt. Diese sollen schwache 717 - Prozesse verursachen. Die
zusétzlichen Terme haben folgende Form:
1
o T
F(p) T Z [A2,(m1,m2) ’ |:A2,(m1,m2) ) p” ’ (715)

mi,mo=—1

wobei der Anteil der Tensoren 0. Ordnung Aj o) ~ 2z 100-mal stérker sein
soll. Aus dem resultierenden Modelrelaxationssuperoperator berechnen sich die
Relaxationszeiten zu T, ' : T, ' = 4.027 s71 : 0.024 s71 ~ 170 : 1, wihrend die
Kopplungskonstanten zu J,, = 2 Hz und J,,. = J., = 1 Hz gesetzt werden.

In Abbildung 7.1 werden nun die verschiedenen Szenarien, ein CNOT zu appro-
ximieren, verglichen. Durch die dekohérenz-geschiitzten numerisch optimierten
Kontrollen wird eine Qualitdt von 95% erreicht. Die zeitoptimierten Kontrollen
hingegen zeigen eine breite Streuung: unter den 15 generierten Sequenzen sind
mit Gliick einige dabei, die Qualititen um die 87% aufweisen, wihrend andere
nur 65 % erreichen. Nach dem Erreichen des Optimums fillt die Qualitidtskurve
vom oberen Limit ab. Dies kann mehrere Ursachen haben: Eine stellt die Schwie-
rigkeit dar, auf diesem System einen Einheitspropagator 1 zu realisieren. Dies ist
nicht fiir beliebig kleine Zeiten ¢ moglich, da durch die verfiigharen Kontrollen
der Drifthamiltonian nicht invertiert werden kann. Ein zunehmendes Vermischen
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Abbildung 7.1: Qualitéit eines CNOT-Gatters, realisiert durch vier physikalische

Qubits in unterschiedlichen Ansétzen: (o) durch numerische Kon-
trolltheorie unter expliziter Relaxation; (e) durch zeitoptimierte
Kontrolltheorie, wobei eine starke Streuung der Qualitéatsfaktoren
auftritt, falls die Relaxation nachtrédglich eingeschalten wird (die
Intervalle sind der Durchschnitt + Standardabweichung fiir 15
gerechnete Pulssequenzen; o sind die besten bzw. schlechtesten
Werte); (o) durch naiven Trotter-Ansatz, unter der Annahme,
dass der inverse Drifthamiltonian instantan zu erhalten ist. (e)
durch realistischen Trotter, wobei der inverse Drifthamiltonian
explizit aus den zur Verfiigung stehenden Operatoren generiert
wird. Die Zahlen in Klammern geben die Trotter-Koeffizienten
ny2 von Abbildung 7.3 und die maximalen Kontrollamplituden
wieder. Die obere Grenze ist durch die langsame Tj-Relaxation
gegeben. Ohne Relaxation wiirden alle Trotter-Sequenzen Qua-
litdten zwischen 93 und 99 % ergeben, mit Ausnahme von (x).
Hier wurden die Kontrollamplituden auf a < 50 Hz begrenzt: die
Qualitit fallt dann unter 0.1%.

der kleinen Eigenwerte und somit eine Anndherung an die untere Schranke der
Qualitit, gegeben durch Gleichung (2.57), stellt eine andere Moglichkeit dar.

In Abbildung 7.2 wird gezeigt, wie nun die dekohérenz-optimierten Kontrol-
len das System nahezu perfekt innerhalb des geschiitzten Unterraums halten,
wéhrend unter nur zeitoptimierten Kontrollen dieser Unterraum zeitweise verlas-
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Abbildung 7.2: (a) Zeitverlauf aller geschiitzten Basiszustdnde wihrend einer ty-
pischen zeitoptimierten Pulssequenz aus Abbildung 7.1. Gezeigt
werden die Projektionen in den dekohérenz-armen und -reichen
Anteil des Liouville-Raumes. (b) Die gleichen Projektionen fiir die
dekohérenz-optimierten Pulssequenzen. Das System bleibt nahe-
zu komplett im dekohérenz-armen Anteil des Liouville-Raumes.

sen wird und die Implementierung somit unter den dissipativen Effekten leidet.

Eine algebraische Alternative zu den numerischen Methoden der Kontrolltheo-
rie benutzt die Trotter-Formel, um das System im armen Unterraum zu halten.
Dieser Ansatz wurde auch in [211] benutzt. Die Trotter-Zerlegung soll im Einzel-
nen im Kapitel 12.4 des Appendix vorgestellt werden.

Bereits ein Blick auf Abbildung 7.3 zeigt, dass dieser Ansatz zwar machbar,
aber sehr schnell sehr uniibersichtlich wird. Unter der Annahme, dass neben
Hy auch der inverse Drifthamiltonian —H, zur Verfiigung steht (naiver Trotter-
Ansatz), lassen sich Pulssequenzen konstruieren, die immer fast dreimal solang
wie die numerisch gefundene Losung sind. Auflerdem werden dort viel stérkere
Amplituden verwendet (1 — 17 KHz an Stelle von 50 Hz).

In der Praxis jedoch muss auch der inverse Drifthamiltonian generiert werden.
Da die Kontrollen nicht in der Lage sind H; zu invertieren, soll dies durch die
Periodizitit von e~ #H¢ erreicht werden. Die Eigenwerte von Hy im System II
stehen jedoch nicht in einem ganzzahligen Verhéltnis zueinander. Deshalb tritt
keine Periodizitiat auf. Setzt man aber die Heisenberg-X X-Kopplung auf J,, =
2.23 Hz, wird eine Periodizitit erreicht. Man erhélt dann nahezu perfekte Pro-
jektionen (F, > 1 — 107'%) auf den inversen Drifthamiltonian des Systems II
U~ = et 1"+ pnach 3.98 s und auf —U~" nach 1.9 s. Durch Verwenden
der Identitdt Ad_y-1) = Ady-1) kann die Dauer der Evolution unter U 1 auf
1.99 s verkiirzt werden.

Eine realisierbare Trotter-Zerlegung dauert, selbst mit diesen Vereinfachungen,
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Abbildung 7.3: Alternative zur numerischen Kontrolltheorie: miihsame alge-
braische Ableitung der Kontrollen fiir ein ¢CNOT im dekohérenz-
geschiitzten Unterraum: Ausgehend von (a) zwei logische Qubits
iber (b) das schematisch-kodierte physikalische 4-Qubitsystem
in die physikalische Realisierung durch (c¢) System I und anschlie-
Bend (d) System II. Die schwarzen Boxen stellen lokale 7 /2-Pulse
dar, deren Phasen darunter angegeben sind (abweichende Rota-
tionswinkel sind dariiber angegeben); leere Boxen (in (d)) be-
zeichnen z-Rotationen mit Drehwinkel 7. Der effektive Hamilto-
nian 7H steht innerhalb der grofien Boxen; ny, ny sind die Tiefen
der entsprechenden Trotter-Expansionen. Die effektiven Hamil-
tonoperatoren in (b) sind nur durch weitere kompliziertere Zerle-
gungen zu erhalten.

immer noch 28.5 s (bei einer Spurqualitdt von Fy, > 94.1 % in Abwesenheit
von dissipativen Effekten). Sobald nun leichte 7)-Prozesse berticksichtigt wer-
den, sind die Relaxationsratenkonstanten im dekohérenz-geschiitzten Unterraum
nicht ldnger strikt Null (wie im Fall reiner T5-Relaxation). Sie iiberdecken hin-
gegen einen Bereich [0.019s71,0.060s7!]. Als Konsequenz erreicht eine Trotter-
Zerlegung der Dauer 28.5 s, unter diesen realistischen Bedingungen, nicht mehr
als 15%, wohingegen die neuen numerischen Methoden Realisierungen mit bis zu
95 % erlauben (sogar wenn J,, = 2.0 Hz).

7.3.2 Interpretation der Ergebnisse

Um die vorliegenden Resultate zu verstehen, greifen wir ein, in Kapitel 12.2.2
angesprochenes,; Prinzip auf: Fiir ein Element H der su(2) erhalten wir

e P = (—1)M, (7.16)
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7 Relaxationsoptimierte Quantengatter

d.h. auf dieser SU(2)-Gruppe findet effektiv nur ein globaler Phasenshift statt.
Betrachten wir weiter den Teil des Modellsystems, der fiir die Kopplung des rela-
xationsarmen Unterraumes mit dem relaxationsreichen Unterraum verantwortlich
ist. Da Operationen unter { Dy, Cy, Cy} den relaxationsarmen Unterraum invari-
ant lassen, miissen die Komponenten in Dy = J,,(1zzl + lyyl) dafiir verant-
wortlich sein. Vernachlidssigen wir im Folgenden die beiden endstdndigen Qubits.
Es gilt also die Evolution unter Dy effektiv zu entkoppeln. Dies geschieht durch
eine Anpassung der Amplituden der zur Verfiigung stehenden Kontrollen ', Cs.
Seien u; und wuy die entsprechenden Kontrollamplituden. Da ), auch mit den
planaren Wechselwirkungen zwischen Qubit 1 und 2, bzw. 3 und 4 interagiert,
und deswegen ein gewisser Anteil auf diese Operationen entfillt, schreiben wir fiir
den Hamilton-Operator Heyp,/reich, der relaxationsarmen und relaxationsreichen
Unterraum koppelt:

Hermjreicn = (f(u1) (2111 = 1200) + f(up) (1121 — 1112) + J,y. (Lzzl + yy1))

= (_2f(ul)(2]1)log/2 + 2f(u2)(]lz)log/2 + 2nyz(zx + yy)log/2) .
(7.17)
f(ax) sollen die effektiven Kontrollamplituden darstellen. Wihlen wir fiir den
Moment f(u;) = f(uz) = f(u). Unter Verwendung von Gleichung (7.16) bzw.
(5.5) bzw. (12.5) und Gleichung (7.8) bzw. (2.10) erhalten wir bei passender
Wahl von f(u) folgende Identitit:

e—iAt(—2f(u)(z]l—]lz)/2+2nyz(xx+yy)/2) _ (_1>k]1 ] (718)

Fiir die Parameter muss also

V (QALf ()2 + (2A,,.)2 = 2k | (7.19)

mit k& € N gelten. Fiir ein festes J,,. und At gibt es unendlich viele Moglich-
keiten fiir f(u). Man erhélt somit einen Satz von Propagatoren, die alle eine
perfekte Entkopplung vom relaxationsreichen Raum erlauben. Da fast jeder Satz
von Quantengattern volle Kontrollierbarkeit zur Folge hat [65], stellt sich nun
die Frage, wie die Elemente aus diesem Satz kombiniert werden miissen, um ein
entsprechendes Gatter zu realisieren. Diese Zerlegung muss nicht zeitoptimiert
sein.

Die erhaltene Pulssequenz ldsst sich jetzt im Hinblick auf die erfolgte Interpreta-
tion analysieren. Man erwartet, dass durch die numerisch erhaltenen Pulse der re-
laxationsarme Unterraum nahezu vollstdndig vom relaxationsreichen Unterraum
entkoppelt ist. In Figur 7.4 ist der effektive Ubertrag vom armen in den reichen
Unterraum dargestellt. Hohe Werte in der Mitte der Figur bedeuten einen hohen
Ubergang. Man erkennt fiir die relaxationsoptimierte Pulssequenz (o) einen deut-
lich geringeren Ubertrag als fiir die zeitoptimierte Pulssequenz (H). Dennoch sind
die Ubergiinge intensiver als erwartet. Das lésst sich jedoch durch Beimischung
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von Tj-Relaxation erkldren. Dies fithrt dazu, dass alle Zustéinde des Systems,
auch die relaxationsarmen, einem leichten Dissipationsprozess unterliegen. Eine
Zerlegung in solche Kontrollamplituden, die Gleichung (7.19) erfiillen, kann zu
sehr zeitaufwendigen Pulssequenzen fithren und damit der 7i-Relaxation zum
Opfer fallen. Es gilt daher die Balance zwischen einer schnellen und einer rela-
xationsoptimierten Implementierung zu finden. Das erkldrt die Abweichung der
Kontrollamplituden in Figur 7.4.

Abbildung 7.4: Ubergang vom relaxationsarmen in den -reichen Unterraum fiir
die einzelnen Zeitintervalle der relaxationsoptimierten (e) und
der zeitoptimierten (H) Pulssequenz. Die relaxationsoptimierte
Pulssequenz zeigt eine Tendenz zu Kontrollamplituden mit nied-
rigem Ubertrag in den reichen Unterraum. Diese Tendenz ist auf-
grund einer schnellen Implementierung jedoch nicht zu 100% aus-

gepragt.

7.4 Schlussfolgerung

Es wurden kontrolltheoretische Werkzeuge vorgestellt, die es nun ermdoglichen, op-
timierte Approximationen an die (projektiv) unitdren Superoperatordarstellun-
gen von Quantengattern zu finden [196]. Diese konnen nur approximiert werden,
weil sie stets kontraktive lineare Abbilder einer gesamten kodierten Ausgangsba-
sis sind. Die Methoden stellen eine Erweiterung zur Optimierung von unitéiren
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7 Relaxationsoptimierte Quantengatter

Superoperatoren [100,207] dar, wie sie bereits in der Quantenkontrolle, verwendet
werden [84,205]. Der Fortschritt wird in einem typischen Modellsystem von vier
physikalischen Qubits quantifiziert, die zwei logische Qubits kodieren:

Die neue Methode ist zeitoptimierten Realisierungen systematisch und signifi-
kant iiberlegen. Dieser Vorteil kann allerdings nur ausgenutzt werden, wenn die
Mastergleichung des Systems bekannt ist. Sollte dies nicht der Fall sein, kann ein
Satz von 10 — 20 zeitoptimierten Sequenzen dennoch Sequenzen mit akzeptabler
Qualitat enthalten; er muss aber nicht.

Aus der Kontrollierbarkeitsanalyse folgt, dass eine Trotter-Zerlegung moglich
ist, um ein Quantengatter komplett im dekohérenz-geschiitzten Unterraum zu
realisieren. Hohe Qualitdten werden allerdings nur im Fall unendlich vieler und
endlich schneller Pulse erreicht. Da in realistischen Szenarien, bei denen notwen-
dige inverse Kopplungsevolutionen erst erzeugt werden miissen, diese Zerlegungen
sehr zeitaufwendig werden, fithren auch kleine 7T}-Relaxationsratenkonstanten im
dekohérenz-geschiitzten Unterraum zu nicht akzeptablen Qualitéten.

Ist der Relaxationssuperoperator also bekannt, sollten diese neuen kontrolltheo-
retischen Werkzeuge als Optimierungsmethode gewihlt werden. Dieser Ansatz ist
anwendbar fiir alle Spin- und Pseudo-Spin-Systeme und sollte deshalb eine brei-
te Anwendung in der praktischen Quantenkontrolle finden, wenn es darum geht
Dekohérenzeffekte zu minimieren.

Um nun die neuen Methoden gewinnbringend bei der Kontrolle offener Systeme
einzusetzen, sollten (i) die Relaxationsmechanismen der konkreten Quantenarchi-
tekturen besser verstanden, und (ii) deren Parameter mit geniigender Genauigkeit
gemessen werden kénnen.
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8 Analytische optimierte
Implementierungen

8.1 Indirekte Kopplung bzw. (1,3) cNoT auf der
Ls-Topologie

8.1.1 Einleitung

Fiir zwei Ising-gekoppelte Qubits mit instantanen Kontrollen sind zeitoptimierte
Resultate fiir alle Propagatoren bekannt [71,77,212,213]. Analytische Losungen
auf einer linearen 3-Spintopologie sind Gegenstand dieses Kapitels. Um diese
Aufgabe zu l6sen, bilden wir sie auf eine andere ab: Das Problem zeitoptimierte
Quantengatter zu synthetisieren, wird auf das geometrische Problem, kiirzeste
Pfade in der Gruppe unitédrer Transformationen unter bestimmten Metriken zu
finden [77,78,214], abgebildet. Die numerischen Ergebnisse aus Kapitel 5.3.3 die-
nen hierzu als Leitlinien, da sie als obere Abschétzungen fiir die wirklichen mini-
malen Zeiten zu gebrauchen sind.

Die optimierten Pulssequenzen konnen dann durch explizite Berechnung der
Geodéten erhalten werden. Die Metrik tragt der Tatsache Rechnung, dass nur ein
beschrénkter Satz von Hamiltonians aus den zur Verfiigung stehenden Drift- und
Kontrolltermen generiert werden kann. Diese Analogie wurde bereits an anderer
Stelle benutzt, um Optimierungsprobleme dynamischer Systeme zu losen [215-
217].

Im Folgenden soll die Metrik untersucht werden, welche bei der Synthese indi-
rekter Ising-Kopplungen in einer linearen 3-Spinkette auftritt. Solche Kopplungen
treten sowohl im Quantencomputing, als auch in der kohédrenten Spektroskopie
auf. Beispiele sind 2-Qubit-Gatter zwischen entfernten Qubits [14,218] und die
Vermittlung von Kopplungen zwischen Spins durch Elektronen [219]. Multidimen-
sionale NMR-Experimente benotigen ebenfalls schnelle Implementierungen indi-
rekter Kopplungen, um hochaufgeloste Spektren zu erhalten [207]. Wie bereits in
Kapitel 5.3.3 gesehen, besitzen solche indirekten Gatter, auf konventionelle Weise
synthetisiert, eine zeitaufwendige Implementierung.
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8.1.2 Theorie

Eine Geodéte ist ein kiirzester Pfad zwischen zwei Punkten in einem gekriimmten
Raum. Beispiele fiir Geodéten, die zwei Punkte in der Ebene verkniipfen, sind,
unter der euklidischen Standardmetrik (dz)? + (dy)? + (dz)?, Geraden. Geoditen
auf Sphéren sind die Groffkreise. Im Folgenden sollen Geodéten auf einer Sphére
unter der Metrik g = w
dem gilt y? = 1 — 2% — 2?).

Die durchgezogene Linie in Abbildung 8.1 zeigt den kiirzesten Pfad, der den
Nordpol der Sphire (1,0,0) mit dem Punkt (0,cos@,sin¢) auf dem Aquator,
unter der Metrik g verbindet. Die gestrichelte Linie zeigt den kiirzesten Weg

unter der Standardmetrik. Fiir ¢ = 7, ist, unter g, die Linge L der Geodite

untersucht werden (auf einer Einheitskugel, zu-

Abbildung 8.1: Die durchgezogene Linie zeigt den kiirzesten Pfad, der den Nord-
pol der Sphére (1,0,0) mit dem Punkt (0, cos ¢,sin ¢) auf dem
Aquator, unter Metrik ¢ verbindet. Die gestrichelte Linie zeigt
den kiirzesten Weg unter der Standardmetrik.

™

0.6277 (im Gegensatz zu 5 unter der Standardmetrik). Die beiden Situationen
sind in Abbildung 8.1 visualisiert.

Die Berechnung der Geodéten unter g soll auch helfen, Techniken zu entwickeln,
die es erlauben, andere zeitoptimierte Gatter im 63-dimensionalen Raum speziell-
unitéirer Rotationen auf 3 schwach gekoppelten Qubits mit linearer Kopplungsto-
pologie zu synthetisieren. Die Kopplungskonstanten bei einer linearen 3-Spinkette
sind Jig = Jog = J und Jiz3 = 0, s. Abbildung 8.2(A). Der Drifthamiltonian
schreibt sich als

Hypipe = mJ (200115, + 215, 13,).

Die Stédrke der Kopplungen limitiert die Zeit, die benttigt wird, um das Quan-
tengatter zu synthetisieren. Abbildung 8.2(B) zeigt das Energieniveaudiagramm
und die Ubergiinge, die ein (1,3) cNOT! zwischen dem ersten und dritten Qubit

!Die Dauer des (1,3) cNOT wird durch den Term e~?%2%1=/3: bestimmt, welcher lokal #hnlich
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8.1 Indirekte Kopplung bzw. (1,3) ¢cNOT auf der Ls-Topologie

Abbildung 8.2: (A) zeigt die Kopplungstopologie des Spinsystems. (B) zeigt das
Energieniveaudiagramm des Spinsystems in einem statischen Ma-
gnetfeld entlang der z-Achse. 1 und 0 sind hoch- und niederenerge-
tische Eigenzustdnde des Drehimpulsoperators in z-Richtung. Der
Effekt des (1,3) cNOT ist ebenfalls deutlich gemacht: Die durch-
gezogenen Pfeile symbolisieren die entsprechenden Uberginge.

mit sich bréachte: Der Zustand von Qubit 3 wird invertiert, wenn Qubit 1 im
niederenergetischen Zustand ist.

In der Literatur gibt es eine Reihe von Zerlegungen dieses Gatters. Sie benoti-
gen Zeiten von maximal 3.5 J~! bis zu 2.5 J~! [220]. Das Hauptresultat dieses

Abschnitts ist, dass das (1,3) CNOT in nur % erreicht werden kann, wobei L die
Linge der Geodite unter g fiir ¢ = 7 ist. Dies ist doppelt so schnell wie die

schnellste bekannte konventionelle Implementierung.
Die Hauptideen sind die Folgenden: Der unitidre Propagator eines CNOTSs ist

1
(1,3) cNOT = eXp{—ig (2n.Ty — hio = Top + 51} (8.1)

Dieses Gatter ist lokal dquivalent, und somit im Limit unendlich schneller Pulse

zu e~ 3 2haTss g,
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8 Analytische optimierte Implementierungen

auch zeitlich dquivalent zu
T
Ui = exp{—lg(llz + I3, + 20.13,)}.

Zudem ist es auch symmetrisch in Bezug auf die Permutation von Qubit 1 und
3. Um Uj; zu synthetisieren, versuchen wir einen Hamiltonian zu designen, der
alle Quantenzustiande in der gleichen Art und Weise transformiert wie Uj;. Das
unitidre Gatter Uy, transformiert die Produktoperatoren Iy, und I3,, mit a €
{I,y} zu _2lla]3z und _2[1213(1-

Da Iz, und I3, 3, von Uy symmetrisch transformiert werden, versuchen wir
den Propagator Uj; durch Variation der Evolutionsdauer von Hgip und den
Kontrollen auf dem mittleren Spin zu erhalten. Der Vorteil, sich nur auf zwei
Kontrollparameter zu beschrinken, liegt darin, dass diese bereits geniigen, um
I, auf seinen Zielzustand —21I, 13, zu transformieren. Andere Produktoperato-
ren aus {/14, I35, 214133} evolvieren dann automatisch zu ihren entsprechenden
Zielzustdnden. Der Ansatz kann in folgende Schritte zerteilt werden:

[. Das urspriingliche Problem eines effizienten Transfers von Iy, nach —21,13,
im 63-dimensionalen Operatorraum der su(2%) kann auf ein Problem in ei-
nem 6-dimensionalen Unterraum S reduziert werden. & wird von den Ope-
ratoren I, , 211y 1o., 211y 1oy, 411y 1oy 13,, 411,12, 15,, und 21,13, aufgespannt.

Der Unterraum & ist der kleinste, in dem I, und —2I,,13, durch Hg;p
und lokale I,- und I,-Kontrollen auf dem zweiten Spin verkniipft sind, d.h.
Propagatoren der Art U = e~i7(tal2y+uslaa+m)(2h:loa+202:152)) hilden diesen
Vektorraum auf sich selber ab.

II. Der 6-dimensionale Raum wird in zwei unabhéngige, aber dquivalente, 4-
dimensionale Rdume zerlegt. In diesen werden dann zeitoptimierte Kontrol-
len fiir zwei, noch zu erlduternde, Teilprobleme gesucht.

ITI. SchlieBlich wird gezeigt, dass die Losung dieser zeitoptimierten Kontroll-
probleme zu der Berechnung kiirzester Pfade unter der Metrik g dquivalent
ist.

In Schritt (I) wird jeder Operator im 6-dimensionalen Unterraum S des 63-
dimensionalen Operatorraumes als Vektor z im R® mit den Koordinaten z =
(21, T2, T3, T4, T5, 16) dargestellt. Die x konnen als Erwartungswerte berechnet
werden: r = <le>, Ty = <211yl22>7 T3 — <2IIyI2m>7 Ty = <4Ily12yfgz>, Ty —
<411y[2z[3z>> und T = _<211:c132>

Durch eine Evolution unter dem Drifthamiltonian und konstanter Einstrahlung
auf den mittleren Kern aus der y-Richtung (H, = u,(t)7J1ls,) werden die ersten
vier Komponenten 'y = (x1, 22, 3, x4) des Vektors ineinander iiberfiihrt.
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8.1 Indirekte Kopplung bzw. (1,3) ¢cNOT auf der Ls-Topologie

Eine Evolution unter dem Drifthamiltonian und konstanter Einstrahlung auf
den mittleren Kern aus der z-Richtung (H, = uy(t)7Jls,) transformiert die letz-
ten vier Komponenten 'y = (3, x4, x5, x6) auf sich selber. Die Bewegungsglei-
chung von x4 und zp nimmt bei konstanter Einstrahlung wiahrend einer Kopp-
lungsevolution stets die folgende Form an:

dtTA,B
dt

o= o
o
[
<
N
sy
o

=nJ TAB. (8.2)

UA,B 0 —1
0 0 1 0

Daraus motiviert sich eine Abfolge von Transformationen, die I1,, was x4 =
(1,0,0,0) entspricht, nach —21,13,, was xp = (0,0, 0, 1)entspricht, tiberfiihrt:

(a) Transformation von (1,0,0,0) nach (0,5, 2%, %) in System A
mit \/25 + 2§ = .

(b) Transformation von (0, 2, %, %) nach (0,0, %, %) in System A,

was (%, %, 0,0) in System B entspricht.
11

(¢) Transformation von (ﬁ’ 70, 0) nach (%,xg, xh,0) in System B.

(d) Transformation von (%, xh, x%, 0) nach (0,0,0,1) in System B.

Die Transformationen (b) und (c¢) werden durch lokale I,- und /,-Rotationen auf
dem mittleren Spin dargestellt: Transformation (b) wird durch einen harten 6,
Puls erreicht, wobei tanf = x/,/z%,. Ebenso wird Transformation (c) ausgefiihrt,
nur diesmal wird um die lokale x-Achse des mittleren Spins gedreht. Aufgrund der
Symmetrie der beiden Systeme A und B sind die beiden Transformationen (a) und
(d) dquivalent und bendtigen dieselbe Zeit. Das gesamte Problem ldsst sich also
auf die Frage reduzieren, welche Kontrollen in den 4-dimensionalen Unterrdumen
A und B zeitoptimiert sind: Welches u(t) erreicht den maximalen Transfer in
minimaler Zeit? Die ausfiihrliche Analyse wird in [221] beschrieben. Festgehalten
soll hier nur werden, dass u4(t) = u konstant sein muss.
Die beiden zu bestimmenden Parameter u und 7 werden numerisch bestimmt.
Es gibt mehr als eine Kombination, die den unter (a) beschriebenen Transfer
vollfiithrt. Diejenige mit dem kleinsten Wert fiir 7 soll gewéahlt werden. Man erhélt
7 = 0.627J7" und ua(t) = up(t) = u = 1.04. Evolviert Gleichung (8.2) mit 7
und v = 1.04, erhélt man fiir (7) = tan™* z—% = 0.5476. U{; baut sich somit wie
folgt auf: ’

Uly = 11, exp{—i01, } exp{—i01, }11, (8.3)

mit 11, , = exp{—inJ7 [2]1, 15, + 215,15, + uls; 2] }.

121



8 Analytische optimierte Implementierungen

Die entsprechende Pulssequenz lésst sich leicht aus Gleichung (8.3) ablesen.
Sie besteht aus einem konstanten I,-Puls auf Spin 2 der Amplitude v, = uJ/2 =
0.52J fiir eine Dauer 7 = 0.627J7', gefolgt von einem [,- und anschliefend
einem [,-Puls mit einem Drehwinkel um jeweils § = 0.5476, was 31.4° ent-
spricht. Zuletzt folgt ein weiteres konstantes Einstrahlen auf Spin 2, mit densel-
ben Parametern wie zu Beginn. Die Gesamtdauer der Pulssequenz betriagt somit
T = 27 = 1.253J! und deckt sich perfekt mit den numerisch erhaltenen Resul-
taten. Zusammen mit den lokalen Transformationen Ul*¢, U/*¢, und U erhalten
wir das CNOT als:

(1,3) cNoT = UlecUjecus,ules,

Die einzelnen Gatter sind
o Ul = exp{—igls,},
o Ul = exp{i(m — 0) Iy, } exp{i(m — 0) L2, } exp{i5 (/1. + I3.)} und

[ Uéoc = exp{—lg(llz — Igz)}eXp{—lglgx}

Weiter gilt:
'ﬂ- ocC
Ups = exp{—1§ (21,.15.)} = UleUY,. (8.4)

8.1.3 Diskussion

Nun soll die vorgestellte Synthese des (1,3) CNOT mit konventionellen Zerlegungen
verglichen werden. Der einfachste Weg (C1), ein indirektes CNOT zu konstruieren,
besteht darin zundchst Spin 1 und 2, mittels eines (1,2) SWAP zu vertauschen,
anschliefend das (2,3) ¢NOT auszufiihren und zuriickzuswappen, also (1,3) CNOT
= (1,2) SWAP (2,3) cNOT (1,2) SWAP. Dies benétigt, zweimal 1.5~ fiir die SWAP
s und weitere 0.5~ [77] fiir das CNOT, in der Summe also 3.5~ [220].

Da angenommen wird, dass lokale Operationen ohne Zeitverlust ablaufen, ist die
Konstruktion von Uz = exp{—irm I1,15.} der zentrale Schritt auf dem Weg zum
(1,3) cNoT. Die Standardmethode fiihrt iiber den Weg des trilinearen Propaga-
tors U, = exp{—i] 4[;.I5.13,} und benutzt folgende Identitit:

Uy = exp{—iH; }U.,, exp{iH,} , und
. . .
Us,.y = exp{—iH>} exp{—1§ 214,15, } exp{iHs} ,

wobei Hy = 52I5.13, und Hy = 525,13, In der Summe wire diese Sequenz
2.5J7! lang [220], was einer Verkiirzung der Dauer auf 71.4% verglichen mit
(C1) entspricht.

Diese Zeit kann weiter reduziert werden, wenn man eine bessere Implementierung
fir den trilinearen Term U.,, benutzt [78]. Man betrachte hierzu

Ussy = exp{ig Iy, } exp{—iH3, } exp{—i2H3, } exp{iH3, },
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Abbildung 8.3:

8.1 Indirekte Kopplung bzw. (1,3) ¢cNOT auf der Ls-Topologie
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0L Oy

1=0.627/] 1=0.627/1]

Effiziente Pulssequenz, basierend auf sub-Riemann’schen
Geodéten fiir die Implementierung von U3 = exp{—ig 20,15, }.
Dieser unitére Propagator ist lokal dquivalent zum (1,3) CNOT.
Die Gesamtdauer der Implementierung betragt 77 = 27 =
1.253 J~1. Die Amplituden der schwachen Pulse (dargestellt
durch die Boxen) mit einer Dauer von 7 = 0.627 J~ ! ist v, =
uJ/2 = 0.52 J. Die Flipwinkel der harten Pulse sind # = 31.4°
und o = 180° — 6 = 148.6°.

wobei Hs, = 7 (201.15 + 215413,), mit o € {z,y, z}. Die Dauer reduziert sich

somit auf 2.1

(C3).

Selbst diese Zeit kann weiter unterboten werden, wenn nun zeitoptimierte Reali-
sierungen benutzt werden: Fiir U,., erhalten wir eine minimale Zeit von v/3/(2.J)
[78]. Die entsprechende Zerlegung von U, ergibt sich zu:

Ussy = exp{ig I, } exp{—i

\/§7r 2 3
(2[1zl2x —|— 212:(,‘]331 —|— ﬁlgz)} eXp{—17[22}.
(8.5)

Tabelle 8.1: Dauer 7 der verschiedenen Implementierungen von (1,3) CNOT

Pulssequenz r/J! relative Dauer
Sequenz 1 (C1) 3.5 100%
Sequenz 2 (C2) 2.5 71.4%
Sequenz 3 (C3) 2.0 57.1 %
Sequenz 4 (C4) 1.866 53.3 %
Sequenz 5 (C5) 1.253 38.8 %
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Diese Zerlegung bendtigt nur noch (2 + v/3)/(2J) = 1.866/J (C4) fiir das
(1,3) CNOT.

All diese Zerlegungen sind aber immer noch langsamer als die erarbeitete (C5),
s. Abbildung 8.3. Alle Zerlegungen sind in Tabelle 8.1 zusammengefasst.

8.2 Planare trilineare Wechselwirkung

Fiir einige Propagatoren kennt man iiber einen ganzen Bereich von Drehwinkeln
analytische Resultate. Ein solches Beispiel ist e~?**** auf einer schwach gekoppel-
ten linearen 3-Spinkette [78]. Ein weiteres Beispiel soll nun vorgestellt werden. Der
untersuchte Propagator ist e *?(@2#t¥29) also die Summe zweier kommutierender
trilinearer Propagatoren, wiederum implementiert auf einer linearen Topologie.
Der Wertebereich sei ¢ = [0F].

Eine Zerlegung des Propagators in zwei Komponenten wiirde nach [78] eine Zeit-

komplexitdat von
7(9)/J =2y (2 - ¢) (8.6)

aufweisen. Es kann jedoch durch einen entsprechend gewéhlten Ansatz eine wei-
tere Beschleunigung der Implementierung erreicht werden. Dieser soll nun vorge-
stellt werden. Die Synthese erfolgt in drei Schritten:

(1.) Zunéchst schreiben wir einen effektiven Hamilton-Operator als

1
H.pp = sin(ﬂ)ﬁ (xzl + lzx + yyl + lyy) + 2 cos(B)121 , (8.7)
also eine Einstrahlung auf dem mittleren Spin aus der z-Richtung, wihrend das
System unter einer planaren Kopplung evolviert. Wir erhalten somit

) (s 1
U1 _ e_”rHEff _ 6—27r(sm(6)—2(mm1+1xx+yy1+1yy)+2cos(,@)lzl) ' (88)

(2.) Als néchstes wenden wir einen z-Puls auf alle Spins an. Der dafiir erforderliche
Propagator ergibt sich zu:

Uy = ¢~ cos(B)(21z142114112) (8.9)

(3.) Der so erhaltene Propagator stimmt nun bis auf einen weiteren von ¢ un-
abhéngigen Korrekturterm mit dem Zielpropagator iiberein. Der Korrekturterm

1st:
U3 _ e—iw(zzz—%(zll-i—llZ)) ) (810)

Dieser Korrekturterm kann instantan implementiert werden, da die erforderliche
trilineare Komponente keine Zeit kostet. Das lésst sich durch folgende Idnetitédten
zeigen:

e—iw(zzz) _ ie—iw(lzz—i—llz) _ _e—iw(zll—i-lzl—l-llz) ) (811)
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Es treten also effektiv nur lokale Operationen und globale Phasen auf.
Setzen wir alle Teilpropagatoren zusammen, erhalten wir:

g mleos @)

Usotat = UrUpUs = 772 (eertvzn) (8.12)

wobei ¢ = w Im Falle einer schwach gekoppelten 3-Spintopologie muss
der planare Drifthamiltonian simuliert werden. Dies kann iiber einen Trotter-
Ansatz erreicht werden.

N
e int(zrlt+lze+yyl+lyy) lim (6 Ty (:c:cl-i—lxx)e Ty (yyl+1yy)) ) (813)

Die beiden Komponenten kénnen nun jeweils aus dem Driftterm des Systems
simuliert werden. Dadurch ergibt sich die Dauer der Pulssequenz zu:

™(0)/J = zg sin(3) = V2sin(f) = V2 sm(arccos(% —-1)). (8.14)

Die erhaltene Implementierung ist schneller als die Zerlegung in eine Summe

trilinearer Terme. Der Speed-up belduft sich bei ¢ = 7/2 auf einen Faktor % =

1.2247. Die Ergebnisse sind in Abbildung 8.4 dargestellt.

time [1/J]

0 Il Il Il Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

¢ [

Abbildung 8.4: Vergleich der Implementierung des Propagators e~ *¢(@z#+v2v) ayf
einer linearen 3-Spinkette. In schwarz ist die Zeitkomplexitét
zweier sequentiell implementierter trilinearer Propagatoren dar-
gestellt. Die rote Kurve zeigt die zeitoptimierte Implementierung.
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8.3 Schlussfolgerungen

Es wurde gezeigt, dass sich die effiziente Synthese fiir Quantengatter auf geome-
trische Probleme zuriickfiithren ldsst und eine zeitoptimierte Pulssequenz fiir ein
indirektes CNOT auf einer linearen Kette von drei Spins konstruiert. Die gefunde-
nen Zeiten liegen weit unterhalb der konventionellen Zerlegungen. Mit Blick auf
die Zeitersparnis stellt sich die Frage, ob sich fiir andere Quantengatter auch ana-
lytische Losungen finden lassen. Ein weiteres Beispiel stellt die gefundene Losung
fiir den Propagator zweier trilinearer Terme dar. Die numerischen Resultate der
vorherigen Paragraphen konnen hierzu als Leitlinien dienen, um die wirklichen
Mechanismen zu enthiillen, die ein Quantensystem auf geodétischen Pfaden zum
Ziel fithren. Ein zusétzliches Beispiel stellt in diesem Zusammenhang die Losung
fiir den BiT-FLIP dar, bei der diese direkt aus den Pulssequenzen abgelesen wer-
den konnte.
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O Lokale Inversion Hamiltonscher
Dynamik auf Spin-%—Systemen

9.1 Einleitung

Richard Feynman’s wegweisender Vorschlag, Quantensysteme zu benutzen, um
effizientere Computer zu konstruieren und so das Verhalten von anderen Quanten-
systemen vorherzusagen, hat Computerwissenschaften und Physik in eine génz-
lich neue Forschungsrichtung gelenkt: die Simulation von Hamiltonoperatoren
[18-22].

Eine spezielle Frage ist nun, ob der Vorzeichen-invertierte Hamiltonian —H aus
den gegebenen Kontrollen simuliert werden kann. Die Arbeiten von Beth et al.
beziehen sich auf dieses Problem fiir Paarinteraktionen und geben obere Grenzen
fiir den Zeitiiberschuss solcher Inversionen an [74,222,223].

Die vorliegende Arbeit geht iiber das Konzept von Paarinteraktionen hinaus,
da auch Multi-Qubit-Wechselwirkungen untersucht werden. Es werden alle Ha-
miltonians untersucht, die durch lokale Kontrollen und einen Zeitiiberschuss 1
invertiert werden konnen®.

Die praktische Relevanz dieses Problems erklért sich in folgendem Szenario:
In einem Quantensystem sollen gewisse Kopplungen in einer Zeitspanne evolvie-
ren, wihrend andere Multi-Qubit-Wechselwirkungen unterdriickt werden sollen.
Letzteres lésst sich durch Entkopplungssequenzen erreichen, doch meist geniigt es,
wenn sich die Wechselwirkungen zu einem bestimmten Zeitpunkt, meist am Ende
des Experiments, gegeneinander auftheben. Solche Fille treten z.B. bei der Unter-
driickung von dissipativen Kopplungen eines Systems zu seiner Umgebung [189]
auf. Lokale Inversionen treten weiter im Zusammenhang mit sogenannten LOCC-
Operationen (local operations and classical communication) [224] auf.

Was nicht betrachtet werden soll, sind Inversionen, die neben lokalen Opera-
tionen auch nicht lokale Operationen verwenden. So ist z.B. ein isotroper Kopp-
lungshamiltonian zx + yy + 2z invertierbar, wenn man mehr als eine Kopplungs-
evolution zulésst.

Sei T'(t) der Operator, der die Zeittranslation um ¢ ausdriickt. Weiter sei ©

1 Zeitiiberschuss beschreibt die Anzahl von Kopplungsevolutionen, die notwendig sind, um
einen bestimmten Hamiltonian durch einen gegebenen Drifthamiltonian zu simulieren. Die
Simulation einer starken Kopplung zwischen zwei Spins, also zx + yy + zz, durch eine Ising-
Interaktion, also zz, hiatte Zeitiiberschuss 3.
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1 — —H = —
2 {1 — — — —

: —itH : +itH

e = e

— — = —
n —{ - — = —

—Ll 5 —Ll
Type-l: K - U@ - K' = U1t =U@)"
Type-ll: K, - Ukx) - K, = U(-1)=Uw)"

Abbildung 9.1: Es gibt zwei nicht-triviale Félle von lokal invertierbaren Quanten-
evolutionen: Typ-I: die Wechselwirkung wird durch eine Konju-
gation mit einer lokalen Operation K € SU(2") fur alle Zeiten
t € R invertiert, oder Typ-II: die Interaktion wird nur fiir be-
stimmte Zeiten 7 € R invertiert, da K; und K3 nicht invers zu
einander sind.

der Operator fiir die Zeitumkehr. Nach Wigner [225,226] erhélt man mit diesen
allgemeinen Termen

Tt)o©oT(t)oO=100T(t)o@=T"1t)=T(-1). (9.1)

Die Zeittranslation werde nun durch die Evolution unter einem Hamiltonope-
rator H einer bestimmten Quantenwechselwirkung gemifl U(t) = e “# fiir alle ¢
dargestellt. Gleichung (9.1) ldsst sich dann umformen zu

OoUt) o0 = U(-t) . (9.2)

Die Zeitumkehr stellt zwar klarerweise eine unphysikalische Operation dar, den-
noch gibt es Manipulationen, die im Endeffekt eine solche Zeitumkehr gewisser
Quanteninteraktionen bewirken. Ein prominentes Beispiel ist das Hahn’sche Spin-
Echo [227].

Im Sinne einer Verallgemeinerung des Hahn’schen Spin-Echos soll nach nicht-
trivialen unitdren Evolutionen gefragt werden, fiir die sich eine effektive Zeitum-
kehr durch lokale Kontrollen erreichen liasst. Wie in Abbildung 9.1 dargestellt, be-
deutet das im Falle von n Qubits: Ein unitirer Propagator U := e~ € SU(2")
(mit ¢ > 0) ist allein durch lokale Operationen invertierbar, wenn

K, Ky € SU2)%" : Kje ™Ky = ™t (9.3)
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gilt. Ob K; und K, invers zueinander sind, hat Folgen fiir die Universalitit der
Inversion.

9.1.1 Fallunterscheidung

Wie in Abbildung 9.1 gezeigt, existieren zwei verschiedene Typen lokal invertier-
barer Propagatoren:

Lemma 2 Entweder ist e~ trivial und selbst-invers oder (i) Typ-I invertier-
bar im Sinne von 3K € SU(2)®" : KHK ' = —H, so dass Ke "H K~ = etith
gemeinsam fir alle t € R, oder (ii) Typ-I1 invertierbar so dass fiir bestimmte
(nicht alle) T Kie" ™MKy = et™H mit K, Ko € SU(2)®" und K, # K; ' gilt.

Tabelle 9.1: Typen lokal invertierbarer Wechselwirkungen

lokale Invertierbarkeit K, =K;* K, # K;*
vt € R Typ-1 {
fiir punktweise 7 € R selbst-invers Typ-11

Da selbst-inverse Gatter, mit U? = 1 (z.B. CNOT-, SWAP- und TOFFOLI-Gatter),
aus der Sicht der Inversion trivial sind, werden sie hier nicht weiter diskutiert.
Lemma 2 wird im Appendix 12.5.1 bewiesen.

0.1.2 Notation

Im weiteren Verlauf werden folgende Notationen benutzt: G := SU(2"), K :=
SU((2) ® SU(2) ® - -- ® SU(2) =: SU(2)®" fiir die Lie-Gruppen speziell unitérer
Matrizen und der lokalen Untergruppe davon, sowie g und ¢ fiir die entsprechen-
den Lie-Algebren. Elemente von G, K, g und € werden als G, K; g, k geschrieben,
mit Ausnahme des Hamiltonians iH € g.

9.2 Typ-I: Lokal invertierbare unitdare 1-Parameter
Gruppen

0.2.1 Geometrie

Im 1-Qubit-Fall wird eine Spin-3 Rotation U(n, ¢) um einen Winkel ¢ und der
Achse n durch eine 7-Rotation um eine der Achsen nt, die orthogonal zu n ist,
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9 Lokale Inversion Hamiltonscher Dynamik auf Spin—%—Systemen

invertiert:

Um,¢)"' =Um", 1) Um,¢) Un-,m)" . (9.4)
Die Lie-Algebra su(2") werde durch eine orthonormale Basis {a;} aufgespannt.
Die Verallgemeinerung von Rotationen in hoheren Dimensionen, z.B. n Qubits
(Spins—%), ist offensichtlich: die Rotationsachse wird durch den Unterraum der
Lie-Algebra ersetzt, welche invariant unter der Wirkung von H ist

Iy = spang{a; € su(2")| [a;, H] =0} . (9.5)
Das Orthokomplement wird wie folgt dargestellt:
I}; = spang{a; € su(2")|a; € Iy } . (9.6)

Nun wird von der Hilbertraumstruktur [228] Gebrauch gemacht: Jedes H indu-
ziert eine spezifische Zerlegung?

su(2") =1, © I . (9.7)

Dieses Setting zeigt bereits eine vergleichsweise einfache und illustrative Cha-
rakterisierung von lokal invertierbaren unitiren Matrizen, die jedoch keinesfalls
vollstandig ist:

Lemma 3 FEin Propagator U := e~ " der fiir alle t lokal invertierbar sein soll,
muss im Orthokomplement I zu seinem invarianten Teilraum in su(2") minde-
stens einen lokal effektiven Hamiltonian k mit K := e~* € SU(2)®" besitzen.

Beweis: Angenommen, es giibe keinen lokalen Hamiltonian & € I;f: Dann sind
alle lokal unitdren K = SU(2)®" im invarianten Teilraum unter der Wirkung der
1-Parameter Gruppe {U = e " |t € R}. Dann giibe es allerdings auch keine
lokal Unitéiren, die U = e~ ¥ fiir alle ¢ invertieren, wie eingangs gefordert. |

Lemma 4 Damit U = e~ fiir alle t lokal invertierbar ist, ist es hinreichend
dass es einen lokalen Hamiltonian k im Orthokomplement I gibt, fir den der
Doppelkommutator von H und k H reproduziert, d.h. [k, [k, H]| = H.

iso

Beweis: Als erstes sei vermerkt, dass aus spang{H, k, i[H, k| } = su(2) zwingend
[k, [k, H]] = H folgt, jedoch nicht umgekehrt. Die Bedingung [k, [k, H]] = H reicht
jedoch aus, um folgende analytische Funktion zu definieren:

f(¢) = e ke (9.8)
deren Ableitungen folgende Form annehmen:

df

i — e "Rilk, He'* (9.9)
T - e = —f) (9.10)

2fiir eine Unterscheidung mit Cartan-dhnlichen Zerlegungen siehe Kapitel 9.2.8
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Zusammen mit den Randbedingungen f(0) = H und % k, H] kann

f(¢) als

‘¢>:0 = —i

eT*He'" = M cos ¢ — i[k, H]sin ¢ (9.11)

ausgedriickt werden.
Fiir ¢ = 7 und K = =™ € SU(2)®" erhilt man H — —H, weswegen e "1
lokal invertiert wird. |

Um jedoch zu notwendigen und hinreichenden Bedingungen zu gelangen, scheint
es unumgéanglich, die anschauliche Einfachheit der Geometrie aufzugeben.

Lemma 5 Damit U = e~ [okal invertierbar fiir alle t ist, ist es zugleich not-
wendig und hinreichend, dass es einen lokalen Hamiltonian k im Orthokomple-
ment Iz und ein passend gewdihltes ¢ € [0, 2n[ gibt, fiir das

1
> —!adg(_iq,ﬁ)(H) - —H (9.12)

qgilt.

Beweis: Gleichung (9.12) ist eine direkte Konsequenz der wohlbekannten Iden-
titat

— 1
eXYe X = Z Eadf((Y) : (9.13)

=0 "’
wobei ad% (Y) den (-fachen Kommutator , also [X, [X,...[X,Y]---]] bezeichnet.
Fiir den Fall £ = 0 definieren wir &ad)% := 1. Lemma 4 ist hier als ein Spezialfall
enthalten. [

Beispiel 1

Sei Hy := I,+2I,S.. Der invariante Unterraum ist I; = spang{[,, S.;2I,5.} und
das Orthokomplement ist

It = spang{l,. 1., Su, Sy 21,80, 21,5, 21,8, 21,5, 21,8, 2.5, 21,5, 21,5}
Fiir alle 3 gilt

i spang{ (I, cos B+ I, sin ), Hy, i[Hy, (I, cos §+ I, sin B)] } 0 su(2)

so dass H; einen lokal invertierbaren Propagator generiert.

Beispiel 2
Sei Hy = Higo = 21,5, + 21,5, + 21.S,. Der invariante Unterraum ist

Iiso = spang{ (1, + Sz), ([y + Sy)a (I + 5.);
21,S,;,21,S,,21.85.; (9.14)
2(1,8, + 1,S,),2(1,S, + 1.S;), 2(1,S, + 1.S,) }
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9 Lokale Inversion Hamiltonscher Dynamik auf Spin—%—Systemen

und das Orthokomplement ist

IJ_

iso

= spang{([,—Sz), (Iy—95y), (1,—S5); 2(1,Sy—1,5), 2(1,S.—1.S), 2(1,5.—1.S,) } .

Fiir alle Ha := n, (I, —S.)+n,(l,—S,)+n.(I,—S,) mit > n?=1gilt jedoch
v=x,1,2

[Ha, [Ha, Hisol] # Hiso - Eine notwendige Bedingung fiir lokale Invertierbarkeit
ist somit nicht erfiillt.

Die Beispiele machen noch einmal deutlich, dass der geometrische Ansatz zwar
intuitiv ist, aber dennoch nicht ausreicht, um einen vollstdndigen Satz von Kri-
terien zu liefern.

9.2.2 Algebra I: Eigenoperatoren

Zu Beginn sei auf die altbekannte Tatsache verwiesen, dass zwei dhnliche Matri-
zen A, B, dh. XAX~! = B mit nicht-singuléirem X, gleiche Eigenwerte besitzen.
Demzufolge kann ein Hamiltonian H, der durch unitdre Konjugation invertiert
werden soll, nur von Null verschiedene Eigenwerte besitzen, die in Paaren mit
positivem und negativem Vorzeichen auftreten. Dies ist eine notwendige und hin-
reichende Bedingung fiir eine Inversion durch ein U € SU(2"). Fiir eine Inversion
durch lokale Propagatoren K € SU(2)®" stellt diese Bedingung lediglich ein not-
wendiges Kriterium dar.

Vollstindige Basis fiir Lokal Invertierbare Hamiltonians

Obwohl die Zerlegung der Algebra su(2)®" im invarianten Teilraum und Ortho-
komplement durchaus illustrativ ist, ist sie sehr schwierig fiir die verschiedenen
Hamiltonians H auszufithren. Um dennoch konstruktive Parameter zu erhalten,
kann man sich den Gruppen der lokalen Propagatoren SU(2)®" zuwenden. Im
Eigenraum dieser Gruppe sollten sich alle (Typ-I) lokal invertierbaren Hamilto-
nians aufspannen lassen.

Aufgrund der Taylorreihenzerlegung gilt:

Ke ™M™ = o MIHKTD — ot g e R (9.15)
& KHK™' = Adg(H)=-H |, (9.16)

wobei die letzte Gleichung dquivalent zur Reihenentwicklung von Ady in Lemma 5
und Gleichung (9.12) ist.

Lemma 6 (1) Der Propagator e="H st lokal invertierbar fiir alle t € R dann
und nur dann, wenn vec H Eigenvektor von Ady (hier dargestellt durch K* @ K )

zum Eigenwert —1 ist:

(K*® K)vecH = —vec H . (9.17)
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(2) Der FEigenraum zum Eigenwert —1 spannt alle lokal invertierbaren Hamilto-
nians auf und kann algebraisch abgeschlossen durch ein rekursives Schema aus
den Eigenvektoren von SU(2) aufgebaut werden.

Beweis: fiir (2) wird im Hinblick auf die explizite Anwendung ein konstruktiver
Beweis angegeben.

Eigenvektoren vom Adg-Superoperator K* ® K:
Fiir alle lokalen Propagatoren K € SU(2)®" ist der Superoperator K* @ K

einfach ein 2n-faches Tensorprodukt der unitiren 2 x 2 Matrizen.
Benutzt man die Quaternionen-Parametrisierung

U := cos g]l — isin g(nxax +nyo, +n.0,.) € SU(2) (9.18)

8
mit 3, n; =1, ergeben sich die Eigenwerte A\, = e™2 (sei f # 0) mit den
dazugehorigen orthonormierten Eigenvektoren

T ;(‘”ﬁmy) (9.19)

2(1+mn,) \ 1+n
1
v = 7< L. ) , (9.20)
2(1 +n,) \Na 11y
wobei der Grenzwert n, — —1 unkritisch ist: man erhélt vy = (}) und v_ = (9).

Ein Spin—% Qubit

Der Adg-Superoperator (K* ® K) fiir einzelne Spinqubits besitzt vier Eigen-

£i% (also entweder 1 oder e*) mit den entsprechenden vier

+18 — 1 wird also durch

werte A\, = eFife
Eigenvektoren v} ®v . Der Eigenraum zum Eigenwert e
folgende Basis aufgespannt

EC) = {v* @v, v ®v_} (9.21)
wohingegen der Eigenraum zum Eigenwert +1 aus

EM = v @v, v ®@v_} (9.22)
aufgebaut werden kann.

Bemerkung Fiir einen festen Satz von Parametern (n,,n,, n,) sieht man sofort,
dass E7) L E™) gilt. Es gilt jedoch zu bemerken, dass jedes Element der su(2)
sowohl in £(7) als auch in E*) aufgespannt werden kann: Z.B. wird vec(o.) in
E) aufgespannt durch (n,,n,,n.) = (cos,sinf,0), wohingegen fiir das Auf-
spannen in ) (n,,n,,n,) = (0,0,1) zu setzen ist. Beides sind unterschiedliche

133



9 Lokale Inversion Hamiltonscher Dynamik auf Spin—%—Systemen

Wege um auszudriicken, dass ¢, durch jede m-Rotation um eine Achse aus der
xy-Ebene invertiert wird, jedoch invariant gegeniiber z-Rotationen ist.

Der Vollstindigkeit halber wird im Limes 3 — 0 folgendes definiert:

EO .— %{VGC Oy, VEC 0y, VEC O’Z}.

Zwer Spm-% Qubits

Fiir zwei Qubits setzt sich die Eigenbasis zum Eigenwert A\j A5, A\ A\, = —1
aus folgenden Subtypen zusammen:

Subtyp 0 Einbettung der zwei grenzwertigen Fille mit nur einem Spin mit |3;| =
m oder |By| =7

Erq:= {Eﬁ_) ® vec(1)y } U {vec(l); ® Eé_)}

Subtyp 1 Inversion auf einem Spin oder dem anderen mit |3;| = 7, 5 = 0 oder

Br=0,|0| =m
Ero={E7 @ EM}YU{E" @ By}
Subtyp 2 Rotationen auf beiden Spins |3;| + | 52| = m(mod 27) und £y, Bz # 0
Esp={E ® By}
Subtyp 3 Rotation auf dem einen Spin, kommutierende Achsen auf dem anderen,
wobei |B1| = 7, b2 # 0, aber ansonsten willkiirlich, oder andersherum

E, 5 = {E7 @ E{YU{EM @ E{)Y

s

n Spm—% Qubits

Die Verallgemeinerung auf n Qubits mit
Al AeAosdor o Ay oo ApA = —1 (9.23)

liegt auf der Hand, da das Konstruktionsprinzip dem Muster der Indizes der
Eigenrdume folgt. Um von n — 1 Spins zu n zu gelangen, wird zu jedem n — 1-
Spin-Eigenvektor ein weiterer n-ter Eigenvektor aus der Menge {1,0, 3, 3} tenso-
riert. Entsprechend den einzelnen Subtypen wird aus F,_; entweder F,_; ® vecl
(Subtyp 0), oder E, ; @ E© (Subtyp 1), oder E, ; ® E=) (Subtyp 2 ), oder
E, 1 ® E®) (Subtyp 3).

In Hinblick auf konstruktive Resultate wurden die Subtypen bereits in Termen
von Rotationsachsen (n,,ny, n,), und Drehwinkel 3, auf den verschiedenen Spins
¢ ausgedriickt. Ein lokal invertierbarer Hamiltonian muss nun mindestens in einem
Satz selbst-konsistenter Parameter aufgespannt werden. |
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Tabelle 9.2: Typ-I Invertierbarkeit von grundlegenden Paarwechselwirkungen

Paarinter- Entwicklung Typ-I Lokale Symmetrie
aktion im Subtyp Inversion durch Klasse
2z E.o m(L 1) oder: w(1 L) o
XX E:o 7(z1) oder: 7(12) o
Eﬁ1,ﬁ2 61(21) - 52(12) —O
2.B.: §(21 — 12)] O
E. s m(L1)—m(1) O
XY E:o m(z1) oder: w(1z) [
E. s m(xl) £ 7(ly) O

oder: w(yl) £ w(1x)

X(—X) Exo m(z1) oder: mw(12) o

Lp, p, Bi(21) + Ba(12) o

[speziell: 7(21 + 1z)] o~ o

E, s (L 1)+m(1F) o
XXX nein - -
XXY nein - -
XYZ nein - -

In groBleren Spinsystemen wird das Auffinden solcher konsistenter Parame-
tersétze zunehmend schwieriger. Physikalische Problemstellungen lassen sich je-
doch oft auf gewisse spezielle Settings reduzieren: Wechselwirkungshamiltonians
bestehen zumeist aus Paarinteraktionen. Des Weiteren lassen sich Kombinationen
finden, die wie sphérische Tensoren transformieren. Fiir diese beiden wichtigen
Beispiele werden noch weitere Methoden vorgestellt.

9.2.3 Ising- und Heisenberg-Paarwechselwirkungen

Ising- und Heisenberg-Interaktionen konnen auf einfache Weise mit dem Eigen-
raum zum Eigenwert —1 in Verbindung gebracht werden, wie in Tabelle 9.2 deut-
lich gemacht werden soll:
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Wahrend die Ising-Interaktion nur in Eigenrdumen vom Subtyp 1, d.h. E,,
aufgespannt werden kann, sind Heisenberg-X X und -XY Interaktionen zudem
noch im Subtyp 2 (Ejg, 3,) aufspannbar.

In der Tabelle werden folgende Abkiirzungen benutzt: (z1) fiir 1(o. ® 1), und
(21 £ 1z) fiir $(0. ® 1+ 1® 0.), sowie (L 1) fiir 3(0, cos¢ + o,sin¢) ® 1. Fiir
ein gewihltes ¢ wird analog (d) und () fiir (0, cos(¢ £+ 5) + oy sin(¢ £ %))
geschrieben.

Die Heisenberg- X X-Wechselwirkung z.B. kann natiirlich durch einen 7 z-Puls
auf dem einen oder anderen Qubit invertiert werden. Aber auch antisymmetri-
sche z-Rotationen auf beiden Qubits invertieren diesen Hamiltonian, wenn die
Drehwinkel g auf Qubit 1 und § — 7 auf Qubit 2 gewédhlt werden kénnen.

Um generische Ising-, X X-, und XY-Wechselwirkungen zu invertieren, wird
man im Allgemeinen Pulse benétigen, die nicht symmetrisch beziiglich der Per-
mutation der Qubits sind.

Um die Erweiterung auf groflere Kopplungsnetzwerke einfach zu gestalten,
schreiben wir e—o fiir eine Paarwechselwirkung auf zwei Qubits, die sich durch
nicht symmetrische lokale Operationen invertieren lésst. Die einzig bisher bekann-
te Ausnahme ist die Heisenberg X (—X) Wechselwirkung, die sich durch symme-
trische § z-Pulse invertieren lésst. In Kopplungsnetzwerken soll dies durch e—e
dargestellt werden.

Keine der Heisenberg-X X X, -X XY- oder -XY Z-Interaktionen ist Typ-I in-
vertierbar, da sie bereits ein notwendiges Kriterium nicht erfiillen, um in der
gesamten unitiren Gruppe invertierbar zu sein: die Eigenwerte dieser Hamilto-
nians liegen nicht in Paaren vor. Die des XY Z-Hamiltonians z.B. berechnen sich
wie folgt Hxyz := a(o, ® 0,) + (o, ® 0y) +7(0, ® 0,)

M =+a+[—7
Ay =—a+ B+
A3 =+a— B+
M=—a—f—7

(9.24)

mit a, 3,7 € R.
Offensichtlich muss einer der Parameter {a, 3,7} verschwinden, damit Paare
von Eigenwerten entstehen konnen. Dies limitiert die Anzahl der Typ-I inver-

tierbaren 2-Qubit-Interaktionen auf Ising-zz-, Heisenberg- X X- oder Heisenberg-
XY-Wechselwirkung.

9.2.4 Kopplungsnetzwerke von Paarwechselwirkungen

Kopplungsnetzwerke, die aus elementaren Paarinteraktionen bestehen, kénnen
auf einfache Weise durch Graphen dargestellt werden: jedem Punkt entspricht
dann ein Qubit, und einer Kante zwischen den Punkten £ und [ entspricht eine
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Kopplung der Stérke Jy;. Die Kopplung soll entweder eine Ising- oder eine der
genannten Heisenberginteraktionen sein. Die nun diskutierten Graphen sind zu-
sammenhéngend, aber nicht zwingend komplett.

Bipartite Graphen heben sich unter allen moglichen Graphen besonders hervor,

was im Folgenden gezeigt werden soll.

w2
Abbildung 9.2: In bipartiten Kopplungsgraphen sind nur Ecken unterschiedlicher
Farbe miteinander verbunden.

Lemma 7 (Variante zu Beth [74]) Eine Evolution unter Ising- Wechselwirkung

H,, = WZ Ju %Ukz X 07, (925)
k<l

1st Typ-1 invertierbar dann und nur dann, wenn der Kopplungsgraph bipartit ist.

Beweis:

(i) Damit H,, — —H,, geniigt es, wenn jede der Kanten invertiert wird. D.h.,
dass jeder der Punkte vom Typ e (oder o) durch lokale Operationen 2k + 1-mal
invertiert wird, wohingegen Ecken vom Typ o (oder e) invariant bleiben, da sie
2k invertiert werden, wobei k € NY..

(ii) Diese Bedingung ist notwendig und zudem auch hinreichend: Angenommen
eine der Kanten verbindet zwei Punkte vom selben Typ. Die Kopplung zwischen
beiden wiirde nicht invertiert werden, da das Vorzeichen jeweils zweimal invertiert
wird und somit invariant bleibt. |

Lemma 8 FEine Evolution unter der Heisenberg-XY - Wechselwirkung

Hyxy = WZ Ji %(O-kx Q Ol + K Oy ®O’ly) , (926)

k<l
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wobei k € [—1;+1], ist Typ-I invertierbar dann und nur dann, wenn (i) entweder
die Kopplungen Jy; einen bipartiten Graphen bilden oder (ii) k = —1, wobei in
diesem Fall jede zusammenhdngende Kopplungstopologie erlaubt ist.

Beweis:
Sei F, mit v € {x,y, 2} die Summe iiber n Qubits mit der Paulimatrix ol an
der /-ten Stelle

F, = %Z 1M ® 12 R ® 11 ® O-I(jé) ® 16+ R---® 1 (9‘27)
=1

Analog schreiben wir F° oder F'*), wenn die Summe nur iiber die entspre-
chenden Qubits lauft.
(i) Fiir k € | — 1;+1] ist ein bipartiter Kopplungsgraph hinreichend fiir eine In-
version Hyy +— —Hyy durch eine Rotation 7F.” oder 7F{*. Eine bipartite To-
pologie ist auch notwendig, da im Allgemeinen keine permutations-symmetrische
Inversion fiir Hxy existiert (siche Tab. 9.2).

(71) Natiirlich geniigt auch im Fall Kk = —1 ein bipartiter Graph. Notwendig
ist er jedoch nicht, da eine 7 z-Rotation auf allen Qubits (f F%) invariant unter
Qubitpermutation ist und somit auf allen zusammenhéngenden Graphen funk-

tioniert, ohne dass diese bipartit sein miissen. [ |

9.2.5 Erweiterung auf Multi-Qubit-Interaktionen

In effektiven Interaktionshamiltonians lassen sich einzelne Gruppen von Interak-
tionsordnungen ¢ bilden (z.B. ¢ = 3 fir Hyg = 0, ® 0, ® 0,/2). Diese Gruppen
konnen dann als Subgraph G,,, dargestellt werden.

Lemma 9 Sei Hog der effektive Interaktionshamiltonian, der aus (-Interaktionstermen
auf dem my-ten Subgraph wirkt,

Hey =Y Hopm, (9.28)
£,my

wobei £ tber alle Interaktionsordnungen liuft. Dann ist Heg Typ-I lokal inver-
tierbar dann und nur dann, wenn alle Teile von G,,, gleichzeitig Eigenoperatoren
von Adg zum Figenwert —1 sind.

Beweis:
Die Interaktionsordnungen, sowie die Zuordnung zu den Untergraphen, ist inva-
riant unter Ady. [ |

In einfacheren Fillen mag die Zuordnung zu Subgraphen helfen, Inversionen
mit Bleistift und Papier zu finden. Kompliziertere Fille lassen sich dann dadurch
behandeln, dass man sich die Transformationseigenschaften von sphérischen Ten-
soren zu Nutze macht, was als néchstes gezeigt werden soll.
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9.2.6 Sequenzen von Interaktionspropagatoren

Eine palindromische Sequenz von Propagatoren
UUs_1---UU U Us---Ug_1Us (9.29)

ist lokal invertierbar, falls jede Komponente Uy oder zumindest eine Einteilung
der Sequenz lokal invertierbar ist. Ein Beispiel findet sich in Kapitel 4.

9.2.7 Multi-Qubit-Hamiltonian der Quantenordnung p

Wie bei der Behandlung von Drehimpulsen in der Spin-j Darstellung iiblich (wo-
bei j = n - j' die Spinquantenzahlen von n identischen, also permutationssymme-
trischen, Einzelspins j' zum Gruppenspin j zusammenfasst) definiert man einen
Rang-j sphérischen Tensor T} ,,, der Ordnung m durch die Transformationseigen-
schaften unter Rotation mit den Eulerwinkeln {c, 5,~}

D9Y(a, 8,%) Tjsm DD (a, B,7)”"

J » (9.30)
= Z ng),m(a7677> ,—Tj,m’7
m/=—j
wobel die Elemente
; o ) B ) v ()
DY) (a,8,7): = (j, m'|e" 57 e 2 ¢T3 jm

_ 6—im’a dg?7m(ﬁ) e—im’y

die volle Wigner-Rotationsmatrix bilden. Eine dquivalente Definition der sphéri-
schen Tensoren in Spin-j Darstellung benutzt die Kommutatorrelation
[To £ iy, Tjn] = [T, Ty

= Vi +1) —m(m=£1) Tjnu (9.32)
[JZ7]},m] = mj}vm

und stellt eine Verbindung zur Algebra sl(2,C), dargestellt durch {J,,J_,J,},
her, wie spéter gezeigt werden soll.

Vereinfachen wir nun DY) (o, 3,v) zu DY (0,0, ¢), indem wir o = 8 = 0 und
v = ¢ setzen. Identifizieren wir weiter m = m’ mit der Quantenordnung p des
Wechselwirkungshamiltonian H = 7Tj,, so erhalten wir die Eigenoperatorglei-
chung

D9(0,0,¢) T;, DD(0,0,¢) " =e T, . (9.33)
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Inversion durch globale z-Rotationen

Die Kommutatorrelationen der su(2) oder sl(2,C) &ndern sich nicht, wenn wir
J,, wobei v € {x,y, z; +, —}, durch die symmetrische Summe

F,=> 19g1%g - 01 Ve /a1 g . .g1m. (9.34)
/=1

ersetzen.

Deshalb lisst sich DY) (0,0, ¢) als eine lokale z-Rotation um einen Winkel ¢
ansehen, welche gemeinsam auf alle n Qubits wirkt. Sie stellt somit ein Element
der Untergruppe der lokalen Operationen dar, d.h. DY (0,0,¢) =: K(¢, F,) €
SU(2)®m.

Man kommt so zu zwei identischen Formulierungen

K(o,F.) Tip K(o, FZ)_l =e Tip s

_ipd (9.35)
AdK(fb,Fz) Tip =™ Tjp.

Um nun T}, zu invertieren, bendtigt man e~?? = —1. Durch die Fourierdua-
litdt von Quantenordnung p und der Phase ¢ erhélt man sofort die Resultate
aus Tabelle 9.3. Eine gemeinsame lokale z-Rotation um den Winkel 7/r (mit
einem festen r = 1,2,3,...) invertiert simultan alle Tensoren vom Rang j der
verschiedenen Quantenordnungen. Deswegen ist auch jede Linearkombination von
Wechselwirkungstensoren der Quantenordnung +p = r(2¢+1) gleichzeitig fiir alle
q=1,2,3, ... invertierbar. Offensichtlich kénnen Interaktionshamiltonians, die
durch sphérische Tensoren 7 ¢ der Ordnung p = 0 dargestellt werden, nicht durch
z-Rotationen K (¢, F,) invertiert werden. Dennoch kann eine Inversion durch lo-
kale Operationen mit Drehachsen ungleich der z-Achse moglich sein. Rang 0-
Tensoren T g, die wie pseudo-skalare transformieren, z.B. der Heisenberg-X X X-
Wechselwirkungshamiltonian, welcher fiir zwei Spins proportional zu

Top=—= (0 ®0p+0,®0,+0.®0.) , (9.36)

2V/3

Tabelle 9.3: Inversion der sphérischen Tensoren durch gemeinsame z-Rotationen

Drehwinkel ¢ invertiert Wechselwirkungen der Quantenordnung +p
™ 19375772Q+1§j
/2 2,6,10,--- ,4q¢+2 < j
/3 3,9,15,--- 6g+3 < j
/r r,3r,br, - r(2g+1) < j
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ist, konnen iiberhaupt nicht invertiert werden. Dies trifft nicht nur fiir lokale,
sondern fiir alle Ahnlichkeitstransformationen X € GL(2") zu, da die von Null
verschiedenen Eigenwerte nicht in Paaren auftreten.

Inversion mit individuellen lokalen z-Rotationen

Da fiir einzelne Spinqubits Ady, folgende Eigenoperatoren J, € {1,.J,,J, J_}
mit den dazu assoziierten Eigenwerten e=#¢ € {1,1,e"#+? ¢~%-%} hat, ist es ein
Leichtes die zuvor aufgefithrten Argumente fiir z-Rotationen auf n Qubits zu ver-
allgemeinern — diesmal jedoch mit individuell unterschiedlichen Rotationswinkeln
O1, 02y -+ -, Op, - .., O auf jedem Qubit.

Der Hamiltonian H nehme nun die spezielle Form eines Tensorproduktes von
Ad, ,-Eigenoperatoren auf jedem Qubit £ =1,...,n an, also

H=JDelPe o)l oJM (9.37)
mit unabhingigem v, € {1, 2, +, —} auf jedem Qubit. H ist somit ein Eigenope-
rator zu K(¢y, ... , ¢, F,) € SU(2)®". Es gilt also:

Adi(gy, .. g,y (H) = 70t ond) 1 (9.38)

Deshalb wird H invertiert, wenn es einen Satz von Drehwinkeln {¢,} gibt, der
folgende Bedingung erfiillt:

> " puty = 7 (mod 27) . (9.39)
(=1

Dies ist der Fall, wenn mindestens ein Qubit ¢ ein Wechselwirkungsterm der
Ordnung p, = =£1 ist. Weiter ist jede Linearkombination solcher Hamiltonians
— m —

Hy, := > c\H) durch eine individuelle z-Rotation K (¢, ... ,¢n, F.) invertier-
A=1

bar, wenn es mindestens einen konsistenten Satz von Drehwinkeln {¢,} gibt, der

simultan fiir alle Komponenten H)

ZPM - ¢ = 7 (mod 27) (9.40)
=1

erfiillt. Diese Bedingung kann durch das Gleichungssystem

Pt P12t Pin é1 +7 (mod 27)
P21 P22t Pon b +7 (mod 27)
P31 P32t DPsn | = | &7 (mod 27) (9.41)
Pm1  Pm2 Pmn +7 (mod 27)

141



9 Lokale Inversion Hamiltonscher Dynamik auf Spin—%—Systemen

ausgedriickt werden.

Die Vorzeichen der rechten Seite kénnen unabhéngig voneinander aus 2™ mogli-
chen Kombinationen gewéhlt werden, wobei mit jeder Wahl ein System aus
m linearen Gleichungen mit n Variablen entsteht. Wenn also einer der Vek-
toren m (£1,41, --- +1)" durch eine reelle Superposition der Spaltenvekto-
ren P := (p,\,g) ausgedriickt werden kann, dann ist Hy, lokal invertierbar durch
z-Rotationen.

Im speziellen Fall m = n und nicht singuldrem P gibt es immer eine Losung
des Gleichungssystems und somit auch einen konsistenten Satz von individuellen
Rotationswinkeln um Hy, zu invertieren, und zwar fiir alle Wahlen von Vorzei-
chenkombinationen. Der Einfachheit halber wird der Index ¥ in Hy, im weiteren
Verlauf vernachlissigt und H fiir Hamiltonians geschrieben, die durch lokale z-
Rotationen invertierbar sind.

Korollar 1 Sei H ein durch individuelle z-Rotationen auf jedem Spin lokal in-
vertierbarer Hamiltonian. Dann gilt folgendes:

(1) Jeder Hamiltonian H auf dem lokal unitdrem Orbit Adk (H) generiert eine
1-Parameter-Gruppe, die lokal invertierbar vom Typ-1 ist.

(2) Umgekehrt liegt jeder invertierbare Hamiltonian auf dem unitiren Orbit
eines H.

Beweis: (1) ist offensichtlich.

(2) folgt, da jedes lokale K lokal unitdr dhnlich zu lokalen z-Rotationen K, ist:
K=KK.K'= KHK'=-H& K.HK;'=—H wobei H:= K'HK. ®
Die Invertierbarkeit durch z-Rotationen kann somit als Normalform des Problems
angesehen werden. Um nun die Verbindung zur Wurzelraum-Zerlegung der halb-
einfachen Lie-Algebren sl(2, C) in Spin-j-Darstellung zu erkennen, bildet man die
Ableitung von Gleichung (9.35)

0 o .
a_¢ ‘¢:0 Adg@s Tip = 8_¢ ¢:0€ pe T}, (9.42)
& —iade, (Tp) = —ipTjp - (9.43)

(Das Minuszeichen auf der linken Seite der letzten Gleichung stammt aus der
Konvention K (¢, z) := e~®*: analog zu U := e~ der Schrédinger Gleichung.)

9.2.8 Algebra Il: Wurzelraum-Zerlegung

Sei g eine komplexe halb-einfache Lie-Algebra, weiter gg eine Cartan-Unteralgebra
von g, also eine maximal abel’sche Unteralgebra, sodass fiir alle H € g, die
Kommutatorsuperoperatoren ady simultan diagonalisierbar sind. In Einklang
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mit der Standardliteratur iiber Lie-Algebren bezeichnet H in diesem Paragra-
phen Elemente H € gy der Cartan-Unteralgebra, nicht Hamiltonoperatoren. Die
Wurzelraum-Zerlegung von g beziiglich gq schreibt sich dann wie folgt:

=090 @ga ; (9.44)
a#0

wobei die Wurzelrdume g,, (mit « # 0) die nicht-trivialen simultanen Eigenrdume

go ={y9€g|adu(g) =a(H)g} (9.45)

sind. Die entsprechenden nicht-trivialen o werden Wurzeln der Zerlegung ge-
nannt. Sie sind Element des dualen Raumes g der linearen Funktionale von gg.
Im Folgenden betrachtet man die komplexe halb-einfache Lie-Algebra sl(N, C)
als die Komplexifikation der reellen Lie-Algebra su(N).

E;; wird definiert als die quadratische Matrix mit allen Eintrégen gleich Null,
bis auf das Element der j-ten Spalte und i-ten Zeile, welches Eins ist. Weiter sei
go die Menge aller Diagonalmatrizen in sl(V, C) und e;(H) := H;;, also das i-te
Diagonalelement, fiir alle H € gy. Die E;; sind dann simultane Eigenoperatoren
des Kommutatorsuperoperators ady mit Eigenwerten, die linear von H € gg
abhéngen:

ady(Eij) = (Hy — Hy;) Eij

= (ei(H) — ¢;(H)) By =: iy By (9.46)

Die Wurzelraum-Zerlegung von sl(N, C) kann somit wie folgt geschrieben werden:
s=00 PCE; . (9.47)
i#]

Wenn ¢’ eine kompakte reelle halb-einfache Lie-Algebra mit maximaler Torus-
Algebra t' ist, dann ergibt die Komplexifikation t von t' eine Cartan-Unteralgebra
der Komplexifikation g von g’. Als Beispiel sei der Fall der su(/N) aufgefiihrt.

¢ = {i diag(61,0, ... .0n)| >_ 0, =0} (9.48)
12

werde als maximale Torus-Algebra gewéahlt. Dann ergibt
t:=t +it, (9.49)

also die Menge aller komplexen Diagonalmatrizen, eine Cartan-Unteralgebra der
sl(V, C).

Gleichung (9.46) zeigt nun, dass E;; mit ¢ # j invertiert werden kann, wenn
(Hi; — Hj;) # 0 erfiillt ist. Die Félle gemeinsamer und individueller lokaler z-
Rotationen werden als nédchstes spezifiziert.
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Proposition 1 In einem System von Spins—% gilt fiir alle Matrizen E;; miti # j
das Folgende:

(1) Zu jedem E;; gibt es ein Element des Weyl-Torus
T = exp(—idiag (91, Oy, ... ,GN)), sodass Adr(E;;) = —E;;.

(2) Jede Matriz E;; kann also durch lokale z-Rotationen invertiert werden.

(3) Im Gegensatz dazu kénnen E;; durch F.-Rotationen nur dann invertiert
werden, wenn die um 1 verminderten Bindrdarstellungen der Zahlen i und
J, (i — 1)y und (j — 1), nicht die gleiche Anzahl von 0 und 1 haben (un-
abhingig von der Anordnung).

Beweis: Obwohl sl(2",C) die Generatoren aller speziell unitéiren Propagatoren
umfasst, kann die maximal abel’sche Unteralgebra gg, ohne Beschrankung der
Allgemeinheit, so gewéhlt werden, dass sie alle lokalen z-Rotationen beinhaltet.
Es geniigt, diese zu betrachten, da die F;; simultane Eigenoperatoren zu allen
Elementen in gq sind.

(1) Elemente der Weyl-Torus-Algebra t konnen offensichtlich so gewéhlt werden,
dass 0; — 0; # 0 gilt.

(2) Jedes Auflerdiagonalelement E;; in den Boxen der Blockmatrix

H = <D]l _D]l) ist zu einer von Null verschiedenen Wurzel (e; —e;)(H) = H;; —
Hjj assoziiert. Das gleiche gilt fiir H ® 1 and 1 ® H. Des Weiteren ist jedes

AuBerdiagonalelement E;; in einer der Boxen () der folgenden eingebetteten
o,-Matrizen

Gp. = 120D g (Dl Dl) 91500
/o

wobei die Grofie der Boxen ]1;@("4) ist (setze 15 = 1). Der Index laufe nun iiber
¢=1,2, ... n. Man erkennt dann, dass wirklich jedes Auflerdiagonalelement E;;
mit einem ¢ verkniipft ist. Dies impliziert, dass jedes E;; durch mindestens eine
lokale z-Rotation auf irgendeinem Qubit ¢ invertiert werden kann. (Durch die
Permutationssymmetrie fiir £ < n gibt es Auflerdiagonalelemente E;; mit nicht
verschwindenden Wurzeln auflerhalb der Boxen; diese fiigen weitere Moglichkei-
ten ein Qubit ¢ zu wihlen, hinzu.)

(3) Fiir ein gegebenes Eyj sei (i — 1) = S.0=0 250, und (j — 1)y =: S202, 2¥4;,
die n-stellige Binarschreibweise der um 1 verminderten Indizes. Falls (i — 1) und
(j—1)2 die gleiche Anzahl von 0 und 1 hat, wird gezeigt, dass £;; mit den Wurzeln
zum Eigenwert 0 von F, assoziiert ist, d.h. adp, (£;;) = 0. In Appendix 12.5.2 wird
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eine generelle Formel der Matrixelemente (F,); angegeben. Aus ihr folgt, dass
(Fo)y = (Fo)y; =3 ) (=) =5 Y (1) (9.50)

dann und nur dann verschwindet, wenn die Anzahl der Terme (—1)° und (—1)*
in beiden Summen gleich ist. Daraus folgt p = 0, was eine Inversion mit F,
umnmoglich macht. [ |

Korollar 2 Da die maximal abel’sche Unteralgebra go sowohl von s1(2,C) als
auch su(2) immer so gewdhlt werden kann, dass sie die Generatoren k, von
K(¢, F.) € SU(2)®" enthdlt, lassen sich die Tensoren der Ordnung p mit den
Wurzelraumelementen E;; von sl(2,C) assoziieren. Diese besitzen Eigenwerte p,
weil adp, (Ej;) = (e:(F) — ¢;(FL))Eij = pEj;.

Erlaubt man nun individuelle z-Rotationen auf jedem einzelnen Spin, erhélt
man:

AdK(¢ly 7¢n7Fz) (EZ ) — e—i(p1¢1+ +pn¢n) Ezj , (951>

da jedes E;; als Tensorprodukt von Ein-Element-2x2-Matrizen {J, J°, J,, J_} =
{058), (89, (838), (99) } geschrieben werden kann. Zusammen mit deren Ei-
genwerten e~ "P? fiir v € {a, 3,+, —}, wobei p, = pg = 0 und py = +1, erhilt
man schliellich Gleichung (9.51).

Beispiele:

(1) Die Ein-Element-Weyl-Matrix Epg15 gehort zum Wurzelraum mit p = 0
((e; — €;)(F') = p = 0), da die Binédrdarstellungen von (08 — 1), und (15 — 1),,
fiir alle n > 4 mit 79 = 0111 und 14, = 1110 enden und somit die gleiche Anzahl

von Nullen und Einsen aufweisen. Ejyg 15 ldsst sich somit nicht durch lokale F-
Rotationen invertieren, jedoch durch individuelle lokale z-Rotationen.

(2) Im Gegensatz dazu erhélt man fiir £y7 1; die Bindrdarstellungen 46, = 101110
und 10, = 001010. Dies bedeutet, dass Fy47 11 durch lokale z-Rotationen invertier-
bar ist. Der Drehwinkel ist ¢ = 7 in Ubereinstimmung mit Tabelle 9.3.

Werden die Beziehungen zu den Transformationseigenschaften als gegeben vor-
ausgesetzt, ist es ein Leichtes die Typ-I-Invertierbarkeit von Linearkombinatio-
nen der Wurzelraumelemente E;; unter F, oder individuellen z-Rotationen zu
untersuchen. Eine Einteilung aller Fj;, anhand ihrer Eigenwerte, findet sich in

Abbildung 9.3.

Proposition 2 In einem System von n Qubits ist eine Linearkombination von
Fin-Element-Matrizen E;;

By =) c\E) (9.52)
A=1
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p=+3 p=t4

Abbildung 9.3: Die Matrizen E;;, die die sphérischen Tensoren T, der Ordnung
p aufbauen (hier in einem System von 4 Spins—%, p € [—4,+4)).
Die von Null verschiedenen Eintrage sind fiir p > 0 durch B und
fir p < 0 durch M gekennzeichnet. Die T}, sind Eigenoperato-
ren zum Weyl-Torus-Element F, € t, wegen adp, (Th,) = p T,
mit den Eigenwerten p, also den Quantenordnungen. Ein Blick
auf Tabelle 9.3 zeigt, dass ein Hamiltonian, der aus Elementen
besteht, die wie T} 4, transformieren, durch F-Rotationen mit
Drehwinkel 7 /p invertiert werden kann.

mit i # j und ¢y € C durch individuelle lokale z-Rotationen K(¢y, ... , ¢n, F)
invertierbar, wenn es mindestens einen konsistenten Satz von Drehwinkeln {¢, | { =

1,2,...,n} gibt, der fir alle Terme EZ(]/\) simultan folgende Gleichung erfillt:

S pae - ¢ = £r (mod 21) (9.53)
/=1

was mit dem Gleichungssystem (9.41) tiibereinstimmt.

9.2.9 Beziehung der Zeitumkehr zur Cartan-Zerlegung

Sei g eine reelle kompakte halb-einfache Lie-Algebra und 6 : g — g eine involutive
(6% = 1) Abbildung der Lie-Algebra auf sich selbst. # definiert dann eine Cartan-
dghnliche Zerlegung g = £y & py of g, wobei £ und py die entsprechenden +1 und
—1 Eigenrdume von 6 darstellt, d.h.

0(X) = X firalle X €y, (9.54)
0(X) = —X firalle X €py, (9.55)

was wiederum die Kommutatorrelationen

(€, 8] C g, (9.56)
(€0, p0] < po, (9.57)
[Po.pal C & (9.58)

erfillt.
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Tabelle 9.4: Cartan-Zerlegungen fiir verschiedene Involutionen

Hnteraktion Typ-1 Occ Oa1 Oam O

(Anzahl der Qubits m) invertierbar

Pauli X1 + £ p ¢ p

Matrizen Y1 + £ ¢ ¢ p
Z1 + ¢ p p ¢
Hyxx + p p ¢ p
Hyy + p p ¢ p
Hyxxx — p p tDp tDp
Hxxy — p p tEpp tDp
Hxyy - p p tDp tdp

m=23 H,,. + 3 p e ¢
Y5 P—— + tE tdyp ¢ p
wax—l—yyy—l—zzz + E E @ ]J E E EB p

Anmerkung:
Occ und O 11 sind dquivalent bis auf eine nicht-lokale Permutation;
das Gleiche gilt fiir 6511 und €4 mit p = q.

In su(2") kann man zudem die so genannte , Concurrence“-Cartan-Involution
229, 230] wihlen

Ooc(X) == (—io,) " X* ((—io,) ™)', (9.59)

wobei Occ die Form eines Bitflipoperators annimmt und somit eine Beziehung
zur Zeitumkehr herstellt.

Bullock et al. [229,230] klassifizieren nun Hamiltonians iH € pcc als symme-
trisch bzw. anti-symmetrisch in Bezug auf die Zeitumkehr. Da (—ig, )®" = e~y
gilt, ist diese Cartan-Involution dquivalent zu lokalen F,-Rotationen, gefolgt von
einer Komplexkonjugation. Aufgrund der Komplexkonjugation stellt die Cartan-
Involution 6 eine unphysikalische Operation dar (wie in [229,230] gezeigt wurde)
und ist somit von den hier untersuchten lokal-unitdren Operationen zu unter-
scheiden.

In der su(4) fillt £cc mit der Algebra der lokalen Unitiren K := SU(2)®? zu-
sammen. Dies gilt in den Algebren su(2") hoherer Spinsysteme mit n > 3 nicht
mehr, da hier o (2m — 1)-lineare Terme enthélt. poe enthilt die {ibriggebliebe-
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nen (2m)-linearen Terme.

Wie oben beschrieben, sind die Paarwechselwirkungen (m = 2) H,,, Hxy € pcc
fiir den Fall zweier Qubits, Typ-I lokal invertierbar, wahrend Hx xx, Hxyz € pcc
es nicht sind. Weiter sind bei zwei Qubits alle ¢ = €, und somit alle Elemente in
tcc per Definition Typ-I invertierbar. Bei 3 und mehr Qubits enthélt €cc neben
Typ-I invertierbaren Wechselwirkungen (z.B. zzz) auch nicht-lokal invertierbare
(Z-B- Hmmm+2yyy+3zzz)-

Die Zerlegung der Algebra durch die Cartan-Involution 6 in zeitumkehrsymmetri-
sche und -antisymmetrische Unterrdume geniigt also nicht, um eine vollstandige
Klassifizierung lokal invertierbarer Hamiltonians zu erreichen.

Fiir SU(N) mit N := 2" sind auch andere Wahlen von Cartan-Involutionen, wie
in [231] beschrieben, nicht geeignet, eine solche Klassifizierung zu erreichen, z.B.

Oar(X) = X* (9.60)
Oan(X) = I X" T4 (9.61)
HAIH(X) = [p’qX Ip’q (962)

mit p = ¢ = N/2 und

- 0 dyp
A (_IN/2 0) (9.63)

1, 0
I, = <6’ _]-q)‘ (9.64)

Die Zerlegung der Algebren in £y und pg stimmt niemals mit der Unterteilung in
lokal invertierbare und nicht-invertierbare Hamiltonians iH;,, € su(2") iiberein,
wie in Tabelle 9.4 zu sehen ist.

9.2.10 Zusammenfassung der Typ-l Inversion

Korollar 3 (Lokale Zeitumkehr) Fiir einen Wechselwirkungshamiltonian H =
HT mit ||H||, = 1 ist folgendes dquivalent:

1. H ist lokal Typ-I invertierbar.

2. Sein lokaler C'-numerischer Wertebereich enthdlt —1:
—1 € Wioe(—H, H) .

3. Sein lokaler C'-numerischer Wertebereich ist Wi,o.(—H, H) = [—1; +1].

4. 3K € SU(2)%" :
IKHK'+ H|2=0 < Adg(H)=—H.
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5. H st lokal unitéir ihnlich zu einem H mit

Adg (H)=—H .

6. Seig=go® P CE;; die Wurzelraum-Zerlegung von sl(N,C). H ist lokal
i#£]
unitdr ahnlich zu einer Linearkombination von Wurzelraumelementen zu
nicht verschwindenden Wurzeln

H =Y B, (9.65)
A=1
was ein Gleichungssystem
> " pag- ¢ = £r(mod 27) (9.66)
‘

im Sinne von Gleichung (9.41) erfillt, wobei px, als Quantenordnung der
sphdrischen Tensoren interpretiert werden kann.

Beweis: Die Aquivalenz (1)=(2) und (6)=(1) ist in [232] bewiesen.
Weiter erhélt man (3) = (4): offensichtlich; (4) = (5): Korollar 1; (5) = (6):
Korollar 1, (6) = (1): Proposition 2. |

knI; 9

Type-ll 10

Abbildung 9.4: Im VENN-Diagramm ist dargestellt, dass einfache Kriterien wie

adi(H) = H und I N€ # {} nicht ausreichen, um die Klasse der
Typ-I invertierbaren Hamiltonians zu beschreiben. Die Zahlen
beziehen sich auf die Beispiele in Tabelle 9.5.
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Tabelle 9.5: Beispiele fiir Hamiltonians von Paarwechselwirkungen und Multi-
Qubit-Interaktionen, fiir die in Abbildung 9.4 eingefiihrte Einteilung.

Beispiel Hamiltonian
1 zz
2 T+ Yy
3 zxl —yyl + zle — yly + lex — lyy
4 rxll —yyll — lexx + lyzy + lyyxr + lzyy

—rlzxxr + yloy + ylyz + xlyy

rzxll —yyll + 2111 — lexx + lyxy + lyyz + layy
—xlzx + yloy + ylyz + xlyy

211 — zxx + xyy + yoy + yyx

xxl +yyl + zz1 — (lox + lyy + 122)

rzrl +yyl + zlxe + yly + lex + lyy

zz1+z1z 4+ 122

zz+z1+ 1x

zz4+z1+4+ 1z

ot

© 00~ D

—_ =
— O

Die einfachen Kriterien, wie (i) das paarweise Auftreten der Eigenwerte mit um-
gekehrtem Vorzeichen, (ii) der nicht-leere Schnitt der lokal unitéren Generatoren
mit dem Orthokomplement von H, also I3 N € # {}, sowie (iii) das notwendi-
ge Kriterium, dass H durch den Doppelkommutator von k& mit H reproduziert
wird, adi(H ) = H, geniigen nicht, um die Typ-I-Invertierbarkeit vollstéindig zu
beschreiben, wie in Abbildung 9.4 zu sehen ist.

9.3 Typ-Il: Punktweise lokal invertierbare
Propagatoren

Propagatoren, die nicht fiir alle ¢t € R durch lokal Unitére invertierbar sind (zu-
sammen mit der gesamten Ein-Parametergruppe, die von deren Hamiltonian ge-
neriert wird), konnen trotzdem fiir gewisse Zeiten 7 invertierbar sein. Im folgen-
den Abschnitt soll die Frage behandelt werden, ob fiir ein gegebenes 7 > 0, ein
Paar {K;, Ky # K; '} ¢ K := SU(2)®" existiert, so dass

Kl 6—27—H Kg — 6—|—27—H

: : 9.67
& (Ki® K)) vec(e™™) = vec(e™™) . (9.67)

Bemerkung 2 Die Frage der Typ-11-Invertierbarkeit stellt sich nicht, wenn die
gesamte unitire Gruppe zur Verfiigung steht. In diesem Fall gibt es zu jedem
Up € SU(N) ein triviales Paar Uy, Uy € SU(N) mit UyUgUs = Uyt (2.B. Uy =
UO_27 U2 = ]1)7
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Korollar 4 Sei H der Generator einer Ein-Parametergruppe U = {e "H |t €
R,iH € su(N,C)}, wobei H Typ-1 invertierbar sei. Dann gilt:

1. Alle generischen Elemente der linken und rechten Nebenklasse KU und UK
sind Typ-II lokal invertierbar;

2. Im Gegenzug sind alle Propagatoren von Typ-Il-invertierbaren Hamilto-
nians Elemente der Nebenklasse KU oder UK, wobei U wiederum eine
Ein-Parametergruppe darstellt, die Typ-I-invertierbar ist.

Typ-II-invertierbare Propagatoren stellen somit eine natiirliche Erweiterung der
Typ-I-Invertierbarkeit dar. Das Entscheidungsproblem, ob ein Propagator Typ-
II-invertierbar ist, ist im Allgemeinen schwierig zu beantworten. Es existiert ein
numerisches Verfahren, basierend auf gekoppelten Gradientenfliissen [233,234].
Fiir einige Fille lassen sich dennoch algebraische Methoden anwenden, um die-
se Frage zu entscheiden. Es gilt also die Symmetrie der Matrixdarstellung der
unitdren Propagatoren zu analysieren.

Die Symmetrieiiberlegungen gehen {iber die Darstellung der unitdren Matri-
zen hinaus. Es stellt sich folgende Frage: Kann eine willkiirliche Matrix durch
den Superoperator (K! ® K;) auf ihr Adjungiertes abgebildet werden (s. Glei-
chung (9.67))? Man muss hierzu den Uberlapp zwischen (K!® K,) und dem Ad-
junktionssuperoperator Xd.\J maximieren. Klarerweise gibt es keinen lokal unitéren
Superoperator (K}® K, ), der einen vollen Uberlapp mit Adj besitzt. Dieser wire
ein universeller Inversionsoperator. Es gibt jedoch Klassen von partiellem Uber-
lapp. Das Ausbleiben von Ubereinstimmungen stellt dann Symmetrieanforderun-
gen an die zu adjungierende Matrix. Dies soll im Folgenden analysiert werden.
Da Adj keine Matrixdarstellung iiber dem Korper der komplexen Zahlen hat, ist
eine rein reelle Darstellung notwendig. Mg, und My, sind jeweils der Real- oder
Imaginérteil einer allgemeinen komplexen Matrix M. Eine treue Abbildung einer
vektorisierten Matrix M erhélt man durch

M — vec(Mpge) @ vec(Miy,) - (9.68)

Diese Darstellung ist weniger redundant als M +— ( %ﬁz _%;“;)

In dieser Notation und der Definitionsgleichung
Adj g (vee(Mpe) @ vee(Myy,)) = vee(Mb,) @ vec(—Mf,) (9.69)

nimmt der Adjunktionssuperoperator folgende reelle Matrixdarstellung an

Adjg = (g_g) . (9.70)
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T stellt den Transpositionssuperoperator dar. Fiir M € Mat,(C) ergibt sich

P | i (9.71)

Ebenso erhiilt man fiir die lokal unitéire Transformation K; MK, = K vec(M)
mit K := K} ® K, die entsprechende reelle Darstellung des Superoperators

Ky vec(M)g = (;R _g:’) (vec(Mge) @ vec(Myy)) - (9.72)
Vergleicht man nun Kp und Adj g (in Gleichung (9.70)) wird sofort klar, dass
eine maximale Uberemstlmmung nur dann erreicht werden kann, wenn der Ima-
gmartell KIm von KR verschwindet. Der grofitmogliche Uberlapp von KR und
AdJ r lésst sich nun durch das elementweise Hadamard-Produkt berechnen, wel-
ches C genannt werden soll:

_ (R Kim T 0
- (Am ool s) 0.7
o (6 6)
- \0 -¢
C nimmt folgende Form an
. +b . .
. . +e - o
o ) . 4+d -
- +b - . . . . . .
S . 4a - S .
~ o E e
C:=+ Code e R . (9.74)
A . 4a - R
o . . . 4b -
- 4d - . . . .
A +c S
. R S .

a, b, cund d dienen der Klassifikation und nehmen alle den Wert 1 an. Man findet
auf diese Weise vier Subtypen A, B, C, D. Entsprechend der Wahl der Vorzeichen
werden sie v € {Ay Ay A o A} benannt. Analog fir B,C, D.
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Man betrachte z.B. v = A, __ . Damit ein lokal unitéres IA(R maximalen Uberlapp
mit Adjp hat, muss es folgende Blockform annehmen:

Ryt = cooroorinonn (9.75)

wobei + fiir £1 steht und * nicht vermeidbare Eintridge darstellt, die aus der
Struktur von Kp resultieren. Diese Eintriage stellen unerwiinschte Operationen
auf der Matrix M € Mat, (C) dar. Die fehlenden Elemente fiir den vollen Uber-
lapp mit T stellen zusammen mit den unerwiinschten Operationen die Symme-
trieanforderungen an My,

MEe 0 0 M
0 My M 0
M = 22 *23
At 0 Mz M 0
FMy 0 0 ME

(9.76)

Nur dann wird Kp vec(M) = vec(M?) erfiillt. Der Vollstindigkeit halber sind fiir
den Fall n = 2 alle Subtypen A, B, C, D sowie die dazugehorigen Vorzeichenmu-
ster in Appendix 12.5.3 und 12.5.4 aufgelistet. Die Struktur der entsprechenden
Blockmatrizen 7, AdJ r und C kénnen auf einfache Weise fiir grofiere n skalier-
bar dargestellt werden. In Tabelle 9.6 sind die Anzahl der Subtypen, sowie die
Anzahl der unterschiedlichen Symmetriesubtypen und die Vorzeichenmuster des
Matrixarguments M € Mat,,(C) mit wachsender Dimension angegeben.

Tabelle 9.6: Subtypen und Vorzeichenmuster bei der Typ-II Inversion

# Spin-Qubits # Subtypen # Vorzeichenmuster
2 4 4
3 8 8
n 2" 2"
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9 Lokale Inversion Hamiltonscher Dynamik auf Spin—%—Systemen

9.4 Schlussfolgerung

Im Sinne einer Verallgemeinerung des Hahn’schen Spin Echos wurden all die
Multi-Qubit-Wechselwirkungen charakterisiert, die eine Zeitumkehr auch bei ei-
ner Beschrankung auf lokale Operationen erlauben. Solche Interaktionen kénnen
somit allein durch lokal unitdre Operationen invertiert und refokussiert werden.
Eine Reihe von notwendigen Bedingungen in Termen der Geometrie, Eigenope-
ratoren, Kopplungsgraphen, Tensoranalysis und Wurzelraum-Zerlegungen wurde
angeben. Des Weiteren wurden zwei Klassen von lokal invertierbaren Evolutio-
nen angegeben. Typ-I enthélt die 1-Parametergruppen, die von den Hamiltonians
generiert werden, die Eigenoperatoren der lokal unitdren Konjugation mit Eigen-
wert —1 sind, d.h. Adg(H) = —H. AuBlerdem wurde gezeigt, wie die entspre-
chenden Figenrdume in einer geschlossenen algebraischen Form zu konstruieren
sind. Hamiltonians, die Typ-I invertierbare Evolutionen generieren, sind lokal
dquivalent zu solchen, die sich nur durch z-Rotationen invertieren lassen. Diese
kénnen somit als Normalform angesehen werden. Berechnet man deren Differen-
tial, wurde gezeigt, dass sich ihre Komponenten F£;; in Beziehung zu den nicht-
verschwindenden Wurzeln der Wurzelraum-Zerlegung von sl(V, C) setzen lassen:
adg, (Eij) = (e; — €;)(E;j), wobei k, die Generatoren der lokalen z-Rotationen
sind. Im Spezialfall dquivalenter z-Rotationen auf allen Spins, generiert durch
F., lasst sich eine Beziehung zu den sphérischen Tensoren 7}, der Quantenord-
nung p herstellen.

Fiir Ising-z2- und Heisenberg- X'Y-Wechselwirkungen muss ein entsprechendes
Kopplungsnetzwerk einen bipartiten Graphen bilden, um lokal invertierbar zu
sein. Eine Ausnahme bildet die Heisenberg- X (— X )-Wechselwirkung, welche fiir
alle Kopplungstopologien Typ-I invertierbar ist. Heisenberg-X X X -X XY-, und
XY Z-Interaktionen sind niemals Typ-I invertierbar, da ihre Eigenwerte nie in
Paaren unterschiedlicher Vorzeichen auftreten.

Punktweise invertierbare Quantenevolutionen vom Typ-II stellen eine Verall-
gemeinerung von Typ-I dar. Sie enthalten die folgenden Nebenklassenelemente
KU und UK, wobei U Typ-I invertierbar ist. Typ-II invertierbare Propagatoren
wurden anhand der Symmetrie ihrer Matrixdarstellung charakterisiert.
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10 Thermisches Quantencomputing
und der Jones-Algorithmus

10.1 Einleitung

Bereits in [8] eurde gezeigt, dass fiir bestimmte Probleme die Anforderungen an
einen Quantencomputer drastisch reduziert werden konnen. Die vorherrschende
Meinung, dass reine Quantenzustinde notwendig seien, um einen Quantencompu-
ter zu betreiben, findet im Deutsch-Josza-Algorithmus ihre erste Ausnahme. Die-
ser liefert dann, nach kleinen Modifikationen, auch mit einem Ausgangszustand,
der weit von einem reinen Zustand entfernt ist, noch sinnvolle Ergebnisse. Damit
wird die nicht-skalierbare Erzeugung pseudo-reiner Zustidnde [235-238] umgan-
gen. Ein weiteres Beispiel stellt der Quantenalgorithmus zur Approximation des
Jones-Polynoms [239], einer Knoteninvarianten, dar [29,31,240]. Inwieweit dieser
Algorithmus skalierbar ist, soll im folgenden Kapitel behandelt werden. Im An-
schluss wird gezeigt, dass sich die vorgestellten Resultate auch praktisch umsetzen
lassen. Hierzu wurden fiir drei verschiedene Knoten bzw. Zoépfe mit 3 Stringen,
Datensétze aufgenommen, aus denen sich die jeweiligen Jones-Polynome rekon-
struieren lassen.

10.1.1 Knoten und Zopfe
Definition und Deformation

Der folgende Abschnitt dient zur Einfithrung in die notwendigen Begriffe. Der in-
teressierte Leser sei auf die weiterfithrende Literatur verwiesen [241-245]. Zunéchst
soll geklart werden, was unter einem Knoten bzw. Zopf zu verstehen ist. Seien
p und ¢ zwei Punkte im R3, dann bezeichne [p,q| die Strecke, die die beiden
verbindet. Weiter sei (py, ..., p,) die geordnete Menge voneinander verschiedener
Punkte. Die Vereinigung aller Strecken [py, pal, [p2, psl, - - s [Pa—1, Pnl, [Pn, 1] heiBt
geschlossener Polygonzug. Wenn jede Strecke zwei andere in ihren Endpunkten
beriihrt, heifit der Polygonzug einfach. Ein Knoten kann zudem eine Orientierung
aufweisen, die in der Regel durch Pfeile dargestellt wird.

Definition 1 Als Knoten bezeichnen wir einen einfachen geschlossenen Poly-
gonzug im R3.
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10 Thermisches Quantencomputing und der Jones-Algorithmus

QD CD

Abbildung 10.1: Nach dem trivialen Unknoten, der Kreislinie, stellt der
Kleeblatt-Knoten den einfachsten Knoten dar. Er tritt in zwei
spiegelsymmetrischen Varianten auf.

Betrachten wir eine endliche Menge von n polygonalen Knoten, dann nennen wir
die disjunkte Vereinigung der n Knoten eine (polygonale) Verschlingung mit n
Komponenten. Ein Knoten ist demnach eine Verschlingung mit einer Komponen-
te. Ein einfaches Beispiel fiir einen Knoten stellt der Kleeblattknoten dar, siehe
Abbildung 10.1. An einem Knoten koénnen verschiedene Deformationen durch-
gefiihrt werden. Diese sind erlaubt, wenn wéhrend der Deformation kein Polygon-
zug durchtrennt werden muss. Zwei Knoten heiflen dquivalent oder isotop, wenn
sie aus einer Folge von Deformationen auseinander hervorgehen. Einen Knoten,
der zu einem Kreis isotop ist, nennen wir Unknoten oder trivialen Knoten.

Um eine bequeme Handhabung von Knoten zu ermdéglichen, projizieren wir diese
in die Ebene. Falls der Knoten nicht trivial ist, lasst es sich nicht vermeiden, dass
sich Kreuzungen bilden. Dies geschieht, wenn zwei Punkte, die auf verschiedenen
Polygonziigen des Knotens liegen, auf denselben Punkt projiziert werden. Da
wichtig ist, welche der beiden Strecken an einer Kreuzung oben und welche un-
ten liegt, miissen die Kreuzungen entsprechend markiert werden. Dies geschieht
durch entsprechende Liicken in den Knotendiagrammen. Es ldsst sich nun zei-
gen, dass alle Deformationen in drei grundlegende Deformationen zerlegt werden
konnen, die drei Reidemeister-Bewegungen, siche Abbildung 10.2.

@ I
o) 0

Abbildung 10.2: Die drei Reidemeister-Bewegungen. Alle moglichen Defor-
mationen der Projektion eines Knotens lassen sich auf sie
zuriickfiithren.
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10.1 Einleitung

Theorem 2 REIDEMEISTER-THEOREM [240, 247]

Zwei Knoten kénnen genau dann durch Knotendeformationen ineinander iberfihrt
werden, sind also genau dann dquivalent, wenn ithre Knotenprojektionen durch
wiederholte Anwendung der drei Reidemeister-Bewegungen, sowie deren Inversen
ineinander ibergefiihrt werden konnen.

Invarianten

Eine Umformung, die eine gegebene Darstellung eines Knotens in eine andere
Darstellung iiberfiihrt, ist, wenn sie iiberhaupt existiert, nicht immer leicht zu
finden.

Deshalb wird oft auf Knoteninvarianten zuriickgegriffen, um zwei Knoten zu un-
terscheiden. Knoteninvarianten zeichnen sich dadurch aus, dass sie unter allen
stetigen Deformationen unverédndert bleiben.

Besitzen zwei Knoten verschiedene Invarianten so sind sie zwingend verschieden.
Der Umkehrschluss gilt leider nicht. Es gibt eine ganze Reihe von augenscheinli-
chen Knoteninvarianten:

e Kreuzungszahl (minimale Anzahl von Uberkreuzungen)
e Etikettierungen (Férbungen der Kanten mit maximal p Farben)

e Entknotungszahl eines Knotens (minimale Anzahl von Kreuzungen, die
gedndert werden miissen, um aus einem bestehenden Diagramm einen Unk-
noten zu erzeugen; aus Uberkreuzungen werden dabei Unterkreuzungen) !

Neben diesen einfachen Invarianten, gibt es noch sogenannte Knotenpolynome.
Dabei wird jedem Knoten ein Polynom zugeordnet, das sich aus den Knotenpro-
jektionen errechnet. Aus je zwei Knotendiagrammen &dquivalenter Knoten errech-
net sich dasselbe Polynom. Der Umkehrschluss gilt nicht automatisch. Es treten
immer wieder Beispiele von Knotenpaaren auf, die zwar das gleiche Polynom
besitzen, aber dennoch unterschiedlich sind. Dennoch sind Polynome eine der
starksten Waffen zur Unterscheidung von Knotendiagrammen. Es gibt ein ganze
Reihe von solchen polynomiellen Invarianten:

e Alexander-Polynom A(z) [248]
e Kauffman-Polynom K(z) [249]

e Jones-Polynom J(z) [239,250]

!Ein Knoten hat die Entknotungszahl n, wenn es ein Diagramm des Knotens gibt, das durch
die Anderung von n Uberkreuzungen in Unterkreuzungen zu einem Diagramm des trivia-
len Knotens wird und wenn es kein anderes Knotendiagramm gibt, bei dem weniger als n
Anderungen zu einem Diagramm des Unknotens fiihren.
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10 Thermisches Quantencomputing und der Jones-Algorithmus

Neben der Bedeutung als Invarianten haben Polynome noch andere Eigenschaf-
ten. Z.B lasst sich aus den Koeffizienten des Jones-Polynoms das Volumen des
Knotens abschétzen [251]. Eine weitere Beziehung besteht zu aktuellen physikali-
schen Fragen: In der topologischen Quantenfeldtheorie stellt das Jones-Polynom
eine Observable dar [252,253]. Es existieren auch Knotenpolynome mit mehr als
einer Variablen, z.B. das HOMFLY-Polynom [254].

Knoten als Zoépfe

Jeder Knoten lésst sich auch als Zopf darstellen [255,256]. Ein Zopf besteht
zuniichst aus n Striangen. Diese verlaufen vertikal im R3. Wie bei den Knoten gibt
es hier Uber- und Unterkreuzungen. Ein einfaches Beispiel ist in Abbildung 10.3
dargestellt.

Fiir Zopfe existieren weitere einfache Invarianten:

e Zopf-Index: minimale Anzahl von Strangen, um einen Knoten als Zopf dar-
zustellen [257]

e Zopf-Linge: minimale Anzahl von Uberkreuzungen im Zopf [258]

Der Zopf-Index beim Kleeblatt-Knoten ist 2, die Zopf-Lénge betragt 3, s. Abb. 10.3.
Ein Zopf besteht aus einer Anzahl von parallelen Stréingen s und einer Abfolge
von Uber- und Unterkreuzungen benachbarter Stringe, den Elementartransposi-
tionen. Zuletzt werden noch die entsprechenden Enden der Strénge miteinander

Gy1-01-04

@IXI@

Abbildung 10.3: Der Kleeblatt-Knoten in der Zopfdarstellung. Die dreimalige
Uberkreuzung 01 — o1 — o1 von zwei der drei Strange liefert die
entsprechende Zopfdarstellung.
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10.1 Einleitung

1 i-1 i 1 i#2 n

1 i-1 i 1 i#2 n

Abbildung 10.4: Die Generatoren der Zopfgruppe. Von oben nach unten sind das
Eins-Element, eine Uberkreuzung o, und eine Unterkreuzung
o' abgebildet.

verbunden?.

Zopfgruppe

Eine in diesem Zusammenhang bedeutende Gruppe ist die Zopfgruppe. Sie wird
durch folgende (s — 1) Elemente o) generiert:

1. 1 entspricht dem Eins-Element der Gruppe, in dem alle Strange gerade
verlaufen;

2. oy, ist das Gruppenelement, welches eine Kreuzung des k-ten Stranges iiber
den (k 4 1)-ten darstellt;

3. o) ! ist das Gruppenelement, welches eine Kreuzung des k-ten Stranges
unter den (k 4+ 1)-ten darstellt;

Die Generatoren sind in Abbildung 10.4 bildlich dargestellt. Daneben gibt es noch
zwei weitere Eigenschaften die alle Elemente zu erfiillen haben:

1. oxo; = 0,01, wenn |j — k| > 1, s. Abbildung 10.5;

2. 0RO (41)0k = O(k+1)0k0(k+1) (Artin- oder Flechtrelation), s. Abbildung 10.6

2In [29] tauchen zwei verschiedene Methoden zum Schlieflen eines Zopfes auf: Trace-Closure
und Plat-Closure. Im Folgenden wird nur die erstere Methode behandelt, bei der jeder
Anfang mit seinem Ende verbunden wird.
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10 Thermisches Quantencomputing und der Jones-Algorithmus

Abbildung 10.5: Voneinander getrennte Kreuzungen kommutieren.

. H // -
. / H .
. /\ h .

Abbildung 10.6: Die sogenannte Artin- oder Flechtrelation.

Eine Zopfgruppe mit £ < s Stringen ist eine Untergruppe der Zopfgruppe mit s
Stréngen.

10.1.2 Jones-Polynom

Das Jones-Polynom ist eine Invariante eines Knotens oder einer Verschlingung.
Es ist ein Laurent-Polynom?® mit ganzzahligen Koeffizienten.

Um nun das Jones-Polynom zu bestimmen und an bestimmten Stellen z auszu-
werten, gibt es mehrere Moglichkeiten. Das Polynom kann direkt aus dem Kno-
tendiagramm berechnet werden [30]. Dies ist bei komplizierten Knoten mit vielen
Kreuzungen ein langwieriger Prozess, da jede Kreuzung zu einer Aufspaltung in
zwei neue Knotendiagramme fithrt. Beim Aufspalten wird eine Uberkreuzungen
des Knotens auf zwei verschiedene Weisen aufgespalten. Dies fiihrt effektiv da-
zu, dass 2¥ Knotendiagramme entstehen, wenn & die urspriingliche Anzahl von
Uberkreuzungen war. Diese Vorgehensweise skaliert somit exponentiell. Daneben
existiert ein weiterer Weg das Jones-Polynom zu berechnen. Dazu bendtigen wir
eine Darstellung des Knotens als geschlossener Zopf. Die Zopfdarstellung lésst sich
leicht in elementare Zopfgruppenelemente zerlegen. Fiir diese Gruppenelemen-
te lassen sich nun Matrixdarstellungen finden. Die Gruppenmultiplikation wird
dann durch die Matrixmultiplikation ersetzt. Der Kleeblattknoten ldsst sich als

3Ein Laurent-Polynom ist eine Laurent-Reihe Zflozfoo ¢p 2™ mit endlich vielen von Null ver-

schiedenen Koeffizienten.
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=+ ()=

Abbildung 10.7: Zur Berechnung der Windungszahl eines Knotens

Produkt dreier Elementartranspositionen oy (z) darstellen, die auf zwei Strangen
operieren und alle in die gleiche Richtung zeigen, s. Abbildung 10.3. Es sind also
alles entweder Uber- oder Unterkreuzungen:

Mgieebiart(2) = 01(2)01(2)01(2) (10.1)

Wie bereits in Kapitel 2.1.2 erwahnt, stellt der Charakter einer Darstellung eines
Gruppenelements eine Invariante unter Ahnlichkeitstransformation dar. In diesem
Fall hdangen die Darstellungen 3; von einem weiteren Parameter z ab, so dass
die Spur von M eepiare auch von z abhéngt: tr( Mg eepare(2)). Die erhaltene Spur
ist ein Polynom und kann nun in das Jones-Polynom J(z) umgerechnet werden.
Zusammen mit z = e lidsst sich das Jones-Polynom aus der Spur wie folgt

berechnen: ' ' '
J (") =tr (M(2))+ (6 —2) eiWrithe(®) (10.2)

Mit Writhe(b), der Windungszahl, wird in einem orientierten Knoten die folgende

Summe bezeichnet:
> ek, (10.3)

alle Kreuzungen k

wobei €(k) = £ geméf Abbildung 10.7.

10.1.3 Quantenmechanischer Algorithmus

Da die Dimension dieser Darstellung mit der Anzahl der Stringe exponentiell
wachst, wird es fiir klassische Algorithmen zunehmend aufwendiger, die Produk-
te mehrerer Elementartranspositionen, sowie deren Spur zu berechnen. Durch
einen Quantenalgorithmus kann diese Berechnung durch eine lineare Anzahl von
Operationen und Messungen erledigt werden [29,31,240].

Das Jones-Polynom J(z) lasst sich an bestimmten Werten fiir z € C, mit |z| =1
und einer noch zu spezifizierenden Eigenschaft?, durch einen Quantencomputer
bestimmen. Somit ldsst sich ein Satz von Messwerten

{(z1,J(21)), (22, J(22)) s - oy (Zm, S (2m)) } (10.4)

4Es sind nur solche Werte fiir z zuliissig, die eine unitire Darstellung erlauben.
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generieren. Durch eine Polynominterpolation lédsst sich dann das Jones-Polynom
bestimmen. Die Genauigkeit dieser Interpolation hingt stark vom erhaltenen Da-
tensatz ab. Ideal wire eine, auf dem Einheitskreis in der komplexen Ebene dqui-
distante, Anordnung der verschiedenen z;. Da nicht alle Werte z zu unitédren
Darstellungen fithren, ist das mit dem jetzigen Ansatz nicht moglich. Es wird
gezeigt, dass, anders als in [29] verlangt, nicht nur diskrete Werte fiir z zuge-
lassen sind, sondern ganze Definitionsbereiche erlaubt sind. Die Matrix, deren
Spur es zu messen gilt, ist das Produkt unitédrer Darstellungen von Elementar-
transpositionen. Um zu diesen Darstellung zu gelangen, wurden mehrere Wege in
der Literatur vorgeschlagen. Diese sollen hier aufgrund ihrer Komplexitit nicht
wiederholt werden. Der interessierte Leser sei auf die einschlégige Literatur ver-
wiesen [29, 62].

10.1.4 Thermische Quantenalgorithmen
Ausgangszustand

Unter thermischen Quantenalgorithmen versteht man die Klasse von Quantenal-
gorithmen, welche als Ausgangszustand einen hochgradig gemischten Zustand
verwenden. In der Literatur sind bereits eine Reihe solcher thermischer Algorith-
men bekannt [11,31,259].
Der Ausgangszustand eines thermischen Algorithmus ist der thermische Dichte-
operator des Systems, welcher durch die Boltzmann-Verteilung beschrieben wird.
Geht man von einem n—Spin—%—System aus, so erhélt man insgesamt 2" mogliche
Zustande. Die Wahrscheinlichkeit einen Zustand |r), mit 0 < r < 2" — 1, dort
anzutreffen ist BT

p(|r) = ]fff( KD (10.5)

> o exp(—E;/KT)

E, ist die Energie des r-ten Eigenzustands des Hamiltonoperators des Systems,
k ist die Boltzmann-Konstante und 7" ist die absolute Temperatur.
Unter der Annahme fehlender Kohérenzen im thermischen Grundzustand [207],
kann der Dichteoperator des Systems wie folgt beschrieben werden [207]

o exp(=H/KT) 1 H
Pin N e (—HRT)) N T

fir [|H|| < kT

Im Hamiltonoperator treten neben lokalen z-Termen, den chemischen Shifts, auch
bilineare Terme, die Kopplungen zwischen Paaren von Kernen auf. Ist die Stérke
der Kopplungen zwischen den Kernen sehr viel kleiner als die Resonanzfrequenzen
w; der einzelnen Kerne [;, kann der Dichteoperator weiter vereinfacht werden

207].
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1 n+1
pun = (1= > ) (10.6)
=1

mit oy = % Die hier gemachten Annahmen fithren allerdings zu einer Reihe von

Fehlerquellen in den experimentellen Resultaten. Aus dem thermischen Dichte-
operator lisst sich der Dichteoperator I, auf einfache Weise herstellen®.

Gatter

Die unitidren Gatter U eines Quantenalgorithmus auf reinen Zusténden miissen
nun als kontrollierte U, kurz cU, implementiert werden: cU := (19). Das Ge-
samtsystem besteht somit aus n 4 1 Qubits, was bei der Berechnung der Normie-
rungskonstanten eine Rolle spielt.

Beginnend mit dem Zustand I, = %ax ®1---® 1 wird die unitidre Evolution
unter cU wie folgt beschrieben:

1 0\1/0 1\ /1 0\
T Z
U ha el = (o U) 2 <11 0) (0 U)
h ~~ g (10.7)
C1fo 1\ /1 0\ _1/0 U
~2\U 0)J\0O U) 2\U 0)°
Wird nun [;, gemessen, erhalten wir als Ergebnis den Realteil von tr(U):
1/0 Ut 1/0 1\1 /0 Ut
1”“{I’”§<U o)}/N_”{§<]1 0)§<U 0)}/N

1 1
=it(o g =qrwern g

= LU} + r{U)/N = 22Re(tr (U})/N
= Re(tr{U})/2N ,

mit —2" < Re(tr{U}) < 2" und N = tr{I,I,} = ;2"" = 2 2". Der Wertebe-
reich ist somit [—1, 1], unabhéngig von der Anzahl der Qubits.

Auf dhnliche Weise lasst sich aus einer Messung von Iy, der Imaginérteil der Spur
berechnen.

°Priiparation von p(0) = I, am Beispiel eines Systems aus 'H und '3C:
1) 'H-Vorsittigung (10 s CW @ 50 db)
2) [90°(*H)-Puls und Gradienten] wird mehrmals mit unterschiedlichen Gradienten ange-
wendet
3) 90°(13C)y-Puls
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Zusammenfassung: ldeale thermische Quantenalgorithmen

Die gesamte Prozedur eines thermischen Quantenalgorithmus zur Berechnung der
Spur einer Matrix kann wie folgt zusammengefasst werden:

1. Préparation des Ausgangszustandes:

1/1 0

2. Initialisierung:

1/0 1 1/0 1

3. Ausfiihren des Algorithmus durch kontrollierte Quantengatter:

4. Messung von S~, um tr(U") zu erhalten:
1 1, (0o o\'1/0 Ut
— -\t S -
w TS erd Ntr{<]1 0) Q(U 0)}

1 1(0 0), 1 .
“ NG (o m)}—ﬁ“{”

Einen solchen Quantenalgorithmus kann man als eine Abbildung ¢ vom Raum
der Dichteoperatoren auf die komplexen Zahlen

(10.12)

: C
oip—C (10.13)
p1— a+ b
auffassen. Diese Abbildung ist gegeben durch
1
o(p1) = Ntr{(S_)T cUpcU"} . (10.14)

Die Frage nach dem Kern dieser Abbildung wird spéater durch Lemma 10 beant-
wortet.

10.2 Skalierbarkeitsaspekte

Um zu ermitteln, ob der beschriebene Algorithmus skalierbar ist, sind folgende
Aspekte zu untersuchen:
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1. Wie skaliert die Dimension der Matrixdarstellung der Zopfgruppenelemente
fiir eine gegebene Anzahl von Stringen?

2. Wie skaliert der zulédssige Definitionsbereich der unitdren Darstellung der
Zopfgruppenelemente fiir eine gegebene Anzahl von Stringen?

3. Wie skalieren experimentelle Ungenauigkeiten? Welche zusétzlichen Storter-
me beinhaltet der thermische Dichteoperator? Wovon héngen diese ab und
wie beeinflussen sie das Resultat?

4. Wie skalieren die unteren Schranken fiir experimentelle Fehler, um zwei
Knoten noch sinnvoll zu unterscheiden?

Eine weitere Frage ist die nach schnellen, besser noch zeit- oder/und relaxations-
optimierten Implementierungen der entsprechenden bendétigten Gatter.

10.2.1 Unitédre Darstellungen der Zopfgruppenelemente

Zunéchst sollen kurz die Darstellungen der Elemente einer solchen Zopfgrup-
pe vorgestellt werden. Dies geschieht exemplarisch an den 2 Elementen der 3-
Strangzopfgruppe und den 3 Elementen der Zopfgruppe mit 4 Strangen. Um
eine kompakte Schreibweise zu erhalten, verwendet man folgende Abkiirzung:
s(+) :=sin(+). Fir 3 Stringe:

U e~ 0
1= 0 _eieigg; + e—i0

10 5(69) —i0 b 5(60)s(20)
Uy = ( sa@g) T € “s@e) )

@@ igs(20) | o
roR G R

und fiir 4 Strénge

e 0 0 0 0 0
0 e 0 0 0 0
0 0 e 0 0 0
U= 0 0 0 ¢ 0 0
0 0 0 0 —efdqe ( 0)
i0 s(40 —i0
0 0 0 0 0 L +e
e—i@ 0 0 0 0 0
0 e 0 0 0 0
10 5(66 — 101/ 5(60)s(26)
0 0 ! E % +e7? 0 —e” (40 0
0 0 0 _eiﬁ 5(56(?05)(29) 0 LG :Ejzg +67i9
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e~ 0 0 0 0 0
0~ it 0SB g g 0
Ug:=| 0 —et? 7828(66);)(49) —et? zgézg + e~ O‘ 0 0
0 0 0 e 0 0
0 0 0 0 e 0

0 0 0 0 0 —ew% T

Diese Zopfgruppenelemente erfiillen, unabhéngig von 6, alle Zopfgruppenrelatio-
nen:

e Kommutativitat nicht-benachbarter Elemente U,Us; = UsU;
e Artin- oder Flechtrelation UpUy,1Uy = U1 UpUpq mit k € {1,2}.

Wie bereits erwihnt, stellen die Zopfgruppen mit weniger Strangen Untergruppen
dieser Gruppe dar. Die rot eingefarbten Matrixeintrage in U; und U, der 4-Strang-
Zopfgruppe stellen eine 2-dimensionale Darstellung der Elemente der Zopfgruppe
mit 3 Stréangen dar.

Die AuBerdiagonaleintrige (ab Us) folgen dem Schema:

i V/sin((k + 2)0) sin((k — 2)0)
sin(k0) ’

wobei k € {2,4,...2(s — 1)}, wenn s die Anzahl der Stringe ist.

Dimension der unitdaren Darstellungen

Die Anzahl der Pfade (s. [29]) bestimmt die Dimension der Darstellung. Sei s die

2
Diese Zahlen heiflen, aufgrund ihrer Stellung im Pascal’schen Dreieck, auch zen-

trale Binomialkoeffizienten. Uber die Stirling-Formel © lisst sich dieser Ausdruck
fiir grofe s durch \/% ~ 2% approximieren. Die Dimension der Darstellung wachst
also exponentiell, die Anzahl der Qubits linear.

Wie am Beispiel der Elemente der Zopfgruppe mit 4 Strdngen zu sehen, haben
alle Darstellungen den gleichen Matrixeintrag (U,,)q,1. Die Darstellung ist also
reduzibel. Dieser Matrizeneintrag kann somit vernachlissigt werden. Auf diese
Weise kann die Dimension der Darstellung noch um eine Dimension erniedrigt

Anzahl der Strange, dann ergibt sich fiir die Dimension der Darstellung ( [; ) )

2
s Strangen darzustellen. Die Anzahl der benotigten Qubits ist in [29] hoher, da

dort die Lange des Pfades 2° ( [29] Kapitel 2.12.) iiber die Anzahl der Qubits

werden. Wir bendtigen also < (; ) — 1 Dimensionen, um die Zopfgruppe auf

Onl ~ \/(2mn)n"e ™"

166



10.2 Skalierbarkeitsaspekte

entscheidet. Fiir 3 Stringe werden dort also 22 Dimensionen gebraucht, wihrend
in unserem Fall nur 2 beno6tigt werden. Auch die Anzahl der Qubits ist hier somit
geringer.

Definitionsbereiche

Wie bereits erwahnt, ist der Definitionsbereich des Jones-Polynoms auf solche z =
e beschrinkt, die eine unitire Darstellung aller Zopfgruppenelemente zulassen.
Wie noch gezeigt wird, schrumpft dieser Bereich mit zunehmender Anzahl der
Strénge. Eine Zusammenfassung ist der Tabelle 10.1 zu entnehmen.

Die Beschriankung der Definitionsbereiche unitédrer Darstellungen kann aus der
Definitionsgleichung fiir unitdare Matrizen

UxU'=1 (10.15)

abgeleitet werden. Auf der rechten Seite von Gleichung (10.15) verschwinden die
Auflerdiagonalelemente dann, wenn sin((m + 2)6)sin((m — 2)0) > 0 ist, wobei
m = 2(s — 1) und s die Anzahl der Stridnge ist, s. Abbildung 10.8. Der Defi-
nitionsbereich schrumpft somit mit wachsender Zahl der Strange. Er schrumpft
zwar nicht exponentiell, dennoch werden mit wachsender Zahl der Strange immer
hohere Genauigkeitsanforderungen an die einzelnen Quantengatter gestellt, um
die Unterscheidung zweier Zopfdarstellungen noch zu gewéhrleisten. Die Bereiche
werden dabei durch die neu hinzukommenden Zopfgruppenelemente immer weiter
eingeschriankt. Z.B. ist der Definitionsbereich der Zopfgruppe mit zwei Strédngen
nicht beschriankt, da die verschiedenen Teilbereiche aneinander grenzen und die
Rénder eingeschlossen sind. Dies gilt auch fiir Einbettungen dieser Zopfgruppe
in hohere Zopfgruppen. Fiir || > 27 zeigt das Jones-Polynom ein periodisches

Tabelle 10.1: Zusammenfassung der Definitionsbereiche unitdrer Darstellungen
der Zopfgruppen mit unterschiedlichen Anzahlen von Stringen. Es

gilt k € N.
Anzahl Definitionsbereich
der Strénge 0

T T km
’ e
\ vnTe
! el
5 [—16:10) + 5

T w km
S [~55: 3] + 5

167



10 Thermisches Quantencomputing und der Jones-Algorithmus

T T T
— sin(6g)sin(2¢)

’ i A \ . f fiie sin(8g)sin(4q)

08F i I JAR Bl= sin(10g)sin(6¢) |

T

Abbildung 10.8: Argumente der Wurzelfunktionen in den Matrix-Darstellungen
der Zopfgruppenelemente Us ;4. Die Darstellungen sind unitér,
solange die Argumente positiv sind.

Verhalten. Die Zopfgruppenelemente U (6 + %’T) mit k& € Z unterscheiden sich nur
in einem globalen Phasenfaktor {1,i, —1, —i}. Dieser kann einen Effekt auf die
minimale Dauer der zeitoptimierten Implementierung haben, s. Kapitel 5.

Grenzwerte der Matrixeintrage

Einige der Matrizen weisen Eintriage folgender Form auf:

sin((m =+ 2)0) oder V/sin((m + 2)0) sin((m — 2)0)
sin(m#) sin(mf)

Im Limit  — 0 erhalten wir mTﬂ bzw. W, was sich durch Verwenden
1

von sin(a)sin(f) = 5 [cos(a — 3) — cos(a + )] und der Regel von I’'Hopital zei-
gen lasst.

Ahnlichkeit der Darstellung verschiedener Zopfgruppenelemente

Eine weitere Beobachtung betrifft die Eigenwerte der Darstellungen der Zopf-
gruppenelemente. Bei festem 6 besitzen alle U, dieselben Eigenwerte wie U;. Sie
sind somit alle durch eine Ahnlichkeitstransformation in U; iiberfithrbar:

Un(0) = Vi (0)UL(0)V,(6) 7" (10.16)

Da U; aber unitér fiir alle Werte von 6 ist, muss die Nicht-Unitaritat durch die
Transformationsmatrizen V,, kommen. Ist ein gegebenes U, unitér, so ist auch
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10.2 Skalierbarkeitsaspekte

das dazugehorende V,, unitdar. Im anderen Fall ist V,, zwar nicht unitédr, aber
dennoch ein Element von SL(d) .

10.2.2 Zeitabschatzungen fiir hhere Zopfgruppen

Ein Blick auf die unitdren Darstellungen von Zopfgruppenelementen mit 4 zeigt,
dass (i) nur wenige Eintréige vorhanden sind, (ii) diese immer U(2)-Unterstrukturen
besitzen und (iii) nicht selten in mehreren Kopien vorliegen. Nach der Einbettung
der Zopfgruppenelemente in die néchst grofiere SU(2") werden sie als kontrollierte
Operationen implementiert. Die Anzahl der Eintréage steigt dennoch exponenti-
ell”, s. Tabelle 10.2.

Als Beispiel sei die unitdre Darstellung des letzten Zopfgruppenelements bei 4
Striangen aufgefiihrt. Die Darstellung der Zopfgruppe mit der Dimension 6 wird
zuniichst in die SU(23) eingebettet.

Um eine kompakte Schreibweise zu erhalten schreiben wir s(¢) fiir sin(¢). Dann
wird wie folgt zerlegt:

e~ 1, 0 0 0 0 0
(i05(B0) | o i0 \/ 5(80)s(46)
i0 \/ 5(80)s(40) 10 5(40) —i6
Up=| 0 "G — <o T 00 0
O O 0 6—29 0 0
0 0 0 0 e 0
i0 5(40) —i6
0 0 0 0 0 -—e 5(20) +e
G_ie ]13 0 0 0
s i i s(86)s(460
|0 e s§§§§ e e 9% . (17 0 ?49) )
= " 5 5 210 s
0 it (88(2))( 0) Zasggg; 4 emif 0 0 € 520) +1
0 0 0 e—i@ ]13

Der zweite Faktor ist ein zweifach kontrollierter Phasenshift, A&hnlich dem TOFFOLI-
Gatter. Auch der erste Faktor ist unitir dquivalent zu einem zweifach kontrol-
lierten Phasenshift. Beide operieren jeweils nur auf einem zweidimensionalen Un-
terraum des gesamten Hilbertraumes. Die Anzahl der Faktoren, die zu mehrfach

kontrollierten Phasenshifts dquivalent sind, ergibt sich zu ( 85_2 . Diese For-

2
mel trat bereits bei der Berechnung der Dimension der Darstellungen auf. Somit
steigt diese Anzahl exponentiell an. An eine sequentielle Implementierung ist so-
mit nicht zu denken.

"Eventuell lisst sich jedoch noch ausnutzen, dass mehrere Kopien gleichzeitig bearbeitet wer-
den konnen, was einen erheblichen Zeitvorteil bringen sollte.
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Tabelle 10.2: Anzahl der zu mehrfach kontrollierten Phasenshifts dquivalenten
Faktoren der unitédren Darstellungen der Zopfgruppenelemente in
Abhéngigkeit der Anzahl der Stréange s.

s |3 45 6 7
# Faktoren ‘ 1 2 3 6 10

Treten jedoch mehrere Kopien ein und desselben 2-Level-Propagators auf, (wie
im Beispiel des vierten Elements der 5-Strang-Zopfgruppe, bei der

_ i0 5(60) —i9 o/ 5(60)s(20)

“ s ¢ 2 (10.17)
i0 \/ $(60)s(20) 0 5(20) —io

—¢ @ . ¢ sae) T

zweimal auftaucht) sind Vereinfachungen bei der Implementierung mdoglich. Sol-
che Vereinfachungen sollen an einem einfachen Beispiel verdeutlicht werden:
Bei einem heteronuklearen 2-Spinsystem werden folgende unitire Operationen

1000 0100
implementiert: v/i <8 5o (1]) . Dieses ONOT benétigt T = 55, wohingegen ( § 0§ ¢
0010 0010
als einfacher Puls implementiert werden kann. Im Fall unendlich schneller Pulse

benotigen wir dann {iberhaupt keine Zeit.

Um nun kontrollierte U zu implementieren, benutzt man die Ergebnisse iiber lokal
invertierbare U (K U KlT = UT). Daraus lisst sich folgendes allgemeine Schema
skizzieren, s. oben. Die Zeitkomplexitit des cU’s berechnet sich zu O(cU?) =
2x0(U)+2xO(cK).

Sollte U(#) eine ungerade Periodizitidt besitzen, d.h. U™ = 1, mit m = 2k +
1,k € N sind auch kontrollierte U-Gatter zugénglich. Anstatt der U-Gatter in
Abbildung 10.9, werden U**1-Gatter verwendet. Ist das Kontrollbit im 1-Zustand
wirkt auf die Zielqubits effektiv U%+2 = U+17 = 1U.

&

N
N

2
L B oy R, B s

[ L=

Abbildung 10.9: Allgemeines Schema fiir die Implementierung von cU-Gattern
aus kontrollierten lokalen Operationen und U-Gattern [171].
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10.2 Skalierbarkeitsaspekte

10.2.3 Experimentelle Fehlerquellen

Eine Reihe experimenteller Fehlerquellen ist bekannt und quantifizierbar. IThre
Effekte auf das Messergebnis sollen nun im Einzelnen studiert werden:

e Der Ausgangszustand ist der thermische Dichteoperator, statt einem reinen
Zustand

e Pulse haben eine endliche Dauer
e Relaxationseflekte

e Bj-Feldinhomogenitét

Die Effekte sind in Abbildung 10.10 fiir einen einzelnen Messwert dargestellt. In
den Abbildungen 10.13-10.15 werden gemessene Werte mit theoretisch vorherge-
sagten verglichen.

Eine Fallstudie beziiglich der Fehlerquellen ist in Abbildung 10.10 zu sehen.
Der Temperatureinfluss ist gering und zeigt nur im mK-Regime Auswirkungen.

-0.46
-0.48F §
% | linm} o
K] temperature
-0.5 2 Qumro o o
=)
o
g £
£ -052r ©
‘s Q@
= 5
-0.54F 2
OO0 0O O o o a
-0.56
—-0.58f
, , , ,
0 5 10 15 20
O of trace(U) x 10

Abbildung 10.10: Die verschiedenen Fehler verschlechtern den idealen Messwert
(o) auf verschiedene Weise. Die drei waagerechten Gruppen
gehoren zu jeweils einer bestimmten Pulsdauer. Die einzelnen
Gruppen spalten sich weiter nach ihrer Temperatur auf. Re-
laxation bewirkt eine Skalierung des Absolutwertes von tr(U),
hin zum Nullpunkt in der komplexen Ebene.

Wohingegen Pulslidnge und relaxative Effekte beim vorliegenden experimentellen
Setup bereits einen messbaren Einfluss haben.
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Thermischer Dichteoperator als Ausgangszustand

Wie bereits in Kapitel 10.1.4 erwidhnt, wird als Ausgangsoperator S, angenom-
men. Dieser Produktoperator stellt (i) den Teil des Dichteoperators dar, der fiir
den Algorithmus wichtig ist, und ist (ii) nicht ohne andere Storterme zu erhalten.
Der Einfluss dieser zusétzlichen Terme soll nun im folgenden Kapitel behandelt
werden.

Dazu benotigen wir den thermischen Dichteoperator eines n Spinsystems. Ganz
allgemein lisst sich dieser als e~ #7 / tr(e~ % ) beschreiben. Da die Energieniveaus
der Spins—% verglichen mit k7' sehr klein sind, kann die Taylorreihenentwicklung
als gute Approximation (die sogenannte Hochtemperaturndherung) angesehen
werden. Aus p = e 7t /tr(e i) und H = B, > Yelk. folgt® in erster Néhe-
rung po = 1/N + 3", ¢ ly. mit ¢ = tanh(—2%22). Der Effekt hoherer Terme ist
zwar gering, soll aber spéter dennoch einer genaueren Untersuchung unterzogen
werden. Setzen wir [, = S, stellt sich zunéchst die Frage, welchen Effekt diese
zusétzlichen Terme auf das Ergebnis haben.

Wie im Folgenden gezeigt wird, liegen diese im Kern der Abbildung ¢, d.h. sie
werden auf 0 abgebildet. Somit haben sie {iberhaupt keinen Effekt auf das Resul-
tat:

Der Ausgangszustand sei also pg = 1/N + >, _, ¢xly.. po nimmt somit Diagonal-
gestalt an:

d 0 --- 0
0 dy --- 0 D o

po=1 . : — (0 D/) (10.18)
o 0 - d2<n+1)

Nach Anwendung eines 90°-Pulses aus der y-Richtung R, auf den ersten Kernspin
den S-Spin, erhalten wir:

o

49
p=rmit,= (1) %) (10.19)

N

Auf der Diagonale dieses Dichteoperators sind alle Terme angesammelt, die durch
den R,-Puls nicht beeinflusst worden sind. Also D& D = Y reo el
Nachdem der gesamte Algorithmus, also alle cUys, implementiert ist, nimmt der
Zieldichteoperator folgende Gestalt an:

D Ut
= 27
P (gUl UD’UT) : (10.20)

8Weitere Beitrdge zum Hamiltonian stammen von Kopplungen zwischen Kernen. Sie sollen
hier vernachléssigt werden, da ihre Beitrdge zu gering sind.
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mit U = U, - - - UyU;. py wird nun gemessen und damit die Spur von U bestimmt.
In der NMR-Spektroskopie entspricht das einer Projektion auf S~ = (9 9)®1yn-1:

1 0o o0\'/ D vt 1 0 0 a
Wl)zﬁtr{(l 0) (gUl (fﬁ/UT)}:N”{(D glUT)}:ﬁ”{UT}'
(10.21)

Wie zu sehen ist, haben die zusétzlichen Diagonalterme keinen Einfluss auf das
Resultat.

Lemma 10 Diagonalmatrizen liegen somit im Kern der Abbildung ¢.

Beweis: Sei p; eine Diagonalmatrix, p; = D@ D'. Fiihren wir ¢ schrittweise aus,
so erhalten wir:

o) = el v (g ) U’y

:%tr{(g g)* (10) Ul;)’UT)} (10.22)
:%tr{(g UZZ)’UT) -

Somit werden alle Diagonalmatrizen auf 0 abgebildet. Diese liegen deshalb im
Kern von ¢. |
Die Hochtemperaturndherung stellt also keine Fehlerquelle dar. Dies dndert sich
sobald wir ihren Giiltigkeitsbereich verlassen. Die Effekte sind im NMR-Fall zwar
gering, sollen aber dennoch diskutiert werden, da dies bei anderen Systemen nicht
der Fall sein muss.

Der Dichteoperator ist nun 6_%/ tre~77. Dies ist zuerst einmal eine Diagonal-
matrix. Er ldsst sich schreiben als

po= 1/N+ Z el + Z dim 2111, + hohere Terme . (10.23)
k=1 , k#m

~
Hochtemperaturnaherung

Eine Reihe von Termen fithrt nun zu einer Abweichung der auflerdiagonalen
Blockmatrix von der Einheitsmatrix. Die entsprechenden bilinearen Terme sind
25,1y, fir k € {2,n}. Hoherlineare Terme fiihren natiirlich ebenso zu einer
Storung des Einheitsoperators. Nach dem R,-Puls auf dem ersten Spin und vor
dem Algorithmus ergibt sich folgender Dichteoperator:

D ¢Bf
p1 = RypoR! = ( 2 ) : (10.24)
W \eB D

Wird am Schluss gemessen, erhalten wir:

1 (00" D BUN, a ..
¢(p1) = Ntr{ (]1 O) (%UB UD~/UT }— Wtr{B U} (1025)
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Der Vorfaktor a ergibt sich zu a ~ tanh(—222). Zusammen mit der Tatsache,

dass [tr(UT)| < 2" und B(y, By, T)" =~ 1 erhalten wir |tr(BTUT)| < 2". Dividiert
man nun noch durch den Skalierungsfaktor N = 2-, erhalten wir [¢(p;)| < 1 und
zwar unabhéngig von der Anzahl der Qubits. Der Algorithmus ist unter diesen
Gesichtspunkten skalierbar.

10.3 Resultate auf einem
2-Qubit-NMR-Quantencomputer

10.3.1 Implementierung von Zopfgruppenelementen mit 3
Strangen

Eine allgemeine Anleitung zur Implementierung kontrollierter U-Operationen fin-
det sich im Appendix 12.6.2. Bei 3 Stringen gibt es 2 Elementartranspositionen.
In der Matrixdarstellung nehmen diese die Form

U172 = (A]l + A_IULQ)

1 1
an. Mit uy = (¢9) oder uy := ( W 1_1‘12). Weiter ist A = e %ad und
Vieg 4
d = —(A* 4+ A7%) = —2¢08(20,44). U ist unitér, wenn 0 < [0,q4] < Z ist, s.
Tabelle 10.1. Die hier gewéhlte Darstellung weicht von der vorher gewéhlten
Darstellung der Zopfgruppenelemente nur auf den ersten Blick ab. Im Appen-
dix 12.6.1 wird die Aquivalenz beider Darstellungen bewiesen. Der Beweis beruht
hauptséichlich auf elementaren trigonometrischen Umformungen. Es gilt nun, die-
ses U als kontrolliertes U, als cU, zu implementieren. Dies erfolgt mit Hilfe der
im vorherigen Kapitel erarbeiteten Methoden. Eine Zerlegung des effektiven Ha-
miltonians zeigt, dass nur x- und z-Komponenten vorkommen. Dadurch ldsst

sich die Implementierung vereinfachen. Die 2K, (u)-Pulse (s. Appendix 12.6.2)

a/(nd) o/(nd)

Abbildung 10.11: Pulssequenz, die die kontrollierten U; (links) bzw. deren inverse
(rechts) auf einem I S-Spinsystem implementiert. Der /-Spin ist
in unseren Experimenten ein '3C-Kernspin und der S-Spin ist
ein 'H-Kernspin. I wird detektiert. Bei cU; wird v = 0 gesetzt.
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0.5
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Abbildung 10.12: Die in Abbildung 10.11 vorkommenden Winkel in Abhéngig-
keit von 6. Sei 0,44 := 07 /180. a = 0.57—20,.4q, f = —0.574+0,44

und v = tan—l(M)jtﬂ/Q. ~ hat nur dann reelle Wer-
£/ 4cos2(20,.4q4)—1

te, wenn 0 < |0,44] < %, ansonsten gilt 4 cos*(20,44) < 1. 7 =0
fiir Ul-

kénnen dann vernachléssigt werden. Die Dauer der Pulssequenz wird, im Limit
unendlich schneller Pulse, durch die Dauer der freien Evolution - bestimmt. Die
Pulssequenzen sind in Abbildung 10.11 abgebildet.

Um die theoretisch berechneten Pulssequenzen zu iiberpriifen, wurden diese an
drei ausgewéhlten Knoten auf einem heteronuklearen Spinsystem implementiert.

10.3.2 Experimenteller Setup

Alle Experimente wurden an einem Bruker Avance DMX 750 NMR, Spektrometer
durchgefiihrt, ausgeriistet mit einem TXI 5mm Probenkopf mit XYZ-Gradienten.
Die Probe war eine 9:1-Mischung von Chloroform und deuteriertem Aceton. Die-
se enthilt natiirlicher Weise ungefihr 1% ¥C-'H-Chloroform, welches die akti-
ve Komponente der Hardware des NMR-Quantencomputers darstellt. Die Lar-
morfrequenzen des Spinsystems sind 188.6349005 MHz fiir **C und 750.1354275
MHz fiir 'H. Die entsprechenden chemischen Shifts sind 77.2 ppm und 7.235
ppm. Die zwei Spin-!/5-Kerne von *C-'H-Chloroform wechselwirken in Losung
durch eine skalare Ising-Interaktion. Die entsprechende Kopplungskonstante ist
J = 209.5H z. Die longitudinalen (T;) und die transversalen Relaxationszeiten
(T3) der beiden Kerne sind: T,’C: 21.8 s, Ty'C: 0.19 s, T,7: 6.1 s, Ty 0.48s. Ein
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90°(*H)-Puls benétigt 9.9 us, ein 90°(*3C)-Puls 19.45 pus. Die Temperatur betrigt
300 K. 13C wurde schliellich detektiert. Es wurden 512 Datenpunkte wihrend ei-
ner Zeit von 452ms aufgenommen. Um die Empfindlichkeit zu erhéhen, wurde
wihrend der Detektionszeit "H-Spin durch die DIPSI-2-Pulssequenz [260] ent-

koppelt.

10.3.3 Experimente

Alle Experimente zeigten eine gute bis sehr gute Ubereinstimmung mit den theo-
retischen Vorhersagen, s. Abbildung 10.13-10.15. Selbst Effekte der Relaxation
und B;-Feldinhomogenititen stimmten mit den theoretischen Vorhersagen iibe-
rein, s. Tabelle 10.3 und 10.4. Aufgrund der einfacheren Implementierung ist die
Ubereinstimmung beim Kleeblattknoten, Abbildung 10.13, am besten.

Abbildung 10.13:

amplitude

_0.2,

-0.4r1

-0.61

-0.8
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O experiment
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0.8
0.6
04t
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amplitude

-0.4¢

-0.6

— theoretical
—0.8/| — simulated errors
O experiment

10 20
6 [deg]

-1
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Real- (links) und Imaginérteil (rechts) der Spur des Kleeblatt-

knotens in Abhéingigkeit von 6. Vergleich von Experiment (o)
mit theoretischen Werten, mit (blau) und ohne (schwarz) Feh-
lerquellen.

Tabelle 10.3: Die Summe der Fehlerquadrate ist r = Zg‘fo(ytheo(e) —y(0))% Der
durchschnittliche Fehler berechnet sich zu 7 = r/31. r stehe jeweils
fiir den Fehler im Real- oder Imaginérteil, bzw. dem Fehler des

176

Absolutwertes.

Knoten TRe TTm Tabs
T 1.0770-107% | 1.7334 - 107* | 2.2031 - 10~*
T 0.0127 6.0888 - 10~° 0.0125
T 0.0319 8.7223¢ — 05 0.0318
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Abbildung 10.14: Real- (links) und Imaginérteil (rechts) der Spur des Figur-
Acht-Knotens in Abhéngigkeit von . Vergleich von Experiment
(o) mit theoretischen Werten, mit (blau) und ohne (schwarz)
Fehlerquellen.
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Abbildung 10.15: Real- (links) und Imaginérteil (rechts) der Spur der Bor-
roméischen Ringe in Abhédngigkeit von 6. Vergleich von Ex-
periment (o) mit theoretischen Werten, mit (blau) und ohne
(schwarz) Fehlerquellen.
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10 Thermisches Quantencomputing und der Jones-Algorithmus

Tabelle 10.4: Die Abweichung der experimentellen Werte von den Vorhergesagten
ist 6, also im Mittel § = §/31. J stehe jeweils fiir die Abweichung im
Real- oder Imaginérteil, bzw. der Abweichung des Absolutwertes.
Knoten ORe O Oabs

T, 2.3850 - 1071 | 4.7884 - 107 | 6.5619 - 10~*
15 0.0026 6.0889 - 107° 0.0025
T3 0.0089 8.7232-107° 0.0088

10.4 Schlussfolgerung

Der Quantenalgorithmus zur Approximation des Jones-Polynoms ist ein weiterer
Kandidat von Algorithmen, die neben der Implementierung fiir reine Zustiande,
eine thermische Implementierung erlauben. Inwieweit sich Fliissig-NMR-Systeme
eignen, um diese skalierbar zu implementieren, ist noch nicht zur Génze geklért.
Als gesichert kann die Skalierbarkeit der bendtigten Anzahl der Qubits fiir hohere
Zopfgruppen angesehen werden: Es besteht ein linearer Zusammenhang zwischen
der Anzahl der Qubits und der Anzahl der Stringe. Es gilt im Fall thermischer
Algorithmen die Effekte zu untersuchen, die zutage treten, wenn die Anzahl der
Qubits und die daraus resultierende Anzahl der Zustidnde die Anzahl der Molekiile
in der Probe {ibersteigt. Hier stellt sich die Frage, ob der iibliche Dichteopera-
toransatz noch giiltig ist und, wenn nein, ob die daraus entstehenden Abweichun-
gen den gesamten thermischen Algorithmus auf NMR-Systemen oder allgemeiner
auf Ensemble-Systemen unmoglich machen.

Mit den vorliegenden experimentellen Resultaten wurde der Quantenalgorith-
mus zur Approximation des Jones-Polynoms zum ersten Mal realisiert. Da sich
die gestellte Aufgabe auf die Bestimmung der Spur einer Matrix zuriickfithren
lasst, war es moglich den Algorithmus so zu adaptieren, dass er auch auf dem
nicht-reinen Zustand eines thermischen NMR-Systems funktioniert. Die Uberein-
stimmung der erhaltenen Ergebnisse mit den theoretisch vorhergesagten Werten
ist auch bei komplizierteren Knoten bzw. Zopfen noch sehr gut. Fiir die durch-
zufithrenden Operationen lielen sich, im Fall von Zépfen mit maximal 3 Strangen,
analytische Losungen fiir den gesamten Definitionsbereich der unitdren Darstel-
lungen finden. Zudem konnten die Definitionsbereiche unitéarer Darstellungen der
Zopfgruppe auch fiir hohere Zopfgruppen angeben werden.

Es wurde festgestellt, dass diese mit zunehmender Zahl der Strédnge schrump-
fen. Es stellt sich hier jedoch die Frage, ob es moglich ist mit dem thermischen
Ansatz auch nicht-unitiare Darstellungen zu implementieren.

Eine Tatsache, die bei der Analyse der experimentellen Daten bisher ungenutzt
bleibt, ist die, dass Jones-Polynome stets Vielfache von Polynomen mit ganzzah-
ligen Koeffizienten sind. Dies konnte bei der Umrechnung der Wertetabellen in
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die Koeffizienten zu Hilfe gezogen werden und sich somit positiv auf die Anwend-
barkeit des Algorithmus auswirken.
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11 Zusammenfassung und Ausblick

Mit dem Ausklang des 20. Jahrhunderts begann die Entwicklung eines neuartigen
Wissenschaftszweiges, der Computerwissenschaften und Physik, auf eine vorher
nicht dagewesene Art, vereinte: die Quanteninformationsverarbeitung. Es wur-
den Methoden entwickelt, die Probleme sehr viel effizienter 16sten, als klassische
Computer dazu jemals im Stande wiren. Die Uberlegenheit der meisten dieser
Methoden ist jedoch nur theoretisch bekannt, da die Realisierung eines Quanten-
computers wohl noch einige Jahre, wenn nicht Jahrzehnte, auf sich warten lassen
wird. Dies liegt vor allem daran, dass die quantenmechanischen Zusténde, die zur
effizienten Berechnung benétigt werden, durch Stérungen von auflen vernichtet
werden konnen. Je linger die Berechnung auf einem Quantencomputer dauert,
desto wahrscheinlicher ist eine solche Stérung.

Aufgrund dessen ist es notwendig, entweder die Berechnungen so schnell wie
moglich durchzufiihren, oder zu versuchen wahrend der Berechnung die stérenden
Einfliisse vom Quantencomputer fern zu halten. Mit konventionellen Methoden ist
es zwar moglich, die erforderlichen Quantengatter in leicht verstédndliche Abfolgen
von Elementargattern zu zerlegen, diese benotigen jedoch weit mehr Zeit als
notwendig.

In der vorliegenden Arbeit wurden Methoden und (klassische) Computerpro-
gramme entwickelt und vorgestellt, die es erlauben die Dauer von Quantengat-
tern auf ein Minimum zu reduzieren. Mittels klassischer (Parallel-)Computer ist es
nun moglich, Bausteine der Quantenalgorithmen zeitoptimiert zu implementieren.
Dies kann auf den verschiedensten Systemen passieren, solange einige grundlegen-
de Voraussetzungen erfiillt sind. Eine endlich-dimensionale des Systems ist eine
solche Voraussetzung. Als Beispiele wurden supraleitende Josephson-Elemente
und NMR-Spinsysteme vorgestellt. Beim ersten wurden lediglich ein elementares
2-Qubit-Gatter und ein TOFFOLI-Gatter optimiert. Bei Spinsystemen wurden
numerische Resultate fiir diverse Quantengatter (QFT, C"NOT, SWAP, ...) mit bis
zu 10 Spins vorgestellt.

Manche der Quantengatter besitzen eine rekursive Struktur, die es erlaubt
noch gréflere Gatter aus kleineren aufzubauen. Ein einfaches Beispiel stellen die
swAP-Operationen dar, ein kompliziertes, die QFT. Bei beiden sind die rekur-
siv aufgebauten Gatter immer noch schneller als konventionelle Konstruktionen.
Eine Verallgemeinerung dieses Prinzips konnte es sogar erlauben, groflere Sétze
von Elementargattern numerisch zu berechnen. Diese fithren dann zwar nicht zu
zeitoptimalen, aber jedoch zu schnelleren Implementierungen.

Weiter wurden Methoden vorgestellt, die es erlauben, einen gewissen Teilraum
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11 Zusammenfassung und Ausblick

eines Quantensystems gegen relaxative Prozesse so gut wie moglich zu schiitzen.
Zudem sind auch diese numerischen Resultate in ihrer Implementierung schneller
als konventionelle Methoden. Zukiinftige Projekte sollten hier, neben den be-
trachteten statischen oder auch Markov’schen Relaxationsprozessen, auch nicht-
Markov’sche in Betracht ziehen. Auflerdem steht die Frage im Raum, ob oder
besser wie, sich der rekursive Ansatz mit relaxationsoptimierten Quantengattern
kombinieren lésst. Es gilt zudem abzuwigen, wie viele Qubits des Gesamtsystems
verwendet werden, um den Schutz gegen Relaxation zu erlangen.

Bei all diesen numerischen Resultaten zwéngt sich stets die Frage nach analyti-
schen Losungen auf. Fiir einfache Quantengatter, wie z.B. indirekte Kopplungen
auf linearen 3-Spinketten, ist dies moglich. Unter Ausnutzen der Lie-algebraischen
Struktur konnte eine Losung fiir einen ganz bestimmten Propagator erhalten wer-
den. Die numerisch gefundenen minimalen Zeiten konnen als eine Leitlinie genutzt
werden, um analytische Losungen zu finden. Eines der weiteren Ziele sollte es sein,
den Satz analytischer Losungen auch um komplizierte Gatter, wie die QFT, zu
erweitern.

Um Systeme mit mehr als 10 Qubits numerisch behandeln zu kénnen, bedarf
es weiterer Adaptionen des derzeitigen Computerprogramms. Schnellere Subrou-
tinen fiir die Exponentialabbildungen oder Matrixmultiplikationen werden un-
ablédssig sein. Zudem gilt es auch ein wachsames Auge auf den Speicherbedarf
der Probleme zu werfen. Zuletzt wird man die Hoffnung jedoch aufgeben miissen
optimierte Pulssequenzen fiir Systeme mit mehr als 30 Qubits auf klassischen
Computern zu finden. Vielleicht ist es jedoch moglich, diese Optimierung auf
einem Quantencomputer durchzufiihren.

Ein Quantensystem wird dann ein anderes simulieren. Interessante Resultate
im Bereich der Quantensimulation sind bereits bei wesentlich kleineren Systemen
als bei Quantenalgorithmen, zu erwarten. Eine Frage, die mit der vorliegenden
Arbeit beantwortet wurde, ist die, ob eine bestimmte Quantenevolution auf ei-
nem System aus n Qubits durch lokale Operationen invertierbar ist. Nach einer
grundsétzlichen Einteilung in Typ I und II invertierbare Unitére stehen eine Rei-
he von Methoden, dies zu untersuchen, zur Verfiigung: Fiir Typ I: paarweise
Eigenwerte, Entwicklung in Eigenrdumen des lokalen Superoperators zum Figen-
wert 41, Einteilung von Kopplungsnetzwerken in bipartite und nicht bipartite
Kopplungsgraphen, Beziehungen zu Wurzelraumzerlegungen und Charakterisie-
rung anhand von Cartan-Involutionen; fiir Typ II: Uberlapp der lokalen Super-
operatoren mit dem Adjunktionssuperoperator und Analyse der Symmetrie der
zu invertierenden Matrizen.
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12.1 Theorie

12.2 Bedienungsanleitung des PAROCT-Programms

Anhand des folgenden Kapitels soll eine Ubersicht der moglichen Programmvari-
anten gegeben werden und wie sie durch passende Wahl der Parameter erzeugt
werden konnen. Es besteht die Moglichkeit (i) iber COMPILER-Optionen das
Programm selbst zu verdndern, und so fiir spezielle Aufgaben anzupassen, oder
(ii) iiber EINGABE-Dateien ein lauffihiges Programm zu steuern.

Auf dem HLRB-1I-Supercomputer wird das Programm mit Hilfe der folgenden
Hilfsdatei in die Warteschleife gestellt. Von dort startet es automatisch.

#!/bin /bash

#PBS —o /home/$YOURPATH/output.out

#PBS —j oe

#PBS —S /bin/bash

#PBS —1 select=<NUMBER_OF_CPUS>

#PBS —1 walltime=<MAX CPU_TIME_48:00:00 >
#PBS —N JOBNAME

#PBS —M yourmail@whereeveryouare.com
#PBS —m a

. Jetc/profile
cd /home/$YOURPATH/
date

time mpiexec ./your_executable

Auf dem BODE-Cluster wird das Programm durch folgende Befehlszeile sofort
gestartet

mpirun_rsh —np 64 —hostfile hostfile ./your_executable
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12.2.1 Compiler-Optionen

Auf dem HLRB-1I muss vor dem Kompilieren noch die MKL-Bibliothek geladen

werden:

module load mkl

Der Befehl zum Kompilieren lautet:

make —f Makefile clean paroct

Im MAKEFILE hat man noch einige Optionen, die das Programm zu beeinflussen.

HHHEHAHAHE Compiler , tools and options

CC =
CXX =
CFLAGS =
CXXFLAGS=

MACROS =

INCPATH =

LINK =
LFLAGS
LIBS =

MOC =
UIC =

mpicc $(OPTS)
mpiCC $ (OPTS)
—Wall -W -03
—Wall —Wno-deprecated —03

—D’TIMING=0’ —D’DEBUG=0" —D’TESTING=0"\
—D’METHOD=3’ —D’SPARSE=0" \
—D’EXPMNMR=1" \

—I/home/hlrb2/h1051/h1051ad/local /include $(MKLINC)\
—I $YOURPATH/spblastk0.9b/include

mpiCC  $(OPTS)
“Im $(MKL_LIB)

$(SUBLIBS) —lm)\
—L $YOURPATH —lIsparseblas
—L $YOURPATH/ATLAS/Linux HAMMERG64_4 —llapack_ AMDG64
—1f77blas —lg2c —llapack —lcblas —latlas)

$ (QTDIR)/ bin /moc

$(QTDIR)/ bin /uic

Die interessanten Falle sollen kurz erlautert werden:

1. "TIMING=0/1" : Messung der Berechnungsgeschwindigkeit,

2. 'DEBUG=0/1/2’ : Debuggen einzelner Funktionen

3. "TESTING=0/1" : Testen der Exponentialabbildung

4. 'METHOD=0/1/2/3’ : verschiedene Implementierung der Exponential-
abbildung:
0: Chebychev
1: Pade

2: QR

3: Chebychev +
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'SPARSE=0/1": Verwendung diinnbesetzter Matrixmethoden fiir die Ex-
ponentialabbildung

"EXPMNMR=1": Verwendung der Persymmetrie-Exponentialabbildung

12.2.2 Eingabe-Optionen

Das Programm lédt zu Beginn eine Reihe von Dateien. Diese enthalten Angaben
zur Systemgrofle und Systemart, sowie zur Pulssequenz. Alle zu ladenden Dateien
sind im portablen ASCII-Format abzuspeichern.

Datei: PAROPT.ASC

Diese Datei enthélt 8 Parameter, z.B.
6 512 14 15 .001 4200 2.1 1

Ihre Bedeutungen sind:

1.
2.

Anzahl der Qubits

Digitalisierung der Pulssequenz

Startzeit der Pulssequenz T}

Endzeit der Pulssequenz T,

Inkrement zwischen 77 und 75 (kann auch negativ sein)
Maximalzahl der Iteration

Startamplitude der Pulssequenz:

0 lade Pulssequenz aus PSEQ.ASC

k € 7Z konstante Amplituden & auf allen Kontrollen

k € R zufillige Pulssequenz mit maximaler Amplitude &

Gradientenberechnung am Anfang der Optimierung:
0 steepest-descent, 1 conjugate-gradients

Datei: DRT.ASC und HCs.AsC

DRT.ASC enthélt die Information iiber den Drifthamiltonian des Systems. Es kann
zwei Formate aufweisen: Ein erstes bei dem nur die Diagonaleintrige gespeichert
sind. Die volle Matrix des Driftterms wird dann intern aufgebaut. Oder das zweite
Format bei dem die gesamte Matrix in der Datei abspeichert ist.

HCs.asc enthélt Informationen iiber die Kontrollterme. Wird als System jedoch
ein heteronukleares Spinsystem mit z- und y-Pulsen angenommen, ist HCS.AsC
nicht notwendig, da die Kontrollterme dann intern aufgebaut werden.
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Datei: TARGET.ASC

TARGET.ASC enthélt die zu optimierende Zielmatrix.

Datei: PSEQ.ASC

Enthélt die aktuell optimierte Pulssequenz. Sie wird alle 10 Iterationen gespei-
chert und geladen, wenn in der PAROPT.ASC-Datei, der entsprechende Parameter
gesetzt wird (s. oben).

Startsequenzen der Optimierung

In den meisten Féllen ist davon auszugehen, dass es nahezu unmoglich ist am An-
fang der Optimierung eine gute Startsequenz zu wihlen. Es bleiben dann folgende
Moglichkeiten, die alle mit Vor- und Nachteilen verbunden sind:

e cine Pulssequenz mit konstanten Amplituden,
e cine leicht variierende Pulssequenz,
e und eine vollig zufillige Pulssequenz.

Um der Optimierung keine, durch die Startsequenz bedingten, Beschrankungen
aufzuerlegen, liegt die Wahl einer zufélligen Pulssequenz nahe. Der Nachteil da-
bei ist, dass diese sich einer anschliefenden Analyse oft entzieht. Dieser Nachteil
tritt bei konstanten oder leicht variierenden Pulssequenzen nicht auf.

Ganz allgemein gilt noch zu beachten, dass die Pulsamplituden nicht zu hoch sein
sollen. Dies soll mit dem folgenden Beispiel belegt werden:

Gegeben sei ein heteronukleares, schwach gekoppeltes 3-Spinsystem mit lokalen
Kontrollen auf den einzelnen Spins. Sei Hpipe = J (201,15, + 215.15,) der Drift-
hamiltonian. Zusammen mit den Kontrolltermen nimmt H,.,; folgende Form an:

3
Hypo = J (L2 Iz + 21 05.) + Y o n + iy Iy (12.1)

k=1

Fiihren wir nun folgende lokale Transformation durch:

3
UHpU'T = J(21 1, + 215, 15,) + Zakfkm ) (12.2)
k=1

wobei ap = /uf, +uj, und U = emi01 Brlks) | it By = arctan(%). Sei At

die Dauer eines Zeitintervalls der Pulssequenz. Betrachten wir fiir einen kurzen
Moment nur den 3. Spin. Die Operatoren die auf ihn wirken sind

H3. Spin = J2_[22[3Z + a3]3x . (123)
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Ein Vergleich mit Gleichung (2.9) zeigt, dass Hs. gpin € su(2). Fiir den Propagator
wihrend dieses Zeitintervalls folgt also:

U, = e A2 2 I3 taslss) (12'4)

Sollte nun /(JAt)? + (azAt)? = 27n mit n € N erfiillt sein, ist Uy = (—1)"1.
Nach einer weiteren Transformation ist dies leicht einzusehen:

VUV = eV A s8N se) — pmizmlse — (_1)n] (12.5)
mit V = e~ tareten()2 el pyag gesamte Zeitintervall steht somit fiir die Optimie-
rung nicht zur Verfiigung. Der 3. Spin wird auflerdem auf diese Weise vom System
entkoppelt. Ist z.B. \/(JAt)2 + (azAt)? > 27 so bleibt, neben der —1-Operation,
nur ein Teil der urspriinglichen Operation iibrig, s. Abbildung 12.1. Man erhélt
dann eine reduzierte Kopplungskonstante:

Jrea = (V (JAL)? + (asAt)? — 27) - sin(arctan(.J /as)) (12.6)

<2|22'32> g
o

-4 -2 0
<|3X> [T

Abbildung 12.1: Sind die Kontrollamplituden im Verhéltnis zur Kopplungskon-
stanten zu grof} eingestellt, kann es dazu kommen, dass der effek-
tive unitédre Propagator reduziert wird. Vom urspriinglich blauen
Hamilton-Operator bleibt nur der rote Anteil erhalten.
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und eine reduzierte Kontrollamplitude:

asrea = (V/ (JAL)? + (azAt)? — 2r) - cos(arctan(J/az)) (12.7)

12.3 Rekursion

12.3.1 Fehlerfortpflanzung in Sequenzen unitarer Gatter

Da sich die Fehler in nichttrivialer Weise fortpflanzen, stellt sich die Frage, ob
sich mittels Normungleichungen brauchbare Abschitzungen erhalten lassen. Dies
wird zunéchst fiir das Produkt zweier Matrizen untersucht. Sei A, B, Ag, By €
Matc(NV), 2(X) = X + X und A(X) = X — X, dann gilt

2[|[AB — AoBollo = [|(A— Ao)(B+ Bo) + (A+ Ao)(B — Bo)l|2
< NAMAZ(DB)|l2 + |[E(A)A(B)]]2
< [IAA)LIEB)|2 + [IE(A)[2/[A(B)]]2 -
Dies folgt aus der Dreiecksungleichung ||A+ B|| < ||A||+]|B]|. Die letzten beiden
Ungleichungen kénnen rekursiv benutzt werden. Dies folgt aus der Dreiecksun-

gleichung ||A+ Blla < ||A]|]2+ || B||2- Weiter verwendet man die Parallelogramm-
Identitéit 2||A|[3 + 2[[Aol[5 = || ACA)[3 + [[2(A)]]3-

2||AB = AoBoll: < [|AA)]I2/2IBIIE + 2[1Boll3 — [|A(B)]]3

+V/20[Al5 +2[[Aol5 — [IA(A)[BIIAB)]]2

Spiter gilt A, B, A, By € SU(N), was zusammen mit || X]||, = VN, wenn X €
U(N) die letzte Formel zu

2|AB — AoBoll2 < [IA(A)]l2V/4AN — [|A(B)]]3

+VAN — [[A(A)[BIAB)]]2

vereinfacht.

Fiir mehr als zwei Gatter treten Summanden auf, die jeweils eine ungerade Anzahl
von Normdifferenzen ||A(X)||2 aufweisen. Folgende Beispiele, fiir vier nacheinan-
der ausgefithrte Quantengatter, verdeutlicht dies:

Den idealen Gattern Ay, By, Cy, Dy stehen die experimentell erreichbaren Gatter
Ay, By, C1, Dy gegeniiber. Um nun eine Abschéitzung des Fehlers zu erhalten, der
sich aus den Einzelfehlern ||A(-)||2 herleitet, gehen wir wie folgt vor:
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Zunéichst betrachten wir eine niitzliche Identitat fiir den Ausdruck des Gesamt-
fehlers:

||A1B1C1 Dy — AgBoCoDyll2 =|[|(A1 — Ao)(B1 + Bo)(C1 + Co) (D1 + Do)
+ (A1 + Ap)(B1 — Bo)(Ch + Co) (D1 + Dy)
+ (Al + Ao)(Bl + Bo)(Cl — Co)(Dl + Do)

+ (Al + Ao)(Bl + Bo)(Cl + Co)(Dl — Do)
(12.8)
+ (A1 + Ao)(B1 — Bo)(C1 — Co)(D1 — Do)

+ (A1 = Ao)(B1 + Bo)(C1 — Cp)(D1 — Do)
+ (A1 = Ao)(B1 — Bo)(C1 + Co)(D1 — Do)

+ (A1 — Ag)(B1 — Bo)(C1 — Co)(D1 + Do)||2

Es fallt auf, dass nur Terme auftreten, die eine ungerade Anzahl von Differenzen
besitzen. Interessanterweise lésst sich dies in der Sprache der Produktoperatoren
umformulieren. Werden alle Produkte von Differenzen und Summen ausmulti-
pliziert, erhalten wir zunéchst eine Summe von allen moglichen Kombinationen
A,ByC.Dy, mit a,b,c,d € {0,1}. Da die Anordnung eindeutig ist, schreiben wir
kiirzer abed, was mit einer binédren Zahl gleichgesetzt werden kann, einem Index.
Betrachten wir den Ausdruck ||A;B1C1 Dy — AgByCyDyl|o als Matrix M mit den
Eintrégen +1 an der Stelle Mg 16, was der um 1 addierten Binérzahl (1111),
entspricht, und —1 an der Stelle M, 1, was der um 1 erhohten Binérzahl (0000),
entspricht. Es stellt sich nun die Frage, ob sich fiir gewisse Kombinationen abcd
die Vorzeichen kompensieren oder aufsummieren, und damit die entsprechenden
Eintréage in der Matrix von 0 verschieden sind oder nicht.

Um das zu beantworten, betrachten wir nochmals die Produkte von Differenzen
und Summen. Multiplizieren wir (A; — Ag)(B1 + By)(Cy + Co)(Dy + Dy) aus, so
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erhalten wir:

(Al — Ao)(Bl + Bo>(01 + Co)(Dl + D(]) - +AlBlch1
+AlBlch0
+AlBlcoD1
+AlBlcoD0
_'_AIBOCIDI
+AlB()C1D0
"‘AlBoC()Dl
+AlB()C()D0
_AOBlchl
—AgB1C1 Dy
—AgB1Co Dy
_AOBICODO
_AOBochl
—AoBocho
_AOBOCODI
_AOBOCODO

Die Abfolge der Vorzeichen ist mit der Diagonale von o, ® 1® 1® 1 identisch.
Dies gilt auch fiir alle weiteren Produkte von Differenzen und Summen. Dadurch
konnen wir Gleichung (12.8) auch als Summe von Produktoperatoren, sprich als
Matrixgleichung, auffassen. Es ergibt sich dann:

-1
N < ) = 2(z111 4+ 1211 + 1121 + 1112 + 2221 + 221z + 212z + 1222)12.9)
+1

N stellt einen Normierungsfaktor dar, der von der Anzahl der Summanden auf
der rechten Seite von Gleichung (12.9) und somit auch von der Anzahl der Gatter
abhéngt. Im Falle von vier Gattern ist er 8. Die vorgestellte Vorgehensweise
lasst sich sehr leicht auf m Gatter erweitern. Es geniigt dann lediglich die 2™-
dimensionale Matrix

M:N(_l-_ﬂ) (12.10)

in Produktoperatoren zu zerlegen. Dort treten immer solche Terme auf, die ei-
ne ungerade Anzahl von z-Komponenten besitzen. Die rechte Seite von Glei-
chung (12.8) kann dann mittels Dreiecksungleichung weiter abgeschétzt werden.
Um die Abschétzung fiir eine gréflere Anzahl von Gattern kompakt aufschreiben
zu konnen, werden zunéchst folgende Abkiirzungen eingefiihrt:

Sei M die Menge aller Teilmengen der Menge M der Ordnung k.

Fir M = {1,2,3} ist 1M = {{1},{2},{3}}, .M = {{1,2},{1,3},{2,3}} und
sM = {{1,2,3}}. Nun sei K ={K;, K,,...,K,,} eine Menge von Untermengen
von M, also K C M. Als Beispiel dienen die gerade eingefiihrten M. Dann

190



12.3 Rekursion

4 0.6
log, ,(1)

Abbildung 12.2: Vergleich der Abschétzung aus Gleichung (12.11) und dem wirk-
lichen Fehler fiir eine zunehmende Anzahl von Gattern bei An-
zahlen von Qubits im doppelt logarithmischen Maflstab. Die

Abschétzung kann durch eine Exponentialfunktion ||V}

iel
UL erisenl |2 = p1+paeP?129100) - der wahre Fehler durch eine linear

Funktion p; + palogio(r) approximiert werden. {py, po(, p3)} sind
durch fminsearch-MATLAB-Funktionen optimiert und Abbil-
dung 12.3 zu entnehmen. n ist die Anzahl der Qubits.

ist II(K') die Summe aller Produkte (IL.cx,||A(Us)||2) Ier,)|[2(Us)||2- Z.B. mit
M = {1,2,3} wie oben definiert ergibt sich

HGM) = [[AU)]|2f[2(U2)]|2]2(Us) |2
XU |2l |AU2)]|2] [Z(Us) |2

HIEO)]2[3(U2) |2 [AUs)]]2

oder
M) = [[AUD)]|2A[AO)][2l[2(Us)] 2

HIAUD[2l[E(U2)] 2] AUs)]]2

HIZOD /AU |2l AUs)]]2
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Abbildung 12.3: Das Verhalten der Koeffizienten der approximativen Fehlerfunk-
tionen fiir verschiedene Anzahlen von Qubits.

oder
M) = |[AU)]/AU)][2]|AUs)]]2 -

Im Folgenden sei V' das exakte Gatter und U das experimentell erreichbare.
Fiir 2n Gatter Uy, Vp mit £ € {1,---,2n} und M = {1,...,2n}, nimmt die
Abschétzung dann folgende Form an:

|Usp -+ UaUy = Vo - VaVilla < 3270 Mopsa M) (12.11)

Ein numerischer Vergleich der verschiedenen Abschitzungen findet sich in Ab-
bildung 12.2, welcher zu entnehmen ist, dass eine grobe Fehlerabschétzung sehr
schnell zu sehr schlechten Qualitédten fithren wiirde. Dies liegt daran, dass eine
gewisse Fehlerkorrektur, bei der sich zuféllige Fehler des einen Gatters mit zufélli-
gen Fehlern des nédchsten gegeneinander aufheben, nicht berticksichtigt wird.

12.3.2 Rekursive Zerlegung der QrT auf L,

Ziel des folgenden Abschnitts ist eine rekursive Zerlegung der QFT zu erhalten.
Diese soll sukzessive aus einer Standardzerlegung hergeleitet werden. Um dies
zu verdeutlichen, werden alle Schritte beispielhaft erlautert. Eine der einfachsten
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12.3 Rekursion

allgemeinen Zerlegungen findet sich in [111]. Fiir 4 Qubits erhalten wir:

1 —{H}—
il

2 H @’_T_‘
4 5] H S H

Zunéchst ordnen wir das zweite und dritte kontrollierte Phasen-Gatter um. Dies
ist erlaubt, da sie mit dem dazwischen liegenden Hadamard-Gatter kommutieren.
Zudem fiigen wir nach dem zweiten und dem letzten Hadamard-Gatter noch
Paare von SWAP-Gattern ein. Wir erhalten nun:

T
. fm
3

1

Das neue zweite SWAP-Gatter wird ans Ende, vor das grole swapP-Gatter gescho-

ben. Dadurch &ndern sich die Kontrollqubits der cPHASE-Gatter.

2 s H ’j_‘
Der abschlieende sSWAP kann umgeformt werden:
(a) (b) (¢)
1 N
: =15 - )
4
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Jetzt lassen sich bereits die ersten vier Gatter zu einer 2-Qubit-QFT zusammen-
fassen. Eine weitere 2-Qubit-QFT erkennt man vor dem abschliefenden SWAP.

F—- - - o - -7

1r7:7@77‘777j :| T I I

L N | | |

24—L—|§ H]k——e : ' '

i |

Lok - —-- |’_L‘ r-—------° 1 [

3 NS [ ] I L |

L4 L2] T =N I |

| I X |

| [ ] [m] 1 s N !

4 L e T
Lo N

Der abschliefende SWAP wird nun in die Mitte der Zerlegung geschoben. Dadurch
wird die zweite Halfte der Qubits mit der ersten permutiert. Dies erkennt man
am besten in Darstellung (a) des abschlieBenden SWAP (s.o.).

1 — I
QFT QFT
2 — * -
3 Fl? [ ]
L4 L2 ]
4 [x] [ ]
L8] L4 ]

Nun benutzt man wieder Darstellung (b) des (abschliefenden) SWAP s und kom-
biniert dann kontrollierte Phasen-Gatter mit dem SWAP.

1 — T o 1 -
I I
Q_QFT,_:_j’_;‘ e_:__lQFT_
L4 L]

3 5]k x5 X
L__4JT L=l
4 ame
L — -

Man erhélt somit eine Zerlegung der QFT auf 4 Qubits in Gatter, oder besser
Module, die nur auf 2 Qubits wirken. Bei der Standardzerlegung [111] , sowie bei
[167] treten immer noch Hadamard-Gatter auf, die nur auf einem Qubit wirken.

12.3.3 Variante Il der skalierbaren Zerlegung der QFT

Bei dieser zweiten Variante werden QFT-Gatter derselben Grofle, wie die cP-SWAP-
Gatter benutzt, s. Abb. 12.4. Als Folge davon kénnen die Zeiten freier Evolution
zwischen den cP-SWAP-Gattern nicht genutzt werden. Die QFT-Gatter kénnen je-
doch in kleinere QFT-Gatter und weitere cP-SWAPs zerlegt werden, so dass dieses
Manko beseitigt wird.
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Abbildung 12.4: Fiir £ > 2 und geradem m, kann eine (km)-Qubit QFT auch aus k
Module einer m-Qubit QFT und ﬁ@ CP-SWAPY, s zusammengesetzt
werden, mit 7 = 1,2,...,2k — 1. Die gestrichelten Késten entspre-
chenden denen in Abbildung 6.7 und zeigen die Induktion k +— k+1.
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12.3.4 cpr-swAP innerhalb der £ - 10-Qubit QFT

Die in diversen Zerlegungen auftauchenden cP-swWAP-Gatter nehmen fiir 10 Qubits,
die in Abb.12.5 dargestellte Form an.

e
o]
e

1
,_B
g

— q
- — i
— g
- — i
¢ g

] & 5
1 i
ol ol al g

B

Abbildung 12.5:  Fiir n = 10 gibt es 3 cP-swAP-Gatter. cP-SWAP], (unten) mit
Drehwinkeln ¢ bis 575 und cP-swAPj, (Mitte) mit Drehwinkeln &
bis f7. Die Drehwinkel beim cP-sWAPY, (oben) sind kleiner als 5

und werden deswegen vernachléssigt.
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w4 | | | |
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Abbildung 12.6: Zerlegung des CNOTs auf der Ebene der logischen Qubits. Wiren
alle Komponenten des Driftterms individuell vorhanden, wére
die Dauer der Pulssequenz 1.375/J;, (s. Unterschrift der Abbil-
dung 12.11 und Gleichung (12.25)-(12.26ff.).

12.4 Relaxationsoptimierte Quantengatter

12.4.1 Ausfiihrliche Trotter-Zerlegung

Im folgenden Abschnitt soll die in Kapitel 7.3.1 verwendete Zerlegung des kodier-
ten CNOTs ausfiihrlich vorgestellt werden. Dabei wird folgende Vorgehensweise
verwendet:

1. Zerlegung des ¢NOTs auf der Ebene logischer Qubits (s. Abb. 12.6(links)),
2. Ubersetzung logischer Gatter in kodierte Gatter (s. Abb. 12.6(rechts)),

3. Ubersetzung kodierter Gatter in physikalische Operationen (s. Abb. 12.7
und Abb. 12.8),

4. Zusammenlegung von Gattern (s. Abb. 12.9) und
5. Vermeidung inverser Kopplungsevolutionen (s. Abb. 12.10 und Abb. 12.11).

zu (1).

Die hier vorgestellte Zerlegung des effektiven Hamiltonians erklért sich wie folgt:
Ziel ist es eine Zerlegung des CNOTs zu erhalten, die nur aus lokalen z- und z-
Rotationen auf den einzelnen Spins, sowie Evolutionen unter schwacher Kopplung
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besteht. Zunachst betrachten wir den effektiven Hamiltonian des CNOTs:

1 0 00
0100|_ e O R i )
0001
0010

Jetzt wird der 214, I5,-Term durch folgende Sequenz simuliert:

oi52N:lon _ gi5 Doy —i520: 10 ,—i5 Iy

Des Weiteren werden die nun eingefiihrten I5,-Rotationen durch

e:l:i%[zy — ei%]zze:Figfzze—i%Izz

(12.12)

(12.13)

(12.14)

ersetzt. SchliefSlich erhalten wir, unter Vernachldssigung des globalen Phasenfak-

tors,

e 15 Izt 12 =202 I22)

— i3 he =i laa i G 2y o =120z p—iG Iy

= €

(.

Vv Vv
5oy =i 512 15 Iy i 5 122 e~ 1521212,

— e_igllze_ig12z ezg12:ve7/%12z 6_1'%2-[12]22 6_7;%[21 67;%-[22

Zusammen mit
e—iglzzeiiglgxeiglzz — eiglzzeiFiglgxe—iglgz
erhalten wir

=€

w
0
1
0
0

SO O
_ o O O
O = O O

—i%[lz e—iglzxe—iglzzeiglgx ei%[gze—i%QIlzlzze—iglgz e_i%12x€i%12z
> 7

—i511: i5T2s p=i5 oo p—i5 os =15 2012 T2: p—i% Iog iG Io

(12.15)

(12.16)

(12.17)

Nutzen wir nun noch die Tatsache, dass das CNOT, sowie alle Komponenten
der Zerlegung, invariant unter Transposition sind (s. auch Gleichung (4.3)), so
erhalten wir die vorherige Sequenz in umgekehrter Reihenfolge, was genau der

Pulssequenz in Abbildung 12.6(links) entspricht:
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12.4 Relaxationsoptimierte Quantengatter

zu (2).

Die Ubersetzung in kodierte Operationen benutzt den in Kapitel 2.1.4, Glei-
chung (2.10), vorgestellten Isomorphismus zwischen den verschiedenen Darstel-
lungen der Algebren der su(2):

1 1 1 150
{ﬁ(xx +yy), §(yx —zy), 5(21 - 12)} = {1, I} . (12.19)

150

Zusammen mit (11 — zz) = 1 erhalten wir folgende Darstellungen fiir die rele-
vanten Elemente der su(4):

L, % 1(z1-12) ® (11— z2)
L, 2 (11-22) ® (21— 12) (12.20)
L, £ (11-22) ® f(zz+yy)

2.1, = 2L(21-1z2) @ 1(21—12)

zu (3).

Bei der physikalischen Implementierung der in Gleichung (12.20) vorgestellten
Operationen benutzen wir folgenden Trick: Bei der I1,-Operation werden lediglich
folgende Komponenten implementiert %(zl — 12) ® 11. Dies geniigt aber fiir den

-m/4 (1zz1)
/4 (z11z)

/4 (11xx+11yy)
/4 (11xx+11yy)

Abbildung 12.7: Die kodierte Ising-Interaktion (—1zz1—211z) wird in zwei Teile
zerlegt, da die z11z-Operation noch in physikalische Operationen
umgewandelt werden muss.
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-m/4 (1zz1)
—n/4 (1zz1)

S

w4

| I

Abbildung 12.8: Durch eine Transformation bzw. Konjugation mit zwei planaren
Mischoperationen auf beiden Paaren von Qubits wird die z11z-
Operation in eine physikalische 1zz1-Operation umgewandelt.

n/2 (1hox+11yy) | m/2 (xx11+yy11)
—/2 (11ox+11yy)—m/2 (xx11+yy11

n/4 (11xx+11yy)

n/4 (11xx+11yy)

/4
s |

uns interessierenden Fall, da folgendes gilt:

1 1 1 1
5(21 —-1lz)®1l = 5(21 —12)® (5(11 —2z) + 5(11+zz))
L 1) @11 — 22+ 21— 12) ® 2(11 4 22)
=—(z1-12)@=(11 —22)+=(21 — 12) ® = 22) .
2 2 2 2 .

v~ g

I (11)

—
=

(12.21)

Wir erhalten also zum einen (I) die gewiinschte Operation, und zum anderen
(IT) eine Operation, die auf den Hilbertraum der kodierten logischen Zusténde
keine Wirkung hat, s. Abbildung 12.7. Bei der zu implementierenden kodierten
Kopplungsevolution geniigt es, die symmetrischen z11z- und 1zz1-Komponenten
auszufithren. Betrachten wir hierzu folgende Identitét:

1 1
—(211z + 1221) =3 (2121 — 211z — 1221 + 1z1z2) — 3 (2121 + 211z + 1221 + 1212)
1 1 1 1
=2(=(21—-12)®@=(21 —12) | =2 ( =(21 4+ 12) ® = (21 + 12)
2 2 2 2
iéo2[lz122

(12.22)

Die Implementierung der symmetrischen Komponenten lésst sich also in eine
erwiinschte Kopplungsevolution und eine kommutierende Evolution zerlegen. Die
z11z-Evolution wird in einem weiteren Schritt durch planare Mischoperationen,
in eine 1zz1-Evolution transformiert, s. Abbildung 12.8.
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12.4 Relaxationsoptimierte Quantengatter

—n/4 (xx11+yy11

/4
[ -Z

/4

0

Abbildung 12.9: Die planaren Mischoperationen auf der rechten Seite wurden
kombiniert, die Gesamtsumme der Winkel reduziert und die Im-
plementierung dadurch beschleunigt.

-m/4 (1zz1)
n/2 (1hox+11yy) | m/2 (xx11+yy11)
—n/4 (1zz1)

—/4 (11xx+11yy)-n/4 (xx11+yy11

n/4 (11xx+11yy)

/4
s |

zu (4).
Um eine schnellere Implementierung zu erhalten, werden die letzten beiden pla-
naren Gatter in Abbildung 12.8 wie folgt kombiniert:

6i%((acacl1-i-yyl1)-i-(1lacac-i-11yy)) =iy (Mzz+1lyy) _ eig((xxl1+yy11)+(11xx+11yy)) 1% (zall4yyll)

(& e’
(12.23)
Das Ergebnis dieser Transformation ist in Abbildung 12.9 zu sehen.

zu (5).

Da inverse Kopplungen in diesem Modelsystem nicht auf einfachem Wege zu er-
halten sind, sollen Evolutionen unter diesen Hamiltonians vermieden werden. Dies
geschieht dadurch, dass man sich zu Nutze macht, dass das ¢NOT adjunktions-
invariant, also selbst-invers ist. Es gilt also

U=Up--UUy = (Up---UoU)) =UUL--- UL =UT =U . (12.24)

Das bedeutet, dass sich alle Drehwinkel, sowie die Reihenfolge der Gatter, um-
kehren. Somit verschwinden die Evolutionen mit negativen Vorzeichen, s. Abbil-
dung 12.10. Um nun noch die inverse Evolution des letzten planaren Mischha-
miltonians zu ersetzen, benutzen wir Gleichung (12.16) in der Darstellung der
kodierten Algebra.

Alle in der abschlieenden Zerlegung vorkommenden 1zz1-Terme miissen zudem
noch durch einen weiteren Trotter-Ansatz aus der tatséchlich vorliegenden iso-
tropen Kopplung der beiden mittleren Qubits simuliert werden. Dies geschieht
fiir den Fall einer normalen, nicht inversen, Evolution ohne weiteren Zeitverlust,
wenn man von der Dauer der dazu notwendigen Pulse fiir den Moment absieht.
Aus der Zerlegung in Abbildung 12.11 folgt fiir die Zeitkomplexitéit dec CNOTs
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~ i
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Abbildung 12.10: Da das CNOT selbst-invers ist, kann die ganze Pulssequenz
invertiert werden. Auf diese Weise werden inverse Kopplungs-
evolutionen vermieden, welche ansonsten sehr zeitaufwendig zu
simulieren sind. Die Vorzeichen der %(mxll +yyl11)-Blocke wer-
den deshalb nicht invertiert, weil sich diese Gatter abgesehen

von einem globalen Phasenfaktor nicht von ihrem Inversem un-
terscheiden.

/2 (1xx+11yy) | w2 (o 1+yy11)

ﬁhi N

/4 (11xx+11yy) |n/4 (xx11+yy11)

—m/4 (11xx+11yy

mittels Trotter-Ansatz:

TTrotter-oxot = T2I, + T (Iip41) T T220 10, T T2 (I +1o0) T T2202 0. T T2 1o, -

(12.25)

Sei 7z, die Dauer eines lokalen z-Pulses. Die einzelnen Teilgatter besitzen dann
folgende Zeitkomplexitéiten:

T%Ik:v = nl (47-%2 _'_ 2THDrift,x + 27-_I{D1fift,x> (1226>
T%2llz122 = in (27-%2 _'_ 2THDrift,zz) (1227>
TZ(ha+le) — ™ (27_%2 + THprigt,x + T—HDrift,x) (12'28)
TE(hetln) = 2TE(hath) - (12.29)
Fiir die Zeitkomplexitdten von 7g, ,, und 7_g, ., erhalten wir:
27z, + ! + 27z, + ! (12.30)
T . = n Tx , Tz, A
Hpyrift 2z 2 2 4-4-2J5,n1M9 2 4-4-2J:0n1M0
1 1
. = 2Tn, + ——— 4+ 2Tn, + ———————— 12.31
ot " < 5T 44 ningde, Mk SRS 4~n1n2Jm> ( )
_ p
7—_I{Drift,x - n2 <27—%Z _'_ n2 o + 27—%2 _'_ anxx) (1232)

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass die Abhéngigkeit von n; im Falle der
inversen Kopplungsevolution nicht gegeben ist. Das fithrt dazu, dass bei hoheren
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Anforderungen an die Genauigkeit des Gatters, also bei einem grofieren ny, sehr
viel mehr Zeit in Anspruch genommen werden muss. Daraus folgt dann, im Falle
dissipativer Prozesse, ein Abwégen zwischen den Verlusten durch eine schlechte
Trotter-Zerlegung und den Verlusten durch zeitintensive Pulssequenzen.

2

/4 (o1 +yy11)

)
s |
+1

/4 (1zz1)

/4 (11xx+11yy) w4 (xx11+yy11)
/4 (1zz1)
%

/2 (11xx+11yy)| /2 (xx11+yy11)

g
/4 (11xx+11yy)

Nhi N

Abbildung 12.11:

Durch eine weitere zuldssige Inversionen werden weitere inverse
Kopplungen vermieden. In dieser Darstellung lésst sich die Ge-
samtdauer von 1.375/J;s, bei vorhandener inverser Kopplung
gut erkldren: Die am Anfang und Ende auftretenden xx + yy-
Operation auf dem oberen bzw. unteren Qubitpaar dauern ﬁ
Die Entkopplung des zweiten Qubitpaares verdoppelt die Im-
plementierungszeit. Die darauffolgenden gemeinsamen xx + yy-
Operationen mit Drehwinkel 7 bzw. 7 benotigt nur Tlm bzw.
1 Jiso’ da die planare Kopplung zwischen den Qubitpaaren dop-
pelt so grof3 ist, wie die zentrale isortropen Kopplung. Die zz-

Operationen benétigen jeweils ﬁ. In der Summe ergibt sich:
5 1 _ 11 _ 1375 e

4Jiso + &]iso - SJiso Jiso

203



12 Appendix

12.5 Inversion

12.5.1 Typeneinteilung

Zuerst soll Lemma 2 aus Kapitel 9 bewiesen werden:
Entweder ist e~

1. iiberhaupt nicht durch lokal Unitédre invertierbar, oder

2. selbst-invers und damit trivial, oder

3. Typ I invertierbar V¢ € R, im Sinne von 3K € SU(2)®": KHK ' = —H
so Ke MWH 1 = ¢t oder

4. Typ I invertierbar, so dass zu manchen, nicht allen, Zeiten 7 die Gleichung
Kie ™Ky = et mit K, K, € SU(2)®" und K, # K ' gilt.

Beweis: Durch die Reihenentwicklung der Exponentialabbildung erhélt man die
Aquivalenz

KHK'=—-H
asVieR: Ke M -1 — otith (12.33)
Ihre logische Umkehrung
KHK ' # -H
(12.34)

S HeR: Ke M~ £ it
umfasst die folgenden trivialen Félle

1.Vt € R: Ke ™ K=1 £ Tt g5 dass e entweder {iberhaupt nicht
invertierbar ist, oder

2. Ir#£0: Ke ™ K1 = ™™ wihrend fiir alle anderen ¢ # 7 (mit Ausnah-
me von Spezialfillen, wegen eventuellen Periodizitéiten) Ke #H K1 £ eTitH
withrend (K HK ') # —H. Dies trifft nur zu, wenn K = 1und e~# selbst-

invers ist!.
Ist Gleichung (12.33) wahr, erhélt man
3. Vt € R: Ke Mt —1 = etith

Nun, gilt es noch zu zeigen, dass die beiden Typen unterschiedlich sind.

'K kann auch aus der lokalen Stabilisatorgruppe von H gewihlt werden. Dass sind alle lokalen
Operationen die mit H vertauschen.

204



12.5 Inversion

4. Angenommen K e "7 K, = et™H mit | # K, ist wahr fiir einige Zeiten
7, aber nicht fir alle 7 € R.

Der Beweis erfolgt durch Widerspruch: Kehren wir die Aussage um, so
erhalten wir Vt € R Kje " K, = e** mit K, # K, ' Definieren wir nun

zwei kommutierende Elemente der 1-Parameter-Gruppe U; := e~ und
Uy := e M g0 erhalten wir Uyy := e i1+t
Dadurch erhilt man
KUKy = U 1_21
K\U\UKy = Uy'UTt =070y
(K1 KQ) (KU, Ky) = (KU K) (K Us Ko)
K;' = K,
was der Annahme widerspricht.
Somit sind alle Falle in Tabelle 9.1 bewiesen. [ |

12.5.2 Allgemeine Darstellung von F,

Der Generator dquivalenter z-Rotationen auf allen Spinqubits F,, wird als die
Diagonalmatrix

Fo=1) 19919 01V gs 01 e.. @1  (12.35)
(=1

definiert, die iiber alle Pauli-Matrizen ol auf allen Qubits summiert. Falls es

notwendig ist, die Gesamtzahl der Qubits zu vermerken, kann auch F7" geschrie-
ben werden. Es soll nun eine explizite Formel fiir das i-te Diagonalelement bei
allgemeinem n angegeben werden.

nen, bendtigen wir die n-stellige Bindrdarstellung von (i — 1), also (i — 1)y =:

Z;é 2Fby., mit by, € {0,1}. Die Reduktion um 1 kommt von der Indexierung der
Elemente. Wiirde man mit 0 und nicht mit 1 beginnen, wdre das nicht nétig. Das
i-te Diagonalelement ist dann

Lemma 11 Um das Diagonalelement (F'),, miti € {1,2,3,...,2"} zu berech-

(FZTL)m =

N[ =
—~
|
—_
~—
o
ES

(12.36)

Beweis (Induktion):
Fiir n = 1 erhélt man: (i — 1), = 2% € {0,1}, so dass (F}), = %Z,(::_Ol)(—l)bk.

Daraus erhilt man (F7);; = 3 = —(F}),,.
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Um nun den Induktionsschritt n — n+1 zu vollfithren, zeigen wir, dass bei gege-
benem (F!), zusammen mit dem neuen Index ¢ := 2"b, +i € {1,2,3,...,2""}

folgendes gilt:
(an—’_l)i/i/ - (]1 X Fn)i’i’ + %(_l)bn : (12'37)

z

Man verwende

FHl =1L F'+ 1, ® I

= diag ((F') 115+ (F2)gngns (F2) 115+ -+ (F2)gnon) (12.38)

+ S diag(1,1,...,1;-1,-1,...,—1)
um zu sehen, dass der letzte Term % addiert, wenn i € {1,...,2"} =i und —%
addiert, wenn i’ € {2" +1,...,2""1} = 2" 44 in Einklang damit, ob b, nun den
Wert 0 oder 1 annimmt. |

12.5.3 Untertypen der punktweise lokal invertierbaren
Unitaren

Fiir den Fall zweier Qubits, sollen die verschiedenen Untertypen von lokal unitiaren
Superoperatoren angegeben werden, die zumindest einen teilweisen Uberlapp mit
dem Adjunktionssuperoperator

R vee(M)g = (5 75" ) (veo(Mp,) & vee(Min)) (12.39)

haben. In Subtyp A sind fiir die Blockmatrix I?RC innerhalb der Supermatrix IA(R
vier mogliche Formen konstruierbar.

Apppp=—-A = *

Ay = A= -
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Subtyp B enthélt

Biyoy =-B = *

Bioop==Bgu = 0 e

Subtyp C' tritt in folgenden Varianten auf

Coppp =—C = - +

Choep = Copp= | .-+
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Subtyp D erscheint als

Dijyy=—D

Dy =-D_44

12.5.4 Symmetrien im Argument

Entsprechend den Klassen particllen Uberlapps mit dem Adjunktionssuperope-
rator werden nun die entsprechenden Symmetrien der Matrizen M € Mat,(C)
angegeben, die erforderlich sind, damit sie auf ihr entsprechendes Adjungiertes
abgebildet werden.

M Mz Mz My
0 MBS Mys Moy

Masiir = 0 0 MRS My
0o 0 0 ML
0 0 0 0
b —1°M%, 0 0 0
_'_ _1a *
( ) —1°M3y M3y 0 0
My, —1°Mz, —1°M%, 0
Mﬁc 0 0 My
0 My M 0
M = 25 Mas
Ap——v 0 Mz M 0
FMi, O 0 MEe
M0 0 My
M o 0 Msze Moz 0
At 0 M3 MEe 0
FMy, 0 0 M

208



M Miz Mz Mia

0 M Moy M
M — 22 23 24
A 0 0 M My
o 0 0 My
0 0 0 0
ab —19M7, 0 0 0
_(_1 ) b * *
—1°M{; M3, 0 0
My —1°M3, —1%Mz, 0
Mi1 M Mis Mg
_ MEe 0 Mag Moy
Mp. ., 0 0 Mg MEe
0 0 M o0
0 0 0 0
ab 0 —1°Mf; 0 0
+( 1 ) My, —1°M3p, 0 0
—1°M3y My 0 —1%Mg;
0 M3 M3z 0
M _ MEe 0 0 Moy
Bi——+ £Mz, 0 0 MEe
0 FMiy Mg 0
0 Mlee Mis O
M0 0 M
MB = 21 24
-t +M3, 0 0 M
0 FMiy ME 0
M1 M{g‘ Mis Mia
MIm 0 My M
M — 21 23 24
Boee 0 0 Mss M
0 0 M®P o0
0 0 0 0
( 1a-b) 0 —1°M{ 0 0
My, —1°My, 0 0
—1Mg; My 0 —10My
M1 Mz Mfée Mia
May M. 0 MEe
M, _ 21 22 24
Chtt+ MEe Mz 0 0
0 ME o o0
0 0 0 0
b 0 0 -1°M3 0
+(—1° ,
( ) 0 0 —1°Mpy My
—1%M3z, 0 My,  —1°M3,

12.5 Inversion
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0 Mz M 0
M o Moy O 0 Mgf
Cr—rt MEe 0 0 M
0 My FMj, 0

0 M2 MB o0
M. 0 0 Mip
M, = o v
Ot MID o0 0 +Mg
0 MPexMy, O

Mi1 M2 M%rgn Mg
_ Moy May 0 MIp
Mc . = M My 0 0
24 32
0 M 0 0

0 0 0 0
_(_1ab) 0 0 —10'M1*4 0
0 0o —1bMmy My
—1eMg 0 Mp,  —1°Mg
M1 Mia Miz MEe
Mo1 Moo M2R3C 0
Mp, .\ My MEF 0 0
MEe 0 0 O
0 0 0 0
b 0 0 0 —1°Mfy
_l_ ]-a * *
( ) 0 0 Mz, —1°M3
0 —10Mg —1°Mz M

Mii O 0 MPe
0 My M 0
M = L
Dyt 0 Mm M3 0
MRe o 0 FMy

M1 0 0 Mp
0 My ME 0
M = o
Dt 0 MEe M3 0
M0 0 FMy

M1 Mz Miz MPp
Moy Moo MI™ 0
M _ 21 22 M3
D Mgy MIB* 0 0
ME 0 0 O

0 0 0 0

_(_1a.b) 0 0 0 —19M7y
0 0 M3, —1°M3
0 1Mz —1°M3 My
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12.6 Thermisches Quantencomputing und
Jones-Polynom

12.6.1 Aquivalente Zopfgruppendarst. in Kapitel 10 und [29]

Die Konstruktion in [29] ergibt folgende Darstellung der zwei Zopfgruppenelemen-
te der Zopfgruppe mit drei Strangen. Sie sind alle der Form U, := Al — A~1d,,
was dquivalent zu Uy, := A1 — A~ u;, in unserer Schreibweise ist. Beschrinken wir
uns im Folgenden auf die Elemente der Temperley-Lieb Algebra ®, resp. uy.

Sei § = 2cos(2¢). Es gilt also zu zeigen, dass

0 0 0 50
o= [0 0 0 (:)u1::<0 O)
sin(40)
0 0 sin(20)
ist und
0 0 0
B, - 0 sin(66) sin(60) sin(20) o ( 51 /1_5—2)
2 = sin(40) sin(40) 2= /T S—2 _os—1
0 sin(66) sin(20) sin(26) 1 0 0-19
sin(40) sin(40)

ist. Das Matrixelement oben links stellt eine redundante Dimension dar, was be-
reits in Kapitel 10.2.1 Erwéhnung fand. Wir konzentrieren uns im Folgenden auf
die unteren 2 x 2 Matrizen. Nach dem Einsetzen von 2 cos(a)sin(a) = sin(2«),
erhalten wir % = 2cos(«). Ersetzen wir nun « mit 2¢ in @y, so erkennen
wir, dass ®; bereits isomorph zu wu; ist, abgesehen von einer Permutation der

Elemente.

®, soll elementweise betrachtet werden. Substituieren wir o mit 2¢ und fiithren
einige trigonometrische Transformationen durch so erhalten wir:

o Oy(1,1): Zeige 2232 — 9 cos(ar) — (2 cos(a)) L.

sin(2a)

sin(3a)  3sin(a) — 4sin(a)?

sin(2a)  2sin(a) cos(a)
32 sin(a)?
2 cos(a) cos(av) (12.40)
3 20— cos()?)
2 cos() cos(a)
S + 2 cos(a)
2 cos(a)
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o Oy(2,1) = Py(1,2): Zeige % =1 —(2cos(a))? unter Vernachlissi-
gung der Wurzelfunktion.

=0

sin(3a) sin(a)  1/2(cos(2ar) — cos(4a) + (1 — 1))

sin(2a)? 1/2(1 — cos(4a))

~ —14cos(2a) + 1 — cos(4a)
B 1 — cos(4a)
~ —1+cos(2a) 1 — cos(4a)
~ 1—cos(4a) = 1— cos(4a) (12.41)
I cos(2a) +1

1 — cos(4a)

sin(a)?
T sin(20)? 1
B 1

(2 cos(2ar))?

sin(a)

e $y(2,2): Eine einfache Substitution n(5a)

= (2cos(a))™! geniigt.

Nach einer Permutation der Elemente ist die Isomorphie offensichtlich.

12.6.2 Implementierung von U(2)-Operationen als cU- Gatter

Die folgenden Abschnitte behandeln die Herleitung der Pulssequenzen fiir kon-
trollierte Zopfgruppenelemente auf heteronuklearen Spin—%-Systemen. Die ersten
beiden Abschnitte spezialisieren sich auf die Implementierung von Gruppenele-
menten der Zopfgruppe mit 3 Strangen. Im dritten Abschnitt werden eine Zeit-
abschétzung und einige Ideen fiir die Implementierung von hoheren Zopfgrup-
penelementen vorgestellt. Gegeben sei ein bestimmtes Element der U(2)

_ 1 1+nglo+nyly+n-1.) _ /ui1l u
U = emimimotnedetmduinbe) = (1 03) (12.42)

Dieses kann wie folgt zerlegt werden,
6—i7r(no]l+nwlw+nyly+nzlz) _ e—inno]KZ(¢) Ky(¢) e—iw,/n§+n§+nglz Ky(QS)T KZ(QS)T,

(12.43)
mit K.(¢) = e =, ¢ = tan™'(3*) und ¢ = 7/2 wenn n, = 0 ; K,(n) =

. /2 42
e~y = tan_l(%) und ¢ = 7/2 wenn n, = 0. Die Zerlegung ist in
Abbildung 12.12 dargestellt.
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12.6 Thermisches Quantencomputing und Jones-Polynom

Abbildung 12.12: Eine Rotation um eine beliebige Raumachse mit beliebigem
Drehwinkel (siehe Gleichung (12.42) unter Vernachléssigung
des globalen Phasenfaktors) kann durch eine einfache Abfolge
von z-Rotationen (links) und y-Rotationen (rechts), dargestellt
durch schwarze Kreise, auf eine Rotation entlang der z-Achse
transformiert werden.

Des Weiteren existieren eine Euler-Zerlegung
U =e @l o'l (12.44)
und eine durch Quaternionen motivierte Zerlegung
U = = i8"(cos(¢") Lotsin(@”)1y) o —in" L= (12.45)
Beide stehen in einer engen Beziehung, wie sich leicht durch Einsetzen von e /==
in Gleichung (12.44) zeigen lésst:
e—io/Iz e—iﬁ’ly e—i’y’lz
— e—io/[ze—i,@’lyeia’lze—ia’lze—iy’lz (1246)
_ 6—i5”(cos(¢>”)lz+sin(d>")1y)e—i’y"[z ’
mit " =, 7" =a ++" und 2¢" = /.
Um nun kontrollierte Operationen zu implementieren, benttigen wir deren effek-
tiven Hamiltonian. Ein Blick auf die Matrixdarstellung enthiillt dessen Struktur:

0 0 0
10\
0 U)~

1 0 0 _ e—iﬂ(g (1))®(no]l+nwlx+nyly+nzlz)
0w w2
0w ug

o O O
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mit (9) =1 — I. und der Zerlegung der U(2)-Operation, erhilt letzten Endes
GP(1) *K.(p) *K,(¢) D(=a) *K.(a) *K(¢) *KI (1) "K.(-n)
n) “K.(p) “Ky(o a) “Ky (o) K, (¢) "K (1) "K.(—n),

wobei 2K, (¢) = 10K, (€), 1K, (¢) = K,(¢)®1mit den oben definierten K,’s. Wei-
ter ist D(€) = e 2192 und GP(€) = =1 wobei letzteres nur einen globalen

\/n2+n2+n2
Phasenfaktor darstellt. Weiter gilt o = # und 1 = %2, Um negative Evo-

lutionsperioden zu vermeiden, wird die Kopplungsevolution durch 2K, ()-Pulse
invertiert. Dadurch werden auch die 2K ,-Pulse invertiert.

GP(n) *K.(1) °Ky(¢') D(a) *K.(=a) *K}(¢) 2Kl (1) ' K. (=),

mit ¢’ = ¢ + 7, wobei beide Moglichkeiten zulassig sind. Bevorzugt ist die Kom-
bination zu wihlen bei der |¢'| minimal ist.
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