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Wichtige Bezeichnungen und Konventionen

Lateinische Schrift

u,u

uma:c Y umaa:

Us

SR

>

Systemmatrix eines linearen Systems

nominelle Systemmatrix eines unsicheren, linearen Systems
A + 51, siche Abschnitt 2.2

Eingangsvektor eines linearen Systems

Parameter der modifizierten Regelung, siehe Abschnitt 4.2
Schranke der Unsicherheit, siehe Abschnitt 5.1.1
Einheitsmatrix

Wert eines Giitemafles

Zustandsriickfiihrung

Anzahl der vorab berechneten Regler, siche Abschnitt 3
Anzahl der Eingénge bei einem Mehrgrofiensystem
Systemordnung

Matrix fiir quadratische Ljapunow-Funktionen

Zeit

Matrix zur Gewichtung oder Skalierung der Stellgréfie
Vektor der Unsicherheiten, sieche Abschnitt 5.1.1
kommandierte Stellgréfie

maximal mogliche Stellgroenamplitude(n)

realisierbare Stellgréfe

Rechtseigenvektor einer Matrix

Ljapunow-Funktion

Ljapunow-Funktion mit « fix, siche Abschnitt 3.2
Zustandsvektor

Referenz-Ruhelage, sieche Abschnitt 6

Ziel Ruhelage, siehe Abschnitt 6

Vektor der generalisierten Positionen, siehe Abschnitt 5.4.1

Vektor der generalisierten Geschwindigkeiten, siehe Abschnitt 5.4.1



2 INHALTSVERZEICHNIS

Griechische Schrift

zentrale Parameter der Regelung (in Abschnitt 7.4 auch Anstellwinkel)
Parameter zur Variation von «, eingefiihrt in Abschnitt 3
Summe der verschobenen Eigenwerte von A (Abschnitt 2.3.2)

Wert einer Ljapunow-Funktion am Rand des Einzugsbereichs

T I R & 9

Parameter der robusten Regelung, siche Abschnitt 5.1.2

>~
-

Eigenwert einer Matrix

-

Sattigungskonfiguration, siehe Abschnitt 7.1
W Lagrange Multiplikator

Symbole

B Vektor mit den Betrdgen der Komponenten des Vektors

|-l Lénge eines Vektors

X = le—’t‘ hochgestellter Punkt entspricht der Ableitung nach der Zeit
S Elliptischer Bereich im Zustandsraum, siche Abschnitt 1.3
oS Elliptische Fliache im Zustandsraum, siehe Abschnitt 1.3

T

transponierter Vektor oder transponierte Matrix

A adjungierter Vektor oder adjungierte Matrix

konjugiert komplex

Allgemeine Konvention

Folgende Konventionen wurden in dieser Arbeit zur Unterscheidung von skalaren Grofen,

Vektoren und Matrizen verwendet:
e skalare Groflen: normale Schriftstarke, Grof- und Kleinbuchstaben (z.B. V, a, «)
e Vektoren: fettgedruckte Kleinbuchstaben (z.B. b, x)

e Matrizen: fettgedruckte GroBbuchstaben (z.B. A, B)



Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Nahezu samtliche reale Systeme, deren Dynamik mit einem linearen Zustandsraummodell
der Form

x = Ax +bu (1.1)

mit x € R", A € R™" b € R",u € R beschrieben werden, weisen tatsdchlich eine Be-
grenzung im Systemeingang u auf. Beriicksichtigt man diese, ergibt sich ein nichtlineares

Zustandsraummodell

x = Ax + bsat(u) (1.2)

mit der nichtlinearen Séttigungsfunktion

—Umaz fllI' u S —Umaz
sat(u) = u fir  —Upmaezr < U < Unag (1.3)
Upae UL U > Umaz

Trotz dieser Nichtlinearitédt im Systemeingang erfolgt die Auslegung und Analyse einer
Regelung oftmals anhand der linearen Darstellung (1.1). Dieses Vorgehen ist gerechtfer-
tigt, solange sich der generierte StellgroBenverlauf u innerhalb der Grenzen [—umaz; Umaz]
bewegt.

Liegt der Regelung ferner ein lineares Regelgesetz der Form

u=—k'x (1.4)
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zu Grunde, ergibt sich fiir den geschlossenen Kreis ebenfalls eine lineare Dynamik:
x = (A — bk")x. (1.5)

Die Analyse und Auslegung des Regelkreises kann in diesem Falle relativ einfach iiber die
Betrachtung bzw. Platzierung der Eigenwerte der Matrix A — bk” erfolgen.

Will man nun die Regelung dazu nutzen, die Dynamik des Systems hinsichtlich des Ab-
klingverhaltens von Anfangsstérungen zu optimieren, so ist eine lineare Regelung und Sta-
bilitdtsanalyse nicht mehr zielfithrend. In diesem Fall ist aus der Theorie der Optimalen
Regelung (siche z.B. [9]) bekannt, dass eine schnellstmégliche Uberfithrung des Systems
in eine gewiinschte Ruhelage die vollstandige Ausnutzung des Stellgrofenhubs erfordert.
Im Hinblick auf eine optimale Ausnutzung der moglichen Systemdynamik hat jedoch eine
Riickfithrung der Form (1.4), welche sicherstellt, dass u im Intervall [—umaz; Umaz| bleibt

und somit die Nichtlinearitdt im Systemeingang nicht aktiv wird, folgende Nachteile:

e Geht man davon aus, dass sich der Zustand x wiahrend des angestrebten Betriebs
des Systems innerhalb eines Gebiets M C R"™ befindet, so fithrt eine darauf basie-
rende lineare Riickfiihrung dazu, dass die maximale Stellgréle nur auf Teilen der

Randkurve 0M und damit entsprechend selten ausgenutzt wird.

e Eine Riickfithrung entsprechend (1.4) stellt einen linearen Zusammenhang zwischen
der Abweichung von der Ruhelage und der generierten Stellgrofe her. Die Bestim-
mung bzw. Dimensionierung von k muss anhand der Punkte auf der Randkurve 0 M
des zuléssigen Gebiets M erfolgen. Fiir die Punkte im Inneren von M, speziell in
der Umgebung der Ruhelage, fiihrt eine lineare Regelung dadurch zu einem Stell-
groflenverlauf, der weit hinter den tatséchlichen Mdoglichkeiten des Systems zuriick

bleibt.

Der in dieser Arbeit vorgestellte Reglerentwurf soll diese beiden inhédrenten Nachteile einer
linearen Regelung iiberwinden. Dies geschieht zum einen, indem die Zustandsriickfithrung
k in Abhéngigkeit des Zustands variiert wird k = k(x), was zu einem nichtlinearen Re-

gelgesetz der Form

u=—k(z)'x (1.6)
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fithrt. Regelungen entsprechend (1.6) werden als strukturvariable Regelungen (SVR) be-
zeichnet. Im Vergleich zu linearen Regelungen erméglichen SVR durch die Variation der
Riickfithrung eine deutlich bessere Ausnutzung der Stellgrofie.

Die zweite wesentliche Verbesserung bei der Stellgréenausnutzung wird durch das ge-
zielte Zulassen von Riickfithrungen erreicht, welche einen Stellgréoflenverlauf erzeugen, der
betragsméafig grofler als ,,,, ist. Um die Bedeutung dieses zweiten Punktes zu unterstrei-

chen, wird im Titel der Arbeit der Regelungsansatz auch als sdttigend bezeichnet.

Ein weiterer Punkt, welcher bei der linearen Modellierung und Regelung realer Systeme
entsprechend (1.1) oftmals nicht beriicksichtigt wird, betrifft speziell instabile Systeme
mit Eigenwerten in der offenen rechten Halbebene. Durch die Kombination von instabiler
Eigenbewegung und begrenzter Stellgrofle konnen in solchen Systemen nicht mehr alle
Punkte des Zustandsraums in die Ruhelage iiberfiihrt werden. Die Auslegung der Regelung
soll deshalb auch unter dem Gesichtspunkt erfolgen, eine moglichst groie und analytisch
beschreibbare Menge von Punkten im Zustandsraum stabil in die Ruhelage iiberfiihren

zu konnen.

1.2 Aufbau der Arbeit

Neben der Motivation der Arbeit werden im einleitenden Kapitel die theoretischen Grund-
lagen der Ljapunow-Theorie wiederholt, welche fiir die Stabilitdtsanalysen der nichtlinea-
ren Regelung bendtigt werden. Des weiteren gibt das erste Kapitel einen Uberblick iiber
relevante Arbeiten auf dem Gebiet der strukturvariablen Regelungen und der Regelung
bzw. Analyse von Systemen mit Stellgréflenbegrenzungen.

In Kapitel 2 wird ein sédttigender Regler mit einer linearer Zustandsriickfithrung entwor-
fen und hinsichtlich seiner Stabilitdt bzw. Dynamik analysiert. Aufbauend darauf wird in
Kapitel 3 ein nachweisbar stabiles Konzept zur Variation der Zustandsriickfithrung vorge-
stellt. Die Kapitel 2 und 3 beschreiben die wesentlichen Ideen der vorgestellten sdttigenden
strukturvariablen Regelung.

In Kapitel 4 wird eine Modifikation des grundlegenden Regelungsansatzes beschrieben,

mit welcher eine noch bessere Ausnutzung der Stellgréfie angestrebt wird.
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Die Anwendung der Regelung auf unsichere Strecken wird mit den in Kapitel 5 beschrie-
benen Modifikationen ermoglicht.

Falls eine Ruhelage aulerhalb des Ursprungs stabilisiert werden soll, ist unter Umsténden
ein gewisser Anteil der Stellgrofle allein zum Halten des Zustands in der Ruhelage erfor-
derlich. In solchen Féllen reduziert sich die fiir die Regelung verfiighare Stellamplitude.
Durch den in Kapitel 6 eingefiihrten Fiihrungsfilter kann man verhindern, dass diese Re-
duktion der Stellamplitude einen Einfluss auf die Menge der Zustandspunkte hat, welche
in eine Ruhelage tiberfithrt werden koénnen.

Schwerpunkt der Arbeit stellen Systeme mit einer Eingangsgrofie dar. In Kapitel 7 wird je-
doch auch untersucht, in wieweit die Grundideen der Regelung auf Systeme mit mehreren
Eingéngen iibertragen werden kénnen.

Zur fliissigeren Darstellung befindet sich ein Grofiteil der Beweise in Kapitel 9, dem An-
hang der Arbeit.

1.3 Theoretische Grundlagen und Definitionen

Samtliche Stabilitdtsuntersuchungen in dieser Arbeit basieren auf der so genannten di-
rekten Methoden von Ljapunow. Eine gute Darstellung dieser Theorie findet man z.B. in
[18], [30] oder [10]. Um eine in sich abgeschlossene Arbeit zu erhalten, sollen die fiir diese
Arbeit wichtigen Punkte im Folgenden kurz zusammengefasst werden.

Ausgangspunkt der direkten Methoden von Ljapunow ist die Betrachtung des autonomen,

nichtlinearen Systems

x = f(x) (1.7)

mit der einzigen Ruhelage 0. Folgende Definition existiert beziiglich der Stabilitdt dieser
Ruhelage:

Definition 1.1 Die Ruhelage x = 0 des Sytems 1.7 ist

e stabil, falls fiir jedes e > 0 ein § = d(€) > 0 existiert, so dass gilt:

Ix(0)]| <0 = |x()|| <e VE>0

e instabil, falls sie nicht stabil ist.



1.3. THEORETISCHE GRUNDLAGEN UND DEFINITIONEN 7

e asymptotisch stabil, falls sie stabil ist und 0 so gewdhlt werden kann, dass

1x(0)]| <0 = tlim x(t) = 0.

Um die Stabilitdt der Ruhelage mit Hilfe der direkten Methoden von Ljapunow nachwei-
sen zu kénnen, wird die Dynamik einer skalaren Funktion V'(x) untersucht, welche ihr
Minimum in der Ruhelage des Systems hat. Die Funktion V(x) kann als eine verallge-
meinerte Energiefunktion des Systems angesehen werden, deren monotone Abnahme den
Schluss erlaubt, dass das System zur Ruhe kommt, bzw. in die Ruhelage strebt und somit
asymptotisch stabil ist.

Um mit Hilfe einer solchen Funktion V' (x) die Stabilitédt bzw. asymptotische Stabilitit
einer Ruhelage nachweisen zu kénnen, miissen die in Satz 1.1 formulierten Punkte erfiillt

sein. Ist dies der Fall, wird V' (x) auch als eine Ljapunow-Funktion des Systems bezeichnet.

Satz 1.1 Seix = 0 die Ruhelage des Systems (1.7) und D C R™ ein Gebiet, welches die
Ruhelage enthilt. Ist in diesem Gebiet D die Funktion V(x) stetig differenzierbar und es
qilt

o V(x) ist positiv definit in D, d.h. V(x) > 0 fir x # 0 und V(0) =0,

e V(x) ist negativ semi-definit in D, d.h. V(x) <0,
so ist die Ruhelage x = 0 stabil. Ist ferner

e V(x) negativ definit in D, d.h. V(x) < 0 fiir x # 0 und V(0) = 0,

so st die Ruhelage asymptotisch stabil.

Falls eine Ruhelage asymptotisch stabil ist, stellt sich in der Regel auch die Frage, wie weit
entfernt von der Ruhelage ein Startpunkt liegen darf, um in diese iiberfiihrt zu werden.
In diesem Zusammenhang soll der Begriff des Einzugsbereichs einer Ruhelage eingefiihrt

werden.

Definition 1.2 Der Einzugsbereich einer Ruhelage bezeichnet die Gesamtheit aller Punk-

te, die in diese Ruhelage streben.

Im Hinblick auf den Einzugsbereich einer Ruhelage lassen sich mit Hilfe der direkten

Methoden von Ljapunow im wesentlichen zwei Aussagen treffen:
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Satz 1.2 Fulls die Bedingungen von Satz 1.1 fiir asymptotische Stabilitit im gesamten

Zustandsraum gelten und auflerdem
o V(x) — oo immer wenn ||x|| — oo,
so umfasst der Finzugsbereich der Ruhelage den gesamten Zustandsraum.

Sind die Bedingungen von Satz 1.2 erfiillt, wird die Ruhelage auch als global asymptotisch
stabil bezeichnet. Oftmals kann jedoch nicht der gesamte Zustandsraum in die Ruhelage
iiberfithrt werden. Die Ruhelage wird dann als lokal asymptotisch stabil bezeichnet. Mit
Hilfe der Ljapunow-Theorie kann in diesem Fall eine Abschétzung des Einzugsbereichs

der Ruhelage erfolgen.

Satz 1.3 Fulls die Bedingungen von Satz 1.1 fiir asymptotische Stabilitdt in einem Be-
reich D erfillt sind und dieser durch eine Niveaumenge 0D von V (x) begrenzt wird (d.h.

V(x € 0D) = ¢), so ist der Bereich D ein Teil des Einzugsbereichs der Ruhelage.

Aufbauend auf den in diesem Abschnitt beschriebenen Satzen und Definitionen wird im
Verlauf der Arbeit die Stabilitéit der gewiinschten Ruhelage untersucht bzw. nachgewiesen

werden. Folgende Schreibweisen werden hierbei verwendet.
e Ein elliptischer Bereich im Zustandsraum wird mit S(P,7n) angegeben:

S(P,n) = {x | x"Px < n}.

e Der Rand des Bereichs S(P,7) wird mit OS(P,n) angegeben:

OS(P,n) = {x | x"Px=n}.

1.4 Stand der Forschung

Im Folgenden werden die Arbeiten beschrieben, welche die Ansétze dieser Arbeit wesent-

lich beeinflusst bzw. motiviert haben.
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—p u=—k(p)Tx » x=Ax+bu

A

p

Auswahl p |«

Bild 1.1: Blockschaltbild einer strukturvariablen Regelung

1.4.1 Strukturvariable Regelungen

Entsprechend der Arbeit von Adamy und Flemming [2] versteht man unter strukturva-

riablen Regelungen (SVR) fiir eine lineare Strecke
x = Ax + bu

solche Regelungen, welche die StellgroBle u als Funktion des Zustands x und eines Aus-

wahlparameters p bestimmen:
u = u(x,p).

Fiir den Einfluss von p auf das Regelgesetz u sind in der Literatur zwei gingige Ansétze zu
finden (siehe auch Ubersichtsartikel [2]). Eine Moglichkeit ist es, die Kombination zweier

linearer Riickfiihrung k; und ks iiber p zu steuern:
1 T

wie z.B. in [10] oder

u=—(k+pl)’x (1.9)

wie z.B. in [13], [12]. Der Auswahlparameter p kann hierbei die diskreten Werte —1 und
1 annehmen [10], oder kontinuierlich im Intervall z.B. [0; 1] variiert werden [13], [12]. Das
diskrete Schalten bzw. kontinuierliche Uberblenden zwischen zwei linearen Riickfithrungen
begrenzt jedoch die Menge der moglichen Riickfiihrungen stark und ist im Hinblick auf

den in dieser Arbeit vorgestellten Ansatz von geringer Bedeutung.
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Deutlich mehr Freiheit bieten die in [19], [32], [24], [20] oder [1] verfolgten Ansitze, bei
welchen diskret oder kontinuierlich zwischen verschiedenen Riickfiihrungen geschaltet bzw.

variiert wird:

u=—k(p)'x.

Die Bestimmung des Auswahlparameters p erfolgt hierbei mit Hilfe einer Auswahlfunktion

g(x,p) =0,

welche in expliziter oder impliziter Form vorliegen kann. Bild 1.1 zeigt das typische Block-
schaltbild einer entsprechenden strukturvariablen Regelung.

Falls u(x,p) und g(x,p) stetige Funktionen in x und p sind und sich somit ein stetiger
Verlauf der StellgroBe u ergibt, spricht man von einer weichen strukturvariablen Regelung
(WSVR). Ausgangspunkt der WSVR bilden die strukturvariablen Regelungen (SVR) mit
diskret schaltenden Regelgesetzen [19], [32]. Bei diesen erfolgt mit Hilfe der Auswahl-
funktion g ein diskretes Schalten zwischen linearen Regelgesetzen, was zu entsprechenden
Spriingen in der Stellgrofe fiihrt.

Aufgrund der sich #ndernden Regelgesetze weisen die WSVR wie auch die SVR eine
nichtlineare Dynamik auf, deren Stabilitit in der Regel mit Hilfe der Ljapunow-Theorie

iiberpriift wird. Hierbei konnen im Wesentlichen drei Ansétze unterschieden werden:

e Eine gemeinsame Ljapunow-Funktion: Fiir das strukturvariable System kann

eine gemeinsame Ljapunow-Funktion gefunden werden [10].

e Geschachtelte Ljapunow-Funktionen: Fiir jedes Teilsystem existiert eine Ljapunow-
Funktion V;(x). Die Umschaltung von der Riickfithrungen k; ; auf die Riickfithrung
k; erfolgt auf der Niveaumenge 0G; = {x | Vi(x) = ¢;} der i-ten Ljapunow-Funktion.
Sind die Schaltflichen bzw. Niveaumengen ineinander geschachtelt, das heifit G; C

Gi_1, so ergibt sich daraus die Stabilitét des geschalteten Systems (siche z.B. [19],
32, [1]) -

e implizite Ljapunow-Funktionen: Fiir WSVR wird in [1] ein Ansatz vorgestellt,
bei dem der Auswahlparameter p monoton abnimmt und somit eine implizite Ljapunow-

Funktion darstellt.
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In dieser Arbeit wird die Stabilitdt der Regelung mit Hilfe der ersten beiden Ansétze

gezeigt werden.

1.4.2 Sattigende Regelungen
Abschitzung von Einzugsbereichen

Fiir Systeme mit konstanter Riickfithrung existieren umfangreiche Ergebnisse beziiglich
der Auswirkung von Sattigungseffekten auf die Stabilitdt der Ruhelage. Betrachtet man
die Sdttigungskennlinie z.B. als nichtlineare Funktion im Sektor [0; 1], so kann die Stabi-
litdt des sich ergebenden Standardregelkreises mit Hilfe des Popov- oder Kreiskriteriums
untersucht werden [18], [27]. Ist der lineare Systemteil asymptotisch stabil, kann auf diese
Weise globale Stabilitét fiir ein Regelgesetz gezeigt werden. Die hierfiir auszuwertenden
Kriterien haben eine anschauliche Bedeutung im Frequenzbereich, was eine relativ einfa-
che Untersuchung der Stabilitat ermdoglicht. Fiir Systeme mit instabilem, linearen Anteil
erlauben diese Kriterien die Abschétzung eines Einzugsbereichs im Zustandsraum, wel-
che jedoch sehr konservativ ausfallen kann. Die Entwicklung von weniger konservativen
Abschétzungen ist ein aktives Forschungsfeld. Eine Weiterentwicklung des Kreiskriteriums
kann in den so genannten Linear Differential Inclusion (LDI) Ansétzen gesehen werden
16], [17), [3]

Die Grundlage des Kreis- und Popovkriteriums sowie der LDI-Verfahren ist die direkte
Methode von Ljapunow zum Nachweis lokaler Stabilitdat (Satz 1.3). Wendet man diese auf

das System (1.2) mit einem stabilisierenden Regelgesetz

u=—frx

an und benutzt eine quadratische Ljapunow-Funktion der Form
V =x"Px

mit P = P? > 0, so kann damit ein Bereich S(P,7) als Teil des Einzugsbereichs nachge-
wiesen werden. Der Wert fiir ) ergibt sich dabei aus dem Optimierungsproblem

. T
min =x"Px 1.10
min 7 (1.10)

NB: VvV =x" (AP + PA) x + 2x" Pbsat(—f"x) = 0. (1.11)
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Anstatt dieses Optimierungsproblem mit nichtlinearer Nebenbedingung (1.11) direkt zu
16sen, wird es bei den LDI-Verfahren in einen Satz von linearen Matrixungleichungen
(linear matriz inequalities kurz LMIs) umgeschrieben. Hierzu wird eine zweite fiktive

Riickfithrung h eingefiihrt, fir die im Gebiet S(P,n) gilt:
|=h"x| < Upnee VX ES. (1.12)

Innerhalb des Gebiets S(P,n) gilt dann fiir die realisierbare Stellgrofe u, = sat(—f7x):

—hT'x < wu, <—fTx falls —h'x<-—fTx (1.13)
—h"x> wu, >—f'x falls —hix>—f"x. (1.14)
Das heifit, die nichtlineare Funktion u, = sat(u) liegt innerhalb der beiden linearen

Riickfithrungen h und f, was sich auch im Namen linear inclusion widerspiegelt. Erfiillt

nun die Matrix P folgende beiden Ungleichungen:

(A —bf")" P+ P (A —bf") <0 (1.15)
(A—bh") P +P (A -bh") <0, (1.16)

so ist das System im Gebiet S(P,n) asymptotisch stabil.

Um dies zu beweisen, verwendet man die Ljapunow-Funktion V. Wegen der Schranken
(1.13) bzw. (1.14) fiir die tatséichliche nichtlineare Riickfithrung u, muss V zwischen Wer-
ten gebildet mit der Riickfithrung —f und mit der Riickfithrung —h liegen. Aufgrund der
beiden Ungleichungen (1.15) und (1.16) ist aber V' in beiden Fillen negativ definit, so dass
das tatséichliche V innerhalb von S auch negativ definit sein muss, womit die Bedingungen
fiir Satz 1.3 erfiillt sind. Somit ist S(P, 7) ein Teil des Einzugsbereichs der Ruhelage bzw.
kann als eine Abschétzung fiir diesen verwendet werden.

Im Vergleich zu dem Optimierungsproblem (1.10), (1.11) wird also bei dem LDI-Ansatz
die urspriingliche nichtlineare Nebenbedingung (1.11) mit Hilfe der beiden LMIs (1.15)
und (1.16) sowie der linearen Nebenbedingung (1.12) ausgedriickt, was numerisch giins-
tigere Losungsverfahren ermoglicht.

Bei den LDI-Ansétzen wird in der Regel nicht die Ljapunow-Funktion vorgegeben. Die
Matrix P ist genauso wie die fiktive Riickfithrung h vom Optimierungsalgorithmus zu
bestimmen. Um die Grofie des gefunden Einzugsbereichs S(P,7n) zu bewerten, wird oft-

mals ein Faktor r eingefiihrt, welcher ausdriickt, wie stark eine vorgegebene Form X, im
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Zustandsraum gestreckt werden kann, so dass sie komplett im Bereich S(P,n) liegt. Ziel
der Optimierung ist es nun, h und P so zu wahlen, dass r maximal wird. Dadurch stellt
die vorzugebende Form X, eine zentrale Einflussmoglichkeit bzw. Vorgabe des Benutzers
dar.

Durch eine giinstige Wahl von P und u gelingt es in dieser Arbeit, eine analytische Losung
des nichtlinearen Optimierungsproblems (1.10), (1.11) zu finden. Im Allgemeinen nehmen
jedoch die LDI-Ansétze aufgrund der numerisch giinstigen Formulierung des Optimie-
rungsproblems momentan eine dominierende Stellung bei der Abschétzung von Einzugs-

bereichen fiir Systeme der Form (1.2) ein.

Saturated High-Gain Regler

Neben der Abschitzung von Einzugsbereichen mittels LMIs wird in [16] vorgeschlagen, die
Ausnutzung der Stellgrofie durch die Verwendung von so genannten saturated high-gain
Reglern zu verbessern. Kernidee dieses Konzepts ist die Verwendung von Reglern mit einer
unendlichen Verstdrkungsreserve. Um eine bessere Stellgroflenausnutzung zu erreichen,
wird das urspriingliche Regelgesetz noch mit einem Faktor gréfler als eins multipliziert,
was aufgrund der unendlichen Verstiarkungsreserve ohne weiteres moglich ist. Eine an [16]

angelehnte Formulierung dieses Konzepts fiir das System (1.2) lautet:

Satz 1.4 Sei die Ableitung der Ljapunow-Funktion V = xTPx im Gebiet S(P,n) bei
Verwendung der Stellgrdfe
us = sat(—kob? Px) (1.17)

mit ko > 0 negativ definit und damit S(P,n) Teil des Einzugsgebiets der Ruhelage, dann
ist V. auch fiir alle

us = sat(—kb’ Px)

mit k > ko innerhalb von S(P,n) negativ definit und S(P,n) bleibt ein Teil des Finzugs-
gebiets.

Der Beweis dieses Satzes ist sehr einfach. Laut Voraussetzung ist

V = xT(ATP + PA)x + 2x"Pbsat(—k,b ' Px) < 0 V¥x € S(P, 7).
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Da der Term 2x” Pbsat(—kob?Px) < 0 ist, gilt
2x” Pbsat(—kb? Px) < 2x’ Pbsat(—kob’ Px),

wodurch V auch bei Verwendung des Regelgesetzes u = —kb”Px innerhalb von S(P,7)
sicher negativ definit ist und somit S(P,7n) Teil des Einzugsgebiets bleibt. 0

Die Bedeutung von Satz 1.4 liegt darin, dass samtliche Regelgesetze, die entsprechend
(1.17) im Zusammenhang mit einer Ljapunow-Funktion stehen, eine unendliche Verstarkungs-
reserve besitzen und somit als Basis fiir high-gain Regler verwendet werden konnen. Einer
beliebigen Verbesserung der Systemdynamik durch Wahl von grofien Werten fiir k£ stehen
jedoch die folgenden beiden Punkte im Wege:

e Eine beliebig grofle Wahl von k£ ist alleine schon wegen der damit verbundenen

Verstéarkung von Messrauschen in der Praxis nicht moglich.

e Die Annahme, dass eine grofle Wahl von k zu einer Verbesserung der Dynamik fiihrt,
begriindet sich auf der Beobachtung, dass fiir jedes x mit 0 < |—k0bTPx} < Upae die
Abnahme von V' durch eine Wahl von k& > kg verstirkt werden kann. Im Hinblick auf
die Dynamik der Uberfiihrung in die Ruhelage ist jedoch nicht V zu jedem einzelnen
Zeitpunkt entscheidend, sondern das durchschnittliche V wihrend des gesamten
Uberfithrungsvorgangs. Da sich die Trajektorien mit der Wahl von k verindern,
kann aus der punktweisen Minimierung von V nicht zwingend auf eine Minimierung

des durchschnittlichen V. geschlossen werden.

1.4.3 Séattigende strukturvariable Regelungen

Eine wichtige Gemeinsamkeit in den Arbeiten von [1], [2], [19] und [32] stellt die Aus-
wahl von Riickfiihrungen dar, welche realisierbare Stellsignale generieren. Zum besseren
Versténdnis der sich daraus ergebenden Nachteile beziiglich der StellgrofSenausnutzung
soll das Vorgehen in [19] und [32] an einem System mit nur einem Stelleingang erlautert
werden. Die Umschaltung von der Riickfiihrung k; ; auf die Riickfiihrung k; erfolgt auf der
Niveaumenge 0S(P;, n;). Damit der Betrag der Stellgrofie innerhalb des Gebiets S(P;, ;)
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nicht gréBer als w,,,, wird, muss

U2

ni = ﬁ (1.18)
gewéhlt werden. Bei einer Wahl von 7; entsprechend (1.18) wird |u| = w4, genau an zwei
Punkten auf der Niveaumenge dS(P;, ;). Ohne weiteres Umschalten kann die Stellgrofie
also nur an diesen zwei Punkten theoretisch vollstdindig ausgenutzt werden. Durch jeden
weiteren Schaltvorgang innerhalb von S(P;, 7;) kommen zwei weitere, theoretisch mogliche
Punkte hinzu. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Trajektorie des Systems genau durch einen
dieser Punkte lauft, ist jedoch bei beliebigen Startwerten entsprechend gering.

Um diesen Nachteil zu mindern, wird in [7] ein Ansatz vorgestellt, bei welchem auf den
Niveaumengen 9JS(P;,n;) ein groBerer Wert fiir die kommandierte Stellgrofie als w4,

erlaubt ist:

max lu(x)| = (1 4+ B)tmax x € OS(P;,m;). (1.19)

Dadurch ergeben sich ganze Bereiche im Zustandsraum, in denen |u| = 4, aufgeschaltet
werden kann, was zu einer deutlich besseren Ausnutzung der Stellgréfien fithrt. Da dieses
Vorgehen dem Ansatz dieser Arbeit dhnlich ist, soll die Kernidee im Folgenden anhand
der Strecke (1.2) mit einem Eingang und StellgréfSenbegrenzung beschrieben werden.

Die Bestimmung der Riickfithrungen k; erfolgt in [7] mittels Reglern, welche das Giitemaf3:
Ji(x) = / x"Qx + ryu® dr (1.20)
t

minimieren. Alle Teilregler optimieren das Giitemaf3 fiir dieselbe Q Matrix, nur die Ge-
wichtung der Stellgrofie im Giitemafl wird zwischen den Teilreglern variiert. Von den sich
daraus ergebenden so genannten Riccati-Reglern ist bekannt, dass sie eine Verstérkungs-
reserve von mindestens 0.5 bis oo besitzen. Bei einer Wahl von § = 1 wiirde das fiir einen
Punkt auf der Randkurve 9S(P;,7;) bedeuten, dass nur die Hélfte der kommandierten
Stellgrofe realisierbar ist, was genau einer Verstarkungsreserve von 0.5 entspricht. In [7]
wird gezeigt, dass abhéngig von Q und r; eine Abnahme der aktiven Ljapunow-Funktion
Vi(x) sogar noch dann nachgewiesen werden kann, wenn der Parameter (§ etwas grofier

als 1 gewahlt wird.

Aufgrund der Kombination von séttigenden und variierenden Riickfithrungen kommt der

Ansatz von De Dond, Goodwin und Moheimani in [7] dem Ansatz dieser Arbeit am
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néchsten. Der wesentliche Unterschied zu [7] wird in der &uflerst systematischen und
transparenten Auslegung der Teilregler gesehen. Wie im Verlauf der Arbeit gezeigt wird,

zeichnet sich diese dadurch aus,
e dass eine sehr gute analytische Abschiatzung des Einzugsbereichs ermoglicht wird;

e dass im wesentlichen vom Anwender nur Schranken fiir den Parameter vorzugeben
sind, welcher iiber die Teilregler variiert wird. (Keine Vorgabe der u.U. schwierig zu

bestimmenden Matrix Q)



Kapitel 2
Sattigende Reglerauslegung

In Vorbereitung zum Entwurf der strukturvariablen Regelung wird in diesem Kapitel fiir

das nichtlineare System (1.2) ein lineares Regelgesetz vorgestellt,

e welches aufler von den Groflen A und b der Strecke nur von einem Parameter o

abhéngt;
e welches eine analytische Abschitzung des Einzugsbereichs erlaubt.

Aufgrund dieser beiden Eigenschaften ist dieses lineare Regelgesetz sehr gut fiir den Ein-

satz in einer strukturvariablen Regelung (Kapitel 3) geeignet.

2.1 Motivierendes Beispiel

Wie bereits in der Einleitung der Arbeit erwahnt, sind die priméren Ziele der Regelung

e cine gute Ausnutzung der Stellgrofie, um somit moglichst nahe an den zeitoptimalen

Fall zu kommen;

e cine grofle Menge von Punkten im Zustandsraum sicher in die Ruhelage tiberfiihren

zu konnen.

Um eine lineare Regelung im Hinblick auf den zweiten Punkt zu optimieren, werden
oftmals die LDI-Verfahren verwendet (siche Abschnitt 1.4.2 bzw. [16], [17], [3]). Aufgrund
der folgenden zwei Punkte werden diese Verfahren in der vorliegenden Arbeit jedoch nicht

verwendet:

17
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e Falls die Riickfithrung und die zugehorigen Ljapunow-Funktion mittels numeri-
scher Optimierungsverfahren bestimmt werden, ist eine kontinuierliche Variation
der Riickfiihrung nur sehr schwer moglich, da dazu online in jedem Rechenschritt

ein entsprechendes Optimierungsproblem geltst werden miisste.

e Wie im Abschnitt 1.4.2 beschrieben, ist bei den LDI-Verfahren die vom Benutzer
vorzugebende Form X, die wesentliche Grofle des Giitemafles und somit entscheidend
fiir das Ergebnis der Optimierungsrechnung. Da die Zustandsgréfien in einem System
oftmals verschiedenste physikalische Bedeutungen und Einheiten haben und somit
in der Regel keine natiirliche Vergleichbarkeit aufweisen, ist eine sinnvolle Wahl der
Form X, schwierig. Das Optimum beziiglich eines entsprechend undurchsichtigen

Giitemafles zu bestimmen, erscheint jedoch eine fragwiirdige Aufgabe.

Obwohl die LDI-Verfahren in dieser Arbeit nicht benutzt werden, soll anhand von Ergeb-
nissen, welche mit diesen fiir das folgende Beispielsystem erzielt und verdffentlicht wurden,
der Ansatz dieser Arbeit motiviert werden.

In [17] wurde fiir das System
X = X + sat(u) (2.1)
mit U, = 1 und dem Regelgesetz

u=—-[2 1Jx (2.2)

ein elliptischer Bereich S(P*,n) gesucht, welcher eine moglichst grofle Ausdehnung in
Richtung x; = [ —1 0.8 |7 besitzt. Als Ergebnis der entsprechenden Optimierung wird

0.117 0.0627
0.0627 0.0558

n=1 (2.3)

angegeben. Zur Veranschaulichung dieses Ergebnisses sind in Bild 2.1 die Bereiche im
Zustandsraum mit V > bzw. V < 0 markiert. Die Ellipse 0S(P*,n) kann nun gerade so
gewihlt werden, dass sie an zwei Punkten an den Bereich mit V' > 0 anstoBt. Bis auf
diese zwei Punkte liegt S komplett im Bereich mit V < 0. Um dies zu verdeutlichen, ist
in Bild 2.2 der durch 5 normierte Verlauf von V auf der Randkurve dS dargestellt. Auch
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-2+

5

2 3 1

Winkel in [rad]
Bild 2.1: Bereiche mit V' > 0 bzw. V < 0 Bild 2.2: V/V auf 9S(P*, 1)
sowie OS(P*,n) und die Geraden mit |u| =

umax

dort zeigt sich, dass so gut wie iiberall auf der Randkurve V < 0 ist (meistens sogar sehr
deutlich) und nur an zwei Punkten V = 0 wird.

Ein Verlauf von V auf der Randkurve des Bereichs S(P*, 7)) in der Art des obigen Beispiels
ist bei der Abschétzung von Einzugsbereichen mittels quadratischer Ljapunow-Funktionen
typisch und dient als Ausgangspunkt fiir den im néchsten Abschnitt vorgestellten Regler-

ansatz.

2.2 Ansatz fiir die Reglerauslegung

Im Beispiel des vorhergehenden Abschnitts wurde eine Ljapunow-Funktion fiir eine gege-
bene Regelung mit Hilfe einer numerischen Optimierung gefunden. Neben dem Aufwand
fiir ein solches Vorgehen, welcher mit der Ordnung der Strecke ansteigt, wird es auch im-
mer schwieriger eine sinnvolle Form X, im Zustandsraum zu definieren, welche Grundlage
der Optimierungsrechnung ist.

Andererseits kann man durch die Betrachtung der Bereiche mit V' > 0 und V < 0 in
Bild 2.1 bzw. des Verlaufs von V auf der Randkurve Bild 2.2 darauf schlieBen, dass
etliche Punkte im Bereich mit V < 0, die auBerhalb von S(P*,n) liegen, ebenfalls in die
Ruhelage streben. Der Bereich S(P*,n) stellt deshalb eine deutlich zu kleine Abschétzung

des tatséchlichen Einzugsbereichs dar.
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Anstatt, wie oben beschrieben, fiir ein geregeltes System im Nachhinein eine moglichst
giinstige Ljapunow-Funktion zu finden, soll nun bereits die Regelung bzw. Riickfithrung
so bestimmt werden, dass eine giinstige Ljapunow-Funktion zur Abschéitzung des Ein-
zugsbereichs einfach und systematisch gefunden werden kann.

Ausgangspunkt hierfiir ist die Beobachtung, dass S den exakten Einzugsbereich der Ru-
helage beschreibt, wenn der Rand 9S die Gebiete mit V > 0 und V < 0 exakt trennt,
also auf dem gesamten Rand V = 0 ist. Um dieser Situation méglichst nahe zu kommen,
soll die Riickfithrung so gewihlt werden, dass eine Ljapunow-Funktion gefunden werden

kann, welche die Forderung

V=—aV (2.4)

erfiillt. Lasst man nun o gegen 0 gehen, kann man erwarten, der gewiinschten Situation

sehr nahe zu kommen. Verwendet man nun fiir V eine quadratische Funktion der Form
V =x"Px (2.5)
und driickt V mit Hilfe der Zustandsdifferentialgleichung (1.2) aus, so ergibt sich aus (2.4)
V =xT(ATP + PA)x + 2x"Pbsat(u) = —ax’ Px. (2.6)

Forderung (2.6) lasst sich nicht im gesamten Zustandsraum erfiillen, sondern nur in den
Bereichen des Zustandsraums, in denen die Systemdynamik linear ist, also dort wo |u| <

Umaz- Dort vereinfacht sich (2.6) zu
V =x"(ATP + PA)x + 2x"Pbu = —ax’Px. (2.7)

Da V < 0 gelten soll, bietet sich ein Regelgesetz an, welches den von u abhiingigen Term

quadriert und mit einem negativen Vorzeichen belegt
u = —b"Px. (2.8)
Mit der Riickfithrung (2.8) wird Gleichung (2.7) zu
x7(ATP + PA)x — 2x"Pbb"Px = —ax’ Px. (2.9)
Hieraus ergibt sich fiir die Bestimmung von P die algebraische Riccati-Gleichung

(A+50)"P+P(A+35I)—2Pbb"P = _0 . (2.10)
A Q
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Durch die Wahl von P entsprechend (2.10) bzw. von u entsprechend (2.8) wird die Forde-
rung (2.4) in den ungeséttigten Bereichen (dort wo |u| < Umq. gilt) exakt erfiillt. In den
geséttigten Bereichen reduziert sich der Betrag von V, so dass dort V > —aV/ ist. Inner-
halb von S muss auBerdem V < 0 gelten. Insgesamt kann somit durch eine entsprechend
kleine Wahl von « ein beliebig schmales Intervall [—aV; 0] fiir den Verlauf von V' auf dem
Rand 0S(P,n) erreicht werden. Dies lidsst, wie oben erldutert, eine weniger konservative
Abschétzung des Einzugsbereichs erwarten.

Eine Besonderheit des hier vorgestellten Reglerentwurfs liegt darin, dass nur ein einziger
Parameter « fiir die Bestimmung des Reglers bzw. der zugehorigen Ljapunow-Funktion
vorzugeben ist. In dem néchsten Abschnitt soll nun darauf eingegangen werden, welche

Auswirkungen a auf folgende Punkte hat:
e die Losung P der Riccati-Gleichung (2.10),
e die Lage der Eigenwerte des geschlossenen Kreises,

e die Abschiatzung des Einzugsbereichs S(P, 7).

2.3 Eigenschaften der Regelung

2.3.1 Eigenschaften von P
Hintergrund der Riccati-Gleichung

Die algebraische Riccati-Gleichung (ARE) wird in der Regel mit folgendem Optimierungs-
problem assoziiert (siehe z.B. [9]):
Fiir ein lineares System:

x = Ax + Bu (2.11)

wird die optimale Zustandsriickfiihrung gesucht, welche das Giitemaf
J(X) = / XTQX + UTRoptu dt, Ropt > 0, Q>0 (2.12)
0

zu einem Minimum macht.

Die Losung dieses Problems lautet:

u=-R}

opt

BTPx,
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wobei P = P7T die positiv-semidefinite Losung der algebraischen Riccati-Gleichung

AP + PA -PBR_'B'"P+ Q=0 (2.13)

opt

bezeichnet.

Fiir die im vorhergehenden Abschnitt entworfene Regelung ist ebenfalls eine Riccati-
Gleichung zu 16sen. Allerdings ist, wie in (2.10) gekennzeichnet, die konstante Matrix Q
in der Riccati-Gleichung 0. Aulerdem existiert kein Giitemafl der Form (2.12) in Bezug auf
das System (1.2), welches durch die vorgeschlagene Regelung (2.8),(2.10) zum Minimum
gemacht werden wiirde. Obwohl also die vorgestellte Reglerauslegung keine inhaltliche
Verwandtschaft mit einer optimalen Regelung aufweist, sind die Ergebnisse, welche im
Hinblick auf die Losung der Riccati-Gleichung existieren, durchaus fiir diese Arbeit von

Interesse.

Existenz und Eigenschaften von P

Im Zusammenhang mit der ARE
AP +PA,+PRP+Q=0 (2.14)

mit Q > 0 wurde in [29] der folgende Satz zur Existenz der Losung P aufgestellt:

Satz 2.1 (dort Theorem 2.1.) :

a) Es existiert hochstens eine Lisung P der ARE, die das System [A, + RP] (asympto-
tisch) stabilisiert oder vollstindig destabilisiert (d.h. —[A, + RP] stabilisiert).

b) Die stabilisierende Losung P existiert genau dann, wenn

1. (A,, R) stabilisierbar ist,
2. (Aq, Q) keine nicht beobachtbaren Pole auf der imagindren Achse hat, und

3. R “geniigend klein” ist, R < Ry € R™™. D.h. fiir R existiert ein Supremum

Ry > 0, unterhalb welchem P existiert.
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Bei der Reglerauslegung nach Abschnitt 2.2 ist

R = —-2bb" <0
Q =0
A, = A+4L

In diesem Fall ist b3 immer erfiillt und die Existenz einer stabilisierenden Losung hiangt
nur von bl und b2 ab. Bedingung bl ist elementar fiir den Entwurf einer Regelung.
Es soll daher fiir den Rest der Arbeit gelten, dass (A,, R) fir @ € [aumin, Qumas) immer
stabilisierbar ist.

Bedingung b2 wird immer dann verletzt, wenn fiir einen Eigenwert \; von A gilt: a =
—2Re()\;). Falls Bedingung b1 jedoch erfiillt ist, kann P an diesen Stellen stetig fortgesetzt

werden (siehe hierzu Anmerkung auf Seite 25). Fiir diese Fortsetzung muss gelten:

Satz 2.2 Fulls R dargestellt werden kann als R = —BBT mit beliebiger reeller Matriz B,
und (A, Q) nicht beobachtbare Eigenvektoren v; mit Eigenwerten \; auf der imagindren

Achse besitzt, so muss fiir die Losung P = PT der Riccati-Gleichung (2.14) gelten
B Pv; = 0. (2.15)
Beweis: Multipliziert man (2.14) von links und rechts mit v# bzw. v; so erhilt man

'U;HAZP'UZ- + vaAavi — ’UZHPBBTP’UZ- + 'vf{Q'vi = 0

(i + N) vEPv; — vPBBYPv; + v'Qu; = 0
0 0

(B"Pv,)" B"Pv;, = 0

= BfPv, = 0.

Da A, und B nur reelle Eintriige haben, wurde ausgenutzt, dass AL = A¥ und BT = B.
Ferner gilt vZ A7 = (A v) = (\w) = \vf, wobei )\; der konjugiert komplexe
Eigenwert zu J; ist. ]
Laut Satz 2.2 wird die Riickfiihrung u = —b?Px von den Eigenvektoren von A, bzw. A
mit Eigenwerten auf der imagindren Achse bzw. mit einem Realteil von —$ nicht angeregt

und verschiebt diese Eigenwerte somit nicht (siche auch Satz 2.4). Beziiglich der Matrix
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A kann deshalb P auch als stabilisierende Losung angesehen werden, wenn (A, Q) nicht
beobachtbare Eigenwerte auf der imaginéiren Achse besitzt.

Falls eine stabilisierende Losung existiert, so gilt laut [29] fiir diese:

Satz 2.3 (dort Theorem 2.2.) :

a) Die stabilisierende Losung P ist genau dann positiv-semidefinit, P > 0, wenn (A,, f{g)
stabilisierbar ist, wobei Ry aus der eindeutigen Zerleqgung von R in zwei positiv-semidefinite

orthogonale Matrizen folgt, R = R, — R, mit fil, R, > 0 und RiR, = 0.

b) P ist genau dann singulir, wenn (A, Q) nicht beobachtbare, asymptotisch stabile Pole
besitzt. Der Nullraum N (P) von P wird durch die Eigenvektoren dieser stabilen, nicht
beobachtbaren Pole aufgespannt.

Im geregelten System werden diese Pole nicht verschoben.

Im vorliegenden Fall ist Ry = 2bb” und R; = 0. Dass (A, bb?”) stabilisierbar ist, war
bereits Voraussetzung fiir die Existenz einer stabilisierenden Losung P. Deshalb ist die
stabilisierende Losung P immer positiv-semidefinit.

Da Q = 0 ist, wird P singulér, sobald A, Eigenwerte \;(A,) mit Re(X\;(A,)) < 0 besitzt.
Da fiir die Eigenwerte von A, gilt

A(An) = Ai(A) + @ (2.16)

wird P singuldr, sobald A Eigenwerte ); hat mit Re()\;(A)) < —§. Die entsprechenden
Eigenvektoren befinden sich dann im Nullraum von P, so dass diese Eigenwerte durch die
Riickfithrung (2.8) nicht verschoben werden. Fiir die Eigenwerte des geregelten Systems

gilt:

Satz 2.4 : Habe die Matrix A genau
* ¢ Eigenwerte mit einem Realteil grofer als —5 (Re(M1.4(A)) > —%),
o p Eigenwerte mit einem Realteil von genau —§ (Re(Mgy1..q4p(A)) = —5),

so hat die Matriz des geregelten Systems A, = A — bbTP genau | = q + p Eigenwerte

mait einem Realteil von —%.
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Beweis: Aufgrund von Satz 2.2 ist b’ Pv,y1._ 41, = 0. Deshalb werden die p Eigenwerte

bei —% nicht verschoben.

Q&

Um zu zeigen, dass die ¢ Eigenwerte rechts von —9

nach —& verschoben werden, schreibt

man die Riccati-Gleichung (2.10) um in
PA, + AP = —aP. (2.17)

Seien v; (i = 1..q) die ¢ durch die Riickfithrung verschobenen Eigenvektoren von A,.. Durch
Multiplikation von (2.17) von rechts und links mit v; bzw. dem adjungierten Eigenvektor

v erhilt man:

vIPA,v; + v APy, = —avlPu;
)\,-vf[Pvi + XZ"UZHP’UZ' = —omf[Pvi
= R@(/\Z) = —%.

Da A, nur reelle Eintriige hat, wurde ausgenutzt, dass AT = A, Ferner gilt vZAY =
(A,v) = (\w)H = N\w wobei ); der konjugiert komplexe Eigenwert zu J; ist. O
Zur Veranschaulichung von Satz 2.4 und Satz 2.3 ist fiir eine Matrix A mit Eigenwerten bei
—2,—1, 1, 2, in Bild 2.3 der Zusammenhang zwischen o und dem Realteil der Eigenwerte
des geregelten Systems A\(A,) dargestellt. In dem Intervall o €]0; 2] werden nur die beiden
instabilen Figenwerte von A verschoben, wihrend die Eigenwerte von A bei —1 bzw. —2

unverandert bleiben. Letztere werden erst ab einem o« > 2 bzw. o > 4 verschoben.

Anmerkung zur stetigen Fortsetzung von P

In sémtlichen Diskussionen zur Existenz bzw. zur Definitheit der Losung der Riccati-
Gleichung (2.14) wird vorausgesetzt, dass (A,, Q) keine unbeobachtbaren Eigenwerte
auf der imagindren Achse besitzt. Dies ist gleichbedeutend mit der Forderung, dass die

Hamilton-Matrix
A, R
H= (2.18)
Q Al
keine Eigenwerte auf der imagindren Achse hat.
Bei der vorgestellten Regelung ist Q = 0, wodurch diese Forderung immer dann verletzt

wird, wenn Eigenwerte der Matrix A, auf der imaginidren Achse liegen, bzw. wenn o =
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Bild 2.3: Realteil (oben) und Lage (unten) der Eigenwerte von A und A,

a* = —2Re(A(A)) gewihlt wird. Da die Riccati-Gleichung (2.14) jedoch eine stetige
Funktion in « ist, muss die Losung an dieser Stelle stetig fortgesetzt werden kénnen. In
dieser Arbeit wird dieser Sonderfall deshalb nicht weiter explizit betrachtet. Stattdessen
wird angenommen, dass alle Eigenschaften, die fiir P(a* £+ A«) gelten, auch fiir die stetige

Fortsetzung P(a*) gelten.

2.3.2 Abschitzung des Einzugsbereichs

Fiir die Abschétzung des Einzugsbereichs mit Hilfe einer Ljapunow-Funktion entsprechend
Satz 1.3 soll die quadratische Funktion (2.5) verwendet werden. Die Abgrenzung der
Abschitzung erfolgt dann durch eine Niveaumenge OS(P,7n). Da innerhalb von S(P,n)
die Ableitung V negativ definit sein muss, ist die groBtmogliche Abschitzung S(P,n)
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durch das kleinste n gegeben, fiir welches auf der Niveaumenge 0S(P,n) zum ersten Mal

V = 0 auftritt. n ist also die Losung des Optimierungsproblems:

mxinn = x'Px (2.19)
NB: V() = 0 (2.20)
x € R"™\{0,N(P)}. (2.21)

Durch die Einschrinkung des Losungsraums fiir x entsprechend (2.21) werden die tri-
vialen, aber nicht interessierenden Losungen im Nullraum von P bzw. im Ursprung
ausgeschlossen. Die Losung des Optimierungsproblems mit Nebenbedingung sind Sta-

tiondrpunkte der zugehorigen Lagrangeschen Hilfsfunktion:
L(x,p) = x"Px + V.
Unter Verwendung von (2.7) lautet die Nebenbedingung V = 0:
xT(ATP + PA)x + 2x" Pbsat(u) = 0.

Entsprechend der Riccati-Gleichung (2.10) kann (ATP + PA) durch —aP + 2Pbb’P
ersetzt werden. Ferner muss die Losung des Optimierungsproblems im geséittigten Be-
reich des Zustandsraums liegen, da nur dort V' = 0 méglich ist. Deshalb kann fiir sat(u)
auch U, q,5gn(—b?Px) = Uq.5¢n(u) geschrieben werden. Die Nebenbedingung bzw. die

Lagrangesche Hilfsfunktion wird dadurch zu:

NB: 0 = x' (—aP +2Pbb"P) x + 2x" Pbu,q,sgn(u) (2.22)

L(x,p) = x'Px+p(x" (—aP + 2Pbb"P) x + 2x" Pbuq,sgn(u)) .

An den Stationdrpunkten von L verschwinden die partiellen Ableitungen:

oL

~ 2Px + (—QOzPX + 4Pbb'Px + 2Pbumaxsgn(u))
e

= P ((2-2pa)x + p(4b"Px + 2upq,5gn(u))b) = 0. (2.23)

Da die Funktion sgn(u) in den geséttigten Bereichen des Zustandsraums jeweils konstant
ist, taucht die Ableitung dieser Funktion in (2.23) nicht auf.
Beriicksichtigt man, dass in Gleichung (2.23) die Klammerausdriicke vor x und b skalare

Groflen darstellen und die Losungen im Nullraum von P ausgeschlossen wurden, so muss
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die Losung x* des Optimierungsproblems darstellbar sein als
x* = ab. (2.24)

Mit Hilfe der Nebenbedingung (2.22) kann der Faktor a € R\ {0} bestimmt werden:

2

a= imumm. (2.25)
Fiir x* ergeben sich damit die Losungen
x* = i#bumax, (2.26)
2bT"Pb — «
welche beide zu demselben Wert fiir n fithren
n=x"Px" = 4b" Pb u? (2.27)

(2bTPb — )2 ™
Neben o und 4, hingt 7 nur noch von dem Term b”Pb ab. Fiir diesen gilt:

Satz 2.5 Habe die Matrix A unter Berticksichtigung der Vielfachheit genau q Figenwerte

[0

mit einem Realteil grofier als —5 und bezeichne v die Summe dieser Eigenwerte:

Re(M(A)) > -2 i=1l.g (2.28)

v o= Ai(A). (2.29)
Dann gilt fir die positiv semi-definite Losung P der algebraischen Riccati-Gleichung (2.10)

bTPb = 7 + q%. (2.30)

(Beweis siehe Anhang 9.1.2)

Mit (2.30) kann 7 geschrieben werden als:

27 + qo 2
27+ (¢ — Da)> ™

n=2 (2.31)

Anders als bei den in Abschnitt 1.4.2 vorgestellten Verfahren ermoglicht der hier gezeig-
te Reglerentwurf eine analytische Losung (2.27) bzw. (2.31) des Optimierungsproblems
(2.20), (2.21). Auf Basis dieser analytischen Losung kénnen die folgenden drei Sétze (Be-
weise sieche Anhang 9.1) beziiglich der Abschétzung S abgeleitet werden.



2.3. EIGENSCHAFTEN DER REGELUNG 29

Satz 2.6 : Solange a > 0 so klein gewdhlt wird, dass genau ein Eigenwert von A durch
die Riickfiihrung verschoben wird, verdndert sich die Gréfie von S nicht.
Falls der verschobene Figenwert urspriinglich in der offenen rechten Halbebene gelegen

hat, beschreibt S den mazimal mdoglichen Einzugsbereich des Systems exakt.

(Beweis siehe Anhang 9.1.3)

Satz 2.6 ist von Bedeutung, falls A genau einen Eigenwert in der offenen rechten Halbebene
besitzt. In diesem Fall kann entsprechend Satz 2.6 mit Hilfe des zweitgrofiten Eigenwertes
A2(A) eine sinnvolle Untergrenze fiir «, nadmlich oy, = —2Re(A\y) angegeben werden.
Wiéhlt man « kleiner als a,;,,, vergroflert sich der Bereich S nicht mehr, aber die Regelung
wird entsprechend der Eigenwertverschiebung (Satz 2.4) langsamer.

Interessanterweise stellt in diesem Spezialfall der so gefundene Bereich S exakt den Ein-
zugsbereich dar, welche auch durch Verwendung eines anderen Reglers nicht mehr ver-
grofert werden kann.

Satz 2.6 bleibt auch giiltig, falls der groite Eigenwert auf der imagindren Achse, also in der
geschlossenen rechten Halbebene liegt. In diesem Fall kann jedoch auch mit Satz 2.7 ein &
bzw. q, gefunden werden, mit welchem der gesamte Zustandsraum als Einzugsbereich

nachgewiesen werden kann.

Satz 2.7 : Falls fiir alle Figenwerte \i_,, der Matrix A gilt
Re(N(A)) <0 i=1.n, (2.32)

so ezistiert ein & > 0, so dass fir « — & (von oben) der Wert n gegen unendlich geht
und S(P,n) den gesamten Zustandsraum beinhaltet. & ergibt sich hierfir zu:

—2

p— (2.33)

o =
wobei q die kleinste Anzahl der verschobenen Eigenwerte fiir o > & bezeichnet.
(Beweis siehe Anhang 9.1.4)
Aufgrund von Satz 2.7 ist es also moglich, fiir Strecken ohne Eigenwerte mit positivem Re-

alteil den Bereich S(P,n) auf den gesamten Zustandsraum auszudehnen. Dies ist insofern

plausibel, da es in solchen Systemen keine interne “Kraft” gibt, welche den Zustandspunkt
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in einer Richtung mit abstandsproportionaler Stirke von der Ruhelage “wegdriickt” und
somit in dieser Richtung eine feste Grenze fiir den Bereich S setzen wiirde.

Falls alle Eigenwerte von A in der offenen linken Halbebene liegen (Re(A(A)) < 0), ist
& > 0. In diesem Fall stellt & eine Untergrenze fiir eine sinnvolle Wahl von a dar. Eine
weitere Verkleinerung von a wiirde zu keiner Vergroflerung des Einzugsbereichs, sondern

nur zu einer langsameren Regelung fithren.

Satz 2.8 : Wenn a > & bzw. so gewdhlt wird, dass q > 1 ist, so gilt:

d
W = £ <0 (2.34)
dP

(Beweis siehe Anhang 9.1.5)

Dies bedeutet, dass die Bereiche S(a) = S(P(«), n(a)) mit wachsendem « kleiner werden
und ineinander liegen. Umgekehrt werden die Bereiche S(a) mit fallendem « immer grofer.
Die maximal méglichen Bereiche sind im Folgenden nochmals in Abhéngigkeit von der

Lage der Eigenwerte von A zusammengefasst:

e Falls alle Eigenwerte in der geschlossenen linken Halbebene liegen, Re();) < 0, kann

der gesamte Zustandsraum als Einzugsbereich abgeschitzt werden. (siehe Satz 2.7)

e Falls genau ein Eigenwert in der offenen rechten Halbebene liegt, Re(A;) > 0, so be-

schreibt S(aw = —2Re(\2)) den exakten Einzugsbereich des Systems. (siehe Satz 2.6)

e Falls mehr als ein Eigenwert in der offenen rechten Halbebene liegt, wichst S(«)
fiir & — 0 kontinuierlich an (siehe Satz 2.8). Im Grenzfall @ = 0 beschreibt S einen
Bereich, in welchem gilt V = 0. Die Trajektorien simtlicher Punkte innerhalb von
S verlaufen dann auf Niveauflichen von V. Die Regelung stabilisiert die Ruhelage
in diesem Grenzfall zwar noch, allerdings nicht mehr asymptotisch. Fiir o = 0 ist
damit genau der Grenzfall zwischen asymptotisch stabilen und instabilen Verhalten
erreicht. Wie bei der Auslegung der Regelung erhofft, ergibt sich fiir diesen Grenzfall
tatsichlich der grofite Bereich S.

Wendet man die vorgestellte Regelung auf Systeme 2. Ordnung an, so beschreiben die
obigen Punkte genau die Ergebnisse, welche in [4] fiir allgemeine lineare und teilweise

auch nichtlineare Regelgesetze fiir Systeme 2. Ordnung gefunden wurden.



2.3. EIGENSCHAFTEN DER REGELUNG 31

Nachtrag zur Berechnung von 7

Betrachtet man bei der Berechnung von 7 die Nebenbedingung des Optimierungsproblems
in der Form (2.22), so erkennt man, dass auch in den geséttigten Gebieten des Zustands-
raums nur dann V = 0 erfiillt werden kann, wenn die Matrix ® = —aP + 2Pbb”P nicht
negativ definit ist. In diesem Nachtrag soll nun gezeigt werden, unter welchen Bedingungen

diese Forderung erfiillt ist.

Zur Uberpriifung, wann ® sicher nicht negativ definit ist, bildet man b”®b
b’ ®b = —ab’Pb + 2b"Pbb’ Pb = b’ Pb(—a + 2b"Pb). (2.36)

Beriicksichtigt man auBerdem, dass laut Satz 2.5 fiir b Pb gilt:

b'Pb =7+ ¢
so wird daraus:
b"®b = b’ Pb(—a + 27y + qa). (2.37)

e Fiir instabile A existiert mindestens ein Eigenwert mit positivem Realteil. Damit

gilt auf jeden Fall v > —(¢—1)% und somit ist b"®b > 0. = ® nicht negativ definit.

e Fiir stabile A mit n > 1 und a > & ist aufgrund der Definition von & ebenfalls

v > —(q—1)§. = @ nicht negativ definit.

e Fiir stabile A mit n = 1 ist A = A < 0. Ersetzt man ® durch AP + PA = 2AP,

erkennt man, dass in diesem Fall ® immer negativ definit ist.

Abgesehen von stabilen Systemen 1.Ordnung ist die Bedingung, dass ® nicht negativ
definit ist, bei einer sinnvollen Wahl von « immer erfiillt.

Fiir stabile Strecken 1. Ordnung ist der vorgestellte Entwurf jedoch nicht interessant
bzw. zu aufwéndig. Diese konnen mit jeder beliebigen Riickfiihrung der Form v = —kx
stabil geregelt werden. Ferner kann man mit einer beliebigen Ljapunow-Funktion der Form
V = 22P mit P > 0 fiir diese Systeme zeigen, dass sich der Einzugsbereich der Ruhelage

auf den gesamten Zustandsraum erstreckt.
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<<
@

0 2 4 6
T Winkel in [rad]
Bild 2.4: S(a) fir « = 2,3,4,5,6 Bild 2.5: V/V auf 9S(a) fiir o = 2,3,4,5,6

(von auBen nach innen) (von oben nach unten)

Beispiel

Zur Veranschaulichung der Aussagen von Satz 2.6 und Satz 2.8 sind in Bild 2.4 bzw.
Bild 2.5 die Ergebnisse fiir die Anwendung der Regelung auf das Beispielsystem (2.1)
gezeigt. Wie in Bild 2.4 zu erkennen, nimmt die Gréfie von S(«) mit wachsendem « ab.
Entsprechend Satz 2.6 ist S(«) fiir @« < 2 konstant, da in diesem Bereich nur ein Eigenwert

von A, namlich der bei +1, verschoben wird.

Die Singularidt der Matrix P fiir eine Wahl von o < 2 kann man daran erkennen, dass
die groBte Ellipse in Richtung des stabilen Eigenwertes von A (vy = [I — 1]7), der den
Nullraum von P aufspannt, eine unbegrenzte Ausdehnung aufweist und somit zu zwei

Parallelen entartet.

In Bild 2.5 ist der Verlauf von V/V auf dem Rand von S dargestellt. Wie erwartet,
liegt dieser im Intervall [—a;0]. Ferner zeigt sich, dass fiir o« = 2 der Verlauf von V/V
auf dem gesamten Rand zu 0 wird (die beiden Spitzen bei —2 liegen in Richtung des
stabilen Eigenwertes bzw. des Nullraums von P). Dies bestétigt, dass S fir a < 2 den

Einzugsbereich exakt beschreibt. (siehe Satz 2.6)

Die Beobachtung, dass auf allen Kurven die Punkte mit V = 0 in derselben Richtung,
némlich bei einem Winkel von 7 bzw. der Richtung von b liegen, entspricht genau dem

Ergebnis der Optimierungsrechnung.
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2.3.3 Zielkonflikt bei konstantem Regelgesetz

Kombiniert man die Aussagen von Satz 2.8 und Satz 2.4, so wird deutlich, dass sich bei
Verwendung eines konstanten Regelgesetzes der folgende Zielkonflikt ergibt:

Mit wachsendem o wird die Regelung immer schneller, aber der nachweisbare Einzugsbe-
reich S(a) wird immer kleiner.

Dieser Zielkonflikt bildet die Grundlage der im néichsten Kapitel vorgestellten struktur-

variablen Regelung.
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Kapitel 3

Sattigende strukturvariable Regelung

3.1 Ansatz

Wie im vorhergehende Kapitel gezeigt, fithrt die dort vorgestellte Regelung zu einem
Zielkonflikt zwischen der Dynamik bzw. der Platzierung der Eigenwerte des geregelten
Systems und dem nachweisbaren Einzugsbereich S(a) = S(P(«),n(«)). Um diesen Kon-
flikt zu mindern, bietet es sich an, den einzigen Parameter des Reglerentwurfs, o, abhéngig
vom Zustand x im Betrieb zu variieren. Der sich hieraus ergebende strukturvariable Reg-
ler wird im Folgenden als a-Regler bezeichnet. Die Variation von « soll so erfolgen, dass
sich der aktuelle Zustand x immer im nachweisbaren Einzugsbereich S(«) befindet. Falls
man also fiir « ein Intervall [in, Qunae] zulassen will, erscheint folgende Auswahlstrategie
fiir o naheliegend:

Wihle das grifitmégliche v aus dem Intervall [min; Qmaz), fiir welches x in S(«) liegt.
Die Umsetzung dieser Strategie kann nun auf zwei verschiedene Arten erfolgen. Zum
einen durch kontinuierliche Variation von «, in diesem Fall spricht man auch von einer
weichen Variation von a bzw. einer weich strukturvariablen Regelung, zum anderen durch
Schalten zwischen einer endlichen Anzahl von Werten {aj...a;}, welche im Folgenden
auch als diskrete Variation bezeichnet wird. Da die erstere Methode keine Spriinge in der
Stellgrofle aufweist, stellt diese die bevorzugte Variante dar. Bei manchen Anwendungen
ist aufgrund mangelnder Rechenleistung eine weiche Variation jedoch nicht moglich. Fiir
diese muss auf eine diskrete Variation zuriickgegriffen werden, welche deshalb in diesem

Kapitel auch beschrieben wird.

35
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Die Bestimmung von « entsprechend obiger Auswahlstrategie fiithrt auf das Optimierungs-

problem:

max « (3.1)

NB:  x"P(a)x < n(a). (3.2)

Laut Satz 2.8 liegen die Bereiche S(«) ineinander. Deshalb muss sich x fiir das groite «
am Rand von S(«) befinden. Anstelle des obigen Optimierungsproblems soll deshalb « im

Falle einer kontinuierlichen Variation iiber die implizite Gleichung
x"P(a)x = f1(a) (3.3)

mit  — 1 (z.B. 8 = 0.99) bestimmt werden. Sobald das « aus (3.3) groBer als aq, ist,
wird « auf o4, reduziert.

Im Falle eines diskreten Schaltens zwischen einer endlichen Anzahl von Werten a kann das
Optimierungsproblem (3.1), (3.2) direkt gelost werden. Ein numerisch effizienter Suchal-
gorithmus ist in Abschnitt 3.4.3 beschrieben.

3.2 Stabilitat

3.2.1 Stabilitidt bei kontinuierlicher Variation von «

Die Variation von « entsprechend (3.3) fiihrt zu einem in zweifacher Weise nichtlinearen
Stellgroenverlauf wug

us = sat(u) = sat(—b’ P(a)x).

Die auf die Strecke tatséchlich wirkende Stellgrofe ug weist einerseits aufgrund der Sétti-
gungsfunktion sat(u) eine Nichtlinearitét auf, andererseits fithrt die Variation von « zu
einer nicht konstanten Zustandsriickfiilhrung u = —b?P(a)x.

Die Auswirkung der Sattigungsfunktion auf die Stabilitéit liegt im wesentlichen darin,
dass bei einem konstanten v asymptotische Stabilitét nur innerhalb eines Bereichs S(P, 7)
nachgewiesen werden kann. Dies geschieht, wie in Abschnitt 2.3.2 gezeigt, mit Hilfe der
Ljapunow-Funktion

Vo, =x'P(a)x, (3.4)
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wobei der Index « anzeigen soll, dass « in (3.4) ein konstanter Parameter der Funktion
ist. Solange x in S(P,n) liegt, ist die Ableitung V,, negativ-definit.

Um die Stabilitdt der Regelung mit variierendem « zu zeigen, soll die Funktion
V =x"P(a(x))x (3.5)

verwendet werden, wobei nun « und P entsprechend der Auswahlstrategie (3.3) variiert
werden und somit vom Zustand x abhéingen. Bei der Bestimmung von V sind nun zwei

Falle zu unterscheiden:

1. Die Losung von (3.3) liegt im zulédssigen Intervall [amin; Qimaz|. Solange dies der Fall

ist, wird « tatséchlich variiert und es gilt:
V =x"P(a)x = pn(a).

2. Die Losung von (3.3) ist grofler als g, In diesem Fall wird o = aypq, gesetzt und

ist somit konstant. (& = 0)

Im ersten Fall wird V zu:

. AP d
V = <"Px + x"Px +x" " xa = g6
S ——

da da (3.6)

Va
Da x € S(a), ist V,, < 0. Laut Satz 2.8 ist P’ > 0 und 7/ < 0. Deshalb folgt aus (3.6)
a>0 (3.7)

und damit

V =pna <. (3.8)

Solange « variiert wird, ist also V < 0 und o wiichst bis o = Qmaz- Sobald o = e, ist,
wird & = 0 und man erhilt fiir V

V =x"Px+x"Px < 0. (3.9)

Va

In beiden Fillen ist also V < 0. Somit ist die Regelung mit variierendem o asymptotisch
stabil. Der Einzugsbereich entspricht dem Einzugsbereich einer Regelung mit o = aunin
also dem grofiten Einzugsbereich aller « € [aunin; Qumas]. Allerdings wird durch die Varia-
tion von « die StellgroBe deutlich besser ausgenutzt als mit einer konstanten Wahl von

Q = Qypin, Was am Beispiel in Abschnitt 3.3 verdeutlicht wird.
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3.2.2 Stabilitiat bei diskreter Variation von «

Ahnlich wie z.B. in [1] und [19] beschrieben, kann die Stabilitit der Regelung bei diskreter

Variation von « gezeigt werden, falls fiir alle a;. ; mit ;1 > o

1. die Schaltfliche 0S(P;, n;) auf der von «;_1 nach «a; geschaltet wird, Niveaumengen

einer im Bereich S(P;,7;) giiltigen Ljapunow-Funktion ist und

2. die Schaltflichen ineinander geschachtelt sind: S(P;,n) C S(P;_1,m-1) C ... C
S(P1,m).

Der Bereich S(Py, ;) gehort dann sicher zum Einzugsbereich der strukturvariablen Re-
gelung.

Beweis: Laut Voraussetzung 1 ist V; = x'P;x eine giiltige Ljapunow-Funktion, d.h.
Vi < 0. Da weiterhin die Schaltfliche OS(P;,m;) eine Niveaumenge von V; ist, bleibt der

Zustand auf jeden Fall innerhalb von S(P;,n;).

e Falls i < [ ist, folgt aus V; < 0, dass der Zustand asymptotisch gegen die Ruhela-
ge strebt. Vor dem Erreichen der Ruhelage muss der Zustand auf die Schaltflache
OS(P;y1,mi41) treffen. Dies wiederholt sich bis ¢ = [ gilt.

e Sobald i = [ ist, folgt aus V; < 0 die asymptotische Stabilitit des Systems.

O
Zwischen dem Nachweis der Stabilitat bei kontinuierlicher und bei diskreter Variation

bestehen grofie Ahnlichkeiten. Dies gilt auch fiir die Voraussetzungen:

e In beiden Fillen werden Ljapunow-Funktionen fiir die Regelung mit konstantem «

vorausgesetzt (V,, bei kontinuierlicher und V; bei diskreter Variation).
e In beiden Fillen wird a auf dem Rand 0S(P, n) dieser Ljapunow-Funktionen variiert.

e Ein zentraler Punkt bei der kontinuierlichen Variation von « ist die Voraussetzung,
dass P’ > 0 und 1’ < 0 gilt. Diese Forderung fiihrt bei einer diskreten Variation

automatisch dazu, dass die Schaltflichen ineinander geschachtelt sind.

Falls also P(«) und 7(«) so bestimmt wurden, dass eine stabile, kontinuierliche Variation

moglich ist, sind auch die Bedingungen fiir eine diskrete Variation von « erfiillt. Eine
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Approximation der kontinuierlichen Variation durch eine diskrete Variation ist deshalb

immer moglich.

3.3 Beispiel

Ein in der Literatur gerne verwendetes Beispiel fiir strukturvariable Regelungen stellt
die Tiefenregelung eines U-Boots dar [2], [14]. Die Dynamik des U-Boots wird dabei

approximiert mit:

01 0 0
X = [0 0 1 x+ | 0 | sat(u)
0 0 —0.005 1

T

x(0) = [0 0 —0.004
= 2.5e—5.

umax

Die Tauchtiefe entspricht der ersten Komponente x; des Zustandsvektors x. Ziel der Re-

gelung ist es, die Anfangsstorung x(0) moglichst schnell auszuregeln.

-10} T : 2l \
/// 1r !

_20, // | I\
T1 + u Of 7
|
|

-30¢ ’

/- * ) — zeitoptimal -1 g
” — a-Regler
407 WSVR nach [2] | -2r
---ofix
-50 ‘ ‘ ‘ ‘ -3 ‘ ‘ ‘ ‘
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
t (in sec) t (in sec)
(a) Tauchtiefe x; in m (b) Stellgréfe u

Bild 3.1: Simulationbeispiel: U-Boot-Dynamik

Fiir den a-Regler wurde ein Intervall o € [0.01;0.58] vorgegeben und der Parameter 3 in
der Auswahlstrategie (3.3) zu 0.95 gewihlt. Zur Bewertung des a-Reglers sind in Bild 3.1

auch die Tauchtiefen- und Stellgroflenverldufe einer zeitoptimalen Regelung, einer weichen
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Bild 3.2: Variation von «

strukturvariablen Regelung nach [2] und einer Regelung mit festem o = 0.0111 dargestellt.
Der feste Wert von o = 0.0111 ist so gewéhlt, dass sich der Anfangszustand entsprechend
der Auswahlstrategie (3.3) im gesicherten Einzugsbereich der Regelung befindet.

Die zeitoptimale Regelung stellt eine natiirliche Grenze fiir die erreichbare Dynamik dar
und dient deshalb als Referenzgréfie fiir die Bewertung der Regelungen. Als Maf fiir
die Dynamik der Regelungen ist in Tabelle 3.1 die Zeit Ty bis zum Erreichen einer

Tiefe von 0.1m gegeben. Wie zu erwarten war, erzielt der a-Regler durch die erheblich

Regler | zeitoptimal | a-Regler | WSVR nach [2] | « fest
T 041 707 792 1013
To1/Topt 1 1.31 1.46 1.87

Tabelle 3.1: Vergleich der Ausregelzeiten (absolut und relativ zur optimalen Zeit)

bessere Ausnutzung der Stellgrofle ein deutlich besseres Ergebnis als die Regelung mit
festem a. Die dargestellte weiche strukturvariable Regelung WSVR nach [2] stellt eine der
schnellsten in der Literatur zu findenden Regelungen fiir das Beispiel dar. Bei ihr wird
auch eine variable Zustandsriickfithrung verwendet. Die Variation der Riickfithrung erfolgt
dort jedoch so, dass mit Hilfe von Ljapunow-Funktionen immer sat(u) = u sichergestellt
werden kann (siehe auch Abschnitt 1.4). Wie man in Bild 3.1(b) erkennen kann, fiihrt

dies zu einer geringeren Stellgréfenausnutzung, was sich in einer entsprechend léngeren
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Ausregelzeit niederschlagt.
Basierend auf den Werten in Tabelle 3.1 kann der vorgestellte a-Regler im Vergleich zu

den existierenden Reglern als durchaus leistungsfihig eingestuft werden.

3.4 Algorithmus zur Bestimmung von «
Entsprechend (3.3) muss fiir die Bestimmung von « eine Nullstelle von
An(a,x) = x"P(a)x — f(a) (3.10)

gefunden werden. Ein fiir solche Probleme sehr géngiges Verfahren ist der Algorithmus
von Dekker-Brent. Dieser wird sowohl in [28] zur Nullstellensuche vorgeschlagen, als auch
in Matlab in der Funktion fzero zu diesem Zweck verwendet. Fiir das gegebene Problem
hat sich jedoch der im Folgenden vorgestellte Algorithmus als deutlich effizienter heraus-

gestellt.

3.4.1 Beschreibung des Algorithmus

Die Grundidee des Algorithmus ist die Nullstellensuche von (3.10) nicht am Punkt x
durchzufiihren, sondern das Problem in Richtung b zu projizieren und dort zu lésen. Dies
hat den Vorteil, dass in Richtung b die Nullstelle von (3.10) analytisch gefunden werden
kann. Da die Projektion des Problems in Richtung b fehlerhaft ist, hat der vorgeschla-
genen Algorithmus auch iterativen Charakter. Die Ergebnisse zeigen jedoch, dass dieses

Vorgehen giinstiger ist.

Ablauf des Algorithmus:

1. Bestimmung des Intervalls [a;; as] innerhalb dessen das gesuchte « liegen muss.

Hierzu muss gelten An(ay,x) < 0 und An(aq,x) > 0.

2. Projektion des Problems in Richtung b: Unter einer Projektion verstehe man
im Folgenden die Verschiebung von x auf einer Niveaumenge der Funktion V; =

xTP(a;)x. In Richtung b wird damit aus dem Punkt x der Punkt a;b mit:

xTP ()%

5B (a)b: (3.11)

a; =
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0.5

Bild 3.3: Nullstellensuche in Richtung b

Durch die Projektion (3.11) dndert sich der Wert von An nicht, so dass auch in
Richtung b gilt:

An(al,alb) < 0

An(ag,asb) > 0.

In Richtung b kann mit (2.30) und (2.31) aus der Bedingung An(a,ab) = 0 ein

expliziter Ausdruck fiir a(«) gefunden werden:

0 = a’b’Pb - pn(a)

B a v+ a5
0 = CLQ(’}/ + qE) - 46 (27 + (q _21>a)2u1271ax
0 _ 2 46“%1(11‘
- (27 + (¢ — De)?
S a(a) = \/Bo—mas (3.12)

@r+ (g D)
In Bild 3.3 ist der Zusammenhang (3.12) sowie die Punkte p; = (a1, a;) und py =
(cvg, ag) fiir den mittleren Testfall aus Tabelle 3.2 dargestellt.
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3. Losen des Problems in Richtung b: Die gesuchte Losung muss auf der Kurve
a(a) entsprechend (3.12) liegen. Ferner muss die Riickprojektion von ab auf einer
Niveaumenge von V' = x” P(a)x wieder auf den Punkt x fithren. Letztere Bedingung
ist in Bild 3.3 durch die Kurve a = m(«) dargestellt. Approximiert man m(«) durch

die Gerade:

a2 — aq

a=a + (a—ay) =ay + k(o —aq), (3.13)

Qg —
k

so ergibt sich fiir den gesuchten Schnittpunkt der Kurven a(«) und m(«) eine qua-

dratische Gleichung:

2umax

wke o) = VG )

k(g —1)a? + ((ay — kar)(q — 1) + 2ky)a + ...

e+ 27(ay — kay) — Qﬂumax = 0. (3.14)

Die gesuchte Losung a3 von (3.14) ist die, welche im Intervall [o; ae] liegt.

4. Kontraktion des Suchintervalls: Als letzter Schritt wird An(ag,x) berechnet.
Falls An(as,x) < 0 ist, wird das Suchintervall auf [as, as] verkleinert, ansonsten auf

[a1; as]. Mit diesem verkleinerten Suchintervall wird die néchste Iteration gestartet.

Wie in Bild 3.3 zu sehen, kann m(«) sehr gut mit einer Geraden approximiert werden.
Aus diesem Grund konvergiert der vorgeschlagene Algorithmus sehr schnell zur gesuchten

Losung, wie auch das folgende Beispiel bestétigt.

3.4.2 Numerisches Beispiel

Um die Leistungsfiahigkeit des Algorithmus zu zeigen, wird dieser auf das Beispielsystem
(2.1) aus Abschnitt 2.1 angewandt. Die erzielten Ergebnisse sind in Tabelle 3.2 zu finden.
Wie dort zu sehen ist, wurde zum Testen ein sehr grofies Anfangsintervall fiir o vorgege-
ben. Auflerdem wurde der Zustandspunkt senkrecht zur Richtung b gewéhlt. Aufgrund
dieser beiden Punkte wird der durch die Projektion verursachte Fehler relativ grof3. Fiir

den projektionsbasierten Algorithmus stellt das numerische Beispiel deshalb einen der
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Startintervall fiir o [2.001; 20] [2.001; 20] [2.001; 20]
Zustand x: [04 0]" [02 0]" [0.01 0]"
a exakt 2.8533 3.8958 16.8477
16} 1 1 1
4.0322 | 2.2156
2.9522 | 2.0483 3.9018 | 3.6848 16.8894 | 18.3777
2.8576 | 2.9312 3.8961 | 3.6848 16.8483 | 17.062
Iterationsfolge von «
2.8535 | 2.8410 3.8958 | 3.7429 16.8477 | 16.8628
Projektion | Dekker-Brent
2.8533 | 2.8531 3.8996 16.8478
2.8533 3.8957 16.8477
3.8958

Tabelle 3.2: Nullstellensuche mit Dekker-Brent- und Projektions-Algorithmus

ungiinstigsten Falle dar. Trotzdem konvergiert der vorgeschlagenen Algorithmus bei allen

drei Testfiallen deutlich schneller als das Verfahren nach Dekker-Brent.

3.4.3 Diskrete Bestimmung von «

Falls a aus einer endlichen Menge von Werten ausgewéhlt wird, werden zu diesen oy

Werten vorab die entsprechenden Riccati-Gleichungen offline gelost und die sich ergeben-

den Matrizen P; und Einzugsbereiche S;(P;, n;) abgespeichert. Im Betrieb muss dann nur

noch aus einer Menge von [ Werten der grofite a Wert gefunden werden, welcher die Forde-

rung (3.2) erfiillt. Der im Folgenden beschriebene Bisektions Algorithmus (siehe z.B. [28])

16st dieses Problem mit log, (I —1) Rechenschritten und kann als Standardalgorithmus zur

Losung einer solchen Suche angesehen werden.

e Es werden die Losungen P; bzw. n; fiir (27 + 1) a Werte berechnet und in aufstei-

gender Reihenfolge abgespeichert (11 > «;). In der Praxis wurden gute Ergebnisse

mit z.B. 65 oder 129 Stiitzstellen fiir o erzielt.

e Die Auswahl des grofite o Wertes kann nun durch das im Folgenden beschriebene

wiederholte Halbieren des Suchintervalls erfolgen:
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1. Es wird iiberpriift, ob die gesuchte Losung im Intervall [ag; qna,] liegt. Hierzu
wertet man x?Pyx > 1, und X  P,,05X < Npae aus. Falls die letzte Ungleichung
erfiillt ist, lautet die Losung o = ay,4.. Falls die erste Ungleichung erfiillt ist,
wird a = ay gesetzt. Falls beide Ungleichungen nicht erfiillt sind, liegt die

gesuchte Losung im Intervall |ag; ap[ mit a =1 und b=2"4+1=1.

2. Zur Halbierung des Suchintervalls testet man das o an der Stelle ¢ = 0.5(a+b),
also in der Mitte des Intervalls:
Falls xIP.x < 1, ist, wird a = ¢ gesetzt;
falls xTP x > 7, ist, wird b = ¢ gesetzt;

falls x' P x = 7, ist, stellt o, die gesuchte Lésung dar.

3. Schritt 2 wird (r — 1)-mal wiederholt (bis b = a + 1). Die gesuchte Losung ist

dann «,.

Durch Zulassen von diskreten @ Werten und vorab Berechnung der entsprechenden Ma-
trizen P; bzw. der Werte 7); reduziert sich somit der Online-Rechenaufwand zur Losung
des Optimierungsproblems (3.1), (3.2) erheblich.

Diesem Vorteil stehen hauptséchlich die unerwiinschten Spriinge in der Stellgrofie ge-
geniiber, welche sich beim Schalten von einem diskreten o Wert zum néchsthoheren er-
geben. Durch Bereitstellung einer gentiigend groflen Anzahl von a Werten bzw. Reglern,
zwischen denen geschaltet wird, konnen die Spriinge in der Stellgrofie jedoch beliebig stark

gemindert werden.
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Kapitel 4

Modifikation des a-Reglers zur

besseren Stellgroflienausnutzung

In Abschnitt 3.3 wurde die Leistungsfahigkeit des a-Reglers anhand eines Beispiels de-
monstriert. Beziiglich der existierenden Regelungen ist der a-Regler als durchaus gut
einzustufen. Im Hinblick auf die zeitoptimale Losung bzw. auf die Stellgrofenausnutzung
besteht aber offensichtlich noch Verbesserungspotential. Der im Folgenden vorgestellte
Ansatz zur Modifikation der a-Regelung ist sicher stabil und hat sich bei allen bis jetzt
betrachteten Systemen sehr gut bewéhrt. Allerdings existiert kein Beweis, dass die vor-
gestellte Modifikation zu einer schnelleren Ausregelung von Storungen fiihrt. Stattdessen

konnen nur die Uberlegungen dargelegt werden, welche die Modifikation motiviert haben.

4.1 Vergroflerung von u

Fiir den Nachweis der Stabilitéit (Abschnitt 3.2) wurde benétigt, dass die Ableitung V,
(der Index soll andeuten, dass « nicht variiert wird) negativ definit ist. Betrachtet man
Va

Vo = x'(ATP, +P,A)x + 2x P bsat(u,) (4.1)

Uy, = —b'P.x, (4.2)

so erkennt man, dass die Verwendung einer Stellgrofle u, die dasselbe Vorzeichen, aber

einen groferen Betrag als u,, aufweist, zu einer schnelleren Abnahme von V/, fiihren wiirde.

47
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Bild 4.1: Vergleich von u = u, und u = 2u,

In Bild 4.1 ist fiir das Beispiel 3.3 der Verlauf des urspriinglichen a-Reglers und der ei-
nes Reglers mit der Riickfithrung u = —2bTP,x = 2u, gezeigt. Obwohl der Regler mit
u = 2u, in der Anfangsphase eine bessere Stellgrolenausnutzung erreicht, kann durch die
Modifikation die gesamte Ausregelzeit nicht verkiirzt werden. Im Gegenteil, sie verlangert
sich sogar um ca. 10 sec. Der Grund hierfiir ist, dass bei der obigen Uberlegung nur die Dy-
namik der aktuellen Ljapunow-Funktion beriicksichtigt wurde. Da sich die Matrix P aber
verdndert, kann eine starke Abnahme von V' beziiglich der aktuellen Matrix P, zu einer
Zunahme von V' beziiglich einer Matrix P,« mit a* > « fithren. Um nun zu entscheiden,
wann eine Erhchung von u giinstig fiir den gesamten Ausregelvorgang ist, wird deshalb
neben u, auch u,, = u,,,,,, also die Riickfiihrung mit dem groiten o betrachtet. Eine fiir
den gesamten Vorgang giinstige Erhchung von u erscheint dann sinnvoll, wenn w,, und
U, das gleiche Vorzeichen haben. In diesem Fall nimmt sowohl V,, als auch V,, =V,

Qmazx

schneller ab. Basierend auf dieser Uberlegung lautet die erste Modifikation der Regelung:

In den Bereichen, wo u,, und u, das gleiche Vorzeichen haben und |uy,| > |us| ist, ver-

wendet man statt u, den Wert u,,.
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4.2 Kompromissbildung in u

Die Modifikation von u in den Bereichen, wo u,,, und u,, verschiedene Vorzeichen besitzen,
bzw. WO || < |uq] ist, soll zum einen stetig an die obige Modifikation anschlieflen, zum
anderen soll auch in diesen Bereichen versucht werden, eine fiir den gesamten Vorgang
giinstige Modifikation zu finden. Um beide Ziele zu erreichen, wird in diesen Bereichen
ein u; bestimmt, welches einen Kompromiss zwischen u,,, und u, darstellt. Die Grundidee
dieses Kompromisses ist, von der Forderung V, = —aV, abzuweichen und eine etwas
kleiner Abnahme innerhalb der aktuellen Ljapunow-Funktion V,, zuzulassen. Die Wahl

von uy soll deshalb so nahe an w,, erfolgen, wie die Forderung:
V, = x"(ATP, + P,A)x + 2x" P, bu;, = —aV, f (4.3)

mit 0 < f < 1 zuldsst. Der Parameter f ist demnach ein Maf fiir die Moglichkeit zur
Kompromissbildung. Fiir f — 1 liegt u; entsprechend nahe bei u,, wahrend fir f — 0
eine relativ groffe Abweichung von wu; gegeniiber u, moglich wird. Die Bestimmung von

uy, entsprechend (4.3) hat folgende Vorteile:

1. Die Stabilitét der Regelung wird durch die Modifikation nicht beeintrachtigt, denn es

gilt entsprechend (4.3) weiterhin V,, < 0, wie fiir den Stabilitéitsnachweis gefordert.

2. Die Berechnung von P sowie die Auswahl des aktuellen o kann weiterhin wie in
Kapitel 3 beschrieben erfolgen, so dass sich der gesicherte Einzugsbereich durch die

Modifikation nicht verandert.

3. Die Stérke der Verdnderung von u richtet sich danach, wie grof§ der Einfluss von u
auf V,, ist. Falls u, = —b’P,x — 0 geht, kann man in (4.3) erkennen, dass auch
der Einfluss der Stellgrofie auf V,, immer mehr verschwindet (Va = ... — 2uguy).
Anstatt in diesen Phasen ein u, mit einer sehr kleinen Amplitude zu verwenden,
ist es fiir den Ausregelvorgang sicher giinstiger, ein u; nahe w,, mit entsprechend

groBer Amplitude zu verwenden, was durch (4.3) ermoglicht wird.

Zusammengefasst lautet die zweite Modifikation der Regelung:
In den Bereichen, wo u,, und u, verschiedene Vorzeichen haben oder wo |u,,| < |u.| ist,

verwendet man statt u, ein ug, welches maglichst nahe bei u,y, liegt und (4.3) erfillt.
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4.3 Beispiel fiir die modifizierte Regelung

Obwohl nicht nachgewiesen werden konnte, dass die beschriebene Modifikation der Rege-
lung zu einem schnelleren Ausregeln von Anfangsstorungen fiihrt, war in allen untersuch-
ten Beispielen eine deutliche Verbesserung durch die Modifikation zu erreichen. Beispiel-
haft soll hier die bereits in Abschnitt 3.3 eingefiihrte U-Boot Dynamik betrachtet werden.
In Bild 4.2 und 4.3 sind neben den Ergebnissen des a-Reglers und des zeitoptimalen
Verlaufs auch die Ergebnisse des modifizierten a-Reglers mit f = 0.85 dargestellt. Die
Zeiten fiir die Ausregelung der Anfangsstorung sind in Tabelle 4.1 zusammengefasst. Wie

man erkennen kann, ist der modifizierte a-Regler deutlich schneller als der urspriingliche

a-Regler.

Regler | zeitoptimal | modifizierte a-Regler | a-Regler
Toa 541 626 703
Toa/Topt 1 1.157 1.299

Tabelle 4.1: Vergleich der Ausregelzeiten (absolut und relativ zur optimalen Zeit)

0 —
-5 I/I _
_10 [ I’ 7
-15f / 1
T1-20F / - --zeitoptimal 1
, a-Regler
/ —mod. a-Regler
_25 = ’l ,
-30- y -
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_40 | | | | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800

t (in sec)

Bild 4.2: Vergleich der Tauchtiefen
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Bild 4.3: Vergleich der Stellgrofien
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Kapitel 5

Modifikation des a-Reglers fiir

unsichere Strecken

Neben der erreichbaren Dynamik stellt die Robustheit einen wichtigen Punkt bei der
Auslegung einer Regelung dar. In diesem Kapitel soll deshalb gezeigt werden, wie die
vorgestellte Regelung robust gegeniiber Unsicherheiten in den folgenden Gréfien ausgelegt

werden kann:
e der Systemmatrix A,
e dem Eingangsvektor b,
e der verfiigharen Amplitude der Stellgrofie w,,qz.

Da der vorgestellte Ansatz immer zu einem Regler mit unendlicher Verstarkungsreserve
fiithrt, konnen fiir u,,,, und b sehr einfach multiplikative Unsicherheiten zugelassen werden
(siche Abschnitt 5.0.1).

Beziiglich Unsicherheiten in A werden zwei Moglichkeiten betrachtet. In Abschnitt 5.1
wird detailliert darauf eingegangen, wie der Reglerentwurf modifiziert werden kann, damit
Unsicherheiten, welche eine spezielle Struktur aufweisen, namlich so genannte matched
uncertainties, kompensiert werden konnen. Im Anschluss daran wird in Abschnitt 5.2
auch auf die Moglichkeit zur Kompensation beliebig strukturierter Unsicherheiten in A
eingegangen. Letzteres fithrt jedoch auf eine Riccati-Gleichung, deren Losbarkeit nicht

allgemein sichergestellt werden kann.

33
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5.0.1 Unsicherheiten in b und u,,,;

Fiir den Eingangsvektor b und die Stellgrofenamplitude ., wird angenommen, dass
die Unsicherheiten multiplikativen Charakter haben und betragsméfig grofler oder gleich
einem nominellen Wert sind. Das heifft der wahre Eingangsvektor b lasst sich darstellen

als
b=(_(t)by ((t)>1 (5.1)

mit dem nominellen Eingangsvektor by und der multiplikativen, zeitvariablen Unsicherheit
¢(t). Ohne eine weitere Einschrankung der betrachteten Systeme kann die Wahl von by
so erfolgen, dass ((t) > 1 gilt.

Da es sich bei der Stellamplitude u,,,, um eine skalare Gréfie handelt, folgt aus der

Annahme einer multiplikativen, zeitvariablen Unsicherheit v(¢):

Umax = V(t)umaac,o V(t) >1 (52)

mit dem nominellen Wert w,,,, 0 keine Einschrénkung beziiglich der Anwendbarkeit des

Ansatzes.

5.1 Auslegung fiir matched uncertainties

5.1.1 Struktur der Unsicherheit in A

Um den in [21] beschriebenen Ansatz zu verwenden, wird die Unsicherheit in der System-
matrix A auf so genannte matched uncertainties eingeschriankt. Machted uncertainties
beschreiben Unsicherheiten in A, welche sich {iber den nominellen Eingangsvektor bg
darstellen lassen. Bezeichnet man mit Ay die nominelle Systemmatrix, so ist die Menge

aller Matrizen A mit matched uncertainties definiert als:

mit dem Vektor der zeitvariablen Unsicherheit q = q(t). Die betrachteten Unsicherheiten
in A lassen sich also exakt durch eine beschrinkte, zeitvariable Zustandsriickfithrung

kompensieren, was auch im Namen matched uncertainties zum Ausdruck kommt.
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Wie einfach zu erkennen ist, weisen z.B. sdmtliche Systeme, die in der haufig anzutreffen-

den Form ) ) o
0 1 0 0
0 .0
X = X + u (5.4)
0 0 1 0
ag Qap Ap—1 b
A b

vorliegen, eine solche strukturierte Unsicherheit beziiglich Variationen der Parameter
ag, ..., ap—1 auf. Trotz der Einschréinkung auf Unsicherheiten vom Typ (5.3) lassen sich
also immer noch eine signifikante Menge von Systemen behandeln.

Fiir eine sinnvolle Reglerauslegung miissen Schranken fiir q angegeben werden. Dies soll
durch Vorgabe eines Unterraums M, erfolgen, welcher durch die Vektoren q, aufgespannt

wird:
p
qEMq:{ZMiqi : liﬁuiém} C R™ (5.5)
i=1

Die Vektoren q; kénnen somit als Basis der Unsicherheit in der Matrix A angesehen wer-
den. Sie spiegeln oftmals die Variationen der Matrix A wider, welche sich durch Variation
einzelner physikalischer Parameter der Strecke ergeben (siehe z.B. Abschnitt 5.4.2).

Neben der Einschrénkung von q durch M, ist es fiir die Auslegung der Regelung nétig,
eine symmetrische, positiv-semidefinite Matrix F zu bestimmen, welche die Unsicherheit

q in folgender Weise begrenzt:
x'Fx > xTqq'x Vx e R", Vqe M,. (5.6)

Fiir eine wenig konservative Reglerauslegung muss F méoglichst klein gewihlt - bzw. qq?
moglichst knapp abgeschétzt werden. Schreibt man die rechte Seite in (5.6) mit Hilfe der

Basisvektoren q;
2
P
2
xTqq'x = (qu) = (Z uiquZ) , (5.7)
i=1
so wird ersichtlich, dass fiir jedes x die rechte Seite in (5.6) ihr Maximum

e entweder fiir p; = r;, falls xT'q; > 0 und p; = I, falls xTq; < 0 (Maximum in der

Klammer)
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e oder fiir p; = [, falls xTq; > 0 und p; = 4, falls x'q; < 0 (Minimum in der

Klammer)

annimmt. Um also (5.6) zu erfiillen, muss die Matrix F so gewihlt werden, dass (5.6) fiir

alle Ecken E,; des Gebiets M, erfiillt ist:
p
x'Fx >x'qq'x VxeR", q€ E, = {Z,uiqi Do = {li,ri}} ) (5.8)
i=1
Da F und qq’ symmetrische Matrizen sind, kann (5.8) durch die Betrachtung der Eigen-

werte von F — qq’ iiberpriift werden:

=1

p
ANi(F-aqq") >0 i=1l.n q€E,= {Z widi i = {li,n—}} : (5.9)

Basierend auf (5.9) bestimmt der folgende Algorithmus in 27 Schritten die gesuchte Matrix
F.

Algorithmus zur Berechnung von F:
1. Initialisieren von F mit F(1) =0

2. Schleife, bei der q alle Punkte in E, durchlduft. Fiir jedes q(k) (mit & = 1...27)
werden die Eigenwerte der Matrix F(k) — q(k)q(k)” untersucht. Treten negative

Eigenwerte A; auf, wird die Matrix F veréndert zu
F(k+1)=F(k) =Y _ Nvol, (5.10)

wobei v; die Eigenvektoren zu den Eigenwerten \; sind. Ansonsten ist F(k + 1) =
F(k). Durch die Modifikation von F entsprechend (5.10) wird sichergestellt, dass
F(k+ 1) —q(k)q(k)? keine negativen Eigenwerte mehr besitzt und somit (5.9) an
dieser Ecke von E, erfiillt ist. Aulerdem wird die Matrix F durch (5.10) nur ver-
grofert, so dass an den k — 1 bereits {iberpriiften Ecken es nicht zu einer Verletzung

von (5.9) kommen kann.
3. Nach Uberpriifung der letzten Ecke in E, ist die Bestimmung von F abgeschlossen:

F = F(2° + 1).
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5.1.2 Auslegung der Regelung

Fiir das System
x = Ax + bsat(u) (5.11)

mit einem A und b entsprechend (5.3) bzw. (5.1) lautet ein robust stabilisierender Regler
u = —bl Px, (5.12)

wobei die Matrix P anstelle der Riccati-Gleichung (2.10) die Riccati-Gleichung

1
(Ao +21)" P+ P (Ao +2T) — (2 - —) Pbobj P = —xF (5.13)
K
erfiillen muss. Die Bestimmung von F erfolgt, wie in Abschnitt 5.1.1 beschrieben. Eine
Abschitzung des Einzugsbereichs S(P, ) ist gegeben mit:
4bl'Pb, 9

U . 5.14
(ngPbQ N 01)2 max,0 ( )

77:

Damit die Riccati-Gleichung (5.13) sicher eine positiv-semidefinite Losung besitzt, muss
((Ao + %I) ,bobg) stabilisierbar sein und der Parameter x grofler als k* = 0.5 gewahlt
werden. (siehe dazu auch Abschnitt 2.3.1) Die verbleibende Freiheit bei der Wahl von &
kann sinnvollerweise dazu genutzt werden, den Term b Pbgy zu minimieren, wodurch sich

eine maximale Ausdehnung von S in Richtung by ergibt (siehe auch (5.20)).

5.1.3 Stabilitatsnachweis

Fiir den Stabilitdtsnachweis der in Abschnitt 5.1.2 beschriebenen Regelung wird die
Ljapunow-Funktion V' = xTPx verwendet. Mit Hilfe von (5.11), (5.3) und (5.13) erhélt

man fiir V:
V = xU(ATP +PA)x + 2x"Pbsat(u)
= x7(A{P + PAy)x + 2x"Pbsat(u) + x’ gbi Px + x" Pbyq’ x
= x' (—aP — kF + (2 — 1) Pbyb{ P) x + 2x" Pbsat(u) + 2x" Pboq” x.
(5.15)

Aus

1 1 ’
—x"Pbbl Px — 2x"Pbyq”x + rx"qq’x = <TXTPb0 — ﬁqu) >0
K K
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kann 2x7Pboq’x nach oben abgeschiitzt werden zu:
1
2xTPbyqlx < xT (—PbobOTP + liqu) X. (5.16)
K

Unter Benutzung von F — qq’ > 0 (siche hierfiir Abschnitt 5.1.1) ergibt sich damit fiir

V als Obergrenze

V < x| —aP -k (F-aqd")+ (2— 1+ 1)Pbyb{P | x + 2x" Pbsat(u)
>0
< x' (—aP +2Pbgb{ P) x + 2x" Pbgsat(u) . (5.17)
i

Die Substitution von b durch den betragsméfig kleineren Vektor by ist dadurch moti-
viert, eine Obergrenze U fiir V zu finden, die nicht mehr von unbekannten Parametern
abhangt. In den ungeséttigten Bereichen des Zustandsraums ergibt sich mit dem Re-
gelgesetz (5.12) fiir U = —ax?Px. Aufgrund der sat-Funktion kann es jedoch Bereiche
im Zustandsraum geben, in denen U nicht mehr negativ ist. In diesen Fillen kann eine
analytische Abschétzung fiir den Einzugsbereich der robusten Regelung genauso wie in
Abschnitt 2.3.2 mit Hilfe der Ljapunow-Funktion V = x?Px gefunden werden. Der Wert

n der begrenzenden Niveaumenge ergibt sich hierfiir aus dem Optimierungsproblem

miny = x Px (5.18)
NB: U = 0 (5.19)
x € R™{0,N(P)},

wobei im Vergleich zu (2.21) die Nebenbedingung V = 0 durch die véllig dquivalente
Forderung U = 0 ersetzt wurde. Lost man dieses Optimierungsproblem, wie in Abschnitt

2.3.2 beschrieben, so erhélt man:

£2 - 2
LT+ umax =~ AT umax )
2bTPby — o 2bIPby —a Y

*

(5.20)

woraus die in (5.14) gegebene Abschitzung fiir den Wert der gesuchten Hohenlinie 7 folgt.
Ferner erkennt man in (5.20), dass durch die Minimierung von bIPby die Ausdehnung

von S in Richtung by maximiert wird.
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5.2 Auslegung fiir beliebige Unsicherheiten in A

5.2.1 Systemdarstellung

In [25] ist ein Verfahren beschrieben, um Systeme der Form
x = (Ag+DM(t)E)x + bou (5.21)

zu stabilisieren. Die unsicheren Parameter von A werden bei dieser Darstellung iiber die
Matrix M(t) € RP*¢ ausgedriickt. Die Amplitude der Unsicherheiten muss dabei so auf
die Matrizen D € R™"*? bzw. E € R?*" aufgeteilt werden, dass gilt

MM <L (5.22)

In [8] und [7] wird dieses Verfahren fiir schaltende Regler mit Stellgréenbegrenzungen
erweitert bzw. angewandt. Ahnlich wie dort beschrieben, kann auch der in dieser Arbeit

vorgestellten Ansatz modifiziert werden, um Systeme der Form (5.23) zu stabilisieren.

5.2.2 Auslegung der Regelung

Das System
x = (Ag + DM(¢)E)x + bsat(u) (5.23)

mit einem b entsprechend (5.1) und einer Matrix M, fiir die gilt MM < I, kann mit
dem Regler
u = —blPx (5.24)

stabilisiert werden, falls ein € > 0 gefunden werden kann, so dass eine positiv-semidefinite

Losung P = P7 der Riccati-Gleichung

1
(Ag+21)" P+ P (Ag + 2I) — 2Pbeb} P + ¢PDD’P = —-E’E (5.25)
€
existiert.(siehe dazu Abschnitt 5.2.4)
Eine Abschitzung des Einzugsbereichs S(P,n) ist dann gegeben mit:

1bIPb,

U . 5.26
(ngPbO . Oé)2 'max,0 ( )

7”:
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5.2.3 Stabilitatsnachweis

Der Stabilitatsnachweis zur Reglerauslegung nach (5.24) und (5.25) ist dem Vorgehen in
Abschnitt 5.1.3 sehr verwandt. Anstelle der Abschétzung (5.16) benutzt man die Bezie-

hung

1 T 1
xT <\/EDTP — %ME> <\/EDTP — %ME) x >0,
ar a

J/

um die Abschétzung (5.27) zu erhalten.
1
x" (ePDDTP + —ETMTME) x > x' (PDME + E"M'D"P")x
€
1
x" (ePDDTP + —ETE) x > x'(PDME + E"M"D"P)x. (5.27)
€

Mit Hilfe dieser kann die Ableitung der Ljapunow-Funktion V = xTPx, wie im Folgenden

gezeigt, abgeschétzt werden:

Vo= xT ((AO +DME)" P + P((A, + DME)) x + 2xT Pbsat(—bI Px)
= x' (AjP +PA;+ E"M'D’P + PDME) x + 2x] Pbsat(—bj Px)
1
< x' (AP + PAy + ¢PDD"P + —ETE) X + 2x3 Pbgsat(—b] Px)
€

= xT (—aP + 2Pbyb! P) x + 2x! Pbysat(— bl Px). (5.28)

Die Abschitzung (5.28) entspricht exakt (5.17), so dass der dort beschriebene Weg zur

Bestimmung von 7 direkt {ibernommen werden kann.

5.2.4 Losbarkeit der Riccati-Gleichung

Die Existenz einer stabilisierenden Losung der Riccati-Gleichung wurde bereits auf Sei-
te 22 diskutiert. Vergleicht man die Riccati-Gleichung (5.25) mit der Riccati-Gleichung
(2.14) dort, so erhilt man fiir R den Ausdruck

R = DD’ — 2bgb}. (5.29)

Die Matrix R kann somit indefinit werden. Dadurch kann vorab nicht sicher gesagt wer-
den, wann eine stabilisierende Losung P existiert. In [25] ist zur Existenz einer stabilisie-

renden Losung zu finden:
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Satz 5.1 (dort Theorem 3.5.) Sei das System
%x = (A + DM()E)x + Bu (5.30)

mit MTM < T quadratisch stabilisierbar und Q € R™™ und R € R™ ™ seien positiv-

definite Matrizen. Dann existiert ein €* > 0, so dass die Riccati-Gleichung
_ - - 1
AP +PA -PBR 'B'P +¢PDD’P + -EE" + Q=0 (5.31)
€

eine positiv-semidefinite, symmetrische Losung P fir alle e € (0, €*] besitzt.

Die Definition des hierin verwendeten Begriffs quadratisch stabilisierbar lautet:

Definition 5.1 Das System (5.30) ist quadratisch stabilisierbar, falls ein lineares Re-
gelgesetz u = Kx, eine positiv-definite Matriz P € R™"™ und eine Konstante ¢ > 0
existieren, so dass die folgende Bedingung erfullt ist:

Fiir jede Unsicherheit M(t) mit MTM < I und jedes x € R™ erfiillt im geregelten System

die Ableitung der Ljapunow-Funktion V = x'Px die Bedingung:
V< —c|x|”.

Versucht man (5.25) auf die Form (5.31) zu bringen, so ergibt sich A = Ay + 51,
R = 0.5 >0, B=Dby und Q = 0. Die Matrix Q ist also nicht wie in Satz 5.1 gefordert
positiv definit. Allerdings sind die Anderungen im Regelgesetz bzw. im Stabilititsbeweis
vernachléssigbar, wenn anstelle von Q = 0 eine beliebig kleine positiv-definite Matrix
Q = AI mit A — 0 verwendet wiirde. In diesem Fall wiirde Satz 5.1 Auskunft {iber die
Existenz einer Losung P geben.

Da im Allgemeinen jedoch kein Verfahren zur Uberpriifung der quadratischen Stabilisier-
barkeit eines Systems bekannt ist, liegt die Bedeutung von Satz 5.1 primér darin, die
Leistungsfihigkeit des Ansatzes zu unterstreichen. Falls ndmlich eine Losung des gestell-
ten Problems moglich ist, so wird diese durch eine geniigend kleine Wahl von e auch
gefunden, unabhéngig von der Wahl von Q und R (siehe dazu auch [25]). Die Losbar-
keit der Riccati-Gleichung (5.31) kann somit selbst als Kriterium fiir die quadratische

Stabilisierbarkeit eines Systems angesehen werden.
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5.2.5 Vergleich mit dem Ansatz fiir matched uncertainties

Wie unschwer zu erkennen, bilden die in Abschnitt 5.1 betrachteten Unsicherheiten eine
Untermenge der in Abschnitt 5.2 beriicksichtigten Unsicherheiten. Eine separate Behand-
lung dieser Untermenge wurde einerseits dadurch motiviert, dass fiir diese Untermen-
ge immer eine Losung der Riccati-Gleichung existiert, falls x > 0.5 gewéhlt wird und
(Ao + £1,bob{) stabilisierbar ist. Andererseits unterscheiden sich die beiden Ansétze in
der Bestimmung der konstanten Matrix in der Riccati-Gleichung und fithren damit zu
verschiedenen Regelungen. Dies soll im Folgenden an einem einfachen Beispiel gezeigt
werden.

Betrachtet man hierzu das System:

. 0 1 0 0 0
X = + X + u. (5.32)

10 g1 Q2 1

A b

Fiir die beiden Unsicherheiten in der Systemmatrix A soll gelten

Stellt man die Unsicherheit in A als bq” mit q = [q; ¢2]7 dar, so erhiilt man entsprechend

dem in Abschnitt 5.1.1 beschriebenen Algorithmus fiir die Matrix F:

6 5
F = (>adq").
5 105
Zur Bestimmung eines robust stabilisierenden Reglers © = —b? Px muss nun die Riccati-

Gleichung (5.13) fiir ein xk > 0.5 gelost werden. Wahlt man z.B. k = 1 und o = 4, erhilt
man:

u=—150.33 16.48 | x. (5.33)

Die Eigenwerte des geregelten, nominellen Systems liegen mit dieser Riickfithrung bei
—3.93 und —12.55.
Andererseits kann die Unsicherheit in A auch als DME mit

0 0 Ay 0 1 0
11 0 A, 0 10
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und

1< Ay, <1

geschrieben werden. Ein robust stabilisierender Regler liegt auch hier in der Form u =
—b Px vor, wobei nun P die Riccati-Gleichung (5.25) erfiillen muss. Beriicksichtigt man,
dass im vorliegenden Fall 0.5 DD” = bb” ist, so kann durch eine Wahl von o = 4 und
e = 0.5 erreicht werden, dass (5.25) und (5.13) in allen Termen auf der linken Seite

iibereinstimmen. Anstelle von F steht jetzt jedoch 2ETE:

T 0 6 5
0 200 5 105
Damit ergibt sich als Riickfithrung
u=—|66.16 20.34 ] X,

wodurch die Eigenwerte des geregelten, nominellen Systems nach —3.98 und —16.35 ver-
schoben werden.

Obwohl also die Darstellung der Unsicherheit entsprechend (5.21) die so genannten mat-
ched uncertainties als Untermenge beinhaltet und die zu lésenden Riccati-Gleichungen
dhnlich sind, fithren die beiden Ansétze zu verschiedenen robust stabilisierenden Reg-
lern. Vergleicht man die beiden, so ist die Bestimmung der Matrix F bei dem Ansatz
fiir matched uncertainties deutlich aufwindiger als die Bestimmung der Matrix ETE.
Im Gegenzug fiithrt jedoch der Ansatz fiir matched uncertainties zu kleineren Riickfiihr-
verstiarkungen bzw. zu einer Platzierung der Eigenwerte, die nédher an der Auslegung ohne
Beriicksichtigung von Unsicherheiten liegt. Der grofliere Aufwand bei der Bestimmung von
F kann also damit gerechtfertigt werden, dass die Unsicherheiten im System besser ab-
geschétzt werden und deshalb die robuste Regelung die Eigenwerte des Systems nicht

unnotig weit nach links verschiebt.
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5.3 Variation von «

5.3.1 Stabilitat beil variierendem o«

Der Parameter o kann bei einer robusten Auslegung der Regelung ebenfalls, wie in Kapitel
3 und 4 beschrieben, variiert werden. Die Bestimmung von P, n und u erfolgt hierzu
entweder wie in Abschnitt 5.1.2 oder 5.2.2 beschrieben. Fiir den Stabilitédtsnachweis bei
Variation von « (siehe Abschnitt 3.2) mit Hilfe der Ljapunow-Funktion V = x"P(a)x

sind die folgenden beiden Punkte wichtig:

e Die diskrete oder kontinuierliche Variation von o muss so erfolgen, dass x im gesi-
cherten Einzugsbereich des aktuellen S(«) liegt und somit bei festem « gelten wiirde
V., < 0. Um dies zu erreichen, wird a, wie bereits in Abschnitt 3 beschrieben, so
variiert, dass immer gilt:

x'P(a)x < n(a)

mit P(«), n(a) entsprechend (5.13) und (5.14) bzw. (5.25) und (5.26).
e Fiir die Abhéngigkeit von P und 7 beziiglich a muss gelten:

P >0

/

n < 0.

Falls eine positiv-semidefinite Losung P = P7 existiert, so ist diese auch stabilisie-
rend (Satz 2.3). Der Nachweis fiir P’ > 0 kann dann wie in Abschnitt 9.1.5 (dem

Beweis von Satz 2.8) gezeigt werden.

Ein analytischer Nachweis fiir ’ < 0 ist jedoch bis jetzt nicht gelungen. Die Eigen-
schaft, dass 7 monoton fallend ist, muss daher fiir jede Anwendung numerisch fiir

das interessierende Intervall [vin; Qmaz| Tiberpriift werden.

5.4 Laborexperiment: inverses Pendel

Als beispielhafte Anwendung fiir die robuste Regelung eines Systems mit matched un-

certainties soll ein inverses Pendel auf einem angetriebenen Wagen (Bild 5.1) betrachtet
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J,m
¥
21
dyp
d,a U

+— \M —_—>
—/ —/

v

Bild 5.1: Schematische Darstellung des inversen Pendels auf einem Wagen

werden. Aufgabe der Regelung sei eine robuste und moglichst schnelle Positionsregelung

des Wagens.

5.4.1 Modellierung des inversen Pendels

Die Herleitung der Bewegungsgleichungen soll mit Hilfe der Methode von Lagrange durch-
gefithrt werden (siehe z.B. [26]). Laut dieser gilt:

D)@ e

V/ Vektor der generalisierten Positionen; hier z = (p z)7

mit

V Vektor der generalisierten Geschwindigkeiten; hier z = (¢ @)T
T(z,z) Kinetische Energie
P(z) Potentielle Energie

Q; nicht-konservative Kréfte, projiziert in den Raum der generalisierten Koordinaten



66 KAPITEL 5. MOD. FUR UNSICHERE STRECKEN

Unter der Annahme eines Stabes der Lange 2/ mit einer Masse m und einem Massen-

trageitsmoment J ergibt sich fiir die kinetische und die potentielle Energie des Systems:

1 1 1
§Mg‘s2 + éng? + §m(x'2 + 12p% — 28l cos ) (5.35)
= mglcos p. (5.36)

Die nicht-konservativen Kréfte, projiziert in den Raum der generalisierten Koordinaten

sind:

e die von aufien auf den Wagen wirkende Kraft f, = ( 4 0 )7. Diese greift am Punkt

r=(xz 0 )T an. Die Projektion in den Raum der generalisierten Koordinaten fiihrt

T
Quz(%) e (O () 20 (5.37)

damit auf:

e die Reibkraft zwischen dem Wagen und der Schiene f, = ( —d,i 0 )7. Diese greift
am selben Punkt wie die Kraft f, an, so dass man in analoger Weise fiir die projizierte

Kraft erhalt:

0
Q. = : (5.38)

—d,x

e die Reibung im Gelenk M, = —d,¢. Deren Projektion lautet:

_d .
Q= 7| (5.39)
0
Setzt man (5.35) bis (5.39) in (5.34) ein, ergeben sich die nichtlinearen Bewegungsglei-

chungen:

ml®>+J —mlcos 5 d, — mlgsin 0
i L I e IERE ) . (5.40)
—mlcosp (M +m) T d, 3 + mlp?sin @ u

Linearisiert man diese um die Ruhelage ¢ = ¢ = 0 mit cosp ~ 1, sing ~ ¢ und

(% sin ¢ ~ 0, erhilt man:

mli>+J  —ml g dyp —ml 0
[ I G L . (5.41)
—ml (M +m) Z d, u
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Die linearisierten Bewegungsgleichungen (5.41) kénnen auch als Zustandsraummodell ge-

schrieben werden. Fiir den Zustandsvektor x und die Matrizen A und b ergibt sich dann:

T
x = (o)

0 0 1 0 0
0 0 0 1 1 0
A = (M-+m) =3
Mmegl 0 —==d, _mTldI me
Mgl 0 —mq, g J +ml?

h = M(J+ml®) + Jm.

5.4.2 Mogliche Unsicherheiten

Um festzustellen, welche Parameter des Systems so genannte matched uncertainties dar-

stellen, betrachtet man deren Einfluss auf die Systemmatrix A. Lésst man z.B. fiir die

Masse des Wagens ein Intervall
zu, so erhélt man fiir die Differenz in der Systemmatrix:

AA = A(M)— A(M)

0 0 0 0
_ 0 0 0 0 AN
0 e, sy,
) gl 0 MU g EmER g,
0
_ 1 0 2712 2 AM“’
-l (m22g 0 —mid, —(J+m2)d, ) =i
J + ml?
R
= by ( m?l?g 0 —mld, —(J+mil*)d, ) ﬁnj\i hrgmﬂM

T
Ans

mit hg = Mo(J +mi?) + Jm und hpi, = (Mg — AM)(J + mi?) + Jm.

(5.42)

(5.43)
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»

Schlitten

©) ©

Riementrieb

Bild 5.2: Schematische Darstellung des Versuchsaufbaus

Anhand (5.43) kann man erkennen, dass eine Verdnderung der Wagenmasse M zu einer
Verdnderung von A fiihrt, welche mit Hilfe des nominellen Eingangsvektors by ausge-
driickt werden kann. Damit die sich ergebende multiplikative Unsicherheit im Eingangs-
vektor b die Bedingung (5.1) erfiillt, wurde fiir die nominelle Wagenmasse M, der maxi-
male Wert von M gewéhlt. Genauso wie die Wagenmasse stellt der Reibparameter d,. eine

matched uncertainty dar. Fiir diesen kann ein symmetrisches Intervall zugelassen werden:
dac = d:c,O + NdAd:c —1< Hd <1

Die sich daraus ergebenden Basisvektoren fiir die Unsicherheit lauten:

AM

ay = <m2l29 0 —mld, —(J—i—mlz)dx’o)h ' (5.44)
h
q§=(0001>h9Adm. (5.45)

Eine Variation der Parameter des Pendels J,m,d, oder [ fiihrt zu Variationen von A,
welche nicht komplett iiber den Eingang kompensiert werden konnen. Die exakte Bestim-

mung dieser Parameter ist im vorliegenden Fall jedoch einfach moglich.

5.4.3 Reglerparametrierung fiir den Versuchsaufbau

Zum Testen des Reglers wurde anstelle des Wagens ein Pendel auf einem riemengetrie-

benen Schlitten aufgebaut (Skizze siehe Bild 5.2). Fiir diesen Versuchsaufbau wurden
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folgende Werte ermittelt:

Léange des Pendels 2l = 0.385m,

Stabmasse m = 0.146kg,
Massentrigheit J = imi* = 0.0018kgm?,
Erdbeschleunigung g = 9.81N /kg,
Lagerreibung d, = 3e — 4Nms,
maximale Masse des Schlittens My = 5.89kg,
Horizontale Reibung dy o = 841Ns/m,

Motorkonstante bezogen auf die Bewegung des Wagens k,, = 25N /V,

Begrenzung der Eingangsspannung Umaz,0 = 45V.

Die grofle Masse des Schlittens ist dadurch bedingt, dass alle beweglichen Teile des Rie-
mentriebs (Drehtrigheit des Motors, Getriebe und Riemen mit Antriebsradern) zur Schlit-
tenmasse addiert wurden. Die grofle Reibung in horizontaler Richtung wird fast ausschlief3-
lich durch das elektrisch induzierte Bremsmoment des Motors hervorgerufen. Die Motor-
konstante k, beschreibt, welche horizontale Kraft durch die anliegende Motorspannung
erzeugt wird. Die Angabe eines statischen Zusammenhangs an dieser Stelle beruht auf
der Vernachlédssigung der sehr viel schnelleren Dynamik des elektrischen Kreises. (Pol des
elektrischen Kreises bei ca. —780)

Fiir eine robuste Reglerauslegung konnen beim vorliegenden Beispiel zwei Félle unter-

schieden werden:

Elektromotor nicht unsicher

Falls man davon ausgeht, dass keine Unsicherheiten im Elektromotor zu beriicksichti-
gen sind und somit nur die mechanische Reibung des Riementriebs und die Masse des
Schlittens (ca. 0.5 kg) unsicher sind, erscheinen folgende Werte fiir die Unsicherheiten als

realistisch:

Unsicherheit in der Masse des Schlittens ~AM = 0.05kg,
Unsicherheit in der horizontalen Reibung Ad, = 1Ns/m.
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Fiir diese Unsicherheiten ergibt sich die Matrix F zu:

0 0 0 0

0 89%e—-5 —0.065 —1.02¢e—7
0 —0.065 51.02 74le — 5

0 —1.02e =7 7.4le—5 1.16e—10

F—

Zum Testen der Regelung wurden die Reglerparamter folgendermafien gewéhlt:

a € [1;13.8],
K = 1.59,
3 = 0098,

= 0.85.

Da kein analytischer Nachweis fiir die monotone Abnahme von 7 gefunden wurde, muss
diese Forderung numerisch iiberpriift werden. Bild 5.3 zeigt zu diesem Zweck den Verlauf

von 7 iiber a.

0.075

0.07r

0.065

0.061

0.055f

0.051

0.045f

0.04

Bild 5.3: Monotone Abnahme von 7 iiber «

In Bild 5.4-5.7 sind die mit der Regelung erreichten Ergebnisse beim Verfahren des Schlit-
tens um 0.3 m dargestellt. Fiir den Unterschied zwischen den Ergebnissen der Simulation

und des realen Systems konnen z.B. die folgende Punkte verantwortlich gemacht werden:
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Bild 5.6: Pendelwinkel ¢ (in °)
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12- ' | -
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02 2.5 3 3.5 4
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Bild 5.7: Reglerparameter o

e Spiel im Getriebe zwischen Motor und Riementrieb.

Aufgrund dieser in der Modellbildung vernachlassigten Punkte kommt es im realen System
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zu Oszillationen in der Stellgrofie, welche bei einer weitere Vergroflerung von vy, in ihrer
Amplitude stark zunehmen und somit eine Grenze fiir a,,,, darstellen. Die Untergrenze
fiir a wurde so gewéhlt, dass ein Anfangsfehler in der Schlittenposition von 0.3 m im
sicheren Einzugsbereich der Regelung liegt. Der Wert fiir den Parameter x wurde durch
Minimierung von bOTP(ozmm)bo gefunden. Der Einfluss der beiden Parameter § und f
auf die Regelgiite ist gering. Die hier verwendeten Zahlenwerte stellen Standardwerte da,
welche bei allen getesteten Beispielen zu guten Ergebnissen gefiihrt haben.

Aufgrund der guten Ausnutzung der moglichen Stellgréfie von 45V (siehe Bild 5.5) und

des schnellen Verfahrens kann die Leistungsfahigkeit des Reglers als gut eingestuft werden.

Elektromotor unsicher

Léasst man auch Unsicherheiten in der Dynamik des Elektromotors zu, so vergréfiern sich
die Amplituden der moglichen Unsicherheiten stark. Beispielhaft soll im Folgenden fiir

die Amplituden der Unsicherheiten angenommen werden:

4% Unsicherheit in der bewegten Masse AM = 0.236kg,
4% Unsicherheit in der gesamten horizontalen Reibung Ad, = 33.63Ns/m.

Fiir diese Unsicherheiten ergibt sich die Matrix F zu:

0 0 0 0
F— 0 0.158 —0.0161 —1.8e—4

0 -0.0161 1226 1.83e — 5

0 —1.8e—4 1.83e—5 2.043e—7

Wegen der deutlich grofleren Eintréige in der Matrix F unterscheidet sich der im Folgenden
bestimmte Regler deutlich von dem Regler, welcher nur fiir eine kleine Unsicherheit ausge-
legt war. Hauptgrund hierfiir ist, dass im nominellen Fall (q = 0) die Ljapunow-Funktion
V entsprechend (5.15) mit:

. 1
V=—aV — = — kx'Fx
K

abnimmt. Dadurch nehmen die Zusténde, welche in der Matrix F stark gewichtet sind,

schneller ab als der urspriinglichen Polplatzierung bei —% entsprechen wiirde. Dies fiihrt
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dazu, dass im vorliegenden Fall die schnellen, stabilen Eigenwerte des Systems schon bei
kleinen o Werten stark verschoben werden, was grofie Riickfiihrverstarkungen schon bei
kleinen o« Werten zur Folge hat. Bedingt durch die nicht modellierte Dynamik der Strecke
kommt es deshalb schon bei deutlich kleineren @ Werten zu Oszillationen in der Stell-
grofe. Fiir folgende Parameter konnte im realen Versuch noch ein akzeptables Verhalten

beobachtet werden:

a € [1;8.04],
k = 0.7735,
3 — 098,

= 0.85.

Der sich daraus ergebende Verlauf von 7 iiber « ist in Bild 5.8 aufgetragen und wie ge-

fordert monoton fallend.

0.0145

0.0141

0.0135F

N 0.013F

0.0125r

0.0121

0.0115l

Qui

Bild 5.8: Monotone Abnahme von 7 iiber «

Neben der Einschriankung bei der Wahl von « hat eine grofle Matrix F zur Folge, dass
sich der gesicherte Einzugsbereich verkleinert. Im vorliegenden Beispiel sind nun nur noch
Fehler in der Schlittenposition mit einer Amplitude von 0.09 m erlaubt. In den Bildern

5.9 - 5.12 sind die Ergebnisse fiir ein entsprechendes Verfahren des Schlittens dargestellt.
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Bild 5.10: Stellgréfe u (in V)

Wie man in Bild 5.10 erkennen kann, wird die Stellgréle deutlich schlechter ausgenutzt als
bei der vorangegangenen Regelung (siehe Bild 5.5). Trotz der Reduktion des Verfahrwegs

von 0.3 m auf 0.09 m benotigt der Regler nun zur Ausregelung ungefihr die gleiche Zeit
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2 25 3 315 4 4.5 5
t (in sec)

Bild 5.11: Pendelwinkel ¢ (in °)

2 25 3 3i5 4 4.5 5
t (in sec)

Bild 5.12: Reglerparameter o

wie beim Verfahren um 0.3 m.

Die deutliche Verschlechterung in der erreichten Streckendynamik hat im wesentlichen
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zwel Griinde:

e Ohne Beriicksichtigung von Unsicherheiten im System klingen alle durch die Rege-
lung verschobenen Eigenvektoren mit —% ab. Durch die Modifikation in der Riccati-
Gleichung (5.13) klingen nun manche Eigenvektoren deutlich schneller ab (siche
Tabelle 5.1). Bestimmend fiir die Dynamik des Ausregelvorgangs ist jedoch das Ab-
klingverhalten der langsamsten Eigenvektoren. Wie ebenfalls in Tabelle 5.1 zu sehen,
verkleinert sich im vorliegenden Beispiel der Einzugsbereich der Regelung mit zu-
nehmender Robustheit stark. Dadurch kénnen robust ausgelegte Regler erst deutlich
spiter den Reglerparameter a erhchen und somit das Abklingen der langsamsten
Eigenvektoren beschleunigen. Die starke Verkleinerung des Einzugsbereichs S stellt

somit einen wesentlichen Grund fiir die Verschlechterung der Systemdynamik dar.

a=2 Eigenwerte Ay — bobJ P | Ausdehnung von S
a=38 in Richtung by
a=14
Regler ohne F —14+2.685,—6.2, —141.7 6.22
—4+6.385,—6.2, —-141.7 4.38
—74+10.45,—7.0,—-141.7 3.19
Regler mit kleinem F | —2.95 4+ 1.845, —6.2, —146.4 2.82
—7.4+541y,—6.2,—146 .4 2.06
—11.94+9.045,—7.34, —146.4 1.55
Regler mit grofem F —1.6,—-6.2, —13.5,—192.5 0.627
—5.96, —6.2, —24.4, —195.0 0.519
—8.74 +£9.57, —36.1, —198.1 0.433
Strecke ungeregelt 6.16,0, —6.20, —141.7 -

Tabelle 5.1: Vergleich der Eigenwerte und Ausdehnung von S

e Der zweite Grund fiir das langsamere Ausregeln von Storungen liegt darin, dass bei
der robusten Reglerauslegung schon frith die schnellen, stabilen Pole der Strecke
stark verschoben werden (siehe Tabelle 5.1). Aufgrund der oftmals mangelnden Ge-

nauigkeit des Modells in hohen Frequenzbereichen ist dies in der Regel problematisch
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bzw. nur begrenzt moglich. Wie am vorliegenden Beispiel gezeigt, verhindert dies
eine Wahl von groflen @ Werten, wodurch wiederum das Abklingen der langsamen

Eigenvektoren begrenzt wird.

Zusammenfassend zeigt sich, dass die vorgestellte Modifikation des a-Reglers zur Kom-
pensation von kleinen Unsicherheiten in der Streckendynamik gut geeignet ist. Sobald
jedoch die Matrix F stark die Eigenwerte des geschlossenen Kreises beeinflusst, kann es
aufgrund der oben erlduterten Mechanismen zu einer Verschlechterung der Dynamik kom-
men. In diesen Fillen ist die Anwendung der vorgestellten Modifikation zu iiberdenken

bzw. die sich in der Praxis ergebende Grenze fiir o, zu beachten.



Kapitel 6

Fiihrungsfilter

6.1 Motivation

In den vorangegangenen Kapiteln wurde ausschliellich die Stabilisierung der Ruhelage
im Ursprung betrachtet. Fiir lineare Systeme fiihrt die Annahme, dass sich die Ruhelage
im Ursprung befindet, zu keiner Einschrankung der Allgemeingiiltigkeit. Falls anstelle des

Ursprungs die Ruhelage (x,,u,) mit
0 = Ax, + bu, (6.1)
als Zielpunkt vorgegeben wird, so stellt dies in dem Zustand x; bzw. dem Eingang wu,

Xt = X—X, (6.2)

U = u—u, (6.3)

wiederum eine Stabilisierung des Ursprungs dar. Die Dynamik in den transformierten
Groflen lautet
Xt = AXt + but (64)

und entspricht exakt der Dynamik in den urspriinglichen Groflen. Unter Beriicksichtigung
der StellgroBenbegrenzung verhalten sich die Ruhelagen (x,,u.) und die Ruhelage (0,0)
jedoch verschieden. Fiir die Stabilisierung der Ruhelage (x.,u,) steht nur ein symmetri-

scher Stellhub von

Umaz,z = Umaz — |uz| (65)

79
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zur Verfiigung. Entsprechend verkleinern sich die Abschétzungen fiir die Einzugsbereiche

S(P,n):

u2

e, us) = ) 25 (6.6)

mit n(a) aus (2.27) oder (5.14) bzw. (5.26). Fir Systeme, bei denen S nicht beliebig
grof§ gemacht werden kann (sieche Abschnitt 2.3.2), bedeutet dies, dass fiir groe Berei-
che im Zustandsraum keine stabile Uberfithrung in die Ruhelage (x.,u,) nachgewiesen
werden kann, obwohl diese teilweise moglich erscheint. Dies soll im Folgenden kurz an
dem bereits in Abschnitt 2.1 eingefiihrten Beispiel illustriert werden. Die Dynamik dieses

Beispielsystems wird hierzu geschrieben als:

mit e = 5. Die Ruhelagen dieses Systems liegen bei ((z,; 0)7,—z.;). In Bild 6.1
sind die Einzugsbereiche S fiir .7 = 0 und z,; = 4 mit oy, = 2.5 dargestellt. Wie in
Abschnitt 1.3 beschrieben, wiirden sich die groitmoglichen Einzugsbereiche fiir o, = 2
ergeben. Allerdings entarten fiir diese Wahl die Ellipsen zu Parallelen, so dass fiir eine
giinstigere Darstellung a,,;, = 2.5 gewihlt wurde. Wie man erkennen kann, gibt es vor
allem beziiglich der Ruhelage bei x,; = 4 einen groflen Bereich im Zustandsraum, der
auBerhalb von S liegt, dessen Uberfithrung in die Ruhelage aber moglich erscheint, bzw.

mit dem im Folgenden vorgestellten Fiihrungsfilter auch moéglich ist.

6.2 Ansatz Fiihrungsfilter

Die Kernidee des Fiithrungsfilters ist es, anstelle der Ruhelage (x.,u,) eine Referenz-
Ruhelage (x,,u,) zu bestimmen, deren Einzugsbereich S den aktuellen Zustandspunkt
gerade beinhaltet, so dass sich x auf x, zubewegen muss. Wahrend dies geschieht, wird
x,. kontinuierlich in Richtung x, verschoben, bis x,, = x, und folglich x im Einzugsbereich
von x, angekommen ist. Um dies zu veranschaulichen, ist in Bild 6.2 die Trajektorie sowie

die Einzugsbereiche S einiger ausgewéahlter Referenz-Ruhelagen x, dargestellt.
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Bild 6.1: Einzugsbereiche S von z,; =0 und z,; = 4

Das Blockschaltbild der Regelung mit vorgeschaltetem Fiihrungsfilter zeigt Bild 6.3. Wie
man dort erkennen kann, benotigt das Fithrungsfilter den aktuellen Zustand x. Dies un-
terscheidet es von klassischen Fiihrungsfiltern, die ohne Riickfithrung des Zustands aus-
kommen. Aufgrund dieser Riickfithrung muss das Verhalten des Fiihrungsfilters bei der

Stabilitatsuntersuchung mit beriicksichtigt werden.

Fiir den a-Regler in Bild 6.3 kénnen die in Kapitel 3, 4 und 5 vorgestellten Regler ver-
wendet werden. Da die fiir die Ausregelung des Fehler e, = x — x,. verfiigbare Amplitude
der Stellgroie von der Referenz-Ruhelage (x,.,u,) abhingt und diese Amplitude vom a-
Regler benotigt wird, muss der vom Fiihrungsfilter kommandierte Stellgrolenhub u, dem

Reglerblock ebenfalls zugefiihrt werden.

Die Bestimmung der Referenz-Ruhelagen (x,,u,) basiert auf der Annahme, dass zum
Startzeitpunkt eine Ruhelage (x, (%), u,(to)) bekannt ist, in deren Einzugsbereich sich
der aktuelle Zustand befindet. Ausgehend von dieser Ruhelage ergeben sich die Referenz-
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Bild 6.2: Einzugsgebiete der Ruhelagen x, und Trajektorie
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Bild 6.3: Blockschaltbild von Regelung mit Fiithrungsfilter
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Ruhelagen zu spéteren Zeitpunkten ¢;,, = t; + At als:

X (tiv1) = x:(t;) + c(x, — x,.(t;)) (6.7)
Up(tivr) = up(t;) + c(u, — up(t;)). (6.8)
Der skalare Wert ¢ > 0 gibt an, wie weit x, in Richtung x, verschoben wird. Die Bestim-

mung von c¢ erfolgt aus der Bedingung, dass x auf dem Rand von S(aynin, X, (tiy1)) liegt.

Dies bedeutet:

(X - Xr(ti-i-l))TP(amin)(X - Xr(ti—f—l)) = ﬁn(amina ur<ti+1)) (69)
mit 5 — 1. Fiir n(amin, u,(t;11)) ergibt sich entsprechend (6.6):

(Umaz — |Ur(tz‘+1)|)2_

2
Wnaz

N(Qmin, Ur (tig1)) = N(Qmin) (6.10)

Durch Einsetzen von (6.7) in (6.9) und (6.8) in (6.10) und anschliefiend in (6.9) ergibt
sich aus (6.9) eine quadratische, skalare Gleichung zur Bestimmung von ¢. Die gesuchte

Losung ist der grofite Wert im Intervall [0; 1].

6.3 Stabilitat

Fiir die Uberpriifung der Stabilitit des mit Fithrungsfilter geregelten Systems ist es nétig,
den Fehler e, = x — x, sowie den Fehler e; = x, — x, zu betrachten. Hierzu soll die

Ljapunow-Funktion:

U
V= e?ef—i—erP(a)er% (6.11)
S~ max,r
vy ~
Ve
mit
Umaz,r Umaz |ur|

verwendet werden. Bei der Bestimmung von V sind zwei Fille zu unterscheiden:

1. Die Referenz-Ruhelage x, hat noch nicht die Zielruhelage x, erreicht. In diesem Fall

ist a = aypipn. Mit (6.10) ergibt sich in dieser Phase fiir den zweiten Term V.

2 2

max umax

erP(amin)er 2 = ﬁn(amina ur) 2 = ﬁn(amm) = konst.

max,r max,r
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Fiir die zeitliche Ableitung von V' ist somit nur der erste Term V} interessant. Solange

X, in Richtung x, verschoben wird, nimmt der Fehler e; ab, so dass gelten muss

V=V= %(e?ef) < 0.
Dass x, kontinuierlich in Richtung x, verschoben wird, kann durch Annahme des
Gegenteils gezeigt werden. Falls x, nicht verschoben wiirde, wiirde x sich auf x,
zubewegen, da x € S(pin,X;). In diesem Falle wire x nicht mehr auf dem Rand

von OS(min, X, ), wie bei der Bestimmung von x, (siehe Gleichung (6.9)) gefordert.

2. Sobald x, die Zielruhelage x, erreicht hat, ist ey = 0. Folglich ist ab dann nur noch
der zweite Term V, fiir V von Bedeutung. Dieser unterscheidet sich nur um den
Faktor u7,,,/Up,q. ., Welcher fiir x, = x, konstant ist, von den in den Kapiteln 3,

4 und 5 verwendeten Ljapunow-Funktionen. Abhéngig von der Berechnung von wu,

kann somit die Abnahme von V,. in dem entsprechenden Kapitel nachgelesen werden.
Insgesamt ergibt sich fiir die Ableitung von V'

V- Yf<0 , wenn X, # X, <0
V., <0 ,wennx, =X,

womit die Stabilitdt des Systems mit Fiihrungsfilter gezeigt ist.

6.4 Interpretation

Wie in Abschnitt 6.1 beschrieben, kénnte es ohne die Verwendung des vorgestellten
Fithrungsfilters dazu kommen, dass die nachweisbare Gréfle des Einzugsbereichs einer
Ruhelage von der Lage der Ruhelage abhédngt. Durch die Verwendung des Fiihrungsfilters
kann zur Stabilisierung einer beliebigen Ruhelage auf die Einzugsbereiche aller méglichen
Ruhelagen im System zuriickgegriffen werden. Dadurch besitzen alle Ruhelagen in einem
System denselben nachweisbaren Einzugsbereich. Der mit den vorgestellten Methoden

nachweisbare Einzugsbereich ist somit eine Eigenschaft des Systems und héangt ab von
o der Stellgroflenbegrenzung a4 0,

e dem Eingangsvektor by,
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e den Unsicherheiten q bzw. F,
e der Systemmatrix Ag,

nicht aber von der gewéhlten Ruhelage.

6.5 Laborexperiment: inverses Pendel

Als Anwendungsbeispiel fiir den vorgestellten Fiithrungsfilter soll das bereits in Abschnitt
5.4 eingefiihrte invertierte Pendel verwendet werden. Zum Testen des Fiithrungsfilters wur-
den samtliche Reglereinstellungen wie in Abschnitt 5.4.3 im Falle des nicht unsicheren
Elektromotors iibernommen («a € [1;13.8], k = 1.59, f = 0.98, f = 0.85). Mit diesen
Parametern betrigt der stabile Einzugsbereich beziiglich einer Auslenkung in der Wagen-
position 0.338 m. Durch die Ergédnzung der Regelung um den Fiihrungsfilter konnen nun
theoretisch beliebig grofie Auslenkungen in der Wagenposition stabil ausgeregelt werden.
Um dies zu demonstrieren, sind in den Bildern 6.4 - 6.7 die Simulationsergebnisse fiir ein
Verfahren des Wagens um 5 m dargestellt.

Fiir eine praktische Verifikation des Ansatzes wurde der bereits in Abschnitt 5.4.3 be-
schriebene Versuchsaufbau verwendet. Wegen der beschrénkten Lénge des Riementriebs
konnte im praktischen Versuch nur ein Verfahren um 0.5 m getestet werden. Die im Ver-
such erzielten Ergebnisse sind in den Bilder 6.8 - 6.11 zusammen mit den Ergebnissen der
Simulation dargestellt. Angesichts der guten Ubereinstimmung mit den Simulationsergeb-
nissen erscheint ein beliebig weites Verfahren des Wagens mit Hilfe des Fiihrungsfilters

auch in der Praxis ohne weiteres méglich.
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Kapitel 7

Ausblick fiir Systeme mit mehreren

Eingingen

In diesem Kapitel sollen im Wesentlichen die Probleme aufgezeigt werden, welche eine di-
rekte Erweiterung des vorgestellten, weich strukturvariablen Regelungsansatzes auf Syste-
me mit mehreren Eingangsgréffen verhindern. Die einzige bis jetzt gefundene Moglichkeit
zur strukturvariablen Regelung von Systemen mit mehreren Eingéngen stellt die Ver-
wendung von diskret schaltenden Reglern dar. In Abschnitt 7.4 wird diese anhand eines

Beispiels demonstriert.

7.1 Probleme bei der Erweiterung

Strecken mit mehreren symmetrisch begrenzten Eingangsgrofien konnen dargestellt wer-
den als

% = Ax + Bsat(u) (7.1)
u € R™ B e R™™ (m > 1), wobei die vektorielle Sattigungsfunktion sat jede Kompo-

nente von u entsprechend des zuléssigen Stellhubs 4., symmetrisch begrenzt:

_umax,i fllI' Us S _umax,i
sat; (ul) = Uy fiir —Umazs < Wi < Umaz,i (72)
Umaz,i fiir U; Z Umaz,i

Alle Amplituden w441 .- Umaz m seien im Vektor u,,q, zusammengefasst. Fiir Systeme der

Form (7.1) ergeben sich nun die im Folgenden gezeigten Probleme bei der Anwendung des

91
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weich strukturvariablen Regelungsansatzes.
Verwendet man auch fiir Systeme mit mehreren Eingédngen als Grundlage fiir die Reg-
lerauslegung den in Abschnitt 2.2 beschrieben Ansatz V = —aV, so erhilt man in vollig

analoger Weise wie im Eingrofienfall als Bestimmungsgleichungen fiir P bzw. u:
0 = (A+4I)"P+P(A+4I) - 2PBB’P, (7.3)
u = —-B"Px. (7.4)

Um nun die kleinste Hohenlinie zu finden, auf welcher, bedingt durch die Stellgroflenbe-

grenzung, zum ersten Mal V = 0 auftritt, muss dass Optimierungsproblem

miny = x'Px (7.5)
NB: V(x) = 0 (7.6)
x € R™\{0,N(P)} (7.7)

gelost werden. Die ausgeschriebene Nebenbedingung (7.6) lautet:
V(x) = xT(ATP + PA)x + 2x"PBsat(—B"Px) = 0. (7.8)

Ahnlich wie in Abschnitt 2.3.2 kann ATP +PA unter Verwendung von (7.3) durch —aP +

2PBBTP ersetzt werden. Weiterhin gilt auch im Fall mit mehreren Eingéingen, dass

V' = 0 nicht ohne séttigungsbedingte Effekte erreicht werden kann. Fiithrt man hierzu die

Diagonalmatrix A = A(u) ein:

1 falls w > Unag
Nii(ui) = ¢ —1 falls  u; < —Upaws (7.9)
0  sonst

welche die Sattigungskonfiguration der Stellgréfie beschreibt, so gilt
2x"PBB'Px + 2x' PBsat(u) = 2x" PBA’B' Px + 2x" PBAu,,4,.
Damit wird (7.8) zu
V =x"(—aP + 2PBA’BTP)x + 2x"PBAu,,0, = 0. (7.10)

Versucht man das Optimierungsproblem (7.5) - (7.7) durch Suche der Stationdrpunkte

der zugehorigen Lagrangeschen Hilfsfunktion:

L=x"Px+p(x"(—aP + 2PBA’B"P)x + 2x" PBAU,,,. ) (7.11)
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zu losen, erhélt man:

2Px + ((—2aP +4PBA*B"P)x + 2PBAuma$) = 0
P (x(2 — 2pa) + BA (4pAB"Px + 2pu,,4,)) = 0. (7.12)

Aus (7.12) kann nun der Schluss gezogen werden, dass x* in dem Raum liegt, welcher
durch die gesittigten Spalten von B aufgespannt wird. Wihlt man mit Hilfe von A? die

gesattigten Spalten von B aus, so kann man den Vektor x* ausdriicken als:
x* = BA*w (7.13)

mit w € R™. Die Analogie zum Fall mit einem Eingang wird in (7.13) klar ersichtlich. Auch
dort liegt die gesuchte Losung x* im Raum, der durch die Spalte von b “aufgespannt” wird.
Anders als im Fall mit einem Eingang ist bei mehreren Eingéingen jedoch nicht klar, welche
Séttigungskonfiguration A in (7.13) zu wihlen ist! Selbst ein Ausprobieren aller moglichen
Sattigungskonfigurationen ist nicht direkt zielfiihrend, denn sobald mehr als ein Eingang
als gesittigt angenommen wird und die entsprechenden Spalten von B unabhéngig sind,
kann aus (7.13) die Lage von x* nicht auf eine Richtung im Zustandsraum, sondern nur
auf einen mehrdimensionalen Unterraum des Zustandsraums eingeschrankt werden. Eine
eindeutige Bestimmung von w und damit x* ist jedoch in diesem Unterraum alleine durch
Benutzung der skalaren Nebenbedingung (7.10) nicht moglich.

Sobald also ein System mehr als einen amplitudenbegrenzten Eingang besitzt, ist eine
analytische Losung des Optimierungsproblems (7.5) - (7.7) und damit eine analytische
Abschétzung des Einzugsbereichs nicht mehr moglich. Ohne diese ist das Losen der im-
pliziten Gleichung 3.3 zur Bestimmung von « nicht mehr online moglich, wodurch eine
einfache Erweiterung der vorgestellten Regelung auf Systeme mit mehreren Eingingen
verhindert wird.

Neben der strukturvariablen Regelung ist auch fiir den in Abschnitt 6 beschriebenen
Fiihrungsfilter eine analytische Abschétzung von S(cy,) notig. Ohne diese ist der Ein-
fluss der verfiigbaren StellgroBe auf die Grofle von S(a,,) unbekannt, was eine sinnvolle
Bestimmung von Referenz-Ruhelagen x,. entsprechend (6.9) unméglich macht. Damit ist
auch der Einsatz des Fiihrungsfilters fiir Systeme mit mehreren Eingingen nicht ohne

weiteres zu erreichen.
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7.2 Anpassung des a-Reglers fiir Systeme mit meh-
reren Eingingen

Wie im vorhergehenden Abschnitt 7.1 gezeigt, ist eine analytische Abschétzung des Ein-
zugsbereichs S im Falle mehrerer Eingénge nicht mehr moglich. Um den vorgestellten
strukturvariablen Regelungsansatz mit vertretbarem Online-Rechenaufwand auch auf sol-

che Systeme anwenden zu kénnen, bieten sich die folgenden beiden Méoglichkeiten an:

1. diskrete Variation von a (Abschnitt 7.2.1),

2. kontinuierliche Variation von a durch Verwendung einer korrigierten analytischen

Abschétzung fiir  (Abschnitt 7.2.2).

In beiden Féllen kann die Stabilitdt der strukturvariablen Regelung, wie in Abschnitt 3.2
beschrieben, gezeigt werden. Hierzu muss allerdings sichergestellt sein, dass P’ > 0 und
n' < 0 gilt. Die erste Bedingung kann bei einer Bestimmung von P nach (7.3) entspre-
chend dem Nachweis von Satz 2.8 auch im Mehrgrolenfall gezeigt werden. Um jedoch
die geforderte monotone Abnahme von 7 sicherzustellen, muss - wie bei der robusten

Reglerauslegung auch - n(«) vorab berechnet und iiberpriift werden.

7.2.1 TUbergang zur diskreten Variation von o

Im Hinblick auf die zur Laufzeit benotigte Rechenzeit stellt der Ubergang zu einer diskre-
ten Variation von « die giinstigste Moglichkeit dar. In diesem Fall werden fiir eine endliche
Anzahl von o« Werten {ay, ..., a;} vorab mit Hilfe von numerischen Optimierungsverfah-
ren die Einzugsbereiche S(a) bestimmt und abgespeichert. Da nicht absehbar ist, welche
Séttigungskonfiguration A zu dem kleinsten S(P, n) fiithrt, miissen fiir jedes «; alle 2™ — 1
moglichen Sattigungskonfigurationen untersucht werden, die zu einem unterschiedlichen
A? und damit nach (7.13) unterschiedlichen Losungsraum fiihren. Somit steigt der nume-
rische Aufwand zur Auslegung der Regelung mit der Anzahl der Eingénge stark an.

Unabhéngig von der Anzahl der Eingénge beschrénkt sich der Rechenaufwand wéhrend
der Laufzeit auf die Auswahl des groBten o Wertes, fiir welchen die Bedingung x € S(«)
erfiillt ist. Ein effizientes Verfahren fiir die Suche nach diesem o Wert ist in Abschnitt

3.4.3 beschrieben.
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Der Ubergang zu einer diskret schaltenden Regelung weist im wesentlichen zwei Nachteile

auf.
1. Durch das diskrete Schalten ergeben sich Spriinge in den Stellgrofien.

2. Falls der zur Verfiigung stehende Stellhub fiir verschiedene Zielruhelagen unter-
schiedlich ist, miissen die Einzugsbereiche S(«;_ ;) fiir jede interessierende Ruhelage

bestimmt und abgespeichert werden.

Der erste Punkt kann durch Bereitstellung einer geniigend grofien Anzahl von o Werten
gemindert werden. Aufgrund des zweiten Punktes erscheint eine Anwendung der Regelung
hauptséchlich fiir Systeme interessant, bei denen entweder kein Einfluss zwischen den
Zielruhelagen und dem fiir die Regelung verfiigharen Stellhub besteht oder bei denen die

Anzahl der Zielruhelagen entsprechend gering ist.

7.2.2 Verwendung einer korrigierten Abschitzung fiir n

In diesem Abschnitt wird eine Methode zur Abschéitzung von n(a) vorgestellt, mit deren
Hilfe eine kontinuierliche Variation von a wieder erméglicht wird. Ausgangspunkt fiir die
Bestimmung von 7 ist die Abschétzung von V durch eine obere Schranke U. Der exakte

Ausdruck fiir V entsprechend (7.10) lautet:
V = x(—aP + 2PBA’BTP)x 4 2x"PBAu, .. (7.14)
Da A = A3 und A? = A* gilt, kann (7.14) auch als

V =x"(—aP + 2PBA*BTP)x + 2x"PB A®u,00 (7.15)

—uT

geschrieben werden. Der letzte Term in (7.15) ist sicher negativ. Aulerdem sind die Kom-
ponenten in u, die zu den geséttigten Eingingen des Systems gehoren, betragsmifBig
grofer als Upqq,i. Deshalb kann V nach oben abgeschétzt werden mit:

V < U =x"(—aP + 2PBA*BTP)x — 2u’, A%,

max
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Mit Hilfe dieser Abschitzung und dem Ansatz x = BA2w lautet das Optimierungsproblem

zur Bestimmung von 7

mvinn = w' P,w (7.16)
NB:  U(w) = 0 (7.17)
w € R™{0,N(P,)} (7.18)

mit P, = A2BTPBA?. Die Lagrangesche Hilfsfunktion zum Optimierungsproblem (7.16)-
(7.18) wird dann zu

L=w'Pw+p(w'(—aP, +2P,P)w — 2u] . A*u.) - (7.19)

max

Die Ableitung von (7.19) zur Bestimmung der Stationdrpunkte liefert

L
g_w — P, (2w + pu(~2a1 + 4P,)w) = 0. (7.20)

Da die Losungen w* im Nullraum von P nicht interessieren, kann man aus (7.20) schlie-
Ben, dass der Klammerausdruck verschwinden muss. Dies geht nur, falls w ein Eigenvektor

der Matrix —2al + 4P, bzw. der Matrix
b = —al + 2P, (7.21)

ist. Die Eigenvektoren v; der Matrix ®, welche positive Eigenwerte \; besitzen, stellen
also ausgezeichnete Richtungen im Losungsraum dar, da sich unter ihnen auch die Losung
zum leicht modifizierten Optimierungsproblem (7.16)-(7.18) befindet. Um nun eine Néhe-

rungslosung fiir die urspriingliche Optimierung zu finden, benutzt man deshalb den Ansatz
w* = av; (7.22)

zusammen mit der urspriinglichen Nebenbedingung V' = 0. Fiir die Linge a erhilt man

dann:
V = wl(—aP,+2P.P)w* + 2w P, Au,., (7.23)
N—_——
_‘W*TPS|
= wTP(—al+ 2P )w* — 2 |W"P,| unas (7.24)

= a2)\i'viTPs'vl- —2a |'viTPS| Uz = 0

|U?Ps}umaaz
=0 = TR 729
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a | nnach (7.27) | n numerischen

0.5 4.0451e + 3 4.0444e + 3
2.058 532.39 532.36
3.35 207.54 207.45

Tabelle 7.1: Vergleich der Abschétzung fiir n und der exakten Losung

wobei ’w*TPS| bzw. |’UZTPS| einen Vektor mit den Betrégen der Komponenten des jewei-

ligen Vektors bezeichnet. Damit ergibt sich fiir w* bzw. 7:

T
"Uz‘ Ps| Umaz

/UZTPS Uinax ?
n = A A%JPsvi) (7.27)

Bei der Berechnung der Niherungslosung wurde stillschweigend angenommen, dass die
sich ergebende Losung (7.26) auch tatséchlich zu der angesetzten Sattigungskonfiguration
A fithrt. Falls dies nicht zutrifft, also x* = BA?w* zu einem Eingangsvektor fiihrt, bei
dem weniger Eingdnge als angenommen geséttigt sind und somit tatséchlich eine andere
Sittigungskonfiguration A vorgelegen hat, liefert (7.23) einen zu kleinen Wert fiir V', so
dass man in der Folge einen zu groflen Wert fiir n erhélt. Da jedoch fiir jedes a nur
die Losung x* bzw. w* mit dem kleinsten 7 interessiert und die Séttigungskonfiguration
A, welche auch iiberpriift wird, sicher ein kleineres n liefert, wirkt sich der beschriebene
Fehler nicht auf das Endergebnis aus.

Wie anhand der Definitionen von P, und V entsprechend (7.24) zu erkennen, macht es
keinen Unterschied, ob ein Eingang in positiver oder negativer Richtung geséttigt ist.
Analog zur numerischen Optimierung miissen deshalb von den theoretisch denkbaren
3™ —1 Sattigungskonfigurationen fiir A nur die 2™ — 1 Konfigurationen untersucht werden,
deren Quadrate A? sich unterscheiden.

In Tabelle 7.1 sind fiir das Beispiel aus Abschnitt 7.4 die Werte fiir n nach (7.27) mit den
Ergebnissen der numerischen Optimierung verglichen. Beispielhaft sind in Bild 7.1 fiir
a = 3.35 die entsprechenden Vektoren w* zusammen mit den Einzugsbereichen S(P,n)
und der Hohenlinie V' = 0 dargestellt. Wie man sieht, stellt fiir das vorliegende Beispiel
die Abschéitzung (7.27) eine sehr gute Naherungslosung fiir das Optimierungsproblem dar.
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-6.33r
—6.335F
-6.34r
—-6.3451
-6.351
—w* und S(P,n) numerisch
---w* und S(P,n) Ndherung
_63557 _V — 0 7

0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6

Bild 7.1: Vergleich der Naherungslosung und der exakten Losung

Da bei der Bestimmung der Niherungslosung die Bedingung V' = 0 jedoch in einer
leicht falschen Richtung ausgewertet wird, sind die Werte fiir 7 nach (7.27) leider im-
mer etwas groBer als die exakten n Werte, so dass der Einzugsbereich S(P,7n) mit der
Néaherungslosung immer ein bisschen zu grof3 bestimmt wird. Um die Abschétzung fiir
n trotzdem fiir eine kontinuierliche Variation von « zu nutzen, wird folgendes Vorgehen

vorgeschlagen:

e Vorab werden im interessierenden Intervall [vin; Qmaz| die Ergebnisse der numeri-

schen Optimierung mit der Nidherungslésung verglichen.

e Zur Laufzeit der Regelung wird dann die Nédherungslosung verwendet, welche ei-
ne kontinuierliche Variation von « entsprechend (3.3) ermoglicht. Der Faktor [
muss hierbei dazu genutzt werden, die leichte Uberschétzung des Einzugsbereichs

zu kompensieren ( ). Fiir eine schnelle Auswertung der

ﬁnNé’uherung < "numerisch
Néherungslosung bietet es sich auBlerdem an, die kritischen Séttigungskonfigura-
tionen A zusammen mit den dazu gehorenden Intervallen von « abzuspeichern, so

dass zur Laufzeit nicht alle moglichen Sattigungskonfigurationen untersucht werden
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miissen.

Mit Hilfe der vorgestellten Abschédtzung ist eine kontinuierliche Variation von a auch
im Falle mehrerer EingangsgroBen moglich. Um die Uberschétzung des Bereichs S zu
kompensieren, muss dazu allerdings, wie bei der diskreten Variation auch, im Vorfeld
n(a) numerisch bestimmt werden.

Da die diskrete Variation jedoch zur Laufzeit mit einem deutlich geringeren Rechenauf-
wand auskommt und durch eine Abspeicherung von geniigend vielen Reglern die bei der
diskreten Variation entstehenden Spriinge in der Stellgréfie beliebig gemindert werden
kénnen, wird die diskrete Variation von « fiir Systeme mit mehreren Eingéngen als at-

traktiver eingestuft.

7.3 Skalierung der Stellgrifle

Im Gegensatz zu Systemen mit einer Eingangsgrofie hat die Skalierung der Stellgrofie im
MehrgroBenfall einen wesentlichen Einfluss auf die Regelung. Um dies zu verdeutlichen,
soll zunéchst die Situation beim Eingrofienfall erlautert werden.

Durch die Skalierung der Stellgrofle (z.B. mVolt statt Volt) ist es moglich, ein reales

System mit verschiedenen Zustandsraumdarstellungen zu beschreiben:
x = Ax+ bgsatoug (7.28)
x = Ax + blsatlul. (729)

Die saty bzw. sat; Funktionen beziehen sich dabei auf die StellgréSenamplituden 440

bzW. Upaz 1. Damit (7.28) und (7.29) das gleiche System beschreiben, muss gelten:

Umazrl = TUmaz,0
1
b1 - —bo.
r

Fithrt man nun fiir einen @ Wert die Reglerauslegung fiir beide Systemdarstellungen

durch, so ergeben sich folgende Zusammenhénge:
P1 = T‘2P0
m = 7“2770.

Damit lésst sich leicht zeigen,
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e dass die Dynamiken der geschlossenen Kreise gleich sind:

1.1
A — bob(j;Po =A — ;bo;bg;TZPO =A — blb{Pl

e dass die Einzugsbereiche S(Pg, n9) und S(Py,7,) den gleichen Bereich im Zustands-

raum beschreiben:

S(Po,m0) = {X ’ x"Pox < 770}
= {x | r’xTPox < 7"2770}

= {X | XTP1X < 771} == S<P17n1)‘

Somit macht es keinen Unterschied, ob das System in der Form (7.28) oder (7.29) darge-
stellt wird.

Fiir Systeme mit mehreren Eingéingen sind hingegen die Dynamiken der geschlossenen
Kreise sowie die Einzugsbereiche S abhéngig von der Skalierung der Stellgrofie. Das heif3t,

die beiden Zustandsraumdarstellungen

x = Ax+ Bysatgug (7.30)

x = Ax+ Bjsat;u; (7.31)

mit der folgenden Beziehung zwischen den Eingangsmatrizen By und By bzw. den Vek-

toren der moglichen Stellamplituden u,,q,0 und Weq1

Umaz,1 — Rumax,O
B, = B)R!
1 0
R =
0 Tm

fithren im Allgemeinen zu sehr unterschiedlichen Regelungen. Die Skalierung der Stell-
grofBe stellt daher bereits einen wichtigen Schritt bei der Auslegung der Regelung dar.
Wie bereits durch die Bezeichnung der Skalierungsmatrix mit R angedeutet, kommt der
Skalierung der Stellgrofle eine &hnliche Bedeutung zu wie der Gewichtung der Stellgrofie
im Giitemafl bei der Auslegung einer optimalen Regelung (siehe Abschnitt 2.3).
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Im Hinblick auf eine der zentralen Zielsetzungen der Regelung, namlich eine gute Stell-
groflenausnutzung zu erreichen, erscheint das folgende Vorgehen fiir die Bestimmung der
Matrix R sinnvoll.

Fiir ein o und eine Richtung e; im Zustandsraum wird die kommandierte Stellgrofle u; auf

dem Rand des Bereichs S bestimmt und zwar genau an dem Punkt, welcher in Richtung

[
- -B™P .
e © el Pe,

Die Matrix R wird nun mit Hilfe numerischer Optimierung so gewéhlt, dass die Summe

w2\’ u? 2
J:< L ) +...+( L > (7.32)
umax,l uma:p,m

maximiert wird. Die Summe (7.32) kann als Maf fiir die StellgroBenausnutzung in der

e; liegt:

vorgegebenen Testrichtung e; interpretiert werden. Durch die Maximierung dieser Summe
wird deshalb eine moglichst giinstige Stellgroffienausnutzung angestrebt.

Fiir die Bestimmung von R bzw. Maximierung von J ist es nicht nétig, n ganz exakt zu
bestimmen. An dieser Stelle wiirde es sich deshalb anbieten,  mit Hilfe der in Abschnitt
7.2.2 beschriebene Naherungslosung (7.27) zu berechnen.

Um den zusétzlichen Aufwand bei der Auslegung der Regelung, welcher sich durch die Be-
stimmung der Matrix R ergibt, bewerten zu kénnen, soll im Folgenden kurz auf Parallelen

zu zwel anderen Entwurfsverfahren fiir Mehrgrofiensysteme hingewiesen werden.

e Riccati-Regelungen: Die zentralen Entwurfsparameter einer Riccati-Regelung sind
die beiden Matrizen Q und R,,;, mit welchen der Verlauf der Zustandsgréfien bzw.

der Stellgrofie in der Kostenfunktion (2.12)
J(x) = / x'Qx + uTRoptu dt
0

gewichtet werden. Im Falle einer Eingangsgrofle ist eine Skalierung von Q gleich-
bedeutend mit einer Verdnderung von R,,. Deshalb kann im Eingréfienfall R
dauerhaft zu eins gesetzt werden, ohne dass dabei die Menge der sich ergeben-
den Regler eingeschriankt wird. Sobald mehrere Eingénge zur Verfiigung stehen, be-
kommt die Matrix R, jedoch tatséchlich eine Bedeutung. In diesem Fall wird iiber

die Gewichtung der Eingangsgrofien vorgegeben, welche Eingangsgrofie wie stark
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zum Ausregeln einer Anfangsstorung eingesetzt werden soll. Eine sinnvolle Nutzung

dieser Entwurfsparameter bildet eine zentrale Aufgabe bei der Reglerauslegung.

e Polvorgabe mit Roppenecker-Formel: Nach [11] sind die Entwurfsvariablen
einer Mehrgroflenregelung zum einen die n-Eigenwerte \g; des geschlossenen Kreises
und zum anderen die dazu gehérenden so genannten n-Parametervektoren p; € R™.
Durch Vorgabe dieser Groéflen ergeben sich die Eigenvektoren vg; des geregelten

Systems zu:

VRri — (A — /\RiI)_pri (733)

und daraus die gesuchte Zustandsriickfithrung K € R™*™:

K:[Pl pn}['le ... URn

Bei der Polvorgabe nach Roppenecker stellen also die Parametervektoren die zusétz-
lichen Freiheitsgrade im Falle einer MehrgréfSenregelung dar. Fiir eine sinnvolle Wahl
der Parametervektoren dient oftmals die Interpretation, dass man das Regelgesetz

u = —Kx auch darstellen kann als

mit den Modalkoordinaten m. Uber die Wahl der Parametervektoren p; kann also
der Zusammenhang zwischen den Eigenformen des geschlossenen Systems und der
StellgroBe u vorgegeben werden. Da jedoch die Eigenformen wvg; iiber (7.33) von
den Parametervektoren abhéngen, ist eine Bestimmung von giinstigen Parameter-

vektoren oftmals trotzdem nur mit numerischen Verfahren moglich.

Wie anhand der beiden Entwurfsverfahren ersichtlich wird, kann die Tatsache, dass bei
der Auslegung einer Regelung im Falle mehrerer Eingangsgrofien zusétzliche Parameter
vorgegeben werden miissen bzw. konnen als inhdrent angesehen werden. Aufgrund der
unterschiedlichen Menge und Bedeutung der zusétzlichen Freiheitsgrade kann im Hinblick
auf die zu erfiillenden Anforderungen entschieden werden, welches Entwurfsverfahren am

geeignetsten erscheint.
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Bild 7.2: Bedeutung der Zustandsvariablen

7.4 Beispiel: Flugzeug Langsdynamik

7.4.1 Beschreibung des Modells

Als anschauliches Simulationsbeispiel zum Testen der diskret schaltenden Regelung fiir
Systeme mit mehreren Eingédngen wurde die Langsdynamik eines Flugzeugs gewéhlt. Das
hierfiir benotigte linearisierte Modell wurde mit den von [31] im Internet bereitgestellten
Unterlagen und Programmen fiir ein Flugzeug des Typs F16 erstellt. Die Bedeutung und
Einheiten der Zustands- bzw. Eingangsvariablen sind in Tabelle 7.2 gegeben bzw. teilweise

in Bild 7.2 dargestellt.

x1 = h Hohe des Schwerpunktes in ft
zo = 6 Nickwinkel in °

r3 =v Linge des Geschwindigkeitsvektors in ft/sec

x4 = o Anstellwinkel in °

x5 =q Drehrate um die y-Achse in °/sec
Uy Triebwerksschub in lbs
Us Hoéhenruder in °

Tabelle 7.2: Bedeutung und Einheiten der Zustandsvariablen
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Um ein lineares System zu erhalten, wurde die Dynamik um den Trimmpunkt (=Ruhelage

des nichtlinearen Modells):

Hohe: h = 15000ft,
Anstell- und Nickwinkel: o =6 = 4.53°,
Geschwindigkeit: v = 5001t /sec,
Schub: Uy trimm = 2109 1bs,
Hohenruder Uy trimm = —2-24°

linearisiert. Die sich ergebende System- bzw. Eingangsmatrix lautet:

0 200 0 —500 0
0 0 0 0 1
A = 1.074e —4 —=32.17 —-132¢e—-2 -2.67 —1.19
2.076e —6 1.2e —13 —2.55¢—4 —0.676 0.939
I 9.63¢ — 12 0 —1.18¢ =9 —0.576 —0.874 |
- . . -
0 0
B = 5.421 3.87e — 2
—8.59¢ —4 —1.4e—3
I 0 —0.1188 |

Fiir die Begrenzung der Stellgréflen werde angenommen:

1000 < w3 < 19000

—25 < wupy < 25.

Um den Trimmpunkt steht damit fiir die Ausregelung von Stérungen ungefdhr ein sym-
metrischer Stellhub
T
Umazr = |: 1000 22 ]

zur Verfiigung.

7.4.2 Auslegung und Ergebnisse der Regelung

Fiir die Auslegung der Regelung wurden folgende Einstellungen getroffen:
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e Es wurden 257 Stiitzstellen fiir a entsprechend ;1 = 1.01q; mit a; = 0.5 vorgege-

ben.

e Wie in Abschnitt 7.3 beschrieben, wurde fiir die Auslegung der Regelung eine Skalie-
rung der Eingangsgrofien vorgenommen. Das Giitemafl (7.32) wurde dazu fiir oy = 4

und e; = [1 0 0 0 0] optimiert. Die gefundene R Matrix lautet:

3.498¢ —4 0
0 1

Interessanterweise ergab sich fiir alle getesteten Richtungen im Zustandsraum die
gleiche Matrix R, so dass im vorliegenden Beispiel offenbar R nur eine Funktion

von «; ist.
e Fiir das skalierte System

X = Ax+Blsat1(u1)
B, = BR!

Umaz,1 — Rumax

wurden fiir alle 257 o Werte die Matrizen P; - und mit Hilfe numerischer Optimie-
rung die Einzugsbereiche S;(P;, n;) bestimmt. Der Verlauf von 7; iiber «; ist in Bild

7.3 zu sehen und, wie gefordert, monoton fallend.

Mit dem so ausgelegten Regler soll nun eine Anfangsstorung in der Flughohe von —6000 ft
ausgeregelt werden. Die sich ergebenden Verlaufe fiir die ersten vier Zustandsgréfien, die
zuriick skalierten Eingangsgrofen u = R~'u; sowie den Reglerparameter « sind in den
Bildern 7.4 - 7.8 dargestellt.

Betrachtet man die dargestellten Ergebnisse, so konnen folgende Aussagen beziiglich des

Verhaltens der Regelung gemacht werden:

e Wie in Bild 7.7 zu sehen, wird iiber einen sehr grofien Zeitraum der maximal mogli-
che Schub ausgenutzt, was mit Sicherheit fiir einen schnellen Aufstieg des Flugzeugs
notig ist. Auch das Hohenruder weist grofle Ausschldge auf. Aus energetischen Be-

trachtungen liegt jedoch die Vermutung nahe, dass fiir einen zeitoptimalen Aufstieg
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40001

35001
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25001
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Bild 7.3: Monotone Abnahme von 7 {iber «

des Flugzeugs primér die volle Ausschopfung des maximalen Schubs wichtig ist. In-
sofern kann das Verhalten des Reglers in diesem Punkt als sehr positiv bewertet

werden.

e Durch die Verwendung von 257 Stiitzstellen fiir o ergeben sich kaum merkbare
Spriinge in den Stellgréfen (Bild 7.7). Beziiglich der Stetigkeit in der Stellgrofie
stellt somit der Ubergang zu einer diskreten Variation von « keine wesentlichen

Probleme dar.

Obwohl die dargestellten Ergebnisse eine durchaus positive Bewertung der Regelung zu-
lassen, soll die gewéhlte Anwendung hauptséichlich ein interpretierbares Beispiel fiir ein
System mit mehreren Eingéingen darstellen. Vor einer tatsédchlichen Anwendung der Re-

gelung miissten z.B. noch folgende Punkte beriicksichtigt werden:

e Inwieweit ist das linearisierte Modell noch giiltig, wenn die Stellgréfen vollstandig
ausgeschopft werden? Vor allem die Wirksamkeit der Steuerflichen kann wahrschein-

lich nicht iiber den gesamten Bereich als linear angenommen werden.

e Ist es moglich, die Anzahl der Trimmpunkte so einzuschranken bzw. zu wéhlen, dass

fiir alle diese Trimmpunkte eine Reglerauslegung wie im vorgestellten Beispiel zu
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x 10

1.6

0.8 5 10 15 20
t (in sec)
Bild 7.4: Flughohe z; (in ft)
7.5
) i
6.5 — Nickwinkel 6 = x5 |
--- Anstellwinkel oo = z4
A i
55 |
i i
4.5 |
47 \\“ "' 7
3.5 5 10 15 20
t (in sec)

Bild 7.5: Anstell- und Nickwinkel (in °)
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Bild 7.6: Geschwindigkeit v = x3 (in ft/sec)

---Schub wu; in klbs

-15 — Hohenruder usy (in °) ]

_20 |

% 5 10 15 20
t (in sec)

Bild 7.7: Schub und Hohenruder
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0 5 10 15 20
t (in sec)

Bild 7.8: Reglerparameter «

einer handhabbaren Datenmenge fiihrt?
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Kapitel 8
Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde die Auslegung einer strukturvariablen Regelung vorgestellt. Schwer-
punkt der Arbeit war dabei die kontinuierliche oder weiche Variation der Regelung von
Systemen mit einem begrenzten Eingang, welche jedoch bei Bedarf immer durch eine dis-
krete Variation approximiert werden kann. In beiden Féllen ist das Ziel der Regelung, die
Stellgroflenausnutzung gegeniiber einer linearen Regelung zu verbessern und die Stabilitét
des geregelten Systems trotz der Beschréinkung in der Stellgréfie sicherzustellen sowie ei-
ne Aussage iiber den Einzugsbereich der Regelung treffen zu konnen. Der zum Erreichen

dieser Ziele gemachte Ansatz zeichnet sich durch zwei Punkte besonders aus:

e Die Auslegung der Regelung erfolgt im wesentlichen durch Vorgabe eines Parame-
ters, namlich «. Mit diesem wird vorgegeben, wie schnell die Ljapunow-Funktion
V des Systems abklingen soll (V = —aV’). Anders als z.B. bei einer Polvorgabe
oder einer Riccati-Regelung steigt damit der Aufwand bei der Parametrierung der
Regelung nicht mit der Systemordnung an, was die Anwendung der Regelung verein-
facht. Auflerdem ist die Bedeutung des Parameters « leicht verstdndlich, wodurch

die Parametrierung fiir den Anwender sehr transparent wird.

e Das Regelgesetz wird im Hinblick auf eine Ljapunow-Funktion so gewahlt, dass mit
dieser ein moglichst grofler Einzugsbereich abgeschéitzt werden kann. Die Verwen-
dung einer Ljapunow-Funktion als Basis fiir die Bestimmung des Regelgesetzes fiihrt
dazu, dass eine analytische Abschétzung des Einzugsbereichs der Ruhelage moglich

1st.

111
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Einen fiir die praktische Anwendung des Ansatzes wichtigen Punkt stellt die Modifikation
der Regelung fiir Systeme mit teilweise unsicherer Streckendynamik dar. Bei den beiden
hierzu vorgestellten Modifikationen wird unterschieden, ob die Auswirkung der Unsicher-
heiten durch den Systemeingang exakt kompensiert werden kénnte oder nicht. Im ersten
Fall spricht man von so genannten matched uncertainties. Gegeniiber dieser Klasse von
Unsicherheiten kann die Regelung immer robust ausgelegt werden. Falls die Unsicherhei-
ten nicht {iber den Eingang kompensiert werden konnen, wird ebenfalls ein systematisches
Vorgehen zum Entwurf einer robusten Regelung vorgestellt. Die Losbarkeit der entspre-

chenden Riccati-Gleichung kann allerdings in diesem Fall nicht vorab sichergestellt werden.

Aufbauend auf dem Reglerentwurf wurde auflerdem ein nichtlineares Fiithrungsfilter ent-
wickelt, mit welchem erreicht werden konnte, dass fiir alle Ruhelagen eines linearen Sys-
tems der gleiche Einzugsbereich giiltig ist. Durch die enge Verbindung zum Reglerentwurf
benotigt das Fiihrungsfilter nahezu keinen weiteren Aufwand in der Parametrierung. Auf-
grund der erreichbaren, signifikanten Erweiterung des Einzugsbereichs ergibt sich somit
aus der Kombination von Fithrungsfilter und strukturvariabler Regelung ein interessan-
ter Ansatz fiir Anwendungen, bei denen eine schnelle Uberfithrung von weit entfernten
Ruhelagen angestrebt wird. In diesen Féllen beriicksichtigt das Fiihrungsfilter die Stell-
groBenbeschriankung und iibernimmt somit die sonst oftmals sehr aufwindige Aufgabe

der Trajektorienplanung.

Neben der Behandlung von Systemen mit einer Eingangsgrofie wurde am Ende der Arbeit
auf mogliche Erweiterungen des Ansatzes fiir Systeme mit mehreren begrenzten Stell-
grofen eingegangen. Wie sich hierbei zeigt, ist eine direkte Erweiterung des Ansatzes
nicht moglich. Greift man jedoch zur Bestimmung der Einzugsbereiche auf numerische
Optimierungsverfahren zuriick, so kann eine leicht modifizierte Version des vorgestellten

Ansatzes auch im Falle mehrerer Eingangsgrofien zum Einsatz gebracht werden.

Neben den Schwierigkeiten bei der Bestimmung der Einzugsbereiche erhoht sich im Mehr-
grofenfall, so wie dies von anderen Entwurfsverfahren (z.B. Polplatzierung mit Rop-
penecker-Formel oder Riccati-Regelungen) ebenfalls bekannt ist, die Anzahl der vorzu-
gebenden Parameter. Ahnlich wie bei anderen Entwurfsverfahren muss auch bei dem
hier vorgestellten Ansatz neben der Vorgabe, wie schnell eine Anfangsstorung abklingen

soll, festgelegt werden, welche Eingangsgrofien dazu wie stark benutzt werden sollen. Der
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hierfiir zusétzlich benétigte Aufwand bei der Auslegung der Regelung kann als inhérent
fiir Mehrgroflensysteme angesehen werden und stellt deshalb keinen spezifischen Nachteil
des vorgestellten Ansatzes dar.

Insgesamt ermoglicht der vorgestellte Ansatz somit auch im Mehrgroienfall eine relativ
systematische und transparente Reglerauslegung, mit welcher die verfiigbaren Stellgrofien

gut genutzt werden konnen.
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Kapitel 9

Anhang

9.1 Beweise

9.1.1 Reduktion der Riccati-Gleichung

Als Grundlage mehrerer Beweise soll die Riccati-Gleichung (2.10) so transformiert bzw. re-

duziert werden, dass die Losung sicher positiv definit ist. Hierzu wird die Riccati-Gleichung
ATP +PA, +PRP+ Q=0 (9.1)

mit der Schur-Zerlegung N der Matrix A, transformiert.

Die orthogonale Matrix N € R™*" wird folgendermaflen aufgebaut:

Seien v;_, die Eigenvektoren von A,, welche asymptotisch stabil und nicht {iber Q be-
obachtbar sind. Die verbleibenden ¢ Eigenvektoren v,y ., sind dann entweder instabil
oder iiber Q beobachtbar. Die Spalten n;_, von N werden nun sukzessiv mit Hilfe der

Vektoren v; bestimmt:

n = v
8 T .
ny =vy —m(nyvy) Ny = My 1]
2
8 T T Ry
n3 = vz — ny(n; v3) — ny(n; v3) iy = 13 |||
3
) _ 1
fiy = vy m(n7vy) ~na(njvs) ~me(nfvr)  m = R
4

115
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Im Falle eines konjugiert komplexen Eigenvektorpaares v;;41 = v, £ jv; mit v,,v; € R"
bestimmt man zuerst die Anteile von v, und v;, welche aus dem Raum der bisherigen

Spalten ny, ..., n;_; heraus ragen:

r, = vV, — nl(n?vr) - n?(ngvr) T T ni_l(nzr_lvr)

r, = vj— nl(an'vj) — ng(ngvj) e ni_l(niT_lfvj).

Aus diesen ergeben sich dann die Vektoren n; und n;; bzw. n; und n;; zu

flz‘ = r,+ ar; n, = flz ~1
|1
- - 1
n,.; = I, —ary N1 = N4 T
(]

wobei die Bedingung, dass n; senkrecht auf n;,; steht, durch

T
o= |z (9.2)

I'j I‘j

immer erfiillt werden kann. Die Bestimmung der Spalten von N auf diese Weise fiihrt

offensichtlich dazu, dass

e die Spalten orthogonal zueinander sind;

e die ersten Spalten n;_, denselben Raum aufspannen wie die Eigenvektoren vy .
Bildet man nun die Transformation N7 A, N, so erhilt man

NTAN = NT[A.n;, A.ny, ..., A,n,)]

= N7 [t11ng, tiony + tooy, .o, ty + oo+ 1)

tir tiz ... Ty
0 t e. top

_ 22 2 _ T,
0 - 0 t,,

Benutzt man den Zusammenhang zwischen den Spalten von N und den Eigenvektoren
von A, und die Orthogonalitdt der Spalten von N, so kann man unschwer zeigen, dass

fiir die Eintrdge auf der Diagonalen von T, gilt:
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(Im Falle eines komplexen Eigenwertpaares wird ¢;; zu einer 2 x 2 Matrix mit Re()\;) auf
der Diagonalen.)

Fiir die Reduktion der Riccati-Gleichung wird die Matrix T, aufgeteilt in

T T,
T, = )
0 T,
wobei T_ € RP*? die nicht beobachtbaren, asymptotisch stabilen Eigenwerte von A, und
T, € R?9 die verbleibenden Eigenwerte enthélt.
Multipliziert man die Riccati-Gleichung (9.1) von links und rechts mit N7 bzw. N und

fiihrt an geeigneten Stellen noch Einheitsmatrizen in der Form I = NIN7 ein, erhilt man:

0 = N'AINN'PN+N"PNN"A N + N"PNN’RN N'PN + N"QN

TZ P R Q

0 = T'P +PT, + PRP + Q. (9.3)

Beriicksichtigt man, dass die ersten p Spalten von N den Nullraum von P aufspannen,
welcher laut Satz 2.3 auch Nullraum von Q ist, so miissen die Matrizen P und Q folgende

Gestalt haben:

- 0 O ~ 0 O
P: Q:

0 P, 0 Q,

Damit wird die transformierte Riccati-Gleichung (9.3) zu

0 0 0 0
+ +

0
0 TP, 0o PT, 0o P,R,P, 0 Q
Die gesuchte reduzierte Riccati-Gleichung lautet somit
T™P,+P,T, + P,R,P,+Q,=0. (9.4)
Folgende wichtige Punkte gelten fiir (9.4):

e Die Eigenwerte von T sind die instabilen und die iiber Q beobachtbaren stabilen

Eigenwerte von A,,.

e Die Matrix f’q ist positiv definit.
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9.1.2 Beweis Satz 2.5

Grundlage des Beweises ist (9.4) mit

Qq =0
R = —-2bb” = R = —2N"bb’N = —2bb”’
R, = —2bbl.

Wegen QQ = 0 sind alle stabilen Eigenwerte von A, unbeobachtbar, so dass ausschlieflich
die q instabilen Eigenwerte von A, die Eigenwerte von T bilden.

Da die Losung P, positiv definit ist, existiert eine Cholesky-Zerlegung [22]:
P,=LL" (9.5)

mit einer invertierbaren unteren Dreiecksmatrix L. Multipliziert man (9.4) von links und
rechts mit L= bzw. L=7, so erhilt man
0 = L'T’L+L"T, L7 -2L"b, quL

e e
M MT 1 17

2" = M+ M. (9.6)
Die Matrizen M und M7 haben beide dieselben Eigenwerte, nimlich die von T. Die
Matrix 117 hat nur einen Eigenwert, nimlich 171 (zum Eigenvektor 1). Bildet man nun
auf beiden Seiten von (9.6) die Spur, was der Summe der Eigenwerte entspricht, so erhélt

man:

q
23 N(Ty) = 27
=1

q
> X(A.) = b/LL”b,=b"Pb (9.7)
=1 f’q

q
> Xi(A+4I) = b'Pb
=1

v+4¢% = b'Pb. (9.8)
Fiir die Umformung in (9.7) wurde verwendet:

b"Pb = b" NN PNN’b = b"Pb = b P b,.
I
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9.1.3 Beweis Satz 2.6

Wenn « so klein gewéahlt wird, dass nur ein Eigenwert A\; von A durch die Riickfiithrung

verschoben wird, so ist ¢ = 1. Laut Satz 2.5 erhilt man dann fiir b Pb
b"Pb =\ + §.

Damit ergibt sich fiir die Lage des kritischen Punktes x* entsprechend (2.26)

= 4 2 b
* T TpTPh o M
1
= +—bu,,.. = const. (9.9)
A

Der kritische Punkt héngt also nicht von « ab.

Falls ¢ = 1 ist, so spannen die Eigen- und Hauptvektoren der stabilen Eigenwerte von
A den n — 1 dimensionalen Nullraum von P auf. Da der Bildraum senkrecht auf dem
Nullraum steht, wird dieser von dem links Eigenvektor r; zum instabilen Eigenwert \;
gebildet, welcher ebenfalls senkrecht auf den n — 1 stabilen rechts Eigenvektoren steht.
Folglich beschreibt S(P,7) einen Bereich im Zustandsraum, der nur in Richtung des links
Eigenvektors r; begrenzt ist. Die Form des Bereichs S(P, ) ist damit unabhéngig von .
Da der Punkt x*, welcher auf der Randfliche OS(P,n) liegt, konstant ist, muss auch die
GroBe von S(P,n) konstant bleiben.

Innerhalb von S tiberfithrt der Regler jeden Punkt in die Ruhelage. Um nun zu zeigen,
dass S auch den maximal moglichen Einzugsbereich des Systems exakt beschreibt, wird
im Folgenden gezeigt, dass Zustéinde x auflerhalb von S mit keinem Regler stabilisiert
werden konnen. Dazu zerlegt man x in eine Komponente z; in Richtung r; und einen

Rest z,

zZ21 = I'{X

zZ, = X —z21I'1.

(r; habe die Lénge 1) Die Dynamik von z; erhdlt man durch Multiplikation der System-
dynamik (1.2) mit r7:

r’'x = rlAx+ rlbsat(u)
b,
21 = Az + besat(u). (9.10)
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Bestimmt man nun den Wert von z; auf dem Rand von S, z.B. mit Hilfe von (9.9):

1, 1
—rb max — _br mazx 9.11
Al rl u )\1 1U’ ( )

2 maz = I'lTX* =
und setzt diesen in (9.10) ein, so erkennt man, dass es fiir z; = £z ;4. bei vollsténdiger
Ausnutzung von u gerade noch moglich ist 2, = 0 zu erreichen. Fiir 21 > 24 j40 (bzw. 21 <
—Z21,maz) €rhélt man aber unabhdngig von der Wahl von wu, also fiir jeden nur moglichen
Regler 2, > 0 (bzw. 2, < 0). Liegt der Zustand also auflerhalb von S, so entfernt er
sich in Richtung von r; fiir jedes u immer weiter weg von der Ruhelage, wihrend alle

Zustande innerhalb von S in diese iiberfithrt werden konnen. Damit stellt S eine exakte

Abschétzung des Einzugsbereichs dar. 0

9.1.4 Beweis Satz 2.7

Satz 2.7 basiert auf (2.31)

27 + qo 2
27+ (¢ — Da)> ™

n=2 (9.12)

Laut der Definition von & ist

(¢ Da=—-2+da+ .. +X). (9.13)

Y

Damit ¢ die Anzahl der verschobenen Eigenwerte beschreibt, muss aulerdem gelten
—2Re(N\;) < & < —2Re(Ag41). (9.14)

Um nun zu zeigen, dass immer ein & > 0 mit ¢ > 1 existiert, so dass gilt n — oo fiir

a — &, werden die folgenden drei Fille betrachtet:

Alle Eigenwerte von A sind negativ

In diesem Fall muss ein & grofler als —2Re(A2(A)) existieren und damit ¢ > 2 sein. Die
erste Moglichkeit, bei der (9.13) erfiillt sein konnte, ist fiir & = dg = —2(\; + A2). Falls
fiir ay jedoch &y < —2Re(A3) nicht erfiillt ist, ist die ndchste Moglichkeit & = a3 =
—2(A1 + A2+ A3)/2. Spétestens fiir & = &, = —2(A1 + Ao+ ...+ \,)/(n—1) muss auf diese
Weise eine Losung fiir & gefunden werden.

Fiir o« = & ist nun der Nenner von (9.12) Null und der Zahler wird zu &, so dass offen-

sichtlich n — oo fiir a« — & gilt.
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Genau ein Eigenwert von A liegt auf der imaginiren Achse

In diesem Fall ist & = —2Re()q). Fiir o > & ist dann ¢ > 1. Lésst man nun « von oben
gegen & gehen, strebt der Nenner in (9.12) gegen Null, wéhrend der Zéhler zu & wird, so

dass n — oo fiir a« — & folgt.

Mehr als ein Eigenwert von A liegt auf der imaginédren Achse

In diesem Fall ist @ = v = 0. Fiir @ — & gehen sowohl der Nenner als auch der Zahler in
(9.12) gegen Null. Das geforderte Verhalten von 1 kann aber z.B. mit Hilfe der Regel von

I’Hospital nachgewiesen werden:

. qo 9
= lm2—-"——
) o : q 2 _ q 2 _
I'H = lim2—u = -u = 0.

a—0 2(q _ 1)20[ max O max

Durch die Wahl von @ — & kann also in allen Féllen n beliebig grof3 gemacht werden.

Andererseits ist aufgrund von Satz 2.8 die Ableitung P’ = % positiv semi-definit (P’ >
0). Lasst man also a von oben gegen & gehen, so bleibt P konstant oder wird kleiner,
wihrend 7 tiber alle Grenzen wéchst. Dadurch kann der Bereich S(P, n) tatséchlich in alle
Richtungen beliebig grofl gemacht werden. U

9.1.5 Beweis Satz 2.8

Um zu zeigen, dass ' < 0 ist, leitet man (2.31)

27+ qo 2
(27 + (¢ — Da)? ™

nach « ab:
2v(2 — ¢q) — 1
o =2 Y(2 —q) — qalq : )U?m-
27+ (¢ —1)a)

Folgende Félle konnen nun auftreten:

Fall 1: Y >0 und ¢ > 1

Fiir v > 0 und ¢ > 1 ist offensichtlich " < 0.
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Fall 2: v <O und ¢ > 1

a)

Falls alle Eigenwerte von A in der geschlossenen linken Halbebene liegen, existiert ein
a. Mit

-2
oz>ol=—,y
qg—1

wird der Nenner von 7’ sicher positiv. Unter Verwendung von a > & kann fiir den

Zahler als obere Grenze
29(2—-q) —qalg—1) <2y(2—-¢q) —q(=2y) =4y <0
angegeben werden. = 7’ < 0.

Sobald mindestens ein Eigenwert in der offenen rechten Halbebene liegt, existiert kein

& mehr. Da aber Re()\;) > —§ und Re(A;) > 0 ist, gilt in diesem Fall

q
7= 3 M(A) > —(g-1)2 (9.15)
i=1
und deshalb gilt fiir den Nenner von 7’
27+ (g —1a > 0.

Andererseits kann mit der Ungleichung (9.15) der Zahler von 7' nach oben abgeschétzt

werden:
27(2—¢q) —qa(g—1) <2v(2—q) +2¢q7 = 4y < 0.

=7 <0.

Somit ist 1" in allen moglichen Fillen negativ.

Um P’ > 0 zu zeigen, benutzt man die in Abschnitt 9.1.1 eingefiihrte Transformation der

Riccati-Gleichung. Wendet man diese auf die Matrix A an, welche die selben Eigenvekto-

ren wie A, hat, so erhilt man

) T, T
A =NTAN = 0” Tl (9.16)

q
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mit T, € RP*P, T, € R?™%. Wegen A, = A + 1 besteht zwischen der Matrix T und T,
der Zusammenhang:

T, =T,+ 2L
Damit wird die Riccati-Gleichung (9.4) zu

0= (T,+2I) P, +P, (T, +2I) + P,R,P, + Q,. (9.17)

Leitet man diese nach « ab, erhélt man eine Ljapunow-Gleichung fiir f’;:

-~ - T . - -~ -
(T, + 5T+ RP,) P, +P, (T, +5T+RP,) =P, (9.18)

N J/
v~

T,

Laut Satz 2.1 ist die Matrix T, asymptotisch stabil. Da die Matrix f’q positiv definit ist,
muss die Losung ].3; der Ljapunow-Gleichung (9.18) ebenfalls positiv definit sein. Durch
Umkehrung der Transformation P’ = N7P'N erhilt man aus 15; das gesuchte Ergebnis
fiir P”:

. 0 0
P' = NP'N” =N _ INT>o0. (9.19)

0 P

q

Aufgrund der moglichen Nullmatrizen in P’ ist P’ nur positiv semi-definit. 0
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