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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit untersucht fiir strukturmechanische Probleme eine nicht Cy-stetige Dis-
kretisierungsstrategie mit Finiten Elementen hoher Ordnung, die mit Hilfe der so genannten
Mortar Element Methode umgesetzt wird. Angewandt wird die Methode zur Kopplung von
Hexaeder- und Tetraederelementen. Die im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Tetraederformu-
lierung basiert auf der Idee einer entarteten Hexaeder-Tetraeder Abbildung (Duffy Transfor-
mation) und verwendet eine Tensorproduktstruktur integrierter Legendrepolynome auf dem
Hexaeder als Basisfunktionen. Die Implementierung der Mortar Element Methode bestétigt
theoretische Vorhersagen beziiglich exponentieller Konvergenz in der Energienorm fiir Ver-
schiebungsfelder ohne Singularitéiten. Fiir allgemeine Verschiebungslésungen wird mindestens
algebraische Konvergenz erreicht. Untersucht werden des Weiteren verschiedene Ansétze fiir
den Lagrangen Multiplikatorraum auf dem Kopplungsinterface, wobei sich ein diskontinuier-
licher Ansatz als giinstig erweist. Diese Aussage gilt fiir materiell lineares Verhalten. Eine
numerische Untersuchung mit nichtlinearem Materialverhalten deutet auch fiir diese Problem-
klasse auf ein robustes Verhalten der Methode hin.

Abstract

This thesis investigates a non-continuous discretization strategy in the context of the high
order Finite Element Method (p-FEM) for 3D elastostatic analyses. The approach is known
as a Mortar Element Method, which we use to couple hexahedral and tetrahedral elements.
The tetrahedron’s shape functions developed in this work are based on a degenerated hexahe-
dral to tetrahedral mapping called Duffy transformation. They consist of integrated Legendre
polynomials exhibiting a tensor product structure on the hexahedron which allows for fast
integration algorithms. Numerical experiments confirm theoretical predictions stating that for
smooth problems an exponential convergence rate is obtained under pure p-refinement. For
other types of problems at least algebraic rates of convergence are achieved. Furthermore,
different discretizations of the shape functions used for the Lagrangian multipliers on the in-
terface of the two structures are investigated. Here, non-continuous ansatz spaces produce
the best results for the examples under investigation. Even for nonlinear material behaviour
a numerical experiment provides a sound indication of the robust properties of the proposed
method.
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Kapitel 1

Einleitung

In dieser Einleitung wird die vorliegende Arbeit in den Gesamtzusammenhang der Planungs-
aufgaben im Bauwesen gestellt. Nach einer kurzen Skizze iiber bauspezifische Planungscha-
rakteristika werden heute iibliche Methoden der dimensionsreduzierten Tragwerksmodellierung
angesprochen. Aus einer ersten Analyse der damit verbundenen Probleme wird eine alterna-
tive, rein volumenorientierte Tragwerksplanung motiviert. Diese wurde bereits in mehreren
vorangegangenen Doktorarbeiten am Lehrstuhl fiir Computation in Engineering untersucht.
Aus der damit verbundenen Schwierigkeit der Vernetzung komplexer dreidimensionaler Struk-
turen ergibt sich die eigentliche Aufgabenstellung dieser Arbeit, die Umsetzung der Mortar
Methode fiir dreidimensionale Finite Elemente hoher Ordnung.

1.1 Planung im Bauwesen

Die Planung im Bauwesen zeichnet sich i.A. durch den Unikatcharakter eines Bauwerks, die
damit verbundenen Risiken und Kosten sowie aufgrund des Zwangs fachiibergreifender Zu-
sammenarbeit durch eine hohe Komplexitdt und einen hohen Kommunikationsbedarf aus.
Wihrend der unterschiedlichen Planungs- und Bauphasen finden Arbeitsschritte statt, die
sequentiell oder zyklisch von einer heterogenen Gruppe verschiedener Fachplaner bearbeitet
werden miissen.

1.1.1 Planungscharakteristika

Um unterstiitzende Methoden fiir die Planung und Ausfithrung im Bauwesen zu entwickeln,
ist zunédchst eine Analyse der Planungs- und Ausfiihrungsprozesse durchzufiihren. Es lassen
sich dabei nach EASTMAN m] die folgenden typischen Planungscharakteristika identifizieren:

e Unikatcharakter:
Der Unikatcharakter hat einen deutlichen Einfluss auf das Verhéltnis zwischen Planungs-
kosten und Endpreis des Produktes. Im Bauwesen liegen die Planungskosten oft bei 10 %
des Endpreises, wiahrend der Preis industriell am Fliefband gefertigter Produkte meist
um Groflenordnungen iiber den Planungs- bzw. Entwicklungskosten liegt. Damit "lohnt’
sich bei industrieller Fertigung ein erhchter Planungsaufwand mehr als bei Unikatferti-

gung.
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e Iterative Arbeitsweise:
Eine iterative Arbeitsweise findet in zweierlei Hinsicht wihrend des Planungs- und
Ausfiihrungsprozesses statt: Erstens in einem einzelnen Planungsabschnitt, also in einem
dafiir vorhergesehenem zeitlichen Rahmen. Und zweitens {iber verschiedene Abschnitte
hinweg, falls Modifikationen des Bauwerks durch duflere Umstéinde notwendig werden.

e Zunehmender Detaillierungsgrad:
Der Detaillierungsgrad eines Bauprojekts nimmt von der Machbarkeitsstudie iiber die
Planung und Ausfithrungsplanung permanent zu.

e Vielzahl an Fachdisziplinen:
Bei einem Bauprojekt ist eine Vielzahl unterschiedlicher Spezialisten beteiligt. Dies sind
z.B. Architekten, Tragwerksplaner, Bauphysiker, Geologen, um nur einige zu nennen.
Dabei ist i.d.R. davon auszugehen, dass mit der Grole und steigendem Unikatcharakter
des Bauwerks die Anzahl der Beteiligten und deren Vernetzung anwichst.

e Wechselnde Arbeitsgruppen:
Die Zusammensetzung und Grofle der Arbeitsgruppen dndert sich wiahrend des fort-
schreitenden Bauablaufs.

e Geringe Strukturierung:
Durch den Unikatcharakter eines Bauwerks und das Auftreten unvorhersehbarer Ereig-
nisse ist die Entwicklung einer formalen Steuerung fiir den Bauprozess deutlich schwie-
riger als im Fall standardisierter Industrieprodukte.

Die aufgefiihrten Punkte machen deutlich, dass eine effiziente Computerunterstiitzung von
Planungsprozessen im Bauwesen schwieriger zu realisieren ist als z.B. im Maschinenbau. Sie
sind auch ein wesentlicher Grund dafiir, dass Software im Bauwesen heute nachwievor in Form
von Insellésungen fiir die verschiedenen Planungsphasen existiert. Fiir einen Fortschritt bei der
Entwicklung computerunterstiitzender Verfahren im Bauwesen ist es deshalb zunéchst notig,
alle Objekte und Zusténde eines Bauwerks eindeutig zu beschreiben, um sie dann {ibergreifend
in verschiedenen Planungsphasen nutzen zu konnen.

1.1.2 Produktmodelle im Bauwesen

Ein Produkt wird in der ISO 9002 lediglich als ein Ergebnis von Tétigkeiten und Prozessen
definiert. Im Bauwesen ist ebenfalls der Begriff Bauwerksmodell iiblich. Ein Bauwerksmodell
dient der Beschreibung eines Bauwerks iiber alle Phasen der Planung, Ausfiithrung, Nutzung,
bis hin zum Riickbau. Dabei wird in der Regel ein objektorientierter Ansatz gewahlt, d.h. die
relevanten Daten werden entsprechend diverser Klassifizierungseigenschaften, z.B. Geometrie,
Kosten, Instandhaltung, etc. gegliedert ﬂﬂ]

Im vorhergehenden Abschnitt wurde erwahnt, dass es iiber den gesamten Lebenszyklus hinweg
verschiedene Sichtweisen auf ein Bauwerk gibt. Man spricht von doménenspezifischen Sicht-
weisen, da jede Doméne (Architekt, Tragwerksplaner, Kleinunternehmer,. . . ) sich vornehmlich
fiir einen Teil, bzw. Teilaspekt des Bauwerks interessiert. Ein Bauwerksmodell soll dabei die
von jeder Doméne verlangten Daten beinhalten. Ebenfalls soll entsprechende Software diese in
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effizienter Weise weiterverarbeiten und dem Nutzer bereitstellen kénnen. Die Anforderung der
Effizienz und die programmiertechnische Umsetzung verlangt ebenfalls nach einer geeigneten
Strukturierung der Daten. Von besonderer Bedeutung fiir die Modellierung im Bauwesen ist
der Aspekt der Geometrie. Algorithmen, die auf einem Gebdudemodell basieren, miissen die
Geometrie von Objekten und geometrische Beziehungen zwischen Objekten erkennen kénnen.
Ein weiterer Aspekt ist die Erhaltung der Konsistenz des Modells, das fiir die verschiedenen
an der Planung beteiligten Personen modifizier- und erweiterbar sein muss.

1.1.3 Der Produktmodell Standard IFC

Dem Wunsch der Standardisierug von Produktmodellen im Bauwesen folgend griindete sich
1995 die International Alliance for Interoperability IAI, ein internationaler Zusammenschluss
von Firmen und Organisationen im Umfeld des Bauwesens. Die Entwicklung eines gemeinsa-
men Datenmodells, der Industry Foundation Classes IFC @] (ISO Standard: ISO PAS16578),
dauert seither an und ist derzeit noch nicht abgeschlossen. Die IFC soll ein semantisches
Objektmodell zur Verfiigung stellen, das eine hierarchische Gliederung des Bauvorhabens in
Projekt, Gelinde, Raum, Element beinhaltet. Zum Zweck einer verbesserten Anbindung an
die Tragwerksplanung entstand die IFC-Erweiterung ST-4, die dimensionsreduzierte Modelle
(Mittelflichen von Decken, etc.) bereitstellt. Fiir technische Details der IFC sei an dieser Stelle
auf LIEBICH ﬂﬁ] verwiesen.

1.2 Tragwerksplanung im konstruktiven Ingenieurbau

Die Tragwerksplanung nimmt aufgrund ihrer existenziellen Bedeutung fiir das Bauwerk eine
Sonderstellung im Laufe des gesamten Bauvorhabens ein. Nach der Entscheidung fiir eine be-
stimmte Tragstruktur erfolgt deren Bemessung sowie deren statischer Nachweis. Dabei wird
iiblicherweise aufgrund der unbedingt notwendigen Interpretier- und Nachrechenbarkeit der
Ergebnisse fiir den Ingenieur die gesamte Tragstruktur in dimensionsreduzierte statische Teil-
modelle (z.B. Balken, Decken, Wénde,. . .) zerlegt. Das statische Gesamtmodell bestimmt sich
dadurch als Menge miteinander in Wechselwirkung tretender Einzelbauteile. Neuere Ansétze
vernachlassigen jedoch die bisher {ibliche Vorgehensweise und nutzen die im Produktmodell
vorliegenden Daten, um ein Gesamt-Volumenmodell des Bauwerks zu extrahieren (s.u.). In
beiden Fillen, der klassischen Vorgehensweise sowie der strukturmechanischen Berechnung
am Gesamtmodell, kommen computergestiitzte numerische Verfahren - hier ist in erster Linie
die Finite Elemente Methode (FEM) zu nennen - zum Einsatz. Letztere unterscheidet sich wie-
derum in Varianten, so z.B. in h-, oder p-FEM (s.u.), die an die Vorraussetzungen der Berech-
nungsverfahren, d.h. auf Dimensionsreduktion oder Gesamtmodell, angepasst werden miissen.
Die Berechnung mit dimensionsreduzierten Teilmodellen zeigt vor allem dann Schwichen,
wenn nachtriagliche Verdnderungen des Tragwerks potentiell den gesamten Lastabtrag beein-
flussen und deshalb alle Bauteile erneut untersucht werden miissen. Bei der Berechnung am
Gesamt-Volumenmodell ist algorithmisch gesehen die automatisierte Generierung eines geeig-
neten FE-Netzes (s.u.) problematisch.

Die Tragwerksplanung im konstruktiven Ingenieurbau beruht allgemein auf verschiedenen Mo-
dellen mit unterschiedlichen Schwerpunkten. So sind nach RUEPPEL M] und MEISSNER @]
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Abbildung 1.1: Tragwerksmodelle nach M],@]

fiinf verschiedene Teilmodelle im Bereich der Tragwerksplanung zu identifizieren, s. Abb. [L11
Diese sind:

e Architekturmodell:
Das Architekturmodell bildet die Grundlage fiir alle im weiteren Planungsverlauf erstell-
ten Teilmodelle. Es ist das Resultat der ersten wesentlichen Planungsphasen. Falls im
Sinne einer Produktmodell-orientierten Handlungsweise vorgegangen wird, so liegt das
Architekturmodell als dreidimensionaler Korper vor, der im einzelnen aus attributierten
Objekten besteht. Bei Einsatz geeigneter Software kann das Architekturmodell iiber den
IFC-Standard an den Tragwerksplaner iibergeben werden.

e Tragwerksmodell:
Das Tragwerksmodell besteht aus den tragenden Bauteilen und stellt somit eine Un-
termenge des Architekturmodells dar. Im Idealfall wird es vom Tragwerksplaner direkt
aus diesem generiert. Derzeit iiblich ist aber noch die Neuerstellung mit eigens dafiir
konzipierten CAD Programmen.

e Statisches Modell:
Das statische Modell identifiziert die Bauteile entsprechend ihrer Tragwirkung, d.h. Bal-
ken, Platten, Stiitzen, etc. Dies fiithrt zu einer Dimensionsreduktion des Modells und
dient oft auch der separierten Berechnung einzelner Tragwerksteile. Diese Teilberech-
nungen werden dem Lastabtrag folgend 'von oben nach unten’ vorgenommen.

e Numerisches Modell:
Das Numerische Modell ist i.d.R. ein Finite Elemente Modell. Es entsteht aus der Wahl
der Diskretisierung und der im statischen Modell gemachten mechanischen Annahmen.
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Erwartet der Ingenieur z.B. plastisches Materialverhalten wird sich das numerische Mo-
dell von einem linear elastischen unterscheiden. Nach Durchfiihrung der Berechnung sind
alle maf3geblichen Schnittgréfien bekannt.

e Bemessungsmodell:
Das Bemessungsmodell dient dem normativen Nachweis der jeweiligen Bauteile. Je nach
angenommenem Tragverhalten (ein-, zweidimensional) werden hiermit die Trag- und
Gebrauchsfiahigkeit von Querschnitten, bzw. Bewehrungsfiihrungen nachgewiesen.

e Konstruktionsmodell:
Im Konstruktionsmodell sind alle fiir den Bau relevanten Daten abgelegt. Es enthélt
bspw. Bewehrungspléane, Informationen zur Betondeckung, etc. Meist liegen die Daten
auf der Baustelle in Papierform vor.

Die Vielfalt der Modelle ldsst erkennen, dass eine computergestiitzte Effizienzsteigerung der
einzelnen Teilprozesse und deren Zusammenfiigen zu einem Gesamtprozess sich schwierig ge-
staltet. Die Probleme liegen dabei in der Automatisierung sowie in der Konsistenzsicherung
bzw. Widerspruchsfreiheit des Bauwerksmodells. Hinsichtlich Konsistenzsicherung ist nach
MEISSNER @] und WORNER ﬂEln unter dem Aspekt, dass mehrere Planer gleichzeitig
Verdnderungen am Modell vornehmen, eine Verwaltung durch ein zentrales Datenbankma-
nagmentsystem einem Dateiaustausch vorzuziehen (siche auch RANK @]) Hinsichtlich der
automatischen Konvertierung, bzw. Extrahierung, ist vor allem der Schritt vom Architektur-
zum statischen Modell problematisch, da hier ingenieurméffige Annahmen getroffen werden,
die mit Hilfe des Computers schwer nachgebildet werden kénnen. Die Problematik liegt vor
allem in der Dimensionsreduktion und der Beurteilung des Tragverhaltens der einzelnen Bau-
teile, so dass hier als Losungsansatz im Weiteren die statische Berechnung am Gesamtmodell
und nicht am dimensionsreduzierten Modell untersucht wird.

1.3 Berechnung am Gesamtmodell

Wie bereits erldutert steht die Idee, die Tragstruktur als Ganzes an einem nicht dimensionsre-
duzierten Modell, und auch nicht in Teilschritten, zu berechnen im Gegensatz zur der derzeit
iiblichen Praxis. Dies liegt sicherlich einerseits an den bisher nicht ausreichenden Rechnerka-
pazitéiten, vor allem aber an der historischen Entwicklung aus der Handkalkulation mittels
Rechenschieber heraus. Aufgrund der Geschwindigkeit mit der sich die Halbleitertechnologie
weiterentwickelt und dem Wunsch durch optimale Vernetzung mit Hilfe eines Produktmodells
weitere Effizienzgewinne in der Bauwirtschaft zu erlangen, kann jedoch davon ausgegangen
werden, dass die Berechnung an einem Volumenmodell in Zukunft an Bedeutung gewinnen
wird (ROMBERG M], RANK M]) Die Frage, welche Schritte vom Architekturmodell zum
dreidimensionalen Berechnungsmodell notwendig sind und inwiefern dies mit den bereits in der
Praxis verfiigharen Standards moglich ist, war Gegenstand der Untersuchungen von ROMBERG
M] und NIGGL @] im Rahmen des DFG-Schwerpunktprogramms "Vernetzt-kooperative
Planungsprozesse im Konstruktiven Ingenieurbau’. Die wesentlichen Ergebnisse hierzu wer-
den nachfolgend kurz zusammengefasst:

e ROMBERG stellt in M] ein Verfahren vor, mit dessen Hilfe es moglich ist, eine drei-
dimensionale Strukturanalyse auf Basis eines Gebdudemodells durchzufiithren (s. Abb.
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Abbildung 1.2: Berechnung am Gesamtmodell

f1od
Abbildung 1.3: Hierarchische Bisektion @]

[2)). Verwendet wird hierbei die so genannte FEM hoher Ordnung (p-Version), die hier-
bei den typischen diinnwandigen Tragstrukturen angepasst wird. Vom Autor wird festge-
halten, dass die semantischen und topologischen Informationen innerhalb des Bauwerks-
modells ausreichend sind, um Nachbarschaftsrelationen zwischen separat modellierten
Volumina zu identifizieren. Mit Hilfe dieser Nachbarschaften kann eine geeignete geo-
metrische Zerlegung des Modells durchgefiihrt werden, die den im Bauwesen typischen
diinnwandigen Strukturen gerecht wird. Auf Grundlage dieser Zerlegung entwickelt der
Autor einen Vernetzungsalgorithmus, der die Berechnung des dreidimensionalen Gesamt-
modells mit Hilfe der Finite Elemente Methode ermdoglicht.

e NIGGL untersucht in @] darauf aufbauend weitere Fragestellungen, so z.B. hinsichtlich
der Eignung eines Volumenmodells zur vernetzt-kooperativen Zusammenarbeit, wobei
er zu dem Schluss kommt, dass durch den Einsatz eines Volumenmodells die Schnittstel-
lenproblematik, wie sie in Abb. [l dargestellt ist, deutlich reduziert wird. Des Weiteren
entwickelt er eine hierarchische Strukturierung des Geb#dudemodells (s. Abb. [[2), die
bei den im Planungsverlauf zu erwartenden Modifikationen eine schnelle Neuberechnung
an Gesamtmodell erlaubt @; 91; @]

1.4 Zielsetzung und Gliederung der Arbeit

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass durch die beiden Arbeiten von ROMBERG und NIGGL
der Weg vom digitalen Gebdudemodell im IFC-Standard hin zum dreidimensionalen Volumen-
modell und dessen strukturmechanische Berechnung mit Hilfe der Finite Elemente Methode
grundsétzlich aufgezeigt wurde. Einige Probleme, die in diesem Zusammenhang beziiglich
der praxisnahen Umsetzung stehen, sind gelost, so z.B. die Frage nach der zeitintensiven
Berechnung am Gesamtmodell vor dem Hintergrund eines sich sténdig dndernden Modells.
Die entwickelten Methoden entbehren jedoch noch der Allgemeingiiltigkeit, da sie sich auf
die typischerweise im Bauwesen anzutreffenden Strukturen, ndmlich diinnwandige Strukturen,
beschrinken. Es fehlt ihnen die Moglichkeit beliebig geformte, massive Korper, zu integrieren.
Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, diese Liicke durch die Anbindung eines Freiformvernetzers
an die bestehende Software zu schlieflen.
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Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass der Leser eine prinzipielle Idee von struktur-
mechanischen, computergestiitzten Berechnungsmethoden besitzt, obwohl im Rahmen dieser
Arbeit auf diese noch detailliert eingegangen wird.

Da der in den genannten Vorarbeiten des Lehrstuhls entwickelte Vernetzer fiir diinnwandi-
ge Strukturen reine Hexaedernetze erzeugt, wére es naheliegend, fiir die massiven Strukturen
einen Hexaedervernetzer zu verwenden. Wenn man allerdings die derzeit verfiigharen kommer-
ziellen bzw. akademischen Hexaedervernetzer untersucht, so stellt man fest, dass diese aufler
in Sonderféllen nicht in der Lage sind, die fiir die p-Version geeigneten groflelementigen Netze
zu generieren. Diese Fahigkeit besitzen derzeit nur Netzgeneratoren auf Basis von Tetraedern.

Allerdings mochte man nicht auf die Vorteile der p-Version bei der Berechnung diinnwandi-
ger Strukturen mit Hexaederelementen verzichten b] Die Frage, die sich stellt, ist deshalb:
Welche Méglichkeiten gibt es beide Elementtypen miteinander zu kombinieren? Das Problem,
das dabei auftaucht liegt auf der Hand. Hexaeder- und Tetraedernetze sind zwangslaufig nicht
konform, d.h. (im Ergebnis), dass sich unter Verwendung dieser nicht konformen Netze, sich
Bauteile fiktiv durchdringen koénnen, wodurch strukturmechanische Berechnungen an Sinn
verlieren. Es gibt die Moglichkeit, Konformitéat der Ansétze zu erzwingen, indem jeweils zwei
Dreiecksoberflichen passend auf eine Vierecksfliache gelegt werden. Dies ist jedoch eine nichtri-
viale Aufgabe, da die Anzahl der Dreiecke auf der Kontaktflache immer gerade sein muss. Diese
Bedingung wiirde die Algorithmen, die bei der Hexaeder- und Tetraedervernetzung ablaufen,
stark beeintriichtigen. Uber die Qualitit solcher Netze und der damit erzielten Ergebnisse sind
dem Autor keine Untersuchungen bekannt. Hier soll mit einer nicht konformen Kopplung bei-
der Elementtypen ein alternativer, allgemeingiiltiger Weg beschritten werden. Eine Methode,
die dies ermoglicht, ist die so genannte Mortar Element Methode.

Gliederung der Arbeit:

e Kapitel 2 stellt die Grundprinzipien der Finiten Elemente Methode im Bereich der
Strukturmechanik vor. Nach der Herleitung werden Konvergenzeigenschaften sowie Stra-
tegien zur Verbesserung der Ergebnisse vorgestellt.

e Kapitel 3 analysiert die Eigenschaften bestehender Ansatzbasen fiir Tetraeder und stellt
die im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Polynombasis vor, mit deren Hilfe allgemeine
Strukturen in das bestehende Softwareframework eingebaut werden kénnen.

e Kapitel 4 behandelt geometrische Aspekte der zugrunde liegenden Netze, die bei der
p-FEM von besonderer Bedeutung sind.

e Kapitel 5 leitet die eigentliche Mortar Element Methode in einem ingenieurgeméfien
Kontext her. Mit Hilfe dieser Methode wird die Nutzung der vorher entwickelten Tetra-
ederelemente mit gekritmmten Oberflichen im Rahmen gemischter Hexaeder / Tetraedernetze
moglich.

e Kapitel 6 stellt numerische Beispiele zur Verifikation der entwickelten Verfahren vor.
Des Weiteren werden die damit erzielten Ergebnisse hinsichtlich Tauglichkeit fiir praxis-
relevante Anwendungen im Bauwesen untersucht.






Kapitel 2

Finite Elemente Methode

Die Finite Elemente Methode (FEM) stellt das Standardverfahren dar, mit dem im Inge-
nieurwesen komplexe Strukturen mit Hilfe von Computern berechnet und analysiert werden.
Mathematisch betrachtet sucht sie die Losung einer Differentialgleichung (DGL) auf einem Ge-
biet €2 unter gegebenen Randbedingungen. Es gibt mehrere Méglichkeiten der Herleitung der
FEM. Eine verallgemeinernde Sichtweise ist die Formulierung eines gewichteten Residuums,
durch das man die zur Differentialgleichung gehérende schwache Form erhélt. Durch Multi-
plikation der DGL mit einer so genannten Test- oder Wichtungsfunktion und anschliefender
partieller Integration iiber das Gebiet €2 ergibt sich in Folge die Grundgleichung der FEM. Ein
weniger abstrakter Ansatz ist die Herleitung iiber Enerieprinzipien, falls diese existieren, bzw.
bekannt sind. Dazu wird gefordert, dass ein gegebenes Potential 11 (u), i.d.R. ein Ma$ fiir die
vom System geleistete Arbeit, minimal wird. Das heifit, ein physikalisches System entgegnet
den gegebenen Belastungen und aufgeprégten Verschiebungen mit minimalem und endlichem
Energieaufwand.

Fiir eine Einfithrung in die Finite Elemente Methode fiir kontinuumsmechanische Probleme
sei auf STRANG ﬂﬁé}, HUGHES @] und SzZABO @] verwiesen. Eine kurze und prignan-
te Einfiihrung in die p-Version der FEM, auf die spiter eingegangen wird, wird von SzZABO,
DUSTER und RANK in M] gegeben.

Mit Hilfe der FEM erreicht man im allgemeinen Fall eine Naherungslosung ug., deren Qua-
litdt mafBigeblich von der gewéhlten Diskretisierung abhéngt. Unter Diskretisierung versteht
man dabei die Wahl oder Definition des endlich dimensionalen Funktionenraums, in dem die
Néherungslosung gesucht wird. Er besteht bei der FEM f{iblicherweise aus Polynomen mit
ortlicher Begrenztheit (kompaktem Tréger), d.h. Polynomen, die nur in einem Teil des Gebie-
tes, den so genannten Elementen definiert sind und nach auflien hin stetig zu null fortgesetzt
werden. Ausgehend von der schwachen Form spricht man von einem Bubnov-Galerkin Ver-
fahren, wenn Wichtungs- und Diskretisierungsraum identisch sind. Weichen sie voneinander
ab, so ergibt sich ein Petrov-Galerkin Verfahren, das die Grundlage fiir andere numerische
Methoden bildet, wie z.B. die Finite Volumen Methode (siche z. B. LEVEQUE m]), die Ran-
delementemethode (siche z.B. SCHANZ M], BREBBIA m]) oder auch FEM-Derivate. Die
folgenden Kapitel sollen zur Begriffsbestimmung und zur Absteckung der im Rahmen die-
ser Arbeit gestellten Problemstellungen dienen. Sie sind in keinerlei Hinsicht als eine strenge
mathematische Formulierung mit funktionalanalytischem Hintergrund gedacht. Dabei werden
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zur kiirzeren Darstellung kontinuumsmechanische Sachverhalte und das allgemeine numerische
Approximationsverfahren, das fiir beliebige dafiir geeignete Problemstellungen (z. B. Finanz-
mathematik, Medizin) verwendet werden kann, gekoppelt in einem Kapitel erortert.

2.1 Die schwache Form der linearen Elastostatik

Im Rahmen dieser Arbeit wird die reine Verschiebungsformulierung der linearen Elastostatik
behandelt. Gemischte Variationsprinzipien bspw. nach Hu-WAsHIZU M] oder HELLINGER-
REISSNER M], zdhlen zu den Mehrfeldfunktionalen und beinhalten neben den Verschiebun-
gen u auch Spannungen o und Verzerrungen €. Sie basieren auf denselben physikalischen
Grundgleichungen wie die Verschiebungsformulierung, fordern allerdings nur deren schwache
Erfiillung.

Zur Herleitung der Grundgleichungen ist zundchst von drei Grundprinzipien der Elastostatik
auszugehen. Diese sind:

e Gleichgewicht
e Kinematik
e Stoffgesetz

Alle im weiteren Verlauf durchgefiihrten Betrachtungen erfolgen an einem infinitesimalen Volu-
men fiir das kleine Verschiebungsgradienten und konstante Materialeigenschaften angenommen
werden.

2.1.1 Gleichgewicht

Nach dem dritten Newton’schen Axiom actio=reactio miissen die Krafte innerhalb eines Korpers
mit den auf ihn einwirkenden Kréften im Gleichgewicht sein. Zur Beschreibung dieses Gleich-
gewichts innerhalb des Korpers wird fiir die vom/im Koérper herrschenden Kriifte der Span-
nungstensor o;; (s. Abb. ZTI) eingefiihrt. Es gilt:

O-ijJ_'_fi:Ov ivj:17273 (21)

wobei durch die Indizes ¢, j die Koordinatenachsen z,y, z beschrieben werden. Dabei werden
die Volumenkréfte durch den Vektor f = (fy, fy, f,)* gekennzeichnet. Bei o handelt es sich um
einen Tensor 2. Stufe mit neun Eintréagen, der sich in Matrizenschreibweise darstellt als:

Ozz Ogzy Ozz
o= | Oy Oy Og (2.2)
Ozz Ozy Oz

Durch Betrachtung des Momentengleichgewichts ergibt sich dessen Symmetrie, wodurch nur
noch sechs unabhéngige Spannungsgréfien verbleiben, so dass sich o in der Voigt-Notation als
sechs-zeiliger Vektor o schreiben lésst.

o= [gmmaayyaUzzaaxyaayzagmz]T (23)
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Oz,

v

Abbildung 2.1: Definition der Spannungen

Mit der Differentialoperatormatrix L

9
7 0 0
0 4 0
0o 0o £

L=12 o | | (2.4)
A
) Y

[ 22 0 o
lasst sich Glg. 211 darstellen als
L' +f=0 (2.5)

Die Krifterandbedingungen t stehen dabei mit dem Spannungstensor o in folgender Bezie-

hung:
t =on. (2.6)

Dabei stellt n den nach auflen gerichteten Normaleneinheitsvektor dar.

2.1.2 Kinematik

Wird ein Koérper belastet, so verformt er sich. Diese Deformation fiihrt innerhalb des Korpers
zu lokalen Dehnungen, Volumenénderungen und Scherverformungen, die sich aus den partiellen
Ableitungen des Verschiebungsfeldes ergeben. Die Kinematik beschreibt dabei mathematisch
die Beziechungen zwischen Verschiebungen und Verzerrungen. Sie wird durch die Betrachtung
eines Punktes vor (Ausgangskonfiguration) und nach der Belastung (Momentankonfiguration)
beschrieben (s. Abb. Z22)). Zwischen dem Verzerrungstensor € und den Verschiebungen u gilt im

linearen Fall, d.h unter Vernachldssigung quadratischer Termd] der folgende Zusammenhang:
1
ey = 5 Uiy + o), 6,J =123 (2.7)

Tm Rahmen dieser Arbeit werden nur geometrisch lineare Verschiebungen angenommen.
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eQ,XQ,.TQ,y
elaXluxhx

Abbildung 2.2: Ausgangs- und Momentankonfiguration eines Punktes

Auch beim Tensor ¢;; fithren Symmetrieiiberlegungen am infinitesimalen Element zu nur sechs
unabhédngigen Verzerrungsgrofen. Mit dem Verschiebungsvektor u = [um,uy,uz]T und dem
Verzerrungsvektor

€ = [€xas €yys €225 Vs Vyz» %Z]T lasst sich Glg. 2271 darstellen als

€ = Lu, (2.8)

wobei die um den Faktor 2 grofleren Ingenieurverzerrungen v, = 2€4y, Vy: = 2642, Yoz = 2€2-
eingefiihrt werden.

2.1.3 Stoffgesetz

Das Stoffgesetz beschreibt den Widerstand eines Materials gegeniiber einer aufgebrachten Be-
lastung und formuliert somit den Zusammenhang zwischen Spannungen und Verzerrungen. Im
hier betrachteten linear elastischen Fall und isotropen Materialeigenschaften wird dieses Mate-
rialverhalten durch zwei konstante Kenngroflen, A und u, den so genannten Lamé Konstanten
beschrieben. Um physikalisch interpretierbare Kenngroflen, die aus Versuchen bestimmt wer-
den konnen, zu erhalten, werden der Elastizitdtsmodul E und die Querkontraktionszahl v
eingefiihrt. Der Elastizitdtsmodul lésst sich als Steifigkeit einer eindimensionalen Feder in-
terpretieren. Die Querkontraktionszahl beschreibt die Dickendnderung des Materials unter
Axialbelastung. Ein negatives v wiirde bspw. einen Stab unter Zugbelastung dicker werden
lassen. Der Zusammenhang zwischen Spannungen und Verzerrungen ist folgender:

Oi5 = Aekk@j -+ Q,MEZ']‘ (29)
Die Lamé Konstanten stehen mit den ingenieurtechnischen Gréfien in folgender Beziehung:

E vE
A T M (e (e (2.10)

Des Weiteren gilt 0 < A < oo, und somit —1 < v < 0.5.
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Auch hier stellt sich die Darstellung der Glg. fiir nachfolgende Uberlegungen in Matrizen-
schreibweise als vorteilhaft dar. Mit der Elastizitdtsmatrix C

[ (1-v) v v 0 0 0
v (1—-v) v 0 0 0
v v (1—-v) 0 0 0
C— £ 0 0 o = 0 (2.11)
1+ v)(1—20) 2 '
0 0 0 0 5 0
1—-2v
] 0 0 0 0 0 7 |
gilt
& =Ce (2.12)

Die spezifische Forménderungsenergie 1I, eines Verschiebungsfeldes ldsst sich mit Hilfe der
eingefiihrten Ingenieurverzerrungen nun als Skalarprodukt der Vektoren &, e schreiben als:

I, = e (2.13)

2.1.4 Starke Form der linearen Elastostatik

Nach Einfithrung von drei Verschiebungs-, sechs Verzerrungs- und sechs Spannungsgréfien, al-
so insgesamt 15 Unbekannten, lassen sich die 15 Gleichungen 2211 - so umformulieren, dass
entweder nur Spannungen, nur Verschiebungen oder beides in einem gesuchten Differential-
gleichungssystem auftreten. Dabei treten je nach Vorgehensweise Differentialgleichungssysteme
verschiedener Anzahl und Ordnung auf. Je nach Formulierung sind ebenso verschiedene Rand-
bedingungen (Spannungs- oder Verschiebungsfelder) als bekannt vorauszusetzen. Die iibliche
Herangehensweise, die auch hier angewandt wird, fithrt auf eine reine Verschiebungsformulie-
rung, die sich in Indexschreibweise wie folgt darstellt:

puig;+ A+ pug+ fi=0 , i,j=1,2,3 (2.14)

Dies sind drei Differentialgleichungen 2. Ordnung. Zu einer eindeutigen Problemstellung gehoren
noch Randbedingungen, d.h. Verschiebungen u = u auf einem Teil des Randes I',, sowie Span-
nungen t = t auf I';.

2.1.5 Herleitung der schwachen Form

Das gewichtete Residuum der Glg. 2T wird durch Multiplikation mit einer Wichtungsfunk-
tion (oder Testfunktion) v; und anschlieBender Integration iiber das Gesamtgebiet gebildet.

Q

Eine nachfolgende partielle Integration verschiebt die Ableitungen der gesuchten Funktion u
auf die Wichtungsfunktion v.

Ou;  Ou; ov;  0Ov; B
/QM (8%‘ i axi) (3903‘ " al’i) A (s v5) dY = /flv,dQ + /tlvzdrt (2.16)
. 0

Iy
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Mit Hilfe der Funktionalanalysis kann gezeigt werden, dass die Formulierungen EZT4] und
zusammen mit den vorgegebenen Randbedingungen unter entsprechenden Annahmen
beziiglich Differenzierbarkeit gleiche Losungen besitzt, d.h. jede Funktion u, die Glg.
erfiillt, erfiillt ebenfalls 22T und umgekehrt. Dabei wird vorausgesetzt, dass die exakte Losung
ug, und deren Ableitungen auf dem Gebiet €2 quadratintegrierbar sind, d.h

/ [u* + (Vu)Z] dQ) < oo (2.17)

Alle Funktionen u, die Glg. 2T erfiillen, werden in Kombination mit einer entsprechenden
Norm im so genannten Sobolev Raum H' zusammengefasst. In diesem Raum ist durch

llul| = /u2 + (Vu)2 (2.18)

Q

eine Norm definiert. Mit Hilfe der Norm lassen sich gewisse Eigenschaften der durch
definierten Menge definieren, so z.B. Abgeschlossenheit und Stetigkeit. Erfiillen Funktionen
aus H' des Weiteren noch die homogenen Null-Randbedingungen auf dem gesamten Rand T,
so spricht man von H{.

Bemerkung:

Das maflgebliche Theorem, das beim Nachweis der Gleichheit von ZT4] und eingesetzt
wird, ist das Fundamental theorem of variational calculus (oder auch Fouriers Lemma). Mit
Hilfe des Lax-Milgram Theorems kann zusammen mit der V-Elliptizitéit des Integrals die Ein-
deutigkeit der Losung von ZT6 bewiesen werden, s. z.B. REDDY Lm] Eine eindeutige Losung
existiert fiir elastostatische Probleme, wenn reine Starrkérperverschiebungen und -rotationen
durch gegebene Randbedingungen ausgeschlossen sind.

In Matrizenschreibweise wird Glg. iblicherweise folgendermafien dargestellt

/(LV)TC (Lu) dQ = /fde + /tvdFt (2.19)
Q Q Iy
Hierbei erkennt man durch die auftretenden Skalarprodukte etwas deutlicher den Schritt von
einem DGL-System zu einem vektoriellen Skalarprodukt, also einer Summe {iber die Anzahl

der Gleichungen in EZZT4l Statt der drei gekoppelten Differentialgleichungen T4 der starken
Form, wird bei der schwachen Form mit dem Funktional gearbeitet.

Die Glg. lasst sich in einer etwas abstrakteren Form schreiben:
B(u,v) = F(v), ve€H), u€cH., (2.20)

mit der Gleichbedeutung der linken und rechten Seiten von Glg. ZZT9I,
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2.2 Diskretisierung

Nach Herleitung der schwachen Form beginnt im n&chsten Schritt die Diskretisierung des
Problems. Anstatt zu fordern, dass die gesuchte Naherungsfunktion ug. mit jeder beliebigen
Wichtungsfunktion v die gewichtete Form erfiillt, wird dies nur fiir eine endliche Anzahl von
Funktionen v" € S"™ C H} gefordert. Ebenfalls wird der Raum der gesuchten Funktionen
H{ angenihert durch einen Teilraum S™ dessen. Im Falle eines Bubnov-Galerkin Verfahrens
sind beide wie bereits erwiihnt identisch. Konvergenzbeweise zeigen, dass fiir S, S"* — H} E]
die exakte Losung der starken Form beliebig genau angenédhert werden kann, wenn man den
Unterschied, bzw. die Differenz beider in einer bestimmten Norm, der so genannten Ener-
gienorm misst. Punktweise Konvergenz, also Konvergenz in der Maximumsnorm ||e||,, kann
fiir analytische Funktionen erreicht werden (Typ A/B in Abschnitt EE32)). Kritische Grofen
hinsichtlich Konvergenz und Konvergenzverhalten sind bspw. singuldre Spannungen in ein-
springenden Ecken.

2.2.1 Raé&umliche Diskretisierung

Zur Konstruktion eines endlichen Subraums S™, S™* aus H} wird das Gebiet € in eine Menge
sich nicht iiberlappender Teilgebiete 2, den (Finiten) Elementen, unterteilt.

0= o (2.21)

Dieser Prozess wird Netzgenerierung genannt, sieche z.B. Abb. Bei dreidimensionalen
Problemen gibt es hierbei verschiedene Typen: Tetraedernetze, Hexaedernetze, hybride (ge-
mischte) Netze, etc. Eine automatische und fehlerfreie Generierung eines solchen Netzes, das
die Giite der Approximation mafigeblich beeinflusst, ist nicht fiir alle Problemstellungen in
der Praxis befriedigend durchzufiihren. In einem solchen Fall sind manuell durchzufiihrende
Korrekturen vorzunehmen. Die Netzgenerierung stellt daher ein eigensténdiges Forschungsge-
biet dar, dessen Abhandlung sich in dieser Arbeit auf dieses Kapitel beschrinken muss.

Jedes Element dient im Folgenden als Trager von Funktionen, die auf diesem Element und
evtl. auf Nachbarelementen leben. Diese Funktionen bilden eine Basis des diskreten endlich-
dimensionalen Teilraums S™, S in dem die Losung gesucht wird.

2.2.2 Diskretisierung des Element-Funktionenraumes

Die gesuchte Naherungslosung up, stellt sich als Linearkombination so genannter Ansatzfunk-
tionen dar
n n N:B,Z
Upe = Z Nlul = Z Ny,i U; (222)
i=1

=1 2,

Bei gegebenen N; stellen die Freiheitsgrade u; die gesuchten Unbekannten dar. In der Regel
werden Ansitze gewdhlt, bei denen nur eine Komponente (V,, N,, N,) ungleich null ist, wo-
durch sich das Skalarprodukt in Glg. auf eine Koordinatenrichtung reduziert und die

2Hiermit ist gemeint, dass die Approximationsriume S"*, S"* bei Verfeinerungen den Raum H} beliebig
genau approximieren.
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Abbildung 2.3: Tetraedernetz eines Viertels einer Lochscheibe

Glg. deutlich vereinfacht wird.

Die klassische Vorgehensweise bei der Approximation des Raumes S durch Ansatzfunktionen
ist die Anndherung durch Polynome. In letzter Zeit finden aber auch NURBS, s. z.B. HUGHES
@], d.h. gebrochen rationale Polynome mit Erfolg Anwendung. Eine Konvergenzbedingung
an die Ansatzfunktionen, bzw. den Ansatzraum ist, dass die auftretenden ersten Ableitungen
nicht zu null werden, da sonst das Integral in Glg. zwangsldufig verschwindet. Des Weite-
ren miissen die essentiellen Randbedingungen - in diesem Fall die Verschiebungen - durch den
Ansatz erfiillt werden. Es sei an dieser Stelle bereits angemerkt, dass die in vielen Lehrbiichern
geforderte Bedingung der Cy-Stetigkeit der Losung ug, im Rahmen der Strukturmechanik ’le-
diglich’” im Grenzfall S, S" — S erfiillt sein muss. An dieser Stelle muss auf die Mortar
Element Methode (Kap. Bl verwiesen werden, bei der der Ansatzraum i.d.R. nicht stetig ist.

Bei der FEM gibt es zwei klassische Varianten, die h-Version und die p-Version. Bei der h-
Version beschréinkt man sich auf lineare, bzw. quadratische Funktionen, d.h. auf den Polynom-
grad eins oder zwei. Das maflgebliche Charakteristikum der h-Version ist, dass Konvergenz
hierbei durch ein immer feiner werdendes Netz erzielt wird. Man modifiziert somit die rdum-
liche Diskretisierung. Bei der p-Version wird der Polynomgrad erhoht und das Netz konstant
gehalten, d.h. der Ansatzfunktionenraum der einzelnen Elemente wird veréndert. Es gibt eben-
falls die Kombination von beiden Varianten - die hp-Version (s. z.B. DEMKOWICZ ﬂ%]), sowie
verschiedene Derivate, die die p-Version mit Netzverfeinerungs-, bzw. Modifikationstechniken
verkniipft - je nach Problemstellung. Alle Varianten besitzen unterschiedliche Konvergenzord-
nungen, abhingig davon wie die exakte Losung ug, beschaffen ist, d.h. ob und welche Art von
Singularitéten sie besitzt. Sie werden im Kapitel beschrieben.

2.2.3 Masterelement

Die Konstruktion der Funktionen direkt auf einem globalen Element stellt sich unter den gege-
benen Bedingungen als schwierig dar. Grund hierfiir sind der bereits angesprochene kompakte
Tréger und die Null-Fortsetzbarkeit der Funktionen an Elementrandern, wie sie in Kap.
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fiir Tetraeder diskutiert werden. Um eine einfache und klare programmiertechnische Umset-
zung der Konstruktion globaler Ansatzfunktionen zu erméglichen werden alle Elemente auf
ein so genanntes Masterelement abgebildet, dessen lokales Koordinatensystem im Folgenden
mit &, 7, ¢ bezeichnet wird.

T z(&,1,¢)
y | =1 y&n Q) (2.23)
z 2(§,1,Q)

Auf dem Masterelement sind die Formfunktionen definiert. Dort wird integriert und wieder
zuriick abgebildet, d.h. es findet eine doppelte Koordinatentransformation mit zugehorigen
Ableitungstransformationen in Form der Jacobimatrix J und Volumentransformation in Form
der Jacobideterminante |J| statt. Auf dem Masterelement sind Standardfunktionen definiert,
die hier als Formfunktionen bezeichnet werden sollen. Durch Transformation auf das globale
Finite Element entstehen die Ansatzfunktionen. Die Transformation auf das Masterelement
beinhaltet gewisse Einschrankungen an die Geometrie der globalen Elemente. Die Jacobide-
terminante darf im gesamten Element das Vorzeichen nicht wechseln, da sonst keine injektive
(eins zu eins) Abbildung vorliegt. Diese Bedingung hat bei Hexaedern Auswirkung auf die
Nummerierung der globalen Knoten, sowie auf die Innenwinkel der Elemente, die grofier als
0° und kleiner als 180° sein miissen. Die Jacobideterminante J der Abbildung ist definiert als:

ox dr Ou
9E Iy oC
oy dy 0
J=| % o 9 (2.24)
96 o 0
9 Iy oC

Die Umrechnungsvorschriften fiir die Ableitungen sowie die Integrationsgrenzen zwischen lo-
kalem und globalen Koordinatensystem lauten folgendermafien

fil 9
oz /3
5 1| @
- o) =J 5= ° 2.25
a@y (o) % (o) (2.25)
92 ac
und
dxdydz = |J|dEdndC (2.26)

Die Umrechnung von Oberflachenlasten erfolgt iiber den Betrag des (nicht normierten) Nor-
malenvektors der Abbildungsvorschrift 2223, wobei auf der lokalen Oberfléche eine Koordinate
konstant oder fiir lokal schriag liegende Fliachen als Funktion der anderen beiden geschrieben
werden kann. Mit

dn = aa—}u( X 86—)1)( (2.27)
gilt somit
11
/(o) dA = //(o) dn (2.28)
A “15

Die beiden Variablen (u,v) stellen dabei abhéngig von der Abbildungsvorschrift vom Master-
auf das globale Element die Koordinaten &, 7, ¢ dar, d.h. (u,v) € [(£,7); (£,); (1, )]
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2.2.4 Gleichungssystem

Nach Einsetzen der diskreten Ansatz- und Wichtungs- bzw. Testfunktionen in die schwache
Form erhélt man diskret auswertbare Integrale, die elementweise mit Hilfe numerischer Qua-
draturverfahren berechnet werden koénnen. Man spricht im Bereich der Strukturmechanik von
Elementsteifigkeitsmatrizen k, die fiir das Gesamtsystem zur Gesamtsteifigkeitsmatrix K zu-
sammengebaut werden. Nach Einsetzen der Ansétze fiir up, in Glg. und Wichtung
mit einer Funktion v; = IN; erhalt man:

/ (LN,)" C (LZNjuj> dQ = / NTfdQ + / NTtdr, (2.29)
j=1 Q I

Q

Hierbei sind bis auf die Unbekannten wu;, die sich aus dem Integral ziehen lassen, alle auftre-
tenden Grofien bekannt.

n

> / (LN;)" C (LN;)dQ| u; = / NTfdQ + / N7Ztdr (2.30)
Q r

j:l QO

Die Auswertung des Integrals fiir ein Element ergibt eine Gleichung mit n Unbekannten. Nach
Wichtung mit allen n Ansatzfunktionen ergibt sich die evtl. noch singuldre Elementsteifig-
keitsmatrix k sowie die rechte Seite f.

ku = f (2.31)

Ein Eintrag in der Matrix an der Stelle (i, j) ergibt sich dabei durch

kij = / (LN,)" C (LN;) dQ (2.32)

Nach Berechnung der einzelnen Elementsteifigkeitsmatrizen miissen diese noch zu der Gesamt-
steifigkeitsmatrix zusammengefiigt werden - ebenso wie der Lastvektor. Dieser Schritt erfolgt
iber die Nummerierung der einzelnen Funktionen und bedarf je nach Version (h- oder p-
Version) der Verwaltung der Ansatzfunktionen durch Zuweisung zu geometrischen Elementen,
d.h. zu Knoten (h-,p-Version), Kanten, Fldchen und Volumina (p-Version).

Das Gesamtgleichungssystem liest sich analog zu Glg. Z3Tk

KU=F (2.33)

Die Gesamtsteifigkeitsmatrix K ist im Fall linearer Elastostatik und isotropem Materialverhal-
ten symmetrisch und positiv semidefinit, d.h. sie besitzt nur nicht negative Eigenwerte. Zwei
Eigenschaften, die hinsichtlich Speicherbedarf und Gleichungslésung von grofier Bedeutung
sind.

Randbedingungen werden im FE-Code i.d.R. einfach iiber ein Penaltyverfahren implementiert,
um somit algorithmisch gesehen erst relativ spit den geforderten homogenen Ansatzraum H;
und die Erfiillung der Verschiebungsrandbedingungen zu garantieren. Nach dem Einbau der
Randbedingungen ist die Gesamtsteifigkeitsmatrix K positiv definit A

3Dies gilt fiir den Fall, dass Starrkérperverschiebungen ausgeschlossen werden.
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2.3 Konvergenzraten

Bei der Analyse eines Problems mit Hilfe eines computergestiitzten Verfahrens stellt sich nach
Erhalt des Ergebnisses dem Ingenieur zwangslaufig die Frage nach der Giite der Approximati-
on. Die kritischen Groflen, z.B. Verschiebungen, Dehnungen, Spannungen, etc. variieren dabei
entsprechend den spezifischen Anforderungen der Aufgabenstellung. Um den Diskretisierungs-
fehler zu verringern, konnen dabei Konvergenzuntersuchungen als unterstiitzendes Hilfsmittel
dienen, um vertrauenswiirdige Ergebnisse zu erhalten. Sie unterteilen sich in a prior: Schatzun-
gen, die ohne Kenntnis der Néherungslosung up. untersuchen, wie sich die Ergebnisse, bzw.
deren Fehler bestmoglich verbessern, bzw. verringern lassen, und a posterior: Untersuchungen,
die die erhaltene Néherungslosung verwenden, um verbesserte Ergebnisse zu erhalten, indem
man die nachldufige Fehlerschatzung mit adaptiven Verfahren koppelt.

Bei der Modifikation der Berechnung lassen sich entsprechend dem Diskretisierungsprinzip
zwei Parameter verdndern:

e Die rdumliche Diskretisierung - also das Netz

e Die Diskretisierung des Element-Funktionenraumes - hier also einer Verdnderung des
polynomiellen Ansatzgrades

Des Weiteren stellt sich die Frage nach dem Maf}, das den Fehler beschreiben soll. Problem-
spezifische Beschrankungen, bspw. die Spannung in einem bestimmten Punkt, wie zu Beginn
angesprochen, sind fiir theoretische Untersuchungen hierzu nicht geeignet. Um allgemeingiilti-
ge Aussagen treffen zu konnen, verwendet man bei methodischen Untersuchungen i.A. die
Energienorm || ® ||g(q) des Fehlers e = up, — up..

1
lel|z@) = 58(6’6) (2.34)

Daneben bedarf es noch einer Grofle, die die Diskretisierungsparameter gleichermaflien be-
schreiben kann. Dies ist z.B. die Anzahl der Unbekannten N. Von eigentlichem Interesse ist
jedoch der Zeitaufwand, d.h. die Dauer der Berechnung, im Verhéltnis zur interessierenden
(kritischen) GroBe. Diese ist jedoch schwierig abstrakten und allgemeingiiltigen Uberlegungen
zugénglich, da sie von vielen verschiedenen Faktoren abhéngt. Zu nennen sind hier geometri-
sche Algorithmen, numerische Integration, Gleichungslosung, Speicherverwaltung, Prozessor,
Computersprache, Compiler, etc. Es wird gemeinhin jedoch davon ausgegangen, dass Verfah-
ren, die in der Relation Fehler zu Freiheitsgraden gut abschneiden, ebenfalls gute Aussichten
auf eine schnell ablaufende Implementierung besitzen.

2.3.1 Eigenschaften der exakten Losung

Es ist zunéchst sinnvoll die Eigenschaften der exakten Losung ug, zu charakterisieren, da
das Konvergenzverhalten in der Energienorm bzw. die Verbesserung dessen mafigeblich da-
von abhéngt. Entscheidendes Merkmal hierbei sind auftretende Singularitéiten der gesuchten
Funktion, da sich an diesen Stellen die Approximation durch Polynome am schwierigsten ge-
staltet. Im Bereich der Strukturmechanik unterscheidet man daher nach SzABO h] drei
Funktionstypen:
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e Typ A - Analytische Funktionen:
Diese besitzen keine Singularitéiten. Per Definition lassen sich analytische Funktionen in
jedem Punkt durch eine Taylorreihenentwicklung beliebig genau darstellen. Sie werden
im Folgenden als glatt bezeichnet.

e Typ B - Teilweise analytische Funktionen:
Diese sind analytisch auf dem gesamten Gebiet €2 bis auf eine endliche Anzahl Punkte
und Kanten. An diesen Stellen treten bspw. durch wechselnde Randbedingungen oder
einspringende Ecken Singularitéiten auf.

e Typ C - Funktionen, die weder in Kategorie A noch B gehéren.

Die analytische Losung in der Umgebung von singuldren Punkten lésst sich oft als unendliche
Reihe schreiben. Fiir zweidimensionale Probleme gilt dort:

up, = Z Air’\iFl-(G), r<p, Amin >0 (2.35)
i=1

Hierin sind r, 8 Polarkoordinaten mit dem Ursprung im singuldren Punkt, p der Konvergenz-
radius, A; Konstanten, F; analytische Funktionen in Abh#ngigkeit vom Polarwinkel 6, und
A; Exponenten, wobei der kleinste Wert A,,;, die Glattheit des Problems charakterisiert. Je
nach Problemstellung (Strukturmechanik 2D /3D, Warmeleitungsgleichung, etc.) sind die Ex-
ponenten \; generell durch die Forderung der endlichen Energie des Systems nach unten be-
schrankt, d.h. zu kleine Exponenten wiirden Losungen mit unendlich viel Energie generieren,
eine nichtphysikalische Eigenschaft. Anzumerken ist an dieser Stelle, dass fiir die betrachteten
Problemstellungen durch den Energieterm ae (Glg. 2ZT3), die Ableitungen der Verschiebungs-
approximation ug, im Quadrat eingehen. Man erkennt an dieser Stelle, warum die exakte
Losung im H'! liegen muss, denn dieser ist durch die Endlichkeit des Integrals des "Ableitungs-
quadrats’ der Verschiebungen definiert.

2.3.2 A priori Fehlerschitzung

Im Folgenden sind verschiedene Konvergenzeigenschaften iiber den funktionalen Zusammen-
hang zwischen der Energienorm des Fehlers | o |5y und den Freiheitsgraden N zu charakte-
risieren. Es gibt nach SzaBé [12d] zwei Typen:

e Algebraische Konvergenz
e Exponentielle Konvergenz

Algebraische Konvergenz zeichnet sich durch die folgende Fehlerabschitzung aus:

k *
lelle < NG bzw. log|lel|r < k" — Blog N (2.36)

Und fiir exponentielle Konvergenz gilt:

lellp < ———=~, bzw. log|lel|r < k" — yN? (2.37)
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Zur besseren grafischen Unterscheidung der beiden Typen nimmt man i.d.R. statt der direkten
Beziehung den Logarithmus davon, da sich in einer log-log Darstellung algebraische Konver-
genz darin als Gerade mit der Steigung —( identifizieren lisst und exponentielle Konvergenz
durch eine nach unten abfallende Kurve gekennzeichnet ist. Neben reiner algebraischer und
reiner exponentieller Konvergenz gibt es noch eine Zwischenform, die so genannte préaasym-
ptotisch exponentielle asymptotisch algebraische Konvergenz. Sie zeichnet sich dadurch aus,
dass die Berechnung zunéchst exponentiell konvergiert, um anschlieffend in eine Gerade abzu-
flachen, s. Abb. 24l In den Tabellen EZTIZZ] sind die Konvergenzeigenschaften fiir die h-, p-

log [le|| =

algebraisch

exponentiell exponentiell-algebraisch

log N

Abbildung 2.4: Konvergenzeigenschaften. Relativer Fehler iiber Anzahl der Freiheitsgrade

und hp-Version angegeben. In den Tabellen ist A = \,,;, aus Glg.

Tabelle 2.1: Asymptotische Konvergenzraten in 2D nach M]

Version
Kategorie h P hp

A algebraisch exponentiell | exponentiell

B=p/2 0>1/2 0>1/2
B algebraisch, Bem. 1 | algebraisch | exponentiell

B = Lmin(p, \) g=A 0>1/3

algebraisch algebraisch
C 3> 0 30 Bem. 2
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Tabelle 2.2: Asymptotische Konvergenzraten in 3D nach M]

Version
Kategorie h ‘ P ‘ hp
A algebraisch | exponentiell | exponentiell
B=p/3 0>1/3 0>1/3
exponentiell
B Bem. 3 6>1/5
algebraisch | algebraisch
C 30 30 Bem. 2

Bemerkungen zu den Tabellen ZZTIZZ 2k

e 1. Es wird uniforme oder quasiuniforme Netzverfeinerung angenommen. Im Fall einer
optimalen nicht uniformen Netzverfeinerung gilt g = %p

e 2. In manchen Féllen besteht die Moglichkeit durch eine hp-Verfeinerung eine stérkere
Konvergenz als algebraisch zu erhalten.

e 3. In 3D kann die exakte Losung nicht durch einen einzigen Parameter charakterisiert
werden. Es gilt jedoch, dass die Konvergenzrate der p-Version mindestens doppelt so
hoch ist wie die der h-Version.

e 4. Diese Konvergenzraten kénnen erreicht werden, wenn alle Singularitdten auf Element-
punkten oder -Kanten liegen.

2.3.3 A posteriori Fehlerschitzung - Extrapolation

Im Gegensatz zu den bisher ausgefithrten Uberlegungen lassen sich mit a posteriori Feh-
lerschétzungen Aussagen iiber die Qualitdt der Ergebnisse nach einer durchgefithrten Finite
Elemente Berechnung treffen. Eine Moglichkeit die Energienorm der exakten Losung besser
anzundhern, besteht in der Extrapolation erhaltener FE-Ergebnisse. Unter Annahme algebrai-
scher Konvergenz gilt

kQ

N28
Um die Unbekannten ||[ug,||%, 8 und k zu bestimmen wird der Quotient der Energiefehler
dreier aufeinanderfolgender Berechnungen in Beziehung gesetzt. Es ergibt sich somit

(2.38)

lells = lupallfs — llurl =

log ]I\)];l

HuEm!ZE - H‘Jlﬂz,pHQE2 - (”uEJB”zE - HuFe,leZJ) tog 2 (2.39)
[l = urepllz  \lugllz — [[Urep—2lz

Diese Gleichung kann bspw. mit Hilfe eines Newton-Raphson Verfahrens gelost werden. Nach

Erhalt der verbesserten Energienorm lésst sich der Fehler der durchgefiihrten Berechnung
abschétzen.
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2.3.4 Verfeinerungsstrategien

Die Tabellen EZTIEZ2] deuten bereits an, dass eine hp-Verfeinerung die beste Methode ist, da
mit ihr in fast allen Féllen exponentielle Konvergenz erreicht wird. Die Implementierung eines
hp-Codes ist jedoch sehr komplex, so dass man in der Regel auf die beiden anderen Verfei-
nerungsstrategien zuriickgreifen muss. Im Vorfeld miissen jedoch noch die Begriffe uniforme,
quasiuniforme und geometrische Netzverfeinerung definiert werden (s. z.B: SzZABO @]) Die
Variablen h,,;, und h,,., kennzeichnen dabei den kleinsten bzw. grofiten Elementdurchmesser.

e uniforme Netzverfeinerung:
In diesem Fall werden alle Elemente gleichermafien verfeinert (z.B. halbiert).

e quasiuniforme Netzverfeinerung:
Hier wird gebietsweise eine grofiere Verfeinerung durchgefiihrt. Der Quotient hy,q. / Fonin
bleibt fiir die Folge von Netzen jedoch endlich. Man verfeinert sozusagen iiberall, jedoch
in einigen Teilbereich stérker.

e geometrische Netzverfeinerung:
Hier bleibt das Verhéaltnis von kleinsten zu grofitem Elementdurchmesser fiir die Folge
von Netzen nicht mehr endlich. Das Netz wird z.B. in Richtung einer Singularitit um
einen konstanten Faktor, i.d.R 0.15 verfeinert.

Damit konnen im Folgenden die einzelnen Verfeinerungsstrategien diskutiert werden.

Verfeinerungsstrategien:

e h-Verfeinerung:

Bei einer glatten Losung, d.h. A ist grof, wird der Fehler vom Polynomgrad bestimmt,
B = p/2 (fiir den 2D Fall). Fiir nichtglatte Losungen, d.h. A < p (im 2D-Fall), bestimmt
die Glattheit die Konvergenzrate. Es lassen sich jedoch durch Anwendung adaptiver
Strategien optimale Netzfolgen generieren. In diesem Fall kann § unabhéngig von der
Glattheit der Losung gemacht werden, ist jedoch immer noch durch den Ansatzgrad
durch p/2 beschrénkt. Im Falle glatter Losungen werden durch Adaptivitiat quasiunifor-
me Netze generiert. Ist die exakte Losung nicht glatt, geht der Quotient der Durchmesser
Rmaz [ Bmin bel einer optimalen Verfeinerung gegen unendlich. Eine weitere Besonderheit
der h-Verfeinerung ist, dass mit feiner werdendem Netz ebenfalls die Giite der Geome-
trieapproximation steigt, anders als bei der p-Version, bei der die Geometrie (streng
genommen) immer exakt und unabhéngig von der Netzdichte durch das Netz dargestellt
werden muss.

e p-Verfeinerung:
Fiir glatte Losungen konvergiert die reine p-Version sehr schnell. Die optimale exponen-
tielle Konvergenzrate wird in diesem Fall durch eine minimale Anzahl an Elementen
erreicht. Bei nichtglatten Losungen stellt sich bestenfalls eine praasymptotisch exponen-
tielle asymptotisch algebraische Konvergenz ein, da evtl. zu Beginn der Berechnung der
Fehler im glatten Teil des Gebiets bestimmt, im spéteren Verlauf aber im Bereich der
Singularitdten im Verhéltnis immer grofler wird.
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e hp-Verfeinerung:

Eine manuelle hp-Strategie ist nur bei Kenntnis der singuléren Stellen moglich. In diesem
Fall ist eine geometrische Netzverfeinerung sinnvoll. Ist das nicht der Fall, so miissen ad-
aptive Strategien herangezogen werden, die eine optimale Polynomverteilung und Netz-
verdichtung durchfithren. Es gilt die Regel: Je ndher man an der singuldren Stelle ist,
desto feiner muss das Netz sein und desto geringer der Ansatzgrad. In glatten Bereichen
gilt Gegenteiliges. Neben der Suche nach geeigneten Fehlerschétzern, die Singularitéten
und glatte Bereiche ausmachen kénnen, ist vor allem die Implementierung schwierig, da
die einzelnen Programmpakete FE-Loser, Netzgenerator zur Verfeinerung und Geome-
triekernel zur exakten Beschreibung der Struktur gekoppelt werden miissen.
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Kapitel 3

Ansatzfunktionen fiir
Tetraederelemente hoher Ordnung

Nach der kurzen allgemeinen Einfiihrung in die prinzipielle Vorgehensweise der Finite Elemente
Methode werden im folgenden Kapitel Ansatzfunktionen hoher Ordnung fiir Tetraederelemen-
te diskutiert sowie verschiedene Methoden zu deren Konstruktion vorgestellt. Die prinzipiellen
Uberlegungen sind dabei gleich denen der Konstruktion von Ansatzfunktionen fiir Hexaeder
M], E] Es zeigt sich jedoch, dass das fiir Hexaeder verwendete Prinzip der Tensorprodukt-
struktur eindimensionaler Ansatzfunktionen fiir Tetraeder nicht angewandt werden kann. Der
Grund hierfiir liegt in den in der p-FEM iiblichen topologischen Zwangsbedingungen des Ele-
mentes, d.h. die Unterteilung in verschiedene Moden: Knoten-, Kanten-, Fldchen- und innere

Moden (s. Kap. BZIE)E

3.1 Anforderungen

Die Konstruktion der Ansatzfunktionen unterliegt in erster Linie numerischen und program-
miertechnischen Anforderungen: Ersteres hinsichtlich Rechenzeit, letzteres in erster Linie hin-
sichtlich der Pflegbarkeit des Codes. Es stellt sich heraus, dass bei der Gestaltung von Ansatz-
funktionen hoher Ordnung auf die direkte Interpretationsfihigkeit des berechneten Ergebnis-
vektors - z.B. als Verschiebung konkreter Punkte wie bei der h-FEM iiblich - verzichtet werden
muss. Dies ist eine unmittelbare Folge von hierarchischen statt nodalen Ansatzfunktionen, die
in der Regel zur Verbesserung der Konditionszahl der Steifigkeitsmatrizen verwendet werden.

Bekanntermaflen gibt es keinerlei funktionalanalytschen Griinde zwischen dquivalenten Poly-
nombasen zu unterscheiden, da lediglich die aufgespannten Polynomridume (bzw. deren Fol-
gen), nicht aber deren zugrunde liegende Basen, in Konvergenzbeweise einflielen. Aus nu-
merischer Sicht lassen sich jedoch mehr oder weniger erwiinschte Eigenschaften der auf dem
Masterelement definierten Ansatzfunktionen formulieren. Diese sind

e Orthogonalitat

e Hierarchie

'Ein Kantenmode bspw. ist eine Funktion, die auf einer Kante ungleich null ist und auf allen anderen
Kanten verschwindet. Flachenmoden erfiillen dies analog fiir Flédchen.
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e Symmetrie

e Topologische Struktur

e Kontinuitat

e Struktur der resultierenden Gesamtsteifigkeitsmatrix

Die ersten vier Punkte sollen mit dem Schwerpunkt auf Tetraederelemente im Folgenden
ausfithrlicher diskutiert werden. Kontinuitat - hier ist Cjy Stetigkeit gemeint - ist eine Be-
dingung an den Ansatzraum, deren Umsetzung i.A. auf direktem Weg, d.h. iiber eine eins zu
eins Beziehung benachbarter Ansatzfunktionen erfiillt wird.

Es wird nach Meinung des Autors gemeinhin angenommen, dass ein Erzwingen der Kontinuitét
tiber Gleichung B3] (s.u.) unvorteilhafte Auswirkungen auf die Struktur des Gesamtgleichungs-
systems hat, d.h. eine groflere Bandweite sowie eine schlechtere Kondition der Gesamtsteifig-
keitsmatrix mit sich bringtﬁ.

3.1.1 Orthogonalitéit

Der Begriff Orthogonalitét auf einem Gebiet €2 beziiglich der Wichtungsfunktion 1 wird einer
Menge Funktionen ¢;(£),j = 1,...,n mit der folgenden Eigenschaft zugeordnet:

[oi0nigan {70 v 1= (3.1)
Q

Die Orthogonalitéitsbeziehung Bl wird bspw. durch Legendrepolynome im Bereich 2 € [—1;1]
erfiillt. In der Strukturmechanik interessiert allerdings oft nicht die Orthogonalitdt der An-
satzfunktionen, sondern die ihrer Ableitungen, weil diese in die Energieintegrale der Steifig-
keitsmatrix eingehen @], M] Betrachtet man bspw. die einem Dehnstab zugrunde liegende
Bilinearform

ou Ov
/EA%% ds?, (3.2)
Q

so wird deutlich, dass die Verwendung integrierter Legendrepolynome als Ansatz fiir u und
v Vorteile bietet, da diese nach der Differentiation wieder die Orthogonalitidtsbeziehung BTl
erfiillen.

Man versucht durch die Wahl einer geeigneten Basis ein resultierendes Gleichungssystem mit
einer moglichst geringen Anzahl von Nicht-null Eintrégen zu erhalten, um einerseits Losungsal-
gorithmen wie z.B. iterative Gleichungsloser oder die numerische Integration zu beschleunigen
und andererseits generell die Kondition der Steifigkeitsmatrix zu verbessern. Ebenfalls von
Bedeutung ist der Einfluss der Diinnbesetztheit des Gleichungssystems auf die Speicherver-
waltung, die i.d.R. mit Hilfe entsprechender Listen-Datenstrukturen an Effizienz gewinnt.

2Alle weiteren im Verlauf zitierten Verdffentlichungen schliefen diese Moglichkeit bis auf m] a priori aus.
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Verschiedene Autoren beschéftigten sich mit der Verbesserung der Kondition der resultieren-
den Matrix vor allem anhand des Standardbeispiels fiir elliptische Differentialgleichungen -
der Laplace Gleichung.

So untersuchen in ﬂ] BABUSKA et al. die Kondition der Steifigkeitsmatrix eines zweidimensio-
nalen Viereckselements hinsichtlich der Kopplung der verschiedenen Moden und deren Aus-
wirkung auf die Anwendung iterativer Gleichungsloser. Thre Untersuchungen ergeben, dass
insbesondere die Kopplung zwischen Kanten- und Fldchenmoden die Konditionszahl fiir das
untersuchte Element erhoht, wobei diese als Quotient des maximalen und minimalen (von
null verschiedenen) Eigenwertes definiert ist. Zur Losung des Problems werden iiber statische
Kondensation die inneren Moden beziiglich der Kantenmoden orthogonalisiert. Das Verfahren
hat allerdings den Nachteil, dass eine Folge von nicht-hierarchischen Basen entsteht. Sie wei-
sen des Weiteren darauf hin, dass zur Wahl der optimalen Ansatzfunktionen eine geeignete
mathematische Theorie bis dato (1989) fehlt.

CARNEVALI et al. zeigen in NE], dass die in @] angegebenen Ansatze fiir Tetraeder im Fall
linearer Elastostatik mit steigendendem Ansatzgrad p zu nahezu exponentiell wachsendenden
Konditionszahlen der Steifigkeitsmatrix fiihren. Das Element wird dabei an drei Knoten fi-
xiert. Die Diinnbesetzheit der Matrix nimmt ebenfalls mit steigendem p stark ab. Die Autoren
schlagen ebenfalls unter dem Aspekt maximaler Orthogonalitit eine verbesserte Ansatzbasis
in Baryzentrischen Koordinaten vor, die mit Hilfe eines Gram-Schmidt Orthogonalisierungs-
verfahrens berechnet wird. Beziiglich Diinnbesetztheit und Konditionszahl zeigen die in dieser
Arbeit vorgestellten Ansatzbasen vergleichbare Ergebnisse.

Ebenfalls unter Verwendung des Gram-Schmidt Algorithmus werden von mehreren Autoren
Orthogonalisierungen fiir Tetraeder und Dreiecke durchgefiihrt, so z.B. von ADJERID in H]
und ZITKA in ﬂé] zur Generierung beziiglich des Laplace Operators orthogonaler innerer
(Bubble-) Moden.

Das Prinzip der Anwendung orthogonaler Formfunktionen (beziiglich ihrer Ableitungen) macht
Sinn, ist jedoch nicht das einzige Kriterium, wie die folgende Argumentation zeigen soll Fiir
ein beliebiges Problem L(u) = 0 mit einem Differentialoperator L(u) = Y% 0 S 120 Cij 3o (99: ist
nach Durchfiihrung einer Gram-Schmidt Orthogonalisierung eine rein diagonale Elementstei-
figkeitsmatrix moglich, wenn man (im eindimensionalen Fall) die topologische Unterteilung in
Knoten- und innere Moden vernachlissigt. Dies ist aber aufgrund der Kontinuitdt des Ver-
schiebungsfeldes dennoch keine geschickte Wahl, da sich die Losung an der Elementgrenze als
Linearkombination aller Ansatzfunktionen darstelltﬁ D.h. die Kontinuitédt des Verschiebungs-
feldes in einer Raumdimension verlangt dort

= Do wNi(+1) = DN 1) = un(-1). (33)

Dabei kennzeichnen die Indizes L, R das linke, bzw. rechte Element. Gleichung B3 ergibt somit
eine Bedingung, durch die kiinstlich die eins zu eins Kontinuitit zerstort wird, was eine wesent-
lich groflere Anzahl globaler Freiheitsgrade zur Folge hétte. Unter der eins zu eins Kontinuitét

3Hierbei wird angenommen, dass nicht alle Ansatzfunktionen an den Elementgrenzen verschwinden.



28 3. Ansatzfunktionen fiir Tetraederelemente hoher Ordnung

wird hierbei verstanden, dass alle Ansatzfunktionen, die an den Elementgrenzen benachbarter
Elemente nicht verschwinden, auf diesen Nachbarelementen (als ungleich null) definiert sind,
also dort ihren Tréger haben. Im eindimensionalen Fall sind dies die linearen "Hutfunktionen’.
Es wiren im oben genannten Fall alle Ansatzfunktionen benachbarter Elemente beteiligt,
wodurch die Gesamtsteifigkeitsmatrix zwangslaufig vergroflert und die Diinnbesetztheit der
Matrix zerstort wird.

Im Detail:
Gesucht sei die Losung der 1D-Laplace Gleichung mit beidseitigen null-Randbedingungen
Au=u" = f, (3.4)

die auf folgende schwache Form fiihrt

b b
du dv

Die FE-Diskretisierung (Bubnov Galerkin Verfahren) bestehe aus 2 Elementen. Die Ansatz-
funktionen ¢,, auf den Elementen sollen integrierte Legendrepolynome sein, fiir die gilt @]

=0 sonst

de de

Die Elementsteifigkeitsmatrizen sind somit Diagonalmatrizen. (Anm.: Die Erfiillung nicht ho-
mogener Randbedingungen kann mit Hilfe der klassischen Knotenmoden erfolgen). Das Ver-
fahren verlangt Cj Stetigkeit, wodurch Gleichung erfiillt werden muss. Das Gesamtglei-
chungssystem besitzt nun eine groflere Bandweite, da in dieser Gleichung alle Ansatzfunktionen
vorkommen, die an den Elementréindern nicht verschwinden. Des Weiteren hat sich die Anzahl
der globalen Ansatzfunktionen um eins erhéht, d.h. um die Anzahl der internen Randmoden.
Im eindimensionalen Fall sind dies lediglich die Knotenmoden, im Mehrdimensionalen sind
Kanten und/oder Flichenmoden beteiligt und die Anzahl punktweiser Cy-Kontinuititsglei-
chungen steigt um die Anzahl der Freiheitsgrade, fiir die eine eins zu eins Kopplung vorge-
nommen wiirde.

Es finden sich in der Literatur jedoch auch symmetrische Polynombasen, die die intuitive eins
zu eins Kontinuitdt an Elementgrenzen vernachlassigen und unter Verwendung von Kopp-
lungsmatrizen Cj Stetigkeit garantieren, so z.B. von ZUMBUSCH in @] vorgeschlagen. Ein
abschlieSendes Urteil iiber Verfahren, die diese direkte Kontinuitit vernachlidssigen kann an
dieser Stelle nicht geféllt werden.

3.1.2 Hierarchie

Wie bereits erwéihnt versucht man im Unterschied zu der h-Version der FEM, bei der durch
Netzverfeinerung Konvergenz erreicht wird, bei der p-Version durch das Prinzip der Erhohung
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des Grades des polynomiellen Ansatzraums die numerische Losung zu verbessern. Unter Hier-
archie der dabei verwendeten Polynomriume versteht man dabei deren folgende Eigenschaft:

®;1(§) € P;(¢) (3.7)

wobei ®@;_;(§) und @;(&) die Mengen der Ansatzfunktionen zweier aufeinander folgender Poly-
nomriume sind. Eine Erhthung des Ansatzraumes erlaubt somit die Wiederverwendung zuvor
verwendeter Steifigkeitsmatrizen, siehe z.B. M]

Die in der Literatur zu findenden hierarchischen Polynombasen fiir Tetraeder sind unsymme-
trisch (s.u.). Wird der den topologischen Zwangsbedingungen angepasste Ansatzraum (trunk
space - s. Kap. BZ4l) jedoch vergrossert, so lassen sich Symmetrie und Hierarchie nach ZuM-
BUSCH vereinbaren, siehe l.

Lagrange Basen (s. Kap. B22ZTl), d.h. Basen der Ordnung n, die auf (n + 1) Stiitzstellen die
0;;-Bedingung erfiillen, sind nicht hierarchisch, da sich selbst unter Beibehaltung der zuvor
verwendeten Stiitzstellen die Ordnung der zugehorigen Funktionen dndert.

Das Prinzip der Hierarchie bietet weitere Vorteile hinsichtlich Adaptivitiat, Fehlerschatzung
NEI] und Gleichungslosung @]

3.1.3 Symmetrie

Unter Symmetrie wird hier Rotationssymmetrie verstanden, d.h. die globalen Ansatzfunktio-
nen bleiben bei einer Rotation des Tetraeders bis auf den Faktor —1 gleich (schiefsymmetrisch).
Symmetrie der Kanten- und Fliéchenmoden ist in erster Linie fiir die Implementierung von Be-
deutung, da die Sicherstellung der Cj Stetigkeit auf direktem Weg leichter zu gewéhrleisten ist.
Andernfalls sind gewisse Bedingungen an die Lage der Koordinatensysteme benachbarter Ele-
mente zu stellen. Symmetrische Ansatzfunktionen sind soweit dem Autor bekannt (urspriing-
lich) immer in baryzentrischen Koordinaten formuliert, aufgrund deren ebenfalls inhdrenten
Rotationssymmetrie.

In Abb.Blsind die Symmetrieachsen durch den Schwerpunk S eines Dreiecks dargestellt. Eine
Verdanderung der Lage des globalen Koordinatensystems (Rotation) diirfte den Plot der darauf
definierten Flichenmodes nicht verdndern. In Abb. wird eine schrig liegende Fliache durch
die Punkte P2, P3, P4 definiert. Die Projektion der Ansatzfunktionen auf eine achsenparallele
Ebene muss im Falle von vorhandener Rotationssymmetrie immer gleich ausssehen, egal, ob
man von 'rechts” auf die &, £3-Ebene, von ’oben’ auf die &, é&s-Ebene oder von "hinten’ auf die
&1, &3-Ebene blickt.

Die in dieser Arbeit vorgestellten Ansatzfunktionen (s. Kap sind nicht symmetrisch und
verlangen daher nach einer Restriktion beziiglich benachbarter globaler Elementkoordinaten-
systeme, da auf eine aufwandige Umrechnung verschiedener Basen mit Hilfe von Kopplungsma-
trizen auf den Fldchen und Kanten verzichtet werden soll. Analog zur Argumentation beziiglich
orthogonaler Ansatzfunktionen und Gesamtgleichungssystem wiirde in diesem Fall wieder Glei-
chung zur Anwendung kommen.
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P4
3
&
&1
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S P2
Abbildung 3.1: Dreieck Abbildung 3.2: Tetraeder

Des Weiteren haben unsymmetrische Ansatzfunktionen die Eigenschaft, dass bei der Verwen-
dung gekriimmter Elemente die Ergebnisse stérker als ohnehin von der Geometriebeschreibung
abhéngen, da man unendlich viele Moglichkeiten hat die Elementgeometrie darzustellen (s.
Kap H]). Bekannt ist dieser Verzerrungseffekt durch das so genannte Quarter Point Element,
das bei der Bruchmechanik zum Einsatz kommt.

3.1.4 Topologische Struktur

Die Struktur der in dieser Arbeit vorgestellten hierarchischen Ansatzbasen auf einem Tetraeder-
element gliedert sich aus den bereits erlauterten Umstdnden in Knoten-, Kanten-, Fléchen-,
und innere Moden. Ein modale Basis besitzt die folgenden Eigenschaften (Definition):

e Knotenmoden besitzen die Eigenschaft, dass sie an einem Knoten 1 und an den anderen
drei Knoten und der durch diese definierten Ebene null sind. Sie entsprechen den linearen
Ansétzen bei der h-Version.

e Kantenmoden sind an einer Kante E ungleich null und an allen anderen Kanten sowie
deren Flachen - soweit diese nicht an Kante E stof3en null.

e Flichenmoden sind auf einer Fliche F ungleich null und an allen anderen Flachen sowie
allen Kanten null.

e Innere Moden sind im Inneren ungleich null und auf allen Knoten/Kanten/Flachen null.

Die topologische Struktur der Ansatzbasis beschrinkt den Ansatzraum auf den so genannten
trunk space Stg (s.Abb. B3l), der durch die folgende linear unabhéngige Basis definiert ist:

Ste: ECh mit 0<i+j+k<n (3.8)

Dies gilt jedoch nur dann, wenn auf die Zuweisung individueller Ansétze fiir Kanten, Flachen
und das Innere verzichtet wird. D.h. n ist der maximale Ansatzgrad wodurch im &duflersten
Fall der trunk space aufgespannt werden kann.
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n
Stps

Abbildung 3.3: Pascal’sches Dreieck in 2D

Im Gegensatz dazu lassen sich auf Hexaedern Ansatzfunktionen definieren, die den tensor
product space Si.pg exakt aufspannen.

Stps EMICF mit 0<ijk<n (3.9)

Die Anzahl der auf den Knoten, Kanten, Flichen und dem Innern definierten Ansatzbasen
gliedert sich fiir den trunk space der Ordnung p wie folgt:

Knoten: 4 (3.10)

Kanten: 6(p—1) (3.11)

Fliachen: 2(p—1)(p—2) (3.12)

Innere Moden: 1/6 (p—1)(p—2)(p—3) (3.13)
Es gibt somit insgesamt
1 2

Lo D +2)(p+3) (3.14)

6
Moden.

3.2 Konstruktion

Im Gegensatz zur Definition mehrdimensionaler Ansatzriaume auf Vierecken oder Hexaedern,
die sich als Tensorprodukt eindimensionaler Basen definieren lassen, gibt es fiir Tetraeder
mehrere (teilweise recht trickreiche) Varianten, eine modale Basis zu erstellen.

3.2.1 Lagrange Basis

Bei Lagrange Basen handelt es sich wie in Kap. bereits angesprochen nicht um hier-
archische, sondern um nodale Basen. Sie unterscheiden sich durch die Wahl der Stiitzstellen
z; = (&,m:, (), die die Ansatzfunktionen ¢; definieren. Es gilt:

bi(x;) = i = { L wenn 4= (3.15)

0 sonst
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Die Wahl der Knoten bestimmt die Eigenschaften der Funktionen, die je nach Anwendungsbe-
reich verschieden ausfallen konnen. Man findet in der Literatur verschiedene Stiitzstellenmen-
gen besonders geeignet fiir Massenmatrix, Steifigkeitsmatrix und Geometrie. In der Struktur-
mechanik ist das quadratische zehn Knoten Element ihr bekanntester Vertreter. Des Weiteren
finden verschiedene symmetrisch verteilte Integrationspunkte als Stiitzstellen Verwendung. Die
Konstruktion der Lagrange Basis auf dem Tetraeder erfolgt {iber die Erstellung einer gene-
ralisierten Vandermonde Matrix (s. Kap. EEZ4l) und deren Invertierung. Auch hier ist eine
Konstruktion wie auf dem Hexaeder iiber ein Tensorprodukt eindimensionaler Funktionen
nicht moglich, da die Stiitzstellen i.d.R. nicht auf einem Raster liegen. Generell besitzt die
Vandermonde Matrix eine schlechte Konditionszahl. Diese Problematik wird bspw. in ﬂﬂ] fiir
Stiitzstellenmengen auf Dreiecken behandelt.

In dieser Arbeit wurden im Zusammenhang mit der Geometriebeschreibung Lagrange Basen
mit Hilfe so genannter BABUSKA-CHEN Punkte ﬂﬂ] im Computeralgebrasystem Maple mit
Hilfe der im Rahmen dieser Arbeit vorgestellten modalen Basen mit méafligem Erfolg erstellt -
zumindest was deren Konvertierung in die Programmiersprache €' angeht. Von ungeniigender
Genaubheit stellte sich dabei die geforderte d;; Eigenschaft heraus. Durch den Verlust der vierten
Nachkommastelle, d.h. 0.9998 statt 1, ist die Geometrie bereits zu ungenau. Zur Geometrie-
beschreibung wurden daher die Ansatzfunktionen direkt verwendet - dhnlich dem bekannten
isoparametrischen Konzept, wobei allerdings auch sub- oder superarametrische Ansétze zuge-
lassen werden.

3.2.2 Ansitze in Baryzentrischen Koordinaten

Baryzentrische Koordinaten sind aufgrund ihrer Symmetrieeigenschaften gut fiir die Erstellung
von Ansatzfunktionen auf Dreiecken und Tetraedern geeignet. Zunéchst sollen im Folgenden
deren Eigenschaften in 2D diskutiert werden. In Abb. B4l sind baryzentrische Koordinaten
fiir ein Dreieck dargestellt. Jedem Punkt sind 3 Koordinaten A;, Ag, A3 zugeordnet (obwohl es

Py

P,

Abbildung 3.4: Baryzentrische Koordinaten eines Dreiecks



3.2. Konstruktion 33

sich um eine 2D Geometrie handelt), die sich iiber die Flichenverhéltnisse

A= (3.16)

definieren, wobei F; die Teilfliche des jeweiligen dem Punkt gegeniiberliegenden Dreicks und
F die Gesamtflache ist. Es gilt somit:

1 wenn A=P,
)\14—)\2—'—)\3—1 und )\z— { 0 wenn A:Pj,j%’L (317)
Der Punkt A ergibt sich als Linearkombination
A= )\1P1 + )\QPQ + )\3P3 (318)

wobei die Punkte P; (normalerweise) wiederum iiber kartesische Koordinaten definiert sind
P = (P,, P,). Die Umrechnung in kartesische Koordinaten erfolgt iiber die linearen Knoten-
moden des [—1;+1]? Dreiecks, definiert durch die Punkte (-1,-1),(1,-1),(-1,1).

12(-& - &) , i=1
Ai = Ni(61,62) mit Ni(&, &) = 126 +1)  i=2 (3.19)
1/2(&+1) , =3

Dies 148t sich leicht iiber die Beziehungen .17 und erkennen, die fiir die Knotenmoden
analog gelten.

Eine zur Konstruktion einer modalen Basis niitzliche Eigenschaft ist, dass eine baryzentrische
Koordinate fiir jeweils eine Kante verschwindet, z.B. \; = 0 fiir A € (P2, P3), da die Fliche
F; = 0. Somit lisst sich der erste Kantenmode fiir Kante (P2, P3) einfach als Produkt

9 #0 fiir (P2,P3)

Nip2ps) = d2hs { =0 fir (P1,P2),(P3,P1) (3.20)
schreiben, wodurch das Konstruktionsprinzip deutlich wird. Die Konstruktion der verschiede-
nen Kanten, Flichen und innere Moden in 3D erfolgt durch Multiplikation mit diesen Funk-
tionen, wodurch die topologischen Bedingungen, die eine modale Basis definieren (s.0), auto-
matisch erfiillt werden. Diese sind in der Literatur in kartesischer Formulierung auch unter
dem Namen blending term zu finden @], M] Von Vorteil ist vor allem die leichte und di-
rekte Gewéhrleistung der Cy Stetigkeit der Funktionen, da z.B. A\; Ay auf (P1,P2) offensichtlich
genauso aussieht wie A3 auf (P2,P3) (Glg. B20).

Die Formulierung fiir Tetraeder gestaltet sich analog. Hierbei werden durch einen Punkt A
statt Fliachen Volumina definiert.

Polynombasen, die in baryzentrischen Koordinaten definiert sind, werden z.B. von SzZABO und

ZUMBUSCH verwendet und sind in @], M] zu finden.
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®

(0,1)

W) @
(_17_1) @ (17—1)

Abbildung 3.5: Schoberl, Lokales Referenzelement

3.2.3 Ansiatze nach Schoberl

SCHOBERL stellt in NE] eine Konstruktion einer modalen Basis in kartesischen Koordinaten
fiir Dreiecke auf direktem Weg vor. In Abb. ist das verwendete Referenzdreieck dargestellt.
Die implizite und explizite Beschreibung der Kanten ist wie folgt:

Kante 1: &+1=0 oder & = -1 (3.21)
Kante 2: & +26 —1=0 oder 26 =1-6& (3.22)
Kante 3: & — 2§ —1=0 oder 2& =—(1—&) (3.23)

Seine Ansatzfunktionen basieren auf integrierten Jacobipolynomen p®*# mit 3 = 0. Die zu-
gehorigen Jacobipolynome sind wie folgt definiert:

I T
—2npl(1 — x)> da

P> (1 —2)*2*—-1)"), neNg (3.24)

Anm.: Mit dem Wichtungsfaktor o = 0 ergeben sich die Legendrepolynome.
Die untere Integrationsgrenze der integrierten Polynome ist —1.

xT

muvz/bﬁxw@ n>1 pila)=1 (3.25)

-1

Die Funktionen p¢(z) sind in Tabelle B und Abb. B8, B fiir o = 0,1 bis zur Ordnung 4
angegeben.
Von Bedeutung fiir die Konstruktion ist die folgende Eigenschaft der integrierten Polynome

pr(=1)=0 fir n>1 (3.26)
P(+1) =0 fiir n>2 (3.27)
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Ordnung a=0 a=1
1: E+1 E+1
2: Le2-1) (B3¢ +2¢-1)
3: 28— ¢) 5(56° +3¢% =3¢~ 1)
4 S(5E* = 6€% + 1) | 55(35&* + 208 — 30€2 — 12 + 3)

Tabelle 3.1: Integrierte Jacobipolynome fiir « = 0,1 und 3 =0

/o o] - _

_ —
// 1 8 %.4 2020 0.4 06 038 1
— — T X
L -1 -1

Abbildung 3.6: Jacobipolynome o = 0 Abbildung 3.7: Jacobipolynome a = 1

24 24

159

Abbildung 3.8: Int. Jacobipolynome o« =0  Abbildung 3.9: Int. Jacobipolynome oo = 1

Die Beziehung ergibt sich aus der unteren Integrationsgrenze. Gleichung B27 gilt nur
fiir integrierte Legendrepolynome (a = 0). Die Gleichungen B26] B2l zeigen, dass bei einer
Funktion f = p®p? die Terme (1 + z) und (1 — z) BZ2Z0 ausfaktorisiert werden kénnen
(nullstelleneigenschaft von Polynomen), d.h. durch diese beiden zu dividieren resultiert in
einem Polynom der Ordnung (n — 2).

Um nun eine Funktion zu generieren, die fiir Kante 2 und 3 verschwindet, wird ein Argument
x fiir p2(x) derart konstruiert, dass es fiir die beiden Kanten zu +1 bzw. —1 wird. Dies wird
erfiillt durch

. 2& | & fir Kantel
1-¢& | £1 fir Kante 2 und 3

(Einsetzen der Gleichungen B2T1- B223])

(3.28)
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Das bedeutet, dass das Polynom fiir Kante 1

A0 f¢e*\ _ A0 251 )

auf Kante 1 ein integriertes Legendrepolynom der Ordnung n ist und auf Kante 2 und 3 zu
null wird. Betrachtet man Tabelle Bl erkennt man, dass die Funktion im Dreieck durch den
Bruch des Argumentes rational ist. Dieses Problem wird gelost durch Multiplikation mit

(1 _252)11 (=1 fur Kante 1).

Somit ergeben sich die Moden auf der ersten Kante zu:

¢&@h&%:ﬁ(l%;)(1;&)§ i=2,-,n (3.29)

Der zweite Kantenmode wird dhnlich konstruiert. Zunéchst wird als Basisterm ein integriertes
Legendrepolynom in & Richtung gewidhlt. Fiir Kante 1 wird die Funktion dort zu null (£, =
—1). Um das Verschwinden der Funktion auf der gegeniiberliegenden Kante 3 zu gewéhrleisten,
wird mit

1426 —& (=0 auf Kante 3)

multipliziert. Die resultierende Funktion hat daher die Ordnung n + 1 statt n, weswegen noch
durch (1 — &) dividiert wird. Die Moden fiir Kante 2 lauten somit

Bial60,6) = 0 (£) (%) Ci=2m (3.30)

Um Cj Stetigkeit auf einfachem Wege zu realisieren, sollte diese Funktion auf der Kante
ebenfalls ein integriertes Legendrepolynom (in & € [—1..1] Richtung) sein. Wertet man die
Funktion auf der Kante aus erhélt man fiir

1426 - &

=1
2 =26

somit erwiinschte Ergebnis. Fiir Kante 3 lasst sich analog argumentieren.

Die inneren Moden sind definiert durch

26, 1-&
-5\ 2

Vpr (&) i=2.n—1; j=1l.n—i (3.31)

wll)](gl)gZ) :ﬁ?( )( 7

Diese unterliegen keinerlei Kontinuitdtszwéangen, weswegen an dieser Stelle nicht weiter auf
sie eingegangen werden soll. Im Rahmen dieser Arbeit wird entsprechend diesem Konstruk-
tionsprinzip im Anhang [Al ein Vorschlag fiir Ansitze auf einem Tetraeder, die aber nicht

implementiert wurden, gemacht.
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3.2.4 Abgebildete Basis

Das Konzept einer abgebildeten Basis geht zuriick auf DUBINER ﬂf)__ll] Die Idee dabei ist auf
einem Hexaeder geeignete Ansatzfunktionen zu definieren, die durch eine Abbildung auf ein
Tetraeder transformiert werden. Die Integration kann wahlweise auf dem Tetraeder oder dem
Hexaeder durchgefiihrt werden. Sind die Ansatzfunktionen auf dem Hexaeder in Tensorpro-
duktstruktur gegeben, d.h.

Y1, m2,m3) = f(m)g(n2)h(ns), (3.32)

so lassen sich vor allem zur Berechnung der Massenmatrix schnelle Integrationsverfahren an-
wenden, da durch

/ / /f(m)g(nz)h(na)dm dny iy = /f(m)dm /g(ng)dng /h(ng)dng (3.33)

die drei innereinander geschachtelten Schleifen zur Integration entkoppelt werden koénnen.
Ebenfalls gibt es die Moglichkeit die Integration durch Speicherung, bzw. Einmalberechnung
von Funktionswerten zu beschleunigen. Das ist das Hauptaugenmerk dieser Basis, wodurch
u.a. auf Symmetrie der Ansatzfunktionen bei Tetraedern verzichtet wird.

Zunéchst muss die Transformation zwischen dem Hexaeder und dem Tetraeder formuliert wer-
den. Diese ist auch als Duffy Transformation bekannt, s. Abb. B-T0l Das Hexaeder ist auf dem
Gebiet (—1;1)% definiert. Die Achsen des Koordinatensystems werden mit 7;, 12, 13 bezeich-
net. Das Tetraeder besitzt die 4 Eckpunkte P1(—1,-1,—1), P2(1,—-1,—1), P3(—1,1,—-1),
P4(—1,—1,1). Hier sind die Koordinatenachsen mit &;, &, &s bezeichnet. Die Tetraeder Ko-
ordinaten ergeben sich somit durch (wir geben auch die Jacobideterminante j, ¢ an):

&= Glm+1) (=1 (-1 -1 (3.34)
& = T +1)(1—mn)—1 (3.35)
& = 13 (3.36)
Jnge = L —1)(ns—1)° (3.37)
Die Riicktransformation ist gegeben durch
m= et -1 (3.38)
= HEE (3.39)
N3 = €3 (3.40)
L 4
Je=n = EHre)EGoD (3.41)

Die Transformation ist nicht bijektiv, da z.B. einige Flachen des Hexaeders auf Punkte im
Tetraeder abgebildet werden. Das bedeutet, dass gewisse Flachenmoden im Hexaeder zu Kno-
tenmoden im Tetraeder werden. Fiir die Integration auf dem Hexaeder hat das jedoch keine
Auswirkungen, da an Stellen, wo die Transformation entartet, die Jacobideterminante zu null
wird. Die Abbildung stellt sicher, dass die Integration auf dem Hexaeder bspw. iiber alle 6
Flachen das gleiche Ergebnis, wie die Integration auf dem Tetraeder iiber 4 Flichen ergibt
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Abbildung 3.10: Duffy Transformation - Dunkle Kanten bleiben erhalten

(z.B. eine Einwirkende Normalkraft). Die topologischen Unterschiede werden durch die Jaco-
bideterminante eliminiert.

Das Verfahren wird hauptséchlich im Bereich der Spektralelemente angewandt, wodurch sich
auf die Massenmatrix optimierte Ansatzfunktionen ergeben, die aus dem Tensorprodukt nicht
integrierter Jacobipolynome bestehen. Fiir den Bereich der Strukturmechanik wurde das Kon-
struktionsprinzip in dieser Arbeit daher zur Erstellung von Ansatzfunktionen, die auf inte-
grierten Legendrepolynomen basieren angewandt. Die neuen Ansatzbasen werden im folgenden
Kapitel vorgestellt.

3.3 Elementansitze auf Basis integrierter Legendrepo-
lynome

Im vorhergehenden Kapitel wurde die Duffy Transformation bereits eingefiihrt. In diesem Ka-
pitel werden nun Ansatzfunktionen vorgestellt, die auf dem Hexaeder definiert sind und dort
eine Tensorproduktstruktur integrierter Legendrepolynome aufweisen - zuziiglich eines Terms
der die rationalen Abbildungen [B.3¥], auffangt und in eine ganzrationale iiberfiithrt. Im
Folgenden werden die Formfunktionen im Hexaeder-Koordinatensystem angegeben, da eine
geschlossene analytische Darstellung im Tetraeder nicht moglich ist. In Abb. BTl ist das
[—1; +1]® Referenztetraeder dargestellt, auf das sich die im folgenden definierten Ansatzfunk-
tionen beziehen.

3.3.1 Knotenmoden

Die Definition der Knotenmoden ,; auf dem Hexaeder lautet wie folgt:

Vo1 (N1, M2, 13) = %((1 —m)(1 —n2)(1 —n3)) (3.42)
Vo2 (N1, M2, 13) = %((1+7)1)(1—772)(1—713)) (3.43)
Vo3 (M1, M2, 13) = (X4 m)(1—mn3)) (3.44)
Uoa (1, 1m2,13) = $(1+ns3) (3.45)
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(—1,-1,1)
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Abbildung 3.11: Standardtetraeder

Man erkennt, dass die Ansétze im Hexaeder nicht den modalen Voraussetzungen geniigen.
Zumindest die ersten beiden Moden entsprechen den trilinearen Ansétzen fiir Hexaeder. Die
Funktion 1,4 ist auf der gesamten oberen Fliache des Hexaeders eins. Diese Fldache entartet
durch die Duffy Transformation auf einen Punkt im Tetraeder, wodurch auf diesem die Ein-
deutigkeit des Funktionswerts gewéhrleistet ist. Fiir 1,3 verhélt es sich dhnlich. Hier entartet
eine Kante zu einem Punkt.

Nach Abbildung auf das Tetraeder (Einsetzen von BZ38H3 M) ergeben sich jedoch die linearen
(Standard-) Ansatzfunktionen

Yo(€1,62:6) = 3(-1-& — &~ &) (3.46)
Vo2(81,62,83) = l1+4&) (3.47)
Y361, €2, 83) = 11+ &) (3.48)
Vus(§1,82,83) = T(1+&) (3.49)
mit der Eigenschaft
1 fir V=V
Pui :{0 fir V=V, j£i (3.50)

3.3.2 Kantenmoden

Die 6 Kantenmoden stellen sich auf dem Hexaeder wie folgt dar. Der tiefgestellte Index e;
kennzeichnet die Nummerierung der Kanten im Tetraeder, P;, P; bezeichnen die begrenzenden
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Punkte im Tetraeder. Der Index i beschreibt die Ordnung der Polynome.

,l/}el,P17P2<7717?727 773)i = ﬁ?(m)(lgm)i(l;“)i; i =2.n (3-51)
Vea po—p3(m, o, ms)' = P (n2) (FEL) (A58 ) i=2.n (3.52)
Ves p1—p3(M1 M2, m3)" = PP(mo) (5 (B2 )5 i=2.n (3.53)
Vea,pr-pa(in, 2, ) = BY(m) () () i=2.m (3.54)
Ves, pa—pa(M1, 72, ng)i = 15?(773)(12”1 )(172172); 1 =2.n (3.55)
¢e6,P3—P4(771, 72, 7}3)i 15?(713)(12”2 )% 1=2.n (3-56)

Betrachtet man die Kantenmoden fiir Kante 1, erkennt man, dass diese in einem integrierten
Legendrepolynom p{ der Ordnung i in &-Richtung resultieren. Setzt man die Abbildungs-
vorschrift fiir n, in p%(n) ein, so erhilt man einen Term der (&, + &3)" im Nenner hat,
dementsprechend kein Polynom mehr darstellt und durch die Multiplikation mit

(52) (5%) - [ero]

reguliert wird. Die Funktion entspricht im Hexaeder ebenfalls einem echten Kantenmode, da
sie dort die dafiir notwendigen Eigenschaften aufweist. Ahnliche Argumentationen gelten fiir
die anderen Kantenmoden. Eine Ausnahme bildet Kante Nr. 6, aufgrund der Tatsache, dass
diese aus einer entarteten Fléache resultiert. Da dort die Jacobideterminante verschwindet, ldsst
sich auf dem Hexaeder keine Integration iiber diese Kante durchfiihren, dies wire z.B. eine (in
3D unerlaubte, bzw. nicht sinnvolle) Linienlast. In Abb. - BT17 sind Kantenmoden fiir
Kante 2 dargestellt.

Wie bereits erwahnt wurde fiir die Darstellung auf dem Tetraeder im Rahmen dieser Arbeit
keine geschlossene formelméflige Darstellung gefunden. Um jedoch einen Eindruck zu vermit-
teln, geben wir die Ansétze fiir p = 5 im Anhang [Bl an.

3.3.3 Fliachenmoden

Die Fliachenmoden werden im Hexaeder als Tensorprodukt integrierter Legendrepolynome
definiert. Die Bezeichnung der Indizes erfolgt analog zu den Kantenmoden.

1-m2\i

Whrimapa = B m) (52 (15 ) 357

w;f]Q pi—pr—ps = D (771)??(773)( 2172)( 2 ) (3.58)

Q/st P2-P3—P4 — ( 2)17?(773)(1?1)( _2 ) (3.59)

wf4,P1—P3—P4 = (n2)p?(n3)(1;nl)( ; ) (3.60)
1=2,---,n; j5=1, S —1
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Abbildung 3.15:

Kantenmode
p=206

Abbildung 3.13: Kantenmode

Abbildung 3.16: Kantenmode

p="7

pey AN
N 7725,
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g

Abbildung 3.17: Kantenmode

p=38
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Abbildung 5.21: Flachenmode  Abbildung 3.22: Flichenmode Abbildung 3.25: Flichenmode
¢9=2p=5 g=3,p=3 g=3,p=3

Hier gelten analoge Argumentationen wie fiir die Kanten, d.h. Terme, wie z.B. (152)1(1558)i+
tauchen auf, um die Nenner rationaler Funktionen zu egalisieren und dementsprechend Po-
lynome auf dem Tetraeder zu erhalten. Einige Fldchenmoden fiir Fliche 1 werden in den
Abbildungen - dargestellt.

Auf eine Darstellung der Funktionen im Tetraeder-Koordinatensystem soll hier verzichtet wer-
den.

3.3.4 Innere Moden

Die inneren Moden werden ebenfalls als Produkt integrierter Legendrepolynome definiert

ijk

Y = p?(nl)ﬁ?+1(nz)ﬁ2+1(ns)(

1 _7]2)(1 _7]3)’i+j—1

5 5 (3.61)
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Alle Basen spannen gemeinsam den trunk space auf. Man erkennt dies durch die folgenden
Sachverhalte:

e Die Basis ist linear unabhéngig:
Kein Knotenmode kann durch andere Modes dargestellt werden. Dasselbe gilt fiir die
Kantenmoden, da eine Linearkombination der Knotenmoden an den Knoten null ergeben
miisste. Die Flachenmoden konnen auch nicht als Linearkombination der Kanten- und
Knotenmoden dargestellt werden, da sie sonst auf den Kanten # 0 wéren. Fiir die inneren
Moden gilt dies analog.

e Die Anzahl der Funktionen ist 1/6(p+ 1)(p + 2)(p + 3)

e Der maximale Ansatzgrad ist p

3.3.5 Kontinuitit

Wie bereits erwidhnt handelt es sich bei der vorgestellten Basis nicht um eine rotationssym-
metrische Formulierung. Um Kontinuitét iber Elementgrenzen zu erhalten wird folgendes von
WARBURTON @] entwickelte Organisationsprinzip der Abbildungen von lokal nach global
eingefiihrt.

e Die Reihenfolge der lokalen Knotennummerierung entspricht der Reihenfolge der globa-
len Nummerierung.

Dieses Prinzip lasst sich beziiglich der verschiedenen Moden folgendermafien interpretieren:

e Knotenmoden sind symmetrisch, d.h. es sind hier keine Probleme beziiglich einer eins
zu eins Kontinuitdt zu erwarten.

e Kanten sind definiert durch Start- und Endpunkt der Kante. Startpunkt ist der Punkt
mit der kleineren Knotennummer. Dies gilt lokal als auch (durch das vorgegebene Organi-
sationsprinzip) global. Alle Kantenmoden sind derart konstruiert, dass sie bei Einhaltung
der Abbildungsvorschrift auf den sich beriihrenden Fléchen identisch sind.

e Flichen sind iiber die 3 Eckpunkte definiert, ebenfalls aufsteigend, d.h. auch hier ent-
spricht die lokale Nummerierung der globalen (im Sinne der Reihenfolge). Zwei aufeinan-
dertreffende Fléachen besitzen lokal immer dieselbe Nummerierung. Die 4 Flichenmoden
wurden ebenfalls derart konstruiert, dass sich dadurch eine eins zu eins Kontinuitat
ergibt.

e Innere Moden unterliegen keinerlei Kontinuitatsbedingungen.

Das Organisationsprinzip erlaubt eine sehr einfache programmiertechnische Handhabung der
eins zu eins Kontinuitédt. Es sind keinerlei benachbarte Koordinatensysteme miteinander zu
vergleichen und darauf aufbauend die Ansatzfunktionen umzurechnen. Dies miisste auf Grund
der mangelnden Symmetrie anhand Glg. B3 erfolgen. (Eine Multiplikation mit -1 wiirde nicht
ausreichen).
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Diese Vorgehensweise besitzt jedoch die ungewohnte Eigenschaft, dass sich aus einem lokal
rechtsdrehenden Koordinatensystem global ein linksdrehendes ergeben darf. In dem Fall wird
die Jacobideterminante der Abbildung negativ. Sie wechselt innerhalb des Elementes jedoch
nicht das Vorzeichen, so dass die Umkehrabbildung eindeutig ist. Demzufolge ist die Flache-
norientierung nicht eindeutig. Bei Aufbringen einer Normalkraft muss die Richtung des Nor-
malenvektors iiberpriift und evtl. korrigiert werden.

3.4 Integration auf dem Tetraeder

Die numerische Integration der Ansatzfunktionen auf dem Tetraeder ist von entscheidender
Bedeutung fiir die Leistungsfihigkeit eines FE-Codes. Die Anzahl der Veroffentlichungen zu
diesem Thema nimmt jedoch von Vierecken iiber Hexaeder, Dreiecken bis hin zu Tetraedern
deutlich ab, da sich die theoretische Herleitung von geeigneten Integrationspunkten und zu-
gehorigen Wichtungsfaktoren schwierig gestaltet.

Der Leser, der sich fiir allgemeine theoretischen Grundlagen der numerischen Integration in-
terressiert, sei auf das Standardwerk von DAVIS und RABINOWITZ m] verwiesen. Als Start-
punkt fiir die numerische Integration auf dem 2D-Simplex kann die Abhandlung von LYNESS
und CooLS @] und die darin zitierte Literatur empfohlen werden.

3.4.1 Eigenschaften von Integrationsformeln

Primér sind die im Bereich der FEM erwiinschten Eigenschaften einer Integrationsformel und
deren Stiitzstellen die folgenden:

e Symmetrie

e Geringe Anzahl an Stiitzstellen

e Verfiigharkeit fiir hohe Ordnungen

e Lage der Stiitzstellen innerhalb eines Elementes
e Positivitdt der Gewichte

Prinzipiell gilt es zwischen zwei praxisrelevanten Anwendungsfillen zu unterscheiden: einerseits
der Integration iiber ein durch eine affine Abbildung erhaltenes geometrisch lineares Tetraeder,
andererseits derer iiber gekriimmte Tetraederelemente. Die Anwendung auf letztere wird im
Rahmen dieser Arbeit aufgrund der Notwendigkeit der exakten Geometriebeschreibung als der
wichtigere Aspekt aufgefasst. In diesem Fall sind durch die Abbildung des Tetraeders von lokal
nach global im Allgemeinen gebrochen rationale Funktionen zu integrieren, wodurch die letzten
beiden aufgefiihrten Stichpunkte, Lage der Stiitzstellen und Positivitit der Gewichte, deutlich
werden. Negative Gewichte kénnten die Ergebnisse der (fiir Polynome exakten Integrations-
formeln) sehr stark verfilschen, ebenso wie aulerhalb des Elementes liegende Stiitzstellen, die
sich bei gekriimmten Elementen aufgrund der Abbildung lokal-global theoretisch in singuldren
Punkten befinden kénnten oder bei Algorithmen fiir materielle Nichtlinearitat (Projektion auf
die FlieBfliche an den Gausspunkten) nicht sinnvoll sind. Aus den genannten Griinden werden
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vom Autor die von DUNAVANT ﬂﬁ] vorgeschlagenen Stiitzstellen und Gewichte nicht empfoh-
len.

Die Symmetrie der Stiitzstellenverteilung (s. Abb. B224l) im lokalen Referenzelement gewéhr-
leistet die Unabhéngigkeit des Ergebnisses der numerischen Integration von der Lage und
Ausrichtung des globalen Elementkoordinatensystems, das durch die Abbildung des lokalen
Referenzelements auf das globale Element definiert wird. Die auf dem Masterelement defi-
nierten Polynome verzerren sich im Fall einer nicht affinen Abbildun£ in einem a priori nicht
bekannten Maf, so dass man im Rahmen dieser Arbeit von einer Integration einer unbekannten
Funktion ausgehen muss. Ein hypothetisches Beispiel fiir eine nichtsymmetrische Verteilung
wire das folgende: Es sei eine Stiitzstellenverteilung gegeben, bei der alle Integrations-Stiitz-
stellen im Masterelement relativ dicht in der N&he eines Eckpunktes ldgen. Dieser Eckpunkt
kann je nach Definition der Abbildung von lokal nach global in vier Knoten des globalen Ele-
mentes transformiert werden. Die konzentrierte Lage der Stiitzstellen in seiner Ndhe hétte im
Fall gekriimmter Oberflichen des globalen Elementes demzufolge einen Einfluss auf das nu-
merische Ergebnis. Der Sachverhalt stellt sich anders dar, wenn die Stiitzstellenverteilung im
lokalen Referenzelement in der Néhe aller vier Eckknoten gleich dicht und symmetrisch wére.

B 1l-fach symmetrisch
@ 3-fach symetrisch (blau/schwarz)

A 6-fach symmetrisch (braun/cyan)

Abbildung 3.24: Symmetrisch verteilte Integrationsstiitzstellen auf einem Dreieck

Die Abbildung von lokal nach global besitzt jedoch selbstverstindlich immer noch einen grofien
Einfluss auf das Ergebnis, da das loakle Referenzelement (und somit ebenfalls die Stiitzstellen)
durch diese verzerrt wird.

Im Fall einer symmetrischen Verteilung kann jeder Punkt 1/4/6/12/24-fach vorhanden sein,
maximal 24 fach, da es 4! = 24 lineare Abbildungen gibt, die das Tetrader auf sich selbst abbil-
denl. Punkte mit geringerer Vielfachheit als 24 werden durch mehrere dieser Abbildungen auf
dieselben Punkte transformiert - ein Knotenpunkt bleibt ein Knotenpunkt, der Schwerpunkt
verdndert seine Lage bei Anwendung dieser Abbildungen ebenfalls nicht.

4Eine affine Abbildung erhilt Lingenverhiltnisse und Winkel.
5Seien die lokalen Knoten mit 1—4 bezeichnet, die globalen mit A— D, so wiiren diese Abbildungen definiert
durch ABCD,ABDC,ACBD,...
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Aufgrund der Entstehung gebrochen rationaler Funktionen relaxiert sich die Forderung nach
einer moglichst geringen Anzahl von Stiitzstellen im Element, da iiber den Fehler des Integrals
relativ wenig Aussagen getroffen werden konnen, d.h. man ist in der Regel ohnehin gezwungen
eine hohe Gaussordnung zu wahlen, wobei Aussagen iiber die notwendige Integrationsordnung
erst im Nachhinein gemacht werden kénnen.

Ein entscheidender Faktor, warum in dieser Arbeit keine tabellierten Integrationsformeln ver-
wendet wurden, ist jedoch die in der Literatur verfiighare Anzahl an Integrationspunkten, die
lediglich bis zur Ordnung 11 @] ermittelt werden konnten. Aus diesem Grund wurde das im
folgenden Kapitel beschriebene Verfahren der Produktintegration angewandst.

3.4.2 Produktintegration iiber das globale Element

Im folgenden werden wir zunéchst die Standard-Gaussintegration fiir lineare Elemente, da-
nach fiir Quadrate und Dreiecke und schlieflich fiir Tetraeder auffithren. Die Vorgehensweise
entspricht einer Verallgemeinerung des von HILLION @], @] vorgeschlagenen Verfahrens.
Alle Summenformeln sind im Folgenden im Sinne einer Gaussintegration zu verstehen.

Allen Varianten ist gemein, dass die Gebiete, iiber die integriert wird immer auf ein Standard-
gebiet [—1,+1]™ abgebildet werden und die Integration dort durchgefiihrt wird.

1D Integration:

Das Integral iiber das 1D Standardgebiet wird dabei durch die Summe einzelner Funktions-
werte, multipliziert mit unterschiedlichen Wichtungsfaktoren, ausgedriickt:

[ fonan =3 smuin) (3:62)

Dabei bezeichnet n die Integrationsordnung. Ein Intgeral mit beliebigen Integrationsgrenzen
(a,0)

[ s (3.63)

wird durch die Transformation

x = %(1 —n)a+ %(1 +n)b  mit z(-1)=a , xz(+1)=0 (3.64)

1
dr = §(b —a)dn (3.65)
wie bereits erwdhnt auf [—1, 41| abgebildet. Somit ergibt sich:

b

[ H@de = 50— )31 () win) (3.60

a
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Rechteckintegration:
Fiir das Integral {iber das Standardquadrat lésst sich die folgende N&herung angeben

//f n1:12) dim dnz = ZZf 7717772 (n))w (77) (3.67)

-1 -1

Bei konstanten globalen Integrationsgrenzen x € [a, b], y € [c, d] fithrt die affine Transformation

r= 3(1—m)a+3(1+m)b (3.68)
= 3(1=ma)c+ 5(1+m)d (3.69)
dr = 1(b—a)dm (3.70)
dy = 2(d —c) dnp (3.71)

das Integral wieder auf [—1,1]? zuriick. Somit gilt

b

[ [ sy =0-aa- 03 S [fathue] Fu@eed].  672)

bzw.

//f:'j Y dxdy_z; (b—a)d—c ZZ w(m)w) [f(y(m)w;] . (3.73)

Dreieckintegration:

Betrachtet werden soll im Folgenden zunéchst der allgemeine Fall variabler Integrationsgren-
zen, s. Abb. B225 Dabei sei nur eine Integrationsrichtung variabel (d.h. das Gebiet wird durch
vertikale Linien fiir x = a, © = b begrenzt).

h(z)

I / / (o, y)dydz (3.74)
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Zunachst wird das innere Integral mit variablen Integrationsgrenzen auf ein Einheitsgebiet
transformiert. Die Variable x wird dabei festgehalten. Diese Vorgehensweise entspricht dem
Blending Verfahren fiir die Geometrieabbildung von Rechteckelementen.

y= 51— mgla) + 51+ m)h() (3.75)
y(ne = —1) = g(x) yln = +1) = h(z) (3.76)
dy = G = |~ a(e) + 5(0)] diw = (o) = g(0)] (3.77)

Einsetzen in das Mehrfachintegral liefert ein Produkt der urspriinglich zu integrierenden Funk-
tion mit der Differenz der Integrationsgrenzen

/ / )] f(x, y(m))dnada (3.78)

Als Quadraturformulierung ergibt sich somit:

b

/[; ngfx y(n ]dx—/zw] [— ) = g(@)] f(z,y(n )] dz, (3.79)

und mit der Transformation von x auf 7, (Glg. BGS]):

b h(z)

//fa:ydydx— (- a) sz [ij mi))]

Das Standard Dreieck sei durch &; € [—1,+1], & € [—1, +1], &1+& < 0 definiert (s. AbbB220]).
(—1,1

&2

&1

(-1, —1) (1,-1)

Abbildung 3.26: Standard Dreieck
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Somit ist
g(x) = —1 (3.80)
h) = & (3.81)
xr = m (3.82)
y= —5(L—m+m+mmn)=ylm,mn) (3.83)
Einsetzen liefert:
1 —& 1 n n
/ / f(&, &) d&a déy = 3 sz‘(l — ) [Z w; f (1, y(nimé))] (3.84)
1 -1 i=1 7=1

Dabei sind 7, 1o die auf einem Raster definierten Stiitzstellen auf dem Einheitsquadrat. Man
kann den Ausdruck B84l auch durch modifizierte Stiitzstellen 1 = z, 75 = y und Gewichte

w} = 2w;(1 —n}), wi = ws, die man aus diesem Raster erhilt, ausdriicken
1L =& n n
| [ raedean =33 wrwsoia), (3.85)
e i=1 j=1

so dass man die Struktur einer normalen Gaussformel erhalt.

Die modifizierten Stiitzstellen, bzw Gewichte sind folgende:

' = M (3.86)
= 05(=nix s+ — o — 1) (3.87)
wiw; = 0.5(w} * w}) * (1 —n}) (3.88)

Tetraederintegration:

Analog dazu lassen sich modifizierte Gausspunkte, bzw. Gewichte fiir Tetraeder aus der Inte-
gration auf dem Einheitswiirfel generieren. Es sei

fl € [_171]7 526 [_171]7 536 [_171]7 £1+£2§07 §1+§2+£3§0

die Definition des Standardtetraeders (s. auch Abb. BITl). Gesucht ist eine Integrationsformel
fiir

1 —¢&1 —&1—&2
/ / / F(E1, 60, 6) déy ds dE (3.89)
15 4

Die modifizierten Stiitzstellen und Gewichte sind dabei wie folgt:

it = 0 (3.90)
wji = L (1= ) (391)
ny = s(=nim +m —ni 1) (3.92)
wy! = —swi(ni + ) (3.93)
= S niman — mgng ki —ny — 3) (3.94)
wik = wh (3.95)
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Man erhéalt somit:

1 =6 —61—&

n n n

F(&1.6.6) désd&dgy =) D> wiwtwi f(ny,my’ ng) (3.96)

1 -1 1 i=1 j=1 k=1

3.5 Numerische Beispiele

Um die Konvergenzeigenschaften des vorgestellten Ansatzraumes fiir Tetraeder zu untersu-
chen werden im Folgenden verschiedene Beispiele berechnet, um die theoretisch vorhergesagten
Aussagen zu verifizieren. Je nach Typ der exakten Losung ist exponentielle oder algebraische
Konvergenz zu erwarten. Die meisten der hier verwendeten Netze sind mit Hilfe des Netzge-
nerators Netgen M], M] erstellt worden. Alle untersuchten Korper besitzen eine lineare
Geometrie, also planare Oberflichen.

3.5.1 Manufactured Solution

4e2  .6e2 .8e2.le3 .2e3 4e3  .6e3 .8e3.le4 .2e4

DOF

Abbildung 3.27: Konvergenz in der Energienorm

Das erste Beispiel ist der Einheitswiirfel [—1,1]° (s. auch Abb. B29)), auf dem eine glatte
sinusférmige Volumenlast aufgebracht wird. Materialparameter sind £ = 1 und v = 0.3. Der
Wiirfel wird mit sechs Elementen diskretisiert.

Unter einer manufactured solution versteht man das Vorgeben einer Losung ug, mit anschlie-
Bender Berechnung der Volumenlast f und der Oberflaichenlasten. Gegeben sei dementspre-
chend die folgende Verschiebung ug,:

Uy = Uy = U, = sin (37 x) sin (47 y) sin (57 2)

Die Losung impliziert nullrandbedingugnen auf der gesamten Oberfliche des Wiirfels. Sie ent-
spricht zwar bei weitem nicht der Forderung nach kleinen Verschiebungsgradienten, kann aber
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ohne weiteres dementsprechend skaliert werden. Nach Berechnung der zugehorigen Dehnungen
und Spannungen mit Hilfe von Maple, erhélt man die Dehnungsenergie des Systems zu:

W = 65.243779093739750485
Unter reiner p-Verfeinerung ergibt sich die in Abb. BZ27] dargestellte Konvergenzkurve im log-
log plot. Man sieht hier sehr schon, dass die zu erwartende exponentielle Konvergenz gegeben
ist.
Dieser Test wurde noch fiir weitere vorgegebene Funktionen durchgefiihrt, u.a. fiir:

Uy = Uy = U, = sin (27 x) sin (27 y) sin (27 2)

Uy = Uy = U, = sin (27 f(2x))sin (27 f(y)) sin (27 f(2))
mit

f(x) =052z —1.5)° —x —0.125

Das exponentielle Konvergenzverhalten wird dabei fiir alle Beispiele durch die abfallende Kurve
im log-log plot bestétigt.

3.5.2 Patch Test

Der Patch Test ist ein Standardbeispiel zur Verifizierung von Elementformulierungen. Er be-
steht in der Berechnung eines quaderformigen Gebietes unter konstanter Last und fordert
die Approximation linearer Verschiebungen und konstanter Spannungen. Die Problemstellung

Abbildung 3.28: Wiirfel unter konstanter Last - SymmetrieRB

wird in 28] dargestellt, wobei Symmetrierandbedingungen das Modell auf ein Achtel reduzie-
ren. Die grauen Fldchen bedeuten null Verschiebungs-Randbedingungen in Normalenrichtung.
Das dargestellte Hexaeder wird mit sechs Tetraedern vernetzt (Abb. B229l). Die Ansatzord-
nung wird auf p = 4 fixiert, und enthélt somit die ersten beiden Flachenmoden. Getestet
wird in diesem Beispiel das Konzept zur Erhaltung der globalen Cy-Stetigkeit nach WAR-
BURTON (s. Kap. BZ30)). Somit wird in diesem Beispiel die Nummerierung der acht Knoten
variiert, so dass 8! = 40320 verschiedene Konfigurationen getestet werden. Die Ergebnisse
sind bei Uberpriifung der Dehnungsenergie exakt und identisch. Das Verschiebungsfeld wurde

stichprobenartig tiberpriift, s. Abb. B30
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Abbildung 3.29: Netz Abbildung 3.30: Lineares Verschiebungsfeld

3.5.3 Mikroskopische Knochenstruktur

Als ein weiterer Test, der die Leistungsfahigkeit der implementierten Elemente aufzeigen soll,
wird ein Problem aus der Biomechanik gewihlt. Die orthopédische Forschung bedient sich
zur Untersuchung von Knochenproben der Rontgen Micro-Tomographie (microCT), um die
Knochenstruktur im Mikrometerbereich aufzulosen. In Abb. B3l ist das Voxelmodell einer
solchen Struktur dargestellt. Die bei diesem Beispiel analysierte Problemstellung entspricht ei-
nem verschiebungsgesteuerten Versuch. Dabei wird der Knochen im unteren Bereich in alle drei
Richtungen fixiert sowie oben um 0.1 mm nach unten verschoben. Die beiden anderen Verschie-
bungskomponenten werden ebenfalls fixiert. Verglichen wird die resultierende Kraft auf der

Abbildung 3.31: Voxel Modell, Auflésung 238 x
220 x 90

Abbildung 3.32: Netz

oberen Fliche mit einer ’Overkill” Losung erstellt mit Abaqusﬁ mit bis zu 10.0 Millionen Ele-
menten @] Verwendet wurden dabei zehnknotige Tetraederelemente unter h-Verfeinerung.
Die Materialparameter sind £ = 1000 und v = 0.3. In Abb. sind die Konvergenzkurven
fiir den h-Ansatz und den im Rahmen dieser Arbeit verwendete p-Ansatz auf einem fixen
Netz von 23717 Elementen (s. Abb. B:32]) dargestellt. Systeme mit einer grofieren Anzahl von
Freiheitsgraden waren auf den verwendeten Desktop PC’s nicht rechenbar, obwohl dies unter
Betrachtung der dargestellten Konvergenzkurve durchaus wiinschenswert gewesen wére.

6 Abaqus ist eingetragenes Markenzeichen von ABAQUS, Inc., Rising Sun Mills, Providence, RI, US
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Resultierende Kraft
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Abbildung 3.33: Resultierende Kraft F,

Beziiglich der Diskussion des dargestellten Ergebnisses konnen folgende Aussagen getroffen
werden:

e Die resultierende Kraft der durch die p-Version erhaltenen Losung wurde durch eine
direkte Differentiation der Verschiebungslosung erhalten. Dem Autor sind diesbeziiglich
keinerlei theoretische Aussagen hinsichtlich Konvergenz bekannt, anders als bei Nach-
laufgrofien, die eine stetige Abhéngigkeit zur Dehnungsenergie besitzen, siehe z.B. ﬂé]
Das oszillierende Verhalten der resultierenden p-Kurve ist aufgrund der Komplexitét der
zugrunde liegenden Struktur ebenfalls nicht a priori als divergent zu betrachten M]

e Eine identische Problemdefinition, d.h. das Setzen von Randbedingungen, auf dem zu-
grunde liegenden Gebiet, das in einer Dreiecksbeschreibung (*.stl) der Oberfliche gege-
ben ist, ist aufgrund der extrem grofien Anzahl an Dreicken schwer durchfiihrbar. Die
Vorgehensweise ist die, dass man alle Dreiecke, deren drei Knoten {iber- oder unterhalb
einer gewissen Schranke liegen selektiert.

e Ergebnisse, die mit der Finite Cell Methode berechnet wurden, bewegen sich im Bereich
F. € [-2500; —2600] [34].
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Kapitel 4

Geometrische Aspekte bei der
p-Version

Die exakte bzw. moglichst genaue Beschreibung gekriimmter Oberfliachen ist fiir die p-Version
auf Grund der erwiinschten Grofle der Elemente von besonderer Bedeutung. Insbesondere in
Bereichen, wo die Losung glatt ist, ist ein moglichst grobes Netz von Vorteil, das die Geometrie
exakt darstellen sollte. Aus rein mathematischer Sicht wird andernfalls keine Konvergenz er-
reicht. Im Falle einer nur angendherten Geometrie wird nicht das orginale Problem analysiert,
sondern nur ein dhnliches. Untersuchungen von DEY und LUO hierzu sind bspw. in m, ﬂ&_ll]

und von DUSTER ET AL. in ﬂﬁ], M], @] zu finden.

Aufgrund der Diskretisierungsstrategie konvergiert bei der h-Version -anders als bei der p-
Version- das immer feiner werdende Netz gegen die exakte Geometrie, so dass dieser geome-
trische Aspekt kein Hindernis hinsichtlich Konvergenz darstellt.

4.1 Netze mit gekriimmten Oberflichen

Bei Netzen mit gekriimmten Elementen besteht fiir alle Elemente die Notwendigkeit, dass die
Jacobideterminante, Glg. 2224l der Abbildung vom Master- auf das globale Element innerhalb
des Gebietes nicht verschwinden darf. Anschaulich bedeutet dies, dass sich Linien, die sich im
Masterelement nicht schneiden, dies durch die Abbildung x(§, 7, () auch im globalen Element
nicht tun.

In Abb. BTl ist ein  Fall dargestellt, in dem die Bedingung verletzt ist. Man erkennt ei-
ne ungiiltige Geometriebeschreibung eines Viereckselementes mit jeweils fiinf dquidistanten
Stiitzstellen in &, n-Richtung auf Basis von Lagrangepolynomen. An den Stellen, an denen
sich die Hohenlinien mit dem unteren Rand schneiden, ist die Umkehrabbildung nicht mehr
eindeutig, die Determinante verschwindet und wechselt das Vorzeichen. Der Verlauf der Jaco-
bideterminante ist rechts daneben in Abb. zu sehen.

Es besteht die Moglichkeit die Vernetzung etwas zu gliatten, indem man statt der Lagran-
gen Beschreibung iiber das gesamte Gebiet die von GORDON und HALL entwickelte Blending
Funktionen Methode ﬂﬁ], ﬂ%] verwendet. Dabei wird die Geometriebeschreibung der &ufleren
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Rénder in das Element 'reingeblendet’. Das zugehorige Netz mit Verlauf der Jacobideterminan-
te ist in Abb. B3] B4l zu sehen. Man erkennt, dass die Linien eine gleichméBigere Verteilung
und die Elemente eine deutlich geringere Verzerrung aufweisen.
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Abbildung 4.1: Ungiiltiges Netz

Abbildung 4.2: Jacobideterminte
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Abbildung 4.3: Geblendetes Netz

Abbildung 4.4: Jacobideterminante

Die Notwendigkeit, ungiiltige Elemente zu korrigieren, fiihrt auf die Entwicklung von Tests,
die wihrend der Netzgenerierung die Geometriebeschreibung des Elementes iiberpriifen. Eine
Moglichkeit besteht darin, den Rand mit Hilfe von kubischen Bezierpolynomen zu beschreiben,
s. Abb. EE0 EEGl Bezier Polynome besitzen vier Kontrollpunkte P; — Py, mit denen Anfangs-
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und Endpunkt sowie Anfangs- und Endsteigung der Kurve definiert werden. Die vier Punk-
te definieren das so genannte Kontrollpolygon. Eine ungiiltige gekriimmte Kante besitzt die

P2 P3

P1

PA  pm

P4
Abbildung 4.5: Bezier Polynom

Abbildung 4.6: Ungiiltiges Element

Eigenschaft, dass ihr Kontrollpolygon sich mit den geraden Kanten des Elementes iiberschnei-
det. Eine giiltige Elementbeschreibung ist, wie in h] beschrieben, gleichbedeutend mit der
Forderung, dass die Jacobideterminante an den Kontrollpunkten des Polynoms positiv ist. Der
Test reduziert sich somit auf die Berechnung der Jacobideterminante an den Kontrollpunkten
oder die Schnittpunktbestimmung zweier Linien, wenn man den pathologischen Fall, dass das
Polygon die Kanten komplett umschliefit, ausschlief3t.

Nach Vorstellung der grundlegendem Problematik der Eindeutigkeit der Geometriebeschrei-
bung bei gekriimmten Elementen, werden in den folgenden Kapiteln die beiden Methoden

e Polynomielle Interpolation
e Blending Funktionen Methode oder Transfinite Interpolation

fiir Tetraeder genauer untersucht. Es sei darauf hingewiesen, dass die beiden Methoden ver-
schiedene Ziele verfolgen. Mit Hilfe der ersteren versucht man die Geometrie direkt zu erfas-
sen. Die zweite definiert lediglich das Verhéltnis zwischen der Beschreibung des Randes eines
Gebiets und der Beschreibung seines Inneren. Eine Verkniipfung beider, als Quasi-regional
mapping bezeichnet, wird von KIRALYFALVI und SZABO in @] vorgeschlagen.

4.2 Polynomielle Interpolation

Die klassische Interpolation dient im Rahmen dieser Arbeit als polynomielle Beschreibung der
Geometrie. Sie stellt somit i.d.R. eine Anndherung einer CAD-Geometrie dar, bei der davon
auszugehen ist, dass sie durch NURBS, also durch gebrochen rationale Funktionen, beschrie-
ben wird.

Fiir Definitionen und weiterfithrende Erldauterungen zum Thema CAD/NURBS sei an dieser
Stelle auf @], @] verwiesen.
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4.2.1 1D-Interpolation

Zunéchst sollen hier die Grundlagen der Interpolation im eindimensionalen Fall zusammenge-
fasst werden. Das Problem der polynomiellen Interpolation einer beliebigen Funktion f besitzt
eine lange Historie. Obwohl sich z.B. bereits Newton mit dem Algorithmus der dividierten Dif-
ferenzen beschéftigt hat, ist das Feld immer noch ein aktives Forschungsgebiet, insbesondere
fiir den mehrdimensionalen Fall. Kurze geschichtliche Abrisse, die ebenfalls als Einfiihrung
geeignet sind, finden sich in der Abhandlung von MEIJERING @] fiir den eindimensionalen
und von GASCA @] fiir den mehrdimensionalen Fall.

Der im Folgenden dargestellte Ansatz ist eher ein ingenieurtechnischer als ein mathematischer.

Es wird daher auf tiefergehende theoretische Beweise aus der Funktionentheorie verzichtet. Die
konkrete Aufgabenstellung ist folgende:

Gegeben sei eine Funktion f(x). Gesucht ist ein Polynom p"(z) der Ordnung n, das diese
Funktion in n + 1 Stiitzstellen z; exakt darstellt:

p(w) = flz) i=1-- ,n+1 (4.1)

Anmerkung: Ein Polynom der Ordnung n ist eindeutig durch n+ 1 (verschiedene) Stiitzstellen
beschrieben.

Eine Methode der Konstruktion eines solchen Polynoms ist die Lagrange Interpolation. Dazu
werden zunéchst die Lagrangepolynome aufgestellt:

n+1
r — Z;
o) = I — (4.2)
i=1,i#j 7 ¢
Es gilt
] 1 wenn 1=
i) = { 0 wenn i#j (4.3)

Daraus folgt das (eindeutige) Interpolationspolynom zu

n+1

pa(x) =) fla:)li(x) (4.4)

i=1

Man erkennt in der Aufgabenstellung Analogien zur p-Version der FEM, bei der ebenfalls
eine 'beliebige’ Funktion f durch Polynome approximiert wird. Dementsprechend sollte man
auch hier die punktweise Konvergenz einer Folge von Polynomen mit steigendem Polynom-
grad erwarten. Dies ist jedoch erstaunlicherweise nicht der Fall NE] Der Grund liegt in der
punktweisen Bedingung ET], die fiir die p-Version nicht gefordert wird. Dieses Ergebnis der
Divergenz fiir die polynomielle Interpolation gilt zumindest fiir Funktionen f, an die keine
weiteren Bedingungen beziiglich ihrer Glattheit gestellt werden, siehe z.B. Eé]
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4.2.2 Lebesque Konstante und Fehlerschitzung

Es stellt sich im folgenden die Frage nach der Giite der Approximation, insbesondere die
Frage nach dem Einfluss der Stiitzstellen auf den Fehler E(f(x), p,(x)), wobei E ein zunéchst
beliebiges Maf} sein kann. Eine Mo6glichkeit den Fehler zu beziffern, ist den maximalen Abstand
zwischen orginaler Funktion und Interpolationspolynom zu nehmen, also die Maximumsnorm

E =max|f(z) — py(x)], =€ |a,b (4.5)

Die Konvergenz in der Maximumsnorm ist gleichbedeutend mit punktweiser Konvergenz. Fiir
die folgende Argumentation wird von zwei dhnlichen Funktionen f(x), f (r) ausgegangen.
Ahnlich bedeutet in diesem Fall, dass zwei verschiedene Punktmengen resultierend aus diesen
Funktionen

Fi= (@), f(wa) o f(2ng1) ),

F, = {JE(551)7 f(xz) o f(Tng) )
im Gebiet und somit an den Stiitzstellen paarweise leicht voneinander abweichen, d.h.

~

f(x)=f(z)£e(x), O<e<<l1 (4.6)

Die Funktion f () kann dabei als Variation der ersten aufgefasst werden. Man kann die Funk-
tionswerte f(x;) auch als korrekte Werte einer physikalischen oder geometrischen Grofie be-
trachten, und f (x;) als eine mit Messfehlern behaftete Messreihe. Man wiinscht fiir diese beiden
dhnlichen Funktionen ebenfalls dhnliche Interpolationspolynome, also eine Art Stabilitdtsbe-
dingung. Im Folgenden wird sich herausstellen, dass die Lage der Punkte z;, fiir die Glg. BTl
gelten soll, einen groflen Einfluss auf den Fehler E besitzt.

Um die Sensitivitéit der resultierenden Polynome beziiglich der Funktionswerte an den Stiitz-
stellen zu erhalten, wird das Interpolationspolynom 4l nach diesen differenziert (im Folgenden

ist f(z;) = v;):

dp,(x)
dy;

= li() (4.7)

Fasst man die Sensitivitiat beziiglich aller Stiitzstellen zusammen, so erhélt man

> dpg;? = Ui (4.8)

i=1 7

Von Interesse ist entsprechend Glg. nun die maximal mégliche Sensitivitidt in der Maxi-
mumsnorm fiir x € [a, b]:

A, = max > " [l;(x)] (4.9)
Des Weiteren wird die Lebesguefunktion A definiert:

A= li(a)] (410
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A, wird als Lebesguekonstante bezeichnet, die ausschlieflich von der Lage der Stiitzstellen
abhéngt. Diese bestimmen somit die Sensitivitdt des Interpolationspolynoms gegeniiber abwei-
chenden Funktionswerten. Man kann erkennen, dass Lagrangepolynome, die mit einer grofleren
Amplitude oszillieren, zu einer erhthten Sensitivitdt des Interpolationspolynoms gegeniiber der
Lage der Stiitzstellen fithren. Um zur Analogie der Messreihe zuriickzukommen:

Mochte man einen moglichst geringen Einfluss von Messfehlern auf das Interpolationspolynom
haben, so sollte die Lebesguekonstante einen moglichst geringen Wert annehmen. Dasselbe gilt

flir zwei Fuqktionen, von denen angenommen wird, dass in den Stiitzstellen dhnliche Werte
gleichzeitig Ahnlichkeit bedeutet (Glg. ELGl).

Nach der Definition der mafigeblichen Kenngrofie A, fiir die Lage der Stiitzstellen, werden im
Folgenden Fehlerabschiatzungen angegeben b]
max|f(z) = p(z)l < (1+ An) max [f(z) = q(2)] (4.11)

n

Darin sind p(z) das Interpolationspolynom der Ordnung n und ¢(z) ein beliebiges Polynom
gleicher Ordnung, d.h. die Gleichung gilt fiir alle Polynome ¢;(z) vom Grad n. Die Aussage
gewinnt an Schérfe, wenn man annimmt, dass ein nicht (zwangsldufig) interpolatorisches ¢*(z)
den minimalen Abstand zu f(z) besitzt, d.h. max|f(x) — ¢*(z)| minimal wird.

Des Weiteren kann folgende Fehlerabschéitzung angegeben werden:

max | f () — p(z)] < 6(1+ Ay )w(f,n™) (4.12)
Darin ist
w(f,0) = mas [f(a) = ) (113)

der Modulus der Kontinuitéat. Gleichung beinhaltet somit direkt einen Ausdruck fiir die
Glattheit der zu interpolierenden Funktion. Es lédsst sich erkennen, dass bei entsprechendem
w(f,0) bei hinreichend glatten Funktionen die Moglichkeit der punktweisen Konvergenz gege-
ben ist. In diesem Fall verringert sich w(f, d) starker als A, wéchst.

Von praktischem Interesse ist ebenfalls die Lagrange Formel mit Restglied
1

Hierin ist f™*1(¢) die (n+1)te Ableitung an einer Stelle ¢ € (a,b) und W (x) = (x — o) (2 —

x1)...(x — x,). Die Glg. T4 ist deshalb interessant, da sie eine Aussage fiir bekannte, zu

interpolierende Funktionen macht. So ist bspw. jede (n+1)te Ableitung von sin(z) durch 1
beschrinkt und somit eine relativ gute Approximation durch Polynome zu erwarten.

FUREOW (x) (4.14)

Prinzipiell gilt fiir die Abschétzung der Lebesguekonstante die folgende Beziehung:
2
A, > —logn+c (4.15)
™

Dabei liegt ¢ zwischen 0.5 und 0.75. Dieses Ergebnis bedeutet wie bereits erwéhnt, dass fiir
jede Stiitzstellenmenge gilt: Fiir n — oo auch A,, — o ﬂE]



4.2. Polynomielle Interpolation 61

4.2.3 Stiitzstellenmengen

Es stellt sich nun die Frage nach den Stiitzstellenmengen mit der kleinsten Lebesguekonstante
A,,. Prinzipiell stellen die Ungleichungen ELTT], nur Abschétzungen nach oben dar. Sie
schlieBen nicht aus, dass eine Knotenmenge mit groflerer Lebesguekonstante nicht doch das
bessere Interpolationspolynom liefert als eines mit kleinerer A,,. Alle numerischen Experimen-
te sprechen jedoch dafiir, dass Stiitzstellen mit kleinerer Lebesguekonstante ebenfalls bessere
Approximationen liefern.

Die Bedingung fiir eine optimale Lage der Interpolationsknoten x; ist, dass die Lebesguefunk-
tion in allen Abschnitten -begrenzt durch zwei Stiitzstellen- dasselbe Maximum annimt,
siehe DEBOOR ﬂﬂ] Dies erkennt man in Abb. BT, in der die Lebesguefunktionen fiir eine
equidistante und optimale Punktverteilung dargestellt ist (n=7).

Abbildung 4.7: Lebesguefunktion fiir optimale (durchgezogen) und equidistante (gestrichelt) Stiitz-
stellen (n=7)

Im Folgenden werden einige in der Literatur gemachten Vorschlige fiir das Intervall x € [—1, +1]
diskutiert. Es bestehen Analogien zur Gauss’schen Integration, da auch dort in gewisser Hin-
sicht optimale Stiitzstellen gesucht werden. Die Anzahl der Interpolationspunkte ist n, der
Laufindex wird durch £ gekennzeichnet.

e Aquidistante Knoten:

2(k—1
rn = -1+ 2021
’ n—1
Hier kann gezeigt werden, dass die Lebesguekonstante
2n
A, ~
nlogn

exponentiell mit steigendem n anwéchst.
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e Cebysev Knoten:

T = cos(2k — 1)21
n

Hier gilt die Abschitzung
2
A, < —logn+1
™

Ein Vergleich mit der Gleichung zeigt, dass diese Knotenmenge eine relativ gute
Lebesguekonstante aufweist. Weiterer Vorteil ist, dass sie fiir jede Ordnung n explizit
berechenbar ist.

e Erweiterte Cebyéev Knoten:

Hier wird die Knotenmenge noch um -1 und +1 erweitert (Variante 1) oder die Knoten-
menge auf [—1, +1] skaliert (Variante 2) - Fiir den Fall, dass der Rand mitinterpoliert
werden muss, wie bei der FEM. Solche Basen werden als Kanonische Basen bezeich-
net. Beide Knotenmengen besitzten eine schlechtere Lebesguekonstante als die orginalen
Cebysev Knoten. Die Lebesguekonstante der Variante 1 ist dabei doppelt so hoch wie
die der Variante 2.

e Gauss-Lobatto/Fekete Knoten:

Gauss-Lobatto oder auch Fekete Knoten sind aus der numerischen Integration bekannt.
Sie beinhalten im Gegensatz zur normalen Gauss-Legendre Integration die beiden Rand-
knoten —1, +1. Fiir die Lebesguekonstante existieren zwei Abschidtzungen (zusammen-

fassend s. z.B. E], ﬂﬂ])
A, <vVn+1

A, = O(logn)

Sie besitzen ebenfalls ein gutes Interpolationsverhalten. Eine ihrer mathematischen Ei-
genschaften ist, dass sie die Vandermonde Determinante (Glg. EET9) maximieren. Sie
werden daher teilweise in der Literatur dementsprechend bezeichnet.

e Optimale Knoten:

Eine explizite Beschreibung fiir beliebige n ist fiir diese Knotenmengen nicht verfiighar,
weswegen die Cebysev Knoten z.B. im Bereich der Experimentalphysik fiir grofere Stiitz-
stellenmengen (n > 100) vorgezogen werden miissen. Die numerischen Werte der Stiitz-
stellen wurden bis zur Ordnung 100 von ANGELOS ET AL. in M] berechnetfl] (s. auch
BABUSKA und CHEN ﬂﬂ])

Neben der Lagrangeinterpolation gibt es noch andere Interpolationsmethoden, genannt seien
hier zwei weitere:

!Die Autoren stellen dabei ausschlieflich den Algorithmus vor.
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e Die Hermite Interpolation basiert auf Polynomen héherer Ordnung, die neben den Funk-
tionswerten an den Stiitzstellen auch deren Ableitungen interpoliert.

e Die klassische Splineinterpolation arbeitet mit kubischen Polynomen und ist der FEM
darin relativ dhnlich, als dass sie die Bereiche zwischen den Knoten in gewisser Hinsicht
als Element betrachtet. Das Verfahren liefert dementsprechend abschnittsweise definierte
Polynome dritter Ordnung mit der Eigenschaft der globalen C; Stetigkeit.

4.2.4 Interpolation auf Dreiecken und Tetraedern

Nach dem eindimensionalen Fall soll im Weiteren die Interpolation von Funktionen, bzw. der
Geometrie, auf Dreiecken und Tetraedern, d.h. auf dem Simplex, behandelt werden. Eine Uber-
sicht iiber mehrdimensionale Interpolation ist z.B. in ﬂ5__1|] zu finden.

Um die Geometrie eines Dreiecks oder Tetraeders fiir die Anwendung auf die p-FEM zu inter-
polieren sind topologische Zwangsbedingungen zu erfiillen. Es muss gefordert werden, dass die
Mengen der Interpolationspunkte ausreichend Randpunkte beinhalten, um im Falle zweier be-
nachbarter Elemente geometrische Klaffungen ausschliefen zu kénnen. Auf jedem Randobjekt
sollte ein der Dimension des Objektes entsprechender vollstdndiger Ansatzraum dargestellt
werden, d.h. beim Durchlaufen einer Kante muss sich ein Polynom der Ordnung n ergeben
konnen und es miissen entsprechend viele (n+1) Knoten auf dieser Kante liegen. Entspre-
chendes gilt fiir die Flichen, fiir die sich der 2D trunk space ergeben muss. Dies sind not-
wendige Forderungen fiir die Anwendung der Blending Funktionen Methode und praktikable
Forderungen fiir eine sub- oder isoparametrische Darstellung der Geometrie. Folgt man dieser
Argumentation, so sind auf den/im:

e Knoten des Tetraeders/Dreiecks: 1
e Kanten : n —1

e Fliachen: (n —1)(n —2)/2

e Inneren: (n —1)(n—2)(n—3)/6

Interpolationsstiitzstellen zu platzieren, analog zu den Ausfiihrungen zu den Ansatzfunktionen
in Kap.

Des Weiteren ist eine Symmetrie der Punkteverteilung vorteilhaft, da man davon ausgehen
muss, dass keinerlei Informationen zu der zu interpolierenden Funktion vorhanden sindd. Dies
gilt ebenfalls fiir die Geometriebeschreibung eines evtl. anzusteuernden CAD Programms.
Diese Forderungen schréanken die Wahl der Stiitzstellen ein und kénnten evtl. die Lebesgue-
konstante der Punktmengen suboptimal gestalten. Untersuchungen zu diesem Thema sind
dem Autor jedoch nicht bekannt.

Innerhalb der letzten Jahrzehnte beschéftigten sich verschiedene Autoren mit der Fragestel-
lung nach optimalen Stiitzstellenmengen auf Dreiecken und Tetraedern. Im Folgenden sollen

2Prinzipiell gelten beziiglich der Symmetrie dieselben Ausfiihrungen wie in Kap.
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zum weiterfithrenden Studium nur die wichtigsten Artikel jiingerer Vergangenheit aufgefiihrt
werden:

Bos verwendet in ﬂﬂ] analog zu den 1D-Fekete Punkten die Idee der Maximierung der Vander-
monde Determinante, um geeignete Stiitzstellenmengen zu berechnen, s. auch ]. In @]
wird von HEINRICHS auf deren Basis eine verbesserte Stiitzstellenmenge berechnet. Das darin
erzielte Ergebnis liefert eine unsymmetrische optimale Punktverteilung. Der Autor gibt je-
doch auch eine etwas schlechtere symmetrisch verteilte Punktmenge an. Eine physikalische
Interpretation wird von HESTHAVEN in @] verwendet, und zwar die Beobachtung, dass die
Nullstellen gewisser Jacobipolynome mit der Gleichgewichtsverteilung einer Menge elektrosta-
tischer Teilchen iibereinstimmt. WARBURTON generiert in | eine Stiitzstellenmenge iiber
eine geometrische Verzerrung eines Standardelements mit Hilfe eines zu optimierenden Para-
meters a. Die Ergebnisse hierin sind hoherer Ordnung - ebenfalls fiir Tetraeder. Dasselbe gilt
fiir die von BLYTH in ﬂl_ll] vorgestellten Punktmengen.

BABUSKA und CHEN stellen in Nﬂ], ﬂﬁ] verschiedene Stiitzstellenmengen fiir Dreicke, bzw.
Tetraeder vor, die den oben genannten Anspriichen geniigen. Ihr Ziel ist dabei nicht die Mi-
nimierung der Lebesguekonstanten, da sich deren Berechnung fiir Dreiecke bzw. Tetraeder
ihren Angaben zufolge bis dato (1995) zu rechenintensiv ist. Sie minimieren fiir Dreiecke und
Tetraeder die folgende Norm

n+1

2 = min / > () Pd, (4.16)
=1

wobei sie annehmen, dass die gefundenen Mengen ebenfalls kleine Lebesguekonstanten auf-
weisen. Die Ergebnisse liegen tabelliert vor.

Zusammenfassend lassen sich fiir den Anwender die folgenden Schliisse ziehen:

e Fiir die Interpolation im eindimensionalen Fall der Ordnung p < 100 liegen optimale
kanonische Stiitzstellenverteilungen vor M], Nﬂ] Fiir hohere Ordnungen sind Cebysev
oder Gauss-Lobatto Verteilungen vorzuziehen.

e Fiir die Interpolation auf dem Dreieck sind bis zur Ordnung 10 die von HEINRICHS er-
stellten Knoten @] und die von BABUSKA und CHEN ﬂﬂ] fast gleich gut. Fiir tabellierte
Ergebnisse hoherer Ordnung sind weiterhin die nach HEINRICHS @] empfehlenswert.

e Fiir die Interpolation beliebig hoher Ordnung auf dem Dreieck weisen die von WARBUR-
TON erstellten (explizit berechenbaren) Knotenmengen die kleinste Lebesguekonstante
auf |I§5|] :

o Fiir Tetraeder sind die tabellierten Werte nach BABUSKA und CHEN ﬂﬁ] bis zur Ord-
nung 9 optimal. Fiir héhere Ordnungen empfehlen sich wiederum diejenigen nach WAR-
BURTON @].

Im Rahmen dieser Arbeit wurde aus Griinden der Rechenzeit bzgl. der Berechnung der Jacobi-
matrix auf eine Darstellung der Tetraedergeometrie mit Polynomen der Ordnung grofler als 9
verzichtet. Grundlage der Geometriebeschreibung sind die Stiitzstellenmengen nach BABUSKA
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und CHEN ﬂﬁ]

Die Berechnung der zu den Stiitzstellen gehérenden Interpolationsfunktionen erfolgt wie be-
reits angesprochen im allgemeinen mehrdimensionalen Fall {iber die Vandermonde Determi-
nante (Glg. EET9l), da fiir beliebig verteilte Punktmengen keine explizite Formel wie im eindi-
mensionalen Fall (Glg. EE2)) angegeben werden kann. Ein Sonderfall sind hierbei rasterartige
Punktmengen, bei denen sich die Interpolationspolynome aus dem Tensorprodukt der La-
grangefunktionen [;(z) ergeben. Wir wiederholen an dieser Stelle den Begriff Tensorprodukt
F(xq1,2,...2,) von Funktionen, der als Produkt eindimensionaler Funktionen in mehreren
Variablen verstanden wird:

F(ZL‘l,l‘Q,...ZEn) :fl(ffl)fj(l‘g)fk(l‘n), i,j,...,k’ eN (417)

Fiir die Interpolationspolynome auf dem Simplex gilt natiirlich analog zum eindimensionalen
Fall die ¢;; Bedingung, Glg. EE1l Die Berechnung der Funktionen gestaltet sich wie folgt:

Gegeben sei eine polynomiale Basis P", die den trunk space der Ordnung m aufspannt

n= %(m+ )(m+2)(m+3) in 3D.

Die Basisfunktionen seien mit pf, p3,...,pl bezeichnet. Jedes Interpolationspolynom [; lésst
sich auf Grund dieser Voraussetzungen als Linearkombination

L= i} (4.18)
=0

schreiben. Insgesamt werden n Interpolationspolynome gesucht, fiir die jeweils n Bedingungen
BTl gelten. Nach Auswertung der Basen an den Stiitzstellen, die als z; bezeichnet werden,
erhélt man eine generalisierte Vandermonde Matrix V

pi(z1) pa(x1) ps(@1) .. ... pa(@1)
pi(xe) palza) oo oo oo pp(xe)

V= p(xs) ... N N €29 (4.19)
pr@n) e pa(a)

Die orginale Vandermonde Matrix ergibt sich durch Anwendung auf Monome p; = x'.
Fiir die j-te Stiitzstelle gilt
Va = g (4.20)

mit e;j, dem j-ten Einheitsvektor und o = (o, - - - , ). Zur Berechnung der o Werte ist die
Vandermonde Matrix demnach lediglich zu invertieren.

Die Wahl der Basen p;(x) hat groBen Einfluss auf die Kondition der Matrix, was auf die Qua-
litdt der Inversen einen groflen Einfluf besitzt. Tiefergehende Untersuchungen sind von BLYTH
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in ﬂﬁl] gemacht worden. Im Rahmen dieser Arbeit wurden fiir die p,, die topologisch sortierten
Elementansatzfunktionen ,, ¥, ¥, ¢, gewéhlt (s. Kap. B3)). Liegt fiir die Stiitzstellen ein
Verteilungsschema analog zu den modalen Basen vor, d.h. gilt fiir deren Verteilung BT0l -
B13l so ergeben sich in gewisser Hinsicht modale Lagrange Basen.

Beispiel:

Es sei m = 3, n = 20. Es gibt insgesamt 4 Stiitzstellen auf den Knoten, 12 auf den Kanten
und 4 auf den Fldchen. Als modale Basen werden 1, ¥, und ¢y der Ordnung drei gewéhlt.
Gesucht sei die Lagrange Funktion L fiir eine Stiitzstelle A auf einer Kante.

e Die Knotenmoden haben keinen Anteil an dieser Funktion aff™°*" = (, da sonst die

Interpolationsbedingung B] verletzt wiirde. Man erkennt dies daran, dass man mit
keinem anderen Mode einen Funktionswert auf einem Knoten aX™°*" eliminieren konnte,

da dort 9. y = 0, siche Abb.

,,,,,,,, Punkt A mit L =1

Abbildung 4.8: Knotenmode 4 hat keinen Anteil an L, da sonst L(V4) # 0

e Es gibt zwei Punkte auf der Kante. Die Interpolationsbedingung (d.h. um auf der Kante
an einer beliebigen Stelle eine 1 zu generieren) erzwingt eine Linearkombination der
beiden Kantenmoden, da alle anderen Basisfunktionen v, und vy = 0 auf der Kante

(und afmeter = () sind, sieche Abb. EE9

Kantenmoden auf Kante # 0 A

Kantenmode )¢ (A) =0

Abbildung 4.9: Nur Kantenmoden auf der Kante haben einen Anteil an L auf der Kante
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e Auf den beiden benachbarten Fliachen liegt jeweils ein Punkt. Die bisherige Linearkombi-
nation der beiden Kantenmoden ist dort i.A. # 0. Um diese Null zu erzwingen stehen die
verbleibenden 1, ; zur Verfiigung. Auf anderen Kanten ,lebende“ Moden konnen daran
jedoch nicht beteiligt sein, da sonst keine Moglichkeit besteht, dort die Nullfunktion zu
erstellen.

e Dieser Argumentation folgend kann der dortige Funktionswert nur durch die jeweiligen
Flachenmoden eleminiert werden (siche Abb. EZTT).

Abbildung 4.10: L = 0 gilt fiir alle Punkte, die mit einem leeren Kreis gekennzeichnet sind. Der
Funktionswert von L am blauen Punkt B auf der ’vorderen’ Fliche wird durch
diesen Flidchenmode zu Null gesetzt.

Es ergibt sich somit eine Linearkombination aus zwei Kanten- und zwei benachbarten Fléchen-
moden, so dass die unter Kap. Bl angefiihrten topologischen Bedingungen erfiillt werden, da
diese vier Funktionen auf den iibrigen Knoten/Kanten/Flachen verschwinden.

Es lédsst sich demnach folgende Aussage treffen: Liegt eine Punktverteilung vor, die der topo-
logischen Sortierung einer modalen Basis entspricht, so sind die resultierenden Lagrangepoly-
nome ebenfalls modal.

Dieses Ergebnis resultiert in einer blockweise strukturierten Inversen der allgemeinen Van-
dermonde Matrix mit positivem EinfluB auf die Konditionierung des Problems. Die Wahl
der Elementansatzfunktionen fiir die p; in Glg. stellt sich demnach als giinstig fiir die
Berechnung der Lagrangepolynome dar.

4.3 Blending Funktionen Methode fiir Tetraeder

Die von GORDON und HALL entwickelte Blending function method @], @] ist ebenfalls unter
dem Begriff Transfinite Interpolation bekannt. Sie ist fiir Vierecke und Hexaeder gut etabliert

|, wéhrend sie fiir Tetraeder auf Grund der rationalen Blending Terme im Rahmen dieser
Arbeit keine guten Ergebnisse lieferte. Die folgenden Darstellungen der Methode erfolgen ana-
log zu den beiden p-FEM Biichern M], ﬁ]
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Die Idee der Blending Funktionen Methode ist es, die topologischen Einheiten durch Funktio-
nen von der Dimension ihrer Mannigfaltigkeit zu approximieren und durch Multiplikation mit
einem Blending Term auf den anderen Kanten/Flidchen zu eliminieren. Konkret bedeutet dies,
dass man zur Beschreibung von Kanten eindimensionale und fiir Flachen zweidimensionale
Polynome verwendet. Diese werden mit einer weiteren Funktion multipliziert und somit in das
Element geblendet.

Die Vorgehensweise fiir ein Simplex besteht in einer aufeinander folgenden Approximation der
Geometrie durch Knoten, Kanten und Fléchen (in dieser Reihenfolge). Dadurch werden Null -
Randbedingungen fiir die Kanten und Fléchen erzwungen. Man kann dies als eine Projektion
der Geometrie zunéchst auf die Knoten sehen. Die Differenz wird dann auf die Kanten proje-
ziert und schliellich diese Differenz wieder auf die Flidchen. Die Abbildung beinhaltet einige
unangenehme gebrochen rationale Funktionen, die an den Knoten und Kanten nicht definiert
sind. Die mathematische Beschreibung des Verfahrens ist folgende:

Gegeben sei eine exakte Geometriebeschreibung

x(§17€27€3)
X =X(6,6,8)= | y(&,6,8) (4.21)
2(517£27§3)

Zunichst werden die Knotenwerte ausgewertet, was als lineare Approximation der Geometrie
mit Hilfe der linearen Ansatzfunktionen interpretiert werden kann.

4
X, =Y X;X(P)
i=1
mit X (F;) den linearen Ansatzfunktionen.

Im néchsten Schritt wird die Differenz X — X, auf die Kanten projeziert. Das erfolgt wegen
der nicht definierten Funktionswerte der Kanten-Blending Terme EB; an den Knoten (s.u.)
erst im zweiten Schritt. Die darzustellende Funktion X, wird hier nun zu null. Mit

X, =X-X, (4.22)

6
X. =) EBX,(E) (4.23)
i=1
erhalten wir eine exakte Darstellung X., der Geometrie auf den Kanten.

Xow = X, + X, (4.24)

Vor der Projektion der verbleibenden Geometrie auf die Fldchen wird noch auf Details des
Kanten-Blendings eingegangen. Wir diskutieren ausschlieflich den Blending Term FEB; fiir
Kante 1 (fiir das [—1, +1]3 Tetraeder). Die Argumentation l4uft fiir die anderen Kanten analog.
Der Blending Term E'B; fiir diese Kante ist folgender:

i+ +E+1)(1+&)

BB = (A+2&+86+8&) (26 +E&+ &)

(4.25)
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Abbildung 4.11: Kanten Blending Term

Die Funktion (auf der Flache 1, £&5 = —1) ist in Abb. EETT] zu sehen. Fiir Kante 1 gilt &5 = —1
und & = —1. Setzt man dies in £ B; ein, erhilt man:

E+—1+—14+1)(1+&) _4 (&:—1)(1+&)
(4426 +—1+-1)2&+—-14+-1)  2(1+&)2(& —1)

Auf den Kanten 3, 4 und 6 gilt & = —1, wodurch der Zahler zu null wird. Fiir Kante 2
(&1 = =&, & = —1) und fiir Kante 5 (§ = —1 und & = —&3) ebenso. Eine exakte Untersu-
chung liefert ebenfalls, dass im Innern des Tetraeders durch den Bruch keine Singularitéiten
auftreten.

EBl|Kantel =4 =1

Der Blending Term FE B; erfiillt demnach die folgenden Anforderungen:

(4.26)

EB. — 1 fir Kante 1
™) 0 fiir alle anderen Kanten

Wiirden diese Bedingungen nicht erfiillt, so wiirden weitere Kanten durch die Geometrie-
beschreibung der Kante 1 ebenfalls verzerrt. Der Funktionswert ist an den Randknoten der
Kante 1 nicht definiert (0 oder 1). Dies stellt sich aber fiir die Darstellung der Geometrie
selbst als unproblematisch heraus, da durch die vorhergehende Projektion X, auf die Knoten
an diesen Stellen der 'Rest’ X, verschwindet. Neben der Funktion selbst sind allerdings auch
die Ableitungen an diesen Punkten nicht definiert, was fiir die Berechnung der Jacobimatrix,
bzw. -determinante von Bedeutung ist.

Die Funktion X, wird dem Schema entsprechend im néchsten Schritt auf die Flachen proje-
ziert. X, ist nun gebrochen rational wie man an Glg. erkennen kann. D.h. selbst
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wenn die vorherige exakte Geometriebeschreibung polynomial war, dann ist sie es jetzt nicht
mehr. Ein deutlicher Nachteil dieser Methode, wenn man Polynome zur Geometriebeschrei-
bung verwenden mochte.

Wir diskutieren hier nur den Blending Term fiir die Flédche 1. Die Argumentation ist fiir die
anderen Fliachen analog. Der Fliachen-Blending Term fiir Fléche 1 ist:

FB, — (I+&)A+&) €+ +86+1) (4.27)

(=148 +8 — &) (€2 +2+83) (61 +2+&3)
Fiir Flache 1 gilt &5 = —1. Setzt man das in F'B; ein,

FBi|s, — (1+&)A+&)(E +8—1+1) _0+&) &) tE)

(-14+&+&+1)(E+2-1)(&+2-1) (&+E&)(E+1) (& +1)
Fiir Flache 2 (&, = —1), Flache 4 (£, = —1) und Fléche 3 (&5 = —1 — & — &) wird der Zahler
zu null. Wir haben wieder gebrochen rationale Funktionen, so dass man Singularititen im
Innern iiberpriifen muss. Wir fithrten Funktionsauswertungen auf einem &quidistanten Raster
durch. Auf den Kanten sind die Funktionen nicht definiert (1 oder 0). Das macht auch hier
keine Probleme, da die zu interpolierende Funktion Xev dort verschwindet. Fiir die Ableitun-
gen gilt dieselbe Argumentation wie fiir Kanten, d.h. diese sind auf den Kanten nicht definiert.

Wir kénnen nun den restlichen Teil der Geometrieabbildung

A

Xew =X — Xop (4.28)
durch
4
Xy =Y FBX.(F) (4.29)
i=1

ausdriicken. Die komplette Abbildung erhilt man somit durch
X = Xpe = Xy + Xe + X (4.30)

Die in dieser Arbeit getesteten Blending Terme sind durch Umrechnung der von SOLIN ET
AL. M] in baryzentrischen Koordinaten angegebenen Blending Terme auf das [—1; +1] Te-
traeder ermittelt worden und sind in Anhang [C] angegeben.

Wie bereits angedeutet fiihrte die Blending Funktionen Methode fiir Tetraeder im Rahmen die-
ser Arbeit zu nicht zufriedenstellenden Ergebnissen. Die resultierenden Spannungen zeigten
bspw. fiir den Patch-Test, Achtelkugel unter hydrostatischem Druck, im Bereich der Kan-
ten deutliche Abweichungen von der exakten Losung. Grund hierfiir kénnten neben dem oben
erwahnten Nachteil des Nicht-Erhalts von polynomial beschriebenen Oberflachen vor allem die
Ableitungen auf Knoten und Kanten sein. Probleme mit dieser Form der Geometriebeschrei-
bung hat auch DEY in @], @] erwahnt. Der Autor verliert fiir ein glattes Problem durch
die Verwendung rationaler Blending Terme die exponentielle Konvergenz der p-FEM Losung
in der globalen (verschmierenden) Energienorm.
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Die Geometrieabbildung wurde im Rahmen dieser Arbeit daher in einem sub-, bzw. isopara-
metrischen Konzept durchgefiihrt. Die polynomielle Beschreibung der Geometrie erfolgt durch
Interpolation in den in ﬂﬁ] tabellierten Stiitzstellen. Die Funktionswerte in den Interpolati-
onspunkten wurden entsprechend dem vorherigen Abschnitt (s. Glg EET9], EE20) mit Hilfe einer
allgemeinen Vandermonde Matrix in die Ansatzbasis umgerechnet.

4.4 Beispiele

Abbildung 4.12: Bsp.1 - bestanden Abbildung 4.13: Bsp.2 - bestanden

Abbildung 4.14: Bsp.3 - NICHT bestanden  Abbildung 4.15: Bsp.4 - NICHT bestanden

Im Folgenden werden die Moglichkeiten der umgesetzen Geometriebeschreibung und die An-
bindung an den Netzgenerator Netgen M], ﬂﬁ], mit dem hier alle gezeigten Gebiete ver-
netzt wurden, anhand von Beispielen aus der linearen Elastizitdtstheorie aufgezeigt. Die ex-
portierten Netze wurden an ca. 700 Punkten anhand des Vorzeichenwechsels der Jacobideter-
minante innerhalb eines Elementes auf ihre Giiltigkeit {iberpriift.

4.4.1 Patch Test mit gekriimmten Elementen

Der Patch Test, der in Kap (s. Abb. BZ28) an Elementen mit linearer Geometrie durch-
gefithrt wurde, wird nun auf verschiedene Netze mit Elementen mit gekriimmten Oberflichen
erweitert. Die Volumenkorper zur Erstellung der Netze sind in den Abbildungen
dargestellt. Hierbei werden die roten und blauen Teilbereiche getrennt, aber konform vernetzt.
Die Geometriebeschreibung ist polynomial bis zur Ordnung 9. Der Patch Test wird fiir rela-
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tiv gutartige Geometrien bestanden, Abb. ET2 ELT3l Allerdings hat die verwendete Netgen
Version Probleme bei relativ flachen Schnittflichen, s. Abb. T4l 1A,

4.4.2 Achtelkugel unter hydrostatischem Druck

Ein weiteres Beispiel, fiir das eine analytische Losung vorliegt, ist eine Kugel unter hydrosta-
tischem Druck, deren Spannungszustand durch drei gleiche Hauptspannungen und ein in ra-
dialer Richtung lineares Verschiebungsfeld gekennzeichnet ist. Aus Symmetriegriinden geniigt
auch hier die Betrachtung eines Achtels der Kugel mit Null Verschiebungsrandbedingungen in
Normalenrichtung. Die Problemstellung ist in Abb. dargestellt. Das Gebiet wurde mit

Abbildung 4.16: Achtelkugel

einem Tetraederelement vernetzt. Die Berechnung erfolgte fiir die Polynomrédume mit Ansatz-
grad vier bis neun. Die Ergebnisse zeigen bis auf Geometriefehler die exakte Losung fiir die
Spannungen. Material und Last wurden so gewihlt, dass die maximale Radialverschiebung
Uy Bzmae = 0.8 betragt. Ein isoparametrischer Ansatz der Ordnung p = 9 fiihrte zu einem
Vergleichswert von u, e mae = 0.8005, der auf die durch Netgen nur angendherte Geometrie
zuriickzufiihren ist. Ein selbst erstelltes Vergleichsnetz lieferte fiir die FE-Losung die exakte
Maximalverschiebung. In den Abbildungen EZ17], werden die Ergebnisse fiir p = 9 darge-
stellt, wobei das dagestellte feine Tetraedernetz nicht das Berechnungsnetz ist (dieses besteht
nur aus einem Element), sondern lediglich zum Postprocessing verwendet wird. Der verwen-
dete Postprozessor is GID @]

Dieses Beispiel wurde ebenfalls mit einer Geometriebeschreibung auf Basis der Blending Funk-
tionen Methode berechnet. Die resultierenden Spannungen zeigten an den Kanten deutli-
che Oszillationen, was vom Autor auf die schwierig zu handhabenden partiellen Ableitungen
zuriickgefiithrt wird.

3Personliche Gespriche mit J. Schoberl (Netgen Entwickler) bestiitigten, dass in solchen Fillen Probleme
entstehen konnen.
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tour Fill of STRESSES, Si-STRESSES. Cantaur Fill of DISPLACEMENTS, [DISPLACEMENTS].

Abbildung 4.17: Erste Spannungsinvariante Abbildung 4.18: Radialverschiebungen

4.4.3 Lochscheibe

Ein klassisches Benchmark Problem fiir dreidimensionale Probleme der Strukturmechanik ist
eine axial beanspruchte Lochscheibe, s. z.B. [41l]. Die aus Symmetriegriinden reduzierte Pro-
blembeschreibung ist aus Abb. EETOlersichtlich. Die Randbedingungen des reduzierten Systems
sind Verschiebungsfreiheit in Normalenrichtung an den an das Loch angrenzenden Fldchen.
Das Netz ist in Abb. 23] dargestellt. Die hier angesetzten Materialparameter sind £ = 206900,
v = 0.29 und die aufgebrachte Last betrigt ¢, = 100.

[ LSS

t, = 100
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Abbildung 4.19: Lochscheibe unter Randlast, Dicke t = 1

Als Referenzlosung wird eine Hexaeder-Berechnung auf einem feinen Netz aus 2280 Elemen-
ten mit bis zu 615788 Freiheitsgraden (Polynomgrad p = 8) verwendet, bei der sich die Deh-
nungsenergie, W = 2.4748111071, vom Schritt p = 7 auf p = 8 nicht mehr verédndert. Die
Berechnung auf einem Tetraedernetz mit einer Geometriebeschreibung der Ordnung 9 auf 84
Elementen ergibt eine Dehnungsenergie von W = 2.474860702. Die Ansatzordnung betragt
dabei p = 10, was zu 46660 Freiheitsgraden fithrt. Die Abweichung vom Referenzergebnis
betrigt somit 2.0 x 1073%. Auch in diesem Fall ist streng genommen keine Konvergenz auf-
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grund der inexakten Geometriebeschreibung zu erwarten]. Untersucht wird im Folgenden die

Vergleichsspannung, die in den Abb. und EEZT] zu sehen ist. Die Ergebnisse sind optisch
nicht mehr unterscheidbar.

E

30659
2734
2396
208.11

17261
139.12
10562
72124
BB
51326

Contour Fill of VMSTRESS %\%,

Abbildung 4.20: S,g-Hex Berechnung / 615788 DOF

Contour Fill of VMSTRESS %\\,

Abbildung 4.21: S,q-Tet Berechnung / 46660 DOF

4Bei hoher werdender Genauigkeit der Approximation der Geometrie durch steigende Polynomgrade ist
auch mathematisch gesehen Konvergenz zu erwarten. Zu beachten sind allerdings die Ausfithrungen in Kapitel
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4.4.4 Scordelis-Lo Schale

Ein ebenfalls klassisches Benchmark Problem ist die Schalenstruktur nach SCORDELIS und
Lo m] Die Struktur steht unter Eigenlast. Sie wird an den Querrédndern in zwei Koordi-
natenrichtungen fixiert, s. Abb. Als Referenzlosung wird die von RANK ET AL. in @]
durch Extrapolation erhaltene (s. Kap. EZ333)) Dehnungsenergie von SE = 3.933076912 x 1073
verwendet. Die Tetraederberechnung wird auf einem Netz mit 677 Elementen und einer Geo-
metriebeschreibung der Ordnung p = 4 vorgenommen. Das Netz der extrem diinnen Schale
ist in Abb. dargestellt. Man erkennt aufgrund der Griéfle der Elemente, dass die fiir die
h-Version notwendigen Begrenzungen des aspect ratio, d.h. die zulédssigen Innenwinkel- und
Seitenldngenbeschriankungen, bei diesem Beispiel deutlich iiberschritten werden. Die Ansatz-

a = 40° 8=12°
L = 400 mm v =2°
R =200 mm

t = 2.0 mm

E =2.069 - 10° MPa

v =20.0

p = 7850.0 X5

g=10.0 7

Symmetrie zur z-y-Ebene:

k
U3=0

Diaphragma: Symmetry to z-z-Ebene:
k k k
ur =uz =0 uz =0

Abbildung 4.22: Scordelis Lo Schale unter Figenlast
ordnung betragt p = 7, was zu 133840 Freiheitsgraden fithrt und schliellich zu einer Deh-

nungsenergie von SE = 3.933054564 x 10~3. Die Abweichung von der Referenzlosung betrigt
somit 5.7 x 107* %.

Abbildung 4.23: Scordelis Lo -Netz
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4.4.5 Halbkugelférmige Schale mit Versteifungsring

Als weiteres Beispiel wird die in Abb. EE24] dargestellte halbkugelférmige Schale mit Verstei-
fungsring im Sinne einer vollen 3D linearen elastischen Theorie analysiert. Der Ring wird
am unteren Ende aufgelagert. Die Belastung erfolgt durch eine Normalbeanspruchung auf der
gesamten dufleren Oberfliche sowie durch Eigenlast. Auch hier reduziert sich das zu untersu-
chende System aufgrund von Symmetriebedingungen auf ein Viertel. Die starkste Singularitét
der exakten Losung wird an der inneren Beriihrungskante Schale-Versteifungsring erwartet. Als

Punkt B
Z

/4
/7
gj //f/

Punkt A
Ry
Ly
1 Punkt D/,—
y 2
a @ = 30°
—> = 10°
X B
R1 = 10m
R = 5V3
Symmetrie zur z-z-Ebene: 2 Vam
t1 =  0.1m
Uy =0
to = 0.4m
. Lo = 04m
Symmetrie zur y-z-Ebene: B 695 107%
Uz =0 m
v = 0.3
. p = 50024
Randbedingugnen: m
g = 10.0%
uz =0 TN
q = 100.0%%

Abbildung 4.24: Halbkugelférmige Schale mit Versteifungsring

Referenzlosung fiir das System dienen die von RANK ET AL. in @] ebenfalls auf Basis einer
vollen linear elastischen Theorie veroffentlichten Ergebnisse (117 Elemente), mit denen jedoch
beziiglich Performance und Genauigkeit in keinster Weise konkurriert werden kann. Wahrend
in @] ein 'von Hand’ generiertes Hexaedernetz verwendet wurde, das sich moglichst optimal
der zu erwartenden Losungscharakteristik anpasst, d.h. hierbei wurde ein Netz verwendet,
das sehr grofle Elemente im Bereich der Schale, eine geometrische Verfeinerung in Richtung
der zu erwartenden Singularitdten und die Anisotropie der Losung (geringerer Ansatzgrad in
Dickenrichtung) ausnutzt, wird hier mit Netgen nur aufgrund der vorgegebenen Geometrie ein
Netz erzeugt. Des Weiteren lieferte Netgen 4.5 bei einer kubischen Geometriebeschreibung ein
giiltiges Netz erst ab einer Elementanzahl von 2935 (s. Abb. EE20]), so dass man die Analy-
se als eine eher beschriankte p-Berechnung auf einem h-Netz beschreiben kann. Ein besseres
Konvergenzverhalten wiirde mit einer deutlich geringenen Anzahl von Elementen erzielt.
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In den Abbildungen - sind die Absolutverschiebungen und Vergleichsspannungen
fiir die Punkte C und D dargestellt. Fiir die Punkte A und B ergeben sich vergleichbare
Ergebnisse.

Abbildung 4.25: Schale mit Zugring -Netz
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Abbildung 4.26: Absolutverschiebungen Punkt C  Abbildung 4.27: Vergleichsspannungen Punkt C
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Abbildung 4.28: Absolutverschiebungen Punkt D Abbildung 4.29: Vergleichsspannungen Punkt D
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4.4.6 Turbine

Um die Moglichkeiten der gekriimmten Tetraederformulierung aufzuzeigen wurde des Weiteren
als Beispiel die in Abb. B30 als Netz dargestellte Turbine gewahlt.

Abbildung 4.30: Turbinenvernetzung

Auch bei diesem Beispiel steht nicht die physikalische Realitdt im Mittelpunkt, sondern die
Moglichkeiten der im Rahmen dieser Arbeit aufgezeigten Methodik. Die Anzahl der Elemente
betrdgt n = 1414, die Geometriebeschreibung erfolgt mit der Ordnung ¢ = 2. Der Stau-
druck auf die Rotorblédtter wird durch eine konstante Normalkraft modelliert. Die Ergeb-
nisdarstellung beschriankt sich hier auf die Vergleichsspannung o,,, Abb. E32) bei der die
Spannungsspitzen an den Befestigungspunkten der Rotorblétter deutlich hervortreten und auf
die Verschiebung in Axialrichtung, Abb. 321
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Abbildung 4.31: von Mises Vergleichsspannung

I\

Abbildung 4.32: Verschiebung (axial)

An den Abbildungen EE3T und ist ein symmetrischer Spannungs- und Verschiebungs-
verlauf zu erkennen. Dieses Ergebnis ist plausibel, ebenso wie die Spannungsspitzen an den
Auflagern der in sich verdrehten Rotorblétter.
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Kapitel 5

Die Mortar Element Methode

Die Mortar Element Methode gehort zur Gruppe diskontinuierlicher Finite Elemente Verfah-
ren, die die Forderung der Cy Stetigkeit an den Ansatzraum der FE-Losung innerhalb des
Gebiets () authebt. Sie fordert stattdessen eine Gleichheit der Naherungslosung ug. in einem
integralen (abgeschwiichten) Sinn, i.d.R. lediglich an einigen Elementréndern I'; innerhalb des
Gebietes. Der mafigebliche Vorteil des Verfahrens liegt darin, dass mit ihm konvergente Fini-
te Elemente Berechnungen auf nicht-konformen Netzen durchgefiihrt werden konnen. Unter
einem nicht-konformen Netz wird in diesem Zusammenhang verstanden, dass die Begrenzung
(Knoten in 2D, Kanten in 3D) von Elementréndern benachbarter Elemente nicht zusammen-
fallen (s. Abb. Bl). Das Mortar Verfahren fiihrt entlang dieser Rénder eine Gebietsteilung
durch, separiert die Gebiete und 'mortelt’ (engl. mortar = Mortel) diese wieder zusammen.

Abbildung 5.1: Nicht-konformes Netz und Teilung des Gesamtgebietes 2
in zwei Teilgebiete 1, o

Die Mortar Methode geht auf BERNARDI ET AL. m] zuriick. Sie existiert in verschiedenen
Varianten. Das urspriingliche Verfahren beruht auf einer vorweggenommenen Beschrankung
des Ansatzraums und anschlieBendem Einsetzen in die schwache Form ZT6l Die zweite For-
mulierung, die auch im Rahmen dieser Arbeit angewendet wurde, ldsst sich in die Theorie
der Lagrangen Multiplikatoren einbetten. Vorgestellt wurde sie von BELGACEM ﬂﬁ] Diese
Variante erlaubt die Identifikation der zu diskretisierenden Lagrangen Multiplikatoren mit
Spannungen, die auf der Kontaktfliche zwischen beiden Teilgebieten wirken. In diesem Zu-



82 5. Die Mortar Element Methode

sammenhang spricht man von einer gemischten Variationsformulierung, da mehrere zusam-
menhéngende Gréflen, in dem Fall Verschiebungen und Spannungen als Groflen im Variati-
onsproblem vorkommen. Mathematisch betrachtet handelt es sich um ein Sattelpunktproblem,
fiir das eindeutige Konvergenzbedingungen aus der Funktionalanalysis anwendbar sind. Die
mafgebenden Kriterien, so die inf-sup Bedingung, bzw. die LBB-Bedingung (Ladyzhenskaya-
Babuska-Brezzi), die von der FE-Diskretisierung zu erfiillen sind, sind in ﬂﬁ] spezifiziert.

Es sind verschiedene Derivate des Mortar Verfahrens in der Literatur zu finden, deren Gemein-
samkeiten sich aus ingenieurwissenschaftlicher Sichtweise teilweise nur schwer erkennen lassen.
Um die Methode gegeniiber konformen Verschiebungsformulierungen und komplett diskonti-
nuierlichen Verfahren abzugrenzen, soll daher eine im Rahmen dieser Arbeit giiltige Definition
gegeben werden:

Unter einer Mortar Methode wird im Folgenden verstanden, dass die Forderung nach
punktweiser Cy Stetigkeit der Ndherungslosung ug. an Teilgebietsgrenzen I'; im Innern
des Gebietes €2 ersetzt wird, und zwar durch eine schwache, integrale Kontinuitétsbe-
dingung. Diese Lockerung der Stetigkeit gilt dabei nur fiir Bereiche in denen eine nicht
konforme Vernetzung vorliegt. Die Technik zur Umsetzung dieser schwachen Stetigkeits-
bedingung entspricht der eines Gebietsteilungsverfahrens, d.h. es findet eine komplette
Zerschneidung des Gebietes entlang nicht-konformer und evtl. konformer Elementrénder
statt. Die Methode resultiert in einem Gleichungssystem (monolithisch).

Der Lockerung der Bedingungen an die Stetigkeit der Naherungslosung up. folgt konsequen-
terweise die Relaxation der Bedingungen an das zugrunde liegende Netz. Dies fiihrt zu zusétz-
lichen Freiheiten insbesondere bei der Vernetzung von Koérpern mit stark variierender Geome-
trie, also z.B. Koérpern mit kompakten sowie eher flichigen, diinnwandigen Gebieten (s. Abb.
(2), da einzelne Teilbereiche voneinander getrennt und separat vernetzt werden kénnen.

Insbesondere bei der Berechnung mit Elementen hoher Ordnung steht man bei der struk-
turmechanischen Analyse komplex geformter Korper vor dem Problem, geeignete Netze zu
generieren. Die Algorithmen des Netzgenerators miissen geometrische Feinstrukturen erfassen
kénnen und sollten insbesondere bei der p-Version eine graduelle Vergroberung der Elemen-
te ausgehend von einspringenden Ecken und Kanten ermoglichen. Im Falle von 3D-Analysen
steht man wie bereits in der Einleitung (Kap. [C4]) erwéhnt vor dem Problem, dass derzeit fiir
allgemeine Korper, die durch Freiformoberflichen beschrieben werden, noch kein Hexaeder
Netzgenerator verfiigbar ist, der die fiir die p-Version notwendigen grofien Elemente liefert.
Hier ist man auf Tetraedervernetzer angewiesen. Diese liefern allerdings bei diinnwandigen
Strukturen aufgrund diverser Winkel- und Seitenldngenkriterien zu feine Netze, auf denen
zwar konvergente Analysen auch fiir sehr verzerrte Tetraederlemente moglich sind, jedoch im-
mer noch zu viele Freiheitsgrade einbringen.

Die Mortar Methode bietet die Méglichkeit der Kopplung der beiden Elementtypen Hexaeder
und Tetraeder. In diesem Fall konnen beide Diskretisierungsparameter, Netz und Ansatz-
funktionen, diskontinuierlich, bzw. von unterschiedlicher Ordnung sein. In Abb. ist ein
moglicher Anwendungsfall dargestellt. Die massive Struktur am Ende des Kragarms kann
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mit Hilfe von Tetraederelementen vernetzt werden, wihrend sich fiir das diinnwandige Blech
grofflichige Hexaeder eignen.

Abbildung 5.2: Korper mit grofiflachigen und sehr kompakten Teilgebieten

Um eine kurze Ubersicht iiber wissenschaftliche Arbeiten aus dem Mortar-Bereich zu geben,
sollen an dieser Stelle einige in der Literatur untersuchten kontinuumsmechanische Anwen-
dungsfille zitiert werden.

Die ersten wissenschatlichen Publikationen zum Thema Mortar finden sich im Bereich der
Spektralelemente Methode in den beiden Dissertationen von MAVRIPLIS @] und ANAGNO-
STOU E] Problemstellungen der Strukturmechanik werden fiir gekriimmte zweidimensiona-
le Gebiete von FLEMISH in [49] sowie im Kontext grofier Deformationen in 3D von Puso
in @] behandelt. Als Anwendungsfall ebenfalls relativ stark vertreten sind Kontaktproble-
me aufgrund der probleminhérenten Gebietsteilung zweier in Kontakt tretender Koérper, z.B.
McDEevITT ﬂﬁ], LAURSEN ﬂﬂ], HUEBER @] und Puso @] Fiir Algorithmen aus reinen Ge-
bietsteilungsverfahren - hier liegt der Schwerpunkt auf einer Berechnungsbeschleunigung - sei
auf die Arbeit von STEFANICA h] verwiesen. Eine FEM-BEM Kopplung wird von RUBERG
in M] vorgenommen. Weitere Anwendungsfelder sind beispielsweise die Fluid-Struktur In-
teraktion ﬂa] und so genannte sliding meshes wie sie bei dynamischen Problemen auftauchen
konnen. Die Anwendung auf verschiedene gekoppelte kontinuumsmechanische Probleme wur-
de von LAMICHANE in ﬂ%] untersucht. Eine umfassende mathematische Abhandlung wird von
WOHLMUT in HE] gegeben. Die Berechnung von Kérpern mit stark variierender Geometrie
ist der Fokus der vorliegenden Arbeit.

5.1 Approximationsmethoden

Es erweist sich an dieser Stelle als hilfreich, zunéchst einige Grundbegriffe von Approximati-
onsmethoden zu wiederholen. Darunter werden ganz allgemein Verfahren verstanden, die eine
gegebene Funktion f in ’irgendeiner’ Form annéhern. Die Interpolation einer Funktion (s. Kap.
F2) ist ein Beispiel eines solchen Verfahrens. Die folgenden Kapitel beschéftigen sich jedoch
mit Methoden, die analog zur Mortar Methode nicht auf punktweisen, sondern auf integralen
(gemittelten) Bedingungen beruhen.

Im Folgenden soll daher eine integrale Kontinuitédtsbedingung bei nicht-konformen Netzen und
deren Eigenschaften anhand einfacher Uberlegungen fiir eindimensionale Funktionen etwas
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genauer untersucht werden. Die dargestellten Ergebnisse sind allgemein bekannt und sollen an
dieser Stelle einen qualitativen Eindruck der schwachen Stetigkeit eines Verschiebungsfeldes
vermitteln.

5.1.1 Ly-Projektion

Der Begriff Projektion einer gegebenen Funktion f in einen Funktionenraum U" bedeutet,
dass die bestmogliche Approximation von f mit Hilfe einer Linearkombination einer Basis von
U" vorgenommen wird. Der Begriff bestmdglich wird bei der Ly-Projektion entsprechend der
Definition eines Skalarproduktes fiir Funktionenrdume in einem integralen Sinn verstanden.
Es soll an dieser Stelle zundchst einmal der Begriff Orthogonalitéit (vgl. Kap BITl) wieder-
holt werden. Zwei Funktionen f, v sind zueinander orthogonal, wenn deren Lo-Skalarprodukt
verschwindet.

<f,v>:/fvdx:0 (5.1)
Anm.: In der Vektoralgebra ist das Skalarprodukt zweier Vektoren definiert durch:
<a, b> = Z aibi (52)

Betrachtet man die Problemstellung fiir Vektoren im R3, so muss bei einer bestmdoglichen
Approximation u® des Vektors f durch Elemente aus U” nach den Regeln der Vektoralgebra
die Differenz des Vektors und der Niherung, d.h. der Fehler e = f — u®, senkrecht auf der
Niherungslosung u® stehen (s. Abb. B3, also

<f —ul u"> =0.

Der Naherungsraum U, wird in dem Beispiel dabei durch die xy-Ebene definiert. Fiir eine
bestméogliche Approximation einer Funktion f durch eine Niherung u" gilt mit der Definition
des Skalarproduktes fiir Funktionen ganz analog

/(f —u") u"dr = 0. (5.3)

Die Orthogonalitédtsbedingung lésst sich noch durch eine weitere Eigenschaft charakterisieren,
und zwar ist der Fehler f —u” ebenfalls dadurch definiert, dass er senkrecht auf allen Vektoren
in U" steht, dementsprechend auch auf den gewihlten Basisvektoren. In Abb[53] bspw. steht
f —u” senkrecht auf dem Einheitsvektor in 2- und y-Richtung. Die Basisfunktionen des Raums
U" seien mit N; bezeichnet. Es gilt somit:

/(f —u") Njdvr =0, VN;eU" (5.4)

Um dem Mortar Verfahren vorzugreifen: Der Term (f — u”) entspricht der Differenz der FE-
Losungen (u} —u%,.) am Kopplungsinterface und die N; sind Basen des Lagrangen Multipli-
katorraums. An dieser Stelle konnen gleich zwei weiterere Begriffe eingefiihrt werden, die im

weiteren Verlauf auftreten werden. Die Funktion f ist der Master, an den sich der Slave u”
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T

Abbildung 5.3: u" senkrecht zu f — u”

mit Hilfe einer Basis seines Raums N; anzunéhern versucht.

Zur Losung des Problems ldsst sich nun analog zur Finite Elemente Methode ein Ansatz fiir
u” als Linearkombination der Basisvektoren des Raumes U” formulieren:

U = ZaiNi (5.5)
i=1

Eingesetzt in Glg. (24 ergibt sich:

/(ZQZNZ> de:c:/f]vjdx, j=1,---.n (5.6)

Die Indizes 4, j laufen bis zur Dimensionalitit n von U”. Im Fall des in Abb. dargestellten
Problems wire n = 2, da U" durch zwei Basisvektoren (e, e,) definiert ist. Die Glg. stellt

ein n x n Gleichungssystem fiir die Unbekannten «; dar, durch das man die Approximati-
onslosung u” (Glg. BEH) erhilt.

Ka=f (5.7)
Dabei gilt mit dem Matrixeintrag K ; an der Stelle 7, j und rechter Seite f;:

5.1.2 Least Squares Fit

Die bisher gezeigte Vorgehensweise der Lo-Projektion fithrt auf die Formulierung eines gewich-
teten Residuums (Glg. B3], BA):

/(f —u)vdzr (5.9)



86 5. Die Mortar Element Methode

Ein MaB F fiir die Giite einer Approximationslésung " lisst sich durch das Quadratintegral
des Fehlers e,

e=f—u" (5.10)

angeben, d.h.

E:/ede:/(f—uh)Q dz (5.11)

Im Folgenden wird wieder der Ansatz fiir u" entsprechend Clg. gemacht.

Ez/(f—Za,N,) dx (5.12)

Um die optimalen Koeffizienten «; zu berechnen fiir die £ minimal wird, wird Glg. nach
diesen differenziert und die Ableitungen zu null gesetzt, d.h.

E — minimal (5.13)

fiir

OE ! .

Umformuliert ergibt sich folgender Ausdruck:

a;N; | Nyde = | f N;dx, j=1,---,n (5.15)
(5] me [

Ein Vergleich mit Glg. zeigt, dass der Ansatz der Lo-Projektion und der des Least Squares
Fit identisch sind. Um ein weiteres Mal auf das folgende Kapitel vorzugreifen: Fiir die Mor-
tar Element Methode bedeutet dies, dass das Quadratintegral des gemittelten (=integrierten)
Sprungs der FE-Losung an den Kopplungsrdandern minimal werden soll.

Anmerkung: Glg. gilt wie bereits erwihnt fiir alle Basen N; von U". W&hlt man eine
beliebige Basis Ny, Na, ..., N, mit N; = 1, d.h. man kann konstante Funktionen mit Hilfe
dieser Basis darstellen, so reduziert sich die Glg. zZu

/(Z aﬂ\@-) dz = /f dz. (5.16)

D.h. das Integral der zu approximierenden Funktion muss gleich dem Integral der Approxi-
mation sein. Man sieht an dieser Stelle, dass die Forderung [ bzw. besonders fiir hohe
Polynomgrade wesentlich stérker ist, als nur die Gleichheit des Integrals der beiden Funktio-
nen [.TAl die gleichbedeutend ist mit der Tatsache, dass die Durchdringung im (einfachenﬂ)

In der Literatur wird teilweise unter einer Approximation im Mittel eine Lo-Projektion verstanden
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Mittel verschwindet.

Anmerkung: Um die Aquivalenz der L,-Projektion und dem Least Square Fit aufzuzeigen,
wurden die jeweiligen Gleichungen in den vorhergehenden Abschnitten diskretisiert. Mit Hilfe
der Variationsrechnung lésst sich dieses Ergebnis formal in recht kurzer Form darstellen.

Die Funktionalableitung oder auch Variation dF' eines Funktionals F'(u) ist definiert als:

SF(u, du) = [3F<u+55u)] (5.17)

Oe

e=0

Die Variablen du, u sind hier als Funktion zu betrachten, ¢ als Skalar.

Das zu minimierende Potential zu einer gegebenen Funktion f ist laut Aufgabenstellung:
F(u) = /(f —u)*dx (5.18)

Die Variation dieser Gleichung liefert:

(5.19)

e=0

_ {/—2(f—u—55u)5udx]

SF (u, 6u) = [%{/ (f —u — edu)? dx}]

e=0

Um das Extremum zu finden, muss der Ausdruck zu null gesetzt werden. Daraus folgt direkt
die Projektionsgleichung (f —wu) L du:

/(f —u)dudr =0 (5.20)

unter der Annahme, dass v und du im selben Raum liegen.

5.1.3 Beispiele

Im Folgenden soll an einem Beispiel eine Konvergenzuntersuchung fiir eine nicht-konforme
Diskretisierung und vordefinierter zu approximierender Funktion f aufgefithrt werden.

Beispiel 1:

Gegeben sei ein Interface I';, x € [—1;41], das aus zwei Teilrindern 'y, 2 € [—1;0] und 'y, x €
[0; +1] besteht (s. Abb. B4l). Die Funktion (FE-Losung) f des Gebietes 23 auf dieser Kante
sei als Polynom zehnter Ordnung gegeben:

10

f=1]lz+05(-5) (5.21)

i=1

Prinzipiell sind im Rahmen dieser Arbeit lediglich Polynome fiir die Funktion f von Interesse,
da sie den Ansatzraum der FE-Losung aufspannen.
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Q3

Fl FQ

r=—1 o) 0, r=+1

Abbildung 5.4: Nicht-konforme Diskretisierung

Die Knoten-Ansatzfunktionen der Elemente €/ (mit 1 und n + 1 indiziert) auf den beiden
Kopplungskanten I'; ; sind linear. Die inneren Ansatzfunktionen sind fiir I'y und I'y definiert
als das Produkt der Knotenmoden mit einem Monom entsprechender Ordnung (Geeigneter
wire in diesem Fall allerdings das Legendrepolynom der Ordnung j — 2).

N} =(—z)(1+z)2’ 2, j=2...n (5.22)
N = (+a)(1—z)2’? j=2...n (5.23)

Des Weiteren wird Cp-Stetigkeit der FE-Losung fiir €2 /o gefordert, d.h. [N,{H = Nﬂ |z=0. Fiir
Ansétze dritter Ordnung, n = 3 ergeben sich folgende Ansatzfunktionen:

—x 1—=x
N —x(z+1) N7 (1—2z)x (5.24)
—2?(z+1) (1 —z)2?
r+1 T

Nach Einsetzen in Glg. und Einbau der Stetigkeit der Ndherungslosung fiir = 0 ergibt
sich folgendes Gleichungssystem:

1/3  1/12 —1/20 1/6 0 0 0 [ 0.43678977
1/12  1/30 —1/60 1/12 0 0 0 0.092614937
~1/20 —1/60 1/105 —1/30 0 0 0 —0.069511478
1/6  1/12 —1/30 2/3 1/12 1/30 1/6 |oa= | 047869318 |, (5.25)
0 0 0 1/12 1/30 1/60 1/12 0.03934789
0 0 0 1/30 1/60 1/105 1/20 —0.01724811
0 0 0 /6 1/12 1/20 1/3 | | —0.15033143 |
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mit entsprechender Losung, (s. Abb. -[E2])). Man erkennt bereits fiir n = 4 eine sehr gute
Ubereinstimmung von f und seiner Niherung u”.

Abbildung 5.7: Losung fiir kubische Ansétze Abbildung 5.8: Losung fiir n=4

Von Interesse sind die Konvergenzeigenschaften des Verfahrens. Fiir den Fehler bieten sich
zwei Normen an, die Ly-Norm und die Maximumsnorm. Die Ly-Norm || e |1, einer Funktion
f ist definiert als die Wurzel ihres Quadratintegrals:

fllza = 1 / £ da (5.26)

Die Maximumsnorm || || ist definiert als das Supremum -in diesem Fall entspricht es dem
Maximum- des Absolutbetrags einer Funktion:

[flloc = sup |f]| (5.27)

In Abb. ist der relative Fehler in der L,-Norm und in Abb. der relative Fehler in der
Maximumsnorm iiber die Anzahl der Ansatzfunktionen n dargestellt. Fiir n = 10 wird das ex-
akte Ergebnis erzielt (nicht dargestellt). Es ldsst sich fiir beide Fehlermafle eine exponentielle
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7‘. IOg n .1?2

logn
1 7. 1e2

logllf — u"|ls

Abbildung 5.10: Relativer Fehler in der Maxi-
mumsnorm

Abbildung 5.9: Relativer Fehler in Lo-Norm

Konvergenz erkennen.

Das Beispiel zeigt starke Analogien zur Finite Elemente Methode, bzw. ist fast damit gleich-
zusetzen. Man erkennt dieselben Konvergenzeigenschaften und Einschrankungen. So ist bspw.
zu beachten, dass die Forderung der globalen Cj-Stetigkeit der Approximation u" die element-
weise Erfﬁllun£ der Glg. BETT verhindert. So erhélt man bspw. fiir das Integral nach Glg.
(TL = 3) fir 1—‘172

/(f — uM) dx = 0.02585045 . ..

I

/(f —u")dr = —0.02585045 . . .

Iy

D.h. die Forderung, dass das Integral der beiden Funktionen f, u” gleich ist, gilt nur in globalem
Sinn:

/...+/...:0, (5.28)

Beispiel 2:

Dieses Beispiel entspricht dem vorherigen (s. Abb. [B4l), bis auf die Forderung, dass nicht
ein vorgegebenes Polynom f approximiert werden soll, sondern eine Folge von Polynomen
fn mit ansteigendem Polynomgrad. Dies entspricht dem Verhalten einer FE-Losung bei p-
Verfeinerung fiir die Teilgebiete ) /5/5. Dabei sollen zwei Folgen f,\, f? untersucht werden.
Um dem Ergebnis vorzugreifen: Das erste Beispiel (f!) ist derart konstruiert, dass die Projek-
tion in der Lo-Norm divergiert, das zweite Beispiel konvergiert (ohne Beweis).

2Eigentlich elementkantenweise Erfiillung.
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Gegeben sei der Ansatzgrad n fiir die beiden unteren Kanten. Die Funktionen f!, f? sind
definiert als:

fnlzﬁx—lJr(i—l)h,m:U.75"j,h:% (5.29)
A= ﬁ [z +0.5(i —5)], m = |1.75"] (5.30)

i=1

(Die Gaussklammer |e]| bedeutet, dass das Argument immer nach unten gerundet wird.) In
Worten: f} ist ein Polynom mit exponentiell wachsendem Polynomgrad m (im Vergleich zum
Ansatzgrad der Nidherungslosung auf der Slave-Seite), das zwischen —1 und +1 dquidistante
Stiitzstellen hat. f2 entspricht dem Polynom aus Beispiel 1 ebenfalls mit exponentiell wachsen-
dem Polynomgrad. Diese Funktionen werden analog zum vorherigen Beispiel durch die beiden
Polynome der Ordnung n, die auf I'; 5 definiert sind, mittels Least Square Fit approximiert.
In Abb. BTT], sind die Fehler bis n = 10 in der Ly-Norm dargestellt. Man erkennt ein fiir
das erste Beispiel divergentes Verhalten, fiir das zweite eine Konvergenz. Der Grund fiir die
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Abbildung 5.11: Rel. Fehler in Lo-Norm fiir f} Abbildung 5.12: Rel. Fehler in Lo-Norm fiir f2

unterschiedlichen Konvergenzeigenschaften scheint im immer stérker oszillierenden Verhalten
von f!im Bereich z € [—1;+1] zu liegen. Die Funktion f? besitzt dort zwar auch Nullstellen,
jedoch nimmt deren Anzahl mit wachsendem m dort nicht zu. D.h. man beobachtet, dass die
Divergenz im ersten Fall durch zwei Dinge erfolgt, immer stérkere Oszillation und exponentiell
wachsender Polynomgrad m auf der oberen Kante gegeniiber der unteren mit Ansatzgrad n.
Ein solches Verhalten einer FE-Losung ist aus Ingenieurssicht jedoch auszuschliefen, da der
Grenzwert, bzw. die Grenzfunktion
fl= nhrrolofn1 =—d(z+1)—0(x—1), mit m=2"

keiner zu erwartenden physikalischen Verschiebung entspricht (0 = Dirac-Delta Distribution).
Ebenfalls hat man die Kontrolle iiber die Ansatzgrade auf beiden Seiten des Interface, d.h. es
lésst sich eine exponentiell wachsende Differenz der Ansatzgrade beidseitig des Kopplungsran-
des vermeiden.
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5.2 Herleitung der Mortar Element Methode

Nachdem die prinzipiellen Eigenschaften einer gemittelten bzw. integrierten Gleichheit zweier
Funktionen aufgezeigt wurden, kann nun auf die Anwendung auf nicht-konforme Netze einge-
gangen werden.

Wie bereits erwihnt lésst sich die Mortar Element Methode mathematisch gesehen als hybride
FE-Methode interpretieren, was unter gewissen Bedingungen zu Stabilitdtsproblemen fiihren
kann. Stabilitdt im Rahmen des Mortar Verfahrens im Falle einer Netzverfeinerung (h-Version)
bedeutet dabei, dass die Differenz der Approximationslosung beiderseitig der Kopplungsflache
nicht anfingt immer stérker zu oszillieren, wie dies exemplarisch im vorangegangenen Beispiel
gezeigt wurde, sondern, dass evtl. auftretende Oszillationen mit feiner werdendem Netz eben-
falls immer kleiner werden. Fiir die p und hp-Version ist neben der Sicherstellung der Stabilitét
unter Netzverfeinerung dabei ebenfalls Stabilitéit bei der Polynomgraderhhung zu gewéhrlei-
sten. In diesem Fall miissen Oszillationen mit steigendem Polynomgrad in der Maximumsnorm
ebenfalls gegen Null gehen.

5.2.1 Mortar mit Lagrangen Multiplikatoren

Die allgemeinere Theorie, in die sich die Mortar Element Methode einbetten l&sst ist die Me-
thode der Lagrangen Multiplikatoren. Die Anwendung der Methode im Bereich der Finite
Elemente Methode ist schon recht alt, so z.B. bereits in ﬂa] untersucht worden. Eine der ersten
Formulierungen als Variationsprinzip ist in @] zu finden.

Die Methode der Lagrangen Multiplikatoren hat sich im Umfeld von Optimierungsverfah-
ren entwickelt und ermoglicht es, die Minima oder Maxima einer gegebenen Funktion unter
Zwangsbedingungen zu finden, siehe z.B. ﬂﬁ] D.h. gesucht ist ein Extremwert einer Funktion
f(xy,29,. .., z,) unter Zwangsbedingungen ¢‘(zy,...,z,) = 0, die den Raum der zulissigen
Werte von xy, 29, ..., x, einschranken. Das Verfahren ermoglicht die Losung des gestellten
Problems, allerdings zum Preis der Einfithrung zusétzlicher Unbekannter \;, den Lagrangen
Multiplikatoren. Prinzipiell konnen bei Sattelpunktformulierungen numerische Stabilitdtspro-
bleme auftreten, die jedoch durch eine geeignete Diskretisierung der Lagrangen Multiplikatoren
vermieden werden koénnen.

Auch linear elastische Problemstellungen der Strukturmechanik kénnen als Minimierungspro-
blem aufgefasst werden. Die zu minimierende Grofle stellt hier das elastische Gesamtpotential
[I(u) dar.

1

M (u) = 5/o—@l)e(u) 0 — /u £ — /u Fr, (5.31)

Q Q Iy

Eine Zwangsbedingung an die FE-Losung ist die der Cp-Stetigkeit an Réandern (Kanten,
Fléchen) benachbarter Elemente. Mit der Sprungfunktion u gilt dort:

i=uy —ug=0 (532)
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Dabei sind die Indizes S fiir Slave und M fiir Master eingefithrt worden. Im Sonderfall einer
konformen Vernetzung lasst sich die Bedingung der Cj-Stetigkeit entsprechend den vorherge-
henden Kapiteln ebenfalls folgendermaflen schreiben:

/ﬁden-:o, a,N;e PV j=1,-- N+1 (5.33)

r;

Die N; stellen dabei eine Basis des polynomiellen Ansatzraumes PV dar. Im Fall einer konfor-
men Diskretisierung hinsichtlich Netz und Ansatzgrade sind die Bedingungen und
dquivalent. In Sonderfillen gilt dies sogar fiir nicht-konforme Diskretisierungen (s. das Beispiel
in Kap. fiir p = 10).

Im Fall der nicht-konformen Diskretisierung wie in Kap. lieBle sich die punktweise Ste-
tigkeit fiir p = 10 iiber den Rand hinweg auch iiber ein punktweise aufgestelltes, also nicht
‘integrales’ (wie iiber Glg. BE33]), Gleichungssystem garantieren. Diese Vorgehensweise wiirde
der Interpolation eines Polynoms mit einem Polynom gleicher Ordnung entsprechen.

Die Forderung der punktweisen Stetigkeit entlang der Rénder bei nicht-konformen Diskretisie-
rungen (node to edge map) fiithrt allerdings im allgemeinen Fall dazu, dass man Freiheitsgrade
verliert, da das Polynom f wie im Beispiel iiber die gesamte Kante C'-Stetigkeit erzwingen
wiirde, d.h. die Naherungslosung urp. kann auf der Kante keinen Knick mehr machen. Bei
sich iiberschneidenden Elementkanten (s. Abb T3] reduziert sich die Anzahl unabhéngiger
Ansatzfunktionen, da die FE-Losung sich auf dem gesamten Interface I'; als ein Polynom
entsprechenden Grades darstellen wiirde.

Qp Qy Qp Qp Qs

Abbildung 5.13: Sich iiberschneidende Elementkanten

5.2.2 Physikalische Herleitung

Nach der Diskussion der Stetigkeitsbedingungen an Elementrédndern als Zwangsbedingungen
an die FE-Losung kann nun die mathematische Formulierung des Verfahrens erfolgen. Es sei
angemerkt, dass die resultierenden Gleichungen der Mortar Element Methode im Sinne von
Lagrangen Multiplikatoren bis zum Punkt der Diskretisierung absolut identisch sind mit denen
der FETI Methode (Finite Element Tearing and Interconnecting). Die FETI Methode arbeitet
jedoch auf konformen Netzen, vgl. hierzu @], ﬂA_AI]
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Im Folgenden soll eine eher nicht-formale Herleitung der Mortar Element Methode im Sinne
von Lagrangen Multiplikatoren aufgefiihrt werden, um grundlegende Prinzipien und Begriffe
zu veranschaulichen. Strenge Konvergenzbeweise mit funktionalanalytischen Hilfsmitteln sind
in entsprechenden mathematischen Veroffentlichungen zu finden. Verwiesen sei an dieser Stelle
aufmg, ﬂg] @] und allgemein fiir gemischte FE-Methoden auf ﬂﬂ Fiir die hp-Version wird
in | exponentielle Konvergenz bewiesen. Die folgende Herleitung erfolgt derart, dass ein
mechanischer Bezug zu den Randspannungen auf dem Interface hergestellt werden kann. Auf
mathematische Strenge wird dabei verzichtet.

Die Problemstellung ist folgende, s. z.B. @]

Gesucht ist u € H1(Q), so dass
B(u,v)=F(v) ¥V wv¢&H),) (5.34)
gilt mit

3
Ou; 8uj ov;  0v,
Z (2'u |:(8l‘] a[L‘z) (890] + 81‘Z>:| +A [u“ UJJ]) df (535)

7]: (9]

F(v) = /vifidQJr /viqi dl'; (5.36)
Q Iy

Dabei ist H! der Raum aller Funktionen, deren Quadratintegral und das ihrer Ableitungen

endlich sind, sowie die Verschiebungsrandbedingungen erfiillen. Sei nun der Korper 2 in zwei

Teile €y, Qo geteilt (s. Abb. BI4l), die ein gemeinsames Interface I'; besitzen, auf dem die

Wichtungsfunktionen v definiert sind und die Spannungen ¢™/% wirken, so gilt:

B(u,v)|q, + B(u,v)|q, :/vifl-dQ—i-/vi(ji qu—i-/v ¢ dl; + /v ¢’ dr;  (5.37)
Q

Hierbei kennzeichnen die mit M, bzw. S (Master und Slave) gekennzeichneten Terme die
Funktionswerte der beiden gegeniiber liegenden Seiten des Interface I';, deren Integrale sich
bei Gleichheit der Spannungen ¢, ¢° und der Funktionen v™, v° unter Annahme ausrei-
chender Stetigkeit eliminieren wiirden. Sie konnen fiir die beiden separierten Korper €2/, als
externe Lasten ¢™/ interpretiert werden. Gleichung [E37 wird auch als erweitertes elastisches
Potential bezeichnet M]

Aus Konformitétsgriinden mit anderen Veroffentlichungen wird im Folgenden fiir die unbe-
kannten Spannungen die Schreibweise A\ eingefiihrt:

Y (5.38)

An dieser Stelle erkennt man, dass die Lagrangeschen Multiplikatoren A mit den Spannungen
auf dem Interface identifiziert werden kénnen. Das Minus Zeichen fiir die Master Seite ergibt
sich aus der Forderung des Gleichgewichts der Spannungen. Fiir die beiden Interface Integrale
ergibt sich somit

/UEA dl; — /v;”A dl; = /A (vf — v} dI (5.39)

ry; Ty Iy



5.2. Herleitung der Mortar Element Methode 95

_ 7 U
q u 1 /
&7
q u \\\\
q
Abbildung 5.14: Geteiltes Gebiet )
Eingesetzt in 37
B(u,v)|o, + B(u,v)|q, +/)\ (v} —vf)dl; = /vifidQ + /viqi dl’; (5.40)

r; Q Ty

Bis zu diesem Punkt ist lediglich die unbekannte Funktion A eingefiihrt worden, weswegen das
resultierende Gleichungssystem nach der Diskretisierung unterbestimmt sein wird (n Wich-
tungsfunktionen, n + m Ansétze). Es kann jedoch gezeigt werden, dass zusammen mit der
folgenden Bedingung die Losung des Problems eindeutig ist, und mit der Losung fir Glg.
B3] iibereinstimmt.

/u (ui' —uf)dly; =0 (5.41)

r;

Die Gleichung B4T] ist so zu interpretieren, dass sie analog zu Kap. BTl fiir alle Funktionen
i, die im selben Raum M liegen wie die Spannung A, gilt. Dieser Funktionenraum M ist auf
dem Interface definiert und soll hier aber zunéchst nicht weiter spezifiziert werden. Die Funk-
tion uM — uf entspricht der Sprungfunktion u aus Glg. Die Gleichung sagt aus, dass
die Forderung der punktweisen Cj Stetigkeit an die gesuchte -exakte- Funktion u durch eine
Lo-Projektion ersetzt werden kann. Insgesamt ergibt sich also folgendes Problem:

Gesucht ist u € HY(Q), v € H}, (u, \) € M so dass gilt:
Blu,0)la, + Blu,v)|a, + / AWM — o) dLs = F)la, + F(o)los (5.42)
I
/,u (u}' —uf)dly; =0 (5.43)
I

Die Problemstellungen 242 und (.34 sind identisch ﬂg]



96 5. Die Mortar Element Methode

Anmerkung:

Die Gleichungen B242] lassen sich auch mit Hilfe der Variationsrechnung herleiten. Dabei
wird die Zwangsbedingung an die Sprungfunktion, @ = 0 im Sinne der Lagrangen Multiplika-
tor Methode auf das Potential BEE3T] addiert, die Variation gebildet und zu null gesetzt. Diese
Vorgehensweise ist jedoch in dem Sinne etwas irrefithrend, da die Zwangsbedingung (@ = 0)
bei der Mortar Methode i.d.R. nicht exakt erfiillt wird, sondern nur das gewichtete Integral
der Sprungfunktion zu null wird (Glg. BZ3).

5.2.3 FE-Diskretisierung

Vor dem Aufstellen des resultierenden Gleichungssystems sollen an dieser Stelle noch die Kon-
vergenzbedingungen fiir eine nicht-konforme Diskretisierung diskutiert werden. Mathematische
Beweise sind in den bereits zitierten Verdffentlichungen zu finden. Beim Mortar Verfahren gilt
i.d.R. nicht

sondern

lim (up)! —uy) = 0. (5.44)
h—0

Konvergenz bei einer nicht-konformen Diskretisierung bedarf der Bedingung, dass im Grenz-
fall h — 0 oder p — oo die beiden Bedingungen und identisch sind. Entsprechend
der Analogie zwischen Lo-Projektion und dem Least Square Fit erkennt man, dass das Qua-
dratintegral des Fehlers e = u}’ — uy des Verschiebungsfeldes auf dem Interface im Grenzfall

zu null werden muss. Dazu muss fiir u, in der diskretisierten Glg. B.43] eine Basis des Raums
angenommen werden, in dem auch der Slave Ansatz auf dem Kopplungsrand, u; |r, liegt.

Der Ansatz fiir die Lagrangen Multiplikatoren A, liegt ebenfalls im selben Raum wie der fiir
i, und uy |p,. Anschaulich gesprochen liegt in Abb. Are wie vy, in der zy-Ebene, u}! stellt
den Vektor f dar und gy, sind die Basisvektoren e,, e,. Seien die Losungen des diskretisierten
Systems up, und Ap, berechnet, dann verschwindet i.d.R. fiir ein Ff (der Index k kennzeichnet
das Slave-Element) nicht der Term

/ Are (U, — up,) dUF # 0, (5.45)
I
wenn fiir Ap. Co-Stetigkeit iiber ganz I'; gefordert wird (Ag, € M). Vgl. Bsp. 1 aus Kap. B3]
Glg. BE22T11

In der Gleichung stehen die Verschiebungen up., nicht die Wichtungsfunktionen v". Das
bedeutet, dass lokal Energie durch die Unstetigkeit der Naherungslésung am Interface generiert
wird, global aber verschwindet. Man erkennt dies durch die Summation iiber alle Slave-Rénder
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Ik

[ (=g yart GBS S o (- ) ar -

k=1 k=1

rk re 7
Z . Z (5.46)
SIS [ (o art BT
k=1J Ik

Aus ingenieursméfliger Sicht muss dieser Term als Bedingung fiir Konvergenz im Grenzfall
ebenfalls punktweise gegen null gehen und fiir Ap. gleichzeitig die exakten Spannungen liefern.
Bei spéteren Konvergenzuntersuchungen in der Energienorm ist Glg. nicht zu beriick-
sichtigen. Wie beim Orginalproblem [.34] reicht ebenfalls die Betrachtung der globalen Ener-

gienorm +/0.5B(up, up).

Eine Aussage iiber das Vorzeichen des Integrals aus Unglg. lésst sich nicht treffen, da
der Term u} — uy von der Diskretisierung abhiingt -im Prinzip also willkiirlich ist- und das
Vorzeichen von A\, von der Wahl der Slave Seite (s. Glg. EE38]) sowie vom mechanischen System
abhéngt, d.h. ob im betrachteten Bereich des Kopplungsrands vornehmlich Druck oder Zug

herscht.

Kommen wir nun zur Diskretisierung. Die Gleichungen B.42] lassen sich noch etwas ver-
einfachen. Unter der Annahme, dass die Wichtungsfunktionen v jeweils nur auf einem Gebiet
Q1 oder €2y, sowie einige auf dem Interface I'; definiert sind, lédsst sich die Problemstellung
folgendermaflen zusammenfassen:

B(u,v)|q, + / A oMdl; = F(v)|g, (5.47)
I

B(u,v)|q, — /)\ vidl; = F(v)|o, (5.48)
r;

/u (u" — uf) al’'; =0 (5.49)

ry

Die Diskretisierung des Problems liefert fiir die beiden Bilinearformen B(u, v)|q, o, die Steifig-
keitsmatrizen K; und Ko, s. Kap. B Fiir die Lagrangen Multiplikatoren wird folgender Ansatz
gemacht:

A= Ny (5.50)
J

Mit y1; = v¥ = NP

r;, den Ansatzfunktionen auf dem Slave-Rand.

Fiir die Integrale iiber das Interface

/ AgoMdl; und — / v dT;

r; Ty
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ergeben sich die Massenmatrizen Gy (Master) und G (Slave). Dabei sind fiir G; die An-
satzfunktionen beidseitig der Kontaktfliche definiert, d.h. zu dessen Berechnung miissen die
Elemente verschnitten werden. Nimmt man fiir die Wichtungsfunktionen p5 dieselben Ansétze
fiir A7, so ergibt sich ein symmetrisches Gleichungssystem. Das Gesamtgleichungssystem be-
sitzt demnach die folgende Form:

K1 0 G1 u; fl
0 K2 GQ Us = fg (551)
GI' GI o A 0

Mit den Eintrdagen von K;, K, analog zu Glg. und den Eintrégen fiir die Massenmatrizen
G, Gg an der Stelle (i, ) fiir jede Koordinatenrichtung x,y, z

Grij = / (NMNP) dT;
r;

Gaij = — / (NPNP)dr;

r;

(5.52)

Anmerkungen:

e Nicht alle in der Literatur zu findenden Ansétze beziiglich der Lagrangen Multiplikatoren
sind auf der Kontaktfliche Cy stetig. So fiihrt in ﬂﬁ] die Identifikation der Lagrange-
schen Multiplikatoren mit Spannungen, die sich aus der Ableitung der linear angesetzten
Verschiebungen ergeben, zu konstanten Ansétzen mit Spriingen an den Elementgrenzen.

e Wie bei den Ansétzen fiir die Verschiebungen beeinflusst auch die Wahl fiir A die Kondi-
tion der Steifigkeitsmatrix. In @; |El|; é] wird daher ein so genannter dualer Ansatz-
raum fiir die Lagrangen Multiplikatoren gewahlt, der fiir die Integrale iiber das Interface
an der Slave-Seite (Go) eine Orthogonalititsbeziehung c¢; d;; ergibt.

e In den Eintrégen der Steifigkeitsmatrizen sind die Materialkoeffizienten F, v enthalten.
In den Massenmatrizen G, Gy ist dies nicht der Fall. Die Folge konnen, je nach Material,
schlecht konditionierte Gleichungssysteme sein, mit Eintrdgen verschiedener Gréfienord-
nung fiir K; und G;. Anhand der physikalischen Betrachtungsweise des Problems, d.h.
der Identifikation der \; als gegengleiche Spannungen auf dem Interface, sollte jedoch
eine Skalierung der Matrizen G, Gy mit jedem konstanten Faktor a moglich sein ohne
das Ergebnis zu beeinflussen. Dies ldsst sich auch als Skalierung der Basen von M inter-
pretieren (pp, A\ € M).

e Bei der Diskretisierung ist darauf zu achten, dass auf dem Rand des Interface keine
Dirichlet Randbedingungen gegeben sind. An diesen Stellen existieren keine Wichtungs-
funktionen, da v € H} (Bem: Die 0 steht fiir ,null am Rand®). Um die Lisbarkeit zu
gewihrleisten diirfen hier auch keine Spannungen angesetzt werden, da das Integral

/)\2 (vZ-M—vf)dI’izo

r;
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ist, wegen v = v = 0. Die Gleichung verliert somit ihren Informationsgehalt. Diese
Beriicksichtigung ist jedoch dann nicht notwendig, wenn die Verschiebungsrandbedin-
gungen iiber das Penalty-Verfahren implementiert werden. In dem Fall wird der Fehler
sozusagen nachtraglich eliminiert.

e In dieser Arbeit werden keine Diskretisierungen betrachtet, die zu so genannten cross-
points fithren. Bei einem cross-point handelt es sich um einen Punkt, der an mehr als
zwei Teilgebiete, die 'zusammengemortelt” werden, angrenzt (s. Abb. BETH). An diesen
Stellen ist die Diskretisierung der Lagrangen Multiplikatoren gesondert zu behandeln
m] Eine Behandlung dieser Stellen in 3D, deren Entsprechung in diesem Fall Kanten
sind, sind vom Autor in der Literatur nicht ausfindig gemacht worden.

e Bei der per Definition (nicht zufillig) konformen Methode 2341 fithrt die Elliptizitat der
Biliniarform B, d.h.

B(u,u) > alul*Vu

letztendlich zu einer positiv definiten Steifigkeitsmatrix, die im Falle eines Bubnov-
Galerkin Verfahrens ebenfalls symmetrisch ist. Zur Losung des resultierenden Glei-
chungssystems bietet sich im Fall einer konformen Diskretisierung die Methode der
konjugierten Gradienten an. Die Matrix des Mortar-Verfahrens in Glg. [E5T] ist aller-
dings nicht positiv definit, da es sich um ein Sattelpunktproblem handelt. Zur Loésung
des Gleichungssystems, wie es in Glg. [E5T] angeben ist, kann somit ohne weitere Modifi-
kation kein CG-Verfahren eingesetzt werden. In ﬂﬂ] wird jedoch ein Verfahren basierend
auf der Berechnung von Schur-Komplementen vorgeschlagen, das die Anwendung eines
CG-Losers erlaubt.

Q3

S

\ o,
\ cross-point

1

Abbildung 5.15: Cross-point bei drei Teilgebieten
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5.3 Zusammenfassung des Verfahrens und Algorithmi-
sche Umsetzung

In diesem Kapitel soll die Umsetzung des Verfahrens hinsichtlich der nicht-konformen Kopp-
lung von Hexaeder- und Tetraederelementen diskutiert werden. Die einzelnen Teilschritte, die
auszufiihren sind, sind folgende:

1. Festlegung der Slave oder Non-Mortar Seite (Tetraeder oder Hexaeder):
Auf dieser Seite leben die Ansétze fiir die Spannungen \. Dies wird vom Benutzer fest-
gelegt.

2. Feststellung des Interface:
Die Beschreibung des Interface soll nicht vom Nutzer angegeben werden, sondern auto-
matisiert berechnet werden.

3. Feststellung, ob Dirichlet Randbedingungen auf einem Rand des Interface gegeben sind.

4. Feststellung der benachbarten Elemente:
Die Integrale fiir die Gi-Matrix iiber die Kontaktfliche beinhalten die Ansatzfunktionen
benachbarter Elemente.

5. Uberfithrung der Elemente auf der Masterseite in das lokale Koordinatensystem der
Slaveseite:
Die Netze miissen dazu verschnitten werden.

6. Integration:
Die Integration wird auf dem Masterelement (lokales Referenzelement) der Slaveseite
durchgefiihrt.

7. Einbau in das Gesamtgleichungssystem:
Den zusétzlich eingefiithrten Freiheitsgraden fiir die Spannungen miissen noch Indizes
zur Kennzeichnung in der Steifigkeitsmatrix zugewiesen werden. Dies erfolgt erst nach
der Generierung der orginalen Steifigkeitsmatrix.

5.3.1 Berechnung des Interface

Aufgrund der Tatsache, dass im zu erweiternden p-FEM Code AdhoC kein Geometriekernel
integriert ist, liegt die Geometrie in Form der Elementbeschreibungen vor. Fiir Hexaeder ist die
polynomiale Oberflichenbeschreibung mit Hilfe der Blending Funktionen Methode formuliert,
bei Tetraedern wird die Geometrie iso- bzw. subparametrisch direkt iiber die Ansatzfunktionen
(s. Kap. @) beschrieben. Die Berechnung gekriimmter Kontaktflichen in 3D ist keine triviale
Aufgabe. Ein Algorithmus fiir die Verschneidung und Projektion von Hexaedernetzen wird in
ﬂﬂ], @] vorgestellt. Dabei handelt es sich allerdings um isoparametrische h-Elemente, d.h.
eine bilineare Geometriebeschreibung, die durch die beidseitig unterschiedliche Interpolation
der Kriimmung Liicken zwischen den zu koppelnden Netzen aufweist (s. Abb. BI6). Prinzi-
piell wire eine exakte Geometriebeschreibung wiinschenswert. Dies kann allerdings mitunter
zu superparametrischen Elementen mit Problemen bei Starrkérperverschiebungen fiithren NE],
ﬂﬁ] Diese Arbeit beschrinkt sich aufgrund der zu erwartenden Komplexitiat bei gekriimmten
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Abbildung 5.16: Klaffung durch lineare Interpolation

Kontaktflichen auf ebene Interfaces. Der Algorithmus lauft daher relativ unspektakuldr ab.
Im folgenden ist von zwei Korpern die Rede, die zusammengefiigt den Gesamtkorper ergeben.
Fiir den einen erfolgt eine Hexaeder-, fiir den anderen eine Tetraedervernetzung.

Algorithmus zur Bestimmung des ebenen Interface:

1.

2.

Vernetzung zweier aneinandergrenzender Koérper mit Hexaeder- und Tetraederelementen.

Bestimmung aller Elemente, die an die Oberfliche der Korper grenzen. Diese Elemente
sind dadurch gekennzeichnet, dass sie NICHT sechs Nachbarelemente (Hexaeder), bzw.
nicht vier Nachbarelemente (Tetraeder) besitzen.

. Bestimmung der ebenen Oberflichen (Vierecke, Dreiecke), an die nur ein Element an-

grenzt. Damit sind alle Oberflichen, die als Kanditat fiir das Interface dienen, heraus-
gefiltert.

Berechnung der Hesseschen Normalenform (HNF) dieser Flichen. Diese kann als vier-
Tupel (Normalenvektor plus Abstand vom Ursprung) gespeichert werden.

Gruppierung der Tupel fiir jeden Korper, d.h. mehrfach vorkommende Vektoren werden
herausgenommen. Nach diesem Schritt sind alle ebenen Oberflichen der beiden Kérper
bekannt.

Gruppierung aneinandergrenzender Elemente eines Korpers mit gleicher HNF und Nach-
barschaftsrelation, um Oberflichen zu identifizieren, die zwar die gleiche HNF besitzen,
jedoch voneinander getrennt sind.

Vergleich der Tupel fiir beide Korper. Bei Gleichheit hat man eine mogliche Kontaktebe-
ne gefunden. Die zugehdrigen Tetraeder- und Hexaederelemente kénnen an dieser Stelle
herausgefiltert werden.

Man sieht deutlich, dass bei gekriimmten Oberflichen der Ansatz iiber die Hessesche Norma-
lenform nicht ausreicht und komplexere Verfahren gefunden werden miissen.

5.3.2 Verschneidung der Elemente

Wir gehen im Folgenden der Einfachheit halber von nur einer Kontaktebene aus. Nach Bestim-
mung der Kandidaten, werden im néchsten Schritt Nachbarschaften definiert, d.h. festgestellt
welches Tetraederelement A grenzt an ein Hexaederelement B. Dazu muss eine der beiden
folgenden Bedingungen erfiillt sein (Definition):
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e Der Eckpunkt eines der Elemente liegt auf der Kante oder innerhalb des anderen Ele-
mentes.

e Eine Kante eines Dreiecks schneidet eine Kante des Vierecks.

Algorithmisch gesehen dient die Bestimmung der Nachbarschaften als Beschleunigung, um die
Integration schneller durchfithren zu kénnen. Die Nachbarschaftsdefinition kann bei Punkt
zu Punkt oder Kante zu Kante Beriihrung unrelevant werden, was sich allerdings als ne-
benséchlich erweist.

Nach Bestimmung der Nachbarschaften findet die eigentliche Verschneidung statt. Zu ver-
schneiden sind ausschlieflich Linien, da eine so genannte inplane Kriimmung im Folgenden
ebenfalls ausgeschlossen wird. Die Uberlappung eines Dreicks und eines Vierecks kann in ei-
nem Drei- bis Siebeneck resultieren. Einige Verschneidungsmoglichkeiten sind in Abb. 217
dargestellt. Der Algorithmus lduft so ab, dass zunéchst eine Punktmenge, die das polygonale
Uberschneidungsgebiet definiert, bestimmt wird.

A

Dreiecke Vierecke

Fiinfecke Sechsecke

Siebeneck

Abbildung 5.17: Einige Verschneidungsmoglichkeiten

1. Zunéchst wird iiberpriift, welche Eckpunkte des Dreiecks im Viereck liegen oder umge-
kehrt. Diese werden in die Punktmenge iibernommen.



5.4. Rechenbeispiel 103

2. Danach werden alle Schnittpunkte der begrenzenden Linien berechnet. Damit ist die
Punktmenge Py, ..., P, bestimmt. Fiir Punktmengen mit weniger als drei Elementen
wird der Algorithmus hier abgebrochen.

3. Berechnung des Schwerpunkts S der Punktmengen
4. Generierung von Linien P;-S und P-P;

5. Verschneidung der Linien P;-P; mit den Linien, die die &uleren Punkte mit dem Schwer-
punkt verbinden.

6. Die Begrenzungslinien L; ergeben sich aus der Bedingung, dass sie sich mit den Schwer-
punktslinien nur in einem Punkt schneiden. In Abb. wird bspw. die Linie PP,
geschnitten durch SPs.

7. Im letzten Schritt wird eine Dreiecksvernetzung des Polygons mit den Begrenzungslinien
und deren benachbarten Schwerpunktslinien vorgenommen

Damit ist ein Interfacenetz generiert, auf dem die Integration durchgefiihrt werden kann.
Ebenfalls bekannt sind Nachbarschaftsbeziehungen zwischen Hexaedern und Tetraedern. Die
Gaussintegration der gemischten Integrale fiir die Matrix Gy lauft iiber die Abbildung Dreieck
— globale Koordinaten — Viereck lokale Koordinaten (oder umgekehrt) und Funktionsauswer-
tung der Ansatzfunktionen an diesen Punkten. Der vorletzte Schritt (Berechnung der lokalen
Hexaeder Koordinaten) lduft iiber ein Newton-Raphson Verfahren.

Abbildung 5.18: Interfacenetz

5.4 Rechenbeispiel

Ein einfaches Beispiel soll im Folgenden die prinzipielle Vorgehensweise der Mortar Element
Methode zur Kopplung verschiedener Elementtypen aufzeigen. Implementiert wurde das Bei-
spiel mit Hilfe des Computeralgebrasystems Maple @] Gegeben sei das in Abb. darge-
stellte zweidimensionale Problem (Patch-Test):

Die Materialparameter seien £ = 1.0 und v = 0.3. Unter den gegebenen Randbedingungen
stellt sich in x- und y-Richtung ein lineares Verschiebungsfeld ein, mit der maximalen y-
Verschiebung 1.0 am oberen Ende und maximalen x-Verschiebung 0.333 auf der rechten Seite.
Die Spannungen in y-Richtung entsprechen der Belastung 1.0, in x-Richtung 0.0. Diskretisiert
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IERRENARRENNRE

10

L L
/] /]
10

Abbildung 5.19: Patch Test

wird das Gebiet mit einem Vierecks- und drei Dreieckselementen, s. Abb. Dabei kenn-
zeichnen die Knotennummern mit * die Nummerierung fiir das Viereck. Die Ansatzfunktionen
fiir das Verschiebungsfeld u seien linear, bzw. bilinear. Fiir die Lagrangen Multiplikatoren
werden konstante Ansétze angenommen, als Basis also N; = 1.0. Die Slave Seite sei die Kante
des Vierecks. Die linearen Ansatzfunktionen sind in Abb. B22T] dargestellt. Fiir die Integrale

4* 3*

1* 2%
5 4 3
1 2

Abbildung 5.20: Diskretisierung

der Massenmatrix ergeben sich fiir das Viereck fol ledx = fol 1(1 — 2)dz = 0.5. und fiir die
Dreiecke 0.25, bzw 0.5 fiir die Ansatzfunktion an Punkt 4. Die Massenmatrizen sehen fol-
gendermaflen aus. Der Lesbarkeit halber werden links davon die zugehorigen Freiheitsgrade
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10
Abbildung 5.21: Ansatzfunktionen auf dem Interface, Viereck (links) und Dreiecke (rechts)
angegeben.
[ Uiy — 17T 0 0 |
Uy — 0 0 Uy — i 0 0 i
U2y — 0 0 Utsy — 0 —0.5
Uy — 0 0 Usy — 05 0
| usy — 0.25 0 | ugy — 0 —0.5
G = Uz, — 0 025 Go= 1, — 0 0 (5.53)
Uy — 0.5 0 U3sy — 0 0
Ugy — 0 0.5 Ugsge — 0 0
Usy — 0 0 Ugsy — | 0 0 |
Usy — 0 025 |

Dabei sieht man, dass die Dirichlet Randbedingung des Punktes 5, bzw 1* u, = 0 bertick-
sichtigt wurde, da diese Randbedingung nicht {iber einen Penalty-Wert gesetzt wurde. Das
negative Vorzeichen der Matrix G ist durch deren Definition bestimmt. Die Struktur der
Matrix folgt aus der Bedingung, dass die Differenz der Verschiebungen in z und y separat
verschwinden (bzw. minimal werden) sollen.

Man erhélt mit den zugehorigen Steifigkeitsmatrizen die exakte Losung und fiir die Lagrangen
Multiplikatoren

)\1:

Das heisst, es ergeben sich als Losung die exakten Spannungen.

0,

)\2 =—1.
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Kapitel 6

Numerische Beispiele

In diesem Kapitel wird die Implementation der diskontinuierlichen Mortar Formulierung zur
Kopplung von Hexaeder- und Tetraederelementen anhand numerischer Beispiele verifiziert.
Die Ergebnisse zeigen fiir alle Beispiele ein konvergentes Verhalten mit Einschrénkungen auf-
grund der nicht exakt reprédsentierten Geometrie. Verglichen werden jeweils ein Mortar-Netz
mit einer vollstdndigen Hexaeder- oder Tetraeder-Vernetzung.

In Kap. wurden an den Funktionenraum M, in dem die Lagrangen Multiplikatoren lie-
gen, gewisse Forderungen gestellt. Es wurde in der Herleitung vorausgesetzt, dass dieser mit
dem Raum der FE-Losung auf der Slave Seite (auf dem Interface) identisch ist. Diese Forderung
wird in den folgenden numerischen Beispielen teilweise aufgehoben, wodurch sich fiir diesen
mehr Moglichkeiten ergeben. Folgende Optionen wurden im vorhandenen FE-Programm ein-
gebaut:

Slave Seite:

Bei der Wahl der Slave Seite besteht die Moglichkeit, die Hexaeder- oder Tetraederseite zu
wéhlen. Der Ansatz fiir die Lagrangen Multiplikatoren A entspricht bis auf die weiter unten
gemachten Ausfithrungen bzgl. polynomieller Ordnung und Stetigkeit, also im Standardfall,
exakt dem Ansatz auf dem Hexaeder bzw. Tetraeder auf der Kontaktfliche, d.h. allen dort
nicht verschwindenden Fliachen-, Kanten- und Knotenmoden. Die Losung fiir A ist in diesem
(Standard-) Fall also Cy-stetig und besitzt dieselbe polynomielle Ordnung wie die Verschie-
bungslésung uy,_. In den weiter unten aufgefiihrten Beispielen ist die jeweilige Konfiguration
mit 'Q’ fiir "Quadrilateral’, bzw. mit "T” fiir "Triangle’ als Slave Seite abgekiirzt.

Polynomielle Ordnung:

Es bestehen zwei Moglichkeiten, die polynomielle Ordnung fiir den Multiplikatoransatz zu
wéhlen. Dieser kann wie im Standardfall gleich der Ordnung fiir die Verschiebungslosung
gewahlt werden sowie um eine Ordnung reduziert, um dem Zusammenhang zwischen Verschie-
bungen und Spannungen (als Linearkombination deren Ableitungen) Rechnung zu tragen. Im
letzteren Fall ergibt er sich, indem in 2D die horizontale Linie in Abb. um eins 'nach oben’
verschoben wird. In den weiter unten aufgefiihrten Beispielen ist die jeweilige Konfiguration
mit 'F’ fiir 'full Space’ ('voller Ansatzraum’), bzw. mit 'R’ fiir 'reduced Space’ (‘reduzierter
Ansatzraum’) abgekiirzt.
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Stetigkeit: Des Weiteren besteht die Option, die Stetigkeitsbedingung an den Multiplikator-
raum aufzuheben, d.h. fiir den Multiplikatorraum wunstetige Losungen zuzulassenl]. Die mogli-
chen Unstetigkeits-Stellen sind die Elementkanten des Slave-Netzes auf dem Kopplungsinter-
face. In den weiter unten aufgefiihrten Beispielen ist die jeweilige Konfiguration mit 'C’ fiir
‘continuous Space’ ('stetiger Ansatzraum’), bzw. mit "D’ fiir *discontinuous Space’ (‘unstetiger
Ansatzraum’) abgekiirzt.

Alle Tetraeder-Netze sind wiederum mit dem Netzgenerator Netgen M] erstellt und bis auf
die Rechengenauigkeit exakt exportiert worden. Als Postprocessor dient GID @]

6.1 Starrkorperverschiebungen

Zu testen ist zunéchst die Verzerrungs- und Spannungsfreiheit im Fall von Starrkoérperver-
schiebungen und -rotationen. Als Parameter wurden der Multiplikatorraum sowie unterschied-
liche Ansatzordnungen fiir Hexaeder- und Tetraederelemente variiert. In Abb. ist das
verwendete Netz dargestellt. Alle Kombinationen der moglichen Multiplikatorrdume (Vier-
eck/Dreieck, voll /reduziert, stetig/unstetig) dieses Beispiels liefern die geforderten Ergebnisse,
d.h. Spannungs- und Verzerrungsfreiheit.

6.2 Patch Test

Z-DISPLACEMENTS

1
i il o)
077778

0 6BEET
+ 0.55556

- 0.44444

0.33333
. 0.22222

LARRRAI

1 BBET7e-21

®

%

Abbildung 6.1: Netz Abbildung 6.2: Verschiebung in Kraftrichtung

Des Weiteren sollte von der Methode die Erfiillung des Patch Tests unter der gleichen Va-
rilerung beziiglich der Lagrangen Multiplikatoren beobachtet werden kénnen. Der Test wird
auf dem in Abb. dargestellten Netz bestanden (zu sehen ist ein verfeinertes Postprocess-
Netz). In Abb. ist die exakte Verschiebung in Kraftrichtung dargestellt. Anzumerken ist,
dass die Implementierung ebenfalls auf anderen Netzen getestet wurde, wobei sich der unste-
tige Ansatzraum (s. auch Bsp [E3)) als am geeignetsten herausgestellt hat, d.h. der Test wird
nicht auf jedem Netz mit jeder beliebigen Kombination fiir den Multiplikatorraum bestan-
den. Die folgenden Ergebnisse wurden mit dem trunk-Space auf dem Hexaeder- und Tetra-
edernetz mit einem Ansatzgrad von vier erzielt. Ein Ergebnis wird im Folgenden als richtig

'Hiermit ist Co-Stetigkeit gemeint
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definiert, wenn die Dehnungsenergie exakt ist. Die Abkiirzungen der Konfigurationen fiir den
Lagrangen Multiplikatorraum werden erneut angegeben: Q(uad)/T(ri) = Vierecks-, Dreiecks-
raum, F(ull)/R(educed) = voller, bzw reduzierter Ansatzraum, C(ontinuous)/D (iscontinuous)
= stetiger, bzw. unstetiger Ansatzraum. Die verwendeten Unterteilungen fiir die Hexaeder-
und Tetraedervernetzungen sind in den Abbildungen E3)(a)-(h) zu sehen. Es ergibt sich die
folgende Tabelle ("+’ fiir richtige Energienorm, - fiir falsche Energienorm):

QFC | QFD | QRC | QRD | TFC | TFD | TRC | TRD
Bsp. 1| + + + + + + + +
Bsp. 2 | + + + + + + + +
Bsp. 3 | - + - + - + - +
Bsp. 4 | - + - + - + - +
Bsp. 5 | - + - + - + - +
Bsp. 6 | - - - - - - - -
Bsp. 7| - + - + - + - +
Bsp. 8 | - + - + - + - +

Man erkennt deutlich, dass fast alle mit dem diskontinuierlichen Ansatzraum berechneten
Konfigurationen den Patch Test bestehen. Eine Ausnahme bildet Bsp. 6, wobei hier ein geo-
metrisches Epsilonﬁ auf 1.0 x 107* hochgesetzt werden musste, um iiberhaupt ein exaktes
Interfacenetz durch den in Kap. B3] beschriebenen Algorithmus zu erhalten. Grund hierfiir
ist die leichte Schriglage des innenliegenden Wiirfels (um 5° um alle drei Hauptachsen ge-
dreht), die in Netgen 4.5 ebenfalls schwer exakt nachzubilden ist. Es ist zu vermuten, dass
dies der Grund fiir das Nicht-Bestehen in diesem Fall ist.

Ein generelles Fazit dieses ersten Beispiels ist, dass der diskontinuierliche Ansatzraum die
besseren Ergebnisse liefert.

?Dieser Epsilon Wert kennzeichnet den Radius einer Kugel, bei dem angenommen wird, dass zwei nahe
beieinanderliegende Punkte aufeinanderliegen.
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(a) Bsp. 1 (b) Bsp. 2

fu
(c) Bsp. 3 (d) Bsp. 4

L -
(e) Bsp. 5 (f) Bsp. 6

L L
(g) Bsp. 7 (h) Bsp. 8

Abbildung 6.3: Hexaeder (rot/dunkelblau) und Tetraeder(hellblau)
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6.3 Achtelkugel unter hydrostatischem Druck

Als néchstes Beispiel wird wiederum eine Achtelkugel (Radius=1.0, E-Modul=1.0, v = 0.3)
unter hydrostatischem Druck (q=1.0) gerechnet. Aus der Kugel wird im Inneren ein Wiirfel
der Kantenldnge 0.3 herausgeschnitten und die verbleibende Lochstruktur im Folgenden mit
Tetraedern vernetzt. Das Loch selbst wird mit einem Hexaeder geschlossen, s. Abb. Die
Ordnung der Geometriebeschreibung betragt p = 6.

Abbildung 6.4: Achtelkugel mit herausgeschnittenem Wiirfel

Es stellt sich fiir das gegebene Problem bei exakt représentierter Geometrie eine lineare Ver-
schiebung in alle drei Koordinatenrichtungen und ein konstantes Hauptspannungsfeld ein. Die
Diskretisierung sollte somit in der Lage sein, das exakte Ergebnis bis auf Fehler, die durch
die Geometrieapproximation der gekriimmten Oberfliche entstehen, zu reproduzieren. Um
Geometrie induzierte Fehler moglichst gering zu halten, wird fiir Tetraeder und Hexaeder ein
subparametrischer Ansatz der Ordnung p = 7 (trunk space) gemacht.

Generelles Fazit der Berechnung ist, dass dieser Test wiederum mit dem unstetigen Multi-
plikatorraum bestanden wird, mit dem stetigen jedoch nicht. Dabei spielen fiir das Verschie-
bungsfeld die beiden anderen Moglichkeiten, Dreieck/Viereck - voll /reduziert, keine Rolle. Fiir
den Multiplikatorraum selbst sind die Ergebnisse, die mit dem Vierecksraum erzielt wurden,
jedoch deutlich besser.

Die Abb. [0l zeigen die Ergebnisse fiir die Multiplikator-Konfiguration "TRD’, also Drei-
eck - reduziert - unstetig. In Abb. ist die erste Hauptspannung zu sehen. Die Spannungen
liegen im Bereich zwischen 0.999996 und 1.00006 und zeigen an der Oberfliche die grofiten
Schwankungen, so dass angenommen werden kann, dass diese auf die Geometriedarstellung
zuriickzufiithren sind.

In Abb. sind die Lagrangen Multiplikatoren auf dem Kopplungsinterface in z-Richtung
dargestellt. Zu sehen ist ebenfalls das Dreiecksnetz, auf dem die Integration durchgefiihrt



112 6. Numerische Beispiele
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Abbildung 6.6: Multiplikator  in  z-Richtung

Abbildung 6.5: Erste Hauptspannung ("TRD’) (TRD")

wird. Man erkennt, dass die Losung fiir die Lagrangen Multiplikatoren deutlich vom exakten
Ergebnis - konstante Spannungen o, , . in x,y,z Richtung abweicht. Dies hat jedoch keinen
merklichen Einfluss auf die Qualitit der Spannungen, die aus den Ableitungen der Verschie-
bungslésung hervorgehen und trotz nicht-konformer Vernetzung iiber das gesamte Gebiet stetig
sind.

Z-LAGRANGEMULTFLIE Z-LAGRANGEMULTFLIE

05 0 56678

l 0.38869 I 044117

0.27778 0.31557

- 016667 - 0.189596

- 0055556 - 0.064351
. -0.055555% - -0.061257

-0.16667 -0.18686

I -0.27778 I -0.31247

-0.36589 -0.43808

s -0 56369

Abbildung 6.7: Multiplikator  in  z-Richtung Abbildung 6.8: Multiplikator — in  z-Richtung
(’QRD’) (7QFC7)

In der Abb. ist die Losung fiir den Multiplikatorraum der Kombination Viereck-reduziert-
unstetig ('QRD’) dargestellt. Die Losung ist somit fiir diese Kombination exakt, d.h. es ergeben
sich konstante Spannungen in z-Richtung auf einer Oberfliche mit einem Normalenvektor in
z-Richtung . Die Verschiebungslosung entspricht qualitativ der in Abb. GAl

In Bild daneben ist die Losung fiir den stetigen vollen Raum zu sehen. Auch hier er-
scheint die Losung fiir den Multiplikatorraum relativ nah an der exakten Losung zu sein. Das
Bild zeigt eine um einen konstanten Wert oszillierende Funktion, die versucht an der Grenze
der ’oberen’ Begrenzungsfliche des Wiirfels einen Spannungssprung nach Null nachzubilden.
Nichtsdestotrotz erhélt man fiir die Spannungen aus der entsprechenden Verschiebungslosung
fiir die Konfiguration "QFC’ keine guten Ergebnisse (nicht dargestellt). Anmerkung: In beiden
Fallen (Abb. B B2]]) entspricht die Losung auf der gegeniiberliegenden Seite der dargestell-
ten mit umgedrehten Vorzeichen - in der Legende blau gekennzeichnet.
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Auch dieses Beispiel fiihrt zu demselben Fazit wie der vorhergehenede Patch-Test: Ein diskon-
tinuierlicher Ansatz fiir die Lagrangen Multiplikatoren erzielt die besseren Ergebnisse fiir die
Verschiebungslosung up, und die daraus resultierenden Spannungen.

6.4 Manufactured solution

Analog zum Kapitel B Tlwird auf dem Einheitswiirfel die folgende glatte Verschiebungslosung
vorgegeben

sin (7 f1) sin (7 fo) sin (7 f3)
ug = | sin(2x fi)sin (27 fo) sin (7 f3) (6.1)
sin (27 f1) sin (27 fo) sin (27 f3)

mit
fi=05% (2 — 1.5)> — 1.0z — 0.125

fo=05%(2y —1.5)2 — 1.0y — 0.125
f3=0.5% (22 — 1.5)*> — 1.02 — 0.125

Fehler

Tet
E "
it \
o =
=l
1 10 BOF 1000 o

Abbildung 6.9: Konvergenzverhalten

Das Beispiel ist derart gewéhlt, dass das Verschiebungsfeld keine Symmetrie aufweist. Die
Energienorm des Systems betrigt g, = 43.14973078. Die zugrunde liegende Vernetzung
entspricht der in Abb. dargestellten mit sechs Tetraeder- und zwei Hexaederelementen.
Verglichen wird die Berechnung mit einer Tetraedervernetzung bestehend aus sechs Elemen-
ten und einer Hexaedervernetzung bestehend aus acht Elementen (trunk space). In Abb.
ist das Konvergenzverhalten fiir den vollen stetigen Dreiecks- und Vierecksraum sowie fiir die
Referenzlosungen dargestellt. Man erkennt sehr deutlich, dass die Mortar Element Methode
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die exponentielle Konvergenz der reinen p-Version fiir glatte Probleme aufweist. Dies bestétigt
theoretische Aussagen von SESHAIYER ET AL. m] Des Weiteren ist kein bedeutender Un-
terschied zwischen dem vollen und stetigen Dreiecks ("TFC’)- und Vierecksraum ("'QFC’) fiir
die Lagrangen Multiplikatoren festzustellen.

6.5 Lochscheibe - Lineares Materialgesetz

Analog zu Bsp. wird im Folgenden die Lochscheibe unter Zugheanspruchung berechnet.
Die zugrunde liegende Tetraeder-Vernetzung ist in Abb. dargestellt (in Abb. ist-
wiederum ein verfeinertes Postprocessing-Netz mit linearen Tetraedern dargestellt). Das Netz
besteht aus 55 Tetraedern und zwolf Hexaedern.

Der Multiplikatorraum ist auf den Interface-Dreiecken als voll und stetig definiert ("TFC’).

Metgen 4.5

Abbildung 6.10: Hybrides Netz Abbildung 6.11: Orginal-Tetraedernetz

In Abb. sind die Vergleichsspannungen einer moderat genauen (p = 8, 21175 DOF') Be-
rechnung iiber das gesamte Gebiet dargestellt. Mit dem bloflen Auge lésst sich hierbei keine
Unstetigkeit am Kopplungsinterface erkennen. Die sehr gute Qualitit des Ergebnisses wird
dadurch unterstrichen, dass es sich bei der abgebildeten Funktion um eine Linearkombina-
tion der Ableitungen des als unstetig angenommenen Verschiebungsfeldes handelt. Fiir das
Verschiebungsfeld selbst wire ein derart glatter Verlauf schon als sehr zufrieden stellend zu
bezeichent].

3Tn keinem der in dieser Arbeit gezeigten Beispiele liefen sich unter Verwendung des gewihlten Postpro-
zessors optisch fiir das Verschiebungsfeld Unstetigkeiten erkennen.
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Abbildung 6.12: Vergleichsspannungen
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Abbildung 6.153: Rel. Fehler 0,4 Schnitt A-C
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Abbildung 6.15: Rel. Fehler 0,4 Schnitt A-B
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“Werg leichsspannung Schnilinis A-B

10 f \\“k-.,_‘_

v] 2 4 E & 10 12 14 16
r

Abbildung 6.16: Vgl.-Spannung 0,4 Schnitt A-B

Untersucht werden nun die Vergleichsspannungen entlang der Schnittlinien A-B, A-C; A-D (s.
Abb. EETY)). Als Referenzlosung wird wiederum eine Hexaederlosung mit 2280 Elementen und
p = 8 verwendet. In Abb. T3 BT4, ist der relative Fehler der Vergleichspannung im
einfach logarithmischen Mafistab entlang der entsprechenden Schnittlinien fiir die Polynom-
grade p = 3, p = 6 und p = 10 aufgetragen. Die vertikal eingezeichnete Linie markiert den
Ubergang zwischen Hexaeder - und Tetraedernetz. Die horizontale Linie kennzeichnet die Ein-
Prozent Fehlermarke. Die Ergebnisse, die auch fiir moderat hohe Ansatzordnungen (grofier
fiinf) vornehmlich unter einem Prozent liegen, bewegen sich in einer Groenordnung, die sich
ohne Weiteres durch die geometrischen Abweichungen vom Referenzgebiet erkléren lassen. Sie
lassen die Vermutung zu, dass auch fiir Verschiebungsfelder, die nicht im selben Raum wie die

Lastfaktor

Lastfaktor

Abbildung 6.17: Lastfaktor
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Ansatzfunktionen liegen (wie beim Patch Test), die Abweichungen der Spannungen von einer
konformen Losung vernachlédssigbar klein sind. In Abb. ist der Verlauf der Vergleichs-
spannungen entlang der Schnittlinie A-B fiir einen Ansatz der Ordnung zehn dargestellt. Die
Abweichungen von der Referenzlosung bewegen sich hierbei im Bereich der Linienstérke.

6.6 Lochscheibe - Nichtlineares Materialgesetz

Eine weitere Fragestellung von Interesse ist, wie sich das Verfahren unter materieller Nichtli-
nearitét verhélt, d.h. wie verhélt sich die Losung fiir die Lagrangen Multiplikatoren, wenn auf
dem Interface Plastifizierungen eintreten? Untersucht wird hierbei ein bereits implementiertes
Materialmodell der Prandtl-Reuss Plastizitdt mit exponentiell isotroper Verfestigung (s. z.B.
M], @], E] und die darin ausgewiesene Literatur). Die Materialparameter sind wie folgt:

Kompressionsmodul Kk 164206.00 N/mm?
Schermodul 1 80193.80 N/mm?
FlieBspannung Ko 450.00 N/mm?
Saturationsspannung Ko 715.00 N/mm?
linearer Verfestigungsmodul H 129.24 N/mm?
Verfestigungsexponent w 16.93

Die Belastungshistorie mit einem Basiswert von ¢ = 100 ist in Abb. dargestellt.

Vergleichsspannung Schnittlinie A-B
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300

gt [%0]

200

100

0 20 40 60 80 100 120
r

Abbildung 6.18: Vergleichsspannung o,, Schnitt A-B

Simuliert wird mit dem aus dem vorherigen Beispiel bekannten Netz. Der Ansatzraum fiir den
Multiplikatorraum besteht aus der Kombination Dreieck/Voll/Stetig ("TFC’). In den Abb.
- sind die Vergleichsspannungen der Referenzlosung und der Mortar Losung ent-
lang der Schnittlinien A-B, A-C sowie A-D iiber die 16 Lastschritte dargestellt. Man erkennt
auch hier mit dem blolen Auge keine Unterschiede der dargestellten Kurven. In Abb. ist
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Vergleichsspannung Schnittlinie A-C
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Abbildung 6.19: Vergleichsspannung 0,4 Schnitt A-C

das Vergleichsspannungsfeld iiber €2 fiir den letzten Lastschritt dargestellt. Auch hier lassen
sich keine Unstetigkeiten feststellen. Von Interesse ist des Weiteren, inwiefern die Losung
fiir die Lagrangen Multiplikatoren mit den tatsédchlichen Spannungsgrofien iibereinstimmen.
Fiir den gewéhlten Ansatzraum 'TFC’ sind die Ergebnisse in den Abbildungen
dargestellt. Obwohl die aus der Verschiebungslosung erhaltenen Spannungen sehr gut mit der
Referenzlosung iibereinstimmen, lassen sich keine Ubereinstimmungen zwischen den Multipli-
katoren und den tatséchlichen Spannungsgrofien erkennen. In den dargestellten Abbildungen
sind weder Groflenordnungen noch Verlauf der Losungen irgendeiner Form &hnlich, weswegen
auf die Legende verzichtet wurde.
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Vergleichsspannung Schnittlinie A-D
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Abbildung 6.20: Vergleichsspannung 0,4 Schnitt A-D
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Abbildung 6.21: Vergleichsspannung o,
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Abbildung 6.24: Spannungen o, am Interface

Abbildung 6.25: Lagranger Multiplikator in y-Richtung

Abbildung 6.27: Lagranger Multiplikator in z-Richtung
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6.7 Tunnel

Als abschliefendes Modellbeispiel wird eine mogliche Anwendung der Mortar Element Metho-
de zur Effizienzsteigerung einer dreidimensionalen Finite Elemente Berechnung im Tunnelbau
aufgezeigt. Bei diesem Beispiel handelt es sich weniger um eine realitdtsnahe Analyse, zu deren
Umsetzung im Rahmen dieser Arbeit keine Kapazitéiten verfiighar waren, als mehr um einen
Ausblick auf eine mogliche Anwendung zur gezielten Nutzung eines nicht-konformen Netzes.
Motiviert wird dieser Ansatz durch die Tatsache, dass der Fehler, der durch ein nicht stetiges
Verschiebungsfeld induziert wird, in derselben Groflenordnung liegt wie Annahmen beziiglich
des Materialverhaltens und dessen Verteilung im Boden, iiber das in der Regel idealisierende
Annahmen getroffen werden miissen. Die vorliegende Berechnung ist linear und beriicksichtigt
dementsprechend keinerlei materielle Nichtlinearititen. Eine Konvergenzuntersuchung einer
derartigen Problemstellung wurde im vorhergehenden Beispiel in Kap. angestellt.

Abbildung 6.28: Tunnelquerschnitt - Netz

Abbildung 6.29: Gesamtnetz (nur Hexaeder)
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Ein Hexaedernetz des zu untersuchenden Tunnels ist in Abb. dargestellt. Eine realitdtsna-
he dreidimensionale Analyse des Bauvorhabens kann nur unter Beriicksichtigung des Baufort-
schritts erfolgen, wodurch sich die Elementabmessungen in Tunnel-Vortriebsrichtung ergeben
und im Folgenden zu 0.5 [m] angenommen werden. Das gesamte Netz mit 11515 Elementen
ist in Abb. dargestellt. Die Mafle des betrachteten Bereichs betragen 38 x 54 x 35 [m)].

Abbildung 6.30: Mortar-Netz

Das verwendete hybride Mortar-Netz bestehend aus Hexaedern fiir den Tunnel und dessen
Umgebung sowie Tetraedern wird in Abb. gezeigt. Die rdumliche Diskretisierung beruht
auf dem Prinzip, dass fiir den Tunnel selbst sowie fiir das umliegende Erdreich die Element-
grofe auf 0.5 [m] fixiert wird, jedoch in gréBierer Entfernung eine nicht-konforme Anbindung an
ein dufleres Tetraedernetz vorgenommen wird. Hiermit wird angestrebt, die Anzahl der Frei-
heitsgrade des Gesamtsystems zu verringern, ohne einen signifikanten Genauigkeitsverlust in
Kauf nehmen zu miissen. In Abb. werden die Vertikalverschiebungen der Referenzlosung
und in Abb. die der Mortar-Losung dargestellt.
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Abbildung 6.31: Referenzlosung-Vertikalverschiebungen
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Abbildung 6.32: Mortar-Losung-Vertikalverschiebungen

Auf dem dargestellten Hexaedernetz wird mit Hilfe der in Kap. beschriebenen Extra-
polationsmethode eine Referenzlosung der Dehnungsenergie mit einem System mit 1233667
Freiheitsgraden ermittelt. Diesem Ergebnis werden im Folgenden die mit der Mortar Methode
erzielten Ergebnisse gegeniibergestellt.
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Polynomgrad | Freiheitsgrade | rel. Fehler
p=1 30742 8.89 %
p=2 119796 2.59 %
p=3 209163 1.21 %
p=4 384697 0.57 %
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit untersucht fiir strukturmechanische Probleme eine nicht Cy-stetige Dis-
kretisierungsstrategie mit Finiten Elementen hoher Ordnung, die mit Hilfe der so genannten
Mortar Element Methode umgesetzt wird.

Die Arbeit zeigt die Moglichkeit auf, auch im Falle nicht-konformer Vernetzungen, konvergen-
te Finite Elemente Berechnungen an dreidimensionalen Volumenmodellen durchzufiihren. Die
Ergebnisse wurden beziiglich der Kopplung von Tetraeder- und Hexaederelementen erzielt,
lassen jedoch den Schluss zu, dass die Anwendung auf beliebige Elemente hoher Ordnung
moglich ist. Mit Hinblick auf eine volumenorientierte Strukturanalyse am dreidimensionalen
Gesamtmodell und der damit verbundenen Schwierigkeiten, was deren Vernetzung betrifft,
fiithrt die vorgestellte Methode aufgrund der Méglichkeit, nicht Cy-stetige Verschiebungslosun-
gen zuzulassen, zu groferen Freiheiten hinsichtlich der Netzgenerierung.

Eine neu-entwickelte Tetraeder-Ansatzbasis, basierend auf einer entarteten Abbildung von He-
xaeder auf Tetraeder (Duffy Transformation), wurde in Kapitel 3 vorgestellt. Diese ist durch
die Wahl integrierter Legendrepolynome abgestimmt auf strukturmechanische Berechnungen
und lasst durch die Konstruktion als Tensorprodukt im Hexaeder noch Spielraum fiir opti-
mierte Integrationsalgorithmen. Sie ist des Weiteren eng verbunden mit der Transformation
von dem Master- auf das globale Element. Das umgesetzte Prinzip der Abbildung von lokal
nach global erlaubt eine sehr einfache Anbindung an externe Netzgeneratoren.

Hinsichtlich der Mortar Element Methode wurden verschiedene Ansétze fiir die Lagrangen
Multiplikatoren implementiert. Als am effizientesten zeichneten sich die diskontinuierlichen
Ansétze aus, die auch im Fall von ’geknickten’ Kontaktflichen, wie im Beispiel des aus einer
Achtelkugel ausgeschnittenen Wiirfels, noch exakte Ergebnisse lieferten. Stetige Ansatzraume
versuchen die tatséichlichen Spannungen zu erfassen und weisen bei Spriingen des Spannungs-
feldes Oszillationen auf, die die Gesamtlosung, d.h. auch das Verschiebungsfeld, deutlich ver-
schlechtern. Besonders hervorzuheben ist, dass die Implementierung sogar im Fall von mate-
rieller Nichtlinearitdt iiber mehrere Lastschritte hinweg sehr robust ist.

Untersucht wurden im Rahmen dieser Arbeit lediglich nicht konforme Netze, die planare Kon-
takflachen besitzen. Ausblickend wire die Moglichkeit einer Anwendung auf gekriimmte In-
terfaces jedoch sehr wiinschenswert, da mit ihr die Kopplung an die am Lehrstuhl fiir Com-
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putation in Engineering entwickelten anisotropen Hexaederformulierungen fiir schalenférmige
Strukturen méglich wiirde. Im Bereich der h-FEM gibt es diesbeziiglich von FLEMISCH ange-
stellte Untersuchungen, die sich jedoch nicht auf eine allgemeine geometrische Beschreibung
konzentrieren @; @]

Bevor allgemeine Interfaces zugelassen werden, kénnte ein erster Schritt in der Kopplung an
Kontaktflichen liegen, die eine inplane Kriimmung aufweisen, d.h. planare Kontaktflichen, die
in ihrer Ebene verzerrt sind, und somit immer noch durch einen einheitlichen Normalenvektor
gekennzeichnet sind.
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Anhang A

Tetraeder Ansitze nach dem Prinzip
von Schoberl

In diesem Anhang geben wir einen Vorschlag zur Erweiterung der Schéberl-Ansatzfunktionen

(Kap! a
2D-Basis

P: &1 S | &
P1: | —-1|-1]| -1
P2: 1 | —-1] -1
P3: 0 1 | -1
P4. 0 0 1

edgel (P1—P2): &=-1 &=-—1
edge2 (P2—P3): &=1-2§ &=-—1
edge3 (P3—Pl): &H=1-& &=-1
edged (P1— P4) =& §3=1+2§
edgeb (P2 — P4) =4 G=1-2§
edge6 (P3 — P4) &=0 &=1-—2&
Die Fléchen werden beschrieben durch:
facel (P1—P2— P3): §3=—1
face2 (P1— P2— P4): &3 =14 2&
face3 (P2— P3— P4): §3=1—4& — 28
faced (P3— P1— P4): §3=1+4& — 26

uf 3D. Dies entspricht einer Erweiterung der von SCHOBERL vorgeschlagenen
|. Das Masterelement ist definiert durch die vier Punkte:

s

N N /N /N /N A/
DD Ot = W N
S N N N N

—~ o~
> =
© 00

= = D —

>
S
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A.1 Knotenmoden

Die Knotenmoden 1),; sind:

Y= §(1—46 - 26— &) (A-11)
Ve = (1446 26— &) (A.12)
vz = 1(1 428 — &) (A.13)
Yos = 11+ &) (A.14)

A.2 Kantenmoden

Die Kantenmoden sind analog zum 2D Fall konstruiert. Um Cy-Stetigkeit leichter zu gewahr-
leisten, konstruieren wir Legendre Polynome entlang jeder Kante. Wir diskutieren dies fiir
Kante 1, die dieselbe wie fiir den 2D Fall ist. Auf der Suche nach einem Argument fiir das
Jacobi Polynom mit a = 0 betrachten wir:

P
1 =28 — &3
Mit &5 = —1 fiir die Kanten 2/3 erhalten wir
P
L =&

mit derselben Argumentation wie fiir den 2D Fall. Auf den Kanten 4/5 ausgewertet, ergibt
sich fiir f wiederum 1 und —1. Fiir Kante 6: f = 0. Fiir Kante 1 gilt f = &, so dass wir die
gewiinschte Eigenschaft erhalten. Die Moden fiir Kante 1 sind somit:

48 1-286 =& .o
T — 1 )y i=2---.mn (A.15)

Wi (1,60, &) = (

Ahnlichen Argumentationen folgend erhilt man die Kantenmoden fiir die anderen Kanten:

Ui 6,88) = P (FER); i=2,--,n (A.16)
V(61 60.6) = (5 (T2 (Grimasds); i=2,-n (A.17)
V(6160 6) = UL () (AT hasds); i=2,- (A.18)
Vi€ 6,&) = PNG)(THETEER); =2, m (A.19)
Vis(€,60,8) = PNG) (T EER); i=2,m (A.20)
Vig(€r, 6, 68) = (&) (qgy™); =2 n (A.21)

A.3 Fliachenmoden

Die Flachenmoden sind analog zum 2D Fall konstruiert. Wir geben sie hier mit o« = 20 — 1
(Glg. B2Z4I) an, was aber ohne Ordnungsverlust durch oo = 0 ersetzt werden kann.
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b (61 60,6) = D) (e ) (55 )'ﬁfz W) (5R)Y; =2, m (A.22)
ww(& E,6) = Mimeg) ()P (&), i=2,.n (A.23)
(66 6s) = PUEE)(1— &)y 1@)(%); i=2-n (A.24)
B(En 6, 8) = PY 3,1)(1—5)'253’ ) (Grihaatss), =2, (A.25)

A.4 Bubble Moden
Die inneren Moden kénnen gewéahlt werden als:

4&;
—1+2&% +&3

—&3
14 2&

R (&1, 6, E3) = PY( J(—1+26+&)' D7 ( )(1+26) P (&) (A.26)

1=2.n—2j=1ln—i;k=n—1i—7
Insgesamt haben wir

4 Knotenmoden ( )

6(n —1) Kantenmoden ( )

4(n —2)(n—1)/2 Flachenmoden (A.29)
(n—1)(n—2)(n—3)/6 innere Moden ( )
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Anhang B
Abgebildete Basis

Im Folgenden werden die Kanten-Ansatzfunktionen auf dem Tetraeder fiir n = 5 angegeben.
Es lasst sich keine geschlossene Formel angeben.
Kante 1:

Yer(61:€2,6)° =1/16 (1 +6) (2+26 + &+ &) (L + & +1+&)
(7512+7§1§3+7§1§2+14&1—|—§22+7£3+2§2§3+7+7£2+£32)

Kante 2:

Vea(€1,62,83)° =1/16 (1 + &) (1+2&+ &) (T&P+THEG+TH+ 1+ 564 67)
(1+¢&)

Kante 3:

Ves(€1,60,83)° =1/16 (1 + &) (1426 + &) (T&P+THEG+TEH+586+ 14 67)
e+ & +1+6)

Kante 4:

Yea(61,60,6)° =1/8 (L + &+ 1+8) & (1+ &) (76— 3)
Kante 5:

Ve (61,60, 65)° = = 1/8 (1+ &) &3 (1+ &) (767 = 3)
Kante 6:

Pes(61,62,63)° = —1/8 (1+ &) (T&6° —3) & (1 + &)
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Anhang C

Blending Terme fiir Kanten und
Flachen

Kanten:
BB = e 6 e s e E) (©1)
BB =3 e e B L6 T (©2)
BBy = o S AT BT T (©3)
Ph=- <—(§1++£§2) (Zig T £j)+(1£:f3§3> (€4)
BB~ e B e D) (©5)
R Ty ie kv (€6)

Flachen:

(1+&)A+&)(E +8+8+1)
Hh = (—1+&+8—83) (62 +2+83) (61 +2+&3) (©7)
1+ +8+E&)(1+&)(1+E3)
(1 =& +& —E&35)(E2+2+E3) (& +2+&2)
FB, — (1+&)(1+E&) (=1 —¢&5)
(L4286 +28 + &) (=61 —&3) (€2 — &3)
I+ +8+8&)(1+E&) [ +E3)
B = (1 =& +&+E&) (& +2+&) (& +2+ &) (G.10)

FBQI—
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